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) Vltrod \AccióVl 

El presente trabajo está dividido en dos partes. En la primera, que consiste 
de los primeros dos capítulos, se presentan preliminares de la teoría de categorías 
hasta llegar al concepto de Extensión de Kan. Particularmente, se estudia el caso 
de extensión de Kan a lo largo del encaje de Yoneda: 

(Kan) 

Dada una categoría pequeña e y un funtor e .!. 'D con 'D una ca
tegoría cocompleta, se construye una pareja adjunta de funtores 
:J A -1 :JA, donde:J A extiende a:J a lo largo del encaje de Yoneda: 

Aplicaciones de este problema son tratadas en la segunda parte. 

En el Capítulo 3, definimos el funtor espacio clasificante cat ~ Top y describimos 
una estructura celular en Be, la cual tiene como O-celdas a lo objetos de e y como 
l-celdas a sus morfismos distintos de las identidades. 

También, mostramos que el grupo fundamental del espacio Be respecto de un 
objeto a de e, es el grupo de automorfismos de a en la categoría de fracciones que se 
obtiene de e, al formalmente invertir todos sus morfismos. En particular, el grupo 
fundamental del espacio clasificante de un grupoide 9 en un objeto a, es isomorfo al 
grupo de automorfismos de a en 9. 

En el Capítulo 4, después de definir la categoría de gavillas en un sitio, considera
mos el ejemplo del sitio asociado a un grupoide etale. Utilizando (Kan) mostramos 
entonces que la categoría de gavillas en un grupoide etale 9, es equivalente a la 
categoría de homeomorfismos locales sobre 90 con una acción de 9. 
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Por último, en el Capítulo 5 se observa que para todo anillo ~, la imagen escencial 

del funtor ~-Alg ~ Con.R-AlgOP consiste de los funtores de ceros de sistemas de 

ecuaciones polinomiales sobre ~, y se obtiene de (Kan) un diagrama: 

que determina una equivalencia entre la categoría de esquemas Scm y la categoría de 
espacios algebraicos de Zariski. Con esto, se ve a la categoría de esquemas como una 
extensión de la categoría de funtores de ceros de sistemas de ecuaciones polinomiales. 

Resta decir que por razones que se escaparon de las manos de su realizador, este 
trabajo no lleva el nombre más correcto: 

extensiones de Kan en topología y geometría 
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CAPíTULO 

Categorías 

1. UVliversos'j Categorías 

§1.1. Universos. Para evitar algunos problemas que se presentan usualmente 
en la teoría de conjuntos cuando manipulamos con poco cuidado a las categorías, 
adoptaremos la convención de trabajar con el concepto de universo (ver Capítulo 1 
de [Bor94] y Apéndice de Exposición 1 de [AGV70J). 

Para ello supondremos la teoría de conjuntos según los axiomas de Zermelo
Frenkel y definimos un universo como un conjunto U con las siguientes propiedades: 

(i) Si x E y Y Y E U entonces x E U. 
(ii) Si {XdiEI es una familia de elementos de U con conjunto de índices 1 E U, 

entonces la unión U{XdiEI también está en U. 
(iii) Si x E U entonces P(x)' el conjunto potencia de x, también es un elemento 

deU. 
(iv) El conjunto N := {O := 0,1 := O U {OJ, 2 := 1 U {l J, ... }, de los números 

naturales, es un elemento de U1. 

Entre las propiedades de los universos, se tienen las siguientes: 

(i) Si x <:;; y y y E U entonces x E U . 
(ii) Si x,y E U entonces la pareja ordenada (x,y) := {{xJ,{x,yJ} , también es 

un elemento de U. 
(iii) Si {X¡}iEI es una familia de elementos de U con conjunto de índices 1 E U 

entonces la unión ajena U Xi también está en U. 
iEI 

(iv) Si {XdiEI es una familia de elementos de U con conjunto de índices 1 E U 
entonces el producto cartesiano OXi también pertenece a U. 

iEI 
(v) Si x, y E U entonces cualquier subconjunto del conjunto de funciones de x 

en y es un elemento de U. 

1 Este enunciado es equivalente a: U tiene un elemento de cardinalidad infinita 
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Resulta que en una teoría de conjuntos y universos el siguiente enunciado no se 
sigue de los axiomas, por lo que lo supondremos como un postulado más. 

EXISTENCIA DE UNIVERSOS: Todo conjunto es un elemento de algún uni
verso. 

Notemos entonces que dado un universo U existe un único universo U+ llamado 
universo sucesor de U (ver [DHK]) , con las propiedades: 

(i) U EU+ 
(ii) Si U' es otro universo tal que U E U' entonces U+ ~ U' 

En efecto, la unicidad es inmediata de (ii). Para mostrar la existencia considera 
un universo V tal que U E V Y define U+ = n{W universo I U E W ~ V}. Entonces 
U+ es un universo tal que U E U+ y si U' es otro universo tal que U E U' , por el 
axioma sobre la existencia de universos, existe un universo V' tal que U', V ~ V', por 
lo tanto U+ = n{W universo I U E W ~ V} = n{W universo I U E W ~ V'} ~ U' . 

Por último, si U es un universo, llamamos conjuntos U -pequeños a los elementos 
deU. 

§1.2. Categorías. En este trabajo por una categoría entendemos una categoría 
cuya colección de objetos forma un conjunto. Si U es un universo, una U -categoría 
pequeña es una categoría cuyo conjunto de objetos y conjunto de morfismos entre cua
lesquiera dos objetos de ella son U-pequeños. Una U-categoría es una U+-categoría 
pequeña cuyo conjunto de morfismos entre cualesquiera dos objetos de ella es U
pequeño. 

Ejemplos: 
Sea U un universo. 
§1.2.1. Los conjuntos U-pequeños y las funciones entre ellos forman una U

categoría a la que denotamos Conu. 
§1.2.2. Un espacio topológico U-pequeño es un conjunto U-pequeño con una 

estructura de espacio topológico. Los espacios topológicos U-pequeños y las funciones 
continuas entre ellos forman una U-categoría a la que denotamos To¡:>u . 

§1.2.3. Las U-categorías (resp. U-categorías pequeñas) y los funtores entre ellas 
forman una U+ -categoría (resp. U-categoría) a la que denotamos Catu (resp. catu). 

§1.2.4. Un grupoide U-pequeño es una U-categoría pequeña con la propiedad 
que cualquiera de sus morfismos es un isomorfismo. Los grupoides U-pequeños y los 
funtores entre ellos forman una U-categoría a la que denotamos Gr¡:>du ' 

§1.2.5. Un monoide U-pequeño es una U-categoría pequeña con la propiedad 
que su conjunto de objetos consiste de un único elemento. Los monoides U-pequeños 
y los funtores entre ellos forman una U-categoría a la que denotamos Mondu . 

§1.2.6. Un grupo U -pequeño es una monoide U-pequeño que también es un gru
poide U-pequeño. Los grupos U-pequeños y los funtores entre ellos forman una 
U-categoría a la que denotamos Gr¡:>u . 
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§1.2.7. En todo el trabajo cuando hablemos de un anillo entenderemos que el 
anillo es un anillo con uno y que los modismos de anillos mandan el uno en el uno. 

Un anillo U-pequeño es un conjunto U-pequeño con la estructura de un anillo. 
Los anillos U-pequeños y los modismos de anillos forman una U-categoría a la que 
denotamos Anillou. 

Del mismo modo, los anillos U-pequeños abelianos y los modismos de anillos 
entre ellos forman una U-categoría a la que denotamos como Anillo~b . 

§1.2.8. Si R es una anillo U-pequeño, un R-módulo izquierdo U-pequeño es un 
conjunto U-pequeño con la estructura de un R-módulo izquierdo. Los R-módulos 
izquierdos U-pequeños y las funciones entre ellos que respetan la estructura de R
módulo izquierdo forman una U-categoría a la que denotamos R-Modu . 

§1.2.9. Categoría Opuesta. Si e es una categoría, denotamos por eop a la cate
goría opuesta, es decir, a la categoría que tiene los mismos objetos que e pero tal que 

eOP(a, b) = e(b, a) . Observemos que si e 2"¡ 'I) es un funtor , se tiene canónicamente 

un funtor eop ~ 'I)0P. 

Es inmediato que si e es una U-categoría (resp. U-categoría pequeña) entonces 
op op eop también. De este modo se tienen funtores Catu ---+ Catu y catu ---+ catu los 

cuales son isomorfismos. 
§1.2.1O. Categoría de Funtores. Si e y A son dos categorías denotamos como 

A e a la categoría cuyos objetos son los funtores de e en A y cuyos morfismos las 
transformaciones naturales entre ellos. 

Podemos ver que: 

(i) Si e y A son U-categorías pequeñas entonces Ae también. 
(ii) Si e es una U-categoría pequeña y A es una U-categoría entonces Ae es 

una U-categoría. 
(iii) Si e y A son U-categorías entonces A e es una U+-categoría pequeña. 

~ e' A:T e Recordemos ahora que un funtor e ~ e' determina un funtor A ~ A donde 

A~(9) = 9 o 1" y A~(Ttl = TJ * 1". Del mismo modo, un funtor A 2"¡ A' determina un 

funtor Ae ~ A,e donde 1"e(9) = 1" o 9 y 1"e(TJ) = 1" * TJ. Se sigue que si A es una 

U-categoría hay un funtor catu ~ Cat;¡' y que si e es una U-categoría pequeña, 
e e 

hay funtores catu -=---+ catu y Catu -=---+ Catu. 
§1.2.11 . Categorías Preaditivas. Si A es una categoría, decimos que A es una 

categoría preaditiva si para cualesquiera dos objetos x y y de A el conjunto de 
morfismos A(x, y) tiene dada una estructura de grupo abeliano al que denotamos 
Az(x, y) y tal que para cualesquiera tres objetos x, y y z en A la composición 

Az(x, y) x Az(y,z) ~ Az(x,z) es una morfismo de grupos en cada variable. Si A 
es una U-categoría (resp. U-categoría pequeña) y una categoría preaditiva, decimos 
que A es una U-categoría preaditiva (resp. U-categoría preaditiva pequeña). Por 
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ejemplo, la U-categoría R-Modu es una U-categoría preaditiva donde la suma de dos 
modismos con el mismo dominio y codominio se define puntualmente. 

Si ahora A y 13 son dos categorías preaditivas y A 2:, 13 es un funtor, decimos que 
1" es Juntar aditivo si para cualesquiera dos objetos x y y en A la función inducida 
Az(x,y) -l13z(1"(xl.1"(y)) es un morfismo de grupos. 

Las U-categorías preaditivas (resp. U-categorías preaditivas pequeñas) y los [un
tores aditivos entre ellas forman una U+ -categoría (resp. U-categoría) a la que de
notamos Z-Catu (resp. Z-catu). 

Observemos que si A es una categoría preaditiva, para cualquier objeto x en A 
el grupo abeliano de endomorfismos Az(x, x) tiene una estructura de anillo, donde 
la multiplicación está dada por la composición de morfismos. Del mismo modo, para 
cualesquiera dos objetos x y y de A el grupo abeliano de morfismos Az(x, y) tiene 
una estructura de Az(x, xl-módulo izquierdo y de Az{y, y)-módulo derecho. 

Si R es un anillo U-pequeño podemos asociarle a R una U-categoría preaditiva 
pequeña, la cual tiene un único objeto cuyo conjunto de endomorfismos es igual a R. 
Esta asignación se extiende canónicamente en un funtor fiel y pleno Allillou y catu 
análogo a los funtores MOlldu y catu y GrtJu y GrtJdu . 

Por último, observemos que si e es una categoría preaditiva la categoría opuesta 
eop tiene naturalmente una estructura de categoría preaditiva. También, si e es 
una categoría y A es una categoría preaditiva, A e es una categoría preaditiva donde 

TJ + TJ' se define como {(TJ + TJ'}x = TJx + TJ~} x' 

2. SlAbobjetos'l Cocierltes 

§2.1. Conjuntos Parcialmente Ordenados. Una categoría e con la propie
dad que el conjunto de morfismos entre cualesquiera dos objetos de ella contenga 
a los más un elemento es llamada un conjunto parcialmente ordenado. Si e es un 
conjunto parcialmente ordenado llamamos al conjunto de objetos de e el conjun
to subyacente del conjunto parcialmente ordenado y si x y y son elementos de este 
conjunto escribimos x ~ y siempre que exista un morfismo en e de x en y. 

Los conjuntos parcialmente ordenados U-pequeños y los funtores entre ellos for
man una U-categoría a la que denotamos COIIPOU . El funtor fiel y pleno COIIPOU y 
catu tiene un adjunto izquierdo: 

~ 
COIIPOU ( , catu 

que a cada U-categoría pequeña e asocia el conjunto parcialmente ordendo U-pequeño 
que tiene como conjunto subyacente al conjunto de objetos de e, y donde x ~ y siem
pre que exista al menos un morfismo en e de x en y . 

Un conjunto parcialmente ordenado con la propiedad que dos sus elementos son 
isomorfos si y sólo si ellos son iguales es llamado un conjunto ordenado. Los conjuntos 
ordenados U-pequeños y los funtores entre ellos forman una U-categoría a la que 
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denotamos ConOu. En este caso el funtor fiel y pleno ConOu y ConPOu también 
tiene un adjunto izquierdo: 

n 

~ 
ConOuc • ConPOu 

que a cada conjunto parcialmente ordenado U-pequeño e asocia el conjunto ordenado 
cuyo conjunto subyacente es el conjunto de clases de isomorfismo de objetos de e , y 
donde [x] S [y] siempre que exista un morfismo en e de x en y . 

§2.2. Categoría Dirigida. Si e 2¡ D es un funtor entre categorías y d es un 
objeto en D, denotamos como :J 1 d a la categoría coma en d a través de :J, es decir, 
a la categoría cuyos objetos son las parejas ordenadas (a, u) donde a es un objeto 
en e y u E D(:J(a), d) es un morfismo en D, y donde el conjunto de morfismos 
:J 1 d((a,u),(a',v)) entre cualesquiera dos objetos (a,u) y (a',v) consiste de los 
morfismos tE e(a, a') en e tales que vo :J(t) = u. 

Observemos que esta categoría viene acompañada de un funtor canónico :J 1 

d ~ e al que llamamos la proyección en e y que está definido como 7I 1 d( a, u) := a . 
Del mismo modo, denotamos como d 1 :J a la categoría cocoma en d a trovés 

de :J, es decir, d 1 :J es la categoría opuesta de la categoría coma en d a través del 
:T0P 

funtor eop ~ DOP. En este caso denotamos a la proyección en e como d 1 :J. 
Si las categorías e y D son iguales denotamos a la categoría coma (resp. cocoma) 

en un objeto d a través del funtor identidad como el d (resp. d 1 e). 
Notemos que: 

(i) Si e es una U-categoría pequeña y D una U-categoría, :J 1 d y d 1 :J son 
U-categorías pequeñas. 

(ii) Si e y D son U-categorías, :J 1 d y d 1 :J también son U-categorías. 

Concluimos que si e 2¡ D es un funtor de una U-categoría pequeña e en una 
U-categoría D, la asignación que a cada objeto den D asocia la pareja (:J 1 d, 7I 1 d) 
(resp. (d 1 :J, d 1 7I)) se pude completar en un funtor: 

(1) 
:T!- - 1:T ( t P D • CQtu 1 e D- cQtule 

d (:J 1 d,7I 1 d) d (dl:J,dl7I) 

~ 11 • !:T 1~ ~ 11 .1 ~1:T 
d' (:J 1 d',7I 1 d') resp. d' (d' 1 e,d' 17I) 
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donde :J 1 cp (resp. cp 1 :J) esta definido como sigue: 

(2) 
:Tl<P <pl~ 

:Jld - :J 1 d' d' 1:J - d 1:J 

(a,u) (a,cpou) (a,u) (a, u o cp) 

f 1, -1 f f 1, -1 f 
(a',u') (a', cp o u') resp. (a',u') (a',u'ocp) 

§2.3. Subobjetos y Cocientes. Sea e una categoría. Si a ~ b es un morfismo 
en e decimos que f es un monomorfismo (resp. epimorfismo) si f se cancela por la 
izquierda (resp. derecha), es decir, si la igualdad f o cp = f o 1\1 (resp. cp o f = 1\1 o f) 
implica la igualdad cp = 1\1. 

Es inmediato que los morfismos identidad de e son monomorfismos (resp. epi
morfismos) y que la composición de monomorfismos (resp. epimorfismos) es un 
monomorfismo (resp. epimorfismo), por lo que los objetos de e y los monomorfismos 
(resp. epimorfismos) entre ellos forman una categoría a la que denotamos emono 

(resp. eepi). 
Si x es un objeto de e, la categoría emono 1 x (resp. xl eepi) es denotada Swbe(x) 

(resp. Coce(x») y llamada la categoría de subobjetos (resp. cociente) formales de x 
en e. Así, un subobjeto (resp. cociente) formal de x en e es una pareja (a, u) donde 
a ~ x es un monomorfismo (resp. epimorfismo) en e. 

Ahora, si e es una U-categoría pequeña, Swbe(x) (resp. Coce(xl) también es 
una U-categoría pequeña. Más aún, por la propiedad que cumplen los monomor
fismos (resp. epimorfismos) se sigue que Swbe(x) (resp. Coce(x») es un conjunto 
parcialmente ordenado U-pequeño. Al conjunto ordenado U-pequeño 7I (Swbe(xl) 

(resp. 7I(Coce(xll) de clases de isomorfismo de objetos de Swbe(x) (resp. Coce(xl) 

lo denotamos como swbe(x) (resp. coce(x» y lo llamamos el conjunto U-pequeño de 
subobjetos (resp. cocientes) de x en e. Así, un subobjeto (resp. cociente) de x en e 
es una clase de subobjetos (resp. cocientes) formales de x en e módulo la relación 
que identifica a dos parejas (a, u) y (b, v) si existe un isomorfismo a ~ b tal que 
vocp=u. 

Ejemplos: 
§2.3.1. Conjuntos. En la U-categoría de conjuntos U-pequeños los monomorfis

mos (resp. epimorfismos) son las función inyectivas (resp. suprayectivas). Si X es un 
conjunto U-pequeño, el conjunto ordenado U-pequeño swbCol'l(X) (resp. cocCOI'I(X») 
es isomorfo al conjunto U-pequeño de subconjuntos de X (resp. de relaciones de 
equivalencia en X) ordenado por contención. 
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§2.3.2. Epacios Topológicos. En la U-categoría de espacios topológicos U-pequeños 
los monomorfismos y los epimorfismos son las funciones continuas inyectivas y su
prayectivas, respectivamente. 

Si X es un espacio topológico U-pequeño, el conjunto ordenado U-pequeño de 
subobjetos de X en Top es isomorfo al conjunto U-pequeño de las parejas (A, T) 
donde A es un subconjunto de X y T es una topología en A tal que la inclusión 
A -+ X es continua y donde (A, T) ~ (B , T') si A está contenido en B y la función 
inducida A -+ B es continua. 

Por otro lado, el conjunto ordenado U-pequeño de cocientes de X en Top es 
isomorfo al conjunto U-pequeño de las parejas (R, T) donde R es una relación de 
equivalencia en X y T es una topología en el cociente X/R tal que la función inducida 
X -+ X/R es continua y donde (R, T) ~ (S, T') si R está contenida en S y la función 
inducida X/R -+ X/ S es continua. 

§2.3.3. Categorías de Funtores. Sean e y 'D dos categorías y :I d:} S un modismo 
en 'De . Si para todo objeto a en e el modismo :I(a) ~ Sta) es un monomor
fismo (resp. epimorfismo) en 'D, es inmediato que 11 es un monomorfismo (resp. 
epimorfismo) en 'De. 

Si ahora 'D = Con puede verse recíprocamente que si :I d:} S es un monomorfismo 
(resp. epimorfismo) en Cone entonces :I(a) ~ Sta) es un monomorfismo (resp. 

epimorfismo) en Con para todo objeto a en e. En particular, si e ~ Con es un funtor, 
el conjunto ordenado U-pequeño de sub objetos (resp. cocientes) de :I en Cone esta 
en correspondencia biyectiva con el conjunto U-pequeño de familias X = {X(al} aEeo 

(resp. R = {R(al} aEeJ indexadas por los objetos de e, tales que X(a) ~ :I(a) 

(resp. R(a) es una relación de equivalencia en :I(a)) y con la propiedad que para 

todo morfismo a ~ b en e la función :I ( a) ~ :I (b) se restrinje en una función 
X( a) -+ X(b) (resp. se factorice en una función :I( a)/R( a) -+ :I(b )/ R(b)). Aquí, 
X ~ Y (resp. R ~ S) si y sólo si X(a) ~ Y(a) (resp. R(a) ~ Sta)) para todo objeto 
a en e. 

3. (Co)Pregavillas Represe~tables 

Si e y A son dos categorías a la categoría Ae
op 

(resp. (AetP) la denotamos como 
PI'! (e)A (resp. tOPI'! (e)A) y llamamos a sus elementos pregavillas en e con valores 
en A o A-pregavillas en e (resp. copregavillas en e con valores en A o A-copregavillas 
ene) . Entonces (pl'!(e)AtP=tOPI'!(eOP)A. 

§3.1. Encaje de Yoneda. Sea e una U-categoría. 
A la U+ -categoría pequeña de Conu-pregavillas (resp. Conu-copregavillas) en e la 

denotamos como PI'! (e)u (resp. tOPI'! (e)u) y llamamos a su elementos U-pregavillas 
(resp. copregavillas) en e . 
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Observemos que todo objeto x en e determina canónicamente una U-pregavilla 
y una U-copregavilla en e definidas como en los diagramas: 

x/\ 
eop---COrlu 

XV 
e---COrlu 

a e(a,x) a e(x,a) 

,¡, ·1-0f y , j, .1 fo -

b e(b,x) b e(x,b) 

respectivamente, de modo que estas asignaciones se extienden en funtores: 

(3) e 
h/\ 

, Pn(e)u e 
h V 

• coPn (e)u 

x x/\ x xV 

.¡, .1 ~o- y • j' , l -o~ 
11 y/\ Y yV 

LEMA DE YONEDA 3.1. La transformación natural: 

eop x Pn(e) coPn (e)Op x e 

"'I')(_A,_{ ~ ) '"'" ,,"'I')(-,-VI ( ~ ) '"'" 
COrlu resp. COrlu 

definida para un objeto x en e y una U-pregavilla (resp. U-copregavilla) F como la 
asignación: 
(4) 

Pn (e) (x/\, F) ----+- F(x) 

TlI , Tlx(idx) 

coPn (e) (F, xv) ----+- F(x) ) 

TlI • Tlx(idx) 

es un isomorfismo. 
En particular h/\ y h v son fieles y plenos. 

DEMOSTRACIÓN. Si x/\ ~ F (resp. xV ~ F) es una transformación natural, 
para todo objeto a en e y todo morfismo <p E e( a, x) (resp. <p E e(x, al) el siguiente 
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cuadrado es conmutativo: 

TI x 
e(x, x) -- F(x) 

~o- j j F(~) 
e(a , x) ~ F(a) 

Tia 
e(x, a) ~ F(a) 

Tia 

por lo que se tiene la igualdad 11a(q» = F(q»(11x(idx)). Esto prueba que (4) es una 
biyección. 

Para probar que esto implica que el funtor h Á (resp. h V) es fiel y pleno, ob
servemos que si x y y son dos objetos objetos de e, la función (4) con ::J = yÁ 
(resp. ::J = Y v ) es inversa de la función e(x, y) -1 Pn (e) (xÁ, yÁ) (resp. e(y, x) -1 

coPn (e)(y v, x v l) definida por h Á (resp. h V) . .¡. 

Más generalmente, si 1) es una U-categoría y ::J : e -11) es un funtor, cada objeto 
den 1) determina canónicamente una U-pregavilla y una U-copregavilla en e: 

eop 
~/\(d) e 

• Ol'lu e ~V(d) e 
' Ol'lu 

a 1)(::J( a), d) a 1)( d,::J( al) 

,¡, , 1 -0~(f) y , l' .1 ~(f)o-
b 1) (::J(b l. d) b 1)( d, ::J(b)) 

respectivamente, de modo que también estas asignaciones se extienden en funtores: 

(5) 
~/\ 

1) -- Pn(e)u 
~V 

1) -- coPn (e)u 

d ::JÁ( d) d ::Jv (d) 

~ ji .1 ~o- y ~ ji 'l -o~ 
d' ::JÁ( d') d' ::Jv (d') 

Los funtores (3) y (5) están relacionados en los siguientes diagramas: 

1) 1) 
1 

~ 
~I /\ 

~ 
.;:.1 

e/\ ~ I~ Y aV "/ 'l I;¡V 
.;:. 

f 
.;:. , 

~ .;:. 

eC ~ Pn(e)u eC & • coPn (e)u , , 
h/\ h V 
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donde las transformaciones naturales e/\ y eV se definen para x y a objetos en e 
como las funciones inducidas por 1': 

(e('la ( ) era, x) ---+-TI 1'(a),1'(x) y (e: la ( ) e(x, a) ---+-TI 1'(x),1'( a) , 

respectivamente. En particular, si l' es fiel y pleno 1'/\ o l' == h /\ Y 1'v o l' == h v. 
Recíprocamente: 

TEOREMA 3.2. Sean e y TI dos U -categorías. Si e 2¡ TI es un ¡untor, las si-
guientes condiciones son equivalentes: 

(i) l' es fiel y pleno. 
(ii) Existe un isomorfismo 1'/\ o l' == h/\. 

(iii) Existe un isomorfismo 1'v o l' == h V. 

DEMOSTRACIÓN. Falta probar que (ii) (resp. (iii)) implica (i) . Para ello obser
vemos primero que si a y b son dos objetos de e , la función inducida por 1'/\ (resp. 
1'V): 

TI(1'(a),1'(b)) -) Prt (e)u (J'/\(J'(a)),J'/\(J'(bl)) 

(resp. TI(J'(a),J'(bl) -) caPrt (elu (J'V(J'(al),J'V(J'(bl))) 

es inyectiva. En efecto, la asignación 11 H 11a(id:T(all (resp. 11 H 11b(id:T(bll) es una 
inversa izquierda. 

Si suponemos entonces que existe un isomorfismo J'/\ o J' == h/\ (resp. J'v o J' == 
h V), por el Lema de Yoneda el funtor J'/\ o J' (resp. J'v o J') es fiel y pleno. Se sigue 
de la observación anterior que J' también. .¡. 

§3.2. (Co)Pregavillas Representables. Sea e una U-categoría. Si F es una 
U-pregavilla (resp. U-copregavilla) en e, decimos que F es representable si F está 

en la imagen esencial de e ~ Prt (elu (resp. e ~ caPrt (elu ), es decir, si 

existe un objeto x en e y un isomorfismo x/\ ~ F (resp. xV ~ F) . En este caso 
decimos que la pareja (x,11l, o simplemente que x, representa a F. Por el Lema de 
Yoneda dos objetos que representan a la misma U-pregavilla (resp. U-copregavilla) 
son isomorfos. 

Más generalmente, si TI es una U-categoría y J{: TI -l Prt (el (resp. 9{: TI -l 
COPrt (el) es un funtor decimos que 9{ es representable, si existe un funtor 9: TI -) e 
y un isomorfismo h/\ o 9 ~ 9{ (resp. h v o 9 ~ 9{). En este caso decimos que la 
pareja (9,11), o simplemente que 9, representa a 9{. Por el Lema de Yoneda dos 
funtores que representan al mismo funtor son isomorfos. 

PROPOSICIÓN 3.3. Sean e y TI dos U -categorías y e ~ TI un ¡untor entre ellas. 

Si TI ~ e es un ¡untor, las siguientes condiciones son equivalentes: 

(i) 9 es adjunto derecho (resp. izquierdo) de J'. 
(ii) 9 representa a J'/\ (resp. J'v). 
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DEMOSTRACIÓN. Esto se sigue de que la existencia de un isomorfismo h" o 9 == 
:r" (resp. h V o 9 == :rV ) es equivalente a la existencia de una familia de isomorfismos 
binaturales: 

{e(a,9(d)) = 9(d)"(a) ---+ :r"(d)(a) = TI (:r(a), d)} 

(resp. {e(9(d), a) = 9(d)v (a) -t :rv(d)(a) = TI(d,:r(a))}). 

Notemos ahora que en general, si e ~ e' es un funtor fiel y pleno, para que un 

funtor TI 2¡ e' se factorice por h, es decir, para que exista un funtor TI ~ e y un 
isomorfismo h o J{ == 9, es necesario y suficiente que la imagen esencial de 9 esté 
contenida en la imagen esencial de h. 

En efecto, una implicación es inmediata. Supongamos por otro lado que TI 2¡ e 
es un funtor tal que 9(d) es isomorfo a :r(x) para algún objeto x en e, define entonces 
J{ y 11 como sigue: Si d es un objeto de TI, J{ ( d) es igual a la elección de un objeto en e 
tal que :r(J{( d)) es isomorfo a 9( d) Y 11d es un isomorfismo explícito :r(J{( d)) == 9( d). 

Si d ~ d' es un morfismo en TI define J{(d) ~) J{(d /) como el único morfismo en 
e tal que el siguiente cuadrado es conmutativo: 

:r(J{d) ~ 9(d) 

~(~~) ~ ~ 19(~) 
:r(J{d/) ~ 9(d/ ) 

'1 d' 

Concluimos lo siguiente: 

TEOREMA 3.4. Sea e una U -categoría. Si TI es una U -categoría, un juntor 
J{ : TI ---+ Pre(e)u (resp. J{ : TI -+ coPre(e)) es representable si y sólo si la U
pregavilla (resp. U -copregavilla) J{(d) es representable para todo objeto d en TI . 

Más precisamente, si J{ : TI -+ Pre(e) (resp. :K: TI ---+ coPre(e)) es tal que J{(d) 
es representable por 9(d) para todo objeto d en TI, existe un único juntor TI ---+ e 
que representa a J{ y que asocia a cada objeto d en TI la U-pregavilla (resp. U
copregavilla) 9(d). 

Por el Teorema 3.2 se tiene en particular: 

COROLARIO 3.5. Si e y TI son U-categorías y e ~ TI es un juntor entre ellas, 
las siguientes condiciones son equivalentes: 

(i) :r es fiel y pleno. 
(ii) Para todo objeto x en e la U-pregavilla :r"(:r(x)) es representable por x. 

(iii) Para todo objeto x en e la U-copregavilla :rv(:r(x)) es representable por x. 
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§3.3. Encaje de Yoneda en Categorías Preaditivas. Si A es una U-categoría, 
denotamos a la U+ -categoría pequeña preaditiva de Z-Modu-pregavillas (resp. Z-Modu-
copregavillas) en A como Pnz (Alu (resp. coPnz (Alu) y llamamos a sus elementos 
U-pregavillas (resp. U-copregavillas) de grupos abelianos en A. 

Observemos que si z-Modu ~ Conu denota al funtor que olvida la estructura de 
grupo abeliano y 

a los funtores inducidos, dar una estructura de categoría preaditiva en la U-categoría 
~ !ti' A es lo mismo que dar funtores A -=-¡ Pnz (Alu y A -=-¡ coPnz (Alu tales que 

~(y)(xl = ~(x)(yl para cualesquiera dos objetos x y y de A y haciendo los 
siguientes diagramas conmutativos: 

En este caso ~(y)(xl = Az (x, yl = ~(x)(yl. 
LEMA DE YONEDA PREADITIVO 3.6. Si A es una U-categoría preaditiva, la 

transformación natural: 

AOP x Pnz (Al coPnz (A¡OP x 

'~(AII_A ,-( ( _ ) .,., .... (AII_,_VI( _ ) ... 

Grpu resp. Grpu 

definida para un objeto x en A y una U-pregavilla (resp. U- copregavilla) F de grupos 
abelianos en A, como la asignación: 

coPnz (Alu (F, xVl -- F(xl ) 

TI I , Tlx(idxl 

Pnz (Alu (xl\, Fl -- F(xl 

es un isomorfismo. 
En particular, los funtores ~ y ~ son fieles y plenos. 

DEMOSTRACIÓN. La prueba es análoga a la de la Proposición 3.1. 
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Por último, si A y 13 son dos U-categorías preaditivas y A ~ 13 es un funtor aditi
vo, observemos que podemos definir funtores y transformaciones naturales análogos 
a los de la Sección 3 anterior: 

13 13 

y 

A( 

donde ahora J"f' (b)( a) = 13z(J"( a), b) Y J"~ (b)( a) = 13z (b, J"( a)) . 

§3.4. (Co)Pregavillas Representables en Categorías Preaditivas. Una 
U-pregavilla (resp. U-copregavilla) de grupos abelianos F en una U-categoría prea
ditiva A se dice que es representable si ésta está en la imagen esencial del funtor hf' 
(resp. !li), es decir, si existe un objeto x en A y un isomorfismo xf' ~ F (resp. 
x~ ~ F) . En este caso, decimos que la pareja (x, TI), o simplemente que x, repre
senta a F. Observemos que por el Lema de Yoneda Preaditivo si dos objetos de A 
representan a la misma U-pregaviJIa (resp. U-copregavilla) F, estos son isomorfos. 

TEOREMA 3.7. UnaU-pregavilla (resp. U-copregavilla) F de grupos abelianos en 
una U -categoría preaditiva A es representable si y sólo si la U -pregavilla olvAoP (F) 
(resp. (olvA )OP) es representable. 

DEMOSTRACIÓN. Por un lado, si F es una U-pregaviJIa (resp. U-copregaviJIa) de 
grupos abelianos y x es un objeto de A tal que existe un isomorfismo de U-pregavillas 
(resp. U-copregaviJIas) de grupos abelianos x~ ~ F (resp. x~ ~ F) , al aplicar el 
funtor olyA°P (resp. (ol~)OP) obtenemos un isomorfismo de U-pregavillas (resp. 
U-copregaviJIas) de conjuntos U-pequeños: 

Recíprocamente, supongamos que F es una U-pregavilla (resp. U-copregavillas) 
de grupos abelianos en A y x un objeto de A tal que existe un isomorfismo de U
pregaviJIas (resp. U-copregavillas) x/\ == olvAoP(F) (resp. XV == (olvA)OP(Fl). Por la 
naturalidad concluimos que existe un elemento de olv(F(x)) al que denotamos como 
s con la propiedad que para cualquier objeto a en A la función: 

A(a, x) ~ olv(F(a)) (resp. A(x,a) ~OIV(F(a))) 

definida por la fórmula Tla( cp) = olv (F( cp)) (s) es una biyección de conjuntos U-
pequeños. 
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La misma fórmula define una función de grupos abelianos U-pequeños natural 
en a: 

x~(a) =Az (a,x) ~ F(a) (resp. xi(a) = Az(x, a) ~ F(a)) 

la cual es una biyección y por lo tanto un isomorfismo de grupos abelianos. + 
Más generalmente, si A y :B son U-categorías preaditivas, un funtor aditivo 

J{ : :B -) Prtz (A)u (resp. J{: :B -) COPrtz (A)u) se dice que es representable, si existe 
un funtor aditivo 9: :B -) A Y un isomorfismo ~ o 9 ~ J{ (resp. hi o 9 ~ J{). En 
este caso, decimos que la pareja (9,11) , o simplemente que 9, representa a J{. Por el 
Lema de Yoneda Preaditivo, si dos funtores representan a J{ estos son isomorfos. 

TEOREMA 3.8. Si A Y :B son U -categorías preaditivas, un Juntar aditivo J{: :B -) 

Prtz (A)u (resp. J{::B -) COPrtz (A)u) es representable si y sólo si la U -pregavilla 
(resp . U -copregavilla) de grupos abelianos J{(b) es representable para todo objeto b 
en :B . 

DEMOSTRACIÓN. Una implicación es inmediata. Recíprocamente, sea J{: :B -) 
Prt (A)z (resp. J{ : :B -) COPrt (A )z) un funtor aditivo tal que para todo objeto b en 
:B la U-pregavilla (resp. U-copregavilla) de grupos abelianos J{(b) es representable. 
Como ~ (resp. hi) es fiel y pleno, el mismo argumento que utilizamos para probar 
la Proposición 3.4 determina un funtor 9: :B -) A Y un isomorfismo ~ o 9 ~ J{ 

(resp. hi o 9 ~ J{). Más aún, el funtor 9 resulta ser un funtor aditivo porque ~ 
(resp. hi) y J{ lo son. + 

COROLARIO 3.9. Si A y:B son U -categorías preaditivas, un Juntar aditivo J{: :B -) 

Prtz (A)u (resp. J{ : :B -) COPrtz (A)u) es representable si y sólo si el Juntar olvA°P o 
J{ : :B -) Prt (A)u (resp. (olvA )OP o J{: :B -) COPrt (A)u) es representable. 

DEMOSTRACIÓN. Este resultado se sigue de los Teoremas 3.4, 3.7 Y 3.8. + 



CAPíTULO 

L,mites y Col,mites 

1. Límites'j Colímites 

Sea e una U-categoría. 
Si I es una U-categoría pequeña llamamos I-gráficas en e a los objetos de la 

categoría el, es decir, a los funtores de I en e. 
Notemos que si 1 denota a la U-categoría pequeña cuyo conjunto de objetos es 

igual a 1 = {O}, Y sin ningún otro modismo que la identidad de O, la U-categoría el 
de 1-gráficas en e es isomorfa a e. De este modo, para toda U-categoría pequeña 
I el único funtor I ~ 1 determina un funtor kl : e ~ el, que a cada objeto x en e 
asocia la I-gráfica constante k¡(x). 

Del párrafo §3.1 página 7 concluimos que se tienen los siguientes diagramas de 
categorías: 

(6) 

y 

e 

Denotamos al funtor kf' (resp. kY) como lím~ (resp. colími) y si y es una 

I-gráfica en e, llamamos a la U-pregavilla lím~(y) (resp. U-copregavilla colími (yl) 
la U-pregavilla límite, U-pregavilla límite proyectivo o U-pregavilla límite inverso de 
y (resp. la U-copregavilla colímite, U-copregavilla límite inductivo o U-copregavilla 
límite directo de y). 

Por definición, la U-pregavilla límite (resp. U-copregavilla colímite) de una I

gráfica yen e es representable, si y sólo si existe un objeto lím¡(y) (resp. colíml(Y)) 

15 
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en e y un modismo de I-gráficas 

(7) 
(/\ 

k,(lím,(y)) ~y (resp . y ~ k,(colím¡{y))) 

tal que para todo objeto a en e la siguiente función es biyectiva: 

(8) 

e(a, lím,(y)) -- e'(k¡{a),y) 

epi • E~ok,(ep) (

resp. e(colím,(y), a) -- e'(y,k,(a)) ) 

ljJ I • k,(ljJ) oT\~ 

es decir, se cumple la siguiente propiedad universal: 

Para cualquier objeto a en e y cualquier familia de modismos 

{a ~ y(i)LE'o (resp. {a ~ y(i)LE,J, tal que y(f) o epi = epj 

(resp. ljJj oy(f) = y(i)) para todo morfismo i ~ j en I: 

~Y(ji) 
a y(f) 

~ 
yO) 

y(i) 

"<: ]Y'" 
resp. y(¡) 

existe un único modismo a ~ lím¡{y) (resp. a t colím,(yl) tal 
que (t:~h o ep = epi (resp. ljJ o (T\~h = ljJi) para todo objeto i en 
I: 

a~" <p¡ 

<p , 

"' 
a~ ...... ljJ¡ 

ljJ ... ... 
lím,(y) -( /\) y(i) 

'y ¡ 
resp. colím,(y)' (v) y(i) "1' ¡ 

En este caso se dice que la pareja (lím,(Y),E~) (resp. (colím'(Y),T\~)), o sim

plemente que le objeto lím,(y) (resp. colím,(y)), representa al límite (resp. colímite) 
de y en e. Se sigue que dos objetos que representan al límite (resp. colímite) de la 
misma I-gráfica, son isomorfos. 
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§1.1. I-límites e I-colímites. Sea e una U-categoría. 
Si I es una U-categoría pequeña, decimos que e es una U-categoría con I-límites 

(resp. I-colímites) si el funtor lím~ (resp. colími) del diagrama (6) de la página 
15 es representable. Por el Teorema 3.4 de la página 11, e es una U-categoría con 
I-límites si y sólo si la U-pregavilla límite (resp. U-copregavilla colímite) de toda 
I-gráfica y en e es representable. 

Si e es una U-categoría con I-límites (resp. I-colímites) decimos que e es una 
U-categoría con I-límites canónicos (resp. I-colímites canónicos) si se ha elegido un 
funtor lím¡ : e¡ ----) e (resp. colím¡: e¡ ----) e) y un isomorfismo natural: 

(9) 

o equivalentemente, si para toda I-gráfica yen e se ha elegido una pareja (Iím¡(y), E~) 

(resp. (colím¡(y) , TJ~)) que representa su límite (resp. colímite). En este caso llama

mos al funtor lím¡: e¡ ----) e (resp. colím¡: e¡ ----) e) el Juntar I-límite (resp. I-colímite) 
de e y al objeto lím¡(y) (resp. colím¡(y)) el límite (resp. colímite) de y en e. 

Notemos que si e es una U-categoría con I-límites canónicos (resp. I-colímites 
canónicos), por la Proposición 3.3 de la página 10, el funtor I-límite(resp. funtor 
I-colímite) de e es adjunto derecho (resp. izquierdo) del funtor gráfica constante 

e ~ e¡ . Más precisamente, el isomorfismo (9) de arriba determina transformaciones 
naturales E/\: k¡ o lím¡ =? idel (resp. TJ v: idel =? k¡ o colím¡) y TJ/\: ide =? lím¡ o k¡ 
(resp. E V: colím¡ o k¡ =? ide) tales que para todo objeto a en e y toda I-gráfica y en 
e , las funciones (8) y 

(10) 
e(a,lím¡(y)) -- e¡(k¡(a),y) 

lím¡(E) oTJ~ • lE 

e(colímI(y), a) -- eI(y,k¡(a)) ) 

E-;{ o colím¡(E') , lE' 

son inversas una de la otra. 
En este caso, si a es un objeto de e llamamos al morfismo TJa (resp. Ea) el 

morfismo diagonal de a (resp. el morfismo codiagonal de a) y lo denotamos: 

a ~ lím¡(k¡(a)) (resp. colím¡(k¡(a)) ~ a) 

Se sigue que el morfismo diagonal (resp. codiagonal) de todo objeto en e es un 

isomorfismo, si y sólo si el funtor gráfica constante e ~ e¡ es fiel y pleno. 
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§1.2. Categorías Conexas. Una categoría 1 se dice que es conexa, si ésta tiene 
al menos un objeto y para cualesquiera dos objetos de ella, existe una cadena finita 
de morfismos en 1 que los conecta. 

TEOREMA 1.1. Si 1 es una U-categoría pequeña, son equivalentes: 

(i) 1 es conexa. 

(ii) Para cualquier U-categoría e el Juntar gráfica constante e ~ el es fiel y 

pleno. 
(iii) Para toda U-categoría e y todo objeto a en e, a representa al límite de la 

I-gráfica constante kl(a). 
(iv) Para toda U-categoría e y todo objeto a en e, a representa al colímite de 

la I-gráfica constante kIfa) . 

DEMOSTRAC¡ÓN. 

(i)=}(ii) Sea e una U-categoría. Si a y b son dos objetos de e, la función 
definida por el funtor gráfica constante: 

(11) era, b) ----+- e¡(kIfal,kIfb)) 

es inyectiva y su imagen consiste de aquellas transformaciones naturales k¡(a) =* 
kIfb) tales que l1i = l1j, para cualesquiera dos objetos i y j de 1. 

En general, una transformación natural k¡(a) =* k¡(b) consiste de una familia 

de morfismos {a ~ bh en e indexada por los objetos de 1, con la propiedad que 
l1i = l1j si existe un morfismo en 1 de i en j. Se sigue que si 1 es conexa todos los 
objetos de esta familia son iguales, por lo que la función (11) es suprayectiva. 

(ii) =} (i) 
Si suponemos que existen dos objetos de 1 que no están conectados por una 

cadena de morfismos, y consideremos una U-categoría e con al menos dos objetos a 
y b, Y dos morfismos distintos de a en b , por las observaciones anteriores se puede 
contruir fácilmente una transformación natural 11 E e¡(k¡(al,k¡{b)) que no está en 
la imagen de (11) . Esto contradice las hipótesis y por lo tanto 1 es conexa. 

(ii) {=} (iii) Y (ii) {=} (iv) 
Estas equivalencias se siguen del Corolario 3.5 de la página 11. .¡. 

§1.3. Ftmtores ~inales e Iniciales. Si 1 ~ J es un funtor entre U-categorías 
pequeñas y e es una U-categoría, se tiene un diagrama: 

(12) 
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donde 't' esta definida para toda J-gráfica y en e y todo objeto a en e como sigue: 
(13) 

T] 1-1 -------+. T] * :1' (

V 'ry(a) V ) colím, (y)(a) -----+ colím¡ (yo :1')(a) 

resp. T] 1 • T] * :1' 

/\ 'ry(a) /\ 
lím, (y)(a) -Iím¡ (yo :1')(a) 

Decimos que el funtor I 2¡ J es un funtor inicial (resp. final) si se cumple que 
para cualquier objeto j en J la categoría coma :1' 1 j (resp. cocoma j 1 :1') es conexa. 
Por ejemplo, si J es un conjunto U-pequeño totalmente ordenado e I un subconjunto 
de J con el orden inducido, la inclusión I y J es un funtor inicial (resp. final) si y 
sólo si, para todo objeto j en J existe un objeto i E I tal que i :'::: j (resp. i ~ j). 

TEOREMA 1.2. Si 1 2¡ J es un funtor inicial (resp. final) y e una U-categoría 
arbitraria, la transformación natural't' del diagrama (12) de arriba es un isomorfis
mo, por lo que para toda J-gráfica yen e la U-pregavilla límite (resp. U-copregavilla 
colímite) de y es isomorfa a la U-pregavilla límite (resp. U-copregavilla colímite) de 
la I-gráfica y 0:1'. 

DEMOSTRAC¡ÓN. 

Sea e una U-categoría, y una J-gráfica en e y a un objeto de e. Probaremos que 
la función (13) es una biyección. 

Inyectividad: Sean T],T]' E lím~(y)(a) (resp. T],T]' E colím((y)(a)) dos transfor

maciones naturales y supongamos que T] * :1' = T]' * :1', es decir, para todo objeto i 
en I los morfismos T]:r(i) Y T]~(ij son iguales. Debemos probar que Tlj = Tlj para todo 
objeto j en J. Para ver esto, recordemos que por hipótesis, para todo objeto j en 1, 
la categoría coma :1' 1 j (resp. cocoma j 1 :1') es conexa y entonces no vacía, por lo 
que para todo j en J existe un objeto i en I y un morfismo :1'(i) ~ j (resp. j ..':¡ :1'(i)) . 
Se sigue de la naturalidad de Tl y T]' y de la igualdad T]:r(i) = T]~(i) que 

T]j = y(u) o Tl:r(i) = y(u) o Tl~(i) = Tlj 

(T]j =Tl:r(ijoy(u) =T]~(i)oy(U) =T];) 

Suprayectividad: Sea E E lím~(yo:1')(a) ( resp. E E colím((yo:1')(a)) . Definimos 

Tl E lím~(y)(a) (resp. T] E colím((y)(a)) como sigue: Para todo objeto j en J 

escribimos T]j := y(u) o Ei donde (i, :1'(i) ~ j) es cualquier objeto en :1' 1 j . Para 
mostrar que T]j está bien definida, recordemos que la categoría :1' 1 j es conexa 

y observemos que si (i,:1'(i) ~ j) y (i'.:1'(i') ~ j) son dos objetos en :1' 1 j y 
(i, u) -'!?¡ (i', u') un morfismo, entonces: 

y(u) o Ei = y(u') o y( <p) o Ei = y(u') o Ei/ 
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Para ver ahora que la familia {TI;}; determina una transformación natural, con

sideremos un morfismo j ~ j', entonces si TI; = y(u) o Ci para (i, u) E J" 1 j y 
TI;/ = y(u') o Ci' para (i', u') E J" 1 j', como (i, f o u) E J" 1 j', entonces: 

TI;/ = y(f o u) o Ci = y(f) o y(u) o Ci = y(f) o Tl;. 

2. ProalActos 'j SlAmas 

Sea O un conjunto U-pequeño. 
Denotamos como n a la U-categoría pequeña cuyo conjunto de objetos es igual 

O, y cuyos únicos morfismos son las identidades. 
Si e es una U-categoría, una n-gráfica yen e consiste de una familia {Xw}WEO 

de objetos en e indexados por el conjunto O. La U-pregavilla límite (resp. U
copregavilla colímite) de y es llamada la U-pregavilla producto (resp. U-copregavilla 

suma) de la familia {XW}WEO. 
Por definición, la U-pregavilla producto (resp. U-copregavilla suma) de una 

familia {XW}WEO de objetos en e es representable, si y sólo si, existe un objeto en e: 

y una familia de morfismos: 

{ TI Xw ~ xw} 
wEO wEO 

con la siguiente propiedad universal: 

(resp. ti Xw) 1 , 

wEO 

( resp. {ti Xw ~ xw} ) 
wEO wEO 

Para cualquier objeto a en e y cualquier familia de morfismos, 

{a ~ XW}WEO (resp. {a ~ Xw}wEO}, existe un único morfismo 
f]fw: a -t TI Xw (resp. Ufw: a f- U xw) tal que 7tw o 
w wEO w wEO 
TIfw = fw (resp. 9w = Ufw o iw): 
w w 

lEn caso de que el conjunto Q sea finito, Q = {WI, ... ,Wn}, denotamos al objeto n Xw 
wEO 

( resp. U xw) como xw, x ... X X Wn (resp. X w , + ... + xw ,,) 

w EO 
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Q~ 

h!fw ' 'rT .. ~ 
resp. U> U X w -+-;---- Xw wEO 1w 

En este caso decimos que la pareja 

o simplemente que el objeto n Xw (resp. U xw ), representa al producto (resp. 
wEO wEO 

la suma) de la familia {XW}WEO ' 

Por una U-categoría con O-productos (resp. O-sumas) entendemos una U
categoría con U-límites (resp. U-colímites) , es decir, una U-categoría en la que 
la U-pregavilla producto (resp. U-copregavilla suma) de toda familia de objetos en 
e indexada por O, es representable. 

Del mismo modo, por una U-categoría con O-productos canónicos (resp. a
sumas canónicas) entendemos una U-categoría con U-límites canónicos (resp. U
colímites canónicos), es decir, una U-categoría en la que para toda familia {Xw}WEO 

de objetos en e indexada por O, se ha elegido una pareja 

que representa su producto (resp. suma). En este caso llamamos al objeto n Xw 
wEO 

( resp. U Xw ) el producto (resp. suma) de la familia {Xw}wEO y a los morfismos 
wEO 

{7tw }wEO (resp. {iw}wEO) las proyecciones del producto en sus factores (resp. las 
inclusiones de los sumandos en la suma) . 

Por último, decimos que e es una U-categoría con productos (resp. sumas), si e 
tiene O-productos (resp. O-sumas) para todo conjunto U-pequeño O y decimos que 
e es una U-categoría con productos canónicos (resp. sumas canónicas), si e tiene 
O-productos canónicos (resp. O-sumas canónicas) para todo conjunto U-pequeño 
O. 
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§2.1. Ejemplos. En este párrafo, definiremos objetos que representan a las 
pregavillas producto y a las copregavillas suma en distintas categorías. Con estas 
construcciones, estas categorías serán consideradas desde ahora como categorías con 
productos y sumas canónicas. 

§2.1.1. Conjuntos y Espacios Topológicos. 
La U-pregavilla producto (resp. U-copregavilla suma) de una familia de objetos 

en la U-categoría de conjuntos U-pequeños Conu, es representable por el producto 
cartesiano (resp. la unión ajena) de los elementos de la familia. Del mismo modo, 
la U-pregavilla producto (resp. la U-copregavilla suma) de una familia de objetos 
en la U-categoría de espacios topológicos U-pequeños Topu, es representable por el 
producto cartesiano (resp. la unión ajena), con la topología producto (resp. la 
topología suma), de los elementos de la familia. 

§2.1.2. Categoría de Subconjuntos. 
Si X es un conjunto U-pequeño, la U-pregavilla producto (resp. U-copregavilla 

suma) de una familia de objetos en el conjunto parcialmente ordenado U-pequeño 
swbx(Con), es representable por la intersección (resp. la unión) de los objetos de la 
familia. Si X es un espacio topológico U-pequeño, lo mismo es cierto en el conjunto 
parcialmente oredenado U-pequeño swbx(Top). 

§2.1.3. Categorías y Grupoides. 
Si {ew}wEO es una familia de objetos en cat¿¡ indexada por un conjunto U

pequeño O, 

• La U-pregavilla producto de la familia {ew}wEO es representable por la 
U-categoría pequeña n ew definida como sigue: 

wEO 
Su conjunto de objetos es el producto cartesiano de los conjuntos de 

objetos de las categorías de la familia {ew}wEO . 

Si (aw )wEO y (bw lWEO son dos objetos, el conjunto de morfismos 
de (aw)wEo en (bW)WEO es igual al producto cartesiano de la familia 
{ew ( aw, b w)} wEO' La composición se define coordenada a coordenada . 

• La U-copregavilla suma de la familia {ew}wEO es representables por la 
U-categoría pequeña U ew definida como sigue: 

wEO 
Su conjunto de objetos es la unión ajena de los conjuntos de objetos 

de las categorías de la familia {ew}wEO. 

Si a y b son dos objetos, el conjunto de morfismos de a en b es igual 
a ew(a, b), si a y b son objetos de la misma categoría ew, y es igual al 
vacío en caso contrario. La composición es la misma que en las categorías 
originales. 

Si los elementos de la familia {ew}wEO son grupoides U-pequeños, las U-categorías 
pequeñas n ew y U ew también son grupoides. Estas representan a la U-

wEO wEO 
pregavilla producto y a la U-copregavilla suma de la familia {ew}wEO en Grpdu ' 
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§2.1.4. Anillos. 
Si {Aw}WEO es una familia de anillos U-pequeños indexados por un conjunto 

U-pequeño O, 

• El producto cartesiano de los elementos de la familia {AW}WEO, con las ope
raciones definidas coordenada a coordenada, representa a la U-pregavilla 
producto de la familia {Aw}WEO en A~illo . 

• El producto tensorial de anillos ® Aw representa a la U-copregavilla suma 
wEO 

de la familia {AW}WEO en A~illo. 

§2.1.5. R-módulos. 
Si R es un anillo U-pequeño y {MW}WEO es una familia de R-módulos izquierdos 

U-pequeños, 

• El producto cartesiano de los elementos de la familia {Mw}wEO, con las ope
raciones definidas coordenada a coordenada, representa a la U-pregavilla 
producto de la familia {Mw}WEO en R-Mod. 

• El submódulo del producto de la familia {Mw}WEO, cuyos elementos tienen 
todas salvo un número finito de coordenadas igual a cero, representa a la 
U-copregavilla suma de la familia {Mw}WEO en R-Mod. 

§2.1.6. Categorías de Funtores. 
Sea 1) una U-categoría con O-productos canónicos (resp. O-sumas canónicas) . Si 

e es una U-categoría, usando la propiedad universal de los productos (resp. sumas) , 

se puede construir para cada familia {e ~ 1)}WEO un funtor e 2:¡ 1) y transforma

ciones naturales :J ~ :Jw (resp. :Jw ~ :J), tales que :J(a) es el producto (resp. 

la suma) en 1) de la familia {FW(a)}WEO con {(7tw)a}w (resp. {(iw)a}w) las 

proyecciones en cada factor (resp. incluciones de cada sumando) . Se sigue de esto 

que la pareja (:J, {7tw}w) ( resp. (:J, {iw}w) ) represena a la U-pregavilla producto 

(resp. U-copregavilla suma) de la familia {:Jw } en 1)e. 
§2.1. 7. Categoría Opuesta. 
Si e es una U-categoría, la U-pregavilla producto de cualquier familia de objetos 

en e, es isomorfa a la U-copregavilla suma de la misma familia, pero vista ahora 
como familia de objetos en eop • Se sigue que si O es un conjunto U-pequeño, e es 
una U-categoría con O-productos si y sólo si eop es una U-categoría con O-sumas. 

§2.2. Objetos Terminales e Iniciales. Sea e una U-categoría. Si O es el 
conjunto vacío 0, la U-categoría eO de O-gráficas en e es isomorfa a la U-categoría 
1. La U-pregavilla límite (resp. U-copregavilla colímite) de la única O-gráfica en e, 
es decir, la U-pregavilla producto (resp. U-copregavilla suma) de la familia vacía de 
objetos en e, es llamada la U-pregavilla terminal (resp. U-copregavilla inicial) de e. 

Por definición, un objeto x en e representa a la U-pregavilla terminal (resp. U
copregavilla inicial) de e, si y sólo si, para cualquier otro objeto a en e existe un 
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único modismo a -7 x (resp. a r- x). Si este es el caso decimos que x es un objeto 
terminal (resp. inicial) de e. 

Un objeto en una U-categoría e que al mismo tiempo es terminal e inicial es 
llamado un objeto cero. Observemos que si A es una U-categoría preaditiva con un 
objeto cero 0A, para cualesquiera dos objetos a y b de A, la composición de los 
únicos morfismos a -7 OA -7 b es el elemento cero del grupo Az(a, b). 

Ejemplos: 
§2.2.1. 
El conjunto O = 0 (resp. 1 = {O}) es un objeto inicial (resp. terminal) en la 

U-categoría CO"u. Con la única posible topología, éste también es un objeto inicial 
(resp. terminal) en Tot:>u. 

El conjunto 1 = {O} con las estructuras triviales, es un objeto cero en las U-
categorías Mo"du, GrlJu y R-Mod. Este también es un objeto terminal de A"illo. 

El anillo de los números enteros Z es un objeto inicial de la U-categoría A"illo. 
§2.2.2. 
La categoría O (resp. 1) es un objeto inicial (resp. terminal) en catu. 
§2.2.3. 
Si X es un conjunto U-pequeño, el único objeto terminal (resp. inicial) del conjun

to U-pequeño parcialmente ordenado subx(Co"), es el conjunto X (resp. al conjunto 
vacío). 

Si X es un espacio topológico U-pequeño, lo mismo es cierto en el conjunto U
pequeño parcialmente ordenado subx(Tot:». 

§2.2.4. 
Si e es una U-categoría y x un objeto en e, (x, id) es un objeto terminal (resp. 

inicial) de la U-categoría e 1 x (resp. x 1 e). Más aún, si Xi (resp. Xt) es un objeto 
inicial (resp. terimnal) en e, (Xi,id) (resp. (xt,id)) es un objeto cero de e 1 Xi (resp. 
Xt 1 e). 

Como casos particulares, las U-categorías Ca". := 1 1 Ca" y Tot:>. := 1 1 Tot:> 
de conjuntos punteados U -pequeños y de espacios topológicos punteados U -pequeños, 
respectivamente, tienen un objeto cero. 

§2.3. Productos y Sumas Finitas. Una U-categoría con productos finitos 
(resp. sumas finitas) es una U-categoría con n-productos (resp. n-sumas), para 
todo conjunto finito U-pequeño 0.. 

Si o. es un conjunto finito U-pequeño de cardinalidad n, existe un isomorfismo 
de la U-categoría en en la U-categoría en que conmuta con los funtores lím~ y 

lím~ (resp. colímri y colím~). Se sigue que e es una U-categoría con productos 
finitos (resp. sumas finitas) si y sólo si e es una U-categoría con n-productos (resp. 
n-sumas), para todo n E N. 

Más aún: 

TEOREMA 2.1. Si e es una U-categoría, son equivalentes: 
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(i) e es una U-categoría con un objeto terminal y 2-productos (resp . un objeto 
inicial y 2-sumas). 

(ii) e es una U -categoría con productos finitos (resp. sumas finitas). 

DEMOSTRACIÓN. Sea e una U-categoría con un objeto terminal (resp. inicial) 
y con 2-productos (resp. 2-sumas) . Mostraremos que e es una U-categoría con 
n-productos (resp. n-sumas) para toda n E N. Para ello notemos primero que 
toda U-categoría tiene l-productos (resp. l-sumas) pues el funtor gráfica constante 

e ~ el es un isomorfismo, es decir, la U-pregavilla límite (resp. U-copregavilla 
colímite) de una 1-gráfica y es representable por y(O) . 

Para probar que e es una U-categoría con n-productos (resp. n-sumas) si n > 2 
supongamos que e es una U-categoría con (n - 1 )-productos (resp. (n - 1 )-sumas) 
y consideremos una familia {xdi=o de objetos en e. Es fácil ver que si Xl x . " X Xn 

(resp. xl + ... + Xn ) representa a la U-pregavilla producto (resp. a la U-copregavilla 
suma) de la familia {xd~l' entonces Xc x (Xl X ... x xn ) (resp. Xc + (Xl + .. . + xn )) 

representa a la U-pregavilla producto (resp. a la U-copregavilla suma) de la familia 
{xdi=o' Se concluye así que e es una U-categoría con n -productos (resp. n-sumas) 
y el resultado deseado se sigue por inducción. ~ 

Por último, una U-categoría con productos finitos canomcos (resp. sumas fi
nitas canónicas) es una U-categoría con O-productos canónicos (resp. O-sumas 
canónicas), para todo conjunto finito U-pequeño O . 

§2.4. Categorías Aditivas. Sea A una U-categoría preaditiva. 
Si Ot es un objeto terminal de A, el grupo abeliano A(ot, Ot) tiene un único 

"d 
elemento. En particular, el morfismo identidad at ~ Ot Y el elemento cero de este 
grupo son iguales. Se sigue que para todo objeto X en A el morfismo de grupos: 

A(Ot, x) ---- A(ot, x) 

f I , f o ida, = f 

es igual al morfismo cero, por lo que el conjunto A(ot, x) tiene un único elemento, es 
decir, Ot también es un objeto inicial. Recíprocamente, si Oi es un objeto inical de A 
un argumento similar prueba que Oi también es un objeto terminal de A. Tenemos 
así: 

TEOREMA 2.2 . Si A es una U-categoría preaditiva y o es un objeto de A , los 
siguientes enunciados son equivalentes: 

(i) o es un objeto terminal de A. 
(ii) o es un objeto inicial de A . 

(iii) o es un objeto cero de A. 

Esta misma simetría se tiene con los productos y sumas finitas . 
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TEOREMA 2.3. Si A es una U-categoría preaditiva y {a, b} es una familia de 
objetos en A, las siguientes condiciones son equivalentes: 

(i) x representa a la U-pregavilla producto de {a, b}. 
(ii) x representa a la U-copregavilla suma de {a, b}. 

(iii) Existen morfismos 

(14) 

(15) 

(16) 

tales que 

a~ ~a 
x 

b ----z: ';;;;--- b 

7ta o ia = ida 

7ta o ib = O~ 
7rb O ia = O~ 

7tb o ib = idb 

DEMOSTRACIÓN. 

(i)=}(iii) 
Como x representa a la U-pregavilla producto de {a, b}, existen morfirmos x ~ a 

y x ~ b tales que la siguiente propiedad se cumple: 

Si z ~ a y z i!¡ b son morfismos en A existe un único morifsmo 
z ~ x tal que 7ta o <p = f Y 7tb o 1jJ = g. 

De esta propiedad se pueden concluir las siguientes observaciones: 

(1) Si z = a, f = ida Y 9 = O~, existe un morfismo a ~ x tal que (14). 

(2) Si z = b, f = O~ y 9 = idb, existe un morfismo b ~ x tal que (15). 

(3) Si x ~ x es un modismo tal que 7ta o <p = 7ta Y 7tb o <p = 7tb, entonces 
<p = id" . En particular, como 

7ta (ia o 7ta + ib o 7tb) = ida O 7ta + O~ O 7tb = 7ta 

y 

7tb(ia o 7ta + ib o 7tb) = O~ o 7ta + idb o 7tb = 7tb 

se tiene la igualdad (16). 
(iii)=>(i) 

Si z ~ a y z ~ b son dos morfismos en A, por las propiedades (14) y (15), el 
morfismo z ~ x definido como <p = ia o f + ib o 9 cumple que 7ta o <p = f Y 7tb o <p = g. 

Por la propiedad (16) , si z ~ x es otro modismo tal que 7ta o <p' = f Y 7tb o <p' = g, 
entonces <p' = <p. 

Se sigue que la pareja (x,{7ta,7tb}) representa a la U-pregavilla producto de la 
familia {a, b}. 

La equivalencia (ii)#(iii) se prueba de manera análoga. 

Por la prueba del Teorema 2.1 de la página 24 concluimos: 
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COROLARIO 2.4. Si A es una U -categoría preaditiva y {a 1, ... , an} es una familia 
de objetos en A indexada por un número natural n, los siguientes enunciados son 
equivalentes: 

(i) x representa a la U-pregavilla producto de {al, ... ,an } . 

(ii) x representa a la U-copregavilla suma de {al, ... ,an } . 

U na U -categoría aditiva A es una U-categoría preaditiva con productos finitos 
canónicos. Por el Corolario anterior, en una U-categoría preaditiva, el producto de 
cualquier familia finita de objetos también representa a su U-copregavilla suma. Se 
sigue que una U-categoría aditiva, tiene naturalmente una estructura de U-categoría 
con sumas finitas canónicas. 

Por último, notemos que el objeto terminal canónico en una U-categoría aditiva 
A es un objeto cero, al que denotamos DA y llamamos el objeto cero de A . 

Ejemplos: 
§2.4.1. R-módulos. 
Si R es un anillo U-pequeño, con la estructura preaditiva señalada en el Párrafo 

§1.2.1l de la página 3, y con los productos definidos en §2.1.5 de la página 23, la 
U-categoría de R-módulos izquierdos U-pequeños es una U-categoría aditiva. 

§2.4.2. Categoría Opuesta. 
Si A es una U-categoría aditiva, la categoría opuesta tiene naturalmente una 

estructura de U-categoría aditiva. 
§2.4.3. Categorías de Funtores. 
Sea A es una U-categoría aditiva. Si e es una U-categoría pequeña, con la 

estructura de U-categoría preaditiva señalada en el Párrafo §1.2.1l de la página 3, y 

con los productos definidos en el Ejemplo §2.1.6 de la página 23, la U-categoría Ae 

es una U-categoría aditiva. 
En particular, si A es una U-categoría aditiva, para toda U-categoría pequeña 

e, las U-categorías Pre (elA y coPre (elA tienen naturalmente estructuras de U
categorías aditivas. 

3. IglAaladores'j CoiglAaladores 

Denotamos como Ig a la U-categoría pequeña que tiene por objetos al conjunto 2 = 
{D, 1} Y con solamente dos morfismos distintos D:::::::::t: 1 , además de las identidades. 

Si e es una U-categoría, una Ig-gráfica (resp. I~P -gráfica) y en e consiste de 
f f 

dos morfismos paralelos Xc:::::::::t: Xl (resp. Xc:::::=: Xl) . La U-pregavilla límite 
9 9 

(resp. U-copregavilla colímite) de y es llamada la U-pregavila igualador (resp. U-
f f 

copregavilla coigualador) de los morfismos Xo:::::::::t: Xl (resp. Xc:::::=: Xl ). 
9 9 
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Por definición, la_U-pregavilla igualador (resp. U-copregavilla coigualador) de los 
f f 

morfismos Xo ~ XI (resp. Xo:==:: XI ) es representable, si y sólo si existe un 
9 9 

objeto kerf.g (resp. cOkerf,g) en e y un morfismo kerf,g ~ Xo (resp. cOkerf,g ~ xo) 

con la siguiente propiedad universal: 

fok, = gok, (resp. k'of = k'og) y si a ~ Xo (resp. a ~ Xo) es un 
morfismo en e tal que f o <p = 9 o <p (resp. <p o f = <p o g), entonces 

existe un único morfismo a ~ kerf,g (resp. a ~ cOkerf,g) tal 
que k, o <p = <p (resp. <p o k' = <p): 

kerf.g 

(~p 
cokeq,g 

) - ~ 1 ¡./i¡>/ / / 1 k· 
<P / 

/ k. 

// f f 
a -------+ Xo ==::: XI a-Xo::==::xl 

<P 9 <P 9 

En este caso decimos que la pareja (kerf,g. k,l (resp. (cokerf,g. k'j), o simplemen
te que el objeto kerf,g (resp. cOkerf,g), representa al igualador (resp. coigualador) de 

f f 
los morfismos Xo ~ XI (resp. Xo:==:: XI ) . También, decimos que el diagrama: 

9 9 

k. f 
kerf,g --+ Xo ~ XI 

9 

es exacto. 
Si e es una U-categoría, decimos que e es una U -categoría con igualadores (resp. 

coigualadores) si e es una U-categoría con Ig-límites (resp. I~P-colímites), es de
cir, si la U-pregavilla igualador (resp. U-copregavilla coigualador) de cualesquiera 

morfismos Xo :: XI (resp. Xo : : XI), es representable. 

tes: 
TEOREMA 3.1. Si e es una U-categoría los siguientes enunciados son equivalen-

(i) e es una U-categoría con productos e igualadores (resp. sumas y coiguala
dores) . 

(ii) e es una U-categoría con I-límites (resp. I-colímites) para toda U-categoría 
pequeña 1. 

Más aún, si por una U-categoría finita entendemos una U-categoría pequeña cuyo 
conjunto de objetos y de morfismos es finito, también las siguientes condiciones son 
equivalentes: 
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(1) e es una U-categoría con productos finitos e igualadores (resp. sumas y 
coigualadores) . 

(2) e es una U -categoría con I-Iímites (resp. I-colímites) para toda U -categoría 
finita 1. 

DEMOSTRAC¡ÓN . 

(i)=?(ii) 
Probaremos que si e es una U-categoría con productos e igualadores entonces e 

tiene I-límites para toda U-categoría pequeña 1. El resultado para sumas y coigua
ladores se hace de manera análoga. 

Sea 1 una U-categoría pequeña y y una I-gráfica en e. Si denotamos como lo al 
conjunto de objetos de 1 y como 11 al conjunto de todos los modismos de 1, sabemos 
que existen objetos en e: 

[ly(i) y [1 y(j), 
iE10 i~jEII 

que representan a lasU-pregavillas producto de las familias {Y(il}iElo y {y(j) L~;E¡I' 
respectivamente. 

También, como e es una U-categoría con igualadores, si consideramos los mor
fismos: 

TIy(i) _-=-__ -+ TI y(j) 
iE10 n y(<p)OTC¡ i~;EII 

i..P.iE1l 

donde TI y(i) ~ y(k) es la proyección en el k-ésimo factor, existe un objeto len 
iE10 

e y un morfismos l ~ TI y(i) tal que el siguiente diagrama es exacto: 
iE10 

l ~ TI y(i) ____ ___+_ TI y(j) 
iE10 n y(<p)OTC¡ i~;E¡1 

i..P.jEI , 

Se concluye que la pareja (l, TI) representa al límite de yen e, donde k¡(l) ~ Y 
está definido para todo objeto i en 1 como Tli = 7[i o e. En efecto, si a es un objeto 
en e, la función: 

f. f-I ---+-. <p( f.) 
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donde <piE) es el único modismo de a en l tal que 

es inversa de la función: 

(ii)=HiJ 
Es inmediato. 
(1) {=} (2) 

e o <p(!:) = Il t\ 
iElo 

e( a, L) -- el (k¡( a), y) 

<pi , TJokl(<p) 

Se prueba de manera análoga. 

2. Límites y Colímites 

Por una U-categoría con igualadores canónicos (resp. coigualadores canónicos) 
entendemos una U-categoría con 19-1ímites canónicos (resp. 1~P-colímites canónicos), 

f 
es decir, una U-categoría en la que para cualesquiera modismos Xo ==: Xl (resp. 

9 

f 
Xo::=::: XI ) se ha elegido una pareja (kerf,g, k.) (resp. (cokerf,g, k')) que repre-

9 

senta a su U-pregavilla igualador (resp. U-copregavilla coigualador). En este caso, 
llamamos al objeto kerf,g (resp. cOkerf,g) el igualador (resp. coigualador) en e de los 

f f k k" 
morfismos Xo 7 XI (resp. Xo ~ Xl ) Y a kerf,g --; Xo (resp. COkerf,g f- X{») 

su inclusión (resp. su proyección) . 
Observemos por último que si e es una U-categoría con igualadores canónicos 

(resp. coigualdores canónicos), como la categoría 19 es conexa, el modismo diagonal 
(resp. codiagonal) de cualquier objeto a en e: 

(resp. cokeridQ,idQ ~ a) 
es un isomorfismo. 

§3.1. Ejemplos. En este párrafo, definiremos objetos que representan a las pre
gavillas igualadores y a las copregavillas coigualadores en distintas categorías. Con 
estas construcciones, estas categorías serán consideradas desde ahora como categorías 
con igualadores y coigualadores canónicos. 

§3.1.1. Conjuntos y Espacios Topológicos. 
f 

Si Xo ==: XI son morfismos en la U-categoría de conjuntos U-pequeños, la U-
9 

pregavilla igualador de f y 9 es representable por el conjunto {x E Xo I f(x) = g(xl}. 
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f 
Por otro lado, la U-copregavilla coigualados de dos modismos Xo::::= X¡ en 

9 

CO~u, es representable por el conjunto Xo módulo la relación de equivalencia generada 
por x - y si existe z E Xl tal que f(z) = x y g(z) = y. 

Si los modismos Xo :: X¡ (resp. Xo: : X¡ ) están en la U-categoría de 

espacios topológicos U-pequeños, el mismo conjunto con la topología de subespacio 
(resp. con la topología cociente) representa a la U-pregavilla igualador (resp. U
copregavilla coigualador) en Topu' 

§3.1.2. Grupos, Anillos y R-módulos. 
f 

Si Mo ===:: M¡ son modismos en alguna de las U-categorías GrJ:>u, A~illou 
9 

ó R-Mod, la estructura de Mo se restringe a una estructura en el conjunto {x E 

Mo I f(x) = g(x)}. Este conjunto con la estructura correspondiente, representa a la 
U-pregavilla igualador en la U-categoría GrJ:>u, A~illou ó R-Mod, según sea el caso. 

f 
Por otro lado, si Mo::::= M¡ son modismos en Grpu, A~illou ó R-Mocl, y 

9 

denotamos como Nf,9 al subgrupo normal, al ideal ó al submódulo, según sea el 
caso, generado por el conjunto {f(x) - g(x) I x E Mo}, el cociente Mo/N f ,9 repre

f 
senta a la U-pregavilla coigualador de los morfismos Mo::::= M ¡ en la categoría 

9 

correspondiente. 
§3.1.3. Categorías de Funtores. 
Sea'D una U-categoría con igualadores canónicos (resp. coigualadores canónicos). 

Si e es una U-categoría, análogamente a como se vió para productos (resp. sumas) 
en §2.1.6 de la página 23, la estructura en 'D determina una estructura de U-categoría 
con igualadores canónicos (resp. coigualadores canónicos) en 'De. 

§3.2. Categorías Abelianas. Sea A una U-categoría preaditiva. 

Si 1 es una U-categoría pequeña, como el funtor gráfica constante A ~ Al es 
aditivo, de la discusión del Párrafo §3.3 de la página 12 se sigue que para toda I
gráfica yen A, la U-pregavilla límite (resp. U-copregavilla colímite) de y tiene una 
estructura de U-pregavilla (resp. U-copregavilla) de grupos abelianos. 

Si x ~ y es un morfismo en A la U-pregavilla igualador (resp. U-copregavilla 
coigualador) de los morfismos f y O~ con la estructura de U-pregavilla (resp. U
copregavilla) de grupos abelianos señalada arriba, es llamada la U-pregavilla núcleo 
de f (resp. U-copregavilla conúcleo de f) y denotada ke~(f) (resp. coker~(f)). 

Por definición y por la Proposición 3.7 de la página 13, la U-pregavilla núcleo 

(resp. U-copregavilla conúcleo) de un morfismo x ~ y es representable si y sólo 

si existe un objeto ker(f) (resp. coker(fl) en A y un morfismo ker(f) ~ x (resp. 

coker(f) ~(y) con la siguiente propiedad universal: 
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f o kf = O~er(f) (resp. kf o f = O~Oker(f)) y si z ~ x (resp. Z 1-$ 11) 

es otro modismo tal que f o <p = O~er(f) (resp. l\J o f = O~Oker(f)), 

existe un único modismo z ~ ker(f) (resp. coker(f) ..i z ) tal 

que kf o ¡¡¡ = <p (resp. ~ o kf = l\J): 

kl f 
ker(f) - x-1I 

" .::-, tq> 
q> , 1 

z. ( 

kl f 
coker(f) --11 ~x 

'~"'"' !$ 
$ .... 

resp. z ) 
En este caso decimos que la pareja (ker(f),kfl (resp. (coker(f),kf)), o simple

mente que el objeto ker(f) (resp. coker(f)), representa al núcleo (resp. conúcleo) de 
f 

x -711 en A . 
Observemos ahora que si O denota el objeto cero de la U+ -categoría pequeña 

Z_Mo~oP (resp. (Z-MO~rp) y ke~(f) i~ x~ (resp. coker~(f) iJ!J 11~) está 

definido como j(f)o(111 = 110, se tiene una sucesión de morfismos de U-pregavillas 
(resp. U-copregavillas) de grupos abelianos en A: 

j(f) ff' 
O -----+ ker~(f) -----+ x~ -----+ 11~ 

( 
j(f) fi ) 

resp. O -+-- coker~(f) -+--11~ -+-- x~ 

la cual es exacta término a término, es decir, para todo objeto a de A la siguiente 
sucesión de grupos abelianos es exacta: 

j(fla fo -
O -- ker~ (f)(a) -- x~(al -----+ 1I ~ (a) 

( 
j(fla -of ) 

resp. O -- coker~(f)(al -- x~(a) -----+ 1I~(a) 

Se sigue que la pareja (ker(f),ktl (resp. (coker(f),k f)) representa al núcleo de 

x ~ 11 si y sólo si, la siguiente sucesión de U-pregavillas (resp. U-copregavillas) de 
grupos abelianos en A, es exacta término a término: 

En particular, 

(kl)f' ff' 
O -- ker(fl~ -- x~ --11~ 

(
V (kl)i v fi v ) 

resp. O-+-- coker(flz -+--1Iz -+-- Xz . 
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PROPOSICIÓN 3.2. Si A es una U-categoría preaditiva con un objeto cero OA y 

a ~ b es un morfismo en A, entonces f es un monomorfismo (resp. epimorfismo) 
si y sólo si OA ~ a representa al núcleo de f (resp. b ~ OA representa al conúcleo 

de f). 

Si A es una U-categoría preaditiva, decimos que A es una U -categoría con núcleos 
(resp. conúcleos) si la U-pregavilla núcleo (resp. U-copregavilla conúcleo) de cual-

quier morfismo a ~ b en A es representable. 

PROPOSICIÓN 3.3. Si A es una U-categoría preaditiva, los siguientes enunciados 
son equivalentes: 

(i) A es una U-categoría con núcleos (resp. conúcleos). 
(ii) A es una U -categoría con igualadores (resp. coigualadores) . 

DEMOSTRACIÓN. Si A es una U-categoría con igualadores (resp. coigualadores), 
por la definición de la pregavilla núcleo (resp. copregavilla conúcleo) y de la Pro
posición 3.7 de la página 13, se sigue que A es una U-categoría con núcleos (resp. 
conúcleos) . 

Por otro lado, si A es una U-categoría con núcleos (resp. conúcleos) y 

f 
ao ==: al 

9 
(resp. ao: : al) 

son morfismos en A, es fácil ver que si x representa al núcleo (resp. conúcleo) del 
morfismo diferencia f - 9 entonces x representa al igualador (resp. coigualador) de 

f f 
los morfismos ao ==: al (resp. ao ~ al ) . lB 

9 9 

Si A es una U-categoría preaditiva, decimos que A es una U -categoría con núcleos 

(resp. conúcleos) canónicos si para cualquier modismo x ~ yen A se ha elegido una 
pareja (ker(f),k¡) (resp. (coker(f),k f )) que representa al núcleo (resp. conúcleo) de 

f k k f 

X ~ y . En este caso decimos que ker(f) .'4 x (resp. coker(f) f- y) es el morfismo 
núcleo (resp. conúcleo) de f y ker(f) (resp. coker(f)) el objeto núcleo (resp. conúcleo) 
de f. 

Si x ~ 1:1 es un morfismos en una U-categoría preaditiva con núcleos y conúcleos 
canónicos, definimos el morfismo imagen (resp . coimagen) de f como el morfismo 
núcleo del morfismo conúcleo de f (resp. el morfismos conúcleo del morfismo núcleo 

de f) y lo denotamos im(f) ~ y (resp. coim(f) t x). Al objeto im(f) (resp. cOim(f)) 
lo llamamos el objeto imagen (resp. obejto coimagen) de f. En este caso, por las 

propiedades universales de núcleo y conúcleo, si a ~ b es cualquier morfismo en A 
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existe un único morfismo coim(f) ~ im(f) tal que el siguiente diagrama conmuta: 

(17) a----. b 

lf! r lf 
coim( f) - - ~ im( f) 

"'f 

Si A es una U-categoría preaditiva con núcleos y conúcleos canónicos, decimos 

que A satisface el axioma de isomorfismo, si para todo morfismo a ~ b el morfismo 
(17) de arriba es un isomorfismo. 

TEOREMA 3.4. Sea A una U -categoría preaditiva con un objeto cero DA y con 
núcleos y conúcleos canónicos. Si A satisface el axioma de isomorfismo, entonces: 

(i) Un morfismo a ~ b es un monomorfismo (resp . epimorfismo), si y sólo 
si, la pareja (a, f) representa al núcleo (resp. conúcleo) de algún morfismo. 

(ii) Amono n Aepi = Aiso, es decir, un morfismo en A es un isomorfismo si y 
sólo si es monomorfismo y epimorfismo. 

DEMOSTRACIÓN. 

Pueba de (i): 
Es claro de la propiedad universal de los núcleos (resp. conúcleos), que si (a, f) 

representa al núcleo (resp. conúcleo) de algún morfismo entonces f es un mono

morfismo. Por otro lado, si suponemos que a ~ b es un monomorfismo (resp. 

epimorfismo), por la Proposición 3.2 de la página 33, a ~ a representa al conúcleo 

del morfismo núcleo de f (resp. b ~ b representa al núcleo del morfismo conúcleo 
de f) . Como A satisface el axioma de isomorfismo, se concluye que (a, f) representa 
al núcleo del morfismo conúcleo de f (resp. al conúcleo del núcleo de f). 

Pueba de (ii) : 
Es inmediato que un isomorfismo es un monomorfismo y un epimorfismo. 

Por otro lado, si a ~ b es un morfismo en A que es tanto monomorfismo como 

epimorfismo, de la Proposición 3.2 de la página 33, se sigue que a ~ a representa 

al conúcleo del morfismo núcleo de f y b ~ b al núcleo del morfismo conúcleo 

de f. Como A satisface el axioma de isomorfismo, concluimos que a ~ b es un 
isomorfismo. 

Llamamos a una U-categoría aditiva con núcleos y conúcleos canónicos que sa-
tisface el axioma de isomorfismo, una U-categoría abeliana. 

Ejemplos: 
§3.2.1. R-módulos. 
Si R es un anillo U-pequeño, con la estructura aditiva señalada en el Ejemplo 

§2.4.1 de la página 27, y con los núcleos y conúcleos definidos por los igualadores y 
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coigualadores, respectivamente, la U-categoría de R-módulos izquierdos U-pequeños 
R-Modu es una U-categoría abeliana. 

§3.2.2. R-módulos jinitamente generados. 
Si R es un anillo neteriano U-pequeño, la subcategoría plena R-Mod~ de R-Modu 

cuyos objetos son los R-módulos finitamente generados, es una categoría abeliana 
con la estructura inducida. 

§3.2.3. Categorías de Funtores. 
Si A es una U-categoría abeliana, para toda U-categoría pequeña e , con la estruc

tura aditiva señalada en el Ejemplo §2.4.3 de la página 27, la U-categoría A e tiene 
una estructura de U-categoría abeliana, donde los núcleos y conúcleos son definidos 
por los igualadores y coigualadores, respectivamente. 

En particular, si A es una U-categoría abeliana, para cualquier U-categoría pe
queña e las U-categorías Pn(e)A y coPn(e)A' tienen naturalmente estructuras de 
U-categorías abelianas. 

§3.2.4. Complejos de Cadena. 
Sea A una U-categoría abeliana. Por un complejo truncado en A entendemos una 

pareja de morfismos consecutivos a ~ b J; e tales que su composición 9 o f es igual 
al morfismo cero O~ . Más generalmente, decimos que una sucesión de morfismos en 
A : 

d-l d_l dI dl 
5x :",_X- Z- X-l-Xo-Xl-XZ- '" 

es un complejo en A si culquier pareja de morfismos consecutivos de 5x forma un 
complejo truncado. 

Si 5x Y 51.1 son dos complejos en A, un morjismo de complejos 5x ~ 51.1 es una 

familia de morfismos en A, {xn ~ Yn}, tal que dn o fn = fn-l o dn para toda n 

d-2 d _ l dI dl 
5x : ",-+- X- Z- X- l--Xo--Xl-XZ- '" 

!f !L2 !Ll !fO !f1 !f2 
51.1: . .. -Y-z -Y- l -Yo -Yl -Yz - . . . 

d - 2 d _ l dI d2 

Definimos la U-categoría de complejos de A, denotada como Kom(A), a aquella 
que tiene por objetos a los complejos en A y por morfismos a los morfismos de 
complejos. 

Observese que la estructura de U-categoría abeliana de A, determina canónicamente 
una estructura de U-categoría abeliana en Kom(A) definida término a término. 

Más aún, esta categoría tiene naturalmente las siguientes dos sub categorías ple
nas con estructuras de U-categorías abelianas inducidas. 

1. La U-categorías de complejos positivos Kom+(A) que tiene por objetos a 
los complejos en A tales que Xn es igual al objeto cero de A si n < O. Estos 
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complejos son denotados: 

do dI d2 
Sx : O -+-- Xc -- Xl -+-- Xz -+-- ... 

2. La U-categoría de complejos negativos Kom-(A) que tiene por objetos a 
los complejos en A tales que Xn es igual al objeto cero de A si n > O. Estos 
complejos son denotados: 

Notemos ahora que si o ~ b ~ e es un complejo truncado en A, por las propie

dades del núcleo y conúcleo en A, existe un único modismo im(f) <fJ~. ker(g) tal que 
el siguiente diagrama conmuta: 

o ------+. b ---9----+. e 

1~ 
im(f) - - - ~ ker(g) 

<fJf •• 

Más aún, este modismo im(f) <fJ~o ker(g) es un monomorfismo pues se tiene la 
igualdad k9 o !Pf,g = tf Y tf es un monomorfismo. Se sigue que el objeto conúcleo de 

!Pf,9 es isomorfo al objeto cero de A, si y sólo si, im(f) <fJ~o ker(g) es un isomorfismo. 

En este caso decimo que el complejo truncado o ~ b ~ e es exacto. 
En general, si Sx es un complejo positivo (resp. negativo) en A, 

do dI d2 
Sx : O -+-- Xc -- Xl -+-- Xz -+-- . . . 

(resp. Sx: O ~ xO ~ X 1 ~ xZ -----+ ... ), 

definimos para todo número natural n el n-objeto de homología (resp. cohomología) 
de Sx, denotado Hn(Sx,A) E A (resp. Hn(Sx,A) E A), como el objeto conúcleo del 
morfismo !Pdn+l,dn (resp. !pdn ,dn+,). 

Decimos que un complejo positivo (resp. negativo) Sx es exacto si cada pareja 
de morfismos consecutivos de Sx forma un complejo truncado exacto, es decir, si sus 
n-objetos de homología (resp. cohomología) son isomorfos al objeto cero de A para 
toda n E N. 

Por último, observemos que si aA denota la categoría de A-objetos graduados 
definida como aquella que tiene por objetos a las familias {OdiEN de objetos en A 
indexados por N y donde un morfismo de {OdiEN en {bihEN es igual a una familia de 
morfismos en A, {Oi -7 bdiENi entonces la asignación que a cada complejo positivo 
(resp. negativo) en A, Sx, asocia la familia {Hn(Sx,A)}nEN (resp. {Hn(Sx,A)}nEN), 
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se exiende en un funtor: 

H.( -,A) 
Kom+(A) ------+. (lA ( 

W(-,A)) 
resp. Kom- (A) ------+. (lA . 
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Si Sx es un complejo positivo (resp. negativo) en A, el A-objeto graduado 
H.(Sx,A) (resp. H*(Sx,A)) es llamado la hom%gía (resp. cohomología) de Sx. 

4. ProdlActos 'fibrados '1 SlAmas Amalgamadas 

Denotamos como Ir a la U-categoría pequeña que tiene por objetos al conjunto 

3 = {O, 1, 2} y con solamente dos morfismos, 1 ~ O ~ 2, además de las identidades. 
Si e es una U-categoría, una Ir-gráfica (resp. I~P -gráfica) y en e consiste de dos 

morfismos, Xl ~ Xc ~ Xz (resp. Xl r! Xc i; xz)· La U-pregavilla límite (resp. 
U-copregavilla colímite) de y es llamada la U -pregavilla producto fibra do (resp. la 

. f 9 f 9 
U-copregav~lla suma amalgamada) de los morfismos Xl -} Xc f-"- Xz (resp. Xl (- Xc ...::.¡ 

xz) · 
Por definición, la U-pregavilla producto fibrado (resp. U-copregavilla suma amal-

f 9 f 9 . gamada) de dos morfismos Xl -} Xc f-"- Xz (resp. Xl (- Xc ...::.¡ xz) es representable SI 

y sólo si, existe un objeto en e: 

y morfismos: 

Xo 

Xl x Xz 
Xo 

con la siguiente propiedad universal: 

(resp. Xl + Xz) 
Xo 

(resp. i1 i2 
Xl ~ Xl + Xz ~ xz), 

Xo 

9 o pz = f o PI (resp. iz o 9 = il o f) y si Xl ~1 a ~ Xz (resp. 

Xl ~ a ~2 Xz) son morfismos tales que 9 o <PZ = f o <PI (resp. 
Wz o 9 = Wl o f) , existe un único morfismo a ~ Xl X Xz (resp. 

"o 

a ~ Xl + xz) tal que PI o <P = <PI Y pz o <P = <Pz (resp. woil = Wl 
Xo 

y W o iz = WZ): 

resp. 
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En este caso decimos que la pareja (Xl x X2, {PI, P2}) (resp. (Xl + X2, {il, i 2}))' 
Xo Xo 

o simplemente que el objeto Xl x X2 (resp. Xl + X2), representa al producto fibra do 
Xo Xo 

f 9 f 9 (resp. suma amalgamada) de los morfismos Xl --+ Xc f-" X2 (resp. Xl b Xc -"+ X2). 

También, decimos que el cuadrado: 

es cartesiano (resp. cocartesiano). 
Una U-categoría con productos fibrados (resp. sumas amalgamadas) es una U

categoría con I¡--límites (resp. I? -colímites), es decir, una U-categoría en la que la U
pregavilla producto fibrado (resp. U-copregavilla suma amalgamada) de cualesquiera 

dos morfismos Xl ~ Xc ¡J! X2 (resp. Xl ~ Xc ~ X2), es representable. 

TEOREMA 4.1. Si e es una U-categoría con 2-productos, los siguientes enuncia
dos son equivalentes: 

(i) e es una U-categoría con productos fibra dos (resp. sumas amalgamadas). 

(ii) e es una U-categoría con igualadores (resp. coigualadores). 

En particular, por el Teorema 3.1 de la página 28, para que una U -categoría tenga 
I-límites (resp. I-colímites) para toda U-categoría pequeña I es necesario y suficiente 
que tenga productos y productos fibrados (resp. sumas y sumas amalgamadas). 

DEMOSTRACIÓN. 

(i)=}(ii) 
f f 

Sean Xc ===: xl (resp. Xo::== Xl ) dos morfismos en e. 
9 9 

(ii)=}(i) 

Como e es una U-categoría con 2-productos, por la prueba del Teorema 2.1 de 
la página 24, e también es una U-categoría con n-productos (resp. n-sumas) para 
todo número natural n no cero y como e es una U-categoría con igualadores (resp. 
coigualadores), por la prueba del Teorema 3.1 de la página 28, e es una U-categoría 
con I-límites (resp. I-colímites) si I es una U-categoría finita no vacía. En particular, 
e es una U-categoría con productos fibrados (resp. sumas amalgamadas). ~ 

Por una U-categoría con productos fibrados canónicos (resp. sumas amalgamadas 
canónicas) entendemos una U-categoría con I¡--límites canónicos (resp. I¡--colímites 
canónicos) , es decir, una U-categoría en la que para cualesquiera dos morfismos 

f 9 
Xl --+ Xc f-" X2 
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se ha elegido una pareja 

(XI x Xl,{PI,pl}) 
Xo 

que representa a su producto fibrado (resp. suma amalgamada) . En este caso, 
llamamos al objeto XI x Xl (resp. XI + Xl) el producto fibrado (resp. la suma 

Xo Xo 
f 9 f 9 

amalgamada) en e de los morfismos XI ---l Xo f-'- Xl (resp. XI f- Xo ...c.¡ Xl) . 

Por último, observemos que si e es una U-categoría con productos fibrados 
canónicos (resp. sumas amalgamadas canónicas), como la U-categoría Ir es cone
xa, el morfismo diagonal (resp. codiagonal) de cualquier objeto a en e: 

es un isomorfismo. 

Ó Q 

a -----+ a x a 
a 

(resp. a t a ~ a) 

§4.1. Funtor de cambio y cocambio de base. Si e es una U-categoría con 
productos fibrados canónicos (resp. sumas amalgamadas canónicas), para todo mor

fismo X ~ 11 en e definimos un funtor : 

(resp. X 1 e ~ 11 1 e) , 
al que llamamos el juntar de cambio (resp. cocambio) de base en e a lo largo de f, 
de la siguiente manera: 

Si (a, u) es un objeto en e 1 11 (resp. X 1 e) y X x a (resp. 11 + b) es el 
II " 

producto fibrado (resp. suma amalgamada) en e de los morfismo X ~ 11 ~ a (resp. 

11 r! X ~ a) con PI su proyección en X (resp. il la inclusión de 11) , definimos 
f'(a, u) : = (f'a, f'u) (resp. f.(a, u): = (f.a, f.u)) donde f'a = X x a y f'u = PI 

(resp. f.a = y + by f.u = il) : 
" 

f'a=xxa~a 

y lu 
f·u=p, t 

X • Y 

II 

f + II .a=y a_--a 
" 

f.U=l, t ¡u 
resp. 11 .... --- X 

Si (a, u) ....!..t (b, v) es un morfismo en el 11 (resp. X 1 e), se define 

r· (f'a, f'u) ~ (f'b, f'v) (resp. (f,a, f.u) ~ (f.b, f.v)) 
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como el único modismo que satisface f'vo f'<p = f'u y 'P2 o f'<p = <p o 'P2 (resp. 
f,<p o f,u = f,v y f,<p o i2 = iz o <p): 

resp. 

Observemos ahora que si e es una U-categoría arbitraria y x ~ 11 ~ o (resp. 

11 t- x ~ o) son modismos en e donde u es un monomorfismo (resp. epimorfismo), 
para cualquier cuadrado cartesiano (resp. cocartesiano): 

( 

11+01:-0 ) 

t. t ¡u 
resp. 11 ~ x 

se tiene que x ~ o ~ x (resp. 11 ~ 11 t o) también es un monomorfismo (resp. 

epimorfismo) . En efecto, esto se sigue de la propiedad universal del producto fibrado 
(resp. suma amalgamada) y del hecho de que si suponemos que existen dos morfismos 

z ~ x x o (resp. 11 + o ~ z ) tales que 'P¡ o<p = 'P¡ ol/J (resp. <poi¡ = l/Joi¡), 
W y x W 

entonces también 'P2 ° <p = 'P2 ° l/J (resp. <p ° i2 = l/J ° iz) pues u ° 'P2 = f ° 'P¡ (resp. 
i2 ° u = i¡ ° f) Y u es un monomorfismo. 

Concluimos así que si e es una U-categoría con productos fibrados canónicos 
(resp. sumas amalgamadas canónicas), el funtor de cambio (resp. cocambio) de base 

a lo largo de cualquier morfismo x ~ 11 se restringe a un morfismo de conjuntos 
parcialmente ordenados: 

y por lo tanto determina un modismo de conjuntos ordenados: 

(18) 
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Si e es una U-categoría con productos fibrados canónicos (resp. sumas amalga
madas canónicas), obtenemos así un funtor: 

x subx(e) 

fl~1 'ifo 

suby(e) 

coctel 
e~Conu 

x cocx(e) 

fl~' ,!fo 
y 

al que llamamos el Juntar de subabjetas (resp. Juntar de cocientes) de e. 
Ejemplos: 
§4.1.1. 

Si e es la U-categoría de conjuntos U-pequeños, la función (18) de arriba corres

pondiente a una función X ~ Y, asocia a cada subconjunto A de Y (resp. relación 
de equivalencia R de X) su imagen inversa por f (resp. la relación de equivalencia en 
y imagen directa de R por f). 

§4.1.2. 

Si e es la U-categoría de espacios topológicos U-pequeños, la función (18) de 

arriba correspondiente a una función continua X ~ Y, asocia a cada subobjeto 
(A, 'f) de Y en e (resp. supraobjeto (R, 'f) de X en e) el sub objeto (f- l (A), 'ff) de X 

en e (resp. supraobjeto (f(R), 'ff) de Y en e) , donde 'ff es la topología más pequeña 

en f - l (A) (resp. Yjf(R)) tal que las funciones f-l (A) ~ A Y f-l (A) y X (resp. 
XjR ~ Yjf(R) Y Y ~ Yjf(R)) son continuas. 

5. JlAntores qlAe ConmlAtan con Límites 'j Colímites 

Sea e 2"¡ 'D un funtor, 1 una U-categoría pequeña y y una I-gráfica en e. Supon

gamos que (Iím¡(y),t:) y (lím¡(J"oy)'t:') (resp. (colím¡(y),11) y (colím¡(J"oY),11')) 

representan a los límites (resp. colímites) de y y J" o y respectivamente, es decir, 
supongamos que se tienen isomorfismos naturales en x y y: 

cp ~ t: ok¡(cp) l\!t-I ---~, t:'ok¡(l\!) 

e (col ím (y), x) =e¡(y,k¡(x)) y 

cp I , k¡(cp) 011 

'D(colím(J"oy),y) ='D¡(J"OY,k¡(Y))) 

l\!1 , k¡(l\!) 011' 
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La función de conjuntos inducida por :J': 

e¡(k¡(x),y) -7 'D¡(:J'ok¡(x) = k¡(:J'(xll,:J' o y) 

(resp. e¡(y,k¡(xl) -7 'D¡(:J'oy,:J'ok¡(x) = k¡(:J'(xl))) , 

determina entonces una función natural en x: 

e(x,lím(y)) ~ 'D(:J'(x), lím(:J' o y)) 

(19) 
(resp. e(colím(y),x) ~ 'D(colím(:J'OY),:J'(X))). 

Bajo estas condiciones, decimos que el funtor e .!¡ 'D conmuta con e/límite (resp. 
colímite) de y si 

(20) 
CX!ím(y) (id): :J'(lím(y)) -7 lím(:J' o y) 

(resp. /3co1ím(y)(id): colím(:J'oy) -7 :J'(colím(y))) 

es un isomorfismo. 
Observemos que (20) es el único morfismo tal que el siguiente triángulo conmuta: 

:J'(lím¡y) 

, 
CXHMy(id)' , ... 

lím¡(:J' o y) 

:J'(colím¡y) 
~ 

resp. colím¡(:J'oy) • '1( :J'oy(i) 

para todo objeto i en 1. En particular, nuestra definición no depende de las pa

rejas (Iím¡(y), e) y (lím¡(:J' o y), e') (resp. (colím¡(y), 11) y (colím¡(:J' o y), 11')) que 

representan a los límites (resp. colímites) de y y :J' o y, respectivamente. Además: 

PROPOSICIÓN 5.1. Sea e .!¡ 'D un ¡untor y supongamos que (Iím¡(y), e) (resp. 

(colím¡ (y), 11)) representa al límite (resp. colímite) de una I-gráfica y. Si (:J'(límy),:J'* 

e) (resp. (9(colímy)'9 *11)) representa al límite (resp. colímite) de :J'oy entonces 

:J' conmuta con e/límite (resp. colímite) de y. 

DEMOSTRACIÓN. En este caso el morfismo (20) es la identidad. 
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Si e 2:¡ 'D es un funtor, decimos que l' conmuta con límites (resp. colímites) si 
para toda U-categoría pequeña I, l' conmuta con el límite (resp. colímite) de y para 

toda I-gráfica y tal que lím~(y) y lím~(1' o y) (resp. colím¡' (y) y colím¡' (1' o y)) son 
representables en e y 'D, respectivamente. 

El siguiente resultado se sigue facilmente de la caracterización del modismo (20): 

TEOREMA 5.2 . Sean e y'D dos U-categorías con I-límites canónicos (resp. I

colímites canónicos). Si e 2:¡ 'D Y e 2¡ 'D son funtores que conmutan con I-Iímites 

(resp. I-colímites) y l' '* 9 una transformación natural, para toda I-gráfica y en e, 
se tiene un cuadrado conmutativo: 

1'(lím¡(y)) ~ lím¡ (1' o y) colím¡(1'oy) ~1'(colím¡(y)) 

"(OCo,'.') 1 1 "., hoy) "'., (,oy) 1 1 '(.'0' ,.,) 

9 (Iím¡(y)) ~lím¡(9oy) resp. colímI(9oy) ~9(colímI(Y)) 

donde los isomorfismos son los de (20) de arriba. 

§5.1. Ejemplos. 
§5.1.1. Puntar que Olvida. 

Si e denota cualquiera de las U-categorías Monau, Grpu' Anillo o R-Moa, el 

funtor que olvida la estructura algebraica e ~ Conu conmuta con límites, pues este 
conmuta con productos e igualadores. 

El funtor e ~ Conu no conmuta con colímites de todo tipo. Por ejemplo, no 
conmuta con sumas. En el Ejemplo §5.1.4 de abajo se dará una clase de colímites 
con los cuales el funtor olv si conmuta. 

§5.1.2. Funtores Adjuntos. 
:r 

Si e ~ 'D son funtores con l' adjunto izquierdo de 9, entonces l' conmuta 
9 

con colímites y 9 conmuta con límites. 
En efecto, como l' es adjunto izquierdo de 9, existen transformaciones naturales 

ide ~ 9 o l' y l' o 9 ~ idTI que determinan biyecciones: 

f 1-----+ 9(f) o (Xx {fd ~ {9(fil o 0Cy(i)} 

'D(1'(xl,y) ",e(x,9(Y)) y 'D1(1'oy,b) '" eI(y, 9ob) 

/3y o 1'(g) -+----i 9 {/3Ó(i) o 1'(gil} -------., {gd 
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Si suponemos entonces que (colím(y), TI) (resp. (Iím(y), E) ) representa al colímite 

(resp. límite) de una I-gráfica y en e (resp. en TI), es decir, si suponemos que se 
tiene una biyección: 

e(colím(y)'9(Y)) ::e'(y,k,(9(Y))) (resp . TI(1'(x),lím(y)) :: TI'(k,(1'(X)),y)) 

<¡JI , k,(<¡J)eTJ WI > Eek,(w) 

se sigue de un cálculo directo que la composición: 

(resp. 

es igual a la asignación <¡J H k,( <¡J) e (1' * TJ) (resp. W H E e k,(W )) . 

Concluimos que la pareja (1'(colímy),1' * TJ) (resp. (9(límy), 9 * E)) representa 

al colímite (resp. límite) de l' e y (resp. 9 e y), por lo que de la Proposición 5.1 de 
la página 42, l' conmuta con colímites (resp. 9 conmuta con límites). 

§5.1.3. Losfuntorese(a,-) ye(-,a) . 
Si e es una U-categoría pequeña y a es un objeto de e, los funtores: 

e(a.- ) e----> COl'lu 

conmutan con límites. 

y eop e( - ,a) C 
> Ol'lu 

En efecto, como e( -, a) = e op (a, -) basta probar el resultado para el funtor 
e(a,-) . 

Para mostrar que el funtor era, -) conmuta con límites, supongamos que (Iím(y), E) 
representa al límite de una I-gráfica yen e. Notemos entonces que si Q es un conjun

to U-pequeño, de la biyección entre COI'I~ (k,(Q), era, -ley) y COl'lu (Q, e' (k,(a), y) ), 

se sigue que dado un morfismo f E COI'I~ (k, (Q), e( a, -) e y) existe para cada x E Q 

una única familia de morfismos a ~ lím(y) tal que Ei e ¡(x) = fdx) para todo 

objeto i E 1. Esto define un único morfismo Q ~ e( a, límy) tal que e( a, Ed e f = f i 

para toda i en 1. 
En otras palabras, la pareja (e(a,límy),e(a,-) * E) representa al límite de 

e( a, - ) e y . El resultado se sigue entonces de la Proposición 5.1 de la página 42. 
§5.1.4. Colímites Filtrantes. 
Si I es una categoría pequeña, decimos que I es una categoría filtrante siempre 

que I tenga al menos un objeto y se cumplan las siguientes dos condiciones: 
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(i) Para cualesquiera dos objetos i y j en 1, existe un objeto k y morfismos 

i ----+- k -+-- j . 

( 

(ii) Para cualesquiera dos morfismos paralelos i ==.: j en 1, existe un mor-
9 

fismo j ~ k tal que h o f = h o g. 

En particular, una categoría filtrante es conexa. 

TEOREMA 5.3. Sea 1 una U-categoría filtrante pequeña y y una I-gráfica en Con. 
Si X : = U y(i) Y definimos la relación - en X como 

iElo 

entonces: 

y(i) 3 xi - Xj E y(j) si existe i~k y j~k tal que 

y(s)(xtl =y(t)(Xj). 

(i) - es una relación de equivalencia en X. 
(ii) XI - representa al colímite de y. 

DEMOSTRACIÓN. 

Prueba de (i): Es inmediato que - es reflexiva y simétrica. 
Par probar la transitividad, supongamos que Xj E y( id para j E {l, 2, 3} y que 

XI - X2 Y X2 - X3 . Se sigue entonces de esto y de que 1 es filtrante, que existen 
morfismos en 1: 

tales que h o s o tI = h o t o S2, y(sl )(XI l = y(tl )(x2l y y(S2)(X2l = y(t2)(X3l . 

Si definimos u = h o s o SI, V = h o s o tI = h o t o S 2 Y w = h o t o t2 tenemos que 
y(u)(xI l = y(v)(x2l = Y(W)(X3)' es decir, XI - X3· 

Prueba de (ii) : 
Notemos que por definición, el siguiente diagrama es exacto: 

U y(il ____ .. > Uy(i)~XI-
i~jEll U ";0)'('1') iElo 

i.P.iEl 1 
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donde 7r es la proyección canónica y y(k) ~ n y(i) es la inclusión en el k-ésimo 
iElo 

sumando. 
El resultado se sigue entonces de la prueba del Teorema 3.1 de la página 28. ~ 

Si e 2"¡ 1) es un funtor, decimos que 1" conmuta con ca límites filtrantes si para 
toda U-categoría pequeña filtrante 1, 1" conmuta con el límite de toda I-gráfica y tal 
que colími (y) y colími (1" o y) son representables. 

COROLARIO 5.4. El Juntar e ~ Conu del ejemplo §5.1.1 de arriba conmuta con 
colímites filtrantes . 

COROLARIO 5.5. Si e es una U -categoría con 1 -límites canónicos, el Juntar 1-

límite el ~ e conmuta con colímites filtrantes . 

6. €xte~sio~es de KQ~ 

§6.1. Categorías de Gráficas. Si e es una U-categoría, la categoría coma 
c 1 e a través del funtor canónico catu ~ Catu es una U-categoría que tiene por 
objetos a las parejas (1, y) con I una U-categoría pequeña y y una I-gráfica en e. 
Los morfismos en c 1 e entre dos de estas parejas (1, y) y (J, /») son los funtores I 2"¡ J 
tales que y = /) o 1". 

Considerando la estructura de 2-categoría que tiene Cat, podemos pensar a la 
igualdad y = /) o 1" como el 2-morfismo identidad y definir entonces las siguientes 
U -categorías: 

Objetos Morfismos 

(I,y) (1, y) 
(:Y,TI) 

, (J, /») 

Graf(e)u : = 1 es una U-categoría 
:Y 

1 ' J 

pequeña y I 2¡ e ~ 
es un funtor e 

y 

Objetos Morfismos 

(I,y) (I,y) 
(:Y,TI) 

, (J, /») 

GraTo(e): = 1 es una U-categoría 1 
:Y , J 

pequeña y 1 2¡ e ~¡: 
es un funtor e 
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donde la composición de morfismos esta dada por las igualdades (9,1:) o (J", TI) : = 
(9 o J", (1: * J") o TI) y (9,1:) o (J", TI) : = (9 o J", TI 0(1: * J")), respectivamente. 

Más aún, un morfismo e 2¡ 'D en Catu determina morfismos: 

Graf(e) ~ Graf('D) Grafo(e) ~ Grafo('D) 

(1, y) (I,9 0 y) (1, y) (1,9 0 y) 

".,' l' ' j ".9'" Y ",' j, , j ".9", 

(J, ó) (T.90ó) (J, ó) (J,9 0 ó) 

por lo que tenemos funtores: 

Catu 
Grof[ - ) 

) Catu y Catu 
G,·fO[ - ) 

) Catu 

Con esta notación, si e es una U-categoría pequeña y e..!; e ' un funtor de e en 
una U-categoría e', los funtores (1) de la página 5 pueden verse como sigue: 

e' 
hl-

• GrafO(e) e' 
- lh 

) Graf(e)Op 

a' (h Ia /,nIa/) a' (a' 1 h, a' In) 

~ JI ) 1 [hl~ ,id) Y ~ JI ) r [~lh,id) 
b' (h 1 b/,n 1 b/) b' (b' 1 e, b' In) 

§6.1.1. Categorías Completas y Cocompletas. 
Si consideramos ahora los funtores fieles y plenos de U-categorías: 

e ~ Graf(e)Op e~GrafO (e) 

a (l,k¡(a)) a (l ,k¡(a)) 

f JI ) r [id , f) Y f JI .1 [id,f) 

b (1 , k1 (b)) b (l,k1 (b)) 

obtenemos por el Párrafo §3.1 de la página 7 los siguientes diagramas: 

y 

donde kl\(I ,y) = lím~(y) y kV(I,y) = colím¡'(y) . 
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Denotamos entonces al funtor kÁ (resp. k V) como límÁ (resp. colím v) y decimos 

que e es una U-categoría completa (resp. cocompleta) si límÁ (resp. colímv ) es 
representable. Por la Proposición 3.4 de la página 11, e es una U-categoría completa 
(resp. cocompleta) si y sólo si e es una U-categoría con I-límites (resp. I-colímites) 
para toda U-categoría pequeña I. 

Si e es una U-categoría completa (resp. cocompleta) decimos que e es una U
categoría canónicamente completa (resp. canónicamente cocompleta), si se ha elegido 
un funtor: 

GrQf(e)Op ~ e 

y un isomorfismo natural: 

_ GrQf(e)Op 
lím ,-

¡Iim/\ /" ..-
..- -)-

e 
It/\ 

• Pn(e)u 

_ _ GrQfco(e) 
(olím ,. 

¡ colim v /" ..-
/ -

)-

resp. e • coPn(e)u 
ItV 

En este caso llamamos al funtor lím (resp. colím) el ¡untar límite (resp. colímite) 
de e. 

Observemos que si e es una U-categoría canónicamente completa (resp. cocom
pleta) , para toda U-categoría pequeña I el funtor: 

el ~ GrQf(e)Op "VI fO el ---+- GrQ (e) 

y (I,y) Y (1, y) 

~ 11 · r (idl.~) ~ 11 , ! (idl .~) 
b (1, b) resp. b (1, b) 

determina funtores: 

el ~ Graf(e)Op lím_~ e - - (resp. el _ =I~ _G:Q~o~~ _ ~i~~ e ) 

colímI 

e isomorfismos hÁ o líml ~ lím~ (resp. hV o colíml ~ colími), por lo que e tiene 
naturalmente una estructura de U-categoría con I-límites canónicos (resp. I-colímites 
canónicos) . 

Por los Teoremas 3.1 de la página 28 y 4.1 de la página 38, tenemos: 

TEOREMA 6.1. Si e es una U-categoría pequeña, los siguientes enunciados son 
equivalentes: 
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(i) e tiene productos e igualadores (resp. sumas y coiguakadores). 
(ii) e tiene productos y productos fibra dos (resp. sumas y sumas amalgama

das). 
(iii) e es completa (resp . cocompleta). 

§6.1.2. Funtores Densos y Codensos. 
Sea e una U-categoría pequeña y TI una U-categoría. 

Observemos que si e.!¡ TI es un funtor, se tiene una transformación natural: 

donde <I> = Graf( :fl0P o (- 11') (resp . <I> = GrafO (1') o (1' 1 -) ) . 

Esta transformación natural se define para cada objeto d en TI como la pareja 

(;d = (9,11): 

9 d 11' ---__ o 1 

'.[~~~J 
TI 

donde 9 es el único funtor a 1 y l1(a,u) = u. 

Con esta notación, decimos que e .!¡ TI es un Juntor denso (resp. codenso) si la 

transformación naturallím/\ * (; (resp. colím v * (;) es un isomorfismo, es decir, si todo 
objeto de TI es el límite (resp. colímite) canónico de objetos en la imagen de 1'. 

Se sigue de la definición de límite (resp. colímite) que e .!¡ TI es un funtor denso 
(resp. codenso) si y sólo si, para cualesquiera dos objetos d y d' de TI, la función: 

es una biyección. 

TI(d / , d) --"'-~. TId!:r(kd!:r(d
/),1' o (d 17t)) 

<p 1-1 -------+, {d' ~ 1'(al}(a,u) 

TI(d, d') __ "'_+-TI:r!d(1' o (7t 1 dl,k:r!d(d/))) 

<p f-I ------~. {1'(a) ~ d/}(a,u) 
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TEOREMA 6.2. Sea e una U-categoría pequeña y'D una U-categoría. Si e ~ 'D 
es un juntor, 1" es denso (resp. codenso) si y sólo si el juntor 1"v (resp. 1",,), definido 
en el Párrajo §3.1 de la página 7, es fiel y pleno. 

DEMOSTRACIÓN . Este resultado se sigue de que si d y d' son dos objetos de 'D, 
se tiene un diagrama conmutativo: 

'D(d, d') 

/ ~ 

resp. 'D(d, d') 

~~ 
donde 13, definido como 13("V)a(u) : = "V(a,u), es una biyección. 

§6.2. Extensiones de Kan. Sean e, e' y 'D tres U-categorías y e ~ e' un 

funtor. Si consideramos el funtor 'De' ~ 'De de U+ -categorías pequeñas, por el 
Párrafo §3.1 de la página 7 tenemos diagramas: 

'De 'De 

'D h 
I 'D h 

'l l 
'l ~ I ('D h )/\ Y 'l 

'l I ('Dh)v 
'l 

'l r 'l r 
'l 

• Prt ('De't+ 
'l 

, COPrt ('De') u + 'De' 'l 'De' 12 

h /\ h V 

Si 1" E 'De, llamamos a una pareja (K( 1"), 8(1")) que representa a la U+ -pregavilla 

(resp. U+-copregavilla) ('D h )"(1") (resp. ('Dh)V(1")) , o simplemente a K(1"), una 

extensión de Kan derecha (resp. izquierda) de e ~ 'D a lo largo de e ~ e', es decir, 
una extensión de Kan derecha (resp. izquierda) de 1" a lo largo de h es una pareja 
(K(1"),8(1")) como en el diagrama: 

(21) 
'D 

'3' • 
I 

~"" 9('3') I K('3') 

'" 
e 

~~ I 

h 'e' resp. e 

'D ) 
'3' • 

"""" 9('3') : K('3') 

"" "" '>\ I 

h 'e' 
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con la propiedad que para todo funtor e' 2¡ 1) la siguiente función es biyectiva: 

1)e' (9, K(3')) -1)e(9 oh, 3') 

'V I • 9(3') o ('V * h) 

Se sigue entonces de la Proposición 3.3 de la página 10 y de la Proposición 3.4 
de la página 11 que 1)h tiene un adjunto derecho (resp. izquierdo) si y sólo si todo 

funtor e 2:¡ 1) tiene una extensión de Kan derecha (resp. izquierda) a lo largo de 

e~e'. 
Más precisamente: 

PROPOSICIÓN 6.3. Si 1)e ~ 1)e' (resp. 1)e ~ 1)e' ) es un adjunto de

recho (resp. izquierdo) del juntar 1)e' ~ 1)e con counidad 1)h o Kand ~ idne (resp. 

unidad idne =* 1)h o Kani ) para cualquier juntar e 2:¡ 1), la pareja (Kand(3'), (1') 

(resp. (Kani (3'),111')) es una extensión de Kan derecha (resp. izquierda) de 3' a lo 

largo de h. 

Recíprocamente, si para todo juntar e 2:¡ 1) se ha elegido una extensión de Kan 

derecha (resp. izquierda) de él a lo largo de e ~ e', (K(3'), 9(3')), existe un único 

Kand 
( Kan;) d juntar 1)e ----+-1)e' resp. 1)e ----+- 1)e' con la propiedad Kan (3') = K(3') 

(resp. Kani (3') = K(3')) el cual es adjunto derecho (resp. izquierdo) de 1)h y tal que 

(1' = 9(3') (resp. 111' = 9(3')) define una transjormación natural1)h o Kand :} idne 

(resp. idne ~ 1)h o Kan i ) la cual es counidad (resp. unidad) de la adjunción 

Kand f-- 1)h (resp . Kan i -j1)h) . 

En particular, si alguna de estas condiciones se cumple, el juntar Kand (resp. 
Kani

) es fiel y pleno si y sólo si para todo funtor 3' la transformación natural 9(3') 
es un isomorfismo. 

El siguiente Teorema da condiciones para la existencia de Extensiones de Kan. 

TEOREMA 6.4. Sea 1) una U-categoría y e ~ e' un juntar de una U-categoría 
. l' K(1') 

pequeña e en una U-categoría e' . S, e ~ 1) es un juntar y e' --) 1) representa al 
juntar: 

e' 
-lh 

• Graf(e)Op 
G,.f(1')OP 

• Graf(1»)OP 
liml\ 

• Pn(1»)u 

( resp. e' 
hl-

• Grafo(e) 
G,·rO(1') 

• Grafo(1») 
tolím v 

• coPn (1»)u ) 
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. . , 8(:1") ( 8(:1") ) 
eXIste una transformacwn natural K(:1) o h ===9:1 resp.:1 ===9 K(:1) o h tal que 

(K(:1), 8(:1l) es una extensión de Kan derecha (resp. izquierda) de :1 a lo largo de 

h. 

DEMOSTRACIÓN. 

Definición de 8(:1): 
Por definición de K(:1) existe una biyección binatural para todo objeto den 1) 

y a' en e': 

(22) 

(resp. 1) (K(:1)(a / ), d) 

de modo que si para cada objeto a en e tomamos a d como K(:1)(h(a)) y a a' como 
h( a), la familia 

{ K(:1)(h(a)) 

(resp. :1(a) Tla'.d(idd)la.;d). K(:1)(h(a)) } a) 
es una transformación natural de K(:1) o h en :1 (resp. de:1 en K(:1) o h). Denotamos 
a ésta como 8(:1). 

La pareja (K (:1), 8(:1)) es una extensión de Kan derecha (resp. izquierda) de :1 

a lo largo de h: 
Mostraremos lo que corresponde a la parte derecha. La parte izquierda se hace 

análogamente. 

Si e' i¡ 1) es un funtor, debemos probar que la función: 

1)e' (S,K(:1)) ---+. 1)e(S o h,:1) 

v 1-1 ------+-, 8(:1) o (v * h) 

es una biyección, para lo que es suficiente probar las siguientes afirmaciones: 

(i) Los morfismos (8(:1) o (v * h)) a y f:9(h(a)),h(a) (Vh(a)) (a,id) son iguales, para 
todo objeto a en e. 

(ii) La asignación: 

1)e' (S, K(:1)) ----, (Graf(1»OP( (k o S, Graf(:1)OP 0(-1 h)) 

v 1-1 ------------+-, {f:9(a').a'(va ,)} a' 

es una biyección. 
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(iii) La asignación: 

(Graf('D)OP( (k o 9, Graf(:T)°P 0(-1 h)) -----+-. 'De (9 o h ,3') 

11 f-I ------------. Pr¡ = {(11h(Q))(Q.id)} Q 

es una biyección. 

La primera de estas afirmaciones se sigue de la definición de 9(3'), y de la natu
ralidad de (d.Q' respecto de la variable d . Mientras que la segunda se deduce de la 
biyección (22) de arriba. 

Para probar la última afirmación, notemos que la asignación 11 H Pr¡ tiene como 
inversa a P H 11p, donde (11p)Q' se define como la transformación natural {PQ o 

9(u)}(Q,U)EQ'lh' para todo objeto a' en e'. ~ 

En particular, 

COROLARIO 6.5. Si'D es una U-categoría canónicamente completa (resp. canó

nicamente cocompleta) y e ~ e' es un Juntar de una U-categoría pequeña e en una 
, 1 e Kand (e') e Kan; (e') . U-categona e , el Juntar 'D ~ 'D (resp. 'D ~ 'D ) defimdo por: 

e' 
Kand(:n 

''D e' 
Kan;(:T) 

''D 

a' lím(a ' 1 h,3' o (a' in)) a' colím(hl a /,3'o (n 1 a')) 

f 11 .1Ií .. (flh,id) f 11 .1 colí .. (f lh,id) 

b ' lím(b ' 1 h,3' o (b ' in)) resp. b' colím(h 1 b /,3' o (n 1 b /)) 

Kand(11) _ : = lím(id_lh, 11*( -in)) (resp. Kani(ll) _ : = colím (idh1- , 11*(n 1-)) ) 

es adjunto derecho (resp. izquierdo) del Juntar 'D(e') ~ 'De. 
Más aún, si h es fiel y pleno entonces Kand (resp. Kani) también. 

DEMOSTRACIÓN. Solamente falta probar que si h es fiel y pleno entonces Kand 

(resp. Kani) también. Esto lo probaremos para Kand, lo correspondiente para Kani 

se hace de manera análoga. 

Dado un funtor e 2¡ 'D, como h es fiel y pleno la biyección (22) de la página 52 
implica que para todo objeto d en 'D y a en e, se tiene una biyección binatural: 
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Si definimos ,-(:f) como el morfismo: 

E;la)a({:f(a)~:f(b)} ), 
, (b ,u) 

la conmutatividad de los diagramas: 

- o-r(1") ! ! -okQ1 e (-r(1")) 

'D(:f(a), K(:f)(h(a))) -------. 'Dale(kale(:f(a)),:f o (a lIT)) 
( :'1"( 0 ). 0 

y 

'D ( K(:fl(h( a)), K(:f) (h( a))) (K IT) I h I Q )). ~ 'Dale (kale (K(:f) (h( a))) , :f o (a lIT)) 

-09(1") 1 I -OkQ1 e(9(1")) 

'D(:f(a),K(:fl(h(a))) -------. 'Dale (kale (:f(al) , :f o (a lIT)) 
( 3" (o ). a 

implica que ,-(:f) es inverso de 8(:f) . 
Concluimos que 8(:f) es un isomorfismo para todo funtor :f, es decir, la counidad 

de la adjunción 'D1t -1 Kand es un isomorfismo. Por lo tanto Kand es fiel y pleno. ~ 

§6.2.1. Extensiones de Kan a lo largo de hA y hV . 

Sea e una U-categoría pequeña y 'D una U-categoría canónicamente cocompleta 
(resp. completa) . 

Si en el Corolario 6.5 del Párrafo anterior tomamos a h como el funtor canónico 

e ~ Pn(e)u (resp. e ~ coPn(e)u), tenemos una adjunción: 

Kan i 

------... 
'De 1. 'Dp,.(e)u 
~ 

1J(hA) 

Además, como hA (resp. h V) es fiel y pleno, el funtor Kani (resp. Kand) también 

es fiel y pleno y entonces por la Proposición 6.3 para todo e ~ 'D, si :fA = Kani(:f) 
(resp. :fv = Kand(:fl), el siguiente diagrama es conmutativo salvo isomorfismo: 

e \,."C ---•• Pn (e)u 
itA 
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TEOREMA 6.6. Sea e una U-categoría pequeña y 1) una U-categoría canónica-
~ . 

mente cocompleta (resp. completa). Si e --l 1) es un Juntor, el Juntor J' /\ = Kan' (J') 
(resp. J'v = Kand{J')) descrito en el Corolario 6.5 del párrafo anterior es adjunto 
izquierdo (resp. derecho) del funtor J'/\ (resp. J'v) descrito en el Párrafo §3.1 de la 

página 7: 

e '-c --__ o Pn (e) 
h /\ 

En particular, si (K(J'l, 8(J')) es una extensión de Kan izquierda (resp. derecha) 
de J' a lo largo de h/\ (resp. h V) entonces K(J') --1 J'/\ (resp. K(J') 1- J'V) . 

DEMOSTRACIÓN. Probaremos que J' /\ es adjunto izquierdo de J'/\ . La otra parte 
se hace de manera análoga. 

Para ello recordemos primero que en este caso (22) de la página 52, es una 
biyección binatural: 

para todo objeto F en Pn (e) y den 1). Se sigue que para lo deseado basta dar una 
biyección binatural: 

'Y ~,------------> T 

Ésta se obtiene de la formula 'Ya (u) = T(a,u), para todo objeto Q en e y u 
elemento de F ( Q) . .¡. 

Si e es una U-categoría pequeña, por el Lema de Yoneda el funtor J'/\ (resp. 
J'V) descrito en el Párrafo §3.1 de la página 7 asociado al funtor J' = h/\ (resp. 
J' = h V) es isomorfo al funtor identidad de la categoría de U-pregavillas (resp. 
U-copreagvillas). Si consideramos entonces a Pn(e)u (resp. coPn(e)u) como una 
U-categoría canónicamente cocompleta (resp. completa), el Corolario 6.5 del Párrafo 
anterior define una extensión de Kan izquierda (resp. derecha) de h/\ (resp. h V) a 
lo largo de h/\ (resp. hV), (K(J'l,8(J')), y por el Teorema anterior K(J') --1 id (resp. 
K(J') 1- id), es decir, K(J') == id. Tenemos entonces: 

COROLARIO 6.7. Si e es una U-categoría pequeña, idp .. (e)u (resp. i~p .. (e)u) es 

una extensión de Kan izquierda (resp. derecha) de h/\ (resp . h V) a lo largo de h/\ 
(resp . hV ). En particular, para toda U-pregavilla (resp. U-copregavilla) F en e hay 
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un isomorfismo: 

F ~ colím(h/\ 1 F, h/\ o (n 1 F)) (resp. F ~ lím(F 1 h v, h v o (F ln))), 
es decir, toda U-pregavilla (resp. U-copregavilla) es colímite (resp . límite) de U
pregavillas (resp. U-copregavillas) representables. 

Corno una aplicación de este Corolario, tenernos: 

COROLARIO 6.8. Sea e una U-categoría pequeña. Si F Y G son dos U-pregavillas 
(resp . U-copregavillas) en e hay un isomorfismo: 

Pn (e)u (F, G) ~ lím((h/\ 1 F¡OP, G o (n 1 F)OP) 

(resp. coPn(e)u(F,G) ~lím(GlhV,Fo(Gln)) 

DEMOSTRACiÓN. Por el Corolario 6.7 tenernos un isomorfismo: 

Pn (e)u (F, G) ~ Pn (e)u (colím(h/\ 1 F, h/\ o (n 1 F)), G) 

(resp. coPn (e)u (F, G) ~ coPn (e)u (F, lím(G 1 h v, h V O (G ln)))) 
Ahora, por el Ejemplo §5.1.3 de la página 44, se tiene un isomorfismo entre el 

conjunto: 

Pn (e)u (colím(h/\ 1 F, h/\ o (n 1 F)), G) 

(resp. coPn(e)u (F,lím(G 1 hV,hv o (G ln)))) 
y el conjunto: 

(resp. 

El resultado se sigue entonces del isomorfismo determinado por el Lema de Yo
neda: 

Corno otra aplicación del Corolario 6.7 de arriba, identificaremos ahora a la 

imagen escencial del funtor 1>e ~ 1>p,.(elu (resp. 1>e ~ 1>cop,.(elu ) . 

COROLARIO 6.9. Sea e una U-categoría pequeña y 1> una U-categoría canónica

mente cocompleta (resp. completa). Si Pn(e)A ~ 1> (resp. coPn(e)A ~ 1» es un 
Juntor, los siguientes enunciados son equivalentes: 

(i) Kani (9 o h/\) ~ 9 (resp. Kand (9 o h V ~ 9) . 
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(ii) Existe e 2, 1J tal que Kani¡:'f) =:J Á ~ 9 (resp. Kand(:J) = :Jv ~ 9). 
(iii) 9 tiene un adjunto derecho (resp. izquierdo). 
(iv) 9 conmuta con colímites (resp. límites) . 

En particular, los juntares: 

Kan i 

.......-------. 
1Je .L 1JP,.(e)u 
~ 

n(h") 

57 

inducen una equivalencia entre la U+ -categoría pequeña 1Je y la subcategoría plena de 
1JP,.(e)u (resp. 1JCOprt (e )u ) cuyos objetos son los Juntares que conmutan con colímites 

(resp . límites). 

DEMOSTRACIÓN. 

(i)=}(ii) es inmediato. 
(ii)=}(iii) se sigue del Teorema 6.4 de arriba. 
(iii)=}(iv) se muestra en el Ejemplo §5.1.2 de la página 43. 
(iv)=}(i) Si F es una U-pregavila en e: 

9(F) ~ 9(colím( hÁ 1 F, hÁ o (rr 1 F))) 

~ colím ( hÁ 1 F,9 o hÁ o (rr 1 F) ) 

~ Kani (9 o hÁ) (F) 

(Análogamente si F es una U-copregavilla). 

(Corolario 6.7) 

(Hipótesis) 

(Definición) 



CAPíTULO 

COrl j lA rltos Si mplici fA les 

1. COrljlArltos simpliciales 

§1.1. La categoría simplicial. Todo número natural no cero n = {O, ... , n-1} 
puede verse como un conjunto no vacío totalmente ordenado, con el orden inducido 
por la contención de sus elementos. Denotamos a este conjunto ordenado como 

[n -1) := {O < 1 < ... < n -1} 

y definimos la categoría simplicial ..1, como la subcategoría plena de Co~O que tiene 
por objetos a los conjuntos totalmente ordenados [n), para toda n E N. 

Se sigue que ..1 es una U-categoría pequeña y que la imagen esencial del funtor fiel 
y pleno inducido ..1 '---t Co~O, consiste de los conjuntos finitos no vacíos totalmente 
ordenados. 

De entre los morfismos de la categoría simplicial se tienen algunos de mayor 
importancia: 

6' 
El morfismo i-cara [n - 1) ~ [n) definido para O ~ i ~ n, es la función inyectiva 

que preserva el orden y que no tiene a i en su imagen, es decir, 

ói ( ' ) = {j 
n ¡ . 1 ¡+ 

si j < i 
si j ~ i 

j 

El morfismo j-degenerado [n + 1) ~ [n) definido para O ~ j ~ n, es la función 
suprayectiva que preserva el orden y que asocia a j y j + 1 el mismo elemento j, es 
decir, 

(JJ (i) = . {i 
n i-1 

si i ~ j 

si i > j 

La importancia de estos morfismos se puede apreciar en el siguiente enunciado: 

59 
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PROPOSICIÓN 1.1 . Si In] ~ 1m] es un morfismo de la categoría simplicial, existe 
una única descomposición de la forma 

f=ó i
¡ oóiz o .. . oói, ocrh ocriz o . . . ocrit 

m m-l m-s+l n-l n-l+l n-l 
donde m ~ il > . .. > is ~ O, n ~ Ít > ... > Í1 ~ O Y m = n - t + s. 

En particular, f es inyectiva (resp. suprayectiva) si y sólo si f es composición de 
morfismos cara (resp. degenerados) . 

DEMOSTRACIÓN. El resultado se sigue fácilmente si n ~ Ít > ... > Í1 ~ O son 
tales que f(jk) = f(j k + 1) Y m ~ il > ... > is ~ O tales que ik !f. f(ln]) . ~ 

Con algunos cálculos adicionales se puede concluir el siguiente: 

TEOREMA 1.2. Si A es una categoría arbitraria, dar un funtor ~ ~ A es 
equivalente a elegir para cada número natural n un objeto X n en A y a tener dos 
familias de morfismos: 

(23) {xn-l~xnIO~i~nLEN y {xn+l~xnIO~j~nLEN 
tales que las siguientes relaciones se cumplen: 

(24) 

si i < j 

sii ~ j 

si O ~ i < j 
si j ~ i ~ j + 1 

si j+l < i 

§1.2. Objetos simpliciales. Si A es una categoría, a las pregavillas (resp. 
copregavillas) en la categoría simplicial con valores en A las llamamos objetos sim
pliciales en A (resp. objetos cosimpliciales en A) y denotamos como sA (resp. cA) 

a la categoría Pn (~)A = A ÓoP (resp. coPn (~)A = (Aótp)· 
Por el Teorema 1.2 de arriba un objeto simplicial (resp. cosimplicial) X en A 

consiste de la siguiente información: 

(i) Para cada número natural n E N un objeto Xn (resp. X n ) de A al que 
llamamos objeto de n-simplejos (resp. n -cosimplejos) . 

(ii) Para cada número natural n E N una familia de morfismos 

{Xn~Xn_llo~i~n} (resp. {xn-l~xnIO~i~n}) 
a los que llamados morfismos i-cara, y una familia de morfismos 

{ Xn S Xn+l I O ~ j ~ n} (resp. {xn+1 ~ Xn I O ~ j ~ n} ) 
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a los que llamados morfismos j-degenerados, tales que las siguientes rela
ciones se cumplen: 

(25) 

(resp. (24)). 

si i < j 

si i :::; j 

si O:::; i < j 
si j :::; i:::; j + 1 

si j + 1 < i 

Del mismo modo, un modismo de objetos simpliciales (resp. cosimpliciales) 

X ~ Y consiste de una familia de morfismos{Xn ~ Yn}nEN (resp. {yn ~ Xn}nEN) 

tales que di o fn = fn - l o di y sj o fn = fn+l o sj (resp. fn o I)~ = I)~ o tn- l y 

tn o O'~ = O'~ o tn+ l ). 

Un objeto simplicial X puede visualizarse como en el diagrama: 

d2 

(26) X 
~~ 

X2 Xl Xo 
~--..,......-
~ So 

So 

So 

y un objeto cosimplicial como en el diagrama: 

d 2 

~m 
(27) X XO Xl X2 

y~ 
sO 

Si A es la U-categoría Co~u, llamamos a los objetos simpliciales en A (resp. 
cosimpliciales) conjuntos simpliciales U -pequeños (resp. conjuntos cosimpliciales U
pequeños). Del mismo modo se habla de grupos simpliciales (resp. cosimpliciales) 
U-pequeños o espacios topológicos simpliciales (resp. cosimpliciales) U-pequeños. 
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Ejemplos: 
§1.2.1. El conjunto simplicial canónico de dimensión n. 
Si n es un número natural, el conjunto simplicial U-pequeño representable por 

[n] es denotado como L\ n y llamado el conjunto simplicial canónico de dimensión n: 

L\( , sCOrlu 

[n] L\n 

f 11 .1 f 
[m] L\m 

Se sigue del Lema de Yoneda que si X es un conjunto simplicial U-pequeño, 
hay una biyección canónica entre el conjunto de n-simplejos de X y el conjunto de 
morfismos sCOrl(L\n,X). 

§1.2.2. Objeto simplicial constante. 
Si A es una categoría, todo objeto Q de A tiene asociado un objeto simplicial 

(resp. cosimplicial) constante, al que denotamos con la misma letra Q y que está 
definido como sigue: 

(i) Para cada número natural n, el objeto de n-simplejos (resp. n -cosimplejos) 
es igual a Q. 

(ii) Para cada número natural n, los morfismos i-cara y los morfismos j
degenrado son los morfismos identidad de Q . 

§1.2.3. El nervio de una cubierta. Si X es un espacio topologico U-pequeño, una 
cubierta U = {U"j"'EA de X tiene asociado un conjunto simplicial U-pequeño N (U), 
llamado el nervio de la cubierta U y definido como sigue: 

(i) Para cada número natural n, el conjunto de n-simplejos N (U)n es igual 
al subconjunto del producto cartesiano f'. x . ~. x J\, que consiste de las 

n+l 
(n + 1 )-eadas (ao,' " ,(Xn) tales que la intersección UOto n··· n U"'n es no 
vacía. 

(ii) 
d!' 

Para cada número natural n, el morfismo i-cara N (U)n ~ N (U)n-l está 
definido por la asignación 

(ao, . .. , (Xn) t-7 (ao,···, (Xi-l, (Xi+l,· · ·, (Xn) 

s!' 
y el morfismo j-degenerado N (U)n ~ N (U)n+l por la asignación 

(ao,···, (Xn) t-7 (ao, ... , (Xi> (Xi,···, (Xn) 

§1.2.4. El complejo de Cech de una cubierta. 
Si X es un espacio topológico U-pequeño, una cubierta U = {U"'}"'EA de X tiene 

asociado un espacio topológico simpliciaJ U-pequeño e (U) , llamado el complejo de 
Cech de la cubierta U y definido como sigue: 
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(i) Para cada número natural n, el espacio topológico de n-simplejos C (U)n 
es igual a la unión ajena de las intersecciones ordenadas de n + 1 elementos 
de la cubierta: 

(ii) 

C(Ulo = Uu", 
"'EA 

C(Uh = U (u",nu13 l 
("' ,I3)EA2 

U (Uo:o n ... n U"'n 1 

- d!' _ 
Para cada número natural n, el modismo i-cara e (Uln ---2....¡ e (Uln_1 es el 
único modismo que restringido a la intesección ordenada Uo:o n . .. n U"'n , 
es igual a la inclusión: 

... s~ ... 
y el modismo j-degenerado e (Uln --2....¡ e (Uln+1 es el único modismo que 
restringido a la intesección ordenada Uo:o n· .. n U"'n , es igual a la inclusión: 

Observese que las inclusiones de cada abierto de la cubierta U en X, definen un 
morfismo de espacios simpliciales C (Ul ~ X, del complejo de Cech de la cubierta 
U en el espacio topológico simplicial constante asociado a X. 

§1.2.5. El neroio de un grupo topológico. 
Si G es un grupo topológico U-pequeño, definimos el neroio de G como el espacio 

topológico simplicial U-pequeño N (G), descrito como sigue: 
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(i) Para cada número natural n, el espacio de n-simplejos N(G)n es igual al 
producto cartesiano de n copias de G, con la topología producto: 

N(G)o=l 

N(G)¡=G 

N(Glz = G x G 

N(G) = G x .. · x G 
n '--v--'" 

n 

d!' 
(ii) Para cada número natural n , el morfismo i-cara N (G)n ~ N (G)n- 1 

está definido por la asignación: 

{ 

(01, . . . , 0i-2, Oi-1 0i, 0i+1 .. . , on) si O < i < n 

(Ol, ... ,On) H (02, ... ,On) sii=O 

(ol, ... ,on- d sii=n 

s!' 
y el morfismo j-degenerado N (G)n --2....¡ N (G )n+ 1 por la asignación: 

También, G tiene asociado un G-espacio topológico simplicialU-pequeño N' (G), 
al que llamamos el nervio equivariante de G y que está definido como sigue: 

(i) Para cada número natural n, el G-espacio topológico de n-simplejos N' (G)n 
es igual al producto cartesiano de n + 1 copias de G, con la topología pro
ducto y la acción dada por multiplicación en cada variable: 

N' (G)o = G 

N' (G)¡ = G x G 

N' (G) = G x .. · x G 
n '--v--'" 

n+1 
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d!' 
(ii) Para cada número natural n, el morfismo i-cara N' (G)n ~ N' (G)n_1 

está definido por la asignación: 

(a1, ... ,an+1) H (a1, . . . ,ai- 1,ai+1, ... ,an+1) 

s!' 
y el morfismo j-degenerado N' (G)n --2....¡ N' (G )n+ 1 por la asignación: 

(al, ... , an+1) H (al , . . . , aj, aj, . . . , an+1) 

Observese que si consideramos al nervio de G como un G-espacio topológico 
simplicial U-pequeño con acción trivial (a· 9 = a para toda g), el morfismo de G
espacio topológicos simpliciales U-pequeños N' (G) ~ N (G), definido para cada n 
por la asignación: 

( ) ( -1 - 1 - 1 ) a1 ,···, an+1 H a1a2 , ... ,aiai+1, ... ,anan+1' 

es tal que su imagen bajo el funtor : 

(28) 
il, 0 P n

l10p 
ilOp 

(G-Topu) = s (G-T0Pu) ~ sTopu = (Topu) 

es un isomorfismo de espacios topológicos simpliciales, donde G-Topu ~ Topu deno
ta al funtor que a cada G-espacio topológico U-pequeño asocia su espacio de órbitas. 

§1.3. El esqueleto de un conjunto simplicial. Si n es un número natural, 
denotamos como L\ ::;n a la subcategoría plena de L\ que tiene por objetos a los 
conjuntos ordenados [m] para m ~ n. La categoría de pregavillas en L\::;n con 
valores en una U-categoría A, es denotada como snA y llamada la categoría de 
objetos simpliciales n-truncados en A . 

El funtor canónico L\ ::;n ~ L\ determina entonces un funtor sA ~ snA , 
que a cada objeto simplicial X en A asocia su n-truncación. Más aún, si la U
categoría A tiene colímites finitos canónicos (resp. límites finitos canónicos), el 
Corolario 6.5 de la página 53 determina un funtor fiel y pleno Kan~ (resp. Kan~), 
el cual es adjunto izquierdo (resp. derecho) de 'Vn : 

(29) 

Denotamos a la composición Kan~ o 'Vn (resp. Ka~ o 'Vn) como Skn (resp. 
coSkn) y si X es un objeto simplicial en A, llamamos a Skn(X) (resp. coSkn(X)) el 
n-esqueleto de X (resp. n-coesqueleto de X) . 

Se sigue de la adjunción (29) que se tiene un morfismo de objetos simpliciales: 

(resp. 
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con la propiedad que al aplicarle el funtor "Vn , se obtiene un isomorfismo de objetos 
simpliciales n-truncados. En particular, este morfismo induce un isomorfismo entre 
los objetos de m-simplejos para m ::; n: 

El siguiente Teorema describe el objeto de m-simplejos de Skn(X) para m > n, 
en el caso en que A es la U-categoría de conjuntos U-pequeños: 

(n 

TEOREMA 1.3. Para todo conjunto simplicial U-pequeño X, Skn(X) ~ X es 
un monomorfismo y el conjunto simplicial imagen, al que también llamamos el n
esqueleto de X y denotamos como skn(x), tiene como conjunto de m-simplejos a: 

{x E Xm I existe [m) ~ [k) suprayectiva con k ::; n y 11 E Xk tal que x = Xs (11) }. 

DEMOSTRACIÓN. Sea X un conjunto simplicial U-pequeño. 
Descripción del esqueleto: 
Si n y m son números naturales, por definición: 

Skn(X)m = colím(~ 1 [m), X o (n 1 [m))), 

es decir, Skn(X)m es igual al conjunto de las parejas (x, u), donde [m) ~ [k) es un 
morfismo con k ::; n y x E Xk, módulo la relación de equivalencia más pequeña que 

identifica a (x, u) con (x', u'), si existe un morfismo [k) ~ [k') tal que f o u = u' y 
Xdx') =x. 

Más aún, por la Proposición 1.1 de la página 60, todo elemento de Skn(X)m 
tiene un representante (x, u) donde [m) ~ [k) es una función suprayectiva. En 
efecto, si u no es suprayectiva, por la Proposición señalada se tiene una factorización 

u = t o s donde [m] ~ [k'] es suprayectiva y [k'] ~ [k] es inyectiva. Entonces, (x, u) 
y (Xt(x), s) represen atan al mismo elemento en Skn(X)m. 

Identificación de la imagen de (¡:~)m : 

Observemos que con la descripción del conjunto Skn(X)m dada arriba, se tiene 

que el morfismo Skn(X)m (~m Xm es el inducido por la asignación (x, u) H Xu(x), 
de modo que skn(X)m es igual al conjunto deseado. 

La función {¡:~)m es inyectiva: 
Para esta parte probaremos primero el siguiente: 

LEMA 1.4. Si X es un conjunto simplicial y x E Xk , entonces existe una única 

pareja (a, f) donde [k] ~ [T] es una función suprayectiva y a es un elemento en Xr , 

con las siguientes propiedades: 

(i) Xda) = x 
(ii) a no es de la forma Xg(b) para 9 una función suprayectiva. 

DEMOSTRACIÓN. 
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Existencia: Una pareja (a, f) puede constrirse inductivamente considerando los 
modismos degenerados. 

Unicidad: Sean (a, f) y (a', f') dos parejas con las condiciones requeridas. Si 

[r] 14 [k] Y [r'] ~ [k] son dos funciones tales que fa 9 = id[rJ Y fa g' = id[r'¡' usando 
que Xf(a) = x = Xf,(a'), tenemos que: 

(30) a = Xf'og(a') y a' = Xfog,(a). 

Se sigue de la propiedad (ii) y de la descomposición de la Proposición 1.1 de la 
página 60, que f' a 9 y fa g' son funciones inyectivas. En particular, r .:::: r' y r' .:::: r, 
es decir, r = r'. Concluimos que f' a 9 = id[rJ = fa g', ya que solamente hay una 
función biyectiva de [r] que preserva el orden. Se sigue de (30) que a = a' y que 
el conjunto de inversos derechos de f y f' coinciden. Pero esto último implica que 
f =f'. ~ 

Para mostrar ahora que la función Skn(X)m (~m Xm es inyectiva, debemos ver 

que si (x, u) y (x', u') son dos parejas donde [m] 2; [k] y [m) ~ [k'] son funciones 
suprayectivos con k, k' .:::: n y Xu(x) = Xu,(x'), entonces (x, u) y (x', u') representan 
al mismo elemento en Skn(X)m. 

Si aplicamos entonces el Lema a x (resp. x'), obtenemos una función suprayectiva 
f' f' 

[k] --+ [r) (resp. [k'] --+ [r']) y un elemento a E Xr (resp. a' E X:L los cuales tienen 
las propiedades (i) y (ii) del Lema. En particular, (x, u) y (a, u a f) (resp. (x', u') y 
(a', u' a f')) representan al mismo elemento Skn(X)m. 

El resultado se sigue entonces de que como las parejas (a, fau) y (a', f'au') tienen 
ambas las propiedades (i) y (ii) del Lema para el elemento Xu(x) = Xu,(x') E Xm , 

entonces (a, f a u) = (a', f' a u') ~ 

Se sigue del Teorema anterior que si X es un conjunto simplicial U-pequeño, hay 
una filtración: 

o <;:; sko(X) <;:; ... <;:; skn(X) <;:; •.. <;:; X 

tal que U skn(X) = X . En otras palabras, X es canónicamente isomorfo al colímite 
nEN 

de la il-gráfica esqueleto de X, definida como: 

(31) 
sk(X) 

• sCo~u il 

[n] skn(X) 

f .[ 
[m] skm(X) 

Decimos que X es de dimensión finita si existe un número natural n tal que 
skn(X) = X. En otro caso decimos que X es de dimensión infinita. Si X es un 
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conjunto simplicial de dimensión finita, llamamos al número natural más pequeño 
tal que skn(X) = X, la dimensión de X. 

Se concluye así que la adjunción: 

Kanh 

~ 
Sn Conu .l sConu 
~ 

determina una equivalencia de categorías entre Sn Conu y la subcategoría plena de 
sConu , que tiene como objetos a los conjuntos simpliciales de dimensión menor o 
igual a n . 

Ejemplos: 
§1.3.1. El O- esqueleto de un objeto simplicial. 
Sea A una U-categoría con límites y colímites finitos canónicos. 
Notemos en primer lugar que el funtor sA ~ A asocia a cada objeto simplicial en 

A su objeto de O-simplejos. Por otro lado, como h~P 1 In) es isomorfa a la categoría 
1, si a es un objeto de A, Kan), ( a) es isomorfo al objeto simplicial constante asociado 
a a . 

Se sigue que si X es un objeto simplicial en A, Sko(X) es isomorfo al objeto 
simplicial constante asociado al objeto de O-simplejos de X . 

En particular, si A es la categoría de conjuntos U-pequeños, el funtor conjunto 
simplicial constante identifica a Conu con la sub categoría plena de sConu cuyos 
objetos son los conjuntos simpliciales de dimensión O. 

§1.3.2. El O-coesqueleto de un objeto simplicial. 
Notemos que como la categoría In] 1 h~P es isomorfa a la categoría discreta n + 1, 

si a es un objeto de A , el objeto de m-simplejos de Kang(a) es isomofo al producto 
a n+ 1 . Se sigue en particular que si X es un objeto simplicial en A, el objeto de 
n-simplejos de coSko(X) es isomorfo a XO+1, donde Xo es el objeto de O-simplejos 
de X. 

§1.3.3. El conjunto simplicial canónico de dimensión n y su frontero. 
Si n es un número natural, ¿\ n es un conjunto simplicial de dimensión n . En 

efecto, usando el Teorema 1.3 de la página 66 y la Proposición 1.1 de la página 
60, se sigue fácilmente que skn(¿\n) = ¿\n y que skn_¡(¿\n) tiene como conjunto de 
m-simplejos, al conjunto de funciones no suprayectivas de 1m] en In]. 

Al conjunto simplicial skn_¡(¿\n) lo denotamos como a¿\n y lo llamamos la fron
tero del conjunto simplicial canónico de dimensión n . Notemos que los morfismos 

ó¡ ó¡ 
¿\ n- l ~ ¿\ n asociados a las funciones caras In - 1] ~ In] , tienen su ima-

gen en a¿\ n, pues las funciones caras no son suprayectivas. Se sigue que se tienen 
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(ló¡ 

modismos ¿\ n - l ~ 3¿\ n tal que el siguiente diagrama es conmutativo: 

ó¡ 
¿\n- l ~¿\n 

~j 
3¿\n 

El siguiente Teorema da una representación de la frontera del conjunto simplicial 
canónico: 

TEOREMA 1.5. Si n es un número natural, se tiene un diagrama exacto: 

(32) u ¿\ n-2 ===="'===: U ¿\ n-l ~ 3¿\ n 

0Si<jSn ¡> 0SkSn 

donde a es inducido por los morfismos: 

Ó;-1 

¿\n-2 ~ ¿\n- 1c....2.. U ¿\n-l 

°SkSn 

para cada O :s: i < j :s: n, /3 es inducido por los morfismo: 

6~ 2 'Vj 
¿\ n - 2 ----=- ¿\ n - l ~ U ¿\ n - l 

°SkSn 

para cada O :s: i < j :s: n y y es inducido por los morfismo: 

para cada O :s: k :s: n. 

DEMOSTRACIÓN. Sea m un número natural. Si - denota la relación de equiva
lencia más pequeña en el conjunto 

Am: = Il ¿\ ([m] , [n - 1]), 
°SkSn 

que identifica a dos funciones [m] ~ [n - 1] Y [m) 24 [n - 1) si existe una función 
h. [m) -! [n - 2) tal que am(h) /3m(h), debemos probar que existe un triangulo 

conmutativo: 

(33) Am Ym • {[m) ~ [n) I f no es suprayectiva } 

nl~ 
Am/-

donde Ym es una biyección. 
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Existencia de Ym: 

Como b~_ l o b~-~2 = b~_l o b~_2 si i < j, de las definiciones de Q:, !3 y y, se sigue 

que Ym o Q:m(h) = Ym o !3m(h) para toda función [m] ~ [n - 2], es decir, existe Ym 

como en el triangulo (33) de arriba. 
Ym es suprayectiva: 

Si [m] ~ [n] es una función no suprayectiva, por la Proposición 1.1 de la página 
60, f = b~_l o f' para alguna k, es decir, Ym es suprayectiva y por lo tanto Ym 

también. 
Ym es inyectiva: 

Sean [m] ~ [n-l] y [m] J!¡ [n-l] elementos de Am contenidos en los sumandos 
con Índices k y k', respectivamente. Debemos probar que si b~_l o f = Ym(f) = 

Ym(g) = b~~l o g, entonces f - g. 
Se sigue de la Proposición 1.1 de la página 60 y de las igualdades (24) de la 

página 60, que si k = k' entonces f = g, mientras que si k > k', existen números 
naturales m ~ il > ... > ir = k > . .. > is = k' > ... > it ~ O Y una función 
inyectiva [m] ~ [n - s - 2], de modo que: 

y 

9 = bi1 o · ·· o biT-lO biT - lo biT+l -
1 o·· · o bi'-1 - 1 o bi; o biS+ 1 o·· · o bit o CT 

donde::: significa omitir. 
En este último caso se tiene entonces que f - g, pues si 

h: = bi1 - 1 o·· · o biT- 1- 1 o gi; o bi
T+l -

1 o · · · o bi'-1-1 o bis o bis + 1 o ··· o bit o CT 

es visto como un elemento del sumando correspondiente al Índice is < ir en la suma: 

ti LlOm], [n - 2]), 
O:5i<i:5n 

entonces Q:m(h) = biT - lo h = 9 y !3m(h) = bis oh = f en los sumandos is = k' e 
ir = k, respectivamente. ~ 

§1.3.4. El n-esqueleto a partir del (n - 1 )-esqueleto. 
Sea X un conjunto simplicial U-pequeño y sean n y k dos números naturales 

cualesqueiera. Motivados por el Lema de Yoneda, podemos definir la función: 

Xn ----+-. SkCOrlu(vkLln,"VkX) 

x 1-1 ----+-. {f H X¡(x)} m :5k 

que al componer con el adjunto izquierdo de "Vk, induce una función: 
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Se sigue de la naturalidad de la definición de estas funciones, que si las reescri
bimos como: 

U Skk(L\n) ---- Skk(X) , 
xEXn 

obtenemos cuadrados conmutativos: 

U skkL\ n --_o SkkX 
xEXn 

En el caso en que n = k, tenemos el siguiente 

TEOREMA 1.6. Si X es un conjunto simplicial U-pequeño, n un número natural y 

N Xn : = Xn \skn- 1 Xn es el conjunto de n-simplejos no degenerados de X, el siguiente 
diagrama es cocartesiano: 

(34) 

En otras palabras, sknx se obtiene de adjuntar a Skn-l X por cada n-simplejo 
no degenerado de X, un conjunto simplicial canónico de dimensión n a lo largo de 
su frontera . 

DEMOSTRACIÓN. Como los objetos de (34) tienen dimensión S n, basta probar 
que el diagrama que se obtiene de aplicarle a éste el funtor skn es cocatesiano. 
Por otro lado, como el Kan~ conmuta con colímites, de hecho basta probar que el 
diagrama que se obtiene de (34) al aplicarle el funtor V n es cocartesiano. 

Más aún, ya que por el Teorema 1.3 de la página 66, las flechas verticales del 
diagrama (34) son la identidad en k-simplejos para k < n, solamente debemos ver 
que el siguiente diagrama es cocartesiano: 

Pero esto se sigue de la siguiente propiedad: 
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Si A es un conjunto U-pequeño y tenernos dos funciones 

/3 U L\(lnl, [nl) -- A, 
xENXn 

ti> 
entonces, la función Xn -----+ A definida corno 

l\>(x) = {ct(X) 
f3(id[nl' x) 

si x E skn - 1Xn 

si x E NXn 

es la única función tal que l\> o <1> = f3 y l\> O'V = ct. 

§1.3.5. El esqueleto del nerivo y del complejo de é ech de una cubierta. 
Sea X un espacio topológico U-pequeño y U = {U"Je>:EA una cubierta de X. 
Por el Teorema 1.3 se sigue fácilmente que el conjunto de m-simplejos del n

esqueleto del nervio de U, esta dado por la formula: 

l
N(u)m 

{(!Xo, . .. , ctm) E N (U)m I 
skn(N(U))m = 

cti = cti+ 1 = .. . = cti+m- n 

para alguna i} 

si m ~ n 

si m > n 

Del mismo modo, observando que el Teorema 1.3 también es válido para espacios 
simpliciales, se tiene que el conjunto de m-simplejos del n-esqueleto del Complejo 
de Cech de U esta dado por la formula: 

skn(C (U))m = Il (Uexo n ··· n Ue>:n) 

(exo ..... e>:mlESkn (Af(Ul) m 

Concluimos así que la dimensión de N (U), es igual al mínimo número natural 
n, con la propiedad de que la intersección de cualesqueiera n + 1 abiertos distintos 
de U, es vacía. 

2. La realizació~ geométrica de IA~ co~jlA~to sim¡:¡licial 

§2.1. El funtor realización geométrica. Cada objeto [n] de la categoría sim
plicial L\ tiene asociado un objeto geométrico ~, llamado el n-simplejo canónico. 

Éste se define corno el subconjunto convexo más pequeño del espacio lineal JRn+ 1 , 

que contiene a la base canónica {eo, . . . ,en}: 

L\~ = {(Xo' ... , xn ) E JRn+l I Xi ~ O Y ~ Xi = 1 } 
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Por el Teorema 6.6 de la p<Í; 
izquierdo del funtor singular: 

(35) 

DEMOSTRACIÓN. 

la función: 

f~~----------~~ 

es una biyección, donde 

está definida como TJ([n].<¡»(a) = [a, 
Inyectividad: 

Por el Lema de Yoneda la fun ón: 

(36) 

3. Conjuntos Simpliciales 

TESIS CON 
l FALLAp~ORIGEN 
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, . 

~~p 
O-simplejo canónico 

~1 top 
l-simplejo canónico 

~"" 
2-simplejo canónico 

Ll f 

Una función de conjuntos [n) ~ [m) determina una función continua ~~ ~ 
~~, definida como la restricción de la única función lineal de JRn+ 1 en JRm+ 1 con 

la propiedad ei. H ef(i.). Por ejemplo, el encaje natural de ~~1 en la i-ésima cara 

de ~~ corresponde al morfismo i-cara [n - 1) ~ [n) y la identificación natural de 
j 

~l sobre su j-ésima cara ~~ corresponde al morfismo j-degenerado [n+ 1) ~ [n). 
~ j • 

Denotamos por comodidad a estos morfismos, ~loP y ~, simplemente como ó~ y 

crh, respectivamente. 
Ll 

Se sigue fácilmente que estas asignaciones determinan un funtor ~ ~ Topu, 
de la categoría simplicial en la categoría de espacios topológicos U-pequeños. En 
este caso, el funtor (5) de la página 9 es llamado el juntor singular y denotado 

1~Pu ~ sConu· Si X es un espacio topológico U-pequeño, s(X) esté determinado 
por la siguiente información: 

(i) Para cada número natural n, el conjunto de n-simplejos es igual al conjunto 
s(X)n : = Top(~~, X) . 

d!' 
(ii) Para cada número natural n, el morfismo i-cara s(X)n ~ S(X)n-l está 

dado por la composición con ~ 1 ~ ~~ y el morfismo j-degenerado 
s!\ j 

s(X)n..2.t S(X)n+l por la composición con ~~1 ~~. 

Como T0Pu es una U-categoría canónicamente cocompleta, el Teorema 6.4 de 
Ll 

la página 51 define una extensión de Kan izquierda de ~ ~ Topu a lo largo de 
1·1..., 

~ '--------+- sConu , a la que denotamos como sConu ----) Topu y llamamos el juntor 
realización geométrica. Entonces, la realización geométrica de un conjunto simplicial 
U-pequeño X, está definida como: 

IXltop : = colím (~ 1 X, ~top o 7t 1 X) . 

-~ ; 
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Suprayectividad: 

S { "n '1In!.",)} r·' Id" ( LV) ea E: = -w¡> • A ([n],<p) una translormaClOn natura e iltop0 7I .... 

en kA. Si definimos la función: 

U Ll~ x Xn ___ i_, -_ ... A 
nEN 

(x, a) If-----------. i:([nl,<p)(a) 

donde (a, x) E ~ x Xn y [nY' .!¡ X es el único morfismo tal que qJ[nl(id[nJl = 

x (biyección (36)); por la naturalidad de E:, f, se factoriza en un único morfismo 
f IXI ~ A dado por f,([a, xl) = E:([n],<p) (a). Se concluye de la definición de 11 que 

E: = kf, 011. lf4 

§2.2. Ejemplos. 
§2.2.1. Conjuntos simpliciales canónicos. 
Como el funtor Ll ~ SCOIIU es fiel y pleno, de las propiedades de extensiones 

de Kan se sigue que para todo número natural n, la realización geométrica del 
conjunto simplicial canónico de dimensión n, es canónicamente homeomorfa al n
simplejo canónico. (Ver diagrama 35 de la página 74. ) 

§2.2.2. La frontera del conjunto simplicial canónico. 
Observemos que si n es un número natural, como el funtor realización gemétrica 

conmuta con colímites, el diagrama: 

que se obtiene de aplicarle I . I al diagrama (32) de la página 69, es exacto. 
Por otro lado, análogamente a como se definen los morfismos del diagrama (32) 

de la página 69, podemos definir otro diagrama exacto: 

donde a~ denota a la frontera topológica de Ll~. 
De estas observaciones y del ejemplo §2.2.1, podemos concluir la siguiente: 

PROPOSICIÓN 2.2. Sea n un número natural. Módulo isomofismos canónicos, el 
morfismo laLl ni --+ ILl ni inducido por la inclusión aLl n~ Ll n , corresponde a la 

inclusión a~ ~ ~ . 
§2.2.3. Estructura celular de la realización geométrica. 
Si X es un conjunto simplicial U-pequeño, sabemos que X es canónicamente 

isomorfo al colímite de la gráfica esqueleto sk(X) ((31) de la página 67). Como el 
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funtor I . I conmuta con colímites, se sigue entonces que la realización geométrica de 
X, es canónicamente isomorfo al colímite de la gráfica: 

sk(IXI) 
, Topu L\ 

[n] Iskn(Xl I 

r ' ! 
[m] Iskm(Xll 

Más aún, por el Teorema 1.6 de la página 71 y por el Ejemplo §2.2.2 de la página 
75, tenemos un diagrama cocartesiano: 

(37) 

De esto podemos conluir, que si skn(IXll denota a la imagen de I skn(Xl I en IXI 
por el morfismo canónico, se tiene una cadena: 

o ~ sko(IXll ~ ... ~ skn(IXll ~ .. . ~ IXI 

con las siguientes dos propiedades. 

(i) sko(IXIl es el espacio topológico discreto asociado al conjunto de O-simplejos 
de X, y skn(IXIl se obtiene de adjuntar a skn- 1(1Xll por cada n-simplejo 
no degenerado de X, un n-simplejo topológico a lo largo de su frontera. 

(ii) Si X -.!.¡ Y es un morfismo de conjuntos simpliciales, entonces I f I (skn (lXI l) ~ 
skn(IYll para toda n. 

En otras palabras, el funtor I . I se puede ver como un funtor sConu ~ CWu , 
donde CWu denota a la categoría que tiene por objetos a los complejos CW U
pequeños, y cuyos morfismos son los morfismos celulares entre ellos. 

§2.2.4. Producto de conjuntos simpliciales. 
El siguiente resultado que no probaremos, es un Corolario del Teorema 2.1 de la 

página 74. Su prueba puede ser encontrada en [Mil57J. 

COROLARIO 2.3. Si X Y Y son dos conjuntos simpliciales U-pequeños, con y 
finito l , la función asociada a las proyecciones: 

IX x YI ~ IXI x IYI, 

es un isomorfismo de espacio topológicos. 

1 Yn es un conjunto finito , para todo número natural n 
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En particular, si X es un conjuntos simplicial U -pequeño, el espacio IX x L\ 1I es 
homeomorfo a IXI x [0,1]. 

§2.2.5. La realización geométrica del complejo de Cech de una cubierta. 
Motivados por el Teorema 2.1 de la página 74, si X es un espacio topológico 

simplicial U-pequeño definimos su realización geométrica, a la que denotamos como 
IXI, como el espacio topológico cociente de la únion ajena 

módulo la relación de equivalencia más pequeña que identifica a (a,X(f)(x)) con 

(~(a), x), para cada función [n] ~ [m] en L\. 

Se sigue que si X ~ Y es un morfismo de espacios topológicos simpliciales, 

L\~ x Xn i~n L\~ x Yn determina una función IXI ~ IYI, de modo que se tiene 
1·1 

un funtor sTopu ----t Topu. 

TEOREMA 2.4. Sea X un espacio topológico y II una cubierta de X. Si X tiene 
una partición de la unidad subordinada a la cubierta ll, la función I C(ll) I ----t IXI 
inducida por el morfismo canónico C(ll) ~ X, es una equivalencia homotópica. 

DEMOSTRACIÓN . Ver [DI). 

3. €I espacio dasifkarlte de lA.,a categoría peqlAe~a 

§3.1. El funtor espacio c1asificante. Recuerdese que la categoría simplicial 
es una subcategoría plena de COI'IO. Si restringimos entonces el funtor ConO ----t 

cat a la categoría simplicial L\, obtenemos un funtor fiel y pleno al que denotamos 
H 

L\c......:.....:. cat . En este caso, el funtor (5) de la página 9 es llamado el nervio y 

denotado cat ~) sCOI'I. Si e es una U-categoría pequeña, el nervio de e es el 
conjunto simplicial N (e) descrito como sigue: 

(i) Para cada número natural n, el conjunto de n-simplejos N (e)n es igual al 

conjunto de sucesiones al .!!¡ .. . ~ an+1 de n morfismos y n + 1 objetos 
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en e: 

3. Conjuntos Simpliciales 

N (e)o =: eo = Conjunto de objetos de e 
N (eh = : el = Conjunto de modismos de e 

N(elz =: e2 = {a ~ b J!¡ e} 

d!' 
(ii) Para cada número natural n, el modismo i-cara en ~ en_1 está definido 

por la asignación: 

al -+ . . . ai-1 ---) ai+1 ··· ~ a n +1 
f¡ f f f 

{ 

f¡ fiofi _ ¡ f 

(al -+ ... ~ a n +1) H a2 -4 ... ~ a n +1 

si O < i < n 

si i = O 
f¡ fn_¡ 

al -+ .. . -+ a n si i =n 

s!' 
y el modismo j-degenerado en -2....¡ en+ 1 por la asignación: 

( 
f¡ f ) ( f¡ f i -¡ id f · f ) 

al -+ . . . ~ a n + 1 H al -+ . .. -+ aj -+ aj ~ ... ~ a n + 1 

Del mismo modo, como cat es una U-categoría canónicamente cocompleta, por la 

Propiedad 6.4 existe un funtor sCon ~ cat al que llamamos realización categórica: 

IXlc.' : = colím(L\ 1 X, [-] o 7t 1 x) 

el cual por el Teorema 6.6 es adjunto izquierdo del funtor nervio catu ~ sConu: 

(38) 

Denotamos a la composición I N(·) I como catu ~ Topu y si e es una U-categoría 
pequeña, llamamos a Be el espacio clasificante de e. 

Del Ejemplo §2.2.3 de la página 75, se sigue que el espacio clasificante de una 
U-categoría pequeña e tiene una estructura de espacio CW, donde: 

(i) Los objetos de e son las O-celdas, por lo que determinan un punto en Be 
al que denotamos con la misma letra. 
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(ii) Los morfismos a ~ b en e distintos de la identidad son las 1-celdas, por 
lo que determina una trayectoría f no contante en Be que comienza en a 
y termina en b. 

§3.l.l. Transformaciones naturales y homotopías. 

Observemos que si e 2'¡ 'D Y e Ji¡ 'D son funtores , una transformación natural 

J' ~ 9 puede verse como un funtor e x [11 ~ D donde 

(i) ~(a,O) = J'(a) y ~(a, 1) = 9(a) si a es un objeto de e. 
(ií) ~(f, idIO]) = J'(f) Y ~(f, idll]) = 9(f) si f es un morfismo de e. 

(iii) ~(f, O < 1) = 9(f) 0110 = 11b o J'( f) si a ~ b es un morfismo en e. 
Como el funtor N (.) conmuta con límites, se sigue del Corolario 2.3 de la página 

76 la siguiente: 

PROPOSICIÓN 3.l. Si e 2'¡ 'D Y e Ji¡ 'D son funtores, una transformación natural 

J' ~ 9 determina una homotopía entre B(e) ~ B('D) Y B(e) ~ B('D). 
En particular, si e es una U-categoría pequeña con un objeto final o un objeto 

inicial, el espacio Be es contraible. 

§3.l.2. Cubrientes sobre Be. 

Si e 2'¡ 'D es un funtor, decimos que J' es un cubriente de categorías si se cumple 
que para todo diagrama conmutativo: 

[Ol~e 

6! 1 T 
[nl--'D 

<p 

existe un único morfismo [nI -L e tal que iP o b = \ji y J' o iP = <p . 

La relación entre los cubrientes de categorías y los cubrientes de espacio to
pológicos, es la siguiente: 

TEOREMA 3.2. Si e 2'¡ 'D es un cubriente de categorías, entonces B(e) ~ B('D) 
es un cubriente de espacios. 

DEMOSTRACIÓN. Ver Apendice 1 seccion 2.2 de [GZ67). 

§3.2. El grupo fundamental de Be. Si e es una categoría U-pequeña, si
guiendo [Qui75), en esta sección describiremos el grupo fundamental de Be. Para 
ello consideremos primero el funtor, 

ESTA ":'ES -5 N"O 5/"'_ 
r) J;' I " l' rn y T 0 ~:"',. .-' • 
'- ..l...-; ,~-"'_- __ ¡)LJ::.3 ~J' "_.1 '" 
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y notemos que como (Topu 1 BetP es una U-categoría canónicamente completa, se 
tiene un diagrama: 

(39) 

Para calcular lo deseado daremos una interpretación más adecuada de los funtores 
:JVy:Jv . 

§3.2.1. Descripción del funtor :Jv. 

PROPOSICiÓN 3.3. Si e es una categoría pequeña, el funtor fv del diagrama (39) 
es isomorfo al funtor B (- 1 h V) . 

DEMOSTRACiÓN . Se sigue del Corolario 6.9 de la página 56 y de que el funtor 
realización gemétrica conmuta con colímites, que para para probar lo deseado basta 
ver que el funtor 

conmuta con colímites. 
Para esto, notemos primero que si 1 2¡ (COl'lu/~ es un gráfica, entonces los 

conjuntos: 

N (colím(y) 1 hvL 
y 

N (y(i) 1 hvL 
se puede identificar con los conjuntos: 

{ (00 .!!¡ .. . ~ Un; [u]) I Uo .!!¡ ... ~ Un E N (e)n y [u] E colím(yHOo)} 

y 

{(oo.!!¡··· ~ un;u) IOo.!!¡··· ~ Un E N(e)n y u E y(iHOo)}, 

respectivamente. 
Se sigue de esta descripción, que la transformación natural: 

evala oy ~ kl(colím(evala oy)) = {y(iHu) ---+ colím(yHu)}. 
tElo 

que se tiene por la propiedad universal de colím(y) y por como son los colímites en 

(COl'lu) e, determina una transformación natural: 
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tal que para todo conjunto simplicial U-pequeño X, la siguiente función es una 
biyección: 

<p t-I ------------+. kIt <p) o TI 

Observemos que con la descripción del funtor J"v dada en la Proposición anterior, 

se puede ver que si e ~ COIIU es un funtor tal que para todo morfismo f en e la 
función F( f) es una biyección, entonces J"v (F) es un cubriente. En efecto, el resultado 
se sigue de Teorema 3.2 de la página 79, pues si tenemos un diagrama: 

[OI~FlhV 

ó! 1 Fln 

[nl-e 
<p 

donde 6(0) = io, <p(i) = 0i. , <p(i < i + 1) = Oi. ~ 0H1 Y \jI(O) 

u E F( 01.0), entonces la función [nI ~ F 1 h v, definida como 

_. {(0i..F(fi+Il-10 . . . 0F(fio) - 1(U)) sii<io 

<p(l) = (Oio ' u) si i = io 

(oi,F(f;.) o··· oF(fio+1)(U)) sii>io 

y 

iP(i - 1 < i) = f i 

es la única función que cumple que iP o 6 = \ji y F 1 TI o iP = <p . 

Concluimos entonces que (J"v )OPI es isomorfo al funtor: 

{ 
F I } B( - lh

V
) e -+ COIIu F(f) es iso 'ti f -------. ClAbBe 

donde ClAbBe denota la categoría de cubrientes U-pequeños sobre Be. 
§3.2.2. Descripción del Juntar J"v . 

(01.0. u) con 

Si e es una categoría U-pequeña. definimos el Juntar levantamiento de trayecto
nas: 

I.u e ClAbBe ---+. (COIIU) 

como sigue: 
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• Objetos: 

E 

'¡'f---~' lev(p) : = 

Be 

donde ida) = fo(1), si [O, 1] ~ X es la única trayectoria con las propie

dades p o fo = f y fotO) = a . 
• Morfismos: 

Para todo morfismo E ~ E' entre el cubriente E ~ Be y E' ~ Be, 

definimos lev(h) como { hlp - l {xl }XEe
o

' 

PROPOSICIÓN 3.4. Eljuntor (~vtP restringido a la categoría CubBe, es isomorjo 
al juntor levantamiento de trayectorias lev. 

DEMOSTRACIÓN. Si E ~ Be es un cubriente y x es un objeto de e, definiremos 

primero una biyección ~v(p )(x) ~ lev(p )(x) . Para ello recordemos que ~v(p )(x) es 

igual al conjunto de las funciones continuas B(x 1 e) ...!..¡ E, tales que B(x ln) = pocp. 
Por otro lado, por la Proposición 3.1 de la página 79, la transformación natural 

definida como X{o,ul = u, determina una homotopía de B(x 1 e) Bl:!:fl Be en la 
función constante. Se sigue de la teoría de espacios cubrientes, que existe al menos 
una función B(x 1 e) ...!..¡ E tal que B(x ln) = p o cp y que cualquiere función como 
ésta, está completamente determinada por su valor en un punto. En otras palabras, 

tomando a (x,idx ) E B(x 1 e), se tiene que la función ~v(p)(x) ~ p - l(x) definida 
por la asignación cp H cp (x, idx ) es una biyección. 

De esta manera tenemos una familia de biecciónes: 

Lo que haremos ahora será ver que esta familia es de hecho un isomorfismo 

natural ~v(p) ~ lev(p) . 
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Para ello debemos considerar un morfismo x ~ y y ver que el siguiente cuadrado 
conmuta: 

:fV(p)(x) ~ p - l(x) 

TV(p)(f)l le l 

:fv (p)(y) ------+- p - l (y) 
'¡'y 

es decir, debemos probar que para toda función B(x 1 e) ~ E tal que B(x 1 n) = 
po <p , se tiene que ff( <p(x, idx )) = <p(y, f). Pero esto es imediato ya que (x , idx ) ~ 
(y, f) determina una trayectoria en B(x 1 e) que se proyecta en x ~ y por B(x ln), 

de modo que la igualdad B(x 1n) = p o <p implica que <p(x,idx ) ~ <p(lJ, f) es la 

trayectoria en E que se proyecta sobre x ~ y al aplicarle p. 

Por último, debemos ver que la familia {:fv(p) ~ lev(p)}p es un isomorfismo 

natural (:fV)Opl ~ lev, lo cual se sigue de que si E ~ Be y E' ~ Be son cubrientes 

y E ~ E' un morfismo entre ellos, para todo objeto x en e el siguiente cuadrado 
conmuta trivialmente: 

:fV(p)(x) ~p-l(x) 

ho-l 1 hl,, - l¡ x) 

:fV(p')(x) ------+- (p') - 1 (x) 
<Pp/ ,x 

§3.2.3. El grupo fundamental de Be. 
De las últimas dos proposiciones, podemos concluir que la adjunción :fv f- :fv 

del diagrama (39) de la página 80 determina una adjunción: 

B(- !hv ) 

(40) CubBe ~ { e ~ Conu I F(f) es iso V f} 

1 •• (- ) 

TEOREMA 3.5. La adjunción (40) de arriba es una equivalencia de categorías. 

DEMOSTRACIÓN. 

El funtor B( -1 h v) es fiel y pleno: 

Notemos que la unidad de la adjunción id ~ levo B( - 1 h v) está dada por la 
familia de funciones: 

{ F(a) ~ B(F ln) - I(a) }F,a 

definidas como TlF,a(U) = [*, (a, u)] E B(F 1 hV) para u E F(a), donde L\~ = {*}. 
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Para mostrar lo deseado basta ver entonces que 1]F,o es una biyección, para todo 

funtor e ~ Conu que manda morfismos en isomorfismos y todo objeto o en e. Pero 
ésto se sigue fácilmente de la propiedad que cumple F y de que (F 1 h V) n puede verse 
como el conjunto de las parejas (00 -+ .. . -+ 0n, u) donde no -+ ... -+ on E en y 
u E F(oo). 

El Juntor lev( -) es fiel y pleno: 

Sean E ~ Be y E I ~ Be dos espacios cubriente. 
Para provar que la asignación: 

CubBe(E, E') ----~, Con~(lev(p),lev(p/)) 

<P f-I ------, 1]cp = {(1]cp)o:= <P!p-I(x) }OEeo 

es una biyección, notemos primero que ésta es inyectiva ya que dos morfismos de 
cubrientes son iguales si ellos coinciden en un punto. 

Por otro lado, si 1] es una transformación natural de lev(p) en lev(p/)' se define 

un morfismo de cubrientes <P tal que 1]cp = 1], de la siguiente manera: 
Sea x E E. Si n es el número natural más pequeño tal que 

p(x) E skn(Be)\skn_1(Be) y [O, 1] ~ skn(Be)\skn_dBe) 

es una trayectoría tal que (j'(0) =p(x) y (j'(1) = o E sko(Be), entonces: 

<p(x):= (}llla(o-x(1))(1) 

donde [O, 1] ~ E es el levantamiento de (j' sobre E ~ Be que comienza en x, y 
a- 1 , 

[0,1] :.-f E es el levantamiento de (j'- l sobre E' ~ Be que comienza en y. 
Se sigue que si <P está bien definida, ésta es continua y 1]cp = 1]. Para ver 

que <p está bien definida, considera otra trayectoria [O, 1] ~ skn(Be)\skn_1 (Be) tal 

que /)(0) = p(x) y /)(1) = b E sko(Be). Entonces, si o ~ b es un morfismo de 
e o su trayectoria asociada en Be, como skn(Be)\skn_1 (Be) es homotópicamente 
equivalente a un espacio discreto, se tiene que 

/)-lllb(6x(1))(1) = (j'-l * f - l (llb(f;(;X(l)))(l) 

= (j'-lff_lo11boftto-x(1))(l) 

= (j'-llla(irx(l))(l) 

Por último, notemos que si 9 es un grupoide U-pequeño conexo y x es un objeto 

de 9, el funtor natural 9(x)~ 9 del grupo de automorfismos de x en 9, es una 

equivalencia de categorías. En efecto, éste es fiel y pleno y como 9 es un grupoide 
conexo, todo objeto de 9 es isomorfo a x. 
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Por otro lado, como puede uno observar fácilmente, la categoría de funtores 
Con~(x) es equivalente a la categoría de 9(x)-conjuntos U-pequeños 9(x)-Conu . 

De estas observaciones y del Teorema anterior, conlcuimos que si e es una cate
goría U-pequeña conexa, para todo objeto x en e el funtor : 

CubBe ---~. eiso(x)-Conu 

p I • p - l(x) 

es una equivalencia de categorías, donde e iso denota al grupoide que se obtiene de e 
al formalmente invertir todos sus modismos. 

De la teoría de espacios cubrientes: 

COROLARIO 3.6. Si e es una categoría U-pequeña y x un objeto en ella, el grupo 
fundamental de Be con punto base x es isomorfo al grupo de automorfismos de x en 
e iso . 

En particular, si 9 es un grupoide U-pequeño, 7[1(9,x) es ismorfo al grupo de 

automorfismos de x en 9. 

§3.3. Cubrientes de Galois. Si X es un espacio topológico, un G-cubriente 
de Galois sobre X, es un G-espacio libre E acompañado de una aplicación cubriente 
E ~ X que determina un homeomorfismo X == E/ G. Denotamos como Cub~ , a la 
categoría que tiene por objetos a los G-cubrientes de Galois U-pequeños sobre X, y 
cuyos morfismos son los morfismos de espacios cubrientes G-equivariantes. 

Si KG (X) es el conjunto U-pequeño de clases de isomorfismos de la categoría 

Cub~, y denotamos como [El al correspondiente elemento en KG (X) de un cubriente 
de Galois E, se tiene una U-pregavilla en Topu: 

Top;;' 
KG 

• Conu 

X KG(X) 

f 11 · ¡f' 
y KG(Y) 

donde f* ([El) es definido como [f*E], si f*E es el cubriente sobre X que se obtiene 
del producto fibrado canónico en Topu: 
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Más aún, como es bien sabido, este funtor se factoriza en un funtor h TopIT ~ 
Conu, donde hTopu denota a la categoría de espacio topológicos U-pequeños, cuyos 
morfismo son las clases de homotopía de funciones continuas entre ellos. 

TEOREMA 3.7. Si hpT0Pu denota la subcategoría plena de hTopu cuyos ob
jetos son los espacios paracompactos, para todo grupo U -pequeño G la pregavilla 

hpTopIT ~ Conu es representable por BG. 
En particular, para todo espacio topológico U -pequeño para compacto X, el con

junto KG (X) de clases de isomorfismo de G-cubrientes de Calois sobre X, está en 
correspondencia biyectiva con el conjunto [X, BGl de clases de homotopía de morfis
mas de X en BG. 

DEMOSTRACIÓN. Solamente daremos algunas observaciones de una posible prue
ba. 

En primer lugar, para probar lo deseado es bien sabido que basta ver lo siguiente: 

(i) Existe un G-cubriente de Galois EG ~ BG donde EG es contraible. 
(ii) Si E ~ X es un G-cubriente de Galois sobre X, existe un cuadrado conmu

tativo: 

E~EG 
p! ! PG 

X~BG 

donde f es G-equivariante. 

Esbo!.o de (i) : 
Sea G la categoría que tiene por objetos al conjunto G y por morfismos a G x G, 

donde (g, h) denota al único morfismo de 9 en h, y la composicón se define por la 
asignación (g, h) . (h, k) H (g, k). 

Como la imagen bajo el funtor N ( -) del morfismo G ~ G definido por la 
multiplicación en G, corresponde al morfismo q> del Ejemplo §1.2.5 de la página 63, 
se sigue que si EG ~ BG denota a su realización geométrica, la acción 

Gn +J x G -------~. Gn +J 

((gO,'" ,gn), g) 11----·· (gOg,'" ,gng) 

determina una acción libre de G en EG tal que PG se proyecta en un homeomorfis
mo EGjG == BG. Además, como cualquier objeto de G es un objeto cero, por la 
Proposición 3.1 de la página 79, el espacio EG es contraible. 

Por último, para ver que EG ~ BG es un cubriente, por el Teorema 3.2 de la 
página 79, basta ver que el funtor G ~ G es un cubriente de categorías. Esto se 
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sigue de que si 

es un diagrama conmutativo, donde 6(0) = 1.0, \j!(0) = h Y <p(i < i + 1) = 9ú el 
iP -morfismo [nJ -.:....¡ G definida como: 

{

9i¡¡¡(i+l)- 1 O:Si<1.o 

¡¡¡ti) = h i = 1.0 
¡¡¡(i -l) - 19i- l 1.0 < i:S n 

es el único morfismo tal que ¡¡¡ o 6 = \j! y 7tG o ¡¡¡ = <p. 

Esbozo de (ii): 

Si E ~ X es un G-cubriente de Galois sobre X, como E es un haz G-principal 
sobre X, se sigue que existe una cubierta abierta U = {U"JexEA de X y una familia de 
homeomorfismos: 

con \j!ex equivariantes. Puede verse entonces, que 

1) Las llamadas funciones de transición: 

que pueden verse como una función: 

L 

determinan un morfismo C (U) ~ N (G), del complejo de Cech de la 
cubierta U en el nervio de G. 

2) Si ~ denota a la cubierta {Vex = p - 1U ex}exEA de E, la función: 

C• ("") U V UlIjJ""IjJ~) 
'-<.J 2 = exf3 • G x G 

(ex,f3)EAl 

determina un morfismo C (~) -L N' (G), del complejo de Cech de la 
cubierta ~ en el nervio equivariante de G. 
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Más aún, estos modismos de espacios simpliciales determinan un cuadrado con
mutativo: 

C (QJ) ~ N' (G) 

C(Pll !q> 
C (QJ) ----g- N (G) 

de tal manera que el cuadrado imagen por el funtor realización geométrica: 

IC (QJ) I ~ E(G) 

C(p l 1 ! rr 
IC(QJ) I ~ B(G) 

191 

es un modismo entre haces G-principales. 
El resultado se sigue entonces del diagrama de modismos de haces G-principales: 

E ---IC(QJ) I ~ E(G) 

pl C~l !rr 
X ---IC(QJ) I ~ B(G) 

191 

y del Teorema Teorema 2.4 de la página 77. 



CAPíTULO 

Gavillas 

1. Cribas 

Sea e una U-categoría pequeña. 
Si x es un objeto de e, una criba de x en e es una familia R = {Ra ~ e( Q, x) } aEeo 

con la propiedad que para todo morfismo Q ~ b en e, si b .!'¡ x E Rb entonces 

Q ~ x E Ra. Denotamos al conjunto de cribas de x en e como criberx). 

Una criba R de x en e puede verse como un funtor eop ..!; Conu que a cada 

objeto Q asocia el conjunto Ra ~ xÁ(a) ya cada morfismo a ~ b la función Rb 3 

<p ~ <p o f E Ro. Esto determina una biyección entre el conjunto criberx) y el 
conjunto subyacente del conjunto ordenado de subfuntores (subobjetos) de xÁ en 
Prt (e)u. Observemos que el orden inducido en el conjunto de cribas de x en e por 
esta biyección es el orden natural, donde R ~ S si y sólo si Ra ~ Sa para todo objeto 
a en e. 

Si para cada familia A = {aa -t x} de morfismos en e con codominio x, denotamos 
como R(A) a la criba definida para cada objeto a en e como 

R(A)a : {a.!'¡ xl <P = 1j¡ o f donde 1j¡ E A y f es un morfismo en e}. 

resulta que R(A) es el objeto más pequeño del conjunto ordenado criberx) con la 
propiedad A ~ U (R(A)), por lo que es llamada la criba de x en e generoda por la 
familia A . 

Por ejemplo, R(0) = {0 ~ era, X)}aEeo es el objeto inicial de cribe(x) y R(x) : 
= R({idx}} = {e(a,x)}aEeo es el objeto terminal. Más generalmente, si O es un 

conjunto U-pequeño y {RUI} UlEíl una familia de cribas de x en e , las cribas 

89 
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son el producto y la suma de la familia {Rw} wEO en cribe(x), respectivamente. 

§1.1. Funtores de cribas. Observemos que un morfismo x ~ y en e es un 

monomorfismo si y sólo si para todo objeto a en e la función e(a,x) ~ e(a,y) 

es inyectiva, es decir, si y sólo si el morfismo x" ~ y" es un monomorfismo en 
h/\ 

Prt (e)u. Se concluye así que el funtor fiel y pleno e ~ Prt (e) induce para todo 

objeto x en e un funtor fiel y pleno 

y por lo tanto un monomorfismo de conjuntos ordenados: 

Explícitamente, la imagen por esta función del subobjeto asociado a un mo
nomorfismo z ~ x es igual a la criba u,. (R (z)) definida para cada objeto a en e 
como: 

(u,. R(z)) o : = { a ~ xl <P = u o l\I para algún morfismo l\I en e( a, z) } 

En general, todo morfismo x ~ y determina un funtor cribe(x) .!; cribe(y), 

donde 

(f * R) o : = { a ~ y I <P = f o l\I para algún a ~ x en Ro} 
para toda criba R de x en e y todo objeto a en e. 

El funtor así definido es llamado el ¡untar covariante de cribas de e: 

e 
cribe. 

, Co~Ou 

x cribe(x) 

f 1, ,1 f. 
Y cribe(y) 

Por otro lado, de la interpretación de las cribas en e como subobjetos en Prt (e)u, 

un morfismo x ~ y determina una función por cambio de base cribe(y) i:¡ cribe(x) 

(ver §4.1 página 39), es decir, si R es una criba de y en e se tiene un cuadrado 
conmutativo: 

(41) 
f/\ I 

f*R--R 

r f 
x" ------+ y" f/\ 
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con la propiedad universal: f*R es el subfuntor de x/\ más grande tal que f/\ se 
f/\I 

restringe a un modismo f* R ~ R . 
Explicitamente, si a es un objeto de e: 

(f*R) a : = { a ~ xl f o <p E Ra} 

Al funtor así definido: 

eop 
crib~ 

- Co~Ou 

x cribe(x) 

f 11 -, f' 

y cribe(y) 

lo llamamos el ¡untor contravariante de cribas de e. 
TEOREMA 1.1. Si e es una U-categoría pequeña y x ~ y es un morfismo en e, 

se tiene una adjunción: 

f. 

cribe(x) ~ cribe(y) 
~ 

f' 

Además, estos ¡untores tienen las siguientes propiedades: 

f es un monomorfismo =} f * es fiel y pleno 

f tiene un inverso derecho {=} f* es fiel y pleno 

DEMOSTRACIÓN. 

f * es adjunto izquierdo de f* : 
Si R es una criba de x en e, para todo objeto a en e se tiene lo siguietne: 

Ra <:;; { a ~ x I f o <p = f o ljJ para algún a ~ x E Ra} = (f* (f * (R)) ) a 

y si S es una criba de y en e, para todo objeto a en e tenemos: 

(f * (f* (S)) L = { a ~ y I <p E Sa Y <p = f o ljJ para algún a ~ x en e} <:;; Sa, 

Esto define transformaciones naturales id ~ f* o f* y f* o f* ~ id, pues en las 
categorías cribe(x) y cribe(y) haya los más un morfismo entre dos objetos. Por la 
misma razón se sigue que f * es adjunto izquierdo de f* con unidad 11 y counidad L. 

f monomorfismo =} f* fiel Y pleno: 
Debemos probar que si R es una criba de x en e, entonces (f* o f*(R))a = Ra 

para todo objeto a en e. Para ver esto observemos que siempre Ra <:;; U* o f*(R)) a. 
Por otro lado, si <p E (f* o f * (R)) a existe ljJ E Ra tal que f o <p = f o ljJ . Pero como f 
es un monomorfismo esto implca que <p = ljJ , es decir, <p ERa. 

f tiene un inverso derecho =} f* fiel Y pleno: 
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N uevamente debemos ver que si S es una criba de x en e, entonces (f * o f* (S)) o = 
So para todo objeto a en e. Para ello notemos primero que siempre se tiene la 
contensión (f* of*(S))o ~ So ' Por otro lado, si a ~ y E So y y ~ x es un modismo 
en e tal que f o 9 = idy, se tiene que ep = f o (g o ep) por lo que ep E (f * o f' (S)) o' 

f* fiel Y pleno =? f tiene un inverso derecho 

Sea S = R(y) = {e( a, y)} OEe
o 

la criba terminal de y en e. Se sigue entonces que 

idy E Sy = (f* o f*(S))y ' por lo que existe y J!¡ x tal que idy = f o g. ~ 

2. Gavillas 

§2.1. Categorías con cribas cubrientes. Sea e una U-categoría pequeña. Si 
'1 es una asignación que a cada objeto x en e asocia un subconjunto 'T(x) de cribe(x), 
llamamos a la pareja (e, '1) una U-categoría con cribas cubrientes y a los elementos 
de 'T( x), cribas '1 -cubrientes de x. 

Si (e, '1) es una U-categoría con cribas cubrientes, llamamos a una U-pregavilla F 
en e una U-gavilla (resp. U-pregavilla separada) en (e, '1), si se cumple la siguiente 
propiedad: 

Para todo objeto x en e y toda criba 'T-cubriente R de x, la función 

(42) 
p,.(elu(vR,FI 

PI'! (e)u (Xl\, F) • PI'! (e)u (R, F) 

" f-I --------~. "0 'VR 

es una biyección (resp. es inyectiva), donde R ~ x/\ denota al 
morfismo canónico. 

Para expresar esta condición de una manera más manejable, recordemos que por 
el Corolario 6.8 de la página 56 el conjunto PI'! (e)u (R, F) es isomorfo a un límite en 
la U-categoría de conjuntos U-pequeños, mientras que por el Lema de Yoneda se tiene 
un isomorfismo entre el conjunto de morfismos PI'! (e)u (x/\, F) y F(x) . Reescribiendo 
la función (42) en términos de estos isomorfismo, concluimos que una U-pegavilla F 
en e es una U-gavilla (resp. U-pregavilla separada) en (e, '1) si y sólo si se cumple 
la siguiente propiedad: 

Para todo objeto x en e y toda criba 'T-cubriente R de x, la 
función: 

es una biyección (resp. es inyectiva), donde la transformación 

natural k(F(x)) ~ F o (TI 1 R) está definida para cada objeto 

(a, u) de (h/\ 1 RtP coma la función F(x) ~ F(a) con a..P¡ x el 
único morfismo en e tal que ep/\ = 'VR o U. 
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Usando nuevamente el Lema de Yoneda y por como definimos el límite de una 
gráfica de conjuntos U-pequeños, concluimos: 

TEOREMA 2.1. Si (e, T) es una U-categoría con cribas cubrientes, una U -pregavilla 
F en e es una U-gavilla (resp. U-pregavila separada) en (e,T) si y sólo si se cumple 

la siguiente propiedad: 

Para todo objeto x en e y toda criba T-cubriente R de x, el dia

grama: 

n F[f) 
n [F[ <p )on¡) 

(l • .,) 
fEuR 

F(x) ---- n F(a) ____ n F(do(<p)) 
a~xEuR n n.,ol [f ,<p)EUR x e, 

(l • .,) eo 

es exacto (resp . la función n F( f) es inyectiva ), donde UR x el 
~~ ~ 

denota al producto fibrado de las flechas: 

dol d, 
UR ----+. eo .... ---- el 

Si (e, T) es una U-categoría con cribas cubrientes, denotamos como Sh(e, Tlu 
(resp. Prt (e, Tlu ) a la subcategoría plena de la U-categoría Prt (elu que tiene por 
objetos a las U-gavillas (resp. U-pregavillas separadas) en (e, T) . Estas U-categorías 
tienen la siguiente propiedad: 

TEOREMA 2.2. Si (e, T) es una U-categoría con cribas cubrientes, Sh(e, Tlu Y 
Prt(e,T)u tiene naturalmente una estructura de U-categorías canónicamente com
pletas y los funtores 

conmutan con límites. 

DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición 5.1, basta probar que si 1 es una U-categoría 
pequeña y 1 2¡ Prt (e)u es una I-gráfica, el límite de y en Prt (e)u es una U-gavilla 
(resp. U-pregavilla separada) en (e,T) si para toda i, y(i) es una U-gavilla (resp. 
U-pregavilla separada) en (e, Tl. Para ver esto recordemos primero que para toda 
U-pregavilla G en e el funtor 

conmuta con límites (§5.1.3 página 44), por lo que del Teorema 5.2 de la página 
43, si x es un objeto en e y R una criba T-cubriente de x, se tiene un cuadrado 
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conmutativo: 

Pn(e)u (x/",límI(Y)) 2: límI(Pn(e)U (Xl\,-) OY) 

p,.(e)u (VR,Ií,"dY)) I lió,"! (p,.¡elU(VR,-l*Y) 

Pn(e)U (R,límIfY)) 2: límI (pn (e)U (R,-) OY) 

El resultado se sigue entonces de que la transformación natural: 

es un isomorfismo (resp. es un monomorfismo y el funtor límI manda monos en 
monos), pues para todo objeto i en 1 el morfismo: 

es un isomorfismo (resp. monomorfismo). 

§2.2. Topologías de Grothendieck. Si e es una U-categoría pequeña, un 
subfuntor eop ~ co~ou del funtor contravariante de cribas en e es llamado una 
topología de Grothendieck en e, si para todo objeto x en e el conjunto T(X) es diferente 
del vacío y se cumple la siguiente propiedad local: 

L: Si S E T(X) y R E cribe(x), entonces R E T(X) si para todo objeto a en e 
y todo morfismo a ~ x en So se tiene que f*(R) E T(a). 

A una U-categoría con cribas cubrientes (e, T) donde T es una topología de Grot
hendieck en e la llamamos un U -sitio. 

LEMA 2.3. Las cribas T-cubrientes de un U-sitio (e, T) tienen las siguientes pro
piedades: 

(i) Si S C;;; R son cribas de x en e y S es una criba T-cubriente, entonces R 
también es una criba T-cubriente. En particular, para todo objeto x en e 
el objeto terminal R(x) de cribe(x) es una criba T-cubriente. 

(ii) Si R Y S son cribas T-cubrientes de x, entonces R n S, el producto de R y 
S en cribe(x), también es una criba T-cubriente. En particular, para todo 
objeto x en e, el conjunto ordenado T(X) es un conjunto cofiltrante. 

DEMOSTRACIÓN. 

Prueba de (i) : 
Sean S C;;; R cribas de x en e y supongamos que S E T(X). Observemos que si 

a es un objeto de e y a ~ x es un morfismo en So entonces f*(R) = f*(S) E T(a). 
En efecto, como S C;;; R entonces f*(S) C;;; f*(R). Por otro lado, como f E So entonces 
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fo<p E Sb para todo modismo b ~ x; en particular, si <p E f*(R)b entonces fo<p E Sb, 

es decir, f*(R)b ~ f*(S)b para todo objeto b en e. 
El resultado se sigue entonces de L. 
Prueba de (ii): 
Sean S y R cribas T-cubrientes de x. Observemos que si a es un objeto de e y 

f 
a -t x es un modismo en So entonces f*(R n S) = f*(R) E T(a). En efecto, como 
RnS ~ R entonces f*(RnS) ~ f*(R). Por otro lado, si <p E f*(R)b entonces fo<p E Rb 

Y como f E So también fo<p E Sb, es decir, fo<p E (RnS)b por lo que <p E f*(RnS)b. 

Por lo tanto f*R ~ f*(R n S) . 

El resultado se sigue nuevamente de L. 

Más aún, 

TEOREMA 2.4. Si (e, T) es un U -sitio, los ¡untores 

tienen adjuntos izquierdos los cuales conmutan con límites finitos. 

DEMOSTRACIÓN. Para mostrar esta afirmación consideremos primero al funtor 

Prt (e)u ~ Prt (e)u, definido como sigue: 
Si F es una U-pregavilla en e, 

L(F) eop --------+. COrlu 

a colím (T( a), Prt (e)u (-, F)) 

']1-1 ----------+.lcolím(T(fl.ll(f)) 

b colím (T(b), Prt (e)u (-, F)) 

donde si RE T(b) entonces T\(f)R := - o ( fl\lf.R) ' 

Si F ~ G es un morfismo de U-pregavillas en e, para todo objeto a en e, 

l(F)(a) = colím( T(a), Prt (e)u (-, Fl) 
L(<p)Q 1 1 tolím(id~IQ).p .. (e)u( - ,ll)) 

l(G)(a) = colím( T(a), Prt (e)u (-, G)) 
Observemos que si a es un objeto de e, por la propiedad (ii) del Lema 2.3 de 

arriba T(a) es un conjunto filtrante . Se sigue del Teorema del Ejemplo §5.1.4 de la 
página 44 que el el conjunto l(F)(a) se puede identificar con la unión ajena: 

11 Prt (e)u (R, F) 
RET(O) 
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módulo la relación de equivalencia que identifica a dos morfismos R ~ F Y R' ~ F, si 
existe una criba T-cubriente S de a contenida en R y R' tal que el siguente diagrama 
conmuta: 

Si R es una criba T-cubriente de a y R ~ F es un morfismo, denotamos como [Tl] 
a su clase lateral en l(F)( a). 

Notemos que el funtor PI'! (e)u ~ PI'! (e)u tiene las siguiente propiedades: 

1) Si F es una U-pregavilla en e, l(F) es una U-pregavilla separable en (e, T) . 
2) Si F es una U-pregavilla separable en (e, T), entonces l(F) es una U-gavilla 

en (e,T) . 

Solamente daremos la prueba de 1), la prueba de la segunda afirmación puede 
ser encontrada en [MLM94J . 

Prueba de 1) : 
Sea F una U-pregavilla en e. 
Probaremos que l(F) es una U-pregavilla separable usando el Teorema 2.1 de la 

página 93. Para ello consideremos un objeto x en e y una criba T-cubriente R de x. 
Supongamos ahora que [Tll] y [Tl2] son elementos en l(F)(x) tales que para todo 

morfismo f E U R 

l(F)(f)([Tlll) = l(F)(fl([Tl2l). 

Tenemos entonces dos morfismos SI ~ F Y S2 ~ F de U-pregavillas, tales que 

para todo a ..i¡ x E U R existe Sf E T( a) con Sf <;;; f'S], f' S2 y tal que el siguiente 
diagrama es conmutativo: 

(44) 

Debemos probar que [Tld = [Tl2], es decir, que existe S E T(X) con S <;;; SI, S2 y 

tal que el siguiente diagrama es conmutativo: 

Sea S = U f.Sf. Entonces: 
fEUR 
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a) Notemos que Sf <;;; f'f,(Sfl <;;; f'(S) para todo morfismo f en U R. Se sigue 
de (ii) del Lema 2.3 de la página 94 que f*(S) E 'T(a) pues Sf E 'T(a). Como 
RE 'T(x), concluimos de la Propiedad L que S E 'T(x). 

b) Como Sf <;;; f'SI,f'S2, tenemos que f,Sf <;;; f,f'Si <;;; Si para i = 1,2. Por 
lo tanto, 

S = U f,Sf <;;; SI, S2. 
fEUR 

c) Notemos que por definición de f" el morfismo a/\ ~ x/\ se restringe a un 
¡I\ I 

epimorfismo S¡ --+ f,S¡ (En efecto, (f,Srlb es igual a la imagen por f/\(b) 
de (Srlb para todo objeto b en e) . De ésto, de la conmutatividad de (44) 
de arriba y de la conmutatividad de los diagramas: 

para i = 1,2, concluimos que el siguiente diagrama es conmutativo: 

~SI~ 
f,Sf~ ~F 

S2 T12 

Como S = U f,S¡ , tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo: 
fEUR 

Por lo que hemos visto, tenemos funtores: 

los cuales conmutan conlímites finitos, por ser 'T( a) filtrante para todo objeto a. 
No es dificil probar que estos funtores son adjuntos izquierdos de los funtores: 

COROLARIO 2.5. Si (e,'T) es un U-sitio las U-categorías Sh(e,'T)u y Prt(e,'T)u 
tienen naturalmente una estructura de U -categorías canónicamente cocompletas. 
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DEMOSTRACIÓN. Probaremos la afirmación para Prt (e, 'r)u . El caso de la cate
goría Sh(e, 'r)u se sigue análogamente. 

En efecto, si 1 es una U-categoría pequeña y y es una I-gráfica en Prt (e, 'r)u, como 
l es adjunto izquierdo de /3, por el ejemplo §5.1.2 de la página 43, l(colímd/3 oy)) 
representa al colímite de lo /3 o y en Prt (e , 'r)u . Pero como /3 es fiel y pleno, la 
counidad de la adjunción L ...¡ /3 determina un isomorfismo l o /3 ~ idprt(e)u por lo 

que l(colímI(f3 o y)) representa al colímite de y en Prt (e, T)u. ~ 

Si (e , 'r) es un U-sitio llamamos al funtor Prt (e)u ~ Sh(e, 'r)u definido en la 
prueba del Teorema anterior el ¡untor engavillación de (e, 'r) y si Fes unaU-pregavilla 
en e , llamamos a la U-gavilla lo l(F) la 'r-engavillación de F. 

Observemos que de la prueba del Corolario anterior, se sigue que si 1 es una 
U-categoría pequeña y y es una I-gráfica en Sh(e, 'r)u, la T-engavillación de la U
pregavilla colím¡(/3 o ex o y) es el colímite de yen Sh(e, 'r)u. 

§2.3. Bases para topologías de Grothendieck. Sea e una U-categoría pe
queña con productos fibrados canónicos. Una base para una topoogía de Grothendieck 
en e, es una asignación J que a cada objeto x en e asocia un conjunto no vacío J(x), 

cuyos elementos son familias A = {a", ~ x}", de morfismos en e con codominio x, tal 
que 

(i) Estabilidad por Cambio de Base: Si A = {a", ~ x} '" E J(x) y y ~ x 

es un morfismo en e , la familia f+ A: = {y x a", ~ y}", es un elemento de 
" J(y) . 

(ii) Estabilidad por Composición: Si A = {a", ~ x} '" es un elemento de 

J (x) y para cada morfismo f", en A se tiene una familia {a",¡> ~ a",} '" 

f"of,,~ } 
en J(a",), entonces {a",¡> ~ x "'¡> es un elemento de J(x). 

A una pareja (e, n, donde e es una U-categoría pequeña con productos fibrados 
y J es una base para una topología de Grothendieck en e, la llamamos un U-presitio. 
En este caso, llamamos J-cubiertas de (e,'r) a los elementos de J(x) . 

Notemos que un U-presitio (e, n, determina una U-categoría con cribas cubrien
tes (e,'r¡), donde 'r¡ está definido para cada objeto x en e, como: 

'r¡(x) : = {R E cribe(x) I Existe A E J(x) tal que A ~ UR} 

Llamamos a una U-gavilla en (e, 'r¡) simplemente una U-gavilla en (e, n, y de
notamos a Sh(e, 'r¡)u como Sh(e, nu. 

PROPOSICIÓN 2.6. Si (e, n es un U-presitio entonces (e, 'r¡) es un U-sitio. 

DEMOSTRACIÓN. Sea (e, n un U-presitio. 
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Notemos que para ver que la asignación x H 'r,(x) es un subfuntor eop ::!¡ ConOu 
del funtor contravariante de cribas en e, basta probar que si A es una ¡-cubierta de 

y y x -.!.¡ y es un morfismo en e, entonces R (f+ A) o = f* (R(A)) o para todo objeto a 

en e. 
Prueba de R(f+A)o <;:; f*(R(A})o· 

Por definición, si <p E R(f+ A) existe a", ~ yen A y a'!¡ x x a", en e tales que 
o y 

<p = 7Ix o \ji. Se sigue que tenemos un diagrama conmutativo: 

por lo que <p of = f", o (7Io" o \ji), es decir, <p E f* (R(A)) o. 
Prueba de f*(R(A})o <;:; R(f+A)o · 

Por definición, si <p E f*(R(A})o existe a", ~ y en A y a .!¡ a", en e tal que 
<p o f = f", o \ji. Se sigue de la propiedad universal del producto fibrado que exise un 
morfismo a ~ x x a", tal que el siguiente digrama es conmutativo: 

y 

por lo que <p = 7Ix o g, es decir, <p E R(f+ A}o. 
Por último, resta probar que 'r, tiene la propiedad L. Para ello consideremos 

S E 'r,(x) y sea R una criba arbitraria de x en e, con la propiedad que para todo 

morfismo a ~ x en uS la criba f*(R) está en 'r,(a). Se sigue en particular que 

existe A = (a" ~ x)" E J(x) tal que A <;:; uS y que para todo a", ~ x E A, 
f ,,~ 

existe una familia 23", = (a",j3 --7 a",}j3 en J(a,,) tal que 23", <;:; f~(R). Concluimos 
f"of,,~ } 

de la definición de f~(R), que {a",j3 --- x "'13 esta contenida en R. Por lo tanto 

RE 'r,(x). ~ 

Más aún, 

TEOREMA 2.7. Si (e, J) es un U-presitio, una U-pregavilla F en e es una U
gavilla en (e , J) si y sólo si para todo objeto x en e y toda J -cubierta A de x, el 
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siguiente diagrama es exacto: 

DEMOSTRACIÓN. 

=} ) . 

Sea x un objeto de e y A una J-cubierta de x. 
Denotemos como l al siguiente conjunto: 

4. Gavillas 

{(Sdf E I TI F(a) I F(<p)(sd =Sf0'l' si a ~ x E UR(A) y b ~ a en e} 
Q-4xEUR(Al 

y como K al igualador canónico en Conu de las flechas: 

TI F(T<Qa )OT<l a 
Ila.f~) 

es decir, K es igual al conjunto: 

{(Sfa)fa E r F(aa) I F(7rQa )(sfa) =F(7rQ~)(sf~) si aa ~ x 

Qa'"lxEA 

f~ } y aj3 ~ x son elementos de A . 

Ya que A ~ UR(A), por el Teorema 2.1 de la página 93, para mostrar lo deseado 

basta dar una biyección K !.. L tal que el siguiente triangulo conmute: 

(45) n F(aa) ;2 K ' L ~ n F(a) 

~~ 
Q~XEUR(Al 

TI F(fal TI F(f) 
faEA fEURIA) 

F(x) 

(Observese que las funciones n F(f) y n F(fa ) siempre tienen su imagen 
fEUR(Al faEA 

en K Y L, respectivamente) . 

Definición de K ~ L: 

Recordemos que por definición, U R(A) es igual al conjunto de morfismos a ~ x 

en e de la forma f = fa O <p donde aa ~ x es un elemento de A y a ~ aa es un 
morfismo arbitrario en e. 
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Si (Sf '" lt.. es un elemento de K, definimos entonces: 

f((sf",lf",):= (F(<P)(Sf",l)fEUR(A)' 

donde f = fa o <p como arriba. Observemos que si f está bien definida, f tiene 
su imagen en l por la funtorialidad de F y el triángulo (45) resulta conmutativo 
trivialmente. 

Para ver que f está bien definida, notemos que si f 13 o <p = f = f ex o <p entonces 

existe un morfismo ° ~ 0ex X 013 tal que el siguiente diagrama conmuta: 

por lo que 

x 

F(<p)(Sf",) =F(hl(F(7la",)(Sf",)) 

= F(hl(F(7la~ )(Sf~)) 

= F(ljI )(Sf~) 

K ~ l es una biyección: 

(Funtorialidad de F) 

(Definición de K) 

(Funtorialidad de F) 

La inyectividad es inmediata porque A ~ U R(A). 
Para probar que f es suprayectiva, observemos que si (StJf es un elemento de l, 

entonces (Sf",)f", es un elemento de n F(oex) Y si 0a ~ X Y 013 ~ x son elementos 
f",EA 

de A, se tiene que: 

F(7la", )(Sf",) = Sf", oTe.", 

= Sf~ oTe.~ 

= F(7la~ )(Sf~ 1 

es decir, (Sf",)f", está en K. 

(Definición de l) 

(Propiedad del producto fibrado) 

(Definición de l) 

Se sigue que f(Sf",)f", = (StJfEUR(Al> pues si f E UR(A) con f = fex o <p, por 
definición de los elementos de l se tiene que F( <p)( Sf ",) = Sf. 

{= ). 

Dado S E T(xl, queremos probar que la función: 

F(x) == Prt (e)u (Xl\, F) ___ -_0_""5'-----__ • Prt (eJu (S, F) 

es biyectiva. 
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En primer lugar, como S E T(Xl, existe A = {a", ~ x}", en J(x) tal que A ~ uSo 
Por otro lado, por la propiedad que cumple F respecto de A, si S ~ F es un modismo, 
existe un único elemento CJ E F(xl, tal que 11o"(f,,,) = F(f",)(CJ) E F(a",l, para todo 

a", ~ x E A . Se sigue que para probar lo deseado, basta ver que 11o(f) = F(f)(CJ) 
f 

para todo a ~ x E USo 

Para ello cosideremos a ~ x E uS y los cuadrados cartesianos: 
7[t 

a x a", ~ a", 
x 

7[t,,! 1f " 

a---~' x 

Se sigue entonces que {a x a", ~ a} es un elemento de J (a) y además que 
x '" 

{F(7If,,)(F(f)(CJ))} '" E I1F(a ~ a",) 

'" 
está en la imagen del modismo nF(7If,,). Se concluye de la propiedad que cumple F 

'" 
respecto de {a x a", ~ a} "" que como F(7If,,) (F(f)(CJ)) = F(7If,,)(11o(f)) para todo 

x 

(x, entonces F ( f)( CJ) = 11 o ( f). ,¡. 

§2.4. Gavillas con valores en una categoría. En esta sección extenderemos 

el concepto de gavilla a funtores eop ~ 'D donde 'D es una U-categoría arbitraria. 
Para ello probaremos primero el siguiente: 

TEOREMA 2.8. Si (e, T) es una U -categoría con cribas cubrientes, una U -pregavilla 
F en e es una U-gavilla en (e,T) si y sólo si para todo conjunto U-pequeño A, la 
U -pregavilla: 

x Co"u(A, F(x)) 

f j,~ . ) flf). -

y Co"u(A, F(y)) 

es una U-gavilla en (e,T). 

DEMOSTRACIÓN. Es fácil ver que si B ~ B' es una función de conjuntos U
pequeños, entonces cp es una biyección si y sólo si para todo conjunto U-pequeño A, 
la función: 

Co"u(A , B) Co.u{A,cp). Co"u(A, B/) 
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es una biyección. 
Si F es una U-pregavilla en e, se sigue entonces que F es una U-gavilla en (e,") 

si y sólo si, para todo conjunto U-pequeño A se cumple la siguiente propiedad: 

Para todo objeto x en e y toda criba ,.-cubriente R de x, la 
función: 

es una biyección. 

El resultado se sigue entonces de que hay un isomorfismo natural en G: 

Co~u( A, PI"! (e)u (G, F)) == PI"! (e)u (G, Co~u(A, F(-l)) 

para todo conjunto U-pequeño A y toda U-pregavilla F. 

Si (e,") es una U-categoría con cribas cubrientes y 'D es una U-categoría arbi

traria, decimos entonces que una 'D-pregavilla eop 2¡ 'D en e es una 'D-gavilla en 
(e,"), si para todo objeto den 'D la U-pregavilla en e: 

"l)(d.FH) 
eop ------,>-, CO~u 

x 'D(d, F(x)) 

']1-----1 _')"'jO 
'D(d, F(y)) 

es una U-gavilla en (e, ,.). Si 'D es alguna de las U-categorías Grpu' A~illou o R-Modu, 
también decimos que F es una U -gavilla de grupos, de anillos o de R-módulos en 
(e, ,.), respectivamente. 

Denotamos a la sub categoría plena de PI"! (e)"l) que tiene por objetos a las 'D
gavillas en (e,") como Sh(e, ")"l). Por el Teorema anterior, si 'D es la categoría de 
conjuntos U-pequeños, este concepto coincide con el de las secciones anteriores, es 
decir, Sh(e,,.)u = Sh(e,,.lco.u . 

Los siguientes son resultados análogos al Teorema 2.2 de la página 93 y al Teo
rema 2.7 de la página 99: 

TEOREMA 2.9. Sea I una U-categoría pequeña. Si (e,") es una U-categoría 
con cribas cubrientes y 'D es una U-categoría con I-límites canónicos, Sh(e,"ln 
tiene naturalmente una estructura de U-categoría con I-límites canónicos y el Juntor 

Sh(e, ")"l) Y PI"! (e)"l) conmuta con ellos. 
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DEMOSTRACIÓN . Sea 1 2', Sh(e,T)'D una I-gráfica en Sh(e,-r)'D' Observemos 
que para probar lo deseado basta ver que la 'D-pregavilla: 

eop ''D 

x lím¡(y(-)(x)) 

,¡, .) ".,[YI- II'11 

Y lím¡(y(-)(y)) 

es una 'D-gavilla en (e, -rl. es decir, basta probar que para todo objeto d en 'D la 
U -pregavilla: 

(46) eop • CO~U 

x 'D ( d,lím¡ (y( - )(xl) ) 

, [, • ¡~('.I'.'IYI - II'1I) 
Y 'D( d,lím¡(y(-)(y))) 

es una U-gavilla en (e, -r). 
Para ver esto notemos que como el funtor 'D( d, -) conmuta con límites (§5.1.3 

página 44), la U-pregavilla (46) representa al límites de la I-gráfica que a cada objeto 
i en 1 asocia la U-pregavilla: 

(47) eop 
'D(d,Y(il(-)) 

• CO~U 

x 'D(d, y(i)(x)) 

'j . ¡ yl'II'1·-

Y 'D(d,y(i)(y)) 

y entonces (46) es una U-gavilla en (e, -r) por el Teorema 2.2 de la página 93. 1!4 

TEOREMA 2.10. Si (e, Jl es un U-categoría con cubiertas y 'D es una U-categoría 
con productos canónicos, una 'D-pregavilla F en e es una 'D-gavilla en (e, Jl si y sólo 
si para todo objeto x en e y toda J -cubierta A de x, el siguiente diagrama es exacto: 

nFlf",l 
f", 

F(x) ---+. TI F(a",) _____ -+. TI F(a", x al3) 
f",EA n F(7Ta~lo7Tf~ (f",,f~lEA2 " 

If",.f~ ) 
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DEMOSTRACIÓN. Como el funtor 'D( d, -) conmuta con igualadores (§5.1.3 página 
44), un diagrama de modismos en 'D: 

h f 
a -----+- b ===:: c , 

9 

es exacto si y sólo si para todo objeto d en 'D, 

ho- fo-
'D( d, a) -----+- 'D( d, b) ===:: 'D( d, c) 

90 -

es un diagrama exacto. 
El resultado se sigue entonces del Teorema 2.7 de la página 99 y de que el funtor 

'D(d, -) conmuta con productos para todo objeto d en 'D (§5 .1.3 página 44). ~ 

3. Morfismos de Sitios 

§3.1. Morfismos de Sitios. Sean (e, T) y (e', T') dos U-sitios. 

Un morfismo de U -sitios (e, T) 2:¡ (e' , T') es un funtor e 2:¡ e' con la propiedad 
que si F es una U-gavilla en (e',T') entonces F o J'0P es una U-gavilla en (e,Tl. es 
decir, existe un cuadrado conmutativo: 

(48) 

Sh(e',T'lu - - -:1;- - ~ Sh(e,T)u 

Al funtor J's unicamente definido por esta condición, lo llamamos el Juntor ima
gen inversa asociado a J' y si F es una U-gavilla en (e',T') llamamos a J'S(F) la 
U-gavilla en (e , T) imegen inversa de F por J'. 

TEOREMA 3.l. Si (e,T) 2:¡ (e',T') es un morfismo de U-sitios, elJuntorJ's tiene 
un adjunto izquierdo J' s . 

DEMOSTRACIÓN . El Corolario 6.5 de la página 53, define un funtor : 

Kan;(:1) 
-----.,.., 

Prt (e)u .L Prt (e')u 

-----------(Co.u ):T0P 

Probaremos que si J's : = (lol)oKan i (J')o(f3oc<) entonces J's es adjunto izquierdo 
de J's . En efecto, si F es una U-gavilla en (e',T') y G es una U-gavilla en (e,Tl. se 
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tienen isomorfismos: 

Sh(e, T)U (G, :7S (F)) ~ PI'! (e)u (f3 o ex( G l. f3 o ex o :7S (F)) 

~ PI'! (e)u (f3 o ex(Gl. Con~op o f3' o ex/(F)) 

~ PI'! (e/)u (Kani (:7) o f3 o ex(Gl. f3' o ex/(Fl) 

~ Sh( e', T/)U (lo lo Kan i (:7) o f3 o ex( G l. F) 

= Sh(e /, T')U(:7s(Gl. F) 

4. Gavillas 

(ex y f3 son fieles y plenos) 

(Conmutatividad de (48)) 

(Kan i (:7) -1 (Conu ) ~OP) 

(l o l -1 f3' o ex ') 

Al funtor :7s definido en la prueba del Teorema anterior lo llammos el juntar 
imagen directa asociado a :7 y si G es una U-gavilla en (e,T) llamamos a :7s (G) la 
U-gavilla en (e/,T /) imegen directa de F por:7. 

Por propiedades de adjunción, el funtor imagen inversa:7s asociado a un morfismo 

de U-sitios (e, T) ~ (e' , T') conmuta con límites, y el funtor imagen directa :7s 

conmuta con colímites. Más aún, 

PROPOSICIÓN 3.2. Si (e,T) ~ (e/,T /) es un morfismo de U-sitios el juntar 
imagen directa :7s asociado a :7 conmuta con límites finitos si el juntar Kani (:7) 
definido en el Corolario 6.5 de la página 53 conmuta con límites finitos . 

DEMOSTRACIÓN. El resultado se sigue del Teorema 2.2 de la página 93 y del 
Teorema 2.4 de la página 95. .¡. 

§3.2. Morfismos asociados a funciones continuas. En esta parte utilizare
mos el U-presitio (Ab(Xl. Ix) asociado a un espacio topológico en la sección §4.2. 

Si X Y Y son espacio topológicos U-pequeños, notemos que una función continua 
f . b Ab(f) b' . X -t Y determma un funtor A (Y) ---+ A (X) defimdo para cada abIerto V de Y 

como f-l (V), el cual es realmente un morfismo de U-presitios: 

(Ab(Y), Iv) ~ (Ab(X), Ix) 

Denotamos al funtor imgen directa (Ab(f))s asociado a Ab(f) como f* y lo lla
mamos el juntar imagen inversa asociado a f . Del mismo modo, denotamos al funtor 
imgen inversa (Ab(f)r asociado a Ab(f) como f* y lo llamamos el juntar imagen 
directa asociado a f. 

Se sigue que una función continua X ~ Y entre espacios topológicos U-pequeños 
determina una adjunción: 

f· 

--------Sh(X)u .L Sh(Y)u 

---------f. 

por lo que f* conmuta con límites y f* conmuta con colímites. Más aún, se sigue de 
la Proposición 3.2 que f* conmuta con límites finitos. 
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Ejemplos: 
§3.2.1. Rstricción a abiertos. Si X es un espacio topológico U-pequeño y U es un 

abierto de X, la inclusión natural U ~ X determina una adjunción: 

-y. 

Si F es una U-gavilla en X, denotamos a la gavilla 'V'(F) como Flu y la llamamos 
la restricción de F en U. Entonces, Flu (V) = F(V) para todo abierto V <;;; U. 

§3.2.2. Secciones Globales. Sea X un espacio topológico U-pequeño. Si * denota 
al objeto terminal de Tot:>w dentamos a la única función continua de X en * como 

X ~ *. 

Observemos que la U-categoría Sh( *)u es isomorfa a la U-categoría de conjuntos 
U-pequeños, por lo que el funtor imagen directa asociado a k, determina un funtor 

Sh(X)u ~ Conu al que denotamos como r. Si F es una U-gavilla en X, r(F) es igual al 
conjunto de secciones de F en X, por lo que llamamos a r el Juntar secciones globales 
de X. 

Por otro lado, el funtor imagen inversa asociado a k determina un funtor Conu ~ 
Sh(X)u al que denotamos como ...:..x Y llamado el ¡untar gavilla constante en X. Por 
definición, si A es un conjunto U-pequeño, Ax es la engavillación de la U-pregavilla 
en X que a cada abierto asocia el conjunto A. 

Más aún, tenemos una adjunción: 

":'x ------... 
Sh(X)u 1- Conu 

--------r( - ) 

donde :x conmuta con límites fínitos. 
§3.2.3. El Tallo de un Punto. Sea X un espacio topológico U-pequeño. Si x es 

un punto de X se tiene una función continua * ~ X que asocia al unico elemento de 
* el elemento x de X. 

El funtor imagen directa Conu ~ Sh(X)u asocia a un conjunto A la U-gavilla 
en X definida por: 

{
A si x E U 

(ix).(A)(U) = o si x 1/. U 

Por otro lado, el funtor imagen inversa Sh(X)u (~. Conu es denotado como ( . )x 
y si F es una U-pregavilla en X el conjunto Fx es llamado el tallo de F en x. 

No es difícil ver que el tallo en x de una U-gavilla F en X se puede identificar 
con el conjunto de las parejas (U, s), donde U <;;; X es un abierto que tiene a x y 
s E F(U), módulo la relación de equivalencia que identifica a (U,s) con (V,T), si 
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existe una vecindad de x contenida en U n V tal que slw = rlw. Denotamos a la 
clase de (U,s) como fU,slx y la llamamos el germen de (U,s) en x. 

El funtor Sh(X)u (~x CO~u conmuta con colímites y con límites finitos. Además: 

( - Ix 

-------CO~U 1. Sh(X)u -------(i x l. 

4. Gavillas eV! 1AV! grlAPoide etale 

§4.1. Grupoides etale. Un grupoide topológico U-pequeño 9 es un grupoide 
U-pequeño, cuyo conjunto de objetos 90 y de morfismos 91 tienen estructuras de 
espacios topológicos, tales que las funciones: 

(f, g) r---- f o 9 

son continuas (AqUí 92 es el producto fibrado de los morfismos 90 ~ 91 ). 
d¡ 

Un morfismo de grupoides topológicos U-pequeños es un morfismo de grupoides 

9 2¡ Je, tal que la función de objetos 90 ~ Jeo Y de morfismos 91 ~ Je1 son 
continuas. 

Si 9 es un grupoide topológico U-pequeño, decimos que 9 es grupoide etale U

pequeño si el morfismo do es un homeomorfismo local (En este caso, dI Y m también 
son homeomorfismos locales). 

Denotamos como Grl>d€u a la U-categoría que tiene por objetos a los grupoides 
etale U-pequeños y cuyos morfismos son los morfismos de grupoides topológicos. 

Ejemplos: 

§4.1.1. Espacios topológicos. 

Un espacio topológico U-pequeño X tiene asociado canónicamente un grupoide 
etale, cuyo espacio de objetos y de morfismos son igual a X y donde m = 1txL~,>x Y 
do = dI = So = v = idx. A este grupoide, por abuso de notación, lo denotamos con 
la misma letra X. 

Más aún, un morfismo de espacios topológicos X ~ Y determina un morfismo 
entre los grpoides topológicos correspondientes, el cual está definido en los objetos y 

morfismos por la misma f. Se tiene así un funtor fiel y pleno TOl>u~ GYl>d€u . 
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§4.1.2. G-Conjuntos. 
Si G es un grupo U-pequeño, un G-espacio izquierdo U-pequeño X tiene asociado 

un grupoide etale U-pequeño G P< X, cuyo espacio de objetos es igual a X y de 
modismos a G x X (G con la topología discreta), y donde 

(g,x) I , X 
do 

GxX~X 
dI 

(g, x) f-----+ g . X 

So 
X-GxX 

X f-I --+. (e, x) 

GxG x X~GxX 

(g, h, x) t--------- (gh, x) 

V 

GxX--+-' GxX 

(g,X)1 , (g - I,x) 

§4.2. La categoría de abiertos de un grupoide etale. Si 9 es un grupoide 
etale U-pequeño, denotamos como Ab(9) a la U-categoría pequeña que tiene como 
conjunto de objetos a los abiertos de 90, y donde un modismo de U en V es una fun-

dlo( dolu,¡ - I dol u ' 
ción de la forma U ' V , para algún abierto U' de 91 tal que U' ----+- U 

dllu ' 
es un homeomorfismo y U' ----+- V es inyectiva. 

dlo(dolu,}- I dIO(doly,¡ - 1 
La composición de dos morfismos U • V Y V • W se de-

dIO(dolu'oy,}-1 
fine como U • W , donde 

U' o V': = {g o f I f E U' Y 9 = ( dolv ' r l 
o dJif)}. 

No es difícil ver que la U-categoría Ab(9) tiene naturalmente una estructura de 
U-categoría con productos fibrados canónicos. Más aún, si J9 está definido en un 

abierto U de 90 como el conjunto de familias {U", ~ U} de morfismos de Ab(9l. 
tales que Uf ",(U",) = U, entonces (Ab(91. J9) es un U-presitio. 

'" Si 9 es un grupoide etale U-pequeño y 'D una U-categoría, denotamos a la U-
categoría de 'D-pregavillas en Ab(9) (resp. 'D-gavillas en (Ab(91. J9)) simplemente 
como Pn (9)1) (resp. Sh(9lD) y llamamos a sus objetos 'D-pregavillas en 9 (resp. 
'D-gavillas en 9). 

Ejemplos: 

§4.2.1. Espacios topológicos. 
Si X es un espacio topológico U-pequeño, Ab(X) tiene por objetos a los abiertos 

de X y por morfismos a las inclusiones entre ellos. Si U es un abierto de X, la familia 
Jx(U) consiste de las cubiertas abiertas habituales de U. 

En general, si 9 es un grupoide etale U-pequeño, el funtor Ab(90) ---+ Ab(9) 
definido como la identidad en objetos es fiel. 
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§4.2.2. G -conjuntos. 
Si X es un G-espacio izquierdo U-pequeño, la U-categoría pequeña Ab(G ~ X) 

tiene por objetos a los abiertos de X. Un modismo en Ab(G P< X) de U en Ves 
una función de la forma x Hg· x donde 9 es algún elemento de G. Se sigue que 
Ab(G P< X)(U, V) i= 0 si y sólo si existe 9 E G tal que g' U ~ V. 

Si U es un abierto de X, un elemento de JG >< x(U) consiste de una familia de 
abiertos {U",} de X, tales que para cada Ua: existe ga: E G con U(ga: . Ua:) = U. 

a: 

§4.3. Espacios etale sobre 9. Si 9 es un grupoide etale U-pequeño, un espacio 
etale U -pequeño E = (E, 1',.) sobre 9 es un espacio topológico U-pequeño E, un 

homeomorfismo local E ~ 90 y una acción de 9 en 1', es decir, un morfismo: 

{(ex, x) E 91 X E I p(x) = do(ex)} = 91 X E - E 
So 

(ex,x) ~ ex · x 

con las propiedades dI (ex . x) = dI (ex), idx . x = x y ex . (/3 . x) = (ex o /3) . x. 
Si E Y E' son dos espacios etales U-pequeños sobre 9, un morfismo de E en E' sobre 

9 es un morfismo de espacios E ~ E' tal que 1" o cp = l' Y cp(ex · x) = ex· cp(x) . 
Denotamos como €talts a la U-categoría que tiene por objetos a los espacios 

etale U-pequeños sobre 9 y por morfismos a los morfismos sobre 9. 
Si E es un espacio etale U-pequeño sobre 9 y U es un abierto de 90, una 9-sección 

de E sobre U es una función U -.; E tal que l' o s = idu Y f · s(x) = s(y), para todo 
f 

morfismo x -t y en 9 . 
Se sigue que si rS(U, E) denota al conjunto de 9-secciones de E sobre U, tenemos 

una U-pregavilla en 9: 

Ab(9)OP 
r g(-.E) e 

• O~U 

U rs(U,E) 

f ' I- ru 
V rs(V,E) 

PROPOSICIÓN 4.1. El ¡untor rS(-, E) es una gavilla en 9 a la que llamamos la 
gavilla de 9-secciones de E. 

Observemos ahora que si E ~ E' es un morfismo de espacios etale sobre 9, la 
asignación s H cp o s, determina una transformación natural rS(-, E) =} rS(-, E'), 
de modo que se tiene un funtor: 

rg 
€talts ----+. Sh(9)u 

al que llamamos el ¡untar de 9-secciones. 
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PROPOSICIÓN 4.2. Si 9 es un grupoide etale U -pequeño, el juntor de secciónes 

sobre S es fiel y pleno: 

rs 
€tales'-C ---~, Sh(S)u 

DEMOSTRACIÓN. Sean E ~ So y E' ~ So dos espacios etale U-pequeños sobre 
S. Debemos probar que la asignación: 

€tales(E, E') ----+-, Pn (S) (rs(El. rs(E')) 

<¡) f-I --------- ---, 11<p 

donde (11<p)u(S) = <¡) o s para todo abierto U <;;; So, es una biyección . Para ello 
daremos una asignación inversa 11 H <¡)'l' 

Dada 11, define <¡)'l(x) como 11U(S)(P(x)) donde U es un abierto que contiene a 
p(x), y s E rS(U, E) es tal que s(p(x)) = x. 

Por la naturalidad de TI y por ser E -) So un homeomorfismo local, se puede 
verificar que <¡)'l está bien definida. 

Observemos ahora que 

(11<p~)(s){a) = <¡)'l(s(a)) = 11u(s){al. 

por lo que 11<p~ = TI. Mientras que 

de lo que se sigue que <¡)'l<p = <¡). 

Ejemplos: 
§4.3.1. Espacios topológicos. 
Si X es un espacio topológico U-pequeño, un espacio etale sobre el grupoide 

canónico asociado a X es llamado simplemente un espacio etale sobre X, es decir, un 
espacio etale sobre X es un homeomorfismo local E ~ X. 

§4.3.2. G -conjuntos. 
Si X es un G-espacio, un espacio etale sobre el grupoide G ~ X es llamado un G

espacio etale sobre X, es decir, un G-espacio etale sobre X es un G-espacio izquierdo 
E acompañado de un homeomorfismo local G-equivariante E ~ X. 

En este caso, denotamos a la U-categoría €taleG"x como G-€talex . 

§4.4. Gavillas v.s. Espacios etale. Sea S un grupoide etale U-pequeño. 
Si ti es un abierto en So, denotamos como Us al conjunto de los elementos x en 

So tales que existe y E U Y x ~ y. Se sigue que si U ~ V es un morfismo en S, 
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entonces Us <;; V s. Esto nos permite definir un funtor: 

'J 
Ab(S) --- €talts 

U Us 

,[-{> 
V Vs 

donde UG y So es visto como un espacio etale sobre S con la acción trivial. 
Usando el Teorema 6.6 de la página 55, tenemos un diagrama: 

PROPOSICIÓN 4.3. El funtor :;1\ del diagrama anterior es isomorfo al funtor de 

S-secciones r s. 

DEMOSTRACIÓN. Sea E ~ So un S-espacio etale y U <;; So un abierto. Como 
:;I\( E)(U) = rS(US, E), para probar lo deseado basta ver que la función: 

-Iu 
rS(E,US) ---~. rS(E,U) 

es una biyección. Para esto, definiremos una asignación inversa Cf H s". 
Definicion de Cf H S,,: 

f 
Dado Cf E rS(E, U), para x E US, tal que x -7 y es un morfismo con y E U, 

f' define s,,(x) como (f- l). Cf(y) . Entonces, si x -7 y' es otro morfismo con y' E U, 

como la aplicación y C; x ~ y I tiene dominio y codominio en U, se tiene que 
(f' o f - l) . Cf(y) = Cf(y/), es decir, f - l . Cf(y) = (f') - 1 . Cf(y/) . 

Por lo tanto S" está bien definida. 
Las funciones son inversas una de la otra: 
Notemos que si Cf E rS(U, E), para todo x E U 

s,,(x) = (idx )- l . Cf(X) = Cf(X), 

es decir, s"lu = Cf. 
Por otro lado, si S E rS(US,E), para todo x en Us se tiene que (slu)(x) = 

(f- l). s(y), donde x!... y es un morfismo en S con y E U. Como U <;; Us y S es una 
S-sección sobre US , se sigue que f · s(x) = s(y), es decir (slu)" = s. + 
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Podemos concluir de esta Proposición y de la Proposición 4.2 de la página 111, 
que se tiene un diagrama: 

(49) 

:¡-1\1 
~ 

€tal!!s~Sh(9)u 

:¡-I\ 

TEOREMA 4.4 . La adjunción (49) de arriba es una equivalencia de catgorías . 

DEMOSTRACIÓN . Probaremos que si F es una U-gavilla sobre 9, el morfismo 
asociado a la unidad de la adjunción (49) : 

es un isomorfismo. Para ello recordemos primero que si U ~ 90 es un abierto, la 
restricción F(US) --) F(U) es una biyección. 

Concluimos que basta probar que si U ~ 90 es un abierto, la función: 

IlFl U
s) ( ) :J(Us ) ---+-. €tal!!S Us,colím(h/\ 1 F,:Jo (nl F)) 

S 1--1 ----------. colím(k(u,s),id) 

es una biyección. 
Descripción de :J /\(F): 
Similarmente a como se probó el Teorema 2.1 de la página 74, pude verse que el 

colímite de la gráfica: 

h/\ 1 F ---+-. Topu 

(V,S)I • Vs 

es homeomorfo al espacio F definido como sigue: 
Como conjunto, F es igual a la unión ajena sobre x E 90 de los conjuntos: 

donde - es la relación de equivalencia que identifica a dos parejas (VS, s) y (Ug, s'), 

si existe W ~ 90 abierto tal que x E Ws ~ Vs n Vg y slws = s'lws' (Denotamos a 
la clase de una pareja (VS,s) com~ [Vs,slx). 

Una base para la topología en F consiste de los abiertos de la forma {[V G. slx}xEvs' 
donde V ~ 90 es un abierto y s E F(VG) . 

Prueba de que llF(US) es una biyección: 
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Notemos que con la descripción anterior de 1" I\(F), la función llr(Ug) se ve de la 
siguiente manera: 

TlF!U s ) ( ) 1"(Ug) ---~. €taltg Ug,1"I\ (F ) 

Sf-I ----~. {XH [Ug,sJx } 

Para probar que está es una biyección, consideremos ()" en €taltg (Ug, 1" I\(F)). Se 

sigue de la continuidad de ()" que para cada x E Ug , existe un abierto Vg ~ Ug que 
contiene a x y una sección Sx E F(Vg), tal que ()"(y) = [Vg, sxJy para toda y E Vg. 
En particular, para x, y E Ug se tiene que sxlv xnvY = sylv xnvY . Concluimos de que 

s s 5 S 
F es una gavilla, que existe una única s E F(UG) tal que slvx = Sx para toda x E Ug , 

5 
es decir llr(Ug)(S) = ()" ~ 



CAPíTULO 

Varieaaaes AIgebra ieas 

En este capítulo supondremos que U es un universo fijo y llamamos conjuntos pe
queños y conjuntos grandes a los elementos de U y de U+, respectivamente. También, 
denotamos a la U-categoría Conu simplemente como Con. 

Todos los conjuntos con alguna estructura, como los grupos o los espacios to
pológicos, se supondrá que son conjuntos pequeños a menos que explícitamente se 
diga lo contrario. Entonces, por ejemplo, un grupo es un conjunto pequeño con 
estructura de grupo y denotamos a Grpu simplemente como Grp. 

También, llamamos a las U-categorías pequeñas, a las U-categorías, a las U+
categorías pequeñas y a las U+ -categorías simplemente categorías pequeñas, cate
gorías, +-categorías pequeñas y +-categorías, respectivamente. 

Por último, por un anillo entenderemos un anillo conmutativo y denotaremos 
como Anillo a la categoría Anilloab

. 

§1.1. R-ÁIgebras. Si R es un anillo, denotamos como R-Alg a la categoría 
codirigida R 1 Anillo y la llamamos la categoría de R-álgebras. Así, una R-álgebra es 
una pareja (A, u) donde A es un anillo y R ~ A es un morfismo de anillos l . 

PROPOSICIÓN 1.1. Si R es el anillo de los números enteros 'l., elfuntor proyección 

'l.-Alg ~ A"illo que a cada 'l.-álgebra (A, u) asocia el anillo A es un isomorfismo 
de categorías. 

DEMOSTRACIÓN. Este resultado se sigue del hecho que para todo objeto A en 
Anillo existe un único morfismo de anillos de 'l. en A. ~ 

¡Si el morfismo de anillos R ~ A se sobreentiende en el contexto, decimos que A es una 
R-álgebra 

115 
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Como hemos dado a la categoría de anillos una estructura de categoría canóni
camente completa y cocompleta, para todo anillo .R la categoría de .R-álgebras tiene 
naturalmente una estructura de categoría canónicamente completa y cocompleta. 
Por ejemplo: 

Productos: El producto de una familia {(Aw, u w)} wEO de .R-álgebras es repre-

sentable por la .R-álgebra ( n Aw, n u w) donde n Aw es el producto en la 
wEO wEO wEO 

categoría de anillos de la familia {AW}WEO Y n U w es el único morfismo con la 
wEO 

propiedad 71w o ( n u w) = U w para todo w E O . 
wEO 

f 
Igualadores: El igualador de una pareja de morfismos (A, u) ==: (B, v) en la 

9 

categoría de .R-álgebras es representable por la .R-álgebra (kerf.g, w) donde kerf.g ~ 
f w 

A es el igualador en la categoría de anillos de los morfismo A==: B y.R ~ kerf.g 
9 

es el único morfismo tal que k* o w = u. 
Sumas Finitas: La suma de una familia {(A, u), (B, v)} de .R-álgebras es repre-

sentable por la .R-álgebra ( A ~ B, u ~ v) donde si A ® B es la suma en la categoría 

de anillos de la familia {A, B}, entonces A ® B ~ A ® B es el coigualador en la 
k 

categoría de anillos de los modismos 

u( - )® l 

.R ======:: A ® B 
l ®v( - ) 

y u®v = k* o (u(-) ® 1) = k* 0(1 ®v(-)). 
k 

f 
Coigualadores: El coigualador de una pareja de morfismos (A, u) ==: (B , v) 

9 

en la categoría de .R-álgebras es representable por la .R-álgebra (cokerf.g, k* o v) 
donde B ~ cokerf.9 es el coigualador en la categoría de anillos de los modismos 

f 
A==:B. 

9 

§l.l.l. La .R-Álgebra de Polinomios. 
Sea .R un anillo. 
Si M es un monoide, el conjunto de expresiones formales L cxgg donde cxg E .R 

9EM 
es diferente de cero para solamente un número finito de g's, tiene una estructura de 
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anillo con la siguiente suma y producto: 

L agg + L I3 g g = L (ag + I3 g )g 
gEM gEM gEM 

(L agg) (L I3 g g) = L (L a h l3k) 9 
gEM 9EM gEM hk= g 

y también una estructura de ~-álgebra con el modismo ~ ~ ~[MJ definido como 
uM(a) = ae donde e denota al elemento neutro de M . 

Más aún, si para un morfismo de monoides M ~ N definimos ~[MJ ~ ~[Nl 
como 

~[fl (Lagg) = L ( Lag) h 
gEM hEN 9 Ef - 1 (h) 

se tiene un funtor: 

(.I<I- J.u- ) 
Mo~d • ~-Alg 

M (~[M),UM) 

f 11 .1 ~[fJ 
N (~[N), UN) 

(~H.u- ) 
TEOREMA 1.2. El Juntar Mo~d ' ~-Alg es adjunto izquierdo del Juntar 

que a cada ~-álgebra (A, u) asocia el monoide multiplicativo de A. 

DEMOSTRACIÓN. Si denotamos al monoide multiplicativo de un anillo A como 
:J(A), la transformación natural idMo"d ~ :J(~[-J) definida como 11M(g) = g, de
termina para todo monoide M y toda ~-álgebra (A, u) una biyección: 

~-Alg( (~ [M), UM), (A, u)) --- Mo~d(M,:J(A)) 

f 1-1 --------. f o 11M 

En efecto, ésta tiene como inversa a la función que a un morfismo de monoides 
M ~ :J(A) asocia el modismo I. agg H I. u(ag)q>(g) . 

gEM gEM 

Se concluye que el funtor M H (~[M), UM) es adjunto izquierdo del funtor 
(A, u) H :J(M) con unidad 11 . 'i4 

Por este Teorema y del hecho que el funtor natural Gt1> y Mo~d es adjunto 
izquierdo del funtor que a cada monoide M asocia el grupo de unidades de M, se 
tiene el siguiente: 
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(JiH.u- ) 
COROLARIO 1.3. El Juntar Grf> • ji-Alg es adjunto izquierdo del Juntar 

que a cada ji-álgebra (A, u) asocia A x el grupo de unidades de A. 

(50) 

En particular, por la Proposición 1.1 de la página 115 se tiene una adjunción: 

z¡- ¡ 
---------... 

Grp .l A~illo 

----------
Si G es un grupo, al anillo Z[G] se le conoce como el anillo del grupo G. 
Ejemplos: 

1) Si N es el monoide de los números naturales, el anillo ji[M] = ji[t] es el 
anillo de polinomios con coeficientes en ji en una variable. Un elemento 
en este anillo ji[t] es denotado como p(t) = L (Xiti en lugar de LiO/ (Xii 
donde (Xi E ji es diferente de cero para solamente un número finito de i 's. 
Con esta notación el morfismo UN asocia a un elemento (X en ji el polinomio 
(XtO = (X. 

2) En general, si M es el monoide libre generado por un conjunto pequeño 1, 
es decir, M es la suma en la categoría de monoides de la familia {MiliEI 
donde Mi = N para toda i, el anillo ji[M] = ji[ti I i E 1] es el anillo de 

polinomios con coeficientes en ji en 1 indeterminadas y uM es el morfismo 
que a cada elemento de ji asocia el polinomio constante correspondiente. 

Si consideramos al monoide M como el conjunto de funciones 1 ~ N 
tales que {i E 1 I <r(i) =f. O} es finito, un polinomio con coeficientes en ji 
en 1 indeterminadas es una expresión de la forma p(t) = L (X"t" donde la 
suma corre sobre toda <r E M, (x" E ji es diferente de cero para solamente 
un número finito de <r's y t" = nt~(i). 

iEI 
Por la propiedad universal de la suma y por el Teorema 1.2 de arriba, si 

1 es un conjunto pequeño la ji-álgebra (ji[ti I i E 1], ud tiene la propiedad 
que para toda ji-álgebra (A, u) hay un isomorfismo natural: 

ji-Alg( (ji[ti I i E 1], ud, (A, u)) == Co~(I, A) = Al 

3) Si Z es el grupo de los números enteros denotamos como ji[t, el] al anillo 
ji[Z]. Este anillo puede verse como el anillo de polinomios con coeficien
tes en ji en una indeterminada localizado en el conjunto multiplicativo 
{1, t, t 2 , ... }, o bien, como el anillo cociente ji[x, yl! (xy - 1) . 

4) Si Z/nZ es el grupo de los números enteros módulo n, ji[Z/nZ] es el anillo 
de polinomios con coeficientes en ji en una indeterminada módulo el ideal 
generado por el polinomio t n -1, es decir, k[tl!(tn -1) . 

§1.1.2. Funciones regulares. 
Sea ji un anillo. 
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Un polinomio con coeficientes en R en 1 indeterminadas p(t) = 2: cxata determina 
una función de RI en R a la que por abuso denotamos con el mismo símbolo y que 
está definida como: 

p(t) 
RI----~. R 

a 1-1 ----~. p(a) = 2: cxaaa , 

d d an a(i) . () on e a = a i SI a = ai iEI. 
iEI 

Más aún, con la estructura de R-álgebra en el conjunto de funciones de RI en R 
definida como: 

(f + g)(a) = f(a) + g(a) 

(fg)(a) =f(a)g(a) 

si f, 9 E COII(R1,R) y a E R1 

si f, 9 E COII(R1,R) y a E R1 

y donde R ~ COII(R1,R) esta definido como u(cx)(a) 
asignación: 

(51) R[ti I i E I) --_o COII(R1,R) 

p(t) 1 • (a H pral) 

es un morfismo de R-álgebras. 

cx para toda a E R1, la 

Una función R1 ~ R en la imagen de este morfismo es llamada una función 
regular en 1 variables. Se sigue que el conjunto de funciones regulares en 1 variables 
tiene una estructura de R-álgebra. 

TEOREMA 1.4. Si R es un dominio entero de cardinalidad infinita la función (51) 
es inyectiva y entonces la R-álgebra de funciones regulares en 1 variables es isomorfa 
a la R -algebra de polinomios en 1 indeterminadas. 

DEMOSTRACIÓN. Observemos primero que el resultado es cierto en el caso finito. 
En efecto, si R es un anillo arbitrario y P(tl, ... , t n ) es un polinomio con coeficientes 
en .R en n indeterminadas, para todo a = (a 1 , .. . , un) E k n existen polinomios 
qi(tl , ... , t n ) con O S i S n tales que: 

n 

P(tl, . .. , t n ) = rr (ti - atJqdtl, ... , t n ) + p(al, .. . , an) . 
i=l 

Se sigue que si R es un dominio entero, un polinomio P(tl, .. . , t n ) puede tener a 
lo más un número finito de raíces, por lo que si R es además de cardinalidad infinita, 
la función (51) es inyectiva. 

Supongamos ahora que 1 es un conjunto pequeño arbitrario y que p(t) , q(t) E 
R[ti I i E I) son polinomios que definen la misma función regular en RI. Se sigue de 
la definición del anillo de polinomios que existe un conjunto finito {il, ... , in} ~ 1 

tal que p(t) = p(t¡, ... , t n ) y q(t) = q(t¡, ... , t n ), y tenemos que p(al , .. . , an) = 



120 5. Varieaaaes Algebraicas 

q (u 1. ... , un) para toda (u 1 , ... , un) E .Rn por lo que el caso finito implica que 
p(t) = q(t) . ~ 

§1.2. Conjuntos algebraicos. A un subconjunto S del anillo de polinomios 
.R[ti I i E I], para algún conjunto pequeño 1, lo llamamos un sistema de ecuaciones 
polinomiales sobre.R. Si S es un sistema de ecuaciones polimiales sobre .R, definimos 
el conjunto de ceros de S como el conjunto de ceros comunes de las funciones regulares 
correspondientes a los elementos de S: 

Z(S) : = {u E.R1 I p(a) = O para todo p(t) E S} 

Notemos que si S <;;; S' entonces Z(S') <;;; Z(S). 
A un subconjunto X de .R1 que es igual al conjunto de ceros de algún sistema 

de ecuaciones polinomiales sobre .R, lo llamamos un conjunto algebraico sobre .R. A 
un conjunto algebraico sobre .R contenido en .Rn para algún número natural n , lo 
llamamos un conjunto algebraico sobre .R de tipo finito . 

Si X es un conjunto algebraico sobre .R, donde X = Z(S) para S <;;; .R[ti I i E I] 
un sistema de ecuaciones polinomiales sobre.R, entonces X = Z(S») , donde (S) <;;; 
.R[ti I i E I] denota al ideal generado por S. En efecto, como S <;;; (S) entonces 
Z(S») <;;; Z(S) = X. Por otro lado, como todo elemento de (S) es de la forma 
L~l pdt)qdt) donde qdt) E S, se tiene que X = Z(S) <;;; Z( (S») 

ConcIuÍmos así que si S, S' <;;; .R[ti I i E I] son dos sistemas de ecuaciones polino
miales que generan al mismo ideal, entonces Z(S) = Z(S'). En particular, si .R es un 
anillo neteriano, los conjuntos algebraicos sobre .R de tipo finito son los conjuntos de 
ceros de un número finito de polinomios. 

Ejemplos: 

1) El conjunto vacío y .R1 son conjuntos algebraicos pues 

Z(.R[ti I i E I]) = 0 <;;;.R1 Y Z({O}) =.R1 

2) La intersección de una familia arbitraria de subconjuntos algebraicos de un 
conjunto algebraico, es nuevamente un conjunto algebraico. En efecto, 

n Z(S?) = z( U S). 
?E/\ ?E/\ 

Por otro lado, si .R es un dominio entero, la unión de una familia fini
ta de subconjuntos algebraicos de un conjunto algebraico, es también un 
conjunto algebraico, pues 

Z(S) U Z(S) = Z(SS') 

donde SS' = {f(t)g(t) I f(t) E S Y g(t) E S'}. 
En particular, si X es un conjunto algebraico sobre un dominio ente

ro, la colección de subconjuntos algebraicos de X son los cerrados de una 
topología en X, a la que llamamos la topología de Zariski de X. 
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3) Si a = (adiEI E .RI entonces {a} es un conjunto algebraico sobre .R, pues 
{a} = Z(S) donde S = {ai -tdiEI ~ .R[ti I i E I]. En particular, los puntos 
de un conjunto algebraico X sobre un dominio entero, son cerrados con la 
topología de Zariski de X. 

4) Si X ~ .RI Y Y ~ .R/ son conjuntos algebraicos sobre un anillo arbirtrario .R, 
el producto cartesiano X x Y visto como subconjunto de .RI+/ (1+ J es la suma 
en la categoría de conjuntos pequeños de 1 y J) es un conjunto algebraico 
sobre.R. En efecto, si X = Z(S) y y = Z(S') entonces X x Y = Z(S U 5') 
donde la unión S U S' se toma en el anillo .R[tk I k E 1 + Jl a través de las 
contenciones: 

5 ~ .R[ti I i E I) y .R[tk I k E 1 + Jl 

S' ~ .R[t j I j E Jl y .R[tk I k E 1 + Jl 
inducidas por las inclusiones 1 y 1 + J y J y 1 + J 

§1.2.1. Morfismos regulares. 
Si X ~ .RI Y Y ~ .R/ son dos conjuntos algebraicos sobre .R, una función de 

conjuntos X ~ Y es llamada un morfismo regular de X en Y si existen polinomios 
lJj(t) E .R[ti I i E 11 tal que: 

<¡¡(a) = (lJj(a))jE/ 

para toda a E X. Un morfismo regular X ~ .R es llamado una función regular en X. 

TEOREMA 1.5. Si X ~ Y es una función entre conjuntos algebraicos sobre .R, las 
siguientes condiciones son equivalentes: 

(i) X ~ Y es un morfismo regular. 

(ii) Para toda Y ~ .R función regular en Y, X ~ .R es una func ión regular en 
X. 

DEMOSTRACIÓN. 

(i):::}(ii) 
Como X ~ Y es un morfismo regular, existen polinomios Pj(t) E .R[ti I i E I) 

tales que: 

para todo a E X 

Del mismo modo, si Y ~ .R es una función regular en Y, existe un polinomio 
q(t) E .R[tj I j E Jl tal que 

f(b) = q(b), para todo b E Y 

Si q(t) = L cx"t" y definimos el polinomio r(t) E .R[ti I i E 11 como r(t) = 
L cx"p(t)" donde p(t)" = npj(t),,(j), se concluye que f o <¡¡(a) = r(a) para todo a 

jE/ 

en X, por lo que X ~ .R es una función regular en X. 
(ii):::} (i) 
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Observemos que si Y ~ ~J Y ~J ~ ~ denota a la proyección 1ti(a) = aj, entonces 

para que X ~ Y sea un morfismo regular es suficiente que 1ti o <p sea un morfismo 

regular. En efecto, si 1ti o <p(a) = Pira) entonces <p(a) = (Pi(a))iEr 

El resultado se sigue entonces de que las funciones ~J ~ ~ son funciones regulares 
pues 1ti(a) = pj(a) donde pilt) = tj E ~[tj I j E n. + 

Ejemplos: 

1) Si X es un conjunto algebraico sobre ~, la función identidad X ~ X es 
un modismo regular. En efecto, si X ~ ~I entonces idx(a) = (Pi(a)}¡EI 
donde pdt) = ti para toda i. E I. 

2) Si X ~ Y Y Y ~ Z son morfismos regulares, la composición X ~ Z es un 
morfismo regular. En efecto, supongamos que X ~ ~I, Y ~ ~J Y Z ~ ~K, Y 

sean {Pj(t)}jEJ ~ ~[ti I i. E Il Y {qk(tJ}kEK ~ ~[tj I j E Jl polinomios tales 
que 

f(a) = (pj(a))jEJ para toda a E X 

Y 

g(b) = (qk(b))kEK para toda bEY. 

Si qkft) = L CXk,ata Y definimos el polinomio rkft) = L CXk,a(p(tJ) a 

donde p(t)a = Opj(t)a(j) , entonces 9 o f(a) = (rkft))kEK para toda a E X. 
iEJ 

3) Si X Y Y son conjuntos algebraicos sobre ~, las proyecciones X x Y ~ X 

y X x Y ~ Y son morfismos regulares. En efecto, 1tx(a) = (pda))iEI y 

1ty(a) = (pj(a))iEJ donde pkft) = tk E ~[tk I k El + Jl si k El + J 
4) Si ~ es un dominio entero, un morfismo regular X ~ Y entre conjuntos 

algebraicos sobre ~, es una función continua con respecto a la topología 
de Zariski en X y Y. En efecto, supongamos que X = Z(S) ~ ~I Y <p(a) = 
(pj(aJ)jEJ para toda a E X, entonces, si V = Z(S/) ~ y es un cerrado de 
Zariski de Y, se tiene que: 

<p - 1(V) = z(sU {L. cxa(p(t)t I L. cxata E SI}) 
donde 

jEJ 
Más aún, 

PROPOSICIÓN 1.6. Si X es un conjunto algebraico sobre un dominio 
entero ~, la topología de Zariski en X es la topología más débil con las 
siguientes propiedades: 

(i) Los puntos de X son cerrados. 

(ii) Las funciones regulares X ~ ~ son continuas (~ con su topología de 
Zariski) . 
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DEMOSTRACIÓN. Solamente falta probar que si T es la colección de 
cerrados de una topología en X con las propiedades (a) y (b) entonces 
todo subconjunto algebraico de X es un elemento de T. Para ello notemos 
primero que si 5 es cualquier sitema de ecuaciones polinomiales sobre ~, 

Z(5) = n Z(p(t)), 
p(t)ES 

por lo que basta probar que los conjuntos algebraicos de la forma Z(p(t)) 
están en T. 

Pero Z(p(t)) = {a E X I pral = O} es un elemento de T porque {O} es 
cerrado en ~ y T cumple (b) . ~ 

Por los Ejemplos 1 y 2 de arriba, los conjuntos algebraicos sobre ~ y los morfis
mas regulares entre ellos forman una categoría a la que denotamos como ConAlg.R" 
También, denotamos como ConAlg~ a su sub categoría plena que tiene por objetos a 
los conjuntos algebraicos de tipo finito. 

También, usando el Ejemplo 4 de la página 121 y el Ejemplo 3 de arriba puede 
verse fácilmente que ConAlgj\ (resp. ConAlg~) es una categoría con n-productos 

para n > O Y que el funtor que olvida ConAlgj\ ~ Con (resp. ConAlg~ ~ Con) 
conmuta con ellos. 

§1.3. La ~-álgebra de coordenadas. Si X es un conjunto algebraico, el con
junto de funciones regulares en X con las operaciones puntuales, tiene naturalmente 
una estructura de ~-álgebra a la que denotamos como ~[Xl y llamamos la ~-álgebra 
de coordenadas de X. 

Con esta estructura de ~-álgebra, la función suprayectiva: 

(52) ~[ti I i E Il --~. ~[Xl 

p(t) I • [a H p(a)] 

es un morfismo de ~-álgebras, de modo que si 

I(X) : = {p(t) E ~[ti I i E Il I pral = O para todo a E X}, 

la función (52) determina un isomorfismo de ~-álgebras ~[Xl == ~[ti I i E IljI(X). 
El ideal I(Xl, es llamado el ideal de definición de X. Este ideal tiene las siguientes 

propiedades: 

TEOREMA 1.7. Si X es un conjunto algebraico sobre~, entonces: 

(i) Siempre que X = Z(5) se tiene que 5 ~ I(X) . 
(ii) X = Z(I(X») . 

En otras palabras, el ideal de definición de X es el sistema de ecuaciones polino
miales sobre ~ más grande que define a X. 
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DEMOSTRACIÓN. Notemos primero que si S es un sistema de ecuaciones polino
miales sobre~, es inmediato que S ~ I(Z(S)), por lo que si suponemos que X = Z(S) 

tenemos que S ~ I(Z(S)) =J(X). Esto prueba (i). 
Por otro lado, si X es un conjunto algebraico sobre ~, digamos X = Z(S) , por lo 

que ya probamos se tiene que S ~ I(X) y entonces Z(I(Xl) ~ Z(S) = X. Como la 
contención X ~ Z(I(X)) es inmediata se tiene que X = Z(I(X)) . ~ 

Ejemplos: 

1) Sea ~ un anillo arbitrario. El ideal de definición del conjunto algebraico 
~l, es igual al núcleo del morfismo (51) de la página 119. En particular, si 
~ es un dominio entero de cardinalidad infinita, I(~l) = {O} y entonces el 
anillo de coordenadas de ~l es isomorfo al anillo de polinomios ~[ti I i E n. 

(53) 

2) Si ~ es un anillo arbitrario e I un conjunto pequeño, el ideal de definición 
del conjunto algebraico a = (adiEI E ~l, 

I(a) = {V(t) E ~[ti I i E 111 v(a) = O}, 

es igual al ideal generado por el sistema de ecuaciones polinomiales {ti -
adiEI ' En efecto, si V(t) es un elemento arbitrario de ~[ti I i E n existe un 
número finito de polinomios {qj(tl};=1 tales que: 

n 

V(t) = I1(tij -aij)qj(t)+v(a) 
j=1 

por lo que v(a) = O si y sólo si V(t) está en el ideal generado por {ti -adiEI' 
Más aún, I(a) es el núcleo del morfismo evaluación: 

~[ti I i E n ~ ~ 
V(t) I • v(a) 

el cual es una función suprayectiva, por lo que ~[al == ~[ti I i E n/I(a) == K 
Se concluye entonces el siguiente: 

TEOREMA 1.8. Si ~ es una anillo, las siguientes condiciones son equi-
valentes: 

(i) ~ es un campo. 
(ii) I(a) es un ideal máximo para algúna a E ~l. 

(iii) I(a) es un ideal máximo para todo a E ~I. 

3) Sea ~ un campo infinito. Si X ~ ~z es el conjunto de ceros del sistema 
de ecuaciones polinomiales {xy - 1} ~ ~[x, y], el ideal de definición de X 
es igual a I(X) = (xy - 1) . En particular, el anillo de coordenas de X es 
isomorfo a ~[x, x-l], el anillo del grupo Z . 

4) Sea ~ un campo. Si X ~ ~I Y Y ~ ~J son conjuntos algebraicos sobre~, la 
~-álgebra de coordenadas del conjunto algebraico X x Y ~ ~I+J es isomorfa 
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a la suma en la categoría de ~-álgebras de las ~-álgebras de coordenadas 
de X y Y, es decir, ~[X x YI ~ ~[XI ® ~[YI . 

k 

§1.3.1. El juntor X H ~[X] . 

Si X Y Y son conjuntos algebraicos sobre ~, por el Teorema 1.5 de la página 121, 
un modismo regular X ~ Y induce una función: 

R[Y] _---'.'1'_" -+-. ~[X] 

f 1-1 -------+-. f o <p 

la cual es claramente un modismo de k-álgebras. 

TEOREMA 1.9. El juntor 

(54) ConAlgj\ 
j\[-[ 

• R-AlgOP 

X ~[X] 

'1' 11 ·1 '1'" 

Y ~[Y] 

que a cada conjunto algebraico sobre ~ asocia su ~-álgebra de coordenadas es fiel y 
pleno. 

DEMOSTRACIÓN. 

El juntor (54) es fiel: 
Supongamos que <p y W son dos modismos regulares de X en Y definidos como: 

<pral = (pj(a))jEJ y w(a) = (qj(a))jEJ' 

tales que <po = w* . En particular, si Y ~Y R denota a la función regular (bj)jEJ H bj, 
tenemos que 

pj(a) = (7Ijly o <p) (a) = <po (7Ijly) (a) = w* (7Ijly) (a) = (7Ijly o w) (a) = qj(a) 

Por lo tanto <p = W. 
El juntor (54) es pleno: 

Supongamos que X ~ RI Y Y = Z(S) ~ RJ, Y sea R[Y] ~ R[XI un morfismo de 
~-álgebras. 

Si definimos X ~ ~I como: 

<pral = (F( 7Ijly )(a)) JEJ' 

entonces <p(X) ~ y pues para todo polinomio P E S se tiene que: 

Es fácil ver que por su definición, <po = F. 
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Si ji es un anillo, denotamos como Afí"Ji a la categoría opuesta de la categoría 
de .R-álgebras y llamamos a sus objetos variedades algebraicas afines sobre K Por el 
Teorema anterior tenemos un funtor fiel y pleno: 

que identifica a la categoría de conjuntos algebraicos sobre .R con una sub categoría 
plena de la categoría de variedades algebraicas afínes sobre ji. 

§1.4. Espacios prealgebraicos. Si.R es un anillo, denotamos como €spPAlgJi 

a la +-categoría Pn (AfíllJi)U+ = (CO"u+) (Afí"j¡r
p 

y llamamos a sus objetos espacios 
prealgebraicos sobre K Dada una .R-álgebra K, si X es un espacio prealgebraico sobre 
.R, los elementos del conjunto X(K) son llamados puntos K-racionales de X. 

Observemos que como en la página 8, tenemos un funtor: 

(55) 

que a cada variedad algebraica afín A sobre ji, asocia el espacio prealgebraico XA 

cuyo conjunto de puntos K-racionales es igual a .R-Alg(A, K). Más aún, por el Lema de 
Yoneda hay una correspondencia biyectiva, entre el conjunto de puntos K-racionales 
de un espacio prealgebraico X, y el conjunto de morfismos de XK en :r. 

Un espacio prealgebraico representable, es decir, en la imagen escencial del funtor 
X_, es llamado un espacio algebraico afín sobre K Al espacio algebraico afín sobre 
ji representable por la ji-álgebra de polinomios ji[ti I i E 1], lo denotamos como A1 y 
lo llamamos el espacio algebraico afín canónico sobre .R de tipo 1. Notemos que por 
el Teorema 1.2 de la página 117, A1 es isomorfo al espacio prealgebraico: 

.R-Alg-Co" 

K KI (adiEI 

, ]1------+-1 , 1 fl 1 
K' (K/)I (f(ad)iEI 

Explícitamente, 

(56) A1(K)~KI 

q> r------+- (q> (td) iE I 

es una biyección. 
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De esta manera, a un sistema de ecuaciones polinomiales S ~ .A[ti I i E i) le 
podemos asociar un subespacio prealgebraico (subobjeto) de A1: 

Z(S) 
Afín';: --------~, Conu 

K II-------~, {a E KI I p(a) = O V'p(t) E S} 

al que llamamos el espacio algebraico de ceros de S. 

TEOREMA 1.10. Si X es un espacio prealgebraico sobre .A, entonces X es un 
espacio algebraico afín si y sólo si X es isomorfo al espacio algebraico de ceros de 
algún sistema de ecuaciones polinomiales sobre R. 

DEMOSTRACIÓN. Sea A una .A-álgebra. Si S es un sistema de ecuaciones polino
miales tal que .A[ti I i E ¡l/S ~ A, para cada .A-álgebra K, la función (56) de arriba 
detemina una biyección entre XA(K) y Z(S)(K). 

Recíprocamente, si S ~ .A[ti I i E 1) es un sistema de ecuaciones polinomiales se 
tiene un isomorfismo Z(S) ~ XA donde A = .A[ti I i E I)/(S). ~ 

Se sigue de este último Teorema que el funtor 

determina una equivalencia, entre la categoría de variedades algebraicas afínes sobre 
.A y la subcategoría de €spPAlgj¡' cuyos objetos son los espacios algebraicos de ceros 
de sistemas de ecuaciones polinomiales. 

Ejemplos: 

1) El funtor que olvida. 
El espacio algebraico afín Aj¡ = A~ es isomorfo al espacio prealgebraico 
que asocia a cada .A-álgebra su conjunto subyacente. 

2) El Grupo de Unidades. 
El espacio prealgebraico Gj¡, cuyo conjunto de puntos K-racionales es igual 
al conjunto K x de unidades de K, es un espacio algebraico afín. En efecto, 
Gj¡ es representable por .A[t, el], la .A-álgebra de Z. 

3) El Último Teorema de Fermat. 
Si S denota al sistema de ecuaciones polinomiales {x n + y n - 1} ~ Z [x, y) 

donde n > 2, el conjunto de puntos Q-racionales del espacio algebraico 
Z(S) es igual a {(1, O), (O, 1), (( _1)n, O), (O, (_I)n)}. 

4) Enteros como diferencia de un cubo y un cuadrado. 
Si a es un entero no cero y S denota al sistema de ecuaciones polinomiales 
{y2 - x3 - a} E Z[x, y), el conjunto de puntos Z-racionales del espacio 
algebraico Z(S) es finito mientras que su conjunto de puntos Q-racionales 
es vacío o infinito. 

5) Teorema de Bézout. 
Sea.A un campo algebraicamente cerrado. Si f(t), g(t) E .A[tl, ... t n ) son 
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dos polinomios irreducibles distintos con coeficientes en k y 5 el sistema de 
ecuaciones polinomiales {f(tl, g(t)} la cardinalidad del conjunto de puntos 
k-racionales del espacio algebraico Z(5) esta acotada por el producto de 
los grados de f(t) y g(t) . 

6) El Espacio Algebraico Proyectivo 

Si ~ = Z es el anillo de los números enteros, denotamos como IP'n al espacio 
prealgebraico cuyo conjunto de puntos K-racionales es igual al conjunto de 
K-submódulos M de Kn+ 1 tales que Kn+ l/M es proyectivo de rango n. Si 

K ~ K' es un morfismo de anillos, definimos IP'n(K) iI'~) IP'n(K') por la 
asignación M H K'@M. 

K 
Llamamos al espacio algebraico IP'n el el espacio algebraico proyectivo 

de tipo n. 

§1.4.1. La k-álgebra de coordenadas de un espacio prealgebraico. 

Si X es un espacio prealgebraico sobre ~, denotamos como Ox al conjunto de 
morfismos de espacios prealgebraicos de X en Afi.. Un elemento en este conjunto es 
una familia de funciones indexada por el conjunto de K-álgebras: 

f = { X(K) ~ K }K 

con la propiedad que si K ..'!'¡ K' es un morfismo de ~-álgebras entonces fK o X (<p) = 
fK' · 

Notemos que Ox tiene naturalmente una estructura de anillo definida como: 

(f + g)K(X) = fK(X) + gK!x) 

(fg)K(X) = fK(X)gK(X) 

donde f, 9 E Ox, K es una ~-álgebra y x es un punto K-racional de X. 
Más aún, Ox tiene naturalmente una estructura de ~-álgebra si definimos a 

~ ~ Ox para cada ~-álgebra K como la función constante ux(c<)K!a) = u(c<), 

donde ~ ~ K es el morfismo en la estructura de K. Llamamos a Ox con esta 
estructura, la ~-álgebra de coordenadas de X. 

Tenemos entonces un funtor: 

€Sf>PAlgfi. 
eL 

• Afínfi. 

X (Ox, ux) 

"1, 'l-o~ 
1¿J (O}l, U}l) 
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TEOREMA 1.11. El juntar CL es adjunto izquierdo del juntar X_ : 

En particular, para toda ~-álgebra A la ~-álgebra de coordenadas del espacio 
algebraico ajín XA es isomorja a A. 

DEMOSTRACIÓN . Componiendo los isomorfismos naturales (4) y (56) de las páginas 

8 y 126, respectivamente, obtenemos un isomorfismo natural CL o X_ ~ idAr'Ji' 
Para probar que tL es adjunto izquierdo de X_ con counidad e, basta ver que 

si A es una ~-álgebra y X un espacio prealgebraico, la función: 

(57) 

TJ 1-1 -----+. eA o CJl] 

es una biyección. 
Para ello observemos que (57) asocia a cada transforamción natural 

TJ = { X(K) __ l]_K -~. XA(K) = ~-Alg(A. K) } K 

el morfismo f E ~-Alg(A. CJx) definido en o E A como la transformación natural: 

f(ah 
f(o) = { X(K) ----+- K }K 

donde f(o)dx) = TJdx)(o) . 
Un inverso de (57) puede entonces ser construido con la igualdad f(O)K(X) 

TJdx)(o) . + 

2. Espacios algebraicos de Z.ariski 

§2.1. Espacios localmente anillados. En esta sección, asociaremos a un con-
junto algebraico sobre un dominio entero k, un espacio localmente anillado. 

§2.1.1. Ideales del anillo de coordenadas. 
Sea X ~ ~I un conjunto algebraico sobre ~. 
Si V es un subconjunto de X, el conjunto de funciones regulares en X que se 

anulan en V : 

I(V) = {f E ~[X11 f(x) = O para todo x E V}. 
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es un ideal del anillo ~[X], pues 

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = O 

(-f)(x) = - (f(x)) = O 

(fg)(x) =f(x)g(x) = O 

si f, 9 E I(V) y x E V 

si f E I(V) y x E V 

si f E I(V) , 9 E ~[Xl y x E V 

Por otro lado, si A ~ ~[Xl es un subconjunto del anillo de coordenadas de X, el 
conjunto de ceros comunes de los elementos de A: 

Z(A) = {x E xl f(x) = O para todo f E A}, 

es un subconjunto algebraico de X. En efecto, si S ~ ~[ti I i E I] es la imagen inversa 
de A bajo el morfismo (52) de la página 123 tenemos que 

Z(A) = {a E ~I I pral = O para todo p(t) E S} 

TEOREMA 2.1. Sea ~ un anillo arbitrario. Si X es un conjunto algebraico sobre 
~, las asignaciones V H I(V) ya H Z(a) determinan Juntares adjuntos de conjuntos 

ordenados tales que Z (I( -)) = idAb(X) : 

Z( - ) 

[

Subconjuntos ]OP ~ 
algebricos de X ( I(~) • [

Ideales del] : = Ideales(~[Xl) 
anillo ~[Xl 

DEMOSTRACIÓN. Si V ~ V' son subconjuntos de X y f E ~[Xl es una función 
regular tal que f(x) = O para todo x E V', se tiene en particular que f(x) = O para 
todo x E V, es decir, I(V' ) ~ I(V). Del mismo modo, si a ~ a' son subconjuntos de 
~[Xl y x E X es tal que f(x) = O para toda f E a', se tiene en particular que f(x) = O 
para toda f E a, es decir, Z(a' ) ~ Z(a). 

Conluímos así que V H I(V) y aH Z(a) son funtores de conjuntos ordenados. 
Por otro lado, notemos que si V ~ X es un subconjunto de X y a ~ ~[Xl es un 

subconjunto de ~[Xl, entonces: 

V ~ Z(I(Vl) y a ~ I(Z(a)), 

por lo que Z( -) es adjunto izquierdo de I( -) . 
La prueba de que Z(I(-)) = idAb(X) es similar a la prueba del Teorema 1.7 de la 

página 123. ,¡. 

Por el Teorema pasado, si X es un conjunto algebraico sobre un dominio entero 
~, se tiene una adjunción entre el conjunto ordenado de abiertos de Zariski de X y 

el conjunto ordenado de ideales del anillo ~[Xl: 

Z(-) 

Ab(X) == [ Cerrados de ] o~ 
Zariski de X e 1( - ) • [

Ideales del] e Id I ( [ 1) 
anillo ~[Xl - ea es ~ X 
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Observemos que si Ves un cerrado irreducible de X, es decir, Ves no vacío y no 
se puede escribir como unión de dos subconjuntos cerrados propios, el ideal I(V) es 
primo. En efecto, si f, 9 E Jt[X] Son funciones regulares en X tales fg E I(V), se tiene 
que: 

V = Z(I(V)) ~ Z(fg) = Z(f) U Z(g). 

por lo que V = (Z( f)nV)U (Z( g)nV). Como Ves irreducible se sigue que V = Z( f)nV 
ó V = Z(g)nV, lo cual implica que V ~ Z(f) Ó V ~ Z(g), es decir, f E I(V) ó 9 E I(V). 

En particular, como un punto a de X es un cerrado irreducible, el ideal I(a) es 
primo. Más aún, si Jt es un campo, por el Teorema 1.8 de la página 124 el ideal I(a) 
es máximo. 

TEOREMA 2.2. Sea Jt un campo algebraicamente cerrado y X un conjunto alge
braico sobre Jt de tipo finito. Si o es un ideal del anillo de coordenadas de X, el ideal 
I(Z(o)) es igual al radicar de o. 

En particular, los funtores I( -) y Z( -) determinan isomorfismos de conjuntos 
ordenados: 

Ab(x) ~ [ Cerrados de 1 o~ 
Zariski de X 

[ Ideales 1 
radicales 

~ I Ql!all!s(Jt[xJ) 

J J 
[ Cerrados rp~ 

irreducibles = 
[ Ideales 1 

pnmos 

J J 
[ Puntos 1 

de X 
[ I~eales 1 

maxtmos 

DEMOSTRACIÓN. 

La igualdad I(Z(o)) = Va es conocida como el Nullstelensatz de Hilbert y su 
prueba puede ser encontrada en [Eis95]. ~ 

§2.1.2. La gavilla de funciones regulares. 
Sea X un conjunto algebraico sobre un dominio entero Jt y K el campo de frac

ciones de K Si ti es un abierto de X, una función localmente racional en ti es una 

función ti ~ K con la propiedad: 

Para todo a en ti, existe una vecindad Vade a contenida en ti 
y funciones regulares Po, qa E Jt[X], tal que para todo b E Va, 
qQ(b) # O Y f(b) = Pa(b )jqa(b) E K. 

2Recuerda que si A es un anillo y Q un ideal de A, el radical de Q es el ideal definido como 
Va = {x E j¡[X] I x T E Q para alguna T E N). También, decimos que un ideal Q es radical si Va = Q. 
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Si Ox(U) denota al conjunto de las funciones localmente racionales en U, de la 
estructura de ~-álgebra de K se puede obtener una estructura de ~-álgebra en Ox(U). 
Más aún, se sigue de la naturaleza local de la definición, que se tiene una gavilla de 
~-álgebras: 

Ab(x)OP 
ex!·) 

, ~-Alg 

U Ox(U) 

f ' l·lu 
V Ox(V) 

a la que llamamos la gavilla de funciones localmente racionales de X. 
Observemos que por el Ejemplo §3.2.3 de la página 107, el tallo OX .a de la gavilla 

de funciones localmente racionales de X en a, al que llamamos la ~-álgebra local de X 
en a, se puede identificar con el conjunto de las parejas (U, f) donde U es un abierto 
que contiene a a y f es una función localmente racional en U, módulo la relación de 
equivalencia que identifica a dos parejas (U, f) Y (V, g), si existe un vecindad W de 
a contenida en la intersección de U y V tal que fl w = glw. Denotamos a la clase 
de una pareja (U, f) en OX,a como [U, f)a. 

Notemos que si ~[Xh(a) denota la ~-álgebra que se obtiene del anillo de coorde
nadas de X, al invertir los elementos que no están en el ideal primo I(a), se tiene un 
morfismo de ~-álgebras: 

(58) ~[Xh!a) -----.-, OX,a 

f/g 1-1 ---... , [X\Z(g),f/g]a 

TEOREMA 2.3. Si X es un conjunto algebraico sobre un dominio entero, el mor
fismo (58) de arriba es un isomorfismo, es decir, la ~-álgebra local de X en a es 

isomorfa a ~[X]l(a) . 

En particular, la ~-álgebra de funciones localmente racionales de X en U, se 
puede identificar con el conjunto de las funciones: 

con la propiedad: 

Para todo a en U existe una vecindad Va de a contenida en U 
y funciones regulares fa, ga E ~[X] tal que para todo b E Vb se 
tiene que ga rt. I(b) Y 5(b) = fa/ga E ~[Xh(b)· 

DEMOSTRACIÓN. Sea [U, f)a E OX,a . De la definición sabemos que existe un 
abierto V que contiene a a y funciones regulares p, q E ~[X], tales que para todo 
b E V, q(b) "# O Y f(b) = p(b)/q(b). Se sigue que [U, f)a = [X\Z(q), p/q]a, es decir, 
(58) es suprayectiva. 
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Por otro lado, sean p/q y p'/q' elementos de .R[X]¡(a) tales que como funciones 
en X\(Z(q) nZ(q')), coinciden en una vecindad de a. Como los abiertos de la forma 
X\Z(h) donde h E .R[X) forman una base para la topología en X, se sigue que existe 
hE .R[X) tal que h(a) =1 O Y p(b)q'(b) -p'(b)q(b) = O para toda bE Z(h), es decir, 
p / q = p' / q I E .R[X]¡( a)' Esto muestrar que (58) es inyectiva. 

Por último, la interpretación de la .R-álgebra C:>x(U) se sigue de lo que ya proba-
mos y del Teorema 4.4 de la página 113. .¡. 

De la descripción de las funciones localmente racionales de X del Teorema ante
rior, podemos con luir el siguiente: 

COROLARIO 2.4. Si X es un conjunto algebraico irreducible y de tipo finito sobre 
un campo .R algebraicamente cerrado, el morfismo de .R-álgebras: 

.R[X) ------. C:>x(X) 

fl-I ---~. (a H f E .R[X]¡(a)) 

es un isomorfismo, es decir, una función localmente racional en X no es más que 
una función regular en X. 

DEMOSTRACIÓN. 

Inyectividad: 
Sean f, f' E .R[X) tales que f = f' E .R[X]¡(a) para todo a E X. Se sigue que para 

cada a E X, existe ha E .R[X)\I(a) tal que ha(f - f') = O E .R[X). 
Como la unión de los conjuntos X\Z(ha) para toda a E X es igual a X, podemos 

concluir del Teorema 2.2 de la página 131, que el ideal generado por el conjunto 
{ha}aEX es igual a .R[X) . En particular, existen al, . . . , an E X Y TI ... , Tn E .R[X) tal 
que L~=l haiTi = 1 E .R[X) . Por lo tanto, 

n n 

f - f' = L(f - fl)ha,Ti = L Ori = O E .R[X) 
i=l i=l 

Suprayectividad: 
Sea s E C:>x(X) . Se sigue de la definición que para cada a E X, existe una 

vecindad Ua de a y funciones regulares fa,ga tal que para todo bE Ua, ga f/; I(b) 

y s(b) = f a/ga E .R[X]¡(b) · 
Notemos primero que como X es irreducible, para todo a y b en X existe c E 

Ua n Ub y entonces f a/ga = fb/gb E .R[X]¡(c)' Se concluye que si .R(X) denota 
al campo de fracciones del dominio entero .R[X), para cualesquiera a y b en X se 
tiene que f alga = fb/gb E .R(X). Concluimos que s E C:>x(X) tiene asociado de 
manera natural un elemento s en .R(X), y que para probar lo deseado basta ver que 
s E .R[X). Para ello notemos que como en la prueba de la inyectividad, se tiene que 
existen al, ... , an E X Y TI ... , Tn E .R[X) tal que L~l ga¡ Ti = 1 E .R[X), por lo 
que s = L~l sga¡ Ti E .R(X). Sustituyendo a s por f ajga¡ en el l-esimo sumando, 
tenemos que s = L~=l f ai Ti E .R[X). .¡. 
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§2.1.3. Espacios localmente anillados. 
Un espacio Ji-anillado es una pareja X = (X, C)X), donde X es un espacio to

pológico y C)x es una gavilla de Ji-álgebras en X. Un espacio Ji-anillado (X, C)x) se 
dice que es un espacio localmente Ji-anillado, si el tallo C)X,a de C)x en todo a E X es 
un anillo local3 con ideal máximo ma . 

Si X = (X, C)x) es un espacio localmente ~-anillado, denotamos como ~(a) al 
campo C)X ,a/mA Y lo llamamos el campo de residuos de (X, C)x) en a . ~(a) tiene una 
estructura de Ji-álgebra. 

Si (X,Ox) es un espacio localmente anillado y U ~ X es un abierto, el espacio 
anillado (U, C)xlu) también es un espacio localmente anillado. 

Un modismo entre dos espacios ~-anillados (X, C)x) Y (Y, C)y)' es una pareja 

(fe, f9) donde X ~ Y es una función continua y C)y ~ f~c)x es un morfismo de 
gavillas sobre Y. Si (X,Ox) y (Y,Oy) son dos espacios localmente ~-anillados, un 

(fe f9) 
modismo de espacios Ji-anillados (X, Ox) ~ (Y,C)y) se dice que es un morfismo 

local, si para todo a E X el modismo de anillos asociado: 

Oy,f(a) -------.~ OX,a 

[U, S)f(a) f-I ---+o. [f- 1 (U), f~(s))a 

es un modismo local4• 
W f9) 

Se sigue entonces que un modismo (X, C)x) ~ (Y, Oy) de espacio Ji-anillados 

es un isomorfismo, si y sólo si fe es un homeomorfismo de espacios topológicos y f9 
W f9) 

es un isomorfismo de gavillas en Y. Decimos que un morfismo (X, C)x) ~ (Y, Oy) 

de espacios ~-anillados es una inmersión abierta, si existe un abierto U ~ Y tal que 
(fe, f9) induce un isomorfismo de (X, C)x ) en (U, C)ylu) : 

W,f g ) 

(X,C)x) -- (Y,Oy) 

=~ ~) 
(U, C)ylu) 

donde (ve, v 9 ) es el morfismo inducido por la adjunción del Ejemplo §3.2.1 de la 
página 107. Explícitamente, (fe, f9) es una inmersión abierta si y sólo si, fe es un 

3Un anillo local es un anillo A con un único ideal máximo mA. 

4Un modismo de anillos locales A ..!¡ B con ideales máximos mA y ms, respectivamente, se dice 
que es un morfismo local si f(mA) ~ ms 
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encaje abierto con imagen U ~ Y: 

y el modismo de gavillas: 

(v ' )· fO 
(,)ylu = (-ve).(,)y ---_o (-ve¡' o (-ve). (fe.(')x) ---+ fe.(')x 

es un isomorfismo. 
Por último, si A = {(X¡, (')x¡) ~ (X, (')x)} ¡ es una familia de inmersiones abier

tas, decimos que A es una cubierta abierta de (X, <9x) si el morfismo inducido 

es un epimorfismo, es decir, si (Uf¡t es una función sobre. 
l 

Denotamos como €spArlill~c a la categoría cuyos objetos son los espacios local
mente ~-anillados y cuyos morfismos, los morfismos locales entre ellos. 

Si X es un conjunto algebraico sobre un dominio entero ~, la pareja (X, (')x), 

donde X es el conjunto algebraico con su topología de Zariski y (')X es la gavilla 
de funciones localmente racionales en X, es un espacio localmente ~-anillado por el 
Teorema 2.3 de la página 132. 

Por otro lado, si X ~ Y es un morfismo regular de conjuntos algebraicos sobre 
W fO) 

~, se tiene un morfismo local (X,(')x) ~ (Y,(')y) entre los espacios localmente 

~-anillados correspondientes, donde fe = f Y el morfismo de gavillas (')y ~ f~((,)x) 
está definido para un abierto V de Y como: 

fO 
(')y(V) __ u_-+-. f.(,)x(U) = (')x(f- l(U)) 

s f-I -------+, S o flf - 1(U) 

Para ver que este morfismo es local, notemos que si a E X, módulo el isomorfismo 
del Teorema 2.3 de la página 132, f& se ve de la forma: 

~[Y)¡(f«a)) -------+. ~[X)¡(a) 

p j q I , (p o fe)j(p o fe) 

El resultado deseado se sigue entonces, de que el ideal máximo del anillo ~[X)¡(a) 
es igual al conjunto de las fracciones r j s donde r E 1 (a). 



136 5. Variedades Algebraicas 

El funtor así definido 

(59) 

es obviamente fiel. 

PROPOSICIÓN 2.5. Si R es un campo algebraicam ente cerrado, el Juntor (59) se 
restringe a un Juntor fiel y pleno: 

de la categoría de conjuntos algebraicos irreducibles y de tipo finito sobre R , en la 
categoría de espacios localmente R-anillados. 

DEMOSTRACIÓN . 

Este resultado se sigue del Corolario 2.4 de la página 133 y el Teorema 1.5 de la 
página 121. ~ 

§2.2. El funtor espectro primo. 
§2.2.1. Esquemas afines. 
Motivados por la sección anterior, definiremos ahora el funtor espectro primo: 

Spt«·) 
Afíl'l ,-c ----~. €spAl'lill lOC 

A 1-1 ---~. (Spec (A) , CJA ) 

El espacio topológico Spec( A): 
Si A es un anillo, el espacio topológico Spec (A) tiene como conjunto subyacente 

al conjunto de ideales primos de A: 

Spec (A) : = {p I p ideal primo de A} . 

Decimos que un subconjunto U de Spec (A) es un abierto de Zariski, si existe un 
ideal a de A tal que 

U = U(a) : = {p E Spec(A) la ~ p} 

Al complemento en X del conjunto Uta) lo denotamos como V(a) . 

PROPOSICIÓN 2.6. La familia de abiertos de Zariski son los abiertos de una 
topología en Spec (A) llamada la topología de Zariski. Más precisamente, 

1) Uta) n U(b) = U(ab). 

2) UU(ad = U (Lai ). 
iEI iEI 

DEMOSTRACIÓN. Ver [Har77] . 
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La gavilla de anillos VA : 
Si U es un abierto del espacio Spec (A), el conjunto de secciones de VA en U se 

define como el conjunto de las funciones 

U~UAp 
pEU 

con la propiedad: 

Para todo p en U ex iste una vecindad V de p contenida en U y 
elementos f, 9 E A tal que para todo q E V se tiene que 9 r:f. q y 
s(q) = f / g E Aq . 

Notemos que la estructura algebraica de los anillos A p, determina una estructura 
de anillo en VA(U). Más aún, se sigue de la naturaleza local de la definición, que la 
restricción de funciones determina una gavilla: 

Ab(Spec (A) t P (lA 
, Anillo 

U tJx( U) 

r ' l'u 
V tJx(V) 

El espectro primo de un morfismo de anillos: 

Si A ~ B es un morfismo de anillos, el espectro primo de f es el morfismo de 
(fe f9) 

espacios localmente anillados S~c (B) ~ S~c (A) definido como sigue: 

La función continua Spec (B) ~ Spec (A) ésta dada por la asignación p H f-l (p). 

Ésta es continua ya que si a es un ideal de B, ¡-1 (V (a)) es igual a V (f- l (al) . 
f 

Por otro lado, si q es un ideal primo de B, el morfismo local Af(P) -!'..¡ Bp deter-

mina un morismo de gavillas tJA ~ f~tJB definido para cada abierto U de Spec (A) 
por la formula: 

f~ (s) (q) = f q ( s W (q l) ) 

donde q E W) - l (U) Y s E tJA(U). 

PROPOSICIÓN 2.7. El Juntor espectro primo es fiel y pleno. Más aún, el Juntor 

EspAnill10C (l 
, Afín 

(X,tJx) tJx(X) 

W.( 9
) 11 , 1 f~ 

(Y,tJy) tJy(Y) 
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es su adjunto izquierdo: 

(60) 

DEMOSTRACIÓN . Ver [Har77J . 

Decimos que un espacio localmente anillado (X, (')x) es un esquema afin, si la 
counidad de la adjunción (') .., Sp!C en (X, (')x): 

'¡x.ox) 
(X, (')x) ---+, Sp!C ((,)x(X)) 

es un isomorfismo. 
Se sigue que la adjunción (60) de la Proposición de arriba, determina una equi

valencia entre la categoría de variedades algebraicas afínes, y la sub categoría plena 
de €spAl1ill 1oc cuyos objetos son los esquemas afines. En particular, un espacio local
mente anillado (X, (')x) es un esquema afín, si y sólo si (X, (')x) es isomorfo al espectro 
primo de algún anillo. 

§2.2.2. Esquemas. 

Si A es un anillo y f E A , el morfismo canónico A ~ Af, donde Af denota al 
anillo que se obtiene de A al invertir los multiplos de f, induce una inmersión abierta 

v· 
de espacios localmente anillados Sptc (Afl ~ Sptc (A). En efecto, Spec (Af) -4 
Spec (A) es un encaje abierto con imagen el conjunto U(f) = {p I f ~ p} y 'Vf induce 
un isomorfismo Avf1(P) ~ (Aflp, si p E U(f) . 

Más aún, la intersección de dos de estas inmersiones abiertas es nuevamente del 
mismo tipo. Más precisamente, si f, 9 E A, el siguiente cuadrado cocartesiano: 

Afg-Af 

i 1 
Ag+--A 

donde Af --t Afg se define como ojf" H (ogn)j(fg)n, induce un cuadrado cartesiano: 

Se sigue que si (fi)i = A, entonces {SptC(Af¡) ~ Sptc(A) L es una cubierta 
abierta por esquemas afines del espacios localmente anillados Sptc (A), cuyas inter
secciones también son afines. 

En general, llamamos a una cubierta abierta de espacios localmente anillados 

{(Xi> (')x¡) ~ (X, (')x) L una cubierta afín, si (Xi> (')x.l es un esquema afín para todo 
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i . Si un espacio localmente anillado (X, t'Jx ) tiene una cubierta afín, decimos que 
(X,t'Jx) es un esquema. 

PROPOSICIÓN 2.8. Si Scm denota a la subcategoría plena de €spArlill1oc cuyos 
$p«(. ) 

objetos son los esquemas, el funtor Afírl ( • Scm es codenso. 

DEMOSTRACIÓN . Debemos probar que para todo esquema (X, t'Jx ) el morfismo 

colím(Sp!c 1 (X,t'Jx),S~c o n 1 (X, t'Jx )) ---+. (X, t'Jx) 

inducido por la transformación natural {Spec(A) ~ (X,t'Jxl}(A.U)' es un isomorfis
mo. 

Por la naturaleza local de los espacios localmente anillados, es suficiente ver que 
para todo a E X, existe una vecindad abierta U ~ X de a tal que: 

colím(Sp!c 1 (U, t'Jxlu),Speconl (U, t'Jxl u )) - --+. (U, t'Jxlu) 

es un isomorfismo. 
Esto se sigue de que si U ~ X es un abierto y S~c (A) ~ (U, t'Jxlu) un 

isomorfismo, entonces la pareja (A, u) es un objeto final de la categoría S~c 1 
(U, t'Jxlu). ~ 

§2.3. Espacios algebraicos de Zariski. Ya que la categoría €spArlill 1oc tiene 
naturalmente una estructura de categoría canónicamente cocompleta, por el Teorema 
6.6 de la página 55, se tiene un diagrama: 

(61) 

Si (X, t'Jx) es un espacio localmente anillado, llamamos al espacio prealgebraico 
sl\(X,t'Jx) el funtor de puntos de (X,t'Jx). El conjunto de puntos K-racionales del 
funtor de puntos de (X, t'Jx) para un campo K, se identifica entonces con el conjunto: 

XK:= I1Arlillo(~(a), K), 
aEX 

es decir, con el conjunto de las parejas (a, cp) donde a E X Y ~(a) ~ K es una 
extensión de K sobre el campo local de x en a. Se sigue de esta observación: 

PROPOSICIÓN 2.9. Si (X, t'Jx) es un espacio localmente anillado, las funciones 
XK ......¡ X definidas por la asignación (a, cp) H a , determinan una biyección del 
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colímite: 

1, (Campo , con) co 1m 
K f-I -----~, X K 

en el conjunto subyacente del espacio X, donde Campo denota a la subcategoría plena 
de la categoría Anillo cuyos objetos son los campos. 

§2.3.1. Gavillas de Zariski. 
f · 

Si A es un anillo, una familia de morfismos de anillos {Ai t-2- Ah es llamada 
una cubierta de Zariski de A, si la familia inducida de espacio localmente anillados 

{ Spec (Ad~ Spec (A) } i es una cubierta abierta de Spec (A) . 

Si denotamos como hartA) a la familia de todas las cubiertas de Zariski de un 
anillo A, con los productos librados en la categoría Afín inducidos por el producto 
tensorial en Anillo , la pareja (Afín, har) es un presitio. En efecto, en primer lugar 

{A i~ A} es siempre una cubierta de Zariski de A, por lo que hartA) es diferente 

del vacío para todo anillo A. Por otro lado, si {Ai ~ Ah es una cubierta de Zariski 
de A y B ~ A es un morlismo de anillos, el cuadarado cocartesiano: 

B' <p A 

induce un cuadrado cartesiano: 

SI><' (? A,) - Sf>« tI 
Spec(B) , Spec(A) 

por lo que {B ~ Ai -- B} es una cubierta de Zariski de A. Por último, la 

propiedad de estabilidad por composición es inmediata. 
Un espacio prealgebraico X el cual es una gavilla en el presitio (Afín, Jzar) , es 

llamado una gavilla de Zariski. Denotamos como Shzar a la subcategoría plena de 
€spPAlg cuyos objetos son las gavillas de Zariski. 

Puede probarse fácilmente la siguiente: 
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PROPOSICIÓN 2.10. Elfuntor de puntos de un espacio localmente anillado (X, (9x) 
es una gavila de Zariski. En particular, se tiene un diagrama: 

€spAnill 10C 

7: l s~ 
Afín c'---_.,----__ ,;.. Shzar X-

§2.3.2. Espacios algebraicos de Zariski. 
Si A es un anillo y a es un ideal A, la inmersión abierta 

de espacios localmente anillados, induce un monomorfismo de funtores 

Un morfismo de espacios prealgebraicos X ~ ~ se dice que es una inmersión 
abierta, si <p es un monomorfismo y para todo morfismo XA ~ ~ existe un ideal a 
de A tal que u' (X) es isomorfo a Xa, es decir, tal que haya un cuadrado cartesiano: 

Si X es un sub espacio prealgebraico de ~ y la inclusión X ~ ~ es una inmersión 
abierta, decimos que X es un subespacio abierto de~ . Se sigue que un morfismo 
X ~ ~ es una inmersión abierta, si y sólo si <p es un monomorfismo y su imagen es 
un subespacio abierto de ~. 

Por una cubierta abierta de un espacio prealgebraico X, entendemos una fa
milia de inmersiones abiertas {Xi ~ X}i tal que la función inducida de puntos 
K-racionales: 

Uu,(K) 
¡ 

UXdK) --__ o X(K) 
i 

es un epimorfismo de conjuntos, para todo campo K. Una cubierta abierta {Xi ~ 
XL de X es llamada una cubierta afín de X, si Xi es un espacio algebraico afín para 
toda i. 

Por ejemplo, una cubierta afín {S~c(Ad ~ (X,(9x)L de un esquema (X,(9x) 
determina una cubierta afín del funtor de puntos de (X, (9x). En efecto, en primer 
lugar como Ui es un monomorfismo, se sigue fácilmente que SI\(Ui) también es mono. 

Por otro lado, de la Proposición 2.8 de la página 139, un morfismo XA ~ sl\(X, (9x) 
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1\ (,pe ,pg) 
es de la forma s (We , W9 ) para algún morfismo Sptc (A) ~ (X, (9x). Entonces, 
si 

(We)-l (Spec (Ad) = U(a¡) ~ Spec (A) 

el siguiente cuadrado cartesiano: 

(Spec (A), (9A) --.--+. (X, (9x) 

determina un cuadrado cartesiano: 

por lo que {TAl s~) sl\(X, (9x) L es una familia de inmersiones abiertas. Por 
último, no es difícil ver que todo morfismo de espacio localmente anillados Spec (K) -+ 

(X, (9x) donde K es un campo, se factoriza como: 

Sptc (K) ----+- (X, (9x) 

~ Jlli 
Sptc(Ad 

para algún Spec (Ad~ (X, (9x) , es decir, 

{TAl s~) sl\(X, (9x) L 
es una cubierta afín de sl\(X, (9x). 

Concluimos que si €spAlgzar denota a la subcategoría plena de la categoría de 
espacios prealgebraicos, cuyos objetos son las espacios algebraicos de Zariski, es 
decir, las gavillas de Zariski que tienen una cubierta afín, por la Proposición 2.8 de 
la página 139 y la Proposición 2.10 de la página 140, se tiene un diagrama: 
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§2.3.3. Descripción del Juntor s/\. 

Ahora queremos mostrar que si X es un espacio prealgebraico con una cubierta 
afín, entonces $/\(X) es un esquema. Para ello daremos una mejor descripción del 
espacio localmente anillado $/\(X) al que denotamos como (xe, X9). 

El conjunto xe: 
Por definición, el conjunto subyacente del espacio topológico xe es el colímite de 

la gráfica: 

L lX----~) COII 

(A, u) 1 ) Spec (A) 

mientras que por la Proposición 2.9 de la página 139, el conjunto subyacente del 
espacio Spec (A) se identifica con el colímite de la gráfica: 

Campo ----+-. COII 

K 1-1 -------+-. XA (K) 

Como colímites conmutan con colímites, se concluye del isomorfismo entre X y 
colím (X_ 1 X, X_ o (7t 1 X)), que el conjunto subyacente del espacio topológico Xe se 
puede identificar con el colímite de la gráfica: 

Campo ----~. COII 

K If--------+-. X (K) 

En otras palabras, se tiene una biyección: 

X
e 

== ( U X(K)) / -
KECompo 

donde - es la relación de equivalencia más pequeña que identifica a u E X(K) con 

u' E X(K'), si existe una extensión de campos K~ K' tal que X(cp)(u) = Uf . 

Denotamos al cociente como: 

U X(K) ~ Xe 

KECompo 

La topología de xe : 
Si U es un subconjunto de xe, denotamos como Xlv al subespacio prealgebraico 

de X definido en un anillo A como: 

Xlv (A) : = { a E X(A) I VA ~ K con K campo, 7tx (X( cp)( al) E U} 

Recíprocamente, si ~ ~ X es un sub espacio prealgebraico, denotamos como UII 

al suconjunto de xe definido como 7t ( IJ~ (K) ). 
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Puede verse fácilmente que estas asignaciones U H xlu y ~ H U¡¡, determinan 
una adjunción de conjuntos ordenados, con XI _ fiel y pleno: 

u_ 

~ 
(62) subeo• (Xe

) ( • sub€SPAlyz .. (X) 
XI _ 

Más aún, 

PROPOSICIÓN 2.11. La adjunción (62) de arriba determina una equivalencia en
tre el conjunto ordenado de subconjuntos abiertos de xe y el conjunto ordenado de 
subespacios abiertos de X. 

DEMOSTRACIÓN . Basta probar las siguientes dos condiciones: 

(i) U <:::: xe es un subconjunto abierto si y sólo si Xlu <:::: X es un subespacio 
abierto. 

(ii) Si '¡j <:::: X es un subespacio abierto, entonces Xlu~ = '¡jo 

Prueba de (i): 

Sea U un subconjunto de Xe . Por definición, el subespacio Xlu es un subespacio 
abierto de X si y sólo si, para cualquier anillo A y todo morfismo XA ~ X, existe un 
ideal a de A y un cuadrado cartesiano: 

Xo ~ Xlu 

~. r r 
XA ~X 

Ya que para todo anillo B, el conjunto de puntos B-racionales del producto fibrado 

u*( Xlu) se puede identificar con el conjunto de los morfismos Spec(B) ~ Spec(A), 
que se fractorizan como en el diagrama: 

fe 
Spec (B) ---- Spec(A) 

se sigue que Xlu es un sub espacio abierto de X si y sólo si, para cualquier anillo A 

y todo morfismo XA ~ X, (SI\(u)erlu es un subconjunto abierto de Spec (A), es 

decir, (SI\(u)e) -l u = Uta) para algún ideal a de A. 
Concluimos de la definición de la topología de xe, que Xlu es un subespacio 

abierto de X si y sólo si U es un abierto de xe. 
Prueba de (ii): 

Notemos primero que en general, si ~ <:::: X es un subespacio, entonces ~ <:::: Xlu~' 

Por otro lado, del Lema de Yoneda se puede ver que para todo anillo A, 

Xlu~ (A) == {XA ~ Xl VK campo uj(1 (~(Kl) = XA(K)} 
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para todo anillo A, por lo que para probar lo deseado basta ver que si l/ ~ X es un 
sub espacio abierto entonces, para todo morfismo XA ~ X en Xlu~ (A), se tiene que 

ua! (l/(B)) = XA(B) para todo anillo B. 
Esto se sigue fácilmente de que si l/ ~ X es un sub espacio abierto, para todo 

morfismo XA ~ X existe un ideal 0u de A, con la propiedad que ua1 (l/(B)) = 

XaJB) para todo anillo B. En efecto, si XA ~ X es un morfismo en Xlu ~ (A), 

se tiene que u;: 1 (l/(K)) = XA(K) y u;:1 (l/(K)) = XaJK) para todo campo K, es 
decir, Xau(K) = XA(K) para todo campo K. Concluimos que U(ou) = A , por lo que 
ua1 (l/(B)) = XA(B) para todo anillo B. ~ 

La gavilla X9: 
La siguiente Proposición da una descripción de la gavilla X9: 

PROPOSICIÓN 2.12. La gavilla X9 es canónicamente isomorfa a: 

DEMOSTRACIÓN. Por definición X9 es la gavilla asociada a la pregavilla U H 

X9(Ul, donde X9(U) es igual al colímite: 

Para mostrar lo deseado basta probar entonces los siguientes enunciados: 

(i) El anillo X9(U) es isomorfo a €spAlgzar ( Xlu ,Ai) = C)xlu para todo abier
to U de Xe . 

(ii) La pregavilla U H €spAlgzar ( Xlu ,Ai) = C)xlu es una gavilla. 

Prueba de (i) : 
Sea U un abierto de xe. Para mostrar lo deseado notemos primero que como se 

tiene un diagrama: 

para todo objeto (A, u) en X-l X, se tiene un isomorfismo: 
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Por lo tanto, el anillo X9 (U) es isomorfo al colímite: 

calím 
( 

LLX • Anilla
op 

=Afín ) 

(A,u) ~ €s~Algz .. ( XAI('l\luJ<) - I u,Ai ) 

Por otro lado, como el funtor eL = €s~Algzar (-, AD conmuta con colímites 
viendolo como un funtor de €s~Algzar en Afín, y el colímite: 

( 

LLX -- €s~Algz ) 
rolím u 

(A,u) ~ XAI('l\luJe) - l u 

es canónicamente isomorfo a Xlv , se concluye que X9 (U) es isomorfo al anillo C)Xl
u 

= 
€s~Algzar( Xlu ,Ai)· 

Prueba de (ii): 
Esta afirmación puede ser reducida al siguiente: 

LEMA 2.13. Si X es una gavilla de Zariski, para todo anillo A, la pregavilla: 

Ab(Spec(A) fP -----+-. Con 

es una gavila de conjuntos. 

DEMOSTRACIÓN. Debemos probar que para todo abierto Uta) de Spec(A) y 
toda cubierta {U(ad}i de Uta), la siguiente sucesión es exacta: 

(63) 

Como los abiertos de la forma U(f) para f E A constituyen una base para la 
topología de Spec (A), basta probar que la sucesión (63) de arriba es exacta cuando 
ai = (fi ), es decir, basta probar que si a es un ideal de A y (fih = a, entonces 

es exacta. 
Para probar esto, notemos primero que el isomorfismo canónico: 

_ l' (x_ LX ----+- €spPAlg ) 
Xo = co 1m 

(B,u)~XB 

induce un isomorfismo: 

_ ' (X _LX ----+- €spPAlg ) 
XAf = cohm 

(B,u) ~ XB U1 f) 
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para todo f en a. 
Se sigue entonces de que Shzar (-, X) conmuta con límites como un funtor de 

Sh~~r en Con y de que límites conmutan con límites, que basta probar que para todo 
objeto (B, u) en X_ 1 Xa, la sucesión: 

es exacta. 
Pero esto es cierto ya que el morfismo A ~ B cumple que B = Bu(A) = ,LBu(fil, 

es decir, {Bu(f¡) t- B L es una cubierta de Zariski de B y X es una gavilla de 
Zariski. .¡. 

De la descripción del funtor s/\ dada arriba, se sigue que una cubierta afín 
{XA ¡ -l X}i de un espacio prealgebraico X, determina una cubierta afín {SptC (A;) -l 
s/\(X) L del espacio localmente anillado s/\(X). En otras palabras, se tiene un dia
grama: 

Sptc~Scm 

/; 15 /\1 

Afín ( • €spAlgZar x_ 

Más áun, 

TEOREMA 2.14. La adjunción: 

es una equivalencia de categorías, entre la categoría de esquemas y la categoría de 
espacio algebraicos de Zariski. 

DEMOSTRACIÓN. Basta ver que si X es un espacio prealgebraico con una cubierta 
afín {XA ¡ -l XL, la unidad de la adjunción s/\ ., s/\ en X: 

es un isomorfismo de espacios prealgebraicos. 
Para ello notemos que si identificamos al dominio de la inmersión abierta XA ¡ -l 

X con su imagen, el morfismo de espacios prealgebraicos r¡XIXA¡ es un isomorfismo 
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sobre s/\ o s/\(XA¡), pues 11XA ¡ es un isomorfismo: 

Un inverso de 11x puede ser construido entonces utilizando el Lema 2.13 de la 
página 146. ..¡. 
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