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| ntroduccion

El presente trabajo estd dividido en dos partes. En la primera, que consiste
de los primeros dos capitulos, se presentan preliminares de la teoria de categorias
hasta llegar al concepto de Extension de Kan. Particularmente, se estudia el caso
de extensién de Kan a lo largo del encaje de Yoneda:

Dada una categoria pequena € y un funtor € 2, D con D una ca-
tegoria cocompleta, se construye una pareja adjunta de funtores
Fa - F, donde F extiende a F a lo largo del encaje de Yoneda:

(Kan) D
%
/; “H 7

e T Con®”

Aplicaciones de este problema son tratadas en la segunda parte.

En el Capitulo 3, definimos el funtor espacio clasificante cat s Top y describimos
una estructura celular en BC, la cual tiene como O-celdas a lo objetos de € y como
I-celdas a sus morfismos distintos de las identidades.

También, mostramos que el grupo fundamental del espacio BC respecto de un
objeto a de €, es el grupo de automorfismos de a en la categoria de fracciones que se
obtiene de €, al formalmente invertir todos sus morfismos. En particular, el grupo
fundamental del espacio clasificante de un grupoide G en un objeto a, es isomorfo al
grupo de automorfismos de a en §.

En el Capitulo 4, después de definir la categoria de gavillas en un sitio, considera-
mos el ejemplo del sitio asociado a un grupoide etale. Utilizando (Kan) mostramos
entonces que la categoria de gavillas en un grupoide etale G, es equivalente a la
categoria de homeomorfismos locales sobre G con una accién de G.
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viii Introduccién

Por 1ltimo, en el Capitulo 5 se observa que para todo anillo £, la imagen escencial

TA
del funtor .ﬁwAlg&» ConR8°" consiste de los funtores de ceros de sistemas de
ecuaciones polinomiales sobre &, y se obtiene de (Kan) un diagrama:

Sem
Fa l < 0 E
Anillo #, ConAnilloop

que determina una equivalencia entre la categoria de esquemas Scm y la categoria de
espacios algebraicos de Zariski. Con esto, se ve a la categoria de esquemas como una
extension de la categoria de funtores de ceros de sistemas de ecuaciones polinomiales.

Resta decir que por razones que se escaparon de las manos de su realizador, este
trabajo no lleva el nombre mas correcto:

Extensiones de Kan en topologia y geometria
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CAPITULO
1

Cutegorias

1. Universos y Categorias

§1.1. Universos. Para evitar algunos problemas que se presentan usualmente
en la teoria de conjuntos cuando manipulamos con poco cuidado a las categorias,
adoptaremos la convencién de trabajar con el concepto de universo (ver Capitulo 1
de [Bor94] y Apéndice de Exposicién I de [AGV70]).

Para ello supondremos la teoria de conjuntos segin los axiomas de Zermelo-
Frenkel y definimos un universo como un conjunto { con las siguientes propiedades:

(i) Six €y yy € U entonces x € .

(i1) Si {x;}ie1 es una familia de elementos de U con conjunto de indices I € U,
entonces la unién | J{xi}ic1 también estd en U.

(iii) Si x € U entonces P(x), el conjunto potencia de x, también es un elemento
de U.

(iv) El conjunto N := {0:=0,1:=0U{0},2 := 1U(1},... }, de los niimeros
naturales, es un elemento de I4'.

Entre las propiedades de los universos, se tienen las siguientes:

(i) Six Cyyy €U entonces x € U.

(ii) Si x,y € U entonces la pareja ordenada (x,y) := {{x},{x‘g}}, también es
un elemento de U.

(iti) Si {xi}ie1 es una familia de elementos de U con conjunto de indices I € U
entonces la union ajena | [x; también estd en U.

i€l

(iv) Si {xi}ie1 es una familia de elementos de I{ con conjunto de indices I € U

entonces el producto cartesiano []x; también pertenece a U.
i€l

(v) Si x,y € U entonces cualquier subconjunto del conjunto de funciones de x

en y es un elemento de Y.

!Este enunciado es equivalente a: I{ tiene un elemento de cardinalidad infinita

1



2 1. Categorias

Resulta que en una teoria de conjuntos y universos el siguiente enunciado no se
sigue de los axiomas, por lo que lo supondremos como un postulado mas.

EXISTENCIA DE UNIVERSOS: Todo conjunto es un elemento de algiin uni-
verso.

Notemos entonces que dado un universo Y existe un tnico universo 4+ llamado
universo sucesor de U (ver [DHK]), con las propiedades:

(i) U elU*
(ii) Si U’ es otro universo tal que U € U’ entonces Ut C U’

En efecto, la unicidad es inmediata de (ii). Para mostrar la existencia considera
un universo V tal que i € V y define U = (W universo | f € W C V}. Entonces
U™ es un universo tal que U € U™ y si U’ es otro universo tal que U € U, por el
axioma sobre la existencia de universos, existe un universo V' tal que ',V C V', por
lo tanto U+ = [Y{W universo | Y € W C V} =[}{W universo | U e W C V'} C U

Por 1ltimo, si I es un universo, llamamos conjuntos U-pequenos a los elementos
de U.

§1.2. Categorias. En este trabajo por una categoria entendemos una categoria
cuya coleccién de objetos forma un conjunto. Si I es un universo, una U-categoria
pequena es una categoria cuyo conjunto de objetos y conjunto de morfismos entre cua-
lesquiera dos objetos de ella son U-pequenos. Una U-categoria es una U-categoria
pequeiia cuyo conjunto de morfismos entre cualesquiera dos objetos de ella es U-
pequeno.

Ejemplos:

Sea U un universo.

§1.2.1. Los conjuntos U-pequenios y las funciones entre ellos forman una U-
categoria a la que denotamos Cony.

§1.2.2. Un espacio topoldgico U-pequenio es un conjunto U-pequefio con una
estructura de espacio topoldgico. Los espacios topoldgicos U-pequenios y las funciones
continuas entre ellos forman una U-categoria a la que denotamos Top,,.

§1.2.3. Las U-categorias (resp. U-categorias pequenas) y los funtores entre ellas
forman una U™*-categoria (resp. U-categoria) a la que denotamos Caty, (resp. caty).

§1.2.4. Un grupoide U-pequerio es una U-categoria pequena con la propiedad
que cualquiera de sus morfismos es un isomorfismo. Los grupoides l{-pequefios y los
funtores entre ellos forman una U-categoria a la que denotamos Grpdu.

§1.2.5. Un monoide U-pequenio es una U-categoria pequena con la propiedad
que su conjunto de objetos consiste de un tnico elemento. Los monoides U-pequenos
y los funtores entre ellos forman una U-categoria a la que denotamos Mondy,.

§1.2.6. Un grupo U-peguerio es una monoide U-pequeiio que también es un gru-
poide U-pequenio. Los grupos U-pequenos y los funtores entre ellos forman una
U-categoria a la que denotamos Grp,,.
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§1.2.7. En todo el trabajo cuando hablemos de un anillo entenderemos que el
anillo es un anillo con uno y que los morfismos de anillos mandan el uno en el uno.

Un anillo U-pequerio es un conjunto U-pequeno con la estructura de un anillo.
Los anillos U-pequenos y los morfismos de anillos forman una {-categoria a la que
denotamos Anilloy.

Del mismo modo, los anillos U-pequefios abelianos y los morfismos de anillos
entre ellos forman una U-categoria a la que denotamos como Anilloy, .

§1.2.8. Si R es una anillo U-pequeno, un R-mddulo izquierdo U-pequerio es un
conjunto U-pequeno con la estructura de un R-médulo izquierdo. Los R-mdédulos
izquierdos U-pequetios y las funciones entre ellos que respetan la estructura de R-
médulo izquierdo forman una U-categoria a la que denotamos R-Mody,.

§1.2.9. Categoria Opuesta. Si € es una categoria, denotamos por C°P a la cate-
goria opuesta, es decir, a la categoria que tiene los mismos objetos que € pero tal que
€°(a,b) = €(b, a). Observemos que si € 3 Desun funtor, se tiene canénicamente
un funtor € L3 Dop,

Es inmediato que si € es una U-categoria (resp. U{-categoria pequeia) entonces
C°P también. De este modo se tienen funtores Caty s Caty y caty =y caty, los
cuales son isomorfismos.

§1.2.10. Categoria de Funtores. Si € y A son dos categorias denotamos como
A€ a la categoria cuyos objetos son los funtores de € en A y cuyos morfismos las
transformaciones naturales entre ellos.

Podemos ver que:

(i) Si @ y A son U-categorias pequeiias entonces A€ también.
(ii) Si € es una U-categoria pequefia y A es una U-categoria entonces A° es
una U-categoria.
(iii) Si € y A son U-categorias entonces A€ es una U*-categoria pequeiia.
T
Recordemos ahora que un funtor € 2y @’ determina un funtor A 43 A€ donde
A%(G) =G0 F y A¥(n) =n +F. Del mismo modo, un funtor A 2, A’ determina un
L4

funtor A€ 55 A€ donde F€(G) = Fo Gy F8m) = Fxn. Se sigue que si A es una
U-categoria hay un funtor caty 2 Cat;/ y que si € es una U-categoria pequena,

hay funtores caty = caty y Caty = Cay.

§1.2.11. Categorias Preaditivas. Si A es una categoria, decimos que A es una
categoria preaditiva si para cualesquiera dos objetos x y y de A el conjunto de
morfismos A(x,y) tiene dada una estructura de grupo abeliano al que denotamos
Agz(x,y) y tal que para cualesquiera tres objetos x, y y z en A la composicién
Az(x,u) x Azly,z) — Az(x,z) es una morfismo de grupos en cada variable. Si A
es una l-categoria (resp. U-categoria pequenia) y una categoria preaditiva, decimos
que A es una U-categoria preaditiva (resp. l{-categoria preaditiva pequeiia). Por
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ejemplo, la U-categoria R-Mody, es una U-categoria preaditiva donde la suma de dos
morfismos con el mismo dominio y codominio se define puntualmente.

Si ahora A y B son dos categorias preaditivas y A 3, Besun funtor, decimos que
F es funtor aditivo si para cualesquiera dos objetos x y y en A la funcién inducida
Az(x,y) = Bz(F(x),F(y)) es un morfismo de grupos.

Las U-categorias preaditivas (resp. U-categorias preaditivas pequenas) y los fun-
tores aditivos entre ellas forman una U*-categoria (resp. U-categoria) a la que de-
notamos Z-Caty (resp. Z-caty).

Observemos que si A es una categoria preaditiva, para cualquier objeto x en A
el grupo abeliano de endomorfismos Az(x,x) tiene una estructura de anillo, donde
la multiplicacién estd dada por la composicién de morfismos. Del mismo modo, para
cualesquiera dos objetos x y y de A el grupo abeliano de morfismos Az(x,y) tiene
una estructura de Ag(x, x)-médulo izquierdo y de Agz(y,y)-médulo derecho.

Si R es un anillo i{-pequeno podemos asociarle a R una U-categoria preaditiva
pequenia, la cual tiene un tinico objeto cuyo conjunto de endomorfismos es igual a R.
Esta asignacién se extiende canénicamente en un funtor fiel y pleno Anilloy, — caty
andlogo a los funtores Mondy, — caty y Grp,, — Grpd,,.

Por 1iltimo, observemos que si € es una categoria preaditiva la categoria opuesta
GO tiene naturalmente una estructura de categoria preaditiva. También, si C es
una categoria y A es una categoria preaditiva, A es una categoria preaditiva donde
n+7’ se define como {(n+n')x =nx +T|;}x.

2. Subobjetos y Cocientes

§2.1. Conjuntos Parcialmente Ordenados. Una categoria € con la propie-
dad que el conjunto de morfismos entre cualesquiera dos objetos de ella contenga
a los mds un elemento es llamada un conjunto parcialmente ordenado. Si € es un
conjunto parcialmente ordenado llamamos al conjunto de objetos de C el conjun-
to subyacente del conjunto parcialmente ordenado y si x y y son elementos de este
conjunto escribimos x < y siempre que exista un morfismo en € de x en y.

Los conjuntos parcialmente ordenados U{-pequeios y los funtores entre ellos for-
man una U-categoria a la que denotamos ConPOy,. El funtor fiel y pleno ConPOy —
caty tiene un adjunto izquierdo:

e Ty <1
ConPOy = caty

que a cada U-categoria pequena C asocia el conjunto parcialmente ordendo U-pequefio
que tiene como conjunto subyacente al conjunto de objetos de €, y donde x < y siem-
pre que exista al menos un morfismo en € de x en y.

Un conjunto parcialmente ordenado con la propiedad que dos sus elementos son
isomorfos si y s6lo si ellos son iguales es llamado un conjunto ordenado. Los conjuntos
ordenados U-pequefios y los funtores entre ellos forman una U-categoria a la que
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denotamos ConOy. En este caso el funtor fiel y pleno ConOy — ConPOy también
tiene un adjunto izquierdo:

n

AT
ConOy—— ConPOy

que a cada conjunto parcialmente ordenado U-pequeno € asocia el conjunto ordenado
cuyo conjunto subyacente es el conjunto de clases de isomorfismo de objetos de €, y
donde [x] < [y] siempre que exista un morfismo en € de x en y.

§2.2. Categoria Dirigida. Si € %) D es un funtor entre categorias y d es un
objeto en D, denotamos como F | d a la categoria coma en d a través de F, es decir,
a la categoria cuyos objetos son las parejas ordenadas (a,u) donde a es un objeto
en €y u € D(F(a),d) es un morfismo en D, y donde el conjunto de morfismos
F 1 d((au), [a’,v}) entre cualesquiera dos objetos (a,u) y (a’,v) consiste de los
morfismos f € €(a, a’) en C tales que vo F(f) = u.

Observemos que esta categoria viene acompanada de un funtor canénico F |
dXeal que llamamos la proyeccidn en € y que esta definido como 7 | d(a,u) := a.

Del mismo modo, denotamos como d | F a la categoria cocoma en d a través
de F, es decir, d | JF es la categoria opuesta de la categoria coma en d a través del
funtor € 13 DOP. En este caso denotamos a la proyeccién en € como d | F.

Si las categorias € y D son iguales denotamos a la categoria coma (resp. cocoma)
en un objeto d a través del funtor identidad como € | d (resp. d | €).

Notemos que:

(i) Si € es una U-categoria pequena y D una U-categoria, F | d y d | F son
U-categorias pequenas.
(ii) Si € y D son U-categorias, F | d y d | F también son U-categorias.

Concluimos que si € 2, D es un funtor de una U-categoria pequena € en una
U-categoria D, la asignacién que a cada objeto d en D asocia la pareja (F | d,7t | d)
(resp. (d | F,d | m)) se pude completar en un funtor:

(1)

D——>caty | © D —+ (caty | €)%
d (Fld,m]d) d (dlF,d]ln)
P l—*l:ﬂ@ wll—-—]wlﬂf

d' (Fld,mn|d) resp. g (dled |n)
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donde F | ¢ (resp. ¢ | F) esta definido como sigue:

= Flda—, 5 15 4,5
(a,u) (a,pou) (a,u) (a,uo )
fli"—‘—'———“‘lf fl|_—""lf
(a",u) (a',@ou) resp. (a’,u) (a’,u' o @)

§2.3. Subobjetos y Cocientes. Sea C una categoria. Sia £, b es un morfismo
en € decimos que f es un monomorfismo (resp. epimorfismo) si f se cancela por la
izquierda (resp. derecha), es decir, si la igualdad fo @ =fo (resp. gof=1YPof)
implica la igualdad ¢ = 1.

Es inmediato que los morfismos identidad de € son monomorfismos (resp. epi-
morfismos) y que la composicién de monomorfismos (resp. epimorfismos) es un
monomorfismo (resp. epimorfismo), por lo que los objetos de € y los monomorfismos
(resp. epimorfismos) entre ellos forman una categoria a la que denotamos Cpono
{I'BSp. eepi)-

Si x es un objeto de C, la categoria Crono L X (resp. x | Cepi) es denotada Sube(x)
(resp. Coce(x)) y llamada la categoria de subobjetos (resp. cociente) formales de x
en €. Asi, un subobjeto (resp. cociente) formal de x en € es una pareja (a,u) donde
a 5 x es un monomorfismo (resp. epimorfismo) en €.

Ahora, si € es una U-categorfa pequeiia, Subg(x) (resp. Coce(x)) también es
una U-categoria pequena. Mas aiin, por la propiedad que cumplen los monomor-
fismos (resp. epimorfismos) se sigue que Subg(x) (resp. Coce(x)) es un conjunto
parcialmente ordenado U-pequenio. Al conjunto ordenado U-pequeiio 7 (Subg(x))
(resp. n (Coce[x}}) de clases de isomorfismo de objetos de Subg(x) (resp. Coce(x))
lo denotamos como subg(x) (resp. coce(x)) y lo llamamos el conjunto U-pequeiio de
subobjetos (resp. cocientes) de x en C. Asi, un subobjeto (resp. cociente) de x en €
es una clase de subobjetos (resp. cocientes) formales de x en € médulo la relacién
que identifica a dos parejas (a,u) y (b,v) si existe un isomorfismo a 9 b tal que
vop=1u

Ejemplos:

§2.3.1. Conjuntos. En la U-categoria de conjuntos U-pequefios los monomorfis-
mos (resp. epimorfismos) son las funcién inyectivas (resp. suprayectivas). Si X es un
conjunto U-pequeio, el conjunto ordenado U-pequeiio subpy, (X) (resp. coceq, (X))
es isomorfo al conjunto U-pequeno de subconjuntos de X (resp. de relaciones de
equivalencia en X) ordenado por contencién.
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§2.3.2. Epacios Topologicos. En lal-categoria de espacios topologicos U-pequenos
los monomorfismos y los epimorfismos son las funciones continuas inyectivas y su-
prayectivas, respectivamente.

Si X es un espacio topolégico U-pequeiio, el conjunto ordenado U-pequeno de
subobjetos de X en Top es isomorfo al conjunto U-pequenio de las parejas (A,T)
donde A es un subconjunto de X y T es una topologia en A tal que la inclusién
A — X es continua y donde (A,T) < (B,T’) si A estd contenido en B y la funcién
inducida A — B es continua.

Por otro lado, el conjunto ordenado U-pequefio de cocientes de X en Top es
isomorfo al conjunto U-pequeiio de las parejas (R,T) donde R es una relacién de
equivalencia en X y T es una topologia en el cociente X/R tal que la funcién inducida
X — X/R es continua y donde (R,T) < (S,7’') si R estd contenida en S y la funcién
inducida X/R — X/S es continua.

§2.3.3. Categorias de Funtores. Sean €y D dos categorias y ¥ = G un morfismo
en D€, Si para todo objeto a en € el morfismo F(a) Jay G(a) es un monomor-
fismo (resp. epimorfismo) en D, es inmediato que 1 es un monomorfismo (resp.
epimorfismo) en DE.

Si ahora D = Con puede verse reciprocamente que si F = G es un monomorfismo
(resp. epimorfismo) en Con® entonces F(a) 2% G(a) es un monomorfismo (resp.

epimorfismo) en Con para todo objeto a en €. En particular, si € 2, Conesun funtor,
el conjunto ordenado U-pequeno de subobjetos (resp. cocientes) de F en Con® esta

en correspondencia biyectiva con el conjunto U-pequeno de familias X = {X{a] }aE &

(resp. R = {R(a)}ﬂeeo) indexadas por los objetos de €, tales que X(a) C F(a)
{resp. R(a) es una relacién de equivalencia en 3'[(1}) y con la propiedad que para

todo morfismo a - b en € la funcién F (a) i) F(b) se restrinje en una funcién
X(a) — X(b) (resp. se factorice en una funcién F(a)/R(a) — F(b)/R(b)). Aqui,
X <Y (resp. R < S) si y sélo si X(a) C Y(a) (resp. R(a) C S(a)) para todo objeto
aen C.

3. (Co)Pregavillas Representables

Si € y A son dos categorias a la categoria ACE® (rp. (ﬂe)op ) la denotamos como
Pre(€) 4 (resp. coPre(€),) y llamamos a sus elementos pregavillas en € con valores
en A o A-pregauvillas en € (resp. copregavillas en € con valores en A o A-copregavillas
en ). Entonces (Pre (C)4 )°p = coPre (C°P) ,.

§3.1. Encaje de Yoneda. Sea C una l{-categoria.

A la U*-categoria pequena de Cony-pregavillas (resp. Cony-copregavillas) en € la
denotamos como Pre (€),, (resp. coPre (€),,) y llamamos a su elementos U-pregavillas
(resp. copregavillas) en €.
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Observemos que todo objeto x en € determina canénicamente una U-pregavilla
y una U-copregavilla en € definidas como en los diagramas:

©op =0 Cony e = Cony
a €(a,x) a €(x,a)

f‘l————!—l —of Y flk———-ﬁ-\ fo—
b €(b,x) b C(x,b)

respectivamente, de modo que estas asignaciones se extienden en funtores:

3) e — - Pre(C)y, e — coPre(€),,
x xA X xv
wll—*l«po— ¥ wll—*‘—w
y yh Y yVv

LEMA DE YONEDA 3.1. La transformacion natural:

G x Pre (@) coPre (€)P x €
Pr(@)(-"—)| = |eval woPre(C)(—,-Y)| = |eval
Cony resp. Cony

definida para un objeto x en € y una U-pregavilla (resp. U-copregavilla) F como la

asignacion:
(4)
Pre (@) (xN, F) —— F(x) resp.  coPre (@) (F,xY) —— F(x)
N———— nx(idy) N ———— nx(idy)

es un isomorfismo.
En particular K> y hY son fieles y plenos.

DEMOSTRACION. Si x» =% F (resp. x¥ = F) es una transformacién natural,
para todo objeto a en € y todo morfismo ¢ € €(a,x) (resp. @ € C(x, a}) el siguiente
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cuadrado es conmutativo:

€(x,x) . F(x) e(x,x) LY F(x)
_.or.p' {FI‘P) (pc_l l]_—(‘p)
C(a,x) = F(a) resp. C(x,a) — F(a)

por lo que se tiene la igualdad nq(p) = F[(p}(nx[idx}). Esto prueba que (4) es una
biyeccion.

Para probar que esto implica que el funtor h”* (resp. hv) es fiel y pleno, ob-
servemos que si x y y son dos objetos objetos de €, la funcién (4) con F = y”
(resp. F =1y") es inversa de la funcién €(x,y) — Pre(€) (x\,y”™) (resp. C(y,x) —
coPre (€) (yV,x")) definida por h (resp. hY). )

Més generalmente, si D es una U-categoria y F: € — D es un funtor, cada objeto
d en D determina canénicamente una U-pregavilla y una l{-copregavilla en C:

N N
©op il Cony e T Cony
a D(F(a),d) a D(d,F(a))
f I—Fl—-o?[f} Yy f P—-)-l?[f]o—
b D(F(b),d) b D(d, F(b))

respectivamente, de modo que también estas asignaciones se extienden en funtores:

() p -2 Pre(e), D -+ coPre (€),,
d FN4) d FV(a)
9 F——~———*—lqm— y ® l—h‘—oqj
d FNQ') a FV(d)

Los funtores (3) y (5) estdn relacionados en los siguientes diagramas:

D

|
g 21

y 8V % |

2% ¥
EL———”V—- coPre (C),, ,
h
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donde las transformaciones naturales 8" y 8V se definen para x y a objetos en €
como las funciones inducidas por F:

(80)a (8Y)a
€(a,x) == D(F(a),F(x)) y €(x,a) == D(¥(x),F(a)) ,
respectivamente. En particular, si F es fiel y pleno o F=hy FVoF =hV.
Reciprocamente:

TEOREMA 3.2. Sean € y D dos U-categorias. Si € %D esun funtor, las si-
guientes condiciones son equivalentes:
(i) F es fiel y pleno.
(ii) Eziste un isomorfismo o F = h/\,
(iii) Eziste un isomorfismo ¥ oJF =hV.

DEMOSTRACION. Falta probar que (ii) (resp. (iii)) implica (i). Para ello obser-
vemos primero que si a y b son dos objetos de €, la funcién inducida por F/ (resp.
3'-\"):

D(3(a), F(b) - Pre (€} (3/(3(a)),57(3(b)))

(resp. D(F(a),5(b)) — coPre(€),, (Y(5(0)), 5" (3(v))))

es inyectiva. En efecto, la asignacién n — nq(ids(q)) (resp. n — No(idg(p))) es una
inversa izquierda.

Si suponemos entonces que existe un isomorfismo N o F = h”\ (resp. FV o F =
hV), por el Lema de Yoneda el funtor ¥ o F (resp. F¥ o F) es fiel y pleno. Se sigue
de la observacién anterior que F también. by

§3.2. (Co)Pregavillas Representables. Sea C una U-categoria. Si F es una
U-pregavilla (resp. U-copregavilla) en €, decimos que F es represeniable si F estd

en la imagen esencial de @ 2 Pie (@), (resp. e Y, coPre (€)y ), es decir, si
existe un objeto x en € y un isomorfismo x” =, F (resp. x¥ =, F). En este caso
decimos que la pareja (x,n), o simplemente que x, representa a F. Por el Lema de
Yoneda dos objetos que representan a la misma U-pregavilla (resp. U-copregavilla)
son isomorfos.

Mis generalmente, si D es una U-categoria y H: D — Pre(€) (resp. H: D —
coPre (€C)) es un funtor decimos que H es representable, si existe un funtor G: D — €
y un isomorfismo h* o § =, 3 (resp. hWo§ =, H). En este caso decimos que la
pareja (G,n), o simplemente que G, representa a H. Por el Lema de Yoneda dos
funtores que representan al mismo funtor son isomorfos.

PROPOSICION 3.3. Sean € y D dos U-categorias y C i un funtor entre ellas.
SiD-€esun funtor, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) S es adjunto derecho (resp. izquierdo) de F.
(ii) G representa a F (resp. FV).
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DEMOSTRACION. Esto se sigue de que la existencia de un isomorfismo h* o § =
F (resp. hV 0§ = FV) es equivalente a la existencia de una familia de isomorfismos
binaturales:

{e(u,g(d]) = 6(d)Ma) = FNd)(a) = ‘D(!}'(u],d)}

(resp. {e(g(d],a) =§(d)¥(a) = F¥(d)(a) = ﬂ)(d,?[a})})‘
X

Notemos ahora que en general, si C Reles un funtor fiel y pleno, para que un
funtor D 5 € se factorice por h, es decir, para que exista un funtor D Ke y un
isomorfismo h o H{ = G, es necesario y suficiente que la imagen esencial de G esté
contenida en la imagen esencial de h.

En efecto, una implicacién es inmediata. Supongamos por otro lado que D S
es un funtor tal que G(d) es isomorfo a F(x) para algiin objeto x en €, define entonces
H y n como sigue: Sid es unobjeto de D, H(d) es igual a la eleccién de un objeto en €

tal que F(H(d)) es isomorfo a G(d) y nq es un isomorfismo explicito F(H(d)) = §(d).

Sid % d’ es un morfismo en D define H(d) il H(d’) como el tinico morfismo en

€ tal que el siguiente cuadrado es conmutativo:
F(Hd) —— §(d)

|
F(He) | lswﬂ
¥ =
’ = I
F(Hd') 5> §(d)

Concluimos lo siguiente:

TEOREMA 3.4. Sea C una U-categoria. Si D es una U-categoria, un funtor
H:D — Pre(€), (resp. H:D — coPre(C)) es representable si y sélo si la U-
pregavilla (resp. U-copregavilla) H(d) es representable para todo objeto d en D.

Mds precisamente, si H: D — Pre(C) (resp. H: D — coPre(€)) es tal que H(d)
es representable por G(d) para todo objeto d en D, existe un tnico funtor D — €
que representa a H y que asocia a cada objeto d en D la U-pregavilla (resp. U-
copregavilla) G(d).

Por el Teorema 3.2 se tiene en particular:

COROLARIO 3.5. Si C y D son U-categorias y C LD esun funtor entre ellas,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) F es fiel y pleno.
(ii) Para todo objeto x en € la U-pregavilla F\(F(x)) es representable por x.
(iii) Para todo objeto x en € la U-copregavilla TV (F(x)) es representable por x.
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§3.3. Encaje de Yoneda en Categorias Preaditivas. SiA es una l-categoria,
denotamos a la U*-categoria pequeiia preaditiva de Z-Mody-pregavillas (resp. Z-Mody,-
copregavillas) en A como Preg (A),, (resp. coPrez [ﬂ}u) y llamamos a sus elementos
U-pregavillas (resp. U-copregavillas) de grupos abelianos en A.

Observemos que si Z-Mody, 25 Cony denota al funtor que olvida la estructura de

grupo abeliano y
A ) o

AP olv
Prez (A), N, Pre (A, coPrey [A]u(——- coPre(A),, ,

a los funtores inducidos, dar una estructura de categoria preaditiva en la U-categoria

M W
A es lo mismo que dar funtores A 2, Prez (A), vy A L coPrez (A),, tales que

h2(y)(x) = h¥(x)(y) para cualesquiera dos objetos x y y de A y haciendo los
siguientes diagramas conmutativos:

Prez (A), coPreg (A),,
]olv"op ¥ l("l"A]ap
AC—— Pre(A), AC———> coPre(A),
N hY

En este caso h{(y)(x) = Az(x,y) = hy(x)(y).
LEMA DE YONEDA PREADITIVO 3.6. Si A es una U-categoria preaditiva, la
transformacién natural:

ACP x Preg (A) coPrez (A)P x
Prez(A) =" =) | = |eval wPr(A)(-,~Y)| = |eval
Grp, resp. Grpy,

definida para un objeto x en A y una U-pregavilla (resp. U-copregavilla) F de grupos
abelianos en A, como la asignacidn:

Prez (A), (X, F) — F(x) resp.  coPreg (A)y, (F,x¥) — F(x)
N ————— 1y (idx) N —————— N (idy)
es un isomorfismo.
En particular, los funtores h’z\ y h}f son fieles y plenos.

DEMOSTRACION. La prueba es andloga a la de la Proposicién 3.1. Ly
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Por 1ltimo, si A y B son dos U-categorias preaditivas y A 2) B es un funtor aditi-
vo, observemos que podemos definir funtores y transformaciones naturales andlogos
a los de la Seccién 3 anterior:

B B
F : F é:
o ,7 77 y 0y _# 5
z z
= Y &¢ Y
. . &£
A o Prez (A), A A coPrez (A),, ,

donde ahora S'Q{b]{a] = Bz(F(a),b) ¥y FX[b)(u] = Bz(b,F(a)).

§3.4. (Co)Pregavillas Representables en Categorias Preaditivas. Una
U-pregavilla (resp. U-copregavilla) de grupos abelianos F en una U-categoria prea-
ditiva A se dice que es representable si ésta estd en la imagen esencial del funtor hé\
(resp. hy), es decir, si existe un objeto x en A y un isomorfismo x5 =, F (resp.
xy =n F). En este caso, decimos que la pareja (x,n), o simplemente que x, repre-
senta a F. Observemos que por el Lema de Yoneda Preaditivo si dos objetos de A
representan a la misma U-pregavilla (resp. U-copregavilla) F, estos son isomorfos.

TEOREMA 3.7. Una U-pregavilla (resp. U-copregavilla) F de grupos abelianos en
una U-categoria preaditiva A es representable si y sélo si la U-pregavilla olv*™ (F)
(resp. (olv?)°P) es representable.

DEMOSTRACION. Por un lado, si F es una U-pregavilla (resp. U-copregavilla) de
grupos abelianos y x es un objeto de A tal que existe un isomorfismo de U-pregavillas
(resp. U-copregavillas) de grupos abelianos xé\ =, F (resp. x\z" =, F), al aplicar el
funtor olvA” (resp. (olv*)°P) obtenemos un isomorfismo de U-pregavillas (resp.
U-copregavillas) de conjuntos U-pequenos:

xN = olv‘qop{xi\] = olvA” (F) (resp. xV = (leﬁ]"p(x;] = (olvﬁ']"p{F]).

Reciprocamente, supongamos que F es una U-pregavilla (resp. U-copregavillas)
de grupos abelianos en A y x un objeto de A tal que existe un isomorfismo de -
pregavillas (resp. U-copregavillas) x” = olvA™ (F) (resp. x¥ = (olv*)°P(F)). Por la
naturalidad concluimos que existe un elemento de olv(F(x)) al que denotamos como
s con la propiedad que para cualquier objeto a en A la funcién:

A(a,x) 22 olv(F(a)) (resp. A(x,a) i»olv(r(a)))

definida por la férmula ng.(¢@) = olv (F(¢)) (s) es una biyeccién de conjuntos U-
pequenos.
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La misma férmula define una funcién de grupos abelianos U-pequefios natural
en a:

xp(a) = Az(a,x) 2% F(a) (resp. xy(a) = Az(x,a) 2% F(a])

la cual es una biyeccién y por lo tanto un isomorfismo de grupos abelianos. e

Maés generalmente, si A y B son U-categorias preaditivas, un funtor aditivo
H: B — Preg (A), (resp‘ H: B — coPreg (A]u) se dice que es representable, si existe
un funtor aditivo §: B — A y un isomorfismo hf 0 G =, ¥ (resp. hy oG =, ). En
este caso, decimos que la pareja (G,n), o simplemente que G, representa a 3. Por el
Lema de Yoneda Preaditivo, si dos funtores representan a H estos son isomorfos.

TEOREMA 3.8. Si A y B son U-categorias preaditivas, un funtor aditivo H: B —
Preg (A),, (r‘esp. H: B — coPreg (A),) es representable si y sdlo si la U-pregavilla
(resp. U-copregavilla) de grupos abelianos H(b) es representable para todo objeto b
en B.

DEMOSTRACION. Una implicacién es inmediata. Reciprocamente, sea H: B —
Pre(A), (resp. H: B — coPre(A)z) un funtor aditivo tal que para todo objeto b en
B la U-pregavilla (resp. U-copregavilla) de grupos abelianos 3{(b) es representable.
Como h} (resp. hy) es fiel y pleno, el mismo argumento que utilizamos para probar
la Proposicién 3.4 determina un funtor §: B — A y un isomorfismo hf o § =, K
(resp. hy o G =, H). Més aiin, el funtor § resulta ser un funtor aditivo porque h%
(resp. hy) y % lo son. Bd

COROLARIO 3.9. Si A y B son U-categorias preaditivas, un funtor aditivo H: B —
Prez (A),, (resp. H: B — coPrez {A)u) es representable si y sélo si el funtor olv*”™ o
H:B — Pre(A), (resp. (olv?)°P 0 H: B — coPre (A}u) es representable.

DEMOSTRACION. Este resultado se sigue de los Teoremas 3.4, 3.7 y 3.8. kY



CAPITULO

Limites y Colimites

1. Limites y Colimites

Sea € una U-categoria.

Si I es una U-categoria pequena llamamos I-grdficas en € a los objetos de la
categoria C!, es decir, a los funtores de I en €.

Notemos que si 1 denota a la U-categoria pequena cuyo conjunto de objetos es
igual a 1 = {0}, y sin ningin otro morfismo que la identidad de 0, la U-categoria C*
de 1-grificas en C es isomorfa a €. De este modo, para toda U/-categoria pequena
I el tinico funtor I — 1 determina un funtor k;: € = €', que a cada objeto x en €
asocia la I-grdfica constante ki(x).

Del parrafo §3.1 pdgina 7 concluimos que se tienen los siguientes diagramas de
categorias:

(6) er el
I b
J7 y ov 27K
f// 4 &4” Y
e —— Pre(€),, e —g = coPre (C),, .

Denotamos al funtor ki (resp. k}’) como ||'m;\ (rwp. l:oll'm}") y si y es una
I-grafica en G, llamamos a la U-pregavilla lim’;\[-y} (resp. U-copregavilla <:o|f1|'|a}'r (v)
la U-pregavilla limite, U-pregavilla limite proyectivo o U-pregavilla limite inverso de
v (resp. la U-copregavilla colimite, U-copregavilla limite inductivo o U-copregavilla
limite directo de v).

Por definicién, la U-pregavilla limite (resp. U-copregavilla colimite) de una I-
grifica iy en C es representable, si y sélo si existe un objeto lim;(y) (resp. colfm;[-y})

15
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en C y un morfismo de I-graficas

(7) Ky (limy(y)) ——> ¥ (resp- Y — kg (coh'm[lyl))

tal que para todo objeto a en € la siguiente funcién es biyectiva:
(8)
C(a,limy(y)) — €!(ki(a),v) resp. €(colimy(v),a) — €'(y,ki(a))

@ —— e oki(¢) Y ———>ki(p)ony

es decir, se cumple la siguiente propiedad universal:
Para cualquier objeto a en € y cualquier familia de morfismos
{a 5 yli}}ielo (resp. {a g Y(D)}ie1,)» tal que ¥(f) o @i = @
(resp. W; o y(f) =y(i)) para todo morfismo i 5 jen I:

" y(i) " y(i)
u/ \Y‘n a/ ()
v(3) resp. v(j)

existe un tinico morfismo a % limy(y) (resp. a hd colim;(y)) tal
que {£¢)i o = (resp. Po [n¥)i =1;) para todo objeto i en
I:

a a
\\ @y ‘\ Wy
~ ~
Sy P

limi(y) ~c, Y() resp- colimi(y) “vy~ v(i)

En este caso se dice que la pareja (lim(y), {) (resp. (coll’ml[y],n..\f]), o sim-
plemente que le objeto lim;(y) (resp. colim;(y)), representa al limite (resp. colimite)
de v en €. Se sigue que dos objetos que representan al limite (resp. colimite) de la
misma I-grfica, son isomorfos.
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§1.1. I-limites e I-colimites. Sea C una U-categoria.

Si I es una U-categoria pequena, decimos que € es una U-categoria con I-limites
(resp. I-colimites) si el funtor lim? (resp. colfm}"} del diagrama (6) de la pdgina
15 es representable. Por el Teorema 3.4 de la pagina 11, € es una U-categoria con
I-limites si y sélo si la U-pregavilla limite (resp. U-copregavilla colimite) de toda
I-grifica 'y en € es representable.

Si € es una U-categoria con I-limites (resp. I-colimites) decimos que € es una
U-categoria con I-limites candnicos (resp. I-colimites candnicos) si se ha elegido un
funtor limy: €' — @ (resp. colim;: €' — €) y un isomorfismo natural:

(9)

gl g
ll":r; -7 1"‘"‘? CD'iI’T; - lmh‘m}’
- - Pre (€), resp. @ ‘-——uhv coPre (C),,

o equivalentemente, si para toda I-grafica y en € se ha elegido una pareja (lim;(y), €2")
(rmp. (coliml(y],n,\;)) que representa su limite (resp. colimite). En este caso llama-
mos al funtor lim;: €' — € (resp. colimy: €' — €) el funtor I-limite (resp. I-colimite)
de C y al objeto limy(y) (resp. colimi(y)) el limite (vesp. colimite) de y en C.
Notemos que si € es una U-categoria con I-limites candnicos (resp. I-colimites
canénicos), por la Proposicién 3.3 de la pagina 10, el funtor I-limite(resp. funtor
I-colimite) de € es adjunto derecho (resp. izquierdo) del funtor grafica constante

eX el Mas precisamente, el isomorfismo (9) de arriba determina transformaciones
naturales e”: ky o lim; = ider (resp. nY: ider = ky o colimy) y n”: ide = limy o k;
(resp. £V colim; o k; = ide) tales que para todo objeto a en € y toda I-grifica y en
€, las funciones (8) y
(10)

€(a, limi(y)) <— €'(k(a),y) resp. €(colimi(y), a) <— €'(v,ki(a))

limy(e) o) <—¢ Y o colimy(e') <— ¢

son inversas una de la otra.
En este caso, si a es un objeto de € llamamos al morfismo 1, (resp. €,) el
morfismo diagonal de a (resp. el morfismo codiagonal de a) y lo denotamos:

. limy(k1(a)) (resp. colimy(k¢(a)) VA a)

Se sigue que el morfismo diagonal (resp. codiagonal) de todo objeto en € es un
isomorfismo, si y sélo si el funtor grafica constante C K1y @1 es fiel y pleno.
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§1.2. Categorias Conexas. Una categoria I se dice que es coneza, si ésta tiene
al menos un objeto y para cualesquiera dos objetos de ella, existe una cadena finita
de morfismos en I que los conecta.

TEOREMA 1.1. Sil es una U-categoria pequenia, son equivalentes:

(i) I es coneza.
(i1) Para cualquier U-categoria C el funtor grdfica constante € LN fiel y
pleno.
(iii) Para toda U-categoria C y todo objeto a en €, a representa al limite de la
I-grdfica constante ki(a).
(iv) Para toda U-categoria € y todo objeto a en €, a representa al colimite de
la I-grdfica constante ki(a).

DEMOSTRACION.
(i)=>(ii) Sea € una U-categoria. Si a y b son dos objetos de €, la funcién
definida por el funtor gréafica constante:

(11) C(a,b) — €'(ki(a), ki(b))

es inyectiva y su imagen consiste de aquellas transformaciones naturales kj(a) =
ki(b) tales que n; = nj, para cualesquiera dos objetos iy j de I.

En general, una transformacién natural ki(a) 4 ki(b) consiste de una familia
de morfismos {a —% b); en € indexada por los objetos de I, con la propiedad que
Ni = n; si existe un morfismo en I de i en j. Se sigue que si I es conexa todos los
objetos de esta familia son iguales, por lo que la funcién (11) es suprayectiva.

(i) = (i)

Si suponemos que existen dos objetos de I que no estin conectados por una
cadena de morfismos, y consideremos una U-categoria € con al menos dos objetos a
v b, y dos morfismos distintos de a en b, por las observaciones anteriores se puede
contruir ficilmente una transformacién natural n € C!(k;(a), k(b)) que no esta en
la imagen de (11). Esto contradice las hipétesis y por lo tanto I es conexa.

(i) & (i) y (i) &= (iv)

Estas equivalencias se siguen del Corolario 3.5 de la pagina 11. b3l

§1.3. Funtores Finales e Iniciales. Si I 2 ] es un funtor entre U-categorias
pequenas y € es una U-categoria, se tiene un diagrama:

(12)
eT

e ¢ e

AN N /...

Pre (C), resp. coPre (C),,
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donde T esta definida para toda J-grafica y en € y todo objeto a en € como sigue:
(13)

Tyla) 5 v(a) "
lim?(v)(a) == lim{y o F)(a) colim) (v)(a) > colim) (v o F)(a)
M———sn*JF resp. M——n*J

Decimos que el funtor I £ ] es un funtor inicial (resp. final) si se cumple que
para cualquier objeto j en | la categoria coma F | j (resp. cocoma j | F) es conexa.
Por ejemplo, si | es un conjunto U-pequeno totalmente ordenado e [ un subconjunto
de J con el orden inducido, la inclusién I < | es un funtor inicial (resp. final) si y
sblo si, para todo objeto j en | existe un objeto i € I tal que i <j (resp. 1> j).

TEOREMA 1.2. Sil S ] es un funtor inicial (resp. final) y € una U-categoria
arbitraria, la transformacion natural T del diagrama (12) de arriba es un isomorfis-
mo, por lo que para toda J-grdfica y en € la U-pregavilla limite (resp. U-copregavilla
colimite) de y es isomorfa a la U-pregavilla limite (resp. U-copregavilla colimite) de
la I-grdfica yoF.

DEMOSTRACION.

Sea € una U-categoria, y una J-grifica en € y a un objeto de €. Probaremos que
la funcién (13) es una biyeccién.

Inyectividad: Sean n,n’ € Ifm’;\('y](a] (resp. n,n € colfmf{'y](a}) dos transfor-
maciones naturales y supongamos que 1 * F =1’ * F, es decir, para todo objeto i
en I los morfismos ng;) y "’?Ii) son iguales. Debemos probar que n; =1 para todo
objeto j en J. Para ver esto, recordemos que por hipétesis, para todo objeto j en J,
la categoria coma F | j (resp. cocoma j | F) es conexa y entonces no vacia, por lo
que para todo j en | existe un objeto i en I y un morfismo F(i) — j (resp. j — F(i)).
Se sigue de la naturalidad de n y n' y de la igualdad ng;) = Ng() que

n; =v(u) ong() =v(u) ong) =n;

(le =ng() o Y(W) =g 0 v(u) = ‘1;)
Suprayectividad: Sea ¢ € lim (yoF)(a) (reSp. €€ coll'mf{yo?}[a]). Definimos

ne lu’m‘;\[y)(a) (resp. ne cotfm}/[y}[a]) como sigue: Para todo objeto j en ]

escribimos n; := y(u) o ¢; donde (i,F(i) = j) es cualquier objeto en F | j. Para
mostrar que 1; estd bien definida, recordemos que la categoria F | j es conexa
y observemos que si (i,F(i) 2 j) y (i,F(i") % j) son dos objetos en F | j y
(i,u) B (i’,u’) un morfismo, entonces:

y(u)ogg =vy(u') oy(p)og; =y(u')o Eg.
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Para ver ahora que la familia {n;}; determina una transformacién natural, con-
sideremos un morfismo j A j’, entonces si n; = y(u) c ¢; para (i,u) € F L jy
nj» =v(u') o & para (i',u’) € F | j’, como (i,fou) € F | j’, entonces:

Ny =Y(fou)og =y(f) oy(u) o & = y(f) om;.

2. Productos y Sumas

Sea Q un conjunto U-pequeno.

Denotamos como € a la U-categoria pequena cuyo conjunto de objetos es igual
Q, y cuyos tinicos morfismos son las identidades.

Si € es una U-categoria, una Q-gréifica vy en € consiste de una familia {xy, }wen
de objetos en € indexados por el conjunto (). La U-pregavilla limite (resp. U-
copregavilla colimite) de v es llamada la U{-pregavilla producto (resp. U-copregavilla
suma) de la familia {xy}wen-

Por definicién, la U-pregavilla producto (resp. U-copregavilla suma) de una
familia {x,,}weq de objetos en C es representable, si y s6lo si, existe un objeto en €:

H Xw (resp. H xu_,)l,

we) wen

y una familia de morfismos:

{wa"#xw} resp. {wa}ixw}
wen we

wen

con la siguiente propiedad universal:

Para cualquier objeto a en € y cualquier familia de morfismos,
{a By Xwlwea (resp. {a # x4 )weq), existe un tinico morfismo
[Tfw:a = I xw (resp. [Ifw:a « [ xu) tal que 7y o
w wel w . we

wa =fy (resp. gw = ufw 0iy):

w w

'En caso de que el conjunto Q sea finito, Q = {w,,...,wn}, denotamos al objeto I1 *w
wen

(respA 11 xw) COMO X, X ==+ X Xy, (F€SP. X, + -+ + Xw, )
wefl
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a a
% f A fuw
\\ = NS
an & ]—If“' = ~
w we

n Xw The T Xw Iesp. ]—I s
we

En este caso decimos que la pareja

( H xwv{ﬂw}weﬂ) (IGSP- ( I_[ xw;{iw}weﬂ)) i
weN we

o simplemente que el objeto [] xw (resp. 11 xw), representa al producto (resp.
wen wen
la suma) de la familia {x}wen-

Por una U-categoria con ()-productos (resp. ()-sumas) entendemos una U-
categoria con £-limites (resp. €2-colimites), es decir, una U-categoria en la que
la U-pregavilla producto (resp. U-copregavilla suma) de toda familia de objetos en
€ indexada por (), es representable.

Del mismo modo, por una U-categoria con Q-productos candnicos (resp. Q-
sumas candnicas) entendemos una U-categoria con )-limites candnicos (resp. Q-
colimites canénicos), es decir, una U-categoria en la que para toda familia {x,,}wen
de objetos en € indexada por (), se ha elegido una pareja

( H xw,{ﬂw}meﬂ) (T%P- ( ]_[ Xw, {iw}weﬂ) ) N
wen wen

que representa su producto (resp. suma). En este caso llamamos al objeto [] xw
wel)

(rp‘ LI x,_._,) el producto (resp. suma) de la familia {xy,)}weq ¥y a los morfismos
weN
{Mwlwea (resp. {iwlweq) las proyecciones del producto en sus factores (resp. las

inclusiones de los sumandos en la suma).

Por 1ltimo, decimos que € es una U-categoria con productos (resp. sumas), si @
tiene Q-productos (resp. (2-sumas) para todo conjunto U{-pequefio Q) y decimos que
€ es una U-categoria con productos candnicos (resp. sumas candnicas), si € tiene
Q-productos canénicos (resp. ()-sumas canénicas) para todo conjunto U-pequeno
Q.
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§2.1. Ejemplos. En este parrafo, definiremos objetos que representan a las
pregavillas producto y a las copregavillas suma en distintas categorias. Con estas
construcciones, estas categorias seran consideradas desde ahora como categorias con
productos y sumas candnicas.

§2.1.1. Conjuntos y Espacios Topoldgicos.

La U-pregavilla producto (resp. U-copregavilla suma) de una familia de objetos
en la U-categoria de conjuntos U-pequefios Cony, es representable por el producto
cartesiano (resp. la unién ajena) de los elementos de la familia. Del mismo modo,
la U-pregavilla producto (resp. la U-copregavilla suma) de una familia de objetos
en la U-categoria de espacios topolégicos U-pequenos Topu, es representable por el
producto cartesiano (resp. la unién ajena), con la topologia producto (resp. la
topologia suma), de los elementos de la familia.

§2.1.2. Categoria de Subconjuntos.

Si X es un conjunto U-pequeiio, la U-pregavilla producto (resp. U-copregavilla
suma) de una familia de objetos en el conjunto parcialmente ordenado U-pequeno
suby(Con), es representable por la interseccién (resp. la unién) de los objetos de la
familia. Si X es un espacio topolégico U-pequerio, lo mismo es cierto en el conjunto
parcialmente oredenado U-pequeiio subx(Top).

§2.1.3. Categorias y Grupoides.

Si {€w}wen es una familia de objetos en caty indexada por un conjunto U-
pequenio Q,

e La U-pregavilla producto de la familia {€}eq es representable por la

U-categoria pequefia [] €, definida como sigue:
we
Su conjunto de objetos es el producto cartesiano de los conjuntos de

objetos de las categorias de la familia {€Cy}wen.

Si (aw)wea ¥ (bw)wen son dos objetos, el conjunto de morfismos
de (aw)wea en (bw)wea es igual al producto cartesiano de la familia
{€Cu(aw,bw)} yeq- La composicion se define coordenada a coordenada.

e La U-copregavilla suma de la familia {€,},ecn es representables por la

U-categoria pequenia [] €, definida como sigue:
wen
Su conjunto de objetos es la unién ajena de los conjuntos de objetos

de las categorias de la familia {Cy,}wen-

Si a y b son dos objetos, el conjunto de morfismos de a en b es igual
a Cy(a,b), si a y b son objetos de la misma categoria €, y es igual al
vacio en caso contrario. La composicién es la misma que en las categorias
originales.

Si los elementos de la familia {€y,}w,en son grupoides U-pequenios, las U-categorias
pequeiias [] €, y ][] Cu. también son grupoides. Estas representan a la U-
we wel)
pregavilla producto y a la U-copregavilla suma de la familia {C}wen en Grpd,,.
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§2.1.4. Anillos.
Si {Awlwen es una familia de anillos U-pequenos indexados por un conjunto
U-pequeno (),
o El producto cartesiano de los elementos de la familia {A,}wen, con las ope-
raciones definidas coordenada a coordenada, representa a la U-pregavilla
producto de la familia {Ay}weq en Anillo.

e El producto tensorial de anillos @ A, representa a la U-copregavilla suma
wen

de la familia {A,,}wen en Anillo.
§2.1.5. R-mddulos.
Si R es un anillo U-pequeno y {My}wen es una familia de R-médulos izquierdos
U-pequenos,
¢ El producto cartesiano de los elementos de la familia {M, }weq, con las ope-
raciones definidas coordenada a coordenada, representa a la U-pregavilla
producto de la familia {My,}weq en R-Maod.
¢ El submédulo del producto de la familia {M,}weq, cuyos elementos tienen
todas salvo un nimero finito de coordenadas igual a cero, representa a la
U-copregavilla suma de la familia {My,}weq en R-Mod.

§2.1.6. Categorias de Funtores.

Sea D una U-categoria con Q-productos candnicos (resp. ()-sumas canénicas). Si
€ es una U-categoria, usando la propiedad universal de los productos (resp. sumas),
se puede construir para cada familia {€ LCA D}wen un funtor € EA)) y transforma-
ciones naturales F =% F, (resp. Fo R F), tales que F(a) es el producto (resp.
la suma) en D de la familia {Fu(a)},cq con {(Mu)a},, (resp. {(iw)a},, ) las
proyecciones en cada factor (resp. incluciones de cada sumando). Se sigue de esto
que la pareja (3’,{71“,}“,) ( resp. {T,{iw}w) ) represena a la U-pregavilla producto
(resp. U-copregavilla suma) de la familia {F,,} en DE.

§2.1.7. Categoria Opuesta.

Si € es una U-categoria, la U-pregavilla producto de cualquier familia de objetos
en C, es isomorfa a la U-copregavilla suma de la misma familia, pero vista ahora
como familia de objetos en C°P. Se sigue que si Q) es un conjunto {-pequeno, € es
una U-categoria con ()-productos si y s6lo si C°P es una U-categoria con ()-sumas.

§2.2. Objetos Terminales e Iniciales. Sea € una U-categoria. Si Q es el
conjunto vacio 0, la U-categoria C° de 0-graificas en C es isomorfa a la U-categoria
1. La U-pregavilla limite (resp. U-copregavilla colimite) de la 1inica 0-grifica en C,
es decir, la U-pregavilla producto (resp. U-copregavilla suma) de la familia vacia de
objetos en C, es llamada la U-pregavilla terminal (resp. U-copregavilla inicial) de €.

Por definicién, un objeto x en € representa a la U-pregavilla terminal (resp. U-
copregavilla inicial) de €, si y sélo si, para cualquier otro objeto a en € existe un
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tinico morfismo a — x (resp. a « x). Si este es el caso decimos que x es un objeto
terminal (resp. inicial) de C.

Un objeto en una U-categoria € que al mismo tiempo es terminal e inicial es
llamado un objeto cero. Observemos que si A es una U-categoria preaditiva con un
objeto cero 04, para cualesquiera dos objetos a y b de A, la composicién de los
tinicos morfismos a — 04 — b es el elemento cero del grupo Az(a,b).

Ejemplos:

§2.2.1.

El conjunto 0 = @ (resp. 1 = {0}) es un objeto inicial (resp. terminal) en la
U-categoria Cony. Con la tinica posible topologia, éste también es un objeto inicial
(resp. terminal) en Top,,.

El conjunto 1 = {0} con las estructuras triviales, es un objeto cero en las U-
categorias Mondy, Grp,, y R-Mod. Este también es un objeto terminal de Anillo.

El anillo de los niimeros enteros Z es un objeto inicial de la U-categoria Anillo.

§2.2.2,

La categoria 0 (resp. 1) es un objeto inicial (resp. terminal) en caty.

§2.2.3.

Si X es un conjunto U-pequeiio, el inico objeto terminal (resp. inicial) del conjun-
to U-pequeiio parcialmente ordenado subx(Con), es el conjunto X (resp. al conjunto
vacio).

Si X es un espacio topolégico U-pequeino, lo mismo es cierto en el conjunto U-
pequenio parcialmente ordenado subx(Top).

§2.2.4.

Si € es una U-categoria y x un objeto en €, (x,id) es un objeto terminal (resp.
inicial) de la U-categoria € | x (resp. x | €). Maés aiin, si x; (resp. x¢) es un objeto
inicial (resp. terimnal) en €, (x,id) (resp. (x¢,id)) es un objeto cero de € | x; (resp.
x¢ 1 G).

Como casos particulares, las U-categorias Con, := 1 | Con y Top, := 1 | Top
de conjuntos punteados U-pequenios y de espacios topoldgicos punteados U -pequenos,
respectivamente, tienen un objeto cero.

§2.3. Productos y Sumas Finitas. Una U-categoria con productos finitos
(resp. sumas finitas) es una U-categoria con Q-productos (resp. ()-sumas), para
todo conjunto finito U-pequeno Q.

Si Q es un conjunto finito U-pequeiio de cardinalidad n, existe un isomorfismo
de la U-categoria €2 en la Y-categoria €™ que conmuta con los funtores h’ma y
lim) (resp. colimy y colimy). Se sigue que € es una U-categoria con productos
finitos (resp. sumas finitas) si y sélo si € es una l{-categoria con n-productos (resp.
n-sumas), para todon € N.

Mas atin:

TEOREMA 2.1. Si € es una U-categoria, son equivalentes:
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(i) € es una U-categoria con un objeto terminal y 2-productos (resp. un objeto
inicial y 2-sumas).
(ii) € es una U-categoria con productos finitos (resp. sumas finitas).

DEMOSTRACION. Sea € una U-categoria con un objeto terminal (resp. inicial)
y con 2-productos (resp. 2-sumas). Mostraremos que € es una U-categoria con
n-productos (resp. n-sumas) para toda n € N. Para ello notemos primero que
toda U-categoria tiene 1-productos (resp. I-sumas) pues el funtor grafica constante
e X, @ es un isomorfismo, es decir, la U-pregavilla limite (resp. U-copregavilla
colimite) de una 1-gréfica y es representable por y(0).

Para probar que € es una U-categoria con n-productos (resp. n-sumas) si n > 2
supongamos que € es una U-categoria con (n — 1)-productos (resp. (n — 1)-sumas)
y consideremos una familia {x;}{, de objetos en C. Es facil ver que si xj x --- X x,
(resp. x1 +---+ x,) representa a la U-pregavilla producto (resp. a la U-copregavilla
suma) de la familia {x;}],, entonces xp X (X7 X -+« X Xn) (resp. xo + (x1+ -+ +xn))
representa a la U-pregavilla producto (resp. a la U-copregavilla suma) de la familia
{xiJy- Se concluye asi que € es una U-categoria con n-productos (resp. n-sumas)
y el resultado deseado se sigue por induccién. i

Por iltimo, una U-categoria con productos finitos candnicos (resp. sumas fi-
nitas candnicas) es una U-categoria con ()-productos candnicos (resp. (-sumas
canénicas), para todo conjunto finito U-pequefio Q.

§2.4. Categorias Aditivas. Sea A una U{-categoria preaditiva.
Si a; es un objeto terminal de A, el grupo abeliano A(ay, ay) tiene un itinico

elemento. En particular, el morfismo identidad a; —’) a¢ y el elemento cero de este
grupo son iguales. Se sigue que para todo objeto x en A el morfismo de grupos:

Alag, x) —— A(ay, x)

fr——>foidg, =f

es igual al morfismo cero, por lo que el conjunto A(ay, x) tiene un 1inico elemento, es
decir, a; también es un objeto inicial. Reciprocamente, si a; es un objeto inical de A
un argumento similar prueba que a; también es un objeto terminal de A. Tenemos
asi:

TEOREMA 2.2. Si A es una U-calegoria preaditiva y a es un objeto de A, los
siguientes enunciados son equivalentes:

(i) a es un objeto terminal de A.
(ii) a es un objeto inicial de A.
(iii) a es un objeto cero de A.

Esta misma simetria se tiene con los productos y sumas finitas.
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TEOREMA 2.3. Si A es una U-categoria preaditiva y {a,b} es una familia de
objetos en A, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) x representa a la U-pregavilla producto de {a,b}.
(ii) x representa a la U-copregavilla suma de {a,b}.
(iii) Ezisten morfismos

a a.h‘\ﬂ* ) “/ﬂ’ a
b /1.,’ %’- b
tales que
(14) T 0iq = idg Tp 0 iq = 0
(15) Mg 0 ip = 0f Ty © iy = idyp
(16) iq 0 Ty + ip 0 TR = idy
DEMOSTRACION.

(i)=>(iii)
Como x representa a la U-pregavilla producto de {a, b}, existen morfirmos x =3 a
y x 3 b tales que la siguiente propiedad se cumple:
Siz5ha yz 2 b son morfismos en A existe un tnico morifsmo
zH xtalquemgo@p=fympop =g.
De esta propiedad se pueden concluir las siguientes observaciones:
(1) Siz=a, f=idq y g = 08, existe un morfismo a 13 x tal que (14).
(2) Siz=b, f =08 y g = idy, existe un morfismo b -3 x tal que (15).
(3) Si x B x es un morfismo tal que 7, 0 @ = 7q y T 0 @ = Ty, entonces
¢ = idy. En particular, como

Ta(ia 0 Tq +ip 0 7Mp) = idq 0 7q + 0 0 T, = T4

)
Ty (ia © o + i 0 M) = OF 0 74 + idp 0 71 = 71y,
se tiene la igualdad (16).

(iii)=> (i)

Siz5a y z 2 b son dos morfismos en A, por las propiedades (14) y (15), el
morfismo z B x definido como @ = ig0f+ip0g cumple que igop =fympop =g.
Por la propiedad (16), si z %, x es otro morfismo tal quemaop' =fymoe'=g,
entonces @' = @.

Se sigue que la pareja (x,{mq, 7)) representa a la U-pregavilla producto de la
familia {a, b}.

La equivalencia (ii)&(iii) se prueba de manera andloga. H

Por la prueba del Teorema 2.1 de la pagina 24 concluimos:



2.3 Igualadores y Coigualadores 27

COROLARIO 2.4. Si A es una U-categoria preaditiva y{ay,...,an} es una familia
de objetos en A indezada por un nimero natural n, los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) x representa a la U-pregavilla producto de {ay,...,an}.
(i) x representa a la U-copregavilla suma de {ay,...,an).

Una U-categoria aditiva A es una lf-categoria preaditiva con productos finitos
candnicos. Por el Corolario anterior, en una U-categoria preaditiva, el producto de
cualquier familia finita de objetos también representa a su U-copregavilla suma. Se
sigue que una U-categoria aditiva, tiene naturalmente una estructura de U-categoria
con sumas finitas canénicas.

Por 1iltimo, notemos que el objeto terminal canénico en una U-categoria aditiva
A es un objeto cero, al que denotamos 04 y llamamos el objeto cero de A.

Ejemplos:

§2.4.1. R-mddulos.

Si R es un anillo U-pequeno, con la estructura preaditiva senalada en el Parrafo
§1.2.11 de la pédgina 3, y con los productos definidos en §2.1.5 de la pagina 23, la
U-categoria de R-médulos izquierdos U-pequeiios es una U-categoria aditiva.

§2.4.2. Categoria Opuesta.

Si A es una U-categoria aditiva, la categoria opuesta tiene naturalmente una
estructura de U-categoria aditiva.

§2.4.3. Categorias de Funtores.

Sea A es una U-categoria aditiva. Si € es una U-categoria pequena, con la
estructura de I{-categoria preaditiva sefialada en el Parrafo §1.2.11 de la pdgina 3, y
con los productos definidos en el Ejemplo §2.1.6 de la pagina 23, la U-categoria AC
es una Y-categoria aditiva.

En particular, si A es una U-categoria aditiva, para toda U{-categoria pequena
C, las U-categorias Pre(C), y coPre(€), tienen naturalmente estructuras de U-
categorias aditivas.

3. lgualadores y Coigualadores

Denotamos como I a la U-categoria pequena que tiene por objetos al conjunto 2 =
{0, 1} y con solamente dos morfismos distintos 0 —= 1, ademas de las identidades.
Si € es una U-categoria, una Ig-grafica (resp. IgP-grafica) y en € consiste de

f f

dos morfismos paralelos Xo ? X1 (resp. X0 I=—x1). La U-pregavilla limite
g

(resp. U-copregavilla colimite) de y es llamada la U-pregavila igualador (resp. U-

f f
copregavilla coigualador) de los morfismos Xo — X1 (resp. Xo =—=—x1 ).
9 9
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Por definicién, la U-pregavilla igualador (resp. U-copregavilla coigualador) de los

f f
morfismos Xo ——3 X1 (resp. Xo =—— X1 ) es representable, si y solo si existe un
g g

objeto kery g (resp. cokeryg) en € y un morfismo ker¢ g . X (resp. cokery g & Xo)
con la siguiente propiedad universal:
fok, = gok, (resp. k*of = k*og) ysia 5 xo (resp. a ¢ xg) es un
morfismo en € tal que fo = go @ (resp. @of = @og), entonces
existe un tnico morfismo a —% kery g (resp. a «— cokeryq) tal
que k, o @ = @ (resp. ok* = ):

kerg g cokery g
% 24 " ri
Fd g f )-l f
“Tmel resp. aTxg“—gwq

En este caso decimos que la pareja (kerf g, ki) (resp. (cokery g, k* }) , 0 simplemen-
te que el objeto kery g (resp. cokersg), representa al igualador (resp. coigualador) de

f f
los morfismos Xo —= X1 (resp. %o Zg X1 ). También, decimos que el diagrama:
9

k. f K f
kerf,g —— xo —% X1 (resp‘ cokerf g <—— Xp T— X
9 9

es ezacto.

Si € es una U-categoria, decimos que € es una U-categoria con igualadores (resp.
coigualadores) si C es una U-categoria con Ig-limites (resp. IgP-colimites), es de-
cir, si la U-pregavilla igualador (resp. U-copregavilla coigualador) de cualesquiera

f f
morfismos Xo — X (resp. XpEI—xX ), es representable.
g 9

TEOREMA 3.1. Si C es una U-categoria los siguientes enunciados son equivalen-
tes:

(i) € es una U-categoria con productos e igualadores (resp. sumas y coiguala-
dores).
(ii) C es una U-categoria con I-limites (resp. I-colimites) para toda U-categoria
pequenia 1.
Mads aiin, si por una U-categoria finita entendemos una U-categoria pequenia cuyo
conjunto de objetos y de morfismos es finito, también las siguientes condiciones son
equivalentes:
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(1) € es una U-categoria con productos finitos e igualadores (resp. sumas y
coigualadores).

(2) @ es una U-categoria con I-limites (resp. I-colimites) para toda U-categoria
finita 1.

DEMOSTRACION.

(i)=(ii)

Probaremos que si € es una U-categoria con productos e igualadores entonces €
tiene I-limites para toda U-categoria pequena I. El resultado para sumas y coigua-
ladores se hace de manera andloga.

Sea I una U-categoria pequefia y y una I-grifica en €. Si denotamos como I al
conjunto de objetos de I y como I; al conjunto de todos los morfismos de I, sabemos
que existen objetos en C:

[Tvvo v I 6

ielp i.-‘-'»je I

que representan a las U-pregavillas producto de las familias {‘y{i) } iet, ¥ {Y[j ) }il"tiel. ,
respectivamente.

También, como € es una U-categoria con igualadores, si consideramos los mor-
fismos:

[T =
ihien,
TIv() I v6)
i€lp [T vielem i%er,
i#Bjen,

donde []v(i) =% y(k) es la proyeccién en el k-ésimo factor, existe un objeto L en

ielp
€ y un morfismos L By [Tv(i) tal que el siguiente diagrama es exacto:
ielp
[T =
; iBiely
L— JIv() [T vG)
ielo IT vielom i%jer,
ihieny

Se concluye que la pareja (L,n) representa al limite de y en €, donde ki(L) = v
estd definido para todo objeto i en I como n; = 7; o {. En efecto, si a es un objeto
en G, la funcién:

e'(ki(a),y) — €(a,L)

E— (e)
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donde @(¢) es el tinico morfismo de a en L tal que
togle) =[]«
i€lp
es inversa de la funcién:
€(a,L) — €'(ki(a),y) -
@ ——>noki(p)
(ii)=> (i)
Es inmediato.

(1) & (2)
Se prueba de manera andloga. Al

Por una U-categoria con igualadores candnicos (resp. coigualadores candnicos)
entendemos una U-categoria con I,-limites canénicos (resp. Ig°-colimites canénicos),

f
es decir, una U-categoria en la que para cualesquiera morfismos xo =% x1 (resp.
9

f
—x ) se ha elegido una pareja (kery g, k.) (rwp. [cokerf_g,k‘]) que repre-
9

senta a su U-pregavilla igualador (resp. U-copregavilla coigualador). En este caso,
llamamos al objeto kery o (resp. cokers g) el igualador (resp. coigualador) en C de los

f f .
morfismos Xo — X1 (resp. Xo$—x1 ) y a kerg g LY X0 (resp. cokery g e xo)
9 9

su inclusion (resp. su proyeccion).

Observemos por tiltimo que si € es una U-categoria con igualadores candnicos
(resp. coigualdores canénicos), como la categoria Ig es conexa, el morfismo diagonal
(resp. codiagonal) de cualquier objeto a en €:

An Vn
a-—-— ker;dmida resp. COkerid.,id, — L
es un isomorfismo.

§3.1. Ejemplos. En este pérrafo, definiremos objetos que representan a las pre-
gavillas igualadores y a las copregavillas coigualadores en distintas categorias. Con
estas construcciones, estas categorias seran consideradas desde ahora como categorias
con igualadores y coigualadores candnicos.

§3.1.1. Conjuntos y Espacios Topoldgicos.

f
Si Xp ? X; son morfismos en la U-categoria de conjuntos U-pequeiios, la U-

pregavilla igualador de f y g es representable por el conjunto {x € Xo | f(x) = g(x)}.
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f
Por otro lado, la U-copregavilla coigualados de dos morfismos Xo =—— X; en
9

Cony, es representable por el conjunto Xo médulo la relacién de equivalencia generada
por x ~y si existe z € X; tal que f(z) =xy g(z) =y.

f f
Si los morfismos Xy — X, (resp. Xo 1'—_9_ X1 ) estan en la U-categoria de
9

espacios topoldgicos U-pequenos, el mismo conjunto con la topologia de subespacio
(resp. con la topologia cociente) representa a la U-pregavilla igualador (resp. U-
copregavilla coigualador) en Top,,.

§3.1.2. Grupos, Anillos y R-mddulos.

f
Si Mo —=3M; son morfismos en alguna de las U-categorias Grp,,, Anilloy
0

6 R-Mod, la estructura de Mg se restringe a una estructura en el conjunto {x €
Mo | f(x) = g(x)}. Este conjunto con la estructura correspondiente, representa a la
U-pregavilla igualador en la U-categoria Grp,,, Anilloy 6 R-Mod, segiin sea el caso.

f
Por otro lado, si Mo <= M; son morfismos en Grp,,, Anilloy 6 R-Med, y
9

denotamos como N¢g4 al subgrupo normal, al ideal 6 al submédulo, segin sea el
caso, generado por el conjunto {f(x} —g(x) | X € Mo}, el cociente My/Ny g repre-

g
senta a la U-pregavilla coigualador de los morfismos My === M; en la categoria
9

correspondiente.

§3.1.3. Categorias de Funtores.

Sea D una U-categoria con igualadores canénicos (resp. coigualadores canénicos).
Si € es una U-categoria, andlogamente a como se vié para productos (resp. sumas)
en §2.1.6 de la pagina 23, la estructura en D determina una estructura de I-categoria
con igualadores canénicos (resp. coigualadores canénicos) en DE.

§3.2. Categorias Abelianas. Sea A una U-categoria preaditiva.

Si I es una U-categoria pequena, como el funtor grifica constante A Xy Al es
aditivo, de la discusién del Parrafo §3.3 de la pdgina 12 se sigue que para toda I-
gréfica v en A, la U-pregavilla limite (resp. U-copregavilla colimite) de vy tiene una
estructura de U{-pregavilla (resp. U-copregavilla) de grupos abelianos.

Si x 5 y es un morfismo en A la U-pregavilla igualador (resp. U-copregavilla
coigualador) de los morfismos f y 0¥ con la estructura de U-pregavilla (resp. U-
copregavilla) de grupos abelianos senalada arriba, es llamada la I{-pregavilla nicleo
de f (resp. U-copregavilla coniicleo de f) y denotada kerf(f) (resp. cokery (f)).

Por definicién y por la Proposicién 3.7 de la pagina 13, la U-pregavilla niicleo
(resp. U-copregavilla coniicleo) de un morfismo x 5 y es representable si y sélo
si existe un objeto ker(f) (resp. coker(f)) en A y un morfismo ker(f) LI (resp.

f
coker(f) « y) con la siguiente propiedad universal:
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foks= Ofﬂ_m (resp. kfof =0i°kgrm) ysiz B x (resp. z g y)

es otro morfismo tal que fo ¢ = OEerm (resp. Yof = OCOIWH))‘

existe un tnico morfismo z =5 ker(f] (resp coker(f) Y, ) tal
que kfo ¢ = @ (resp. Yokl =):

k f
ker(f) — ety Y coker(f) at Y £ x
- ~
~ P s b
@ \\T B \&l
z resp. z

En este caso decimos que la pareja (ker(f),k¢) (resp. {coker[f},kf]), o simple-
mente que el objeto ker(f) (resp. coker(f)), representa al nicleo (resp. coniicleo) de

X -f—f y en A.
Observemos ahora que si 0 denota el objeto cero de la M"'-categoria. pequena

Z-Modﬁ,up (resp. (Z-Modﬁ)op) y kerA[f] i X3 (resp cokerz[f] ‘Jz) estd

definido como j(f)a(n) = Mo, se tiene una sucesién de morfismos de U-pregavillas
(resp. U-copregavillas) de grupos abelianos en A:

(f) f2
0 —> kerp (f) —> x§ ——> y3
() Y v
(resp. 0 ~— coker} (f) <— vy ~—xY )

la cual es eracta término a término, es decir, para todo objeto a de A la siguiente
sucesion de grupos abelianos es exacta:

Q—> ker"z\{f}[a} L X7z 2(a) L Uz 2(a)

(resp. 0— cokerz (f](u) —-——" Xz(ﬂ] =% ‘Jz(“] )
Se sigue que la pareja (ker(f),k¢) (resp. (coker(f),k)) representa al nicleo de

x y si y sélo si, la siguiente sucesién de U-pregavillas (resp. U-copregavillas) de
grupos abelianos en A, es exacta término a término:

kg
00— ker[f)z —>Xz “_"‘Jz

i] f
(resp. 0 < coker(f)y ik vy ~——xy )

En particular,
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PROPOSICION 3.2. Si A es una U-categoria preaditiva con un objeto cero 04 y
a-besun morfismo en A, entonces f es un monomorfismo (resp. epimorfismo)
si y sélo si 04 — a representa al nicleo de f (resp. b — 04 representa al comicleo

de f).

Si A es una U-categoria preaditiva, decimos que A es una U-categoria con niicleos
(resp. coniicleos) si la U-pregavilla micleo (resp. U-copregavilla coniicleo) de cual-

. f
quier morfismo a — b en A es representable.

PROPOSICION 3.3. Si A es una U-categoria preaditiva, los siguientes enunciados
son equivalentes:

(i) A es una U-categoria con nicleos (resp. contcleos).
(ii) A es una U-categoria con igualadores (resp. coigualadores).

DEMOSTRACION. Si A es una U-categoria con igualadores (resp. coigualadores),
por la definicién de la pregavilla niicleo (resp. copregavilla conicleo) y de la Pro-
posicién 3.7 de la pagina 13, se sigue que A es una U-categoria con nicleos (resp.
conticleos).

Por otro lado, si A es una U-categoria con nicleos (resp. conicleos) y

f f
_f..—g" aQ (r&sp. ap 4_“'—9' ap )

son morfismos en A, es ficil ver que si x representa al niicleo (resp. coniicleo) del
morfismo diferencia f — g entonces x representa al igualador (resp. coigualador) de

f f
los morfismos a0 —= a1 (resp. ao = ) Ed

Si A es una U-categoria preaditiva, decimos que A es una U-categoria con nicleos
(resp. coniicleos) candnicos si para cualquier morfismo x X y en A se ha elegido una
pareja (ker(f), k¢) (resp. [coker{f],kf]) que representa al micleo (resp. coniicleo) de

x 5 y. En este caso decimos que ker(f) k¢ x (resp. coker(f) 5 y) es el morfismo
niicleo (resp. coniicleo) de f y ker(f) (resp. coker(f)) el objeto niicleo (resp. coniicleo)
de f.

Si x 5 y es un morfismos en una U-categoria preaditiva con nicleos y coniicleos
canénicos, definimos el morfismo imagen (resp. coimagen) de f como el morfismo
nicleo del morfismo coniicleo de f (resp. el morfismos coniicleo del morfismo nicleo
de f) y lo denotamos im(f) L y (resp. coim(f) & x). Alobjeto im(f) (resp. coim(f))
lo llamamos el objeto imagen (resp. obejto coimagen) de f. En este caso, por las
propiedades universales de nicleo y coniicleo, si a 1) b es cualquier morfismo en A
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existe un tnico morfismo coim(f) =% im(f) tal que el siguiente diagrama conmuta:

(17) PR, S

Y

coim(f) s > im(f)

Si A es una U-categoria preaditiva con nicleos y coniicleos candnicos, decimos
g " " . f
que A satisface el axioma de isomorfismo, si para todo morfismo a — b el morfismo
(17) de arriba es un isomorfismo.

TEOREMA 3.4. Sea A una U-categoria preaditiva con un objeto cero 04 y con
nicleos y conicleos candnicos. Si A satisface el arioma de isomorfismo, entonces:

(i) Un morfismo a 5 b es un monomorfismo (resp. epimorfismo), si y sdlo
si, la pareja (a, f) representa al niicleo (resp. comicleo) de algin morfismo.

(i1) Amono N Aepi = Aiso, €s decir, un morfismo en A es un isomorfismo si y
solo si es monomorfismo y epimorfismo.

DEMOSTRACION.

Pueba de (i):

Es claro de la propiedad universal de los miicleos (resp. comicleos), que si (a, f)
representa al niicleo (resp. contcleo) de algiin morfismo entonces f es un mono-
morfismo. Por otro lado, si suponemos que a £, b es un monomorfismo (resp.
epimorfismo), por la Proposicién 3.2 de la pigina 33, a . representa al conicleo
del morfismo niicleo de f (resp. b 4y representa al nicleo del morfismo coniicleo
de f). Como A satisface el axioma de isomorfismo, se concluye que (a, f) representa
al niicleo del morfismo conticleo de f (resp. al coniicleo del nicleo de f).

Pueba de (1i):

Es inmediato que un isomorfismo es un monomorfismo y un epimorfismo.

Por otro lado, si a %, b es un morfismo en A que es tanto monomorfismo como
epimorfismo, de la Proposicién 3.2 de la pagma. 33, se sigue que a Xa representa
al contcleo del morfismo niicleo de f y b 4 p al nicleo del morﬁsmo contcleo
de f. Como A satisface el axioma de isomorfismo, concluimos que a £ boes un
isomorfismo. o

Llamamos a una U-categoria aditiva con nicleos y coniicleos canénicos que sa-
tisface el axioma de isomorfismo, una U -categoria abeliana.

Ejemplos:

§3.2.1. R-mddulos.

Si R es un anillo U{-pequeno, con la estructura aditiva senalada en el Ejemplo
§2.4.1 de la pagina 27, y con los niicleos y coniicleos definidos por los igualadores y
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coigualadores, respectivamente, la l{-categoria de R-mddulos izquierdos U-pequenos
R-Mod;, es una U-categoria abeliana.

§3.2.2. R-mddulos finitamente generados.

Si R es un anillo neteriano U{-pequeno, la subcategoria plena R-Mod{f de R-Mody,
cuyos objetos son los R-médulos finitamente generados, es una categoria abeliana
con la estructura inducida.

§3.2.3. Categorias de Funtores.

Si A es una U-categoria abeliana, para toda U-categoria pequena €, con la estruc-
tura aditiva seialada en el Ejemplo §2.4.3 de la pagina 27, la U-categoria A€ tiene
una estructura de l{-categoria abeliana, donde los niicleos y conicleos son definidos
por los igualadores y coigualadores, respectivamente.

En particular, si A es una U-categoria abeliana, para cualquier UY-categoria pe-
quena C las U-categorias Pre(C) 4 y coPre(€),, tienen naturalmente estructuras de
U-categorias abelianas.

§3.2.4. Complejos de Cadena.

Sea A una U-categoria abeliana. Por un complejo truncado en A entendemos una
pareja de morfismos consecutivos a 5 b2 c tales que su composicién g o f es igual
al morfismo cero 0Y. Més generalmente, decimos que una sucesién de morfismos en
A:

S ;....._x_24d__z-x_1 -:il)q)-:dl—x; 4dz—x24—---
es un complejo en A si culquier pareja de morfismos consecutivos de Sy forma un
complejo truncado.

Si Sx y Sy son dos complejos en A, un morfismo de complejos Sx 5 Sy es una
familia de morfismos en A, {xn it Un), tal que dy o f,, = f,_1 0 d,, para todan

d_z d_y dy d

sx;....‘_x_;:_‘...'_)cq -— Xp =—— X -I—Z—XZ-—---
lf ifhz lf-t lfo lfs Ifz

—2<— Y- 1 «—Yo<— Y| ——
u -— Y = o y 4 Yy 7 Y2z —

Definimos la U-categoria de complejos de A, denotada como Kom(A), a aquella
que tiene por objetos a los complejos en A y por morfismos a los morfismos de
complejos.

Observese que la estructura de 4-categoria abeliana de A, determina canénicamente
una estructura de I{-categoria abeliana en Kom(A) definida término a término.

Maés atin, esta categoria tiene naturalmente las siguientes dos subcategorias ple-
nas con estructuras de U-categorias abelianas inducidas.

1. La U-categorias de complejos positivos Kom™ (A) que tiene por objetos a
los complejos en A tales que xy, es igual al objeto cero de A sin < 0. Estos
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complejos son denotados:

do dy ﬂz
S4:0 Xp <—— X] X2

2. La U-categoria de complejos negativos Kom™ (A) que tiene por objetos a
los complejos en A tales que x,, es igual al objeto cero de A si n > 0. Estos
complejos son denotados:

Sx:0 x° x! x2

Notemos ahora que si a A b4 cesun complejo truncado en A, por las propie-
dades del niicleo y coniicleo en A, existe un \inico morfismo im(f) iy ker(g) tal que
el siguiente diagrama conmuta:

a c

/\

im(f) ———>ker

Mais atin, este morfismo im(f) e ker(g) es un monomorfismo pues se tiene la
igualdad kg o @g =17 y 1’ es un monomorfismo. Se sigue que el objeto coniicleo de

@1, es isomorfo al objeto cero de A, si y sélo si, im(f) il 2 ker(g) es un isomorfismo.

En este caso decimo que el complejo truncado a 5503 ¢ es ezacto.
En general, si Sx es un complejo positivo (resp. negativo) en A,

d d d
Sx:(}-«L)toq—l—XId;)Qq—---
a° d! d?
(resp. Se:0 x0 x! x2 )_

definimos para todo niimero natural n el n-objeto de homologia (resp. cohomologia)
de Sy, denotado Hy(Syx,A) € A (resp. H™(Sx,.A) € A), como el objeto coniicleo del
morfismo @4, ., d, (resp. @gn gn+1).

Decimos que un complejo positivo (resp. negativo) Sy es eracto si cada pareja
de morfismos consecutivos de Sy forma un complejo truncado exacto, es decir, si sus
n-objetos de homologia (resp. cohomologia) son isomorfos al objeto cero de A para
todan €N.

Por 1ltimo, observemos que si 0A denota la categoria de A-objetos graduados
definida como aquella que tiene por objetos a las familias {a;}icn de objetos en A
indexados por N y donde un morfismo de {a;}ien en {b;i}ien es igual a una familia de
morfismos en A, {a; — bi}ien; entonces la asignacién que a cada complejo positivo
(resp. negativo) en A, Sy, asocia la familia {H(S«,A)}nen (resp. {H™(Sx,A)Inen),
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se exiende en un funtor:

H.(-A)
—

He (-~
Kom*(A) A (resp. Kom ™ (A) A A )

Si Sx es un complejo positivo (resp. negativo) en A, el A-objeto graduado
H,(Sx,A) (resp. H*(Sx,A)) es llamado la homologia (resp. cohomologia) de Sx.

4. Productos Fibrados y Sumas Amalgamadas

Denotamos como Iy a la U-categoria pequena que tiene por objetos al conjunto
3={0,1,2} y con solamente dos morfismos, 1 L08 2, ademads de las identidades.
Si € es una U-categoria, una Ir-grafica (resp. I{P-grafica) y en € consiste de dos
morfismos, x; 5 xo € xz (resp. x; S X0 - x2). La U-pregavilla limite (resp.
U-copregavilla colimite) de y es llamada la U-pregavilla producto fibrado (resp. la
U-copregavilla suma amalgamada) de los morfismos x; 5 X0 € %2 (resp. x3 d X0 5

Xz).

Por definicién, la U-pregavilla producto fibrado (resp. U-copregavilla suma amal-
gamada) de dos morfismos x; % X0 & x2 (resp. x s X0 3 x2) es representable si
y s6lo si, existe un objeto en €:

xX] X X2 (resp. x1 + x2)
xg X0

y morfismos:
x1 B xq x X2 L O (resp. x3 A, X1 + %2 & x2),
X0 xXo
con la siguiente propiedad universal:
gopy =fop; (resp. izog=1i10f) ysix; & aBx, (resp.

X] ¥1a &2 x2) son morfismos tales que g o @; = f o @) (resp.
Wy 0 g = Wy of), existe un tinico morfismo a % x; x x, (resp.
X0

ad x|;|-xz) tal que pro@ = @1 y p2o@ = @y (resp. Poiy =y,
0

yWoiz=1):
a P2 a b2
~ * Y
'\lp s
N ~ .
X2 X X7 P2 o .
X0 — X2 i -— X2

"Nel b MANC

X) ——%o resp. X ~——%o
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En este caso decimos que la pareja (x1 x x2,{p1,p2}) (resp. (%1 + x2,{ix ,1'.2})) -
X0 X0

o simplemente que el objeto x; X x2 (resp. x3 x+ x2), representa al producto fibrado
1] ]

(resp. suma amalgamada) de los morfismos x; 5 xo 2 xz (resp. x; i X0 2 x2).
También, decimos que el cuadrado:

X2 X x1 P2 X2 +x; 12
X0 — X2 X0 -— X2
Wl of P
X1 —T = X0 resp. X1 B X0

es cartesiano (resp. cocartesiano).

Una U-categoria con productos fibrados (resp. sumas amalgamadas) es una U-
categoria con Ig-limites (resp. IfP-colimites), es decir, una U-categoria en la que la U-
pregavilla producto fibrado (resp. U-copregavilla suma amalgamada) de cualesquiera
dos morfismos x; Sy x0 €2 %3 (resp. x; L X0 5 X2), es representable.

TEOREMA 4.1. Si € es una U-categoria con 2-productos, los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

(i) € es una U-categoria con productos fibrados (resp. sumas amalgamadas).
(ii) € es una U-categoria con igualadores (resp. coigualadores).
En particular, por el Teorema 3.1 de la pdgina 28, para que una U-categoria tenga
I-limites (resp. I-colimites) para toda U-categoria pequenia | es necesario y suficiente
que tenga productos y productos fibrados (resp. sumas y sumas amalgamadas).

DEMOSTRACION.

(i)=(ii)

Sean Xo % x1 (resp. Xo “‘:; x1 ) dos morfismos en C.

(ii)=(i)

Como € es una U-categoria con 2-productos, por la prueba del Teorema 2.1 de
la pagina 24, € también es una l{-categoria con n-productos (resp. n-sumas) para
todo nimero natural n no cero y como € es una U-categoria con igualadores (resp.
coigualadores), por la prueba del Teorema 3.1 de la pgina 28, € es una U-categoria
con I-limites (resp. I-colimites) si I es una H-categoria finita no vacia. En particular,
€ es una U-categoria con productos fibrados (resp. sumas amalgamadas). s

Por una U-categoria con productos fibrados candnicos (resp. sumas amalgamadas
candnicas) entendemos una U-categoria con Ip-limites canénicos (resp. If-colimites
canénicos), es decir, una U-categoria en la que para cualesquiera dos morfismos

f 9 f 9
X] = X & X2 (resp. x1 & x0 = x3)
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se ha elegido una pareja
(x1 x x2,{p1,p2}) (resp- (x1 + 12.{ir.iz}))
X0 X0

que representa a su producto fibrado (resp. suma amalgamada). En este caso,
llamamos al objeto x; x xz (resp. x; + x2) el producto fibrado (resp. la suma
X0 X0

amalgamada) en € de los morfismos x; Z x0 €2 %2 (resp. x3 i X0 x2).

Por dltimo, observemos que si € es una U-categoria con productos fibrados
canénicos (resp. sumas amalgamadas candnicas), como la U-categoria If es cone-
xa, el morfismo diagonal (resp. codiagonal) de cualquier objeto a en €:

An vﬂ
a—>axa (resp‘ a+a—>a)
a a

es un isomorfismo.

§4.1. Funtor de cambio y cocambio de base. Si € es una U-categoria con
productos fibrados canénicos (resp. sumas amalgamadas canénicas), para todo mor-

fismo x y en € definimos un funtor:
elyi—(‘.’lx (resp. xl(‘:‘i-yle),

al que llamamos el funtor de cambio (resp. cocambio) de base en C a lo largo de f,
de la siguiente manera:
Si (a,u) es un objeto en € | y (resp. x | €) y x x a (resp. y + b) es el
y x

producto fibrado (resp. suma amalgamada) en € de los morfismo x 5 Y ¢ a (resp.

Y J oY a) con py su proyeccién en x (resp. 1i; la inclusién de y), definimos

f*(a,u): = (f*a,f'u) (resp. f.(a,u): = (f.q, f.u]) donde ffa=xxay ffu=p
v

(resp. f.a=y+by fu=1):
x

Pa=xxa_P2__ . fia=y+a 2,
X

fTu=p, l lu fou=i T T“

X——> Y resp. Ye——x

f f

Si (a,u) % (b,v) es un morfismo en € | y (resp. x | €), se define

(fa, fu) 29 (£b, f*v) (resp. (f.a,f.au) =9 (f.b,f.v))



40 2. Limites y Colimites

como el tinico morfismo que satisface f*vo f*¢ = f*uy pro f*@ = @ o py (resp.
f.pofou=f,vyf.poiz=izoq):

resp.

Observemos ahora que si € es una U-categoria arbitraria y x 5 y&a (resp.

f i
yexS a) son morfismos en € donde u es un monomorfismo (resp. epimorfismo),
para cualquier cuadrado cartesiano (resp. cocartesiano):

xxa P2 iz
y — 0 y_i'a"(—a
911 1“ itT I“
xX—1Y resp. Ye——-X

2 i iz
se tiene que x x a 2 x (r&sp. U y+ a) también es un monomorfismo (resp.
y x

epimorfismo). En efecto, esto se sigue de la propiedad universal del producto fibrado

(resp. suma amalgamada) y del hecho de que si suponemos que existen dos morfismos
P

® ; .
z_,T xXa (resp‘ y+a _’T z ) tales que pjo@ = pjo (resp. @oi; = Poiy),
u x
entonces también pz o @ =pz o (resp. @ oiz =1 oiy) pues uopy =fop; (resp.
iyou=1; 0f) y u es un monomorfismo.
Concluimos asi que si € es una U-categoria con productos fibrados canénicos
(resp. sumas amalgamadas canénicas), el funtor de cambio (resp. cocambio) de base

a lo largo de cualquier morfismo x 5 y se restringe a un morfismo de conjuntos
parcialmente ordenados:

Suby,(€) - Suby(€) (resp. Cocy(€) 2 c:oc._,(e))
y por lo tanto determina un morfismo de conjuntos ordenados:

(18) suby (€) 5 suby(€) (rp. coex(e)iacocy(e]).
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Si € es una U-categoria con productos fibrados candnicos (resp. sumas amalga-
madas canénicas), obtenemos asi un funtor:

op M]Conu 5 sl }Conu
x suby (C) x coc, (€)
f I———*lf' fll——-—b—l f.
y suby(€) resp. Yy cogy (€)

al que llamamos el funtor de subobjetos (resp. funtor de cocientes) de €.
Ejemplos:
§4.1.1.
Si € es la U-categoria de conjuntos U-pequenos, la funcién (18) de arriba corres-

pondiente a una funcién X L Y, asocia a cada subconjunto A de Y (resp. relacién
de equivalencia R de X) su imagen inversa por f (resp. la relacién de equivalencia en
Y imagen directa de R por f).

§4.1.2.

Si € es la U-categoria de espacios topolégicos U-pequenios, la funcién (18) de

arriba correspondiente a una funcién continua X L+ Y, asocia a cada subobjeto
(A,7) de Y en € (resp. supraobjeto (R, T) de X en €) el subobjeto (f~'(A),¢) de X

en € (re5p. supraobjeto (f (R), Tf) de Yen (3), donde ¢ es la topologia m4s pequena

en f~1(A) (resp. Y/f(R)) tal que las funciones f~'(A) —fL Ay f1(A) = X (resp.
X/R = Y/f(R) y Y = Y/f(R)) son continuas.

5. Funtores que Conmutan con Limites y Colimites

Sea € % D un funtor, I una U-categoria pequenia y y una I-gréifica en €. Supon-
gamos que (limi(y),e) y (lim;(Foy),e’) (resp. (colimi(y),n) y (coll’mi[?oy],q’))
representan a los limites (resp. colimites) de y y F o y respectivamente, es decir,
supongamos que se tienen isomorfismos naturales en x y y:

e(x lim(y)) =€ (ki(x),7) ¥ D(u,lim(Fov)) =D (ki(y),Fov)

@ ———>ceoki(o) Y ————¢'oki(})

resp. (?(coh’m[y],x)ae‘(y,k:[x]) y D(coll'm{.'}'oy].y)5931(3"01"1‘1{9])

© ——ki(p)on Y ——ki(P) o7’
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La funcién de conjuntos inducida por F:

! (ki(x),y) = D! (T o kilx) = ki(F(x)), F o)

(resp. {fl(y.kl{x)) — ‘Dl({}' oy, Foky(x) = k[(f}"(x}))) ;
determina entonces una funcién natural en x:

e(x,‘fm('y]) 2y ﬂ)(f}'(x),h’m{&"oy])
2 (resp. G(colim(y],x) B, ﬂ)(co”m(?o‘y},?[x])).

Bajo estas condiciones, decimos que el funtor € 3, D conmuta con el limite (resp.
colimite) de 7y si

im(y) (id) : F(lim(y)) = lim(Foy)
(fesp- Beoim(y) (id) : colim(F o y) — &’(colim(y]))

es un isomorfismo.
Observemos que (20) es el inico morfismo tal que el siguiente tridngulo conmuta:

(20)

F(limpy)

" F(ed)
~
.3
cq-’ﬂhd) ~ i

lim(Foy) 45;-" Foy(i)

F(colimyy)
G A Fini)
ﬁd-’-\f[ia}\ -
resp. colim(Foy) 7+ Foyli)

n

para todo objeto i en I. En particular, nuestra definicién no depende de las pa-
rejas (limi(y),e) y (lim(Foy), ') (resp. (colimy(y),n) ¥y (colfml{:}'o'y),n')) que
representan a los limites (resp. colimites) de y y F oy, respectivamente. Ademads:

PROPOSICION 5.1. Sea € 5 D un funtor y supongamos que (limy(y), €) (resp.
(colt’ml(y],n)) representa al limite (resp. colimite) de una I-grdficay. Si (F(limy), Fx

€) (re.sp. (S(colimy), G * r|)) representa al limite (resp. colimite) de F oy entonces
F conmuta con el limite (resp. colimite) de y.

DEMOSTRACION. En este caso el morfismo (20) es la identidad. Y
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Sie % Desun funtor, decimos que F conmuta con limites (resp. colimites) si
para toda U-categoria pequeia I, F conmuta con el limite (resp. colimite) de y para
toda I-grafica y tal que limy (y) y lim]'(F o) (resp. colim;(y) y colimy’(3 o)) son
representables en C y D, respectivamente.

El siguiente resultado se sigue facilmente de la caracterizacién del morfismo (20):

TEOREMA 5.2. Sean C y D dos U-categorias con I-limites candnicos (resp. I-
colimites candnicos). Si C 3o y € 5 D son funtores que conmutan con l-limites

(resp. 1-colimites) y F 3 G una transformacion natural, para toda 1-grdfica y en C,
se tiene un cuadrado conmutativo:

3’(h’m[{y}) = Ifm;(&‘oy) colimy (3oy) = 3’(cnliml[y})
" (lﬁ-m:) lim (n-v) colim; (11*?) n(wﬂ—. I'v])
S(Ifml{y]) Elim[(goy) resp. co|fm1(9 o‘y) = g(colfm[['y})

donde los isomorfismos son los de (20) de arriba.

§5.1. Ejemplos.
§5.1.1. Funtor que Olvida.
Si € denota cualquiera de las U-categorias Mondy, Grp,, Anillo o R-Mod, el

funtor que olvida la estructura algebraica C oy Cony conmuta con limites, pues este
conmuta con productos e igualadores.

El funtor € oy Cony no conmuta con colimites de todo tipo. Por ejemplo, no
conmuta con sumas. En el Ejemplo §5.1.4 de abajo se dard una clase de colimites

con los cuales el funtor olv si conmuta.

§5.1.2. Funtores Adjuntos.
F

Si @ Z_= D son funtores con F adjunto izquierdo de G, entonces F conmuta
S

con colimites y § conmuta con limites.
En efecto, como F es adjunto izquierdo de G, existen transformaciones naturales

ide =% G0 F y F oG == idp que determinan biyecciones:
f —— §(f) 0 oy {fi} ——{G(fi) oy ()}
D(F(x),y)=€(x,S(y)) ¥ DY(Fovy,s) = €(y,5086)
ByoTF(g) =—9 {Bs(i) © Flgi)} = {gi}
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Si suponemos entonces que (co| im(‘}’),n) (resp. (ifm{'y], E)) representa al colimite
(resp. limite) de una I-grafica 'y en € (resp. en D), es decir, si suponemos que se
tiene una biyeccién:

e(colim(y), Sw)) =€ (v, ki (S(w))) [ resp. D(F(x),lim(y)) =D (ki(F(x)),7)

@ ————ki(p)on Y ————coki(V)

se sigue de un cilculo directo que la composicion:

D(F(colimy),y) = €(colimy, §(y)) =€ (7,k1(9[y])) =D (Fov,Ki(y))

(resp. C(x, §(limy)) = D(F(x), limy) = D' (k;(?{x}),y) = e'(ki(x),$ o‘y))

es igual a la asignacién @ — k(@) o (F *1) (resp. Y — £ o ki(P)).

Concluimos que la pareja (F(colimy), F +n) (resp. (S(limy), G * s)) representa
al colimite (resp. limite) de F oy (resp. G o), por lo que de la Proposicién 5.1 de
la pagina 42, F conmuta con colimites (resp. § conmuta con limites).

§5.1.3. Los funtores C(a,—) y €(—,a).

Si € es una U-categoria pequefia y a es un objeto de C, los funtores:

Cla,— €(—,a)
ik Cony y @or 2

e Cony

conmutan con limites.

En efecto, como C(—,a) = €°(a,—) basta probar el resultado para el funtor
€(a,—).

Para mostrar que el funtor €(a, —) conmuta con limites, supongamos que (lim(y), €)
representa al limite de una I-grafica y en €. Notemos entonces que si ) es un conjun-
to U-pequefio, de la biyeccién entre Coni‘ (k; (Q),€(a, —}o’y) y Cony (Q, el (kI[u],y)) ;

se sigue que dado un morfismo f € Con), (k1(Q), €(a,—) oy) existe para cada x € Q
una tnica familia de morfismos a ﬂ—x); lim(y) tal que & o f(x) = fi(x) para todo

objeto i € 1. Esto define un tinico morfismo Q) Ly C(a,limy) tal que C(a, &) of = f;
para toda ien I.

En otras palabras, la pareja (e{a,'-fmy},(:'[a,—} * E) representa al limite de
€(a,—) oy. El resultado se sigue entonces de la Proposicién 5.1 de la pagina 42.

§5.1.4. Colimites Filtrantes.

Si I es una categoria pequena, decimos que I es una categoria filtrante siempre
que I tenga al menos un objeto y se cumplan las siguientes dos condiciones:
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(i) Para cualesquiera dos objetos i y j en I, existe un objeto k y morfismos

i—k~—1j.
. - f . .
(ii) Para cualesquiera dos morfismos paralelos i —=j en I, existe un mor-
9

fismo j —sk tal que hof =hog.
En particular, una categoria filtrante es conexa.

TEOREMA 5.3. Sea | una U-categoria filtrante pequeria y y una I-grifica en Con.
8i X:= [[v(i) y definimos la relacién ~ en X como
i€lp
Y(i) 3 xi ~ %5 € y(j) st existe i—>k ¥ j—>k tal que
v(s)(xi) = v(t)(x;).
entonces:

(i) ~ es una relacién de equivalencia en X.
(ii) X/ ~ representa al colimite de y.

DEMOSTRACION.

Prueba de (i): Es inmediato que ~ es reflexiva y simétrica.

Par probar la transitividad, supongamos que x; € y(i;) para j € {1,2,3} y que
X1 ~ X2 ¥ X2 ~ x3. Se sigue entonces de esto y de que I es filtrante, que existen
morfismos en I:

W s

A 4

s ty
12 s2

K
\‘k—"——l
e

k2

N /-

i3 =
tales que hosot; =hotosy, y(s1)(x1) =v(t1)(x2) y v(s2)(x2) = v(t2)(x3).
Si definimos u=hosos;,v=hosot; =hotos; yw=hotot; tenemos que
y(u)(x1) =v(v)(x2) = v(w)(x3), es decir, x; ~ x3.
Prueba de (i1):
Notemos que por definicidn, el siguiente diagrama es exacto:

H w

iBien
1 v L v(i) —— X/~
i%jel, LI viovle) i€l

iBier,
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donde 7 es la proyeccién canénica y y(k) Xy [1v(i) es la inclusién en el k-ésimo
ielp
sumando.
El resultado se sigue entonces de la prueba del Teorema 3.1 de la pagina 28. ¢

SieZ Desun funtor, decimos que F conmuta con colimites filtrantes si para
toda U-categoria pequena filtrante I, F conmuta con el limite de toda I-gréfica y tal
que colim?’ (v) y col fm}’[&‘ o) son representables.

COROLARIO 5.4. El funtor C 2 Cony del ejemplo §5.1.1 de arriba conmuta con
colimites filtrantes.

COROLARIO 5.5. Si € es una U-categoria con 1-limites candnicos, el funtor 1-

5o li o
limite €' % € conmuta con colimites filtrantes.

6. €xtensiones de Kan

§6.1. Categorias de Graficas. Si € es una U-categoria, la categoria coma
c | € a través del funtor canénico caty 5 Caty es una U-categoria que tiene por
objetos a las parejas (I,7) con I una U-categoria pequena y y una I-gréfica en C.
Los morfismos en ¢ | € entre dos de estas parejas (I,7) y (], 8) son los funtores I 3 ]
tales que y =80 F.

Considerando la estructura de 2-categoria que tiene Cat, podemos pensar a la
igualdad vy = 6 o F como el 2-morfismo identidad y definir entonces las siguientes
U-categorias:

Objetos Morfismos
(Fm)
(1) (Ly) —= (J,5)
Gruf(€)y : =| 1 es una U-categoria o J
y
pequena y [ Ye 1\ ‘A
es un funtor e |
y
[ Objetos Morfismos
(Fm)
(Lv) (Ly) —~ (1,8)
Graf°(€) : = | I es una U-categoria f—F J

n
pequena y | he W

es un funtor @ |
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donde la composicién de morfismos esta dada por las igualdades (G,¢) o (F,n) : =
(SoF,(exF)om) y (G,e) o (F,n): = (S0 F,no(exTF)), respectivamente.
Més atn, un morfismo € ZDen Caty determina morfismos:

Graf(€) ). Graf(D) Graf(€) =2 Graf°(D)
(L) (I,Govy) (Ly) (I,Govy)
[T.ﬂ]ll—l‘} (F,Gw) b/ w-“l]‘l—*ll?.fi’ﬂ!
(1,5) (1,5 08) (1,8) (1,508)
sioE 10 16 Veitenios Punitores:
Catu Graf(—] Cﬂtu y Cutu Graf*®(—) Cmu

Con esta notacion, si € es una U-categoria pequena y € 2 @’ un funtor de € en
una U-categoria €', los funtores (1) de la pigina 5 pueden verse como sigue:

e — = Graf(€) & —> Graf(€)°?

a’ (hla',mla’) a’ (@’ L h,a’ | 7)
tpln—n-l[u«p.id) ¥ wln——-—»’(wn.idl
b’ (h|lb,m|b) b’ (b L Cb | m)

86.1.1. Categorias Completas y Cocompletas.
Si consideramos ahora los funtores fieles y plenos de I{-categorias:

e ——~ Graf(€)P e —~~ Graf(€)
a (1,ki(a)) a (1,k1(a))
fll—-—‘{id.f} Yy rll——-—-ltid,ﬂ
b (1,k1(b)) b (1,ka(b))
obtenemos por el Parrafo §3.1 de la pagina 7 los siguientes diagramas:
Graf(€)°P Graf(€)
I I
: KA y : KV
\ Y
e_hA__...Pn[{?]u e——hv—»copn(e]u :

donde k\(1,y) = limp (y) y k(1) = colim ().
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Denotamos entonces al funtor k”* (resp. k) como lim” (resp. colim") y decimos
que € es una U-categoria completa (resp. cocompleta) si lim” (resp. coll'mv) es
representable. Por la Proposicién 3.4 de la pagina 11, C es una U-categoria completa
(resp. cocompleta) si y sélo si € es una U-categoria con I-limites (resp. I-colimites)
para toda U-categoria pequenia I.

Si € es una U-categoria completa (resp. cocompleta) decimos que C es una U-
categoria candnicamente completa (resp. candnicamente cocompleta), si se ha elegido
un funtor:

lim

Graf(e)r —"~¢  (resp. Graf(€) =™ c)

y un isomorfismo natural:

_ Graf(€)oP _ Graf(€)
lim .~ colim - 7
A 3 ill’m!\ .7 = lodimv
;-, = */ =
e = Pre (@), resp. @ = coPre (C),,

En este caso llamamos al funtor |im (resp. colim) el funtor limite (resp. colimite)
de C.

Observemos que si € es una U-categoria canénicamente completa (resp. cocom-
pleta), para toda U-categoria pequena I el funtor:

el ——» Graf(e)°? el —= Graf“(€)
¥ (L,y) Y (I,y)

ﬂll—*T(idmﬂ "Ill—b-l{idhﬁ]
5 (1,3) resp. 5 (1,8)

determina funtores:

el - z' - Graf(€)°P %; e (resp. el %,, Graf°(€) nii.; e )

lim colim|
e isomorfismos h” o lim; = lim{* (resp. hY o colim; = mlme), por lo que € tiene
naturalmente una estructura de U-categoria con I-limites canénicos (resp. I-colimites
can6nicos).
Por los Teoremas 3.1 de la pagina 28 y 4.1 de la pigina 38, tenemos:

TEOREMA 6.1. Si C es una U-categoria pequena, los siguientes enunciados son
equivalentes:
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(i) @ tiene productos e igualadores (resp. sumas y coiguakadores).
(ii) C tiene productos y productos fibrados (resp. sumas y sumas amalgama-
das).
(iii) C es completa (resp. cocompleta).
§6.1.2. Funtores Densos y Codensos.
Sea € una U-categoria pequena y D una U-categoria.
Observemos que si € 3 Desun funtor, se tiene una transformacién natural:

1] o]
Graf(D)°P resp. D

- -

k

Graf* (D)

donde @ = Graf(F)P o (— | F) (resp‘ ® = Graf°(F) o (F1 —))
Esta transformacién natural se define para cada objeto d en D como la pareja

Cd. = [9.’1)3

a1 7 i/ 1 Fld 2 1
4 o
7 \\<¢///
Fo(dln) k(d) Fo(nld) k(d)
D resp. D

donde § es el unico funtor a 1 y nq ) = W.

Con esta notacién, decimos que € 3, D es un funtor denso (resp. codenso) si la
transformacién natural lim” * ¢ (resp. colim" « () es un isomorfismo, es decir, si todo
objeto de D es el limite (resp. colimite) canénico de objetos en la imagen de .

Se sigue de la definicién de limite (resp. colimite) que € 2, D es un funtor denso
(resp. codenso) si y sélo si, para cualesquiera dos objetos d y d’ de D, la funcién:

o

D(d’,d) DU (kqy5(d"),Fo(d | m))
@ {d' =5 F(a)} o)
resp. D(d,d’) = DI (F o (m | d),kyia(d"))
Q@ {5{&] e d'}m‘u)

es una biyeccion.
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TEOREMA 6.2. Sea € una U-categoria pequeria y D una U-categoria. SiC 5
es un funtor, F es denso (resp. codenso) si y sdlo si el funtor Fv (resp. Fp), definido
en el Pdrrafo §3.1 de la pdgina 7, es fiel y pleno.

DEMOSTRACION. Este resultado se sigue de que si d y d’ son dos objetos de D,
se tiene un diagrama conmutativo:

D(d,d’)

/\

coPre (€), (Fv(d'),Fv(d)) DU (kqy5(d"),Fo (d | m))

S

Pre(€),, (FAld),FAld") g DI4(F o (m | d), kgya(d")

resp.

donde B, definido como B(v)a(u) :=v(qy), €s una biyeccién. H

§6.2. Extensiones de Kan. Sean C, €' y D tres U-categorias y € X e un

' h
funtor. Si consideramos el funtor D& 25 DC de U*-categorias pequeiias, por el
Parrafo §3.1 de la pdgina 7 tenemos diagramas:

1)(3
[
P I{-Dh}/\ N = It-Dh}v
~ =
z Y Z
% =
pe’ —E Pre ('De De’ ——n-coPre 'De ;
h

Si F € D€ llamamos a una pareja (K[&"], o(F ]} que representa a la U T-pregavilla
(resp. U*-copregavilla) (DM)N(F) (resp. [1)"]"(3"}), o simplemente a K(F), una
eztension de Kan derecha (resp. izquierda) de C HZDalo largo de @ Bees decir,

una extensién de Kan derecha (resp. izquierda) de F a lo largo de h es una pareja
(K(),0(F)) como en el diagrama:

(21)

h
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con la propiedad que para todo funtor €’ 5D siguiente funcién es biyectiva:

D%(8,K(F)) — D¥(G o h,T) resp. D(K(F),5) — D%(F,Goh)

Vi———0(F)o(vxh) Vi——— (v+h)o0(F)

Se sigue entonces de la Proposicién 3.3 de la pagina 10 y de la Proposicién 3.4
de la pagina 11 que D" tiene un adjunto derecho (resp. izquierdo) si y sélo si todo
funtor € 2 D tiene una extensién de Kan derecha (resp. izquierda) a lo largo de
eher

Mis precisamente:

d i
PROPOSICION 6.3. §i D€ o De (resp. pe 2 ne ) es un adjunto de-

recho (resp. izquierdo) del funtor D€ jlr; DE con counidad D"oKan? S idpe (resp.
unidad idpe = DM o Ka.ni) para cualquier funtor C 5 D, la pareja {Kand{?],eg)
(resp. (Kani[!}"],ny)) es una extension de Kan derecha (resp. izquierda) de F a lo
largo de h.

Reciprocamente, si para todo funtor C 2, D se ha elegido una eztension de Kan
derecha (resp. izquierda) de él a lo largo de € LY el (K[ﬂ-’],@{&']], eziste un unico
funtor D€ ﬂg&' (resp. e E*}_)ﬁ“ ) con la propiedad Kan®(F) = K(F)
(resp. Kan'(F) = K( 9')) el cual es adjunto derecho (resp. izquierdo) de D™ y tal que
ex = 0(F) (resp. ng = 9(3"]) define una transformacién natural D" o Kan? = idpe
(resp. idpe = Do Kani) la cual es counidad (resp. unidad) de la adjuncion
Kand - Dt (msp. Kan' ‘D")A

En particular, si alguna de estas condiciones se cumple, el funtor Kand (resp.

Ka.ni) es fiel y pleno si y sdlo si para todo funtor F la transformacion natural 8(F)
es un isomorfismo.

El siguiente Teorema da condiciones para la existencia de Extensiones de Kan.
TEOREMA 6.4. Sea D una U-categoria y C Meun funtor de una U-categoria
pequena C en una U-categoria C'. Si C 3D esun funtor y @' X% p representa al

funtor:

or — I . Graf(D)er — ", Pre (D),

Graf(€)oP

Graf**(F)

(n:sp. g Graf(€) Graf*°(D) - coPre (D), )
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eriste una transformacién natural K(F)oh @ F (r‘esp. F @ K(F)o h) tal que

(K(),0(F)) es una estension de Kan derecha (resp. izquierda) de F a lo largo de
h.

DEMOSTRACION.

Definicidn de 0(F):

Por definicién de K(F) existe una biyeccién binatural para todo objeto d en D
y a’en C”:

(22) D(d, K(F)(a')) —22— DI (ky 1 (d), F o (a’ | 7))

(resp. D(K(F)(a'),d) —Tatd . pyhial (Fo(nl a’), knjar(d)) )

de modo que si para cada objeto a en € tomamos a d como K(F)(h(a)) y a a’ como
h(a), la familia

cd_gf{idd]fﬂ.idl

{ k@)(n()

ot alidd)(aid
(resp. F(a) i : K{S"}(h{u]] }a)

es una transformacién natural de K(F)oh en F (resp. de F en K(F)oh). Denotamos
a ésta como 0(F).

La pareja (K(F),0(F)) es una estension de Kan derecha (resp. izquierda) de F
a lo largo de h:

Mostraremos lo que corresponde a la parte derecha. La parte izquierda se hace
andlogamente.

F(a) }n

Sie' 5 Desun funtor, debemos probar que la funcién:
D (3,K(F)) ——— D¢(Goh, )
V> 0(F)o(v+h)

es una biyeccién, para lo que es suficiente probar las siguientes afirmaciones:

(i) Los morfismos (9{3”) o(v* h.}]n y Eg[h{n”.hm}(‘vh(ﬂ,)m‘id] son iguales, para
todo objeto a en C.
(ii) La asignaci6n:

D (3,K(5))

VH {Sg{nr}'u;(‘\-’ar]}

es una biyeccién.

(Graf(D)oP)®’ (k 0, Graf(F)°P o (— | h))

Q'
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(iii) La asignaci6n:

(Graf(D)®) ' (k o 5, Graf(3)°P o (— L h) DE(Goh,F)

a4 =Py = {(nh(ul)[n.id}}ﬂ

es una biyeccién.

La primera de estas afirmaciones se sigue de la definicién de 8(F), y de la natu-
ralidad de €4 o+ respecto de la variable d. Mientras que la segunda se deduce de la
biyeccién (22) de arriba.

Para probar la iiltima afirmacién, notemos que la asignacién n — py, tiene como
inversa a p — n,, donde (np)qr se define como la transformacién natural {p, o
S{u}}[u‘u]e‘l,lh, para todo objeto a’ en €. 8

En particular,
COROLARIO 6.5. Si D es una U-categoria candnicamente completa (resp. cand-

nicamente cocompleta) y € e esun funtor de una U-categoria pequena € en una
d i i ]
U-categoria €', el funtor DE Kan; plen (resp. D€ Kan, pre )) definido por:

a.nd il.l'li
oK) o Kan'(%)
al lim(a’ L h,F o (a’ | n)) a' colim(h | a’,F o (| a'))
f I—D—liim(ﬂ_h,id) £t lmlim(ﬂ,h.id)
b’ lim(b’ L h,Fo (b’ | n)) resp. b’ colim(h L b",F o (1 | b'))

Kan9(n)_ :=||’m(id..m,n*[— 1711) (resp. Kan'(n)_ ;=.-.o|rm(idh1_,m{n1 —1))

;1 ph
es adjunto derecho (resp. izquierdo) del funtor DI€") 2., pe,
Mds aiin, si h es fiel y pleno entonces Kan® (resp. Kan' ) también.

DEMOSTRACION. Solamente falta probar que si h es fiel y pleno entonces Kan4
(resp. Kan') también. Esto lo probaremos para Kand, lo correspondiente para Kan'
se hace de manera andloga.

Dado un funtor € 3 D, como h es fiel y pleno la biyeccién (22) de la pdgina 52
implica que para todo objeto d en D y a en C, se tiene una biyeccién binatural:

D(d, K(B’)(h{a})) | i)ule(kule(d). Fo(al n))

donde 8(F) = Ex(z)(n(a)).a (k@) h(a)) (aiay )"
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Si definimos T(¥) como el morfismo:

Elare ({ F(a) T F(b) | (b_u)) .

la conmutatividad de los diagramas:

EK(T)(hial),a
_—

D(K{S’)(h[a)),K[’;")(h(a])) mﬂie(knw(x{s)(ma]}),go (al n))
_m'('f}l l-oknic['ﬂf}'}]

D(S‘[a],l([f}'](h{a}]) - D“e(kale(s”[a)).%{aln))

€7(a).a
¥
D(K(3) (h(a)), K(F)(h() ) 215 DU (ke (K(F) (h(a)), T o (a L))
—ae(:r}T 1-ok.wlﬁl5’]}

'D(s*[aJ,K{s*](h(a))) D“l@(kue(&*{al).&*o[ainl)

E:}'lnl.u

implica que T(¥) es inverso de 8(F).
Concluimos que 8(F) es un isomorfismo para todo funtor F, es decir, la counidad
de la adjuncién D™ 4 Kan? es un isomorfismo. Por lo tanto Kan? es fiel y pleno.

£6.2.1. Ertensiones de Kan a lo largo de h”> y hV.
Sea € una U-categoria pequefia y D una U-categoria canénicamente cocompleta
(resp. completa).
;\Si en el Corolario 6.5 del Parrafo anterior tomamos a h como el funtor candnico
v
e & Pre(C), (rm;p. ey coPn{E}u), tenemos una adjuncién:
Kan' p(*")
/—'"__"‘-‘ ’——"'_'_‘--__‘__
e Pre(C) resp. e coPre(C)
T L e P oo L oD )

I){I\"\) Kand4

Ademas, como h” (resp. hV) es fiel y pleno, el funtor Kan' (resp. Kand) también

es fiel y pleno y entonces por la Proposicién 6.3 para todo € 2y D, si Fo = Kan'(F)
(resp. Fv = Kan®(7)), el siguiente diagrama es conmutativo salvo isomorfismo:

s Tk

e ;_» Pre(C),, resp. (@ (.T,. coPre (€)
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TEOREMA 6.6. Sea C una U-categoria pequena y D una U-categoria candnica-
mente cocompleta (resp. completa). Si C 5 Desun funtor, el funtor Fa = Kan'(F)
(resp. Fv = Kand[ff]) descrito en el Corolario 6.5 del pdrrafo anterior es adjunto
izquierdo (resp. derecho) del funtor T (resp. V) descrito en el Pdrrafo §3.1 de la
pdgina 7:

D D
F F

/"H o JVH a

€ Pre(©) resp. @ ——— coPre(€)

En particular, si (K(3),0(F)) es una estension de Kan izquierda (resp. derecha)
de F a lo largo de h" (resp. hY) entonces K(F) 4 F" (resp. K(F) FFV).

DEMOSTRACION. Probaremos que F 4 es adjunto izquierdo de F\. La otra parte
se hace de manera andloga.

Para ello recordemos primero que en este caso (22) de la pégina 52, es una
biyeccién binatural:

NF.d

D(FA(F),d)

DV (F o (1 L F), kpae(d))

para todo objeto F en Pre(C) y d en D. Se sigue que para lo deseado basta dar una
biyeccién binatural:

Pre (€) (F,5\(d)) DMUF(Fo (1 | F), knar(d))

v T

Esta se obtiene de la formula vq(u) = T(a,u)» Para todo objeto a en € y u
elemento de F(a). Py

Si € es una U-categoria pequeiia, por el Lema de Yoneda el funtor ¥ (resp.
FV) descrito en el Parrafo §3.1 de la pagina 7 asociado al funtor ¥ = h”™ (resp.
F = hV) es isomorfo al funtor identidad de la categoria de U-pregavillas (resp.
U-copreagvillas). Si consideramos entonces a Pre (C),, (resp. coPre [{".’]u) como una
U-categoria canénicamente cocompleta (resp. completa), el Corolario 6.5 del Pérrafo
anterior define una extensién de Kan izquierda (resp. derecha) de h”* (resp. hV) a
lo largo de h” (resp. hY), (K(F),8(F)), y por el Teorema anterior K(F) - id (resp.
K(F) F id), es decir, K(F) = id. Tenemos entonces:

COROLARIO 6.7. Si € es una U-categoria pequena, idp,.(e]u (resp. idmp,,(e}u) es

una estension de Kan izquierda (resp. derecha) de h (resp. hV) a lo largo de h/\
(resp. hY). En particular, para toda U-pregavilla (resp. U-copregavilla) F en € hay
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un isomorfismo:
F = colim(h” | F,h" o (m | F)) (r‘esp. F=lim(FLhY,hVo(F| ﬂ])),

es decir, toda U-pregavilla (resp. U-copregavilla) es colimite (resp. limite) de U-
pregavillas (resp. U-copregavillas) representables.
Como una aplicacién de este Corolario, tenemos:

COROLARIO 6.8. Sea C una U-categoria pequenia. Si F y G son dos U-pregavillas
(resp. U-copregavillas) en € hay un isomorfismo:

Pre (€), (F,G) = lim((h L F)°P,G o (7 | F)°P)
(resp. coPre(€)y (F,G) = lim(G L hY,Fo (G L m)
DEMOSTRACION. Por el Corolario 6.7 tenemos un isomorfismo:

Pre (€), (F, G) = Pre(€),, (colim(h L, o (L F)),G)

(resp.  coPre(€), (F,G) = coPre (€}, (F,lim(G L h¥,h o (G L m)))

Ahora, por el Ejemplo §5.1.3 de la pagina 44, se tiene un isomorfismo entre el
conjunto:

Pre(€), (col.'m(h’\ LER o (n | F), G)

(resp. coPre (€),, (F, lim(G LhY,hV o (G | n)]))
y el conjunto:

lim (W™ L F)°P, Pre (@), (—, G) o ()P o (" | F)°P)

(resp. lim (G LhY,coPre(€), (F,=)ohVo (G | ﬂ')))

El resultado se sigue entonces del isomorfismo determinado por el Lema de Yo-
neda:

Pre(€), (—,G)o (WP =G (resp. coPre (), (F,—)ohY = F)
i

Como otra aplicacién del Corolario 6.7 de arriba, identificaremos ahora a la

. . Kan' Kan?
imagen escencial del funtor D€ —— pPr(C), (resp. DE —— PeoPr(€), )

COROLARIO 6.9. Sea € una U-categoria pequena y D una U-categoria candnica-
mente cocompleta (resp. completa). Si Pre(C), EN) (resp. coPre(€), 3, D) es un
funtor, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Kani(§oh”) =G (resp. Kan?(GohV = G).
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(ii) Eziste € 5 D tal que Kan'(F) = FA = G (resp. Kand(F) =Fv =G).
(iii) G tiene un adjunto derecho (resp. izquierdo).
(iv) G conmuta con colimites (resp. limites).

En particular, los funtores:

Kan' p(*")
/-_-“"A “r""._--"“-.
:DC' “‘--J__-‘/ 'DP“{e]u resp. @e ‘--..L__J_'___,..ar tDmPu[Clu
‘D{ n) Kan4

inducen una equivalencia entre la U -categoria pequenia D€ y la subcategoria plena de
D€l (resp. DP™(Ch) cuyos objetos son los funtores que conmutan con colimites

(resp. limites).

DEMOSTRACION,

(i)=(ii) es inmediato.

(ii)=>(iii) se sigue del Teorema 6.4 de arriba.

(iii)=>(iv) se muestra en el Ejemplo §5.1.2 de la pigina 43.
(iv)=(i) Si F es una U-pregavila en C:

G(F) = g(cnlim (hA LEh"o (ml F))) (Corolario 6.7)
= colim (h’\ LFEGoh™o(n] F)) (HipGtesis)
= Kan'(§ o h")(F) (Definicién)

(Andlogamente si F es una U-copregavilla). i



CAPITULO
3

Conjuntos Simpliciales

1. Conjuntos simpliciales

§1.1. La categoria simplicial. Todo niimero natural no ceron ={0,...,n—1)}
puede verse como un conjunto no vacio totalmente ordenado, con el orden inducido
por la contencién de sus elementos. Denotamos a este conjunto ordenado como

m=1={0<1<---<n—1}

y definimos la categoria simplicial A, como la subcategoria plena de ConO que tiene
por objetos a los conjuntos totalmente ordenados [n], para toda n € N,

Se sigue que A es una U-categoria pequena y que la imagen esencial del funtor fiel
y pleno inducido A — ConO, consiste de los conjuntos finitos no vacios totalmente
ordenados.

De entre los morfismos de la categoria simplicial se tienen algunos de mayor
importancia:

El morfismo i-cara [n—1] Sy [n] definido para 0 < i < n, es la funcién inyectiva
que preserva el orden y que no tiene a i en su imagen, es decir,

i j sij<i
6:\[1}={‘ -
i+1 sij>i

j

El morfismo j-degenerado [n + 1] 53 [n] definido para 0 < j < n, es la funcién
suprayectiva que preserva el orden y que asocia a j y j + 1 el mismo elemento j, es
decir,

i i 11<)
o (i) = Nk
i—1 sii>j

La importancia de estos morfismos se puede apreciar en el siguiente enunciado:

59
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PROPOSICION 1.1. Si[n] R [m] es un morfismo de la categoria simplicial, eziste
una tnica descomposicion de la forma

i i ; ; ; :
F= 5:,!106;_, °"'°6:1’\—s+l °°'nl-—t°°']rf~t+l 3 ---oc’r:_1
dondem>1>-->i,20,n2jy>--->j120ym=n—t+s.
En particular, f es inyectiva (resp. suprayectiva) si y sdlo si f es composicion de
morfismos cara (resp. degenerados).

DEMOSTRACION. El resultado se sigue facilmente sin > j, > -+ > j; > 0 son
tales que f(ji) = f(jx +1) y m > 4y > -+ > i5 > 0 tales que iy ¢ f([n]). ey

Con algunos cdlculos adicionales se puede concluir el siguiente:

TEOREMA 1.2. Si A es una categoria arbitraria, dar un funtor A Xy A es
equivalente a elegir para cada nimero natural n un objeto X™ en A y a tener dos
familias de morfismos:

8! . j .
(23) {x“-'—*\x“ 051571} y {x““ﬁ&"‘ og;gn}
nenN nenN

tales que las siguientes relaciones se cumplen:

808k =808 sii<j
(24) 0), 00k =0k 0 Ui:'_l] sii<j

shoo ! si0<i<j
o) 0841 = { iy $ij<i<j+]

silod) | sij+1<i

§1.2. Objetos simpliciales. Si A es una categoria, a las pregavillas (resp.
copregavillas) en la categoria simplicial con valores en A las llamamos objetos sim-
pliciales en A (resp. objetos cosimpliciales en A) y denotamos como sA (resp. cA)
a la categoria Pre (A) , = A2 (resp‘ coPre (A) , = (42)).

Por el Teorema 1.2 de arriba un objeto simplicial (resp. cosimplicial) X’ en A
consiste de la siguiente informacion:

(i) Para cada nimero natural n € N un objeto X, (resp. A™) de A al que
llamamos objeto de n-simplejos (resp. n-cosimplejos).
(ii) Para cada nimero natural n € N una familia de morfismos

05157

a los que llamados morfismos i-cara, y una familia de morfismos

OSiSn})

{x“ a % | 0<i< n} (rwp. {x““ Sy xm

s
{Xn — Xn.-t-l

0<j< n} (resp. {x““ o xm
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a los que llamados morfismos j-degenerados, tales que las siguientes rela-
ciones se cumplen:

dfodM' =al odM  sii<j
(25) Cad sj = s}‘:'l' osl sii<j

stodd  si0<i<)
A o s = {idpy sij<i<i+l
n—1

s odly sijtl<i

(resp. (24)).

Del mismo modo, un morfismo de objetos simpliciales (resp. cosimpliciales)
x5 Y consiste de una familia de morfismos { X}, i Ynlnen (resp. {ym 41 X“},\EN)
tales que di' o fn = fy_yodl' y s o fyy = fry1 o8] (resp. Mo Bi = Bk a1y
Mool = o) o ).

Un objeto simplicial X puede visualizarse como en el diagrama:

dn

(5]

dy dy
LN

...... X X Xo

(27)

Si A es la U-categoria Cony, llamamos a los objetos simpliciales en A (resp.
cosimpliciales) conjuntos simpliciales U-pequerios (resp. conjuntos cosimpliciales U-
pequerios). Del mismo modo se habla de grupos simpliciales (resp. cosimpliciales)
U-pequefios o espacios topolégicos simpliciales (resp. cosimpliciales) U-pequefios.
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Ejemplos:

§1.2.1. El conjunto simplicial candnico de dimensidn n.

Si n es un niimero natural, el conjunto simplicial U-pequeiio representable por
[n] es denotado como A™ y llamado el conjunto simplicial canénico de dimensién n:

A—— sCony

[n] A"
fll—*lf
[m] A™

Se sigue del Lema de Yoneda que si A es un conjunto simplicial U-pequeno,
hay una biyeccién candnica entre el conjunto de n-simplejos de X y el conjunto de
morfismos sCon(A™, X).

£1.2.2. Objeto simplicial constante.

Si A es una categoria, todo objeto a de A tiene asociado un objeto simplicial
(resp. cosimplicial) constante, al que denotamos con la misma letra a y que estd
definido como sigue:

(i) Para cada niimero natural n, el objeto de n-simplejos (resp. n-cosimplejos)
es igual a a.

(ii) Para cada nimero natural n, los morfismos i-cara y los morfismos j-
degenrado son los morfismos identidad de a.

§1.2.3. El nervio de una cubierta. Si X es un espacio topologico U-pequeno, una
cubierta {4 = {U,}aca de X tiene asociado un conjunto simplicial U-pequenio N (1),
llamado el nervio de la cubierta il y definido como sigue:

(i) Para cada nimero natural n, el conjunto de n-simplejos N (4l),, es igual
al subconjunto del producto cartesiano A x --- x A, que consiste de las

—_—

n+1
(n+ 1)-eadas (xg,--- ,0n) tales que la interseccion Ug, N---N Uy, es no

vacia.
d“
(ii) Para cada nimero natural n, el morfismo i-cara N (1), — N (41),,_, estd
definido por la asignacién

{a‘)l""a'n] — [aO:--- lai—hai-l-'ll---vaﬂ.]
y el morfismo j-degenerado N (41),, s—’l N (4),,4, por la asignacién

{aOi'-'lan]H [%i'--lmivai""v“n]

§1.2.4. El complejo de Cech de una cubierta.

Si X es un espacio topolégico U-pequenio, una cubierta i = {U,}4ca de X tiene
asociado un espacio topolégico simplicial U-pequeno C (1), llamado el complejo de
Cech de la cubierta 1 y definido como sigue:
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(i) Para cada niimero natural n, el espacio topolégico de n-simplejos C (4),,
es igual a la uni6n ajena de las intersecciones ordenadas de n+ 1 elementos
de la cubierta:

Cy=[JUa
aEA
cw),= J] (U«nup)
(o, BlEAZ
C{ﬂ]n= H (Ugp M-+ NUg,)

(®0,-...0n JEARF!

. an .
(ii) Para cada nimero natural n, el morfismo i-cara C (U), — C(U),,_, es el
tinico morfismo que restringido a la inteseccién ordenada Ug, N--- N Ug,,

es igual a la inclusién:

(Ugo N+ N Ug, ) (Ugo N-+- NUg,_, NUgy,, N+ NUg, ) —C(H),_,

- e
y el morfismo j-degenerado C (), e 5, (U),,,1 es el inico morfismo que
restringido a la inteseccién ordenada Uq, N - -NUg,, , es igual a la inclusién:

(Uag M-+ NUg,) —2> (Ugg N-++ N Ug NUg, N+ N Ug, ) C(4),,,4

Observese que las inclusiones de cada abierto de la cubierta 4 en X, definen un
morfismo de espacios simpliciales C(u) 24 X, del complejo de Cech de la cubierta
il en el espacio topolégico simplicial constante asociado a X.

§1.2.5. El nervio de un grupo topoldgico.

Si G es un grupo topolégico U-pequeiio, definimos el nervio de G como el espacio
topoldgico simplicial U-pequeiio N (G), descrito como sigue:
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(i) Para cada nimero natural n, el espacio de n-simplejos N (G),, es igual al
producto cartesiano de n copias de G, con la topologia producto:

N(G)y=1
N(G);=GxG

N(G),=Gx--xG

n

d“
(ii) Para cada nimero natural n, el morfismo i-cara N (G),, — N (G),,_,
estd definido por la asignacién:

(ar,...,Qi-2,0i-10;,Qi41...,0n) si0O<i<n
(ﬂ-lu---,an) ¥ {GZD--'iuﬂ] 3i1=0
{ﬂ],...,CI“‘]] sii=n

sh
y el morfismo j-degenerado N (G),, — N (G),,,; por la asignacién:
(a1,...,an) = (a1,...,0i-1,€,0,...,0n)
También, G tiene asociado un G-espacio topoldgico simplicial U-pequenio N7 (G),
al que llamamos el nervio equivariante de G y que estd definido como sigue:

(i) Para cada nimero natural n, el G-espacio topolégico de n-simplejos N’ (G),,
es igual al producto cartesiano de n + 1 copias de G, con la topologia pro-
ducto y la accién dada por multiplicacién en cada variable:

N'(G)y =G
N'(G), =G x G

N (G)y=G6x--xG

n+1
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(ii) Para cada niimero natural n, el morfismo i-cara N (G),, &, N (G)py
estd definido por la asignacién:

(ar,...,ane1) = Q1,000 Qi1, Qig1y e on Qngr)
sh
y el morfismo j-degenerado N’ (G),, — N’ (G),,,; por la asignacién:

; o
(ary...,ang1) = (ay,..., 05, 05,..., Qny)

Observese que si consideramos al nervio de G como un G-espacio topolégico
simplicial U-pequeno con accién trivial (a - g = a para toda g), el morfismo de G-
espacio topolégicos simpliciales U-pequeiios N” (G) - N (G), definido para cada n
por la asignacién:

-1 -1 -1
(a1,...,@ns1) = (@103 7,..., 0500, ..., ana 1),
es tal que su imagen bajo el funtor:

of AP o
(28) (G-Topy,) 2™ = 5(G-Top,,) —— sTop,, = (Top,, )"
es un isomorfismo de espacios topolégicos simpliciales, donde G-Top,, L Top,, deno-
ta al funtor que a cada G-espacio topoldgico U-pequetio asocia su espacio de érbitas.

§1.3. El esqueleto de un conjunto simplicial. Sin es un nimero natural,
denotamos como A<y a la subcategoria plena de A que tiene por objetos a los
conjuntos ordenados [m] para m < n. La categoria de pregavillas en A<y con
valores en una U-categoria A, es denotada como snA y llamada la categoria de
objetos simpliciales n-truncados en A.

El funtor canénico AS“&“' A determina entonces un funtor sA e snA ,
que a cada objeto simplicial X en A asocia su n-truncacién. M4és ain, si la U-
categoria A tiene colimites finitos canénicos (resp. limites finitos canénicos), el
Corolario 6.5 de la pagina 53 determina un funtor fiel y pleno Kan!, (resp. Kand),
el cual es adjunto izquierdo (resp. derecho) de vn:

(29) .
Kan‘“ Vn
= e~
Yn Kand

Denotamos a la composicién Kan!, o v, (resp. Kand ovy) como Sk, (resp.
coSky,) y si X es un objeto simplicial en A, llamamos a Sky(X) (resp. coSk, (X)) el
n-esqueleto de X (resp. n-coesqueleto de X).

Se sigue de la adjuncién (29) que se tiene un morfismo de objetos simpliciales:

Skn(¥) 2 ¥ (resp. & 2%, coSkn (X))
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con la propiedad que al aplicarle el funtor v, se obtiene un isomorfismo de objetos
simpliciales n-truncados. En particular, este morfismo induce un isomorfismo entre
los objetos de m-simplejos para m < n:
(e%)m (% )Im
Skn(X)m — Xm (resp. X —> c0Skn(X)m )
El siguiente Teorema describe el objeto de m-simplejos de Sk, (X) para m > n,
en el caso en que A es la UY-categoria de conjuntos U-pequenos:

TEOREMA 1.3. Para todo conjunto simplicial U-pequerio X, Skn(X) X X oes
un monomorfismo y el conjunto simplicial imagen, al que también llamamos el n-
esqueleto de X y denotamos como sky(X), tiene como conjunto de m-simplejos a:

{x € X | eziste [m] 2 [k] suprayectiva con k <n yy € X tal que x = Xs(y)}.

DEMOSTRACION. Sea X un conjunto simplicial U{-pequeiio.
Descripcion del esqueleto:
Sin y m son niimeros naturales, por definicién:

Skn (X)m = colim(hgP | [m], X o (m | [m])),

es decir, Skn(X)m es igual al conjunto de las parejas (x,u), donde [m] -5 [k] es un
morfismo con k < n y x € X, médulo la relacién de equivalencia mds pequena que
identifica a (x,u) con (x',u'), si existe un morfismo (k] 4 (k] tal que fou=1u'y
Xe(x') = x.

Més atin, por la Proposicién 1.1 de la pagina 60, todo elemento de Skn(X)m
tiene un representante (x,u) donde [m] - [k] es una funcién suprayectiva. En
efecto, si u no es suprayectiva, por la Proposicion senalada se tiene una factorizacion
u=tos donde [m] = [k] es suprayectiva y [k’] (k] es inyectiva. Entonces, (x,u)
y (Xi(x),s) represenatan al mismo elemento en Sky, (X),.

Identificacion de la imagen de (€% )m:

Observemos que con la descripcién del conjunto Sky(X)m dada arriba, se tiene
que el morfismo Skn (X )m “}—]}m Am es el inducido por la asignacién (x,u) — Xy (x),
de modo que sk, (X)m es igual al conjunto deseado.

La funcion (e%)m es inyectiva:

Para esta parte probaremos primero el siguiente:

LEMA 1.4. Si X es un conjunto simplicial y x € Xy, entonces eziste una tunica
pareja (a,f) donde [K] - [r] es una funcidn suprayectiva y a es un elemento en X,
con las siguientes propiedades:

(i) Xe(a)=x
(ii) a no es de la forma Xy4(b) para g una funcién suprayectiva.

DEMOSTRACION.
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Ezistencia: Una pareja (a,f) puede constrirse inductivamente considerando los
morfismos degenerados.
Unicidad: Sean (a,f) y (a’,f') dos parejas con las condiciones requeridas. Si

r] 3 k) y ('] 3,1 [k] son dos funciones tales que fo g =idy; y fo g’ = idj,, usando
que Xi(a) = x = X;s(a’), tenemos que:

(30) a = Xyog(a') y a' = Xgog:(a).

Se sigue de la propiedad (ii) y de la descomposicion de la Proposicién 1.1 de la
pégina 60, que f'o g y fo g’ son funciones inyectivas. En particular, r <r'yr' <,
es decir, T = /. Concluimos que f’ o g = idj;) = f o g/, ya que solamente hay una
funcién biyectiva de [r] que preserva el orden. Se sigue de (30) que a = a’ y que
el conjunto de inversos derechos de f y f' coinciden. Pero esto 1iltimo implica que
Pr=fl, i

Para mostrar ahora que la funcién Skn (X )m {i"i!-}“ Am es inyectiva, debemos ver

que si (x,u) y (x',u’) son dos parejas donde [m] = [k] y [m] ] [k'] son funciones
suprayectivos con k, k' < ny Xu(x) = Xy (x'), entonces (x,u) y (x', u’) representan
al mismo elemento en Sky (X)m.

Si aplicamos entonces el Lema a x (resp. x'), obtenemos una funcién suprayectiva
[k] L [v] (resp. [k'] A [r]) y un elemento a € A; (resp. a’ € &/), los cuales tienen
las propiedades (i) y (ii) del Lema. En particular, (x,u) y (a,uof) (resp. (x',u’) y
(a’,u’ o f')) representan al mismo elemento Skn (X )m.

El resultado se sigue entonces de que como las parejas (a, fou) y (a’, f'ou’) tienen
ambas las propiedades (i) y (ii) del Lema para el elemento X,,(x) = X/(x') € X,
entonces (a,fou) = (a’,f'ou’) P4l

Se sigue del Teorema anterior que si & es un conjunto simplicial i{-pequeno, hay
una filtracién:
D Csko(X)C---Cskp(X)C---CX

tal que |J skn(X) = X. En otras palabras, X es canénicamente isomorfo al colimite
neN
de la A-grdfica esqueleto de X, definida como:

sk(A)

(31) A sCony
] s kr|. (&)

_
[(m] sk (X)

Decimos que X es de dimensidn finita si existe un nimero natural n tal que
skn(X) = X. En otro caso decimos que X es de dimensidn infinita. Si X es un
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conjunto simplicial de dimensién finita, llamamos al nimero natural mds pequefo
tal que sk, (X) = X, la dimensién de X.
Se concluye asi que la adjuncién:

i
Kanj,

"
snCony ‘\._i_/ sCony

Vn

determina una equivalencia de categorias entre s,,Cony y la subcategoria plena de
sCony, que tiene como objetos a los conjuntos simpliciales de dimensién menor o
igual a n.

Ejemplos:

§1.3.1. El 0-esqueleto de un objeto simplicial.

Sea A una U-categoria con limites y colimites finitos candnicos.

Notemos en primer lugar que el funtor sA 23 A asocia a cada objeto simplicial en
A su objeto de 0-simplejos. Por otro lado, como hP | [n] es isomorfa a la categoria
1, si a es un objeto de A, Ka.n(i,[a) es isomorfo al objeto simplicial constante asociado
aaq.

Se sigue que si X es un objeto simplicial en A, Sko(X) es isomorfo al objeto
simplicial constante asociado al objeto de 0-simplejos de X. ‘

En particular, si A es la categoria de conjuntos U-pequenos, el funtor conjunto
simplicial constante identifica a Cony con la subcategoria plena de sCony cuyos
objetos son los conjuntos simpliciales de dimensién 0.

§1.3.2. El 0-coesqueleto de un objeto simplicial.

Notemos que como la categoria [n] | h.gp es isomorfa a la categoria discretan + 1,
si a es un objeto de A, el objeto de m-simplejos de Kand(a) es isomofo al producto
a™*!. Se sigue en particular que si X es un objeto simplicial en A, el objeto de
n-simplejos de coSky(X) es isomorfo a Xo“‘"', donde X es el objeto de 0-simplejos
de X.

§1.3.3. El conjunto simplicial candnico de dimensidn n y su frontera.

Si n es un nimero natural, A™ es un conjunto simplicial de dimensién n. En
efecto, usando el Teorema 1.3 de la pagina 66 y la Proposicién 1.1 de la pagina
60, se sigue ficilmente que sk, (A™) = A™ y que sk,_1(A™) tiene como conjunto de
m-simplejos, al conjunto de funciones no suprayectivas de [m] en [n].

Al conjunto simplicial sk, _1(A™) lo denotamos como dA™ y lo llamamos la fron-
tera del conjunto simplicial candnico de dimension n. Notemos que los morfismos

3! . . 5} . :
A™' —> A" asociados a las funciones caras [n—1] — [n] , tienen su ima-

gen en 0A™, pues las funciones caras no son suprayectivas. Se sigue que se tienen



3.1 Conjuntos simpliciales 69

25; G ; ;
morfismos An-1 —> 9A"™ tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

A"‘l_i“'ﬂn

N

aa"

El siguiente Teorema da una representacién de la frontera del conjunto simplicial
canoénico:

TEOREMA 1.5. St n es un numero natural, se tiene un diagrama ezacto:

(32) [ A2 I a~'—>aa"

0<i<j<n B 0<k<n

donde « es inducido por los morfismos:

para cada 0 < i< j < n, B esinducido por los morfismo:

3 B ~fg -1
AME— AV — ] A"
0<k<n

para cada 0 < i< j<n yvy esinducido por los morfismo:

sk,
AM1 —2A"
para cada 0 < k < n.

DEMOSTRACION. Sea m un nimero natural. Si ~ denota la relacién de equiva-
lencia mas pequena en el conjunto

11 a(ml, - 1),
0<k<n
que ldentlﬁca a dos funciones [m] L m—1]y ['m] [n — 1] si existe una funcién

[m] L [n — 2] tal que oty(h) = Bm(h), debemos probar que existe un triangulo
conmutativo:

(33) Am L > {[m] R | f no es suprayectiva}
"l Fm
Am/ -~

donde ¥, es una biyeccién.
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Ezistencia de Ym:

Como 8% _, 08", =8 08\ _,sii<j,delas definiciones de &, B y v, se sigue
que Ym © %m(h) =v¥m o Bm(h) para toda funcién [m] L. [n — 2], es decir, existe ¥m
como en el triangulo (33) de arriba.

Y¥m es suprayectiva:

Si [m] 5 [n) es una funcién no suprayectiva, por la Proposicién 1.1 de la pigina
60, f = 8%_, o f' para alguna k, es decir, ym es suprayectiva y por lo tanto Ym
también.

Ym es inyectiva:

Sean [m] L n—=1]y [m] 2 [n—1] elementos de A, contenidos en los sumandos
con indices k y k', respectivamente. Debemos probar que si 6"_. of = yn(f) =
Ym(g) = 8% | o g, entonces f ~ g.

Se sigue de la Proposicién 1.1 de la pagina 60 y de las igualdades (24) de la
pagina 60, que si k = k' entonces f = g, mientras que si k > k’, existen niimeros
naturales m > iy > --- > i, =k > >ig =k’ > --- > i; > 0 y una funcién
inyectiva [m] 3 [n — s — 2], de modo que:

f=08"0---08"1ofir o™ o---08*! obtofstlo...0b00

y
g=58"0---08"10b" Tobi+1 1 o...08% 1] obis0bt 0. 0t o0

donde = significa omitir.

En este iltimo caso se tiene entonces que f ~ g, pues si

h:=6""o...08r1"1 og-“: odir+1 1 o...08t—1] oé-i: o+ o...08" 00
es visto como un elemento del sumando correspondiente al indice i; < i; en la suma:

[T a(ml,im-2),
0<i<j<n

entonces am(h) = 8" Toh =gy Bm(h) = 8% oh = f en los sumandos is = k’ e

i, = k, respectivamente. LY

§1.3.4. El n-esqueleto a partir del (n — 1)-esqueleto.
Sea X un conjunto simplicial {-pequefio y sean n y k dos niimeros naturales
cualesqueiera. Motivados por el Lema de Yoneda, podemos definir la funcién:

An sk Cony ('va“‘,'ka)
e —— {f — Xf[x}}mgk
que al componer con el adjunto izquierdo de vy, induce una funcién:

X —> sCony (skyc(A™), sky (X)) .
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Se sigue de la naturalidad de la definicién de estas funciones, que si las reescri-
bimos como:
LI skk(A™) — sky(X) ,
xEXn
obtenemos cuadrados conmutativos:

[ skx—1(A™) —> sky_1 &
XEXn

[T skeA™ —— sk ¥
xEXn

En el caso en que n = k, tenemos el siguiente

TEOREMA 1.6. St X es un conjunto simplicial U-pequeno, n un nimero natural y
NX, : = Xn\skn_1Xn es el conjunto de n-simplejos no degenerados de X, el siguiente
diagrama es cocartesiano:
(34) [I 9A™ — skn_1 X

xeNX,

[ A™ — sknX
XENX,

En otras palabras, sknX se obtiene de adjuntar a sk,_1X por cada n-simplejo
no degenerado de X, un conjunto simplicial candnico de dimensién n a lo largo de
su frontera.

DEMOSTRACION. Como los objetos de (34) tienen dimensién < n, basta probar
que el diagrama que se obtiene de aplicarle a éste el funtor sk, es cocatesiano.
Por otro lado, como el Kan!, conmuta con colimites, de hecho basta probar que el
diagrama que se obtiene de (34) al aplicarle el funtor v;, es cocartesiano.

Mais atin, ya que por el Teorema 1.3 de la pigina 66, las flechas verticales del
diagrama (34) son la identidad en k-simplejos para k < n, solamente debemos ver
que el siguiente diagrama es cocartesiano:

¢|
[l (28", —= skns()n
xXE n

v

11 A(n], ) Xn

XENAR

Pero esto se sigue de la siguiente propiedad:
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Si A es un conjunto U-pequefio y tenemos dos funciones

1K —>A ¥y 11 A(lnl,n]) —=A,
XENXR

entonces, la funcién X, _'1'__ A definida como

_Jalx) si x € skp_1 X
hi = {B[idw,x) si x € N,

es la tinica funcién tal que Yop=p y Pov=a.

§1.3.5. El esqueleto del nerivo y del complejo de Cech de una cubierta.

Sea X un espacio topoldgico U-pequeno y i = {Uq}xea una cubierta de X.

Por el Teorema 1.3 se sigue facilmente que el conjunto de m-simplejos del n-
esqueleto del nervio de i, esta dado por la formula:

N (8),, e
(otg,..-,0tm) EN(u}m
sk“(N[‘U') )m: {a_ =0 = =0y —|
para alguna i} sim>n

Del mismo modo, observando que el Teorema 1.3 también es vélido para espacios
simpliciales, se tiene que el conjunto de m-simplejos del n-esqueleto del Complejo
de Cech de 4 esta dado por la formula:

ska(C (W), = I (Ugo N+ N Ua,)

Concluimos asi que la dimensién de A (i), es igual al minimo nlimero natural
n, con la propiedad de que la interseccién de cualesqueiera n + 1 abiertos distintos
de i1, es vacia.

2. La realizacién geométrica de un conjunto simplicial

§2.1. El funtor realizacién geométrica. Cada objeto [n] de la categoria sim-
plicial A tiene asociado un objeto geométrico Ay, llamado el n-simplejo candnico.
Este se define como el subconjunto convexo mas pequeiio del espacio lineal R**!,
que contiene a la base canénica {eg,...,en}:

n
xiZOny.;:l}

i=0

A%, = {[xc.---.xn] eR™!



74 3. Conjuntos Simpliciales

Por el Teorema 6.6 de la pagina 55 e realizacién geométrica es adjunto
izquierdo del funtor singular:

(35)

juntos de n-sip ej dgspacios topolggtcos con la topologia discreta, la rea-
lizacion geomd
cociente de lg
Ay, x Xn,

neN
e effuiva, f cia mds pequena que ideniifica a'lalpareja (u, X[f]{x))

con la pareja (A‘Lp(a)‘x), fafa cada funcién [n] 5] en A (S (a,x) € Ay, x Xy,

denotaremos como [a,x]| ¢ su correspondienteAlase en IA.'I).

DEMOSTRACION. Mpstfaremos queffara todo espacio toglolégico U-pequeno A,
la funcién: /

Topy, (11, A ToplY ¥ (Bup o (. 2),k0)

S

— k¢ o

f A= 7

I
4
/
/

es una biyeccién, donde
|

| Drgpo(ftlX')

hA X D Topy,

kx|

estd definida como Ty ¢)(@) = [a, Pm(idm))] pAra (o, @) € W |
Inyectividad:
Por el Lema de Yoneda la funqién:

(36) sCony ([n)], X)

y a € Ag,.

Ul g
es una biyeccién. Por lo que para todo [a,x][€ |X|, dondg'x € X, y a € Ay, existe
un morfismo [N} % X tal que N(nl,e)(a) = fa,x]. Se gébncluye que si kjon = kgom

entonces f = g.

' TESISCON
| FALLADE ORIGEN
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i g
[ €3
e
0 e 0 el y €2
61
0 1 2
Dy Dy Aoy
O-simplejo candnico 1-simplejo candnico 2-simplejo candnico

A
f Ay,

Una funcién de conjuntos [n] — [m] determina una funcién continua A,‘;p -
Ay, definida como la restriccién de la tnica funcién lineal de R en R™! con

la propiedad e; — eg(;). Por ejemplo, el encaje natural de Ay, ! en la i-ésima cara
: 5 ’ i .
de A,';p corresponde al morfismo i-cara [n — 1] 3 [n] y la identificacién natural de

j
A‘,}; ! sobre su j-ésima cara Ay, corresponde al morfismo j-degenerado [n+1] 3 .

7 &1 i e s
Denotamos por comodidad a estos morfismos, Awj y Ay, simplemente como 8y, y

oh, respectivamente.

A
Se sigue ficilmente que estas asignaciones determinan un funtor A —5 Top,,,
de la categoria simplicial en la categoria de espacios topologicos U-pequenios. En
este caso, el funtor (5) de la pagina 9 es llamado el funtor singular y denotado

Top,, 3 sCony. Si X es un espacio topoldgico U-pequeno, s(X) esté determinado
por la siguiente informacién:

(i) Para cada nimero natural n, el conjunto de n-simplejos es igual al conjunto
s(X)n:= Top{A,’n‘p, X).
(ii) Para cada niimero natural n, el morﬁsmo i-cara s(X)n d—g s(X)n—1 esté
dado por la composicién con A’ 18 Ay, y el morfismo j-degenerado
s(X)n e $(X)n4+1 por la composicién con Ap! % AL,
Como Top,, es una U-categoria canénicamente cocompleta, el Teorema 6.4 de
la pagina 51 define una extensién de Kan izquierda de A ﬂ—"e Top,, a lo largo de

AS—> sCony , 2 la que denotamos como sCony, oty Top,, y llamamos el funtor
realizacién geométrica. Entonces, la realizacion geométrica de un conjunto simplicial
U-pequenio X, estd definida como:

| Xlop : = colim (A | X, Aypom | X).
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Suprayectividad:
Seace={ Ay

en ka. Si definimos la funcion:

[14g5 x &n fe A

neN

E(Inl,p)

A }”n] ) UNa transformacién natural de Aygo(7m | X)

(x,a) —— E““LO][G}

donde (a,x) € Ag, X Xn ¥y [N B X es el tnico morfismo tal que Q) lidm)) =
x (biyeccién (36)); por la naturalidad de €, f. se factoriza en un iinico morfismo
|X| 5 A dado por fc([a,x]) = g(n).e)(a). Se concluye de la definicion de n que
€=k om. d

§2.2. Ejemplos.

§2.2.1. Conjuntos simpliciales candnicos.

Como el funtor A~ sCony es fiel y pleno, de las propiedades de extensiones
de Kan se sigue que para todo niimero natural n, la realizacién geométrica del
conjunto simplicial canénico de dimensién n, es canénicamente homeomorfa al n-
simplejo canénico. (Ver diagrama 35 de la pagina 74. )

§2.2.2. La frontera del conjunto simplicial candnico.

Observemos que si n es un nimero natural, como el funtor realizacién gemétrica
conmuta con colimites, el diagrama:

Iyl

o
1 |a?|——= 1l |a™"|

0<i<j<n 1Bl 0<k<n

|aa" ],

que se obtiene de aplicarle | - | al diagrama (32) de la pédgina 69, es exacto.
Por otro lado, andlogamente a como se definen los morfismos del diagrama (32)
de la pdgina 69, podemos definir otro diagrama exacto:

!

n-2

I oy ———oay,

0<i<j<n B’ 0<k<n

donde dAy, denota a la frontera topolégica de Ay,
De estas observaciones y del ejemplo §2.2.1, podemos concluir la siguiente:

PROPOSICION 2.2. Sea n un nimero natural. Mdédulo isomofismos candnicos, el
morfismo [0A™| — |A™| inducido por la inclusion JA™—— A™ , corresponde a la
inclusion 0Ag,—— Ay, .

§2.2.3. Estructura celular de la realizacion geométrica.

Si X es un conjunto simplicial U-pequefio, sabemos que X es canénicamente
isomorfo al colimite de la grafica esqueleto sk(X) ((31) de la pagina 67). Como el
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funtor | - | conmuta con colimites, se sigue entonces que la realizacién geométrica de
X, es candnicamente isomorfo al colimite de la gréfica:

sk(1X])

Topy,
[T[] | skn(X) |
[m] | skm (&) |

Mas atin, por el Teorema 1.6 de la pigina 71 y por el Ejemplo §2.2.2 de la pigina
75, tenemos un diagrama cocartesiano:

(37) [1 34N, — |skn-1(X) |
xENAY

L1 A:p—”lskn(x”

XENAR

De esto podemos conluir, que si sk (|X|) denota a la imagen de | sk (X) | en | X |
por el morfismo canénico, se tiene una cadena:

0 C sko(lX]) C --- Cskn(lX]) C --- C |X]

con las siguientes dos propiedades.

(i) sko(]X]) es el espacio topolégico discreto asociado al conjunto de 0-simplejos
de X, y skn(|X|) se obtiene de adjuntar a sky,_1(]X|) por cada n-simplejo
no degenerado de X, un n-simplejo topolégico a lo largo de su frontera.

(i) Si X 5 Y es un morfismo de conjuntos simpliciales, entonces | | (skn(lX1)) €
skn (IVI) para toda n.

En otras palabras, el funtor | - | se puede ver como un funtor sCony 1o CWy,
donde CWy, denota a la categoria que tiene por objetos a los complejos CW U-
pequenos, y cuyos morfismos son los morfismos celulares entre ellos.

§2.2.4. Producto de conjuntos simpliciales.

El siguiente resultado que no probaremos, es un Corolario del Teorema 2.1 de la
pagina 74. Su prueba puede ser encontrada en [Mil57].

COROLARIO 2.3. Si X y Y son dos conjuntos simpliciales U-pequenos, con Y
finito!, la funcidn asociada a las proyecciones:

X x Y| —2> 1X| x ),
es un isomorfismo de espacio topoldgicos.

'y, es un conjunto finito, para todo mimero natural n
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En particular, si X es un conjuntos simplicial U-pequenio, el espacio |X x A'| es
homeomorfo a |X| x [0,1].

§2.2.5. La realizacion geométrica del complejo de Cech de una cubierta.

Motivados por el Teorema 2.1 de la pigina 74, si X es un espacio topolégico
simplicial U-pequefio definimos su realizacién geométrica, a la que denotamos como
|X|, como el espacio topoldgico cociente de la tinion ajena

145 x %,

neN

moédulo la relacién de equivalencia mds pequena que identifica a (a, X(f)(x)) con
(Afw[u],x), para cada funcién [n] =L [m] en A.

Se sigue que si X 4 Y es un morfismo de espacios topol6gicos simpliciales,
Ay, x Xn Wxts Ay, x Yn determina una funcién |X| ﬂi |VI, de modo que se tiene

un funtor sTop,, Ll Topy,.

TEOREMA 2.4. Sea X un espacio topoldgico y U una cubierta de X. Si X tiene
una particion de la unidad subordinada a la cubierta i1, la funcién [ C(4) l — |X[
inducida por el morfismo candnico C(Y) .. X, es una equivalencia homotdpica.

DEMOSTRACION. Ver [DI]. H

3. €l espacio clasificante de una categoria pequeiia

§3.1. El funtor espacio clasificante. Recuerdese que la categoria simplicial
es una subcategoria plena de ConO. Si restringimos entonces el funtor ConO —
cat a la categoria simplicial A, obtenemos un funtor fiel y pleno al que denotamos

A‘i- cat . En este caso, el funtor (5) de la pigina 9 es llamado el nervio y

denotado cat NL—)} sCon. Si € es una U-categoria pequeia, el nervio de € es el

conjunto simplicial N (€) descrito como sigue:

(i) Para cada niimero natural n, el conjunto de n-simplejos ' (€),, es igual al
conjunto de sucesiones a; L Qn4) de n morfismos y n + 1 objetos
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en C:
N (€), =: €9 = Conjunto de objetos de €
N(€),
N(€),

: €; = Conjunto de morfismos de €

Il

:€2={a—f>b£>c}

N(@), =: Ch={a; DB Day

2 : 2 dp , .
(ii) Para cada niimero natural n, el morfismo i-cara €, — €,,_) esta definido
por la asignacién:

f fiofi_y f, % i
(h—‘)...ﬂi_] —F ﬂi+]---4ﬂn+| si0<i<n

fy f f f . a
(01—!---40-“.'.1) a3 D anyg sii=0

f fn- 5
ay v Biligs sii=n
st
y el morfismo j-degenerado €, — €4 por la asignacién:
fy f fy fiza i f f
(@3 Bann) o (@35 g5 g5 Bany)

Del mismo modo, como cat es una U{-categoria canénicamente cocompleta, por la
; . 1+ leat T T,
Propiedad 6.4 existe un funtor sCon — cat al que llamamos realizacidn categdrica:

| X ear :=colim(A | X, [-] o7 | X)

el cual por el Teorema 6.6 es adjunto izquierdo del funtor nervio caty A, sCony:

(38) - cat
1+ ko [4) N(-)
AC——> sCon
hf\

Denotamos a la composicién | N'(-) | como caty 2y Top,, y si € es una U-categoria
pequena, llamamos a BC el espacio clasificante de C.

Del Ejemplo §2.2.3 de la pagina 75, se sigue que el espacio clasificante de una
U-categoria pequena € tiene una estructura de espacio CW, donde:

(i) Los objetos de € son las 0-celdas, por lo que determinan un punto en B€
al que denotamos con la misma letra.
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(ii) Los morfismos a %, b en € distintos de la identidad son las 1-celdas, por
lo que determina una trayectoria f no contante en B€ que comienza en a
y termina en b.

§3.1.1. Transformaciones naturales y homotopias.
Observemos que si € EAY)) y € 3 D son funtores, una transformacién natural
F 2 G puede verse como un funtor € x [1] %, D donde
(i) H(a,0) =F(a) y H(a,1) = G(a) si a es un objeto de C.
(i) H(f,idg) = F(f) y H(f,idy)) = G(f) si f es un morfismo de C.
(iii) H(f,0<1)=G(f)lona=npoF(f)sia Lbes un morfismo en C.

Como el funtor N (-) conmuta con limites, se sigue del Corolario 2.3 de la pagina
76 la siguiente:

PROPOSICION 3.1. Si € EAD)) y @ 3 D s0n funtores, una transformacién natural
B(F
F 2 G determina una homotopia entre B(C) [—)} B(D) y B(C) M B(D).
En particular, si C es una U-categoria pequeria con un objeto final o un objeto
inicial, el espacio BC es contraible.

§3.1.2. Cubrientes sobre BC.
SieL Desun funtor, decimos que JF es un cubriente de categorias si se cumple
que para todo diagrama conmutativo:

o —2se

e

[Tl}—‘p—‘"D

existe un tinico morfismo [n] 2, tal que pod=VPyTFop=q.
La relacién entre los cubrientes de categorias y los cubrientes de espacio to-
polégicos, es la siguiente:

TEOREMA 3.2. Si € 5 D es un cubriente de categorias, entonces B(Q) 2 B(D)

es un cubriente de espacios.

DEMOSTRACION. Ver Apendice I seccion 2.2 de [GZ67). e

§3.2. El grupo fundamental de BC. Si € es una categoria l{-pequena, si-
guiendo [Qui75], en esta seccién describiremos el grupo fundamental de BE. Para
ello consideremos primero el funtor,

B(-1C€)

(Top,, L BE)™®,
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y notemos que como (Top,, | B€)* es una U-categoria canénicamente completa, se

tiene un diagrama:

(39) (Top, L BE)”

F=B(-1€)
/ TVI") ”

CC—— coPre(€),
h\/

Para calcular lo deseado daremos una interpretacién mas adecuada de los funtores
FV oy F.

§3.2.1. Descripcion del funtor F .

PROPOSICION 3.3. Si € es una categoria pequeria, el funtor Fv del diagrama (39)
es isomorfo al funtor B(— | hv).

DEMOSTRACION. Se sigue del Corolario 6.9 de la pagina 56 y de que el funtor
realizacién gemétrica conmuta con colimites, que para para probar lo deseado basta

ver que el funtor
SCO“U

(Conu)e

F—— N (FLhY)

conmuta con colimites. .
Para esto, notemos primero que si I 5 (Cony)™ es un gréfica, entonces los
conjuntos:

N (colfm{-y] 1 hv)“
Y
N (v 1nY)
se puede identificar con los conjuntos:
{(ao B I3 an;ul) ‘ a5 BaeN(€),yhe coiim[ﬂ[aol}
Y
{(a0 -5 anju) [a0 B+ B an € N (€), y u € ¥(i)(a0)},

respectivamente.
Se sigue de esta descripcidn, que la transformacién natural:

evalg oy = ki(colim(evaly oy)) = {'}'(i](ﬂ] — Co“""(?][ﬂ]}ielo

que se tiene por la propiedad universal de colim(y) y por como son los colimites en
(Conu)e, determina una transformacién natural:

N (Yl hV) g (N (co|fm['y} 1 hV) )
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tal que para todo conjunto simplicial U-pequeno X, la siguiente funcién es una
biyeccién:

sCony (N (colim(y) L hY) ,X) —_— [sCanu][(.N' (y1nv) ,k[[,l’))

@ ~ ki(@)on
B3

Observemos que con la descripcién del funtor Fv dada en la Proposicién anterior,

se puede ver que si C 2y Cony es un funtor tal que para todo morfismo f en € la
funcién F(f) es una biyeccién, entonces Fv (F) es un cubriente. En efecto, el resultado
se sigue de Teorema 3.2 de la pagina 79, pues si tenemos un diagrama:

[ol—q’vFth

51 l”"

[ﬂ}T"e

donde 8(0) = i, (i) = ai, @(i < i+1) = ai “ a1 y B(0) = (ay,,u) con

u € F(ay, ), entonces la funcién [n] -2, F | hV, definida como
(@i, F(fisr) o0 F(fiy) Hu)) sii<io
@(i) = < (ag,,u) sii=1p
(@i, F(fi) o -+ 0 F(figq1)(u)) sii>1ig
y
pli-1l<i)=1

es la tinica funcién que cumple que @od =1y y F [ mo ¢ = .
Concluimos entonces que (Fv)°P| es isomorfo al funtor:

{e 5, Cony | F(f) es iso V f} Ber) Cubge

donde Cubge denota la categoria de cubrientes I/-pequefios sobre BE.

§3.2.2. Descripcion del funtor FV.

Si € es una categoria U-pequena, definimos el funtor levantamiento de trayecto-
rias:

Cubge ——=— (Cony,)®

como sigue:
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e Objetos:

E x  plx)
pl—— lev(p):i= |[f|——|t
BC vy ply)

donde £;(a) = fa[I ), si [0,1] foy Xesla unica trayectoria con las propie-
dades pofa="fy fa(0) = a.
e Morfismos: i
Para todo morfismo E % E’ entre el cubriente E 2 B y E' & BE,

definimos lev(h) como { hl,-1(y) }ce,-

PROPOSICION 3.4. El funtor (FV) restringido a la categoria Cubge, es isomorfo
al funtor levantamiento de trayectorias lev.

DEMOSTRACION. Si E =+ BC es un cubriente y x es un objeto de €, definiremos

primero una biyeccién FV (p)(x) oy lev(p)(x). Para ello recordemos que FV (p)(x) es
igual al conjunto de las funciones continuas B(x | €) L. E, tales que B(x | 1) = pog.
Por otro lado, por la Proposicién 3.1 de la pdgina 79, la transformacién natural

/fk!&\*
~_ Y

x}C

x1€ e

definida como X(q,) = u, determina una homotopia de B(x | €) B BE en la

funcién constante. Se sigue de la teoria de espacios cubrientes, que existe al menos
una funcién B(x | €) - E tal que B(x | 7t) = p o @ y que cualquiere funcién como
ésta, estd completamente determinada por su valor en un punto. En otras palabras,
tomando a (x,idy) € B(x | €), se tiene que la funcién FV(p)(x) %—}’ p~'(x) definida
por la asignacién ¢ — @(x,idy) es una biyeccién.

De esta manera tenemos una familia de biecciénes:

N ¢v,x
{&' (p)(x) = lw(p](x)}xeec.

Lo que haremos ahora serd ver que esta familia es de hecho un isomorfismo
natural F¥(p) gg} lev(p).
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; f L
Para ello debemos considerar un morfismo x — y y ver que el siguiente cuadrado
conmuta:

FV(p)(x) —> p~ (x)

?V[p}(f}l iff

FV(p)ly) Tu*p"(y)

es decir, debemos probar que para toda funcién B(x | €) -2 E tal que B(x | nt) =
p o @, se tiene que & (@(x,idx)) = @[y, f). Pero esto es imediato ya que (x, idy) ty
(u, f) determina una trayectoria en B(x | €) que se proyecta en x Ly y por B(x | m),
de modo que la igualdad B(x | 1) = p o @ implica que @(x,idy) £t @ly,f) es la
trayectoria en E que se proyecta sobre x 5 y al aplicarle p.

Por 1ltimo, debemos ver que la familia {S'V{p] ¢——,5~ |!u(p]}p es un isomorfismo

natural [S'V]"PI 3} lev, lo cual se sigue de que si E 5 Be y E/ P, BE son cubrientes
y E % E' un morfismo entre ellos, para todo objeto x en € el siguiente cuadrado
conmuta trivialmente:

FV(p)(x) 2> p~'(x)

h°“l lhlv—‘lx!

FV(p')(x) o () (x)
3

§3.2.3. El grupo fundamental de BC.
De las iltimas dos proposiciones, podemos concluir que la adjuncién Fv + FV
del diagrama (39) de la pagina 80 determina una adjuncién:
B(~LhY)

T
(40) Cubge L {e £ Cony | F(f) es iso V f}

[~

lew(—)
TEOREMA 3.5. La adjuncidn (40) de arriba es una equivalencia de categorias.
DEMOSTRACION.
El funtor B(— | hV) es fiel y pleno:

Notemos que la unidad de la adjuncién id == lev o B(— | hY) est4 dada por la
familia de funciones:

{ Fla) =% B(F L 7)"(a) }yq
definidas como ng4(u) = [t, (aq, u]] € B(F L hY) para u € F(a), donde Agp = {*}.
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Para mostrar lo deseado basta ver entonces que 1fq s una biyeccién, para todo
funtor € 5 Cony que manda morfismos en isomorfismos y todo objeto a en €. Pero
ésto se sigue facilmente de la propiedad que cumple F y de que (F 1 hv) « puede verse
como el conjunto de las parejas (ag — -+ — an,u) donde ag — -+~ — an € G y
u € Flap).

El funtor lev(—) es fiel y pleno:

Sean E 5 BE y Ef LA BC dos espacios cubriente.

Para provar que la asignacién:

Cubge(E, E') Cong; (lev(p), lev(p’))

P> = {(n‘P)ﬂ = (pip'l[‘l] }ﬂ.Eeo

es una biyeccién, notemos primero que ésta es inyectiva ya que dos morfismos de
cubrientes son iguales si ellos coinciden en un punto.

Por otro lado, si 11 es una transformacién natural de lev(p) en lev(p’), se define
un morfismo de cubrientes ¢ tal que ny =1, de la siguiente manera:

Sea x € E. Si n es el niimero natural mas pequeno tal que

p(x) € skn(BC)\skn_1(BC) y [0,1] 5 skn(BC)\skn_1(BC)
es una trayectoria tal que o(0) = p(x) y o(1) = a € sky(B@), entonces:
0(x) 1= o (1)
dondeHLO, 1] 5%, E es el levantamiento de o sobre E 5 BC que comienza en X, y

[0,1] G—!'s’ E es el levantamiento de o~ sobre E’ ?, Be que comienza en y.

Se sigue que si @ estd bien definida, ésta es continua y ny = 1. Para ver
que @ esta bien definida, considera otra trayectoria [0, 1] RS sk (BC)\skn_1(BC) tal
que 5(0) = p(x) y 8(1) = b € sko(B€). Entonces, si a £} b es un morfismo de
€ o su trayectoria asociada en BG, como sk, (BC)\sk,_;(BC) es homotépicamente
equivalente a un espacio discreto, se tiene que

@y (=074 f_I(m(?:?’;ul))m

Il

o-u]!'_|onhoti(ax“]:'“]

=0 .31
B

Por 1iltimo, notemos que si § es un grupoide U{-pequenio conexo y x es un objeto
de G, el funtor natural G(x)~—— G del grupo de automorfismos de x en G, es una
equivalencia de categorias. En efecto, éste es fiel y pleno y como § es un grupoide
conexo, todo objeto de G es isomorfo a x.
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Por otro lado, como puede uno observar facilmente, la categoria de funtores
Cong,m es equivalente a la categoria de G(x)-conjuntos U-pequenos G(x)-Cony.

De estas observaciones y del Teorema anterior, conlcuimos que si € es una cate-
goria U-pequenia conexa, para todo objeto x en € el funtor:

Cubge ———> €5(x)-Cony,

P———————»p %)

es una equivalencia de categorias, donde C'*° denota al grupoide que se obtiene de €
al formalmente invertir todos sus morfismos.
De la teoria de espacios cubrientes:

COROLARIO 3.6. Si C es una categoria U-pequeria y x un objeto en ella, el grupo
fundamental de BC con punto base x es isomorfo al grupo de automorfismos de x en
G

En particular, si G es un grupoide U-pequenio, m(G,x) es ismorfo al grupo de
automorfismos de x en G.

§3.3. Cubrientes de Galois. Si X es un espacio topoldgico, un G-cubriente
de Galois sobre X, es un G-espacio libre E acompanado de una aplicacién cubriente
EBX que determina un homeomorfismo X = E/G. Denotamos como Cub,((;, ala
categoria que tiene por objetos a los G-cubrientes de Galois I{-pequenos sobre X, y
cuyos morfismos son los morfismos de espacios cubrientes G-equivariantes.

Si Kg(X) es el conjunto U-pequenio de clases de isomorfismos de la categoria
Cubs, y denotamos como [E] al correspondiente elemento en Kg(X) de un cubriente
de Galois E, se tiene una U-pregavilla en Top,;:

TopP e Cony
X Kg(X)
f |———"'T f*
Y Kg(Y)

donde f*([E]) es definido como [f*E], si f*E es el cubriente sobre X que se obtiene
del producto fibrade canénico en Topy,:
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3 ; ; : K

Maés aiin, como es bien sabido, este funtor se factoriza en un funtor hTopff 2y

Cony, donde hTop,; denota a la categoria de espacio topolégicos U-pequeiios, cuyos
morfismo son las clases de homotopia de funciones continuas entre ellos.

TEOREMA 3.7. Si hpTop,, denota la subcategoria plena de hTop cuyos ob-
jetos son los espacios paracompactos, para todo grupo U-pequerio G la pregavilla
hpTop} X, Cony es representable por BG.

En particular, para todo espacio topoldgico U-pequerio paracompacto X, el con-
junto Kg(X) de clases de isomorfismo de G-cubrientes de Galois sobre X, estd en
correspondencia biyectiva con el conjunto [X,BG] de clases de homotopia de morfis-
mos de X en BG.

DEMOSTRACION. Solamente daremos algunas observaciones de una posible prue-
ba.
En primer lugar, para probar lo deseado es bien sabido que basta ver lo siguiente:

(i) Existe un G-cubriente de Galois EG P9, BG donde EG es contraible.
(i) Si E B X es un G-cubriente de Galois sobre X, existe un cuadrado conmu-
tativo:

E—EG

ol [

X—>BG

donde f es G-equivariante.

Esbozo de (i):

Sea G la categoria que tiene por objetos al conjunto G y por morfismos a G x G,
donde (g, h) denota al inico morfismo de g en h, y la composicén se define por la
asignacién (g, h) - (h, k) — (g,k).

Como la imagen bajo el funtor N (—) del morfismo G =5 G definido por la
multiplicacién en G, corresponde al morfismo ¢ del Ejemplo §1.2.5 de la pagina 63,
se sigue que si EG 2% BG denota a su realizacién geométrica, la accién

Gn+l x G Gn+l

((90»“‘ igﬂ}lg) ——#* (Qog,“' :gng}

determina una accién libre de G en EG tal que pg se proyecta en un homeomorfis-
mo EG/G = BG. Ademads, como cualquier objeto de G es un objeto cero, por la
Proposicién 3.1 de la pagina 79, el espacio EG es contraible.

Por ultimo, para ver que EG PS, BG es un cubriente, por el Teorema 3.2 de la
pagina 79, basta ver que el funtor G ™5 G es un cubriente de categorias. Esto se
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sigue de que si

v

| |

[T'I-]—‘p“G

es un diagrama conmutativo, donde 6(0) = ip, P(0) = hy (i <i+1) = gi, el

morfismo [n] By G definida como:

gd(i+1)7"  0<ic<ip
(‘-’h] =<h i=1y
e(i—1N"gi1 fo<i<n
es el tinico morfismo tal que od =Py ngo @ = .
Esbozo de (ii):

Si E & X es un G-cubriente de Galois sobre X, como E es un haz G-principal
sobre X, se sigue que existe una cubierta abierta Ul = {U,}xca de X y una familia de

homeomorfismos:
p ' Uq L .3 UaxG
x —— (plx)balx)
aEA

con P4 equivariantes. Puede verse entonces, que

1) Las llamadas funciones de transicion:

{Ugp = Uy NUp 228 G} gen

que pueden verse como una funcion:

CW),= I Uap _Ug_"L,_ G
(x,BlEAZ

determinan un morfismo C (1) H N (G), del complejo de Cech de la
cubierta il en el nervio de G.
2) Si U denota a la cubierta {Va = p~ "Uglaca de E, la funcién:

Cw),= I V H(Wawg)
27 apiear ~GxG

determina un morfismo C(B) -2 N’ (G), del complejo de Cech de la
cubierta 0 en el nervio equivariante de G.
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Mais aiin, estos morfismos de espacios simpliciales determinan un cuadrado con-
mutativo:

¢(B) — N (G)
Clp) l l "
C(m) - N(G)
de tal manera que el cuadrado imagen por el funtor realizacién geométrica:

16(3)| -2~ E(G)

Clp) l I n
|C ()| — B(G)
lal
es un morfismo entre haces G-principales.
El resultado se sigue entonces del diagrama de morfismos de haces G-principales:
lal
E<~— |C(V)| — E(G)
|

P Clp) n

X-——|C{‘B)[—I—+B{G}
9l

y del Teorema Teorema 2.4 de la pagina 77. H



CAPITULO

Gavillas

1. Cribus

Sea € una U-categoria pequena.

Si x es un objeto de €, una criba de x en € es una familia R = {Ra C G[a,x}}ueeo

con la propiedad que para todo morfismo a L ben €, si b B x € Ry entonces
a®fxe Ra. Denotamos al conjunto de cribas de x en € como cribg(x).

Una criba R de x en € puede verse como un funtor €°P 5 Cony que a cada
objeto a asocia el conjunto R, C x(a) y a cada morfismo a £ b la funcién Rp 2

[ Rg @of € Ry. Esto determina una biyeccién entre el conjunto cribe(x) y el
conjunto subyacente del conjunto ordenado de subfuntores (subobjetos) de x” en
Pre (€),,. Observemos que el orden inducido en el conjunto de cribas de x en € por
esta biyeccién es el orden natural, donde R < S si y sélo si Ry C S, para todo objeto
aenC.

Si para cada familia A = {ax — x} de morfismos en € con codominio x, denotamos
como R(A) a la criba definida para cada objeto a en € como

R(A)a: {a B x|@=1ofdondep € Ay fes un morfismo en C}.

resulta que R(A) es el objeto mas pequeno del conjunto ordenado cribe(x) con la
propiedad A C J (R[A]), por lo que es llamada la criba de x en € generada por la
familia A.

Por ejemplo, R() = {0 C €(a,x)}ace, €s €l objeto inicial de eribe(x) y R(x) :
= R({idy}) = {G{r.l.)c}}tleeo es el objeto terminal. M4s generalmente, si Q es un
conjunto U-pequeno y {Rw} wen una familia de cribas de x en €, las cribas

N Rw:={ N (Rw)"}ueeo U Rw:={ U (Rw)a}aee

we we weN wen
89
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son el producto y la suma de la familia {R“-’}w cq €n eribe(x), respectivamente.

§1.1. Funtores de cribas. Observemos que un morfismo x & yen €es un

monomorfismo si y sélo si para todo objeto a en € la funcién €(a,x) 23 €(a,v)

A T

es inyectiva, es decir, si y sélo si el morfismo x — y” es un monomorfismo en

s
Pre(C),,. Se concluye asi que el funtor fiel y pleno @ A Pre (@) induce para todo
objeto x en € un funtor fiel y pleno

Sube(x) — SUan:eju(xA] i

y por lo tanto un monomorfismo de conjuntos ordenados:
subge(x) & eribe(x) .

Explicitamente, la imagen por esta funcién del subobjeto asociado a un mo-
nomorfismo z - x es igual a la criba u,(R(z)) definida para cada objeto a en €
como:

(u,.R[z.])n t= {u 2 x | @ = wo 1 para algin morfismo { en €(aq, z}}

En general, todo morfismo x £ y determina un funtor cribe(x) 5 eribe(y),
donde

(f.R):={aBy|e="Toyp para algin a % x en R, }

para toda criba R de x en € y todo objeto a en C.
El funtor asi definido es llamado el funtor covariante de cribas de C:

(55 Se. ConOy
x cribe(x)
fll——bl fo
y eribe(y)

Por otro lado, de la interpretacion de las cribas en € como subobjetos en Pre (€),,,

un morfismo x - y determina una funcién por cambio de base cribe(y) 5 cribe(x)
(ver §4.1 pagina 39), es decir, si R es una criba de y en € se tiene un cuadrado
conmutativo:

(41) f*R——
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N mas grande tal que " se

con la propiedad universal: f*R es el subfuntor de x
£
restringe a un morfismo f*R —R.

Explicitamente, si a es un objeto de C:
(fR) :={a B x|fog € Ry}

Al funtor asi definido:

- eribe ConOyy
X cribe(x)

{\I——hx f*
y eribe(y)

lo llamamos el funtor contravariante de cribas de C.
4 " i f
TEOREMA 1.1. §i C es una U-categoria pequenia y x — Yy es un morfismo en C,
se tiene una adjuncion:
i
—'/.-__-“‘L
eribe(x L crib
elx) (L cribe(y)
r
Ademds, estos funtores tienen las siguientes propiedades:

f es un monomorfismo = f, es fiel y pleno

f tiene un inverso derecho < f* es fiel y pleno

DEMOSTRACION.
f. es adjunto izquierdo de f*:
Si R es una criba de x en €, para todo objeto a en € se tiene lo siguietne:

Ra C {afrx ‘ fo @ = f o1 para algiin adxe Ra} = (f‘(f,[R]))
a
y si S es una criba de y en €, para todo objeto a en C tenemos:
(f,(f‘[S)]) ={a—"’iy|cpesay(p=fo¢ paraalgﬁnaixen @}QS;,,
a

Esto define transformaciones naturales id = f* o f, y f. o f* S id, pues en las
categorias cribg(x) y cribe(y) hay a los més un morfismo entre dos objetos. Por la
misma razon se sigue que f, es adjunto izquierdo de f* con unidad n y counidad &.

f monomorfismo = f, fiel y pleno:

Debemos probar que si R es una criba de x en €, entonces (f* o f.[R})n = Ra
para todo objeto a en €. Para ver esto observemos que siempre Rq C (f* o f.[R])a.
Por otro lado, si ¢ € (f‘ o f,,[R])‘l existe P € R, tal que fo ¢ = fo. Pero como f
es un monomorfismo esto implca que @ =1, es decir, ¢ € R,.

f tiene un inverso derecho = f* fiel y pleno:
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Nuevamente debemos ver que si S es una criba de x en €, entonces (f. of* [S}) o=
Sao para todo objeto a en €. Para ello notemos primero que siempre se tiene la
contensién (f. o f‘(S])cI C S4. Porotro lado,sia By €Sayy 5 x es un morfismo
en € tal que f o g = idy, se tiene que @ =fo (go @) por lo que ¢ € (f, o f'[S})n.

f* fiel y pleno = f tiene un inverso derecho

SeaS=R(y) = {e{a,y]}aeeo la criba terminal de y en €. Se sigue entonces que

idy € Sy = (. o f(S)),, por lo que existe y % x tal que idy = fog. B2

2. Gavillas

§2.1. Categorias con cribas cubrientes. Sea € una U-categoria pequena. Si
T es una asignacién que a cada objeto x en € asocia un subconjunto t(x) de cribe(x),
llamamos a la pareja (€,T) una U-categoria con cribas cubrientes y a los elementos
de 1(x), cribas T-cubrientes de x.

Si (€, 1) es una U-categoria con cribas cubrientes, llamamos a una U-pregavilla F
en € una U-gavilla (resp. U-pregavilla separada) en (C,T), si se cumple la siguiente
propiedad:

Para todo objeto x en € y toda criba 1-cubriente R de x, la funcién

(42) Pre (€ (< F) %) pre @)y (R.F)

nt NovR

es una biyeccién (resp. es inyectiva), donde R &8 X denota al
morfismo canénico.

Para expresar esta condicién de una manera mas manejable, recordemos que por
el Corolario 6.8 de la pagina 56 el conjunto Pre (€),, (R, F) es isomorfo a un limite en
la U-categoria de conjuntos U-pequeiios, mientras que por el Lema de Yoneda se tiene
un isomorfismo entre el conjunto de morfismos Pre (€),, (x,F) y F(x). Reescribiendo
la funcién (42) en términos de estos isomorfismo, concluimos que una U-pegavilla F
en C es una U-gavilla (resp. U-pregavilla separada) en (€, ) si y sélo si se cumple
la siguiente propiedad:

Para todo objeto x en € y toda criba T-cubriente R de x, la
funcién:

limy A gy(NR) .
(43) F[X] = h'l"l"l(h,\lR)“P (k(F(X})) —L—“' h’m(h/\lg)” (F g (“ l‘ R) D)

es una biyeccién (resp. es inyectiva), donde la transformacién
natural k(F(x)) 3 Fo (m | R) estd definida para cada objeto

(a,u) de (R | R)® coma la funcién F(x) “% F(a) con a & x el
\inico morfismo en € tal que ¢ =vg ou.
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Usando nuevamente el Lema de Yoneda y por como definimos el limite de una
grifica de conjuntos U-pequeiios, concluimos:
TEOREMA 2.1. Si(C,7) es unald-categoria con cribas cubrientes, una U -pregavilla
F en € es una U-gavilla (resp. U-pregavila separada) en (€, T) si y sélo si se cumple
la siguiente propiedad:
Para todo objeto x en € y toda criba T-cubriente R de x, el dia-

grama:
F o
fEl:[JRF“] uljlv:: i
Fog— JI Fw) F(dol)
atixeUR [1 mger (fp)EUR X €
(f.e) €

es exacto (r'esp. la funcion [] F(f) es inyectiva ), donde UR x €,
feUR €o
denota al producto fibrado de las flechas:

do| d
UR : Co ! (G

Si (G,1) una U-categoria con cribas cubrientes, denotamos como Sh(@,T)y
(resp. Pre(€,7),) a la subcategoria plena de la U-categoria Pre(C),, que tiene por
objetos a las U-gavillas (resp. U-pregavillas separadas) en (€, ). Estas U-categorias
tienen la siguiente propiedad:

TEOREMA 2.2. Si (€,7) es una U-categoria con cribas cubrientes, Sh(C,T)y ¥y
Pre (C, 1), tiene naturalmente una estructura de U-categorias canénicamente com-
pletas y los funtores

Sh(€, Ty ——=—» Pre (€, 1), ———> Pre(€),,
conmutan con limites.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 5.1, basta probar que si I es una U-categoria
pequena y I % Pre (€)y, es una I-grifica, el limite de y en Pre(€),, es una U-gavilla
(resp. U-pregavilla separada) en (€, T) si para toda i, y(i) es una U-gavilla (resp.
U-pregavilla separada) en (€, 7). Para ver esto recordemos primero que para toda
U-pregavilla G en € el funtor

Pre(€),(G,-)

Pre (@), Cony

conmuta con limites (§5.1.3 pdgina 44), por lo que del Teorema 5.2 de la pédgina
43, si x es un objeto en € y R una criba 1-cubriente de x, se tiene un cuadrado
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conmutativo:

Pre(C), (xf’\, liml[y]) = limy (Pre (@), (xN,—) o v)
Pre(€)y, {-vR,Iu'm[y))l llim(Pnlﬂ]uhg,—}w)

Pre(C), (R, ||'m1[y]) = |im; (Pre (@), (R,-) oy)

El resultado se sigue entonces de que la transformacién natural:
Pre [e]u’ (-va _) ¥y

es un isomorfismo (resp. es un monomorfismo y el funtor lim; manda monos en
monos), pues para todo objeto i en I el morfismo:

Pree), (vrov(i)
Pre (@), (x",v(1)) il )—Pn{elu(R.Y(i])

es un isomorfismo (resp. monomorfismo). 3]

§2.2. Topologias de Grothendieck. Si C es una U-categoria pequena, un
subfuntor % -3 ConOy del funtor contravariante de cribas en € es llamado una
topologia de Grothendieck en C, si para todo objeto x en € el conjunto T(x) es diferente
del vacio y se cumple la siguiente propiedad local:

L: Si S € 7(x) y R € cribe(x), entonces R € 1(x) si para todo objeto a en €
y todo morfismo a fxen S, se tiene que *(R) € t(a).

A una U-categoria con cribas cubrientes (€, T) donde T es una topologia de Grot-
hendieck en € la llamamos un U-sitio.

LEMA 2.3. Las cribas T-cubrientes de un U-sitio (C,T) tienen las siguientes pro-
piedades:

(i) 8i S C R son cribas de x en C y S es una criba T-cubriente, entonces R
también es una criba T-cubriente. En particular, para todo objeto x en C
el objeto terminal R(x) de cribe(x) es una criba T-cubriente.

(ii) Si R y S son cribas T-cubrientes de x, entonces RN S, el producto de R y
S en cribe(x), también es una criba T-cubriente. En particular, para todo
objeto x en €, el conjunto ordenado T(x) es un conjunto cofiltrante.

DEMOSTRACION.

Prueba de (i):

Sean S C R cribas de x en € y supongamos que S € T(x). Observemos que si
a es un objeto de € y a £ x es un morfismo en Sq entonces f*(R) = f*(S) € t(a).
En efecto, como S C R entonces f*(S) C f*(R). Por otro lado, como f € S, entonces



4.2 Gavillas 95

fog € Sp para todo morfismo b 5 x; en particular, si @ € *(R)y, entonces fo@ € Sy,
es decir, f*(R)p C f*(S)p para todo objeto b en C.

El resultado se sigue entonces de L.

Prueba de (ii):

Sean S y R cribas 1-cubrientes de x. Observemos que si a es un objeto de € y
a 5 x es un morfismo en Sa entonces f*(RNS) = f*(R) € 1(a). En efecto, como
RNS C R entonces f*(RNS) C f*(R). Por otro lado, si ¢ € f*(R)y entonces fop € Ry
y como f € S, también fo@ € Sy, es decir, fop € (RNS)y, por lo que @ € f*(RNS)p.
Por lo tanto f*R C f*(RNS).

El resultado se sigue nuevamente de L. 4

Mais aiin,

TEOREMA 2.4. Si (@, T) es un U-sitio, los funtores

Sh(€, Ty == Pre(€,7),, = Pre(€)y,

tienen adjuntos izquierdos los cuales conmutan con limites finitos.

DEMOSTRACION. Para mostrar esta afirmacioén consideremos primero al funtor
Pre(€), — Pre(€),,, definido como sigue:
Si F es una U-pregavilla en €,

e = Cony
i colim(x(a), Pre (€),, (~, )
+ chim(ﬂf].n(fl)
b coﬁm('r{b},Pre{e]u(u,F))
donde si R € (b) entonces n(f)g := —o ( f].)-

Si F % G es un morfismo de U-pregavillas en €, para todo objeto a en €,
L(F)(a) = colfm('r{u), Pre (€),, [—,F])
L(-p}ul = Imlfm (ide(a) Pre(@) (~m)
L(G)(a) = colim(x(a), Pre (€}, (—, G))

Observemos que si a es un objeto de €, por la propiedad (ii) del Lema 2.3 de
arriba 7(a) es un conjunto filtrante. Se sigue del Teorema del Ejemplo §5.1.4 de la
pégina 44 que el el conjunto L(F)(a) se puede identificar con la unién ajena:

[T Pre(e), (r,F)

ReT(a)
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médulo la relacién de equivalencia que identifica a dos morfismos R LF y R’ 3 F, si
existe una criba T-cubriente S de a contenida en R y R’ tal que el siguente diagrama
conmuta:

s‘/R\n‘F
(\\R!4v

Si R es una criba T-cubriente de a y R - F es un morfismo, denotamos como 1]
a su clase lateral en L(F)(a).
Notemos que el funtor Pre(C),, Ly Pre (C),, tiene las siguiente propiedades:
1) SiF es una U-pregavilla en €, L(F) es una U-pregavilla separable en (C, ).
2) SiF es una U-pregavilla separable en (€, T), entonces L(F) es una U-gavilla
en (€, 7).
Solamente daremos la prueba de 1), la prueba de la segunda afirmacién puede
ser encontrada en [MLM94].
Prueba de 1):
Sea F una U-pregavilla en C.
Probaremos que L(F) es una U-pregavilla separable usando el Teorema 2.1 de la
pégina 93. Para ello consideremos un objeto x en € y una criba T-cubriente R de x.
Supongamos ahora que [m1] y 2] son elementos en L(F)(x) tales que para todo
morfismo f € |JR

L(A)(f) (m]) = L(F)(f)(n2)).

Tenemos entonces dos morfismos S NE yS; 1B Fde U-pregavillas, tales que
para todo a fx € [JR existe S¢ € T(a) con S¢ C f*51,1*S, y tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

(44) gl
44 *S) —=S1
e e ™
S¢ o F
S, —=§ 2
27 2

Debemos probar que [;] = [nz], es decir, que existe S € T(x) con S C §,5; y

tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Sy m
s/ T
\524

Sea S = |J f.S¢. Entonces:
fEUR
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a) Notemos que S¢ C f*f,(S¢) C f*(S) para todo morfismo f en [JR. Se sigue
de (ii) del Lema 2.3 de la pigina 94 que f*(S) € t(a) pues S¢ € t(a). Como
R € 1t(x), concluimos de la Propiedad L que S € t(x).

b) Como S¢ C f*Sy,*S;, tenemos que f.S¢ C f.f*S; C S; parai=1,2. Por
lo tanto,

5= U ftsf g SI\SZ'
fEUR
¢) Notemos que por definicién de f,, el morfismo a”™ K\r x” se restringe a un
f/\
epimorfismo S¢ — f,S¢ (En efecto, (f,S¢)p es igual a la imagen por (b)
de (S¢)y para todo objeto b en €). De ésto, de la conmutatividad de (44)
de arriba y de la conmutatividad de los diagramas:

|
*'Si — 54

J f,JS
f 7|“' f

para i = 1,2, concluimos que el siguiente diagrama es conmutativo:

(™
\4

Como S = |J f.S¢, tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:
fEUR

/%
\4

Por lo que hemos visto, tenemos funtores:

Pre (€),, —> Pre (€, 7),, —> Sh(€, Ty

los cuales conmutan conlimites finitos, por ser T(a) filtrante para todo objeto a.
No es dificil probar que estos funtores son adjuntos izquierdos de los funtores:

Sh(€, T)y ——— Pre(€,7);, e & o Pre(C),

ey

COROLARIO 2.5. Si (C,T) es un U-sitio las U-categorias Sh(C, 1)y y Pre(€, 1),
tienen naturalmente una estructura de U-categorias candnicamente cocompletas.
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DEMOSTRACION. Probaremos la afirmacién para Pre (€, 1),,. El caso de la cate-
gorfa Sh(C, T)y se sigue andlogamente.

En efecto, si [ es una U-categoria pequefia y 'y es una I-grafica en Pre (€, T),;, como
L es adjunto izquierdo de B, por el ejemplo §5.1.2 de la pégina 43, L(colimi(B o y))
representa al colimite de Lo oy en Pre(€,1),. Pero como B es fiel y pleno, la
counidad de la adjuncién L 4 B determina un isomorfismo Lo = idp,,[e}u por lo
que L(colim;(B o)) representa al colimite de y en Pre(C,1),,. LY

Si (€,7T) es un Y-sitio llamamos al funtor Pre(C), L. Sh(@, 1)y definido en la

prueba del Teorema anterior el funtor engavillacion de (€, T) y si F es una U-pregavilla
en €, llamamos a la U-gavilla L o L(F) la T-engavillacion de F.

Observemos que de la prueba del Corolario anterior, se sigue que si [ es una
U-categoria pequeiia y y es una I-grafica en Sh(€, 1)y, la T-engavillacién de la U-
pregavilla colim;(B o oco y) es el colimite de y en Sh(€,7)y.

§2.3. Bases para topologias de Grothendieck. Sea C una U-categoria pe-
quefia con productos fibrados canénicos. Una base para una topoogia de Grothendieck
en €, es una asignacion | que a cada objeto x en € asocia un conjunto no vacio J(x),

cuyos elementos son familias A = {a, ! x}« de morfismos en € con codominio x, tal
que
(i) Estabilidad por Cambio de Base: Si A = {uu " x}a €Jx)yvy Lx
es un morfismo en €, la familia f*A :={y x ax 3 Y}« s un elemento de
X

J(y).

(ii) Estabilidad por Composicién: Si A = {ax e x}, es un elemento de

fa
J(x) y para cada morfismo fy en A se tiene una familia {aqp L Ao},

faofa
en J{ay), entonces {a“g i x}aﬂ es un elemento de J(x).

A una pareja (@, ]), donde € es una U-categoria pequeiia con productos fibrados
y ] es una base para una topologia de Grothendieck en €, la llamamos un U-presitio.
En este caso, llamamos J-cubiertas de (C, T) a los elementos de J(x).

Notemos que un U-presitio (€, J), determina una U-categoria con cribas cubrien-
tes (€, T;), donde T; est4 definido para cada objeto x en €, como:

7j(x) := {R € eribe(x) | Existe A € J(x) tal que A C UR}

Llamamos a una U-gavilla en (€, T}) simplemente una U-gavilla en (C,]), y de-
notamos a Sh(€, 1j)y como Sh(€, J)y.

PROPOSICION 2.6. Si (C,]) es un U-presitio entonces (€, 1) es un U-sitio.

DEMOSTRACION. Sea (€,]) un U-presitio.
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Notemos que para ver que la asignacién x — Tj(x) es un subfuntor €°P i ConOy
del funtor contravariante de cribas en €, basta probar que si A es una J-cubierta de
yyx 4 y es un morfismo en €, entonces R(f*A) = f*(R(A)) , para todo objeto a
en C.

Prueba de R(f+A)  C f*(R(A)),.

Por definicién, si ¢ € R(f+A]u existe Qgy f—°‘$ yenAya ‘—bé X >y< a, en C tales que

@ =y 0. Se sigue que tenemos un diagrama conmutativo:

por o que @ o f = fy 0 (g, 0 ), es decir, ¢ € f*(R(A)) .
Prueba de f*(R(A)) , C R(f*A),.
Por definicién, si ¢ € f*(R(A)), existe aq s yend ya ¥ a, en @ tal que
@ of=1fyo01). Se sigue de la propiedad universal del producto fibrado que exise un
morfismo a 2 x X a tal que el siguiente digrama es conmutativo:
y

por lo que @ =71, o g, es decir, @ € R(fUl}a.
Por iiltimo, resta probar que Tj tiene la propiedad L. Para ello consideremos
S € 1j(x) y sea R una criba arbitraria de x en €, con la propiedad que para todo

morfismo a - x en US la criba f*(R) estd en Tj(a). Se sigue en particular que
existe A = {aq tay x}e € J(x) tal que A C US y que para todo a4 I8 e A,

fﬂ
existe una familia By = {aqp =5 axlp en J(aq) tal que By C f3(R). Concluimos

faofy
de la definicién de f%(R), que {aag 0x ap ©Sta contenida en R. Por lo tanto

R € 1y(x). 3
Maés ann,
TEOREMA 2.7. §i (C,]) es un U-presitio, una U-pregavilla F en C es una U-
gavilla en (C,]) si y sdlo si para todo objeto x en C y toda J-cubierta A de x, el
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siguiente diagrama es ezacto:

[T Flmag)omiy

!-IF[fn(] [Ffa.fg)
F(x) [T Flax) [T Flaa x ap)
fa€A [T Fimaglomey (fa.fg)eA2 =
[ln.fBJ
DEMOSTRACION.
= )

Sea x un objeto de € y A una J-cubierta de x.
Denotemos como L al siguiente conjunto:

{[Sf}f € H F(a) [ F(@)(sf) = Sfop si a Lxe UR[A] ybPaen e}
atixeuRr(A)
y como K al igualador canénico en Cony de las flechas:

[1 Flraglomi,

fa.fg)
IT Flax) . Il Flaxxag),
fa€A [T Flmaglome, (fa.fp)eAl %
(fa,fg)

es decir, K es igual al conjunto:

{(sfu]f,. € JI Flaw) |Flman)(ss,) = F(mag)(s,) si an 3 x
a,f—%xe.ﬂ

f
y ap = x son elementos de A}.

Ya que A C UR(A), por el Teorema 2.1 de la pagina 93, para mostrar lo deseado
basta dar una biyeccién K 5L tal que el siguiente triangulo conmute:
t

(45) [1 Flag) 2 K————— L ¢ [I Fla)
uu’—“'xEA ﬂ-f-)xGUR(A)
H Flfa) ]'] F(f)
faEA fEURIA)
F(x)

(Observese que las funciones [] F(f) y [] F(f«) siempre tienen su imagen
fEUR(A) fa€A

en K y L, respectivamente).
Definicién de K 5 L:
Recordemos que por definicién, | JR(A) es igual al conjunto de morfismos a fx

en C de la forma f = f, o ¢ donde a, I x es un elemento de A y a % a, es un
morfismo arbitrario en C.
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Si (sf, )f, €s un elemento de K, definimos entonces:
e((sra)ra) 1= (F(@)(52)) reuriny

donde f = f4 o @ como arriba. Observemos que si { estd bien definida, { tiene
su imagen en L por la funtorialidad de F y el tridngulo (45) resulta conmutativo
trivialmente.

Para ver que { estd bien definida, notemos que si fg o @ = f = f o @ entonces

: h 5 .
existe un morfismo a — a4 x ag tal que el siguiente diagrama conmuta:
x

por lo que
F(@)(s1,) =F(h)(F(mq,)(s1,)) (Funtorialidad de F)
ZF(h](F["ag )(sty ]) (Definicién de K)
=F()(ss,) (Funtorialidad de F)

4 i ‘s
K = L es una biyeccion:
La inyectividad es inmediata porque A C |JR(A).
Para probar que £ es suprayectiva, observemos que si (s7)¢ es un elemento de L,

: f
entonces (s¢, )¢, es un elemento de [] Flay) y si a, Ia x yag 4 x son elementos

fa€EA
de A, se tiene que:
F(a, )(51.) = Stpona, (Definicién de L)
= Sfgomag (Propiedad del producto fibrado)
= F(ma, )(s1,) (Definicién de L)

es decir, (sf, )s, estd en K.

Se sigue que (s, )r, = (Sf)reur(a), pues si f € [JR(A) con f = f4 0 @, por
definicién de los elementos de L se tiene que F(¢)(ss, ) = s1.

&).

Dado S € T(x), queremos probar que la funcién:

—oVs

F(x) = Pre(€), (X, F) > Pre(€C),, (S,F)

es biyectiva.
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En primer lugar, como S € T(x), existe A = {a, fq x}« en J(x) tal que A C US.
Por otro lado, por la propiedad que cumple F respecto de A, si S 3 Fesun morfismo,
existe un unico elemento o € F(x), tal que ng,(f«) = F(fx)(0) € Flax), para todo
Qg 5% €A Se sigue que para probar lo deseado, basta ver que n.(f) = F(f)(0)
para todo a 5 xeus.

Para ello cosideremos a - x € US y los cuadrados cartesianos:

ks
Xy — ™ 0y
x

Wi 1 Ifa

a———*X%
Se sigue entonces que {a x Qx z 3 a}a es un elemento de J(a) y ademds que
{ (me, ) (F(£)(0)) } € HF (ax ax)

estd en la imagen del morfismo [[F(7tr, ). Se concluye de la propiedad que cumple F
a

respecto de {a x aq iz a} ., que como F(my, ) (F(f)(0)) = F(my, ) (nalf)) para todo
«, entonces F(f)(o) = nq(f). Y

§2.4. Gavillas con valores en una categoria. En esta seccién extenderemos
el concepto de gavilla a funtores C°P %, D donde D es una U-categoria arbitraria.
Para ello probaremos primero el siguiente:

TEOREMA 2.8. Si (C,T) es unald-categoria con cribas cubrientes, unalU-pregavilla
F en € es una U-gavilla en (C,T) si y sélo si para todo conjunto U-pequeno A, la
U-pregavilla:

Con, JF(=)
p )
x Cony (A, F(x))
ft F(f)o—
Yy Cony (A, F(y))

es una U-gavilla en (C,T).

DEMOSTRACION. Es ficil ver que si B % B’ es una funcién de conjuntos U-
pequefios, entonces ¢ es una biyeccién si y sélo si para todo conjunto U-pequeno A,

la funcidén:
Cony (A,0)

Cony (A, B) Cony(A,B")
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es una biyeccion.
Si F es una U-pregavilla en C, se sigue entonces que F es una U-gavilla en (C, 1)
si y sélo si, para todo conjunto U{-pequeno A se cumple la siguiente propiedad:

Para todo objeto x en € y toda criba T-cubriente R de x, la
funcion:

) Comy (A Pre(€)y, (v&.F))

Conu(A,Pn{G]u (xN, F) Conu(A,Pre[E)u[R,F])

es una biyeccion.

El resultado se sigue entonces de que hay un isomorfismo natural en G:
Cony (A, Pre (@), (G,F)) =Pre(€),, (G, Comy (A, F(—}))
para todo conjunto U-pequenio A y toda U-pregavilla F. H

Si (€, ) es una U-categoria con cribas cubrientes y D es una I{-categoria arbi-

traria, decimos entonces que una D-pregavilla €°P 3, D en € es una D-gavilla en
(€, T), si para todo objeto d en D la U-pregavilla en C:

D(aF(-))
cor CDI"IU
x D(d,F(x))
fr > | F(fjo—
Yy D(d,F(y))

es una U-gavilla en (€, 7). Si D es alguna de las U-categorias Grp,,, Anilloy, 0 R-Mody,
también decimos que F es una U-gavilla de grupos, de anillos o de R-médulos en
(€,1), respectivamente.

Denotamos a la subcategoria plena de Pre(C);, que tiene por objetos a las D-
gavillas en (€,7) como Sh(€,T)p. Por el Teorema anterior, si D es la categoria de
conjuntos U-pequenios, este concepto coincide con el de las secciones anteriores, es
decir, Sh(C, 1)y = Sh(€, T)cony -

Los siguientes son resultados andlogos al Teorema 2.2 de la pagina 93 y al Teo-
rema 2.7 de la pagina 99:

TEOREMA 2.9. Sea I una U-categoria pequeria. Si (C,7) es una U-categoria
con cribas cubrientes y D es una U-categoria con 1-limites candnicos, Sh(C,T)p
tiene naturalmente una estructura de U-categoria con I-limites candnicos y el funtor
Sh(@, T)p — Pre(€)y, conmuta con ellos.
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DEMOSTRACION. Sea I 5 Sh(€,T)p una I-grafica en Sh(€,1)p. Observemos
que para probar lo deseado basta ver que la D-pregavilla:

EP—— D

x lim; (v(=)(x))
£ [ [l (v (- )(1))
y liwr (v(=)(y))

es una D-gavilla en (€, T), es decir, basta probar que para todo objeto d en D la
U-pregavilla:

(46] @op CO'I'IU
% ‘D(d,ll’ml('}f{—}{x]))
¢y 1@((1,:;,-.;{?(—}”}1)
y ‘D(d,“ml(‘)’[—}[yl))

es una U-gavilla en (C, ).

Para ver esto notemos que como el funtor D(d,—) conmuta con limites (§5.1.3
péagina 44), la U-pregavilla (46) representa al limites de la I-grafica que a cada objeto
ien [ asocia la U-pregavilla:

D(d(i-)
(47) @op Cony
P D(d,y(i)(x))
ar Yli)(f)o—
y D(d,y(i)(y))

y entonces (46) es una U-gavilla en (€, T) por el Teorema 2.2 de la pigina 93.

TEOREMA 2.10. Si (C,]) es un U-categoria con cubiertas y D es una U-categoria
con productos candnicos, una D-pregavilla F en € es una D-gavilla en (C,]) si y sélo
st para todo objeto x en C y toda J-cubierta A de x, el siguiente diagrama es ezacto:

Il Fimaglomy,
[TF(fa) fastgty

fe
IT Flax) [T Flax xap)
fa€A 11 F[ﬂnﬂ]oﬂ(B (fa.fp)eA2 %
(fa.fp)

F(x)
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DEMOSTRACION. Como el funtor D(d,—) conmuta con igualadores (§5.1.3 pagina
44), un diagrama de morfismos en D:

a—ep—=c ;
es exacto si y sélo si para todo objeto d en D,
ho— fo--
D(d,a) — D(d,b) —= D(d,c)
go-

es un diagrama exacto.
El resultado se sigue entonces del Teorema 2.7 de la pigina 99 y de que el funtor
D(d,—) conmuta con productos para todo objeto d en D (§5.1.3 pagina 44). e

3. Morfismos de Sitios

§3.1. Morfismos de Sitios. Sean (€, T) y (€’,1') dos U-sitios.

Un morfismo de U-sitios (€, T) 3 (€’,1') es un funtor € He'conla propiedad
que si F es una U-gavilla en (€’,7') entonces F o F°P es una U-gavilla en (€, 1), es
decir, existe un cuadrado conmutativo:

FOP
(48) Pre(€), — =", pre(e),

B'oa’I ’Boa

Sh(C, vy - - . Sh(€, 1)y

Al funtor F° unicamente definido por esta condicion, lo llamamos el funtor ima-
gen inversa asociado a F y si F es una U-gavilla en (€’,7’) llamamos a F*(F) la
U-gavilla en (C,T) imegen inversa de F por F.

TEOREMA 3.1. Si (€, 1) 3 (€', 7') es un morfismo de U-sitios, el funtor F° tiene
un adjunto izquierdo F.
DEMOSTRACION. El Corolario 6.5 de la pigina 53, define un funtor:
Kan'(7)
W
Pre(C P !
(Conyy ) 7P

Probaremos que si F5 : = (LoL)oKan'(F)o(Boa) entonces F; es adjunto izquierdo
de F*. En efecto, si F es una U-gavilla en (€',7') y G es una U-gavilla en (C,T), se
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tienen isomorfismos:

Sh(€,7)u (G, F*(F)) = Pre (€), (B o x(G),B o x 0 F*(F)) (c y B son fieles y plenos)
= Pre (@), (Box(G),Con,” oB'oa’(F))  (Conmutatividad de (48))
= Pre (€’),, (Kan'(F) oo x(G),B' o a’(F))  (Kan!(F) 4 (Cony)”™)
= Sh(€',7")u(L o Lo Kan'(F) o B o «(G),F) (LoL4B'oa’)
= Sh(€’,7")u(s(G),F)

£

Al funtor F definido en la prueba del Teorema anterior lo llammos el funtor
imagen directa asociado a F y si G es una U-gavilla en (€,T) llamamos a F,(G) la
U-gavilla en (€', 7") imegen directa de F por F.

Por propiedades de adjuncién, el funtor imagen inversa F° asociado a un morfismo
de U-sitios (€,T) g (€', t') conmuta con limites, y el funtor imagen directa F;
conmuta con colimites. Mas an,

ProposiciON 3.2. Si (€,7) 3 (€',t") es un morfismo de U-sitios el funtor
imagen directa Fs asociado a F conmuta con limites finitos si el funtor Kan'(F)
definido en el Corolario 6.5 de la pigina 53 conmuta con limites finitos.

DEMOSTRACION. El resultado se sigue del Teorema 2.2 de la pagina 93 y del
Teorema 2.4 de la pagina 95. el

§3.2. Morfismos asociados a funciones continuas. En esta parte utilizare-
mos el U-presitio (Ab(X),Jx) asociado a un espacio topolégico en la seccién §4.2.

Si X y Y son espacio topoldgicos U-pequeiios, notemos que una funcién continua

b(f
X 5 Y determina un funtor Ab(Y) ’13 Ab(X) definido para cada abierto V de Y
como f~1(V), el cual es realmente un morfismo de U-presitios:
Ab(f)
(Ab(Y),Ty) — (Ab(X),]x)

Denotamos al funtor imgen directa (Ab(f))_ asociado a Ab(f) como f* y lo lla-
mamos el funtor imagen inversa asociado a f. Del mismo modo, denotamos al funtor
imgen inversa (Ab(f))* asociado a Ab(f) como f, y lo llamamos el funtor imagen
directa asociado a f. ;

Se sigue que una funcién continua X — Y entre espacios topolégicos U-pequeiios
determina una adjuncién:

f.
—
Sh(X 1 Sh(y
(X L+ S(Y)u
[

por lo que f, conmuta con limites y f* conmuta con colimites. M4s atin, se sigue de
la Proposicién 3.2 que f* conmuta con limites finitos.
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Ejemplos:
§3.2.1. Rstriccidn a abiertos. SiX es un espacio topoldgico U-pequeno y U es un
abierto de X, la inclusién natural U< X determina una adjuncién:

v

Shit <+ Sh(X)u

Ve

Si F es una U-gavilla en X, denotamos a la gavilla v*(F) como F|, y la llamamos
la restriccion de F en U. Entonces, F|, (V) = F(V) para todo abierto V C .

§3.2.2. Secciones Globales. Sea X un espacio topolégico U-pequenio. Si * denota
al objeto terminal de Top,,, dentamos a la tnica funcién continua de X en * como
X 5%

Observemos que la U-categoria Sh(*)y es isomorfa a la U-categoria de conjuntos
U-pequeiios, por lo que el funtor imagen directa asociado a k, determina un funtor
Sh(X)y 5 Cony al que denotamos como T'. Si F es una U-gavilla en X, I'(F) es igual al
conjunto de secciones de F en X, por lo que llamamos a I' el funtor secciones globales
de X.

Por otro lado, el funtor imagen inversa asociado a k determina un funtor Cony, =
Sh(X)y al que denotamos como _- x y llamado el funtor gavilla constante en X. Por
definicién, si A es un conjunto U-pequeio, Ay es la engavillacién de la U-pregavilla
en X que a cada abierto asocia el conjunto A.

Mais aiin, tenemos una adjuncién:

Sh(X]u z COhu
Ei=)

donde -y conmuta con limites finitos.

§3.2.3. El Tallo de un Punto. Sea X un espacio topoldgico U-pequeno. Si x es
un punto de X se tiene una funcién continua * 2 X que asocia al unico elemento de
*+ el elemento x de X. '

El funtor imagen directa Cony B); Sh(X)y asocia a un conjunto A la U-gavilla
en X definida por:

A sixel

ix)«(A)(U) =
(ix)«(A)(U) {@ sl 1l

Por otro lado, el funtor imagen inversa Sh(X)y tey? Cony es denotado como ( - )x
y si F es una U-pregavilla en X el conjunto Fy es llamado el tallo de F en x.

No es dificil ver que el tallo en x de una U/-gavilla F en X se puede identificar
con el conjunto de las parejas (U,s), donde U C X es un abierto que tiene a x y
s € F(U), médulo la relacién de equivalencia que identifica a (U,s) con (V,71), si
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existe una vecindad de x contenida en U NV tal que sy, = r|,,,. Denotamos a la
clase de (U, s) como [U,s]y y la llamamos el germen de (U,s) en x.

El funtor Sh(X)y =% Cony conmuta con colimites y con limites finitos. Ademds:
(=)«
T
COHu “--..,_i_,..a' Sh(X]u
(ix).

4. Gavillas en un grupoide etale

§4.1. Grupoides etale. Un grupoide topoldgico U-pequenio G es un grupoide
U-pequeno, cuyo conjunto de objetos Gy y de morfismos G; tienen estructuras de
espacios topoldgicos, tales que las funciones:

f
X yH——x

1 —= % G ——=G

1

x Hyr—y (f,g) —>fog
Sol“gl G —— G,
X —— id, f—s -1

d
son continuas (Aqui G es el producto fibrado de los morfismos Gy :o’; S )
d;

Un morfismo de grupoides topoldgicos U-pequenos es un morfismo de grupoides
S k. H, tal que la funcién de objetos Gp i Ho y de morfismos G, 2 H, son
continuas.

Si G es un grupoide topolégico U-pequeiio, decimos que G es grupoide etale U-
pequerio si el morfismo dy es un homeomorfismo local (En este caso, d; y m también
son homeomorfismos locales).

Denotamos como Grpdeu a la U-categoria que tiene por objetos a los grupoides
etale U-pequeiios y cuyos morfismos son los morfismos de grupoides topolégicos.

Ejemplos:

§4.1.1. Espacios topoldgicos.

Un espacio topolégico U-pequeiio X tiene asociado canénicamente un grupoide
etale, cuyo espacio de objetos y de morfismos son igual a X y donde m = 7ix|, ¥
dp = dy = sp =v =idx. A este grupoide, por abuso de notacién, lo denotamos con
la misma letra X.

Més atin, un morfismo de espacios topolégicos X £, Y determina un morfismo
entre los grpoides topoldgicos correspondientes, el cual estd definido en los objetos y
morfismos por la misma f. Se tiene asi un funtor fiel y pleno Top,, > Grpd€,, .
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§4.1.2. G-Conjuntos.

Si G es un grupo U-pequeio, un G-espacio izquierdo U-pequeno X tiene asociado
un grupoide etale U-pequeno G x X, cuyo espacio de objetos es igual a X y de
morfismos a G x X (G con la topologia discreta), y donde

(9,x) ——>x
0

GxX=—%X GxGxX—>GxX

1

(g,x) =g x (9,h,x) —— (gh,x)
X—2 > G xX GxX—Y—GxX
x — (e,x) (g%} ——=(g~",%)

§4.2. La categoria de abiertos de un grupoide etale. Si § es un grupoide
etale U-pequeiio, denotamos como Ab(S) a la U-categoria pequeiia que tiene como
conjunto de objetos a los abiertos de Gp, y donde un morfismo de U en V es una fun-

dyofdolys)! doly-
D V , para algiin abierto U’ de G; tal que u’ﬂru

cion de la forma U

di |y . -
es un homeomorfismo y 11’ —— V es inyectiva.

dye(doly)! dio(dolyr)~!
La composicién de dos morfismos U meda BT y v $’ W se de-

dyefdo|yreyr) "

fine como | ——— W , donde
' 1 ] -1
Uo\/::{gof’fel.l y9=(doly) ocl][f]}.

No es dificil ver que la U-categoria Ab(SG) tiene naturalmente una estructura de
U-categoria con productos fibrados canénicos. Mas aiin, si Jg estd definido en un

abierto U de Gp como el conjunto de familias {Ll,,|L Is U} de morfismos de Ab(G),
tales que | Jf«(Ug) = U, entonces (Ab[g)‘]g) es un U-presitio.

Si§g e: un grupoide etale U-pequetio y D una U-categoria, denotamos a la U-
categoria de D-pregavillas en Ab(SG) (resp. D-gavillas en (Ab(S),]g)) simplemente
como Pre(G)y (resp. Sh(G)p) y llamamos a sus objetos D-pregavillas en G (resp.
D-gavillas en G).

Ejemplos:

§4.2.1. Espacios topoldgicos.

Si X es un espacio topolégico U-pequeio, Ab(X) tiene por objetos a los abiertos
de X y por morfismos a las inclusiones entre ellos. Si U es un abierto de X, la familia
Jx(U) consiste de las cubiertas abiertas habituales de L.

En general, si § es un grupoide etale U-pequeiio, el funtor Ab(Gy) — Ab(S)
definido como la identidad en objetos es fiel.
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§4.2.2. G-conjuntos.

Si X es un G-espacio izquierdo U-pequeiio, la U-categoria pequena Ab(G x X)
tiene por objetos a los abiertos de X. Un morfismo en Ab(G x X) de U en V es
una funcién de la forma x — g - x donde g es algin elemento de G. Se sigue que
Ab(G x X)(U, V) # 0 si y sélo si existe g € G tal que g-U C V.

Si U es un abierto de X, un elemento de Jgu.x(U) consiste de una familia de
abiertos {Uq} de X, tales que para cada U existe gx € G con |J(ge - Ua) = U.

o

§4.3. Espacios etale sobre §. Si § es un grupoide etale i{-pequeno, un espacio
etale U-pequerio E = (E,p,-) sobre G es un espacio topolégico U-pequeno E, un
homeomorfismo local E 5 So y una accién de G en p, es decir, un morfismo:

{(a%) € 91 x E | p(x) = do(e)} = 6 xE—E
(o, x) ——= - x

con las propiedades dj(a-x) =dj(x),idy-x=xy - (B -x) = (o B)-x.

SiE y E’ son dos espacios etales U-pequefios sobre G, un morfismo de E en E'sobre
S es un morfismo de espacios E -5 E' talque p’o@ =p y @(a - x) = a- (x).

Denotamos como €taleg a la U-categoria que tiene por objetos a los espacios
etale U-pequeiios sobre G y por morfismos a los morfismos sobre §.

Si E es un espacio etale U-pequeio sobre § y U es un abierto de Gg, una G-seccién
de E sobre U es una funcién U = E tal que pos =idy y f - s(x) = s(y), para todo
morfismo x ) y en G.

Se sigue que si I'g(U, E) denota al conjunto de G-secciones de E sobre U, tenemos
una U-pregavilla en G:

Fg(—.E)
Ab(G)® ———> Cony,
u Fg(U, E)
r—bT lu
% s(V,E)

PROPOSICION 4.1. El funtor 'g(—,E) es una gavilla en G a la que llamamos la
gavilla de G-secciones de E.

Observemos ahora que si E -2 E’ es un morfismo de espacios etale sobre G, la
asignacién s — @ o s, determina una transformacién natural I's(—,E) = I's(—, E’),
de modo que se tiene un funtor:

eta'tg L’- Sh(g]u

al que llamamos el funtor de G-secciones.
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PROPOSICION 4.2. §5i G es un grupoide etale U-pequerio, el funtor de secciénes
sobre G es fiel y pleno:

Erilest—"* =SBl

DEMOSTRACION. Sean E — SoyE' 2y Go dos espacios etale U-pequenos sobre
G. Debemos probar que la asignacién:

€taleg (E,E') ——— Pre () (I'g(E), T4(E"))
® Ne

donde (ne)u(s) = @ o s para todo abierto U C Gp, es una biyeccién. Para ello
daremos una asignacion inversa n — @y.

Dada n, define ¢y(x) como nu(s](p[x]) donde U es un abierto que contiene a
p(x), y s € l'g(U, E) es tal que s(p{x]) =

Por la naturalidad de n y por ser E — G un homeomorfismo local, se puede
verificar que @, esta bien definida.

Observemos ahora que

(Ney ) (s)(a) = @n(s(a)) =nu(s)(a),

por lo que ng, =mn. Mientras que

@ne(x) = (Ng) 4 () (P(x) = ©(s(p(x))) = @(x),

de lo que se sigue que @, = @. Y

Ejemplos:

§4.3.1. Espacios topoldgicos.

Si X es un espacio topoldgico U-pequeno, un espacio etale sobre el grupoide
canénico asociado a X es llamado simplemente un espacio etale sobre X, es decir, un
espacio etale sobre X es un homeomorfismo local E Bx.

84.3.2. G-conjuntos.

Si X es un G-espacio, un espacio etale sobre el grupoide G x X es llamado un G-
espacio etale sobre X, es decir, un G-espacio etale sobre X es un G-espacio izquierdo
E acompanado de un homeomorfismo local G-equivariante E 5 X.

En este caso, denotamos a la U-categoria €taleg,x como G-Etaley.

§4.4. Gavillas v.s. Espacios etale. Sea G un grupoide etale I{-pequeno.
Si U es un abierto en Gp, denotamos como Ug al conjunto de los elementos x en

: < h
Go tales que existey € U y x 5 y. Se sigue que si U <= V es un morfismo en G,
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entonces Ug C Vg. Esto nos permite definir un funtor:

Ab(G) —— Etaleg
u Ug

s

Vv Vg

donde Ug — Gp es visto como un espacio etale sobre § con la accién trivial.
Usando el Teorema 6.6 de la pagina 55, tenemos un diagrama:

Etaleg

oA

Ab[G) Pre(S)y
PROPOSICION 4.3. El funtor 3/ del diagrama anterior es isomorfo al funtor de

G-secciones [g.

DEMOSTRACION. Sea E 2 Gy un G-espacio etale y U C Gp un abierto. Como
FAE)(U) = I'g(Ug, E), para probar lo deseado basta ver que la funcién:

~lu

FS(EsUS)

I'g(E,U)

es una biyeccién. Para esto, definiremos una asignacién inversa ¢ — sg.

Definicion de ¢ sg:

Dado ¢ € Tg(E,U), para x € Ug, tal que x 5 y es un morfismo con y € U,
define sg(x) como (f~') - o(y). Entonces, si x 5 y’ es otro morfismo con y’ € U,
como la aplicacién y f_—)l x 5 y’ tiene dominio y codominio en U, se tiene que
(f'o 1) - a(y) = aly’), es decir, ' - o(y) = (f')' - aly’).

Por lo tanto sy estd bien definida.

Las funciones son inversas una de la otra:

Notemos que si o € I'g(U, E), para todo x € U

se(x) = (idx) ™" - 0(x) = 0(x),

es decir, sq|y = 0.

Por otro lado, si s € I'g(Ug, E), para todo x en Ug se tiene que (s|,)(x) =
(f~1) - s(y), donde x & y es un morfismoen G cony € U. Como U C Ug y s es una
G-seccién sobre Ug, se sigue que f - s(x) = s(y), es decir (s|,), =s. B2
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Podemos concluir de esta Proposicién y de la Proposicién 4.2 de la pédgina 111,
que se tiene un diagrama:

Fal

e Y
(49) Emleg k_J_-_/ Sh(G)u
FA

TEOREMA 4.4. La adjuncién (49) de arriba es una equivalencia de catgorias.

DEMOSTRACION. Probaremos que si F es una U-gavilla sobre G, el morfismo
asociado a la unidad de la adjuncién (49):

F—— > FN(FA(F))

es un isomorfismo. Para ello recordemos primero que si U C Gy es un abierto, la
restriccién F(Llg) — F(U) es una biyeccién.
Concluimos que basta probar que si U C Gy es un abierto, la funcién:

F(Ug) ﬂbﬁtuleg(us‘mlim(h’\ LFFo (ﬂlp]))

Y > colim (ky, 5, id)

es una biyeccién.

Descripeion de Fa(F):

Similarmente a como se probé el Teorema 2.1 de la pagina 74, pude verse que el
colimite de la grifica:

hLF Topy,

(V,s) —— Vg

es homeomorfo al espacio F definido como sigue:
Como conjunto, F es igual a la unién ajena sobre x € Gy de los conjuntos:

o= {{Vg.s)'x €lUgyse F(ug)}/~

donde ~ es la relacion de equivalencia que identifica a dos parejas (Vg,s) y (U&,s'),
si existe W C Go abierto tal que x € Wg C VgN Vg y |y, = s’|ws. (Denotamos a
la clase de una pareja (Vg,s) como [Vg, slx).

Una base para la topologia en F consiste de los abiertos de la forma {[Vg, slx}xevss
donde V C Gj es un abierto y s € F(Vg).

Prueba de que np(Ug) es una biyeccion:
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Notemos que con la descripcion anterior de FA(F), la funcién np(Ug) se ve de la
siguiente manera:

nelUg)

F(Ug) ————— Eraleg (Ug, FA(F)
s————— {x+ [Ug, sk}

Para probar que est4 es una biyeccion, consideremos o en €taleg (Ug‘g}\[]:}). Se
sigue de la continuidad de o que para cada x € Ug, existe un abierto V§ C Ug que
contiene a x y una seccién sx € F(Vg), tal que oly) = [V"E, sxly para toda y € V3.
En particular, para x,y € Ug se tiene que SXIv*nv; = syiwn\,g Concluimos de que
F es una gavilla, que existe una tinica s € F(Ug) tal que siv, = sy para toda x € Ug,
es decir np(Ug)(s) = ¢ B



CAPITULO

5)

Variedades Algebraicas

En este capitulo supondremos que I es un universo fijo y llamamos conjuntos pe-
quenos y conjuntos grandes a los elementos de I y de ™, respectivamente. También,
denotamos a la U-categoria Cony, simplemente como Con.

Todos los conjuntos con alguna estructura, como los grupos o los espacios to-
poldgicos, se supondrd que son conjuntos pequenos a menos que explicitamente se
diga lo contrario. Entonces, por ejemplo, un grupo es un conjunto pequeno con
estructura de grupo y denotamos a Grpu simplemente como Grp.

También, llamamos a las U-categorias pequenas, a las U-categorias, a las U*-
categorias pequenas y a las UT-categorias simplemente categorias pequenas, cate-
gorias, +-categorias pequerias y +-categorias, respectivamente.

Por 1ltimo, por un anillo entenderemos un anillo conmutativo y denotaremos
como Anillo a la categoria Anillo™”.

1. Conjuntos algebraicos

§1.1. f-Algebras. Si £ es un anillo, denotamos como £-Alg a la categoria
codirigida £ | Anillo y la llamamos la categoria de R-dlgebras. Asi, una £-lgebra es
una pareja (A,u) donde A es un anillo y & 5 A es un morfismo de anillos!.

PROPOSICION 1.1. Si £ es el anillo de los mimeros enteros Z, el funtor proyeccién
Z-Alg 2% Anillo que a cada Z-dlgebra (A, u) asocia el anillo A es un isomorfismo
de categorias.

DEMOSTRACION. Este resultado se sigue del hecho que para todo objeto A en
Anillo existe un tinico morfismo de anillos de Z en A. Py

1Si el morfismo de anillos & <4 A se sobreentiende en el contexto, decimos que A es una
R-algebra

115
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Como hemos dado a la categoria de anillos una estructura de categoria canéni-
camente completa y cocompleta, para todo anillo £ la categoria de f-4lgebras tiene
naturalmente una estructura de categoria canénicamente completa y cocompleta.
Por ejemplo:

Productos: El producto de una familia {[A‘-'-”u‘-”}}we a de f-algebras es repre-

sentable por la f-dlgebra ( ITAw Il uu,) donde [] Aw es el producto en la
weld wel) wen
categoria de anillos de la familia {Ay}wen ¥ [] Ww es el tinico morfismo con la
wel

propiedad 7, o ( I uw) = U, para todo w € Q.
we)

f
Iqualadores: El igualador de una pareja de morfismos (A,uw) —= (B,v) enla
4]

categoria de f-dlgebras es representable por la £-dlgebra (ker¢ g, w) donde kery g By

f
A es el igualador en la categoria de anillos de los morfismo A —= B y 8 5 ker¢ g
9

es el inico morfismo tal que k, ow = u.
Sumas Finitas: La suma de una familia {[A, u), (B,v]} de f-algebras es repre-

sentable por la f-algebra (A ? B,u % v) donde si A ® B es la suma en la categoria

de anillos de la familia {A, B}, entonces A @ B A ? B es el coigualador en la

categoria de anillos de los morfismos

u(=)@1

1@v(-)

y u? v=k'o(u(-)®1)=k*o (1®v(-)).
f
Coigualadores: El coigualador de una pareja de morfismos (A,u) —= (B,v)
9

en la categorfa de S-dlgebras es representable por la R-dlgebra (cokerfg, k* o v)
donde B X5 coker¢ g es el coigualador en la categoria de anillos de los morfismos

f
A—EB.
9
§1.1.1. La £-Algebra de Polinomios.

Sea £ un anillo.

Si M es un monoide, el conjunto de expresiones formales ) agg donde ag € R
9EM
es diferente de cero para solamente un niimero finito de g’s, tiene una estructura de
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anillo con la siguiente suma y producto:

Z“gg+ Zﬂgg“—‘ Z[“g*‘ﬁg)g

geEM gEM geEM

() (2o 2

y también una estructura de f-algebra con el morfismo & = £[M] definido como

upm (o) = xxe donde e denota al elemento neutro de M.

Mas atin, si para un morfismo de monoides M £ N definimos AM] ﬂ A[N]

como
£lf] Zagg) = Z ( Z cxg) h
9EM heN \gef~'(h)

(&1-1u-)

se tiene un funtor:

Mond f-Alg
M (R[M], um)
f 1————»Iﬁlf]
N (RIN], un)

(E[—l.u_)
TEOREMA 1.2. El funtor Mond

que a cada R-dlgebra (A, u) asocia el monoide multiplicativo de A.

R-Alg es adjunto izquierdo del funtor

DEMOSTRACION. Si denotamos al monoide multiplicativo de un anillo A como
F(A), la transformacién natural idyeq == F (RI-]) definida como nm(g) = g, de-
termina para todo monoide M y toda R-dlgebra (A, u) una biyeccién:

-Alg((RIM], um), (A,u) ) — Mond(M, F(A))

ft > fonm

En efecto, ésta tiene como inversa a la funcién que a un morfismo de monoides

M & F(A) asocia el morfismo J agg— ¥ ulog)e(g).
gEM gEM
Se concluye que el funtor M — (&[M],um) es adjunto izquierdo del funtor

(A,u) = F(M) con unidad n. oAl

Por este Teorema y del hecho que el funtor natural Grp — Mond es adjunto
izquierdo del funtor que a cada monoide M asocia el grupo de unidades de M, se
tiene el siguiente:
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Al-]u-
COROLARIO 1.3. El funtor Grp ( ) A-Alg es adjunto izquierdo del funtor
que a cada R-dlgebra (A, u) asocia A* el grupo de unidades de A.
En particular, por la Proposicién 1.1 de la pdgina 115 se tiene una adjuncidn:

b AR
G~ L Ani
"Pﬁ__{/f-\mllo

-

Si G es un grupo, al anillo Z[G] se le conoce como el anillo del grupo G.
Ejemplos:

1) Si N es el monoide de los nimeros naturales, el anillo £[N] = £[t] es el
anillo de polinomios con coeficientes en & en una variable. Un elemento
en este anillo £[t] es denotado como p(t) = ¥ a;t' en lugar de 2 ien il
donde o; € £ es diferente de cero para solamente un niimero finito de i's.
Con esta notacién el morfismo uy asocia a un elemento o en £ el polinomio
at® = o

2) En general, si M es el monoide libre generado por un conjunto pequefio I,
decir, M es la suma en la categoria de monoides de la familia {M;}ie;
donde M; = N para toda i, el anillo RIM] = &[t; | i € I} es el anillo de
polinomios con coeficientes en & en | indeterminadas y upm es el morfismo
que a cada elemento de £ asocia el polinomio constante correspondiente.

Si consideramos al monoide M como el conjunto de funciones I 5 N
tales que {i € I | o(i) # 0} es finito, un polinomio con coeficientes en £
en I indeterminadas es una expresién de la forma p(t) = _ a,t” donde la
suma corre sobre toda 0 € M, &g € £ es diferente de cero para solamente
un nimero finito de o’s y t% = ﬂt?m.

Por la propiedad universal d\eE fa. suma y por el Teorema 1.2 de arriba, si
I es un conjunto pequeiio la f-algebra (£[t; | i € 1], u;) tiene la propiedad
que para toda fR-dlgebra (A, u) hay un isomorfismo natural:

(50) #-Alg((8lt: 11 € 1, w), (A,u)) = Con(1,A) = A!

3) Si Z es el grupo de los niimeros enteros denotamos como £[t,t~'] al anillo
f[Z). Este anillo puede verse como el anillo de polinomios con coeficien-
tes en & en una indeterminada localizado en el conjunto multiplicativo
{1,t,t2,...}, o bien, como el anillo cociente &[x,y]/(xy —1).

4) Si Z/nZ es el grupo de los niimeros enteros médulo n, £[Z/nZ] es el anillo
de polinomios con coeficientes en £ en una indeterminada médulo el ideal
generado por el polinomio t" — 1, es decir, k[t]/(t" — 1).

§1.1.2. Funciones regqulares.
Sea £ un anillo.
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Un polinomio con coeficientes en & en I indeterminadas p(t) = )~ agt® determina
una funcién de A! en £ a la que por abuso denotamos con el mismo simbolo y que
esta definida como:

plt)
p—5
a——>pla) = Y aga”,
donde a% = na?m si a = (ai)ier-
iel

Mas aiin, con la estructura de R-dlgebra en el conjunto de funciones de &' en &

definida como:

(f +g)(a) =f(a) + g(a) sif,ge Con(R,R) y ae &'
(fg)(a) =f(a)g(a) si f,g € Con(8!,8) y a € &'

y donde £ 5 Con(&!, &) esta definido como u(ax)(a) = « para toda a € &, la
asignacion:

(51) Alt; | i € ] —— Con(£!, 8)
p(t) —— (a~ pla))

es un morfismo de R-dlgebras.

Una funcién &' 5 & en la imagen de este morfismo es llamada una funcidn
reqular en 1 variables. Se sigue que el conjunto de funciones regulares en I variables
tiene una estructura de f-dlgebra.

TEOREMA 1.4. Si R es un dominio entero de cardinalidad infinita la funcién (51)
es inyectiva y entonces la R-dlgebra de funciones regulares en 1 variables es isomorfa
a la R-algebra de polinomios en 1 indeterminadas.

DEMOSTRACION. Observemos primero que el resultado es cierto en el caso finito.

En efecto, si & es un anillo arbitrario y p(t;,...,t,) es un polinomio con coeficientes
en R en n indeterminadas, para todo a = (ay,...,a,) € k™ existen polinomios
gi(ty,...,tn) con 0 < i < n tales que:

n

p(ty,...,ta) = [[(ti — ai)ai(ts,..., ta) + play, ..., an).
i=1

Se sigue que si £ es un dominio entero, un polinomio p(ty,...,tn) puede tener a
lo més un nimero finito de raices, por lo que si £ es ademds de cardinalidad infinita,
la funcién (51) es inyectiva.

Supongamos ahora que I es un conjunto pequeno arbitrario y que p(t),q(t) €
£[t; | i € 1] son polinomios que definen la misma funcién regular en &!. Se sigue de
la definicion del anillo de polinomios que existe un conjunto finito {iy,...,in} C I
tal que p(t) = p(ty,...,ta) y q(t) = q(ty,...,tn), y tenemos que p(ay,...,an) =
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qlay,...,a,) para toda (ay,...,an) € &A™ por lo que el caso finito implica que
p(t) =q(t). kS

§1.2. Conjuntos algebraicos. A un subconjunto S del anillo de polinomios
Rlt; | 1 € 1], para algiin conjunto pequeno I, lo llamamos un sistema de ecuaciones
polinomiales sobre £. Si S es un sistema de ecuaciones polimiales sobre £, definimos
el conjunto de ceros de S como el conjunto de ceros comunes de las funciones regulares
correspondientes a los elementos de S:

Z(5):= {a. € A | p(a) = 0 para todo p(t) € S}

Notemos que si S C S’ entonces Z(S') C Z(S).

A un subconjunto X de £! que es igual al conjunto de ceros de algin sistema
de ecuaciones polinomiales sobre £, lo llamamos un conjunto algebraico sobre . A
un conjunto algebraico sobre £ contenido en A" para algiin nimero natural n, lo
llamamos un conjunto algebraico sobre K de tipo finito.

Si X es un conjunto algebraico sobre £, donde X = Z(S) para § C A[t; |1 € I]
un sistema de ecuaciones polinomiales sobre &, entonces X = Z((S)), donde (S) C
flt; | i € 1] denota al ideal generado por S. En efecto, como S C (S) entonces
Z({S)) € Z(S) = X. Por otro lado, como todo elemento de (S) es de la forma
Y i, pi(t)ai(t) donde gi(t) € S, se tiene que X = Z(S) C Z((S))

Concluimos asf que si S$,S’ C £lt; | i € I] son dos sistemas de ecuaciones polino-
miales que generan al mismo ideal, entonces Z(S) = Z(S'). En particular, si £ es un
anillo neteriano, los conjuntos algebraicos sobre £ de tipo finito son los conjuntos de
ceros de un nimero finito de polinomios.

Ejemplos:

1) El conjunto vacio y £ son conjuntos algebraicos pues

Z(Alt; 1ienN)=0C & y 2Z((0) =4

2) La interseccion de una familia arbitraria de subconjuntos algebraicos de un
conjunto algebraico, es nuevamente un conjunto algebraico. En efecto,

Nzsy =2z(Us)-
AEA AEA

Por otro lado, si & es un dominio entero, la unién de una familia fini-
ta de subconjuntos algebraicos de un conjunto algebraico, es también un
conjunto algebraico, pues

Z(S)UZ(S) =2(SS")

donde SS’ = {f(t)g(t) | f(t) € S y g(t) € S'}.

En particular, si X es un conjunto algebraico sobre un dominio ente-
ro, la coleccién de subconjuntos algebraicos de X son los cerrados de una
topologfa en X, a la que llamamos la topologia de Zariski de X.
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3) Si a = (ai)ier € R entonces {a} es un conjunto algebraico sobre £, pues
{a} = Z(S) donde S = {a; — ti}ie[ C flti | i € I]. En particular, los puntos
de un conjunto algebraico X sobre un dominio entero, son cerrados con la
topologia de Zariski de X.

4) Si X C &' y Y C &' son conjuntos algebraicos sobre un anillo arbirtrario £,
el producto cartesiano X x Y visto como subconjunto de 81+ (I4] es la suma
en la categoria de conjuntos pequenos de I y J) es un conjunto algebraico
sobre R. En efecto, si X = Z(S) y Y = Z(S') entonces X x Y = Z(SU S’)
donde la unién S U S’ se toma en el anillo &ty | k € 1+ J] a través de las
contenciones:

SCAlti|liell = Rltx | kel+]]

S'CRitjlje]l— Rltx [ ke I+]]
inducidas por las inclusiones [ = [+ ]y J—= [ +]

§1.2.1. Morfismos regulares.

Si X C &' y Y € £ son dos conjuntos algebraicos sobre £, una funcién de
conjuntos X 5 Y es llamada un morfismo regular de X en Y si existen polinomios
p;(t) € Rlt; | 1 € 1] tal que:

e(a) = (pj(a)),,

para toda a € X. Un morfismo regular X £ % es llamado una funcion regular en X.

TEOREMA 1.5. Si X 5 Y es una funcién entre conjuntos algebraicos sobre &, las
siguientes condiciones son equivalentes:
(i) X BY es un morfismo regular.

(i) Para toda Y 5 R funcion regular en Y, X % & es una funcién reqular en
X.

DEMOSTRACION.
(i)=(ii)
Como X % Y es un morfismo regular, existen polinomios pi(t) € Rlt; |1 € ]
tales que:
@(a) = (pj(a));e;,  paratodo a € X

Del mismo modo, si Y % £ es una funcién regular en Y, existe un polinomio
q(t) € Rlt;j |j € J] tal que

f(b) = q(b), para todob ey

Si q(t) = ) agt® y definimos el polinomio 7(t) € £lt; | i € I] como r(t) =
¥ agp(t)® donde p(t)® = [Ip;(t)°1), se concluye que f o ¢(a) = r(a) para todo a
i€l
en X, por lo que X 1%, & es una funcién regular en X.
(ii)=(i)
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Observemos que siY C & y &/ X A denotaala proyeccién 7t;(a) = a;, entonces

para que X % Y sea un morfismo regular es suficiente que 75 0 @ sea un morfismo

regular. En efecto, si 71 0 @(a) = pj(a) entonces @(a) = (pj[a))

i€l

El resultado se sigue entonces de que las funciones £/ %, & son funciones regulares
pues m;(a) = p;(a) donde p;(t) = t; € Rlt; |j € J. B

Ejemplos:

1)

2)

3)

4)

Si X es un conjunto algebraico sobre £, la funcién identidad X 9% X es
un morfismo regular. En efecto, si X C ! entonces idx(a) = (pi(a))
donde pi(t) =t; paratoda i€ L.

iel

sixhy y Y 2 Z son morfismos regulares, la composicién X %L Z es un
morfismo regular. En efecto, supongamos que X C 8!, YC 8! y Z C £,y
sean {pj(t)},., C Alti i€ Iy {qu(t)} o € Rlt; | j € J] polinomios tales
que
f(a) = (pj{a])iel para toda a € X
y
9(b) = (ax(b)),x Pparatodabey.
Si qu(t) = ¥ axgt? y definimos el polinomio ry(t) = }~ ock“,(p[t])"
donde p(t)® = [Tp;(t)°", entonces gof(a) = (rk(t)), ., para toda a € X.
i€l
Si X y Y son conjuntos algebraicos sobre , las proyecciones X x Y =¥ X
y X x Y 5¥ Y son morfismos regulares. En efecto, nx(a) = (pi(ﬂ})ieI y
ny(a) = (pi(“))ie} donde pr(t) =tx € Rty [k €I+ ]]sike1+]
Si & es un dominio entero, un morfismo regular X % Y entre conjuntos
algebraicos sobre £, es una funcién continua con respecto a la topologia
de Zariski en X y Y. En efecto, supongamos que X = Z(S) C &' y ¢(a) =
(pi(“])iel para toda a € X, entonces, si V = Z(S') C Y es un cerrado de
Zariski de Y, se tiene que:

o) =2(SU{ X xolp0)° | ¥ ot € 5'})

donde  (p(t))” =[] (ws(1))""

i€l

kek

Mas aiin,

PROPOSICION 1.6. Si X es un conjunto algebraico sobre un dominio
entero R, la topologia de Zariski en X es la topologia mds débil con las
siguientes propiedades:

(i) Los puntos de X son cerrados.
(ii) Las funciones regulares X £ & son continuas (R con su topologia de

Zariski).
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DEMOSTRACION. Solamente falta probar que si T es la coleccién de
cerrados de una topologia en X con las propiedades (a) y (b) entonces
todo subconjunto algebraico de X es un elemento de 1. Para ello notemos
primero que si S es cualquier sitema de ecuaciones polinomiales sobre &,

z(8)= [ z(p(v),

plt)es

por lo que basta probar que los conjuntos algebraicos de la forma Z(p(t))

estan en T.
Pero Z(p[t]) ={a € X | p(a) = 0} es un elemento de T porque {0} es
cerrado en £ y T cumple (b). LY

Por los Ejemplos 1 y 2 de arriba, los conjuntos algebraicos sobre £ y los morfis-
mos regulares entre ellos forman una categoria a la que denotamos como ConAigR.
También, denotamos como Conmgg a su subcategoria plena que tiene por objetos a
los conjuntos algebraicos de tipo finito.

También, usando el Ejemplo 4 de la pagina 121 y el Ejemplo 3 de arriba puede
verse facilmente que ConAlgg (resp. ConNg}é} es una categoria con n-productos
para n > 0 y que el funtor que olvida ConAlg, — Con (resp. ConAIg: — Con)
conmuta con ellos.

§1.3. La R-dlgebra de coordenadas. Si X es un conjunto algebraico, el con-
junto de funciones regulares en X con las operaciones puntuales, tiene naturalmente
una estructura de R-algebra a la que denotamos como £(X] y llamamos la f&-dlgebra
de coordenadas de X.

Con esta estructura de R-dlgebra, la funcién suprayectiva:

(52) RAlti|lie ] —— A[X]
p(t) —— [a p(a)]
es un morfismo de f-dlgebras, de modo que si
I(X) := {p(t) € &lt; | i €| p(a) =0 para todo a € X},

la funcién (52) determina un isomorfismo de £-dlgebras K[X] = K[t; | i € I}/I(X).
El ideal I(X), es llamado el ideal de definicién de X. Este ideal tiene las siguientes
propiedades:
TEOREMA 1.7. Si X es un conjunto algebraico sobre &, entonces:
(i) Siempre que X = Z(S) se tiene que S C I(X).
(i) X = Z(1(X)).
En otras palabras, el ideal de definicion de X es el sistema de ecuaciones polino-
miales sobre & mds grande que define a X.
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DEMOSTRACION. Notemos primero que si S es un sistema de ecuaciones polino-
miales sobre £, es inmediato que S C I(Z(S)), por lo que si suponemos que X = Z(S)
tenemos que S C I(Z(S)) =I(X). Esto prueba (i).

Por otro lado, si X es un conjunto algebraico sobre &, digamos X = Z(S), por lo
que ya probamos se tiene que S C I(X) y entonces Z(I(X)) C Z(S) = X. Como la
contencién X C Z(I(X)) es inmediata se tiene que X = Z(I(X)). P

Ejemplos:

1) Sea £ un anillo arbitrario. El ideal de definicién del conjunto algebraico
£, es igual al niicleo del morfismo (51) de la pagina 119. En particular, si
£ es un dominio entero de cardinalidad infinita, I(&!) = {0} y entonces el
anillo de coordenadas de £! es isomorfo al anillo de polinomios At; | i € 1J.

2) Si R es un anillo arbitrario e I un conjunto pequeio, el ideal de definicién
del conjunto algebraico a = (a;)ie1 € &,

I(a) = {p(t) € &lt; | i € 1] | p(a) =0},

es igual al ideal generado por el sistema de ecuaciones polinomiales {t; —
ailier. En efecto, si p(t) es un elemento arbitrario de K[t; | i € I] existe un
niimero finito de polinomios {qj[t)};] tales que:

n

(53) p(t) = ] [(ti; — ay;)g;(t) +pla)
j=1
por lo que p(a) = 0 si y sélo si p(t) estd en el ideal generado por {t; —ai}ie1-
Mi4s aitin, I(a) es el nicleo del morfismo evaluacién:

At liel] =2 g
p(t) ———pl(a)

el cual es una funcién suprayectiva, por lo que £[a] = &[t; |i € [}/I(a) = A.
Se concluye entonces el siguiente:
TEOREMA 1.8. §i £ es una anillo, las siguientes condiciones son equi-
valentes:
(i) R es un campo.
(ii) I(a) es un ideal mdzimo para algina a € &'
(iii) I(a) es un ideal mdzimo para todo a € £'.

3) Sea £ un campo infinito. Si X C £* es el conjunto de ceros del sistema
de ecuaciones polinomiales {xy — 1} C £[x,y], el ideal de definicién de X
es igual a I(X) = (xy — 1). En particular, el anillo de coordenas de X es
isomorfo a R[x,x ], el anillo del grupo Z.

4) Sea & un campo. Si X C &! y Y C £/ son conjuntos algebraicos sobre £, la
f-4lgebra de coordenadas del conjunto algebraico X x Y C &%) es isomorfa
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a la suma en la categoria de R-dlgebras de las f-dlgebras de coordenadas
de X y Y, es decir, £[X x Y] = &[X] t% A[Y].

§1.3.1. El funtor X — R[X].
Si X y Y son conjuntos algebraicos sobre £, por el Teorema 1.5 de la pagina 121,
un morfismo regular X % Y induce una funcién:

AIY] x AIX]

fr—————fog

la cual es claramente un morfismo de k-dlgebras.
TEOREMA 1.9. El funtor
A=

(54) ConAlgg R-Alg”™
X RIX]
—
¥ RlY]

que a cada conjunto algebraico sobre £ asocia su R-dlgebra de coordenadas es fiel y
pleno.

DEMOSTRACION.
El funtor (54) es fiel:
Supongamos que ¢ y | son dos morfismos regulares de X en Y definidos como:

e(a) = (pila));; v Wla) = (g;(a));,,

tales que ¢@* = \{*. En particular, si Y ﬂll}y £ denota a la funcién regular (b;)je; — b;,
tenemos que
pila) = (mly 0 @) (a) = @* (mly) (a) =¥* (75]y) (a) = (mly o W) (a) = g;(a)

Por lo tanto ¢ =1.

El funtor (54) es pleno:

Supongamos que X C &' y Y = Z(S) C &/, y sea A[Y] 5 A[X] un morfismo de
£-algebras.

Si definimos X % &' como:

= (F(m
o(a) = (F(mly) () .
entonces @(X) C Y pues para todo polinomio p € S se tiene que:

p(e(a)) =p ((F( Tly )[a}) i‘ﬂ) = F(p(( mly )ie])) (a)=0

Es fdcil ver que por su definicién, ¢* =F. i
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Si & es un anillo, denotamos como Afi ng a la categoria opuesta de la categoria
de R-dlgebras y llamamos a sus objetos variedades algebraicas afines sobre &. Por el
Teorema anterior tenemos un funtor fiel y pleno:

Conhlg, <o Afin,

que identifica a la categoria de conjuntos algebraicos sobre & con una subcategoria
plena de la categoria de variedades algebraicas afines sobre &.

§1.4. Espacios prealgebraicos. Si £ es un anillo, denotamos como €spPAlg,

. yop
a la +-categoria Pre (Afing),,. = (Cony+) (Afins) y llamamos a sus objetos espacios
prealgebraicos sobre R. Dada una R-dlgebra K, si X es un espacio prealgebraico sobre
£, los elementos del conjunto X(K) son llamados puntos K-racionales de X.
Observemos que como en la pagina 8, tenemos un funtor:

(55) Afing ——~ EspPAlg,

que a cada variedad algebraica afin A sobre R, asocia el espacio prealgebraico Xa
cuyo conjunto de puntos K-racionales es igual a £-Alg(A, K). Més atin, por el Lema de
Yoneda hay una correspondencia biyectiva, entre el conjunto de puntos K-racionales
de un espacio prealgebraico X, y el conjunto de morfismos de Xy en X.

Un espacio prealgebraico representable, es decir, en la imagen escencial del funtor
X_, es llamado un espacio algebraico afin sobre R. Al espacio algebraico afin sobre
£ representable por la f-ilgebra de polinomios £lt; | i € I], lo denotamos como A}i y
lo llamamos el espacio algebraico afin candnico sobre R de tipo 1. Notemos que por
el Teorema 1.2 de la pédgina 117, A_Iq es isomorfo al espacio prealgebraico:

£-Alg Con
K K! (aiier
— |
K’ (KO (flai)) g
Explicitamente,
(56) Ag(K) —— !

QP ((p[ti])iel

es una biyeccién.
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De esta manera, a un sistema de ecuaciones polinomiales S C R[t; | 1 € i] le
podemos asociar un subespacio prealgebraico (subobjeto) de AL:

Z(S)

Aﬁn;p
Kt “-{ﬂ.EKllp{ﬂ}=0 Vp(t)ES}

CO Ny

al que llamamos el espacio algebraico de ceros de S.

TEOREMA 1.10. Si X es un espacio prealgebraico sobre &, entonces X es un
espacio algebraico afin si y sélo si X es isomorfo al espacio algebraico de ceros de
algiin sistema de ecuaciones polinomiales sobre R.

DEMOSTRACION. Sea A una f-dlgebra. Si S es un sistema de ecuaciones polino-
miales tal que R[t; | 1 € 1]/S = A, para cada f-dlgebra K, la funcién (56) de arriba
detemina una biyeccién entre X (K) y Z(S)(K).

Reciprocamente, si S C f[t; | 1 € I] es un sistema de ecuaciones polinomiales se
tiene un isomorfismo Z(S) = X donde A = &[t; | i € 1]/(S). el

Se sigue de este 1iltimo Teorema que el funtor
. T
Afing «——— EspPAlg,

determina una equivalencia, entre la categoria de variedades algebraicas afines sobre
R y la subcategoria de €spPAlgg, cuyos objetos son los espacios algebraicos de ceros
de sistemas de ecuaciones polinomiales.
Ejemplos:
1) El funtor que olvida.
El espacio algebraico afin Ag = Ali es isomorfo al espacio prealgebraico
que asocia a cada £-algebra su conjunto subyacente.
2) El Grupo de Unidades.
El espacio prealgebraico Gg, cuyo conjunto de puntos K-racionales es igual
al conjunto K* de unidades de K, es un espacio algebraico afin. En efecto,
Gg es representable por £[t,t™1], la £-dlgebra de Z.
3) El Ultimo Teorema de Fermat.
Si S denota al sistema de ecuaciones polinomiales {x™ + y™ — 1} C Z[x,y]
donde n > 2, el conjunto de puntos (Fracionales del espacio algebraico
Z(S) es igual a {(1,0), (0, 1), ((=1)™,0), (0, (—=1)") }.
Enteros como diferencia de un cubo y un cuadrado.
Si a es un entero no cero y S denota al sistema de ecuaciones polinomiales
{y? — x> — a} € Zlx,y], el conjunto de puntos Z-racionales del espacio
algebraico Z(S) es finito mientras que su conjunto de puntos Qracionales
es vacio o infinito.
5) Teorema de Bézout.
Sea £ un campo algebraicamente cerrado. Si f(t), g(t) € £[t;,...tn] son

4

—
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dos polinomios irreducibles distintos con coeficientes en k y S el sistema de
ecuaciones polinomiales {f{t), g(t}} la cardinalidad del conjunto de puntos
k-racionales del espacio algebraico Z(S) esta acotada por el producto de
los grados de f(t) y g(t).
6) El Espacio Algebraico Proyectivo
Si & = Z es el anillo de los nimeros enteros, denotamos como P™ al espacio
prealgebraico cuyo conjunto de puntos K-racionales es igual al conjunto de
K-submédulos M de K™ tales que K™ /M es proyectivo de rango n. Si
K 5 K’ es un morfismo de anillos, definimos P™(K) — Gl P™(K’) por la
asignacién M — K’ % M.
Llamamos al espacio algebraico P™ el el espacio algebraico proyectivo
de tipo n.

§1.4.1. La k-dlgebra de coordenadas de un espacio prealgebraico.

Si X es un espacio prealgebraico sobre £, denotamos como Oy al conjunto de
morfismos de espacios prealgebraicos de X en Ag. Un elemento en este conjunto es
una familia de funciones indexada por el conjunto de K-algebras:

f={X0K) >k },

con la propiedad que si K % K’ es un morfismo de £-algebras entonces fx o X(@) =
.
Notemos que Oy tiene naturalmente una estructura de anillo definida como:

(f + g)k(x) = fr(x) + gk(x)
(fg)k(x) = fx(x)gk(x)

donde f, g € Ox, K es una f-algebra y x es un punto K-racional de X.

Mis aidn, Oy tiene naturalmente una estructura de R-ilgebra si definimos a
& % Oy para cada f-algebra K como la funcién constante uy(ax)k(a) = u(x),
donde & 3 K es el morfismo en la estructura de K. Llamamos a Ox con esta
estructura, la R-dlgebra de coordenadas de X.

Tenemos entonces un funtor:

EspPAlgg ——— Afing
€T (Ox,ux)
“llb—*—‘—aﬂ

Y (Oy,uy)
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TEOREMA 1.11. El funtor O_ es adjunto izquierdo del funtor X_:

0

Aﬁnﬁ% €spPAlg,

En particular, para toda R-dlgebra A la R-dlgebra de coordenadas del espacio
algebraico afin X es isomorfa a A.

DEMOSTRACION. Componiendo los isomorfismos naturales (4) y (56) de las paginas
8 y 126, respectivamente, obtenemos un isomorfismo natural O_ o X_ == idafin,.-

Para probar que O_ es adjunto izquierdo de X_ con counidad &, basta ver que
si A es una f-dlgebra y X un espacio prealgebraico, la funcién:

(57) €spPAlgg (X, X ) — Afin, (0x,A)
N———s¢ea004

es una biyeccién.
Para ello observemos que (57) asocia a cada transforamcién natural

n={ X(K) ——— XA (K) = £-Alg(A,K) }K

el morfismo f € &-Alg(A, Oy ) definido en a € A como la transformacién natural:

fla) = { X(K) 22 },

donde f(a)k(x) =nk(x)(a).
Un inverso de (57) puede entonces ser construido con la igualdad f(a)k(x) =
nk(x)(a). s

2. Espacios algebraicos de Zariski

§2.1. Espacios localmente anillados. En esta seccién, asociaremos a un con-
junto algebraico sobre un dominio entero k, un espacio localmente anillado.

§2.1.1. Ideales del anillo de coordenadas.

Sea X C £! un conjunto algebraico sobre &.

Si V es un subconjunto de X, el conjunto de funciones regulares en X que se
anulan en V:

1(V) = {f € &X] | f(x) = 0 para todo x € V},
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es un ideal del anillo £[X], pues

(f+g)(x) =f(x) +g(x) =0 sif,gel(V)yxeV
(—f)(x) = — (f(x)) =0 sifel(V)yxeV
(fg)(x) =f(x)g(x) =0 sifel(V),g€e AX]yxeV

Por otro lado, si A C £[X] es un subconjunto del anillo de coordenadas de X, el
conjunto de ceros comunes de los elementos de A:

Z(A) = {x € X | f(x) = 0 para todo f € A},

es un subconjunto algebraico de X. En efecto, si S C R[t; | i € I] es la imagen inversa
de A bajo el morfismo (52) de la pagina 123 tenemos que

Z(A) = {a € &'| p(a) = 0 para todo p(t) € S}

TEOREMA 2.1. Sea £ un anillo arbitrario. Si X es un conjunto algebraico sobre
R, las asignaciones V +— I(V) y a — Z(a) determinan funtores adjuntos de conjuntos
ordenados tales que Z(1(—)) = iday(x)-

Z(-)
U ({njun 08 i Ide'ales del . Ideales(_ﬁ.[)(])
algebricos de X T anillo R[X]

DEMOSTRACION. Si V C V'’ son subconjuntos de X y f € £[X] es una funcién
regular tal que f(x) = 0 para todo x € V', se tiene en particular que f(x) = 0 para
todo x € V, es decir, I(V’) C I(V). Del mismo modo, si a C a’ son subconjuntos de
£AIX] y x € X es tal que f(x) = 0 para toda f € a’, se tiene en particular que f(x) =0
para toda f € a, es decir, Z(a’) C Z(a).

Conluimos asi que V — I(V) y a — Z(a) son funtores de conjuntos ordenados.

Por otro lado, notemos que si V C X es un subconjunto de X y a C £[X] es un
subconjunto de £([X], entonces:

vcz((v)) y acCl(Z(a),

por lo que Z(—) es adjunto izquierdo de I(—).
La prueba de que Z(I(—)) = idap(x) es similar a la prueba del Teorema 1.7 de la
pégina 123. Y

Por el Teorema pasado, si X es un conjunto algebraico sobre un dominio entero
R, se tiene una adjuncién entre el conjunto ordenado de abiertos de Zariski de X y
el conjunto ordenado de ideales del anillo K[X]:

Z(-)
Cerrados de | "%—", . [Ideales del
b(X) = L i C Ideales(&[X
B [Za.riski deX] e [amllo ﬁ[X}] S Wi ALK
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Observemos que si V es un cerrado irreducible de X, es decir, V es no vacio y no
se puede escribir como unién de dos subconjuntos cerrados propios, el ideal I(V) es
primo. En efecto, si f, g € £[X] son funciones regulares en X tales fg € I(V), se tiene
que:

Vv =Z(I(V)) € Z(fg) = Z(f) U Z(g),

porloqueV = (Z[f]ﬂV)U (Z[g]ﬂV). Como V es irreducible se sigue que V = Z(f)NV
6V =1Z(g)nV,lo cual implica que V C Z(f) 6 V C Z(g), es decir, f € [(V)6 g € I[V).

En particular, como un punto a de X es un cerrado irreducible, el ideal I{a) es
primo. Mds atin, si & es un campo, por el Teorema 1.8 de la pdgina 124 el ideal I(a)
es maximo.

TEOREMA 2.2. Sea R un campo algebraicamente cerrado y X un conjunto alge-
braico sobre R de tipo finito. Si a es un ideal del anillo de coordenadas de X, el ideal
I(Z[a]) es igual al radical de a.

En particular, los funtores I(—) y Z(—) determinan isomorfismos de conjuntos
ordenados:

_ | Cerrados de Ideales
Ablx) = [ Zariski de X] radicales

Cemdo.s P e Ideales
irreductbles primos

Puntos o Ideales
de X " | mdzimos
DEMOSTRACION.

La igualdad 1(Z(a)) = v/a es conocida como el Nullstelensatz de Hilbert y su
prueba puede ser encontrada en [Eis95]. "

] C ldeales(£(X])

§2.1.2. La gavilla de funciones regulares.
Sea X un conjunto algebraico sobre un dominio entero £ y K el campo de frac-
ciones de £. Si U es un abierto de X, una funcién localmente racional en U es una

funcién U - K con la propiedad:
Para todo a en U, existe una vecindad V, de a contenida en U

y funciones regulares pg,qq, € £[X], tal que para todo b € V,,
qa(b) #0 y f(b) = pa(b)/qa(b) € K.

*Recuerda que si A es un anillo y a un ideal de A, el radical de a es el ideal definido como
va={x € AX] | x" € a para alguna r € N}. También, decimos que un ideal a es radical si \/a = a.
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Si Ox(U) denota al conjunto de las funciones localmente racionales en U, de la
estructura de R-dlgebra de K se puede obtener una estructura de f-algebra en Ox(U).
Mads aiin, se sigue de la naturaleza local de la definicién, que se tiene una gavilla de
R-algebras:

Ox(-}

Ab(xyr — 22 | g Al
u Ox(U)
| o
1% Ox(V)

a la que llamamos la gavilla de funciones localmente racionales de X.

Observemos que por el Ejemplo §3.2.3 de la pagina 107, el tallo Ox , de la gavilla
de funciones localmente racionales de X en a, al que llamamos la &-dlgebra local de X
en a, se puede identificar con el conjunto de las parejas (U, f) donde U es un abierto
que contiene a a y f es una funcién localmente racional en U, médulo la relacién de
equivalencia que identifica a dos parejas (U, f) y (V, g), si existe un vecindad W de
a contenida en la interseccién de U y V tal que f|,, = g|y,,. Denotamos a la clase
de una pareja (U, f) en Ox o como [U, flq.

Notemos que si £[X]j(q) denota la £-algebra que se obtiene del anillo de coorde-
nadas de X, al invertir los elementos que no estin en el ideal primo I{a), se tiene un
morfismo de R-ilgebras:

(58) £Xly(q) Ox,a
f/g ———— [X\Z(9),f/9la

TEOREMA 2.3. Si X es un conjunto algebraico sobre un dominio entero, el mor-
fismo (58) de arriba es un isomorfismo, es decir, la R-dlgebra local de X en a es
isomorfa a R[Xlj(q)-

En particular, la R-dlgebra de funciones localmente racionales de X en U, se
puede identificar con el conjunto de las funciones:

U— [ &Xyq)
aclU

con la propiedad:
Para todo a en U eziste una vecindad V, de a contenida en U
y funciones regulares fq,gq € RI[X] tal que para todo b € Vy, se
tiene que ga € 1(b) y s(b) = fa/9a € AX]yp)-

DEMOSTRACION. Sea [U,fl, € Ox,q. De la definicién sabemos que existe un
abierto V que contiene a a y funciones regulares p,q € £[X], tales que para todo
b€ V,q(b) #0y f(b) =p(b)/q(b). Se sigue que [U, flq = [X\Z(q),p/qlq, es decir,
(58) es suprayectiva.
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Por otro lado, sean p/q y p’/q’ elementos de £[X];(4) tales que como funciones
en X\ (Z(q)NZ(q')), coinciden en una vecindad de a. Como los abiertos de la forma
X\Z(h) donde h € R[X] forman una base para la topologia en X, se sigue que existe
h € £[X] tal que h(a) # 0y p(b)q'(b) —p'(b)a(b) = 0 para toda b € Z(h), es decir,
p/a=p'/q’ € AlX]j(q). Esto muestrar que (58) es inyectiva.

Por 1ltimo, la interpretacion de la R-algebra Ox(U) se sigue de lo que ya proba-
mos y del Teorema 4.4 de la pagina 113. P

De la descripcién de las funciones localmente racionales de X del Teorema ante-
rior, podemos conluir el siguiente:
COROLARIO 2.4. Si X es un conjunto algebraico irreducible y de tipo finito sobre
un campo R algebraicamente cerrado, el morfismo de R-dlgebras:
AIX] Ox(X)

f ((1 — f e ﬁ[X]i[u}]

es un isomorfismo, es decir, una funcion localmente racional en X no es mds que
una funcidn regular en X.

DEMOSTRACION.

Inyectividad:

Sean f,f’ € A[X] tales que f = f’ € &[X]y(,) para todo a € X. Se sigue que para
cada a € X, existe hy € &[X]\I(a) tal que hq(f —f') =0 € K[X].

Como la unién de los conjuntos X\Z(h,) para toda a € X es igual a X, podemos
concluir del Teorema 2.2 de la pédgina 131, que el ideal generado por el conjunto
{ha}aex es igual a R[X]. En particular, existen aj,...,an € X y 17...,Tn € K[X] tal
que Y ', ho,ri =1 € R[X]. Por lo tanto,

n hut
f—f'=) (f—f)hgri=) Or=0¢€ AIX]
i=1 i=1

Suprayectividad:

Sea s € Ox(X). Se sigue de la definicién que para cada a € X, existe una
vecindad U, de a y funciones regulares f,, g, tal que para todo b € Ug, gq € I(b)
y s(b) = fa/g9a € KXy

Notemos primero que como X es irreducible, para todo a y b en X existe c €
Ug N Uy y entonces fo/ga = fu/gp € RlXlye). Se concluye que si £(X) denota
al campo de fracciones del dominio entero £[X], para cualesquiera a y b en X se
tiene que fo/ga = fuo/gp € £(X). Concluimos que s € Ox(X) tiene asociado de
manera natural un elemento § en £(X), y que para probar lo deseado basta ver que
§ € R[X]. Para ello notemos que como en la prueba de la inyectividad, se tiene que
existen ay,...,an € X y 1y...,7n € R(X] tal que Y, gqo,;mi = 1 € RIX], por lo
que S = Y 50,7 € R(X). Sustituyendo a S por fq,/gq; en el i-esimo sumando,
tenemos que s = ) -, fq,1i € RIX]. by
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§2.1.3. Espacios localmente anillados.

Un espacio f-anillado es una pareja X = (X,0x), donde X es un espacio to-
polégico y Ox es una gavilla de f-dlgebras en X. Un espacio f-anillado (X, 0x) se
dice que es un espacio localmente R-anillado, si el tallo Ox o de Ox en todo a € X es
un anillo local® con ideal maximo m,.

Si X = (X,0x) es un espacio localmente f-anillado, denotamos como £(a) al
campo Ox o/ma y lo llamamos el campo de residuos de (X, 0x) en a. f(a) tiene una
estructura de f-dlgebra.

Si (X, Ox) es un espacio localmente anillado y U C X es un abierto, el espacio
anillado (U, Ox|,,) también es un espacio localmente anillado.

Un morfismo entre dos espacios f-anillados (X,0x) y (Y,0Oy), es una pareja
(f¢,f9) donde X Y es una funcién continua y Oy 5 féOx es un morfismo de
gavillas sobre Y. Si (X,0x) y (Y,0y) son dos espacios localmente f-anillados, un

(fe,f9)
morfismo de espacios f-anillados (X, Ox) — (Y, Oy) se dice que es un morfismo

local, si para todo a € X el morfismo de anillos asociado:

Oy, t(a) > Ox,a

(U, s]g(q) —— [ (U), i (s)]a

es un morfismo local®.

(fe,
Se sigue entonces que un morfismo (X,0x) — (Y,0y) de espacio f-anillados
es un isomorfismo, si y sélo si f¢ es un homeomorfismo de espacios topolégicos y f9

fe f
es un isomorfismo de gavillas en Y. Decimos que un morfismo (X, Ox) :—-3 (Y, 0y)

de espacios R-anillados es una inmersion abierta, si existe un abierto U C Y tal que
(f¢,f9) induce un isomorfismo de (X, Ox) en (U, Oy|y):

(f2.£9)
(X Ox}—-*(Y Oy)
|
1

EA]

Y.
(U, Ovly)

donde (v¢,v9) es el morfismo inducido por la adjuncién del Ejemplo §3.2.1 de la
pagina 107. Explicitamente, (f¢,f9) es una inmersién abierta si y sélo si, f¢ es un

3Un anillo local es un anillo A con un iinico ideal méximo ma.

4Un morfismo de anillos locales A 3 B con ideales méximos ma y mg, respectivamente, se dice
que es un morfismo local si f(ma) C mp
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encaje abierto con imagen UC Y:

y el morfismo de gavillas:

) (ve)"f9 . - .
Oyly = (V)" Oy ——— (v¢)* o (v€), (f€.0x) — fe,0x
es un isomorfismo. g
Por 1ltimo, si A = {[Xg,ﬂ}xi] =t (% Ox)}i es una familia de inmersiones abier-
tas, decimos que A es una cubierta abierta de (X, Ox) si el morfismo inducido

Lifs
LI(X:, 0x,) —— (X, 0x)

- - - e s
es un epimorfismo, es decir, si (]'_[fi) es una funcién sobre.
i

Denotamos como €sp!-\ni||§": a la categoria cuyos objetos son los espacios local-
mente R-anillados y cuyos morfismos, los morfismos locales entre ellos.

Si X es un conjunto algebraico sobre un dominio entero £, la pareja (X, Ox),
donde X es el conjunto algebraico con su topologia de Zariski y Ox es la gavilla
de funciones localmente racionales en X, es un espacio localmente £-anillado por el
Teorema 2.3 de la pdgina 132.

Por otro lado, si X £ Y es un morfismo regular de conjuntos algebraicos sobre
x fe,f9 %
R, se tiene un morfismo local (X, Ox) (e (Y,Oy) entre los espacios localmente
f-anillados correspondientes, donde f¢ = f y el morfismo de gavillas Oy i f¢(0x)
esta definido para un abierto V de Y como:

@

Ov(V) —+ £,0x(U) = Ox(F' (1)

St =50 fleiqy)

Para ver que este morfismo es local, notemos que si a € X, médulo el isomorfismo
del Teorema 2.3 de la pagina 132, f3 se ve de la forma:

AIY]ige(a))

p/q—————(pof€)/(pofE)

KXly(a)

El resultado deseado se sigue entonces, de que el ideal maximo del anillo £[X];(q)
es igual al conjunto de las fracciones t/s donde r € I(a).
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El funtor asi definido

irr (-0-) yloc
(59) ConAlg; — EspAnillg

es obviamente fiel.

PROPOSICION 2.5. Si R es un campo algebraicamente cerrado, el funtor (59) se
restringe a un funtor fiel y pleno:

° (-.0-)
ConAlgg™ ———— EspAnill*

de la categoria de conjuntos algebraicos irreducibles y de tipo finito sobre |, en la
categoria de espacios localmente R-anillados.

DEMOSTRACION.
Este resultado se sigue del Corolario 2.4 de la pagina 133 y el Teorema 1.5 de la
pagina 121. by

§2.2. El funtor espectro primo.
§2.2.1. Esquemas afines.
Motivados por la seccién anterior, definiremos ahora el funtor espectro primo:

Afn P e Anille

A +———— (Spec(A),04)

El espacio topoldgico Spec(A):
Si A es un anillo, el espacio topoldgico Spec (A) tiene como conjunto subyacente
al conjunto de ideales primos de A:
Spec(A):= {p ] p ideal primo de A}.

Decimos que un subconjunto U de Spec (A) es un abierto de Zariski, si existe un
ideal a de A tal que
U=U(a):={p & Spec(A) |a & p}
Al complemento en X del conjunto U(a) lo denotamos como V(a).

PROPOSICION 2.6. La familia de abiertos de Zariski son los abiertos de una
topologia en Spec (A) llamada la topologia de Zariski. Mds precisamente,

1) U(a) N U(b) = U(ab).
2) YUla) =U (zai).

i€l i€l
DEMOSTRACION. Ver [Har77]. i
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La gavilla de anillos Op:
Si U es un abierto del espacio Spec (A), el conjunto de secciones de Q5 en U se
define como el conjunto de las funciones

u——s[[A,
peU

con la propiedad:

Para todo p en U existe una vecindad V de p contenida en U y
elementos f,g € A tal que para todo q € V se tieneque g € q y
s(q) =f/g € A,.
Notemos que la estructura algebraica de los anillos A, determina una estructura
de anillo en Oa(U). Més aiin, se sigue de la naturaleza local de la definicién, que la
restriccién de funciones determina una gavilla:

Oa

Ab(Spec(A) ) ———— Anillo
u Ox(U)
: I
% 0x(V)

El espectro primo de un morfismo de anillos:
SiA £, B es un morfismo de anillos, el espectro primo de f es el morfismo de

fe,f9
espacios localmente anillados Spec (B) I_J Spec(A) definido como sigue:

La funcién continua Spec (B) 5 Spec (A) és_ga dada por la asignacién p — f~'(p).
Esta es continua ya que si a es un ideal de B, f' (V(a)) es igual a V(f" (a)).

f
Por otro lado, si q es un ideal primo de B, el morfismo local Aﬁp} e 2 By deter-

mina un morismo de gavillas 05 2y f¢Op definido para cada abierto U de Spec (A)
por la formula:

() (@) = fo(s((@)))
donde q € (f¢)~'(U) y s € Oa(UL).
PROPOSICION 2.7. El funtor especiro primo es fiel y pleno. Mds ain, el funtor
EspAnill'ec ——2— Afin
(X,0x) Ox(X)

:ff_w]l: lrg

(Y, Oy) Oy(Y)
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es su adjunto izquierdo:

ol-)
(60) A~ espAnill
Spec(-)
DEMOSTRACION. Ver [Har77]. B3

Decimos que un espacio localmente anillado (X,0x) es un esquema afin, si la
counidad de la adjuncién O - Spec en (X, Ox):

Eix.0x)

(X, Ox) Spec (0x(X))

es un isomorfismo.

Se sigue que la adjuncién (60) de la Proposicién de arriba, determina una equi-
valencia entre la categoria de variedades algebraicas afines, y la subcategoria plena
de ESPAHHIM cuyos objetos son los esquemas afines. En particular, un espacio local-
mente anillado (X, Ox) es un esquema afin, si y sélo si (X, Ox) es isomorfo al espectro
primo de algin anillo.

§2.2.2. Esquemas.

Si A es un anillo y f € A, el morfismo canénico A 215 Ay, donde A¢ denota al
anillo que se obtiene de A al invertir los multiplos de f, induce una inmersién abierta
de espacios localmente anillados Spec(A¢) — Spec(A). En efecto, Spec (As) i
Spec (A) es un encaje abierto con imagen el conjunto U(f) ={p | f & p} y v¢ induce
un isomorfismo Av;r[p] — (A¢)p, si p € U(f).

Mas aiin, la interseccién de dos de estas inmersiones abiertas es nuevamente del
mismo tipo. Mds precisamente, si f,g € A, el siguiente cuadrado cocartesiano:

Afg <— Ag
A.g -— A
donde A¢ — Agg se define como a/f™ — (ag™)/(fg)", induce un cuadrado cartesiano:

SPCC [Afgl —_— SPCC (Ag]

l |

Spec (Af) — Spec(A)

Se sigue que si (fi); = A, entonces {Spec (Af,) — Spec(A) }i es una cubierta
abierta por esquemas afines del espacios localmente anillados Spec(A), cuyas inter-
secciones también son afines.

En general, llamamos a una cubierta abierta de espacios localmente anillados

{(Xi,0x,) A, (X, OX]}i una cubierta afin, si (X;, Ox,) es un esquema afin para todo
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i. Si un espacio localmente anillado (X,0x) tiene una cubierta afin, decimos que
(X,0x) es un esquema.

PROPOSICION 2.8. Si Sem denota a la subcategoria plena de €spAnill® cuyos

. 3 (-)
objetos son los esquemas, el funtor Afin (i- Sem es codenso.

DEMOSTRACION. Debemos probar que para todo esquema (X, Ox) el morfismo
coh’m(Specl (X,0x), Specom | (X, ox)) —_— (X, 0x)

inducido por la transformacién natural {Spec (A) et (X, Ox}}: A €8 UD isomorfis-
mo.

Por la naturaleza local de los espacios localmente anillados, es suficiente ver que
para todo a € X, existe una vecindad abierta U C X de a tal que:

colfm(SpecJ, (U, Oxly), Specom | (U, Oxlul) (U, Oxly)

es un isomorfismo.

Esto se sigue de que si U C X es un abierto y Spec(A) —=> (U, Ox|y) un
isomorfismo, entonces la pareja (A,u) es un objeto final de la categoria Spec |
(U, Ox]y)- by

§2.3. Espacios algebraicos de Zariski. Ya que la categoria €spAnill'® tiene
naturalmente una estructura de categoria canénicamente cocompleta, por el Teorema
6.6 de la pagina 55, se tiene un diagrama:

(61) €spAnill™
Spec(-) I )

SA | H )N

Aﬁh %Ib espPAIg

Si (X, Ox) es un espacio localmente anillado, llamamos al espacio prealgebraico
s™N(X,0x) el funtor de puntos de (X,0x). El conjunto de puntos K-racionales del
funtor de puntos de (X, Ox) para un campo K, se identifica entonces con el conjunto:

Xk 1= Hhai“o(ﬁ(n], K),

aeX
es decir, con el conjunto de las parejas (a,®) donde a € X y f(a) - K es una
extensién de K sobre el campo local de x en a. Se sigue de esta observacién:

PROPOSICION 2.9. Si (X,0x) es un espacio localmente anillado, las funciones
Xk — X definidas por la asignacién (a,@) — a, determinan una biyeccion del
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colimite:

. am
colim Coptpa Con
K ——————— Xk
en el conjunto subyacente del espacio X, donde Campo denota a la subcategoria plena
de la categoria Anillo cuyos objetos son los campos.

§2.3.1. Gauillas de Zariski.

Si A es un anillo, una familia de morfismos de anillos {A; & A); es llamada
una cubierta de Zariski de A, si la familia inducida de espacio localmente anillados
{ Spec (A;)——— Spec(A) }i es una cubierta abierta de Spec (A).

Si denotamos como Jza(A) a la familia de todas las cubiertas de Zariski de un
anillo A, con los productos fibrados en la categoria Afin inducidos por el producto
tensorial en Anillo, la pareja (Afin, Jzar) es un presitio. En efecto, en primer lugar
{A i A} es siempre una cubierta de Zariski de A, por lo que Jza,(A) es diferente
del vacio para todo anillo A. Por otro lado, si {A; & A}i es una cubierta de Zariski
de A y B & A es un morfismo de anillos, el cuadarado cocartesiano:

B Ai"_A.i

J\n

w— >®

i —
']

induce un cuadrado cartesiano:

Spec (B ®AL) — Spec(A)

|

Spec(B)

Spec(A)

por lo que {B@Ai -— B} es una cubierta de Zariski de A. Por iiltimo, la
A

propiedad de estabilidad por composicién es inmediata.

Un espacio prealgebraico X el cual es una gavilla en el presitio (Affn, ]z“), es
llamado una gavilla de Zariski. Denotamos como Shz,, a la subcategoria plena de
€spPAlg cuyos objetos son las gavillas de Zariski.

Puede probarse facilmente la siguiente:
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PROPOSICION 2.10. El funtor de puntos de un espacio localmente anillado (X, Ox)
es una gavila de Zariski. En particular, se tiene un diagrama:

EspAnill'
Spec(-) J
SA
Aﬁ“ (T* ShZar

§2.3.2. Espacios algebraicos de Zariski.
Si A es un anillo y a es un ideal A, la inmersién abierta

(Ula), Oaly(a)) < (Spec(A),04)
de espacios localmente anillados, induce un monomorfismo de funtores

Xa:=s"(Ula), Oaly(e) “> s"(Spec(A)) =: Xa

Un morfismo de espacios prealgebraicos X 5 Y se dice que es una inmersion
abierta, si ¢ es un monomorfismo y para todo morfismo X 2 Y existe un ideal a
de A tal que u* (x) isomorfo a X,, es decir, tal que haya un cuadrado cartesiano:

Xy—X

1%

XA —Y
Si X es un subespacio prealgebraico de Y y la inclusién X % Y es una inmersi6én
abierta, decimos que X es un subespacio abierto de Y. Se sigue que un morfismo
X % Y es una inmersi6n abierta, si y s6lo si ¢ es un monomorfismo y su imagen es
un subespacio abierto de Y.
Por una cubierta abierta de un espacio prealgebraico X, entendemos una fa-
milia de inmersiones abiertas {X; — X}, tal que la funcién inducida de puntos

K-racionales:
[Jui(K)

i

LI%:(K) xX(K)
1
es un epimorfismo de conjuntos, para todo campo K. Una cubierta abierta {Ii 2y
33}.t de X es llamada una cubierta afin de X, si X; es un espacio algebraico afin para
toda i.

Por ejemplo, una cubierta afin {Spcc (A7) 5 [){,(‘Jx]}i de un esquema (X, Ox)
determina una cubierta afin del funtor de puntos de (X, Ox). En efecto, en primer
lugar como u; es un monomorfismo, se sigue ficilmente que s”\(u;) también es mono.

Por otro lado, de 1a Proposicién 2.8 de la pdgina 139, un morfismo X Xy s (X, Ox)
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es de la forma s™(*, p?) para algin morfismo Spec(A) =% (X, 0x). Entonces,

51
(b€) "' (Spec(A;)) = U(a;) C Spec(A)

el siguiente cuadrado cartesiano:

{U(ﬂi]‘ OA|U{u‘)) = (SPeC (Aq) vof\-‘)

(Spec(A),04) ——— (X, 0x)

determina un cuadrado cartesiano:

Xq xﬁt

.

Xa — s"(X,0x)
A
por lo que {Xa, g s"(X,0x)}; es una familia de inmersiones abiertas. Por
1ltimo, no es dificil ver que todo morfismo de espacio localmente anillados Spec (K) —
(X,Ox) donde K es un campo, se factoriza como:

Spece (K) — (X, 0x)

)

Spec (A;)
para algin Spee (A;)—— (X, Ox) , es decir,

(a2 A x,00},
es una cubierta afin de s”(X, Ox).

Concluimos que si €spAlg,,. denota a la subcategoria plena de la categoria de
espacios prealgebraicos, cuyos objetos son las espacios algebraicos de Zariski, es
decir, las gavillas de Zariski que tienen una cubierta afin, por la Proposicién 2.8 de
la pagina 139 y la Proposicién 2.10 de la pagina 140, se tiene un diagrama:

Sem
Spec(-)
|

Aﬁﬂ %—- €spA|gzar
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§2.3.3. Descripcidn del funtor sn.

Ahora queremos mostrar que si X es un espacio prealgebraico con una cubierta
afin, entonces sa(X) es un esquema. Para ello daremos una mejor descripcién del
espacio localmente anillado sA(X) al que denotamos como (X€,X9).

El conjunto X€:

Por definicion, el conjunto subyacente del espacio topoldgico X¢ es el colimite de
la grafica:

X_ | X— > Con

(A, u) —— > Spec (A)

mientras que por la Proposicién 2.9 de la pagina 139, el conjunto subyacente del
espacio Spec (A) se identifica con el colimite de la grifica:

Campo Con
K————= Xa(K)
Como colimites conmutan con colimites, se concluye del isomorfismo entre X y

colim(X_ | X,X_o(m | X)), que el conjunto subyacente del espacio topolégico X¢ se
puede identificar con el colimite de la grafica:

Campo
K

Con
X(K)

En otras palabras, se tiene una biyeccién:

=l JI 2K))/~

KeCampa

donde ~ es la relacién de equivalencia mds pequena que identifica a u € X(K) con
u’ € X(K’), si existe una extensién de campos K2 K’ tal que X(@)(u) =u’.
Denotamos al cociente como:

1 X(K) IR xe
KeCampo

La topologia de X°:
Si U es un subconjunto de X¢, denotamos como X|; al subespacio prealgebraico
de X definido en un anillo A como:

Xy (A):= {a € X(A) | VA % K con K campo, mx(X(¢)(a)) € U}

Reciprocamente, si Y C X es un subespacio prealgebraico, denotamos como Uy

al suconjunto de X¢ definido como 7 [ [¥(K) ).
K
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Puede verse facilmente que estas asignaciones U — X|; y Y — Uy, determinan
una adjuncién de conjuntos ordenados, con X|_ fiel y pleno:

U~

e
(62) subcon (X°€) %l» subegaig,, (X)
Mas atin,
PROPOSICION 2.11. La adjuncion (62) de arriba determina una equivalencia en-
tre el conjunto ordenado de subconjuntos abiertos de X¢ y el conjunto ordenado de
subespacios abiertos de X.

DEMOSTRACION. Basta probar las siguientes dos condiciones:
(i) U € X¢ es un subconjunto abierto si y sélo si X|;; € X es un subespacio
abierto.
(if) Si Y C X es un subespacio abierto, entonces fx{U“ =Y.
Prueba de (i):
Sea U un subconjunto de X¢. Por definicién, el subespacio X|; es un subespacio
abierto de X si y sélo si, para cualquier anillo A y todo morfismo Xz = X, existe un
ideal a de A y un cuadrado cartesiano:

X

J

Xn—X

— Xly

Ya que para todo anillo B, el conjunto de puntos B-racionales del producto fibrado
ut ( Xy ) se puede identificar con el conjunto de los morfismos Spec (B) ) Spec(A),
que se fractorizan como en el diagrama:

Spec (B) — . Spec(A)
s Ul

T (salwe) MU

-

se sigue que X|; es un subespacio abierto de X si y sélo si, para cualquier anillo A
y todo morfismo Xz - X, (sA[u]“)_IU es un subconjunto abierto de Spec(A), es
decir, (S,\{u]‘)_IU = U(a) para algin ideal a de A.

Concluimos de la definicién de la topologia de X¢, que X|; es un subespacio
abierto de X si y sélo si U es un abierto de X€.

Prueba de (ii):

Notemos primero que en general, si Y C X es un subespacio, entonces Y C .'I|U”.
Por otro lado, del Lema de Yoneda se puede ver que para todo anillo A,

Xy, (A) = {Xa % X | VK campo w (§(K)) = Xa(K) }
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para todo anillo A, por lo que para probar lo deseado basta ver que si Y C X es un
subespacio abierto entonces, para todo morfismo Xz — X en XIU¥| (A), se tiene que
ug' (Y(B)) = XA(B) para todo anillo B.

Esto se sigue ficilmente de que si Y C X es un subespacio abierto, para todo
morfismo Xz 5 X existe un ideal a, de A, con la propiedad que uEI(H(B]} =
X, (B) para todo anillo B. En efecto, si Xo — X es un morfismo en Xh,y (A),
se tiene que uE'(H[K]) = Xa(K) y ui‘(‘J(K]) = Xq,(K) para todo campo K, es
decir, X, (K) = Xa(K) para todo campo K. Concluimos que U(a,) = A, por lo que
ug' (Y(B)) = Xa(B) para todo anillo B. B

La gavilla X9:
La siguiente Proposicién da una descripcién de la gavilla X9:

PROPOSICION 2.12. La gavilla X9 es candnicamente isomorfa a:

Ab(xe) Anillo® = Afin

Ut = Ox), = espAngar( Xy .Aé)

_ DEMOSTRACION. Por definicién X9 es la gavilla asociada a la pregavilla U —
X9(U), donde X9(U) es igual al colimite:

X- 1% Anillo™ =Afin

colim =
(AM) ——————————> 0, ( (satwe) u) =sA(W)E0A(U)

Para mostrar lo deseado basta probar entonces los siguientes enunciados:

(i) Elanillo X9(U) es isomorfo a €spAlg,,. ( X|y,AL) = Oxj,, para todo abier-
to U de X°.
(i) La pregavilla U — EspAlg,, ( X[y, A}) = 0y, es una gavilla.
Prueba de (i):
Sea U un abierto de X®. Para mostrar lo deseado notemos primero que como se

tiene un diagrama:
of-) m
/ "

Afin €spAlg,,,

o-

para todo objeto (A,u) en X_ | X, se tiene un isomorfismo:

Oa(((sA(w)) 'U) = EspAlag, ( Xaligupe)-1u-AL)
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Por lo tanto, el anillo ig[U} es isomorfo al colimite:

X 1X ——— Anillo™ =Afin

colim
(Au) — espAlgz-r(I*l{aA[u:r} TU‘A'})

Por otro lado, como el funtor O_ = €spAlg,, (—,A}) conmuta con colimites
viendolo como un funtor de €spAlg,,. en Afin, y el colimite:

( x_1x — EspAlg, )
colim

(Au) — I*l{s,\:une]"u

es canénicamente isomorfo a X|y;, se concluye que ig(U] es isomorfo al anillo Oy, =

Esphlay, ( Tly . AL).
Prueba de (i1):
Esta afirmacién puede ser reducida al siguiente:

LEMA 2.13. §i X es una gavilla de Zariski, para todo anillo A, la pregawilla:
Con

Ab(Spec[A))op

U €spAlgz,, ( Xaly,X)

es una gavila de conjuntos.

DEMOSTRACION. Debemos probar que para todo abierto U(a) de Spec(A) y
toda cubierta {U[a;]} ; de Ufa), la siguiente sucesién es exacta:

(63)  Shzar(Xa, X) — [TShzar(Ya(, X) [1Sbzar (Xaga; X)

Como los abiertos de la forma U(f) para f € A constituyen una base para la
topologia de Spec (A), basta probar que la sucesién (63) de arriba es exacta cuando
a; = (f;), es decir, basta probar que si a es un ideal de A y (f;); = a, entonces

Shaar (Xa, X) — [1Shzar (Ya,,,X) [1Shzar (Xay,i, )
1 1)

es exacta.
Para probar esto, notemos primero que el isomorfismo canénico:
3 X |X — EspPAlg
Xy = colim
(Bu) —— Xp
induce un isomorfismo:
X LX ——> EspPAlg
(Bu) —— Y&, 4

Xa, = colim (
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para todo f en a.

Se sigue entonces de que Shza(—,X) conmuta con limites como un funtor de
Shz%, en Con y de que limites conmutan con limites, que basta probar que para todo
objeto (B,u) en X_ | X, la sucesion:

X(B) — [1X(Bury)) TTX(Bugrify)

1

es exacta.
Pero esto es cierto ya que el morfismo A % B cumple que B = Bu(A) = > Bu(fy),
i

es decir, {Bulfi} — B}i es una cubierta de Zariski de B y X es una gavilla de
Zariski. s

bd

De la descripcion del funtor so dada arriba, se sigue que una cubierta afin
{Xa, = X}, de un espacio prealgebraico X, determina una cubierta afin {Spec (A;) —
sA[I)}.‘ del espacio localmente anillado sa(X). En otras palabras, se tiene un dia-

grama:
Spec(-) Sem
K T sal
Afin ¢ — €spAlg,,,
Mas dun,

TEOREMA 2.14. La adjuncion:

sal
1
SC'M %’ &PAlgzar
5
es una equivalencia de categorias, entre la categoria de esquemas y la categoria de

espacio algebraicos de Zariski.

DEMOSTRACION. Basta ver que si X es un espacio prealgebraico con una cubierta
afin {IA‘ — I}i, la unidad de la adjuncién s - s” en X:

X —=> s o0 sA(X)

es un isomorfismo de espacios prealgebraicos.
Para ello notemos que si identificamos al dominio de la inmersién abierta X5, —
X con su imagen, el morfismo de espacios prealgebraicos "lxle es un isomorfismo
i
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sobre s o sA(Xa, ), pues Nx,, €8 un isomorfismo:

X

s™ o sA(X)

J, S
AT s osa(Xa,)

i

Un inverso de 1y puede ser construido entonces utilizando el Lema 2.13 de la

pagina 146.

Y
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