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Prefacio 

En este trabajo de tesis se realizó una exposición de la teoría de Grupos de 

Transformaciones. Como referencias generales de esta teoría están los libros de Bre

don [Bre] ; Kawakubo [Kaw] ; y Palais1 y Terng [PT2]. El objetivo de esta exposición 

fue entender los teoremas de caracterización de Kashani y Mirzaie [MK] . 

Es requisito previo temático para este trabajo un primer curso de Álgebra Lin

eal, Topología de Conjuntos, Teoría de Grupos, Análisis Matemático, Geometría 

Riemanniana y Topología Diferencial. Conocimientos previos de la teoría de Gru

pos de Lie también son necesarios; sin embargo en el capítulo uno se resumen 

los principales resultados de esta teoría. Asimismo, en ocasiones haremos observa

ciones y comentarios en el lenguaje de Teoría de Categorías; esto no tiene la mayor 

trascendencia en el objeto central de nuestro estudio. 

Como es sabido, muchos de los resultados de estas disciplinas involucran, 

muchas veces tambíén, tácitamente el Axioma de Elección. En este trabajo, in

evitablemente, se hace uso , a discreción , de él. 

Con el objeto de dar una exposición razonablemente clara, este trabajo se 

dividió de la siguiente manera. 

En el capítulo 0, se enlistan algunas propiedades en la categoría de variedades 

diferenciables y se dan algunas definiciones que no son homogéneas en la literatura. 

También se define el operador de forma, herramienta que tendrá utilidad en el 

último capítulo. De igual modo, se expone brevemente la teoría de integración de 

1 [pa' lcJ 

XI 
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formas diferenciables sobre variedades. 

Los capítulos 1 y 2, se exponen, en su mayoría sin demostración, aquellos 

resultados de la teoría de grupos topológicos, grupos de Lie, en el primero; y grupo 

fundamental y espacio cubrientes, en el segundo. Las referencias básicas para esta 

parte son los libros de: Pontrjagin [Ponl y Bredon [Bre] para grupos topológicos; 

Warner [War], Kobayashi y Nomizu [K N] para la teoría de grupos de Lie; Lima 

[Lim] y Forster [Forl para lo referente a grupo fundamental y cubrientes. 

Además de la exposición clásica, también se procura hacer mención de aquellos 

resultados que van encaminados a la teoría de grupos de transformaciones, así como 

también los que se requerirán para la exposición de los teoremas del último capítulo. 

El capítulo 3 está totalmente dedicado al desarrollo de la teoría de grupos de 

t ransformaciones. Se hace un estudio razonablemente cuidadoso de los resultados 

generales. De igual forma se define un tipo particular de acción de grupos, las 

llamadas acciones propias, que son quienes dan título a este trabajo. Se da una 

caracterización muy agradable de éstas; todas aquellas acciones que sean propias 

y efectivas (como veremos, la hipótesis de efectividad no resta generalidad) son, 

en esencia, acciones mediante isometrías de la variedad sobre la que actúan, ésta 

ultima provista de una métrica riemanniana adecuada. 

Para obtener la mayoría de los resultados de este capítulo, se necesitan dos 

grandes teoremas, el Teorema de la Rebanada y el Teorema de la Órbita Principal 

(POT). Estos nos muestran cómo son las acciones en términos de sus órbitas, 

geométrica y topológicamente. 

Como parte de los requisitos para los teoremas de ultimo capítulo, se desar

rolla una noción que permite extender aquella de homogeneidad de un variedad 

diferenciable, la de cohomogeneidad; en términos no matemáticos, la medida de la 

turbidez de un espacio provisto de una acción. De hecho, los teoremas de la Re

banada y POT, no dicen que los espacios siguen siendo bastante homogéneos (en 

un sentido más general ). 
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Así, desarrollamos varias propiedades particulares para el caso en que se tiene 

cohomogeneidad uno. 

El capítulo 4 y últ imo consta de dos partes. El la primera se desarrollan y 

mencionan resultados de caracterización de variedades con la condición adicional 

de tener curvatura cero. También se exponen algunos resultados que entrelazan esta 

condición y la teoría ya desarrollada de acciones de grupos. En la segunda parte se 

da una caracterización topológica de aquellas variedades planas que admit.en una 

acción de cohomogeneidad uno. Estos son los teoremas de Kashani y Mirzaie, uno 

de los objetivos de este trabajo. 

Para la clara localización de temas en este trabajo se incluyen la tabla de 

contenido y un índice alfabético en la parte final ; este último, más bien como 

semblanza general. 

Además, citando a Sir Isaac Newton, UStanding on the shoulders of giants" , 

uno no hace mucho sin el trabajo de los que ya llevan el camino andado. Por eso, 

al final se incluye la lista de todea aquellos trabajos que, directa o indirectamente, 

sustentan éste. 

En lo referente a la escritura de este t.rabajo, es pertinente hacer unea comen

tarios. 

Como es común en el lenguaje matemático, en este trabajo aparece bastante 

la frase "si y solo si". Su escritura está basada en la regla establecida por la Real 

Academia Española: 

La palabra solo puede ser un adjetivo: No me gusta el café solo; Vive 

él solo en esa gran mansi6n; o un adverbio: Solo nos llovi6 dos días; 

Contesta solo sí o no. Se trata de una palabra llana terminada en 

vocal, por lo que, según las reglas generales de acentuación, no debe 

llevar tilde. Ahora bien, cuando esta palabra pueda interpretarse en 

un mismo enunciado como adverbio o como adjetivo, de modo que 

el sent.ido sea ambiguo, se utilizará obligatoriamente la tilde en el uso 
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adverbia.l: Estaré solo un mes (al no llevar tilde, solo se interpreta como 

adjetivo: 'en soledad, sin compañía'); Estaré 56lo un mes (al llevar ti lde, 

sólo se interpreta como adverbio: 'solamente, únicamente'). 

De igual modo, cuando se juzgue pertinente hacer alguna aclaración, o bien 

gramatical, o bien fonética, ésta aparecerá al pie de la página. 

La numeración de los teoremas, definiciones, etc. en este trabajo, es continua 

dentro de cada capítulo; es decir que existe, por ejemplo, un único elemento con el 

número 3.16, donde el '3' representa el capítulo y el ' 16' su numeración dentro de 

dicho capiwlo. Por esto, cuando se hace referencia. a algún elemento en el texto, 

solo se menciona dicho número, por ejemplo "De acuerdo a 3.32, tomemos . . . ". 

Finalmente, hay que decir que este trabajo se escribió en AMS-InE;X, a través 

de MiKTfX. Además, se usó el paquete ~-pic, para los diagramas conmutativos. 

Personalmente el autor se disculpa. por cualquier error t.ipográfico y/o sintácti

co, puesto que la versión final del trabaja es responsabilidad completamente suya. 

Pedro Antonio Ricardo Martín Solórzano Mancera 

Ciudad de México, 4 de julio de 2004. 



Capítulo O 

Variedades Diferenciables 

A lo largo de este trabajo, n UCSlros objetos de estudio son las variedades d ifer

enciables. En este capítulo recordamos algunas nociones, así como algunas situa

ciones, que nos serán de utilidad. 

En esencia, vamos a suponer sabido un primer curso de Teoría de Variedades 

Diferenciables y Riemannianas, siguiendo los libros de do Carmo IdCa] y Warn

cr [War] y el primer capItulo del libro de Kobayashi y Nomizu[KN) . 

0.1. Algunas Definiciones 

A cont.inuación, daremos algunas definiciones y recordaremos algunas propiedades. 

0 .1 Definición . A un Illorfismo f : M ---+ N en la categoría de variedades difer

cnciablc lo llamaremos como sigue: 

l. función si N = R; 

2. curuQ si Id ~ IR; o 

3. transforma ción en cualquier ot ro caso. 
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0.2 Notación. Sea M una variedad diferenciable. Denotaremos a ciertos conjun

tos distingidos , asociados a M, como sigue: 

J. COO(M,N) = {J: M -- N di feTenciable }; 

2. C""(M) = {J : M ...... R diferenciable}; 

3. X( U) es el conjunto de los campos vectoriales diferenciables sobre U e M 

arbitrario. 

4. 1(r.6)U es el haz de los tensores de tipo (T,5) sobre U ~ M. 

5. A¡U el haz k - exlenor sobre U ~ M. 

6. A' U = L A¡U al haz del á1gebm exterior sobre U <;;; M. 

7. Ek(U) es el conjunto de las k-fonnas diferenciables sobre U e M. 

8. E"(U) es el conjunto de las formas diferenciables sobre U e M . 

0.3 Observación . Dada f E (:<»(M, N) se induce una transformación Ó : E ' (N) -> 

E' (M), que preserva el tipo. 

0.4 Definición. Sean N y M variedades diferenciables. Diremos que f : N --+ M, 

con f E COO(N, M ), es 

L una inmersión si d¡,f es ¡nyectiva. 

2. un encaje si j es una inmersión y un homeomorfismo sobre su imagen . 

Respectivamente diremos que M es 

1. una variedad inmersa si, tanto j , como dpj, son inyectivas. 

2. \Ina subvmiedad si j es un encaje. 
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0.5 Observación. Si N es una variedad inmersa, entonces la dimensión de N es 

necesariamente menor o igual que la de M. Toda subvariedad es variedad inmersa. 

Si N es una subvariedad, identificaremos a N con f(N) . 

0.6 Definición. Si N es una subvariedad de M, definimos la codimensión de N 

en M como el número dim N - dim M. Lo denotaremos por codim MN. 

0.7 D efinición . Una conexión afín V en una variedad diferenciable M es una 

transformación V: I (M) x I (M) ....... I(M) que se indica por (X, y) ....... VxY , que 

cumple 

2. V'x(Y + Z) = V'xY+VxZ 

3. 'lxI/Y) ~ f'VxY + XI/)Y <on X,Y, Z El:(M) y f,g E COO(M) 

Escribiendo V/;; ~j en términos de {~.l obtenemos V/;¡/;; = ¿k r~~ . A los 

coeficientes r~j se les conoce como símbolos de Christoffel de la conexión. 

0 .8 Defi nición. Decimos que Y E I(M) es paralelo si 

VxY= O 

para todo X E X(M). 

0.9 Definición . Una variedad diferenciable es riemanniana si está provista de 

un campo tensorial g de tipo (0,2), simétrico y positivo definido. También se le 

denotará por g,,(X, Y) = (X, Y)" 

De acuerdo a un Lerema de Levi-Civita., tenemos que existe una conexión afín 

que cumple 

1. VxY - V'yX = [X , Y ]; y (simetría) 

2. X(g(Y,ZII~g('VxY,Z)+g(Y,'VxZ). (compatibilidad) 
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Más adelante necesitaremos el siguiente lema técnico. 

Q. 10 Lema. SeapE M, X E X{M) tol que x¡ essuflujQ.x¡(p) =p'r/t ~X(p) = 0 

Demostración. La parte (=» es inmediata. Para ver ({::::), tomemos la curva xp ' 

Entonces, como X(p) = X(xp(O)) = x~(O). Por la unicidad del flujo, x, coincide 

con la curva constante. • 

0.2. Ope radores d e Forma 

Sea f : N -> M inmersión inyectiva, M riemanniana y sea v un campo vector 

normal a f(N) en una vecindad tal que f sea un encaje. Para simplificar identifi

caremos f(N) con N. 

A cualquier vector v E TpM, con p E N lo podemos descomponer en v = 

vT + vol, sus componentes tangencial y normal respecto a TpM = TpN $ rtN 

Sea \J' la conexión riemanniana de M. Tenemos que para X, Y E X( N) si 

tornamos extensiones locales X' , Y' E X(M) tenemos que 

VxY = (V'x ,Y'f 

Denotando por ..r .1(N) a los campos normales sobre N en .11.'1. 

0. 11 Proposición . La tmnsformación B: 1:(U) x 1:(U) __ 1:.1 (U) dada por 

B(X, Y) ~ <J'x'Y' - <JxY 

es bilinear y simétrica. 

Demostmción. Está bien definida pues si XI es otra extensión de X , 

V'x'Y' - VxY - V'x, y' - VxY = V'x'_x, y' = O 
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pues X' Y XI coinciden en N. Similarmente para las extensiones de Y . Para verificar 

la bilinealidad, solo resta verificar B(X, fY) = f B(X, Y): 

B(X,¡Y) ~ rO'x'Y' - ¡'VxY + X'(J')Y' - X(J)Y 

~ !,'V'x'Y' - ¡'VxY ~ ¡B(X, Y) 

pues en N, [ = f' y X'U') = X (f) con f' una extensión local de f. Para ver que 

es simétrica, usemos la simetría de la conexión riemanniana: 

B(X , Y) ~ 'V'x' Y' - 'VxY ~ 'V'y,X' - 'VyX + IX', Y'I - IX , YI ~ B(Y, X) 

pues [X, Y] = [X' , Y'] en N. 

0.12 Definic ión. Tomando v E T;N tenemos 

• 

llamada segunda fonna fundamental de f en p para el vector nonnal v. Asociada 

a esta forma cuadrática bilinear y simétrica, tenemos un operador auto-adjunto 

SI! : TpN ...... TpN determinado por 

g(S_(X), Y) ~ g(B(X, Y),v) 

al que llamaremos operador de forma. 

0.13 Proposición. El operador de forma está relacionado con la conexión de la 

siguiente manera. 

con JI una extensión local normal de v. 

Demostración . 
• (S_(X) , Y ) ~ g(B( X , Y ), v) ~ .('V' x' y ' - 'V x Y, v') 

= g(v"x'Y', v' ) = - g(Y', 'V'x'v') = g(- 'V'xv' , Y) 

• 
0.14 Definición. Asociada al operador auto-adjunto SI! existe una base ortonor

mal de TpN, compuesta de vectores propios, quienes son llamados direcciones prin

cipales de f. Los valores propiOS respectivos son lIanlados curvaturas principales 

de f. 
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0.3. Integración 

Si T I , ..• ,r .. son las fu nciones coordenadas de Rn, entonces la n-forma dr¡ /1. 

..• 1\ dr,. determina la orientación estándar de R". Cualquier n- forma w tendrá la 

expresión 

Idr] 1\ ... A drn 

con fE C""(M). Así, podemos dar la siguiente 

0.15 Definición . Sea w una n- forma sobre A ¡:;:; R" definimos la integral de w 

sobre A como 

siempre que ésta última exista. 

0 .16 Obse rvación . En este contexto, podemos expresar la fórmula de cambio de 

variable, dado un difeomorfismo 'P, como 

r w ~ ± r ó~(w) 
l l{A) 1 <4. 

donde el signo lo determina el hecho de que r.p preserve o invierta la orientación. 

0 .17 Definición. Llamamos p- simplejo estándar, y lo denotamos por Ó.P, al sigu

iente conjunto 

Diremos que una función a : ÓP --+ M es un p- simplejo singular diferenciable 

si se extiende a una función diferenciable en una vecindad abierta de !:::"T' C;; RP. O 

0.18 Definición . Sea u f:::.P -> M un p-simplejo singula.r, con p #- 0, y sea 

W E A"(M). Definimos la integral sobre M como 

r w ~ r óu(w) 
la la. 

Cuando p "" O lo defi nimos como 

¡ ~ w(u(O)) 

o 
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0.19 Definición. Sea w una n-forma con soporte compacto, sean UI , .•. ,Un abier

tos que cubren al soporte de w, de modo que cada Ui está en el interior de la imagen 

de un simplejo singular Ui que preserva la orientación; y sea U el complemento de 

dicho soporte. Sea J, Ji una partición de unidad subordinada a tal cubierta de M. 

Definimos 

f w= ¿f ¡.w 
j ,lf ¡ j <J, 

0.20 Proposición. La. definición no depende la cubierta ni de la partición de 

unidad. 

DemoslmciÓn. Sean V, VI. . .. , Vn cubierta; cada V; en la imagen del simplejo sin

gular Ti ; y sea g, gi una partiCión de unidad subordinada a esta cubierta. Como 

9 == O en el soporte de w, ahí Li gi = 1; luego 

¿ ¡ !;w = ¿ ¡ ¿ 9j!;W = ¿ ¡ /;gjW 
i <J, i <J, j ;J <J. 

Análogamente, 

Ahora, como u ¡- ¡ OTj es un difeo que preserva orientación -cada que está definido--, 

tenemos que 

• 



Capítulo 1 

Grupos Topológicos y de Lie 

1.1. Grupos Topológicos 

Para el estudio de los grupos de transformaciones, nos restringimos al estudio 

de acciones sobre espacios topológicos y, como consecuencia natural, en las acciones 

donde la mult iplicación de los grupos es compatible con la topología. 

Supondremos, a lo largo de este trabajo, los temas de un primer curso de Teoría 

de Grupos [Rot]. 

1. 1 Defin ición . Decimos que un conjunto G es un grupo topol6gico si: 

• es un grupo; 

• es un espacio topológico; y 

• la función {} : G x G ..... G dada por (g, h) ....... gh- ' es continua. 

1.2 Observación. La tercera condición es equivalente a pedir que, tanto [a multi-

plicación del grupo, como g ...... 9- 1, sean continuas. Esto se sigue de que claramente 

(9 ,h) ...... (g,h- 1) ...... gh- l , 9 ...... (e,g) ....... 9- 1 Y (9, h) ....... (g,h- I ) ...... g(h- 1)-1 = gil 

son continuas en los casos correspondientes. 

9 
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1.3 Proposición. Paro cualquier vecindad U de y, existe una vecindad V de e tal 

que VgV ~ U. 

Demostración. Basta observar que la operación de multiplicación G x G x G -> G 

es continua, en particular en (e,g, e). • 
1.4 Definición . 1. Dados A,B ~ G definimos A-I y AB de manera obvia y 

denotamos An = A· .. A. 

2. Decimos que A <;;;: G es simétrico si A = A- I , 

3. Denotamos por inv a 9 1-> 9- 1. 

4. A 9 ........ hg Y 9 >--> gh las llamaremos tmnsladones izquierua y derecha y 

denotadas por eg y rh respectivamente. 

1.5 Observación . Para cada A , AA- 1 Y A n A- 1 son simétricos; además, la in

tersección de conjuntos simétricos es simétrica. 

1.6 Propos ic ión . inv y las trnnslaciones son homeomorfismos de G. 

Demostraci6n. Esto es inmediato de la cont.inuidad y de que inv o inv = ida Y que 

• 
1.7 Proposición . Si H ::; (resp. '9) G entonces H también lo es. 

Demostmción. Sean h = lím,,_ co h" y k = lím,,_co k" con h", k" E H para t.oda 

n E N. Entonces, como H es subgrupo, (h,,)(k,,) - ! E H para toda n. Como g es 

continua, 

g(h,k) = g U~~ h..,J~-!' kn) = J~~(h,,)(k,,)-l 
que está en H. Así, H es un subgrupo. Análogamente si H es normal H ta.mbién 

lo cs. • 
1.8 P ro posició n. Si H es un subgrupo cerrodo de G, entonces GI H , dotado con la 

topología cociente, es un espacio Hav..sdorff, con proyección 1fH continua y ab-icrla. 

S i además H es normal, G I H es un grupo topológico. 
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Demostración, 7rH es continua por construcción y es abierta porque 1I"/"/1I"H(U) = 

UhE Jl hU . Sean ylH ¡:. 92H E G/H, entona!S 919:;1'1. H. Como H es cerrado, 

existe U vedndad abierta de 919:;1 que no interseca a H . Entonces existe V una 

vecindad simétrica de e tal que V 9¡gi1V ~ U. Así, 91 V nf/2v H = 0; por 10 tanto, 

91 V H n 92 V H = " - agrupando las h's. 

En el caso H normal, ya sabemos que es grupo, por lo que soto resta checar la 

continuidad de f!. Pero g-I (U) = ('/I"H x 7ru ) o g- l o 1f;/(U) es abierto ya que 1fJl y 

º son continuas y 'Trl/ X 1fu es abierta. • 
1.9 Proposición. Sea G conexo y U una vecindad simétrica de c. Entonces G = 

U~~IU". 

Demostración. Veamos que V = U~~ I un es cerrado y abierto. Sea v E V , entonces 

v E vU ~ V. Ahora sea v = lím"~",,vn con Vn E V luego VV; I -+ e por lo que 

existe N E N tal que si n > N, entonces vv;; I E U. • 
1.10 Corolario. Cualquier vecindad de e genera a G conexo, en el sentido de la 

proposici6n anterior. 

1.11 Definición . Sean G y H dos grupos topológicos. !.p : G ...... H es un ho· 

momorfismo de grupos topol6gicos o, cuando el contexto sea claro, simplemente 

homomorfismo si es continuo y si es un homomorfismo de grupos abstractos. Un 

homomorfismo de e en sí mismo será llamado endomorjismo. 

1. 12 Definición. Definimos como Go a la componente conexa de e de G. 

Entonces, para cualquier función continua de los tipos Gn >< en ...... G, G" -t e, 
su imagen est.á contenida cn Gn. De lo quc se tiene la siguiente 

1.13 Proposición. eo es u.n subgru.po de G abierto, cerrado y tolalmente invari· 

ante. Un subconjunto K de G es totalmente invariante si !.p K ~ K paro cualquier 

endorrlor[lSmo !.p . 
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1.14 Proposición. G/ Go es un grupo totalmente inconexo l
. 

Demostración. Como 7rGo es abierta y Go es abierto, {Go} E G/Go es abierto. 

Luego cualquier otro punto también, a través de la translación adecuada. • 

1.15 Proposición. Sea N un subgrupo normal totalmente inconexo de G conexo, 

entonces es central; es decir sus elementos conmutan con todo elemento de G. 

Demostración. Como '1/Jk : G --+ N, '1/Jk(g) = gkg- l
, es continua, entonces '1/J (G) es 

conexo; si k E N, consta de un solo punto: k = '1/Jk(e). • 

1.2. Grupos de Lie 

La noción de grupo de Lie2 es central para este trabajo. Aquí mencionaremos 

los resultados de la teoría básica de Lie. Una magnífica referencia es el libro de 

Frank W. Warner [War]. 

1.16 Definición. Decimos que un grupo topológico G es un grupo de Lie, si: 

• G tiene estructura de variedad diferenciable; y 

• la función (g , h) 1--+ gh- 1 es Coo. o 

La mayoría de las propiedades de la sección anterior se cumplen automática

mente para el caso en el que el grupo es además un grupo de Lie, sustituyendo 

continua por diferenciable. Para ver algunas otras -como las relativas a las trans

formaciones cociente-, desarrollaremos brevemente la teoría diferenciable de estos 

grupos. 

1 La costumbre es usar el anglicismo disconexo, mismo que no es aceptado por la RAE. Adopto 
inconexo, que sí lo es y que su significado es el mismo que el de disconnected. 

2[liJ 
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1.2.1. Álgebras de Lie Asociadas 

1.17 Definición . Sea V un espacio vectorial real . Diremos que V es un álgebra 

de Lie si tiene una operación bilineal [ , I : V x V ..... V (llamada corchete) tal que 

cumple 

L [X, Y[ ~ -[Y,X[. (anti-conmutatividad) 

2. [IX, Y[, Z[ + [lY, Z[, X[ + [lZ, X[ , Y[ ~ O. (identidad de Jacobi) 

para todo X, Y, Z E V. 

1.18 Definición. Un campo vectorial X sobre G se dice que es invariante por la 

izquierda si cumple que para toda 9 E G 

di,(X) ~ Xli,) 

Al conjunto de todos los campos vectoriales invariantes por la izquierda lo deno

taremos con la letra g. 

o 
1.19 Proposición ([War]). Sea G un grupo de Lie y 9 stI conjunto de campos 

vectoriales invariantes por la izquierda. 

1. 9 es un espacio vectorial real y X 1-+ Xc es un isomorfismo lineal entre 9 y 

TcG; en consecuencia, dimg = dimG. 

2. Los campos invariantes por la izquierda son cae. 

3. El corchete de Lie es cenndo en g. 

4. 9 es un álgebra de Lie. 

1.20 Definición . Definimos El álgebra de Lie de un gn;.po de Lie como el álge

bra de Lie de sus campos vectoriales invariantes por la izquierda. De igual modo, 

podríamos definirlo como el espacio tangente del grupo en la identidad. Esta in

terpretación nos permitirá dar descripciones claras de las álgebras de Lie de los 

Grupos Clásicos. 
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1.2.2. Homomorfismos 

1.21 Definición. Sea'-P G ..... H un homomorfismo de grupos (topológicos). 

Diremos que '-P es un homomorfismo de grupos de Lie si es diferenciable. Diremos 

que es isomorfismo si además es un difeomorfismo. Un homomorfismo de G en 

sí mismo será un endomorflSmo y le llamaremos un automorfismo si además es 

isomorfismo. 

Análogamente, una t ransformación lineal 1/J : 9 ..... f) la llamaremos homomor

fiSmo de álgebras de Lie si además cumple que para todo X, Y E [l. 1/J[ X , Yj := 

¡1/JX ,1/JY j. De igual for ma que antes, se definen las nociones iso71l01jismo, endo

morfiSmo y automorfismo. O 

1.22 Proposición. d~<p es un homomOf"jismo de álgebras de Lie. 

1.23 Proposición . Sea G un grupo de Lie conexo y H un grupo de Lie arbi

trario. Si dos homomorfiSmos de grupos de Lie de G en H inducen el mismo 

homomorfiSmo de álgebras de Lie en sus respectivas álgebras de Lie, entonces estos 

homomorfismos coinciden. 

1.2.3. Subgrupos de Lie 

1.24 Defin ició n. Diremos que la pareja (H, <p) es un subgrupo de Lie de un grupo 

de Ue G si: 

l. H es un grupo de Lle; 

2. H es una variedad inmersa mediante <p : H ..... G; y 

3. I{J es un homomorfismo de grupos. 

(H ,<p) será un subgropo cerrado si I{J( H) es cerrado en G. 

Sea 9 un algebra de Lie. A un subespacio f) de 9 lo llamaremos subálgebm si el 

corchete se restringe a 1). 
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1.25 Observación. Dado (H,¡p) subgrupo de Líe de e, tenemos un isomorfismo 

de ~ en d¡p~(~ ) ~ g. 

1.26 Teorema. Soo G un grupo de Líe con álgebra de Líe g. Sea ~ ~ g subálgebra. 

En /onces existe un único subgrupo conexo (H,¡p) de Líe de G tal que dt,p~ (Ill = h. 

1.27 Corolario (Teorema de Correspondencia). Hay una coJTes¡JOndencia 

1 ; 1 entre ws subgrupos de Líe conexos de un grupo de Líe y las subálgebms de su 

álgebra de Lie. 

1.28 Teorema. Si un subgrupo abstracto H de un grupo de Lie e tiene estruc

turo de variedad de modo que H es una variedad inmersa mediante la inclusión L, 

entonces dicha estructuro es única; con ella, H es un grupo de Lie y (fI , L) es un 

subgrupo de Lie de G. 

1.29 Teorema. Sea (H ,¡pl un subgrupo de Lie de e. H es una subvanedad si y 

solo si es un subgrupo cerrado. 

1.2.4. La Exponencial 

1.30 Definición. U n homomorfismo t,p : IR ..... G se llama subgrupo monopammétri· 

co de e. 

Dado X E g, éste, como campo vectorial sobre e, tiene un flujo asociado. 

1.31 Proposición. E/flujo asociado a un campo vectorial invariante por la izquier

da sobre un grupo de Lie es completo. Por lo tanto, éste determina al único subgrupo 

monoparamétrico de G en la dirección del campo. 

1.32 D efinición. Por la proposición anterior, para cada X E g denotemos su 

grupo monoparamétrico como 

expx(t) 

A través de él. definamos la transformación ezponencial 

exp : g ..... e 
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como 

exp(X ) = expx(l ) 

1.33 Proposición . Sea X un vector en {J , el álgebra de Lie del grupo de Lie G. 

Entonces, para t , rE R, 

1. exp(tX) = expx(t) 

2. exp((J + ,)X) ~ (exp(JX))(exp(,X )) 

$. ex p(-tX) = (exp(tX)¡-1 

4- exp es diferenciable y d exPo : To S -+ TeC es la identidad, con las identifica

ciones pertinentes. Luego exp es un difeomorfismo de una vecindad de O en 

una vecindad de e. 

1.34 Proposición . Sean e , {J , H Y f) grupos y álgebras de Lie respectivas con 

transformaciones exponenciales correspondientes expc y expl/. Si 'P : H -+ G es 

un homomorfismo de grupos de Lie, entonces 

1.35 Le ma. Sea (H,ip) un subgrupo de Líe de e, y sea X E g. Si X E d'Pe( f) ) 

entonces ex p tX E cp( H) paro toda t. Recíprocamente, si cxptX E <p(H) para t en 

algún intervalo entonces X E d<p( IJ ). 

1.36 Teorema. Sean H un subgrupo abstracto de C y f) un subespacio de g. Sean 

U y V abiertos tales que exp : U ...... V es un dif eomorfismo . Si 

exp{U n 1)) = V n H , 

entonces H es un subgrupo de Lie de G con la topología inducida y 1) es su álgebra 

de Lie. 
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1.2.5. Subgrupos Cerrados y Variedades Homogéneas 

1.37 Teore m a . Sean e un grupo de Lie y H un subgrnpo abstracto de e, cerrodo 

en e. Entonces H posee una única estructura diferenciable que lo hace un subgrupo 

de Lie de e. 

De acuerdo a 1.29. la topología de H es necesariament.e la topología relativa. 

1.38 Teore m a. Sea 1jJ : e -> K un homomorfismo de grupos de Lie. Si H = ker 1/J 

y ~ = ker d1jJ, entonces JI es un grupo de Lie con álgebra de Líe ~ . 

1.39 Teore m a. Sea JI un subgrupo cerrado de un grupo de Líe e. Sea G/ H el 

conjunto de clases laterales módulo H, con 7fH : e -> e/JI la proyección canónica. 

Entonces e/JI tiene una única estmcturo de variedad diferenciable tal que 

1. 'H E COO(G,GjH) 

2. Existen secciones locales de 11' JI. 

1.40 Corolario. Una transformación fE COO(G/H,N) si y solo si f o 11' E 

COO(G,N). 

1.4 1 Obser vac ión . Se dice que una variedad es homogénea si es difeomorfa a 

e/JI para algunos e y H. En este trabajo, veremos una forma equivalente de ver 

a este tipo de variedades, a través de acciones diferenciables de grupos. 

1.3, Integración Invariante 

Sea e un grupo de Lie. Sabemos Que e es orientable, pues si tomamos una 

base de campos vectoriales invariantes por la izquierda, obtenemos una n- forma 

que no se anula sobre todo e. Fijemos una orientación. 

Observemos las n-formas invariantes por la izquierda. Éstas están determinadas 

por su valor en un punto. Así, constituyen un espacio unidimensional. Elijamos una 

forma w. consecuente con la orientación elegida para G. 
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Así. por 0.19, podemos integrar formas de soporte compacto sobre G. 

1.42 Definición. Dada f E G""(G) de soporte compacto definimos su integral , 

con respecto a w, sobre G como 

1.43 Observación. Esta integral depende, obviamente, de nuestra elección de la 

n- fornw invariante por la izquierda pero como dichas formas están determinas de 

maJlera única salvo por una constante positiva, lo mismo ocurre para la integral. 

[11 el ca'>O en el que G es compacto, siempre podemos elegir w requiriendo que 

k w= 1 

1.44 P roposición. Esta integral es invariante por la izquierda. 

Demostración. Sea eg la translación izquierda por 9. Entonces CQmo éeq{w) = W, 

(q preserva la orientación por lo que 

• 
1.45 Propos ic ión. Sea T.q la translación derecha por g. Entonces, existe unafun

ción ,\ E C""{ G) tal que 

Demostración- Como cualquier translación derecha conmuta con cualquier translación 

izquierda, se tiene que 6rgw es invariante por la izquierda. Esto nos dice que existe 

una constant.e no cero ~(g) tal que org{w) = ~(w) . Definiendo )' = I ~L tenemos 

que ,\ E Coo y que ).(gh) = ..\{g))'(h). Esto pues la la forma está determinada de 

manera única por su valor en un punto. Finalmente, 

como se quería. • 
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1.46 Definición. A >. se le denomina funci6n modular. A un grupo de Lie G para 

el cual se tenga que>. == 1, se le llamará unimodular. 

1.47 Corolario. La integral es invariante por la derecha si y solo si G es unimod

ular. 

1.48 Proposición. Si G es un grupo de Lie compacto, entonces es unimodular. 

Demostrnción. Como Jcw = 1 enloncesvtomando f == 1, tenemos que para toda 

9 EG, 

1 ~ i w ~ i A(g)W ~ >'(g) i w ~ >.(g) 

• 
1.49 Observación. Existe una construcción más general de una integral bi-invariante 

para el caso de grupos topológicos compactos. Esto se hace a través de introducir 

una medida a G y de tomar la integral de Lebesgue respectiva. A esta medida se 

le conoce como medida de Haar de G [Sre]. 
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1.4. Productos Semidirectos 

En esta sección recordaremos una construcción de grupos a partir de una pare

ja, que ext iende la noción de producto directo -o, simplemente, producto--: el pro

ducto scmidirecto. De acuerdo a la categoría de grupos en la que nos encontremos 

habrá (¡He hacer ciertas con~ idcrac iones especiales, por lo que, mutatis mutandi, 

haremos nuestra revisión en el caso de grupos abstractos [ROl]. 

1.50 Definición. Sea G un grupo y sea K ::::; G. Diremos que K tiene un com

plem ento en G si existe H :5 G t.a] que todo elemento 9 E G se escribe de mallera 

única como 9 = kh con k E J( Y h E H; o bien, en forma C<"¡uivalente, si f{ H = G 

y K n H = {e}. 

1.51 Observación. Si K es normal en G entonces de tener complemento, este 

scrá isomorfo a G/K. 

1.52 Definición. Un grupo G es un producto semidireclo de K por H si K <l G 

y si existe un complemento de K en e, H' ';:.! H. También suele decirse que e se 

escinde sobre K. 

1.53 Observac ión. Si el complemento H también es normal entonces e es el pro

ducto directo. En la siguiente sección veremos ejemplos de productos semidirectos 

que no son directos. 

1.54 Lema. Si J( es un subgrupo normal de G, entonces las siguientes afirma

ciones son equivalentes. 

l . e es un producto semidirecto de K por e/K. 

2. Huy un subgrupo H :$. e tal que cada elemento de G tiene una expresión 

única como producto de un elemento de K y uno de H . 

3. Existe tm homomorfismo sección de e/K en G. 

4· Existe un homomorfISmo retracción de e en K. 
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1.55 Lema. Si G es un producto semidirecto de K por H, entonces hay un homo

morfismo O: H -+ Aut(K) dado por O,,(k) = hkh- I . 

1.56 Definici6n . Sean K y }[ grupos. Sea O : H -+ Aut(K) un homomorfismo. 

Diremos que un producto semidirecto realiza a O si, en G, se t iene que O,,(k) = 

hkh- I • 

1.57 Observación. Intuitivamente, realizar quiere decir la manera en la que K 

es normal en G. 

1.58 Definición. Dados K y H grupos y (J: H -+ Aut(K) , definamos G = K)o1oH 

como K x H dotado de la siguiente operación. 

(k" h,) (k" h, ) = (9" (k,)k" h,h,) 

1.59 Teorema. Dados grupos H y K Y un homomorfismo O H -+ Aut(K). 

Entonces G = K )010 H es un producto semidirecto de K por H que realiza a O. 

1.60 Corolario. Dado G, un producto semidirecto de K por H , existe un horno· 

morfismoO: H -+ Aut(K) tal queG~ K )ol9H. 

Nuestros ejemplos aparecerán más adelante, a lo largo de este trabajo. 

1.5. Movimientos Rígidos de IRn . Grupos Clásicos. 

En esta sección hablaremos de los grupos de matrices. Estos grupos serán 

nuestros ejemplos canónicos. 

Sea V un espacio vectorial real de dimensión finita n, dotado de un producto 

interior ( , ). Resul ta importante estudiar al grupo de transformaciones lineales 

de V en general, así como a las transformaciones que preservan dicho producto 

interior. Dada la existencia de bases, una vez fija una, se identifica al grupo de 

transformaciones lineales de V con un grupo de matrices. 

Otra noción que resulta interesante es la de orientaci6n de un espacio vectorial. 

Daremos la sigu iente 
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1.61 Definición . Una orientación para V consiste en la. elección de una clase de 

equivalencia para la siguiente relación sobre el conjunto de bases ordenadas de V. 

Para dos bases {3 y 1', 

{3 ...... "f ~ det[m > O 

donde [I)o es la matriz de cambio de base. 

Además, si 4> es una función (en principio no necesariamente lineal) tal que 

cumple 

para todo X E V, tenemos la siguiente 

1.62 Proposición . 4> es lineal. 

Demostmc1Ón. Como (X, Y ) = ~(IIX + Y II 2 -IIXII 2 -11Y1I2) entonces 4> preserva 

el producto interior. Entonces la conclusión se sigue de calcular directamente, en 

términos del producto interior, 1I<jJ(X + Y) - 4>X - 4>Y IFl y 111>(>'X ) - ) • .q)X I1 2 . • 

Por esto, estudiar Joo movimientos rígidos que fijan al origen de V es en realidad 

el estudio de las transformaciones lineales tales que preservan el producto interior. 

Entendemos por movimiento rígido a aquella fu nción que preserva la distancia. 

1.63 Defin ición. Sea M ,,(IR) el conjunto de todas las matrices reales de 11 x 7t, 

con la topología de identificación con R"'. Definimos los siguientes subconjuntos 

de M,,(R) como sigue. 

GL(n) = 
SL(n) = 
O(n) = 

SO(n) = 

GL.(R) = 
SL.(R) = 

O.(R) = 
SO.(R) = 

CL(R, n) = 
SL(R,n) = 
O(R,n) = 

SO(R,n) = 

(A E M.(R) 
(A E GL(n) 
(A E GL(n) 
(A E O(n) 

I dotA #O} 
I dotA = !} 
I AAT = 1} 
I dotA = !} 

1.64 P roposición. Dichos subconjuntos son grupos de Lie bajo la multiplicación 

de matrices. 
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Demostración. GL" es abierto en M,,(R) pues es la imagen inversa de R \ {O} 

bajo el determinante. Es fácil ver que dado que el determinante de un producto de 

matrices es el producto de sus determinantes y que, tanto para la matriz producto, 

como para la inversa, sus coordenadas están dados por polinomios de sus entradas 

y, en el caso de la inversa, divididos por el determinante (no nu lo); que se cumplen 

los axiomas de grupo y que dichas operaciones son claramente Coo. 

Luego, el determinante es un homomorfismo entre GL" y R Y SL" es el núcleo 

de dicho homomorfismo. Luego SL" es un subgrupo cerrado y por lo tanto de Lie. 

La transformación A ...... AAT es diferenciable. Luego On es cerrado. Usando que 

el determinante es homomorfismo, tenemos que si A E On entonces det A = ± 1. 

Además, si A , B E O" tenemos que (AB)(AB)T = ABBT AT = AIAT = AAT = 1 

Y (A- 1) = AT por lo que O" es un grupo de Lie. 

Finalmente. SOn = On n SLn por lo que es de Lic. • 
1.65 Observación. A dichos grupos los llamaremos General Lineal, Especial Lin

eal, Ortogonal y Especial OrtogonaL Como det(On) = {±I} entonces On tiene al 

menos dos componentes conexas. Haciendo uso de una forma canónica adecuada se 

puede probar que hay exactactamente dos; una de ellas es, precisamente, San. Es 

sabido que las transformaciones provenientes de matrices ortogonales son precisa

mente aquellas que preservan el producto interior. Por eUo, dichas matrices están 

en correspondencia biyectiva con las bases ordenadas ortonormales de V. 

1.66 Proposición. Se tiene que: dimGL" = n1 , dimSLn = 112 - 1, climOn = 

dimSO" = ~n(n-l). 

Demostración. La primera afirmación es trivial. Para SL", como dA det : Mn(R) -+ 

R no puede ser cero si det A =F 0, por el teorema de la imagen inversa de valor 

regular, codimM~{R)SL" = codimR{l} = 1. En el caso de On y de San, para de

terminar una base ortonormal basta determinar una ortogonal. Para esto último, se 

puede demostrar (Inducción) que la cantidad necesaria y suficiente de parámetros 

para determinarla es ¿:;;~ I i; que era lo que se quería. • 
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1.67 P roposición. Sea e : I 1-+ GL" una curva diferenciable tal que C(O) =, 

Entonces 

~detC(t)1 ~ t , !C(t)1 
dt (=0 1_ 0 

Demostración. Ver [K na] pág. 6. 

1.68 Propos ición . Las álgebras de Lic asociadas a GL" , SL" y SOn son: 

,[(ni ~ , [.(R) ~ ,[(R, n) ~ M .(R) 
5[(n) = sl.,(R) = sl(R, n) = {A E gl(n) I tr A = 0l 
50{11) = sOn(lR) = 5o(R, n) = {A E gl(n) I A + AT = O} 

• 

respect~vamente. El álgebra asociada a O" ClJincide con SOn pues SO" es la compo

nente conexa de O". 

Demoslrnción. Para G Ln es inmediato ver que las dimensiones coinciden y que si 

A E GL" para toda B E gl(n) existeé > O tal que si Itl :5 f entonces A +tB E GL". 

De l.67 tenemos que si C(t) E SL", con C(O) = 1, entonces 

O = ~ll = ~detC(t)1 = tr ~C(t)1 
dt 1=0 dt 1=0 dt ',,,0 

I)Or lo que 9(5L,,) = s l(n) ya que es inmediato ver que dimsl(n) = n 2 - l. 

Finalmente, para el caso ortogonal tenemos que si C(t) E SO .. ), con C(O) = J, 

y otra vez se concluye pues la dimensión de 50(n) es claramente 4(n2 - n). • 

A continuación vemos algunas propiedades de estos grupos. 

1.69 Propos ición. GL .. es isomorfo a un producto semidirecto de SL .. por R' . 

Demostmción. Sea 8 : R' --+ Aut(SLn) dada por A ~ AA. Sea H = {>.!}. 

Entonces H nSLn = {J} Y si A E GLn entonces del A #- O por lo que rle:A A E S I" . 

Se sigue de 1.60 la conclusión. • 
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1.70 Proposición. El grupo de movimientos rígidos de R" es el producto semidi

recto de RI> por O". 

Demostraci6n. Sea tP un movimiento rígido. Si tP tiene un punto fijo , entoncf'S 

mediante una translación, usando 1.62, debe suceder que tP - b = A E O". Si 1/> no 

tiene puntos fijos sucede lo mismo. Sobre la misteriosa b, ésta es el punto fijo, en 

el primer caso y 4lJ en el segundo caso. 

Así, A(A'x+ b') + b = (AA')x + (Ab + b) , por lo que se sigue la proposición. • 



Capítulo 2 

Grupo Fundamental y Espacios 
Cubrientes 

Las nociones que veremos en este capítulo representan parte de la herramienta 

topológica necesaria para desentrañar la forma de ciertos espacios topológicos, 

así como también la construcción de un espacio ~bonito~ naturalmente asociado a 

estos espacios topológicos. 

Como los objetos de estudio de este trabajo son las variedades diferenciables y 

riemannianBS, así como Jos grupos de Lie, mantendremos siempre en mente ese tipo 

de espacios topológicos. También, pronto desarrollaremos estruct uras y propiedades 

particulares de ellos. 

En el contexto de espacios topológicos usaremos, como es usual, la palabra 

función en un sentido más general que aquel al que nos habíamos restringido en lo 

anterior. 

En esencia, las referencias para los resultados de este capítulo son los libros de 

Lima [Um], Farster [FOTI y Warner [Warl. 

27 
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2.1. Grupo Fundamental 

A lo largo de esta sección X y Y serán espacios topológicos. 

2.1.1. Homotopías 

2.1 Definic ión . Sean f,9 : X ..... Y funciones continuas. Decimos que f y 9 son 

homot6picas si existe una función de H : X xl ..... Y continua, con [ = [0, 1], 

que cumpla que H (x,O) = f(x) y H (x,l) = g(x) , para toda x E X. A esto lo 

dcnol.arcmos como f '" 9· A H la llamaremos homotopía. 

2.2 Observación . La deflninición es claramente reflexiva y si métrica. 

2.3 Proposición . La. relaci6n '" en y X es de equivalencia. 

Demostmci6n. Obsérvese la siguientc función, dado que f '" 9 y 9 '" h mediante 

homotopías H y K, respectivamente, 

G(x.') ~ { H(X.2') 
K(x ,2t - 1) 

quien es claramente continua. 

t E [0,41 
t E [4, 1J 

• 
2.4 Proposición. Un espacio es conexo por trayectorias si y solo si cualesquiera 

dos funciones constantes del espacio en sí mismo son homot6picas. 

Demostmci6n. Ulla curva entre dos puntos determina una homotopia entre las 

funciones constanles correspondientes a los puntos dados. Recíprocamente la hcr 

mOlopía determina curvas entre los valores constantes. • 
2.5 Definició n. Un espacio X es contráctil si cualquier función de él en sí mismo 

es homotópica a ulla constante. 

2.6 Definición . Sea r X ..... X continua. Diremos que 1· es una relrncci6n si 

¡· O /" = r. 
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2.7 Observación. Esto es claramente equivalente a. decir que existe Y ~ X tal que 

r(X) = Y Y que r(x) = x si y solo si x E Y. Una clase importante de retracciones es 

la de aquellas que cumplen tor '"" idx donde t es la inclusión de r(X) en X, tal que 

en cada tiempo deja fijo a r(X). A una. retracción que cumpla esto la llamaremos 

retracción fuerte. Finalmente, al conjunto Y = r(X) lo llamaremos retracto (resp. 

r. fuerte). 

2.1.2. Homotopía de Curvas 

En lo suce¡ivo nos int.eresaremos particularmente por el caso en el que X = 

[0,1]. Es decir las curvas sobre un espacio. Por constumbre, denotaremos al es

pacio topológico contradominio por X, haciendo ninguna alución al orden de la 

subsecci6n anterior. 

Nos interesaremos en aquellas curvas que coincidan en los puntos inicial y final. 

2.8 Definición. Sea sean Ot,/3 : [0, 1] ..... X continuas tales que Ot(i) = Xi = /3(i) 

con i E {O, 1}. Diremos que son homot6picas (o '"" 13) si existe una homotopía H 

entre ellas tal que H (i, t) = Xi 

2.9 Observación. A las curvas o(t) = Ot las llamaremos deformaciones de 00 = o 

en o[ = /3. Obviamente, también se cumple que ..... es una relación de equivalencia. 

2.10 Notación. Cuando no haya peligro de confusión, a una cUl"Va Ot : [0, 1] -o 

X cuyos puntos extremos x = 0(0) y y = 0(1) son conocidos con antelación 

la denotaremos o : x ........ y. Conservaremos, de ser necesario, la otro notación, 

así como la de sus valores intermedios o(s). De igual mOOo, a la curva constante 

o : x ...... x la denotaremos también por x . 

2.11 Definición. Sean x , y, z E X Y sean o : x ...... y, /3 : y ...... z. Definimos 

l . la curva producto o . /3 : x ....... z como 

s E [O, ~J 
sEI~,I] 
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2. la curva inversa a - : y ...... x como 

a -(s) = a(1 - s), para todo s E l 

2.12 O bservación. La traza de la curva producto coincide con la concatenación 

de las t razas de o: y (J, pero es recorrida al doble de velocidad . Mientras que la de la 

curva inversa coincide con la de o: pero es recorrida en sentido contrario. Además, 

es fácil ver que si a ....- el y /3 '" f3' entonces o . /3 '" o' . f3' y 0 - ...... (0') - . 

2.13 Proposición . Sean x ,y,z,w E X Y sean (}: x ....... y, /3: y ....... z Y"f: z ....... w. 

Entonces 

2. o o-- ...... X, o- ·O-""-Y;Y 

2.14 Defin ición. Diremos que una curva (} es cerrada si es de la forman: : x ...... x , y 

llamaremos punto base a x. Diremos también que una curva cerrada es homotópica 

a un punto si es homotópica a una curva constante x. 

2.1.3 . El Grupo Fundamental 

2.15 Teorema. Sea X un espacio topo16gico y sea x E X fijo. El conjunto 1T1(X, x) 

de las clases de homotopía de curvas anudas con punto base x es un grupo con 

la operación inducida del producto de curvas. A este gn.¡po lo llamaremos grupo 

fundamental de X con punto base x. 

2.16 Notación. Denotaremos por [o] a la clase de homotopía de o. 

2.17 Teorema . Sean x , y E X tales que existe una curva "f : x ....... y. Entonces 

1l"1( X , X)::! 1T1(X ,y). De hecho, dicho isomorfismo está dado por 
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2.18 Observación. Si X es conexo por trayectorias, entonces el grupo fundamen

tal de X es esencialmente independiente de la base. Por esto, si ese es el caso, 

entonces lo denotaremos simplemente como 1I"¡(X ). Eso sí, dicho isomorfismo sí de

pende de la curva --y. 

2.19 De6nición. Diremos que un espacio topológico conexo por trayectorias es 

simplemenle conexo si 1I"¡(X) = O. 

2.20 Proposició n . Un espacio es simplemente conexo si y solo si cualesquiera 

dos curuas x ..... y son homotópicas. 

2.21 Propos ición. Si un espacio es contráctil, entonces es simplemente conexo. 

2.1.4. Homomorfismos Inducidos 

Cuando tenemos una función continua /: X ..... Y , si 0l,{3: x ...... x' con x,x' E 

X son homotópicas mediante H, entonces H ji. = / ° H es una homotopía para las 

curvas f o a, f o f3 : f(x) ....... f(x') por lo que también tenemos un homomorfismo 

/11; 1I"¡(X, x) -+ 1I"¡(Y,/(x)). 

Así, tenemos la siguiente 

2 .22 Propos ició n . Sea / : X ..... Y continua; entonces / induce un homomorfismo 

f # ent1l~ los grupos fundamentales de X y de Y . ( )# es /unlorial; es decir que para 

funciones /: x ........ Y , 9 : y ..... Z se tiene que 

1. (90/)#=9"#-°/#; 

2. (id)"#, = id. 

2.23 Observación. Esto de verdad es un funtor entre Top. y Gru, donde la 

primera es la categoría de los espacios topológicos punteados y la segunda es la de 

grupos. 
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2.24 Proposición. Sean 1,9 : X ---+ Y homot6picas. Entonces 111 = l' o 9* con 

1 ' g(x) - J(x). 

2.25 Proposición. Sean X 11 Y conexos por trayectorias. Sean f : X ..... Y 11 

9: y ...... X tales que Jo 9 "-" idy y .9 o f "-" idx· Entonces, 1I"¡ (X) = 1I"¡(Y). 

2.26 Corolario. Si Y es un retracto fuerte de X entonces 11") (X) = 1I"¡(Y). 

Dados dos e;pacios X y Y. podemos construi r el producto X x Y y de hecho 

obtenemos el siguiente resultado. 

2.27 Proposición. Sean X y Y dos espacios topológicos. Entonces 

1I"¡(X x Y, (x, y)) 9': 1I"¡(X, x) €El 11"1 (Y, y). 

2.28 Corolario. El producto de espacios simplemente conexos es un espacio sim

plemente conexo. 

2.1.5. Grupos Topológicos 

Cuando nuestros espacios son además grupos topológicos, podemos considerar 

una operación adicional en el grupo fundamental. t.·tás en general, 

2.29 Definición. Sea X un espacio topológico dotado de una multiplicación 1< : 

X x X ..... X continua, con un elemento neutro e E X. Entonces dadas dos curvas 

ccrradas 0-, ¡J : e ....... e definimos a "1< ¡J de manera obvia: 

2.30 Proposición. Si tenemos curvas, o- '" al, ¡J '" ¡J' mediante H y K respecti

vamente, entQflces a * ¡J "-" el * {3' a través de f¡ = H * K. 

2.31 Lema. Sea X un espacio dotado de una multiplicación continua *, con el

emento neutro e. Sean a y ¡J dos curvas cerradas con punto inicial e. Entonces, 

opemndo primero con" 

e·a * ¡J·e = ¡J·o-
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Demostrnción . Llamemos t E [O,!l y T E [!' 1]. Entonces 

0" e(t ) ~ 0(" )' 
e . a(t ) ~ " Q · e(T) ~ 

,. , 
e·a(T) ~ 0'(27 - 1); 

Luego, 

Q·e*e·!3(t) ~ o(2t) * e 
Q·e*e· {J(T) ~ e*{J(2r-l) 
e· Q * {J. e(t) ~ ' * P(2t) 
e·Q * p ·e(r) ~ o(2T-l) * e 

, . P(') ~ , 
P . ,(!) 
, · P(T) 

P(2/) 
P(2T - 1) 

P · '(T) ~ , 

0(2t) o· P(t) 
~ P(2T - 1) ~ o· P(T) 
~ P(2t) ~ P o(t) 
~ cr{2T - 1) ~ P . O'(T) 
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• 
2.32 Prop osición . SeiJ X un espacio dotado de una multiplicación continua *, con 

elemento neutro e. Entonces el grupo fundamental 7r¡(X, x) es abeliano y [a * .Ol = 

[o· PI. 

Demostrnción. Tenemos que O' • fJ = O' • e * e ./1 '" O' * fJ ,.... e . cr * fJ . e = fJ . Q. Esto 

por el lema y la proposición anteriores. • 
2.33 Corolario. El grupo fundamental de un grupo topológico es abeliano. 

2.2. Espacios C ubrientes 

2.34 Definición. Sean X, Y Y Z espacios topológicos y p : Y -- X una transfor

mación continua. Para cada x E X, al conjunto p- I(X) lo llamaremos la fibra de p 

sobre x. Si p : Y -- X Y q : Z --+ X son continuas, diremos que una transformación 

conUnua f : y -- Z preserva fibras si p = qo f. Diremos que p : Y -- X es discreta 

si todas sus fibras son discretas. 

2.2. 1. Leva nt a mientos 

2.35 Defi nición . Sean X, Y Y Z espacios topológicos y p : Y -- X y f : Z -

X transformaciones continuas. Por un levantamiento de f con respect.o a p nos 
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referimos a una transformación continua 9 : Z --+ X tal que f = p o 9. 

y 

;/ j' 
Z-x 

J 

2.36 Teorema (Unicidad del levantamiento). Sean X 11 Y espacios topológicos 

Hausdor[J, p : Y --+ X un homeomorfismo local 11 Z un espacio topológico conexo. 

Si 9[,92 Z --+ y son dos levantamientos de f con 9¡(ZO) = 92(ZO) paro algún 

<:0 E Z I entonces 91 = 92· 

2.37 Teorema (Levantamiento de curvas). Sean X 11 Y dos espacIOs Jlausdorff 

11 sea p: Y --+ X un homeomorfismo local. Sean x,x' E X 11 sea i E p- 1(X). Sea 

H 1 x 1 -- X continuo tal que H (O,t) = x, H(l ,t) = x' paro todo tE l. Sea 

01 = H ( ,t). Si cada curva 01 se puede levantar a una curva al con punto inicial 

igual, entonces tienen punto final igual y son homotópicas. 

(Y,i), 

Y j' 
1 ~(X,x) 

2.38 Definición . Sean X y Y espacios topológicos. Una transformación p ; y --+ X 

es cubriente si es un homeomorfismo discreto. 

2.39 Observación. Las dos condiciones para que p ; y --+ X sea cubrienle son 

equivalentes a requierir que para cada punto x E X exista una vecindad U de x 

tal que 

p- '(U) ~ UV, , 
donde los VA son ajenos y las restricciones pi VA --+ U son homeomorfismos. 

2.40 Definición. Una transformación continua p ; y --+ X tiene la propiedad del 

levantamiento de curvas si para cada curva l.t ; / --+ X Y para cada y en la fibra de 

0(0) existe un levantamiento ó de l.t tal que ó(O) = y. 
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2.41 Teorema. Toda transfonnaci6np: Y -+ X cubriente de espacios topol6gicos 

X y Y posee la propiedad del levantamiento de curvas. 

2.42 Observación . Si los espacios son Hausdorff, los levantamientos son únicos. 

2.43 Teorema. Sean X y Y dos espacios Hausdorjf, con X conexo por trayectorias 

y sea p Y -+ X cubriente. Entonces las fibras de cualesquiera dos puntos en 

X henen la misma cardinalidad. En particular, si Y es no vacío entonces p es 

suprayectiva. 

2.4 4 Teorema. Sean X y Y dos espacios Hausdorjf, con X conexo por trayectorias 

y sea p : Y ...... X cubriente. Sea Z simplemente conexo y localmente conexo por 

trayectorias y f : Z -- X continua. Entonces, para cada elección de z E Z y y E Y 

tales que f(z) = p(y) existe un único levantamiento j de f con respecto ap tal que 

ÍI') ~ y. 

, 

(Y,y), 
í , < ¡ , , , 

(Z,,)¡(X,x) 

2.2.2. Cubriente Universal y Tcansformaciones de Cubier
ta 

2.45 Definición. Sean X y Y espacios topológicos y p y -+ X cuhriente. 

Decimos que la pareja (Y,p) es un cubriente universal de X si satisface la siguiente 

propiedad universal. Para cada q : Z ..... X cubriente, con Z conexo, y para cada 

de z E Z y y E Y tales que q(z) = p(y) existe una única transformación f : Z -+ y 

que preserva fi bras tal que f(z) = y. 

2.46 Corolario. Un espacio topológico conexo tiene, salvo isomorfismo, a lo más 

un cubriente universal. 

2.47 Definición. Dados X y Y espacios topológicos con p : Y --+ X cubriente. Una 

transformación cubriente o una transformación de cubierta es un homeomorf1smo 
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f : Y ..... Y que preserva fibras. El conjunto de dichas transformaciones forma un 

grupo que denotaremos por .ó.,(Y{ X) , o, cuando el contexto sea claro, simplemente 

por 8,. 

y I • Y 

~/. 
x 

2.48 Definición. Sean X y Y espacios Hausdorff conexos y sea p Y --+ X 

cubriente. Diremos que el cubriente es Galoi$ si para cada par de puntos en una 

misma fibra existe una transformación de cubierta que lleva uno en el otro. 

2.3 . Cubrientes Diferenciables 

2.49 Teorema. Sea M una variedad dilerenciable y sea X un espacio topológico 

y sea p : X --+ M un homeomorfismo local. Entonces existe una única estructuro 

dilerenciable paro X de modo que p sea diferenciable. 

DemostmciÓn. Para cada p E X existe una vecindad U de p y otra U de p tales 

que plU --+ U es hOlllcomorfismo. Entonces podemos suponer que para U existe 

ip : U ..... R" difcomorfisTIlo. Inducimos ¡j; = !f! o p y nos da la estructura deseada. 

. " UcX-UCM 

~j. 
R" 

Para verificar la unicidad, basta ver que la identidad de X , ~x, es un difeo

morfismo local , entre cualesquiera dos estructuras diferenciables de X. Esto es 

inmediato tomando vecindades [¡ como en el párrafo anterior. • 
2.50 Observación . Se sigue también que p es un difeomorfismo local. 

2.5 1 Proposición. Sean IH y N variedades conexas, si p: N --+ M es cubriente 

y N es simplemente conexa entonces (N, p) es cubriente universal. 
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2.52 Teorema. Sea M una variedad conexa. Entonces existe una variedad M 
simplemente CQnexa y una tmnsformaci6n cubriente p : M --+ M. 

2.53 Teorema. Sea M una variedad y (M, p) su cubriente universal. Entonces 

(lÚ,p) es Galois y ó.p ~ 1I"¡(M). 

2.54 Observación. Cuando nuestra variedad base es riemanniana, el cubriente 

recibe una estructura riemanniana mediante particiones de unidad de modo que 

p : Al ...... M es una isometría local. Del mismo modo, usando la misma partición 

de la unidad obtenemos la conexión de Levi-Civita respectiva y, por lo tanto, el 

tensor de curvatura. De cste modo, si M es plana, M resulta plana de manera 

natural. 

Asimismo, tenemos que las geodésicas de M se levantan en geodésicas de M. 

2.4. Grupos Cubrientes 

Si tomamos G un grupo de Lie conexo, éste es una variedad diferenciable, 

por lo que sabemos (2.51 ) que existe un cubriente universal (G, p) que también es 

variedad diferenciable. A continuación veremos que G puede ser provisto de una 

estructura de grupo y, naturalmente, resulta grupo de Lie. 

Elegimos e en la fib ra de e y defin imos 11 : G x G ...... G como 

.(9,h) ~ P(9)p(h)-' 

Como G es simplemente conexo, G x G también lo es (cf. 2.28). As¡, por 2.44 

tenemos que existe un único levantamiento J¡ de 41, 
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tal que ~(e,e) = e. Así, para g,h. E G definimos 

De la unicidad en 2.44 tenemos que las siguientes transformaciones coinciden: 

pues las tres mandan e ...... e. De esto tenemos que 

Análogamcnte. tenemos quc también se cumple 

Finalmente, por construcción p resulta un homomorfismo de grupos de Lic. Hemos 

demostrado cl siguiente 

2.55 Teorema. Todo grupo de Lie conexo tiene un único espacio cubnente univer

sal que es a su vez un gropo de L~e, ahora simplemente conexo, y la transformaci6n 

cubnente respectiva es un homomorfISmo de gnJpos de Lie. 

Por 2.53 tenemos que existe una transformación de cubierta que lleva a e a 

cualquier otro elcmento de la fibra de e. Sea e' distinto de e en la fibra de e. 

Entonces, por la construcción anterior, (e,e') tiene estructura de grupo de Lie. 

Denotemos por J¡' a la correspondiente J¡. Entonces se cumple lo siguiente: 

po [o~(g,!.) ~ p o ~(g,h) ~ I>(g,h) 

p o ~'II(g),f(i.)) ~ </>1I(g), [ (!.)) ~ (p o [ (g))(p o [(!.n-' ~ p(g))p(!.t' ~ </>(g, h) 

Luego, f o ~ y ~' o (j, f) son , ambos, levantamientos de 4J con respecto a p que 

mandan a (e,e) en e, por lo que son iguales. Es decir que 

2.56 Proposición. Todas las estroctums de grupo gamntizadas por el teorema 

anteno,' son isomorfas. 



Capítulo 3 

Grupos de Transformaciones 

El tema de este capít.ulo es cent.ral para el desarrollo de este trabajo. La no-

ción de grupo de transformaciones aparece de manera natural cuando uno estudia 

matemáticas. Cuando los objetos -de estudio- son conjuntos, la manera que uno 

tiene de relacionarlos es a través de funciones entre ellos. Se puede llegar - incluso

&. afirmar que solo se conoce cómo es un objeto (léase conjunto) si sabe cómo se 

relaciona CQn todos los demlÍ.s. 

En particular, uno se fija en las funciones que van de un conjunto en sí mismo; 

más precisamente, en las funciones que cumplen con la propiedad de tener inversa. 

Esto se debe a que el conjunto de dichas funciones resulta ser un grupo con la 

operación de composición. Es ésta la noción más primitiva de grupo. De hecho es 

la única, como consecuencia del teorema de Cayley [Rot). Es así como un grupo 

actúa sobre un objeto, por medio de t.ransformaciones reversibles del mismo. 

Los objetos que estudiamos en este trabajo son variedades di rerenciables y 

los grupos son de Lie - en ocasiones nos conformaremos con grupos topológicos 

localmente compactos. De hecho, al final nuestros objetos serán también variedades 

riemannianas y grupos de isometrías. 

39 
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3.1. Acciones d e Grupos 

Procedamos con las definiciones formales. En lo sucesivo nuestros grupos serán 

de Líe; si otro es el caso se especificará. 

3. 1 Defi nición . Dados M una variedad diferenciable y G un grupo, decimos que 

G actúa sobre M, si tenemos una transformación ~ : G x M ...... M diferenciable 

Lal que 

1. ¡;(e, p) = p para toda p E M con e E G el neutro; y 

2. t.(g, p.(h,p)) = p,(gh , p). 

3.2 O bservac ión . A la transformación /J la llamaremos acci6n. Llamaremos grupo 

de transformaciones a la terna (G , M, IJ.) . Cuando el contexto esté claro, lo de

notaremos por (G, Al) o simplemente por G. De igual manera, representaremos 

¡~(g , p) = 9p. Así, las propiedades de jJ se rescriben como ep = p y 9(hp) = (gh)p. 

Diremos también que M es una G-variedad. 

De dichas propiedades se desprende que I1-g : M ...... M dada por IJg(P) = J.l(g , p) 

es un difeomorfismo, puesto que I-/g o J.lg-' = J.l~ . Llamaremos a este difeomorfismo 

tmnslaó ón izquierda. o 

Siguiendo la misma filosofía tenemos, dado G fijo, la categoría de G- variedades. 

Para definir los morfismos necesitamos la siguiente 

3.3 Definición . Dados dos grupos de transformaciones (G, M,jJ) Y (G, N, /1 ), se 

dice que una aplicación diferenciable ¡p : M -+ N es G-equ"ivariantesi ip(l-/(g, p)) = 

v(g,ip(p)) o, más brevemente, si ¡p(gp) = g¡p(p). 

3.4 Observación . Si ip es un difeomorfismo G-equivariante, entonces ip-l también 

es G-equivariante, pues ¡p- l(gp) = ¡p- l{g¡p(op- l(p))) = op-l(op(g<p- l(p)) = g<p- t(p). 

En este caso diremos que M y N son G-equivalentes. O 

Asi tenemos ya completa nuestra categoría (G - O ír). 



3.1. ACCtO.vES DE GRUPOS 41 

3.5 Observación. De hecho, en la literatura, las acciones aquí definidas son lla

madas también acciones por la izquierda. Se pueden definir las acciones por la 

derecha dI:! manera totalmente análoga (v.gr. Dir - G). o 

3.1.1. Propiedades de la Acción 

Nos interesa estudiar la interacción específica (y geométrica) entre C y su C

variedad; en concreto, analizando la siguiente relación en M inducida por la acción; 

p"'q~ 3gE C, gp =q 

Es inmediato verificar que'" es una relación de equivalencia. 

Denotelllos al espacio cociente M ' ;= M/C; = M/..." dotado con la topología 

cociente y sea 7r : M -- M/C la t ransformación cociente. En lo sucesivo 1f repre

sentará esta proyección. 

3.6 Proposición. 1f es continua y abierta. Además, el espacio cociente M ' es 

segundo numeroble. 

Demostroción. La continuidad de 1f se debe a la definición de topología cociente. 

Para ver que 7r es abierta, hay que checar que 7r - t (7r{U» sea abierto dado que U 

lo es. Pero 7r- t (lf(U)) = UgEG9U = U9EG1'9(U), que es una unión de abiertos, 

pues p..Q es difeomorfismo. La numerabilidad se sigue de que 11' es suprayectiva y 

abierta, pues si {U,,},U:N es una base numerable de M y V es un abierto de Mo tal 

que 7r - 1{V) = U U"J , como 7r es abierta se tiene que V = Ulf(U" j)' de modo que 

{7r(U")}"EN es la base numerable buscada. • 

3.7 Definició n. 1. Para cada p E M definimos la órbita de p como el conjunto 

2 Para cada p E M se define su grupo de isotropía o estabilizador como Gp = 

{gEGl gp = p)· 
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3. Si H s: e, M H = {p E M I hp = p, Vh E H } es el conjunto de puntos fijos 

bajo H. 

4. Diremos que la acción es libre si Gp = {e} , para cada p E M. 

5. La acción es efectiva si cada que gp = p para toda p E M, 9 = e. 

6. Si G(p) = M para alguna p, diremos que la acción es transitiva y que M es 

G-homogénea. 

7. Para A ~ M definimos la saturación de A como G(A) = j.I.(G, A). Se dice 

que A es G-invanante si G(A) = A. 

3.8 Obse rvación . El que la acción sea efectiva se puede pensar como que el 

homomorfismo lb : G ........ Dif(M) que manda a 9 en J.tg sea inyectivo. Esto porque 

si J.l.g = I-lh se tiene que g- Ihp = P para toda p, es decir 9 = h. El núcleo de t/J se 

puede escribir como 

ker tlo = n Gp 

,.M 
De aquí se sigue que el que la acción sea libre es condición suficiente para que la 

acción sea efectiva. 

G(A) es G-invariante, pues j.I. (G, j.l(G, A)) = j.I.(GG,A) = p.(G, A), debido a la 

asociatividad de la acción (cL 3.1). O 

3.9 P roposición. Si M es conexa, M' es Hausdorff y existe p E M tal que su 

órbita es un abief·lo de M, entonces la acción es transitiva. 

Demostmción. Como 7r(p) es cerrado en M., tenemos que G(p) = 1!" - I(-rr(p)) es 

cerrado en Al. Por hipótesis, G(p) es abierto en M; luego G(p) = M. • 
3.10 Ejem p lo. G actúa libremente sobre sí mismo a t ravés de translaciones 

(izquierdas o derechas). Por otro lado, si H es un subgrupo cerrado de G, entonces 

H es de Lie y actúa nat.uralmente sobre G por t ranslaciones por la derecha (cf. 3.5). 

Así GI H tiene estructura de G- variedad con la siguiente acción: g(a H ) = (ga) f{ . 
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Claramente la acción está bien definida ; de hecho, como 9'g-l(gH) = g'H , G/H 

es homogénea. Con estas definiciones, es claro que la proyección de G sobre G/ H 

es equivariante. o 

3.11 Ejemplo. R epresentaciones de Grupos 

Sea V un espacio vectorial real de dimensión n. Al elegir una base de este espacio, 

a V se le puede dotar de la estructura de variedad diferenciable de R". De hecho, 

si GL(V) denota el grupo de automorfismos de V, este proceso también da una 

estructura de grupo de Lie a eL(V) y un isomorfismo de grupos de Lie de este 

espacio con eLn(R). Es inmediato verificar que dicha estructura no depende de la 

elección de base. Esto es un ejemplo de un grupo lineal de transformaciones. 

En general, un grupo de transformaciones (G, M, jj) se dice que es lineaJ, si 

M es un espacio vectorial y los lJ.p son aul.omorfismos lineales de M. Es dedr , si 

tenemos un homomorfismo de Lie de G en GL(M). Al morfismo p: G _ GL(M) 

se le llama una representación de G en M. Dentro de la teoría de representaciones, 

se dice que una representación es fiel si es efectiva. de acuerdo con nuestro contexto; 

éste es el caso si G es un subgrupo cerrado de eL(M). Además, JI está esencialmente 

dada por 9· i = (Jlij)x , donde ¡Jij : e -+ R, las coordenadas de la matriz, son Coo. 

A,¡ P(9) ~ ("j (9)) E C~(G). 

Cuando M cuenta con un producto interior, tenemos otro concepto de suma im~ 

portancia para. nosotros. En este caso, O(M) es el subgrupodc GL(M) de aquellos 

automorfismos que preservan el producto interior. Si la representación p satisface 

p(G) ~ O(M) , decimos que es una. representación ortogonal. o 

3. 12 Ej emplo. Sea (e, M, JI) un grupo de transformaciones. Entonces, para cada 

p E M tenemos una representación de ep en TpM, med iante 9 >---> d(Jlg)p , llamada 

la representación de isotropía en p, que nos será de utilidad más adelante. O 
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En la siguiente proposición daremos algunas construcciones importantes. 

3. 13 P roposición. Sean (G, M,p) Y (H, N, 11 ) grupos de trnnsjormaciones, y sean 

9 E G, h E H , P E M Y q E N. Se obtienen grupos de transformaciones a partir 

de las sl9uientes construcciones. 

1. La acción producto de G x H sobre M x N, dada por 

"x "((g,h), (p, q)) ~ (.(g,p), "(h ,q)) . 

2. (E l producto en G - Dif) Si H = G, entonces la acción diagonal de G 

sobre M x N está dada por p(g, (p, q)) = (/l(g,p), 11(9, q)). 

3. Sea"" una relación de equivalencia en M, tal que MI'" es una variedad 

con la topología cociente. Sea x' E M. Si x ...... x' implica que J,I.(g, x) = 

ll(g,x') paro toda 9 E G, entonces inducimos una acción cociente en MI

mediante Jt(g, [x]) = [¡J(g,x)]. Llamaremos G-equivariante a una relación de 

equivalencia que cumpla esto. 

4. Si H es un subgrupo cerrado de G, tenemos la acción de restricción de H en 

!'vI , dada por la restricción ¡..lIH x M. 

5. Si N es una subvariedad G -invariante encajada en M entonces tenemos la 

acción de restricción de G en N, dada por la restricción de ¡..lIG x N. 

Demostroción. Esto es inmediato de las definiciones. • 
3.14 Proposición. l. Gp es cenudo y por lo tanto de Lie; 

3. La transformación Jtp : GjGp ..... M, que manda cada gGp en gp, es una 

inmersión inyectiva equivariante sobre G(p) ; 

4· Si la acción es transitiva, Jtp es un difeomorfismo; y 
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5. Si G es compacto, entonces G(p) es cermdo y [Jp es un encaje. 

Demoslmci6n. Para 1 basta observar que Gp x {p} = Jl- I(p) n (G x {p}), donde 

el lado derecho es cerrado por la continuidad de Jl y por el hecho de que M es 

Hausdorff. 

Para 2: Es fácil mostrar la contención 2. Recíprocamente, para veri ficar la 

contención ~, sea gag- I E gGpg- l, entonces gag- I(gp) = ga(p) = 91), lo cual 

muestra que gag- I E Ggp. 

Para 3 sabemos que 1l"p : G ....... G/Gp tiene secciones locales diferenciables; 

luego /Ip se escribe localmente como gGp ...... Jl(a(gGp), p) , para alguna sección 

difercnciable a, de modo Que jj,p es diferenciable. La equivarianza es inmediata de 

la defi nición. Para verificar Que es en efecto una inmersión, uti lizaremos el siguiente 

argumento [Kaw): Sea X E T "c~(G/Gp) tal Que d(jj,p)"c.(X) = O. Como l'I"p es sub

mersión, existe Y E TeG con d(1I"ple(Y ) = X. Sea y(t) el grupo monoparamétrico 

en G asociado a Y. Entonces 

d
d .,(y('))1 ~ d(. ,), o dd y(' )1 ~ d(.,),(y) ~ K 
t 1=0 t 1=0 

Sea Z E X(M) el campo vectorial asociado al flujo inducido por y(t) a través 

de /1. Este flujo es, de hecho, una acción de R en M. Entonces se tiene que 

Z(p) ~ :, (y(,) p(, ~ d(",),(Y) ~ d(¡¡"),G. o d(.,),(y) ~ d(ji,),G.(K ) ~ o. 

Asi, tenemos que p queda fijo bajo Z (cf. 0. 10), por lo que l'I"p(y(t)) = Gp Y luego 

X = 0. 

Por la cquivarianza de jj,p tenemos Que d(jj,p)ge. = d(Jlp)god( 1l"p}eod( f~- ' )9 con f9 

la translación iZ{I Uierda dentro de G. Por lo tanto {1.p es inmersión. La inyectividad 

es obvia . 

Para 4, sabemos por 3 que jj,p es una inmersión y por ser suprayectiva, las 

dimensiones de M y de G/Gp coinciden. Por el teorema de la función inversa es 

un difcomorfiSI1lO local; luego es un difeomorfismo. 
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Finalmente, para 5, como G es compacto, también lo es GjGp . Así, siendo que 

M es Hausdorff, {l.p es un homeomorf1srno sobre su imagen y G(p) es compacto, 

luego cerrado. • 
Los siguient.es ejemplos arrojan un poco de luz al respecto de cómo puede ser 

la acción. En pan icular, el segundo ejemplo muestra por qué hay que pedirte más 

condiciones a la acción para poder obtener una geometría razonable a partir de 

ella. 

3.15 Ejemp lo . Sea ""1 = !R:2 Y G = {±l} con 1 la matriz identidad de 2 x 2, 

actuando de manera obvia. Entonces, G actúa por isometrías (la métrica usual) y 

por ser un conjunto finito, es cerrado en el grupo de isometrías de M. 

Ahora, Mo es homeomorfo a ([0,00) x {O}) U (R x (0,00))- con la topología 

inducida de R2_, que no es variedad (ni siquiera topológica) pues (O, O) no tiene 

vecindades homoomorfas a aloa Hl , como si el resto de los puntos. o 

3.16 Ejemplo. F lujo Irraciona l en e l Toro 

Afirmación . Sea a E IR: \ Q. Entonces {am + n I m, n E X} es denso en R. 

Para una demOl:i~ración de esto se puede consultar !PMj, pág. 14 , por ejemplo. 

Ahora, sea M el 2-toro SI x SI. Consideremos, además, su parametrización 

canónica (t, s) ...... (eh il , el .. i~). Podemos dar la siguiente acción f) de R sobre M: 

donde Ú" E R \ Q como antes. Es inmediato verificar que en efecto es una acción. 

Afirmación. (R, Si x SI, {}) es libre. 

Demostración. Vemos que si {}r(X) = {},,(x), entonces r = p. Si se cumple lo 

primero, entonces r-p 2':: O mod 211"i y o(r-p) "'" O mod 211"i , por lo que r = p. • 

De lo anterior se sigue que {}p : R ....... M es una inmersión inyectiva. 
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Afirmación. t9,,(R) es denso en M , para toda p e M . 

Demostración. Sean E > 0, (t' , s'), {t , sl E {O, 1] x [0, 1]. Por la primera afirmación, 

existen m, n E Z tales que lu - (om + n)[ < e con u = s - s' - a(t - t'). Ahora , si 

r = t - ti +m, se t iene que 

11ft,,) - [(t' + ",' + or) - (m,n)1I1 ~ 11(0,. - (om + n))1I ~ l. - (om + n)1 <€ 

Si escribimos p E M como (e2..-il ' ,e2rio') y q E M como (e2"il, e2~;.), la expresión 

anterior implica que dado un abierto U de q existe TE R con l1 r (p) E U. • 

Corolario. MO tiene la topología indiscreta. 

Esto muestra que las órbitas no son necesariamente cerradas ni el cociente 

necesariamente Hausdorff, ¡ya no digamos variedad! o 

Los siguientes serán nuestros ejemplos canónicos de acciones. 

3.17 Ejemplo. 1. Pensemos en la acción lineal natural de GL,,(R) en Rn. Para 

cada x E R" \ {O} podemos encontrar una base {.6¡,X}?:"11 de R" tal que 

[Al = (! ~) con BeGL .. _¡(R)yveRn- l. Como 

(~ n (~ ~) ~ (vt~w ~) 
tenemos que GL .. (R):t es isomorfo a GL .. _1(R) ~eR .. - 1 con 8(C, v) = ve. En

tonces, como la acción es obviamente transitiva, GLn(R)jGL .. (R):t es difeo

morfo a R" \ {O}. Más aún, R" \ {O}(GLn(R) consta de un solo punto, pero 

R" (GL,,(R) es un espacio con la topología indiscreta que consta de dos pun

tos: la clase del origen y el punto anteriormente definido. 

2. Del inciso anterior, podemos pensar que GLn(R) :5: GL,,+I(R) a t ravés de su 

inclusión en GL"+I(R), (que por cierto es cerrado): ." 
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con A E GL,,(R). Así, tenemos una acción de GLn(R) en an+l . En este 

caso, el subespacio generado por los n primeros vectores canónicos queda 

invariante pues A· (XI, ... ,x"' Xn+l) = (A(x¡, ... , x,,), xn+d. De esto se sigue 

que, considerando M = R"+I \ {O}, las órbitas están paramctrizadas por R 

a t ravés de (cn+l) y que todas son difeomorfas; luego /L/' es homeomorfo 

a IR. Por otro lado, los grupos de isotropía resultan naturalmente isomorfos 

(eL 1) con CLn_dR) 1'<9 Rn-I. Finalmente, por linealidad se cumple que 

GL,,(R)tt = GL,,(R)z para toda t ::¡. O. Considerando todo Rn+l , tenemos 

que cada punto de la recta (Cn+l) es punto fijo por lo que cllda singulcte es 

una órbi!a. Así, el espacio de órbitas es homeomorfo a IR)( {O, 1} provisto 

con la siguiente topología. La topología de R x {O} es la usuaL Los abiertos 

de cada punto (t, 1) son de la forma U x {O} U {(t, I)} donde U es un abierto 

usual de tER. En consecuencia la topología notoriamente no es Hausdorff. 

3. Si consideramos ahora el subgrupo ortogonal 0(0) de GL,,(R), actuando 

sobre R" -como en (1)-, vemos que éste actúa sobre esferas concéntricas con 

centro en el origen , y el origen visto como esfera de radio cero. El espacio de 

órbitas es homeomorfo a [0,00) (tómese cualquier rayo desde el origen). 

Si calculamos el estabilizador de cualquier punto distinto del origen tenemos 

que es isomorfo a 0(11 - 1). Esto porque para cada A en el grupo, 

(1 0) (B 0) (B O)T (BBT BvT) 
O l = v 1 v t = vBT vvT + l ' 

de donde BBT = I Y Ivl 2 = vvT = O, por lo que v = O. El estabilizador del 

origen es todo el grupo ortogonal. Así, la restricción de esta acción sobre la 

esfera resulta ser transitiva y §,,-I 9! O(o)/O(n - 1). 

4. De manera totalmente análoga, considerando ahora a 50(11), obtenemos que 

§.-. '" 80(")/80(,, - 1). 

5. Podemos pensar en el caso similar a (2), para el grupo ort.ogonal o el grupo 

especial ortogonal actuando sobre S". Tenemos, por ejemplo, la acción de 
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O(n) en S" dada, por claridad, como 

((o)' (x)'+') ~ ((a;;lfJ ., .... , 'J~ I ' J ,,,,1 O 0) ((X;)f.,) (( )() ) 
1 Xn+l = a;j Xj, X"+I 

De esto se ve que las órbitas son los cortes de nivel X.,+I! de los que hay dos 

tipos: xn+! = ±l Y los demás. Los primeros son puntos fijos y loo demás son 

esferas de dimensión n-l con radio JI x!+I' denotadas sn-l (/1 X~+ l )' 

Los estabilizadores de los puntos fijos son todo G y para los demás casos son 

difeomorfos a SO(n - 1), lo cual se muestra combinando (2), (3) Y (4). Esto 

nos da que /1./' es naturalmente homeomorfo a [- 1,1]. 

6. La acción de G = O(n) dada en el inciso anterior induce una acción sobre 

RP" , pues la transformación antípoda. de la. esfera es equivariante. Para cal

cular los grupos de ¡sotropía vemos del inciso anterior, junto con la última 

observación de (l), que G_! = Gt . Por esto concluimos que los estabilizadores 

se uconservan"; esto dice que las órbitas resultan también difeomorfas. Por 

lo que M" resulta homeomorfo a [O, l). 

7. La acción producto O{n) x O(m) sobre R" x Rm. Por lo visto en los incisos 

anteriores tenemos que las órbitas son de los siguientes tipos: §,, - 1 X sm-l, 

S,,- 1 X {O} , {O} X sm- l. El espacio de órbitas es el producto [0,00) x [0,00). 

8. Si restringimos la acción anterior a S,,- I X Rm tenemos que las órbitas son de 

dos t ipos: S,,- I X 5'''- 1 Ó S,,- I. De hecho, M" es naturalmente homcomorfo a 

cualquier rayo R+. 

9. Siguiendo (3.10) tenemos a G = Rn y H = Z". H es discreto, por lo que 

T" := G I H es una variedad de dimensión n. A esta variedad la llamaremos 

el toro n-di mensional. 

Como ex: R" -> rE.1 SI dada por ex[(xj)j .. IJ = (e2,,¡rj )j .. 1 es homomorfismo 

de grupos y tenemos que kerex = Z", se sigue que T" ~ n::'1 SI. (Obsérvese 

que, de hecho. dicho difeomorfismo es isomorfismo de grupos.) 
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3.2. Tipos Orbitales 

En lo sucesivo, nos interesará saber a mayor profundidad cómo actúa el grupo 

G sobre la variedad M. Queremos responder, fundamentalmente, a la pregunta de 

cómo son las órbitas; qué tan diferentes son unas de otras. Para esto, damos la 

siguiente 

3.18 Definición. 1. Si H es un subgrupo de isotropía de e, decimos que la 

órbita G(p) es de tipo (H) si Gp es conjugado de H . 

2. Si H Y )( SOIl subgrupos de ¡sotrapía de e, decimos que (H) :s (K) (menor 

o igual que) si K es conjugado de un subgrupo de H . 

3. M(H) es el subconjunto de M consistente de todos los puntos con órbitas de 

tipo (H ). O 

Denotaremos por O(G, M) el conjunto de tipos orbitales. De acuerdo a 3. 14, 

cualquier órbita es la imagen de GjH para algún H S G. En esencia, la relación 

inducida en O(G, M) es la restricción de la acción inducida en el conjunto de 

subgrupos de G módulo automorfismos internos. Esta relación da a O{G,M) un 

orden parcial. 

El resultado más importante de este capítulo, el teorema de la órbita principal 

(3.65), nos dará una idea más clara de cómo es O(G, M). 

3.19 Definición. 1. Diremos que una órbita G(p) es principal si existe una 

vecindad V de p en M, tal que para todo q E V, (Gq ) j (G,,). En este caso, 

direma;; que Gq es un subgrupo principal de isotropía. 

2. A los puntos cuya órbita sea principal los llamaremos puntos regulares y 

denotaremos por fH, al conjunto que contiene solo a estos puntos. Sea M. su 

complemento en M. o 
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3.3. Cohomogeneidad 

La siguiente es la noción fundamental para este trabajo. 

3.20 Definición. Sea (G, M ,/J) un grupo de transformaciones. Decimos que G 

actúa con cohomogene'idad k si t iene una órbita de codimensión k y ninguna de 

codimensión menor. En este caso usaremos la notación cohom cM = k. Cuando 

no haya peligro de confusión la denotaremos simplemente por cohom M. O 

La cohomogeneidad es la medida de cuán lejos está una acción de ser transitiva. 

En este último caso, tenemos que la codimensión de la órbita es CERO. Así, la 

cohomogeneidad es una manera de extender la noción de espacios homogéneos. 

3.21 Ejemplo. Podemos clasificar los ejemplos de secciones anteriores de acuerdo 

con su cohomogeneidad : 

l . cohom M = O: R", S" , RP" , productos de ellos. 

2. conom M = 1: (O(n), R") , el flujo irraciona.!, (O(n - 1),S") , 

(O(n) x O(m),S·- ' x Rm ) . 

3. conom M = 2: (O(n) x O(m) , R" x Rm). o 

Como se observa de los ejemplos, se cumple que las órbitas principales son solo 

de un tipo y son las que dan el valor de cobom M. Esto es cierto para el t ipo de 

acciones que veremos a continuación; de hecbo, como ya dije ése será uno de los 

resultados más importantes de este capítulo (Teorema 3.65). 
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3.4. Acciones Propias 

A continuación definimos el tipo de acciones a las que nos restringiremos en el 

resto de este trabajo, las llamadas acciones propias. 

La noción de acción propia tiene su origen en un contexto más general. En el 

trabajo de Palais l [Pal], se consideran grupos topológicos, localmente compactos. 

Los espacios donde actúan los grupos son completamente regulares y se les llama, 

simplemente, G-espacios. 

3.22 Definición. Si X es un G-espacio: 

1. Para A , E <;:; X definimos (A, E) 

denotamos ((A)) = (A , A) . 

{ g E GigA n E i- 0 }. Si A = E , 

2. Decimos que A es delgado con respecto a E si (A, E) tiene cerradura com

pacta. Si A = E , decimos simplemente que A es delgado. 

3. Un conjunto A <;:; X es pequeño si cada punto de X tiene una vecindad 

delgada con respecto a él. 

4. Un G-espacio es propio si cada punto de X tiene una vecindad pequeña. 

Decimos también que la acción es propia. o 

Es inmediato observar que la segunda definición es simétrica. De estas defini

ciones, se concluyen las siguientes propiedades. 

3.23 Proposición. Sea X es un G-espacio y K, L <;:; X . 

1. Si K Y L son compactos, entonces (K, L) es cerrado. 

2. Un subconjunto de un conjunto delgado (resp. pequeño) es delgado (resp. 

pequeño). 

I [pa'lc] 
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4. Cualquier conjunto compacto es delgado con respecto a un conjunto pequeño. 

De hecho, un conjunto compacto tiene una vecindad delgada. 

5. Si X es propio, cualquier compacto es pequeño y tiene una vecindad pequeña. 

6. Si X es propio, (K, L) es compacto si K y L lo son. 

7. Si G es compacto, entonces X es propio. 

Demostración. Para 1, tcnemos quc si {gn} ~ (K, L ) con g" ..... 9 entonces existe 

{k,,} ~ K con g"kn E L. Entonces, pasando a una subsucesión, podemos suponer 

que g"k" --+ e y, análogamente, que k" --+ k. Así, 

gk = lím gnk = lím g"k" = i. "_00 "_00 

Para 2 basta ver que (A,C) ~ (B,D) si A ~ B yC~ D. Esto es obvio. 

Para S, sea 9 E (U Vi , V ) con V = ni Vi; entonces 0 f. (gU Vi)nV = U (gVinV); 

por lo que gVi n V f. 0 para alguna i. Luego 9 E Ui(V" Vi). 
Para 4, si K es compacto y P pequerio, para cada k E K hay una vecindad Vk 

delgada respecto a P. {Vk} es una cubierta de K, t iene una subcubierta finita 

{Vk , } y 2 Y S dan el resultado. 

Para 5 se sigue el mismo procedimiento anterior , dando Ulla cubierta del compacto 

por vecindades pequeñas. 

Para 6 dam06 una vecindad delgada de K con respecto a la vecindad pequeña 

garantizada para cada punto de L. Con estas últimas obtenemos una cubierta de 

L a la que le extraemos una subcubierta finita. Concluimos aplicando I y 2. 

7 es obvio, pues todos los cerrados son compactos. • 
En nuestro caso, los espacios son además variedades; es decir localmente eucli

dianos (por tanto, localmente compactos) y segundo numerables. Por esto, tenemos 

la siguiente c<¡uivalencia. 
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3.24 P roposición. Sea X = M una variedad. Las siguientes afirmaciones son 

equivalentes. 

1. M es propia. 

2. (K , L) es compacto si [( y L lo son. 

3. La aplicación ~: G x Al ....... M x M, dada por~(g , p) = (p,gp) es propia. 

Demostración. 

1 ::;. 2 Ya fue demostrado en la proposición anterior. 

2 -q 3 Para esto basta ver que ~-I(K x L) ~ (K, L) x K. El lado izquierdo es cer

rado, por continuidad. El lado dere<:ho es compacto. (Obsérvese que hasta aquí no 

se ha usado que X sea variedad.) 

:1 => 2 Como G es segundo numerable, en particula r es Lindelof y, por lo tanto, 

ser compacto es equivalente a ser compacto por sucesiones. Sea {gOl} ~ (K, L). 

Entonces existe {k,,} <; K tal que 9"k" E L. Pasando a una subsucesión, podemos 

suponer que {k,,} converge a k. Por la continuidad y por la compacidad de L, 

g"k E L para toda n E N. Así, {9n} x {k} ~ ( - I({k) , L) , por lo que es un cerrado 

contenido en un compacto; luego t iene una subsucesión convergente. 

2 => 1 Esto es inmediato de que X es localmente compacto. Se propone para ca

da punto una vecindad V", de cerradura compacta. Por la proposición anterior 

(U"" Up ) ~ (U"" V p ). Luego dichas vecindades son pequeñas. • 
3.25 Corolario. En variedades, lo siguiente es equivalente . 

• (G, M) es pl"OplO . 

• Dados {p,,} ~ M Y {9n} ~ G, si {Pn} y {9nPn} convergen entonces {9n} tiene 

una subsucesión convergente. 
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3.26 Observación. Palais y Terng [PT2] dan como definición de acción propia la 

caracterización dada por este corolario. 

3.27 Proposición. Si (G, M) es propio tenemos que: 

1. Gp es compacto; 

2. ji.,,: G/Gp -- G(p) es un encaje y G{p) es cerrado; y 

3. M/G es HausdorfJ. 

Demostración. 

1 EsIO es obvio puesGp = (({p})). 

2 Sabemos que la restricción de una función ~ : A --t B propia a un subconjunto 

de la forma ~ - I(C) con e ~ B es también propia. Así, J'." es propia por ser la 

restricción de J' a G x {p} = Jt - I({p} X G(p)). Finalmente, {lp también es propia 

pues Ji.;I(K) = 1TpJ';I(K) es compacto si K lo es, porque 1Tp es continua. Así, Ji.." 

es propia y, como en [Pa2j , se sigue que jjp es cerrada. Luego es un encaje pues es 

cerrada y biyectiva; por lo tanto, G{p) es cerrado. 

:1 Como 1r es abierta y sobre, el hecho de que M' sea Hausdorff es equivalente a 

que {(p ,P') 11r(p) = 1r(P')} ~ M x M sea cerrado. Pero este último conjunto es 

precisamente G(p) x G(p), que es cerrado porque G(p) lo es. • 
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3.5. Acciones Riemannianas y Métricas Invari
antes 

Sea (M,g) una. variedad riemanniana conexa y completa.. Por el result.ado 

probado por S.8. Myers y N.E. Steenrod en [MS], sabemos que Jso,{M), el grupo 

de las isometrías de (M, g), dotado con la topología compacto-abierta, es un grupo 

de Líe. También tenemos que Jso,(M ) es compacto siempre que M lo sea. La conex

idad, empero, no se preserva; por ejemplo, O(n) tiene dos componentes conexas. 

En lo que resta de la sección, G representará un subgrupo cerrado de Jso,( ¡\{) 

y consideraremos su acción en M a través de isometríMi. Diremos que G es un 

grupo riemanniano de transformaciones y, mismas consideraciones, le denotaremos 

(C,M,g,") o (C ,M, g). 

El siguiente resultado relaciona a la exponencial asociada a g con las isometrías. 

3.28 Proposición. Sea I{J una isometria de (M, g). 

l. l{Joexpp(tv) = exp",,(p)(tdl{Jp(v)) paro toda t donde esté definida la exponencial. 

2. Si 1/J es otro úometria tal que w(p) = l{J(p) y d1/Jp = dl{Jp para alguna p en M , 

entonces son idénticas. 

3. Las componentes conexas del cnnjunto de puntos fijos de I{J en M son sub

variedades totalmente geodésicas. 

Demostración. 

1 Rerordemos que una isometría I{J manda geodésicas en geodésicas. Recordemos 

también que una geodésica queda determinada de manera única dado un punto 

inicial y un vector de dirección. Así, tenemos que la geodésica l{J(expp(tv)) y la 

geodésica ex p",,( tdI{Jp(v)) tienen vector tangente d<pp(v) en t = 0, respectivamente. 

Esto es precisamente lo que queríamos. 
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2 Como M es completa y conexa, sabemos que para toda q E M existe v E TpM 

tal que q = expp(v). Luego, si W cumple lo que se pide, ip(q) = eXPq{dipp(v)) = 
eXPq{dwp(v)) = W( q) , para toda q E M. 

3 Sea p un punto fijo. Si {p} es su componente conexa, pues ya es una subvariedad 

y como tiene dimensión O es totalmente geodésica, por vacuidad. Supongamos que 

su componente conexa tiene más de un punto. Sean V ~ TpM Y U <;;; M tales que 

expp IV -- U es difeomorfismo. Si q E U es un punto fijo de ip tal que q = expp(v), 

obtenemos 

lo que dice -por linealidad- que dipp es la identidad a lo largo de (v). Recíproca

mente, si tenemos una dirección en TpM donde d<pp es la identidad es obvio que los 

puntos de U que provienen de esa dirección bajo la exponencial son puntos fijos. 

Así, los puntos fijos en una vecindad de p determinan el espacio propio al valor 

propio 1; más precisamente, una vecindad de dicho subespacio. La exponencial 

restringida a esta vecindad es la carta que buscábamos. 

Como, por lo anterior, la componente conexa es también localmente conexa por 

trayectorias, toda ella es conexa por trayectorias. Así, tenemos que la dimensión 

del espacio propio asociado a cada punto fijo es constante a lo largo de ellas, luego 

es constante. Por lo tanto, ya tenemos un atlas para la componente de p. Además, 

por construcción, esta componente está dada localmente por geodésicas. • 

3 .29 Observación. Las componentes pueden ser de diferente dimensión, como el 

caso de la isometrfa inducida en RP" por la isometría en S" dada por la matriz 

(-1 O) 
O I ' 

donde [ es la matriz identidad de n x n. Los puntos en { [PI I p E S,,- I X {O}} 

determinan una componente difeomorfa a Rpn- l, mientras que {[(O, 1m es otra. 

3.30 Lema. Sea (X,d) un espacio métrico conexo y localmente compacto y sea 

{lt'¡} una .rucesión de isometrias de (X,d). Si existe un punto x tal que ip(x) 
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converge, entonces existe una subsucesi6n {'P¡~} que converye a una isometria de 

(X,d) . 

La demostración de este lema se debe a van Dant,zig y van der Waerden y se 

puede encontrar en [KN], pág. 47. 

3.31 Observación. La conexidad es necesaria, pues si X = R x {O, l} con la 

función distancia dada por 

d((l ,i), ("j)) ~ (1, - '1- I)J" + 1 

y 'PT< se define como <p.,(t, i) = (t + ni, i), se tiene que x = (t, O) es punto fijo 

y la sucesión no tiene subsucesiones convergentes. La compacidad local también 

es ineludible: Consideremos Roo, el espacio de sucesiones, con la norma infinito, 

y fijémonos en la siguiente sucesión de isometrías: I{>n es la isometría que cumple 

que 'P .. (c ¡) = (_ 1 )6~'ej , con los C¡ definidos de manera estándar y ó,,¡ la delta de 

Kronecker usual. Esta sucesión de isometrías no t iene una subsucesión convergente. 

3.32 Teorema. Sea G S;; Jso, (M) un subgrupo cerrodo de isometrias de M. 

Entonces G actúa propiamente sobre M. Además, la representación de isotropía 

p: Gp ...... GL(Tp/l:f) es un encaje en elgru.po ortogonal O(TpM). 

Demostración. De acuerdo a 3.26 tomemos 9"P .. ...... q y p" ...... p con p." p E M Y 

9 .. E G. Enton~ 

d(9"P, q) ~ d(9"P,9" P") + d(9""", q) 

con d la función distancia inducida en M . Se sigue por continuidad de 9 .. que 

9 .. P ....... q. Usando 3.30 tenemos que existe una subsu~ión {9"k} convergente. Eso 

concluye y la acción es propia. 

Ahora, por 3.28, si p(g) = p(h) con g,h E Gp, como 9P = hp, se t iene que 

9 = h. Esto dice que tenemos un encaje: como la acción es propia el estabilizador 

es compacto, además la transformación es inyectiva por lo que entonces es un 

homeomorfismo. • 



3.5, ACCIONES RIEMANNIANAS y MÉTRICAS INVARIANTES 59 

3.33 Corolario. G actúa efectivamente. 

Veremos en la sección 3.6.2 que el recíproco de este teorema es cierto; es decir, 

si tenemos un grupo actuando efectiva y propiamente, existe una métrica invariante 

de M que hace del grupo un subgrupo cerrado del grupo de isometrías respectivo 

a .al métrica. Comenzaremos probando dicho recíproco para el caso en el que G es 

compacto. 

Como vimos en la sección 1.3, existen integrales invariantes sobre G si G es 

compacto. 

3.34 Lema . Sea G compacto actuando sobre M. Sea f : M ---- R diferenciable y 

sea f una integral normalizada sobre G. Entonces h : M ____ R dada po.,. h(P) = 

fe f(gp)dg es (;<>'> y es G - invariante. 

3.35 Lema. Sea p: G ---- GL(V) una representación del grupo compacto Gen V. 

Entonces existe un producto interío.,. ( , ) tal que p es ortogonal. 

Demostmción. Sea { , } un producto interior de V. Entonces definimos 

(X,y) ~ la (p,(X), p,(Y)}dh. 

Así, 

(p,(X),p,(Y)) ~ la (p,(p,(X)), p,(p,(Y)}dh 

~ la (p,,((X) , p,,(Y)}dh 

= !afo.,.g(h)dh;~ !af(h)dh 

~ la{p,{X) ,P'(Y))dh ~ (X, Y) 

con f{h) = {Ph(X) ,ph(Y)}. Que es un producto interior es inmediato. • 

3.36 Teorema. Sea G un grupo compacto actuando sobre M. Entonces existe una 

métrica g G -invariante en M; es deci.,., tal que 
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lJemostrnc1Ón. Sean J una integral invariante normalizada de G y h una métrica 

cualquiera sobre M. Para p E M Y X, Y E TpM , definimos 

Por los lemas anteriores, se tiene que g es la métrica buscada. • 
3.6. Rebanadas 

Ahora volvemos a considerar el caso en que la acción no necesariamente sea ríe

l1Ianniana. En nuestro camino a la demostración del teorema de la órbi ta principal 

necesitaremos la siguiente noción técnica. 

3 .37 Definición. Sea M una G- variedad. Sea Runa subvariedad encajada de M . 

Diremos que R es una rebanada en p E M si existe una vecindad G- invariante 

U de G(p) y una retración diferenciable G-equivariante r : U ..... G(p) tal que 

R = r-I(p) . A la pareja (U,r) la llamaremos Q-tubo de G(p). 

3.38 Observación. En el caso Hausdorff, sabemos que la existencia de una re

t racción implica que r(U) = G(p) es cerrado. Además, para cada A, B abiertos 

relativos de G(p) (inclusive aquellos de la forma ji,,(V) con V ~ G/G,,) tales que 

A n B = 0 , entonces r - I( A) nr-I(B) = 0. con cada uno de ellos abierto de M. 

Esto pues si tuvieran intersección no trivial, sus imágenes directas también. Esto 

{luiere decir que ji: G/G" ..... G(p) es un encaje. 

3 .39 Proposició n. Sea R una rebanada paro (G , M) en p, con r : U ....... G(p) 

como en la definición antenor. Denotemos H = G" . Entonces 

l. G(R) = U. 

2. (( R )) = G,,; es decir que R es una G,,-variedad. 

3. e. ~ e" y e. = H. paro toda S E R, por lo que (G,,) ::$ (Gq ) paro toda 

q E U. 
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4. Si G(p) es principal, (Gq) también es principal para toda q E U. 

5. ,. : U ..... G(p) es una sumersi6n 11 existe una vecindad V e G/Gp de Gp tal 

que ,._1 (jj¡,(V» ::::! V x R. 

6. R/G p ::::! G(R)/G, que es una vecindad de G(p) en M·. 

Demostración. 1. Como U es invariante, lenemoo que G(R) <; U. Recíproca-

mente, si q E U, entonces r{q) = 9P para alguna g, de modo que r(g- Iq) = p 

yg- IqER. 

2. Sea 9 E G tal que gR n R f:. el, es decir, existen s, s' E R con s' = gs; luego 

p = r(s') = r(gs) = gr(s) = gp. y si 9 E Gp , entonces r(gs) = gp = p luego 

gs E R. Además, como H~ = G~ n H tenemos que H~ = G~. 

3. Si gs = s con s E R, entonces p = r(s) = r(gs) = gr(s) = gp; es decir 

G. <; Gp. Como H~ = H nG" se sigue G, = H, . Luego (Gp ):::! (Gq ) para 

toda q E U, por 3. 14. 

4. Por el inciso anterior, (Gp) :::! (Gq ) para toda q E U; como G{p) es principal , 

(Gp ) t (Gq) para toda q en una vecindad de G(p), luego se da la igualdad. 

5. Seaq: V <; G/Gp ..... G una sección local de 1I'p con q(Gp ) = e. Entonces ten

emos que dq .. es inyectiva para toda ti E U. Esto por ser sección. Definamos 

t/J : V x R ..... M como t/J(tI, s) = ¡:t(q(tI) , s). Sean X E T,.G/Gp Y Y E T, R 

Y sean x: le ..... G/Gp Y y: le ..... R curvas tales que x(O) = ti, X(O) = X , 

y(O) = s y :i:(0) = Y . Entonces 

Además, como G, <; Gp , el siguiente diagrama conmuta. 

GjG,~ G(p) 

" 
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Por lo que tenemos que 

(3.2) 

que dice que r es una sumersión. Además, ro '¡'(u , sl = p.p. De esto se sigue 

qu, 

dr wtu,,¡(dll ... (u¡).(Y) = O (3.3) 

Juntando las tres tenemos que"¡; es una inmersión, además, W es claramente 

inyectiva. 

Ahora, como r es una sumersión y R = r-I(p) tenemos que codim R = 

dim G(p). Esto dice que d im r - I (¡.1p(V)) = dim V x R; por lo tanto son difeo

morfos. 

6. Como H. = G., tenemos que 8 ] ,82 E R tienen el mismo tipo orbital con 

respecto a G si y solo si lo tienen con respecto aH. Entonces tenemos una 

biyección LR: R/G, -- G(R)jG que es continua, pues las respectivas proyec

ciones trR : R ...... R/G, y 7rIG(R) -- G(R)/G son abiertas y la inclusión 

LR : R --+ G( R) es continua. 

R~~"-G(R) 

.,J J" 
R/G" G(R)/G 

Finalmente, como 'R es un homeomorfismo sobre su imagen, para cada abier

to U E R/G, existe un abierto Ü E G(R), G- invariante -conse<:uencia in

mediata del inciso anterior- , tal que Ü = Rn tR(7r¡¡:1 (U» . Como 7rÜ = iR(U), 

iR es abierta y, por lo tanto, es un homeomorfismo. • 
3.40 Corolario. Mr es abierto. 

3.41 Observación. Como la rebanada R en p es G,,-invariante y p queda fijo 

bajo la acción de G", entonces hay una representación de G", que llamaremos 

representación de rebanada en T"R. De hecho, cuando G(p) es principal se tiene 
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que Gp = G. (por 3) y luego la represent.ación es la trivial. Veremos que, dadas 

ciertas condiciones, el recíproco es cierto (eL 3.57). 

3.6.1. Existencia d e Rebanadas 

Nuestro siguiem e objetivo es demostrar que efectivamente existe una rehanada 

para cada punto. &ito fue demostrado por Palais IPa l ] para el caso de acciones 

propias en el sentido de 3.22. Nosotros seguiremos la demostración de Pedrosa. 

IPedl· 

3.42 Definición. Sean (G, M) un grupo de transformaciones y Runa suhvariedad 

de M. Decirnos que R es una casi rebanada en psi: 

1. pE R; 

2. Res Gp-invariante; 

3. Existe una sección local (J ; U ~ Gj Gp -- G con Gp E U tal que 

dada por 

1J>(u, s) = u(u)s 

es un difeomorfismo a una vecindad abierta de p en M. o 

3.43 Observación. En esencia, una casi rehanada determina un pedazo de tubo 

alrededor de G(p) trasladando a R mediante elementos cercanos a la identidad. De 

3.39 sabemos que, en particular, una rebanada es una casi rebanada. 

3.44 Lema. Si G actúa propiamente sobre M , existe una casi rebanada R paro 

cada punto p E M. 

DemostrociÓn. Sea p E M fijo. Consideremos la acción rest ringida de Gp en M. 

Como la acción original es propia, Gp es compacto. Dotemos a M de una métrica 
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Gp- invariante g. Sea exp la exponencial asociada a g y € > O tal que la bola con 

centro en p y radio (: sea una vecindad normal de p. 

Tomemos TiC(p) , el complemento ortogonal de TpG(p) en TpM. Sean B. = 

{v E Tp.lG(p)llvl < é} Y n' = exp(B. ). n" es Gp- invariante, pues la representación 

restringida a r;-c{p) es trivial. 

Demostraremos que existe un abierto R !,; n' tal que R es una casi rebanada 

en p. Para ello, sea q: U' <; G/Cp -+ G una sección local con a(G,,) = e. Sea 

1/1': U' x R- M 

como en la definición de casi rebanada."" es, claramente, diferenciable. Calculare

mos d¡f;' en (Gp ,p). Observemos que ,p'{Gp,p) = u(Gp)p = ep = p y que tenemos 

un isomorfismo {Ip: Te.(G/G,,) ....... TpG(p). De hecho, 

está dada por 

Iv, u) ~ Idl;;')G,lv),.) 

Por el teorema de la función inversa, podemos encontrar a biertos U ~ u· y 

R' ~ R' tales que !Ji ' IU x n: -> M sea un difeomorfismo en su imagen. Repitiendo 

los pasos que nos llevaron a la obtención de R' , Gp- invariante, podemos encontrar 

R ~ f{ también Gp- invariante. 

Sea 1/J la restricción 1/J' IU x R __ M; esto concluye la prueba. • 
3.45 Lema. Sean M una G -variedad propia, p E M Y U' ~ GjGp una vecindad 

abierta de Gp• Entonces eriste una vecindad abierta V de p en M tal que ((V)) ¡;;;: 

U "" 1I"; I(U'). 

Demostración. Como J.lp(g) "" gp es cerrado (como en la demostración de 3.27), G\ 
U(p) es cerrado en G(p) ; por lo tanto, cerrado en M . Entonces podemos encontrar 

un abierto W de p tal que su cerradura es compacta y W n (G \ U)(p) "" 0 (M 
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es normal) . Como W es compacto entonces «W» es compacto (cf. 3.23) y por lo 

tanto 

también lo es. K no es vacío si U' =1- G¡Gp. Para cada k E K , como kp E M \ W, 

por la continuidad de la acción ~ existen abiertoo Uk ~ G y Vk ~ M, P E Vt , tales 

que UtVt t;;; M \ W . Podemoo suponer, de hecho, que VI: t;;; W . 

Como K es compacto, sea {Ud:''''l tal que K ~ U~ I Ut ,. Definamos 

; z l 

para las Vt 's correspondientes. Sea 9 E « V)) , entonces 9 E «W». Finalmente, 

9 no puede estar en UI:, pues en tal caso, gV ~ Ut , Vk; ~ M \ V lo que es una 

contradicción. Por lo tanto « V» ~ U. • 

3.46 Observación . Como Gp es compacto, podemos suponer que V es Gp- inva

riante. Eligiendo W de cerradura compacta, se tiene que GpW tiene cerradura 

compacta pues GpW = ~(Gp x W ) t;;; GpW. Como U ya es Gp- invariante, nece

sariamente se sigue cumpliendo que GpWnG\U = 0. Ahora, como los Vk's fueron 

tomadoo como subconjuntoo de W , podemos construir V = rk"=l GpVk ;. V cumple 

con lo pedido en el lema y además es intersección de conjuntos Gp- invariantes, 

luego también es Gp- invariante. 

3.47 Teorema de la Rebanada. Sea (G, M) propio y sea p E M. Entonces existe 

una rebanada Rp en p. 

Antes de demostrarlo, veamos una consecuencia importante. 

3.48 Corolario . Sea (G, M) propio con un solo tipo orbital. Entonces M " tiene 

estructura de variedad y 7r ; M -> M' es diferenciable. 

Demostración. Como cada órbita es principal, la acción de Gp en R.p es trivial y 

por lo tanto G(Rp)¡G es homeomorfo a R.p. Damos a M" la estructura de variedad 

inducida por la estructura de Rp. 11" es, claramente, diferenciable. • 
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Demostración del Teorema de la Rebanada 3.47. Sea R" una casi rebanada 

en p. Mostraremos que un abierto R ~ Ir' es una rebanada en p. Sea tj : U -" G 

la sección asociada a R', Supongamos que u(G,, ) = e y sea V' = 1I";I(U). 

Sea V G,,- invariante tal que ((V)) ¡:;:; U' como en 3.45. Sea R = n" n V, 

también G,,- invariante. Demostraremos que R es la rebanada buscada. Sea tP 
U x R --+ M la restricción del difeomorfismo de la definición de casi rebanada. 

Entonces, C(R) = G(1jJ(U x R)), que es abierto pues tJ;(U x R) lo cs. Si T: C(R) ...... 

G(p) está dada por r(gs) = gp, debemos mostrar que r está bien definida. La 

equivarianza resultará inmediata. 

Para ello, demostremos que ((R)) = Gp • Claramente Gp t::;.: (( R) ). Como 

(( R)) ~ ((V)) ~ V', si 9 E (R), gGp E U. Para este 9 existen 51,52 E R con 

981 = 82; sea gh = o(gG,,), con hE Gp . Si 83 = h- ls] entonces tenemos que 

Como I/J es difeomorfismo, gGr> = Gr>; es decir que 9 E Gp . 

Sean g1.!h E G y S1.S2 E R con glSI = !hS2. Entonces g2 1g1 E (( R)) = 

Gp, luego g21glP = P y r está bien definido. Como R ~ r - I(p), basta probar la 

contención inversa. Si gs E r - I(p), p = r(gs) = gr(s) = gp. Como R es Gp-

invariante, concluímos que R = T- 1(P). 

Para demostrar que r es diferenciable, basta checar esta propiedad en una 

vecindad de R. Pero en U(R), T = flp o 11"1 o 1jJ-I donde 11"1 : U x R --lo U es la 

proyección (u , s) ...... u. Esto concluye la demostración del teorema. • 

3.49 Corolario. Sea (G, M) propio y p E M. Entonces dim R,. ;::-: cohom M y la 

Igualdad se da cuando G (p) es principal. 
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3.6.2. Métricas Invariantes y Rebanadas Normales 

A continuación demostraremos un resultado debido también a Palais {Pal] y 

que es el recíproco del teorema 3.32. 

3.50 Teorema.. Sea (C,M,il) un grupo de transformaciones efectivo y propio. 

Entonces existe g, una métrica C -invariante en M tal que la representación p : 

C -+ Jso, (M) sea un encaje. 

Demostración. Siguiendo [War], como la acción es propia, entonces M/C es Haus

dorff y segundo numerable por 3.27. Luego, si tomamos para cada punto de M" un 

representante en M y luego nos fijamos en una rebanada R para cada uno, tenemos 

que {7J"(R)} es una cubierta abierta de M". Entonces existe un refinamiento local

mente finito (Paracompacidad) y de éste una subcubierta numerable (LindelOf). Es 

decir que existe un conjunto {Pi} ~ M tal que las proyecciones de R; = Rp; en M" 

constituyen una cubierta tocalmente finita. De hecho, como M " es tocalmente coro· 

pacto, podemos tomar abiertos de cerradura compacta K¡ ~ R; de modo que sus 

proyecciones sigan cubriendo a M " . Tomando preimágenes, tenemos una cubierta 

de M con vecindades G- invariantes. 

Sea j¡ una función no negativa sobre R; de soporte compacto y positiva en K¡. 

Entonces, por 3.34 podemos suponer que es Gp,.- invariante. Defínase j(9S) = j(s) 

para toda s E Ri Y j(p) = O para toda p E M \ G(R;). Entonces j así definida es 

una función G- invariante sobre M. 

Sea, ahora, E¡ la restricción de TM a R;. Por 3.36, como Cp, es compacto, 

existe ulla métrica Gp. - invariante gi sobre E¡. Entonces, para vectores X, Y E Tg.M 

defíllase una métrica como sigue 

Estos g¡ son claramente G-invariantes. Así, con los ji definidos anteriormente, la 
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métrica invariante para M la definimos, obviamente, como 

• 
Veamos un recíproco del Teorema de la Rebanada (3.47). 

3.51 Proposición. Si (G, M) es tal que existe una rebanada en cada punto y los 

subgropos de isotropía son compactos, entonces la acción es propia, 

Demostración. Veamos que para p E M, si su rebanada es R~ , la acción restringida 

a G(Rp), ,,~ Il, es propia. Como Gp es compacto, podemos dotar a G(Rp ) es una 

métrica G~invariante , como en la prueba de 3.50. Luego ".'1 es propia. 

Por 3.38 tenemos que las órbitas son subvariedades; es decir (IHe Il.p : C¡Cp ...... 

G(p) es un encaje, para toda p E M . Veamos que también son cerradas en M , Sea 

p E M, Y sea {Pn} <; G(p) tales que p" -+ q. Sea Rq una rebanada en q. Entonces, 

para n grande, p" E G(14). Luego G(p) <; G( Rq ). Ahora, n~/l es propia, luego G(p) 

es cerrado en G(Rq) y q E G(p). 

Por 3.26, sean {p,,} E M Y {g,,} E G tales que p" -- p y g"p" -- q. Sea 

U = G(Rp). Si demostramos que q E U entonces, como la acción restingida a U es 

propia, 3.26 da la conclusión. Entonces, supongamos que {p,,} E U Y pongamos una 

métrica G-invarian~e a U. Entonces, {g,,} E U. Si la función distancia inducida por 

la métrica la denotamos por d, tenemos que d(P",p) -'" O, luego d(gnPn,9nP) ..... O; 

es decir que d(q, G(p)) = O. Como G(p) es cerrado, q E G(p). • 

3.52 Observación. La hipótesis de compacidad de los estabilizadores es ineludi

ble: Sea H :S G cerrado. Entonces G actúa transitivamente sobre G I H. En conse

cuencia, cada punto es su propia rebanada (cero dimensional ), todo GI H es el tubo 

y la transformación identidad es la retracción requerida. Pero, los estabilizadores 

son iguales a H . Por lo que si H no es compacto, la acción no es propia. 
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Haciendo las modificaciones necesarias a 3.50 y siguiendo la demostración 

clásica obtenemos el siguiente 

3.53 Teorema. Sea {Un} una cubierta localmente finita de una G-variedad M 

tal que cada Uo es G-invariante. Entonces existe una partición dilerenciable de 

la unidad {Jo} subordinada a {Un} , con cada In G-invanante. Si UnlG tiene 

cerraduro compacta, entonces podemos tomar In con soporte en la preimagen de 

un compacto de M IG. 

En el caso riemanniano, vamos a exhibir un tipo especial de rebanada, que 

llamaremos rebanada normal. 

Sean N = G(p) una órbita de la acción riemanniana de G en (M, g). Denotare

mos por TJ. N al haz normal de N dado para cada q E N como el complemento 

ortogonal TJ. N de TqN en TqM. 

Dado f! > O, sean 

Si la exponencial restringida a TJ.N(f!) fuera un difeomorfismo sobre su imagen, 

entonces claramente exp(TJ.N(e» sería un tubo G- invariante y exp(TqJ. N(f!» una 

rebanada con la retracción G-equivariante requerida r(exp(TqJ. N(f!))) = q (cf. 3.28). 

Por lo tanto, para demostrar que tal rebanada existe, una rebanada normaL 

resta demostrar la siguiente 

3.54 Proposición . Paro cada 6rbita N en Ir!) existe una f! > O tal. que la 

exp ITJ. N(g) --<o 11'1 es un difeomorfismo a S1l imagen. 

Demostroci6n. Sea R! una rebanada en p E M Y sea U' = G(R:). Basta escoger 

g> O tal que exp(TJ. N(g)) ~ lj' Y que exPp sea un difeomorfismo en 8,,(0) t;;; TpM. 

Entonces, claramente exp ITJ.N(g) --<o M es un difeomorfismo y su imagen un tubo 

G- invariante. • 



70 CAPÍTULO 3. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 

3.55 Observación. Salvo por elecciones diferentes de (J, la rehanada normal es 

única en el sentido que cerca de p todas coinciden . Las rebanadas normales son 

totalmente geodésicas. 

La retracción r(exp(Tq-i NÜ)))) = Q es de hecho una retracción fuerte. 

3.56 Ejemplo. Pensemos en la acción de SOl sobre R2. Si polO, entonces Rp = 

{tp E R21t E (O,oo)} es una rebanada normal en p con U = S02(R,,) = R2 \ {O} 

Y r : U --< S02(P) dada por r{x) = ~x. Si P = O entonces R2 es una rebanada 

normal en p. O 

Sea Rp la rebanada normal en p. Tenemos una descomposición ortogonal TpM = 

T"R¡,EBTpG{p) tal que Gp actúa sobre cada factor linealmente. Entonces, restringien

do la acción a TpR" tenemos la representación normal de rebanada. 

3.57 Propos ición. Sea (M, g) una G -variedad riemanniana y sea p E M. En

tonces e(p) es principal si y solo si la representación nonnal de rebanada es trivial. 

Demostración. Sea s E Rp Y sea P : el' ..... Aut(TpRp) la representación de rebana

da. Entonces, 

e(p) es principal {::} el' = G. {::} Rp ~ MG~ {::} ker p = Gp 

El último <:=: es consecuencia, nuevamente, de 3.28. • 
3.58 Corolario. Sl G actúa sobre M mediante isometrias, el haz nonnal de una 

órbita principal G(p) es trivial. En consecuencia, un G- tubo G(R) sobre una órbita 

principal es G -equivalente a G(p) x R ; con R una rebanada en p. 

Demostración. Sea {ei} una baseortonormal de TpR. Definamos E¡(gx) = (d/ig) - Ie¡. 

Entonces, como Gp actúa trivialmente sobre TpR, { E¡} son campos vectoriales nor

males e - invariantes en G(p). • 

Finalmente, veremos algunas propiedades adicionales cuando se tiene una ac· 

ción con un soto tipo orbital. 
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3.59 Proposición. Sea (G, M) un grupo de transfonnaciQnes tal que M" sea 

cone:w. Supongamos, además, que la acción tiene un solo tipo orbital. Entonces, 

eriste una subvariedad S que inlerseca a roda órbita ortogonalmente y que además 

es difeCJmorfa a M ". Más aún, tenemos una foliación de M cuyas hojas son todas 

G - equivalentes y además intersecan a cada órbita ortogonalmente. 

Demostrocwn. Tomemos rehanadas normales en cada punto. Fijemos p E M . En

tonces, para cada q E M tal que G(R,) n G(I4) #- 0 , tenemos que existe 9 E G 

tal que Ggq = Gf1' De hecho, la rebanada normal Rgq está contenida en la Compo. 

nente conexa de p en MG •. Más aún, las dimensiones coinciden. Luego, sea S dicha 

componente. 

Como M' es conexo y las imágenes de G- tubos constituyen una base de M' , 

tenemos que M ' es (lncadenable mediante este tipo de abiertos. Luego, todas las 

órbitas están representadas biunívocamente en S. Como localmente S es una re

banada, tenemos que S es difeomorfo a M' . Esto concluye la. demostración. • 

3.60 Observación. En un contexto más general, a estas variedades que intersecan 

a cada. órbita ortogonalmente se les llama secciones. En este trabajo nos interesare

mos por el caso de cohomogeneidad uno. Las secciones -de existir-, en este caso, 

deben ser de dimensión uno, por lo que en realidad son la traza de geodésicas. Las 

llamaremos geodésicas normales. 

3.61 Corolario. Sea (G ,M) un grupo riemanniano de trurufomw.ciones taL que 

existe un solo tipo orbitaL (GjGrJ)' Entonces M es G -equivalente a M ' x G(p). 

Demostración. Usando lo anterior y 3.39 tenemos que 

<1> , Glp) x S _ M 

definida como 

<I> (gp, s) = gs 

es una biyección que localmente es un difeomorfismo; luego es un difeomorfismo. _ 
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3,7, Una M etrización de M* 

A continuación veremos, dado (G, M ) un grupo r iemanniano de transforma

ciones, cómo inducir una función distancia a M* de modo que para cada isometda 

G-equivariante de M , se induzca una isometría de M* de manera naturaL 

3.62 Definición. Sea G actuando sobre M mediante isometrías y supóngase que 

Al es completa. Sean p,q E M tales que G(p) f- G(q). Sea d la función distancia 

inducida por la métrica de M . Entonces, d{p, hq) = d(gp, ghq}, para todas g, hE G; 

por lo que definimos la distancia entre G(p) y G(q) como 

d' (G(p) , G(,)) ~ ¡nf d(p, hq) 
"c 

3.63 Proposición. La función inducida en M' es una distacia y, además, la 

topología métrico. coincide con la topología cociente previamente inducida. 

Demostraci6n. Como la acción es propia, las órbitas son cerradas, por lo que 

d' (G(p), G(q)) ~ O .. G(p) ~ G(,) 

La definición es claramente simétrica pues d lo es. Finalmente, para verificar la 

desigualdad del tr iángulo, sea k E G Y sean p, q, s E M con órbitas distintas. 

Tenemos 

d' (G(p), G(q)) ~ ¡of d(p, h,) $ íof(d(p, k,) + d(g" hq)) 
hEG hEG 

~ d(p, h) + d'(G(, ), G(q)) 

Por lo que, tomando el ínfimo sobre k, nos da lo que queríamos. 

Para ver qne la topología inducida es la misma, veamos que dados é > O Y 

P E /11, la rebanada normal Rp obtenida tomando I! = é determina un conjunto 

abierto de órbitas G( q) tales que 

d'(G(p),G(q)) < , 

La razón de esto es porque la rebanada constituye un conjunto de representantes 

de las órbitas vecinas y la distancia de p a estos puntos es menor que é, luego la 

distancia entre las órbitas también lo es. • 
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3.64 P roposición . Sea 'P una isometria G- equivariante sobre M . Ésta induce una 

funci6n 'P. en M · , como ..p· (G(p)) = G('P(p)). Esta funci6n es una isometria de 

(M',d'). 

Demostración. Esto es un cálculo directo: 

= ínf,,€c d(!.p(p),!.p(hq)) = ínf,,€cd(p,hq) 

~ d' (G(p),G(q)) 

• 
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3.8. Teorema de la Órbita Principal (POT) 

3.65 Teorema. Sea (e,M) un grnpo de transformaciones propio y supóngase 

además que M/G es conexo. Entonces existe un tipo orbital máximo (H )¡ esto 

es que paro cualquier subgrupo de ¡satrapía K , H es conjugado de un subgrupo 

de K. Estas órbitas máximas son preci.5amente las órbitas principales. Más aún, 

M. = AJ(H) es denso y abierto en /1'1 y la imagen M; de M. en M' es una variedad 

diferenciable con 1f IM -+ M; diferenciable. 

Rocordemos que M. es el conjunto de puntos regulares (es decir, los puntos 

pertenecientes a las órbitas principales) y que M~ es su complemento. Haremos la 

demostración de este teorema mostrando las siguientes afirmaciones. 

3.66 Afirmación. Existen órbitas principales para (G, M) . 

3.67 Afirmación. M. es abierto y denso en M. 

3.68 Afirmación. M~/G no ccmstituye una inconexión (local) de M ' . 

Demostrución de 3.66. Como la acción es propia, cada grupo de isolropía es com

pacto y, en consecuencia, tiene un número finIto de componentes conexas. ElegImos 

un estabilizador H de dimensión mínima con el menor número de componentes 

(Principio del Buen Orden) . SI tomamos p con G(p) = H tenemos, por el teorema 

de la rebanada 3.47, que en una vecindad de G(p) los tipos orbitales crecen. Por 

nuestra elección de H , (H ) debe ser principal. • 

Demoslrución de 3.67. Por 3.40, solo nos resta probar la densidad. Para ello, sea 

p E Al Y sea U una vecIndad abierta de p. Elijamos q en U tal que su estabilizador 

cumpla con la mlnimalidad pedida en la prueba de 3.66. De nuevo, por el teorema 

de la rebanada, tenemos que para T E G(G(Rp) n U n G(Rq)) se debe cumplir que 

(Gq ) :; (Gr). luego son iguales. Por lo tanto, M. es denso. • 
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Demostraci6n de 3.68. Queremos que M; sea conexo. Demostraremos algo aun 

más fuerte, que M; = M./G no separa a M ' ni siquiera localmente. Como es un 

resultado local, lo demostraremos para tubos G- invariantes. 

Supongamos que M posee una mét rica G- invariante. Sea p E M Y sea R" una 

rebanada normal en p. Como por 3.39 tenemos que RpIG" ~ G(Rp)/G ~ M' es 

abierto y que G, = (G,J . para s E Rp. Luego, basta probar que Rp/G" no es 

separado por las órbitas no principales de la acción de G" en Rp. Pero dado que 

la exponencial es G-equivariante, basta demostrarlo para la representación de G" 

en TpRp en una vecindad del origen - por linealidad. Como la representación es 

ort.ogonal, la prueba se reduce al siguiente 

3.69 Lema. Sea K un grupo de Lie compacto actuando ortogonalmente som Rm. 

Entonces las órbitas no principales no sepamn a Rm / K ni siquiera localmente. 

Demostración. Procederemos por inducción sobre m. 

8 1 Si m = 1 entonces K E {{ ± l} , {l}}. En el primer caso, el espacio de órbitas 

es homeomorfo a [0,00), con una única órbita no principal {O} , que no separa 

a [0,00). 

HI Supongamos que el lema se cumple para Rm con m < k. Esto quiere decir 

que la afirmación 3.68 se cumple para acciones propias sobre variedades de 

d imensión menor a k. Supongamos que K actúa sobre Rk . Así, como Sk~l <; 

Rk es K - invariante, tenemos que la afirmación 3.68 se cumple, por lo que 

las órbitas no principales no separan a su espacio de órbitas. Las órbitas 

no principales de R k son, o bien {O}, o bien órbitas en Rk \ {O}. Pero estas 

últimas las obtenemos de aplicar alguna homotecia a las órbitas no principales 

de Sk~ l. Así, como Rk\ {O}j K ~ §k_1 j K x (O, 00), tenemos que (Rk\ {O}); ~ 

Sk- lj K x (0,00) que es conexo. 

Además, Rkj K de hecho es homeomorfo a Sk- l jK x (0,00) U {"*} donde 

"* representa al origen y Sk- lj K x (0,00) tiene la topología producto y los 
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abiertos de '* son de la forma SI<-II K x U con U un abierto de (0,00) que 

contenga a (O,e) para alguna e > O. De esto se sigue que las órbitas no 

principales no separan a R* / K ni siquiera localmente. • 
Para completar la demostración del Teorema falta demostrar que solo existe 

un tipo orbital principal. Esto se sigue de la afirmación 3.68, pues como M; es 

conexo, entonces es encadenable mediante vecindades G- invariantes. Encadenando 

a cualesquiera dos representantes de órbitas principales en M; , tenemos que el tipo 

orbital debe permanecer constante. 

Con esto y usando 3.48 y 3.49 tenemos que M; es variedad diferencia.ble de 

dimensión cohom M y que 1rIMr es diferenciable. Esto concluye la demostración. • 

3.70 Observación. Es claro que la dimensión de la órbita principal es maximal , 

pero esto no es suficiente para caracterizar a una órbita principal: En el ejemplo 

6 de 3.17 tenemos una acción inducida de SO{2) en R p2 donde las órbitas son 

difeomorfas a SI o a un punto. Pero, la acción es libre salvo en la órbita inducida por 

el ecuador, pues 50(2) le "da" dos vueltas al ecuador , de modo que el estabilizador 

debe ser {±e}. Sin embargo, las órbitas sí son difeomorfas. Esto motiva la siguiente 

clasificación de los tipos orbitales: 

1. principales; 

2. singulares: para los que un estabilizador principal es conjugado de un sub

grupo de índice infinito. Luego sus órbitas correspondientes tienen dimensión 

estrictamente menor a la de una principal; y 

3. excepcionales: para los que un estabilizador principal es conjugado de un sub

grupo de índice fin ito. Luego sus órbitas correspondientes tienen dimensión 

igual a la de una principal. 
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3.9. Acciones Cubrientes 

A lo largo de la siguiente sección, denotaremos por Pe : G ---jo G y por PM 

M -> M a los cubrientes universales de G y M respectivamente. De esta manera, 

supondremos además que G actúa sobre M; consideraremos también cuando esta 

acción es riemanniana. 

Como vimos anteriormente G tiene una estructura de grupo esencialmente 

única, una vez elegido un elemento e en la fibra de e. 

Ahora, tanto G, como Ü , son simplemente conexos, entonces sus productos 

también lo son. Por 2.44 tenemos que existe un único levantamiento para la trans

formación ¡Jo (pe x PM) con respecto a PM tal que manda a (e,p) en p, para algun 

p tomado arbitrariamente. Llamemos fA, a este levantamiento. 

3.71 Proposición . fA, es una acción dilerenciable. La llamaremos acción cubriente. 

Demostmción. Veamos primero que, de hecho, fA,(e,ij) = ij para toda ij E M. 

Esto es inmediato del hecho de que la transformación {t. es una transformación de 

cubierta que manda a p en sí mismo; esto 10 hace también la identidad. Luego son 

la misma. 

La segunda condición para que sea acción se sigue de un argumento similar; 

las transformaciones (; x G x M ---jo M, dadas por 

(9, h, ij) ...... fA,g o fA,¡.(ij) 

cubren a la misma t ransformación y valen lo mismo en (e, e, p). 

La difcrcnciabilidad de la acción se sigue del mismo argumento usado en 2.49 . 

• 
3.72 Observación . La acción inducida no depende de la elección de p. Esto porque 

cualquier acción debe cumplir la primera condición. 
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3.73 Observación. 
_ PI _ 
M-M 

'M j j.M 
M---¡;;-M 

Como localmente tenemos difeomorfismos, se sigue que las dimensiones de las 

órbitas de (G, !VI) tienen las mismas dimensiones que sus imágenes bajo PM; mismas 

que a su vez también son órbitas. 

Por lo tanto, la cohomogeneidad de la acción cubriente coincide con la de la 

acción original. 

3.74 Proposición. La acción conmuta con las transformaciones de cubierta. 

Demostración. Sea fE l::.pw Entonces, r 1 o íJ,(proy¡,j) cubre a IJ. y manda a 

(e,p) en ¡ - l(jt(e,f(p))) = ¡ - I(f(p)) = p, con proy¡ la proyección en el primer 

factor de (; x M, por lo que coincide con {l. Es decir 

• 
3.75 Corolario. Cada tmnsfonnación de cubierta manda órbitas en órbitas, 

3.76 Observación. Para cada órbita en la base existe una órbita en el cubrienle 

que se proyecta en ella. 

3.10. Cohomogeneidad UNO 

Sea (G, IH ) un grupo propio de transformaciones. A la luz de POT, tenemos, 

en el caso de que eohom M = 1, los siguientes resultados. 

3.77 Teorema. 1. M; es homeomorfo a SI o a (O, 1) . 

2. M' es homeomorfo a SI, (0, 1), [0,1 ] Ó [O, 1). 
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S. M tiene a los más dos 6,-bitas singulares (ezcepcionales o no). 

Demostraci6n. Sabemos que M; es una variedad conexa de dimensión cohom M 

por lo que 1 se sigue del teorema de clasificación de variedades de dimensión uno 

{MilI. Sabemos que M* es Hausdorff y que M; es abierto y denso en M', por lo que 

M; deben ser puntos extremales en M'. Esto da 2. El punto Sse sigue trivialmente 

de lo anterior. • 
Este resultado fue demostrado para el caso en el que G es compacto por Paul 

S. t,.'lostert en 1956 ([Mos]). 

Ahora, sean e > ó > ° y f: (0, 1) -+ (O,e), coa, tales que f sea estrictamente 

creciente en (ó, e) y que 

f(t) = {e si t 2: e 
t sit::;ó 

Si M ' es ¡O, 1), B = 71" - 1(0) Y P cualquier órbita principal. Como tenemos un 

difoomorfismo 7" de M r en P x (O, 1) (eL 3.61) podemos definir una transformación 

ip de M en 71" -1 ([0, e» como sigue: 

sit2:0 

si p E B 

con (x,t) = r(p). Esta t ransformación es C;OO. Además, como cualesquiera dos 

funciones de R a R son homotópicas, el grupo fundamental de M es claramente 

igual al grupo fundamental de I{)(M) = 1'1" - 1 ([O,e)). 

Luego, por 3.55, tenemos que existe una retración fuerte de una vecindad tubu

lar de B en B. Esta vecindad debe ser de la forma 7I"-I([O,e)) para a lguna e. 

Todo esto nos da la siguiente 

3.78 Proposición. Sea (G, M) un grupo propio de transformaciones tal que M' 

es [O, 1) . Sea B = 71"- 1(0). Entonces el grupo fundamental de M es el grupo funda

mental de B. 
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3.10.1. Geodésicas Normales 

Como antes mencionamos (cf. 3.60), en el caso de la cohomogeneidad uno nos 

interesaremos por determinar la existencia de un t ipo de geodésica muy particular. 

3.79 Definición. Sea (G, M) un grupo de transformaciones (M completo). Dire. 

mos que "( : f ...... M es una geodésica normal si: 

l. es geodésica; y 

2. interseca a cada órbita ortogonalmente. 

3.80 Proposición. Sea (G, M) un grupo propio de transformaciones con M com

pleto. Entonces existen geodésicas normales y sucede que éstas intersecan o. cado. 

órbita precisamente de lo. siguiente formo.: 

• Una sola vez si M' es homeomorfo o. (0,1); 

• Exactamente dos veces si M' es homeomor[o a [O, 1) ; 

• Una infinidad de veces si M' es homeomorfo a [O, 1] Ó SI. 

Demostración. Para el caso en el que existe un solo tipo orbital, tenemos por 3.59 

que la sección es una geodésica normal. Cuando M" ~ SI, la geodésica -como 

función- pasa por cada órbita una infinidad de veces. Si M' es homeomorfo a 

(O, 1) inlerseca a cada órbita una sola vez. 

Para el caso M' ~ [0,1) , hay que demostrar que si se toma una geodésica 

normal restringiéndonos a "/I" -I({O, 1)), la geodésica completa correspondiente pasa 

por las órbitas no principales ortogonalmente. Supongamos que G(p) es una órbita 

no principal . Entonces, sea q un punto en la rebanada normal Rp. Si tomamos la 

geodésica 8 que une a p con q, esta es ortogonal a G(q) (la rebanada es totalmente 

geodésica y ortogonal). Luego coincide con la geodésica normal en Mr que pasa 

por q. 
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Ahora bien, en una vecindad de p, () toma vaJores uen la dirección contraria 

a aquella que une a p con q desde p" . Tomando un punto rt sobre tal dirección 

en 8, tenemos que, otra vez, O coincide con alguna de las geodésicas normales en 

Mr. Dicha geodésica es diferente a la primera, pues si coincidieran la traza de la 

geodésica debería ser homeomorfa a SI. Esto constituiría una cont radicción pues 

dicha traza sería un conjunto compacto de representantes y M' no es compacto 

(Hay otra contradicción si se orn;erva la disposición de las órbitas.). Resumiendo; 

se necesitan dos de las geodésicas normales de Mr para obtener una de M. 

Para el caso restante, cuando consideramos el espacio M \ B con B una órbita 

singular estamos en el CMO anterior. Más aún, tenemos que la geodésica normal O 

así obtenida interseca a cualquier G- tubo alrededor de B (Basta ver el compor

tamiento de la proyección de O en M' ). Tomando un punto q en una intersección 

de ese tipo, podemos suponer - sin pérdida de la generalidad- que q está en una 

rebanada normal Rp de B = G(p) . Luego la geodésica que une a p con q debe 

coincidir con O en q, pues localmente ambas son rebanadas normales en q. Repi

tiendo este argumento, junto con la construcción de la geodésica normal en el caso 

anterior, se concluye la demostración. • 

3.81 Proposición. Si jH es una G-variedad orientable con cohom cM = 1 Y sus 

órbitas principales son conexas, cualquier órbita excepcional no es orientabIe. 

Demostración. Sea E = G(p) una órbita excepcional. Entonces, cualquier rebana

da es localmente una geodésica normal. Como E es singular, localmente, ...,. la 

geodésica normal en p, inteseca dos veces a cada órbita. Sea P una órbita principal 

en U, G- tubo alrededor de E. Entonces, l' interseca ortogonalmente a P en q y 

rt. Como P es conexo, existe una curva Ct que une a q con q' Sea r : U --+ E el 

retracto garantizado por 3.47. Entonces, a lo largo de r o O" en E podemos definir 

un campo vectoriaJ diferenciable y normaJ a E tomando en cada punto r o a(t) el 

vector tangente a la geodésica que lo une a a(t). Esto concluye pues dicho campo 

debe asignar en p sentidos opuestos. _ 



Capítulo 4 

Variedades planas de 
cohomogeneidad uno 

Nuestro objetivo, en este capítulo, es exponer los teoremas 4,2. 1, 4.21 Y 4.23 

de la última sección. Estos teoremas son debidos a R. Mirzaie y a S.M.S. Kashani 

[M K]. Para ello, seguimos la demostración planteada por ellos. 

Para poder llevar a cabo esto, es necesario obtener algunas propiedades adi

cionales de las acciones propias, así como también algunas nociones y resultados de 

la teoría general de espacios de curvatura constante [Wlij . A continuación hacemos 

una brevísima exposición de todo esto. 

4 .1. Órbitas. Hipersuperficies Isoparamétricas 

El siguiente teorema es debido a Palais y a Terng [?TII. 

4.1 Teorema. Sea M una G -variedad riemanniana completa que admite secciones 

11 suponga que N es una órbita principal de M. Entonces 

1. exp(T; N) es una sub variedad de M totalmente geodésica para todo p E N. 

2. Las curvaturas principales de N con respecto a cualquier campo vectorial nor

mal paro/e/o son constantes. 

83 
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Demostración. l. Como M es completa, la exponencial está definida para to-

do TpM; en particular está definida en T;-N). Como, en una vecindad de 

p, exp{T;- N) coincide con la sección normal y esta última es totalmente 

geodésica, tenemos que exp(T;- N) está contenida en la sección normal; de he

cho coinciden, por lo que exp(Ti N) es una subvariedad totalmente geodésica. 

2. Lo último es inmediato del hecho que si G actúa mediante isometrías, los 

operadores de forma (para v normal paralelo) Ap y Agp tienen los mismos 

valores propios. • 

4.2 Observación. Como parte de una teoría más general , este tipo de subva

riedades - aquellas cuyas curvaturas principales son constantes- pertenecen a la 

clase de variedades llamadas isoparamétricas. 

En general, una fami lia desubvariedades de una variedad M se llama isoparamétri

ca si son las subvariedades de nivel de una función regular 1 M ..... R tal que 

cumple que, tanto IIgrad 111 2 , como ÓI, son funciones de 1 misma; equivalente

mente si son constantes sobre las subvariedades de nivel de l . A una 1 tal se le 

llama función isoparamétrica. 

En el caso en que M es una forma espacial, esta definición es equivalente al he

cho de que dichas subvariedades de nivel tengan curvaturas principales constantes. 

De hecho, también se demuestra que si una hipersuperfi cie cumple con esta última 

propiedad, entonces existe una func ión isoparamétrica en una vecindad de ella, tal 

que ella es una subvariedad de nivel. o 

A la luz del teorema anterior, cuando nuestras acciones tengan cohomogenei

dad uno sobre Rn tendremos órbitas que son isoparamétricas. Veamos la siguiente 

propiedad que nos permitirá clasificarlas para el caso euclidiano más adelante. 
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4.3 Teorema. Sea M una variedad de curvatura con.stante e :5 O Y sea M una 

hipersuperficie cuyas curoaturas principales son con.stantes. Entonces a lo más dos 

de estas curvaturas son diferentes. 

Demostración, Supongamos que las curvaturas principales de M son Al,"" At 

y que aparecen con multiplicidad mi, ... , mt respectivamente. Entonces, Canan 

[Cal] demostró que para cada i, 1 :5 i :5 l se cumple que 

'C"'0+A;Aj _ 
L. .. mJ A. A'- O 
j~; I ] 

Consideremos dos casos, e = O Y e < O. 

e = O Supongamos que existe Al, la menor de las curvaturas principales positivas. 

Entonces, para la suma respectiva, cada sumando es no positivo, por lo que debe 

ser cero. Luego existen a lo más dos curvaturas distintas; de hecho, si son dos, 

una debe ser cero. Análogamente, si todas fueran negativas, se toma la de valor 

absoluto menor y la conclusión es la misma. 

e < O En este caso tomemoo A¡ como la máxima entre O y lelo la mínima mayor o 

igual que Icl tal que no hay otra entre Al y ~. Entonces cada término 

es negativo a menos que Aj = ~ . Luego, si haya lo más dos distintas. El caso en 

el que toda A¡ fuere negativa, se elige >.; de modo que cumpla con la propiedad 

simétrica. Luego todos los términos serán positivos y, por lo tanto, se sigue la 

misma conclusión. • 
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4.1.1. Hipersuperficies isoparamétricas en Rf! 

Los siguientes resultados son la. extensión del resultado clásico de Geometría. 

Diferencial que clasifica las superficies tota.lmente umbílicas. El caso n = 2 de este 

teorema fue demostrado por Levi-CivitA [LCI y en su generalida(1 --como aquí lo 

citamos- por Segré [Segl. 

4.4 Teorema. Supóngase que M = R". Supóngase también que M es una hiper

superficie tal que sus curvaturas son constantes y que a lo más dos son distintas. 

Entonces M es congruente a un subconjunto abierto de hiperplanos, esferas o cilin

dros sobre esferas. 

4.5 Coro lario. Sea M una hipersuperficie completa de R" con dos curvaturas 

principajes, las cuales son constantes. Entonces M es isométrlca a uno de los 

siguientes espacios: 

1. R"- I ; o 

2. Sk(C)( IR"- l - k, 1 $. k :5:n- l , c> o. 

4.1.2. Variedades Homogéneas Planas 

La siguiente propOSición es una parte de un teorema de Killing y Hopf. Éste 

da una caracterización para cuando la curvatura es constante, no necesariamente 

cero. 

4.6 Propos ición ([WI~, pág. 68). Sea M sea una variedad riemanniana con 

n =:: dim M ;?: 2. Entonces M es completa, conexa y de curvatura constante O 

si y solo si M es isométrica a IR" I r ; r un grupo de isometrías actuando libre y 

propiamente discontinuamente. 

4.7 Observación. De hecho, se tiene que R" es su espacio cubriente universal y 

r el grupo de t.ranformaciones de cubierta. 
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La siguiente proposición es de índole general; la enunciamos solo ahora dada 

su pertinencia. 

4.8 Proposición . Una variedad ritmanniana homogénea es completa. 

Demostración. Sea M una variedad riemanniana homogénea y sea ...,(t), t E [a,b), 

una geodésica maximal , con Ih'(t)1I = l. Sea P E M Y E > O para la cual 

expp(B.(O)) sea una vecindad normal de p. Sea to E [a, bJ tal que lb - tol < ~. 

Ahora tomemos 9 una isometría tal queg(p) = ...,(to) y Sea X = (dgp) - I(.y{tO)). 

Entonces, "'¡"{lo + s) = expp(sX) para s E [O,b - tolo Extiéndase para s E [O,E). 

&:ita contradice la maximalidad. Por lo tanto b = oo. Análogamente a = -oo. • 

4.9 Lema. Sea p : M' --+ M un cubriente riemanniano. Sea ~p su grupo de 

transformaciones de cubierta y sea A el centralizador de ~p en Jso, (M'). Si M es 

homogéneo entonces A es transitivo en M'; por lo tanto M' es transitivo. 

Demostración. Sea r: Ji;! --+ M' el cubriente universal de M'. Entonces q = por es 

el cuhriente unIversal de M. Entonces M' = Ji;!/ D.. y M = M/D.q . Sean x,y E M 
y sea z = q(y). Sea a : M .... M lsometría tal que aq(x) = y. Entonces tenemos 

b : Ji;! .... Ji;! con bx = y única tal que conmuta. el siguiente diagrama. 

b es una isometría y preserva fibras . Corno 

b está en el normalizador de D.q y éste resulta t ransitivo. De hecho B, su componente 

en la identidad, centraliza a D. q (cí. 1.15) y sigue siendo transitivo; pues M y B 

son conexos, luego {(x,y) : 3a E B, ax = y} es abierto y cerrado. Como~. S; ~q , 

B centraliza a C::. r • finalmente , B induce un grupo de isomctrías transitivo A' y 

A' S; A. • 
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4.10 Definición. Una isometría "( de una variedad riemanniana N se dice que es 

una tmnslación Clifford si 

para toda x,y E N. 

4.11 Teorema. Sea p : M' -+ M un cubriente riemanniano. Sea Ó p su grupo 

de transformaciones de cubierta y supongamos que M es homogénea. Entonces Ó p 

consta de translaciones Clifford de M'. 

Demostración. Sea p, q E M' Y sea a E A, con A el centralizador de Ó", tal que 

ax = y. Entonces 

4.12 Lema. Las translaciones Clifford de Rn son únicamente las tmnslaciones 

ordinarias. 

Demostración. Cualquier translación Clifford manda a cualquier recta en una rec

ta paralela (las rectas son las equidistantes de rectas). Luego es una translación 

ordinaria. • 

4.13 Obser vación . Es indispensable la hipótesis de isometría, pues si "( : R2 --+ R2 

está dada por 1'(x,y) = (x, y) + rb(x) con rb : R -+ Si la proyección estereográfica, 

tenemos que d((x,y),"((x,y) = 1 = d((x',y') ,"((x',y')) y no es una isometría; 

mucho menos una translación ordinaria. 

4.14 Teorema. Sea Mn una variedad homogénea riemanniana plana y conexa. 

Entonces M" es isométrica al producto R'" x T"~'" de un espacio euclidiano y un 

toro plano. 

Demostración. A la luz de 4.8 y de 4.6 tenemos que M es isométrico a Rn / Ó p , con 

p: Rn --+ M cubriente universal. Ahora, Ó" consta de translaciones Clifford. Como 

la acción es propiamente discontinua, Ó" debe ser discreto en R" (translaciones). 

Luego ó.p es isomorfo a Zk para alguna k. La conclusión ahora es evidente. • 
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4.1.3. G- Variedades Simplemente Conexas 

4.15 Lema (Teorema de punto fijo. Cartan). Un grupo compacto de isometrias 

de una variedad simplemente conexa de curvatura no positiva tiene un punto fijo. 

Demostración. ([KNJ, pág. 11 1) Veamos primero la siguiente 

Afirmación. Sea ¡.t una medida positiva sobre un espacio topo16gico compacto A. Y 

sea f una función continua de A en M, con M una variedad completa, simplemente 

conexa y de curvatum no positiva. Fijando 

J(x) = i d2(x , f(a»d¡.t(a) para x E M 

J alcanza su. mínimo en exactamente un punto. 

Esbozo de la demostmción de la Afirmaci6n. Sin pérdida de generalidad podemos 

suponer que la medida está normalizada. 

En el caso que M = IR", escribiendo a x = (Xi) y a f = (Ji), tenemos que 

J(x) ~ i L d'(x;,J;(a))d"(a) ~ L ((x;)' + 2b;x; + <;) 
, , 

<on 

por lo que b = (b;) es el único tal punto. 

Para el caso general, veamos la existencia. Para esto, basta con ex hibir un 

compacto K y un número e > O tal que J(Yo):::: ~ para algún Yo E K Y J(x) > e2 

paraxEM\K. 

Elegimos Yo E M arbitrario y e > O tal que d(Yo,/(a» :::: e para toda a E A 

Tal e existe pues f(A) es compacto. Definamos 

f( ~ (x E MI d(x,f(A)) $ el 
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Como f(A) es compacto, entonces K es cerrado y acotado. Como M es completa, 

entonces K es compacto. Estas K y Yo cumplen con lo pedido. Esto muestra la 

existencia. 

Para la. unicidad se hace uso del Teorema de Hadamard (ver [dCa]), el cual es

tablece que la exponencial es un difeomorfismo en este caso (curvawra no positiva, 

conexidad simple y completitud). Además, dice que dicho difeomorllsmo aumenta 

distancias en el siguiente sentido: 

IIXII S IldexpXII , 

para todo X E T N. Se mostrarán las siguientes relaciones, mismas que implican 

que si q es un punto mínimo, entonces es el único. 

J(q) ~ J'(O) < J'(X) S J(x) 

con x = exp,,{X) y J'(X) = fA d' (X, (exPq) - ¡ o f {a))d¡.J{a), d' la distancia inducida 

en T"M por la métrica. 

Pero estas relaciones son inmediatas pues a lo largo de rayos saliendo del origen 

tenemos que 

d' (O, X) ~ d(q, xl 

Como TqM es un euclidiano, tenemos que 

1'(0) < J'(X) 

y, finalmente, como la exponencial aumenta distancias, 

d'(X, (exP.)-' o f(a)) S d(x,f(a)) 

para todo a E A. Esto implica la desigualdad 

J'(X) S J(x) 

o 
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Con esto, tomando una medida bi-invariante para G compacto; fijando Po E M; 

Y definiendo I(g) = gPo, ~ puede ver que el punto que minimiza a J debe ser un 

punto fijo de G. Para esto, basta demostrar que J(gp) = J(p) para toda p E M y 

9 E G: 

J(gp) ~ [ d'(gp, hp)dp(h) ~ [ d'(p, g-' hp)dp(h) 

~ [d'(P'9-'hP)dp(9-'h) ~ J(p) 

• 
4. 16 Lema. Sea M sim¡llemente conexa y de curvatura no positiva, B una órb1ta 

singular y H = Gp el subgrupo de isotropía de p E B. Entonces H es compacto 

maximal en G. 

Demostración. Supongamos que H no es maximal. Entonces existe H' compacto 

tal que H :5 H' . Por el lema anterior, H' tiene un punto fijo q. Evidentemente q es 

un punto singular; más aún, q i p. Si '1 es la geodésica que une a p con q, entonces 

'1 ~ Mil'; esto último por la unicidad de la geodésica. Como '1 no está contenida 

en una órbita, '1 debe contener un punto regular; esto es una contradicción. • 

El siguiente es un resultado clásico de la teoría de grupos de Lie (eL [He] pág 

256). 

4.17 Lema. Cualesquiera dos grupos compactos maximales de un grupo de Die son 

conjugados. 

El teorema a continuación, junto con 3.78, nos permitirán, en la siguiente sec

ción, entender un poco más la topología de los espacios planos que admiten una 

acción riemanniana de cohomogeneidad uno, 

4.18 Teorema. Si M es una variedad riemanianna oompleta simplemente coneza 

de cohomogeneidad uno de curvatura no positiva, entonces haya lo más una orbita 

singular. 
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Demostración. Supongamos que hay dos órbitas singulares El '# B 2. Entonces 

existen p E BI Y q E 8 2 tales que Gp = Gq, compacto maximal. Por la unicidad de 

la geodésica que une a p con q, dicha geodésica quedaría fija por la acción de Gp ; 

esto es una contradiccion. • 
4.2. Acciones Planas de Cohomogeneidad Uno 

4.2.1. Caso Simplemente Conexo 

4. 19 Teorema . Sea oH = R" de cohomogeneidad uno bajo la acción de un grupo 

de Líe conexo G <;:;; Jso,(R") . Entonces, o bien cada órbita principal es isométrica 

a IR,,- I y no hay órbitas singulares, o bien cada órbita principal es isométrica a 

S* x R,,- I - k, 1 :5 k :5 n - 1, k es fijo para toda las órbitas principales y la única 

órbita singular es isométrica a IR:,, - I- .t . 

Demostración. Sea D una órbita principal. Usando 4.1 y 4.5 tenemos que D es 

isométrica a R,, - l o Sk(e) x R,,- I- *, 1 :5 k :5 n - 1 (e depende de D). Ya que 

las órbi tas principales son difeomorfas entre sí, todas son isomHricas a R.,,- I o 

Sk(C) X Rn- I -k, 1 :5 k :5 n- l . Ahora consideramos dos casos. 

Caso 1. Las órbi tas principales son isométricas a R"- l . Como una r~ta normal a 

un hiperplano interseca a dicho hiperplano solo una vez, tenemos que una geodésica 

debe intersecar a cada órbita principal una sola vez, por lo que M IG = R Y no hay 

órbitas singulares. 

Caso 2. Las órbitas principales son isométricas a S*(e) x Rn- I -*, para alguna k , 

1 :5 k:5 n - 1. Entonces Mr ::::: (O,oo) x (SkxRn- k- I )::::: (Rk+ I\{O})xRn- k- l . Como 

Al, es abierto y denso. de hecho, debe ser isométrico a (R*+1 \ {O} ) x Rn-*- I; luego 

solo puede haber una órbita principal y ésta debe ser isométrica a {O} x Rn- .t- I • 
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4.20 Corolario. Si R" es de cohomogeneidad uno bajo la acción de un grupo de 

Lie conexo G ~ )so,(R") , y existe una órbita singular, ésta no es excepcional. 

4.2.2. Caso G enera l 

Los siguientes tres teoremas dan una caracterización importante de la geome

tría y la topología de las G~variedades riemannianas planas y de sus órbitas. 

4.21 Teorema. Si M es una variedad orientable riemanni.ana plana de cohomo

geneidad uno, entonces a lo más hay una sola 6rbi.ta singular. 

Demostración. Por 4.18 , resta analizar el caso en que M no es simplemente conexa. 

Sea G un grupo que actúa sobre M con cohomogeneidad uno y sea t; su grupo 

cubriente, que actúa con cohomogeneidad uno sobre M = R" su cubriente. Por 

4. 19 tenemos dos casos. 

Caso l. Cada órbita de M es isométrica a R"-I. 

En este caso, cada órbita D en M sería totalmente geodésica; por lo tanto D es 

una variedad homogénea y plana. Por 4. 14, Des isométrico a RA: x T"- k- I; además 

no puede ser singular pues sería excepcional y no puede serlo pues es orientable y 

conexa (cL 3.81). 

Caso 2. M tiene una única órbita singular no excepcional. 

Supongamos que M admite dos órbitas singulares. Una geodésica .:y interseca a 

cada órbita en dos puntos, mientras que "( = p 01' lo hace una infinidad de veces. 

Por lo tanto p- I(D) es inconexo. Entonces existe una transformación de cubierta 

r.p tal que 'P(D) #- D, con D ~ p- l(D) órbita en M. Por cuestiones dimensionales, 

r.p(S) = S, S la única órbita singular en M. Esto induce una isometría 'P' de 

M ' = [0,00) que fija a O; esto dice que ip0 (y por tanto 'P) es la identidad. Esto es 

una contradicción. • 
4.22 Observación. De hecho hemos demostrado que la órbita singular (de existir) 

no es excepcional. 
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4.23 Teorema. Sea M una variedad riemanniana plana. conexa pero no simple

mente conexa, de cohomogeneidad uno bajo la acci6n de un grupo de Lie e <; 

Jso,(R"). 

1. Si hay una única 6rbita singulaT B, entonces B es 117l1t subvariedad Lotalmente 

geodésica de M y es isométrica a Rk x 1'"' p.a. k .m E N Y 1I"l(M) 8!: zm. 

2. Si todas las órbitas son principales, entonces son !Sométricas a Rk x 1'"' p. a. 

k,mEN. 

3. En el caso anterioT, si además M/C = R entonces /1./ es dif eomorJo a IR' x TI 

pam r,t E N con,. + t = J1. 

DemosLroción. 1. Sea Ü = R" la variedad cubriente universal de M y sea G el 

correspondiente grupo cubriente universal de e, que actúa con conomogenei

dad uno sobre /1,:1 . Por el teorema 4.19 tenemos dos casos: 

Caso 1. Ü tiene una única órbita singular i3 isométrica a IR', e < n - l. 

En este caso la órbita p(B) tiene dimensión menor que n - 1. Por lo tanto 

es singular; luego B = p(B). Como i3 es totalmente geodésica en M , B lo 

es en M y por lo tanto es plana. Por 4.14, B es isométrica a a l; x T'" con 

m + k = i. Finalmente por 3.78, tenemos que 1I"l(M ) = 1I"dB) 8!: zm. 

Caso 2. Cada órbita de Al es isométrica a R"- l . 

Este caso no se da, pues la dimensión de cualquier órbita en M es n - 1, por 

lo que B tendría que ser excepcional. 

2. y 3. En este caso Al no tiene órbitas singulares; como en el inciso anterior, de 

tenerla su proyección a M sería una órbita singular de M. Por lo tanto, cada 

órbita D de M es totalmente geodésica. Entonces es plana y homogénea. Por 

4. 14 , D es isométrica a Rl; x 1'"' con m + k = n - 1. Si M o ::::: IR, tenemos 

que M ~ R x D ~ R X (Rk X 7"") ::::: RH! x T"'. • 
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