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Capitulo 1

Dos problemas de seguros

1.1 Introduccién

El objetivo de este capitulo es hacer una primera presentacién de los dos problemas
de seguros cuya resolucién es el objetivo central de este trabajo. El primero de ellos
consiste en establecer la politica 6ptima de reclamos para un asegurado que ha con-
tratado un seguro multiperfodo en el cual el monto de la prima se ve afectado por los
reclamos realizados en los distintos perfodos. El segundo se refiere a la determinacién
de primas 6ptimas por parte de una compaiia aseguradora que desconoce la distribu-
cién precisa de reclamos. Se trata entonces de un problema planteado desde la 6ptica
del comprador de un seguro y otro planteado desde el punto de vista de la compania
aseguradora.

Antes de presentar las hipétesis y las condiciones de cada uno de los modelos, en
la seccién 1.2 haremos una presentacién informal de los procesos de decisién Marko-
vianos que serd la herramienta bdsica que usaremos en la resolucién de los problemas
planteados. En el siguiente capitulo de este trabajo formalizaremos los conceptos
relacionados con procesos de decisién Markovianos y estudiaremos formas de obtener
politicas éptimas.

Las secciones 1.3 y 1.4 estdn dedicadas a exponer los elementos de los modelos cor-

respondientes a cada uno de los problemas, mismos que serdn resueltos més adelante.

1.2 Los procesos de decisién Markovianos

Supongé.mos que una persona interactia con un sistema dindmico cuya evolucién estd
afectada por la presencia de uno o més elementos aleatorios. Esta persona est4 en posi-
bilidades de tomar ciertas decisiones que afectan el desarrollo futuro del sistema aun
cuando no lo determinan completamente por el cardcter estocastico de su evolucién.
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El tomador de decisiones observa el estado z en que se encuentra el sistema en un
momento ¢t y sélo con base en esa observacién obtiene toda la informacién necesaria
para elegir una accién o control a. Como resultado de la decisién tomada, se genera
una recompensa (o un costo) y el sistema evoluciona hacia un nuevo estado de acuerdo
a una ley de probabilidad p; (- | z, @) condicionada por el estado en que se encontraba y
por la accién elegida. Tras un perfodo de tiempo determinado, el tomador de decisiones
vuelve a observar el estado y a elegir una accién. Este procedimiento se repite a lo
largo de un lapso de tiempo, que puede ser finito o infinito, generando una sucesién
de recompensas {r¢(z,a)}. A un sistema que tenga este tipo de evolucién se le llama
sistema dindmico controlado a tiempo discreto. El modelo matemético de un sistema

asf consta de cinco elementos:

e Un conjunto 7" de épocas de decisién que son los momentos en que se observa el

estado del sistema.
e Un conjunto X de estados en los que puede encontrarse el sistema.

e Un conjunto A de acciones o controles que pueden ser elegidas por el tomador

de decisiones

e Una probabilidad de transicién p¢ (- |z,a) que refleja el cardcter aleatorio de la

evolucién del sistema.

e Una funcién recompensa r;(z, @) que representard un costo cuando sea negativa.

Antes de que el sistema empiece a evolucionar, los estados y las acciones son
variables aleatorias cuya distribucién depende de la distribucién de probabilidades
de los elementos aleatorios del sistema. El problema que se trata de resolver es cémo
determinar @ priori una politica, es decir, una sucesién de acciones, que conduzcan al
mejor desarrollo posible del sistema. Para ello, se requiere establecer un criterio de
optimalidad dado por una funcién de los valores esperados de las recompensas a la que
llamaremos indice de funcionamiento. El valor de este indice nos permitird comparar
el comportamiento del sistema para distintas acciones seleccionadas.

Se requiere también conocer las distintas clases de politicas que se pueden aplicar.
Una politica estd formada por una coleccién de funciones dy, ds, ...d;, . . . que indican la
forma de elegir una accién en cada momento t. Cada una de las funciones d, se conoce
como funcidon de decision al tiempo t.

Modelos como éste han sido utilizados en el andlisis de una gran cantidad de

situaciones en distintas dreas del conocimiento.Veamos un par de ejemplos,
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Ejemplo 1.2.1 Administracion de un inventario. El problema del control de
inventarios consiste en general en determinar cudntos productos se deben tener a la
mano para lograr satisfacer la demanda aleatoria sin incurrir en gastos innecesarios
por el almacenamiento y el manejo de los productos. El administrador observa la
cantidad de productos que tiene a la mano al principio de cada dfa o de cada semana
o de cada periodo que se requiera, y decide en qué momento ordenar la compra de
mds productos a la unidad de produccion (punto de reorden) y cudntos productos se
deben adquirir (nivel de reordenamiento). Ast, se describe un problema secuencial para
determinar puntos y niveles dptimos de reordenamiento. Supongamos que se trabaja
un solo tipo de productos y que cada producto es una unidad indivisible. En el caso
mds sencillo, se considera que los clientes a los que no se les pueda surtir su demanda
en el momento que la solicitan, se pierden; es decir, no se surten pedidos atrasados.

En este caso, las épocas de decision son los momentos de revision del inventario a
la mano. El estado en que se encuentra el sistema es la cantidad de productos almace-
nados al momento de la observacién. Las acciones que el administrador puede tomar
corresponden a las distintas cantidades de productos que puede ordenar incluyendo la
decision de no adquirir productos. La probabilidad de transicién depende de la dis-
tribucion de la demanda aleatoria a lo largo del periodo entre dos épocas de decision.

La funcién recompensa debe contemplar los ingresos obtenidos por las ventas y los
costos asociados al manejo y almacenamiento de productos, ast como los gastos por
ordenar la compra de productos adicionales. A veces también se incluye una penal-
izacién por no satisfacer la demanda debido a que esto conduce a la pérdida de clientes.
St el proceso de revisiones periddicas termina en algin momento t = N, entonces en
ese momento ya no se toma ninguna decisidn, simplemente se hace un recuento de los
articulos que quedan en el almacén y se considera una recompensa terminal igual al
valor de esos productos.

El indice de funcionamiento puede ser la suma de las recompensas totales esperadas
desdet =1 hastat = N, o bien la suma de los valores presentes de las recompensas es-
peradas. Evidentemente, el objetivo es encontrar una politica que mazimice cualquiera
de estos indices de funcionamiento.

Una regla de decisién (determinista) especifica la cantidad a ordenar al tiempo t
como funcién de la cantidad de productos que se tienen a la mano, y una politica
consiste de la sucesién de estas funciones.

Si no hay restricciones adicionales, la politica 6ptima tiene una forma muy sencilla
que ha demostrado su efectividad en la practica: hacer un pedido sélo hasta el momento
en que la cantidad de productos a la mano sea menor o igual que un limite inferior
establecido de antemano. Cuando esto suceda, la politica éptima sugiere ordenar la

cantidad necesaria para llegar hasta un limite superior también preestablecido. El
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problema entonces se reduce a encontrar los valores de estos dos limites para cada caso

particular.
Las condiciones que deben tomarse en cuenta son: la capacidad M del almacén,

el costo y el precio de venta del articulo que supondremos fijos a lo largo de todos los
periodos de evolucion del sistema, y la distribucion de probabilidades de la demanda

aleatoria.
Partiendo de estas condiciones, podemos establecer los elementos del modelo de la

sigutente forma:
El conjunto de épocas de decision es

T={1,2,...N}.

Los espacios de estados y de acciones son iguales porque la cantidad de productos
que es posible tener a la mano va de 0 a M y la cantidad de los que podemos ordenar

tiene el mismo rango. Es decir,
X={0,1,2,...M}=A,

sin embargo, cuando el estado en que se encuentra el inventario es x, la mdzrima
cantidad de productos que se puede ordenar es M — x dada la capacidad limitada
de almacenamiento. FEsta observacion la recogemos considerando subconjuntos de A
formados por las acciones admisibles cuando el sistema se encuentra en cada estado

z a los que denotaremos por A (x)
A(z)={0,1,2,... M — z}.

Si denotamos la demanda aleatoria al tiempo t por Dy, es claro que el estado del

sistema al tiempo t + 1 estd dado por
z441 = (2 + a; — D) = max {z; + a; — D;, 0},

esto se debe a que si la demanda excede a la eristencia de productos a la mano x¢+ ay,
entonces nuestro inventario queda vacto.
Silas Dy, t = 1,2,..., tienen distribucion comin en cualquier tiempo t dada por

p; = Pr[Dy = j], 1 =0,1,..., entonces la probabilidad de transicién es

0 st yzzr+a
p(y|:r,a)= px+a,_y §1 $+a2y>0 ;

z P i y=0

J=x+a

en donde se contempla que la probabilidad de pasar a un inventario igual a cero estd
dada por la probabilidad de que la demanda sea mayor o igual que los productos que
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tenemos a la mano. Eliminamos el subindice t debido a que esta probabilidad es igual
en cualquier momento de transicion.

Para darle forma a la funcién recompensa, tenemos que contemplar los distintos
elementos que mencionamos antertormente. Si el precio por articulo es de r pesos,
entonces el ingreso esperado cuando se tiene un nivel de inventario u, esta dado por

u—1 oo
g(u) = erpj + ruij.
j=0 j=u

El sequndo sumando ezpresa el hecho de que si tenemos w productos y la demanda
aleatoria es mayor o igual que esa cantidad, nuestro ingreso se reduce al valor de los
u productos que pudimos vender.

Los gastos en que se incurre al ordenar la adquisicion de una cantidad a de produc-
tos, incluyen un costo fijo de k pesos por orden y un costo variable v (a) que depende
de la cantidad de productos solicitados a la unidad de produccion. Usualmente el costo
variable estd dado por v(a) = ca donde c es la constante que representa el costo
unitario de los productos que se manejan. Definimos entonces la funcién costo por

ordenar a unidades como:

O(a)z{k-i—ca 5'% a>0
0 st a=0

Se deben contemplar ademds los gastos por el almacenamiento y el manejo de los u
productos que se tienen a la mano, que representaremos a través de la funcién h (u).
Por 1ltimo, agregaremos una penalizacion de z unidades monetarias por cada producto
demandado que no se haya podido surtir cuando se tienen u unidades a la mano, cuyo
valor esperado estd dado por i,

I(u) = Z 23D4-
j=u+l
De esta manera, si el estado observado es z y la accion elegida es a, el total de

productos a la mano es u =z + a y la funcidn recompensa estd dada por
r(z,a) =gz +a)—0O(a)—h(z+a)—l(z+a).

Como en el caso de las probabilidades de transicién, las recompensas estardn definidas
de la misma forma para cualquier tiempo t suponiendo que las variables economicas
se mantienen constantes a lo largo del periodo de observacion.

Una regla de decision definida en términos de un lémite inferior I que indica la
minima cantidad que es aceptable tener en nuestro almacén para surtir la demanda y
un limite superior S que representa la mdzima cantidad que es conveniente tener a la
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mano, quedaria indicada por

S—z s <]
d!(x)—{O st T>1

para cualquier t. La determinacion de los valores S e I se debe hacer de tal manera

que la politica m = (dy,dsy,...dN_1) mazimice la recompensa total esperada.

Ejemplo 1.2.2 Juego de tragamonedas. Este ejemplo se trata de analizar cémo
debe actuar un jugador que estd apostando en una mdquina donde coloca cierta can-
tidad de dinero cada vez que juega y existe una probabilidad, desconocida por él, de
que la mdquina le regrese una cantidad de dinero mucho mayor que la que pagé. El
jugador puede tomar unicamente dos decisiones: jugar o no jugar.

Conocer la probabilidad q de ganar, le darta al jugador elementos suficientes para
decidir si es conveniente sequir apostando o no, de manera que uno de los problemas
a resolver es cémo obtener una buena aprorimacion de esa probabilidad. Suponiendo
que el jugador tiene ciertas creencias iniciales acerca del valor de q que se resumen en
una funcion f (q), se puede utilizar estadistica Bayesiana para aprender de lo ocurrido
en cada juego e ir mejorando el conocimiento de la probabilidad de ganar. Asi, si el
apostador opta por jugar, el conjunto de estados serd la coleccién de funciones de g
que se pueden ir obteniendo con base en este proceso de aprendizaje. Por otro lado, s
el apostador decide no jugar este proceso de aprendizaje no tendrd lugar, pero tampoco
perderd ninguna cantidad de dinero.

Podemos entonces considerar que tenemos dos cadenas de Markov (no controladas)
{X fl)} Y { Xt(z)} con conjuntos de estados y probabilidades de transicion propios cada

una de ellas, que generan sucesiones de recompensas {r“) (Xt(l))} y {rm (Xtm) }
La primer cadena corresponde a la decision de no jugar y la sequnda a la de jugar. En
cada época de decision t el apostador debe decidir a cudl de las dos cadenas le permite
evolucionar, partiendo de que la otra se quedard en el estado en que se encuentra
durante un perfodo mds. Una vez tomada esta decision, la evolucion de la cadena
elegida no puede ser influenciada por él. Lo tinico que el jugador decide es, entonces,
cudl cadena evolucionard en el perfodo entre t yt + 1.

La cadena generada por la decision de no jugar es trivial: tiene un unico estado al

que podemos llamarle 1, y la transicion es sequra. es decir:
xW={1}, y pP1)=1

Evidentemente, st el apostador no juega (es decir, si decide dejar evolucionar esta

cadena) la recompensa serta (1) = 0 en cualguier época de decision.
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St decide jugar, supondremos que el apostador paga una cantidad ¢ menor que 1, y
tras jalar la palanca de la mdquina, gana un peso con probabilidad q y cero pesos con
probabilidad 1 —q. El estado de la cadena en cada momento t resume lo que el apostador
ha aprendido del valor de q a través de una funcion f : [0,1] — [0,1] que se puede
pensar como una asignacién de pesos o ponderaciones para los distintos valores de q.
Ast, el espacio de estados es el conjunto de funciones de densidad que tienen soporte
en el intervalo [0, 1]. Entonces, escribiremos el espacio de estados de la sequnda cadena

como:

X® = {f: f es una densidad con soporte en [0,1]}.

En un modelo Bayesiano, a la funcion f se le llama distribucion a priori.
Puesto que la probabilidad de que el jugador gane una unidad es q, la recompensa

esperada estd dada por:

r@(f) =f0 qf(q)dg — c = Ef[Q] — ¢,

donde Q denota la variable aleatoria con densidad f, y Es es el operador esperanza
respecto a esa densidad.

En este caso las transiciones tienen lugar entre densidades. En cada época de
decisién contamos con una densidad a priori f que hemos dado por buena aprozi-
macién durante el perfodo que termina y queremos pasar una densidad modificada f'
(distribucion a posteriori). Evidentemente, si en el juego anterior el apostador gand,
f ! pondrdé mayor peso en valores grandes de q con relacion al peso que les daba f.
Andlogamente, si perdid tendrd que darle mds peso a valores pequenos de q. Podemos
razonar informalmente el problema y escribir Q ~ q en lugar de Q € [q,q + dq], para

obtener:

P(gane |Q =~ q)P(Q =~ q) qf(q)
P(Q =~ J) = = . 1.21
S L) = e [0~ OPIQ~ 0% T afldlde w2l

De esta manera, la probabilidad de transicion de la seqgunda cadena estd dada por

A £) ={ A

5 1—
1-E Q) s =Y

En resumen, el proceso de decision Markoviano que modela este problema tiene los

siguientes elementos:
El conjunto de épocas de decision es T = {1,2,...,N} con N < oo.
El espacio de estados estd formado por parejas:

X =XWx X®@ = {(1, f) : f es una densidad con soporte en [0,1]}.
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El espacio de acciones viables es igual para todo estado x y estd dado por : A =
A(z) = {e1,c2} donde ¢; corresponde a dejar que evolucione la cadena i, i = 1,2.

La probabilidad de transicion estd dada por:
V(A1) s a=q
PAf'f) si a=c

Finalmente, la funcién recompensa se define como:

p((LF) | (L1).a) :{

r(1) (1) si a=c
@ (f) st a=cy

?‘c((l,f),a)={

Sin embargo, considerar el espacio de estados como el conjunto de todas las densi-
dades con soporte en [0, 1], hace el problema computacionalmente tmposible de resolver.

Hay dos posibles caminos para hacerle frente a esta limitacion:

1. Ejemplo 1.2.3 Escoger una familia paramétrica de densidades que sea cerrada
bajo el célculo en 1.2.1. Por ejemplo si el estado inicial :1:52) = f1 es una den-
sidad beta, entonces x?(‘2) serd una densidad beta para toda n y puede describirse
completamente por el nimero de pruebas, el nimero de juegos ganados y los
pardémetros iniciales de la densidad. Supongamos que los pardmetros iniciales
son a y B, es decir:

_T(a+B) o

fi(g) = OGO 1-q)P .

Si después de n juegos se han tenido k triunfos, entonces el estado :cflz_,)_l serd
una densidad beta con pardmetros a + k y f+ n — k. Entonces, lo inico que
hay que determinar son los pardmetros o y B . El espacio de estados se puede
representar como X2 = (0,00) x (0,00) correspondiente a los pardmetros de la
distribucion beta o como X2 = {0,1,....} x{0,1, ....} correspondiente al niimero
de jugadas ganadas y el de jugadas perdidas.

La otra via es representar al espacio de estados como X®) = {0,1,...}x{0,1,....}

correspondiente al numero de jugadas ganadas y pérdidas, y usar la igualdad

7*(1 - q9)"*f1(q)
Jo @ — q)n* fi(q)dg

para calcular la f en el estado (k,n — k) antes de cada jugada.

flq) =

1.3 Politica 6ptima de reclamos en un seguro multiperiodo

Entrando ya a los problemas de seguros que nos interesa analizar en este trabajo,

expondremos aquf las caracterfsticas generales del primero de ellos.
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Supongamos que una persona contrata un seguro de automévil que abarca N perio-
dos. Al inicio de cada periodo la persona paga una cuota correspondiente a la prima
temporal. El asegurado sabe que si realiza reclamos, la aseguradora lo clasificara en
un nivel de mayor riesgo en el siguiente periodo, lo que repercutird en una prima maés
alta. En cambio, si no incurre en reclamos, para el siguiente periodo sera ubicado en
un nivel de prima mds bajo. De esta manera, al sufrir un accidente, el asegurado debe
tomar en consideracién este hecho para decidir si hace la reclamacién correspondiente
o no. Es decir, a diferencia de los contratos que abarcan un sélo perfodo, en este caso
el comprador del seguro debe encontrar un nivel de danos a partir del cual le conviene
reclamar, considerando que si hace todos los reclamos, a largo plazo su utilidad sera
menor que si selecciona cudles cobrar.

Este enfoque puede extenderse a otras dreas de seguro de danos que tienen una
estructura similar, por ejemplo ciertos tipos de seguros médicos y de seguros contra
robos.

Inicialmente, supondremos que el contrato es fijo y que el asegurado considera
que dicho contrato es su mejor opcién. Las categorfas de riesgo en el contrato serdan
representadas por el conjunto {1,2,...,J}, donde 1 representa el menor riesgo y J el
maéximo. Si un asegurado que se encuentra en la categorfa j hace un reclamo durante
el perfodo vigente, entonces serd ubicado en la categoria j + 1 al siguiente perfodo.
Por el contrario, si no realiza ningin reclamo, el siguiente perfodo sera colocado en la
categorfa j — 1. Cuando un asegurado que se encuentra en el méximo nivel de riesgo
hace un reclamo, en el siguiente perfodo serd ubicado en un nivel ficticio denotado por
J + 1, que representa que ha quedado fuera del seguro.

La variable aleatoria X indica el monto del dafio ocurrido durante el perfodo ¢
a un asegurado que se encuentra en la categorfa j. Si suponemos que la distribucién
de los danos es independiente del perfodo en el que ocurren, podemos eliminar el
subfndice t y escribir solamente X;.Cada una de las variables aleatorias X; toma
valores en el intervalo [0, M] donde M es el monto méximo de dafios que cubre el
seguro contratado. X; = 0 representa el hecho de que no ocurrié un siniestro durante
el periodo. Denotaremos la distribucién de estas variables aleatorias por Fj(z) =

P[X; < z]. Como el subindice j representa riesgo, supondremos que
Fj41(z) > Fj(x) para toda z.

Si Fj es una distribucién absolutamente continua para cada j, denotaremos por f; a

la densidad correspondiente, es decir:

Fj(a:)=]_x £ i
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De lo anteriormente expuesto se deduce que las decisiones que puede tomar el ase-
gurado en caso de que ocurra un siniestro, son exclusivamente dos: reclamar o no
reclamar. Para tomar la decisién, el asegurado observa el monto del dano z y el nivel
de riesgo j en que se encuentra ubicado, es decir, los estados serdn parejas de la forma
(,5).

Si en el perfodo t ocurre un reclamo cuyo monto es de z pesos, la aseguradora paga
una indemnizacién dada por I (z) cuando el asegurado se encuentre en la categorfa
7. Con el fin de no representar un incentivo para incurrir en pérdidas, la funcién de

indemnizacién satisface las condiciones
OSIJt(I)st ijt’ Yﬂfi‘éoy

y para z = 0,
El precio del contrato que paga una indemnizacién I, es decir, el monto de la

prima, sera denotado por r;. Supondremos que
Ty > Tj-1,

para cualquier tiempo t, en virtud de que a mayor j mayor riesgo.

Sea C, el ingreso del asegurado durante el perfodo t. La recompensa que recibird un
asegurado ubicado en el nivel j que decida no reclamar un dano cuyo monto es z, serd
entonces C;—r;—, y si decide hacer el reclamo correspondiente serd Cy;—r;—z+1I;; () .

En este problema buscaremos maximizar una funcién de las recompensas esperadas
que contemple la utilidad que al asegurado le reporta la contratacién del seguro. Para
ello, tenemos que considerar una funcién utilidad u (-) que refleje los beneficios de la
cobertura tanto en el terreno econémico como en el aspecto de la seguridad que le
brinda al asegurado contar con el seguro. La discusién acerca de la relacién entre
utilidad y seguros la daremos en el siguiente capitulo.

En resumen, los elementos del modelo para el problema de buscar una politica de

reclamos 6ptima, son:
e Conjunto de épocas de decision:

T=£1,%: 5N}

e Espacio de estados:

X={(z,5) |lz€[0,M], j€{1,2,...J+1}}.
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e Espacio de acciones:
Ay =1{0,1} para z #0,
donde 0 representa la accién de no reclamar y 1 la de hacer el reclamo corre-

spondiente; y
A,y = {0}

e Probabilidades de transicién:

Jompns fi-1 (@)dz  si i=j—1

Pl(B,i) | (w,j),o1={ " et

Yy
pe[(B,3) | (z,7),1] = f[ﬁ.M}DB i+ Li=j
0 si t#7+1
para toda t.
e Funcién de recompensa:
u(Cg—T‘j—m) 1 d=0

i a=1

w

T‘:((Iaj)*a) = { u(Ct — rj—T+ It (33))

En el capitulo 4 resolvemos el problema de determinar la politica 6ptima de
reclamos y nos planteamos un problema adicional: jcudl es el tipo de contrato 6p-

timo para un asegurado que lleva a cabo una politica como la que resulta 6ptima?

1.4 Determinacién de la prima 6ptima cuando se desconoce

la distribucién de los reclamos

El segundo problema que serd analizado es el problema de la determinacién de la prima
6ptima por parte de una aseguradora. Para determinar el monto de las primas que
deberd cobrar por un cierto tipo de péliza de seguro, una compaiifa aseguradora toma
en cuenta la distribucién de probabilidad de los reclamos que ocurrirdn en el perfodo
que inicia. Si se supone conocida la distribucién de los reclamos y se mantiene fija a lo
largo de todos los periodos en observacién, entonces la aseguradora no estd utilizando
la informacién sobre cémo ha sido el proceso de reclamos para aprender algo sobre
los reclamos futuros. Una mejor alternativa es ir construyendo, al principio de cada
periodo, una distribucién de probabilidad de los reclamos con base en la informacién
que brinda lo ocurrido en el perfodo anterior y determinar la prima que se cobraréd con
base en esa distribucién. En el capftulo 5 de este trabajo, expondremos brevemente
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los conceptos bésicos de estadistica bayesiana que serdn necesarios para resolver el
problema de la determinacién de primas en cada periodo de acuerdo a esta 6ptica.

La aseguradora obtiene informacién tanto del mimero de reclamos que se presen-
taron en el perfodo anterior, como del monto (en pesos) de dichos reclamos. Vamos
a considerar que la distribucién de los reclamos y de su monto es desconocida en el
sentido de que se conoce la forma paramétrica de dicha distribucién, pero no se conoce
el valor concreto del pardmetro que la determina. Para encontrar el valor de dicho
parametro, partimos de una conjetura inicial y utilizamos la informacién sobre lo ocur-
rido en el perfodo anterior para modificar esta conjetura en cada época de decisién
(como se hizo en el ejemplo del juego de tragamonedas).

Se considera también que la demanda del seguro en cada perfodo estd determinada
por el monto de la prima, misma que se fija con base en la distribucién de dos variables
aleatorias: X que indica el mimero de reclamos y Y que representa el monto de los
mismos.

A su vez, como el monto de la prima fijada al tiempo ¢ determina el mimero de
seguros que se venderan en el siguiente perfodo, también afecta la distribucién de los
reclamos en ese periodo. En este sentido, la prima en el perfodo t + 1 depende de la
informacién que brinde el proceso de reclamos ocurridos con anterioridad. Es decir,
los distintos montos de las primas en cada perfodo, estén interrelacionados.

Sea N el mimero de pdlizas vendidas del tipo de seguro que se estd4 analizando.
Supondremos que los perfodos son suficientemente pequenos para que a lo méds ocurra
un reclamo de cada asegurado durante ese lapso. Sea X; la variable aleatoria dada por

X = { 1 el i — ésimo asegurado hace un reclamo

0 en caso contrario
Si conociéramos la probabilidad

p = Pr[ocurra un reclamo],

N
entonces la distribucién de X = ) X; serfa una binomial con pardmetros N y p,
1

dado que cada X; se distribuye como Bernoulli con pardmetro p. Queremos entonces
desarrollar un proceso de aprendizaje sobre p.

Por otro lado, sea ¥; el monto del i—ésimo reclamo. Supondremos que las variables
aleatorias Y; son independientes y que se distribuyen como exponencial con pardmetro
w. De esta manera, para un nimero z de reclamos, el monto total de los reclamos Y
se distribuird como una funcién gama con pardmetros z y w, siendo w el pardmetro
desconocido w. Desarrollaremos también un proceso de aprendizaje sobre w,que rep-

resenta el tiempo promedio que transcurre antes de que ocurra un reclamo
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Los dos procesos de aprendizaje se desarrollan a través de funciones f, y fi, que
asignan pesos diferentes a los distintos valores de los pardmetros desconocidos de
acuerdo a la informacién que brinde el proceso de reclamos ocurrido en el perfodo
anterior. La conjetura inicial de la aseguradora sobre el pardmetro p se resume en
una distribucién beta f, con pardmetros r y n, donde r representa la creencia inicial
sobre el nimero de reclamos y m la creencia inicial acerca del nimero de pdélizas que
se venderan.

Por otro lado, la conjetura inicial de la compania aseguradora sobre el pardmetro
w se resume en que f, es una distribucién gama con parametros o y 3, donde « es la
creencia inicial sobre el nimero de reclamos y 3 sobre el monto de los mismos.

Considerando estos procesos de aprendizaje, los estados formados por parejas (z, y)
se transforman vectores (c, 8,7,n) donde se recogen los pardmetros mencionados en
el péarrafo anterior.

Si en el siguiente perfodo ocurrieran = reclamos en N pélizas, entonces el valor de
p se determinard de acuerdo a una distribucién beta B(p | 7+ z,n+ N ). Anéloga-
mente, el valor posterior de w est4 dado por una distribucién gamag(w | a+z,8+y)
suponiendo que y fue el monto de los = reclamos ocurridos. Con base en esa informa-
cién, la aseguradora decidird el monto 7 de la prima para el perfodo que inicia y se
tendra un nuevo nimero N (7) de pélizas vendidas para el anilisis siguiente.

Entonces, los elementos del modelo son:
e Conjunto de épocas de decisién:
T'={1:2.:5. K},
para alguna K finita.

e Espacio de estados:
X ={(e,B,m,n) |a,r,n €N, B €R}.
e Espacio de acciones:
A = [0, 00),
que es, en principio, el rango del monto 7 de la nueva prima.

e Probabilidades de transicién: Si se venden N (w) pélizas y ocurren x reclamos
cuyo monto suma y, el nuevo estado serd (o + z, 8 + y,7 + z,n + N (w)) . Analizare-
mos la probabilidad de que esto ocurra en el capitulo 5 de este trabajo.

¢ Funcién de recompensa: construiremos una funcién ¥ (7 | e, 8,7,1) que repre-
sente la utilidad de la aseguradora en el perfodo dada por:
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r((e, By,ryn),7) =¥ (7 |, B,7,n) =7N(w) - E[Y | e, ,7,n].



Capitulo 2

Teoria de utilidad y seguros

2.1 Introduccién

Un sistema de seguros es un mecanismo para reducir los impactos financieros adver-
sos producidos por eventos aleatorios, ofreciendo la cobertura de montos econémicos
razonables en caso de que ocurra la pérdida de un bien o el fallecimiento de alguna
persona. El sustento elemental de un sistema de seguros radica en cobrar ciertas can-
tidades de dinero relativamente pequenias (primas) a un grupo amplio de personas
durante un perfodo de tiempo, de tal manera que la suma de esas cantidades permita
cubrir las reclamaciones que se presenten durante ese perfodo por siniestros ocurridas.
Por esta razén, el monto de las primas puede determinarse a través de una funcién de
la esperanza del mimero de pérdidas, pero también es posible calcularlas en funcién
de la cantidad que los asegurados estdn dispuestos a pagar por el bien que desean
proteger.

La teorfa de utilidad es un instrumento para la toma de decisiones en presencia de
incertidumbre, que en particular tiene aplicaciones en la determinacién de primas de
seguros para distintos tipos de pdlizas.

En este capitulo expondremos brevemente los conceptos basicos de esta teorfa para

referirnos a dichos conceptos en los siguientes capitulos.

2.2 Teoria de la utilidad

El valor de un proyecto econémico cuyo resultado es aleatorio, puede identificarse con
el valor esperado de su resultado econémico. Siguiendo esta légica, para la toma de
decisiones la distribucién de probabilidad de los resultados puede reemplazarse por un
mimero tnico dado por la esperanza de la variable aleatoria del resultado econémico

del proyecto. De acuerdo a este principio, a una persona le darfa lo mismo asumir

15
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una pérdida aleatoria de X pesos que pagar una cantidad E [X] para ser liberado de
la posible pérdida. De manera similar, una persona estarfa dispuesta a pagar una
cantidad F [Y] para participar en un juego en el que la ganancia aleatoria es de Y

unidades monetarias.
Sin embargo, para muchas personas el monto de la riqueza en riesgo y otros aspectos

de la distribucién de probabilidad de los resultados, tienen influencia en sus decisiones,

como se ve en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.1 Supongamos que la probabilidad de que ocurra una pérdida producida
por un accidente es fija e igual a 0.1, mientras que la probabilidad de que tal pérdida
no ocurra es de 0.9. Consideremos distintos montos para la posible pérdida como se

muestra en el siguiente cuadro:

Caso Pérdidas posibles Pérdida esperada

1 1 % |
2 1000 100
3 1000 000 100000

En el primer caso, la pérdida de 1 peso no es significativa, de manera que la persona
estaria mds dispuesta a asumir la pérdida que pagar 10 centavos por un seguro. Sin
embargo, en el caso tres la pérdida es tan grande que es de esperarse que la persona
opte por pagar el equivalente a su pérdida esperada para ser protegido por un seguro.
Asi, en dos proyectos econdmicos con la misma distribucion de probabilidad, la actitud

del asegurado potencial es radicalmente distinta.

Veamos entonces otra forma de calcular el valor que tiene un proyecto para una
persona. Si denotamos la riqueza involucrada en un proyecto econémico por w, diremos
que el valor que le da el tomador de decisiones a esa riqueza es una funcién u(w) a la
que llamaremos funcién de utilidad. Asi, si las preferencias de la persona satisfacen
ciertos requerimientos de consistencia, la funcién de utilidad u(w) brinda un criterio
para la toma de decisiones dado por: preferird la distribucién de X a la de Y si
E[u(X)] > E[u(Y)]. y ser4 indiferente si E[u(X)] = E [u(Y)].

Al usar la teorfa de utilidad para tomar decisiones, es conveniente tener en cuenta
las siguientes observaciones:

1. La teorfa de utilidad es elaborada bajo la suposicién de que existen preferencias
por algiin evento, asf como por su probabilidad de ocurrencia.

2. Las preferencias se preservan cuando se aplica a la utilidad una transformacién
lineal creciente (creciente, para que la desigualdad se preserve). La demostracién
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de esta afirmacién se basa fundamentalmente en la linealidad de la esperanza. Por

ejemplo, si w representa la riqueza y
u*(w) = au(w) + b a,beR y a>0,

entonces,

E[u(X)] > E[u(Y)]

es equivalente a

Eu"(X)] > E[u" (Y)].

3. Si la transformacién lineal de la funcién de utilidad es como se describié ante-

riormente y si E[X] = ux y E[Y] = py, tenemos que
Eu*(X) =apx +b> E[u* (Y) =apy +b

se cumple, si y solo si
kx > Ky-

Esto quiere decir que para transformaciones lineales y crecientes, las preferencias
por las distribuciones de los resultados se preservan al comparar los valores esperados

de las distribuciones.

2.3 Seguro y utilidad

En seguros, el monto del pago de la prima se determina adoptando un principio
econémico de decisién aceptable tanto por el asegurado como por el asegurador. Esto
es posible para una péliza de seguros en la cual la prima establecida por el asegurador
es menor que el monto méximo que esta dispuesto a pagar el propietario del bien a
asegurar, monto que serd determinado més adelante.

Por ahora, consideraremos que el tomador de decisiones es la persona que va a
asegurar una propiedad expuesta a un dano aleatorio, o a la pérdida total, durante el
siguiente periodo. El monto de la pérdida es una variable aleatoria denotada por X y
supondremos que su distribucién es conocida.

Al valor esperado E(X) = p le llamaremos la prima neta o pura correspondiente
a la poliza en consideracién durante un periodo. En la préctica, el asegurador agrega
un valor de recargo a la prima neta, debido a impuestos, gastos de administracién,
etcétera. A esta nueva prima H la llamaremos prima recargada y podemos obtenerla

mediante una funcién de la prima neta de la siguiente manera:

H=p(l+80)+c 6>0y c>0.
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El factor 6 corresponde a los gastos en que incurre el asegurador por las variaciones
que se presentan respecto a las pérdidas esperadas, es decir, debido a que la ocurrencia
de reclamos se desvie de la esperada. La constante c corresponde a gastos fijos que no
varfan segiin el monto de las pérdidas.

Ahora aplicaremos la teorfa de utilidad para el tomador de decisiones. Desde el
punto de vista del asegurado, el valor extremo de una prima G estarfa determinado por
una ecuacién donde la utilidad por asegurar un bien (lado izquierdo de la siguiente
ecuacién) sea igual al valor esperado de la pérdida en caso de asumir el riesgo sin

proteccién (lado derecho):
w(w — G) = Elu(w — X)), (2.3.1)

donde G es la prima que se pagarfa por asegurar el bien.
Si la funcién de utilidad es lineal del tipo u(w) = bw + d , la ecuacién anterior

toma la forma

ww—G) = blw—G)+d
= Efu(w - X)]
= Eb(w— X)+d),

es decir,

bw—-G) = blw—up)
G =

Cuando se de la igualdad el asegurado serd indiferente a las opciones de pagar por el
seguro o asumir él mismo el riesgo. Recordemos que en ausencia de un subsidio, el
asegurador debe cobrar una cantidad por encima de sus pérdidas esperadas, es decir
un monto mayor a E[X], por lo que en caso de que se cumpla la ecuacién (2.3.1) para
una utilidad lineal, el contrato de seguro es inviable.

En un modelo m4és realista, podemos suponer que la funcién de utilidad es una
funcién en que a mayor riqueza corresponde mayor utilidad, Ademas, se ha observado
que para muchos tomadores de decisiones, cada incremento del mismo tamano en la
riqueza, corresponde a un menor incremento en su utilidad mientras mayor sea la
riqueza. Tal funcién de utilidad en economfa, se conoce como la utilidad marginal.
Gréficamente este tipo de funcién de utilidad es del tipo céncava creciente (ver figura
1), cuya propiedad es que la primera derivada de u(w) es positiva y la segunda es

negativa.
En resumen, las consideraciones anteriores nos llevan a utilizar como funcién de

utilidad una funcién v : R — R continua con las siguientes propiedades:
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U(R U Y w-1)

u(X)

Figure 2.1: Comportamiento gréfico de la desigualdad de Jensen

1. 4()>0
2. v (-) <0

Para este tipo de funciones podemos usar la desigualdad de Jensen dada en el

siguiente Teorema:

Teorema 2.3.1 Desigualdad de Jensen. Sea u(w) una funcién creciente de R en R
tal que st u”(w) < 0 y X es una variable aleatoria, entonces E[u(X)| < u[E(X)].

Gréficamente podemos interpretar el Teorema anterior de la siguiente forma: en el
punto de la gréfica donde w = E(X) = p, tomamos la mejor aproximacién lineal de
u(p) dada por

y = u(p) + ' (u)(w - p),

y por la concavidad de la funcién, la grafica queda debajo de la linea tangente y, es
decir, u (w) < y para toda w. Por ultimo si w es reemplazada por X y tomamos la

esperanza de ambos lados de la desigualdad,
Efu(X)] < u[E(X)].

Si aplicamos la desigualdad de Jensen a la ecuacién (2.3.1), como lo hicimos en el

caso lineal, tenemos que

u(w — G) = Elu(w — X)] < u(w — p).
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Debido a que u(w) > 0 y que u(w) es una funcién creciente, tenemos que
w—G<w-—uy,
de donde se desprende finalmente que
G > pu.

La igualdad se da solo si la variable aleatoria X es constante.

En términos econémicos, lo obtenido anteriormente significa que si u(w) es una
funcién céncava y creciente, el tomador de decisiones estard dispuesto a asegurarse
pagando un monto mayor a la pérdida esperada. A un tomador de decisiones con
esta disposicién se le denominara adverso al riesgo. Si G es al menos igual a la prima
establecida por el asegurado hay una oportunidad clara de establecer un contrato de

seguro.
Desde el punto de vista del asegurador la ecuacién para definir el minimo aceptable

H que estarfa dispuesto a cobrar por asumir el riesgo es:

uy (wl) = E[ul(wl + H — X)] (232)

El lado izquierdo corresponde a la utilidad que le otorga disponer de su riqueza wj.El
lado derecho es el valor esperado de la utilidad que obtiene de cobrar la prima H y
pagar la cantidad aleatoria X. Cuando la igualdad se cumple, la ecuacién nos dice que
el asegurador es indiferente entre su posicién actual o proveer el seguro de X por una
prima de H. Usando la desigualdad de Jensen obtenemos:

w (w1) = Elug(w1 + H—-X)| <uy(wy + H —p),

y con el mismo razonamiento que para el asegurado, H > p. Si la G del asegurado es
tal que G > H > pu, es posible una péliza de seguros aceptable para ambas partes.
Para efectos précticos, vamos a ver aquf las ventajas de trabajar con una funcién

de utilidad exponencial
w(w) = —e™ a > 0.
Primero vemos que
u'(w) = ae™ ™ > 0,
" = 2 _—ow
u'(w) = —a‘e < 0.

En segundo lugar,
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E(w(X)] = E[~e™*¥] = ~Mx(~a),

que es la funcién generatriz de momentos con t = —a multiplicada por —1.
En tercer lugar, las primas no dependen en la riqueza del tomador de decisiones.

Esto se verifica sustituyendo la funcién de utilidad exponencial en (2.3.1). Esto es,

_e—a{w—G) — E[___e—a(w—X)]
e*¢ = Mx(a)
o - In M x (o:)1
o

que no depende de w.
La verificacién para el asegurador en este caso particular, se hace en la ecuacién

(2.3.2) con oy

—ewW1  _— E[_e—al(w1+H—X)]
_eMw1 _e—al(wl—i-H)MX(al)
H — In Mx (1)
(03]

Ejemplo 2.3.2 Supdngase que el tomador de decisiones usa una funcién de utili-
dad dada por u(w) = —e™>". Ademds, el tomador de decisiones tiene dos proyectos
econdmicos aleatorios disponibles. El resultado del primero, denotado por X, tiene
distribucién N (5,2), y el sequndo, denotado por Y, se distribuye N (6,2.5). ;Que
proyecto preferird?

Solucién 2.3.3 Los valores esperados de la utilidad de cada uno de los proyectos, son:

Efu(X)] = E [-e~5X] = —Mx (-5) = o]

Eu(Y)=E [—6_5y] =—My (-5) = _e[—5(6)+5‘_¥1] o125

Por lo que

Eu(X)]=-1>E[u(Y) = -,

y se prefiere la distribucion de X sobre la de Y.

Es importante notar aquf que, aunque E[X] =5 < 6 = E[Y] se prefiri6 la distribu-
cién de Y debido al efecto de la funcién de utilidad especifica. Al usar el principio del
valor esperado para discriminar entre las distribuciones, estamos presuponiendo que
el tomador de decisiones es adverso al riesgo.
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Otra familia de funciones de utilidad, es la de potencias fraccionarias, dada por:
u(w) =w’; w>0y 0<y<1.

que cumple:
u' (w) = yw?™! >0

W' (w)y=y(y-1)w"2<0.

En esta familia, las primas dependen de la riqueza del tomador de decisiones de
una manera que puede ser muy realista en muchos casos.
La familia de las funciones de utilidad cuadraticas es:

u(w) = w — aw?, w< (20)7' a >0,

con
v (w)=1-20w>0 cuando w < (2a)7",

v (w) = —2a < 0.

Este tipo de funciones presenta el problema de que la prima depende de la riqueza del
asegurado y, a diferencia de las anteriores, en la mayorfa de los casos es poco realista.
El problema es que con la misma distribucién, a una mayor riqueza le corresponde un
mayor cargo en la prima, contraviniendo el hecho de que si esto sucede es mas viable
que el tomador de decisiones asuma el riesgo él mismo. Consecuentemente este tipo
de funciones no serdn consideradas por tomadores de decisiones para los que asumir

el riesgo por cuenta propia sea menos preferible mientras mayor sea su riqueza.

Ejemplo 2.3.4 La probabilidad de que una propiedad no sea danada en el siguiente
pertodo es de 0.75. La funcion de densidad de la pérdida esta dada por:

f (z) = 0.25 [0.01e~%01] z>0

El duerio de la propiedad tiene una funcion de utilidad dada por:

u (w) = —e 0005w

Calcular la pérdida esperada y la prima mdzima que el propietario pagard.

Solucidén 2.3.5 La pérdida esperada esta dada por

oo

E[X]=0.75(0) + 0.25/:.: (0.01e7001%) 4z = 25,
0
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y aplicando la ecuacién para el asegurado (2.3.1) obtenemos:
oo
u(w—G) = 0.75u (w) +/u(w —z) f (z) dz,
0

de donde
G = 44.63;

por lo que el tomador de decisiones pagard hasta 44.63-25=19.63 por encima de su

pérdida esperada para comprar el seguro.

2.4 Seguro 6ptimo para un periodo (Prueba de Arrow)

Para terminar este capitulo, veremos una prueba para determinar qué tipo de pdliza
le conviene comprar a un asegurado para maximizar su utilidad esperada, en el caso
en que el seguro aplica sélo por un perfodo.

El tomador de decisiones se enfrenta al problema de comprar un seguro en el que
la cantidad que recibird por un reclamo correspondiente a un dano z, es de I (z) pesos,
con 0 < I(z) < z. La desigualdad anterior se impone para evitar que el asegurado
sea motivado a incurrir en la pérdida y cobrar el seguro. Suponemos que el asegurado
puede comprar cualquier tipo de péliza en la que el monto que reciba por un reclamo
no exceda al monto esperado del dafio, es decir, que E [I (X)] < E [X]. Supondremos
ademds que el tomador de decisiones ha fijado el monto, denotado por P, a pagar por
asegurarse.

La pregunta es, jcudl péliza de la clases de pélizas viables deberd ser comprada
para maximizar la utilidad esperada del tomador de decisiones en un perfodo?

Una subclase de la clase de pélizas viables es la de deducible d fijo, definida como:

0 z<d
Id(:r)z{ g ang (2.4.3)

Este tipo de pélizas a menudo se denominan seguro de ezceso de pérdida o stop loss,

porque el pago del reclamo no se hace hasta que la pérdida exceda el monto del

deducible d.
En esta seccién vamos a considerar que la prima P es igual a los reclamos esperados,

por lo que:

P=[(z—d f(z)da
/
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Lema 2.4.1 Sivu” (w) < 0, entonces
u(w) —u(z) < (w-2)d(2).

Demostracion. Como se ve en la figura 1, la linea tangente a u(w) en el punto

[wo, u (wo)] tiene la ecuacion
y —u(wo) = v’ (wo) (w — wo),

y estd por encima de la funcion u(w), excepto en el punto de tangencia. De alli se
tiene la desigualdad
u(w) — u(wp) < (w—wp) v (wp) .

El mismo argumento puede repetirse para cualquier valor z. m

Teorema 2.4.2 Si un tomador de decisiones

® liene una riqueza w;

e es adverso al Tiesgo, es decir, la funcion de utilidad de la riqueza es tal que
o (w) >0 yu” (w) <0

e enfrenta una pérdida aleatoria X;

e gastard un monto P en un sequro, donde 0 < P < E[X] = p.

Y si el asegurador

e ofrece las pdlizas viables cuyo monto por un reclamo z es I (z), con0 < I (z) < z,

e ofrece la compra de una pdliza por el monto de la pérdida esperada, E [I (X)];
entonces la utilidad esperada del tomador de decisiones serd mdzima comprando

una pdliza de seguros que, por un reclamo z, pague la cantidad

0 z<d*
Id'(x)z{x—d* wsgr

donde d* es la solucion de
o0
P—/.(:r:ud)f(x)d:tz[}.
d

Demostracién. Por el lema anterior, se tiene que

u(w—z+I(z)—P)—u(w—x+ I (z) = P) < [I (z) — Iy~ (z)] ' (w — d* = P).
(2.4.4)

Ademss reclamamos si

I (z) = Ipe (2)] 4 (w— 2 + Ig () — P) < [I (z) — Iyo (2)] v/ (w—d* — P). (2.4.5)
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Para establecer la tiltima desigualdad, se deben contemplar tres casos:

Caso I. Iy» (z) =1 (z).

Aquf la igualdad se satisface con 0 de ambos lados.

Caso II. I+ (z) > I ().

En este caso Ig- (z) > 0 y de (2.4.3), d* = z — I4- (z) .Por lo que la igualdad se
satisface con los dos valores iguales a [I (z) — Iy- (z)] v/ (w — d* — P).

Caso IIL. Ig (z) < I ().

En este caso I (z) — I+ (z) > 0.De (2.4.3) obtenemos I+ (z) —z > —d*, e Iy () —
z—P>—-d*—-P.

Por lo cual,

v (w—z+ Iz (z) —P)<u(w—d*—P).

Debido a que la segunda derivada de u (z)es negativa y u’ (z)es una funcién decreciente.

Por lo tanto, en cada caso,
[ (z) = I (z)] ¥ (w — 2+ Ige () — P) < [ (z) — Ig+ (2)] o (w — d* — P),

estableciendo la desigualdad 2.4.5.
Ahora, combinando las desigualdades 2.4.4 y 2.4.5, y tomando esperanza, tenemos

Eu(w—X+I(X)-P)-FElu(w—-X+ Iz (X)— P)]
< E[I(X)-Ip(X)v(w—d*—P)=(P—-P)u(w—d*—P)=0,
por lo que,
Eu(w—X+I(X)-P)<Eu(w-X+1Is (X) - P)],
es decir, la utilidad esperada serd méxima seleccionando Iy« (), la péliza stop-loss. m

En el siguiente ejemplo se hace uso del deducible para determinar la prima méxima

a pagar, usando el principio del valor esperado.

Ejemplo 2.4.3 La probabilidad de que un auto no sufra siniestros por robo (total o
parcial) en el prézimo ano es de .99. La funcion de densidad de la pérdida esta dada
por:

fx (z) =0.01 [0.15&‘0'””] z > 0 (en miles de pesos).
El propietario del auto tiene una funcién de utilidad dada por

u(w) — _e—0.0Sw‘

Un asegurador ofrece al propietario un sequro que le pagard cualquier pérdida que pueda
sufrir el auto el prézimo ano por concepto de robo (total o parcial) siempre y cuando
exceda de 1 (mil pesos).

Calcula la mdzima cantidad que el propietario del coche estard dispuesto a pagar

como prima, para adquirir un seguro con las caracteristicas mencionadas
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Solucion 2.4.4 La utilidad por asegurar se plantea como sigue

0.99u (w — G) +0.01 ,:fu(w—X—G)fx (m)d:c+/u(w—G)fX (:t:)dm}

0

Il

1 oo
—0.998_0'05('”—6) _ .0000156—0,05{7.0—0) [/8—0‘05(:&']8-—-0151:(12: + '/eo.lﬁmdz}
0 1

e~0-05(w=C) (.99 — .0000142743873 — .000086079764]
—0.9901003452¢ ~0-05(w=6),

y por asumir él solo el riesgo

o0

0.99u (w) + 0.01/1;. (w—X) fx (z)dz
0

= —0.99¢7%05% _ 000015¢ 005w / e0.05(=2) ,—0.15z 4.
0

= ¢ 00 [_0.99 —.00015]
= —.99015¢~00%

Ast que la solucion resulta de igualar las dos funciones anteriores y despejar G.

G = .00100299.



Capitulo 3

Los procesos de decisién

Markovianos

3.1 Introduccién

Un problema de control 6ptimo consta de tres partes: un modelo matemético del
sistema dindmico que se analiza, un conjunto de politicas o estrategias que es posible
aplicar por un agente o tomador de decisiones y uno o més criterios de optimalidad
para evaluar el efecto de las distintas politicas. En la seccién 3.2 de este capiftulo
se expondrédn estos tres elementos bésicos para un modelo de decisién secuencial que
evoluciona como se explicé en la seccién 1.2. Debemos senalar que en esta breve
exposicién nos restringiremos a las estructuras mateméticas que requeriremos para el
andlisis y solucién de los problemas de seguros que nos proponemos analizar. En las
secciones 3.3 y 3.4 abordaremos una de las técnicas que se emplean para resolver un
problema de decisién Markoviano, es decir, una técnica para encontrar una politica
6ptima, técnica que ademss nos permite calcular el valor esperado de la recompensa
que se obtendrfa al aplicar dicha politica. Se trata del método de iteracién de valores
que serd abordado para problemas que se observan en un nimero finito de épocas de
decisi6n en la seccién 3.3 y para problemas con un horizonte de planeacién infinito en

la seccién 3.4.

3.2 Problemas de decisién Markovianos

3.2.1 Modelo matemdtico de un sistema aleatorio a tiempo discreto

El modelo del sistema se encuentra formado por los siguientes elementos:
T : El conjunto de épocas de decisién, el cual consideraremos discreto, es decir,

27
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finito o numerable. Los elementos de este conjunto son los momentos en que el tomador
de decisiones observa el estado en que se encuentra el sistema. Si este conjunto es finito,
diremos que le modelo tiene horizonte de planeacién finito; en otro caso, hablaremos
de horizonte infinito. Los intervalos de tiempo que se forman entre dos épocas de
decisién seran llamados perfodos o etapas, y los supondremos de igual tamano.

X : El conjunto de estados en los que puede encontrarse el sistema al ser observado.
En este trabajo, los conjuntos de estados serdn conjuntos discretos o subconjuntos
compactos de un espacio Euclidiano.

A : El conjunto de acciones o controles que contiene las decisiones que se pueden
tomar para afectar la evolucién del sistema. Este conjunto también puede ser numer-
able o un subconjunto compacto de un espacio Euclidiano. No todas las acciones o
controles son viables en todos los estados. Por ello, para cada estado x consideraremos
un subconjunto de A, denotado por A; o A(z), que representa las acciones viables

cuando el sistema se encuentra en el estado z. De esta manera,

A= | A,

zeX

pt(@t+1 |ze,a¢ ) : Una probabilidad de transicién que indica la probabilidad de que
el sistema llegue al estado z;4; dado que en la etapa anterior estaba en el estado z; y
que el tomador de decisiones eligi6 la accién a;.

r¢(a,z) : Una funcién recompensa que depende del estado en que se encuentra el
sistema y de la accién elegida. Si esta funcién es negativa, se considera que se incurrié
en un gasto en lugar de obtener una recompensa.

La quinteta formada por los elementos anteriores, es decir:

{T,X,A,r(x,a),p(- |z,a)},

es el modelo matemaético de un sistema dindmico aleatorio a tiempo discreto del tipo
que nos interesa estudiar en este trabajo.

Algunas precisiones finales.

1. En cada uno de los espacios de estados y de acciones, se define una o—4lgebra.
Supondremos que ésta siempre es la c—4lgebra de Borel (que en caso de que los

espacios sean discretos, se reduce al conjunto potencia). Estas c—4lgebras seran
denotadas por B (X) y B (4).

2. Para facilitar la referencia a las parejas de estados y acciones que son viables, se

acostumbra denotar este conjunto por

K={(z,a)|lz€ X,a€ A, }.
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De esta manera, la funcién recompensa es una funcién r; : K — R y la prob-
abilidad de transicién estd condicionada por la ocurrencia de alguna pareja en

K.

3. En algunos modelos se encuentra que la recompensa, no sélo depende del estado
en que se encuentra el sistema y de la accién que se elige, sino también del estado
al que el sistema llegard en la siguiente época de decisién, es decir, se trata de

una funcién
r,: Kx X - R donde 7 (z¢,a,z¢41) € R.

Para los célculos posteriores, en estos casos tomamos la recompensa esperada
dada por
ri(z,a) =) r(z,0,)p(j | z,0).
JEX
4. Cuando el horizonte de planeacién es finito, en t = N no se elige ya ninguna
accién de manera que la recompensa terminal es una funcién exclusivamente del
dltimo estado al que llega el sistema 7y (zy)

3.2.2 Politicas de control

Una politica o estrategia es una manera de asignar acciones en cada época de decisién,
para cada estado posible del sistema. Cada politica estd formada por una coleccién de
funciones d;, ds, ...d:, . . . donde d; indica la forma de elegir una accién en un momento
particular de observacién del sistema: el momento ¢. Estas funciones se conocen como

funciones de decision y pueden ser de diferentes tipos:

1. Si la regla sélo toma en cuenta el estado en que se encuentra el sistema en el
momento de observacién, tendremos una regla Markoviana. Cuando se elige una
accién con certeza se habla de una regla determinista. Reuniendo las dos condi-
ciones anteriores tenemos una regla Markoviana y determinista que se describe

a través de una funcién del conjunto de estados al conjunto de acciones, es decir:
dy: X — A, sujeta a la restriccién d(z) € A;.
El conjunto de tales reglas de decisién sera denotado por DMP.

2. Cuando la funcién no determina una accién para cada estado sino una distribu-
ci6én de probabilidad sobre el conjunto de acciones viables, tenemos una regla
de decisién Markoviana y aleatoria. Denotando el espacio de distribuciones de

probabilidad en el conjunto A por P(A), tenemos:

dy: X - P(A) donde d;(z)=gqq, (a) con ac€ A,
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siendo gy, (1) un elemento de P(A). Al conjunto de estas reglas de decisién lo

denotaremos por DM~

3. Cuando la regla de decisién depende de la historia de estados y acciones ocurridos
con anterioridad se dice que se trata de una regla dependiente de la historia.
Denotamos la historia hasta el tiempo ¢t como hy; = (z1,ay,...,Ti-1,a1-1,Zt)
que a veces también se escribe recursivamente usando la historia hasta el tiempo
t—1 como h; = (hy—1,at—1, x¢). El conjunto de todas las historias hasta el tiempo
t se denota por H;. Entonces, una regla dependiente de la historia y determinista

estd dada por:
dy : H. — A sujeta a la restriccién d; (h) € Ag,.
El conjunto de estas reglas ser4 denotado por DAP.

4. Una regla de decisién dependiente de la historia y aleatoria es una funcién que va
del conjunto de historias al conjunto de distribuciones de probabilidad, es decir,

dy: H — P(A) dada por d;(ht) =qq,(a) con a€ Ag,.
Usaremos DfR para designar al conjunto de estar reglas.

Las recompensas y las probabilidades de transicién se convierten en funciones de
x o h; una vez que se ha determinado una regla de decisi6n.

En un modelo con horizonte finito que tenga N épocas de decisién, una politica
es de la forma 7 = (d;,...,dy—1). Para horizonte infinito tendremos una sucesién
infinita de reglas de decisién 7 = (d;,d2, ds, .. .).

Si las reglas de decisién son Markovianas y deterministas, la politica correspondi-
ente lleva el mismo nombre. El conjunto de tales politicas serd denotado por ITMP.
Andlogamente para los casos Markoviano y aleatorio (l'[Mr R) , dependiente de la his-
toria y determinista (HHD) y dependiente de la historia y aleatorio (HHR) :

Hay un tipo particular de politicas que serdn de mucha utilidad, llamadas politicas
estacionarias, en las que usamos la misma regla de decisién en todas las épocas, es
decir, m = (d,d,...). Para modelos de horizonte finito, las politicas estacionarias se
denotan por m = dV~! y en el caso infinito por m = d*®. Denotamos ITS? el conjunto
de politicas estacionarias determinista y II°® el conjunto de politicas estacionarias
aleatorizadas.

Evidentemente, las politicas mds generales son las dependientes de la historia y
aleatorias y las mds particulares son las estacionarias y deterministas. Cuando no
haya lugar a confusiones, usaremos simplemente I para denotar el conjunto IT# que
relne a todas las politicas posibles (los otros conjuntos de politicas estdn contenidos
en éste ultimo). De igual manera, usaremos el simbolo D; para referirnos a DR,
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Ejemplo 3.2.1 Para ejemplificar ahora los distintos tipos de reglas de decisién, asumamos

que el conjunto de épocas de decision es
T=11,2,3}.

donde tomamos decisiones en las épocas de decision 1 y 2, y representamos a estas
politicas por 7 = (d{",dé") scon K=MD MR,HD, o HR. Asumamos también que

X ={0,1,2,3},

y recordando que el valor mdzimo de a € A, es 3—z,tenemos como una politica posible
en el caso K = M D:

En la época de decisidn 1

d'P (0) =2
PR (1) =2
a'’P@2)=1]
d¥P @3 =0
En la época de decision 2
dMP(0) =1
d¥P (1) =0
a'?(2)=0
d}P(3) =0

Si K = MR, las probabilidades para las decisiones son:
En la época de decision 1

QgMR(z) (@)

94MR(g) (0) GaMR(z) (1) GaMR () (2) QaMR(z) (3)
1

o~ 8

Ll [ (7S] (1T RS
b N [ (FCITYCY ey
X I X | O &=

XX | X e

En la época de decisién 2

) (a)

&
g
380

H

daptr(z) (0) | Gaprnee) (1) | dasri) (2) | qaprnes) (3)
2 1 1

Wi~ R
=2l el fenl—

X o= © fou

X | X |wirojou

X | X | X |
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Si K = HD, una politica posible es:

En la época de decision 1, como la historia solo depende del estado anterior, pode-

mos poner la misma tabla que en el caso Markoviano

dfP(0) = 2
di’? (1) =2
diP(2) =1 |
dii?(3)=0
En la época de decision 2 y con base en la tabla anterior tenemos
(z,a) | &P (z,a,0) | dFP (z,a,1) | P (z,4q,2) | d2P (z,4q,3)
(0,2) | 3 2 0 X
(1,2) | X 1 0 0
2,1y | x 1 0 0
(3,0) | x 1 1 0
Si K = HR,

En la época de decision 1, como la historia solo depende del estado anterior, pode-

mos poner la misma tabla que en el caso Markoviano

qd{”‘(x) (ﬂ‘)

T | 4atinG) () | datire) (9) | datir) (3) | danr) (@)

0| 3 i i i

1 % % 0 X

2 % % X %

3 1 X - X

En la época de decision 2

(,0) | QaBR(z0,0) (0) | 9atR(za,0) (1) | QatiR(z,0,0) (2) | Qatr(z,a0) (3)
(0,0) | 0 3 : 0
(0,1) | & : 0 0
0,2) | 3 1 : 0
(0,3) | x X X X
(lv 0) 211_ 4l % %
(L1) | 5 : : 0
(1,2) | x X X X
(2,0) | 3 0 : 0
(2,1) | x X X X
(3,0) | x X X X
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(z,0) | 4R ,a1) (0) | datir@an) () | daiR@ay) (2) | 9atREan) (3)
(0,0) | x X X X
0,1) [0 I : -
0,2) | 3 3 i x
0,3) | 3 i 3 X
(1,0) | 1 i ; x
(1L,1) | 4 B 0 X
(1,2) [0 i i X
(2,0) |1 0 0 X
(2,1) |0 1 0 X
(3,0) | 0 0 1 X
(%,0) | 948R(z,02) (0) | daiRza2) (1) | GaBR(02) (2) | 94HR(02) (3)
(0,0) | x X X

0,1) | x X X X
0,2) | 4 X X
(0,3) % % X X
(1,0) | x X X X
(1,1) | 1 : X X
(L,2) | 4 ;i X X
(2,0) | 1 0 X X
(2,1) | 0 1 X X
(3,0) | 0 1 X X
(z,0) | 9atir(,a3) (0) | 9aR(z,a3) (1) | da#R@03) (2) | QatiR(za3) (3)
(0,0) | x X X )
(0,1) | x X X X
(0,2) | x X X X
(0,3) |1 X X X
(1,0) | x X X X
(1,1) | x X X X
(L,2) |1 X " X
(2,0) | x X X X
(2,1) |1 X X X
(3,0) |1 X X X
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3.2.3 Ciriterios de optimalidad

Nuestro propésito en esta seccién es presentar distintas funciones que nos permitan
evaluar el efecto de aplicar una u otra politica. Es decir, se trata de definir criterios
que nos permitirdn establecer con claridad qué es lo que el tomador de decisiones
considera un "buen funcionamiento” del sistema y buscar politicas 6ptimas de acuerdo
a ese criterio.

Antes de que el sistema empiece a evolucionar, los estados y las acciones son
variables aleatorias y las funciones recompensa 7;(z,a) también lo son. Entonces
los criterios de optimalidad estardn definidos en términos de funciones de los valores
esperados de la sucesién de recompensas que se genera al aplicar una u otra politica.
A estas funciones se les conoce como fndices de funcionamiento.

Inicialmente requerimos analizar en qué espacio de probabilidad se ubican las suce-
siones de estados y acciones y, en consecuencia, las sucesiones de recompensas, para
después hablar del operador esperanza correspondiente.

Procesos estocasticos

Para empezar, incluimos la definicién de un proceso estocéstico:

Definicién 3.2.2 Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {Y; : t > 0}
definidas sobre el mismo espacio muestral §2. Si el proceso es a tiempo discreto, se trata

de una sucesion de variables aleatorias {Y; : t € N}.

Es posible interpretar los valores que toma cada una de las variables como los
estados en que se encuentra un sistema dindmico cuya evolucién es aleatoria. Es decir,
Y; = z significa que al tiempo ¢ el sistema se encuentra en el estado z. Cuando el
conjunto de estados es a lo méds numerable, hablamos de una cadena estocédstica. La
transicién a un nuevo estado j que serd observado al tiempo k + 1 sigue una ley de
probabilidad dada por

PrlYipi=j|li=2,Y2=25,.. Vi = 2],

que se conoce como probabilidad de transicién. Cuando la transicién a un nuevo estado

depende de la historia ocurrida sélo a través del tltimo estado, es decir, cuando
Prippi=j| Y=o, Ya=u,.. Y% =a =Pr V=3 Y ==,

diremos que la cadena es de Markov.
Nétese que, a diferencia de los modelos de decisién secuencial, en este caso la

evolucién del sistema no estd afectada por la accién de un agente externo sino que las
probabilidades de transicién dependen sélo de cuél fue el estado anterior.
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Procesos estocdsticos inducidos por un modelo de decisién secuencial

Para cada politica 7 € II denotamos por X; la variable aleatoria que indica el estado del
sistema al tiempo ¢ y por Y; la variable aleatoria que indica la accién elegida al tiempo
t. Estas variables aleatorias generan los procesos estocésticos {X;}, {Y;}. Veamos
cémo es el espacio de probabilidad donde estdn definidos estos procesos estocdsticos.

Como primer elemento tenemos el espacio muestral 2. Al considerar la evolu-
cién del sistema a lo largo de un horizonte finito, se genera un vector aleatorio
(X1, 1, X2, Yo, ..., Xn_1,YNv-1,Xn). En este caso el espacio muestral estard dado
por Q=X xAx...x X = (X xA)N-! x X. Para un modelo de horizonte infinito el
vector aleatorio es (X1,Y1,X2,Y2,...)dedonde Q =X x A x ... = (X x A)®.

Un elemento del espacio muestral w € 2 es de la forma w = (z;, a1, z2,a2, ..., TN)
con N < 00; w representa una posible evolucién del sistema y la llamaremos trayectoria

muestral. De acuerdo a la definicién de las variables X; y Y; tenemos:

Xg(w) = It
Y;(w) = a;.

El segundo elemento corresponde al espacio de eventos o a la c—élgebra de con-
juntos de €2, donde cada evento es un subconjunto de 2. Recordemos que en X se
tiene la 0— édlgebra B(X) y en A, B(A). Es posible construir la o— 4lgebra producto

A en 2 usando lo siguiente:

Definicién 3.2.3 Para cada j = 1,2, ....., sea (25, A;) un espacio medible. Sea 2 =

o0

[12, el conjunto de todas las sucesiones (wy,ws, ....) tal que w; € Q;, j=1,2,.... Un
j=1

recténgulo en §2 es un conjunto B™ = A; x Az X ... X Ay, donde Aj C 27 para cada

j=12,,....,n. De este rectdngulo definimos
Bp,={weQ: (wi,...,wn) € B*}.

El conjunto B, es llamado el cilindro con base B™; el cilindro es medible si el

T
rectdngulo lo es , i.e., si B € [[.A;. La més pequena o—algebra que contiene a

i=1
los)

los cilindros medibles se llama la o—dlgebra producto y la escribiremos como [] A;.
j=1

mn
Aunque se use la notacién [].A;, esto no significa el producto cartesiano de las A;. El
i=1
producto cartesiano es el conjunto de los rectdngulos medibles, mientras la o —4lgebra

producto es la mfnima o—4&lgebra que contiene a los rectdngulos medibles.
La o—4lgebra A de (2 en nuestro modelo, es la o—4lgebra producto B (X) x
B(A):--x B(A) x B(X) en el caso de horizonte finito.
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Como tercer elemento estd la medida de probabilidad. Hemos hablado del proceso
de estados {X;} y del proceso de acciones {Y;}. Definiremos ahora el proceso de

historias {Z,} dado por
Zy(w)==z1 y Zi(w)=(z1,01,...,T0-1,0-1,T1),

para cada trayectoria muestral w € 2. Dada una polftica arbitraria m, es posible
construir una medida de probabilidad P™ sobre el espacio medible (£2,.4) de tal forma

que para toda xz € X

PH[X]_ = x]_] = 1,
P Yi=aiZs =h)] = q4,(n(a),
Pﬂ[Xt+1 =J |Zf. = (ht—laa't—lamt)a ;= Gt] = Pt(j l Ty, Qy).

La existencia y unicidad de esta medida est4 garantizada por el Teorema de Ionescu
Tulcea (Ash, p. 109) que no incluimos en este trabajo por que excede los lfmites

tedricos del mismo.
Con esta medida de probabilidad P™, la probabilidad de obtener una trayectoria

muestral w = (z1,a1,...,2y) al aplicar la politica m € II, estd dada por:

P'(w) = qiy(zy)(01) Pr(22 | h1,01) Qay(ny)(@2) P2(z3 | h2,a2)  (3.2.1)

"+ Qdn_y(hn-1)(@aN-1) PN-1(ZN | AN-1,aN-1)-

A esa misma trayectoria muestral le corresponde una sucesién de recompensas
{ri(z1,a1),....rN-1(ZN-1,an-1),7N(ZN)}. Denotemos por Ry = r4(X},Y:) la recom-
pensa obtenida en el periodo ¢t < N, y por Ry = ry (Xn) la recompensa terminal.
Sea R = (Ry,..., Rny) una sucesién de recompensas y sea R el conjunto de todas las

posibles sucesiones de recompensas.
Una politica 7 nos lleva a una distribucién de probabilidad Pg(-) en R de tal forma

que la probabilidad de que las recompensas tomen los valores p,, ps, ..., py €5

P;(plsp%“-nof\f)
= P"[{(z1,01,....,2N) | (ri(z1,01), ..., 'N—1(ZN-1,an-1), TN (ZN)) = (P1, P2, - PN) }]-

Sea W una variable aleatoria definida en (€, A, P™). Definimos el valor esperado

de W cuando se aplica una politica m como:

E"{W}=) WwP {w}=) wP {w:W(w)=w}.

wef) weR
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Denotamos la esperanza condicional dado que el estado inicial es z por

Ef{W}=) 2P(W=z| X, =1),

zeR

v la esperanza dado que la historia hasta el tiempo t es h; por

Ef, (W)=Y 2PW=2z|2Z =h].
Observacién 3.2.4 (a) St W es funcion de x4, a4, ...,an—1,ZN; y by € Hy entonces
E;(W(X, Y, ..., XN-1,YN)) = Z W(zy, at,...,an, zN) P (at, Te41, - aT—1,ZN | Tt);
(b) St v es una funcion de x4y, entonces

Ef(v(zes1 | b)) =D v(@)pe (y | o1, ds (he)) - (3.2.2)
yeS
Si W es una variable aleatoria absolutamente continua, estos valores esperados se

calculan con integrales en vez de sumas.

Comparacién de vectores aleatorios

Como requeriremos evaluar el efecto de distintas politicas, necesitamos definir orde-
namientos estocésticos entre variables aleatorias para poder decir cual politica prefer-
imos. Decimos que la variable aleatoria U es estocédsticamente mayor que la variable

aleatoria V si
PV >t < P(U 1),
para toda t € R. Si P! y P? son dos distribuciones de probabilidad en el mismo espacio

de probabilidad, entonces P! es estocdsticamente mayor que P? si
P?[(t,00)] < P[(t,00)],

para toda t < oo.
En cuanto a vectores aleatorios, se han propuesto muchas generalizaciones, de

las cuales, la mds adecuada es la siguiente. Decimos que el vector aleatorio U =

(Uh, ..., Uy) es estocdsticamente mayor que el vector V = (3, ..., Vy,) si
E[f (Vlv weey vﬂ)] S E[.f (UIJ weey Un)] ’

para toda f : R* — R, para la cual la esperanza exista y que preserve un orden
parcial en R™ (es decir, que si v; < u; para i = 1,2,..., N, entonces f(V3,...,V,) <
f(Ulr LSl Uﬂ))'
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Proposicién 3.2.5 Supongamos que U = (Uy,...,Up) y 'V = (W1, ..., Vn) son vectores
aleatorios tales que P (Vy > t) < P(Uy > t) para todat € R; y para j = 2,...,N st se
cumple que vi < u; para it =1,...,5 — 1, entonces

PlV;>t [ Vi=v,..,.Vici=2v4] SPU; >t | Uy =w, ..., Uj—1 = uj].

En este caso diremos que U es estocdsticamente mayor que V. Ademds, para cualquier

funcién g : R — R no decreciente.
Eg(V3) i = v, ..., Vi1 =vj1] < E[g(U;) > t|Uh = w, ..., Uj—1 = uj1].

La dificultad de usar un ordenamiento estocéstico para comparar politicas es que

para que el tomador de decisiones prefiera 7 a v, se debe cumplir la desigualdad
E™ [ (Rty -, Bn)) > E” (£ (Ri, ., )] (3.23)

para una clase muy grande de funciones f, muchas de las cuales no reflejan la actitud
del tomador de decisiones frente al riesgo. La teorfa de utilidad brinda una alternativa
para comparar politicas Como habfamos mencionado, la utilidad que denotaremos
por u(-), es una funcién de valores reales que refleja las preferencias del tomador de
decisiones en un conjunto dado. Para funciones de utilidad lineales y aditivas (es
decir, u(ay,...,a,) = E:;l(q) es facil verificar que se cumple la desigualdad (3.2.3) a
diferencia de otro tipo de funciones. Si el tomador de decisiones no prefiere v sobre w,
entonces u (v) < u(w), y si es indiferente, entonces u (v) = u (w).

Para un vector aleatorio discreto Y, la utilidad esperada sobre el conjunto de pref-
erencias W, esta dada por

E@(Y))= Y u(y) P[Y =4y,

yeW

y para un vector aleatorio absolutamente continuo

E(u(Y)) = /w u(y) dF (y).

En un proceso de decisién Markoviano con espacio de estados discreto, la utilidad

esperada al aplicar la politica 7 se puede representar como

E'wBl= Y w(p1,s0n) Pr{(p1,-1Pn)},
(P1ssPn)ER
donde R representa el conjunto de realizaciones de la sucesién de recompensas.
Bajo el criterio de utilidad esperada, el tomador de decisiones prefiere la politica

7 a la polftica v si

E™ [u(Ry, ... Rn)] > E¥ [u(Ry, ..., Rn)] -
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Los indices de funcionamiento

De lo anterior se desprende que los célculos se reducen si la funcién utilidad es lineal.
Esta es la razén por la cual los fndices de funcionamiento més comiinmente usados son
precisamente de este tipo. A continuacién describimos los tres tipos de indices que con
mayor frecuencia se encuentran en la literatura sobre proceso de decisién Markovianos:

Recompensa total esperada Para horizonte finito se define

N-1
vy (z) = E7 { Y n(X, Vi) + TN(XN)} :

t=1
donde z es el estado inicial y ry es la recompensa terminal.
Para horizonte infinito la definicién serd

Uw(fB) — .E;r {Z 'T't(Xt, K)} .

t=1
El principal problema al trabajar con este {ndice es que es muy facil que la serie

sea divergente. El siguiente indice resuelve mejor este problema.

Recompensa descontada esperada En este indice cada recompensa se multiplica

por una potencia de un factor de descuento A € (0,1).

v (e) = ET {\i X1r(X, m} :

t=1

Como Y A* converge geométricamente, basta con que las recompensas sean acotados
k
para tener un serie convergente.

Este indice se aplica en problemas en donde las recompensas son cantidades mone-
tarias, pues el factor de descuento puede interpretarse como el factor de valor presente
de la recompensa que se obtendrd en un tiempo futuro ¢. Si J representa la tasa

de interés en el mercado, al cabo de un perfodo un capital D se transformard en

1 1
C =(1446)D de donde D = (1_4—5) C. Asi A = 133 % el factor por el que debe-

mos multiplicar C para calcular su valor presente cuando se aplica la tasa de interés
d.
Politicas Optimas

Una politica m* que satisface que

v™ (z) = supv” (z),
well
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es una polftica recompensa—total 6ptima. Andlogamente, una 7* es recompensa—descontada
6ptima si

o (z) = supf (2).
well

Evidentemente, en caso de existir polfticas éptimas, los supremos se convierten en
maéximos. Si no existen polfticas que maximicen el indice de funcionamiento requerido,
es posible trabajar con politicas e—6ptimas, es decir, politicas que difieren del supremo
en menos que un ¢ seleccionado de antemano. Precisemos: una politica 7* es e—6éptima
de acuerdo a cualquier indice de funcionamiento I (z), si satisface la desigualdad

I™ (z) +¢€ > sup I"(z).
well

El problema es entonces encontrar politicas 6ptimas o e-6ptimas y calcular el valor
de la recompensa esperada (total o descontada) que se obtendrfa al aplicar dichas
politicas 6éptimas.

Un problema de control Markoviano consiste de un modelo de control Markoviano
{T,X,A,r(z,a),p(- |z,a)}, y de un indice de funcionamiento. Dado este problema su
resolucién consiste en encontrar una politica bajo la cual el indice de funcionamiento

alcanza su valor 6ptimo.

3.3 Problemas con horizonte finito y el algoritmo de pro-
gramacién dinamica para recompensa descontada.

Encontrar una politica 6ptima para un pfoblema que consta de un solo perfodo, re-
sulta muy sencillo. En este caso, se tendrfa una época de decisién ¢t = 1 en la cual
el sistema estd en un estado = y el agente elige una accién a. En ese momento, se
recibe una recompensa 71 (z,a) y el sistema evoluciona hacia un estado terminal j con
probabilidad:

p(|za).

Asi, si el espacio de estados X es discreto, la recompensa terminal esperada serd

EI[ra(X9)] =Y m()p(j | z,0),
JEX
donde 7 es una politica formada exclusivamente por una regla de decisién, ™ = (d)

que cumple d (z) = a € A;. La recompensa total esperada es entonces

vj (2) =1 (z,0)+ Y r2(i)p( | z,0).
JjeEX
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ry [x,a) '2‘."

1
I }

t=1 t=2

Figure 3.1: Recompensa inicial y final para un sélo perfodo.

Pero si antes de aplicar politica alguna queremos saber cudl es la mejor, buscamos

a* que satisfaga que

r(z,d" () + Y r()p( | z,d" (z) = max | 71 (z,0)+ > r2(f)p( | z,0)
JEX JEX
) (3:3.4)

Al conjunto de acciones que maximizan lo denotamos por

arg max { 71 (2, 6) + Zf’z Gp( |z, a)
JEX

Este conjunto puede estar formado por més de una accién. Si a* estd en el conjunto
anterior, una polftica 6ptima es de la forma 7* = (d) donde d(z) = a*. Como aqui
la historia se reduce al estado inicial z, nuestra politica es dependiente de la histo-
ria y determinista. Cabe la pregunta de si es posible obtener una recompensa total
esperada mayor seleccionando aleatoriamente la accién. Si existe el méximo del lado
derecho de la ecuacién (3.3.4), la recompensa total esperada no se puede mejorar. Para
fundamentar esta afirmacién recordemos que la recompensa total esperada para una
apolitica m € TR est4 dada por

3 q(a) (@0 + Y (el | 2,0)|,

a€A; JEX

donde g4 € P(A) satisface que g4 (a) > 0 para toda accién a € Az y >, qqa(a) = 1. El
mdximo obtenido en (3.3.4) satisface, para toda g4 € P(A),

ggg{n(x,m;m(j)puJz,a)} = 2w g;gg{n(m,a)+§r2(j)p(jw,a)

> Y g |n(za)+) @)@z,

a€As JEX

de donde se desprende que

: eP(A :
JEX 94€P(4) a€A; JEX

;ggf{fz(w,a)w“zrz(j)p(jlm,a) > max { S qi(a) [ri(@a)+ S r ()P | 2,0) }
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En el caso en que el espacio de estados sea un subconjunto compacto de R y la
probabilidad de transicién sea una densidad de transicién, la sumatoria que hemos

usado en las expresiones anteriores deberd sustituirse por la integral

] ra ()P | 7,0) .
X

Para facilitar la exposicién, en lo que sigue de este capitulo consideraremos sélo el
caso de un espacio de estados discreto. Todas las expresiones que obtengamos pueden

facilmente transformarse para el caso de un espacio de estados compacto.

3.3.1 El algoritmo de programacién dindmica

Resolver un problema de decisién Markoviano con N — 1 perfodos (/N épocas de de-
cisién), no es tan sencillo. Dada una politica 7, tenemos una distribucién de proba-
bilidades sobre el conjunto de las historias. Para cada historia hay una sucesién de
recompensas. Antes de que el sisterna empiece a evolucionar, las recompensas son

funciones de las variables aleatorias X; (h¢) y Y; (h¢), de manera que
R=(r(X1,%1), - ,7(Xy-1,YN-1),7(XN))

es un vector aleatorio con una densidad conjunta que se desprende de las distribuciones
de probabilidad de las historias (ver la ecuacién (3.2.1)). Por lo tanto, para calcular
el valor esperado
N-1
vy (z) = EI { Zr;(Xg, Y:) + ?‘N(XN)} ; (3.3.5)
t=1
requerirfamos conocer la probabilidad de que R tome el valor (p;, ps, ... pN) para

cualquier N—ada, es decir, conocer
o (plrp2:“'pN) :Pr[{(:rl,al,...,IN_l,GN_],$N) l'f'(.'lft,ﬂt) =ptst=1=--':N}]1

para cualquier vector (p;, po,...pn) € R”, lo que resulta practicamente imposible.

El algoritmo de programacién dindmica le da la vuelta a este problema aplicando
un mecanismo "de atrds para adelante" que permite transformar un problema de N
perfodos en N problemas de un solo perfodo.

Veamos primero cémo calcular la recompensa total esperada (3.3.5) para una
politica 7 = (di,d2,...,dy_1) dada. La idea es empezar en el tltimo perfodo y

calcular
wy_y (¢) =ry-1(z,dN-1) + Z v ()P | 2, dn-1);
jex

luego, utilizar w},_, (z) como recompensa terminal en el perfodo anterior y calcular

wh_o (z) =rn-2(z,dv_1) + Y wh_, () P( | T, dNv-2),
JjEX
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y asf sucesivamente. Mostraremos que siguiendo este procedimiento, la funcién que se
obtiene en el tltimo paso es precisamente la recompensa total esperada.

El algoritmo de evaluacién de la R.T.E. :

Sea ™ = (d1,dz,...dn_1) una politica determinista histérico-dependiente

1. Tomar como funcién w}; a la recompensa terminal:
wy(hn) = rn(zN),
para cada historia hy que termine en zy, es decir, Ay = (hy—1,an-1,ZN) .

2. Calcular w] (h;) para cada historia h; que termine en z; € X, mediante
wy(he) = re(ze,de (he)) + Z wiyy (he,de (he) , 7) P (5 | ¢, de (he))(3.3.6)
jex
= 1¢(2t,dy (he)) + EF, [wiyq (e, dt (he) , Xean)] - (3.3.7)

3. Sit =1, parar. De otra manera, reemplazar ¢ por t — 1 y regresar al paso 2.

Ahora queremos probar que w] (z) es precisamente la recompensa total esperada

al aplicar la politica 7 dado que el estado inicial es z.

Proposicién 3.3.1 La funcién w] (z) obtenida en algoritmo anterior cumple

N-1
wT (z) = vy (z) = ET { S n(Xe, Ye) + rN(XN)} ; (3.3.8)

t=1
Demostracién. Demostraremos que en cada paso del algoritmo, la funcién wy (h)
que se obtiene, es precisamente la recompensa total esperada al aplicar 7 del tiempo

t en adelante suponiendo que ha ocurrido la historia h¢, es decir,

N-1
wf (he) = EF, [Zrﬂ,(xﬂ,n) - rN(XN)} : (3.3.9)

n=t
Es claro que, si se cumple la igualdad anterior para toda ¢, en particular parat =1 se .

tiene la conclusién deseada.
Probaremos (3.3.9) por induccién hacia atrés: el resultado es obvio para ¢ = N.

Supongamos que se cumple para t+1,t+2,... N. Entonces, usando la expresién (3.3.7)

wf(he) = re(z1,ds (he)) + EF, [wfiy (he, de (Be) , Xe1)]

N-1
= 1y (ze,di (he)) + E}, [E}{m { Z Tn (Xn, Yn) + 7N (XN)H

n=t+1

N-1
r¢ (z,dy (he)) + EF, [ Z Tn (Xn, Yn) + 7N (XN)]

n=t+1

N-1
= Ej, Zf’n(xmyn) T TN(XN)I )

n=t
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donde la iltima igualdad se debe a que el primer sumando puede incluirse en la esper-
anza debido a que al tiempo ¢, el estado x; y la historia h; se conocen. m
Si se quisiera aplicar el algoritmo anterior a una politica aleatorizada en lugar de

una determinista, se deben reemplazar las ecuaciones de la forma (3.3.6) por

wy (he) = Z‘M;(h;) (@) S ri(ze, dt (he)) + Z wiyy (heyde (he), 5)p(J | @, de (he)) ¢,

JEX
y se puede demostrar que también en este caso se cumple la igualdad (3.3.9), es

decir, que se tiene el mismo resultado dado por la proposicién anterior para politicas

aleatorizadas.
Supongamos ahora que queremos determinar la polftica 7* que maximice la rec-

ompensa total esperada.
El algoritmo de programacién dindmica:

1. Se fija t = N y se parte de la condicién inicial
wy (hn) =7n (zN)
para toda historia h)y que termine en zy.
2. Calculamos wy (h¢) para cada historia h; que termine en z; € X, mediante
* e * . .
w} (he) = max ¢ 7¢(z0,0) + Y wiyy (he,a,5)pe (G | 20,0) 3,
aeAzt "
jEX
y elegimos una accién dj (h¢) en el conjunto
Az, = arg max (7 (a,0) +J§ wiyy (heya,§) pe (J | 22, @)

3. Sit =1, paramos. De otra manera, reemplazamos ¢ por t — 1 y regresamos al

paso 2.

Teorema 3.3.2 Si para cadat = N,N —1,...,1, emiste d; € D que a cada estado
x; le asigna una accion en el conjunto de mazimizadores Az,, es decir, tal que

w] (he) = re(@e, df (2) + ) wita(he,a, 5)pe (G | 20, df (20)) V€ X
JEX

Entonces

N-1
(1) wi(z) = Supren vy (%) = supren EX [g ri(ee, ar) + m(m)] .
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(i) La politicam* = {d},d3, ........,dy_,) es dptima, es decir, v}, \(z) = Supep v} A(Z)-

Demostracién. (i) Probaremos que cada una de las funciones w} definidas en el
algoritmo, cumplen la igualdad

N-1
w; (he) = sup Ef, | ) ra(Xa, Ya) +Tn(XN)|
mEe

n=t
es decir,
wi (he) = supwy (he).
well

En tal caso, resulta obvio que se cumplirfa
wi(h1) = wi(z) = sup vy »(z).
well
Primero tenemos que mostrar que w; (h:) es cota superior del conjunto
{wf (h) | m€1I}.

. Sea m = (di,ds,...,dy—1) una politica arbitraria en II. Es claro que wy, (hy) =
rn (zn) = w} (hy) para toda historia hyy que acabe en z . Supongamos que wy (h;) >
wf(h¢) parat+1,...,N — 1, N. Entonces, para t tenemos

wi (he) = max §7e(ze,0) + Y wiyy (heya,9)pe (G | 21,0)
i jeX

v

T (R : g
alélﬁ T (x¢,a) + ;{’wg.{.] (htya,5) pe (4 | x¢,a)
J

> > ) (@) $ e (z,0) + Y wiy (he,a,5) pe (5 | 22, 0)
j€X
= wj (he).
Ahora veamos que es la minima cota superior. Sea € > (. Construyamos una
politica m = (d1,da, ...,dn—1) eligiendo d; (h;) que satisfaga
re(@e, di (he) + ) wiyy (%o, de (he) ,57) pe (5 | @2 do (20)) + € > w] ().
JjeX
Esa politica satisface que
wf (he) = re(e,di (he)) + Y Wiy (20, ds (he) 1 5) Pe (5 | 2, i (21))
JEX
> re(my, dy (he)) + z Wi (@t de (he) ,5) pe (7 | T, de (ze)) = (N —t — 1) ¢
jEX
> wf(h) - (N—t—1)e.
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(ii) Tomemos ahora una politica 7* = {d},d3, ........ ,dj_;). De lo anterior es claro
que, para toda t,
wy (he) = wj (he).

En particular, para t = 1, de donde se desprende la conclusién buscada. m

Observacién 3.3.3 1. El algoritmo de programacién dindmica no sélo conduce a
politicas optimas desde la primera época de decision sino que brinda politicas
que son dptimas aun cuando se inicie el cdlculo en cualquier época de decision
t dado que ha ocurrido cualquiera de las historias que pueden ocurrir hasta ese

momento.

2. La politica optima que se obtiene mediante este algoritmo, es determinista y

Markoviana.

3. Si el espacio de acciones es finito, siempre eristen acciones mazrimizadoras en
cada paso. Si el espacio de acciones es un compacto, se cumple 3.4.1, y las
funciones recompensa son continuas respecto a las acciones, ast como también
las probabilidades de transicion, entonces existe una politica Markoviana deter-
minista que es Optima. FEsto lo vemos de la siguiente manera, como la suma
de dos funciones continuas es continua también, r¢(z¢,a) + 3 ;cx Pt (J | 2¢,0)
es continua respecto a las acciones y como culalquier funcion continua sobre
un compacto, a su vez es un compacto, la expresion anterior también lo es y
por lo tanto esta acotada. Como 0 < 1y (z,a) < M para toda x € X,a €
A, entonces 0 < wy(j) < NM para toda € X , por lo que 1 (x¢,a) +
Sjex w1 ()P | 26,0) < 11 (2,0) + NM $yex e (j | 71,0) para toda o €
X,a€e Ayt=1,2,..., N. Entonces eziste a* tal que r, (m;,a*)+zjex wer1 () pe (7 | x4, 0*)

alcanza el mdzimo.

De las observaciones anteriores, se desprende que podemos escribir el algoritmo de

programacién dindmica de la siguiente manera:
Algoritmo de programacién dindmica Markoviano

1. Se fijat = N y se parte de la condicién inicial
wy (zn) = 7N (ZN),
para cada estado terminal zy.

2. Calculamos wy (z;) para cada estado z; € X, mediante

wy (z¢) = max { e (2e,a) + Zw:+1 () pe (5 | zt,0) 3,
aEAzt jeX
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y elegimos una accién d; (z;) en el conjunto

A;, = arg max { 7 (20,0) + ) wiyy (1) P (7 | 20,0
= JEX
3. Sit = 1, paramos. De otra manera, reemplazamos t por t — 1 y regresamos al

paso 2.

Para ejemplificar el algoritmo retomaremos nuestro ejemplo de inventarios para
N =4.

Ejemplo 3.3.4 Sea k =4, c(u) = 2u,h(u) =u,l(u) =0, M =3, f (u) = 8u,g (u) =
T9 (u) =) Y,

%se‘j=0
pi=¢ 1sij=1
Feij=2

El modelo se interpreta como sigue. El inventario esta limitado a ser de 3 unidades.
Todos los costos y ganancias son lineales. La recompensa o ganancia esperada, cuando
se tienen u = r + a unidades de almacenamiento antes de cualquier pedido, esta dada

por

# F(u)=§f(j)pj+f(U)E}“;upj

0 0

1 ) 0*%-%-8*%:6

2 (0% +8x3+16x;=38
3|0x5+8%3+16%x;+16%x0=28

La recompensa o ganancia después de costos esta dada por

Fu—zsta=0

n(x,a)=F(u)—O(a)—h(u)={ F(u)—(4+2x+3a) sia>0

de tal manera que queda

r¢ (x,a)

I
S)
e
I
L
e
I
S
e
I
)

Wi~ |8
Lo |lom|o|e
o
|
w
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y recordando que

0 si M>j3>z+a
2 (5 | z, ) px:‘;a_j si M>z+a>35>0 1
'ij si M>z+ayj=0
j=z+a
pe(j | z,a)

T+a|j=0)|G=1]|7=2|5=3

0 1 0 0 0

1 3 i 0 0

2 |3 |3 |i |0

3 [0 |3 |5 i

Sea N = 4, entonces,
1.- Se fijat =4 y wj (z¢) =r4(z) =0,2=0,1,2,3.
2.- Como t # 1, continuamos. Fijamost =3y

wj (¢) = max {r (@,0) + }_p (i | 7, 0) wi ()}

= :’IEI?.‘}:{?(:C,G)}, z=0,1,2,3.
Observando los valores de r (z,a) vemos que la accidn que mazrimiza la ganancia

después de costos es

z | wy(z) | A3
0|0 0
1195 0
216 0
3|5 0

3.- Como t # 1 continuamos. Fijamost =2y
wj (@) = max {uj (,0)},
donde, por ejemplo,
w3(0,2) = r(0,2)+p(0]0,2)w3(0)+p(1]0,2)w3 (1) +p(2]0,2) w3 (2) +p(3]0,2)w3(3)
L
4

Las cantidades wj (z,a) ,w3 (z) y A} 5 quedan resumidas en la siguiente tabla, con

= 24 U+%*5+%*6+0*5=2.

x's como acciones inalcanzables

w; (z,a)
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z|la=0]a=1|a=2|a=3 wi‘(:r) ;,2
0o 'E AR -
AEIL 5 £ | = 0
210 2 x x 10 0
9 2,21- X X X 2% 0

4.- Como t # 1 continuamos. Fijamost =1y
wi (z) = max {w] (z,a)}.
i () = max {w] (z,0)}

Las cantidades wi (z,a) ,wi (z) y A7, quedan resumidas en la siguiente tabla,

wy (z,a)
zla=0|a=1]|a=2|a=3|wj(z)| 4],
0j2 |% |% |% |% |3
2 % %1 X X % 0
3 31363 X X 3 21—26; 0

5.- Como t = 1, paramos.
Este algoritmo produce la funcién de recompensa total esperada wj (z) y la politica
dptima 7 = (d} (z),d5 (z),d5 (z)) , tabulada a continuacion.

z | di(z) | dj(2) | dj(z) | wi(2)
0|3 2 0 &
110 0 0 2
2|0 0 0 o
3]0 0 0 it

Notamos aqui que la politica optima es unica. Para ezplicar la politica dptima ,vemos
de la tabla que al comienzo del periodo 1, si el inventario tiene 0 unidades, hay que
ordenar 3 unidades, en otro caso no ordenar; si el inventario en el periodo 2 es de
unidades, hay que ordenar 2 unidades, en otro caso no ordenar; y en el periodo 3 no
ordenar. A manera de funcién, en la primer época de decisidn, la politica de decision

. 0s2z>0
dl(f)={

Es

3siz=0

El algoritmo anterior puede ser modificado para usar el indice de recompensa de-
scontada esperada en lugar de la recompensa total esperada.. En ese caso, podemos
considerar que trabajamos con nuevas funciones recompensa dadas por

T't’(-rh at) — /\t?"g (.’L"g, ag) <
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y obtenemos
wiy (zn) = AVry (zn),

y,parat=N—-1,N-2,...1
w} () = max { Are (z,0) + Y wiyy (4) pe(f | 2, 0)
acAg, ?
JEX
Si ahora definimos W[ (z;) = A~*w[ (z;), obtenemos
Wy (zn) =7n (zN),

y,parat=N—-1,N-2,...1

Wi (@) = max §7e(26,0) + A Y Wi () 2 (3 | 22,0)
g JEX

3.3.2 Optimalidad de politicas moné6tonas

En las secciones anteriores hemos hablado de condiciones bajo las cuales existe una
politica optima en el proceso de decisién Markoviano. En esta seccién daremos condi-
ciones adicionales que aseguran que las politicas 6ptimas son monétonas no decre-
cientes o no crecientes en los estados del sistema, y la importancia de su estudio
consiste en que facilitan su implementacién en el célculo de los datos.

Una politica lémite de control es una politica de Markov compuesta de reglas de

a;, r<zx*
dt(:c)={ '

az, T2 I*}

decisién de la forma

donde a; y as son acciones distintas, y z* es un limite de control. Tal politica se
interpreta como sigue: Cuando el estado del sistema es menor que z*, es 6ptimo elegir
la accién a;, y cuando el estado del sistema es * o mayor, resulta 6ptimo elegir la
accién ap. La sencillez de su implementacién radica en que para encontrar la polftica

6ptima, tenemos que determinar z*.

Funciones superaditivas

Sean X y Y conjuntos parcialmente ordenados y g(z,y) una funcién en X x Y con
valores reales. Decimos que g es superaditiva siparazt >z " en X yyt >y enY,

9@t yt)+g(=zy7) 29(=ty7) +g(e,vt). (3.3.10)
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Si se da la desigualdad contraria, decimos que g es subaditiva. Entonces g (z,y)
es subaditiva si —g (z,y) es superaditiva. Algunas veces las funciones que satisfacen
3.3.10 se les llama también funciones supermodulares y la expresién 3.3.10 se conoce
como la desigualdad cuadrangular.

Equivalentemente decimos que g (z,y) es superaditiva si la funcién tiene diferencias

monétonas crecientes; es decir,
gzt yT) gt y) 29(,y") —g(z7,y7). (3.3.11)

Una consecuencia de 3.3.11 es que , cuando X =Y = R, y g(z,y) es doblemente

diferenciable, entonces g es superaditiva siempre que

%9 (z,y)
SV iy,
dxdy 20

Desde nuestra perspectiva, el siguiente lema nos servird para nuestro tema.

Lema 3.3.5 Supongamos que g es una funcion superaditiva en X XY y que para cada

r € X, maxg (z,y) existe. Entonces
e

f (z) = max {y’ € arg maxg (, y)}
yeY
es mondtona no decreciente en .

Demostracién. Sea z+ >z~ y escogemos y < f (z7) . Entonces por la definicién
de f,
g (x_)f (x_)) == (‘T_Jy) 2 O:

y por 3.3.10
9(z79) +9(@ f(27)) 29(e7, f(27)) +9(sT,y).
Reescribiendo la segunda desigualdad como
9@z f (=) 29 (=" y) +[9(a7.f (27)) 9 (=7, v)]
y combindndola con la desigualdad anterior, tenemos que
9(zt f(z7)) 29 (zt,y),

para toda y < f (z7). Consecuentemente, f(z*) > f(z~) =



3. Los procesos de decisién Markovianos 52

Optimalidad de politicas moné6tonas

Si X representa el conjunto de los enteros no negativos y A, = A’ para todo = € X,

definimos

g (k|z,0) =) p(j|z0),

j=k
parat=1,..., N — 1. La expresién anterior representa la probabilidad de que el estado

en la época de decisién t + 1 exceda el estado k — 1.

Lema 3.3.6 Sean {:cj},{x;} sucesiones valuadas en los reales y no negativas que

ij > i xh, (3.3.12)

j=k

satisfacen

para toda k, satisfaciendo la z’gua!dad para k = 0.

Supongamos vjy1 > vj para j =0,1,..., entonces
o0 oo
Zvjxj > Zvjx;, (3.3.13)

donde los lfmites en 3.3.13 existen y pueden ser infinito.

Demostracion. Sea k arbitraria y v—; = 0. Entonces

Zvj:sj =" ZmJZ(U, —v1) = Z(UJ - vj_1) Zm,
7=0

7=0 =0

= Z(‘UJ — Y1 Z:c, - UOZ:::, > Z(UJ - vj_1) Z:E + ‘UQZI:
=0 g= i=j
- Sous

=0
Como una consecuencia de esta iiltima representacién, ambos limites en 3.3.13 existen.

[ ]
Notemos que el lema anterior nos permite derivar una propiedad importante de
variables aleatorias ordenadas estocésticamente. Supongamos que Y y Y’ denotan
variables aleatorias con z; = P[Y = j] y 2 = P[Y’ = j]. Cuando 3.3.12 se cumple,
Y es estocdsticamente mayor que Y’ (seccién 3.1). Como consecuencia de 3.3.13, se

sigue que para cualquier funcién no decreciente f (), E[f (Y)] > E[f (Y")].

Proposicién 3.3.7 Supongamos que se alcanza el mdzimo en

ac A’

max ¢ 1y (z,0) + A pe (i | z,0)w(5) 3,
7=0
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I que
1.- ¢ (z, a) es no decreciente (no creciente) en x para todoa € A’ yt=1,...,N—1,

2.-q (k| z,a) es no decreciente en = para toda k€ X,a€ A' yt=1,..,N—-1.,y
3.- rn (z) es no decreciente (no creciente) en x.
Entonces w; (z) es no decreciente (no creciente) enx parat=1,...,N.

Demostracién. Como wj, (z) = ry (z), el resultado se cumple para t = N por 3.
Supongamos que w}, (z) es no decreciente para n = t + 1,..., N. Por suposicién

existe una a} € A’ que alcanza el mdximo en

wf () = max d ru(z,0) + XY _p (G 2,0) 0l () ¢ »
3=0

de tal manera que
o0
wy (z) =1y (z,a}) + AZ}% (4 | z,az) wiy, (4) -
Jj=0

Sea ' > z. Por 1 y 2, la hipé6tesis de induccién, y el lema sobre suma de sucesiones

aplicado con z; = p; (j | z,03), = =p (4 | 2, 03) y v; = wiy, (4),

o0
wi(z) < r(2,a;)+ /\Ept (7 12',az) wiyy (4)
=0

o0
< max{r(2,a ,\gp i | 2',a) wi, (4) 3 =w; (2).
= Mhax t (¢, a) + ‘,gt('?l ,a) wiyq (4) : (2)
Por lo que w; (z’) es no decreciente, la hipétesis de induccién se satisface, y se sigue
el resultado. m

El siguiente teorema establece las condiciones bajo las cuales existen politicas 6p-

timas mondétonas. Notamos aqui que pueden existir otras politicas 6ptimas que no son

mondodtonas.

Teorema 3.3.8 Supongamos que parat =1,...,N — 1, se cumple
1.- ry(z,a) es no decreciente en = para todo a € A,
2.- ¢ (k| z,a) es no decreciente en x para toda k € X, ya € A,
3.- r¢(z,a) es una funcidn superaditiva (subaditiva) en X x A,
4.-q (k| z,a) es una funcién superaditiva (subaditiva) en X x A’ para toda k € X,

5.- n (z) es no decreciente en x.

Entonces ezisten reglas de decision dptimas d; (z) que son no decrecientes (no
crecientes) en T

parat=1,...,.N —1.
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Demostracién. Hay que demostrar que

v (2,0) = 7 (2,0) + XY _pe (7 | 2,0) w5 ()

=0
es superaditiva, siempre y cuando q y r lo sean. Por la condicién 4, y la definicién de
superaditividad, para z~ < z* y toda k € X,

Yolp(Glzma ) +pe(G12%,a%)] 2D [pe (5 127,0%) +pe (§ | 2¥,07)] .
s =k

Por la proposicién anterior, w: (z) es no decreciente en z para toda ¢, por lo que

aplicando el lema de suma de sucesiones tenemos,

Z [Pe(G 1z 07) +pe (5| 2 0%)] we () > z [pe (3 127,a) +p (5| 2%, 07)] we ().
=0 i=0

==
Entonces para cada t, Y p; (7 | z,a) w (j) es superaditiva.
=0
De la condicién 3, r;(z,a) es superaditiva y, puesto que la suma de funciones
superaditivas es superaditiva, v; (z,a) es superaditiva. El resultado se sigue del lema

(0.11.5). El caso subaditivo se demuestra de manera similar. m

Induccién monétona hacia atras

Supongamos que existe una politica 6ptima monétona para cadat =1,..., N — 1, que
X es finito y A, = A’ para toda z € X.

Algorithm 3.3.9 (de programacién dindmica para el caso moné6tono.) I.- Hace-

most=N y
wy (z) = 7N (z) pare toda = € X.

2.- Sustituimos t — 1 por t, fijamosx =1y A} = A’

2a.- Hacemos

w; () = max { 7 (2,0) + A pe (7 | %, @) wiyy (5)
=0

ac AL

2b.- Hacemos

oo
Az, = argmax( i (z,a) + /\Zpa (7 | =, a) wiyq (9)
a€AL §=0

2¢.- Six = M, ir a 8, de otra forma hacemos

;_H={a€A’:a2max[a'€A;,t]}.
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2d.- Sustitutmos T + 1 por z, y regresamos a Za.

3.- Sit = 1 paramos, de otra manera regresamos a 2.

Este algoritmo difiere del algoritmo de programacién dindmica en que la maxi-
mizacién es llevada a cabo sobre los conjuntos A; que se hacen cada vez més pequenos,
al incrementar z, y por lo tanto reducimos el nimero de acciones que se necesitan eval-
uar en el paso 2. Si en algiin z’, A, contiene un solo elemento, entonces no se necesita
hacer otra maximizacién puesto que esa accién serd 6ptima para toda z > z’.En
este caso, si solo queda una accién, digamos a*, no necesitamos maximizar més en la

iteracién t y en lugar de esto, hacemos

w] (@) =7 (3,0") + A3 pi (G | 2,0%) wiyy ().
JjeX
Por esta razén, tal algoritmo es particularmente utilizado en un modelo con dos ac-

ciones.

3.4 Problemas con horizonte infinito

3.4.1 Espacios de Banach y notacién vectorial para los procesos de
decisién Markovianos

Sea V el conjunto de las funciones reales acotadas en X, es decir,ve Vsiv: X - R

y existe una K, tal que| v (z) |< K, para toda z € X. Notemos que supK, puede ser
veV

igual a +oco. Para cada v € V, definimos la norma del supremo como
llvll = sup | v (z) |
zeX

Cuando X es finito, el supremo es alcanzado y nos referiremos a él como "max" en
lugar de "sup". Como V es cerrado bajo la adicién y la multiplicacién por un escalar,
y esta referido a una norma, se trata de un espacio lineal normado.

Decimos que un espacio lineal normado es completo si cada sucecién de Cauchy
contiene un punto limite en ese espacio. El espacio lineal normado V' junto con la
norma es un espacio lineal normado completo o espacio de Banach. Cuando X es
un subconjunto del espacio Euclidiano, Vs denota la familia de las funciones reales
medibles acotadas en X. Para X finito o contable (relacionado con una topologfa
discreta), todas las funciones valuadas en los reales son medibles de tal manera que
V' y Var coinciden, pero cuando X es continuo, V)s es un subespacio propio de V. Sea

e € V la funcién con todos los componentes igual a 1; esto es, e (z) =1 Vz € X.
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Para X discreto, a menudo referimos los elementos de V' como vectores y a los
operadores lineales en V como matrices. Cuando usamos la norma en V, la norma
matricial correspondiente esta dada por

IH| = supd " |H (5 | z)|.
:ce)fjex
donde H (j | z) es la componente (z, j) - ésima de H.

Para X discreto, sea |X| el nimero de elementos en X. Para d € D, definimos

rq () y pa (j | x) por
ra(z) =r(z,d(z)) ypa(j|z) =p(j|z,d(z)).

Sea 74 el vector de dimensién |X|, con componente z—ésima 74(z) y Py la matriz
|X| % |X| con (z,7) ésima entrada dada por ps(j | ). Nos referimos a rg como el
vector de recompensas y P como la matriz de transicién de probabilidad correspon-
diente a la regla de decisién Markoviana d. Para 0 < A < 1, 74+ AP,v es igual a
la recompensa total descontada esperada para un periodo con regla de decisién d y

recompensa terminal v.

3.4.2 El algoritmo de programacién dindmica hacia adelante

Una forma natural de trabajar un problema con horizonte infinito es aplicar un limite
cuando el numero de épocas de decisién es N, de tal manera que

N
vf(2) = Jim oy (z) = lim EZ{} X'r(zi,ar)},
t=1

y para ello serfa de gran utilidad que el algoritmo no estuviera formulado de atris para
adelante sino al revés, es decir, que cada término dependa del anterior y partiendo
desde t = 1. Para esto haremos un cambio de variable. Antes de ello conviene hacer

explicita una hipétesis que supondremos vélida de aqui en adelante.
Hipétesis 3.4.1 Existe una constante M tal que 0 < r(z,a) < M,Vz € Xya€ A,

Algorithm 3.4.2 Fl algoritmo de programacion dindmica hacia adelante es:

a.-
wi(z) = wn(z) = mg.r:icr;v(x); zeX. (3.4.14)
w
b.- haciendo wy(z) = wn—t+1(z) y re(z,a) = rN_t41(z,a), cont =1,2,.....,N. Asi
tenemos:
wip1(z) = max {r41(z,0) + 2D wi(y)p (¥ | z,0)}, (3.4.15)
a€A(zx) vex

parat=N-1,N-2,...,1yVz e X.
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A las funciones w; las llamaremos funciones de iteracién de valores hacia adelante.

Lema 3.4.3 Supongamos que X es discreta, |r (z,a)| < M paratodaa € A, yx € X,
y 0 < A <1. Entonces, para todoveV yde€ D, rq+ APjv e V.

Demostracién. Como consecuencia de la suposicién en 7 (z,a), ||rq4]| < M para
toda d € D, tal que ry € V. Cuando P, es una matriz de probabilidad, ||Py|| = 1,
tal que ||Pgv|| < ||P4llllv]l = |lv||- Consecuentemente, P;u € V para toda v € V, y

rqg+APjweV. m

Bajo la politica m = (d;,dy, ....) € [], la componente (z, 7) —ésima de la matriz de
transicién de probabilidad del paso t Pt satisface

P | )= [Py Puyy--Fy) (@) =P (Ko =34] X=%9).

La esperanza con respecto a la cadena de Markov correspondiente a esta politica se

calcula conforme a
Ef {v(Xy)} = P o (z) = ) P& (i | 2)v(j),
JEX
parav e Vyl<t< oo
Como consecuencia de esta representacién de la esperanza, y de la definicién de

vy, para 0 < A <1,

o0
vy = E Atpkhey
t=1

asumiendo la existencia del limite.

3.4.3 Ecuacién de optimalidad

Definicién 3.4.4 Decimos que una funcion v € V, donde V representa al espacio de
funciones de Banach (espacio lineal normado completo), es una solucién de la ecuacion
de optimalidad \ descontada si:

v(z) = glﬂx){?(:c,a) + A E v(y)p(y | z,a);Vz € X.
a T
yeX

Definicién 3.4.5 Para cada v € V, definimos al operador

Tv(z) = max {r(z,a) + /\Zv(y)p (y | z,a)};Vz € X. (3.4.16)
acA(zx) yeX

y para d € D,

Tav(z) = r(z,d) + XY _v(¥)p(y | z,d);Vz € X.
yeX
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Hacemos notar aquf que estamos trabajando con el conjunto de politicas estacionar-
ias, i.e., m = d*® = (d,d, ....). También tenemos que T*v = T(T* 'v), y similarmente
para Ty. Adems4s es facil mostrar que T'v € V y Tiv € V parav eV, t =1,2,... y el
algoritmo formado por 3.4.14 y 3.4.15 se puede expresar como

W) = w, (3.4.17)

wy = T'w; Vz € X. (3.4.18)

Observacién 3.4.6 En términos del operador T, la ecuacién de optimalidad queda
ezpresada como v = Tv, v € V. El hecho de que A;, z € X, sea finito nos garantiza
la existencia de d € D tal que parav €V,

Tv(z) =r(z,d) + /\Zv(y)p (y | z,d);Vz € X,
yeX

es decir, Tv(z) = Tyv(x).
Lema 3.4.7 Supdngase que la Hipdtesis 3.4.1 se cumple. Siv € V, y satisfacev < Tv,

entonces

N
v < vf(z) = IgilnmE:{ZAHn(xt, Y)} = lim of\(z); ¥ € IL
t=1

De aqui, v < vy(x).
Demostracién. Primero vemos que la relacién v < Tv implica que

v<r(z,a)+ A v(y)p(y|z,0);Vz € X.
yeX

Ahora sean = y 7 elementos arbitrarios de X y II respectivamente. Como v es una

funcién de z;41 entonces

EZ (e | b)) = Y v(@)p(y | 21, di(e)),

yeX
por lo que
EI{0"v(z1) | hya} =AY o(y)p(y | 21, de(he)
yeX
= A{r(ze,a) + /\Zv(y)p(y | z¢, de(he)} — A'r(ze, ar)
yeX

v

Mo(zy) — Air(z, ap).
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La ultima desigualdad es debido a 3.4.17. Como v(z;) = EI{v(z¢) | hs,a};

A‘r(a:t,at) 2 E;’{A‘v(xt) = /\HI‘U(%H) | he,ae}s

tomando esperanza de ambos lados de la desigualdad obtenemos
E7{Nr(zy,a0)} 2 EZ{M\v(zi) = A u(ze41) | heyack.

Ahora, sumando sobre t = 1,2, ....,n;

E7Y Nr(ze,ar) 2 v(@) = A E {v(2n41)};
t=1
haciendo n — oo y por el hecho de que v € V y 7 es arbitraria, obtenemos que
vY(z) > v(x);Vr € II, z € X.En particular v}(z) > v(z). =

Lema 3.4.8 Suponemos la Hipdtesis 3.4.1, entonces T y Ty,con d € D, son op-
eradores de contraccion sobre V' con mddulo Ai.e., para cualquier par de funciones
u,v €V,
(a) ITu—To|| < Au—wv].
(b) I Tuw — Tav]l < Alfu— ol
donde ||v|| = sup | v(z) | .
zeX

Demostracién. Para z € X, a € A(z), v,v € V, tenemos

r(z,a) +AY vyp(y|e,e) = r(z,a)+A) v(y)p(y|z,a) + A u(y)p(y|z,a)

yeEX yeX yeX
A up(y | z,0) = r(z,0) + 2D u(y)p(y| =)
yeX yeX
+AD o) —u@)p(y | z,0) < r(z,0) + A u@)p(y | z,0) + /\Sllg | v(y) — u(y) | -
yeX yeX ye

Tomando méximo sobre A, en ambos lados de la desigualdad y de 3.4.16 tenemos

Tv(z) — Tu(z) < )\su}p{ | v(z) — u(z) |[= AlJv — u||;Vz € X.
z€

De manera completamente andloga obtenemos

Tu(z) — Tv(x) < AMju—v|;Vz € X.

De las dos desigualdades llegamos a que

| Tv(z) — Tu(z) |< A||lv — ul|;Vz € X.
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Tomando supremo de la parte izquierda de la desigualdad terminamos la demostracién

de (a). De manera similar se demuestra la parte (b) m

Lema 3.4.9 Bajo la Hipdtesis 3.4.1, para cada d € D, v§ (z) es el unico punto fijo
del operador T4 en V.

Demostracién. Sead € D. Usando la notacién r(z, d;) = rq,, Py, denota la matriz

de transicién usando la regla de decisién d;, y P2 = I, tenemos

de tal manera que
Uj\r(x) =Tdq + )‘Pdlvf(m)r

donde 7’ = (da, ds, .....).

Esta ecuacién nos muestra que la recompensa total esperada descontada correspon-
diente a la politica 7 es igual a la recompensa descontada en un perfodo en que utiliza
la politica d; y recibe la recompensa total esperada descontada de la politica 7’ como

recompensa terminal. Si se expresa como notacién de componente y no como matriz,

tendrfamos

v (2) = ray@) + YA W)p (v | 7, dh),
yeX

. . . . r .
y si 7 es estacionaria, i.e., T = d* = (d,d,....), tenemos que T = 7 y la ecuacién
quedarfa como

V8 (@) = Ta@) + DM @)p Y | 2,d) =ra+ APp§ . =Ty (z); Vz € X.
yeX

De aqui, vfw (z) es punto fijo de T,. Para probar la unicidad comenzamos escribiendo
v=r1g+ APyv

como
(I — /\Pd) vV =Ty.

Debido a que ||[Py]| = 1y A = || APyl = o (APs) (ver apéndice). Entonces, por el
apéndice, para 0 < A < 1, (I — /\Pd)*1 existe, de tal manera que

o0
v=(T=APy) 'ra=) X' P Iy =
1
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Lema 3.4.10 Supongamos que 0 < A <1 yu,v € V. Entonces para cualquier d € D,
a.Siu >0, entonces (I —AP) " u>0y (I —AP) ' u>u
b.Siu > v, entonces (I — AP)) u> (I — APy v; y
¢.Siu >0, entonces ul (I — APd)_l >0 yul (I- /\Pd)_l >l

Demostracién. Puesto que o (AP;) < 1 (ver apéndice), y la no negatividad de

todos los elementos de P, se observa que
(I-AP) 'u=u+APu+NPu+--->u>0.

La parte b) se sigue de reemplazar u por u — v en a), y la parte c) se sigue de a)

por transposicién. ®

Teorema 3.4.11 Supongamos se cumple la Hipdtesis 3.4.1 Entonces

(a) wy — v} donde wo € V' es arbitraria y wy cont = 1,2,... son las funciones de
iteracion de valores definidas por el algoritmo hacia adelante.

(b) v es la inica solucion en 'V de la ecuacién de optimalidad, i.e., cuando llegas

al éptimo se conuvierte en punto fijo de T.
vi(z) = max {r(z,a) +A) vi¥)p(y|z,0)}; z € X. (3.4.19)
a€A(zx)
De manera equivalente v} = Tvy}.

Demostracién. Por el lema (0.12.8 (a)), el operador T es de contraccién, de esta
manera utilizando el teorema de punto fijo de Banach (ver apéndice), tenemos que

existe un unico v* € V tal que
To* = 9", (3.4.20)

es decir, existe una unica solucién de la ecuacién de optimalidad. Ademés tenemos que
la sucesién {w;} definidas en el algoritmo de programacién dindmica hacia adelante
convergen a v* cuando t — co. Por lo tanto para concluir la prueba del teorema, sé6lo
basta probar que v* = v¢.

Por el lema (0.12.7), 3.4.20 implica que v* < vf\[' . Para probar la desigualdad con-
traria, sea d* € D una politica estacionaria tal que v* = T'v* (ver observacién (0.12.6)).
Asf por el lema (0.12.9) v*(.) = v§ (.). Por dltimo, como v*(.) < v}(.),Vr € II, ten-
emos que v*(.) > v¢ (.). Por lo tanto v* =1v{ . =

Observacién 3.4.12 Usando el lema (0.12.9) y las propiedades del operador Ty, es
féacil mostrar que para cada d € D y v € V,se cumple vf(:r) = tlim Tiv(z), = € X.
— 00

Como lo muestra el siguiente teorema, el hecho de que v} sea solucién de la ecuacién
de optimalidad nos permite caracterizar a las politicas 6ptimas. Partiendo de la exis-
tencia de una politica estacionaria d € D tal que v} = T4v}, tenemos:
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Teorema 3.4.13 Supdngase que la Hipétesis 3.4.1 se cumple.
(a) Una politica estacionaria d* € D es dptima si y solo st mazimiza el lado derecho

de 3.4.19, i.e.,
vi(2) =r(z,d") + A ) vip(y|z,d")}; z € X. (3.4.21)

En general,
(b) Una politica © € II es dptima si y sélo si v} (z), ¢ € X, satisface la ecuacion
de optimalidad.

Demostracién. ) Sea d* € D una politica que satisface 3.4.21.

En la iltima parte de la demostracién del Teorema, (0.12.11) se mostré que v}(z) =
v{ (z),z € X; lo cual implica que d* es 6ptima.

Ahora, sea d* € D una politica 6ptima, es decir, v}(z) = v{ (z),z € X. De aquf y
del lema (0.12.9), v}(z) = T4-v}(z), lo cual prueba la parte (a) del teorema.

(b) Sea 7 € II una politica 6ptima, i.e., v](z) = vi(z), z € X. Por el teorema
(0.12.11 (b)), Tvi(z) = v5(z), z € X.

Para demostrar la implicacién inversa solo basta probar que v}(z) < v}(z), = €
X. Para esto supongamos que v} (z) satisface la ecuacién de optimalidad, es decir,
vi(z) = Tvi(z), z € X. En particular, v{(z) < Tv](z), y por el lema (0.12.7),
vi(z) < vi(z),z € X, lo cual implica que 7 es 6ptima. m

Definicién 3.4.14 Parav € V, decimos que una regla de decision d € D es v—mejorada
st
dy € argmax {rq + APyv},
deD

Equivalentemente,
T4, + APg,v = Iéleag {ra + APgqv} o Tyv="Tv,
que significa lo mismo.
En notacién de componentes, d,, es v—mejorada si para toda z € X;
r(z,dy (2)) + Y _Ap(i | 2,dy (2)) v (2) = max { r(z,a) + D (il z,a)v())
JEX ¥ JEX
Aunque se le llama v—mejorada, en realidad lo que quiere decir es que la recompensa

descontada esperada de d,, es por lo menos tan grande como v, pero no necesariamente

mayor que v. El mejoramiento estricto ocurre cuando d, es v—mejorada y

ra, (z') + APa,v (z') > ﬁ(:r’) ;
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para al menos una z’, para la cual Py, (z,2’) > 0 para alguna z € X.
Las reglas de decisién d € D, que son v} mejoradas las llamaremos conservadoras

de tal manera que,
Tgevy = T + APy V3 = v}, (3.4.22)

o alternativamente si,

d* € argmax {rq + APyu}}.
deD

El siguiente teorema provee un método para identificar politicas estacionarias 6p-

timas.

Teorema 3.4.15 Sea S discreto, y supongamos que el supremo es alcanzado en rq +
APyv, para toda v € V. Entonces

a. Eziste una regla de decision conservadora d* € D

b. Sid* es conservadora, la politica estacionaria determinista (d*)™ es dptima; y

c. vy = supvy’

deD

Demostracién. La parte a) se sigue notando que vy € V y que el supremo en

T4+ AP4v es alcanzado. Por el teorema (0.12.11(b)), v} es la tnica solucién de Tv = v.

Por lo que, de 3.4.22,
vy = Tv) = 74 + APpv} = Tyevj,

por lo cual, del lema (0.12.9),

(d)= _

La parte c¢) es una consecuencia inmediata de la parte b). =

3.4.4 TIteracién de valores

Aunque existen varios métodos como son el método de iteracién de politicas y progra-
macién lineal, con sus respectivas variantes cada uno, el método méds adecuado para
estos problemas es el de iteracién de valores o de aproximaciones sucesivas.

Como Hipétesis adicional a la anterior, supondremos al espacio de estados finito. El
método se refiere a la implementacién del algoritmo 3.4.17 y 3.4.18, del cual podemos
decir que consiste en iterar sucesivamente el operador 7' definido por 3.4.16 y cuya

convergencia esta demostrada en el Teorema (0.12.11 (a)).
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Tasas de convergencia

Sea {y,} C V una sucesién que converge a y*, es decir, ?}Lngollyn — y*|] = 0. Decimos
que {y,} converge en orden (por lo menos) a,a > 0 si existe una constante K > 0

para la cual
1gn+1 = 4"l < Kllya — 371 (3.4.23)

paran = 1,2, ... La convergencia lineal corresponde a a por lo menos 1; la cuadrética

a a por lo menos dos y decimos que {y,} converge superlinealmente si

limsupv—-————*-"y’w1 _‘? I =0
n—oo “yn -y "

A
Si {yn} converge a orden a, definimos la tasa de convergencia K como la més

pequena K tal que 3.4.23 se satisface para toda n, y notamos que mientras IA{ es més
pequena la convergencia es més rdpida. El requerimiento de que 3.4.23 se cumpla
para toda n puede causar que esta medida sea insensitiva a las verdaderas propiedades
de convergencia de una sucesién. Para adquirir una mejor visién de la velocidad de
convergencia, se define la tasa de convergencia promedio asintética (TCPA) como

lim sup [M]% .
n—oo | [lyo — 9|l
Notamos que esta definicién puede extenderse a series que convergen a orden mayor
que 1 elevando la cantidad en el denominador a o™.

Dada una funcién f (n) no negativa en los reales, definida en los enteros, decimos
que la sucesién {y,} es O (f (n)) cuando

lim sup—”y} (;:;} I

sea finito. En este caso se escribe y, = y* + O(f(n)). Cuando f(n) = B", con
0 < B < 1 decimos que la convergencia es geométrica a tasa 3.
Supongamos que una sucesién converge linealmente con TCPA igual a ®. Esto

significa que para cualquier ¢ > 0, existe una N tal que, para n > N,
lyn — 4™l < (2 +€)" llyo — ¥°Il,

de tal manera que la convergencia es O ((® +¢)") .

Ahora lo extendemos a algoritmos. En este libro, representamos algoritmos itera-
tivos por mapeos T : V' — V. Dado un valor inicial yp, el algoritmo genera iteraciones
Tyo, T?yo, ... En general, y, = T™yo. Distinguimos tasas y ordenes de convergencia
globales y locales . Decimos que un algoritmo converge localmente con un orden es-
pecifico, tasa de convergencia, o TCPA si la sucesién {T™yp} para yo fija converge con
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ese orden, tasa o TCPA. Decimos que el algoritmo converge globalmente a un orden
especifico, tasa o TCPA si converge localmente para toda yo. Entonces, las tasas y
ordenes de convergencia algoritmicos globales miden el desempeno del peor caso de
los valores del algoritmo, mientras los ordenes y tasas de convergencia local miden el
desempeno de un valor inicial particular.

Interpretamos la tasa promedio asintética de convergencia de un algoritmo como
sigue. Supongamos que deseamos conocer el nimero n de iteraciones, requeridos para
reducir el error ||y, — y*|| por una fraccién ¢ del error inicial |lyo — y*||. Si la tasa
promedio asintética de convergencia iguala p, encontramos n resolviendo (ﬁ =po
n~ }g—g%- iteraciones. Puesto que ¢ y p son menores que 1, mientras p este més cerca
de 1, més iteraciones se requieren para obtener una reduccién dada en el error. Por
ejemplo, si p = 0.9, requiere 22 iteraciones para reducir el error por un factor de 10
(¢ =0.1).

Cuando comparamos dos métodos iterativos, con TCPA p, y ps, el nimero de
iteraciones requeridas para reducir el error inicial por un monto fijo usando el método

1, ny, esta relacionado con el segundo método, ng, por

n1 _ log(p,)

ny  log(p)’
Regresando al tema del algoritmo de iteracién de valores, primero veremos cual es la
tasa de convergencia del algoritmo. Si comenzamos con w; = 0,
A" M
1-X

Esto es facil de ver notando primero que por el lema (0.12.8), el operador T™, satisface

flwr =3l <

la relacién

|1 T"w —T™|| £ A*||lw=v|; v,weV.
Tomando el caso particular donde v = v} y w =0, y el teorema (0.12.11(b)) ,

* n * AnM
lwn =3Il < A%lo3ll < T—;

Esto muestra que la tasa de convergencia del algoritmo es geométrica.
Definicién 3.4.16 Sea € > 0, decimos que una politica 7t es e—0dptima, si
’u;:(x) <vy(z) +¢ Vz € X.

Teorema 3.4.17 Supongamos que el espacio de estados X es finito o numerable, en-

tonces para toda € > 0 existe una politica estacionaria determinista e—dptima.
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Demostracién. Del teorema (0.12.11), Tvi = v}. Escojamos € > 0 y selec-

cionamos d. € D que satisface
T4, + AP v} > sup {rq + APyvy} — (1 — A)ee = v} — (1 — A)ee.
deD

donde e € V es el vector en el cual todos sus componentes son iguales a 1.

f\d’) = (I — APy,) 74, reagrupando términos y multiplicando por

Puesto que v
(I — APy, )7 ! sellega a

(de)
vy o > V) —E€e,

de tal manera que d. es 6ptima. m

Antes de ver una variante del algoritmo de iteracién de valores, haremos un breve
recordatorio a las diferentes tasas de con vergencia. A esta variante se le conoce como
el algoritmo de iteracién de valores Gauss Seidel y su tasa de convergencia es mayor

que la del algoritmo de iteracién de valores.

Algoritmo de Iteracién de Valores

Paso 1: Hacemos t = 1. Seleccionamos una funcién w; € V, y especificamos € > 0.
Paso 2: Calculamos w4+ mediante
wey1(z) = aglﬁ’;}{"'(xa a) + ’\Zwt(y)p (y|z,a)}, Vz € X.
yeX
Paso 3: Si
lwesr — wel| < e(l-2)
t+1 t 3\

continuamos con el Paso 4, de lo contrario regresamos al Paso 2 incrementando ¢

(3.4.24)

en 1.
Paso 4: Elegimos d, € D tal que Vz € X :

wipr =1(2,de) + A Y we(y)p (Y | 2, de) = max § r(z,a)+ A wip(yle,a)y,
yeX yeX

(3.4.25)
o de manera equivalente
szwg = Wi (3426)

Observacién 3.4.18 Del teorema (0.12.11(a)) se sigue que existe un L < oo tal que
3.4.24 se cumple para todo t > L.

Teorema 3.4.19 Sea ¢ > 0, wy € V arbitrario y fijo y wn, n > 1 las funciones de
iteracién de valores. Entonces,

(a) 3.4.24 implica que ||wyyy — V3] < 5;

(b) La politica estacionaria definida por 3.4.25 es e—dptima.
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Demostracién. (a) Supéngase que 3.4.24 se cumple para algiin t. Por el teorema
(0.12.11(b)), la relacién 3.4.19 y Lema (0.12.8(a)) tenemos que

[0 —werall = TV} = weall < [T0} = Twera || + [[Twesr = we]

ITvX = Tweall + [Twepr — Twell < Mo} — wea || + Alwesr —well.

Por lo tanto,
A
[0} = weall < 75 lwerr = well.
De aqui y de la relacién 3.4.24 obtenemos
. €
"EAJH.} - 'U’\” < 5 (3427)

(b) Nuevamente, supongamos que se cumple 3.4.24 para alguna ¢, y sea d, € D
una politica que satisface 3.4.25. Siguiendo argumentos similares a la prueba de (a)
con v§$¢(.) = v (d, .) en lugar de v}, y usando 3.4.26, el Lema (0.12.9) y Lema (0.12.8)

obtenemos
IS

: (3.4.28)

o8 = weall <
Por 1ltimo, observamos que
loge = w31l < llvge = weall + llwess + 031l <&,

donde la iltima desigualdad se sigue de 3.4.27 y 3.4.28. Esto implica que d. es una
politica 6ptima. m

Algoritmo de iteracién de valores Gauss-Seidel

1. Especificamos w? (z) para toda z € X,¢ > 0, y fijamos n = 0.

2. Fijamos 7 =1 e ir a 2(a).

2(a). Calculamos w™*! (z;) por

aEAx, .
§ i<j i>)

W't (z;) = max {7 (zj,a) + A Zp(x,— | z;,a) W™ (z;) + Zp(xz | j,a) w™ (:r:,}jl }
(3.4.29)

2(b). Si j = N, ir al paso 3. De otra manera incrementar j en 1 e ir a 2(a).

3. Si
|Iwn+1 _wn” < 5(1 — A)

2\

ir al paso 4. Si no, incrementar j en 1 y regresar al paso 2.
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4. Para cada x € X, escogemos

d* (z) € argmax{ 7 (z,0) + Y _Ap(j | z,a) ™! ()
a€ Az jEX

y nos detenemos.

Representamos ahora una modificacién a través del paso 2 como una particién
regular de matrices. Sea d la regla de decisién correspondiente a las acciones maxi-
mizadoras, obtenidas cuando evaluamos 3.4.29 para z;,z9,...,zy, y descomponemos

P; como Py = Pd"‘ —+ Pg, donde

( 0 0 = » = 0 ) [ P11 P12 - - piv )
pa1 0O 0 0 p2 - - - PN
0 0
Pj‘ _ P31 P32 ’ Pg _ P33 P3N
\ PN1 pnN-1 0 ) \0 - - -0 pnn )

Se sigue que el paso 2 puede escribirse como
W = (1= APF)™ (APY) W™ + (I - APF) ' ra.

Haciendo Qq = (I — APdL) y Rg = APV, es facil ver que (Qg, Rq) es una particién
regular de I — AP,. Por lo que el valor iterado Gauss Seidel puede expresarse como

w™t = Q7' Ryw™ + Q;lrd,

Notemos que a pesar de representar el algoritmo Gauss Seidel en términos de la inversa
de @4, no hay necesidad de evaluar explicitamente esta inversa, simplemente representa,

los célculos en el paso 2.
Ahora daremos un teorema general de convergencia para métodos basados en par-

ticiones regulares.

Teorema 3.4.20 Supongamos que (Qq4, Rq4) es una particion reqular de I — AP, para

todad € D y que
a = sup||Q; ' Ryl < 1, (3.4.30)
deD

enlonces:
a. Para toda w° € V, el esquema iterativo

Wt = max {Qz'ra + Q7' Ryw™} = Tw™ (3.4.31)

converge a vy.
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b. La cantidad v} es el tinico punto fijo de T.

c. La secuencia {w™} definida por 3.4.31 converge globalmente con orden uno a
una tasa

menor o tgqual que o, su tasa promedio global asintdtica de convergencia es menor
o0 igual que o, y

converge globalmente O (™) donde B < a.

Demostracién. Primero demostraremos que 3.4.30 implica que 7' es un mapeo
de contraccién. Asumamos que paraunaz € X y u,v € V, que Tv(z) — Tu(z) > 0.
Sea
dy € ar%ergax {Q;l‘r‘d ¥ QEle'fJ} ,

entonces,
0< Qg ra, (2) + Qg Ra,v (z) — Qgra, (z) — Qg Ra,u(z) < ||Qg) Ra,llllv —u]l

Aplicando el mismo argumento en el caso 0 < Tu(z) — Tv(z), y usando 3.4.30 de

nuevo, se establece que
ITv — Tul| < a|jv—u, (3.4.32)

de tal manera que T' es un mapeo de contraccién en V. Y por el teorema del punto fijo
de Banach (ver apéndice), {w™} converge al tinico punto fijo de T' que denotamos por

A

Ahora mostraremos que v* = v}. Puesto que v* es un punto fijo de T, para toda
de D
v* > Qg'ra(z) + Q7' Rav™;
consecuentemente,
(I - Qz'Ra)v* 2 Q3'ra.
De 3.4.30, 0 (Q;'R4) < 1, de tal manera que por el corolario del apéndice, (I — Q5" Rq) ~
y satisface

(I-Qi'Rs) ™ = (Q7'Ra)".

DMS

De la definicién de Qq y Ra, (I — QEIR,;)_I > 0. Por lo tanto,
v > (I - Q3 Ra) ™' Q7'ra=(Qa—Ra) " ra=(I - APs) "' rg = vf™.

Asf que, por el teorema (0.12.9), existe una politica estacionaria 6ptima, v* > v,

pero por suposicién existe una d* € D tal que v* = v&d‘) , por lo cual v* = 3.
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Ahora bien, por a), para cualquier w® € V las iteraciones de valores Gauss-Seidel

satisfacen

o™t = o3| = |ITw” = To3l < 1Qz) Ra, ™ = vl < aflw™ — 3], (3.4.33)

donde « se define como 3.4.30. Supongamos que existe d € D tal que ]|QT1Ré“ es el
valor més pequeno que cumple la igualdad en 3.4.33 para toda n, entoncgs no existe
d € D tal que |Q7'R-|| < |]Q;1Rd|| < a, pero esta es una contradiccién por ser o el
supremo, por lo q‘li.le lad tasa de convergencia es menor o igual a a.

Iterando 3.4.33 desde n = 0, dividiendo ambos lados por ||w® — v§|| y tomando la
rafz n—eésima mostramos que

1
mn iz * ;I'
l|lw™ — v} ”] 2,

lim sup [ﬂw“ — vj\ﬂ

y por la misma razén de que a es un supremo se tiene que la tasa de convergencia
promedio asintética (TCPA) es menor o igual que a.
Por iltimo, iteramos 3.4.33 desde n = 0, y dividimos ambos lados por " =

|Qz.} Ra, || para mostrar que

llw™ — w31l

ﬁﬂ

por lo que la iteracién converge globalmente O ("), donde f <. m

lim sup < Jlw® = v,

Proposicién 3.4.21 Sea P una matriz de probabilidad de transicion y (Q1,R1) y
(Q2, R2) particiones requlares de I — AP, donde 0 < A\ < 1. Entonces, si R2 < R; < AP,

1Q5  Re|| < |Q7 Ryl

Demostracién. Parai =102, I —Q; = AP— R; tal que AP > R; > 0 implica que
AP > I — @; > 0. Consecuentemente, 1 > A = ||AP|| > || — Q;]|. Por el corolario del
apéndice se deduce que Q; ' =T+ (I — Q;) + (I — Qi)? + - -. Debido a que Ry < Ry,
I — Q2 > I — Q. Combinando estas dos observaciones se implica que Q' > Q7.
Puesto que (I — AP)e > 0,

Q;'(I-AP)e> Q' (@1 —Ri)e>0,

e implica que 0 < @y 'Ree < Q' Rye. Por lo cual ||Q5 ' Ree|| < ||Q7 " Ryel|. Como
Q7 'Ri 20, parai=1,2,
Q7" Riell = 1Q7 Rl

de donde se sigue el resultado. =
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Teorema 3.4.22 Para una w° € V arbitraria, las iteraciones del la iteracién de val-
ores Gauss Seidel {w}g} convergen a vi. Mds, la convergencia es global de orden uno,
a una tasa menor o igual que A; su tasa promedio asintdtica global es menor o igual

que A, y converge globalmente O (8™) con f < A.

Demostracién. Aplicando la proposicién anterior, con Ry = AP; y Ry = /\Pg ,
implica que, para toda d € D,

I (I = ARF) " APY| < IAPal| = A < 1.

Consecuentemente, por el teorema (0.12.20), {wf g} converge a v} a las tasas supuestas.

3.4.5 Apéndice
3.4.6 Espacios lineales

Decimos que @ es una transformacién lineal en el espacio lineal normado V si para
cualquiera escalares a, 3, y u,v elementos en V, @ (au + fv) = aQu + fQu. Cuando

X es discreto, nos referimos a @ como una matriz.

Definicién 3.4.23 Una transformacidén lineal Q en V' es acotada, si existe una con-

stante K > 0 tal que, para todo v € V,
Qvll < Kllv||.

Proposicién 3.4.24 Sea V un espacio de Banach y @ € L(V), entonces L(V)
(definido como el conjunto de transformaciones lineales acotadas en V'), cuya norma

es
IQN = sup {J|Qul| : [lv]l <1L,v eV, },

es un espacio de Banach.
Definicién 3.4.25 Se define al radio espectral de Q, denotado por o (Q), por
: 1
o (Q) = lim [[Q"]*.

Cuando Q € L(V), este limite existe. Claramente, o (Q) > 0. En general, si P, Q
€ L(V),
PRIl < PRI,

de tal manera que ||Q" ||ﬁ < ||Q||, por lo que ¢ (Q) < ||QIl, y se puede ver que

0(PQ)<o(P)a(Q).
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Teorema 3.4.26 Sea () una transformacién lineal acotada en un espacio de Banach

V, y supongamos que o (I — Q) < 1. Entonces Q™! existe y satisface

N
m3u-or

0

Q-——l

I

Demostracién. Hipétesis, existe una b < 1 tal que 0 (I — Q) < b < 1. Como
consecuencia de la definicién de o (I — @), dado € > 0, existe una N* tal que, para
n= N

I =@ <b+e<1,

tal que
I -Q)" I < (b+e)". (3.4.34)

N
Ahora sea Uy = Y (I — Q)" . Entonces para N > M > N*,
0

N N N
IUN=Unll =13 T-Q" 1< D NUT-Q <Y (b+o).
M+1 M+1 M+1

Por lo tanto {Un} es una sucesién de Cauchy. Como L (V) es un espacio de Banach,

entonces existe una U* en L (V') que satisface
Jim [y - U*| =0.
Ahora demostraremos que este limite es igual a Q1. Como
M= QUNII = 1T - [I- - Q"] I <z -V,
se sigue de 3.4.34 que
1 = QU|| = lim |7 - QUn|| = 0.

Similarmente, ||I — U*Q|| = 0, por lo que concluimos que U = Q~!. m
Puesto que || — Q| > o (I —Q), el siguiente resultado es una consecuencia in-

mediata

Corolario 3.4.27 Sea Q) una transformacion lineal acotada en el espacio de Banach

V, y supongamos que o (Q) < 1. Entonces (I — Q)" eziste y satisface

N
I-Q7'= ,gi_r.anOjQ“.
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Teorema 3.4.28 (Teorema del punto fijo de Banach) Supongamos que U es un espa-
cio de Banach y que T : U — U es una contraccion. Entonces
a. Existe una tnica v* en U tal que Tv* =v*; y

b. Para una arbitraria w° en U, la sucesion {w"} definida por
@l = Py = Tl (3.4.35)
converge a v*.

Demostracion. inamos a {w™} por 3.4.35. Entonces para cualquier m > 1,

m—1 m—1

m—1
"wn—hm_wn“ < lewn+k+1 _wn+k” — Z"Tn+kw1_Tn+kw0” < Zim-!-kl[wl_wO“
0 0 0

AR = A7)
Y
Puesto que 0 < X\ < 1, se sigue de 3.4.86 que {w™} es una sucesion de Cauchy;

lw! — I (3.4.36)

esto es, para n suficientemente grande, ||w"t™ — w™|| puede hacerse arbitrariamente
pequeria. De la completez de U, se sigue que {w"} tiene lfmite v* € U.
Ahora mostraremos que v* es un punto fijo de T. Usando las propiedades de normas

y de contraccidn, se sigue que
0 < ITv" =" < I Tv" = w™|| + [l = v*|| = |Tv* = Tw" || + [lw™ — v*||

S R e |

Puesto que el lim ||w™ —v*|| = 0, ambas cantidades en la parte derecha de la desigual-
dad anterior p?t_eﬁ:n hacerse arbitrariamente pequenas escogiendo la n suficientemente
grande. Consecuentemente, ||Tv* — v*|| = 0, de donde conclutmos que Tv* = v*.

Sea {w"} una sucesion definida como 8.4.35. Entonces, para m > 1,

m—1

m—1
”wn+m _ wn” < Z"wn+k+1 _ wn+k” - ZlfTﬂ+kwl _ Tn+kw0”
0 0

m—1
, A" (1 — A
ntky 1 0) — 1_,0
EO AT |lw® — W] Ty _“w w” |-

IA

Como 0 < X < 1, se sigue de 3.4.36 que {w™} es una sucesion de Cauchy; esto es, para
n lo suficientemente grande, ||w™*™ — w"| puede hacerse lo suficientemente pequerio.

De la completez de U, se sigue que

ITv* = v*|| < |ITv" = W™ + [lw" = || = |ITv" = Tw™ || + [lw™ — o7

Alv* = w™ | + flw™ = v*|I-

0

IA

IA
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Debido a que lim,_, ||W" — v*|| = 0, ambas cantidades en la parte derecha de la
desigualdad de arriba pueden hacerse lo suficientemente pequenas escogiendo una n lo
suficientemente grande. Consecuentemente, ||Tv* —v*|| = 0, de donde concluimos que
Tv* = v*.Como {v"} es una sucesion de Cauchy, la sucesion tiene un limite y por lo

tanto es Uunico. M



Capitulo 4

Politica 6ptima de reclamos en

un seguro multiperiodo

4.1 Introduccién

En este capitulo analizaremos el problema, que presentamos en el capitulo 1, relativo a
las condiciones que permiten optimizar la utilidad de un asegurado que ha contratado
un seguro de danos multiperiodo, ya que a diferencia de los contratos a un solo perfodo,
la prima del asegurado aumenta si el asegurado incurre en un reclamo. Los resultados
que presentaremos a continuacién, fueron expuestos en el articulo optimal multi-period
insurance contracts y abarcan varios aspectos. En la seccién 4.3 se supone que el
asegurado est4 sujeto a un contrato dado, establecido exégenamente, y se deduce que
la forma de una politica éptima de reclamos para maximizar la utilidad total del
asegurado, a largo plazo, consiste en determinar un nivel critico y* (mayor que el
deducible) y hacer la reclamacién sélo en caso de que el dano exceda ese nivel critico.

La seccién 4.4 estd dedicada a analizar qué tipo de contrato es el mejor para un
asegurado que ha decidido realizar una politica de reclamos como la que se describi6
en el parrafo anterior. Se demuestra que el contrato éptimo es de cobertura total por

encima de un deducible positivo.
Empezaremos reestableciendo el modelo secuencial que corresponde al problema.

4.2 El modelo

Es usual clasificar a los compradores de seguros de automéviles en un mimero finito de
categorfas de riesgo: 1,2,...,J. Para esta clasificacién, se toman en cuenta diversos
aspectos como la edad, la experiencia de conductores, el estatus econémico y la historia
de reclamos que ha realizado el asegurado en el pasado, entre otros. Aquf vamos a

75
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suponer que todos los factores distintos a la historia de reclamos estdn dados y son
fijos.

El sistema que se aplica méds frecuentemente para considerar dicha historia en la
determinacién de la categoria de riesgo, por el método conocido como ”bonus-malus”,
que consiste en que si el asegurado est4 ubicado en la categoria j y realiza algin reclamo
durante el perfodo t, entonces para el periodo ¢+ 1 serd colocado en la categoria j+1.
Si en cambio no realiza ningin reclamo, es movido a la categoria j — 1. Si el asegurado
pertenece a la categorfa j = 1, permanecerd ahf aun cuando no haga reclamos. En
el otro extremo, si pertenece a la categoria més alta J, al realizar reclamos saldr4 del
contrato. Esto lo contemplamos en el modelo matemaético suponiendo que existe un
estado J + 1 en el que el asegurado prefiere quedarse sin seguro por el alto nivel de las
primas o, de manera alternativa, la aseguradora le niega el seguro.

La categoria j determina el precio de las primas que cobrara la companfa. Llamare-
mos I;(z) a la funcién que indica la indemnizacién que la aseguradora paga por un
dano de z pesos cuando el asegurado estd ubicado en la categorfa j. Evidentemente,
I; es una funcién no-decreciente del dafo y satisface las condiciones:

0<(z)<z, y
L;(0) =0.

Para facilitar la exposicién, asumiremos que I; (z) es continua y diferenciable excepto,
posiblemente, en un nimero finito de puntos. Esta indemnizacién depende de la
cobertura que ofrece el contrato y por tanto identificaremos el tipo de contrato con
la funcién de indemnizacién correspondiente. El precio de un contrato I, es decir,
la prima correspondiente, serd denotada por r;(I;). Como a mayor j, mayor riesgo,
supondremos que 7; () > 751 ().

El comprador tiene dos tipos de decisiones que tomar: (1) elegir qué contrato
comprar; y (2) dado el contrato que ha comprado, determinar una politica de reclamos.
El segundo tipo de decisién sélo tiene sentido en un seguro multiperfodo y es el que

discutiremos a continuacién.

4.3 Politica 6ptima de reclamos dado un contrato /;

4.3.1 Suposiciones iniciales y notacién.

Sea X la variable aleatoria que indica el monto del dano ocurrido durante un perfodo
para un asegurado de la categoria j, y supondremos que su distribucién de probabilidad
es independiente del tiempo t. Sea C; el ingreso del asegurado en el perfodo ¢ y u(-)

su funcién de utilidad.
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Para que las recompensas sean finitas basta suponer que E [u (C; — X )| es finita
(Como vimos en el capitulo 2, la manera en que el asegurado mide el valor de un
proyecto econémico aleatorio es mediante el valor esperado de su funcién de utilidad,
por lo que la utilidad pasa a ser la recompensa del asegurado). Como E [u (C; — X )]
es finita, las E[u(C — Xj)] son finitas para toda j < J., debido a que las x; son no
negativas y que Fj(z) > Fj;1(z), donde Fj es la distribucién de X;.

Asumimos que todos los dafios son reparados, por lo que el consumo del asegurado
en el perfodo 7, ¢, es [C; —r;(I},) — z; + I;, (z;)] si el asegurado sufre un dafio z; y
realiza el reclamo, y [C; — rj(I;,) — ;] si el asegurado sufre el dafio y no reclama.

Sea Vji(y) la méxima utilidad esperada descontada del asegurado del perfodo t en
adelante, condicionado a que en t ha tenido un dano y, y que él siempre sigue una
estrategia de reclamos 6ptima.

Supongamos que conocemos la recompensa esperada descontada 6ptima de t+1 en
adelante, cuando el asegurado se encuentra en la categorfa j, denotada por Wj 441, Por
el algoritmo de programacién dindmica, la recompensa esperada descontada 6ptima
de t en adelante suponiendo que ocurri6 un dafio de monto y, esta dada por

Wi, (y) = max{u(Cy—rj—y)+B [Wj-1,0+1 (Xj-1)] , w(Ce—1i=y+L;, () +B8 [Wit1,e41 (Xj+1)]},

donde S es el factor de descuento, 0 < 8 < 1.
Para facilitar la discusién siguiente, tomamos

Vie(y) = max{u(Cy — 75 — y) + BWj-1,41,w(Ct — 75 —y + L;; (¥)) + BWjsr,041},
de manera que Wj, (y) = E[V;,(Y;)]. Es decir, Vj, (y) representa la méxima utilidad
del asegurado de t en adelante suponiendo que en ese perfodo sufrié un dano y y que

siempre ha aplicado una politica 6ptima. Para determinar una politica éptima, se
deben evaluar las Wj,. Hay dos alternativas para lograrlo.

1) Suponer un horizonte de planeacién T finito, pero arbitrariamente grande. En
este caso W41 = 0 para toda j y las W, se pueden calcular usando programacién

dindmica.
2) Suponer que el horizonte de planeacién es infinito tomando C; = C, V¢, y que las
primas y las indemnizaciones no varfan con el tiempo, es decir, un modelo estacionario.

Aquf desarrollaremos la segunda via.

4.3.2 La politica 6ptima

Para determinar la politica 6ptima tenemos que evaluar Wj,. Para ello asumimos que
todas las C; son iguales a C' y que las primas y las indemnizaciones no varfan en los

distintos perfodos. Entonces tenemos

Vi, (y) = max{u(C — rj — y) + BW;—1,u(C — rj —y + I;(y)) + BW;41}.  (4.3.1)
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Asi que, de acuerdo a 4.3.1, se realiza un reclamo si
hj(y) =uw(C —rj —y) —uw(C —r; —y+ I;(y)) < B(Wj41 + Wj_1). (4.3.2)
El siguiente Lema cumple condiciones suficientes para asegurar que existe un valor y;
en el que h(y;) =0.
Lema 4.3.1 La funcién h(y) definida por
h(y) = w(C —rj —y) —u(C -5 —y + I;(y)),
es continua y no-creciente.

Demostracién. La continuidad y diferenciabilidad (excepto, posiblemente, en un

nimero finito de puntos) se sigue de las suposiciones hechas sobre u e I;(y). Derivando

h obtenemos:

W(y) = —u(C—rj —y)+u(C—rj —y+ Li(y)(1 - L(y)
=—u(C—rj—y) +u(C—rj —y+ L;(y)) - L(y)v'(C —rj —y + L;()).

Debido a que v’ es decreciente y a que I;(y) > 0,
—u/(C—r;j—y)+d(C—r; —y+I(y) <O0.
También la no negatividad de I' y de v’ implica que
~Li(y)w'(C —rj -y + Ii(y)) <0.

La no negatividad de I' se deduce de que I es una funcién continua y no decreciente
respecto al dano y. Asf k(y) <0y por lo tanto h (y) es no creciente m

Como h;j (y) representa la diferencia de la utilidad del asegurado por cobrar o no
cobrar la suma asegurada I; (y), y como es no creciente y continua, entonces existe
un valor del dano que llamaremos y; en que esta diferencia valdra cero, por lo que
para cada categoria j, el reclamo serd realizado sélo si el dano y es mayor o igual a
Yyj, es decir que solo realizaremos el cobro si y > y;. El siguiente Teorema nos permite
asegurar que podemos obtener las W; usando el método de iteracién de valores.

Teorema 4.3.2 Las funciones Wj,j = 1, ..., J, son finitas y inicas y pueden calcularse

por el método de iteracion de valores.

Demostracién. Sea 2 el conjunto {1,...,J}, y sea C(Q2) el conjunto de todas
las funciones ¢ : Q — R. Sea W = (W1,...,W;) € C = x{C (). Consideremos la
transformacién T (W) definida por

T; (W) = E [max{w(C — rj —y) + BW;—1,w(C —rj —y + I;(y)) + BW;s1}],7 =1, .5 J.
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Ahora, basta mostrar que la transformacién T; (W) es una contraccién, entonces por

3.4.19 se sigue que existen funciones tnicas W},j =1, ..., J, que satisfacen
W} = E [max{u(C —r; —y) + BW;_1,u(C — 15 =y + L;(y)) + BWj1}] 5 = 1,5 J.

Para demostrar que 7; es una contraccién, necesitamos demostrar que para cua-
lesquiera W', W2 e C

max | T; (W) — Tj (W?) |< Bmax | W} — W2 |,
7 (3

para ello, notamos que

T; (W) -T; (W?)
=E [rnax{u(C -7 —y)+ ﬁwjl-lv“(c —rj—y+I(y) + 5le+1}]
—E [max{u(C —r; - y) + BWEp,u(C — s —y + L®) + BWE,Y] . (433)

Como vimos del Lema anterior, u(C —r; —y) — u(C — r; —y + I;(y)) es continua

y no creciente, de donde se sigue que 4.3.3 se puede escribir como
Y;
T; (WY -1; (W?) = /0 [w(C —r; — y) + BW,_,|dF;(y) (4.3.4)

+ /:’o[u(o —rj —y+Ii(y) + BWL,]dF;(y)
Y

- -/Oyj [u(C == y) + ﬁW}—l]d‘F}(y)

oo
- [, WO =i~y () + BWRaldF ),

i

donde y_} y yf son los valores criticos correspondientes a T (W’) y Tj (Wg) , Te-
spectivamente. Como el valor critico y? es tal que maximiza la segunda esperanza en
el lado derecho de 4.3.3, se sigue que si sustituimos yjz por y} en 4.3.4, entonces esa
esperanza deja de ser un maximo y la diferencia entre las integrales aumentaran (un
poco), y por lo tanto

1

T,W) -1, (W) < [0 -9)+ AW R (435)

+ /y (O =1y =y + L(w) + AWRldF)
. :" [(C — 75 — ) + BWZ_,]dF;(y)

- [TWC =13~y + L) + BWEANAF W)

= B [F.: (y}) (le—l - Wj2+1) + (1 - F (y})) (le-—l = HG?H)] )
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donde F; (y) = [ dF; (y)-
De la misma manera
T; (W?) - T; (W)

= B [max{u(C —r; —y) + W1, u(C — 15 —y + L) + BWS}] (436)
—E [max{u(C — r; — y) + BW,_,u(C —rj — y + L;(y)) + BWr,}]

/:j [w(C —rj —y) + BW]_1]dF;(y)

IA

2

+ [ W(C =~y + L) + BWEAIE )
u

7

- ]0 " [W(C = —y) + BWL]dF; ()

- [, W(C =1y =y + L) + BW}aldF; 1)

= B[F (47) Wita = Win) + (1= F (35)) (Wiey = Wiha)]-
De 4.3.5 y 4.3.6 se sigue que
|T; (W) —T; (W) IS B | Wiy — Wi |,Vi=1,..J,
y en particular
max | T; (W') = T; (W) |< Bmax | W = W7 |,

lo que completa la demostracién. m
Con base en las W}, la estrategia de reclamos 6ptima puede evaluarse a partir de

4.3.2 . De esta relacién vemos que las y; deben satisfacer
w(C —rj—y;) =u(C—r; —y; + I;(y;)) - BWj-1 = Wjn1), j=1,....J; (4.3.7)

donde Wo =W, y Wy = (1 - 8)1E[u(C - X))

Nota. El valor de W, se obtiene si asumimos que una vez que el asegurado
ha alcanzado la categorfa J + 1, ya no sale de ahi, o dicho de otro modo, a J + 1
lo consideramos un estado absorbente. En este caso, en cada perfodo, su utilidad
esperada es E[u(C — X ;)] y por lo tanto su utilidad esperada descontada en horizonte
infinito es (1— ) ! E[u(C — X )]. Alternativamente podemos asumir que el comprador
permanece en la categorfa J + 1 solo un perfodo y siempre se mueve a la categorfa
J el siguiente periodo (no puede hacer el reclamo si no tiene seguro). En este caso
Wjs1 = E[u(C — X ;)] + SW;. En ambas alternativas se obtiene el mismo resultado.

Ademés, como el bienestar de un asegurado en la categorfa j — 1 es mayor que el
de un asegurado en la categorfa 7 + 1 debido a que las primas que el asegurado de la
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categoria j — 1 tiene que pagar son méds bajas; entonces W;_; > W Vj=1,...,J. El
caso W;_1 = W;4, para algiin j es trivial puesto que implica que el sistema ”Bonus-
malus” no es efectivo para el conductor de la categorfa j, asi que asumiremos la
desigualdad estricta. Entonces se sigue de 4.3.7, de I; (-) > 0,1;(0) = 0, y de que u
es creciente, que los valores crfticos y; son estrictamente positivos; es decir, para que
se cumpla 4.3.7 , u(C —rj — y; + I;(y;)) — uw(C —r; — y;) > 0, y para esto tltimo, y;
debe ser estrictamente positivo. Como W; = E[V;(Y')] y debido a que para Y < y; el
asegurado no realiza ningin reclamo y para Y > y; si realiza el reclamo, se sigue que

w= [ “(C = 1 — y) + BW;_11dF;(y)
0

o0
# [ 13 ~y+ LW+ Bl ), =L d. (439
-
Asf que las W;, para j = 1,...,J representan la recompensa descontada esperada
6ptima para un asegurado que inicie en la categorfa j.

Ahora analizaremos el problema de determinar el contrato 6ptimo. Para ello, en
la siguiente seccién eliminamos la suposicién de que el contrato esta exégenamente

determinado y estudiamos algunas propiedades de los contratos de seguros.

4.4 (b) Contratos de seguros éptimos

Vamos a modificar un resultado dado por Arrow (visto al final del capftulo 2) que ase-
gura que el contrato de indemnizacién éptima para un perfodo, debe ser de cobertura
total por encima de un deducible. Queremos analizar la conveniencia de este, tipo de
contratos para el modelo multiperfodo y ver que también otorga esa misma cobertura
total por encima de un deducible, pero solo cuando es por danos sobre un valor critico
y lo abreviaremos como CTEDSVC. Formalmente, lo anterior quiere decir que el con-
trato es igual a I;(z) =  — m;, para = > y;; donde y; es el valor critico del dafio y m;
es el deducible. La forma del contrato es arbitraria para z < y;.

Se asume que el asegurado puede comprar cualquier contrato a un precio propor-

cional a su valor actuarial, es decir
n=0+%) [ L@dRE), (4.4.9)
Yj

donde A; > 0 representa la tasa de interés utilizada para traer a valor presente el
valor actuarial del contrato y se asume que ); satisface A\; < Aj4;. Esta desigualdad es
necesaria puesto que en otro caso puede pasar que un asegurado de la categorfa j + 1

pague una prima més baja que un asegurado de la categoria j.
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En lo que sigue mostraremos porque el contrato éptimo I; (-) es de la forma CT-
EDSVC. La idea de la prueba es similar a la de Arrow (1963). Arrow mostré que en
el modelo de un perfodo, es 6ptimo tener (I(z) — z) constante para todo dano z si
I(z) > 0. Revisemos la demostracién de Arrow para un solo perfodo.

Supongamos que I; () es un contrato 6ptimo. Consideremos una perturbacién en

I; (), es decir, }j (1) = I; (-) + g(-) ,donde g(-) y su derivada ¢’ (-) son pequenas y
g(z) = 0 para 0 < = < y;. Denotando por L;(g) el efecto de la perturbacién g en la
utilidad esperada del asegurado y asumiendo que I () + g (-) es también un contrato

factible, entonces

Li(g) = /mu(C —z + Ij(z) + g(z) — rj)dFj(z) — /mu(C —z + Ij(z) — rj)dFj(z)
0 ° (4.4.10)

debers ser no positivo si el valor actuarial de g es cero (es decir si [ g(z)dFj(z) = 0).
Esto lo vemos porque si no fuera asf, la utilidad esperada con el contrato I; (-) serfa
mayor. Si llamamos z9 = C — z + Ij(z) — rj, y como u es diferenciable en todo z,

entonces el incremento de u por un aumento Az, se puede representar como

Au = v/ (zo) Az + o(Azx),

por lo que si Az = g(z), entonces

Au = u(zo + g(z)) — u(zo) = '(z0) * g(z) + o(g(z)).

Sustituyendo lo anterior en L;(g),tenemos

Li{g) = ]0 ” @ (C - 3 + I(x) — 5)dFy(z) + O(¢?).

La idea de la prueba es que si I; () no es de la forma CTEDSV, entonces se puede
construir una funcién g(-) tal que L;(g) > 0. Si I;(-) no da CTEDSV, entonces existen
T y T3 tales que I;(x) e I;(x2) son positivos e I;(z1)—x1 < Ij(z2)—z2 (o Ij(zy)—z1 >
I;(z2) — z2 que es similar). Construimos g(-) apenas positiva alrededor de z;, apenas
negativa alrededor de 3 y cero fuera de [z, 2], asegurandonos que [;* g(z)dF;(z) =
0.

Debido a que u’ es decreciente,
u’(C =i & I_-_.‘(.’.ﬂl) = f‘j) > u’(C — g+ Ij(:tg) - Tj).

Consecuentemente,

x1+0
Li(g) = / 9@ (C -z + Ij(z) — r5)dF;(z)

1
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b [ gl (C 2+ 1@ - ) + O >0,
2
contradiciendo la optimalidad de ; (-) .

Esta prueba debe modificarse en el modelo multiperiodo debido a las dos razones
siguientes:

(1) ;(:) e }j (1) no necesariamente tienen el mismo valor actuarial puesto que
los valores criticos correspondientes a estos contratos no necesariamente son iguales.
Por lo que la 7}, que aparece en el primer término de [?], puede ser distinta en cada
argumento de w.

(2) En el modelo multiperfodo se tienen que maximizar las W;, ¢ = 1,..., J, y las
W; son las soluciones del sistema de ecuaciones [?]. Pero, cualquier perturbacién de
I; () cambiard no sélo W; sino también Wj, 7 # j. Por lo que mostrar que L;(g) > 0
no es suficiente para contradecir la optimalidad de I; ().

Las companfas de seguros usualmente ofrecen contratos que especifican el de-
ducible, pero no los valores criticos. La razén es que los valores criticos estdn endége-
namente determinados, por lo que se prefiere una definicién del contrato que no haga
alusién a ellos. A los contratos de cobertura total por encima de un deducible, que
no especifican la relacién de z con el valor critico, los llamaremos CTED. El siguiente
Teorema es el resultado principal de esta seccién. Aquf mostramos que (I;(z) — )

serfa lo mismo para todos los dafios, z, que excedan el valor critico.

Teorema 4.4.1 (3.c.1) Sien cualquier categorta j, el aseqgurado puede comprar cualquier
contrato I; (-) al precio de [?], entonces el asequrado prefiere el contrato que le propor-

cione CTEDSV, y siempre existe un contrato dptimo que otorgue CTED.

Demostracién. Supongamos que cuando nos encontramos en la categorfa i, el
contrato 6ptimo es [;(z), el valor critico 6ptimo es y, y la utilidad esperada corre-
spondiente es W;,i = 1, ..., J. Supongamos que para alguna categoria j, el contrato
6ptimo I; (-) no es de la forma CTEDSV. En este caso existen z,z2 > y tales
que [j(z1) > 0,1;(ze) > 0y ([;(z1) — 1) < (Ij(x2) — z2). Definimos el contrato
}j(x) = Ij(z) + g(z), donde g(z) estd definida como sigue:

poe sty <z<zy+96
g(z) = —-pie sizp<z<azp+46 (4.4.11)
0 en otro caso

donde p; denota la probabilidad de que el dano se encuentre en el intervalo (zx, zx +
d),k = 1,2, y € y § son nimeros suficientemente pequenos. La funcién g(z) fue

construida de tal manera que para un valor critico fijo y;, los valores actuariales de

Ii(z) e Ej(:c) sean los mismos.
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Supongamos ahora que si nos encontramos en la categoria ¢ # j, el comprador
adquiere I;(z) y cuando esté en j adquiera I j(z), y denotamos las utilidades esperadas
méximas que se pueden obtener mediante esta estrategia como W;. En lo que sigue se
demuestra que W; > W, parai =1,...,J y Wy > Wy, para alguna k, contradiciendo
la suposicién de que las I;(z) son 6ptimas e implicando que ningtin contrato puede ser
6ptimo a menos que otorgue CTEDSV.

Sean E’?’i,i =1, ..., J, las utilidades esperadas del comprador si obtiene I;(z) cuando
se encuentre en i # j e }j(x) cuando esté en j, y si mantiene los valores criticos no
6ptimos y; que se determinan al comprar [; (z). Se sigue entonces de la no optimalidad
de y; que W; > I/?Q,i =1,...,J. Puesto que mostramos en el [?] que I'?’;- > W; para
1=1,...,J,y I:I\/k > Wy para alguna k, se sigue que W; > W; parai = 1,...,J y
i:l\"k > Wj, para alguna k, lo que contradice la optimalidad de I; (-).

Para mostrar que siempre existe un contrato éptimo de la forma CTED, notamos
que la forma del contrato 6ptimo I;(z) es arbitraria para z < y;. Por lo que, si
I;(z) = ¢ — m; para > y;, escogerfamos un contrato I7(z) CTED éptimo como

sigue:
I;(:z:)={ T —m; para T > m;
0 para z < m;

I7(z) es equivalente a I;(z) tanto para el comprador como para la aseguradora, por lo

que es una indemnizacién 6ptima también. m
A A
Lema 4.4.2 (3.c.1) W; > W;,i=1,...,J, y Wi > Wy, para alguna k.

Demostracién. En [?] vimos que W; satisface
Y; 2
Wy = [ (ues() + BWsldFy ) + [ [ulw; () + BW;s1)dF ),
. yJ
donde ¢;(z) = C —r;(I;) —z y ¥(z) = C —ri(L;) — = + L;(z).
De la misma manera, si el comprador adquiere el contrato I j(z) y mantiene el

A
valor critico no éptimo y;, entonces W jsatisface

W, = [ ey + BW,ldBy ) + [ u@y(@) + BWsaaldEi),  (4412)
. yJ

donde ¢;(z) = C'—'rj(}_,-)*:c, y¥;(z) = C“Tj(}j)—'x‘f'}j(ff)- De la definicién de g () en
[?], se observa que 'J)j(x) y %;(x) son iguales fuera de los intervalos [z, zx + 8], k = 1, 2;
y ¢j(z) = @{:ﬂ) para toda x. Por lo que sumando y restando

Tp+4
/ u[;(z)]) dF;(z), k=1,2;

Ty
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al segundo término de el lado derecho de [?]

W; = /w[vf(cﬁj(ﬂr)) + AW 11dFy(y) + /w[”@j(‘”)) +BW;)dF(y)
0

‘yj

- JR
+ Y; (m dF iE) — Y; (::c) dF (z),
3 [ T z / uf

obtenemos
A Yi A o0 A
W; = /0 [u(¢;(z)) + BW 5 1]dF;(y) + /  [u(®;(@) +BWdF;(y) + K;, (4.4.13)

donde
2

K=Y j e [#,(2) - ¥;(2)] dF;(2). (44.19)

k=1"%k
De la concavidad de u, de que L;(g) = [;° g(z)v/(C — z + Ij(z) — r;)dF;(z) + O(¢?) y
puesto que I;(z1) — z1 < Ij(z2) — z2, se sigue que K; > 0. Como en i # j el asegurado

A
compra el contrato I;(x), las W; satisfacen

Wi = ]:h [u(¢s($)) +ﬁﬁ75—1] dFi(y) + /y‘_ [u(gb,-(:c)) +ﬁﬁ’i+1] dFi(y) + Ki,
(4.4.15)
donde K; = 0 para i # j.
Definiendo D; = If?/i —-W;,i=1,...,J, Do = Dy, Dj;; = 0,podemos rescribir [?] y

[?] como
Wo= Dt W= { [* o) + W) aR) + [ (@) + BWen] R ()
+BD;_1Fi(yi) + BDi1Gi(ws); i=1,....J;

donde Gi(y:) =1 — Fi(y:) y
D; = BD;_1Fi(yi) + BD:saGilyd) + Kii =1, ..., J. (4.4.16)
Esto iltimo se deduce de

00

D =Wi-wi= [ [u(@ ))+ﬁf«>§4] dF:(y)+ j [u(wt-(x))wv’iaﬂ] dF(y)+K

- { [ i@ + pwecrldm) + [ fulwia) + 8Wan] dF};(y)} .

0 i

Yi A oo A Yi
[ 8 (Wi_l B w,-_l) dFi(z) + / 8 (wm B Wi+1) + Ki = BD;, / dF:(z)+
0 Vi 0



4. Politica 6ptima de reclamos en un seguro multiperiodo 86

BDiy1 | dFi(z) + Ki = BDi1Fi(%:) + BDi1Gi(ys) + Ki, i=1,..,J.

Wi
Este sistema de J ecuaciones con J incégnitas (las D;) se pueden escribir de forma
matricial como
B-D=K (4.4.17)

donde D = (Dy,...,Dj),K = (K}, ..., Kj)' y la matriz B, es definida por

[ 1-B8F) -BG, 0
—BF, 1 —BG2

—BF; 1 -BG;

0 —BF; 1 |
donde F; = F;(y;) y Gi = G;(y;). De la matriz anterior notamos que todos los
elementos de la diagonal de B y todas las sumas de los renglones son positivas, y que
los elementos fuera de la diagonal son no negativos. Por lo tanto la matriz B~! es una
matriz que contiene solo elementos no negativos (ver el apéndice). Puesto que K; > 0
se sigue de la ecuacién en [?] y de que D = B™'K, que Dy > Opara alguna k. m
Habiendo establecido que siempre existe un contrato éptimo que otorgue cobertura
total por encima de un deducible, procederemos a determinar el deducible 6ptimo y

por lo tanto el contrato éptimo. Para ello demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 4.4.3 (3.c.2) Supongamos que el comprador adquiere un contrato éptimo
que otorga cobertura total por encima de un deducible. Entonces los deducibles dptimos

m; satisfacen mj > 0,5 =1,..., J.

Demostracién. Sean m},y; y W las notaciones del deducible 6ptimo, el valor
critico y la utilidad esperada resultante, respectivamente, § = 1,..., J. Estos valores

son obtenidos al resolver los siguientes problemas de maximizacién:

W; = max max | (u(C —r; — ) + BWj_1) dF; (z) (4.4.18)

my Y5 Jo

+ / (w(C = 5 — m3) + BWj4) dF; (z),
Y5

d=1
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sujeto a
o0

Ty = (1+/\j)/ (x —m;) dF; (z).

e
Empleando el hecho de que si alguna funcién g(Zi, ..., Z,) es maximizada por
(Z3,..,Zy) , entonces Z} maximiza g (21, Z3, ..., Z,), podemos verificar que m; es la

solucién del siguiente problema de maximizacién:

max H (m) = /:j (u(C —r; —x) + BW}_,) dF; (ac)+-/cm (u(C —r; —m;) + W}y, ) dF; (z),
7 yJ'.

sujeto a -
rj=(1+ )\j)/ (z —m;) dF; (z);
=3
y dado WX, yr,i =1,...,J, y m!,i # j.
Notando que
0 0 =
;= %(H/\ﬂfy (z —m) dF; (2)

= wen [ ([Cean o [ i)

= (1+X) (— mdFj (I)) =—(1+X)G; (¥;),

Yj
con Gj (y;) = 1 — Fj (y;) ,se obtiene

d
%H (m)

9 v; , % *
- B_m[/o (H(C_rj_:”)+ﬁWj—1)dFj($)+/y? (u(C —rj —m) + BW},,) dF; (x)

Fl

N /:" W (C —r; —2) (1+ X) G; (4}) dF; (z)

+/m u'(C =1 —m) (G () + A;G; (y7) — 1) dF; (z)

= Gj(y;)
v, _ _ | w(C-ri-2)dF; (@)
{/0 uw—r}—w)ffﬂ(“*"’L_t;’;w(crj—deW”

_F, (y;)/ymu’(c—rj _ m)dF; (z).

-

7
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Como ' (C — r; — m) no depende de z (aunque 7; este en términos de z, pero ya

ha tomado un valor), lo podemos cambiar de integral en el dltimo término anterior,

para obtener:

e o]

F, (y;-)/y o [ s — ) A (&)

v; J o0
= [Man@ [f o (C — 1; = m) dF; (2)
0 y;

7 J

f:j dF; (z) [u’ (C—r1;—m) - dF; (z)

Y5 i

dFj (z)
i J

-

= /:j u' (C —rj —m)dF; (z)

- /m aF; @) [ €=y - m)dE 0

Yj
- G [ v (C-r-mdF ().
Por lo que agrupando nos queda

a%H(m):Gj(y;){ij [ (C —rj —x) =/ (C - rj — m)] dF; (z)

»

+X [/: ' (C —rj - z) dF; (x)Jr/muf(c'—frjf —m)dFj (z)|}.
Yj

Debido a que u’ (-) es convexa decreciente positiva (v’ (C —r; — z) — v/ (C — r;) > 0),
se sigue que E%H (m) >0 en m =0,y por lo tanto el deducible 6ptimo m} debe ser
estrictamente positivo. m

Este resultado difiere a los contratos de un solo perfodo, porque en ellos, el de-
ducible positivo es necesario solo si A > 0 y en el multiperiodo ?EH lm=0> 0, aun si
A; = 0. La razén de esta diferencia se debe a que en los modelos de un solo perfodo,
realizar un reclamo no involucra ningtin costo, por lo que si la prima no es muy costosa,
el asegurado prefiere asegurarse lo més posible, y por lo tanto bajar el deducible a cero.
En el caso multiperiodico, realizar un reclamo nos mueve a una categoria de mayor
riesgo, y nos costarfa mas que pagar una prima mayor que nos bajara el deducible,

por lo que el asegurado prefiere un deducible positivo.
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4.5 Apéndice

Lema 4.5.1 (A.1) Sea A una matriz de nzn, tales que todos los elementos de la
diagonal y todas las sumas de los renglones son positivos, y todos los elementos fuera
de la diagonal no positivos. Entonces la matriz A=! contiene solamente elementos no

negativos

Demostracién. Para encontrar A~! empezamos multiplicando a la matriz A por

la matriz = -
ﬁ 0 0
0
o ) !
| 0 N
de donde obtenemos la matriz similar
1 b2 ... bin
A t’sz 1 ban
bn1 1
Notamos aquf que las caracterfsticas de la matriz siguen siendo las mismas, es
decir, la suma de los renglones es positiva Jﬁ:lb;-- = ;1%‘% = %Ji:laij >0,i=1,.,n;

~ los elementos de la diagonal también son uno, que es positivo, y los elementos fuera
de la diagonal no positivos b;; = El.‘, (aij) <0, para i# j. Ademds notamos que como
T L
> bij =1+ ) bij > 0y de que la suma de los elementos de la diagonal es no positiva,
£ = .
J N J#
0> > bij > —1.

JFi

Para empezar a obtener ceros debajo de la diagonal, empezamos por la primer
columna, por lo que multiplicamos al primer renglén por —b;; y se lo sumamos al
renglén ¢, es decir, en forma vectorial tendriamos,

—n(1 big bln)+(bi by oo 1 .. bin)z

(0 bio —binbiz ... 1—="0biby ... bin— bi1bin )

Sea b;; — bj1b1; un elemento de este renglén que no es de la diagonal, es decir, i # j
. Para ver en que intervalo se encuentra este nimero, notamos que —1 < b;; <0, 1 #
J, asf que —1 < by; < =b;1by; < 0.

Ahora bien, si sumo b;; a los elementos de la desigualdad y notando que —1 <

bij + by; porque ambos elementos pertenecen al mismo renglén, tenemos

—1 < bi; +by; < by — binby; < 0.
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Para ver el signo del elemento de la diagonal, como —1 < —b;1b;; < 0, y sumandol a

cada término, nos queda
0>1-—0b;by; > 1.

Hasta aqui el elemento de la diagonal es mayor que cero y los que estdn fuera de la
diagonal son no positivos, falta ver como queda la suma del renglén. Como suma

n n Tl L
tenemos, Y bj; —biby; = 3 bij —bin Y by, y como Y b >0,Vi=1,..,ny —by >0,
= j=1 =1 =1

7=1

mn mn
entonces Y bi; —bi1 > b1; > 0.
)

J=1 J
Asi, el rengl6n vuelve a ser igual que como la hipétesis inicial, por lo que si multi-

plicamos a la matriz B por la matriz

’- 1 0 seo 0
0 1 :
1—b21b12
00 0 i 0 ’
= 0 I—bnlbln -

obtenemos una matriz como cuando multiplicamos la matriz A por la matriz con
término en la diagonal igual a al‘_—,,salvo que debajo del primer uno, tenemos el mismo
13

valor cero en todas las entradas

(1 b ... bin i
0 1 bl .. by,

0 By 1 w0 by

0 b, 1
L J

donde b'75 = b—‘i’%& Vi = 2,..,ny1# j. Notamos que la submatriz obtenida al

quitar el primer renglén y la primer columna de B, cumple la hipétesis de B nueva-
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mente, por lo que si repetimos el proceso para las siguientes submatrices, obtenemos

(1 by ... bin |
ol B B
R IS R v o5
n—2
@ m B 1 HY
L 1 )
Con el propésito de mejorar la notacién hacemos c;; = bi(:_)l!n,‘v‘k =1,.,n—2

y (1) =1,ei < j,i=1,..,n Para hacer los elementos c;; iguales a cero, partimos
de la ultima columna. Para ello, multiplicamos el wltimo renglén por —c,—1, y se lo
sumamos al renglén anterior, y asf de manera escalonada hacia arriba, logramos hacer
a la matriz B como la identidad. Por 1ltimo notamos que la matriz A fue multiplicada
solamente por matrices elementales positivas, es decir por matrices del tipo

1) multiplicar y sumar un nimero no negativo de un renglén a otro

[1 0 .. 0] [1 0 .. 0]
01 0 0 01 0 0
0 0 b 1 19 . I =55 D

o ?
10 ..0 ; . 10 . 0
0 0
i 1] | 1]
y
2) de hacer los elementos de la diagonal igual a 1

[ L o 0

aiy

1
D g5 ‘
0

[ 0 N

donde —b;;, —c;j, con i # j son no negativos y a—{‘ >0. m



Capitulo 5

Determinacion de la prima
optima cuando se desconoce la
distribucion de los reclamos

5.1 Introduccién

En el primer capitulo de este trabajo, hicimos una presentacién inicial de este prob-
lema, explicando cudl era el objetivo y cudles son los elementos del modelo de decisién
secuencial correspondiente. En este capftulo nos proponemos obtener una estrategia
6ptima para determinar la prima de un seguro cuando se desconocen los pardmetros de
la distribucién de los reclamos y de su monto. Como vimos desde el primer capitulo,
recurriremos a principios bésicos de estadistica Bayesiana para desarrollar un proceso
de aprendizaje sobre las distribuciones desconocidas con base en el cual serd deter-
minada la prima al inicio de cada perfodo, y por ello, en la seccién 2 expondremos

brevemente los elementos de estadistica Bayesiana que emplearemos més adelante .

5.2 Elementos de estadistica y de decisién Bayesiana

Empezaremos por recordar de manera muy general que tipos de problemas resuelve
la estadistica, para después ver su relacién con la estadfstica bayesiana.Un problema
de estadistica en general, es un problema en el cual se han de analizar los datos ex-
trafdos aleatoriamente de una poblacién (a los que llamaremos muestra aleatoria de
la poblacién), cuyos elementos toman valores de acuerdo a una distribucién de prob-
abilidad desconocida y en el que se debe realizar algiin tipo de inferencia acerca de
tal distribucién. En otras palabras, en un problema de estadistica existen dos o més
distribuciones de probabilidad que podrfan haber generado algunos datos experimen-
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tales y a partir de una muestra aleatoria, se necesita inferir la distribucién que pudo
haberlos generado. En la mayorfa de los problemas estadfsticos, lo que hace que se
desconozca tal distribucién de probabilidad, es que se desconocen los valores de uno
o més pardmetros de esta distribucién, y en términos generales, el problema de la
inferencia estadistica consiste en determinar dénde es probable que se encuentre el
verdadero valor del pardmetro ¢ en el espacio paramétrico ©, partiendo de ciertas
observaciones de la funcién f (z | #). A 6 lo denominaremos el estado de naturaleza.

En estadfstica Bayesiana, a diferencia de la estadistica cldsica, antes de disponer de
las observaciones de f (z | ), el experimentador tiene cierta informacién, conocimien-
tos o creencias acerca de dénde es probable que se encuentre el verdadero valor de 6, y
para ello construye una distribucién de probabilidad de # en el conjunto ©. Esta dis-
tribucién se denomina distribucién a priori de 6 porque se establece antes de obtener
observaciones de f(z | 6) y la denotaremos como p (0).

A medida que se va obteniendo informacién de las observaciones, la distribucién a
priori se modifica usando el Teorema de Bayes, para obtener una nueva distribucién a
la que llamaremos a posteriori.

Un problema de decisi6én estadfstica (en donde se utiliza cominmente la estadfs-
tica Bayesiana) es aquel donde después de haber analizado los datos experimentales,
se debe tomar una decisién o accién, dentro de una clase disponible de acciones, con
la propiedad de que las consecuencias de cada accién disponible dependen de la es-
timacién de cierto pardmetro. En la teoria de decisién Bayesiana, la consecuencia
corresponde al valor de la recompensa que esperamos obtener, y ésta serd mayor en la
medida en que nuestra decisién se halla tomado con la mejor estimacién del pardmetro.

La eleccién misma de una inferencia (més alld del resumen de datos) puede verse
como un problema de decisién, donde el espacio de acciones es el conjunto de todos
los posibles enunciados de inferencia y se cuenta con una funcién de recompensas que
reflejan el éxito o el fracaso del conocimiento usado. Si se elige una accién particu-

lar a; y #; resulta ser el verdadero estado de naturaleza, entonces se obtendrfa una

recompensa 7 (61, ;).

5.2.1 Distribucién a priori

Como mencionamos antes, la manera usual de referirnos a la informacién a priori es en
términos de la distribucién de probabilidad en © que se construye a través de diversos
métodos, y refleja la informacién y conocimientos previos del experimentador acerca
de donde es probable que se encuentre el verdadero valor de # en el espacio paramétrico
©, antes de disponer de observaciones de f (z | §). La informacién a priori sobre 8, a

menudo es muy precisa, por lo que es natural establecer creencias a priori en términos

o r——
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de probabilidades de los posibles valores verdaderos de 6. Asf, la densidad tiene como

"variable aleatoria " al pardmetro @ y se establece como

J4p(0)df en el caso absolutamente continuo

P(GeA):/AdF(B)z{ ;

Y 9caP (0) en el caso discreto

Aunque se hable de probabilidades respecto a 6, en realidad no hay nada de ”aleato-
rio” respecto a 6, puesto que la designacién de este valor se basa en las ”probabili-
dades personales” que reflejan el grado de creencias personales del experimentador en

la verosfmilitud del pardmetro.

Ejemplo 5.2.1 Sea 6 la probabilidad de obtener un dguila cuando se lanza cierta
moneda y supongase que se sabe que la moneda es equilibrada o tiene un dguila
de un sélo lado. Por tanto, los 1inicos valores posibles de 6 son 6 = % si la moneda
es equilibrada y @ = 1 si no lo es; y claramente la distribucidn de 8 es Bernoulli.
Si la probabilidad a priori de que la moneda sea equilibrada es q, entonces la
funcién de probabilidad a priori de @ esp(0=3) =qyp(@=1)=1—gq.

5.2.2 Meétodos para la determinacién subjetiva de la densidad a priori

Si © es discreto se determina la probabilidad subjetiva de cada elemento (como en el

ejemplo anterior), pero si es continuo el problema se complica considerablemente.

a. La aproximacién por histograma Cuando © es un intervalo de la linea real, la
aproximacién més obvia es con el histograma. Se divide © en intervalos, se determina
la probabilidad subjetiva correspondiente a cada intervalo, y se gréfica un histograma
de probabilidad. El qué tan detallado se tenga que hacer el histograma, depende de
consideraciones de robustez. Con base en el histograma se puede trazar la densidad
p(0) . El método es muy sencillo, aunque se tienen varios problemas al trabajar con la
densidad obtenida en esta forma como el que en cierto intervalo o varios de ellos, no
se hayan considerado desviaciones importantes de la densidad, o que la densidad en si

no tenga "colas".

b.- La aproximacién por verosimilitud relativa

Esta aproximacién también se usa cuando © es un subconjunto de la linea real. Con-
siste simplemente de comparar las ”verosimilitudes” relativas de varios puntos en O,

y trazar directamente la densidad a priori de estas determinaciones.

Ejemplo 5.2.2 Sea © = [0, 1]. Una buena idea es empezar a determinar las verosimil-

itudes relativas de los puntos parametrales "mds probables” y "menos probables”. Supong-

amos que el punto parametral § = % se siente que es el mds probable, mientras que
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0 = 0 es el menos probable. También, § = 43 se estima tres veces mds probable que el
valor de 0. Es suficiente determinar las verosimilitudes relativas.de tres puntos mds,
por ejemplo,%,% y 1. Por simplicidad, todos los puntos se comparan con 8 = (0. Se
decide que 6 = § y 6 = 1 son doblemente probables que 6 = 0. Se le asigna al punto

base 8 = 0 el valor 1 de la densidad a priori..

El principal problema se encuentra cuando © es no acotado, pues las verosimilitudes

relativas se determinan solo en regiones finitas, aunque este es el método mayormente

empleado.

c.-Coincidiendo con una forma funcional dada. Esta aproximacién es la més
usada para determinar la densidad a priori. La idea es simplemente asumir que p (6)
es de una forma funcional dada, y escoger los pardmetros de la densidad que méds
coincida con las creencias a priori. Por ejemplo, si la a priori se asume que tiene una
forma funcional Be (a, B), se puede estimar la media a priori, p, y varianza, o2, y

usar las relaciones p = fctaTﬁ)" %= =) ':('a 7T Para determinar a y B (método de

momentos).
La dificultad de este método estriba en que las "colas" de la densidad pueden tener

un efecto dréstico en sus momentos o que la densidad simplemente carezca de ellos.

5.2.3 Distribucién a posteriori

El an4lisis Bayesiano se desarrolla para combinar la informacién a priori y la informa-
cién muestral en la determinacién de la llamada distribucién a posteriori de # dado
x. Con base en esta iiltima, se realizan inferencias o se toman decisiones.

Respecto a la distribucién a posteriori, supongamos que las variables aleatorias
X1, Xs, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién cuya funcién de
probabilidad es f (z | ). Supongamos también que el pardmetro 6 es desconocido y
que la funcién de probabilidad a priori de 8 es p ().

Puesto que las variables aleatorias X, X, ..., X,, son idénticamente distribuidas,
con funcién de densidad f (z | €) , la distribucién de probabilidad conjunta f (zy,...,z, | 6)

estd dada por la ecuacién
f(@r,nzn|0)=f(2z1|0)--- f(zn]6).

Si se utiliza la notacién vectorial x = (z;, z9, ..., T,) , entonces la funcién de densidad
conjunta se puede escribir como f, (x| 6).

Como se supone que el pardmetro 6 tiene una distribucién cuya funcién de densidad
es p(6), la funcién de densidad conjunta f, (x | #) es la funcién de densidad conjunta
condicional de X, Xs, ..., X,, para un valor dado de 6. Si se multiplica esta densidad



5. Determinacién de la prima 6ptima cuando se desconoce la distribucién
de los reclamos 96

conjunta condicional por p (), se obtiene la funcién de densidad conjunta (n + 1)-
dimensional de X, X, ..., X, y 8, de la forma f, (x | ) p(8) . La funcién de densidad
conjunta marginal de X, Xo, ..., X,, se puede obtener ahora integrando esta funcién
sobre todos los valores de 6. Por tanto, la funcién de densidad conjunta marginal que
corresponde a un vector aleatorio n—dimensional m, (x) de X;, X2, ..., X;, se puede

escribir de la forma

mn(x)—_‘/fn(?i'ﬁ’)p(ﬂ)d&
(S]

Ademss, la funcién de densidad condicional de 8 dado X; = z1, X3 = 9, ..., X,, = Zp,
que se denota por p (@ |x), debe ser igual a la funcién de densidad conjunta de
X1, X9, ..., X, y 8 dividida por la funcién de densidad conjunta marginal de X;, X, ..., X,,.
Por ello resulta que

p(f|x)= %@ para 6 € ©. (5.2.1)

La densidad sobre © representada por la funcién de densidad condicional p (6 | x)
es la distribucién a posteriori de 6, y, como la notacién lo indica, se define como la
distribucién condicional de 6 dada la observacién muestral x

La férmula para p (€ | x) es una aplicacién directa del Teorema de Bayes. El
nombre de distribucién a posteriori es indicativo del papel de p(# |x). Tal y como
p(0) refleja las creencias de la distribucién a priori de la experimentacién, p (6 | x)

refleja las creencias actualizadas sobre 0, después o a posteriori de la experimentacion.

a. Funcién de verosimilitud

El denominador de la parte derecha de la ecuacién 5.2.1 es simplemente la integral
del numerador sobre todos los valores posibles de §. Aunque el valor de esta integral
depende de los valores observados 1, ..., Z,, no depende de 6 y se puede tratar como
una constante cuando la parte derecha de la ecuacién 5.2.1 se considera como una fun-
cién de densidad de . Se puede remplazar entonces la ecuacién 5.2.1 por la siguiente

relacion
p(0|x)ox fu(x|60)p(6) =h(z,0), (5.2.2)

donde o significa que las funciones son directamente proporcionales. El factor con-
stante apropiado que establecerd la igualdad de las dos partes de la relacién 5.2.2 se

puede determinar en cualquier momento utilizando el hecho de que [p (8 | x)df = 1,
o

puesto que p (0 | x) es una densidad.
Cuando la funcién de densidad conjunta f, (x | €) se considera como una funcién
de # para valores dados de z, ..., z,, se llama funcién de verosimilitud. Asf que 5.2.2



5. Determinacién de la prima 6ptima cuando se desconoce la distribucién
de los reclamos 97

afirma que la funcién de densidad a posteriori de @ es proporcional al producto de la
funcién de verosimilitud y la funcién de densidad a priori de 6.
Utilizando la relacién proporcional 5.2.2, generalmente es posible determinar la fun-

cién de densidad a posteriori de @ sin resolver explicitamente la integral [ f, (x | 6) p (6) d6.
e

Si se puede reconocer la parte derecha de la relacién 5.2.2 como una de las densidades
maés conocidas, excepto, posiblemente por una constante, entonces se puede determi-
nar con facilidad el factor apropiado que convierte la parte derecha de 5.2.2 en una

funcién de densidad propia de 6.

b. Familias conjugadas

En general m(x) y p(f | x) no son fécilmente calculables. Si, por ejemplo, X se
distribuye N (6, 02) y @ a su vez se distribuye Cauchy con pardmetros pu y 3, en-
tonces p (@ | x) solo puede evaluarse numéricamente. Una gran parte de la literatura
Bayesiana esta enfocada a encontrar distribuciones a priori para las cuales se pueda
calcular facilmente p (8 | x).

Definicién 5.2.3 Sea § la clase de funciones de densidad f (x| 6). A una clase P
de distribuciones a priori se le llama familia conjugada para § si p(6 | x) esta en la
clase ‘B para toda f € §F yp € P.

Para una clase dada de densidades §, con frecuencia se puede determinar una
familia conjugada examinando las funciones de verosimilitud Iy (8) = f (x| #8), y es-
cogiendo, como familia conjugada, la clase de distribuciones con la misma forma fun-
cional de esas funciones de verosimilitud. Las a priori resultantes son llamadas a priori
conjugadas naturales.

Cuando se trabaja con aprioris conjugadas, no hay necesidad de calcular explici-
tamente m (x). La razén es que, como p (@ | x) = %ne(‘%l, los factores que involucran a
¢ en p (8| x) deben ser los mismos que para los factores que involucran 6 en h (x,0).
Sélo es necesario observar a los factores que involucran a 6 en h(x,0), y ver si estos
pueden ser reconocidos como pertenecientes a una distribucién en particular. Si asi
es, p (0 | x) es esa distribucién. La densidad marginal m (x) puede ser determinada, si

se desea, dividiendo h (x,8) por p (¢ | x).

Ejemplo 5.2.4 Supongamos que X = (X, Xo,...,X,) es una muestra aleatoria de
una distribucion Poisson. Asi que X; ~P(0),i=1,2,..,n, y

reio-T[%] -Fee

1 .’L‘i!
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Aquit, § es la clase de todas las densidades anteriores. Observando que la funcién de
verosimilitud para tales densidades se asemeja a una densidad gama, una suposicion
plausible para una familia conjugada de las distribuciones a priori es la clase de las

distribuciones gama. Por lo que asumimos 6 ~ G (a, B), y observamos que

pies ¢ 100 0) _ el 1 0)
h(x,0)=f(x|0)p(6) = == n* o = aTn ;
[1} [:) I'(a)B I (a) B2} [24']
Los factores que involucran a 6 en esta ultima expresion son claramente recono-
cibles como pertenecientes a la distribucion G (ni +a, [n+ 1/6]_1) . Esta debe ser
p(0 | x). Como la funcion a posteriori es una distribucion gama, se sique que la clase

de las distribuciones gama son una familia conjugada (natural) para §.
En este ejemplo, m (x) puede determinarse al dividir h (x,0) porp (0 | x) y cancelar
los factores que involucran a 6. El resultado es

_h(x9) _ (T () B*IT7 (=) ) :
6| x =Xy
Bl {I‘ (ni +o:) [n+ I/ﬁ]_(a-'-m)}

m (x)

5.2.4 Regla de decisién Bayes

Para un problema de decisién miiltiple se definirdn 6, ..., #x como los k valores posibles
de 6, y ay,....,a,, serdn las m acciones posibles que se pueden elegir. Ademds, para
i=1,...,kyj=1,..,m,sea r; la ganancia obtenida por el experimentador cuando
0 = 6; y se elige la accién a;. Finalmente, parai = 1, ..., k sea p; la probabilidad inicial
de que 6 = 6;. Por tanto, p; >0y p1 +.... + pr = 1.

Si el experimentador debe elegir una de las acciones ay, ...., a,, sin poder observar
ningiin dato muestral relevante, entonces la recompensa esperada r (a;) de seleccionar

la accién a; serd
k
?’(aj) = E p,ff‘ij.
i=1

La eleccién de una accion para la cual la recompensa es médxima se denomina decision

Bayes.

Ejemplo 5.2.5 : Obtencién de una decision Bayes. Considérese un problema de
decision maltiple en el cual k = 3 y m = 4, y las ganancias r; estdn dadas por la

siguiente tabla:
’ ay a2 a3z Qa4
6,11 2 8 4
13 0 1 2
;14 2 1 0
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De esta tabla se deduce que las recompensas obtenidas de las cuatro acciones posi-

bles son las siguientes:
r(a1) = p1 + 3p2 + 4p3
r(a2) = 2p1 + 2p3
r(a3z) =3p1+p2+ps3
r(aq) = 4p1 + 2p2

Para cualesquiera probabilidades iniciales py,p2 y p3, una decision Bayes se en-
cuentra determinando simplemente la accion para la cual la recompensa es mdzima.
A modo de ilustracion, si py = 0.5,p2 = 0.2 y p3 = 0.3, entonces r (a1) = 2.3, (a) =
1.6,7(a3) = 2.0 y v (a4) = 2.4. Por tanto, as es la unica decision Bayes. Si 6 = 0,
se puede observar en la primer fila de la tabla de recompensas que a4 tiene la mayor
recompensa entre las cuatro acciones. Por tanto, si la probabilidad inicial py esta sufi-
cientemente cerca de 1, entonces aq serd la decision Bayes. Andlogamente, si 0 = 03,
entonces ay tendrd la mayor recompensa entre las cuatro acciones. Por tanto si ps
esta suficientemente cerca de 1, entonces ay serd la decision Bayes. Finalmente, si
0 = 63, entonces a; tiene la mayor recompensa entre las cuatro acciones. Por tanto, si
p3 esta suficientemente cerca de 1, entonces ay serd la decisidon Bayes. Se determinard
ahora si existen probabilidades iniciales py,ps y p3, para las cuales a3 sea una decision
Bayes.

Los siguientes resultados se pueden obtener de las ecuaciones anteriores: r(az) <
r(a3) st y solo si, p1 +p2 > p3, y r(as) < r(az) si y solo si, p1 + p2 < p3. Por tanto,
la tnica condicién para que a3 pudiera ser una decision Bayes es que p; + p2 = ps3.
Pero si p) + p2 = p3, entonces se deduce que py +p2 = % yp3 = %, y se puede verificar
de las ecuaciones que 7 (ag) = r(az) =7 (ag) = 1+2p; yr(a1) = 3+ 2p2 > 1+ 2py.
De esto 1iltimo se puede concluir que como r(a1) es mayor estrictamente que 7 (az),

7 (a3) no puede mazimizarse y az no puede ser una decision Bayes.

Considerese ahora un problema de decisién multiple general sujeto a las siguientes
condiciones: Existen k valores posibles del pardmetro 6, hay m acciones posibles, la
recompensa que resulta de elegir la accién a; cuando 6 = 6; es r;; parai =1,...,.ky j =
1,...,m, y la probabilidad inicial de que 6 = 6; es p; para i = 1, ..., k. Supéngase ahora,
sin embargo, que antes de que el experimentador elija una accién aj, puede observar
los valores de una muestra aleatoria Xi,..., X,, seleccionada de una distribucién que
depende del pardmetro 6.

Para i = 1,...,k, se define f, (x| #;) como la funcién de densidad conjunta de

las observaciones Xj, ..., X;, cuando @ = 6;. Después de haber observado el vector x,
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correspondiente a los valores en la muestra, la probabilidad a posteriori p; (6 | x) , serd

pi(8|x)=P(6=6;|x) = M- para i =1,... k. (5.2.3)
lepzfn (x| 6)

Por tanto, después de haber observado x de valores de la muestra, la recompensa

7 (a;,x) de seleccionar la accién a; serd

k
r(aj,x) =Y pi(6|x)ri; paraj=1,..,m. (5.2.4)
i=1

Después de haber observado x, se deduce que una decisién Bayes serd una ac-
cién para la cual la recompensa de la ecuacién 5.2.4 es un médximo. Dicha accién se
denomina decisién Bayes respecto a la distribucién a posteriori de 6.

En un problema de decisién muiltiple de este tipo, una regla de decisién se define
como una funcién d(x) que especifica, para cada vector x, una de las m acciones
posibles ay, ..., @m.

Una regla de decisién d se denomina regla de decisién Bayes si, para cada vector
posible x, la decisién d (x) es una decisién bayes respecto a la distribucién a posteriori
de 6. En otras palabras, cuando se utiliza una regla de decisién Bayes, la accién que
se elige después de haber observado el vector x siempre es una accién para la cual la
recompensa 7 (a;,X) es un méximo.

Antes de seleccionar las observaciones, la recompensa que el experimentador ob-
tiene por utilizar una regla de decisién especifica d se puede calcular como sigue: Para
Jj =1,..,m, sea A; el conjunto de todos los resultados x para los cuales d (x) = a;,
esto es, para el que se elegird la accién a;. Por conveniencia, supéngase que las ob-
servaciones X}, ..., X, tienen una distribucién discreta y que f, (x | 8;) representa su
densidad conjunta cuando 8 = 6;. Si f, (x| 6;) es realmente una funcién de densidad
conjunta, entonces las sumas sobre valores de x que aparecen en el desarrollo dado
aqui se deben remplazar por integrales.

Si 6 = 6;, el riesgo r(d | § = 8;) de utilizar la regla d es

m

r(d]0=0;)=Y r;Pld(x)=0a; |0=0]= 1> fa(x]6:). (5.2.5)

Puesto que la probabilidad a priori de que 8 = 6; es p;, la recompensa global r (d) de

utilizar la regla d serd
k k m
r(d)=Y pr(d]|0=0)=>3" > pirijfn(x]6:). (5.2.6)
=1 1=1j=1z€A;

Esta recompensa r (d) es méxima cuando d es una regla de decisién Bayes.



5. Determinacién de la prima 6ptima cuando se desconoce la distribucién
de los reclamos 101

Ejemplo 5.2.6 : Determinacidn de una regla de decision Bayes. Supdngase que en
un gran cargamento de frutas, los inicos tres valores posibles de la proporcién 0 de
piezas danadas son 0.1, 0.3 y 0.5 y que hay tres acciones postbles a;, as y az. Supdngase,
ademds, que sin pérdida de generalidad, tomamos pérdidas en lugar de recompensas,
y encontrando el minimo en lugar del mdrimo, las pérdidas de estas acciones son las
stquientes:
ay az ag
=010 1 3
6=03|12 0 2
=058 1 0

Supdngase, ademds, que teniendo en cuenta cargamentos anteriores del mismo
distribuidor, se cree que las probabilidades a priori de los tres valores posibles de 6 son
las siguientes:

P(#=01)=05
P@=03)=03 . (5.2.7)
P(@=05)=02

Finalmente, supdngase que se puede observar el nimero Y de piezas de frutas
daniadas en una muestra aleatoria de 20 piezas seleccionadas del cargamento. Se de-
terminard una regla de decision Bayes y se calculard la pérdida de esta regla. En la
siguiente tabla se muestran las probabilidades a posteriori que se pueden tener después

de observar la muestra:
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y | P{@=01]|¥=y9) PE=03|¥=y) PE=05|Y=9)
0 | 0.9961 0.0039 0
1 | 0.9850 0.0150 0
2 | 0.9444 0.0558 0.0002
3 | 0.8141 0.1840 0.0019
4 | 0.5285 0.4606 0.0109
5 | 0.2199 0.7393 0.0408
6 | 0.0640 0.8294 0.1066
7 | 0.0151 0.7575 0.2273
8 | 0.0031 0.5864 0.4105
9 | 0.0005 0.3795 0.6200
10| 0.0001 0.2078 0.7921
1110 0.1011 0.8989
12 |0 0.046 0.954
13| 8 0.020 0.980
1410 0.009 0.991
1510 0.004 0.996
16| 0 0 1
1710 0 1
1810 0 1
1910 0 1
20| 0 0 1

Cuando 6 = 0.1, la distribucién de Y es una distribucién binomial con pardmetros

20y 0.1. La f.p. g(y | @ = 0.1) es la siguiente:
20 v 20—y
g(y|9=01)= (0.1)¥(0.9) , paray=0,1,...,20. (5.2.8)
Yy

Cuando € = 0.3 0 8 = 0.5 la distribucién de Y es una distribucién binomial anédloga
y las expresiones para g(y | # =0.3) y g(y | # = 0.5) tendrdn una forma similar a la
ecuacioén 5.2.8.

De la ecuacién 5.2.3 se deduce que después de haber observado el valor de Y = y,
la probabilidad a posteriori de que # = 0.1 serd

(0.5)g(y|6=01)

(05)9(y 10=01)+(03)g(y[0=03)+ (0.9 g(y [0 =05)
(5.2.9)

P=01|Y=y)=
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Se pueden escribir expresiones anédlogas para las probabilidades finales de que 8 =
0.3 y & = 0.5. Estas probabilidades a posteriori, para cada valor posible de y, se

encuentran en la tabla.

Después de haber observado el valor de y, el riesgo r (a;,y) de cada accién posible
aj (j = 1,2,3) se puede calcular aplicando la ecuacién 5.2.4 y utilizando estas prob-
abilidades a posteriori y la tabla de pérdidas dada al principio de este ejemplo. Por

tanto, el riesgo r (a;,y) de elegir la accién a; serd

r(a1,y) =2P(0=03|Y=y)+3P(@#=05|Y=y)

y | r(a,y) r(azy) r(asy)
0 | 0.0078 0.9961  2.9961
1 |0.0300 0.9850 2.9850
2 (01124 09446  2.9430
3 [03737 0.8160 2.8103
4 109539 0.5394  2.5067
5 | 1.6010 0.2607 2.1383
6 | 1978 0.1706 1.8508
7 | 21969 0.2428  1.5603
8 | 24043 0.4136 1.1821
9 | 2.6190 0.6205 0.7605
10 | 2.7919  0.7922  0.4159
11 | 2.89890  0.8989  0.2022
12 | 2.954 0.954 0.092
13 | 2.980 0.980 0.040
14 | 2.991 0.991 0.018
15 | 2.996 0.996 0.008
16 | 3 1 0
1713 1 0
183 1 0

19 | 3 1 0

20 | 3 1 0

el riesgo de elegir ag serd

r(a2,y)=P@=01|Y=y)+P(0=05|Y =y)

y el riesgo de elegir a3 serd

r(as,y) =3P(0=01|Y=y)+2P(#=03|Y =y)
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Los valores de estos riesgos para cada valor posible de y y cada accién posible se
indican en la dltima tabla.

De los valores tabulados se pueden deducir las siguientes conclusiones: Si y < 3,
entonces la decisién Bayes es aj, si 4 < y < 9, entonces la decisién Bayes es ap y si
y > 10, entonces la decisién Bayes es a3. En otras palabras, la regla de decisién Bayes
d se define como sigue

a1 siy=0,1,2,3,
d(y): az Siy:41576171819:
as si y = 10, ..., 20.

De la ecuacién 5.2.6 resulta ahora que el riesgo r (d) de utilizar la regla d es

k k m
r(d) = Zpi?'(d 10=0)=>Y"Y prijfa(y|6:)

i=1j=1y€A,

9 20
= (05)) g(y|0=01)+(15) Y g(y|6=01)

y=4 y=10
3 20
+(06)> g(y6=03)+(0.6) Y g(y|6=03)
y=0 y=10
3 9
+(06)) g(y|0=05)+(02)> g(y|6=05)
y=0 y=4
= 0.2423.

Por tanto, el riesgo de la regla de decisién Bayes es r (d) = 0.2423.

Ejemplo 5.2.7 : El valor de la informacién muestral. Supéngase ahora que fue nece-
sario elegir una de las tres acciones ay,az 0 az en el ejemplo anterior sin haber ob-
servado el nimero de piezas danadas en una muestra aleatoria. En este caso, se
encuentra a partir de la tabla de pérdidas r;; y de las probabilidades iniciales 5.2.7 que
los riesgos T (ay),7 (a2) y r(as) de seleccionar cada una de las acciones ay,az y as

son los siguientes:

r(@) = 2(0.3)+3(0.2) =12,
r(ag) = (0.5)+(0.2) =0.7,
r(as) = 3(0.5)+2(0.3)=21.

Por tanto, la decision Bayes sin ninguna observacion seria as y el mesgo de la

decision seria 0.7.
Por el hecho de poder observar el nimero de piezas danadas en una muestra aleato-

ria de 20 piezas, se puede reducir que el riesgo de 0.7 a 0.2423.
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5.3 Determinacién de una prima éptima en un modelo

de decisién secuencial

Como se recordar4 de la exposicién de este problema en el capitulo 1, vamos a consid-
erar que la distribucién de los reclamos es desconocida en el sentido de que se conoce
la forma pardmetrica de dicha distribucién, pero no se conoce el valor concreto del
parametro que la determina. Para encontrar el valor de dicho pardmetro, se parte de
una conjetura inicial y se utiliza la informacién acerca de los reclamos ocurridos en
cada perfodo para modificar esta conjetura en cada época de decision.

Empecemos reescribiendo los elementos del modelo.

5.3.1 El modelo

e N (7) : demanda de la péliza con prima m. N () es decreciente.

e X;:v.a. que toma el valor de 1 si el i-ésimo asegurado realiza un reclamo y 0 si

no lo realiza. X; se distribuye entonces como bernoulli con pardmetro p,

Xi~ Be (p) )
Pr[X; =m) =p™(1 —-p)! ™ conz; =0,1;ei=1,.., N,
N
y X = Y X; es la v.a. que se refiere al nimero de reclamos durante el perfodo
1

en que se aplica la prima m. X se distribuye como binomial con pardmetros p y
N =N (r),

X ~ b(N,p),

N
PriX=2 = (m )p”(l—p)N_I conz=0,1,...,N.

Se supone que el periodo es suficientemente pequeno para que se dé a lo mas un
reclamo por cada asegurado durante ese perfodo.

Asi que p = P [ocurra un reclamo] es el parametro desconocido en la distribucién
de los reclamos.

Si x = (1,2, ..., zx) es una muestra de una distribucién Bernoulli, su funcién

de verosimilitud es
L T l—z; N 2 N—EN T T N-z
fxlp) =" (L=p) " =p=r 5 (1 —p)" = " =p*(1-p)"7",

y la conjetura inicial del asegurador sobre este pardmetro est4 representada por

una distribucién beta con pardmetros r y n. Esto es debido a que los factores
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que involucran al pardmetro p asemejan a una distribucién beta y una suposicién
vélida, a partir de la funcién de verosimilitud de los reclamos (f (x | p)), para una

familia conjugada de las distribuciones a priori es la clase de las distribuciones

beta.
p ~ B(nn),
Prlp|r,n] = %%p"l(l—p)”_l.

(En adelante, el pardmetro r representaré el nimero de reclamos ocurridos en el

perfodo anterior y n el nimero de pélizas vendidas en ese perfodo).

e Y; : el monto del reclamo realizado por el i—ésimo asegurado. Suponemos que
las Y; son independientes y con distribucién comin exponencial con parémetro

w
fri (y) = We™Y, y >0,

Y es el monto total de los reclamos suponiendo que se efectuaron z reclamos.

Y=3%
i=1

Y se distribuye como una gama con pardmetros z y W, es decir

Y~ g W) = s W) e,

Asf que W es el pardmetro desconocido de la distribucién del monto de los

reclamos y a partir de la funcién de verosimilitud,
T ) -
f (y | ‘I,U) — I;Iwe_wy' = wxe_wzl Yi — wxe—wy)

vemos que al igual que con la distribucién del mimero de reclamos, la conje-
tura inicial del asegurador acerca de este pardmetro estd representada por una

distribucién gama con pardmetros a y 3

W~ g(w]a,B) = %( Byt e,

Donde « es el nimero de reclamos recibidos en el perfodo anterior y 8 el monto

de los mismos.
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5.3.2 Proceso de aprendizaje

El siguiente valor de p estd dado por la distribucién a posteriori

_p)f(x|p) _h(xp)
plp|x)= m (x) T mx)’

de acuerdo a la regla de Bayes .
Sin tomar en cuenta el valor de m (x) y los factores que no involucran al pardmetro

p, se tiene que

h(x,p)=p(p) f(x|p) = %%p”r‘l (1 —p)N¥r—o=1  prtr—1 (1 — pyNHn—s-1,

N
de donde la distribucién a posteriori es una Be(p |z +7r,N+n—z) con z = ) z;.

1
Puesto que la distribucién a posteriori es una distribucién beta, se sigue que la clase

de las distribuciones beta es una familia conjugada para §, la clase de densidades
binomial.
Anélogamente, en el caso del monto de los reclamos,
ﬁawa—l e~ wh
h(y,w)=pw) f(y|w) = ——7—=—*w e ") ()
I'(a)
ﬁaw:r+a— 1 e—w(y—l—ﬂ)
T T(

Por lo que, fijdndonos inicamente en los términos que involucran a w, el valor poste-
rior de W estd dado por una distribucién g(w | @ + z, 8 + y) , ya que como deciamos
antes, la funcién de verosimilitud para las densidades exponenciales, se asemeja a una

densidad gama suponiendo que y es el monto de los  reclamos ocurridos.

I(0,00) (w) .

5.3.3 Determinacién de la prima éptima

Suponemos que el objetivo del asegurador es maximizar su utilidad descontada esper-
ada sobre el horizonte de planeacién T.

Considerando el proceso de aprendizaje descrito antes, el estado (z,y) se trans-
forma en (v, 3,7, n) pues la distribucién del nimero de reclamos x depende finalmente
de los pardmetros 7 y n, y la distribucién del monto de los reclamos y depende de o
y B.

En un solo perfodo ¢, la utilidad esperada cuando se aplica la prima 7 estd dada
por

V(r|a,B,r,n)=nN(n)— V(7| B,7n),
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donde ¥, (7 | @, B,7,n) = E[Y]. Es decir, la utilidad es el ingreso recibido por la venta
de N (w) p6lizas, a una prima 7, menos el valor esperado del monto de los siniestros

que se deben cubrir. Este valor esperado se puede obtener a través de
E[Y]=E[E[Y | X]],

y para obtener la esperanza condicional E[Y | X| requerimos integrar la densidad
condicional de Y | X , multiplicada por y, sobre todos los posibles valores de y € [0, c0).

Asi, obtenemos:

ElY |X] = /OmUowyg(ylw,w)dy]g(wIa,ﬁ)dw
= /Gmfomyg(yI:r,w)g(wla,ﬁ)dydw-

Ahora, para obtener el valor esperado de Y necesitamos integrar esta esperanza
condicional sobre todos los posibles valores de X, es decir

Uy (7| e, B,m,n) =
N(m)

1 o%) 00
./0./{; /0 > vg(y|z,w)g(w|a,B)b(z|N(r),p)B(p|r,n)dydwdp.

z=0

Si no se tomaran en cuenta los valores ocurridos de X y Y en un proceso de apren-
dizaje, entonces la prima 7° se aplicarfa para todo t. 7° podrfa obtenerse maximizando
la utilidad ¥ (7 | -). Suponiendo cierta regularidad en N (), que 7°(-) > 0, y que
7N (7) est4 acotada inferiormente, sabemos que existe 7° que maximiza ¥ (o, 3,7, 7).
Definamos

Q(a,B,ryn) =" (?TO | a,ﬁ,r,n) .

Como tiene lugar un proceso de aprendizaje, el asegurador debe considerar no sélo
el efecto de la prima que determine en la utilidad inmediata, sino su efecto en los
pardmetros futuros. Si en algiin perfodo t el nimero de pdélizas vendido es N (7), el
mimero de reclamos es z, y el valor de estos reclamos es y, entonces los pardmetros de
las distribuciones al inicio del perfodo t+1son a+z, f+y,r+z, n+ N (7) — z.

Sea V;* (o, B,7,n) la utilidad esperada descontada del tiempo t en adelante dado
que los pardmetros son (a, 3,7,n) en ese periodo. Por el algoritmo de programacién

dindmica sabemos que

Vi (a, 8,7, n)
== max{‘l'(7r|a,6,r,n)+/\E [V;}_l (a+x,6+y,r+x,n+N(7r)—z)]},

parat=1,2,... T -1,y
V’f} (e, B,7,1) = Q (e, B,7,1).
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Considerando las ditribuciones que hemos venido utilizando, tenemos que

Ehﬁﬂa+aﬁ+%r+an+N@m
N(m)

1 00 00
== /0/0 A ZVt’}_l(a+$,5+y,r+z,n+N(ﬂ)—m)
z=0
g(ylx,w)g(wla,ﬁ)b($|N(ﬂ),p)B@)lr,n)dydwdp

Aplicando el algoritmo de programacién dindmica, obtendremos entonces la prima

6ptima para cada perfodo 7} (a, 3, r,n) como un valor maximizador en cada paso.

5.3.4 Efectos del proceso de aprendizaje en las primas éptimas

Aquf se trata de demostrar que 7} (-) < 79 () para toda ¢. Intuitivamente, esta de-
sigualdad quiere decir que mientras las primas tengan un precio menor, estas podrén
venderse m4s, lo que implica obtener mayor informacién sobre los pardmetros descono-
cidos. Asi, el proceso de aprendizaje brinda una ventaja adicional sobre el proceso que
fija una prima igual para todos los perfodos.

Con base en lo anterior, nuestro objetivo ser4 el de demostrar el siguiente teorema,
que requiere de la demostracién de dos lemas. El primer lema demuestra las condi-
ciones bajo las cuales se cumplen las hipé6tesis del teorema y el segundo demuestra que

nuestro modelo las cumple.
Teorema 5.3.1 Sea G; una funcién decreciente de w, dada por
Gi(m | @, ,mn) = AE [V @+, B+y,m +an+ N (x) - 2)]
parat=1,2,...,.T—-1,0<A<1y
Gr(m|a,B,r,n) =0,
entonces 7° (o, B,7,n) > 7} (a, B,7,n) para todat =1,...,T — 1.

Demostraci6n. Definamos la funcién F; (m, ) como F; (m,A) = ¥ (7 | )+AGe (7 | ),
y supongamos que 7 (A) maximiza F; (7, A). Entonces, en 7 (\) tenemos

0

6—ﬂ@(7r[-)+,\£@t(7r]-)=0

om

0? o?
Ahora bien, como

Fy(m,0)=¥(x|)
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F(m1)=¥(r|-)+Ge(r]),

se tiene que el valor méximo de 7 en A = 1, corresponde al valor de 7y, es decir,
'{r (1) = 77 y de la misma manera, en A = 0, corresponde al valor de 7°, es decir,
7 (0) = 7. Asf, la prueba consiste solo de demostrar que la funcién 7 ()) es decreciente,

es decir, que d%’rr (M) . Para esto notamos que

. 2
sign (—;Xﬂ ()\)) = sign (%Ft ('ﬁ‘,/\)) = sign ((,%G; (m | )) <0.

En el teorema anterior se dié por supuesto que la funcién G ( | -) es no creciente.
En este trabajo usaremos el siguiente lema cuya demostracién se puede encontrar en
Blackwell (1951) [5], (1953) [6], Marschak y Miyasawa (1968) [7]. Este lema establece
condiciones bajo las cuales G (7 | -) es una funcién no creciente de m. Lo que se de-
muestra entonces es que si N (71) y IV (m2) son enteros que satisfacen NV (m1) > N (7g),
entonces G (m1) > G (m2) . Claramente, si o > 7, entonces N (m1) > N (7g), donde
asumimos que N (71) y N (m2) son enteros. De aqui en adelante, N (m) = N y
N (m3) = Ns.

Lema 5.3.2 Si existe una funcién n(z',y' | z,y) que no dependa de p o W, y que

satisfaga

oo Ny
&y | p,W,N2) = [0 > 0@,y | 2,y) f(z,y | p, W, N1)dy (5.3.10)
=0

oo N2
/ Z?} (x’, Y | =, y) dy' =1, (5.3.11)
0

z'=0
entonces el experimento f (z,y |-, N1) es mds informativo que f (2',y' |-, N2) en
el sentido de que G (my |+) > G (w2 |-).

La idea del lema anterior es que la determinacién de la prima 7 realmente define un
experimento que consiste en una muestra aleatoria de la distribucién f [z,y | p, W, N (7)] =
bin (z | p, N (7)) gama (y | x, W) . Asi que, cuando ponderamos m; contra mp (asum-
iendo, sin pérdida de generalidad, que m; < m9), realmente ponderamos, el experimento
f[z,y | p, W, N (m1)] contra el experimento f[z’,y’ | p, W, N (m2)], donde z y y (¢’ y
y') son el nimero de reclamos y el valor monetario del total de los reclamos dado
que N (1) y N (m2) polizas de seguros se vendieron, respectivamente. Ahora vamos a

demostrar que nuestro modelo satisface las hip6tesis del lema anterior.
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Lema 5.3.3 La funcion n(z',y' | ©,y) definida en , satisface las condiciones 5.3.10 y
5.9.11 , si Ny > Na.

Demostracién. Construimos la funcién 7 (- | -) como sigue. Primero definimos
las funciones 7, (' | z) y 7, (¥' | ', z,y) como
j —N—(Nz)(’” ) siNg— Ny —z<z' <=z
7}'1 (‘I | x) = ( xz )
0 en otro caso.

I'(z) y_;)x’—-l( _y_,):l’.‘-—:l:"—l'l . y .
n (¥ |2 z,y) = m(y 1=y ySi0sy sylsa'sz

0 en otro caso.

Después definimos

m @,y |zy)=m @ |z)n @ |2, y).

Para ver esto ltimo, sea Y’ una v.a.i. que se distribuye gama (- | ', W), Z’ una
v.a.il. que se distribuye gama (- |z —2',W) y sea Y = Y’ + Z'. Hay que encontrar
fyy @' | y).

Como fyny (¥ | y) = fL}%g#, hay que encontrar las dos funciones de la divisién.
Primero vemos que

frry (Vo) =17/ fyr,z (y" y—v)=fy (V) fz (y—v)
w

=5y @) e

Fa—m @E—y)T e

- w —wy, (2’ =1) (, _ , \E—z'=1
T@Tz—z) 7 (v=9) :

luego,

o w e_wy i n
0 I'(z—2') Jo

B yx—2wxe—wy /co Ef z'=1 - y_; z—z'—1 -
F@)T(@—-a)Jo \y y 7
Sea u = %; yu = y'; diferenciando respecto a u y ¥/, ydu = dy/; du = %’: y como
U<y’5y<oo;entonces{)<?y—’§1.

b 1._1 e I‘(.‘I:) :r:"— z—z'—
fY(y)— T (2) /F(m’)T(m 1(1-w) ! du
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w .
=m(‘wy):c Ye ™ = gama(y | z,w) .

Por lo que finalmente,

roy = Sy W) I (z) y\* N I
fY’IY (y |y) - fy ) - ()T (z —a') (‘5) (1—5—) .g‘

que es una funcién Beta (u |2,z —2') y u= %_

Anédlogamente, sea X’ una v.a.i. que se distribuye bin (- | Na,p), Z una v.a.i. que
se distribuye bin (- | Ny — N,p) y sea X = Z + X'. Hay que encontrar fx/x (z' | z).

Primero vemos que

fxx (&, 2) = fxr,z (&2 = &) = fxi (2') fz (z — 2')

_fNa\ (N1 = D\ .0 No—z' z—a' Ni1—Ng—z+z'
-(B) (L) - e a-p

_ No\ (N1 — N\ . Ni—z .
G

luego,
_ =\ (N2 (N1 — N2\ . M-z _ 2y _ M-z =\ (Np\ (N; — N,
fx_(x)—;(x,)( )= ) G
y como en general se cumple
2(562)-()
tenemos,
M\, s —z
@ =(")ra-ph.
Por lo que finalmente,
fxnx (2’| z) = fxx(®z) G (357
' M@ T

que es una funcién Hipergeométrica (z | Ny, Na,z').

Por 1ltimo, como

m(@|z) = fxx (@ |z), (¥ 12,2,9)=Ffrpy W 1Y) v f(z,y]|p,W,N)
Ix () fy (v),

I
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vemos que la sustitucién de estos términos en la relacién 5.3.10 nos da

oo M1

f &,y | p, W, Na) =/0 foqx ") fyny (V' 1Y) fx (z) fr (y) dy,

oo M
i >t (#43) e @) dy = fx (&) e (4,

y de la relacién 5.3.11 claramente vemos que se cumple porque 15 (v | 2/, z,y) v
m (2" | ) son funciones de densidad y por consiguiente al sumarlas e integrarlas sobre
todos sus valores, nos da 1. m
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