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Introduccion

En este trabajo, signiendo a J. Morales en [4] estudiaremos la clase de grupos finitos
no abelianos con todos sus subgrupos normales propios abelianos. Se dardn caracteri-
zaciones de esta clase distinguiendo los casos cuando los grupos tengan al menos dos
subgrupos normales maximales y cuando s6lo tengan un subgrupo normal maximal.
En el primer caso, esta clase coincide con la clase de grupos finitos no abelianos con
todos sus subgrupos propios abelianos y que tienen al menos dos subgrupos normales
maximales.

Haremos notar que si un grupo finito tiene todos sus subgrupos propios abelianos,
entonces es soluble y que existen grupos finitos solubles con todos sus subgrupos nor-
males propios abelianos con subgrupos propios no abelianos. También daremos un
ejemplo de un grupo finito no soluble, no simple con todos sus subgrupos normales
propios abelianos y que tiene subgrupos propios no abelianos.



Notacién

Z Nimeros enteros

Z, Numeros enteros médulo p

(a,b) Méximo comin divisor dea y b

z = y(modn) x — y es divisible por n

M, (F) Matrices de n X n con coeficientes en el campo F
BCA B es un subconjunto de A

BcA B es un subconjunto propio de A
ANB Interseccién de Ay B

AUB Unién de Ay B

Ax B Producto cartesiano de los conjuntos A y B
1 Elemento identidad del grupo G
H<G H es un subgrupo del grupo G
H<G H es un subgrupo propio de G
HaG H es un subgrupo normal propio de G
H«G H es un subgrupo normal de G
H4G H no es un subgrupo normal de G
|G| Orden de G

[G: H] Indice de H en G

zH Clase lateral izquierda de H

G/H Grupo cociente de G en H

G=H G es isomorfo a H

(X) Subgrupo generado por X

(21, Zn) Subgrupo generado por {z,,- - -, Z,}
H car G H es un subgrupo caracterfstico de G

[z, 9] Conmutador de z,y ( [z,y] = zyz~'y™?)



Subgrupo generado por {[a,b] | a € A,b € B}
Subgrupo derivado de G = [G, G]
Subgrupo derivado de G*
Centro de G
Estabilizador de z bajo la accién de G
Centralizador de z en G
Normalizador de H en G
Producto directo de los grupos Gy, -+, Gy,
Producto semidirecto de N por H
Imagen de G bajo ¢
Grupo de Automorfismos de G
Grupo simétrico de n elementos
Grupo alternante de n elementos
Grupo dihedrico de orden 2n
Grupo general lineal
Grupo especial lineal
Grupo proyectivo lineal especial
Matriz identidad
Funcién identidad
Suma directa de F'—espacios vectoriales M;,-- -, M,
Grupo de las transformaciones lineales
invertibles del F'—espacio vectorial V.
Grupo de las matrices invertibles de tamafio n X n,
con entradas en el campo F.



Capitulo 1

Preliminares

Definicién 1.1 Sea X un conjunto. Una operacién binaria sobre X es una funcién de
XxXenX.

Definicién 1.2 Un grupo es un conjunto no vacfo G, con una operacién binaria sobre
G, usualmente escrita como multiplicacion, que satisface a),b) y c)

a) 91(929s) = (9192)95 con g1,92,93 € G,

b) Eziste 1 € G tal que g1 = 1g = g, para todo g € G,

c) Para toda g € G eviste g™* tal que gg™' =g 'g=1.

Definicién 1.3 Se dice que un grupo G es conmutativo o abeliano si ab = ba para toda
a,beG. Sia,b€e G yab=ba se dice que a y b conmutan.

Definicién 1.4 Si G es un grupo, se dice que H es un subgrupo de G, si H es un
subconjunto de G que con la operacién binaria de G restringida a H resulta ser un
grupo.

Notacion: Si H es un subgrupo de un grupo G, se escribe como H < G.
3



Definicién 1.5 Sea G un grupo, H < G. Se dice que H es un subgrupo normal de G
si gHg™' C H para todo g € H y se denota por H 4 G.

Definicién 1.6 Sea G un grupo, z € G yn € N se define " inductivamente:

Definicién 1.7 Sea G un grupo, X C G. Se define el grupo generado por X como el
subgrupo de G mds pequetio gque contiene a X y se denota por (X).

Definicién 1.8 Si G es un grupo y G = ({z}), para alguna z € G, se dice que G es
ciclico.
Notacion: ({z}) = (z}

Definicién 1.9 Sea G un grupo. Se define el orden de G como el nimero de elementos
del grupo G y lo denotamos como |G|.

Definicién 1.10 Sea G un grupo, € G. El orden de z se define como el orden de
(z) y se denota o(z).

Definicién 1.11 Si S y T son subconjuntos no vacfos de un grupo G, el conjunto
{st | s € S,t € T} se denota como ST.
SiT = {t}. En lugar de S {t} se escribe St.

Si G es un grupo, H, K < G , no siempre se cumple que HK es un subgrupo de G,
el siguiente teorema nos da una condicién necesaria y suficiente para que HK sea un
subgrupo de G. i

Teorema 1.12 Sean H, K subgrupos de un grupo G. Entonces HK es un subgrupo de
G siysolosi HK = KH.



Definicién 1.13 5i S < G yt € G el conjunto St se le conoce como la clase lateral
derecha de S en G, con representante t.

Andlogamente al conjunto tS se le conoce como la clase lateral izquierda de S en G
representada port.

Teorema 1.14 Si H < G, entonces Ha = Hb si y sdlo si ab™' € H . Andlogamente,
aH = bH si y solo sib™'a € H.

Teorema 1.15 Si H < G, el niumero de clases laterales derechas de H en G coincide
con el nimero de clases laterales izquierdas de H en G.

Definicién 1.16 Si H < G, el fndice de H en G, denotado por |G : H], es el nimero
de clases laterales izquierdas (o derechas) de H en G.

Teorema 1.17 (Lagrange) Si G un grupo y H < G, |G| = [G: H||H|. Si G es finito
|H| divide a |G].

Teorema 1.18 Si G es un grupo finito de orden p con p un primo, G es ciclico.

Teorema 1.19 Si N < G, entonces las clases laterales izquierdas (derechas) de N en
G con la operacion binaria aNbDN = abN forman un grupo, denotado por G/N, de
orden [G : H].

Definicién 1.20 Sean G y H grupos. Una funcién f : G — H es un homomorfismo si
para todo a,b € G, f(ab) = f(a)f(b).Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo
y un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. Decimos que G es isomorfo a H y lo
denotamos por G £ H, si existe un isomorfismo f : G — H.

Definicién 1.21 Sean G, H grupos, f : G — H un homomorfismo, se define:
Niicleo de f = {a € G| f(a) =1}
Imagen de f ={h € H | h= f(a) para alguna a € G}
Se denota al Nicleo de f como ker(f) y a la Imagen de f como Im(f).



Teorema 1.22 f : G — H es un homomorfismo de grupos f es inyectivo si y sdlo si
ker(f) = {1}.

Definicién 1.23 Un automorfismo de un grupo G es un isomorfismo ¢ : G — G. Un
subgrupo H de G es llamado caracteristico en G, si ¢(H) = H para todo automorfismo
de G.

Los automorfismos dz un grupo G con la operacidn composicién de automorfimos
es un grupo, denotado por Aut(G).

Teorema 1.24 Sip es un primo, Aut(Z,) = Zy,_;.

Teorema 1.25 (Teoremas de Isomorfismo)

1.- Si G y H son grupos y f : G — H un homomorfismo con nicleo K, K es un
subgrupo normal de G y G/K = Im(f).

2.-Sean N y T subgrupos de G. Si N es normal en G, NNT esnormal en T y
T/(NNT) = NT/N

3.-Sea G un grupo, K < H < G, K y H subgrupos normales de G. Entonces H/K
es un subgrupo normal de G/K y (G/K)/(H/K) = G/H.

Teorema 1.26 Si G es un grupo ctclico de orden n, G es isomorfo a Z,.
Teorema 1.27 Z, X Zp, = Zp, 8t y s6lo si (n,m) = 1.
Teorema 1.28 Si G es un grupo finito de orden p con p un primo, G es cfclico

Definicién 1.29 Sea X un conjunto, una permutacion de X es una funcién biyectiva
de X en X.

Definicién 1.30 El conjunto de permutaciones de X con la composicién de funciones
forma un grupo siméirico el cual se denota por Sx, si X tiene n elementos este grupo
se denota por S,,.



Definicién 1.81 Sia € S, yi € {1,2,---,n}, entonces @ fijaa i si a(i) =i y a

mueve a i si a(i) # 1.

Definicién 1.32 Se dice que a € S, es un ciclo de tamario r si existen
11,19, i € {1,2,-++,n} = J, diferentes tal que:
1) a fija a los elementos de J, diferentes a iy s,- - -1, ,

2) aliy) = iy, aliy) =13, « -, a(ir—1) = ir, a(iy) = 1.

Definicién 1.33 Se dice que o € S,, es una transposicién, si a es un ciclo de tamario
2.

Teorema 1.34 Sin > 2, entonces todo o € S, se puede expresar como un producto
de transposiciones.

Definicién 1.35 Una permutacion a € S, es par, si se expresa como un producto de

un nimero par de transposiciones.

Teorema 1.36 El subconjunto de S, que consiste de todas las permutaciones pares, es
un subgrupo de S, llamado el grupo alternante de n elementos y es denotado por A,.

Definicién 1.37 Sea G un grupo. Si a,b € G el conmutador de a y b denotado por
[a,b], es [a,b] = aba~1b}

Definicién 1.38 Sean H, K subgrupos de un grupo G. Se define [H, K| como
(H,K] = ({[h,k] | h € H,k € K})
Definicién 1.39 El subgrupo derivado de G denotado por G', es:

¢ =(G,G)



Teorema 1.40 Si G es un grupo N < G. Entonces N 9 G y G/N es abeliano si y
solo st G' < N.

Teorema 1.41 Si G es un grupo abeliano finito y d es un divisor del orden de G,
entonces G tiene un subgrupo de orden d.

Teorema 1.42 Si G es un grupo abeliano, todo subgrupo de G es normal.

Teorema 1.43 Si G es un grupo ctclico finito y d un divisor del orden de G, entonces
G tiene un unico subgrupo de orden d.

Teorema 1.44 Si G es un grupo, tal que sélo tiene como subgrupos a {1} y G, G es
ciclico de orden primo.

Teorema 1.45 Si G es un grupo y H, K < G finitos, se tiene que
|HK| = ([H||K])/ |HN K].

Teorema 1.46 Si H < G y [G : H] = n, eziste un homomorfismo ¢ : G — S, con
ker(p) < H.

Definicién 1.47 Sea G un grupo, z,y € G. Se dice que = y y son conjugados en G si
eriste g € G tal que y = gzg~'.

Definicién 1.48 El centro de un grupo G, denotado por Z(G), es el subgrupo
{a € G | ag = ga para todo g € G} .

Definicién 1.49 Sea G un grupo, H < G. El centralizador de H en G es el subgrupo
Ce(H) = {z € G | zh = hz para cada h € H}.

Teorema 1.50 Si a € G, el nimero de conjugados de a en G es igual al tndice del
Cc((a)) en G.



Observacién. Como Cg((a)) = {z € G | za = az}; denotamos Cg({a)) como
CG(O‘.).

Definicién 1.51 Sea G un grupo, H < G. El normalizador de H en G, denotado por
Ng(H), es el subgrupo

Ng(H)={a€ G |aHa = H}.

Definicién 1.52 Sean H, K subgrupos de un grupo G. H y K son conjugados en G
si existe g € G tal que gHg™' = K.

Teorema 1.53 Sea G un grupo y H < G finito. Entonces H tiene ezactamente
[G : Ng(H)] conjugados en G.

Teorema 1.54 (Cauchy) Si G un grupo finito, p un primo que divide al orden de G,

entonces G tiene un elemento de orden p.

Definicion 1.55 Sip es un primo y G un grupo, se dice que G un p—grupo si cada
elemento tiene orden una potencia de p. '

Definicién 1.56 Sea G un grupo finito y p un divisor primo de | G | denotamos por
| G |, a la mayor potencia de p que divide | G |, esto es | G |,= p™ donden € N es tal
que p* divide | G | pero p"**! ya no lo divide.

Definicién 1.57 Si p es un primo, un p—subgrupo de Sylow de un grupo finito G, es
un subgrupo de G de orden | G |, .

Teorema 1.58 (Teoremas de Sylow). Sea G un grupo finito y p un primo
a) G tiene al menos un p—subgrupo de Sylow.
b) SiH y K son p—subgrupos de Sylow de G, eriste a € G tal que K = aHa™!.
¢) Todo p—subgrupo de G esta contenido en un p—subgrupo de Sylow de G.
d) Sir es el nimero de p—subgrupos de Sylow de G y P es un p—subgrupo de
Sylow de G, r=1 (modp) yr||G|, esmdsr |[G: P].
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Teorema 1.59 Si G es un grupo de orden 12 y G no es isomorfo a A4, entonces G
contiene un elemento de orden 6; ademds, G tiene un 3—subgrupo de Sylow normal, lo

gue implica que G tiene exactamente dos elementos de orden 3.

Demostracidn: Si P es un 3—subgrupo de Sylow de G, entonces |P| = 3 y por lo
tanto P =< b >, para algin b de orden 3. Dado que [G : P] = 4, existe un homomor-
fismo 9 : G — S4 cuyo nicleo K es un subgrupo de P (1.46); como |P| = 3, entonces
K=10K =P. Si K =1, entonces 9 es inyectivo y por lo tanto G es isomorfo a un
subgrupo de Sy de orden 12 y como el 1inico subgrupo de orden 12 de S; es A4, entonces,
G = Ay, lo que contradice la hipétesis del lema. Por lo tanto K = Py P 4 G, esto
prueba que P es el tinico 3—subgrupo de Sylow y esto implica que lcs dnicos elementos
en G de orden 3 son by b%. Ahora [G : Cg(b)] es el mimero de conjugados de b. Dado
que todo conjugado de b tiene orden 3, [G : Cg(b)] < 2 y |Cg(b)| = 6 o 12; en cada
caso, Cg(b) contiene un elemento a de orden 2 y como a conmuta con b, y b es de orden

3, ab tiene orden 6. m

Teorema 1.60 Si G es un grupo no abeliano de orden 12 y no es isomorfo a Ay,
entonces G es generado por dos elementos a y b que cumplen (1) 6 (2)

(1)a® =P =1gybabl=a?,

(2) a® =1 y ¥ = a® = (ab)>.

Si se cumple (1) G es isomorfo al grupo dihedrico Dy;.

Si se cumple (2) al grupo G se le conoce como el grupo T.

Demostracion: Sea G un grupo no abeliano de orden 12 no isomorfo a Ay.

Sea K un 3—subgrupo de Sylow de G. Por el teorema anterior K es normal en G,
K es ciclico de orden 3, K = (k).

Sea P un 2— subgrupo de Sylow de G, como el orden de P es 4 se tiene que P & Z;
6 P ={1,z,y,zy}, donde los elementos z,y y zy tienen orden 2.
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G = K P porque K P es de orden 12.

Supongase P = {1, z,y,zy}.

No todo elemento de P conmuta con k, porque G no es abeliano.(Si se supone que
z,y,zy conmutan con k, se obtiene que P C Cg(K) y K C Cg(K), esto implica que
G = PK C Cg(K), entonces K C Z(G). Analogamente P C Z(G), por lo tanto
G =KP C Z(G) y se tiene que G = Z(G), lo cual es una contradiccién).

Supongase que z no conmuta con k, entonces zkz~! = k? = k1.

Si ¥ no conmuta con k entonces, yz conmuta con k. En efecto, yky = k™! por lo
tanto se tiene que zkz = yky, y~'zk = kyz?, (yz)k = k(yz).

Sea 1 # z € P, que conmuta con k, @ = zk es un elemento de orden 6;

rar = zzkz = z(zkz) = 27k = (2zk)~! = a~!. Se ha visto que
G={(0,z |a®*=1,2a27 =a71) X D,

Comentario: D, tiene un subgrupo isomorfo a S3, generado por z y k.
Supongase, P =< z >X Zj
z y k no conmutan, ya que si lo hicieran se tendrfa que G =< z, k > serfa abeliano.

z? conmuta con k, pues
2?kz? = z(zkz )z = gk~'z7! = (zkz) ' = (k~1) ! = k.
Se tiene que:

a = 2’k es de orden 6,
a® = (22k)® =28 =22,
(az)? = azaz = kzdkz® = (kz V)kz™! = (z7k k2! = 27} (k" k)2 = 2% =22

Entonces G = (a,z|a’=1,=22=(az)’) T . m

En el ejemplo 3.5 se muestra un grupo de orden 12 que cumple con la condicién (2)
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Definicién 1.61 Una serie normal de un grupo G, es una serie de subgrupos
G=G02G12“' _>__Gr=1, GOHG.SGmetOdG%

Definicién 1.62 Se dice que una serie normal G=Go > G, > --- > G, =1 de un
grupo G es una serie central si , para cada i, G;/Gi;, esta contenida en el centro de
G/Giyr.

Definicién 1.63 Un grupo G es nilpotente si tiene una serie central.

Teorema 1.64 Si G es un grupo finito, los siguientes enunciados son equivalentes:
1) G es nilpotente,
2) El normalizador de cualgquier subgrupo propio H de G crece, es decir,

H < Ng(H), '
3) Todo subgrupo de Sylow de G es normal en G.

Teorema 1.65 Si: G es un p—grupo finito con p un primo, entonces G es nilpotente.
En particular todo subgrupo mazimal de G es normal en G.

Definicién 1.66 El subgrupo de Frattini de un grupo G finito, denotado por ¢(G), es
la interseccion de todos los subgrupos mazimales del grupo finito G.

Definicién 1.67 Un grupo G es abeliano elemental siy sélo si G = Zp X Ly X +++ X L.

Teorema 1.68 Si G es un p-grupo, p primo, N < G y G/N es abeliano elemental,
entonces ¢(G) < N.

Definicién 1.69 Un grupo G es simple, si los iinicos subgrupos normales de G son 1
y G.

Teorema 1.70 Sin > 2, entonces PSL(n, F) es simple, no abeliano excepto cuando
n=2y|F|=263.
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Definicién 1.71 Sea G = G,G0) = (GW)' = el subgrupo conmutador de GY. La

serie derivada de G es la serie:
G =GO ZGU) 26’(?) T

Definicion 1.72 lUn grupo G es soluble, si la serie derivada de G termina en la iden-
tidad.

Teorema 1.73 Si G es un grupo nilpotente, G es soluble.
Corolario 1.74 Sip es un nimero primo, todo p-grupo finito es soluble.

Teorema 1.75 Si G es soluble y N < G, entonces G/N es soluble.

Teorema 1.76 Un grupo simple soluble tiene orden primo.
Teorema 1.77 Si N 9 G, N y G/N son solubles, entonces G es soluble.
Definicion 1.78 Un grupo G es supersoluble si tiene una serie normal
G=AQ2A2--2A,=<1>
tal que A;/Aiy1 es cfelico parai=0,1,-++,(n—1).

Teorema 1.79 Si M es un subgrupo normal y ctclico de G y G/M es supersoluble, G
es supersoluble.

Teorema 1.80 (P. Hall) Si G es un grupo soluble y |G| = mn con (m,n) =1, G tiene
un subgrupo T de orden m y st R es otro subgrupo de G de orden m, entonces R y T
son conjugados. .

Teorema 1.81 Todo subgrupo mazimal de un grupo finito supersoluble es de fndice

primo.
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Teorema 1.82 Sea p un nimero primo, si p divide al orden de un grupo supersoluble
finito G, entonces G tiene al menos un subgrupo de fndice p.

Demostracién: Podemos suponer que |G| = p™m con p{ m.

Como G es supersoluble, G es soluble. Por el Teorema de Hall, G tiene un subgrupo
S de orden m. Sea M un subgrupo maximal de G que contenga a S, como
|G| =[G:8]|8]|,p"=[G:5]=[G: M] [M:S]ycomo M es un subgrupo maximal,
[G:M]=p. m

Teorema 1.83 Sea G un grupo finito supersoluble de orden n, y sea m un divisor de
n, entonces G contiene al menos un subgrupo de orden m.

Demostracidn: Induccién sobre el orden de G. Sea p un divisor primo de n/m,
entonces n = mhp con h entero, es decir, p | |G| , utilizando el teorema anterior,
tenemos que G tiene un subgrupo M de fndice p, por lo que M tiene orden mh, adem4s
M es supersoluble (por ser subgrupo de G que es supersoluble), de orden menor a
|G|, entonces por hipétesis de induccién M contiene un subgrupo H de orden m, y H
también es un subgrupo de G de orden M . m

Definicién 1.84 Un subgrupo H de un grupo finito G es llamado un subgrupo de Hall
si |H| y [G : H] son primos relativos.

Definicién 1.85 Si H y K son grupos H x K, con la operacién
(h, k)(R',K') = (hH, kK')

es un grupo, llamado el producto directo de H y K.
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Definicién 1.86 Sean N y H grupos, sea © un homomorfismo de H en Aut(N). De-
finimos una operacién binaria en N x H como (ny, hy)(ng, hy) = (ny(hy)(ng), hihs).
N x H con la operacién binaria definida anteriormente es un grupo; el elemento iden-
tidad es (1,1) y el inverso de (n,h) es (w(h~1)(n~1),h71), este grupo es llamado el
producto semidirecto de N por H correspondiente a y, y se denota por N x, H.

Observacién. Sean N y H grupos. Si ¢ : H — Aut(N) es el homomorfismo
trivial, entonces N X, H es el producto directo de N y H.

El siguiente teorema caracteriza a los grupos de orden pq con p y q mimeros primos.

Teorema 1.87 Sean p y ¢ nimeros pr':';nos con p > q. Se tiene que:

(1) Si G es un grupo de orden pq, G tiene un subgrupo normal de orden p y este
subgrupo es el tinico subgrupo de G de orden p,

(#2) Sigt(p—1) y G es un grupo de orden pq, G es ctclico,

(#2) Siq| (p— 1), existe un grupo no abeliano de orden pq,

(iv) Siq| (p—1), G y G, son grupos no abelianos de orden pq, entonces G es
isomorfo a G, y G = {a,b| @® = b? = 1,bab™! = a",r? = 1(mod p),r F1(mod p)) .

Demostracion: (i) Sea P un subgrupo de G tal que |P| = p. Existe un homomor-
fismo ¢ : G — Sig.p) tal que 1 < ker(p) < P.

Si ker(yp) = (1), se tiene que pq | ¢! , esto implica que p | (g — 1)! y entonces
p | (g —1) para alguna i, 1 < i < (¢ — 1), por lo que se concluye que p < g —i < g,que
es una contradiccion. Por lo tanto ker(p) =P y P4 G.

Si P, es un subgrupo de G de orden p, se tiene que PP, es un subgrupo de G y
utilizando el Teorema de Lagrange, eziste m € Z tal que (p?/(|P N P;|))m = pq, esto
implica que pm = q|P N P|.

Si P, # P, entonces pm = q y esto es una contradiccién, por lo tanto se concluye
que P, =P.
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(i) Sea P = {a) el tinico subgrupo de orden p de G y Q = (b) un subgrupo de G de
orden gq.

Se tiene que bab™' = a" con r? = 1(modp). Si r =/1(modp), entonces T es un
elemento de orden q en Z, — {0} y se tiene que g | (p—1), lo que es una contradiccion,
por lo tanto r = 1(mod p) y bab~! = a" = a, esto implica que ba = ab y o(ab) = pg. Se
concluye que G es un grupo ciclico.

(#1t) Sea Q un grupo de orden q y P un grupo de orden p. Como Aut(P) = Z, , y
q| (p—1), existe s6lo un subgrupo de Aut(P) de orden q. Sea S el subgrupo de Aut(P)
de orden q, f : Q — S un isomorfismo, a : S — Aut(P) la inclusion. Se tiene que
ao f:Q — Aut(P) es un monomorfismo, y se construye P Xq05 Q que es un grupo no
abeliano de orden pq. _ '

(iv) Sean G y G, grupos no abelianos de orden pq, P, P, los subgrupos de orden p
de G y G, respectivamente y Q, Q, subgrupos de orden q de G y G, respectivamente.

SiP=(a),Q=(b),a? =6 =1, bab~! =a" , r? = 1(modp), r #1(mod p),
G=(a,b|a? =0 =1,bab~! =a",r? = 1(mod p), r #1(modp)) .

SiP=(a),=(B),a?=0"=1, faf™ = o, s? = 1(modp), s F1(modp),
Gi=(a,f|a? =p7=1,Baf™ = o, = 1(modp), s #1(modp)).

Si H es el grupo multiplicativo de Zy; 7,5 € H , o(F) = o(3) = q. Como H tiene
s6lo un subgrupo de orden ¢, 3 =7, g {t; como s = r*(modp), a™ = a’.

Se tiene que c =b* genera a Q ,cac ! =blabt=a" =a’,f=1,a" = 1.

G = (a,c|a®?=c"=1,cac™’ =a’,s? = 1(modp), s #l (modp)),
G = (a,f|e?=pf"=1,af " =a,s" = 1(modp),s #1 (modp))

entonces, G y G, son isomorfos. m

Observacién. En la demostracién del teorema anterior no se utilizan los teoremas
de Sylow.



Capitulo 2

Grupos finitos solubles no abelianos
con todos sus subgrupos normales

propios abelianos

En este capftulo se estudiardn los grupos finitos no abelianos con todos sus subgrupos
normales propios abelianos y se dardn caracterizaciones de tales grupos.

2.1 Grupos finitos solubles no abelianos con todos
sus subgrupos normales propios abelianos y con

al menos dos subgrupos normales maximales.

Los grupos no abelianos de orden p® con p primo, son solubles,tienen todos sus subgru-

pos propios abelianos y tienen al menos dos subgrupos normales maximales.
17
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El siguiente teorema caracteriza a los grupos finitos solubles no abelianos con to-

dos sus subgrupos normales propios abelianos con al menos dos subgrupos normales

maximales.

Teorema 2.1 Sea G un grupo finito soluble. Las siguientes condiciones a) y b) son

equivalentes:

a) al G no es abeliano,
a.2 Cada subgrupo normal propio de G es abeliano,

a.3 G tiene al menos dos subgrupos normales mazimales.

b) b.I G es un p-grupo,
b.2  G/Z(G) es abeliano elemental de orden p?,

.8 ¢(G)=Z(G).

Demostracidn: a) implica b)

Sean M y N subgrupos normales maximales distintos de G.
(1) G/MNN es abeliano.

Esta afirmaci6n se curnple , ya que G/M y G/N son simples y solubles (por 1.75),
por lo tanto son ciclicos de orden primo (por 1.76) y en consecuencia son abelianos,
lo que implica que G' C M y G' C N (por (1.40) =), por lo tanto G’ C M NN y
G/M N N es abeliano (1.40 <)

(2) G/MNN es abeliano de orden pg ( p,q primos ).
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Se tiene que [G: M]=py [G: N] = q ( p,g primos ), adem4s
[G:MNN]=[G: M|[M: MNN),

y utilizando uno de los teoremas de isomorfismos y que M y N son subgrupos
normales maximales distintos,se tiene que (M/M N N) = (MN/N) = G/N y por lo

tanto

[G:MNN]=[G: M|[G: N]=pq.

(3) (1)# MNNc Z(G).

En efecto M C Cg(MNN) ya que (MNN) C M y como M es un subgrupo normal
de G, por a.2 se tiene que M es abeliano. Andlogamente N C Cg(M N N) y por lo
tanto G = MN C Cg(M N N), entonces M NN C Z(G).

Ademsés se tiene que < 1># M NN yaquesi M NN =< 1>, entonces
(G/MNN) = G pero esto es una contradiccién , ya que por afirmacién 2, G/M NN es
abeliano y G no es abeliano por hipétesis a.l1.

(4) G/MNN es abeliano elemental de orden  p®.

En la afirmacién 2 vimos que G/M N N es abeliano de orden pg con p y ¢ primos.
Si ¢ fuera diferente de p, entonces G/M N N serfa ciclico y como M NN C Z(G), G
resultarfa abeliano lo que es una contradiccién. por lotantop=¢q y G/MNN es
de orden p?; como los tinicos grupos de orden p? son Z, x Z, y Z,, entonces G/MNN
es necesariamente isomorfo a Z, xZ, ya que de otra forma, G resultarfa abeliano.

(5) G esun p— grupo.



Como |G |=[G:MNN]|MNN| y[G: MN N] = p* (afirmacién 4), basta
probar que M N N es de orden una potencia de p. Supongamos que g || M NN, con g
un primo diferente a p, como < 1 ># M NN < Z(G) (por afirmacién 3), se tiene que
MNN=(MNN)yx(MNN),; H =(MNN)y es de fndice una potencia de pen G
([G:H]=[G: MNN][(MNN): H] ), y su orden es primo relativo con p, por lo tanto
es un p'-subgrupo de Hall de G. Sea K un p— subgrupo de Sylow de G. Se tiene que
G = HK. Como H < Z(G) entonces tanto H como K son subgrupos normales propios
de G y por consiguiente abelianos, de donde se sigue que G = HK = H x K es abeliano,
pero por la hipotesis a.1, G no es abeliano, por lo que tenemos una contradiccién. Por
lo tanto M N N es de orden una potencia de p y G es un p-grupo.

6) MNN = Z(G)

En efecto, ya que G es un p-grupo no abeliano entonces Z(G) # G y por lo tanto
[G : Z(G)] =p® con s > 2; como M N N < Z(G), sélo falta demostrar que
Z(G)<MnNN .
Como Z(G)/M NN 5 G/M N N entonces por la afirmacién 4 se tiene que
| Z(G)/MNN |=p6| Z(G)/MNN |=1,si | Z(G)/MNN |=p, entonces | Z(G) |=p,
y esto es una contradiccion ya que < 1 > # MnN N. Por lo tanto se tiene que como
pP’=[G:MNN]=[G:Z(G)][Z2(G): MN N]
entonces [G: Z(G)|=p*y Z(G)= MNN.
(7) G/Z(G) es abeliano elemental de orden p?.
Se sigue de las afirmaciones 6 y 4.
(8) Z(G) C ¢(G).

Como G es un p—grupo, cada subgrupo maximal de G es normal en G (1.65). Pero
de la Afirmacién 6, resulta que si M y N son subgrupos maximales direrentes de G,
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entonces M N N = Z(G), por lo que podemos concluir que cada subgrupo maximal de
G contiene a Z(G), y de la definicién de subgrupo de Fratinni obtenemos que
Z(G) C ¢(G).

(9) ¢(G) C Z(G).
Como G/Z(G) es abeliano elemental entonces se sigue de 1.68 que ¢(G) C Z(G).
(10) ¢(G) = Z(G).

Esto se sigue de las afirmaciones 8 y 9 .

Por 1ltimo concluimos, a partir de las afirmaciones 5, 7 y 10 que a) implica b)

b) implica a)

De b.2 se sigue que G no es abeliano. Ademds G tiene al menos dos subgrupos
maximales ya que de otra forma G resultarfa ciclico y por lo tanto abeliano. Siendo G
un p—grupo, cada subgrupo maximal de G es normal (1.68), por lo tanto G tiene al
menos dos subgrupos normales maximales.

Entonces, para demostrar que vale a) solo nos resta demostrar que cada subgrupo
normal propio de G es abeliano , pero para obtener esto, es suficiente demostrar que
cada subgrupo maximal es abeliano . Sea M un subgrupo maximal de G; por b.3 se
tiene que Z(G) = ¢(G) C M y como M es maximal [G : M| = p, entonces utilizando
b.2,

P =[G: Z(G)) =[G : MM : Z(G)),

de donde se sigue que | M/Z(G) |= p y por lo tanto M es abeliano =
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2.2 Grupos finitos solubles no abelianos con todos
sus subgrupos normales propios abelianos y con
un tinico subgrupo normal maximal.

A, es un grupo no abeliano soluble con todos sus subgrupos normales propios abelianos
y sélo tiene un subgrupo normal maximal.

Para dar una caracterizacién de los grupos finitos solubles no abelianos con todos sus
subgrupos normales propios abelianos y que tienen un solo subgrupo normal maximal,
utilizaremos el Teorema de Maschke el cual se estudiard a continuacién.

Definicién 2.2 Si G es un grupo y F un campo, una F—representacion de G es un
homomorfismo ¢ : G — GL(V) donde V es un F—espacio vectorial de dimensidn finita.

Definicién 2.3 Si G es un grupo, F' un campo, V un F—espacio vectorial de dimen-
sion finita igual an y ¢ : G — GL(V) es un homomorfismo, se dice que ¢ es una
F—representacion de G sobre V' de grado n.

Recordemos la siguiente definicién:

Definicién 2.4 Sea F un campo, V un F—espacio vectorial y T : V — V una trans-
formacion lineal. Si W cs un subespacio de V' que cumple que T(W) C W , decimos
que W es un subespacio de V T'—invariante.

Definicién 2.5 Sea F' un campo, G un grupo, V un F—espacio vectorial, ¢ una

F— representacion de G sobre V. Un subespacio p—invariante de V es un subespacio

W de V tal que p(g9)(W) C W para toda g € G.
Si W es un subespacio p—invariante de V, entonces ¢ induce F—representaciones

.

de G en los espacios vectoriales W y V/W. Estas representaciones son llamadas cons-
tituyentes de F.



Definicién 2.6 Sea G un grupo, F' un campo, V un F—espacio vectorial de dimensién
finita y ¢ una F—representacion de G sobre V.

1. ¢ es F—irreducible si 0, V son los tnicos subespacios ¢—invariantes de V,

2. ¢ es F—reducible si no es F—irreducible,

3. ¢ es completamente reducible si V = Vi @& Vo @ ... ® V,,, donde cada V; es un
subespacio de V, p—invariante y F—irreducible.

Observacién. Si F es un campo y V un F—espacio vectorial de dimensién n,
como GL(V) 2 GL(n,F), podemos considerar las F—representaciones de G, como
homomorfismos de G en GL(n, F).

Recordemos los siguientes teoremas (1) y (2) de 4lgebra lineal.

(1) Sea T : V — V una transformacién lineal sobre un F—espacio vectorial V/,
donde F es un campo,y sean (8 y ' bases ordenadas de V. Sea Q la matriz de cambio
de coordenadas que cambia las §' — coordenadas en § —coordenadas.Entonces:

[T]ﬂ’ = Q_l [T]ﬁ Q.

(2) Sea V un F—espacio vectorial de dimensién n, y sea T : V — V una transfor-
macién lineal. Supongamos que W es un subespacio vectorial de V, T—invariante, de
dimensi6n k. Entonces para cada base § de V' que extienda a una base de W, [T, tiene

la forma:
A B
0 C

donde A es una matriz de k x k , 0 es la matriz cero de (n — k) x k y B es una
matriz de k x (n — k).

El siguiente lema lo usaremos en la demostracién del teorema de Maschke.
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Lema 2.7 Sea F es un campo, G es un grupo y V un F—espacio vectorial de dimensién
n. Se tiene gue:

a) Una F—representacidn lineal ¢ de G es p—reducible si y sdlo si existe una matriz
invertible S
(g) ¢(9)

con entradas en F tal que S~'p(g)S =
B(g)

) donde Il y B son consti-

tuyentes de F,
b) Una F— representacion lineal ¢ de G es completamente reducible si y sdlo si

eriste una matriz
“1 (9) 0

invertible S con entradas en F tal que S~'¢p(g)S =
0 ¢ul9)

) para toda
g € G, donde cada ; es w;—irreducible.

Demostracién: @) Supongase que ¢ es una F—representacién reducible de G.
Existe W subespacio propio no trivial de V' ¢—invariante. Entonces usando el teo.(2),
existe una base § para V fal que para toda g € G, [¢(g)] tiene la forma:

Ii(g) <(9)
0 B9

y utilizando teo. 1, tenemos lo que querfamos demostrar. (La otra implicacién es
inmediata).

b) Es inmediato de la definicién de F'— representacién de G completamente reducible
y de los teoremas (1) y (2). m

Teorema 2.8 (Maschke) Sea G un grupo y F un campo.Si la caracteristica de F no
divide al orden de G, toda F— representacién de G es completamente reducible.

Demostracion: Sea « una F-representacién de G sobre un espacio vectorial de
dimensién n, la demostracién se hard por induccién sobre n.
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Si n = 1, entonces ¢ es p—irreducible y se cumple el teorema. Supongamos que
n > 1. Si ¢ es F—irreducible, se termina la prueba, si ¢ es F'—reducible,

[ ) <9 |
v(y)-( 8 B(g)),paratodagecv‘-

Como ¢ es un homomorfismo ¢(gh) = ¢(g)(h) para cada g, h € G, entonces:

(n(gh) €\ _ o = ooty < [ P9 @ ) (TG
0 Blgh) 0 Bl 0 p(h)

_ [ Te)(r) D(g)¢(R)+¢(9)B(R)
: 0 B(9)B(k) ‘
Por lo tanto, {(gh) = I1(g)¢(h) + ((9)B(h) para g,h € G.

C(gh)B(R™") = T(g)C(R)B(R™) + ((9)B(R)B(R™T) = T(g)¢(R)B(R™) +{(g)-

¢(gh)B(h™'g™")B(9)
C(gh)B(h™'g"g)
C(gh)B(h7Y)
I(g)¢(R)B(A™) +¢(g)-

C(gh)B((gh)™")B(g)

[

De  ((gh)B((gh)™")B(g) =TH(g)C(R)B(R™) +C(g)  se tiene:

> (Ller)B(gh)™)B(9) = Y (T(g)¢(R)B(A™) +¢(g)) ,
heG

heG
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y como 3 (TI(g)¢(R)B(R™?) + €(9)) = Lohec TI(9)C(R)B(RT?) + Xohea C(9),
(E c(gh)ﬂ((gh)-‘)) B(g) = 1I(g) (E C(h)ﬁ(h“)) +GI¢(9),
heG G

L (S cemsan™ ) 86 =22 (T cmsn) ) +¢o)
61 \ 2 Gl

G
Si definimos M = ﬁ Y- ¢(gh)B((gh)™*) se tiene que:

MpB(g) = (g)M + {(g) para cada g € G

I M
Sea S = ( p ) , donde I denota la matriz identidad. Entonces para g € G
0

~ (n(g) ¢(o) ) (I M) ~ (H(g) n(g)M+c(g))
p(g)S = =
0 Bg) 0 I 0 . B(g)
_ (10 M)\ _ (1) o
0 Blg) 0 Blg)
De esta igualdad se obtiene que :
gFiggg=| T 0 Y usgco .
0 Blg)

Por hipétesis de induccién II y # son completamente reducibles, entonces ¢ es
completamente reducible. ®

Observacién. El teorema de Maschke se puede enunciar también de la siguiente

manera.
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Teorema 2.9 Sea G un grupo finito y F un campo tal que la caracterfstica de F' no
divida al orden de G. Sea V un F—espacio vectorial de dimensidn finita y

v : G = GL(V) un homomorfismo de G en el grupo lineal de V. Si W C V es
un subespacio propio de V p—invariante, entonces existe U C V subespacio de V
p—invariante tal que V=W e U.

A continuacién se dardn dos caracterizaciones de los grupos finitos solubles no
abelianos con un sélo subgrupo normal maximal y todos sus subgrupos normales propios

abelianos.

Teorema 2.10 Si G es un grupo finito soluble, entonces las siguientes condiciones a),
b) y ¢) son equivalentes:

a) al G no es abeliano,
a.2 Cada subgrupo normal propio de G es abeliano,

a.3 G tiene sdlo un subgrupo normal mazimal.

b) b.1 G es producto semidirecto de un p' — grupo abeliano M, no trivial que

coincide con G, con un p-grupo cfclico H (p un primo),
b.2 HFP < Z(G) y N = MHF = M x HF es el unico subgrupo normal
mazimal.

c) cl G es producto semidirecto de un p’ — grupo abeliano M con un p-grupo

ctclico H (p un primo),

c.2  Si h es un generador de H, h induce en M un automorfismo de or-
den p que no deja fijo ningun elemento di.sﬁntodelaidentidaddeMp‘/Mg
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(6=1,2,---,8) con [M| =p}'p?---pi* y M,, esla p; componente primaria de
M.

Demostracién: a) implica b):
Sea N el tinico subgrupo normal maximal de G, entonces:

(1) [G: N]=p,con p un primo.

(2) G/G'es un p— grupo.

La afirmacién (2), se cumple ya que, G/G’ es abeliano (1.40), si existiera un primo
g tal que, g divide al orden de G/G’, entonces G/G’ tiene un subgrupo normal (1.42),
T/G'de ndice ¢ (porque como g/ | G/G’ |, entonces existe k € Z tal que | G/G’ |= gk,
entonces por 1.41 , G/G’ tiene un subgrupo T'/G’, de orden k, y por lo tanto
[G/G":T/G'|=q).

Ahora como (T'/G’) < (G/G'), utilizando el teorema de correspondencia obtenemos
que T <A Gy [G:T)=gq, por lo tanto T es normal maximal en G y por lo tanto T = N
(Por hipétesis a.3), lo cual implica que p=gq.

(3) De la definicién de g/ — subgrupo de Hall, G’ es un p'—subgrupo de Hall de
G (y por lo tanto, siendo normal es el tinico p'—subgrupo de Hall de G, (1.80)). Este
resultado se cumple ya que, por ser G’ caracterfstico en G, entonces G' < G y utilizando
la hipétesis a.2), obtenemos que G’ es abeliano.

(3.1) G’ tiene un solo ¢/ — subgrupo de Hall M, el cu4l es caracteristico en G'.

G’ tiene un solo ¢ —subgrupo de Hall, ya que por ser G’ abeliano, M es normal en
G’ (1.80). Tenemos que si m € M y el ord(m) = t,entonces p no divide a t. Sea
© € Aut(G'), como

1= (1) = p(m*) = (p(m))",
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el orden de ¢(m) es t, por lo tanto p nodivide al orden de ¢(m) y se tiene que ¢(m)
pertenece a M.0O

Como M es caracterfstico en G’ y G’ es caracteristico en G, entonces M es caracte-
ristico en G, de esto se sigue que M es normal en G. Como G/G' y G'/M son p—grupos,
se tiene que G/M es un p—grupo y por lo tanto M es un p/—subgrupo de Hall de G
ademsds, G/M es un p—grupo con un dnico subgrupo maximal, pues de lo contrario, G
tendrfa al menos dos subgrupos normales maximales lo que contradice la hipétesis a.3,
por lo tanto G/M es ciclicoy G' C M ; pero M C G’ por lo tanto G' = M y G’ es el
tnico p’—subgrupo de Hall de G.

(4) G =G'H,donde H es un p — subgrupo de Sylow de G.

(5) H es un p — grupo ciclico.

En efecto, como G /G’ es ciclico(ya que G/M es ciclico) y utilizando un teorema de
isomorfismo y (4)

G/G' =((G'H)/G") = (H/G'NnH) =H,
por lo tanto b.1 se cumple.
(6) H? < Z(G).

En efecto, como H =< h > con h € H, HP centraliza a H, ademés como [G: N] =p
(1) , entonces H? < Ny como G’ < N (ya que N es el tinico subgrupo normal maximal),
entonces H? centraliza a G’ ya que N es abeliano y como G = G'H, entonces H?
centraliza a G, esto es H? < Z(G).

(7) N=G'HP =G x HP.



En efecto, como G’ y HP son normales en G, entonces G'H? es normal en G, y
utilizando (4) obtenemos:

_IG'H| _|¢' |H| _ |H|

" |G'H?| |G| |HP| T |HP|

G —_—
GH?|

G'H
G'HP

y como H es ciclico, \}%‘ = p, por lo tanto [G : G'H?] = p, como G/H? < N y se
cumple (1), entonces N = G'H? = G’ x H?. Con lo que demostramos que a) implica

b).H

b) implica a):

De b.1 se sigue que G no es abeliano. Sea R normal en G, se tiene que
R < N =M x H? ya que N es el 1inico subgrupo normal maximal y como N = M x H?
es abeliano, entonces R es abelianoll

a) implica c):

Como a) implica b.1), y b.1) enuncia exactamente lo mismo que c.1), se tiene que
2) implica c.1). Por lo tanto solo basta verificar que a) implica c.2).

Sea h un generador de H. Entonces en virtud de que [G : N] = p se tiene que
H? C N y ya que N es abelliano y M C N, h? induce la. identidad en M, por lo tanto
h induce en M un automorfismo de orden p.

Sea M,, la p;—componente primaria de M. Como M,, es caracteristico en M y
M, /MP: caracteristico en My, y en M, se tiene que h deja invariante a My, y a ME,
por lo tanto A induce un automorfismo en M, /M}:. Sélo basta demostrar que  no deja
fijo ningiin elemento diferente de la identidad de M, /M}?, supongamos que h deja fijo
a bME: con b € My, — MEi, hbh™' MF: = bMZ de donde se sigue que b="hbh~* € M
. Como h deja fijo en el p; grupo abeliano elemental M, /M, al subgrupo (bME)
y p; no divide a p, se tiene en virtud del Teorema de Maschke que h deja fijo a un
complemento T/M}} de (bM;,") en M, /M}¢, lo que implica que 7" es normalizado por
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L=My, x..xMp,_, xTxM,, x..xM,

Pi+1

es normalizado por K y K = LH es un subgrupo de fndice p; en G, por lo tanto K es
un subgrupo maximal de G.

Como b~*hbh~! € M C T, se tiene que b=hb € Th, lo que implica que b normaliza
a K ycomob ¢ K setiene que K C Ng (H) = G, ya que K es maximal y K # Ng (H),
por lo tanto, K es un subgrupo normal maximal de G donde [G : K]} = p;, con p; # p.
Esto contradice la hipé6tesis de que G sélo tiene un subgrupo normal maximal, de
esto podemos concluir que h no deja fijo ningun elemento diferente de la identidad de
M, /M2, 1o cual prueba c.2). '

c) implica a):

Como M es abeliano, entonces M es soluble, ademds G/M es soluble ya que
G/M = (MH/M) = (H/MNH)=Hy H es soluble (1.74).

Dado que G/M y M son solubles ,entonces G es soluble (1.77).

Afirmacién. HP centraliza a M.

Demostracién. Cg(M) = {g € G | gm = mg, para todam € M}, como h induce
en M un automorfismo, llamemoslo f, de orden p y f(m) = hmh~', donde m € M,
entonces fP(m) = h?mh™® = m y por lo tanto h?m = mh?, para toda m € M, lo cudl
implica que H? C Cg(M), es decir H? < Z(M).0

Como se cumple la afirmacién anterior, entonces H? 4 G = MH, y por lo tanto
N = MH? = M x H? es un subgrupo normal abeliano de G (N es abeliano porque H?
es ciclico y por lo tanto abeliano, ademss M es abeliano por hipétesis). N es maximal
en G, ya que |G/N| = |(MH)/(MH?)| = (M| |H|)/(|M||H?|) = p. Si demostramos
que N es el tinico subgrupo normal maximal de G, se tendréd que cada subgrupo normal
propio de G es abeliano.
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Supongamos que G tiene un subgrupo normal maximal de G, S # N. Como G es
soluble y S es soluble, entonces G/ S es soluble, ademéds G/S es simple, de esto se sigue
[G: S] es un primo. Si [G: S] = p, entonces S contiene a todos los p'—elementos de
G, entonces M C S, de aquf que S/M < G/M y por lo tanto, utilizando el teorema
de Lagrange, [G/M : S/M] = [G : S] = p; pero como G/M = H es cfclico, G/M s6lo
tiene un subgrupo d: fdice p (1.43). Y como

[G/M : N/M] =[G : N| =[G : MH?| = [MH : MH?] = |(MH)/(MH?)| = |H/H?| = p,

se tiene que S/M = N/M y N = S, contradiciendo la hipétesis, por lo tanto
[G: S] =p; conp; # p.

Como S es normal en G y G/S es de orden p;, S contiene todos los subgrupos de
Sylow de G con excepcién de M,,; ademés se tiene que [Mp, : (M, N S)] = p; ya que
utilizando uno de los teoremas de isomorfismo G/S = (M,,S)/S = M,,/(M,,NS) y
por lo tanto MP C My, NS ya que My, /(M N S) es ciclico de orden p;. Como H < §
(porque como H es un p—grupo ciclico, H es parte de algin grupo de Sylow, diferente
de M,,, ya que p # p; y S contiene a todos los subgrupos de Sy low de G con excepcién
de M,,), h € S (H =< h >) y ya que S es normal en G, entonces [M},, k] C S (porque
sir € [Mp,h], r = mhm™'h~}, para alguna m € M,,, ahora como S < Gy h € S,
mhm™! € S, por lo tanto r € S ), observemos que M, car M, esto debido a que la
imagen de un subgrupo de Sylow, K bajo cualquier automorfismo, es un subgrupo de
Sylow cuyo orden coincide con el orden de K, ahora como M, car M < G, se tiene
que M, es normal en G, entonces [Mp,,h] C (My NS). Si M, es ciclico se tiene
[MP;:M;‘]=p;ycomo (M, : (M, N S)|=pi y i
[M,, : ME] = (M, : (M, N S)] [(Mp, N S) : MB] , se tiene que (Mj, N S) C M¥, pero
ME: C (M, N S), entonces ME: = (M, N S) y por lo tanto [M,,,h] C M .

h induce el automorfismo f, en My, /M}:, el cual se define de la siguiente manera,



sea m € My, f(mME) = hmh~'M}:, este automorfismo esta bien definido, ya que
hmh=*MP € My, /M (M, <G) y si consideramos mME:, myME: € M, /MF: tales que
mm~' € M, entonzes hmh~'hm{h~! = hmm'h~' € ME, ya que MPicarM,, < G,
lo que implica que f(mME) = f(m;ME:). Como [My,,h] C MEi y m € M,,, entonces
mhm~h~! € MZ, por lo tanto mM}¢ = hmh™'Mp: = f(mM}!), es decir, h induce el
automorfismo idéntico en M, /ME, lo que es un absurdo.

Si My, no es ciclico, (M, NS)/M}: es un pi- grupo abeliano elemental, ademés como
M,, < Gy S <« G, entonces (M,,NS) < G y utilizando el teorema de la correspondencia
((My, N S)/ME) <1 (G/ME:), ahora como
hmh-1M® = hMZmMPh-2MP € (M,,NS)/M? (porque((Mj,,NS)/ME) < (G/MZ))
entonces (Mp, N S)/MpP! es dejado invariante por el automorfismo inducido por h. Por
lo tanto h deja invariante un subgrupo propio del grupo abeliano elemental My, /M}:.

Sig: H — Aut(M,,/MF) es el homomorfismo tal que p(h)(zME) = (k™ zh) M},
como M, /MZ: es abeliano elemental, M,/ M} es un Z,,—espacio vectorial, y ya que
GL(My,/ME:) = Aut(My, /ME), y 0(h*)(My,NS)/ME!) C (My,1S)/ME, entonces por
el teorema de Maschke (como p; { | HJ), existe un complemento T/M?* de (Mj, N S)/M2
en My, /MF: tal que o(h)(T/M3¢) C T/Mg: por lo tanto, [T, k] C T, pero
[T,h] C [Mp,,h] C Mp, NSy por lo tanto [T, A] C T N (M, NS) = ME:.

Sea t € T',como [T',h] C MZ!, entonces tht~*h~! € ME¢ y por lo tanto
tMP = hth=* ME = f(tM3:), es decir, h induce el automorfismo idéntico en T'/M:, lo
que es un absurdo, ya que por hipétesis tenemos que h no deja fijo ningiin elemento
# 1 de M, /MF:, por lo tanto G tiene sélo un subgrupo normal maximal. ®

El siguiente corolario da una caracterizacién de los grupos solubles no abelianos con
todos sus subgrupos normales propios cfclicos y con sélo un subgrupo normal maximal.

Corolario 2.11 Sea G un grupo finito soluble. Las siguientes condiciones son equiva-



lentes:
a) a.1 G no es abeliano,
a.2 Todo subgrupo normal propio de G es ctclico,
a.3 G tiene sdlo un subgrupo normal mazimal.
b) b.1 G es producto semidirecto de un p'—grupo ciclico M con un p—grupo ctclico
H (p, primo),
b.2 Si h es un generador de H, h induce en M un automorfismo de orden p que
no deja fijo a ningtin elemento # 1 de My, /MZ¢ (i =1,2,---,5) donde |M| = p}'p---pl*
y M,, es la p;,—componente primaria de M.

Demostracion: Que b) implica a) : es inmediato de la demostracién del teorema
anterior.( ¢) implica a)) y en virtud del enunciado del teorema anterior se obtiene que

a) implica b). m

Corolario 2.12 Sea G un grupo finito soluble no abeliano tal que todo subgrupo normal
propio G es ctclico y G tiene solo un subgrupo normal mazimal, si

|G| = pi*p3*..05 conpy > pa > ... > p, (pi - primo), €l uinico subgrupo normal mazimal
N de G es de orden p'p3®...p>" 1.

Demostracién: G es supersoluble ya que G/N es de orden primo y N es ctclico
(1.79). Dado que un grupo supersoluble tiene subgrupos de todos los ordenes posibles(1.88),
entonces G tiene un subgrupo R de fndice p, en G y como p, es el menor de los pri-
mos que dividen a |G|, R es normal en G (cfr. [8] , XI . 12.5, pdg. 190) y ya que
|G : R] = p, entonces R es el inico subgrupo normal mazimal de G, esto es R = N .
Utilizando el teorema de Lagrange, se concluye que [N| = p'p3?..p3*" 1. m

Observacién. Si en el corolario anterior sélo se pide que todo subgrupo normal

sea abeliano (no necesariamente cfclico), entonces no es necesariamente cierto que si



|G| = p{*p3?...p5* con py > p2 > ... > p,, el tinico subgrupo normal maximal N de G es
de orden p{'p3?...p3* L.

Ejemplo 2.13 A, tiene todos sus subgrupos normales abelianos |As| = 3-22 y el dnico
subgrupo normal mazimal es de orden 4.

Sin embargo si solo se pide que todo subgrupo normal propio de G sea abeliano,
pero se impone la condicién de que el grupo G sea supersoluble, entonces también es
cierto que si |G| = ppg?...p%* con p; > p2 > ... > p, (p;—primo), el unico subgrupo
normal maximal N de G es de orden p{*p2®...p%* .






Capitulo 3

Grupos finitos no abelianos con
todos sus subgrupos normales

propios abelianos

En esta seccién se dardn ejemplos de Grupos finitos no abelianos con todos sus subgru-
pos normales propios abelianos, con algin subgrupo no abeliano de donde concluimos
que la clase de los grupos no abelianos con todos sus subgrupos normales propios
abelianos, contiene propiamente a la clase de los grupos no abelianos con todos sus
subgrupos propios abelianos.

37



3.1 Ejemplos de grupos solubles no abelianos tal
que todo subgrupo normal propio es abeliano,con

algiin subgrupo no abeliano

Ejemplo 3.1 Sean H y M grupos de orden 2 y 15 respectivamente.

H=(h),M ={(a,b|a*=1,0°=1bab~! =a).

Considerese p(h) : M — M homomorfismo tal que ¢(h)(a) = a® y @(h)(b) = b,

@(h) es un automorfismo. Solo es necesario probar que p(h) es inyectivo:

Supongase gque p(h)(a’¥) =1,1<i<3,1<j<5

ha'¥h~! = ha'h*hb'h~! = a®b¥ = 1, entonces a®b¥ =1,3 | 2i y 5| 4j , por lo
tanto 3 |i y 5| j, entonces a't’ = 1.

Sea 1 : H — Aut(M) el homomorfismo que eztiende a .

Haremos ver que G =M xyH es un grupo no abeliano con todos sus subgrupos
normales propios abelianos y con un subgrupo no abeliano.

Como 1 es no trivial G no es abeliano.

M es un 2'—grupo abeliano, H es un 2-grupo cfclico.

h induce en M un automorfismo de orden 2 :

a® = hah™,b" = hbh?,

(a*)? =h%ah %2 =a ; (b")* = h2bh~2=b.

El automorfismo inducido por h en M no deja fijo a ningin elemento diferente de
la identidad en (a) y (b), ya que si (a’ )* = @', se tiene que a' = ha*h~! = a¥, entonces
a' = 1. Analogamente si b = (b')*, para alguna 0 < j < 4,5 = hb'h~! = b¥, entonces
b7 =1, es decir b* =1, por lo tanto 5|35, 5|j y i =0.

Del teorema 2.10 tenemos que G es un grupo soluble no abeliano tal que todo sub-
grupo normal propio de G es abeliano y G tiene solamente un subgrupo marimal.



39

Como a® = 1,h? = 1,hah™ = a® = 0™}, (a,h) & Ss, es un subgrupo no abeliano de
G.

Ejemplo 3.2 Sean H,K,L grupos de orden p,,p,,q respectivamente, con p;,ps ¥ ¢
primos diferentes, p, = 1(mod q) y p, = 1(mod g).

Sea H = (a), K = (b), L = (c).

Considerese p : L — Aut(H x K) el homomorfismo tal que ¢(c)((a’,?')) = (a*",b*),
I,jEZ

r?

[[

lmOdpli 1<r S n- 1; T E"él(mOdpl)}

sq

1modp,, 1 <8< p;—1; r#l(modp,).

A continuacién se demostrard que p(c) es un automorfismo.
@(c) es un homomorfismo porque:

p(c)((a', ¥)(a*, 1))

,p(c)((ai-f-u,bj-l-u)) - (a.("""‘)", bUf'")') = (at'r-i-w’ b#"“’")

(@™, ¥* )(@*",b") = p(c)((a', ¥))p(c) ((a*, b))

]

@(c) es inyectivo:

Supongamos que ¢(c)((a*,¥)) = (1,1), como

(e)((@*,¥)) = (a*,¥*) = (1,1), entonces a'" = 1, b’* = 1, esto implica que p, | ir y

P2 | js. #

Comol <r<p -1, entoncesp, | 1 y como 0 < i < p; — 1, entonces i = 0.
Andlogamente j = 0 y podemos concluir gque (o', ) = (1,1).

Como (c) es inyectivo y H x K es finito, entonces ¢(c) es sobre.

Haremos ver que G = (Hx K) %, L es un grupo no abeliano con todos sus subgrupos
normales propios abelianos y con un subgrupo no abeliano.

Como ¢ no es trivial, G es no abeliano.

H x K es un ¢ —grupo abeliano, L es un g—grupo ciclico.



El generador de L induce en H x K un automorfismo de orden q :

p(e)((@', b)) = (a,b")
PO((@¥) = p(o)(a”,b*) = (a"*,b")
PO((@¥) = ¢ ()", V) = (@, ")
= (a", 1)1, Y = (a,1)'(1,B) = (a',¥).

Se concluye que p(c) es un automorfismo de orden q.

@(c) no deja fijo a ningin elemento de H y K distinto de la identidad:

Supongase que ¢(c)((a*,1)) = (a*,1),0<i < (p1 — 1)

(a',1) = (a*,1), entonces o™ = a', de aquf que a"~* =1 y se tiene que p | (ir —1),
p |i(r—1),p | i, lo que implica que i =0 y (a*,1) = (1,1).

Analogamente @(c) no deja fijo a ningiin elemento de K distinto de la identidad.

Utilizando 2.10, tenemos que todo subgrupo normal propio de G es abeliano y G
tiene solamente un subgrupo normal maximal.

Como H car H x K <G, entonces H<1G y HL es un subgrupo de G no abeliano.

Ejemplo 8.3 Si H, K son grupos ciclicos, |H| =p* , |K| =g, p y g primos,
p*=1 (modg), ¢| (p-1).
Exziste r tal que

r? = 1(modp?),1 < r < p? — 1 y r #1(mod p?).

pir ya que sip | r, entonces p? | r?, esto implica que p? | ¥ y se tiene que
r? = 0(modp?). H =<a >, K =<b> yyd) : H— H, el homomorfismo tal que
@(b)(a) = a", donde

@(b) es un automorfismo de H.

Sdlo es necesario probar que @(b) es inyectivo:
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Si p(b)(a*) = 1, entonces a’™ =1 y se tiene que p? | ir , como p{r, entonces p* | i ,
por lo tanto a* =1

Sea ¢ : K — Aut(H) el homomorfismo tal que ©(b)(a’) = a™.

G = H x, K es un grupo no abeliano de orden pq .

Como ¢%(b)(a) = a™ = a se tiene que p(b) es un automorfismo de orden q.

@(b) no deja fijo ninmin elemento de H/H? distinto de la identidad ya que si se
supone que @(b) deja fijo al elemento a'H? € H/HP entonces

a'H? = b(a"H?)b™! = ba'b™ ' H? = (p(b)a*)H? = a™ H".

Como a'HP = a™HP?, a™ ' € HP, lo que implica que a™* = a’®?, tr —t = jp
(modp?), tr — t = jp (modp), tr —t = 0 (modp) entonces, p | t(r—1) yp|t. Se
concluye que a* € HP.

Aplicando el teorema 2.10 podemos concluir que G es un grupo no abeliano que
solo tiene un subgrupo normal maximal y todos sus subgrupos normales propios son

abelianos.

Ejemplo 3.4 Si al ejemplo anterior le pedimos ademds que r F1(modp), entonces G
tiene un subgrupo no abeliano.

HPK es un subgrupo no abeliano de G.

Como H? car H < G, entonces H? < G y por lo tanto HPK es un subgrupo™de G,
ademds HPK no es abeliano ya que si HPK fuera abeliano se tendria que:
af = baPb~! = a™, entonces a™P = 1 y por lo tanto p* | (rp—p) de aquf quep | (r—1),
lo que es una contradiccion ya que pt (r—1) O

Sip=3,¢g=2 yr =28, se cumplen las condiciones impuestas en los ejemplos 3.3
y 3.4.



3.2 Ejemplo de un grupo no soluble tal que todo

subgrupo normal propio es abeliano,con algiin
subgrupo no abeliano

En esta seccién se dard un ejemplo de un grupo no soluble, no simple tal que todo
subgrupo normal propio es abeliano y tiene un subgrupo no abeliano.

Ejemplo 3.5 El grupo SL(2,7) no es soluble, tiene todos sus subgrupos normales pro-
pios abelianos y tiene un subgrupo no abeliano.

Sea G = SL(2,7), como PSL(2,7) = SL(2,7)/Z(SL(2,7)) es simple no abeliano,
entonces SL(2,7) no es soluble, ya que si SL(2,7) fuera soluble se tendrta que PSL(2,7)
serta soluble, lo cual es una contradiccion, ya que todo grupo simple soluble tiene orden
primo y PSL(2,7) no es abeliano.

Todo subgrupo normal propio de SL(2,7) es abeliano, ya que para probar que PSL(n, F),
con n> 2 es simple, ezcepto cuando n = 2 y |F| = 2 6 |F| = 3, se hace ver que si
N < SL(2,7) entonces N C Z(SL(2,7)) y como Z(SL(2,7)) es abeliano, entonces se
tiene que N es abeliano.

Probaremos que SL(2,7) tiene un subgrupo no abeliano.

01 2
SeanA=( ),B=( U)GSL(z,T).
6 0 0 4

Se afirma que:
A*=1B3=] ABA™!=B? A’B = BA?

En efecto:



A= A2A = (61 =6T=1

wern-(12) (22)-(22)
e ()0 0)- ()=

6 0
Como A? = € Z(SL(2,7)), se tiene que A? conmuta con B.
06

Si H = (A),K = (B), se tiene que HK = KH, por lo tanto S = KH es un
subgrupo de SL(2,7) de orden 12 y como AB = B%?A, S es no abeliano.

Observaciones. Si M # 1 es un subgrupo propio de S, M es de orden 2,3,4 6 6.

(A) = H es de orden 4, H? = (A?) es de orden 2, K = (B) es de orden 3,
(BA?) = KH? es de orden 6.

Como H es un 2—subgrupo de Sylow de S y todos los 2—subgrupos de Sylow son
conjugados, entonces todos los subgrupos de S de orden 4 son isomorfos a H.

Como A? € Z(S) es de orden 2, entonces A? es el inico elemento de orden 2 ya que
de otra forma se tendrfa un subgrupo de S de orden 4 no isomorfo a H.

Si S tuviera un subgrupo de orden 6 no isomorfo a (BA?) & Zg, se tendrfa que en S
existirfa un elemento de orden 2 que no estarfa en el centro de S, lo que es un absurdo.
Por lo tanto S no tiene subgrupos isomorfos a S3,

Hemos probado quesi 1 £ M £ S, M es ciclico, es decir S es un grupo no abeliano
con todos sus subgrupos ciclicos y por consiguiente abelianos.

S no es isomorfo a A4 porque S tiene elementos de orden 6.



S no es isomorfo a D;; porque S tiene elementos de orden 4, por lo tanto S es
isomorfo al grupo T.

T= (ﬂ,ﬁ I aﬁ - 1?162 - a3 == (aﬁ)g)

Sia= A’B y b= A, mostraremos que S = (a,b | a® = 1,? = a® = (ab)?).
a = (A?B)S = APBS = .1 =1,

a® = (A2B)® = A°B® = A? = I?,

(ab)? = (ab)(ab) = (A2BA)(A’BA) = BABA® = (BA1)(BA™),

Como ABA~! = B~!, se tiene que:

(BA-1)(BA-Y) = (A-1B-1)(BA-1) = A2 = ASAS = AS = A = .
Hemos probado que @® = 1,a® = 12, (ab)? = b.

(a,b) C S, {(a) £ (a,b), ya que b es de orden 4, por lo tanto {a,b) =Sy

5= (a,b| a® =1,1® =a® = (ab)?).

En virtud de los ejemplos anteriores se tiene que la clase de los grupos finitos no
abelianos con todos sus subgrupos propios abelianos, esta contenida propiamente en la
clase de los grupos finitos, no simples, no abelianos con todos sus subgrupos normales

propios abelianos.

En lo que sigue haremos ver que la clase de los grupos finitos no abelianos con todos
sus subgrupos propios abelianos, esta contenida propiamente en la clase de los grupos
finitos, solubles no abelianos con todos sus subgrupos normales propios abelianos.

El siguiente lema lo usaremos para hacer ver que si G es un grupo finito no abeliano
con todos sus subgrupos propios abelianos, entonces G es soluble.



Lema 3.6 SiG es un grupo finito de orden mayor a 1, con todos sus subgrupos propios
abelianos, entonces existe un subgrupo normal A de G con [G : A] un primo.

Demostracién: Si el lema fuera falso, existe al menos un grupo G diferente de la
identidad tal que todo subgrupo propio de G es abeliano y G no tiene un subgrupo
normal de fndice un primo. De estos grupos, consideramos un grupo, de orden minimo.
Este grupo G tiene las siguientes propiedades:

a) G#1.

b) Todo subgrupo propio de G es abeliano.

¢) No existe un subgrupo normal de fndice primo en G .

d) SiX esungrupoconl < |X| < |G| y si todo subgrupo propio de X es abeliano,
entonces X posee un subgrupo normal de fndice primo.

Suponemos que existe N << G con 1 C N C G. Entonces 1 < [G : N] < |G|. Todo
subgrupo propio de G/N tiene la forma S/N con S un subgrupo propio de G, S es un
subgrupo abeliano de G (Por b)), por lo que S/N es también un grupo abeliano.

Como 1 < [G : N] < |G|, y todo subgrupo propio de G/N es abeliano, utilizando d)
tenemos que G/N tiene un subgrupo normal de fndice un primo p, este grupo normal
tiene la forma W/N con W normal en G, ademés utilizando uno de los teoremas de
isomorfismo [G : W] = [G/N : W/N] = p, lo cual contradice c), por lo tanto no existen
subgrupos normales propios de G, es decir,

(1) G es simple.

Si G fuera abeliano, todo subgrupo de G debe ser un subgrupo normal, y por (1) G
no debe tener subgrupos normales propios, entonces, |G| = [G : 1] debe ser un primo,
lo que contradice c), esta contradiccién prueba que:

(2) G no es abeliano.



Como Z(G) es normal en G y G es simple no abeliano, entonces
3) Z(G)=1

Sean U y V subgrupos maximales de G, U #V,U cUUV ,U < (U,V) entonces
(U, V)=0G.

Por b) U y V son abelianos, se tiene que U C Co(UNV), V C Ce(UNYV),
UUV c Cg(UNV), entonces G = (U, V) C Ce(UNV) entonces UNV es centralizado

por G
y se sigue que U NV ¢ Z(G) = 1(Por (3)), esto prueba que:

(4) UnN V =1 para cualesquiera par de subgrupos maximales diferentes U y V de G.

Sig € Gy {9} = G, entonces G debe ser abeliano y esto contradice (2). Entonces
{9} C G y como G es finito, existe un subgrupo maximal de G que contiene a g, es

decir,
(5) Todo elemento de G esta contenido en un subgrupo maximal de G.
De (4) y (5) tenemos

(6) Todo elemento de G, diferente de la identidad pertenece a uno
y s6lo un subgrupo maximal de G

, esto también se puede expresar de la siguiente forma. :
(6*) Los subgrupos maximales de G forman una particién de G.*

Si U es un subgrupo maximal de G, como U C Ng(U) tenemos que Ng(U) =U 6
Ng(U) =G. Si Ng(U) = G, entonces U < G, y por (1) tenemos que U = 1, pero dado
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que U = 1 es un subgrupo maximal de G, entonces G tiene sélo dos subgrupos y en
consecuencia G es ciclico de orden primo, contradiciendo (2). Entonces Ng(U) =U, y
hemos demostrado

(7) SiU es un subgrupo maximal de G, entonces U = Ng (U).

Si U es un subgrupo maximal de G, g € G, U? = g~'Ug también es un subgrupo
maximal de G. Supongamos que U* es una clase de subgrupos maximales de G que
son conjugados en G. Como la conjugacién es un isomorfismo, entonces todos los
subgrupos en U * son isomorfos y tienen el mismo orden, denotamos este orden por
o(U*) y denotamos la cardinalidad de la clase U * por c(b.’*), la cual es exactamente
[G : Ng(U)] para toda U € U *. De (6*) deducimos que €l conjunto G es igual a la
unién de todos los subgrupos maximales de G y si denotamos por M* el conjunto de
subgrupos maximales de G, se tiene de (6*) que:

IGl=1+ ) [o(U)-1],
UeM*

Sumando sobre las clases U* de subgrupos maximales conjugados y después sobre
los elementos en estas clases, obtenemos: .

Gl =1+ Y [o(x)-1],

U* XeU*
Pero o(X) = o(U"), para todo X € U* y c(U*) = [G : Ng(X)] para toda X € U *,
por lo que:

8) IGl= 1+ c(U*[o(U)-1].
<

Para todo subgrupo maximal X € U* tenemos :



|G| = o(X) [G : X] = 0o(X) [G : Ng(X)],

ya que por (7) X = Ng(X), y ademés o(X) [G : Ng(X)] = o(U*)c(U*).
Si j es el mimero de clases conjugadas de subgrupos maximales de G

( (8) es una suma de j sumandos), entonces obtenemos:

1G] =1+ c(U*)o(U) - c(U*) =143 |G| = Y_ c(U*)
i u*

, esto lo reescribimos como

9 -1 IGl+1=) c(U*.

u*

Recordamos que:

c(U*) =[G : Ng(X)), para todo subgrupo maximal X de G que pertenece a la clase
U* de subgrupos conjugados maximales, ademds X no es un subgrupo normal de G
(Porque si XG G, X maximal y normal, G no serfa simple), y como |G| = o(U*) ¢(U*¥),
entonces ¢(U*) es un divisor propio de |G| entonces ¢(U*) < 1 |G| . Combinando esto
con 9) obtenemos [j —1] |G| < [j—1] |G]+1=3 ;. c(U*) < 35(|G]).

Dado que |G| es un entero positivo, esto es equivalente con: j—1 < 35 6 35 < 1,
entonces 0 < j < 2, de esto obtenemos

(10) j=1.

Esto significa primero que existe una y s6lo una clase U* de subgrupos maximales
conjugados y por (9) ", ¢(U*) = 1, es decir ¢(U*) = 1. Entonces existe uno y s6lo un
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subgrupo maximal de G, con lo que se contradice (6*), por lo tanto existe un subgrupo
no abeliano normal A con [G: Ajun primo6G=1. m

Teorema 3.7 Si G es un grupo finito no abeliano tal que cada subgrupo propio es
abeliano, G es soluble y por lo tanto G pertenece a la clase de los grupos solubles no
abelianos con todos sus subgrupos normales propios abelianos.

Demostracién: Por el Teorema anterior existe M < G tal que G/M es de orden
primo por lo tanto M y G/M son solubles, por lo tanto G es soluble. ®

Sean C,, C,, Cs las siguientes clases de grupos:

C, = la clase de los g;rupos finitos con todos sus subgrupos propios abelianos,

C; = la clase de los grupos finitos solubles con todos sus subgrupos normales propios
abelianos,

C3 = la clase de los grupos finitos no simples con todos sus subgrupos normales
propios abelianos.

En virtud del ejemplo 3.1 y del teorema anterior podemos concluir que C; esta
contenida propiamente en C;.

En virtud del ejemplo 3.5 y del teorema anterior podemos concluir que C: esta
contenida propiamente en Cj.

Para terminar veremos un resultado de O.J Schmidt que generaliza el teorema 3.7.

Teorema 3.8 (0.J Schmidt) Si todo subgrupo mazimal de un grupo finito no nilpotente
G es nilpotente, entonces G es soluble.

Demostracion: Supongase que existen grupos finitos no nilpotentes, no solubles,
con todos sus subgrupos maximales nilpotentes. De entre estos grupos sea G de orden
mfnimo.



Observacién: G tiene al menos 2 subgrupos maximales, ya que si G tiene s6lo un
subgrupo maximal M, M S G, existe z € G y = ¢ M, (z) es un subgrupo de G que no
esta contenido en M y como M es un subgrupo maximal (z) = G, es decir, G es ciclico
y esto implica que G es soluble, lo que es una contradiccién ya que, estamos suponiendo
que G no es soluble.

Si N es un subgrupo normal propio no trivial, |N| < |G|, N no es nilpotente, pero
todo subgrupo maximal de N es nilpotente, por lo tanto N es soluble.

Como N < S £ G, S maximal de G, entonces S/N es un subgrupo maximal de
G/N Yy es nilpotente porque S es nilpotente, y dado que |G/N| < |G| y todo subgrupo
maximal de G/N es nilpotente, entonces G/N es soluble.

Dado que N y G/N son solubles, entonces G es soluble lo que es una contradiccién,
por lo que G no tiene subgrupos normales propios, es decir, G es simple.

Supongamos que todo par de subgrupos maximales distintos de G se intersectan en
1. Sea M algiin subgrupo maximal, como Ng(M) S G (porque M ¢ G) y M C Ng(M),
entonces Ng(M) = M (ya que M es maximal).

Si |G] = n y |[M| = m, entonces M tiene n/m conjugados(por 1.53 ) y cada par de
estos se intersectan trivialmente (porque la conjugacién es un automorfismo , y entonces
los conjugados de M también son maximales). Entonces los conjugados de M, tienen
(m—-1)(&) = 2 -2 = n— 2 eclementos no triviales. Como m > 2 (ya que si
m = |M| =1, entonces M = (1) y M es maximal, por lo que |G| = p, con p un primo,
es decir G es un p—grupo finito y esto implica (por 1.74) que G es soluble, lo que es
una contradiccién), 2 < 2 y por lo tanto (a) n — 2 > 2 > 251, adem4s es claro (b)
n—> <n-2<n-1(porque = > 2, ya que >, n ¥ m y como m | n entonces n = ma,
para alguna a € Z, tenemos que a = 2, por lo que a > 2). Ahora de las desigualdades

(a) y (b) tenemos que %! <n— 2 <n-—1.

m
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Si todos los maximales de G fueran conjugados, dado que n — - < n — 1, entonces
n— 2 +1 < n lo que es una contradiccién ya que n — = + 1 = n, por lo tanto no
todos los maximales son conjugados, por lo que existen M; y M; subgrupos maximales
de G tales que no son conjugados, ademés la interseccién de estos dos subgrupos no
es trivial, ya que si fuera trivial dado que 2 <n — 2 < n—1 y que cada elemento
diferente de la identidad de G pertenece exactamente a un subgrupo maximal, n—1 es
la suma de enteros que estan entre 25! y n — 1 pero esto es imposible. Elegimos M; y
M, subgrupos maximales distintosde G, cuya intersecci6én I tiene orden méximo.

Sea N = Ng(I), dado que M;es nilpotente, I # Ny, (I) (1.64), ademds I C NN M,
(yaque I C M; yIC N), I nopuede ser normal en G, ya que G es un grupo simple,
por lo que se tiene que Ng(I) S G y N esta contenido en un subgrupo maximal M.
Entonces I = My N My S N, (I) = My N Ng(I) < My N M, reescribiendo lo anterior
obtenemos que I < M; N M y dado que M; y M son subgrupos maximales de G se
contradice que I es de orden maximo, por lo que se concluye que G es soluble. m
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