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A mi mamd, a mi papd y a Hesed



11

Wenn ein Tier oder Mensch
seine ganze Aufmerksambkeit
und seinen ganzen Willen
auf eine bestimmte Sache richtet,

dann erreicht er sie auch
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Capitulo 1

Introduccién

“The mathematiciants patterns,

like the painterts or the poetts, must be beautiful;

the ideas like the colours or the words,

must fit together in a harmonious way. Beauty is the first test:
there is no permanent place for ugly mathematics.”

El estudio de los conjuntos convexos es relativamente reciente en la historia de
la matemética. Algunos resultados importantes fueron hechos a finales de 1800, con
Brunn y Minkowski, al tratar de caracterizar la convexidad exclusivamente en términos
de una propiedad de la Geometria de Conjuntos; alejandose de las leyes de las funciones
analiticas y buscando formas geométricas a través de las funciones generales obtuvieron
como resultado una teorfa completamente nueva, que culminé en la Teorfa Fundamental
de Brunn-Minkowski. El primer estudio sistemético fue hecho por Bonnesen y Fenchel
en 1934 con el libro, Teorie der konvenzen Kdérper, Teorfa de los cuerpos convexos,
una adaptacién e interpretacién de toda esta rama de la matemdtica con una lista
completa de referencias. En 1916, Blaschke, en su libro, Kreis und Kugel, Circulo y
Esfera, interpreta de una manera fascinante y cautivadora el sentido y el espiritu de los

tres clésicos; Steiner, Brunn y Minkowski.



En las décadas de los 40 ‘s y 50 s muchas aplicaciones fueron descubiertas, especial-
mente en el drea de la optimizacién lo que gener6 un interés en el estudio de la teoria
de los conjuntos convexos.

Afios més tarde, aparece el no famoso problema equicordal. Se dice que un punto
E, en el interior de un convexo K en el plano, es un punto equicordal, si cada cuerda
de K por E tiene la misma longitud.

El problema se pregunta si un dominio convexo puede tener dos puntos distintos
equicordales. A pesar de los esfuerzos de muchos matematicos, entre los cuales destaca
el gran trabajo de E. Wirsing (1958) y G.J. Butler (1969) que prueba la existencia
de dominios convexos con un par de puntos C,C’ que son equicordales para todas las
cuerdas que hacen un édngulo suficientemente pequefio con la linea C, C, este problema
parece ser insoluble.

En los 70 s P. Mc Mullen le plante6 a C.A. Rogers un problema equicordal distinto.
El empieza con la observacién de que si C,C son dos puntos interiores de un dominio
convexo K que es centralmente simétrico con respecto al punto medio del segmento
C, C, entonces cada cuerda de K por C tiene la misma longitud que la cuerda paralela
de K por C". Aqui, por supuesto, las longitudes de las cuerdas dependerén del dngulo
que hacen con la linea C, C. Mc Mullen pregunta por el converso.

Sean C, C dos puntos interiores distintos de un dominio convezo K. Si cada cuerda
de K por C tiene la misma longitud que la cuerda paralela de K por C, entonces K

es centralmente simétrico con respecto al punto medio del segmento de linea C,C.

Este problema equicordal, resuelto por C.A. Rogers y publicado en 1981 fue lo que
dio lugar de la tesis. En el Capitulo 2 daremos unas definiciones y propiedades bésicas
que se ulitizan a lo largo del trabajo. En el capitulo 4 daremos una demostracién alterna

que servird como esqueleto para las generalizaciones de los capftulos 5 y 6.



El lector interesado en ver aplicaciones de teoremas de tipo equicordal consiltese

(5]-



Capitulo 2

Conjuntos convexos y algunas

definiciones

“Du sagst, man hat keinen freien Willen.
Aber dann sagst du wieder,

man brauche nur seinen Willen fest

auf etwas zu richten.”

Para un acercamiento al estudio de la Convexidad solamente son necesarias nociones
bésicas de Algebra Lineal y Topologfa. Empezaremos con unas definiciones y ejemplos.
La coleccién de todas las n-adas ordenadas de nimeros reales, para n € N for-
man el espacio real lineal R" al definir (ay,...an) + (By,...8,) = (a1 + By, ...an + B,)
¥ Aoy, ...an) = (Ao, ...Aan) para cualquier n-ada (o, ...an) ¥ (By,...0,) ¥ cualquier

nimero real .

Definicién 2.1 Definimos el producto interior (p,q) donde p = (0q,...ap),q =
(rB].! ngﬂ) como (p: Q) &= Z?—_—l QEJB:"

Asi R™ junto con el producto interior que acabamos de definir es llamado el Espacio

Euclidiano n-dimensional y se denota E™. Los puntos P, (), denotardn a los vectores
4



p,q que salen del origen.

Definicién 2.2 Sean P, Q puntos en E?, el intervalo PQ que une P y Q es el conjunto
de todos los puntos dados por los vectores Ap+ (1 — A)g donde 0 < A <1

Definicién 2.3 Un conjunto S es convexo si para cada par de puntos P,Q en S
tenemos que PQ C S, es decir el intervalo que los une se encuentra completamente

contenido en S. .

Es fécil ver que algunos ejemplos de conjuntos convexos son los circulos, semiplanos,
tridngulos, cuadrados, etc., de hecho, cualquier poligono convexo es un conjunto con-
Vexo.

Definamos el efrculo S = {z € R? | ||z|| < 7} con r € R*.

Sean z,y € S, Paratoda z € Tg, 2 = Az + (1 — A)y con 0 < A < 1. Esto implica
que [}zl = Az + (1 = Nyl < Ml + (1= ) llgll € A+ (1= Nr =r(A+1=X) =ry
por lo tanto 2 € S, ¥z € Tg

Definamos el semiplano £, = {z = (z1,72) € R*| z; > r}

Tomemos z,y € ¢,. Paratoda z €7y, z=Az + (1 - A)ycon 0 < A < 1.

2= (21,22) = (Az1, Az2) + (1= Ay, (1 = N)y2)) = (Az1+ (1= Ay, Az2+ (1= N)y).
Esto implica que z; = Az;+(1—A)y; > Ar+(1—A)r = r y por lo tanto z € £,, ¥z € TJ

Observemos que el semiplano es un conjunto convexo no acotado y que los poligonos

se pueden ver como la interseccién de semiplanos.
Proposicién 2.4 La interseccidn de conjuntos converos es convezra

Sea {K,}, @ € A, una familia de conjuntos convexos y sean z,y € NK, => z,y €
K, para toda a € A, por ser K, convexo sabemos que Ty C K, para toda o € A por
lo tanto Ty C NK,. O



En el siguiente dibujo podemos ver algunas figuras no convexas.

Proposicién 2.5 Una figura cerrada S es conveza si y sdlo si para cualguier punto A

que no esté en ella, existe una linea que separa al punto A de la figura S.

Tomemos una figura convexa S y un punto cualquiera que no esté en ella. Llamé-
mosle A. De entre todos los puntos de S pongamos atencién en aquel que se encuentre
m4s cerca de A y llamémosle B (véase figura). Mostraremos que la linea L, que pasa por
el punto medio del segmento AB y que es perpendicular a éste, separa a S del punto A.
Es decir, mostraremos que “arriba de L”, del mismo lado de A, no hay ningiin punto
de S. Si existiera un punto C de la figura S del mismo lado que A, entonces por ser S
convexa, el segmento BC estarfa dentro de S y por lo tanto habria en éste segmento
un punto de S cuya distancia a A es més pequefia que la distancia de B a A Esto es
imposible, pues habfamos escogido de antemano a B con la propiedad de ser el punto
de S més cercano al punto A. esto nos convence de que no existen puntos de S ”arriba
de L” y que por lo tanto la linea L separa a la figura S del punto A.

Supongamos ahora que tenemos una figura S con la propiedad de que para cualquier
punto A exterior a ella, hay una linea recta separa a la figura S del punto A. Queremos
ver que S es una figura convexa. Supongamos que existen dos puntos P, con la

propiedad de que hay un punto A € PQ tal que A ¢ S. Entonces podrfamos trazar



una linea que deja a P y a @ de una lado y a A del otro. Como es obvio que ésto no es

posible, S es una figura convexa. O

Definicién 2.6 Decimos que una funcidn f : R® — R". es continua en el punto
zg, st dada cualgquier e > 0 existe una 6 < 0 tal que d(f(z), f(z0)) < € siempre que
d(z,zo) <6

Definicién 2.7 Se dice que f es continua en R™, si f es continua en todo punto
zeR"

Definicién 2.8 Si f es una funcién biyectiva con la propiedad de que f y f~* son

continuas, entonces se dice que f es un homeomorfismo.

Ejemplo 2.9 La funcidn f(z) = 2arctanz es un homeomorfismo de la recta real

(—00,00) y el intervalo abierto (—1,1)




Proposicién 2.10 Si g es continua en 7o, y f es continua en g(x,), entonces fo g es

continua en o

Sea & > 0. Puesto que f es continua en g(z), existe un &' > 0 tal que para todo y si
d(y, g(z0)) < &' entonces d(f(y), f(9(z0))) < €, lo quesignifica que si d(g(z), g(x0)) < &,
entonces d(f(g()), (9(ao))) < &

Aplicando la continuidad de g sabemos que existe un § > 0 tal que Yz si d(z,zo) < d
entonces d(g(z),g(zo)) < &' y por lo tanto tenemos que Vz si d(z,z9) < & entonces

d(f(9(x)), f(9(x0))) <

De aquf que, si f, g son continuas, entonces f o g es continua.
Proposicién 2.11 Si f y g son homeomorfismos, entonces fog es un homeomorfismo

La composicién de funciones biyectivas es biyectiva, por lo tanto f o g, es biyectiva.
De la proposicién anterior sabemos que f o g es continua y (fog)™! =g 1o f~! que

también es continua por ser g~' y f~! continuas. O

Definicién 2.12 Decimos que un conjunto K es centralmente simétrico con re-

specto al origen si para tode z € K tenemos que —z € K.

Proposicién 2.13 K es centralmente simétrico con respecto al origen si y sdlo si
K=-K

Por definicién —K = {—z | z € K}, esto implica que si w € —K entonces —w € K.
Sea z € K, por ser K = — K sabemos que z € —K y por lo tanto —z € K.

Sea z € K esto implica que —z € —K, ademds com K es centralmente simétrico
con respecto al origen, tenemos que —z € K y por lo tanto z € — K, es decir K C —K,
andlogamente —K C K. O

Proposicién 2.14 Para K convezo, cerrado y acotado, K es centralmente simétrico

con respecto al origen si y sélo si la frK es centralmente simétrica respecto al origen.



Es fécil ver que la fr — K = —frK, y como —frK = frK tenemos que fr — K =
frK, como el casco convexo de la frontera de K es igual a K, para todo K convexo,
entonces tenemos que —K = K.

Si K = —K entonces fr(K) = fr(—K) y por lo tanto frK = —frK, ya que
fr—K = —frK, asi, por la proposicién 2.13, la frK es centralmente simétrica respecto
al origen. O

Definicién 2.15 Decimos que un conjunto K es centralmente simétrico con re-

specto a p si K — p es centralmente simétrico con respecto al origen.
Proposicién 2.16 K y —K son trasladados si sdlo si K es centralmente simétrico.

K y —K son trasladados sisélosi —K =p+ Ksiysolosi F—K=2+Ksiy
sélo si (§ + K) es centralmente simétrico. O



Capitulo 3

Cuerdas quirales

“To know someone here or there,

with whom you can feel there s an understanding
inspite of distances or thoughts unezpressed,

that can make of this earth a garden.”

En esta seccién trabajaremos con cuerdas quirales y algunas de las propiedades més
importantes de ciertos sistemas de lineas muy usados en la geometria convexa, como
son, el sistema de lineas que dividen el 4rea o el perfmetro de una figura convexa a la
mitad.

Sea K C R? una figura convexa y sea L una linea que intersecta a K. Entonces la
cuerda I = LN K es quiral si la longitud de I es igual a la longitud de la cuerda I*,
donde I* =—-LN K.

Lema 3.1 Sea K una figura conveza y sea I una cuerda guiral, entonces S3(I) es una

cuerda quiral de U(K), donde Q) : R? — R? es un isomorfismo lineal.

La demostracién se basa en probar que dos intevalos paralelos y de la misma longitud

van, bajo una transformacién lineal, a dos intevalos paralelos de la misma longitud.

10
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Dada v € S! tomemos la linea L, = {tv+ d | t € R} y supongamos que I, = L,NK
es quiral. Entonces si I, = [rjv + 8,m9v + 8] e I} = [syv — 4, sov — &, tenemos que la
longitud de I, es igual a |rp — 71| que es igual a |s; — 51/, la longitud de I. Por ser Q
un isomorfismo lineal sabemos que (1) = [r12(v) + Q(8), r2Q(v) + Q(d)] ¥ también
que Q(I}) = [s100(v) — ©(8), 522(v) — £2(6)], lo cual implica que la longitud de Q(1,) es
igual a la longitud de Q(I}). Es decir, para toda cuerda I, quiral, Q([,) es quiral. O

Definicién 3.2 Sea K una figura conveza, decimos que una linea L es una linea so-
porte de K si intersecta a K en al menos un punto y deja a K completamente contenida

en la cerradura de alguno de los dos semiplanos definidos por L.

Corolario 3.3 Sea K una figura convexa y sea § un punto en el interior de K. Sea
Q : R? — R? un isomorfismo lineal. Si todas la cuerdas por § son quirales, entonces

todas las cuerdas de Q(K) por Q(8) son gquirales.

Corolario 3.4 Sea K una figura conveza y sea § otra figura conveza en el interior
de K. Sea Q : R? — R? un isomorfismo lineal. Si todas las cuerdas soporte a & son

quirales, entonces todas las cuerdas de (K soporte a QU(6) son quirales.

Definicién 3.5 Definimos una coleccién de lineas {L,},est = F como un sistema de

lineas si para cada direccidn +v € S existe una tnica linea L, € F paralela a £v.

Definicién 3.6 La funcidn f : S' — R es una funcién impar, si para toda v € S
f(=v) = —f(v).

Sea F un sistema de lineas, para cada v € S! definimos §(v) como la distan-
cia dirigida del origen a la recta L, € F. De esta forma L, se puede escribir como
{6(v)v* +1tv |t € R} . Por ser F un sistema de lineas, sabemos que L, = L_, es decir,
8(v)vt +tv = 8(—v)(—v)* +tv, lo que implica que 6(—v) = —4(v), y por lo tanto §(v)

es una funcién impar.
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Definicién 3.7 Decimos que un sistema de lineas exteriormente simple, es aquel
sistema de lineas para el cual, su funcion é(v) es una funcidn continua y lo denotaremos

como [9].

Proposicién 3.8 S5iF es un sitema de lineas exteriormente simple, entonces para todo

P € R? eziste L € F tal que L pasa por P.

Sea P € R? y tomemos v € S!, sabemos que L, € F y que divide a R? en dos
semiplanos, L} y Lj, supongamos, sin pérdida de generalidad que P € L} . Al variar
continuamente L,, € F, con w desde v hasta —v, tenemos que existe L € F tal que
PelL. O

Lema 3.9 Sea F un sistema de lineas tal que:
El centro de F, C(F) = {L,N L, | v # u € S'} es acotado.

Entonces F es un sistema de lineas exteriormente simple.

Para probar la continuidad serd suficiente probar que para toda subsucesién w;;
de v; existe una subsucesion v;; tal que Ly, — L,. Intuitivamente, decimos que L,
converge a L, si el 4ngulo de interseccién entre las rectas tiende a cero, cuando las rectas
se intersectan, o si la distancia entre las rectas tiende a cero cuando son paralelas.

Sea z; = L,, N L,, entonces como el centro es acotado, sabemos que existe una
subsucesién z;; convergente a z. Tomemos £,,; como la recta en direccién v;; que pasa
por z. Es claro que {,,; — L,, por otro lado como L, es paralela a &, y z;; —

entonces Ly, converge a £, y por lo tanto L,; — L. O

Ly X 5

Xy,
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Definicién 3.10 Decimos gue un sistema de lineas exteriormente simple de K,
es aquel sistema de lineas exteriormente simple para el cual, su centro estd contenido

propiamente en K.

Lema 3.11 Sea [§] un sistema de lineas exteriormente simple, entonces Q([8]) es un

sistema de lineas exteriormente simple, donde Q) : R? — R? es un isomorfismo lineal.

Sea v € S!, por ser  un isomorfismo lineal, sabemos que existe w € S! tal que
Q(w) = av, lo cual implica que hay una linea, Q(L,,) = {aé(w)Q(w') + tQ(w) | t € R}
en direccién de v. Para ver que es tnica, supongamos que dada v, existen dos vectores
uy w tales que Q(Ly) = Q(Ly), es decir Q(u) = aQ(w), por ser lineas paralelas, pero
entonces u = aw. Por lo tanto existe exactamente una linea en cada direccién del plano.

Por ser €2 un isomorfismo lineal, sabemos que la imagen de un conjunto acotado es
acotada, mas ain, Q(C(F)) = {UL,NL,) |[v#u €S} = {QL,)NQYUL,) | v#ue S} =
C(Q(F)), lo que implica que el centro de §2(F) es acotado y por lo tanto 2([d]) es un

sistema de lineas exteriormente simple. O

Corolario 3.12 Sea K una figura conveza y sea [§] un sistema de lineas exteriormente
simple. Sea  : R? — R? un isomorfismo lineal. Si todas las cuerdas de [0] son quirales

en K, entonces todas las cuerdas $2([0]) son guirales en Q(K).



Capitulo 4

Teorema Equicordal de Rogers

“The great path has no gates,
thousands of roads enter it.”

Teorema 4.1 (Teorema Equicordal de Rogers) Sea K una figura conveza que tiene
al origen como punto interior y sea 6 otro punto en el interior de K tal que § # 0. Si
todas las cuerdas por § son quirales, entonces K es centralmente simétrico con respecto

al origen.

Demostracién

Para cada v € S! tomamos la linea
L,={tv+d|teR}
y denotaremos por I, la cuerda L, NK. Escribimos
[0, 8] = I

donde v = |§Z:§:r Notemos que 4, iy 6_, es un homeomorfismo de la frontera de K

14
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en la frontera de K.
Sea ahora 6* = —4, el inverso de é. Usando la afirmacién A.3 es facil ver que, §*

estd también en el interior de K. Sea I = —L, N K. De nuevo escribimos
M

donde v = Si=0= (ver figura). Notemos también que para cada P € frK existe un

=
tinico v € S! tal que §, = P y de tal forma que §*, — &, = §_, — d,, pues por hip6tesis
la longitud de I, es igual a la longitud de I;.

Definamos las siguientes funciones continuas
e: frKk — R?
donde ¢(P) = 6, +4~,, y sea
U: frKk — frK

como sigue:
Si P € frK es tal que §, = P, entonces tomemos u € S' tal que d_, = é*,. Sea
U (P) = by.
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Probaremos primero que:

-8 ,+¢e(P) € frKy
-6, +e(¥(P) € frK

La primera afirmacién se sigue de la definicién. Adems&s, como I, es quiral, entonces
0y, — 0%, = 0y — 0_y lo que implica que &} + 6_, = d, + 6°, y por lo tanto que
5, + 8%, = e(U(P))
A continuacién probaremos las siguientes propiedades para ¥ y .
a) ¥: frK — frK es un homeomorfismo.
Como las funciones continuas f : §, — é_, y g : 6, — 4, son homeomorfismos
y ¥ es composicién de éstas pues ¥ = f~1gf, entonces ¥ es un homeomorfismo.
b) SeaX ={Pe€ frK|—P¢€ frK}. Entoncese(P) =0siys6losi P€ XL
Sea como siempre P = §,. Entonces e(P) = 0 <= §,+6>, =0<=§*, = -4, =
—P+= —-Pe€ frK
c) Pe X< Y(P) e L, esdecir ¥(X) =5I.

Sabemos que —¢* ,+¢(P) € frK y que —6*, +¢(¥(P)) € frK. Entonces P € ©
= g(P)=0+= -6 ,€ frK <= e(¥(P)) =0<= Y(P) e L.



d) El homeomorfismo ¥ tiene como puntos fijos LN frK = {b,b*}, donde L es la linea
que pasa por § y 6"

Sea b € LN frK tal que by ¢ estén del mismo lado del origen en L. Denotemos por
aldy, 6,) el subarco cerrado de frK que no contiene a {d_,,0_,} y por a(dy,d,)

el correspondiente subarco abierto de frK.

Por definicién, es facil ver que ¥(b) = by U(b*) = b*. Tomemos P = §, € frK.
Es claro que si 6, estd en uno de los semiplanos determinados por L entonces 4,
estd en el otro, y por lo tanto ¥(4,) estd en el mismo semiplano que §,, més ain
U(6,) € aldy,b] puesto que 6*, estd del mismo lado que §* cuando L, parte al

convexo en la seccién que contiene a §* y la que no.

e) Si P # b*, entonces lim ¥*(P)=b

Supongamos que ¥™(P) converge a un punto @, es decir lim ¥*(P) = Q. Por la
demostracién de d) sabemos que @ € [P, b] Aplicando ¥ tenemos que lim ¥"+(P) =
¥(Q) y como lim ¥*(P) = lim ¥™*!(P), esto implica que ¥(Q) = Q y por lo

tanto @ es un punto fijo en a[P, b, es decir Q@ = b

A continuacién vamos a probar que {b,b*} C T

Como frK N —frK # 0 de la afrimacién A.2=> 3P € frK tal que P € frKn
—frK C Z, lo que implica que ¥*(P) € £ Vn > 1 y dado que ¥"(P) converge a b,
entonces b € X y por lo tanto {b,b*} C T

Estamos ahora listos para probar nuestro teorema. Dado que la situacién es invari-
ante bajo transformaciones afines y haciendo uso del corolario 3.3 podemos escoger
coordenadas (z,y) donde 6" = (—1,0) y § = (1,0) de tal forma que L es el eje de las
z's y la linea soporte a la frK por b sea perpendicular a L.
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Sea 4, € frK tal que para todo punto P € @[d,, b] la pendiente de la linea soporte
ala frK en P es negativa.

Tomemos P € ald,,b] tal que &}, € a[d,,b] , donde P = 6, y 6, = ¥(P) y sea
I1: frK — R la proyeccién de R? sobre el eje de las z5.

Dado que la pendiente de la frontera es negativa, entonces la proyeccién de la curva
ald,,, b] sobre R es decreciente, ademés como —6* ,+&(P) € a[dy, bl y -6 ,+&(¥(P)) €
(8., b] esto implica que II((P)) < II(e(¥(P)))

Esto quiere decir que el error aumenta. En otras palabras I1(e(¥"*1(P))) > II(e(¥™(P))),
pero II(e(¥"(P))) = 0 ya que ¥™(P) — by b € &, lo cual implica que para cualquier
P € aléy,b], e(P) =0y entonces por c), P € I y por lo tanto (6, b] C Z. En general,
para toda P € a(b*,b), 3 n tal que ¥"(P) € [y, b] y por lo tanto P € £ = K es
centralmete simétrico. |



Capitulo 5

Teorema Equicordal Tangencial

“No encontré respuestas. Las respuestas no llegan siempre cuando uno las necesita,
muchas veces ocurre que quedarse esperando es la 1nica respuesta posible.”

Teorema 5.1 (Teorema Equicordal Tangencial) Sea K una figura convera que
tiene al origen como punto interior y sea & otra figura conveza en el interior de K
tal gue 0 ¢ & . Si todas las cuerdas soporte a 6 son quirales, entonces K es centralmente

simétrico con respecto al origen.

Demostracién
Comenzaremos ddndole una orientacién a la frontera de §. Sea v € S! y sea L, una
linea orientada en la direccién de v. Supongamos que L, es una linea soporte de ¢ y,
en donde se tocan, la orientacién de é y L, coinciden. Denotaremos por I, la cuerda L,
NK. Escribimos
[5?, 5»] =1,

— Su—
donde v = W:_—g:f-l
Sea ahora §* = —4 la figura convexa orientada que es el inverso de 4. Es fécil ver

19
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que 4" estd en el interior de K. Sea I} = —L, N K. De nuevo escribimos

(65,83 = I

8—8%
donde v = sl
Para cada P € frK existe un tnico v € S! tal que §, = P de tal forma que

05 — 6, = by — 0, pues por hipétesis la longitud de I, es igual a la longitud de I;;.
Definamos las siguientes funciones continuas. '
£: frK — R?
donde e(P) = 4, + 6%, y sea
U: frK — frK

como sigue:
Si P € frK es tal que §, = P, entonces tomemos u € S' tal que dg = &5 y sea
U(P) = 6,
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Probaremos primero que:

-02+¢e(P) € frKy
-0+ e(¥(P)) € frK

La primera afirmacién se sigue de la definicién. Ademds como I, es quiral, entonces
&; — 0% = 8, —dz lo que implica que 8},+0z = 6,405 y por lo tanto que &, +4d5 = (¥ (P)).

A continuacién probaremos las siguientes propiedades para ¥ y €

a) ¥: frK — frK es un homeomorfismo

Como las funciones continuas f : , — dz y g : 6, — 4, son homeomorfismos y

T es composicién de éstas, pues ¥ = f~1gf, entonces ¥ es un homeomorfismo.

b) SiZ={P¢€ frK|—P € frK} entonces ¢(P)=0siysélosi P€ £

Sea como siempre P = §,. Entonces ¢(P) =0 <= §, + 65 = 0 < d; = -6, =
—P <= —-P€ frK

c) PeX <= V(P)e I, esdecir ¥Y(X) =X

Sabemos que —63 + ¢(P) € frK y que —é; + e(¥(P)) € frK, entonces P € T
<= e(P) =0+ —d; € frK <= e(¥(P)) =0 <= ¥(P) € T y por lo tanto
también tenemos que ¥(X) =1L

d) El homeomorfismo ¥ tiene como puntos fijos a {b,a}, donde los puntos a y b se
van a describir a continuacién. Sean L y L' las lfneas soporte a § que pasan por
el origen. Orientemos a L y L' de acuerdo a la orientacién de 6. Sean b y b en

LN frK de tal forma que la direccién de L vadebabysean ay @en L'N frK
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de tal forma que la direccién de L'va de @ a a.(ver figura)

?Q
b,

Por definicién es claro que ¥(b) = by ¥(a) = a.

e) Si P # a, entonces lim ¥Y*(P) =b
Orientemos la frontera de K como § y denotemos por «[d,, d,] el subarco cerrado

de frK deé, a é, y por a(d,, é,) el correspondiente subarco abierto. Comenzare-

mos la prueba con dos lemas auxiliares
Lema 5.2 Para toda P en a(a,b), U(P) estd en a(P,b).

Sea P = §, € a(a,b) esto implica que &7 € a(a@,b) y por lo tanto 05 € a(dy,b). Es
facil ver que f~'(«(@,b)) = a(a,b), donde el homeomorfismo f : frK — frK est4
dado por f(d,) = 5. De la misma forma tenemos que f(a(a,é,)) = a(@,ds) = 6, =
U(P) € a(dy,b). O

Lema 5.3 Para toda P en a(b,a), ¥(P) estd en a(b, P).

Primero veamos que f~'(b) = by que f~(@) = a y sean ¢ = &, donde 6z = a y
¢ = 4, tal que &7 = b. Ademsés notemos que f~*(a(b,a]) = alb,q] , f~*(ala, b]) = g, ¢
, F3(alb,3)) = elga] y por o tanto -(aff,a]) = afs,a).
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Sea P = 6, € a(b,a) esto implica que &5 € a(b,a) y por lo tanto &5 € a(b,by).

Entonces por las observaciones anteriores sabemos que 4, = ¥(P) € (b, d,,). O

Ahora, es facil ver que VP € frK — {a} nlingo I*(P)=b

Supongamos que ¥™(P) converge a un punto @, es decir nlirlgc ¥*(P) = @. Aplicando
¥ tenemos que lLim Untl(P) = ¥(Q) y como lim (P = Jim U™*1(P), esto implica
que ¥(Q) = Q, por lo tanto @ es un punto fijo de ¥ y por los lemas tenemos entonces

que @ =b.

A continuacién vamos a probar que {b,b} C T
Como frK N—frK # 0 de la afirmacién A.2=> 3P € frK tal que P € frK N
—frK C Z, lo que implica que ¥™*(P) € £ Vn > 1 y dado que ¥U™(P) converge a b,

entonces entonces b € £ y por lo tanto {b,b} C T

Estamos ahora listos para probar nuestro teorema. Primero demostraremos que
a(a,b) es centralmente simétrico y después que «(b,a) también lo es.

Dado que la situacién es invariante bajo transformaciones afines y haciendo uso del
corolario 3.4, podemos escoger coordenadas (z,y) de tal forma que L sea el eje de las
7’5 y la linea soporte a la frK por b sea perpendicular a L.

Sea a[d,, b] tal que para todo punto P € «[d,, ] la pendiente de la linea soporte a
la frK en P es negativa.

Tomemos P € ofdy,b] tal que &, € by, b], donde P = §, y 6, = ¥(P) y sea
II: frK — R la proyeccién de R? sobre el eje de las 2.

Dado que la pendiente de la frontera es negativa, entonces la proyeccién de la curva
sobre L es decreciente, ademés como —¢” ,+&(P) € &by, b y —6%,+&(¥(P)) € ald,, b]
esto implica que II(e(P)) < Il(e(¥(P)))

Esto quiere decir que el error aumenta, en otras palabras I1((¥™*1(P))) > II(s(¥"(P))),

pero II(e(¥™(P))) = 0 ya que ¥*(P) — by b € L, lo cual implica que para cualquier
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P € afé,,b] €(P) =0y entonces por ¢) P € T y por lo tanto a[é,,b C £ de donde
sabemos que a/[d,,, b] es centralmente simétrico con respecto al origen.
En general para toda P € a(a, b) 3 n tal que ¥*(P) € a[dy, b y por lo tanto P € .
Haciendo una reflexién o, de K sobre L, es claro que podemos escoger alb, §,,] tal
que para todo punto P € alb,d,) la pendiente de la linea soporte a la frK en o(P)
es negativa. De esta forma, situados en el caso anterior, con un razonamiento andlogo,

tenemos que para toda P € a(b,a) P € Z. |



Capitulo 6

Teorema Equicordal Sangoloteado

“Me quité los zapatos para andar sobre brasas,
me quité la piel para estrecharte,

me quité el cuerpo para amarte,

me quité el alma para ser tu.”

Teorema 6.1 (Teorema Equicordal Sangoloteado) Sea K una figura conveza que
tiene al origen como punto interior y sea [6] un sisterna de lineas exteriormente simple
de K. Supongase que 6 (0) es finito y que para cada v € S, I, es quiral, entonces K

es centralmente simétrico con respecto al origen.

Demostracién

Para toda v € S! escogemos la linea

L, = {s(v)v* +tv |t e R}

paralela a v. Né6tese que L, = L_,,.

Denotaremos por I, la cuerda L, NK. Escribimos

25
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[6—1:: Ju] — Iu

= by—d_y
donde v = 3

Sea ahora §* : S* — R la funcién continua impar dada por §*(v) = —é(v). Sea

It = =L, N K. De nuevo escribimos

[02:8] =13

§,-82,

[6;—6‘_.,'
Para cada P € frK existe un tinico v € S! tal que §, = P de tal forma que

donde v =

6*, — 0, = 6_, — &, pues por hipétesis la longitud de I, es igual a la longitud de I;.

Definamos las siguientes funciones continuas.
e: frKk — R?
donde g(P) = 6, + 4~ ,, y sea
V: frK — frK

como sigue:
Si P € frK es tal que 6, = P, entonces tomemos u € S! tal que d_, = §*,. Sea
U(P) = b,

Probaremos primero que:

6, +e(P) € frKy
—&,+e(¥(P) € frK

La primera afirmacién se sigue de la definicién. Adem&s como I, es quiral, entonces
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8n— 08, =0y —0_y=> 0, +0_y=0,+6, y por lo tanto &, + &~ = £(¥(P))

A continuacién probaremos las siguientes propiedades para ¥ y ¢ :

a) U: frK — frK es un homeomorfismo

Como las funciones continuas f : §, — d_, y ¢ : 6, — 9, son homeomorfismos
porque [§] es un sistema de lineas exteriormente simple de K y por lo tanto

C([d]) C intK. Puesto que ¥ = f~'gf, entonces ¥ es un homeomorfismo.

b) SeaZ={P¢€ frK|—P¢c frK}. Entonces e(P) =0si ysélosi PE X
Sea como siempre P = §,. Entonces e(P) =0 <= §,+46*, =0 4¢*, = -6, =
—-P = —Pe frK

c) PeX < Y(P)€ L, es decir ¥(I) = L.
Sabemos que —6*, 4+ &(P) € frK y que =6, +¢(¥(P)) € frK. Entonces P € £
< e(P)=0+= —§',€ frK <= ¢(¥(P)) =0+= ¥Y(P) e .

d) ¥(P)= Psiyso6losivedé’(0), donde b, = P.
Recordemos que d_,, = ¢~ de la definicién de ¥, y entonces tenemos que ¥(P) =

P8y =08y =6y =0, 4=>ved ()

Para toda v, u € S, tal que v # =u, denotamos por « [v, u] el arco cerrado de S* que
no contiene a {—v, —u}. De igual forma denotemos por «[é,,d,] €l subarco cerrado de
frK que no contiene a {§_,,0_,} ¥ por a(v,u) y &(6,, 8,) los correspondiente subarcos
abiertos.

Supongamos que v # £u € S* y que afv,u] N (0) = {v,u}.

Lema 6.2 Si para algin wy € a(v,u), L, N[0,48,] # 0, entonces para toda w € a(v, u),
I,N[0,6,) # 0 y el lim ¥"(6,) = by
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Sea wy € a(v,u), entonces I, N[0,d,] # 0 o Iy, N [0,6.] # @ ya que de no ser
asf tendrfamos que L., N L, estd afuera de K, o que L,, N L, estd afuera de K.
Supongamos, sin pérdida de generalidad que el primer caso sucede. Esto implica que
para toda w € a(v,u), I, N [0,d,] # 0 y que I, N [0,d_,] # 0, de no ser asf, existirfa
un z, tal que I, N [0,d,] # 0 y de la continuidad de [4] tendrfamos que existe un
2o € a(w, 2) que cumple que L,, € §7*(0), lo cual es una contradiccién, pues supusimos
que afv,u] N 671(0) = {v,u}. Como f(a[dy,ds]) = @[6_y,5-4] €s un homeomorfismo,
lo anterior implica que nh_.zgo U"™(§,) = &,. Anslogamente, si I, N [0,d,] # @ entonces
ral:l+moc U™(8y) = Oy. O

Probaremos a continuacién que si 6, € £, entonces a[d,,d,] C Z

Dado que la situacién es invariante bajo transformaciones afines y haciendo uso del
corolario 3.12, podemos escoger coordenadas (z,y) de tal forma que L, sea el eje de las
Zs y la linea soporte a la frK por v sea perpendicular a L,.

Sea 0, € frK tal que para todo punto P € alé,,d,] la pendiente de la linea
soporte ala frK en P es negativa.Tomemos P € a[é,, §,) tal que &3 € o[d,, 6,], donde
89 = ¥(P) yseall : frK — R la proyeccién de R? sobre el eje de las z's.

Como la pendiente de la frontera es negativa, entonces la proyeccién de la curva sobre
L, es decreciente, ademés como —8, + €(P) € a[dw,0,] y =07, + €(¥(P)) € by, b,)
esto implica que I1(¢(P)) < II(e(¥(P))) Esto quiere decir que el error aumenta. En otras
palabras II(e(¥™+1(P))) > II(e(T*(P))), pero [1(e(¥"*(P))) = 0 ya que ¥*(P) — &,
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y 8, € L, lo cual implica que para cualquier P € «(d,,d,) suficientemente cerca de
dy, €(P) = 0 y entonces por c¢), P € L. Finalmente, para toda P € «(d,,0,) , 3 n tal
que ¥™(P) € Z, entonces por d) P € T y por lo tanto «[d,,d,) C L. Nétese que esto
implica que «[6_y,d_,), pero si ¥*(P) — 4, entonces ¥™(—P) — 6_,. Asi, tenemos
que 6_,, € ¥ y por consiguiente a[d,,d,] C T

Ahora probaremos que frK C L. Sea {£u,..,+v3} = 67}(0) y sup6éngase que
a(£v;, £vig) N671(0) = 0.

Sea P € frK N—frK C L, que sabemos que existe por la afirmacién A.2

1. Si P =6,y ¥"(w) — Oy, donde d,, € a(dy,dy,,,) por el parrafo anterior
“[Jiv.-:éiwnl cX.

2. Si P=6,y¥(0y) — Oy, entonces ¥*(J_,) — 6_,, y como d_,, € I nos
encontramos en la situacién anterior, asf, por induccién usando 1 o 2 tenemos que

frK CZ.

3. SiP € b+, 04v,,,), entonces por el lema 6.2 ¥*(P) — 6.4,,0 ¥V*(P) — 04,,,,
pero en este caso, 04y, O Oy, Pertenecen a I, por lo tanto frK C I, lo que

completa la prueba. |



Apéndice A

Es facil ver que ...

“Warst du schon einmal,
gezwungen um es zu laufen?
Wenn ja

bist du rundherum gelaufen
im Kreis oder hast du
Einbuchtungen mitgelaufen?
Was dachtest du dir dabei? ?

Proposicién A.1 Sean A y B convezos, si intANintB # 0 y frAN frB = 0 entonces
ACBoBCcCA

Sea z € intANintB y tomemos un punto y, en la frontera de A, como frANfrB =0
entonces yp € intB o y € extB. Si yy € intB entonces Ty, C intB. Si yy € extB
entonces Typ N frB # 0.
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Nétese que si existe un punto yo tal que yo € frA y yo € intB entonces, para toda
y € frA, y € intB de lo contrario frAnN frB # 0. Por lo tanto A C B.

frA B

)“rB\\)}A

Andlogamente, si existe un punto yo tal que yp € frA y yo € extB entonces, para toda
y € frA, y € extB y por lo tanto B C A. O

Afirmacién A.2 Sea K un convezo que contiene al origen, entonces frKN— frK # 0.

De la proposicién y el hecho de que el drea de K es igual al drea de —K, concluimos
que KN—-K #0.

Afirmacién A.3 Sean K y é como en el teorema 4.1, entonces 6* = —¢ € intK.

Supongamos que §* € extK, entonces por la proposicién 2.5 sabemos que existe una
linea £ que separa a §* de K. Asf, la linea paralela a £ por é* no intersecta a K y por
lo tanto la cuerda en esa direccién no es quiral.

Si 8" estd en la frK, entonces existe una direccién vp en la que I, = L; NK C frK.
Esto implica que la longitud de I} es considerablemente mayor que la de I} ,, donde
6 es un angulo que tiende a cero, pero la longitud de I, es casi igual que la longitud
de I,,4¢ ya que para puntos interiores, la longitud de las cuerdas por esos puntos es

continua.
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