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Capítulo 1 

Introducción 

"The mathematiciafl~ pattems, 
like the paintertl! or the poem, must be beautíful; 
the ideas like the coloura or the words, 
mwt jit together in a harmonious WQlI- Beaui.y is the jirat test: 
there is no permanent place jor ugl" mathematics .• 

El estudio de los conjuntos convexos es relativamente reciente en la historia de 

la. matemática. Algunos resultados importantes fueron hechos a finales de 1800, con 

Brunn y Minkowski, al tratar de caracterizar la. convexidad exclusivamente en términos 

de una propiedad de la Geometría de Conjuntos; aJejandose de las leJ€S de las funciones 

analíticas y buscando formas geométricas a través de las funciones generales obtuvieron 

como resultado una teoría completamente nueva, que culminó en la Teoría FUndamental 

de Brunn-Minkowski. El primer estudio sistemático fue hecho por Bonnesen y Fenchel 

en 1934 con el libro, Teorie der konvenxen K6rper, Teoría de la> cuerpos convex05, 

una adaptación e interpretación de toda esta rama. de la matemática con una. lista. 

completa de referencias. En 1916, Blaschke, en su libro, Kreis und Kuge~ CIrculo y 

Esfera, interpreta de una manera fascinante y cautivadora el sentido y el esp(ritu de los 

tres clásicos; Steiner, Brunn y Minkowski. 

1 
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En las décadas de los 40 ' s y 50 ' s muchas aplicaciones fueron descubiertas, especial

mente en el área de la optimización lo que generó un interés en el estudio de la teoría 

de los conjuntos convexos. 

Años más tarde, aparece el no famoso problema equicordal. Se dice que un punto 

E , en el interior de un convexo K en el plano, es un punto equicordal, si cada cuerda 

de K por E tiene la misma longitud. 

El problema se pregunta si un dominio convexo puede tener dos puntos distintos 

equicordales. A pesar de los esfuerzos de muchos matemáticos, entre los cuales destaca 

el gran trabajo de E. Wirsing (1958) y G.J. Butler (1969) que prueba la existencia 

de dominios convexos con un par de puntos e, e que son equicordales para todas las 

cuerdas que hacen un ángulo suficientemente pequeño con la línea e, e, este problema 

parece ser insoluble. 

En los 70 's P. Mc Mullen le planteó a C.A. Rogers un problema equicordal distinto. 

Él empieza con la observación de que si e, e son dos puntos interiores de un dominio 

convexo K que es centralmente simétrico con respecto al punto medio del segmento 

e, e, entonces cada cuerda de K por e tiene la misma longitud que la cuerda paralela 

de K por C. Aquí, por supuesto, las longitudes de las cuerdas dependerán del ángulo 

que hacen con la línea e, e. Mc Mullen pregunta por el converso. 

Sean e, e dos puntos interiores distintos de un dominio convexo K. Si cada cuerda 

de K por e tiene la misma longitud que la cuerda paralela de K por e, entonces K 

es centralmente simétrico con respecto al punto medio del segmento de línea e, e. 

Este problema equicordal, resuelto por C.A. Rogers y publicado en 1981 fue lo que 

dio lugar de la tesis. En el Capitulo 2 daremos unas definiciones y propiedades básicas 

que se ulitizan a lo largo del trabajo. En el capitulo 4 daremos una demostración alterna 

que servirá como esqueleto para las generalizaciones de los capitulos 5 y 6. 
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El lector interesado en ver aplicaciones de teoremas de tipo equicordal consúltese 

[5]. 



Capítulo 2 

Conjuntos convexos y algunas 

definiciones 

~Du sagst, man hat keinen freien Willen. 
A /ler dann sagst du wieder, 
man brauche nur seinen WilIen fest 
GU! etwas zu rit:hten. P 

Para un acercamiento al estudio de la Convexidad solamente son necesarias nociones 

básicas de Álgebra Lineal y Topología. Empezaremos con unas definiciones y ejemplos. 

La. colección de todas las n-adas ordenadas de números reales, para n E N for

man el espacio real lineal Fr' al definir (o¡, ... O",,)+ ({3¡, ... P .. ) == (01+/31, ... 0:,,+/3 .. ) 

y ..\ (al, .. . 0 .. ) == (..\O"}, . . Aa .. ) para cualquier n-acla (al • ... a .. ) y (/31' ... p,,) y cualquier 

número real ..\. 

Definición 2.1 Definimos el producto interior (p, q) donde p = (a l> ... a .. ) , q = 

IP,, ·· ·P.) romo (P, , ) ~ L::=,.,p.. 

Así IR" junto con el producto interior que acabamos de definir es llamado el Espacio 

Euclidiano n-dimensional y se denota E". Los puntos P,Q, denotarán a los vectores 
4 



p, q que salen del origen. 

Definición 2.2 Sean P, Q puntos en E 2, el intervalo PQ que une P y Q es el conjunto 

de todos los puntos dados por los vectores AP + (1 - A)q donde O ::; A ::; 1 

Definición 2.3 Un conjunto S es convexo si para cada par de puntos P, Q en S 

tenemos que PQ e S, es decir el intervalo que los une se encuentra completamente 

contenido en S. . 

Es fácil ver que algunos ejemplos de conjuntos convexos son los círculos, semiplanos, 

triángulos, cuadrados, etc. , de hecho, cualquier polígono convexo es un conjunto con-

vexo. 

Definamos el círculo S = {x E R2 Illxll ::; r} con r E R+. 

Sean x, y E S, Para toda z E xy, z = AX + (1 - A)Y con O ::; A ::; 1. Esto implica 

que IIzll = II>..x + (1 - A)yll ::; Allxll + (1- A) Ilyll ::; Ar + (1- A)r = r(A + 1- A) = r y 

por lo tanto z E S, Vz E xy 

Definamos el semiplano er = {x = (XI ,X2 ) E R2
1 Xl> r} 

Tomemos x, y E ero Para toda z E xy, z = AX + (1 - A)Y con O ::; A::; 1. 

z = (Zl , Z2) = (AXI , AX2) + ((1- A)Yb (1- A)Y2)) = (AXI + (1- A)Yl, AX2 + (1- A)Y2) . 

Esto implica que Zl = AXI + (1- A)YI > Ar+ (1- A)r = r y por lo tanto Z E f r , Vz E xy 

Observemos que el semi plano es un conjunto convexo no acotado y que los polígonos 

se pueden ver como la intersección de semi planos. 

Proposición 2.4 La intersección de conjuntos convexos es convexa 

Sea {Ka} , a E A, una familia de conjuntos convexos y sean x, y E nKa ~ x, y E 

Ka para toda a E A , por ser Ka convexo sabemos que xY e Ka para toda a E A por 

lo tanto xy e nKc,. O 
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En el siguiente dibujo podemos ver algunas figuras no convexas. 

Proposición 2.5 Una figura cerrada S es convexa si y s610 si para cualquier punto A 

que no esté en ella, existe una línea que separa al punto A de la figura S . 

Tomemos una figura convexa S y un punto cualquiera que no esté en ella. Llamé

mosle A. De entre todos los puntos de S pongamos atención en aquel que se encuentre 

más cerca de A y llamémosle B (véase figura). Mostraremos que la línea L, que pasa por 

el punto medio del segmento AB y que es perpendicular a éste, separa a S del punto A. 

Es decir, mostraremos que "arriba de L" , del mismo lado de A, no hay ningún punto 

de S. Si existiera un punto C de la figura S del mismo lado que A, entonces por ser S 

convexa, el segmento BC estaría dentro de S y por lo tanto habría en éste segmento 

un punto de S cuya distancia a A es más pequeña que la distancia de B a A Esto es 

imposible, pues habíamos escogido de antemano a B con la propiedad de ser el punto 

de S más cercano al punto A. esto nos convence de que no existen puntos de S " arriba 

de L" y que por lo tanto la línea L separa a la figura S del punto A. 

Supongamos ahora que tenemos una figura S con la propiedad de que para cualquier 

punto A exterior a ella, hay una línea recta separa a la figura S del punto A. Queremos 

ver que S es una figura convexa. Supongamos que existen dos puntos P, Q con la 

propiedad de que hay un punto A E PQ tal que A í S. Entonces podríamos trazar 
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una línea que deja a P y a Q de una lado y a A del otro. Como es obvio que ésto no es 

posible, S es una figura convexa. o 

Definición 2.6 Decimos que una función f : IRn -+ IRn
. es continua en el punto 

xo , si dada cualquier é > O existe una Ó < O tal que d(J (x), f (xo)) < é siempre que 

d(x , xo) < ó 

Definición 2.7 Se dice que f es continua en IRn , si f es continua en todo punto 

x E Rn 

Definición 2.8 Si f es una función biyectiva con la propiedad de que f y f-1 son 

continuas, entonces se dice que f es un homeomorfismo. 

Ejemplo 2.9 La función f(x) = ~ arctan x es un homeomorfismo de la recta real 

( - 00, (0) y el intervalo abierto (-1, 1) 

f(x) = ~ arctan x 
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Proposición 2.10 Si 9 es continua en xo, y j es continua en g(xo), entonces jo 9 es 

continua en Xo 

Sea é > O. Puesto que j es continua en g(xo) , existe un 5' > O tal que para todo y si 

d(y, g(xo)) < 5' entonces d(f(y),f(g(xo) )) < é, lo que significa que si d(g(x) , g(xo)) < 8', 

entonces d(f(g(x)) , j(g(xo)) ) < é 

Aplicando la continuidad de 9 sabemos que existe un 5 > O tal que Vx si d(x ,xo) < 5 

entonces d(g(x) , g(xo)) < 5' Y por lo tanto tenemos que Vx si d( x, xo) < 5 entonces 

d(f(g(x)) , j(g(xo))) < é 

De aquí que, si j , 9 son continuas, entonces jo 9 es continua. 

Proposición 2.11 Si j Y 9 son homeomorfismos, entonces jo 9 es un homeomorfismo 

La composición de funciones biyectivas es biyectiva, por lo tanto jo g, es biyectiva. 

De la proposición anterior sabemos que jo 9 es continua y (f o g)-1 = g-1 o j-1 que 

también es continua por ser g-1 y j-1 continuas. o 

Definición 2.12 Decimos que un conjunto K es centralmente simétrico con re

specto al origen si para toda x E K tenemos que - x E K. 

Proposición 2.13 K es centralmente simétrico con respecto al origen si y sólo si 

K=-K 

Por definición -K = {-x I x E K}, esto implica que si w E -K entonces -w E K. 

Sea x E K, por ser K = -K sabemos que x E -K Y por lo tanto -x E K. 

Sea x E K esto implica que - x E - K , además com K es centralmente simétrico 

con respecto al origen, tenemos que -x E K Y por lo tanto x E -K, es decir K e -K, 

análogamente - K e K. O 

Proposición 2.14 Para K convexo, cerrado y acotado, K es centralmente simétrico 

con respecto al origen si y sólo si la j r K es centralmente simétrica respecto al origen. 
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Es fácil ver que la fr - K = - frK , y como - frK = frK tenemos que fr - K = 

frK, como el casco convexo de la frontera de K es igual a K, para todo K convexo, 

entonces tenemos que -K = K . 

Si K = -K entonces fr(K) = fr(-K) y por lo tanto frK = -frK, ya que 

fr-K = - frK , así, por la proposición 2.13, la frK es centralmente simétrica respecto 

al origen. o 

Definición 2.15 Decimos que un conjunto K es centralmente simétrico con re

specto a p si K - p es centralmente simétrico con respecto al origen. 

Proposición 2.16 K Y -K son trasladados si sólo si K es centralmente simétrico. 

K y-K son trasladados si sólo si - K = p + K si y sólo si =f - K = ~ + K si y 

sólo si (~ + K) es centralmente simétrico. o 



Capítulo 3 

Cuerdas quirales 

UTa know someone here 01" there, 
with whom y01l can feel there is an understo.nding 
inspite oi distances or thoughts unexpressed, 
that can make al this earlh a garden. " 

En esta sección trabajaremos con cuerdas quirales y algunas de las propiedades más 

importantes de ciertos sistemas de líneas muy usados en la geometría. convexa, como 

son, el sistema de líneas que dividen el área o el perímetro de una figura convexa. a la 

mitad. 

Sea K e R2 una figura convexa y sea L una línea que interse<::ta. a K. Entonces la 

cuerda 1 = L n K es quiml si la longitud de ¡ es igual a la longitud de la cuerda 1' , 

donde 1° = -L n K. 

Lema 3.1 Sea K una figuro conveta y sea 1 una cuerda quirnl, entonces O(J) es una 

cuerda quiral de I1{K), donde n : R2 ----t R2 es un isomorfismo lineal. 

La demostración se basa en probar que dos intevaIos paralelos y de la misma longitud 

van, bajo una transformación lineal, a doo intevalos paralelos' de la misma. longitud. 

10 
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Dada v E §l tomemos la línea Lv = {tv + 6 1 t E JR} Y supongamos que Iv = Lv n K 

es quiral. Entonces si Iv = hv + 6, r2V + 6] e I~ = [SlV - O, S2V - 6], tenemos que la 

longitud de Iv es igual a h - rll que es igual a IS2 - sIl, la longitud de I~ . Por ser O 

un isomorfismo lineal sabemos que O(Iv) = [rlD(v) + D(6) , r2D(v) + D(6)] Y también 

que O(I~) = [slD(v) - D(6) , S20(V) - D(6)], lo cual implica que la longitud de O(Iv) es 

igual a la longitud de O(I~). Es decir, para toda cuerda Iv quiral, O(Iv) es quiral. O 

Definición 3.2 Sea K una figura convexa, decimos que una línea L es una línea so

porte de K si intersecta a K en al menos un punto y deja a K completamente contenida 

en la cerradura de alguno de los dos semiplanos definidos por L. 

Corolario 3.3 Sea K una figura convexa y sea 6 un punto en el interior de K. Sea 

O : JR2 ----+ JR2 un isomorfismo lineal. Si todas la cuerdas por 6 son quirales, entonces 

todas las cuerdas de D(K) por 0(6) son quirales. 

Corolario 3.4 Sea K una figura convexa y sea 6 otra figura convexa en el interior 

de K. Sea n : JR2 ----+ JR2 un isomorfismo lineal. Si todas las cuerdas soporte a 6 son 

quirales, entonces todas las cuerdas de O(K) soporte a 0(6) son quirales. 

Definición 3.5 Definimos una colección de líneas {LV}VESl = F como un sistema de 

líneas si para cada dirección ±v E §l existe una única línea Lv E F paralela a ±v. 

Definición 3.6 La función f : §l ----+ JR es una función impar, si para toda v E §l 

f(-v) = - f(v). 

Sea F un sistema de líneas, para cada v E §l definimos 6(v) como la distan

cia dirigida del origen a la recta Lv E F. De esta forma Lv se puede escribir como 

{o(v)v..L + tv 1 t E JR}. Por ser F un sistema de líneas, sabemos que Lv = L-v es decir, 

6(v)v..L + tv = 6( -v)( _v)..L + tv , lo que implica que 6( -v) = -6(v), y por lo tanto o(v) 

es una función impar. 
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Definición 3.7 Decimos que un sistema de líneas exteriormente simple, es aquel 

sistema de líneas para el cual, su función 6" (v) es una función continua y lo denotaremos 

como [5]. 

Proposición 3.8 Si F es un sitema de líneas exteriormente simple, entonces para todo 

P E JR2 existe L E F tal que L pasa por P. 

Sea P E JR2 Y tomemos v E §i, sabemos que Lv E F Y que divide a JR2 en dos 

semiplanos, Lt y D;;, supongamos, sin pérdida de generalidad que P E Lt. Al variar 

continuamente Lw E F, con w desde v hasta -v, tenemos que existe L E F tal que 

PEL. O 

Lema 3.9 Sea F un sistema de líneas tal que: 

El centro de F, C(F) = {Lv n Lv. I v =J u E §i} es acotado. 

Entonces F es un sistema de líneas exteriormente simple. 

Para probar la continuidad será suficiente probar que para toda subsucesión Vij 

de Vi existe una subsucesión Vij tal que LVij ---+ Lv . Intuitivamente, decimos que LVi 

converge a Lv, si el ángulo de intersección entre las rectas tiende a cero, cuando las rectas 

se intersectan, o si la distancia entre las rectas tiende a cero cuando son paralelas. 

Sea Xi = LVi n Lv, entonces como el centro es acotado, sabemos que existe una 

subsucesión Xij convergente a x. Tomemos f Vij como la recta en dirección Vij que pasa 

por x. Es claro que fVij ---+ Lv, por . otro lado como LVij es paralela a f Vij Y Xij ---+ X 

entonces LVij converge a f Vij Y por lo tanto LVij ---+ Lv. o 
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Definición 3.10 Decimos que un sistema de líneas exteriormente simple de K, 

es aquel sistema de líneas exteriormente simple para el cual, su centro está contenido 

propiamente en K. 

Lema 3.11 Sea [8] un sistema de líneas exteriormente simple, entonces 0([8]) es un 

sistema de líneas exteriormente simple, donde O : JR2 ----- JR.2 es un isomorfismo lineal. 

Sea v E §1, por ser O un isomorfismo lineal, sabemos que existe w E §1 tal que 

O(w) = av , lo cual implica que hay una línea, O(Lw) = {a8(w)0(w.l.) + tO(w) I t E JR} 

en dirección de v. Para ver que es única, supongamos que dada v, existen dos vectores 

u y w tales que O(Lu) = O(Lw), es decir O(u) = aO(w), por ser líneas paralelas, pero 

entonces u = aw. Por lo tanto existe exactamente una línea en cada dirección del plano. 

Por ser O un isomorfismo lineal, sabemos que la imagen de un conjunto acotado es 

acotada, más aún, O(C(F)) = {O(Lv n Lu) Iv i= u E §1} = {O(Lv) n O(Lu) I v .¡. u E §1} = 
C(O(F)), lo que implica que el centro de O(F) es acotado y por lo tanto 0([8]) es un 

sistema de líneas exteriormente simple. O 

Corolario 3.12 Sea K una figura convexa y sea [8] un sistema de líneas exteriormente 

simple. Sea O : JR2 ----- JR2 un isomorfismo lineal. Si todas las cuerdas de [8] son quirales 

en K , entonces todas las cuerdas 0([8]) son quirales en O(K). 



Capítulo 4 

Teorema Equicordal de Rogers 

KThe grrot path has no gates, 
tJwusands 01 roods enter it. " 

Teorema 4.1 (Teorema Equicordal de Rogers) Sea K una figura convexa que tiene 

al origen como punto interior y sea 6 otro punto en el interior de K tal que {¡ =F O. Si 

todas las cuerdas por ó son quirales, entonces K es centralmente simétrico con respecto 

al origen. 

Demostración 

Para cada v E SI tomamos la línea 

y denotaremos por 1" la cuerda. Lv nK. Escribimos 

donde v = I!:=~=: I ' Notemos que ó" L ó_v es un homeomorfismo de la frontera de K 
14 
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en la frontera de K . 

Sea ahora ó· = -ó, el inverso de ó. Usando la afirmación A.3 es fácil ver que , ó· 

está también en el interior de K . Sea 1: = -L" n K. De nuevo escribimos 

donde v = I!~=!~: I (ver figura) . Notemos también que para cada P E frK existe un 

único v E §I tal que ó" = P y de tal forma que ó:"" - ó~ = L v - óv, pues por hipótesis 

la longitud de Iv es igual a la longitud de I~ . 

Definamos las siguientes funciones continuas 

donde e:(P) = Ó" + ó:"v ' y sea 

1J! : frK ~ frK 

como sigue: 

Si P E frK es tal que Óv = P , entonces tomemos u E §I tal que L " = ó:"v . Sea 

1J!(P) = ó". 
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Probaremos primero que: 

-b:"v + é(P) E frK y 

-b:"v + é(W(P)) E frK 

La primera afirmación se sigue de la definición. Además, como fu es quiral, entonces 

b: - b:"u = bu - b-u lo que implica que b: + Lu = bu + b:"u y por lo tanto que 

b: + b:"v = é(W(P)) 

A continuación probaremos las siguientes propiedades para W y é . 

a) W : frK --+ frK es un homeomorfismo. 

Como las funciones continuas f : bv --+ Lv y g : bv --+ b~ son homeomorfismos 

y W es composición de éstas pues W = f-1 gf , entonces W es un homeomorfismo. 

b) Sea ~ = {P E frK I -P E frK}. Entonces é(P) = O si y sólo si P E ~ 

Sea como siempre P = bv. Entonces é( P) = O <=> bv + b:"v = O <=> b:"v = -bv = 
-P <=> -P E frK 

c) P E ~ <=> W(P) E ~ , es decir w(~) = ~. 

Sabemos que -b:"v +é(P) E frK y que -b:"v +é(w(P)) E frK. Entonces P E ~ 

<=> é(P) = O <=> -b:"v E frK <=> é(W(P)) = O <=> W(P) E ~ . 
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d) El homeomorfismo lJt tiene como puntos fijos LnfrK = {b,b*}, donde L es la línea 

que pasa por Ó y ó* 

Sea bE LnfrK tal que b y Ó estén del mismo lado del origen en L. Denotemos por 

a[Óv ,Óu] el subarco cerrado de frK que no contiene a {Lv, L",} Y por a(óv, óu) 

el correspondiente subarco abierto de fr K. 

Por definición, es fácil ver que lJt(b) = by lJt(b*) = b* . Tomemos P = 6v E frK . 

Es claro que si Óv está en uno de los semiplanos determinados por L entonces Ó~v 

está en el otro, y por lo tanto lJt(óv ) está en el mismo semiplano que óv , más aún 

IJt(Óv ) E a[Óv, b] puesto que Ó::'V está del mismo lado que ó* cuando Lv parte al 

convexo en la sección que contiene a ó* y la que no. 

e) Si P =1= b* , entonces lím IJtn(p) = b 
n-+oo 

Supongamos que IJtn(p) converge a un punto Q, es decir lím IJtn(p) = Q. Por la 
n-+oo 

demostración de d) sabemos que Q E a[P, b] Aplicando lJt tenemos que lím lJtn+l(P) = 
n-+oo 

IJt(Q) y como lím IJtn(p) = lím IJtn+l(p) , esto implica que IJt(Q) = Q y por lo 
n-+oo n-+oo 

tanto Q es un punto fijo en a[P, b], es decir Q = b 

A continuación vamos a probar que {b , b*} e ~ 

Como frK n - frK =1= 0 de la afrimación A.2==:::} 3P E frK tal que P E frK n 

- fr K e ~,< lo que implica que IJtn(p) E ~ Vn ~ 1 Y dado que IJtn(p) converge a b, 

entonces b E ~ Y por lo tanto {b, b*} e ~ 

Estamos ahora listos para probar nuestro teorema. Dado que la situación es invari

ante bajo transformaciones afines y haciendo uso del corolario 3.3 podemos escoger 

coordenadas (x,y) donde ó* = (-1 ,0) Y Ó = (1 ,0) de tal forma que L es el eje de las 

x's y la línea soporte a la frK por b sea perpendicular a L . 
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Sea Ów E fr K tal que para todo punto P E a[ów , bJ la pendiente de la línea soporte 

a la fr K en P es negativa. 

Tomemos P E a[ów , bJ tal que ó~ E a[ów , bJ , donde P = Óv Y Óu = w(P) y sea 

TI : f r K --+ JR la proyección de JR2 sobre el eje de las x's. 

Dado que la pendiente de la frontera es negativa, entonces la proyección de la curva 

a[ów , bJ sobre JR es decreciente, además como -ó:'v +é(P) E a[ów , bJ y -ó:'v +é(W(P)) E 

a[ów , bJ esto implica que TI(é(P)) ~ TI(é(W(P))) 

Esto quiere decir que el error aumenta. En otras palabras II(é(Wn+1 (P))) ~ TI(é(Wn(P))) , 

pero TI(é(Wn(P))) = O ya que wn(P) --+ by b E ~, lo cual implica que para cualquier 

PE a[ów , b], é(P) = O y entonces por c) , P E ~ Y por lo tanto a[ów , bJ e ~. En general, 

para toda P E a(b* , b) , :3 n tal que wn(P) E a[ów , bJ y por lo tanto P E ~ ~ K es 

centralmete simétrico. • 



Capítulo 5 

Teorema Equicordal Tangencial 

"No encontré respuestas. Las respuestas no llegan siempre cuando uno las necesita, 
muchas veces ocurre que quedarse esperando es la única respuesta posible. " 

Teorema 5.1 (Teorema Equicordal Tangencial) Sea K una figura convexa que 

tiene al origen como punto interior y sea 8 otra figura convexa en el interior de K 

tal que O ~ 8 . Si todas las cuerdas soporte a 8 son quirales, entonces K es centralmente 

simétrico con respecto al origen. 

Demostración 

Comenzaremos dándole una orientación a la frontera de 8. Sea v E §1 Y sea Lv una 

linea orientada en la dirección de v. Supongamos que Lv es una línea soporte de 8 y, 

en donde se tocan, la orientación de 8 y Lv coinciden. Denotaremos por Iv la cuerda Lv 

nK. Escribimos 

d d Óy-o" 
on e v = ló.-Ó.I 

Sea ahora 8* = -8 la figura convexa orientada que es el inverso de 8. Es fácil ver 
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que o' está en el interior de K . Sea I~ = -Lv n K. De nuevo escribimos 

ó· -ó!
donde v = H 

[o;, o~J = I~ 

20 

Para cada P E fr K existe un único v E §I tal que Ov = P de tal forma que 

o; - o~ = Ov - Ov pues por hipótesis la longitud de Iv es igual a la longitud de I~ . 

Definamos las siguientes funciones continuas. 

donde é(P) = Ov + o:'v y sea 

IJ! : frK -- frK 

como sigue: 

Si P E frK es tal que Ou = P, entonces tomemos u E §I tal que o¡¡ = o; y sea 
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Probaremos primero que: 

-ó; + S(P) E frK y 

-Ó;+S(W(P)) E frK 

La primera afirmación se sigue de la definición. Además como fu es quiral, entonces 

Ó~-Ó~ = óu-ó:¡¡lo que implica que ó~+ó:¡¡ = Óu+ó~y por lo tanto que ó:+ó; = s(w(P)). 

A continuación probaremos las siguientes propiedades para W y s 

a) W : frK --+ frK es un homeomorfismo 

Como las funciones continuas f : Óv --+ Óij Y g : Óv --+ Ó~ son homeomorfismos y 

W es composición de éstas, pues W = f-lgf, entonces W es un homeomorfismo. 

b) Si ~ = {P E frK I -P E frK} entonces s(P) = O si y sólo si P E ~ 

Sea como siempre P = óv . Entonces s(P) = O <===} Óv + ó; = O <===} ó; = -óv = 
-P <===} -P E frK 

e) P E ~ <===} w(P) E ~ , es decir w(~) = ~ 

Sabemos que -ó;+ s(P) E frK y que -ó;+ s(w(P)) E frK, entonces P E ~ 

<===} s(P) = O <===} -Ó; E frK <===} s(w(P)) = O <===} w(P) E ~ Y por lo tanto 

también tenemos que w(~) = ~ 

d) El homeomorfismo W tiene como puntos fijos a {b, a}, donde los puntos a y b se 

van a describir a continuación. Sean L y L' las líneas soporte a Ó que pasan por 

el origen. Orientemos a L y L' de acuerdo a la orientación de Ó. Sean b y b en 

L n frK de tal forma que la dirección de L va de b a b y sean a ya en L'n frK 
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de tal forma que la dirección de I:va de a a a.(ver figura) 

Por definición es claro que llJ (b) = b Y llJ (a) = a. 

e) Si P # a, entonces lím IlJn(p) = b 
n->oo 

Orientemos la frontera de K como O y denotemos por a [O" , ou] el subarco cerrado 

de jrK de O" a Ou Y por a(o" , ou) el correspondiente subarco abierto. Comenzare

mos la prueba con dos lemas auxiliares 

Lema 5.2 Para toda P en a(a, b) , IlJ(P) está en a(P, b). 

Sea P = Ov E a(a, b) esto implica que Ov E a(a, b) y por lo tanto O~ E a(5v, b). Es 

fácil ver que j-1(a(a,b» = a(a,b) , donde el homeomorfismo j : jrK -- jrK está 

dado por j(5v) = ov. De la misma forma tenemos que j(a(a,ov» = a(a,5v) ~ 5u = 
IlJ(P) E a(o" , b) . o 

Lema 5.3 Para toda P en a(b, a) , IlJ(P) está en a(b, P). 

Primero veamos que j-1(b) = b Y que j-1(a) = a y sean q = Os donde Os = a y 

q' = Or tal que O'f = b. Además notemos que j-1(a[b, al) = a[b, q] , j-1(a[a, bl) = a[q, q'] 

, j-1 (a [b, al) = a[q' , a] y por lo tanto j -1 (a[b, al) = a[b, a]. 
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Sea P = Ov E a(b, a) esto implica que 015 E a(b, ü) y por lo tanto O~ E a(b,815) . 

Entonces por las observaciones anteriores sabemos que Ou = w(P) E (b ,ov)' O 

Ahora, es fácil ver que VP E frK - {a} lím wn(P) = b 
n--<oo 

Supongamos que wn(P) converge a un punto Q, es decir lím wn(P) = Q. Aplicando 
n --<oo 

W tenemos que lím wn+1(P) = w(Q) y como lím wn(P) = lím wn+1(P) , esto implica 
n~oo n~oo n~oo 

que w(Q) = Q, por lo tanto Q es un punto fijo de W y por los lemas tenemos entonces 

que Q = b. 

A continuación vamos a probar que {b, b} e ~ 

Como frK n - frK =1- 0 de la afirmación A.2==? 3P E frK tal que P E frK n 

- frK e ~ , lo que implica que wn(P) E ~ Vn ~ 1 Y dado que wn(P) converge a b, 

entonces entonces b E ~ Y por lo tanto {b , b} e ~ 

Estamos ahora listos para probar nuestro teorema. Primero demostraremos que 

a(a, b) es centralmente simétrico y después que a(b, a) también lo es. 

Dado que la situación es invariante bajo transformaciones afines y haciendo uso del 

corolario 3.4, podemos escoger coordenadas (x , y) de tal forma que L sea el eje de las 

xs y la línea soporte a la fr K por b sea perpendicular a L. 

Sea a[ow , b] tal que para todo punto P E a[ow , b]la pendiente de la línea soporte a 

la frK en P es negativa. 

Tomemos P E a[ów, b] tal que ó: E a[ów, b], donde P = Ov Y Óu = w(P) y sea 

II : fr K ----+ ffi. la proyección de ffi.2 sobre el eje de las IS. 

Dado que la pendiente de la frontera es negativa, entonces la proyección de la curva 

sobre L es decreciente, además como -8~v +dP) E a[ow , b] y -O~v+é(W(P)) E a[ow ,b] 

esto implica que II(é(P)) ::; II(é(w(P))) 

Esto quiere decir que el error aumenta, en otras palabras II(é(Wn+1 (P))) ~ II(é(wn(P))) , 

pero II(é(wn(P))) = O ya que wn(P) ----+ by b E ~, lo cual implica que para cualquier 
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P E a[ów , b] E:(P) = O Y entonces por c) P E ¿: Y por lo tanto a [ów , b] e ¿: de donde 

sabemos que a[ów , b] es centralmente simétrico con respecto al origen. 

En general para toda PE a(a , b) :3 n tal que wn(P) E a[ów , b] y por lo tanto P E ¿:. 

Haciendo una reflexión eJ , de K sobre L, es claro que podemos escoger a[b, ów ] tal 

que para todo punto PE a[b,ów ] la pendiente de la línea soporte a la frK en eJ(P) 

es negativa. De esta forma, situados en el caso anterior , con un razonamiento análogo, 

tenemos que para toda P E a(b, a) PE ¿:. • 



Capítulo 6 

Teorema Equicordal Sangoloteado 

"Me quité los zapatos para andar sobre brasas, 
me quité la piel paro estrecharte, 
me quité el cuerpo para amarte, 
me quité el alma para ser tú. " 

Teorema 6.1 (Teorem a Equicordal Sangoloteado) Sea K una figura convexa que 

tiene al origen como punto interior y sea [J] un sistema de /(nea.s exterionnente simple 

de K. Suponga$e que ó-1 (O) es finito y que para cada v E SI, JI) es quiral, entonces K 

es centmlmente simétrico con respecto al origen. 

Demostración 

Para toda v E SI escogemos la línea 

4~{ó(v)vL+tvltEIR} 

paralela a v. Nótese que L" = L_v. 

Denotaremoo por JI) la cuerda L" nK. Escribimos 
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d d Óv-Ó-v 
on e v = IÓv-Lvl 
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Sea ahora ó· : §l ----+ JR la función continua impar dada por ó·(v) = -ó(v). Sea 

I~ = - Lv n K. De nuevo escribimos 

ó·-ó· 
donde v = ló:-ó:::1 

Para cada P E frK existe un único v E §l tal que Óv = P de tal forma que 

ó:'v - ó: = Lv - Óv pues por hipótesis la longitud de Iv es igual a la longitud de I~. 

Definamos las siguientes funciones continuas. 

é : fr K ----+ JR2 

donde é(P) = Óv + ó:'v, y sea 

W : frK ----+ frK 

como sigue: 

Si P E frK es tal que ótl = P, entonces tomemos u E §l tal que Lu = ó:'v ' Sea 

W(P) = Óu 

Probaremos primero que: 

-ó:'v + é(P) E frK y 

-Ó:'v+é(W(P)) E frK 

La primera afirmación se sigue de la definición. Además como Iu es quiral, entonces 



ó: - ó:'-u = Óu - L" ===;. ó: + Lu = Óu + ó:'-u y por lo tanto ó: + ó:'-v = é(W(P) 

A continuación probaremos las siguientes propiedades para W y é : 

a) W: frK ----t frK es un homeomorfismo 
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Como las funciones continuas f : Óv ----t Lv y g : Óv ----t ó: son homeomorfismos 

porque [ó] es un sistema de líneas exteriormente simple de K y por lo tanto 

C([ó]) ~ intK. Puesto que W = f-1gf, entonces W es un homeomorfismo. 

b) Sea ~ = {P E frK I -P E frK}. Entonces é(P) = O si y sólo si P E ~ 

Sea como siempre P = óv. Entonces é( P) = O ~ Óv + ó:'-v = O ~ ó:'-v = -óv = 
-P ~ -PE frK 

e) P E ~ ~ W(P) E ~ , es decir w(~) = ~. 

Sabemos que -ó:'-v +é(P) E frK y que -ó:'-v +E(w(P» E frK. Entonces P E ~ 

~ é(P) = O ~ -ó:'-v E frK ~ é(W(P») = O ~ W(P) E~. 

d) W(P) = P si y sólo si v E ó-1 (0) , donde Óv = p. 

Recordemos que ó-u = ó:'-v de la definición de W, y entonces tenemos que w(P) = 

P ~ Ó" = Óv ~ Lv = ó:'-v ~ v E 15- 1(0) 

Para toda v, u E §1, tal que v =1= ±u, denotamos por a [v, u] el arco cerrado de §1 que 

no contiene a {-v , -u}. De igual forma denotemos por a[óv , ó,,] el subarco cerrado de 

frK que no contiene a {Lv , L,,} Y por a(v , u) y a(óv, óu) los correspondiente subarcos 

abiertos. 

Supongamos que v =1= ±u E §1 Y que a[v, u] n 15- 1 (0) = {v, u} . 

Lema 6.2 Si para algún Wo E a(v, u) , Iwo n [O , Óv] =1= 0, entonces para toda W E a(v , u) , 

Iw n [O , óv ] =1= 0 y el lím wn(ów ) = Óv 
n -+oo 
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Sea Wo E a(v,u), entonces lwo n [O,áv ] # 0 o Iwo n [O, á,,] # 0 ya que de no ser 

así tendríamos que Lwo n Lv está afuera de K, o que Lwo n L" está afuera de K. 

Supongamos, sin pérdida de generalidad que el primer caso sucede. Esto implica que 

para toda W E a(v , u) , Iw n [O, áv ] # 0 y que Iw n [O, ó_,,] # 0, de no ser así, existiría 

un z, tal que I z n [O, á,,] # 0 y de la continuidad de [á] tendríamos que existe un 

Zo E a(wo , z) que cumple que Lzo E r 1(0) , lo cual es una contradicción, pues supusimos 

que a[v, u] n á-1(0) = {v, u}. Como f(a[áv , á,,]) = a[Lv , L,,] es un homeomorfismo, 

lo anterior implica que lím IlTn(áw) = áv. Análogamente, si Iwo n [O, áu ] # 0 entonces 
n-+oo 

lím IlTn(áw ) = áu . O 
n-+oo 

---~Ou 

Probaremos a continuación que si áv E L; , entonces a[áv , áu ] eL; 

Dado que la situación es invariante bajo trarlSformaciones afines y haciendo uso del 

corolario 3.12, podemos escoger coordenadas (x, y) de tal forma que Lv sea el eje de las 

xs y la línea soporte a la frK por v sea perpendicular a Lv. 

Sea áw E fr K tal que para todo punto P E a[áw , áv ] la pendiente de la línea 

soporte a la frK en P es negativa. Tomemos P E a[ów , Óv ] tal que á~ E a[ów , áv ]' donde 

át9 = llT (P) y sea I1 : f r K ----+ JR la proyección de JR2 sobre el eje de las xs. 
Como la pendiente de la frontera es negativa, entonces la proyección de la curva sobre 

Lv es decreciente, además como -ó:'v + é(P) E a[áw , áv] y -á:'v + é(IlT(P)) E a[áw , áv] 

esto implica que I1(é(P)) :::; I1(é(IlT(P))) Esto quiere decir que el error aumenta. En otras 

palabras I1(é(llTn+1(p))) 2 I1(é(llTn(p))), pero I1(é(llTn(p))) = O ya que IlTn(p) ----+ áv 
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y 8v E ¿;, lo cual implica que para cualquier P E a(8v,8 ... ) suficientemente cerca de 

8v, e(P) = O Y entonces por c), P E ¿;. Finalmente, para toda P E a(8v, 8 ... ) , :1 n tal 

que 1l1n(P) E ¿; , entonces por d) P E ¿; Y por lo tanto a[8v, 8 ... ) e ¿; . Nótese que esto 

implica que a[c5_v, Lu), pero si 1l1n(P) ----+ 8v entonces 1l1n( -P) ----+ L ... . Así, tenemos 

que L ... E ¿; Y por consiguiente a[8v, c5 ... ] e ¿; 

Ahora probaremos que frK e ¿; . Sea {±vI, ... ,±v>.} 

a(±vi, ±Vi+l) n c5-1(0) = 0. 

8-1(0) Y supóngase que 

Sea P E frK n - frK e ¿; , que sabemos que existe por la afirmación A.2 

1. Si P = c5Vi Y 1l1n(c5w ) ----+ c5v" donde c5w E a(c5Vi, 8vi+l) por el párrafo anterior 

a[8±Vi,8±Vi+l] e ¿;. 

2. Si P = c5Vi Y 1l1n(8w ) ----+ 8Vi+1 entonces 1l1n(Lw) ----+ L Vi Y como L Vi E ¿; nos 

encontramos en la situación anterior, así, por inducción usando 1 o 2 tenemos que 

frK e ¿; . 

3. Si PE a(c5±vi> 8±vi+J, entonces por el lema 6.21l1n(P) ----+ c5±ViO 1l1n(P) ----+ 8±Vi+l' 

pero en este caso, 8±Vi o 8±Vi+l pertenecen a ¿; , por lo tanto frK e ¿;, lo que 

completa la prueba. • 



Apéndice A 

Es fácil ver que ... 

"Warst du schon einmal, 
gezwungen um es Z'U laufen? 
Wennja 
bist du rondherum gelaufen 
im Kreis ooer hast du 
Einbuchtungen mitgelaufen? 
Was dachtest du dir dabei? " 

Proposición A.l Sean A y B convexos, si intAnintB # 0 y ¡rAn/rE = 0 entonces 

A e B o B e A. 

Sea. x E intAnintB y tomemos un punto Yo en la frontera de A, como ¡rAnfrB = 0 

entonces Yo E intE o 110 E extB. Si Yo E intE entonces xYu e intB. Si Yo E extB 

entonces xYo n ¡rE". 0. 
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Nótese que si existe un punto Yo tal que Yo E frAy Yo E intB entonces, para toda 

y E frA , y E intB de lo contrario frA n frB =1- 0. Por lo tanto A e B . 

frA frB 

x~ 
frB~ 

frA 

Análogamente, si existe un punto Yo tal que Yo E frAy Yo E extB entonces, para toda 

y E frA , y E extB y por lo tanto B e A. o 

Afirmación A.2 Sea K un convexo que contiene al origen, entonces frKn- frK =1- 0. 

De la proposición y el hecho de que el área de K es igual al área de -K, concluimos 

que K n-K =1- 0. 

Afirmación A.3 Sean K y Ó como en el teorema 4.1, entonces Ó' = -Ó E intK. 

Supongamos que Ó· E extK, entonces por la proposición 2.5 sabemos que existe una 

línea f que separa a Ó' de K . Así, la línea paralela a f por Ó' no intersecta a K y por 

lo tanto la cuerda en esa dirección no es quiral. 

Si 8' está en la fr K, entonces existe una dirección va en la que I~o = L:o n K e fr K. 

Esto implica que la longitud de I~ es considerablemente mayor que la de 1:;0+8 donde 

f) es un ángulo que tiende a cero, pero la longitud de Ivo es casi igual que la longitud 

de Ivo+8 ya que para puntos interiores, la longitud de las cuerdas por esos puntos es 

continua. 
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