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RESUMEN 

En este trabajo se presenta un estudio analítico y numérico con el fin 
de obtener el espesor de la capa residual, cuando un fluido de viscosidad 
despreciable desplaza a un fluido no newtoniano, caracterizado por la ley de 
potencia, que se encuentra confinado entre dos placas planas. 

Se presenta una visión general del fenómeno del desplazamiento de un flui
do por otro. Se realiza una breve descripción de dos aplicaciones de gran im
portancia en las cuales dicho fenómeno se presenta: recuperación de petróleo 
y moldeado de partes asistido por inyección de gas. A continuación se des
criben brevemente los fluidos no newtonianos, dando mayor relevancia a los 
fluidos pseudoplásticos. 

Posteriormente se presenta la deducción del modelo matemático; dicho 
modelo describe la frontera del frente entre el fluido desplazante y el desplaza
do, así como el movimiento de éste último; con lo cual se llega a una ecuación 
que determina el espesor de capa residual de fluido. Para la obtención del 
modelo se utiliza la teoría de perturbación y partiendo de los conceptos de la 
teoría, se concluye que el fenómeno bajo estudio es un problema de pertur
bación singular, por lo que se emplea la técnica de acoplamiento asintótico 
para la deducción del modelo, en donde las expansiones se desarrollan en 
términos del número capilar Ca. 

Una vez que se tiene la ecuación que determina el espesor de la capa 
residual se obtienen resultados para diferentes valores del índice de poten
cia. En primer lugar se compara la solución para un fluido newtoniano con 
los resultados de otros autores, después se presenta la fracción de cobertura 
cuando se tienen fluidos no-newtonianos. A partir de estos resultados se ob
tienen conclusiones de la influencia de diferentes parámetros sobre el .espesor 
de capa residual. 
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l. Introducción 

En el presente trabajo se estudia el desplazamiendo de un fluido no
newtoniano, que se encuentra confinado entre dos placas planas, por un fluido 
de viscosidad despreciable. Se utiliza la ley de potencia para caracterizar al 
fluido no-newtoniano. Se supone una separación entre las placas pequeña 
además que el fluido desplazante se mueve a una velocidad muy pequeña, 
esto tiene como consecuencia que el número capilar y número de Reynolds 
asociados al fenómeno sean muy pequeños. Por simplicidad se considera el 
caso en estado permanente y que la tensión superficial entre los fluidos es 
constante. 

El objetivo de la presente tesis es determinar mediante un modelo matemá
tico el espesor de la capa residual, t, y el salto de presión entre los fluidos; así 
como mostrar la relación que existe entre el espesor residual con dos pará
metros adimensionales: el número capilar, Ca, y el índice de potencia, n. 
Para lograr dicho objetivo se emplea la técnica de acoplamiento asintótico 
para resolver el conjunto de ecuaciones que modelan el problema físico, en el 
límite del número capilar pequeño. 

1.1. Generalidades 

Los efectos de tensión superficial son la causa de muchos fenómenos que 
se observan en el comportamiento de los líquidos, de los cuales pocos son 
comprendidos ampliamente en la actualidad. Dentro de los ejemplos más 
conocidos están la formación de burbujas de jabón; el rompimiento de un 
chorro de agua en pequeñas gotas, cuyos principios físicos son la base en el 
funcionamiento de las impresoras de inyección de tinta; la columna de líquido 
ascendente en un tubo, este fenómeno se presenta cuando se tiene un tubo 
capilar sumergido en un recipiente que contiene un fluido , dentro del tubo se 
forma una columna de fluido cuya superficie libre alcanza una altura mayor 
al nivel de la superficie fuera del tubo; etc. Se podrían seguir nombrando 
ejemplos que resultan de la fuerza de tensión superficial entre líquidos, gases 
y sólidos, debido a que son numerosos en la naturaleza. 

1 



A todos los ejemplos anteriormente mencionados se les llama fenómenos 
de capilaridad, éstos se pueden definir como los fenómenos resultantes del 
hecho de que una superficie libre de líquido tenga un ángulo de contacto 
finito o igual a cero con una pared sólida y consigue dicho ángulo al ponerse 
en contacto con la pared. Comúnmente se piensa en movimiento capilar al 
hablar de la ascensión de líquidos en tubos pequeños o en un medio poroso; 
sin embargo, este concepto es más general y se define como cualquier flujo 
que esté gobernado, en alguna medida, por fuerzas asociadas a la tensión 
superficial [ 1] . 

La capilaridad y el movimiento capilar son fenómenos de gran aplicación 
en un amplio rango de procesos técnicos. Dentro de las aplicaciones más 
importantes se encuentran los recubrimientos ( coating flows), mediante los 
cuales se deposita una capa muy delgada de fluido en superficies sólidas, fre
cuentemente se emplean las caracterísitcas de tensión superficial en la pelícu
la para lograr un mejor recubrimiento; la producción de semiconductores, al 
aprovechar los gradientes en la tensión superficial para hacer crecer cristales. 
En esta última aplicación la tensión superficial puede no ser uniforme de
bido a diferentes razones, por ejemplo: el material en el que se deposita la 
capa, gradientes de temperatura, variaciones de la carga eléctrica, etc., que 
tiene como consecuencia un desbalance de las fuerzas que finalmente produce 
movimientos del fluido. 

En el presente trabajo se estudia la penetración de una burbuja en un 
tubo lleno de fluido no-newtoniano, el cual es un problema que tiene un 
tratamiento matemático muy similar a los flujos de recubrimiento [2]. El 
fenómeno del desplazamiento de un fluido por otro tiene diversas aplicaciones 
tales como el proceso de moldeado asistido por inyección de gas, la producción 
de capas delgadas de fibras, recubrimiento de convertidores catalíticos y la 
recuperación de petróleo. En esta última aplicación los yacimientos presentan 
grietas con longitudes muy grandes en comparación con su espesor, que se 
pueden idealizar como placas planas. 

Al explotar un yacimiento petrolero una cantidad importante de petróleo 
se queda atrapada dentro del manto, por lo que es necesario extraer de ma
nera económica el petróleo atrapado. Para recuperar dicho petróleo se han 
desarrollado varias técnicas de recuperación mejorada y secundaria, una de 
ellas es la inyección alternada de agua y gas (water alternating gas injection, 
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WAG) [3], que consiste en inyectar agua y gas de forma alternada en el 
manto, que es un medio poroso. El frente de fluido inyectado desplaza al 
petróleo, que es un fluido no-newtoniano, hasta que se lleva a un sitio en 
donde es posible extraer dicho petróleo. Dentro de estas técnicas resulta de 
gran importancia determinar el espesor de capa que van dejando a su paso 
las burbujas de gas, ya que se desea obtener la mayor cantidad posible de 
petróleo. Se han hecho diversos esquemas numéricos con el fin de realizar 
una simulación de lo que sucedería al inyectar el gas (y/ o el agua) con el fin 
de determinar las condiciones más adecuadas para extraer la mayor cantidad 
de petróleo. En la técnica WAG para recuperación secundaria de petróleo se 
presenta un número capilar 10-4 < Ca< 10-6 . 

El moldeado asistido por la inyección de gas es un método de confor
mado en polímeros para piezas simétricas, algunas de las aplicaciones más 
comunes son: molduras y parachoques automotrices, mangos, tubos, piezas 
simétricas, cubiertas y armazones de máquinas, mangos, muebles, cubiertas 
de televisores. El proceso se puede describir en tres pasos: el primer paso es el 
llenado del molde con el polímero, 75-98 3 del volumen de la cavidad; después 
de un tiempo residual se presenta el segundo paso que consiste en inyectar 
gas a una cierta presión, usualmente nitrógeno, para que después ocurra el 
tercer paso, que se da debido a la disminución volumétrica del polímero; el 
plástico se solidifica al mismo tiempo que el gas se expande creando la con
tracción del plástico. En este proceso es de gran importancia determinar el 
espesor de la capa de polímero que queda una vez que pasa la burbuja (como 
lo muestra el trabajo de Koelling y Kaminski [4]), por lo que es necesario un 
modelo con el que se pueda determinar dicha incógnita. Con el fin de obtener 
más datos y llegar al modelo se han realizado diversos trabajos experimen
tales, hasta ahora sólo se han desarrollado correlaciones para el proceso de 
moldeado asistido por la inyección de gas; así también se ha demostrado que 
el espesor de la parte moldeada depende del tiempo residual de la burbuja, 
este tiempo se define para un punto como la diferencia de tiempo entre el 
momento en que pasa el frente de polímero y el momento en que pasa el 
frente de la burbuja. 
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Figura 1: Cuervas de flujo, esfuerzo cortante contra rapidez de deformación 

1.2. Fluidos no-newtonianos 

Los fluidos se pueden clasificar de acuerdo a la respuesta a un esfuerzo 
cortante aplicado de manera externa; atendiendo a esta clasificación podemos 
distinguir dos grandes grupos: los fluidos newtonianos y los no-newtonianos. 
Se puede definir como fluido no-newtoniano aquél que en la curva esfuerzo 
cortante contra rapidez de deformación, fig. 1, no presenta un comportamien
to lineal para una presión y temperatura dada. 

Dentro de los fluidos no-newtonianos podemos distinguir tres categorías 
principales: fluidos independientes del tiempo, fluidos dependientes del tiem
po y fluidos viscoelásticos. En los primeros la rapidez de deformación en un 
punto dado sólo depende del esfuerzo cortante instantáneo en dicho punto. 
Los fluidos dependientes del tiempo se caracterizan porque la rapidez de de
formación depende de la magnitud y de la historia del esfuerzo cortante (es 
decir, de la duración o los intervalos de tiempo que se aplica dicho esfuerzo). 
Por último los fluidos viscoelásticos son sustancias que muestran caracterís
ticas de fluidos ideales y elasticidad de sólidos, teniendo una recuperación 
parcial después de que se aplicó un esfuerzo. 
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Los fluidos independientes del tiempo a su vez se dividen en fluidos vis
coplásticos, que son aquellos fluidos que presentan un esfuerzo de fluencia; 
pseudoplásticos, cuyo valor del cortante disminuye conforme la rapidez de 
deformación aumenta; y dilatantes, en donde el valor del cortante aumenta 
a medida de que la rapidez de deformación se incrementa; estos dos últimos 
no presentan un esfuerzo de cedencia. 

La mayoría de los materiales no-newtonianos se encuentran en la cate
goría de los pseudoplásticos; su curva de comportamiento se muestra en fig. 
1 y se caracterizan por tener un comportamiento lineal para muy alta y muy 
baja rapidez de deformación , ~~, en estos casos se tiene un comportamiento 
lineal y se puede obtener una viscosidad a esfuerzo infinito , µ

00
, cuando 

la rapidez de deformación es alta, y la viscosidad a rapidez de deformación 
cero, µ 0 , cuando se está cerca del origen. Para observar mejor el compor
tamiento de los fluidos pseudoplásticos se propone una gráfica log-log de la 
viscosidad aparente, µª, contra la rapidez de deformación, la fig. 2 muestra 
el comportamiento de los fluidos pseudoplásticos así como ejemplos de éstos. 

De la fig. 2 se pueden observar tres regiones: cuando se aplican bajas 
velocidades de deformación se tiene un comportamiento newtoniano (región 
I), es decir, la viscosidad aparente es constante. Al aumentar las velocidades 
de deformación la viscosidad aparente comienza a decrecer (región 11, región 
de transición) hasta que se estabiliza en una línea recta (región III) con 
pendiente negativa, en dicha región el fluido se comporta de acuerdo con la 
ley de potencia. 

Para cada fluido comentado se tiene una serie de modelos matemáticos 
que son discutidos en detalle en textos como Harris [5], Skelland [6], Bird 
et al. [7]. Además de dichos modelos, en las referencias citadas se pueden 
obtener las características de flujo de los diferentes fluidos no-newtonianos. 

1.3. Antecedentes 

Se han desarrollado diversos trabajos, tanto experimentales como teóricos, 
con el objetivo de determinar el espesor de la capa de fluido, así como iden
tificar las variables principales. La mayoría de los estudios toman en cuenta 
que el fluido es newtoniano, aunque en los últimos años se han hecho trabajos 
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experimentales con fluidos no newtonianos debido a la gran importancia de 
éstos últimos. 

El primer estudio fue realizado por Fairbrother y Stubbs [8], donde se 
analiza la penetración de una burbuja a través de un líquido en un tubo cir
cular. Fairbrother y Stubbs demuestran experimentalmente que la fracción 
de cobertura, m, está en función del número capilar, Ca, siendo m la frac
ción de fluido que queda dentro del tubo una vez que pasa la burbuja y Ca 
un número adimensional que relaciona las fuerzas viscosas con las fuerzas 
de tensión superficial. Con los resultados se obtiene la siguiente expresión 
empírica para valores 10-5 < Ca< 10-2

, ec. (1.1), que relaciona la fracción 
del fluido con el número capilar: 

m = Ca1l 2 

' 
donde el número capilar se define como: Ca = µU . 

(]' 

(1.1) 

Taylor [9] generalizó los resultados obtenidos por Fairbrother y Stubbs y 
demuestra que la ec. (1.1) sólo es válida para Ca < 0,09. Para esto realiza 
experimentos en un tubo horizontal con fluidos de distintas viscosidades; el 
tubo se llena de alguno de los fluidos y se inyecta aire en un extremo de 
tal forma que se forme una burbuja que se mueva a velocidad constante. La 
fracción de cobertura, m, se mide de manera indirecta pesando el fluido que 
es expulsado del tubo y comparando con lo que se introdujo al tubo. Taylor 
presenta una gráfica de la fracción contra el número capilar, fig. 3, donde se 
observa que conforme el número capilar crece la fracción de cobertura tiende 
a un valor asintótico de 0.55 para los diferentes fluidos utilizados. 

Bretherton [10] es el primero en desarrollar una teoría para este tipo de 
problemas, partiendo de las siguientes consideraciones: a) flujo unidireccio
nal en la región de espesor constante; b) toma en cuenta la aproximación 
de la teoría de lubricación para la región de transición; c) la velocidad de 
la burbuja y el diámetro del tubo son suficientemente pequeños para que 
los términos inerciales y los efectos de la fuerza de gravedad sean despre
ciables en comparación con los términos viscosos, efectos capilares y salto 
de presión. Tomando en cuenta estas consideraciones obtiene una solución 
aproximada del espesor para el límite en el que el número capilar sea muy 
pequeño (ca -t o)' y obtiene la siguiente expresión: 
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Figura 3: Gráfica fracción de cobertura (m) contra el número capilar (Ca), 
Taylor [9] 

m '.:::::'. 1,29 (3Ca) 213
. (1.2) 

Bretherton también realizó experimentos para validar los resultados de 
la teoría. La teoría presenta una discrepancia considerable con los resultados 
obtenidos de los experimentos. Para valores del número capilar mayores a 
10-4 la fracción de cobertura se comporta como predice la ec. (1.2); sin 
embargo, para velocidades muy pequeñas (es decir valores e a rv 10- 6 ) el 
valor medido de la fracción de cobertura es mayor que el que predice la 
teoría. Bretherton trató de explicar las razones por las cuales se presentaba 
dicha discrepancia pero no llegó a una conclusión sólida. Más tarde Telezke 
et al. [ 11] explicaron que las diferencias entre los experimentos y la teoría se 
deben fundamentalmente a la presencia de impurezas en la superficie de la 
burbuja. 

Goldsmith y Mason [12] realizaron una visualización del flujo, tanto de la 
burbuja como del fluido desplazado, cuando se tiene el movimiento de una 
burbuja inducido por la fuerza de gravedad en un tubo vertical. Con los ex
perimentos determinaron el espesor de la capa de fluido que queda una vez 
que pasa la burbuja así como el perfil de velocidades en el fluido desplazado. 
Este trabajo se lleva a cabo para tres casos: a) cuando el fluido desplaza
do tiene una viscosidad despreciable en comparación con el desplazante; b) 
cuando la burbuja presenta una viscosidad despreciable en comparación con 
la viscosidad del fluido desplazado; c) cuando ambos fluidos presentan viscosi
dad del mismo orden de maginitud; en este último caso se observa que dentro 
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de la burbuja se presenta un patrón de recirculación del fluido. También de
terminan el perfil de la burbuja, tanto para burbujas de tamaño finito como 
para burbujas infinitas, entendiendo esto cuando la longitud de la burbuja, 
h, presenta la relación lb > > 2R, donde R es el radio del tubo. 

Cox [13, 14] extendió el trabajo realizado por Taylor, estudiando la pene
tración de una burbuja de tetracloruro de carbón en oro fundido contenido 
en tubos capilares, para números capilares que van desde cero hasta diez. En 
este estudio se mide el espesor de la capa mediante fotografías que se toman 
al tiempo que avanza la burbuja. Se realiza un análisis teórico despreciando 
los términos inerciales y la gravedad. En este trabajo se encuentra que la 
fracción de cobertura tiende a un valor asintótico, m = 0,60 para números 
capilares grandes, lo cual está en concordancia con lo estimado por Taylor 
con m = 0,55. 

Park y Homsy [15] desarrollaron la teoría para flujo bifásico en una celda 
de Hele Shaw, las cuales se utilizan para modelar medios porosos. Formu
laron una teoría con una doble expansión asintótica para el número capilar 
y un parámetro de espesor. En la expansión para el número capilar se tiene 
un problema singular por lo que se emplea la técnica de acoplamiento a
sintótica (matching asymptotic expansion), mientras que para la expansión 
con el parámetro de espesor es un problema regular [16]; con este desarro
llo demuestran que la teoría desarrollada por Bretherton para determinar el 
espesor y el salto de presión, es válida en un problema de dos dimensiones. 

Schwartz et. al. [17] realizaron experimentos sobre el movimiento de bur
bujas de tamaño variable dentro de un tubo horizontal. Con dichos expe
rimentos se muestra que el espesor de capa que deja la burbuja a su paso 
depende de la velocidad y la longitud de la burbuja. Se observa que para 
burbujas cuya longitud es menor a 20 veces el radio del tubo se tiene un 
comportamiento como el que predice la teoría de Bretherton. Schwartz en
contró que para burbujas con una longitud muchas veces mayores al diámetro 
del tubo el espesor de capa está en función, solamente, del número capilar. 
También se mostró que los efectos de la fuerza de gravedad se pueden des
preciar para burbujas de longitud mediana y pequeña. 

Huzyak y Koelling [18] realizaron experimentos para la penetración de 
una burbuja en un tubo que se encuentra lleno de un fluido viscoelástico, con 
el objetivo de identificar los efectos de la elasticidad del fluido en el espesor de 
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la capa que deja el paso de otro fluido. Llevaron a cabo el mismo experimento 
que Taylor [9], confirmando los resultados obtenidos en dicho trabajo. Una 
vez hecho esto llevan a cabo los experimentos con los fluidos viscoelásticos. 
Se caracteriza la fracción de cobertura m en términos del número capilar 

µU , 
Ca = - y el numero de Deborah De = A/w , donde A es un tiempo de 

(T 

relajación característico del material y rw es la rapidez de deformación en la 
pared del tubo. Se observa que la fracción de cobertura presenta el mismo 
comportamiento que para los fluidos newtonianos cuando se tiene De < 1; 
sin embargo, la fracción comienza a aumentar cuando De ,....., 1. También se 
encuentra que la fracción de cobertura es independiente del diámetro del 
tubo para los fluidos newtonianos. 

Dentro de los trabajos con fluidos no newtonianos, Kamisli y Ryan[l9] 
presentan resultados experimentales, para el caso de un fluido newtoniano 
y para dos fluidos caracterizados con la ley de poetencia, de la fracción de 
cobertura en un tubo circular. En este trabajo también se presenta la solución 
teórica, usando la teoría de perturbación, para el problema en un tubo con 
sección circular; sin embargo, los resultados experimentales no coinciden con 
los teóricos en el caso de un fluido pseudoplástico, n i- 1. Kamisli [20] realiza 
un desarrollo teórico en el problema de recubrimientos en paredes verticales e 
inclinadas, que es un problema con un tratamiento matemático muy similar 
al que se emplea para el desplazamiento de un fluido, cuando se tiene un 
fluido caracterizado con la ley de potencia. En este último caso presenta los 
resultados teóricos para diferentes índices de potencias 
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2. Análisis del problema 

2.1. Modelo físico 

Existen diversas relaciones matemáticas que permiten modelar las ca
racterísticas de flujo de un fluido no-newtoniano. Para el presente estudio 
se eligió el modelo de ley de potencia, también conocido como modelo de 
Ostwald de Waele. Se seleccionó este modelo debido a que la mayoría de 
los fluidos no-newtonianos son pseudopláticos (caracterizados por índices de 
potencias menores que uno, n < 1), por la facilidad para recuperar el caso 
de un fluido newtoniano y con esto comparar los resultados, además por ser 
el modelo más sencillo para el análisis matemático. 

El modelo físico simplificado que se estudia en el presente trabajo se 
muestra en la fig. 4. Un fluido viscoso no-newtoniano (fluido 1), caracteri
zado por la ley de potencia, se encuentra confinado entre dos placas planas 
horizontales, separadas una distancia 2R, lo suficientemente pequeña para 
que los efectos gravitacionales sean despreciables, por lo que el número de 
Bond es muy pequeño B o < < 1, y se considera que el sistema está en equi
librio termodinámico. La longitud transversal de las placas es mucho mayor 
que la separación entre ellas, por lo tanto se considera que tiene una lon
gitud transversal infinita. En uno de los extremos se inyecta un fluido con 
viscosidad despreciable (fluido 2) que avanza con una velocidad constante U 
expulsando al fluido 1 que se encontraba originalmente entre las placas. 

Para el presente estudio se supone que el fluido 1 moja totalmente la 
superficie de las placas. Se considera que la tensión superficial entre los dos 
fluidos es constante y conocida. Por otra parte la velocidad de la burbuja, U, 
es lo suficientemente pequeña para considerar que el perfil de la burbuja no se 
deforma conforme avanza. El estudio se realiza en una zona lo suficientemente 
alejada de la entrada de las placas con el fin de considerar que se encuentra 
en régimen permanente. 

Los valores de la viscosidad y la tensión superficial, por ejemplo en el 
caso del petróleo (que es la principal motivación del presente estudio), son 
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_______ YLc_ 
u 

Fluido 2 R 

Figura 4: Modelo físico simplificado 

del orden deµ,...., 10-3 [Pa · s] y a,...., 10- 2 [~] . De acuerdo a estos valores 
de viscosidad y tensión superficial se considera que la velocidad del perfil y 
el espacio entre las placas son lo suficientemente pequeños para considerar 
que Re << 1 y Ca<< l. 

2.2. Modelo matemático 

2.2.1. Ecuaciones flujo no-newtoniano 

Ecuación de continuidad La ecuación de continuidad para un flujo bidi
mensional, con densidad constante y en régimen permanente; en coordenadas 
cartesianas para el fluido 1, se puede escribir como: 

(2.1) 

Donde u es la componente de la velocidad en la dirección x y v la com
ponente de la velocidad en la dirección y. 

Ecuación de la conservación de cantidad de movimiento Las ecua
ciones de conservación de cantidad de movimiento en su forma más general 
en coordenadas cartesianas, para un flujo en régimen permanente son: 
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( au au) aP (ªT xx aTyx) p u-+v- =--+ --+--ax ay ax ax ay (2.2) 

p (u av + V av) = - a p + ( ªT xy + ªT yy) ax ay ay ax ay (2.3) 

donde T xx, T YY, T xy y T yx son los esfuerzos cortantes que se encuentran 
definidos por la ley de potencia que está dada por la siguiente relación: 

(2.4) 

Donde K es el índice de consistencia y tiene unidades de [MTn- 2 L- 1], n 
es el índice que caracteriza al fluido y es adimensional (en el caso de n < 1 
se está hablando de un fluido pseudoplástico, cuando n = 1 es un fluido 
newtoniano y si n > 1 se trata de un fluido dilatan te), T ij es el tensor de 
esfuerzos cortantes y Eij es el tensor de deformación definido de la siguiente 
forma: 

Sustituyendo los esfuerzos cortantes (2.4) en las ecs. de movimiento (2.2) 
y (2.3), se obtienen las ecuaciones de cantidad de movimiento para un fluido 
caracterizado por la ley de potencia: 

p (uau +vªu) = _ aP +2K [~ ([ªu]n) +~([~(ªu+ av)]n)] ax ay ax ax ax ay 2 ay ax 
(2 .5) 

P (uav +vªv) = _ aP +2K [~([~(ªu+ av)]n) + ~ ([ªv]n)] ax ay ay ax 2 ay ax ay ay 
(2.6) 
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2.2.2. Condiciones en la frontera 

Las ecuaciones de conservación y cantidad de movimiento, presentadas 
anteriormente, se deben resolver teniendo en cuenta las condiciones en la 
frontera. La condición en la frontera más simple ocurre cuando un fluido está 
en contacto con una superficie sólida e impermeable. A esta condición se le 
conoce como de no deslizamiento, la cual acopla el vector velocidad del fluido 
con la velocidad de la superficie. En este caso la superficie de la placa no se 
mueve por lo que la condición de no deslizamiento se expresa de la siguiente 
manera: 

u= O en y= O (2.7) 

Para determinar el espesor de la capa de fluido que queda una vez que 
pasa el frente se deben definir las condiciones cinemática y dinámica de la 
interfaz que separa los fluidos, por lo que es importante definir la posición de 
dicha interfaz, fig. 5, que se define como: 

h = h(x) (2.8) 

Figura 5: Geometría de la interfaz axisimétrica 

En un punto de la superficie, definido por h(x), se tienen los vectores 
normal y tangencial a la superficie 7t y t, respectivamente, mediante las 
expresiones: 
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--t . . 
n = nxi + ny] , (2.9) 

(2.10) 

Donde las componentes de los vectores se pueden escribir en función de 
la geometría, es decir, de la posición de la interfaz de la siguiente manera: 

dh 
donde h' = dx 

(2.11) 

(2.12) 

La frontera entre los fluidos es impermeable y la condición cinemática 
que afirma que el fluido no atraviesa la superfice se expresa de la siguiente 
manera: 

--t --t 
u . n = unx + vny = o (2.13) 

Desarrollando la ec. (2.13) se tiene lo siguiente: 

V= uh'. (2.14) 

Las condiciones dinámicas son más complejas. La primera de estas condi
ciones describe que no hay esfuerzos tangenciales en la superficie libre, esto se 
debe a que la tensión superficial es constante a lo largo dé toda la superficie 
y que el fluido desplazante tiene una viscosidad despreciable en comparación 
con el fluido desplazado. La segunda condición dinámica establece que los es
fuerzos en el fluido 1, normales a la superficie, se equilibran con los esfuerzos 
normales provocados por la tensión superficial. 

Para definir las condiciones de esfuerzos en la frontera se requiere el tensor 
de esfuerzos Tij en un punto de la interfaz y que se define de la siguiente 
manera: 

(2.15) 
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Donde Iij es la matriz identidad, P la presión ejercida por el fluido y Tij el 
tensor de esfuerzos cortantes definido por la ec. (2.4). Usando esta definición, 
el tensor de esfuerzos para un fluido no newtoniano descrito por la ley de 
potencia es: 

[ \

au) n ( 11 au av l ) n 1 2K ax - p 2K 2 ay + ax 
(

1 a a ])n a )n . 2K - _.3!. + ~ 2K ~ - P 
2 ay ax ay 

(2.16) 

Como ya se había mencionado se considera que la tensión superficial 
entre los fluidos es constante, además el fluido desplazante tiene viscosidad 
despreciable en comparación con el fluido desplazado. Por estas razones los 
esfuerzos tangenciales en la frontera son nulos. Entonces la condición en la 
frontera de esfuerzos cortantes se escribe de la siguiente forma: 

(2.17) 

Desarrollando la ec. (2.17) y sustituyendo las componentes de los vectores 
así como sus correspondientes elementos del tensor de esfuerzos definidos en 
la ec. (2.16) se llega a la siguiente expresión: 

(
1 ¡au av])n ( ,2 ) [(ªu)n (ªv)n] , 2K "2 ay + ax 1 - h - 2K ax - ay h = O (2.18) 

La condición de esfuerzos normales se expresa de la siguiente manera: 

donde 1J es el coeficiente de tensión superficial. 

En la ec. (2.19) se tienen dos radios principales, en este caso el problema 
sólo tiene curvatura en x, por lo que sólo se tiene un radio principal. Dicho 
radio se describe, en términos de h(x) , por la siguiente ecuación [22]: 
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1 

R 
h" 

(2.20) 

Sustituyendo los valores de las componentes del vector normal, tensor 
de esfuerzos y el inverso del radio, ec. (2.20), en la ec. (2.19) se llega a la 
condición de esfuerzos normales dada por la siguiente expresión: 

2K [2 (~ ¡au + avl )n h' _ (ªu)n h'2 _ (ªv)n] +P _ ah" 
(1 + h'2 ) 2 ay ax ax ay - (1 + h'2)3/2 

(2.21) 

2.3. Análisis de órdenes de magnitud 

Con el objetivo de obtener parámetros adimensionales que relacionen las 
propiedades físicas del fenómeno, la dependencia funcional de las variables 
físicas de interés con variables conocidas y las escalas características del pro
blema, se realiza un análisis de órdenes de magnitud para las regiones capilar 
estática y de transición que a continuación se describen. 

Como se puede apreciar en la fig. 6 el dominio del problema se divide en 
tres regiones: región de espesor constante (región 1); el frente o perfil de la 
burbuja (región 11); y la región estática (región 111). En la región de espesor 
constante se usa la teoría de lubricación para determinar el flujo de la capa de 
fluido que deja a su paso el frente de la burbuja. En esta región el problema se 
puede resolver una vez que se conoce el espesor constante de capa de fluido. 
Suponemos que en la región 111 el fluido se mueve con una velocidad cercana 
a la velocidad de la burbuja. El sistema coordenado que se encuentra en el 
centro de la burbuja, fig. 6 (sistema de coordenadas x - fj), se mueve a la 
misma velocidad que la burbuja. Tomando dicho sistema como referencia el 
perfil de la burbuja y el fluido que se encuentra delante de ella se mantiene 
estático, por lo que se considera a la región 111 como una región estática. La 
región 11 requiere de un estudio detallado para resolver el problema completo. 
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I II III 

Figura 6: Sistema de coordenadas para las diferentes regiones 

Analizando el fenómeno con las técnicas asintóticas de perturbación, 
cuando el número capilar tiende a cero, se observa que la solución de la 
región estática no se acopla de forma suave con la solución de la región de 
espesor constante. Por lo tanto, para obtener la solución completa del pro
blema, se requiere de una zona donde se acoplen ambas soluciones. Esta 
zona es la región del frente de la burbuja, que a su vez se divide en dos sub
regiones: la región capilar estática (región B), donde el perfil de la burbuja 
se acerca a la forma circular y las fuerzas dominantes son las relacionadas 
con la tensión superficial y las fuerzas originadas por la presión; y la región 
de transición (región A) donde el perfil de la burbuja se deforma debido a 
las fuerzas viscosas , por lo que éstas últimas son importantes además de las 
fuerzas de tensión superficial y presión. Por lo tanto es necesario conocer las 
escalas importantes en cada región así como los parámetros adimensionales 
que relacionen a las fuerzas presentes en el fenómeno. 

2.3.1. Región capilar estática 

En la región capilar estática las escalas más importantes son: 
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X rv R, Y rv R, h rv R, U rv U, V rv U, 
(J p,.....,_ 
R 

Partiendo de las ecuaciones de cantidad de movimiento (2.5) y( 2.6) y 
usando las escalas anteriores para dicha región se tiene que: 

ReCa ,....., 1 Ca (2.22) 

términos inerciales rv presión términos viscosos 

ReCa ,...__, 1 Ca (2.23) 

términos inerciales rv presión términos viscosos 

2n- l pU2-n Rn 
Donde Re = K es el número de Reynolds, que representa la 

competencia de las fuerzas viscosas con las fuerzas inerciales. Ca es el número 
KUnRl-n 

capilar definido de la siguiente manera: Ca = 
2 1 

, este número adi-
CJ n-

mensional relaciona las fuerzas viscosas con las fuerzas de tensión superficial. 

En el problema físico en estudio Re < < 1, además se estudia el límite en 
que Ca---+ O. Si en las ecs. (2.22) y (2.23) se considera que Re= O y Ca= O, 
en la región capilar estática el término de la presión es la fuerza dominante. 
Debido a esto se puede decir que en dicha región la presión es prácticamente 
constante. 

Al aplicar el análisis de orden de magnitud en la condición de esfuerzos 
normales en la frontera, ec. (2.21), se tiene que: 

2Ca 1 rv 1 (2.24) 

fuerzas viscosas presión ,....., Tensión superficial 

De lo anterior se concluye que las fuerzas dominantes en la frontera entre 
los fluidos son la tensión superficial y la presión. 
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Figura 7: Escalas de la región de transición 

2.3.2. Región de transición 

Las escalas importantes de la región de transición son las siguientes: 

X rv Lx, Y rv Ó, h rv Ó, U rv U, V rv V, 
IJ p,......,_ 
R 

Donde V es la velocidad en la dirección y , Lx, ó y U se muestran en la 
fig. 7. Lx, ó y V son desconocidas, por lo que parte del problema reside en 
encontrar dichos valores. 

Partiendo de la ecuación de continuidad, dada por la ec. (2.1), se obtiene 
una relación entre las tres variables desconocidas: 

u ó 
-- rv 1 
V Lx 

(2.25) 

Al aplicar el análisis de orden de magnitud en la ecuación de cantidad de 
movimiento, ec. (2.5), y tomando en cuenta que en la región de transición los 
términos viscosos adquieren importancia, se balancea el término viscoso en 
dirección transversal (ya que los cambios son más grandes en esta dirección 
que en la dirección longitudinal) con el término relacionado con la presión. 
Al realizar esto se obtiene una segunda relación para las incógnitas: 
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1 5n+l 
--- rv 1 
CaRnL (2.26) 

Realizando el análisis de orden de magnitud para la ecuación de cantidad 
de movimiento en y, se llega a lo siguiente: 

fJP 
-=Ü 
fJy 

Aplicando el análisis en la condición de esfuerzos normales, ec. (2.21), las 
fuerzas más importantes son la presión y la fuerza relacionada a la tensión 
superficial, y se obtiene una tercera relación entre las variables: 

1 
óR 
L2 . 

X 

(2.27) 

Con las relaciones (2.25), (2.26) y (2.27) podemos conocer el orden de 
magnitud de Lx, ó y V; además de saber que solamente están en función del 
número Capilar, Ca. Lo anterior conduce a los siguientes relaciones: 

2 1 1 

Ó rv Ca2n+1 R , Lx rv Ca2n+1 R , V rv UCa2n+1 

2.4. Ecuaciones adimensionales 

En el presente apartado se obtendrán las ecuaciones adimensionales que 
describen el fenómeno físico. Para tal efecto se emplearán las escalas carac
terísticas estimadas en la sección anterior. 

2.4.1. Región capilar estática 

La región capilar estática se muestra en la fig. 6 (sistema de coordenadas 
x-fj), región B. El sistema de referencia para dicha región está en el centro de 
la burbuja a una distancia L de la punta de la burbuja. Además el sistema 
se mueve a la misma velocidad que la burbuja, haciendo que el perfil se 
mantenga estático con respecto a dicho sistema de referencia. 
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Para obtener las ecuaciones adimensionales se realizó el siguiente cambio 
de variable: 

~ x- Ut 
X= 

R 
~ h 
h= -

R' 
~ V 
V= -

U' 

~ p 
P=-

a/R 

Aplicando el cambio de variables a las ecs. (2.1), (2.5), (2.6), (2.14), (2.18) 
y (2.21), se obtienen las siguientes ecuaciones: 

Ecuación de continuidad 

(2.28) 

Ecuaciones de cantidad de movimiento 

[~av ~ªv] a? a [(ªíi av)n] n a [(ªv)n] 
Re e a u ax + V afj = - afj + e a ax afj + ax + 2 e a afj afj 

Condiciones en la frontera 
fj = -1: 

fj = -h: 

u=-l, v=O 

~ ~~h' 
V =U 
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(2.31) 

(2.32) 



( 
1 
~~'') [ ( ~~ + ~;) n Íi' - zn-1 ( ~~) n Íi'' _ zn-1 ( ~~) nl 

h" 
+P=----

( ~ )3/2 
1 + h'2 

2.4.2. Región de transición 

(2.33) 

(2.34) 

El sistema de referencia para la región de transición se puede observar 
en la fig. 6 (sistema de coordenadas x - Y). Para este cambio de variables 
se reescaló el problema con los resultados obtenidos del análisis de orden de 
magnitud para dicha región. 

Para obtener las ecuaciones adimensionales en la región de transición se 
realizó el siguiente cambio de variables: 

x+T 
X= ¡ ' 

Ca2n+1 

- y+l 
y= 2 ) 

Ca2n+1 

- l-h 
h = -~2- , U = U, V = 1 

Ca2n+1 Ca2n+1 

V 
P=P 

donde les la distancia entre los sistemas de referencia. 

Al usar este cambio de variables en las ecs. (2.1), (2.5), (2.6), (2.14), (2.18) 
y (2.21) se obtiene que: 

Ecuación de continuidad 

(2.35) 
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Ecuaciones de cantidad de movimiento 

ReCa u-+v- =--+2 Ca2n+1- -[_au _aul a? n ~ a [(ªu)n] 
ax ay ax ax ax 

a [(ªu 2 a-v)n] +ay ay+ Ca2n+1 ax 

n ~ a [(ªv)n] +2 Ca2n+1 ay ay 

Condiciones en la frontera 
y= o: 

-y= h: 

u=-1, v=O 

- --h, 
V=U 

- -:::: + Ca2n+1 ~ 1 - Ca2n+1 h + 1 (ªu 2 a-v)n ( 2 -,2 ) 

2n ay ax 
~ uu uv - , [( ~- )n ( ~-) n] 

+Ca2n+1 ax - ay h =O 
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(2.36) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 



h" + p = ---------
( 1 + Ca2n2+1 h'2) 3/2 

2.5. Metodo de solución 

El conjunto de ecs. (2.28)-(2.41) que describen el movimiento de la burbu
ja que desplaza a un fluido caracterizado por la ley de potencia, será resuel
to mediante la teoría de perturbación, la cual es una colección de métodos 
analíticos para obtener la solución aproximada de problemas que involucren 
una parámetro pequeño. Las técnicas de perturbación formales son una gene
ralización de las ideas del análisis local de ecuaciones diferenciales; el análisis 
local trata de aproximarse a la solución de una ecuación diferencial en un pun
to dado ( x = a) , desarrollando series de potencias de un parámetro pequeño 
alrededor de dicho punto. Una vez que se conoce el comportamiento prin
cipal de la solución cercano al punto, se pueden determinar los coeficientes 
restantes de la serie de forma recursiva [23] . 

Los problemas de perturbación se dividen en regulares y singulares. Se 
dice que un problema es regular cuando las series de perturbación se presen
tan en potencias del parámetro pequeño, E, y tienen un radio de convergencia 
infinito. Un problema de perturbación es singular cuando su serie de pertur
bación no se expresa en potencias del parámetro pequeño, E, o en caso de 
que lo haga, dicha serie tiene un radio de convergencia finito. El caso que se 
analiza es un problema de perturbación singular debido a que las series de 
perturbación presentan un radio de convergencia finito. 

En el problema del movimiento de la burbuja se tiene una zona pequeña 
donde se presentan grandes cambios en el perfil de la burbuja. A este tipo 
de problemas se les conoce con el nombre de problemas de capa límite,que 
se resuelven mediante la técnica de acoplamiento asintótico, por lo que se 
utilizará dicha técnica de perturbación para resolver las ecuaciones siendo el 
número capilar, Ca, el parámetro pequeño. 

El principio de la técnica de acoplamiento asintótico es simple; el intervalo 
en el cual se tiene un problema de capa límite se divide en una secuencia de 
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dos o más subintervalos comunes, en cada subintervalo se utiliza la teoría de 
perturbación para obtener una solución aproximada de la ecuación diferen
cial en dicha región. Finalmente, el acoplamiento requiere que las soluciones 
asintóticas tengan la misma forma funcional en las regiones comunes de cada 
par de subintervalos. Con esto se obtiene una secuencia de aproximaciones 
asintóticas de la solución de la ecuación diferencial, en donde cada aproxi
mación satisface todas las condiciones en la frontera dadas para diferentes 
puntos en el intervalo. El resultado es la solución aproximada del problema 
válido para todo el intervalo. 

El intervalo de estudio del presente problema se divide en tres regiones, 
como se muestra en la fig. 6. En la región de espesor constante y región 
estática, región I y III respectivamente, el problema se puede resolver de 
forma analítica. La teoría de perturbación se emplea para obtener la solución 
en la región del frente de la burbuja, región II, en la cual se presenta un 
problema de perturbación singular por lo que se divide en dos subregiones. A 
continuación se presenta el desarrollo cuando Ca ~ O así como las ecuaciones 
del orden cero del problema para cada subregión, región capilar estática y 
región de transición. Las correcciones de orden superior se presentan en el 
Apéndice C para ambas regiones. 

2.5.1. Región capilar estática 

Se supone que la expansión de perturbación es de la siguiente forma: 

00 

h(x) = L ca(2n~1Yhm(x) 
m = O 

00 

P(x, fi) = 2::: ca( 2::'i-1) Pm(x, fi) (2.42) 
m = O 

00 

u(x, fj) = 2::: Ca ( 2::'i-1) um (x, fj) 
m = O 

Donde Ca es el número capilar definido en la sección de análisis de orden 
de magnitud y n es el índice de potencia. A continuación se presenta el orden 
cero de la ecuación de continuidad, las ecuaciones de cantidad de movimiento 
y las condiciones de frontera, así como la solución del orden cero del problema. 
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Orden cero Ecuación de continuidad 

ouo ovo 
ax + ofJ = 0 

Ecuaciones de cantidad de movimiento 

Condiciones en la frontera 
fJ=-1: 

y= - h : 

~ 

o Po 
ox =o 

~ 

oPo =O 
ofJ 

uo = -1, vo =O 

~ ~ ~h' 
Vo = uo o 

h" 
Po= ---º--

( 
~ ) 3/2 

1 + h'2 

(2 .43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

(2.49) 

(2.50) 

Para conocer el perfil del menisco estático, h0 , sólo es necesario resolver 
la ec. (2.50), debido a que no está acoplada con el campo de velocidades, 
el desarrollo se presenta en el Apéndice A. La solución a la ec. (2.50) es la 
siguiente: 
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~ 1 ( [ ~ ] 2) ~ ho = - Po 1 - P0 (x0 - L) - 1 (2.51) 

En la ec. (2.51) el salto de presión, P0 , y la distancia entre el eje de la 
región capilar y la punta de la burbuja, L, son constantes desconocidas, las 
cuales serán determinadas con las condiciones de acoplamiento con la región 
de transición. 

2.5.2. Región de transición 

En esta región se supone que la expansión de perturbación es de la si
guiente forma: 

CXl 

h(x) = ¿ ca(2*I)'hj(x) 
j =O 

CXl 

P(x,y) = ¿ca(2n+1)p1(x,Y) (2.52) 
j =O 

CXl 

u(x,Y) = ¿ca(2n+1)uj(x,Y) 
j=O 

y al igual que en la región anterior Ca es el número Capilar y n es el índice 
de potencia del fluido. 

Orden cero Ecuación de continuidad 

(2.53) 

Ecuaciones de cantidad de movimiento 

_ 8Po ~ [(ºuº)n] = 0 ax + av av (2.54) 
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Condiciones en la frontera 
y= o: 

y= h : 

8Po 
oy = o 

uo = -1 , va = O 

- - -h, va= uo o 

( ou0 )n = 
ºY o 

Po= -'h~. 

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

De las ecuaciones de cantidad de movimiento y condiciones en la frontera 
se puede obtener una expresión para la forma de la interfase, el desarrollo para 
obtener la ecuación se muestra en el Apéndice B y resulta en una ecuación 
diferencial de tercer orden: 

(2.60) 

La ec. (2.60) es una ecuación diferencial de tercer orden no lineal. Para 
hacer más sencillo su tratamiento se realiza una transformación en las varia
bles, que se realizó de la siguiente manera con el fin de quitar la dependencia 
del espesor constante, t0 , de la ecuación anterior. La transformación es la 
siguiente: 

-
ho 

Ha ==-, 
to 

X + s ( 2n + 1 ) n/
3 

X=--..,...-..,-,-
(to) (n+2)/3 n 
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Donde s es una constante, que permite recorrer el origen sin perder la 
física del problema. Entonces la expresión queda de la siguiente forma: 

d3 Ho 
dX3 

(Ho - ir 
(Ho)2n+l 

(2.61) 

Para esta ecuación se presentan dos límites de estudio. El primero de ellos 
se presenta al acercarse a la región de espesor constante (región I), siendo la 
condición de acoplamiento la siguiente: 

X __, -oo; Ho __, 1 (2.62) 

Con el fin de facilitar el análisis de problemas se realiza el siguiente cambio 
de variable: 

r¡ = Ho - 1 

por lo que la ec. (2.61) queda de la siguiente forma: 

(r¡ + l )2n+l 
(2.63) 

y la condición de acoplamiento con la región de espesor constante es la 
siguiente: 

X__, -oo; r¡ __, O 

Linealizando la ec. (2.63) de acuerdo con la condición de acoplamiento a 
la región de espesor constante, se tiene que: 

(2 .64) 

Para la ec. (2.64) se presentan dos comportamientos. El primero es en 
el caso que n = 1, es decir, cuando se tiene un fluido newtoniano, se tiene 
una ecuación diferencial ordinaria lineal, de tercer orden y equidimensional 
en r¡. Se dice que una ecuación es equidimensional en r¡ porque la ecuación 
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se mantiene invariante para el siguen te cambio de escala: r¡ --> ar¡, donde a es 
una constante. Una ecuación equidimensional se le puede reducir un orden si 
se realiza la siguiente transformación: r¡ (x) = eu(x). 

La solución para la ec. (2.64), válida para X --> -oo, cuando se tiene un 
fluido newtoniano es la siguiente: 

(2.65) 

donde F1 es una constante de integración, esta constante puede adquirir un 
valor arbritrario debido al corrimiento del origen s al hacer el cambio de 
variable sin que se pierda generalidad en el problema. 

En el caso de n < 1, fluido pseudoplástico, se convierte en una ecuación 
diferencial no lineal y deja de ser una ecuación equidimensional en y, por lo 
que no acepta como solución una función exponencial [23], entonces se tiene 
que hacer un análisis local del problema. Kamisli [20] no toma esto último 
en cuenta y usa la ec. (2.65) como solución en la región de espesor constante 
para índices de potencia menores que la unidad; además de considerar, como 
solución válida cuando X--> -oo, una ecuación cuadrática de la misma forma 
que la ec. (2.67). Lo que lleva a un error en el desarrollo teórico. 

El segundo caso de estudio de la ec. (2.61) se presenta al aproximarse a 
la punta de la burbuja, X ~ oo y H0 > > 1, entonces la ec. (2.61) para esta 
región se aproxima de la siguiente forma: 

La solución de la ec. (2.66) es: 

1 
Ho ~ 2AX2 +EX+ C 

(2.66) 

(2.67) 

donde A, By C son constantes de integración que se determinan a partir 
de una integración numérica de la ec. (2.61). La integración numérica se hace 
mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Para dicha integración 
se utiliza la ec. (2.65) como condición inicial cuando se tiene un fluido new
toniano. Cuando el fluido desplazado es no-newtoniano, debido a que no se 
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tiene una expresión para la condición inicial , se emplea la misma condición 
utilizada para el fluido newtoniano y se realizan iteraciones hasta que se tiene 
un valor para la condición inicial, de tal forma que con dicho valor inicial se 
obtengan un error determinado (error::::; 0,000001) en los valores de la se
gunda derivada de H0 . Los resultados obtenidos de la solución numérica se 
muestran en la fig. 8 y la tabla 2.1 para diferentes valores den. 

n A B e 
1 0.643008 -0.534989 3.014785 

0.8 0.587688 3.794382 14.146793 
0.6 0.567040 5.877294 31.963826 
0.5 0.567064 6.582094 39.521015 
0.4 0.572674 7.186487 46.352983 
0.3 0.581745 7.726253 52.447555 
0.2 0.588039 8.1462215 57.467551 

Tabla 2.1 Valores de las constantes determmadas por la integración 
numérica 

Regresando la ec. (2.67) a las variables originales se tiene que: 

_ A ( 2n+l) 2n/3 [ ( 2n+l) 2n/3 ( 2n+l) n/3 l 
ho (x) = 2 -¡<;n+1)/3 x2 + As ¡<;n+1)/3 + B -¡<~-1)/3 x+ 

o o o 
(2.68) 

[
AS2 (2:+1)2n/3 _(2n:1r/3 l 

+ 2 -¡<2n+ l)/3 +Es -¡<n- 1)/ 3 + Cto 
o o 

2.5.3. Condición de acoplamiento 

El acoplamiento de la solución de la región de transición con la región de 
espesor constante se garantiza con la condición (2.62). Sin embargo, ésta está 
incompleta hasta que se determine el espesor t0 . Esta cantidad se determinará 
al realizar el acoplamiento de la solución de la región capilar estática con la 
región de transición. La condición de acoplamiento entre las regiones antes 
mencionadas está dada por la siguiente relación: 
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Figura 8: Función Ho determinada por integración numérica para diferentes 
valores del índice de potencia 
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lím~h (x) = Jím (1 - h (x) Ca212n+1) 
X-->- l X-->00 

(2 .69) 

~ ~ 

Expandiendo h (x) alrededor de x = -l usando series de Taylor y reescri-
biendo dicha expansión de h (x) en variables internas, e~ decir, en variables 
de la región de transición, se obtiene una expresión para h (x) que será usada 
en la condición de acoplamiento. 

Para obtener el acoplamiento entre las dos regiones la expresión para 
h (x) y la ec. (2.68), para definir h0 (x) , se sustituyen en la condición de 
acoplamiento dada por la ec. (2.69). Una vez que se tiene esto se comparan 
los términos de ambos lados y se obtiene lo siguiente: 

Orden cero: 
ho (-T) = 1, 

h~ (-T) =o, 

~ ~ (2n+l) 2n/3 

h~ ( -l ) = -A ¡<~+i)/3 
o 

Primer orden de corrección: 

h1 (-T) =o, 

~, ~ [ _ (2n;1)2n/3 (2n; 1(/3] 
h1 ( -l ) = - As tb2n+l)/3 + B tbn-l )/3 ' 

Segundo orden de corrección: 

~ _ ~ __ [AS2 (2 nn+ l ) 2n/3 _ ( 2r~~ l ) n/3 l 
h 2 ( l ) - 2 t"(2n+ l)/3 + Bs ¡<n- l )/3 + Cto ' 

o o 

h~ (-T) = o, 
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(2.70a) 

(2.70b) 

(2.70c) 

(2.7la) 

(2.7lb) 

(2.71c) 

(2.72a) 

(2.72b) 



h~ (-z) =O. (2.72c) 

Las condiciones (2.70a) y (2.70b) sirven para determinar el orden cero 
de la presión y localizar el origen de sistema de referencia de la región de 
transición. Usando dichas relaciones y la ec. (2.51) se obtiene: 

Po= -1 

l = 1 - L , 

(2. 73) 

(2.74) 

donde L es la distancia que va del origen del sistema de referencia de la región 
capilar estática a la punta de la burbuja. 

~ -
Una vez que se conocen Po y l , entonces es posible determinar t0 a partir 

de la condición (2.70c), y se obtiene lo siguiente: 

(2.75) 

Regresando la ec. (2. 75) a variables de la región capilar estática se tiene 
que el espesor adimensional de la capa está dado por: 

~ _ 2 [ (2n + 1)2n/3] 2n

3

+
1 

t0 = Ca2n+1 A 
n 

(2. 76) 

La definición de la fracción de fluido que queda una vez que ha pasado la 
burbuja, m , es: 

Ar-As 
(2. 77) m=----

Ar 

Donde Ar y As son el área transversal de la cavidad y el área transversal 
de la burbuja, respectivamente. En nuestro caso se tiene un área transversal 
rectangular, por lo que la fracción de fluido queda definido como: 

m = 2t (2. 78) 
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Por lo tanto la fracción de fluido que queda dentro del tubo una vez que 
pasa la burbuja está dado por la siguiente expresión: 

_ 2 [ ( 2n + 1) 2n/3] 2n

3

+
1 

m = 2Ca2n+1 A 
n 

(2.79) 
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3. Resultados 

En este capítulo se presentan los resultados obtenidos del problema del 
desplazamiento de un fluido viscoso no-newtoniano por un fluido de viscosi
dad despreciable. En primer lugar se muestran los resultados obtenidos a par
tir del modelo, ecs. (2.76) y (2.79), para un fuido newtoniano y se comparan 
con datos experimentales y teóricos de diversos autores, con el fin de validar 
el modelo matemático desarrollado en el presente trabajo. Posteriormente se 
muestran los resultados al variar el índice n de la ley de potencia, con esto se 
describe el comportamiento de diferentes fluidos; en los casos de los fluidos 
no-newtonianos se presenta una comparación con datos experimentales para 
dos valores diferentes del índice de potencia. 

3.1. Resultados: fluido newtoniano 

El fenómeno del desplazamiento de un fluido viscoso por un fluido de vis
cosidad despreciable se puede dar en tubos de sección transversal arbitraria, 
por lo que es necesario determinar la influencia de la sección transversal en 
la fracción de cobertura (o en el espesor de la capa). Para esto se tomaron las 
correlaciones empíricas desarrolladas por Fairbrother y Stubbs [8], ec. (1.1), 
y la correlación presentada por Schwartz et. al. [17] dada por la siguiente 
expresión: 

m = 0,05 (3Ca) 113 + 2 (0 ,643) (3Ca) 2
/
3 (3.1) 

Ambas correlaciones se toman a partir de datos obtenidos al experimentar 
con un tubo de sección circular; mientras que el presente modelo, ec.(2 .79) , 
toma en cuenta una sección transversal rectangular. 

En la fig. 9 se comparan los resultados obtenidos por la ec. (2. 79) cuando 
n = 1, y las correlaciones antes mencionadas. En dicha figura se puede apre
ciar claramente que conforme el número capilar decrece, la diferencia de la 
fracción de cobertura teórica con las fracción de cobertura de ambas correla
ciones empíricas aumenta. Esto se debe a que el problema de desplazamiento 
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• ,. 1E-5 

'"'T "" .. , .. , 
1E-8 1E-7 1E-6 1E-5 1E-4 1E-3 0.01 0.1 

Ca 

Figura 9: Fracción de cobertura contra número capilar (escala logarítmica), 
para n= l 

38 



0.1 

0.01 
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1E-4 

- • --- Ecuación (2.76) 
• Bretherton [1 O] 

• • 
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1E-6 1E-5 1E-4 1E-3 0.01 

Ca 

Figura 10: Espesor adimensional contra número capilar (escala logarítmica) 

que se desarrolla en un tubo con sección transvesal circular se tienen presentes 
efectos de curvatura transversal que se deben considerar. En un problema de 
placas planas (donde la longitud transversal se puede tomar como infinita 
con respecto a la separación entre las placas) sólo se tiene un radio princi
pal y no existen efectos debidos a la curvatura transversal. Además se debe 
considerar que en los experimentos se tiene una interfaz con contaminantes 
y que las paredes tienen rugosidad, ambos efectos hacen que el espesor de 
capa sea más grueso. Esta misma diferencia se puede observar en la fig. 10, 
en la cual se muestran los resultados del espesor obtenido a partir de la ec. 
(2.76) cuando n = 1, y los datos experimentales de Bretherton [10] para un 
tubo circular con un diámetro interior de 2 mm. 

Para verificar la validez del modelo desarrollado es necesario comparar los 
resultados con datos experimentales y modelos obtenidos por diferentes auto
res. Con este fin se toman los resultados obtenidos por Park y Homsy [15], 
los cuales desarrollan la teoría en tres dimensiones para un desplazamiento 
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de dos fases en celdas de Hele Shaw, las cuales tienen sección transversal rec
tangular, y presentan las siguientes expresiones para el espesor adimensional 
y el salto de presión: 

t = 1,337Ca2!3 
[ 1 + E

2 
( l7r f 11+[f1]

2
)] +O ( E

2Ca, Ca413
) (3.2) 

1 
P = 1 + 3,80Ca2!3 

- 47r f 11E
2 

+O (Ca, E
2Ca213) (3.3) 

Donde E = .::;, , Lr es la longitud transversal entre las placas; f es una 

función, que depende de la coordenada transversal, que determina la longitud 
entre el origen del sistema de referencia de la región capilar estática y la punta 
de la burbuja. En el caso que se estudia consideramos E= O y f = L, que es 
una constante y representa la distancia que hay entre el origen del sistema de 
referencia de la región capilar estática y la punta de la burbuja. Los resultados 
a los que se llegan cuando n = 1 con la ec. (2. 76) para determinar el espesor 
adimensional y la ec. (2. 73) para el salto de presión, sumando las correcciones 
de orden superior (Apéndice C) en ambos casos, se muestran a continuación: 

t = 1 33751Ca2!3 

' 
(3.4) 

P = 1 + 3,7346Ca2!3 (3.5) 

Con esto se puede decir que el modelo desarrollado en el presente trabajo 
está de acuerdo con el trabajo de Park y Homsy [15]. 

3.2. Resultados para diferentes índices de potencia 

La ec. (2. 76) es la solución para cualquier índice de potencia. A partir de 
dicha ecuación se puede observar que el espesor de la capa de fluido que deja 
la burbuja a su paso depende de dos parámetros: el número capilar, Ca, y el 
índice de potencia, n. En la tabla 3.1 se muestra la fracción de cobertura para 
diferentes índices de potencia, en cada uno de ellos se aprecia claramente la 
dependencia de la fracción de cobertura con respecto al número capilar. 
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n m 
1 2.67502Ca213 

0.8 2.237Ca10113 

0.6 l.87427Ca10111 

0.5 1.70808Ca 
0.4 l.5412Ca1019 

0.3 l .35684C a514 

0.2 1.11778Ca1º! 7 

Tabla 3.1 m para diferentes valores del índice de potencia n 

1.0 

0 .8 
e 

E -e 0 .6 
C: 

E 
0.4 

0.2 

O.O 

- Ca=0.00000001 
• Ca=0.00001 
"" Ca=0.01 

0.2 0.4 0.6 0 .8 1.0 

n 

Figura 11: Razón de fracciones de cobertura contra índice de potencia 

En las relaciones expresadas en la tabla 3.1, la dependencia del número 
capilar es explícita; sin embargo, la dependencia del índice de potencia no se 
puede apreciar ya que está en forma implícita en la constante. Con el fin de 
observar la dependencia en el índice de potencia, la fig. 11 muestra la razón de 
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fracciones de cobertura, donde la referencia es la fracción de cobertura para 
un fluido newtoniano, contra el índice de potencia manteniendo el número 
capilar constante. En esta figura se aprecia que la fracción de cobertura 
decrece conforme el índice de potencia disminuye. Partiendo de esta gráfica 
se observa que conforme el número capilar aumenta la fracción de cobertura 
es mayor, esto se traduce que a una menor velocidad de inyección del fluido 
desplazante la cantidad de fluido que se queda dentro de las placas será 
menor, por lo que es recomendable, en caso de un mismo fluido, que se 
inyecte el fluido de tal suerte que la velocidad con la que se desplace sea la 
menor posible. 

1.8 

1.6 

1.4 

1.2 

1.0 

E 0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

O.O 

-0.2 

n=1 
- • -- n=0.8 
• n=0.6 

n=0.5 
+ n=0.4 

· "" n=0.3 
0 n=0.2 

O.O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

Ca 

Figura 12: Fracción de cobertura contra número capilar 
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Figura 13: Fracción de cobertura contra número capilar (escala logarítmica) 
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Figura 14: Fracción de cobertura contra número capilar, datos experimentales 
Kamisli y Ryan [19] 

En las figs. 12 y 13 se muestra la fracción de cobertura para diferentes 
valores del índice de potencia, ec. (2.79). Como.se puede apreciar conforme el 
índice de potencia disminuye la fracción de cobertura decrece. Este resultado 
está en concordancia con los resultados experimentales obtenidos por Kamisli 
y Ryan [19], fig. 14, donde se observa que conforme disminuye el índice de 
potencia la fracción de cobertura disminuye. En la fig . 14 se observa que 
la fracción de cobertura tiende a un valor asintótico para números capilares 
grandes, dicho valor asintótico decrece conforme el índice de potencia decrece, 
lo cual está en correspondencia con los resultados obtenidos mediante la ec. 
(2.79). No es posible realizar una comparación entre la teoría y resultados 
experimentales, cuando el número capilar es muy pequeño, debido a que no 
se tienen resultados para Ca < 0,001. 
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En las figs. 15-18, se muestran los resultados obtenidos experimentalmente 
por Kamisli y Ryan [19] contra los resultados obtenidos por el modelo desa
rrollado en el presente trabajo, en este caso los experimentos se realizaron 
con tubos de sección transversal circular, por lo que sólo se destaca la ten
dencia; así como también se observan diferencias al igual que con el fluido 
newtoniano. En la figs . 15 y 16 se muestran los resultados para un fluido 
newtoniano. En las figs. 17 y 18, se presentan los resultados paran= 0,652 
(carboxymethylcellulose, CMC) y n = 0,485 (hydroxyethylcellulose HEC), 
respectivamente. 

0 .8 -+-_.._____. _ __._ _ _..__~_....__..______. _ __._ _ _..___-+-

- - Ecuación (2.79) 
--• -- Kamisli y Ryan [19] 

0.6 

0.4 
- -- ·· 

E 
0.2 

O.O 

-0 .24--~~-~-~-~-~~-~-~-+ 

o.o 0.1 0.2 0.3 0.4 

Ca 

Figura 15: Fracción de cobertura contra número capilar, n=l 
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Figura 16: Fracción de cobertura contra número capilar (escala logarítmica), 
n=l 
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Figura 17: Fracción de cobertura contra número capilar (escala logarítmica), 
n= 0.652 
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Figura 18: Fracción de cobertura contra número capilar (escala logarítmica), 

n=0.485 
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En las figs. 17 y 18 se observa que la teoría no predice correctamente la 
fracción de cobertura. Esto se debe a que la región de validez de la teoría, 
tomando como referencia los trabajos realizados para fluidos newtonianos, 
es para valores del número capilar Ca < 0,001. Se debe tener en cuenta 
que los resultados experimentales son para un tubo de sección circular y 
presenta diferencias considerables con respecto al fenómeno que ocurre entre 
dos placas planas, lo cual se demostró en la sección anterior. Además de la 
sección transversal existen dos efectos que influyen en la diferencia entre los 
experimentos y los resultados teóricos: la presencia de contaminantes en la 
interfaz y la superficie rugosa de los tubos. 
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4. Con el usiones 

En el presente trabajo se desarrolló un modelo que determina el espesor 
de la capa residual de fluido que queda atrapado entre dos placas planas 
una vez que ha pasado un fluido de viscosidad despreciable con el fin de 
determinar el espesor así como las condiciones para que dicho espesor sea el 
mínimo posible, ya que en algunas aplicaciones se requiere extraer la mayor 
cantidad de fluido posible. 

De acuerdo con los resultados , para cualquier índice de potencia se obtiene 
el espesor mínimo para números capilares pequeños, esto se traduce en que 
la velocidad con la que se mueve el perfil del fluido debe ser lo menor posible 
y/ o que se busque un fluido desplazante cuya tensión superfical con el fluido 
a desplazar sea la mayor posible; ya que el índice de consistencia, K , es 
característico del fluido y la distancia de separación entre las placas no se 
puede modificar. 

En los resultados obtenidos con fluido newtoniano se observa, cuando se 
tienen números capilares pequeños, que se presenta una diferencia entre la 
fracción que predice la teoría y los datos experimentales, además dicha dife
rencia aumenta conforme el número capilar disminuye. Esta diferencia entre 
los resultados no es atribuible al método de obtención del modelo, debido a 
que en el caso del fluido newtoniano reproduce los resultados obtenidos por 
Park y Homsy [15] sino que se debe a la sección transversal del tubo, por 
lo que se concluye que la forma de la sección transversal influye de manera 
importante en el espesor de capa de fluido que se queda dentro de la cavidad 
cuando se tiene un número capilar muy pequeño. 

Se debe tener en cuenta que en los experimentos se pueden presentar erro
res cuando se trata de números capilares muy pequeños, Ca < 10- 5 , debido a 
la complicación de realizar los experimentos; además se ha determinado que 
existen diferencias entre la teoría y los experimentos debido a impurezas en 
la superficie de la interfaz y rugosidad del tubo, que no se toman en cuenta 
al desarrollar la teoría. La presencia de estos efectos tiene como consecuencia 
un aumento la fracción de cobertura. 
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El modelo desarrollado para un fluido caracterizado por la ley de potencia 
reproduce los resultados obtenidos para un fluido newtoniano. Sin embargo 
con los resultados obtenidos en la sección anterior no .se puede determinar 
la comparación del modelo matemático desarrollado para predecir el espesor 
de capa, cuando se trata de un fluido no-newtoniano; ya que los datos exper
imentales con que se cuentan se realizaron con tubos de sección transversal 
circular, por lo que es necesario obtener datos para el fenómeno en placas 
planas con el fin de determinar la validez del modelo. 

Como se observó con los resultados obtenidos, es necesario desarrollar 
una teoría cuando se tiene una sección circular para un fluido no-newtoniano 
ya que no se tiene un estudio en el cual se tome en cuenta la circunferencia 
transversal, lo que implica un error importante en las teorías hasta ahora 
desarrolladas. Además para completar el problema se tendría que hacer un 
desarrollo usando la teoría de perturbación en el límite del número capilar 
grande, para después acoplar ésta última solución con la que se presenta en 
este trabajo. Con esto sería posible determinar el espesor de capa residual 
para cualquier número capilar y comparar los resultados con los que se cuenta 
actualmente. 

Dentro de los trabajos que se pueden realizar a futuro está el análisis 
en que ambos fluidos tengan viscosidades comparables; para determinar, de 
manera teórica en el caso de la recuperación de petróleo por el método in
yección alternada de agua y gas, el espesor de capa de petróleo que queda 
atrapado en el yacimiento. Así también se puede llevar a cabo un estudio en 
el cual se tenga un gradiente de temperaturas longitudinal y observar el efec
to que tiene éste en la fracción de cobertura, tanto para un fluido newtoniano 
como para fluidos no newtonianos. 
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5. Apéndices 

5.1. Apéndice A 

Para obtener la ec. (2.51) se reescribe la ec. (2.50) de la siguiente manera: 

d2ho ~ ( ~,2) 3/2 
dx

6 
=Po 1 + h0 (A.l) 

Se jntegra la ec. ( A.1), para esto se realiza el siguiente cambio de variable: 

u = d~o . El resultado de la integración es el siguiente: 
dxo 

Despejando d~o de la ec. (A.2) se tiene la siguiente expresión: 
dxo 

dho Pox + C1 

dxo [1 - (Pox + C1)2] i;2 

(A.2) 

(A.3) 

Para integrar la ec. (A.3) se realiza un doble cambio de variable, primero 
v = P0x + C1 , y el segundo cambio de variable es: z = 1 - v2

. Una vez hecho 
esto se puede integrar la expresión modificada de la ec. (A.3), de donde se 
llega a lo siguiente una vez que se regresa a las variables originales: 

(A.4) 

Para evaluar las constantes C1 y C2 se usarán las siguientes condiciones: 

x= L h =O (A.5a) 
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x ______, L h' ______, -oo (A.5b) 

De las ecs. (A.5a) y (A.5b), se obtiene que C1 = -1 - PoL y C2 = O, 
entonces la ec. (A.4) queda de la siguiente manera: 

~ 1 ( [ ~ ] 2) ~ ho = - Po 1 - Po (xo - L) - 1 (A.6) 
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5.2. Apéndice B 

Para obtener la ecuación diferencial de tercer orden, ec. (2.60), se tiene 
que realizar un análisis del volumen de control como se muestra en la fig. 19. 

V.G. 

U~ ; 

Figura 19: Volumen de control 

u 
... 

Al realizar el cambio de variable para la región capilar estática, el sistema 
de referencia se mueve a la misma velocidad que la burbuja, U, por lo que el 
análisis del volumen de control queda de la siguiente forma: 

lt (U- u)dy = lR Udy (B.1) 

Desarrollando los términos que contengan variables conocidas y agrupan
do términos se llega a la siguiente expresión: 

-lt udy = U (R - t) . (B.2) 

El análisis de volumen de control para el fluido desplazado, debido a que 
la frontera (interfase entre los fluidos) y la pared son impermeables, es de la 
siguiente forma:: 

(B.3) 
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Usando el cambio de variable para la región de transición en la ec. (B.2), 
una vez que se ha empleado la ec. (B.3), se tiene: 

(B.4) 

La velocidad del fluido se obtiene a partir de la ec. (2.54), se integra dos 
veces utilizando la condición de esfuerzos cortantes, ec. (2.58), y la condición 
de no deslizamiento, ec. (2.56), para definir las constantes de integración. 
Haciendo lo anterior se tiene que el orden cero de la velocidad del fluido en 
la región de transición está dado por la siguiente expresión: 

Con la velocidad dada por la ec. (B.5), se desarrolla la ec. (B.4) y se 
obtiene lo siguiente: 

( 
dPo) l/n n -2 ( - ) l / n - -

- ~ --h0 -ho + ho = to. 
dx 2n + 1 . 

(B.6) 

Para que la ec. (B.6) sólo quede en función de h0 , se utiliza la ec. (2.59), 
sustiuyendo ésta última y despejando la derivada de mayor orden se llega a 
la ecuación diferencial de tercer orden: 

(B.7) 

que es la ecuación 2.60. 
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5.3. Apéndice C 

En este anexo se presentan las correcciones de orden superior para la 
región capilar estática así como para la región de transición. 

Región capilar estática 

Ecuación de continuidad 

au1 a-v1 _ 
0 ax + af} -

Ecuaciones de cantidad de movimiento 

Condiciones en la frontera 
fj = -1: 

fj = -h: 

~ 

fJP1 =O 
ax 

(C.1) 

(C.2) 

(C.3) 

(C.4) 

(C.5) 

!!_ ( fJu0 &v0 )n-l (8u1 &v1 ) (l -h'2 ) _ 21-n (ºíio &vo )nh'h' 
2 ,:r + ~~ ~~ + ~~ o ~~ + ~~ o 1 

n uy u X uy u X uy u X 

(C.6) 
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_ [(ºuº)n _ (ºvº)n] h' [(ºuº)n-1 ou1 
_ (ºvº)n-1 

[)7)1 ] ~, = ox ofj 1 + n ox ox [)fj ofj ho o 

~ 

h" 
P1 = ___ 1 __ 

( ~ )3/2 
1 + hQ2 

3Poh~h~ 

( 1 + h~2 )' 

(C.7) 

Al igual que en el caso del orden cero, para determinar el perfil de orden 
1 

Ca2n+1 no es necesario conocer el perfil de velocidades y se puede obtener a 
partir de la ec. (C. 7). Sustituyendo el valor de P0 = -1 en la ec. (C. 7), se 
reescribe de la siguente manera: 

(C.8) 

Integrando ésta última expresión se tiene que: 

(C.9) 

Para evaluar la constante de integración se utiliza el orden cero del perfil 
y su primera derivada, dadas por las ecs. (A.6) y (A.3), respectivamente. 
Además son necesarias las condiciones en la punta de la burbuja, ecs. (A.5a) y 
(A.5b), que para las correcciones de orden superior se escriben de la siguiente 
forma: 

~ 

x = L h1 = O, h2 = O 

x ---> L h~ ---> o, 'h; ---> o 
(C.lüa) 

(C.lüb) 

Partiendo de la ec. (C.9) y usando la condición dada por la ec. (C.lüb) 
se llega a que: 

(C.11) 
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De la ec. (C.11) no se Ruede obtener el valor de la constante, ya que 
desconocemos el valor de P1 y L. Debido a esto es necesario expresar la 
ec. (C.9) de otra forma con el fin de obtener dicha constante, por lo que 
utilizamos el valor de la derivada de orden cero del perfil, el cual se obtiene 
a partir de la ec. (A.6). Sustituyendo la derivada del perfil en orden cero, el 
valor de la constante dado por la ec. ( C.11) y haciendo el siguiente cambio 
de variable: u = 1 + x - L; se llega a la expresión: 

P1 = (1 - u)1/2 (1 + u)3/2 dh1. 
du 

(C.12) 

Haciendo el cambio de variable para las condiciones en la punta de la 
burbuja, ecs. (C.lüa) y (C.lüb), se tiene que: 

x=L u=l. 
' 

(C.13) 

De la expresión anterior y la ec. ( C.12) se llega a la conclusión de que 
P 1 = O, por lo tanto C1 =O. De lo anterior se sabe que: 

(C.14) 

Por lo tanto en la región capilar estática las correcciones de primer orden 
son cero. 

Una vez que se ha llegado a las expresiones (C.14) podemos determinar la 
longitud del desplazamientos, que se realizó de forma arbitraria al cambiar 
de variable para la ec. (2.61). Usando la condición de acoplamiento (2.71b) 
se tiene lo siguiente: 

~ __ B 2n + 1 ;(n+2) /3 
( )

- n / 3 

s - . A n to . (C.15) 

2 

Para el siguiente orden de corrección, Ca 2n+ 1 , se tiene que la condición 
de esfuerzos normales es: 

(C.16) 
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Integrando la ec. (C.16) sujeta a las condiciones (C.lüa) y (C.lüb) , se 
obtiene una expresión para la presión: 

( C.17) 

~ 

Evaluando la ec. (C.17) en x = -l y sustituyendo el resultado obtenido en 
la condición de acoplamiento dada por la ec. (2. 72a), se obtiene una corrección 
de orden superior para la presión: 

__ [AS2 (2~+ 1 )2n/3 _(2n:1 r /3 l 
P2 - 2 f2n+l) /3 +Es fn-l)/3 + Cto . 

o o 

donde t 0 , s, A , By C son conocidas. 

Región de transición 

Ecuación de continuidad 

8u1 8v1 _ 
0 ax + ay -

Ecuaciones de cantidad de movimiento 

_ 8P1 ~ [(ºuº) n-i 81i1] = 0 ax +nay oy oy 

Condiciones en la frontera 
y= o: 

-y= h: 

-
8Pi =o 
ay 
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(C.18) 

(C.19) 

(C.20) 

(C.21) 

(C.22) 



(C.23) 

( 
éfiio) n-l au1 -

n ay ay - o (C.24) 

?1 = -h~. (C.25) 

Con el fin de obtener una expresión para el primer orden de corrección 
del perfil de la burbuja en la región de transición se combinan las ecs. (C.19)
(C.25), de forma similar a lo realizado con el orden cero. De este desarrollo 
se obtiene el perfil de velocidad: 

( 

- - ( 1 ) ) ( - - ( 1 ) ) l /n u1 = ( y - ho - h1 Ca 2n+1 y - ho - h1 Ca 2n+ 1 + (C.26) 

Desarrollando la ec. (B.4) para los diferentes órdenes de magnitud se tiene 
lo siguiente: 

(C.27) 

Si se sustituyen los perfiles de velocidad dados por las ecs. (B.5) y (C.26), 
en la ec. (C.27); así como también se utiliza la condición de esfuerzos nor
males, ec. (C.25), para obtener una ecuación diferencial no lineal de tercer 
orden, la cual describe el perfil de la burbuja para el primer orden de corre
cción: 

d3h1 = _ (2n + l)n h1 (ha[~] -to [~J) + t1ho. _ _ 1_~ 
dx3 n (-ho)2n+2 (- )1 -n ho - to 

(C.28) 
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De manera equivalente al orden cero, se realiza el siguiente cambio de 
variable: 

Ho = ~o 
to 

X + s ( 2n + 1 ) n/
3 

Xo= . 
(to) (n+2)/3 n 

Entonces la ec. (C.28) queda de la siguiente manera: 

~ 

t1 
donde R = =-

to 

A\(iio[~]-[~J)+RHo 1 

( Ho rn+2 ( Ho - 1 r-n (C.29) 

La ecuación anterior presenta dos límites, al igual que en el orden cero. 
El primero de ellos se presenta al acercarse a la región de espesor constante, 
la condición de acoplamiento a dicha región es la siguiente: 

X----+ - oo; H0 ----+ 1, H 1 ----+ R (C.30) 

Usando el mismo procedimiento que en el orden cero, la solución analítica 
para H 1 válida cuando X ----+ -oo es: 

(C.31) 

donde ó = ( H0 - 1) I-n y es una constante conocida. 

El segundo caso de estudio se presenta al econtrarse cerca de la nariz de 
la burbuja, X ----+ oo, y la condición de acoplamiento es la siguiente: 

X ----+ oo; H 0 ----+ oo, H 1 ----+ oo 

Entonces la ec . (C.29) se aproxima de la siguiente forma: 

d3~l =o 
dX 3 
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La solución para la ec. (C.33), al igual que en el orden cero, es una 
ecuación cuadrática: 

(C.34) 

donde D0 , D1 y D2 son constantes de integración que se determinaran a 
partir de una integración numérica de la ec. (C.29). Haciendo el cambio a 
variables originales en la ec. (C.34) se tiene que: 

_ D (2n+1)2n/3 [ (2n+1)2n/3 (2n+l)n/3 ] 
- O n -2 -n n -

hi (x) = 2 ;(2n+l)/3 X + Dos ;(2n+l)/3 +Di ;(n-1)/3 x+ 
~ ~ ~ 

(C.35) 

[
DoS2 (2n:1)2n/3 _(2n:1r/3 -i 

+ -2- i}¡2n+l) /3 + D1s-F-
0
-n--l-)/_3_ + D 2to 

Al usar la condición de acoplamiento dada por la ec. (2.69) se obtiene lo 
siguiente: 

(C.36) 

(C.37) 

(C.38) 

Anteriormente se determinó que h1 es cero en todo el dominio, por lo 
tanto D0 debe ser cero. Entonces se debe encontrar, para cualquier valor 
de n, el valor de R con el cual D0 = O. Al resolver numéricamente la ec. 
(C. 29), para diferentes valores del índice de potencia variando el valor de R, 
se obtiene que para todos los casos R = O. Por lo tanto no existe corrección 
de orden superior para el espesor en la región de transición. 
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