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Resumen 

El enfoque principal de este trabajo de tesis es en mecánica numérica. Dentro de este 

contexto la meta final del trabajo es el desarrollo de herramientas numéricas para el análisis 

de estructuras hechas de mampostería y aplicables también a las construidas con concreto . 

En la tesis se presentan cinco capítulos, un resumen de ésta y las conclusiones. Además, se 

han escrito dos apéndices donde se muestran las expresiones algebraicas que se utilizan en 

la formulación del modelo de plasticidad propuesto en este trabajo y la descripción general 

del programa de análisis no-lineal utilizando el método de los elementos finitos, elaborado 

por el autor de esta tesis y su tutor, el cual se denomina NLFEM. 

El primer capítulo hace una breve reseña de la historia de las estructuras de mampostería. 

En el segundo capítulo se presentan algunas técnicas de modelado de estructuras de 

mampostería, describiendo también algunas de las características mecánicas de este 

material. En el tercer capítulo se hace un resumen de los principales métodos numéricos 

que se utilizan para resol ver si stemas de ecuaciones no-lineales y que han sido implantados 

en el sistema de elementos finitos NLFEM. Ademas, se exponen algunas nociones de 

plasticidad computacional. El cuarto capítulo se dedica a la formulación del modelo de 

plasticidad de Rankine con dos variables internas que miden el deterioro en las di recciones 
. ' 

materiales x e y. En este capítulo también se eyalúa el desempeño de esta relación 

constitutiva propuesta en la tesis con dos modelo.s de elementos finitos . En el último 

capítulo se aplica el modelo de plasticidad Rankine ortotrópico a cuatro problemas de la 

ingeniería práctica. 

La herramienta computacional desarrollada en este trabajo parece ser un aporte 

trascendente a la mecánica numérica aplicada a la ingeniería estructural que puede ayudar 

al ingeniero a verificar las reglas de diseño que se utilizan en estas estructuras como un 

paso importante hacia criterios de diseño basados en la mecánica de fractura. 



Abstract 

This Ph.D. dissertation focuses on numerical mechanics. In this context, the development of 

reliable tools for the analysis of masonry structures, also applicable to concrete structures, 

is the primary aim. 

Five chapters form this dissertation, together with a summary and the conclusions of this. 

There are also two appendixes, the first shows algebraic expressions which were used in the 

formulation of the plasticity model proposed and a general description of the nonlinear 

finite element program, NLFEM, designed by the author of this work and his ad visor. 

The first chapter reviews the history of masonry structures. The second chapter introduces 

sorne techniques of modeling masonry structures behavior and also describes sorne of the 

mechanical characterisücs of this material. In third chapter a numerical techniques 

summary to salve nonlinear equations is done. These techniques have been implemented in 

NLFE~l. Sorne concepts of computational plasticity are also shown in this chapter. The 

fourth chapter is devoted to the formulation of the Rankine plasticity model with two 

interna! variables which define the local softening state in the material related to x and y 

material axes. Two finite element models are also evaluated with the Rankine type criterion 
; < 

proposed in this dissertation. In the last chapter the orthotropic Rankine plasticity criterion 

is applied to four cases )\'hich could be found in practica! engineering. 

The computational too! developed here could be a significant contribution to numerical 

mechanics and it may assist structural engineers to assess the design rules for masonry 

constructions asan important step towards fracture-mechanics- based design rules. 
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CAPÍTULO 1 

Introducción 

La mampostería es un material compuesto por unidades sólidas de piedra, o piezas de 

arcilla cocida o secada al sol, que están unidas con material aglomerante, y es una de las 

formas más antiguas de construcción que aún se sigue utilizando. Además, se le considera 

como uno de los símbolos del desarrollo tecnológico de las distintas civilizaciones que han 

surgido a través de la historia de la humanidad. Actualmente se puede apreciar, en distintas 

partes del mundo. una gran cantidad de monumentos antiguos construidos con este material 

que han sobrevivido al paso de los años. Gracias a estas edificaciones ha sido posible 

resolver muchas interrogantes. formuladas por arqueólogos e historiadores, sobre los 
' 

orígenes de culturas antiguas, pues sobre ellas se narran en grabados, o representaciones 

pictóricas, los acontecimientos pasados y eventos memorables de las actividades científicas; 

sociales y religiosas de los distintos grupos culturales a los que estos monumentos 

pertenecían. 

El empleo de la mampostería en la construcción era, y sigue siendo, común, no obstante lo 

incipiente que era el conocimiento de las propiedades mecánicas de este material; si bien la 

evaluación de las condiciones estructurales de las edificaciones se hacía en forma empírica, 

muchas de las construcciones de gran importancia en la historia de la humanidad, erigidas 

con este material, han resistido solicitaciones de cargas adversas, sean naturales o 
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generadas por d mismo hombre. logrando conservar sus condiciones de servicio, inclusiYe 

su belleza arquitectónica. lo que sorprende y estimula el deseo de los ingenieros 

estructuristas de entender su comportamiento y de seguir desarrollando trabajos de 

investigación con el objetivo de preservar y/o restaurar estas obras de arte de la ingeniería 

civil. 

Actualmente se puede observar que las técnicas de construcción de los distintos tipos de 

mampostería han evolucionado y también se ha mejorado la calidad de los materiales 

constituyentes. Pero, a pesar del desarrollo de la mampostería como material de 

construcción, se mantiene el escepticismo de utilizar métodos avanzados de análisis. Esta 

desconfianza no se debe a la falta de medios humanos y tecnológicos, sino a la falta de 

audacia, interés y/o conocimiento para usar procedimientos modernos que permitan 

entender mejor el comportamiento mecánico de las estructuras construidas con materiales 

cuasi-frágiles como es la mampostería. 

1.1 Breve historia de las construcciones de mampostería 

La evolución de la arquitectura de las estructuras a través de los tiempos ha estado 

subordinada a distintos factores que influyeron para que se desarrollara en un determinado 

periodo y lugar. Entre ellos se pueden señalar el tecnológico, el cual está ligado al grado de 

conocimiento y habilidad de los diseñadores y constructores de cada época y que está 

influido de manera importante por la cantidad y calidad del ~aterial , para cada realización. 

Es así que la mampostería toma su lugar en la historia de la ingenien~. 

1.1.1 Construcciones paleolíticas, sumerias, egipcias, griegas y romanas 

Los primeros grupos humanos paleolíticos y buena parte de los neolíticos eran nómadas, o 

eran parcialmente sedentarios. Debido al constante movimiento de estos grupos se cree que 

utilizaban, además de los refugios en cuevas, construcciones efimeras de las que han 

quedado poquísimos vestigios, con el fin de protegerse contra la intemperie y la acción de 

los depredadores. De los pocos ejemplos que se han identificado son los restos de viviendas 
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estables en (atal Hüyük en la actual Turquía ( 10.000-6.000 a.C.): el material de 

construcción era fundamentalmente a base de bloques de arcilla secadas al sol; estas 

Yiviendas se les puede pensar como las primeras estructuras hechas de elementos fabricados 

por el hombre. 

La necesidad de subsistir en medios agresivos y la escasez de la piedra en las zonas donde 

se asentaban los grupos humanos o tribus los obligaron a utilizar elementos alternativos de 

construcción. Un ejemplo destacable son los sumerios, pueblo que se estableció en la baja 

Mesopotamia desde el siglo V a.C, quienes fueron los primeros en introducir grandes 

innovaciones en la tecnología de la construcción, utiliz.ando en sus edificaciones unidades 

moldeadas a mano. Alrededor del tercer milenio a.C. este sistema constructivo evolucionó 

cuando se comenzó a emplear moldes de madera de formas prismáticas para vaciar la 

arcilla mezclada con agua; el producto desmoldado luego era secado al sol. La escasa 

suntuosidad que poseía el material elaborado de esta manera obligaba a revestir los muros 

con ladrillos cocidos en hornos, los denominados ladrillos cerámicos, que se unían con 

aglomerantes, como el alquitrán o betún, los cuales todavía son abundantes en la región 

donde estos pueblos se establecieron. E~te tipo de mampostería se hizo fundamental en las 

grandes construcciones de los primero$ Zigurats o templos dedicados sus dioses. En la 
' 

actualidad se pueden apreciar los restos de algunas de estas construcciones entre las que 

destacan el Zigurat de la milenaria ciudad de Ur; el Zigurat que está entre los restos de la 

ciudad de Dur-Karigalzu cerca de la actual ciudad de Bagdad. Esta última construcción era 

confundida por los antiguos viajeros cor la torre de Babel, legendaria edificación descrita 
. . 

en el libro de Génesis del Antiguo Teistamen~o (ver fig. 1.1 ). Los Zigurats no eran las 

únicas estructuras construidas con marnpostería, también se utilizaba este material en los 

palacios y las murallas que eran, igualmente, elementos distintivos de las culturas 

mesopotámicas (Oppenheim, 2003). 

El desarrollo del pensamiento matemático permitió identificar las formas geométricas y 

gracias a la flexibilidad que permite la mampostería en la construcción, se erigieron. 

edificaciones de arquitectura compleja, surgiendo nuevos elementos estructurales como los 

arcos y las bóvedas que son las principales aportaciones de la arquitectura mesopotámica . 

..., 
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Figura 1.1 Representación de la famosa torre de Babel de Abel Grimmer (1570-1619) 

Por supuesto existían diferencias en el tipo de mampostería que se utilizaba y dependían 

principalmente de la disponibilidad del material y la arquitectura representativa de las 

distintas culturas que existían en la antigüedad. Por ejemplo, a diferencia de las sociedades 

mesopotámicas, los egipcios utilizaron las rocas que traían de las montañas que existen a lo 

largo del río Nilo. Las construcciones egipcias se caracterizaban por el empleo de estas 

piedras en grandes sillares pertectamente aparejados para definir sistemas dintelados, o de 

cubierta plana, con columnas altas y robustas, cuyos capiteles estaban inspirados en 

motivos vegetales.; Esta organización arquitectónica, tomando como elemento básico la 

columna, es una de las aportaciones esenciales del arte constructivo egipcio, el cual estaba 

fundado en la beÜeza y ' en la razón matemática de las proporciones cuyo concepto 

fundamental era la monumental grandiosidad que tenía como finalidad trascender las 

dimensiones humanas (Hornung, 2001 ). 

Los griegos comenzaron a construir en el siglo VII a. C. con roca labrada inspirándose en 

las piezas monumentales de Egipto y Mesopotamia; por ello la arquitectura griega, al igual 

que la egipcia, se caracterizó también por ser dintelada de estilo arquitrabado (ver fig. 1.2) 

Este estilo arquitectónico se utilizó principalmente en los templos y palacios. Los 

materiales de constru~ción que empleaban eran básicamente piedra caliza, el mármol y la 
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caliza revestida con mármol. La ekYación de la arquitectura de los templ0s (los soportes y 

cubiertas), se construía siguiendo los denominados órdenes; es decir. una determinada 

combinación de los elementos que sustentan o de los que son sustentados. Estos órdenes de 

proporciones entre la altura y la sección eran tres: dórico, jónico, y corintio, clásicos en la 

arquitectura griega (Amouretti y Ruzé , 1987). 

, , 

/ ~ 
-. 1 1 1 

'" ,1 ~ ,, 

,. 
' r .... 

1 

Figura 1.2 Dintel de roca de poca longitud o arquitrabe con grietas en la zona de 

tensión; el comportamiento de este tipo de estructura es similar a un arco tri

articulado (Gordon, 1978). 

La cultura romana también tuvo aportes importantes a la tecnología de las construcciones 

de marúpostería. La política de expansión que aplicaba el imperio romano a lugares donde 

no se conocía la vida urbana, obligó a la creación de ciudades de nueva planta, lo que 

potenció el desarrollo de una teoría y una práctica urbanística bastante compleja. Las 

necesidades de comunicación, de abastecimiento y de dotación de infraestructuras 

fortalecieron la ingeniería, lo que condujo al uso de materiales no empleados hasta entonces 

(conglomerados de argamasa y piedra). En cada una de sus edificaciones, donde utilizaron 

elymentos pétreos y materiales cementantes, se puede observar el espíritu práctico de este 
¡ 
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pueblo que. sin perder la originalidad artística, impone la combinación del arqu!trabado 

griego con arcos y bóvedas. inherentes del arte arquitectónico romano (Cowan, 1977). Los 

romanos también desarrollaron diferentes sistemas de construcción de muros (ver fig. 1.3) 

los cuales eran económicos y fáciles de levantar. Estos sistemas de muros son presentados 

en el tratado didáctico de Vitrubius (Rowland y Howe, 1999), famoso arquitecto e 

ingeniero romano (s 1 d.C.), donde se describen los materiales empleados, así como el 

proceso constructivo de éstos tipos de muros para uniformizar los modelos arquitectónicos 

de la época. 

( d) Opus reticulatum 

( c) Opus quadratum 

Figura 1.3 Tipos de muros romanos. 

(b) Opus mixtum 

( d) Opus incertum 

1.1.2 Construcciones de mampostería en América precolombina 

Al igual que en Asia, Europa y partes del continente africano, también los pueblos que se 

asentaron en el norte, centro y sur del continente americano construyeron grandes ciudades 

6 



Introducción 

con mampostería de piedra y adobe 1 contribuyendo con nuevos estilos arquitectónicos que 

destacan en sus templos y tumbas. Una muestra de esta última apreciación la ofrecen los 

vestigios arqueológicos de los mayas. Los mayas alcanzaron un grado de desarrollo en sus 

construcciones de mampostería de piedra pocas veces igualado por otra civilización 

americana. La arquitectura de las ciudades ubicadas en la región Puuc, es de una variedad 

extraordinaria. Ciudades como Palenque, Tikal, Copán, Quiriguá, Yaxilán, Uxmal y 

Chichén ltzá se enriquecieron con .espléndidos monumentos: templos escalonados, juegos 

de pelota, palacios, patios con columnas, torres, acueductos, puentes, arcos de triunfo, etc. 

Las estelas conmemorativas talladas en piedra, las cuales estaban decoradas con bellísimos 

relieves, adornaron sus plazas y templos. Pero la gran contribución de la arquitectura maya 

fue la falsa bóveda con la cual cubrieron espacios alargados y estrechos (Trejo, 2000). 

Otra civilización que se desarrolló al sur del continente americano fue la inca. Esta cultura, 

la cual poseía una política expansionista de intervención militar rápida y poderosa en la 

región, se formó a partir de otras culturas prehispánicas más antiguas que se asentaron en el 

Perú (Cabello, 1999). 

Antes de ejecutar cualquier construcción, los incas hacían bocetos, planos, modelos y 

maquetas utilizando sistemas de medidas basados principalmente en la antropometría2. Una 

demostración de este tipo de planeación de sus edificaciones es la gran cantidad de 

maquetas encontradas en casi todos los museos arqueológicos del Perú. 

Las grandes construcciones mcaicas estaban hechas de material lítico de proporciones 

colosales talladas con una excelente técnica de manera que las piedras se podían empatar 

precisamente manteniéndose saludables. La realidad sugiere que los quechuas pudieron 

usar modelos naturales o maquetas hechos con materiales ligeros y quizás la arcilla. Se 

suponía que esos modelos eran reproducidos exactamente; indudablemente, el uso de este 

método ayudó a hacer más fáciles los enormes trabajos. 

1 Bloques de arcilla secados al sol que eran unidos con la mezcla de tierra y paja con agua. 
2 Medidas con relación al cuerpo humano: brazos, codos, pies, pasos, palmos, etc. 
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Otro de los materiales usados en las paredes incas de las construcciones comunes es el 

adobe (ladrillo de barro). Muchos edificios, e incluso las . ciudades enteras en el 

Tawantinsuyo, eran hechos con este material; éste es el caso de Pachacamaq que aún está 

de pie al sur de Lima. Para hacer adobes preferentemente se escogía tierra de buena calidad, 

generalmente arcillosa, que era mezclada con el ichu3 y en ciertos casos con lana de alpaca. 

Todos estos materiales estaban mezclados con agua y puestos en moldes rectangulares para 

ser secados al sol (Mingarro y López de Ascona, 1982). Cabe señalar que la forma clásica 

de la arquitectura inca es de tipo trapezoidal que ofrece estabilidad y sensación de 

equilibrio. Es innegable que la estabilidad fue investigada buscando la manera de cómo 

hacer los edificios eternos e indestructibles a cualquier catástrofe natural; sólo hombres 

parcialmente deslumbrados por ideologías fanáticas pudieron dañarlos 6 destruirlos. 

1.1.3 Edificaciones de la edad media 

La cristianización de Europa, posterior al imperio romano, implicó nuevos tipos de templos 

que pudieran albergar grandes concentraciones de fieles en espacios cubiertos que no 

estuvieran perturbados por elementos de soporte, como ocurría en los templos egipcios y 

griegos. A comienzos del siglo XII el lenguaje arquitectónico románico se sustituyó por el 

gótico (ver fig. 1.4). 

(a) (b) 

Figura 1.4 Ejemplos de Arquitectura (a) románica y (b) gótica. 

3 Planta que crece en la sierra del Perú. 
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Aunque el cambio respondía a la reforma en el seno de la iglesia cristiana. caracterizada por 

el racionalismo de los teólogos tomistas4
, también coincide con una serie de avances 

tecnológicos en las edificaciones de fábrica (Heyman, 1999). Por ejemplo, el proceso de 

construcción de una bóveda hecha de mampostería requería, en primer lugar, la colocación 

de una estructura de madera, a la cual se le denomina cimbra, que sostenía el conjunto hasta 

el cierre de la curva; todos los elementos estaban ligados al secarse el mortero de las juntas. 

La cimbra de las bóvedas de arista convencionales tenía que ser de una sola pieza para cada 

crujía y, por tanto, se requería de un andamiaje muy complicado que la hiciese descansar 

sobre el suelo. Alrededor del año 1100 los constructores de la catedral de Durham, al norte 

de Inglaterra, y puede que simultáneamente los de San Ambrosio en Milán, inventaron un 

nuevo método. En primer lugar se construían los arcos perpiaños5 y los dos arcos cruzados, 

llamados nervios, sobre el cuadrado de la crujía de una bóveda de arista utilizando una 

cimbra ligera que se puede sujetar a los cuatro pilares de la base; después se completaba el 

resto de la bóveda con un material de relleno conocido con el nombre de plementería6
, que 

se puede apoyar sobre cuatro cimbras ligeras e independientes. El resultado es un nuevo 

tipo de bóveda, llamada de crucería o de elementos (ver fig. 1.5), que aporta una serie de 

ventajas evidentes: el conjunto de la bóveda pesa muchos menos, pue~to que los plementos7 

no ejercen casi ninguna función estructural y por tanto pueden ser mucho más ligeros, 

mientras que las auténticas líneas de tensión se reforzaban con los nervios cruceros. Todos 

estos factores permitieron elevar la altura de las naves y ensanchar sus luces estructurales 

(Adam, 1990). 

Otras novedades que ya presentaban algunos edificios góticos son los a~cos y bóvedas 

ojivales. La principal ventaja es de tipo compositivo. Las bóvedas d~ diferentes curvaturas 

pueden cubrir crujías rectangulares e incluso trapezoidales, de modo que las divisiones de 

la nave central pueden corresponderse con las de las naves laterales, y las bóvedas pueden 

4 Pensadores religiosos seguidores de las doctrinas de Santo Tomás de Aquino. 
5 Piedra que dispuesta a tizón atraviesa un muro o pared. 
6 Conjunto de plementos que forman una bóveda de crucería. 
7 Paños de mampostería o sillarejos, aparejados por hiladas, que cierran los compartin1ientos de las bóvedas 
de crucería, cargando sobre los arcos de osatura (nervios). Para los plementos se elegí~, en general, la piedra 
más ligera posible. • 
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seguir utilizándose en el deambulatorio y en el ábside8 sin ninguna interrupción. Además. 

las naves con claristorio9
• el cual es un anillo con ventanas de claraboya, pueden elevarse 

hasta la altura máxima de las bóvedas. Posteriormente estas claraboyas se convirtieron en 

grandes ventanales llamados vidrieras que eran estructuradas mediante tracerías'º y 

compuestas por piezas de vidrio coloreado. El espacio de la iglesia adquiere así una nueva 

luminosidad, que se ha convertido en una de las características intrínsecas de la arquitectura 

gótica. 

(a) (b) 

Figura 1.5 Bóvedas góticas: (a) bóveda de crucería simple y (b) de crucería sexpartita. 

Los maestros constructores con todos estos avances tecnológicos pudieron erigir estructuras 

más esbeltas, más altas y más ligeras. Pero esta. nueva concepción arquitectónica condujo a 

problemas tales como el contener los empujes transversales que ejercen las bóvedas que no 

pueden soportar pilares excesivamente altos. La solución inmediata a este problema fue 

utilizar el sistema de arbotante 11 y estribo 12 
,' equiv~lente a los antiguos contrafuertes 

adosados al muro, los cuales tendrían que haber alcaazado proporciones gigantescas para 

aguantar las cargas laterales. El arbotante es un segmento de arco que transmite en 

diagonal, lejos del pilar de apoyo, las tensiones que ejerce la bóveda, mientras que el 

8 Se llama así a toda cabecera, parte principal de la iglesia donde se encuentra el altar, de una iglesia. 
9 Es un barbarismo de la palabra inglesa c/aristory y se refiere al último piso de las naves góticas ocupado por 
ventanales. En francés se le denomina c/air étage. 
10 Decoración arquitectónica form ada por combinaciones de fi guras geométricas de madera o piedra para 
rellenar los huecos. Si la tracería es calada se llama crestería . 
11 Arco por tranquil o rampante que transmite en estado pasivo el empuje de una bóveda a un estribo exterior 
o a un machón. . 
12 La fábrica machón que contrarresta el empuje de una bóve~a o arco. 
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estribo es un pilar sólido que actúa como un contrafuerte aislado. recibiendo el empuje del 

arbotante y descargándolo definitivamente en el suelo. Todas estas nuevas ideas de 

distribución de elementos estructurales permitieron explotar las propiedades mecánicas de 

la mampostería de piedra conocidas en ese tiempo (Heyman, 1999). 

La edad media fue un periodo histórico para la arquitectura de las estructuras de 

mampostería y coincide con un espectacular auge de la población urbana a causa del 

desarrollo tecnológico y de la concentración de poder en tomo a la nobleza y a la realeza, 

así como por la aparición de nuevas clases sociales agrupadas en tomo a los gremios de 

artesanos y de una incipiente burguesía de nuevos oficios como banqueros y comerciantes. 

En numerosas regiones florecieron las construcciones hechas de ladrillos, como en 

Lombardía, en el norte de Alemania, Holanda, Dinamarca y España, donde numerosos 

alarifes 13 musulmanes permanecieron en el territorio reconquistado por los reinos 

cristianos, dando lugar a la que se conoce como arquitectura mudéjar. Estos constructores 

trasmitieron a la arquitectura cristiana toda la sabiduría árabe en materia de construcción de 

ladrillo, con toda su variedad de arcos y los característicos aparejos empleados para 

componer muros ornament~les (Cowan, 1977). 

1.1.4 Periodo renacentista de las edificaciones de mampostería 

La arquitectura de los siglos XV y XVI es quizás la que reciba de una manera más 

adecuada el calificativo de: renace,ntista. En la arquitectura renacentista se crearon nuevas 

tipologías para servir a las¡ nueva~ funciones, pero volviendo los ojos hacia el pasado. La 

arquitectura se impregnó dd idear humanista, pero el estudio de lo antiguo no supuso una 

mimesis. Los órdenes, los arcos, las bóvedas, las columnas o las pilastras se refieren al 

mundo romano y no configuran propiamente el lenguaje arquitectónico de esta época. Éste 

es el fruto de las exigencias de las nuevas funciones, de una nueva manera de componer las 

unidades arquitectónicas, de crear tipologías y también, como es lógico, de una nueva 

forma de establecer relaciones armónicas entre los elementos constructivos, de concebir el 

espacio y de crear un nuevo concepto de belleza, el de la belleza unitaria de expresión 

13 Perito en algún aspecto de la con~trucción o arquitecto. 
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monumental motivada por los poderes sociales emergentes. Los concejos municipales, la 

iglesia católica. los príncipes y los burgueses convierten las ciudades en instrumento y 

manifestación de su poder y es entonces cuando se remodelan las casas consistoriales, 

cuando se concluyen las catedrales, cuando se amplían las viejas iglesias y conventos, 

cuando los patricios levantan sus palacios, cuando la ciudad toma conciencia de los 

problemas sanitarios y surgen los grandes hospitales. En la edad media, específicamente en 

la arquitectura gótica, la belleza unitaria apenas era considerada; las relaciones aritméticas 

simples se aplicaban a cada elemento arquitectónico y éstos no exigían su presencia en el 

conjunto de la construcción; en el Renacimiento el módulo, concepto extraído del mundo 

clásico, afecta tanto al radio de un arco como a las proporciones generales de un edificio. El 

edificio se entiende como un todo orgánico cuya belleza, basada en la proporción, es 

absoluta porque se destruye si algo de ese todo varía. 

Así, las nuevas expresiones humanísticas influyeron en la arquitectura renacentista, 

pasando éstas a un primer plano. Esto trajo como consecuencia que la mampostería, como 

material de construcción. sufra un rezago después del periodo romano cuando se dejó de 

fabricar ladrillos y de utilizar la tecnología de los morteros de cemento y de concreto 

empleada por los romanos. 

1.1.5 La revolución industrial y estructuras contemporáneas 

A pa~ir de la segunda mitad del siglo XVIII la revolución industrial fomentó el rápido 

crecimiento urbano con características desconocidas hasta ese momento, lo que acrecentó la 
' 

necesidad de superar los límites de los antiguos núcleos urbanísticos construyendo vías de 

comunicación efectivas para resolver el problema de enfrentamiento entre la habitabilidad y 

progreso económico. La estructura política de aquel tiempo mantiene y aumenta el uso los 

edificios representativos de arquitecturas góticas y barrocas. Socialmente la ciudad europea 

decimonónica comienza a reflejar una estrnctura jerarquizada de barrios. Es así que se 

extendió el uso de la mampostería a base de ladrillos de arcilla. 

La revolución industrial, a fines del siglo XIX, generó una pugna entre los métodos de 
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construcción artesanales v los industriales. Ésta fue una época en que imperaron los 

academicismos. con los estilos neoclasicismo. neogótico o historicismo 14
, donde nació una 

perfecta mezcla entre arte y técnica impulsada a través de dos ideólogos mundiales: Viollet

le-Duc, con el racionalismo estructural y John Ruskin con su ética medievalista (Pevsner, 

1972). 

Estas nuevas ideas tuvieron una profunda relación con la nostalgia lo que fomentó el 

mantenimiento y restauración de monumentos históricos. Por esta razón, los gobiernos 

europeos de los últimos dos siglos tuvieron un rol importante en la protección del culto al 

pasado, llevando a cabo diversas acciones de recuperación y conservación de la 

arquitectura de siglos anteriores. 

En aquellos momentos, muchos arquitectos emprendieron tareas de restauración en Italia, 

donde las ruinas eran clásicas y neoclásicas; pero la arquitectura histórica francesa, 

predominantemente gótica, les resultaba un problema abstruso. Como consecuencia de su 

ignorancia, las intervenciones de restauración solían terminar en aparatosos colapsos. A 

mediados del siglo XIX, y particularmente en Francia, la teoría de la restauración tuvo su 

acta oficial de nacimiento gracias al trabajo del arquitecto Eugene-Emmanuel Viollet-le

Duc. 

Aunque muchos de los trabajos de restauración de Viollet-le-Duc se llevaron a cabo en 

famosas edificaciones (ver fig. 1.6), su fama como restaurador lo evidencia en sus dos 

obras clásicas de arquitectura: Dictionnaire raisonné de l'architecture fram;aise du XI au 

XVe siecle 15
, escrita entre los años 1854 y 1868, y Diclionnaire raisonné du mobilier 

fram;ais de l'époque Carolingienne a la Rennaissance 16 cuyo texto fue elaborado entre los 

años 1858 y 1870. En estas obras él reaviva el interés de estudiar rigurosamente la 

arquitectura gótica con el fin de presentar principios teóricos para la arquitectura del siglo 

XIX. También empleó materiales contemporáneos, como el hierro, en las obras civiles que 

le tocó restaurar. En todo su trabajo se refleja la idea de definir la arquitectura como una 

•~ Sinónimo de neomedieval donde el estilo gótico es un prototipo. 
15 Diccionario de la arquitectura francesa desde siglo XI al siglo XV 
16 Diccionario de mobiliario francés desde la época Carolingia a la renacentista 
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respuesta a los problemas establecidos por las necesidades funcionales . Las conclusiones de 

Viollet-le-Duc esclarecieron la importancia de utilizar la mampostería de piedra en 

estructuras góticas, pues las formas de los elementos estructurales de estas edificaciones 

son las más idóneas para aprovechar las propiedades mecánicas de este material. 

(a) Reconstrucción de la torre de San Martín 

(e) Reconstrucción de la defensa de la torre 

de San Nazario 

(b) Puerta de Narbonnaise. 

(d) Perspectiva de las hiladas de fábrica en 

el arranque de una bóveda gótica. 

Figura 1.6 Trabajos de reconstrucción de Eugene Viollet-le-Duc(l 814-1879) 

El siglo XIX no sólo representó una nueva época para la ingeniería, en donde se definieron 

los criterios estructurales de los edificios antiguos como los góticos: también, a finales de 
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este siglo. se construyeron ~dificios modernos de altura considerable empleando técnicas de 

análisis y criterios de diseño innovadores. este siglo fue testigo del triunfo de la estructuras 

de mampostería (Sinha, 2002). El edificio Monadnock de 16 pisos construido en Chicago 

(1889-1891) es un ejemplo de una estructura de mampostería concebida en aquella época 

con esta nueva ingeniería (Gallegos, 1989). 

En los años 20 del siglo pasado, se comenzaron a diseñar los edificios de mampostería con 

regulaciones racionales introduciendo técnicas de análisis para predecir cargas de colapso 

en los miembros estructurales, y en los años 50 se inició el empleo factores de seguridad 

propios de los métodos que toman en cuenta la resistencia del material cuando se utilizan 

modelos de edificaciones con cargas de servicio (Drysdale et al., 1994 ). 

Actualmente la mampostería cumple un rol importante en la satisfacción de la necesidad de 

vivienda a nivel mundial. El empleo racional de normas y regulaciones de diseño se ha 

convertido en un paradigma de la necesidad de ofrecer construcciones seguras sin perder la 

competitividad en cuanto al costo, comparado con edificaciones erigidas con materiales 

como el concreto armado o el acero; pero la comprensión del comportamiento de las 

propiedades mecánicas de la fábrica aún guarda ciertos rezagos. Las facilidades que ofrece 

del mundo moderno en cuanto a instrumentos de análisis. de disefío y de construcción, hace 

necesario aprovechar la oportunidad de explotar aún más las propiedades de este material; 

por ello es fundamental asistir al diseñador con herramientas de análisis confiables, que 

tomen en cuenta el compo11amiento mecánico no-lineal de la mampostería. 

1.2. Modelado numérico de las estructuras de mampostería 

Muchas de las estructuras antiguas que aún perduran fueron construidas con el hasta ahora 

conocido método de ensayo y error 17
. Las reglas y recetas de construcción así aprendidas 

por los maestros fueron pasadas de generación en generación, mejorándolas cada vez más 

sin recurrir a herramientas de cómputo, manuales y normas como las que hoy en día gozan 

los ingenieros estructuristas. Pero, a pesar de este gran avance tecnológico en la ingeniería 

17 También conocido como prueba de error. 
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de estructuras. aún existe un claro preJmc10 con respecto al comportamiento de la 

mampostería como material. cuyo comportamiento mecánico se le suele castigar 

definiéndolo como totalmente frágil a tensión. Actualmente, gracias a ensayos 

experimentales, se ha demostrado que tal fragilidad no existe y la realidad muestra que este 

prejuicio principalmente se debe a la falta de conocimiento y confianza en utilizar métodos 

avanzados de análisis no-lineal de estructuras. Es por ello que estos analistas limitan el 

c.omportamiento mecánico total de la mampostería a uno enteramente elástico con pérdida 

súbita de resistencia en vez de considerar que existe el ablandamiento del material, o 

degradación de las propiedades mecánicas. Este fenómeno es una característica importante 

en materiales como la mampostería y debe ser tomado en cuenta en la solución numérica de 

las estructuras con signos de deterioro establecido por el agrietamiento en el material. 

En la actualidad existen muchas herramientas numéricas con las que se pueden modelar las 

estructuras de mampostería. Una de ellas, conocida y reconocida por muchos ingenieros, es 

el método de los elementos finitos; herramienta que ha extendido su uso de manera 

impresionante gracias a la tecnología de los computadores y es cada vez más accesible a los 

diseñadores de estructuras. Dentro de este tipo de tecnología, se ha ido incorporando 

nuevos procedimientos para la solución de sistemas de ecuaciones no-lineales, facilitando 

la tarea de los investigadores que deseen ampliar el intervalo de comportamiento del 

material más allá del elástico. 

Dentro del marco del método de los elementos finitos se han establecido ap'.roximaciones 
; ' 

para representar la mecánica no-lineal del material, dependiendo del nivel de petalle gue se 

requiere en el anáiisis. Entre ellos se menciona el micro-modelado, donde se discrimina el 

comportamiento de las unidades sólidas, el mortero de liga y la interfase entre estos 

materiales. Este tipo de modelado, al igual que simplificaciones de éste, sólo permite 

caracterizar el compo11amiento de estructuras de mampostería de pequeña magnitud. Otra 

opción, muy atractiva desde el punto de vista ingenieril, es la macro-modelación, en la cual 

se permite una representación simplificada del comportamiento no-lineal de este material, 

llevando a que los modelos estructurales sean más manejables desde el punto de vista de 

cómputo y de procesamiento de resultados. Esta última opción de modelado p_resenta un 
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futuro promisorio. dentro de la tecnología asequible a los diseñadores actuales. Se debe 

resaltar que también es de amplia aplicación en estudios de estructuras complejas las cuales 

no han seguido regulaciones de diseño, como por ejemplo las estructuras históricas, y que 

al ser aplicada con conocimiento constituye una herramienta poderosa de análisis como 

parte del diseño del proceso de restauración de estas edificaciones. 

1.3. Objetivos y meta del trabajo 

La parte principal de esta tesis se desarrolló dentro de un ámbito estrictamente analítico

numérico, es decir, la modelación aproximada del comportamiento mecánico en el intervalo 

no-lineal de la mampostería. En este trabajo se ha empleado la teoría de la plasticidad para 

definir el comportamiento inelástico del material, producto del daño acumulado en éste y, 

en base a esta teoría, se propone una relación constitutiva para elementos estructurales de 

mampostería que pueden ser modelados como planos. Los análisis realizados en este 

trabajo se han hecho empleando cargas estáticas de corta duración que se aplican en 

incrementos de manera monótona. 

En esta tesis se tratarán in extenso algunos temas relacionados al aspecto numérico de 

solución de sistemas no-lineales, los cuales son importantes cuando se reproduce la 

evolución del daño en el material. Así, para este trábajo se plantearon los siguientes 

objetivos: 

' ' 

• desarrollar un sistema de elementos finitos e implantar; técnicas avanzadas para la 

solución de sistemas estructurales con modelos ~e comportamiento que simulen el 

comportamiento no-lineal de la mampostería; 

• construir una relación constitutiva basada en la teoría de la plasticidad que capture 

el comportamiento no-lineal de la mampostería en dos direcciones ortogonales; 

• verificar el modelo de plasticidad propuesto con modelos experimentales para 

establecer las condiciones apropiadas de uso de éste con los procedimientos de 

solución de sistemas no-lineales; 

• demostrar la aplicabilidad del modelo de plasticida:d propuesto en problemas de la 
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ingeniería práctica. 

La meta de este trabajo es el desarrollo de una herramienta computacional bajo un sistema 

robusto para el análisis no-lineal de estructuras de mampostería que también puede ser 

aplicado a estructuras de concreto simple o reforzado. 

El modelo de plasticidad que se propone en este trabajo representa un esfuerzo para 

capturar el comportamiento ortotrópico de este material. Por las características del modelo, 

también puede ser aplicado a estructuras de concreto, a problemas de la mecánica de rocas 

o en cualquier tipo de material donde se considere que el daño por agrietamiento es 

anisótropo. 

A lo largo de este trabajo de investigación, se desarrolló un sistema de análisis usando el 

método de elementos finitos no-lineales idóneo para la investigación de nuevos modelos 

constitutivos en la mecánica numérica. Esto parecería un aporte importante dentro del área 

de la mecánica computacional. 

El desarrollo de este trabajo se llevó a cabo en cmco capítulos. En el capítulo dos se 

explican los tipos de modelado que se pueden aplicar a las estructuras de mampostería y 

ofrece una breve descripción de las propiedades no-lineales de este material el cual exhibe 

el fenómeno de ablandamiento de sus propiedades mecánicas con la deformación. Además, 

se discute qué tipos de parámetros n~-lineal,es son requeridos para el modelado del daño en 

la fábrica. 

Ya que indefectiblemente es necesario presentar los métodos numéricos relacionados a la 

solución de modelos estructurales con no-linealidades físicas, en el capítulo tres se 

describen los principales procedimientos para resolver de sistemas ecuaciones no-lineales 

los cuales han sido implantados en el programa NLFEM desarrollado por el autor de esta 

tesis. Además, se hace un sucinto bosquejo del procedimiento de integración de las 

ecuaciones de flujo que gobiernan un modelo constitutivo obtenido a partir de la teoría de 

la plasticidad. 
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En el capítulo cuatro se desarrolla el modelo constitutivo planteado a partir de Ja teoría de 

la plasticidad. También se presentan en este capítulo algunos ejemplos de validación, con la 

finalidad de observar el desempeño del criterio de fluencia propuesto en problemas 

prácticos de análisis con este tipo de material. 

En el capítulo cinco se aplica el modelo propuesto en este trabajo a algunos ejemplos de 

carácter ingenieril. El primer ejemplo es un arco de mampostería sometido a 

desplazamientos horizontales en sus apoyos. En el segundo problema, se estudia una 

estructura histórica comparando los resultados experimentales con los resultados obtenidos 

del análisis numérico. Finalmente, en el tercer y cuarto ejemplos se presentan las 

comparaciones de este modelo de comportamiento con otros modelos constitutivos. Los 

modelos de análisis son: un marco de concreto reforzado rellenos con muro de mampostería 

y un marco de concreto reforzado relleno con un muro de mampostería con una ventana. 

Al final de este trabajo de tesis se presentan el sumario y las conclusiones que se obtienen 

de esta tesis. 
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CAPITULO 2 

Comportamiento mecánico de la mampostería 

En el análisis numérico es primordial reconocer la importancia de las características del 

material y su influencia en la respuesta estructural. Las características del material se 

definen con parámetros obtenidos en ensayos de laboratorio y la cantidad de éstos depende 

del tipo de modelado que se esté considerando. Por ejemplo, en micro-modelos. es 

necesario tener en cuenta datos para el mortero, Ja pieza sólida y la interfase entre la pieza y 

el aglomerante. 

En este capítulo se tratarán algunos aspectos importantes de las propiedades de los 

materiales constituyentes de la mampostería y también las características mecánicas de ésta 
' < 

como materiai compúesto. Dado que esta tesis se enmarca dentro del análisis numérico. no 

se cree necesario ser ~xhaustivo en la descripción de las propiedades de la mampostería: sin 

embargo se hará mención de las características deseables de los materiales constituyentes 

en mampostería regular ordenada cíclicamente tomando como referencia a las Normas 

Técnicas Complementarias para el Diseño y Construcción de Estructuras de Mampostería 

del Distrito Federal (NTCM, 2004) y al Eurocode 6 (CEN, 1996) relativo a las 

construcciones con mampostería. 



Comportamiento mecánico de la mampostería 

2.1. Modelado de la mampostería 

La mampostería no es un material isotrópico, pues exhibe propiedades distintas según las 

direcciones que se esté considerando. Esta anisotropía se debe básicamente a que las juntas 

de mortero forman planos de debilidad por la baja resistencia a la tensión de éstas 

(Dhanasekar et al., 1985). Para simular el comportamiento de la mampostería en el 

intervalo inelástico, es necesario distinguir el grado de precisión de los resultados que se 

desean y que el modelo numérico sea lo más aproximado a la concepción física del 

problema. 

2.1.1. Aproximación al comportamiento mecánico con elementos finitos 

El método de los elementos finitos (MEF) es uno de los procedimientos de solución que ha 

logrado un lugar importante en la comunidad científica vinculada con la mecánica 

numérica. Este método ha acelerado su evolución gracias al avance de la tecnología de los 

computadores. Su estrecha relación con la ingeniería estructural, ha facilitado el estudio de 

muchos sistemas estructurales complejos y actualmente se emplea con éxito en la 

evaluación de edificaciones que presentan daño. 

El modelado numérico del comportamiento no-lineal de las estructuras de mampostería con 

elementos finitos es un proceso complejo que debe ser realizado, dependiendo del grado de 

precisión y recursos duros del computador, contemplando las siguientes estrategias de 

análisis (Louren~o , 1996a): 

• Micro-modelado; en el cual las unidades sólidas y las juntas se definen con 

elementos continuos, y en las fronteras entre el mortero y las unidades sólidas se 

utilizan modelos de elementos finitos de interfase, conocidos también como 

discontinuos; 

• Micro-modelado simplificado; en este caso las unidades sólidas se especifican con 

modelos continuos mientras que las juntas y la frontera entre el mortero y las 

unidades sólidas se concentran en elementos de interfase; 
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• Macro modelos: donde las unidades sólidas. las jumas de mortero y las interfases 

entre éstas últimas y las unidades sólidas se distribuyen como un solo material con 

propiedades homogeneizadas. 

La fig. 2.1 bosqueja la idea de estos tres métodos de modelado. 

Unidad sólida 

Junta 
horizonta 

.. ~ 
! . 

-- ---

Unidad -

' 

Junta vertical Unidad_ 
. 

' 

![ 
f--

-

(a) 

- Junta 
# 

-- ------- . 1:-·· -

. 
: ' 

1 

. f' 

(b) 

Mortero 

~ 

I[ 
Interfase 
unidad/mortero 

~_ompuesto 

------- - - - -----

(c) (d) 

Figura 2.1 Estrategias de modelado de estructuras de mampostería: (a) Muestra de 

mampostería; (b) Micro-modelado detallado; ( c) Micro-modelado 

simplificado; (d) Macro-modelado (Lourern;:o. l 996a). 

Para el modelado de las estructuras de mampostería, utilizando Ja primera aproximación, se 

emplean parámetros elásticos en los elementos sólidos y en las juntas, y alternativamente 

inelásticos; en las interfases se ~!! i !izan comúnmente elementos especiales con la finalidad 

de representar el deslizamiento y separación entre las superficies que delimitan el mortero y 

las piezas de ladrillo . Este tipo de modelado es muy costoso y es recomendable sólo en 

estudios detallados del comportamiento inelástico combinado de los materiales 

constituyentes de la mampostería. Este costo está directamente relacionado a la 

administración eficientemente de la gran cantidad de información que se genera durante el 

proceso de análisis, que demanda una excelente sincronización entre la memoria física y las 

unidades de almacenamiento. 
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la segunda aproximación representa una alternativa menos costosa que la descrita en el 

párrafo anterior. la idea es simplificar el modelo numérico concentrando el 

comportamiento de la junta con mortero y el de los planos de contacto de ésta con las 

piezas sólidas en un solo elemento de interfase. En este caso los elementos sólidos se 

expanden procurando no alterar la geometría del modelo numérico. Esta simplificación trae 

consigo algunos efectos de pérdida de precisión que se deben principalmente al hecho de 

anular el efecto de Poisson en el mortero que rellena las juntas de la mampostería. 

Por último, el empleo de los macro-modelos simplifica el comportamiento de cada 

elemento constituyente al homogenizar las propiedades mecánicas como si se tratase de un 

solo material. Esta propuesta tiene un sentido más práctico para los ingenieros; además, 

tiene la ventaja de utilizar menos recursos que los dos tipos de modelados anteriores desde 

el punto de vista de cómputo. 

2.1.2. Técnicas de homogenización aplicadas a la mampostería 

Como se discutió anteriormente, el modelado detallado, o micro-modelado, de elementos 

estructurales hechos de mampostería, discrimina cada fase del material. Esta prolijidad en 

la modelación conduce a una cantidad considerable de información en los modelos 

numéricos, inclusiw en aquellos cuyas geometrías sean relativamente sencillas y, por ende. 

también se incrementa inevitablemente el esfuerzo de cómputo, especialmente si el análisis 

es no-lineal. Para sobrellevar esta dificultad computacional, algunos investigadores han 

propuesto diversas simplificaciones para aproximar el comportamiento anisótropo del 

material u üllO con relaciones constitutivas equivalentes; es decir. homogeneizando las 

propiedades mecánicas de cada fase del material que compone la mampostería. 

La teoría de homogeneización proporciona las hipótesis para definir los procedimientos que 

permiten sustituir un material fuertemente heterogéneo por un material homogéneo el cual 

se desea equivalente al precedente dentro del dominio usual de cargas en el continuo 

(Zalamea et al. , 2002). Un material fuertemente heterogéneo contiene, en una muestra de. 

tamaño manipulable, un número considerable de heterogeneidades (granos de tamaños 
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diferentes. cristales. fibras agujeros grietas. etc.) embebidos dentro de una matriz de 

propiedades diterentes. 

Los medios heterogéneos pueden ser estudiados desde dos puntos de vista. El primer punto 

de vista, denominado global, considera que las heterogeneidades se pueden despreciar 

cuando éstas son pequeñas en el medio material; esto define al compuesto como 

homogéneo y utiliza las mismas propiedades mecánicas referidas a los ejes materiales X¡, 

como se aprecia en la fig. 2.2. El segundo punto de vista, denominado local o microscópico, 

toma en cuenta una porción representativa del medio heterogéneo, que se representa con la 

escala local Y; (ver fig. 2.2), y analiza la estructura interna del compuesto formado por las 

distintas fases de éste (Sánchez-Palencia, 1987; Zalamea et al. , 2002). 

-- ---- ..... 
X1 

Medio heterogéneo Medio homogéneo 

--- ... Y1 
Volumen representativo 

; ! 

Figura 2.2 Teoría de homogeneización, utilización de dos escalas (Zalamea et al. : 2002).' 

En los últimos años las técnicas de homogeneización han logrado un lugar impmtante en la 

comunidad de investigadores de la ingeniería estructural quienes han aplicado 

rigurosamente las teorías matemáticas de homogenización en materiales heterogéneos 

(Anthoine, 1995, 1997); pero, la extensión al comportamiento inelástico del material 

todavía mantienen serios problemas conceptuales difíciles de resolver (Pietruszczak y 

Ushaksaraei, 2003). No obstante, existen propuestas interesantes que se desarrollan dentro 

del contexto del análisis no-lineal utilizando la teoría de homogeneización con el métoµo de 
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los elementos finitos. Se menc1onan los de Lourenyo( l 996a) y Zalamea et al. (1002) 

quienes realizan experimentos numéricos en muros de mampostería no confinada. También 

Luciano y Sacco ( 1997) han utilizado modelos homogeneizados para la evaluación de 

estructuras históricas implantando un modelo de daño en la formulación de elementos 

finitos. 

2.1.3 Modelado de sistemas discontinuos-método de los elementos distintos 

La formulación y desarrollo del método de los elementos distintos han progresado dentro 

de un periodo de 25 años desde que fue presentado por primera vez por Cundall (1971). En 

este método los modelos numéricos deben representar el comportamiento de las 

discontinuidades identificando las zonas de contacto entre los distintos bloques de material 

sólido, el cual puede ser rígido o deformable. La simulación del comportamiento de los 

sistemas discontinuos, utilizando modelos numéricos bi- y tri-dimensionales, se basa en la 

aplicación de relaciones entre las fuerzas y desplazamientos entre las superficies de 

contacto y la aplicación de la segunda ley de Newt on en los bloques sólidos. 

Desde el inicio de su formulación, el método de los elementos distintos fue utilizado para 

analizar macizos rocosos fracturados y. posteriormente, se ha extendido a: estudios de 

mecanismos granulares microscópicos (Cundall y Strack, 1983), desarrollo de grietas en 

medios rocosos (Plesha y Aifantis, 1983) y concreto reforzado (Lorig y Cundall, 1987). 

Con éste método también se han llevado a cabo estudios en edificios históricos de 

mampostería utilizando conjuntamente procedimientos de rnedició~ avanµdos para la 

identificación de patologías en los elementos estructurales d~ mampostería (Acary et al, 

1999), en el estudio de la respuesta dinámica de estructuras ' monurhentales sometidas a 

eventos sísmicos (Pegon y Pinto, 1996) y también en estructuras en arco (Bicanic et al., 

2002). 

2.2. Ablandamiento en materiales cuasi-frágiles: mampostería 

El proceso de pérdida gradual de las propiedades mecánicas · del material debido a la 

aparición de imperfecciones se le denomina ablandamiento (Bazant y Planas, 1998). Este 
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comportamiento es una característica notable en materiales cuasi-frágiles como la 

mampostería. concreto. cerámicas. rocas. etc , donde existen diversas fases de materiales. 

imperfecciones. vacíos y grietas. Por ejemplo, el mortero que une las piezas sólidas en la 

mampostería contiene micro-grietas debido a los vacíos que se incorporan durante el 

mezclado del cementante y arena con agua, incluyendo también el proceso de hidratación y 

la contracci~n por el fraguado. En el caso de las piezas de ladrillo, los defectos se producen 

también durante el proceso de mezclado, el moldeo de las unidades y su posterior secado en 

los hornos. 

Este fenómeno se produce en un punto material cuando al ir incrementando las 

deformaciones, la resistencia del material comienza a decaer mientras que en la vecindad 

del punto se produce la descarga elástica (Planas y Bazant, 1998). Este proceso es 

compatible con el equilibrio en el continuo. 

a a a 

a, 

a a -- - - - -

t 
E E 

1 
... 

Figura 2.:S Proceso de ablandamiento eP, una barra con una imperfección en el centro. 
; ~ 

En la fig. 2.3 se presentan tres gráficas de esfuerzo deformación, dos elásticos que 

representan la descarga del material y uno inelástico que refleja la pérdida de rigidez en la 

zona oscura de la barra. Se aprecia que en el equilibrio los valores de deformaciones son 

distintos en cada zona. El área del diagrama de esfuerzo-deformación (diagrama central de 

la fig. 2.3) describe la cantidad de energía necesaria para que se desarrolle una grieta de 

área unitaria. Esta energía, denominada energía de fractura, se supone que es una propiedad 

del material. Este parámetro permite introducir el comportamiento de ablandamiento 
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relacionado a los modos de fractura (ver fig. 2.4) dentro de las relaciones constitutivas que 

modelan el daño en materiales cuasi-frágiles. 

(a) (b) (e) 

Figura 2.4 Modos básicos de falla por agrietamiento: (a) apertura, (b) c~rtante en el 

plano y (c) cortante fuera del plano 

En el caso de la mampostería, se presentan los dos primeros modos de falla. El primer 

modo se manifiesta en las juntas, el mortero comienza a deteriorarse debido a los esfuerzos 

de tensión en éste. El modo 11 se manifiesta cuando la interfase entre el mortero y la pieza 

sólida se desliza por efectos de esfuerzos cortantes. En macro modelos este modo de falla 

no se incluye, ya que se asume que este comportamiento ya está involucrado al 

homogenizar las propiedades del material. Por ello, en este trabajo sólo se incluye el modo 
' 

de falla l. 

2.3. Propiedades de los elementos constituyentes 

Cualesquiera que sean los modelos utilizados, micro- o macro-modelos, modelos 

homogeneizados, modelos discontinuos, etc, es necesario definir las propiedades del 

material que se esté considerando en la simulación numérica de la respuesta estructural. 

Existen muchos factores que influyen en la respuesta mecánica de la mampostería. Entre 

los principales se pueden mencionar las propiedades mecánicas de las unidades sólidas y 
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las del mortero: también influyen las dimensiones y el arreglo de las unidades sólidas. el 

espesor de las juntas de mortero. la calidad de la mano de obra, etc. Estos factores en 

conjunto revelan el comportamiento inelástico del material. Para poder simular éste en un 

análisis no-lineal con elementos finitos es imprescindible establecer qué relación guardan 

las deformaciones con los esfuerzos. Actualmente se puede encontrar muchas relaciones 

constitutivas donde, en muchos casos, el número de parámetros aumenta al ser éstas más 

complejas. Así, el problema principal es obtener los parámetros del modelo constitutivo 

escogido que será implantado en un sistema de análisis numérico diseñado en 

contraposición a las reglas tradicionales de cálculo. Esto tiene la finalidad de simular 

aproximadamente el comportamiento de las estructuras de configuración compleja 

construidas con mampostería. Todavía persiste el problema de identificar los parámetros 

inherentes a los modelos numéricos y esto se debe, entre otras cosas, a la escasa 

comunicación que existe entre los investigadores que estudian este material, lo que ha 

llevado a no fijar estándares definitivos para ensayar elementos estructurales de 

mampostería. Por ejemplo, para fines de diseño, en muchos países es suficiente someter los 

especímenes de mampostería a ensayos de compresión y de tracción diagonal hasta 

alcanzar el máximo valor de la resistencia ante estas trayectorias de carga; en otros se 

reconoce la importancia de seguir obteniendo valores de la resistencia de este material, o de 

sus elementos constituyentes. cuando éste ha comenzado a ablandarse. 

2.3.1. Unidades sólidas y mortero: propiedades mecánicas 

En las : construcciones de mampostería se distinguen dos categorías: estructuras con 

mampostería reforzada y estructuras con mampostería sin refuerzo. Dentro de cada una de 

éstas también existen diferencias establecidas por las características de las unidades sólidas, 

el tipo de material que se utiliza como aglomerante y la disposición del refuerzo en los 

elementos estructurales. Por lo anterior es dificil pensar en una descripción completa del 

comportamiento mecánico de la mampostería. Así, en esta parte del capítulo se describen 

las características más generales que se presentan en los materiales constituyentes y 

también· las propias de la mampostería como material compuesto. 
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2.3.1.1. Unidades sólidas naturales 

Por su ongen, la mampostería puede ser de piedra natural o de unidades artificiales 

prismáticas. En México se discriminan los tipos de mampostería hechas de piedras 

naturales según el modo en que hayan sido labradas las unidades sólidas (NTCM-2004). 

Para la mampostería de primera se utilizan piezas labradas de tal manera que sean 

paralelepípedos regulares, con las caras externas aproximadamente rectangulares. En la 

mampostería de segunda las piedras están labradas de forma de paralelepípedos con 

dimensiones variables y, por último, la mampostería de tercera en donde se utilizan 

unidades sólidas completamente irregulares (V asconcelos y Sánchez, 1999). Las piedras 

utilizadas generalmente son de propiedades heterogéneas. Lógicamente esta heterogeneidad 

depende de la orogénesis de los macizos rocosos de donde provienen. De preferencia las 

rocas ígneas y metamórficas se utilizan mucho en la construcción debido a que poseen 

mayor solidez. 

2.3.1.2. Unidades sólidas artificiales 

Las unidades de piedras artificiales, macizas o perforadas. generalmente son elaboradas de 

arcilla cocidas a altas temperaturas, o de concreto que fraguan en moldes. Estas unidades 

pueden ser macizas o no. Las unidades sólidas regularmente se adaptan a una terminología 

de acuerdo con las características de las piezas. Las piezas huecas y perforadas cuentan con 

una amplia variedad de dimensiones y, en el caso de estas últimas, los orificios son de 

formas geométricas regulares (ver fig. 2.5). El uso de las distintas clases de piezas depende 

de las consideraciones arquitectónicas. térmicas, acústicas o por las condiciones de carga a 

las que se someten las estructuras. A manera de ejemplo, en el capítulo cinco de las Normas 

Técnicas Complementarias para Diseño por Sismo para el Distrito Federal, México (NTCS, 

2004) permite considerar que la contribución a la rigidez lateral de los muros de 

mampostería ligados a la estructura de un edificio, pero las piezas de estos muros deben ser 

macizas. En la actualidad, la industria del ladrillo ha mejorado la calidad de manufactura de 

las piezas de ladrillo con mejores maquinarias para la mezcla de los materiales, con hornos 

de altas temperaturas para la cocción uniforme y controlada de las piezas y máquinas que 
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perforan las unidades sólidas para producir piezas ligeras y resistentes. Debido a estos 

nuevos formatos de las unidades sólidas introducidos en el mercado es recomendable seguir 

criterios para establecer si la pieza es maciza o no con el fin de evitar la falla frágil del 

elemento1
• 

(a) Pieza hueca 

(b) Pieza sólida 

000000 

ººººººº DOOOOO 

DDDDDD 
DDDDDD 
DDDDDD 

(c) Ejemplos de piezas perforadas 

Figura 2.5 Forma y terminología de algunas piezas de ladrillo 

La resistencia a la compresión de la mampostería está ligada a la resistencia que tiene la 

pieza a esfuerzos de compresión y, al mismo tiempo, es un indicativo de la calidad de la 

fábrica. Sin embargo existen algunas observaciones con relación a la capacidad que tiene 

un espécimen según el tamaño y forma de éste y a las condiciones de frontera que someten 

al espécimen al momento de obtener de manera cuantitativa las resistencias (Bazant y 

1 Las NTCM(2004) del Distrito Federal considera la pieza perforada como maciza si el área neta es un 75% 
del área bruta de la sección transversal más desfavorable y las paredes exteriores no tiene espesores menores 
que 20 mm. 
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Planas. 1998) . . -\unque las pruebas estándares de compresión. donde se utilizan placas 

rígidas de acero. son relativamente sencillas de ejecutar, éstas conducen a resistencias de 

compresión artificiales debido a que no se considera el efecto de restricción en los extremos 

de los especimenes (Louren<yo, 1996a). Cuando se utilizan unidades de tamaño distinto es 

necesario minimizar este efecto para obtener las resistencias de compresión de las piezas. 

Esto último se consigue al multiplicar la resistencia normalizada promedio de referencia 

obtenidos de especímenes con dimensiones estándares por factores de escala/forma que son 

relativos a las dimensiones reales de las unidades que se utilizarán en la construcción de los 

elementos de mampostería (Eurocode 6-CEN, 1996; Tomazevic, 1999). La disponibilidad 

de datos de ensayos de laboratorio y/o procedimientos de evaluación para obtener la 

energía de fractura en compresión es escasa y no se ha encontrado en las referencias 

relacionadas al tema. 

La resistencia a tensión del ladrillo no ha sido una variable de mucho interés en los 

reglamentos y generalmente ésta se desprecia. En este caso las NTCM (2004) no presenta 

ningún criterio para obtener la resistencia a tensión de las unidades sólidas y tampoco se 

han encontrado recomendaciones para calcular los valores de energías de fractura a la 

tensión. Sin embargo, existe información relevante expuesta por Van Der Pluijm (1992), 

quien presenta Yalores de la energía de fractura de tensión en la dirección longitudinal de . 

especímenes de arcilla cocida y unidades sílico-calcáreo que varían de 0.06-013 N- • 

mm/mm2
. Cabe señalar que el comportamiento bi-axial de las unidades sólidas no ha sido . 

de mucho .interés; por ello, la disponibilidad de datos de ensayos de laboratorio es ' 

prácticamente nula. 

2.4. Propiedades de la superficie de contacto entre mortero y piezas 

En el micro-modelado de elementos estructurales de mampostería es importante definir las 

características del comportamiento de las interfases entre el mortero y los elementos sólidos 

los cuales son los eslabones más débiles del compuesto y que directamente está ligado al 

comportamiento no-lineal de la mampostería. La simulación del modo de fractura 1, 

requiere conocer de antemano la resistencia a tensión del enlace entre el mortero y la pieza 
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y la energía de fractura que se desarrolla al producirse una grieta de área unitaria. 

Actualmente existe un número limitado de ensayos de laboratorio para estudiar las 

propiedades mecánicas en las fases mortero-pieza. Van Der Pluijm (1992) presenta 

resultados de ensayos de deformación controlada que describen el comportamiento de 

ablandamiento en la frontera entre el mortero y la pieza sólida en el modo de fractura l. Las 

observaciones hechas por Van Der Pluijm revelan también que el área de contacto entre 

pieza y mortero es menor que la superficie bruta del ladrillo como se aprecia en la fig. 2.6. 

Estos efectos producen la dispersión de valores de la resistencia a la tensión en la interfase, 

como se observa en la fig. 2.7. 

Figura 2.6 Superficies de enlace por efectos de tensión (Van Der Pluijm, 1992; 

Lourern;o, 1996). 

0.40 ----.---....------.----.----...-----. 

0.30 

cr(N/mm2
) 0.20 

0.10 

0.00 0.05 0.10 0.15 

Desplazamiento en la grieta (mm) 

Figura 2.7 Comp011amiento a tensión: diagramas de esfuerzo-desplazamientos en la 

grieta (Van Der Pluijm, 1992). 
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Es lógico suponer que estos datos dependen de la forma de las unidades sólidas y de las 

características del mortero que se utiliza y por ello no se puede hacer una recomendación 

para obtener los valores de resistencia y energía de fractura a partir de las propiedades de 

los materiales constituyentes. 

A pesar éstas observaciones, muchos investigadores y diseñadores consideran, desde un 

punto de vista práctico, relevante la resistencia a la compresión y, además, que no existe 

desliz.amiento relativo entre los elementos sólidos (Heyman, 1999). Algunas normas de 

diseño, como las NTCM (2004 ), también suponen que la mampostería no posee resistencia 

a la tensión en dirección perpendicular a las juntas, entendiéndose que el comportamiento 

en las interfases es frágil. 

En el modo de fractura 11, la resistencia al corte en la interfase, el ángulo de fricción y el 

ángulo de dilatancia son parámetros necesarios y sus valores están afectados por los 

mismos factores que los correspondientes al efecto de tensión (Louren90, 1996a). Van Der 

Pluijm ( 1992) también presenta resultados experimentales donde se puede observar el 

comportamiento típico al corte de la juntas de mortero entre piezas de arcilla con distintos 

niveles de esfuerzos normales (ver fig 2.8). 

1.5 

1.0 
1'N/mm21 

0.5 

O.O 

Desplazamiento en corte(rnm) 
(a) (b) 

Figura 2.8 Comportamiento típico de las juntas para piezas de arcilla en cortante 

(Pluijm, 1992): (a) Diagrama de esfuerzo-desplazamiento, (b) esquema del 

ensayo de corte en unidades sólidas de arcilla. 
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2.5. Material compuesto, propiedades mecánicas 

En esta parte de la tesis se considera el comportamiento uni-axial y bi-axial del material 

compuesto. Este tipo de comportamiento es relevante en el macro-modelado de elementos 

de mampostería. 

2.5.1. Comportamiento de la mampostería a compresión 

La resistencia a la compresión de la mampostería se le considera como la propiedad 

estructural de mayor importancia, pues ésta es un índice de la calidad de este material. Por 

esta razón la mayoría de códigos de diseño consideran necesario establecer pautas para 

obtener dicha resistencia. Por ejemplo, se puede obtener la resistencia a compresión: con 

ensayes con las mismas piezas y morteros que serán utilizados en la construcción de los 

elementos estructurales, considerando las resistencias de diseño de las piezas y morteros, o 

el empleo de valores indicativos propuestos generalmente en tablas cuando no se han 

realizado ensayes de compresión en muretes de mampostería (NTCM, 2004 ). La prueba 

estándar para obtener la resistencia a compresión se basa en el ensayo de un prisma de 

mampostería donde las pieza;; están unidas con mortero y éstas se colocan una encima de la 

otra (ver fig. 2.9). Las dimensiones de cada espécimen de prueba varían según el tipo de 

piezas que se esté utilizando. 

carga 

pieza 

mortero altura 

Figura 2.9 Pila de prueba eq compresión (NTCM, 2004). 
¡ 
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En la fig . :2.1 O St! pueden apreciar las curvas típicas de la relación esfuerzo-deformación 

obtenidas de ensayes a compresión en especimenes de mampostería. 

cr (MPa) 

3 -~---
ººº 2---D º;:::==::;¡::::::::¡ 

H---+-~ --+-----+-~ 

o 2 3 4 5 6 7 

Figura 2.1 O Curvas experimentales típicas de la relación esfuerzo-deformación de 

mampostería a compresión.(Tomazevic, 1999) 

Para o~tener lá resistencia a compresión en elementos de mampostería las NTCM (2004) 

especifican que se deben ensayar nueve pilas como mínimo. Para S(llvar los problemas de 

efecto de escala y esbeltez, es necesario corregir el promedio de las resistencias obtenidas 

de cada prueba, fm , por factores que sean coherentes con la relación que existe entre la 

altura y el espesor de la pieza (ver tabla 2.1 ). Este valor corregido se utiliza para obtener la 

resistencia de diseño a compresión de la mampostería /,,: 2. 

2 Las NTCM(2004) presenta la siguiente expresión: 1,,: = f,,, , donde Cm es el coeficiente de 
. I+2.5·cm 

variación d~ la resistencia a la compresión de las pilas(c111 debe ser mayor o igual a 0.15). 
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En algunos códigos de diseño esta resistencia también se emplea para calcular los módulos 

de elasticidad y el módulo de corte en ausencia de pruebas experimentales (Eurocode 6-

CEN, 1996; NTCM, 2004 ). 

Tabla 2.1 Factores de corrección para las resistencias en compresión de 

pilas con diferentes relaciones altura-espesor (NTCM, 2004). 

Relación altura a espesor de la pila 

Factor correctivo 

29 

27 

25 . 

-N 

E 
E 23 -E 
E 
:Z 21 
~ 

(!) 

19 -

17 . 

15 ------

o 20 

2 

0.75 

3 

0.90 

• Modelo Código 90 
- Curva de mejor ajuste 

G1, = 15 + 0.43 · f,,, - 0.0036 · J,,; 

40 60 80 

4 

1.00 

100 

5 

1.05 

Figura 2.11 Energía de fractura en compresión de acuerdo al modelo del Código 

90( CEB-FIP, 1991 ; Lourenc;o, 1996b) 

Para el modelado de la falla del material en compresión es necesario utilizar, además de la 

resistencia en compresión, la energía de fractura por aplastamiento. En este caso existen 

propuestas que permiten obtener dicha energía a partir de la resistencia en compresión 

obtenida de ensayos de compresión, como se puede apreciar de la fig. 2.11 (CEB-FIP, 

1991; Lourenc;o, 1996b ). 
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2.5.2. Resistencia a tensión de muretes de mampostería 

La falla a tensión en los muretes de mampostería se presenta de dos formas. La primera se 

produce por la pérdida de cohesión entre las interfases del mortero y la pieza; por esto, la 

resistencia a tensión se debe a la adherencia que existe en dicha interfase. En el segundo 

caso se produce por la falla en las piezas, debido a que éstas tienen una baja resistencia a 

tensión, como puede ocurrir en piezas perforadas, y el mortero utilizado es de alta 

resistencia. La interacción de estos materiales define un mecanismo de anclaje cuando el 

mortero penetra en los orificios o hendiduras de las piezas. En este caso la resistencia a la 

tensión del elemento de mampostería se puede suponer igual a la correspondiente de la 

unidad sólida en la dirección de aplicación de la carga. 

D 
0.12 

cr(N/mm
2

) 0.08 
/ (a) 

0.04 

(b) 

0.00 0.20 0.40 0.60 

Desplazamiento total (mm) 

Figura 2.12 Diagramas esfuerzo-deformación típicos de ensayes en tensión para las 

direcciones paralelas a las juntas de mortero (Lourern;:o, 1996a): (a) falla en 

los muretes por debilidad de juntas; (b) falla en los muretes por debilidad de 

las piezas 
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En la fig. 2.12 se presentan resultados experimt!ntales mostrando el comportamiento en los 

dos mecanismos de falla. En el primer mecanismo de falla en tensión. la trayectoria de la 

curva post-pico decrece de manera regular hasta alcanzar una zona plana, o platea, que se 

define al ir incrementándose las deformaciones. Es claro que este tipo de comportamiento 

post-falla está gobernado en su primera fase por la energía de fractura de las juntas 

verticales en el modo 1 y, en la platea siguiente, por el modo de fractura 11 de las juntas 

horizontales. En el caso de ladrillos de baja resistencia, el proceso de deterioro sufre 

cambios abruptos en la trayectoria post-pico del diagrama esfuerzo-deformación que 

implica una variación repentina de la rigidez, por lo que este mecanismo debe evitarse 

(Lourern;o, 1996a). 

2.5.3 Comportamiento biaxial de muretes de mampostería 

En estructuras de mampostería es imposible modelar numéricamente el comportamiento de 

los elementos estructurales utilizando simplemente propiedades mecánicas basadas en 

estudios experimentales donde se aplican trayectorias de carga paralelas a las juntas de 

mortero (Lourern;o, 1996a). La mampostería es un material anisotrópico que exhibe 

características distintas según la orientación de las cargas aplicadas, a diferencia de los 

materiales isotrópicos. Desde el punto de vista de modelado numérico del comportamiento 

del material, evaluar el estado de daño de la mampostería con solo los esfuerzos principales 

es poco significativo (Hamid y Drysdale, 1981 ). Este hecho es evidente si se contempla 

utilizar una superficie de fluencia para limitar el dominio elástico, como se plantea en la 

teoría de plasticidad pues, en casos de ortotropía del material, la geometría de este dominio 

no es simétrica como en medios isotrópicos. Investigar las características de los 

mecanismos de falla en estados biaxiales en muretes de mampostería, no ha sido hasta el 

momento trivial. Las configuraciones de falla en diversas situaciones de carga, como las 

que se observan en la fig. 2.12 hace dificil decidir qué parámetros del material deben ser 

considerados. Las configuraciones de falla en el plano de los muretes de mampostería bajo 

este tipo de esfuerzos se pueden describir como sigue (Dhanasekar et al. , 1985): 
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• Falla tipo l. la separación del mortero de las piezas a lo largo de las juntas 

horizontales y verticales en líneas rectas. o en líneas escalonadas; 

o Falla tipo 2, rompimiento de las unidades sólidas y el desligue de las piezas del 

mortero en las juntas verticales; 

o Falla tipo 3, que se puede suponer como la combinación entre los dos tipos 

anteriores. 

Por ejemplo, en el caso de compresión biaxial, la falla del elemento de mampostería ocurre 

distintivamente en el plano paralelo a las superficies libres del espécimen localizado en la 

parte media del espesor; esto sucede sin importar las direcciones de las juntas. Este tipo de 

falla se produce de forma repentina (ver fig. 2.13). 

-- Grieta separadora 

--~ . 

Figura 2.13 Falla en muretes de mampostería por compresión biaxial (Dhanasekar et al., 

1985). 

La fig. 2.14 presenta un resumen de las posibles configuraciones de falla en el plano de los 

espec1menes. 
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,.\ngulo Tensión uniaxial 
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Figura 2.14 Configuraciones de falla para ensayos de muretes antes esfuerzos bi

axiales(Dhanasekar et al., 1985) 
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2.6. Sumario 

Al plantear un procedimiento numérico, para estudiar o diseñar una estructura de 

mampostería, la mayoría de ingenieros estructuristas encuentran que existen una serie de 

modelos constitutivos que involucran un determinado número de parámetros que influyen 

en la respuesta lineal y no-lineal de los modelos empleados. En este capítulo se ha tratado 

de manera somera. la relevancia de las propiedades de los elementos constituyentes y de la 

mampostería, con el fin de entender el problema de modelado. 
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CAPÍTULO 3 

Tratamiento numérico de la no-linealidad 

física y procedimientos avanzados de solución 

El objetivo en este capítulo es presentar brevemente los procedimientos numéricos que se 

utilizan para el análisis no-lineal de estructuras construidas con mater.iales cuasi-frágiles 

como son la mampostería y el concreto. En esta tesis sólo se consideran:modelos planos de 

esfuerzos con no-linealidades físicas. ignorándose las no-linealidades geométricas en los 

análisis. 

También se cree conveniente mencionar que, para el interés particu:lar de ,cada lector, 

durante el desarrollo de este capítulo se señalan las referencias idóneas !que profundizan en 
; ~ 

Jos temas que se tratan aquí. 

3.1 Técnicas numéricas para el análisis no-lineal de estructuras. 

El progreso de las técnicas numéricas y el avance científico en Ja mecánica de sólidos han 

tenido un fuerte impacto en Ja ingeniería estructural. Esta nueva visión de la mecánica 

estructural computacional , una disciplina híbrida producto de la mezcla de métodos para el 
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análisis numt!rico y la mecánica de sólidos. permite vislumbrar ;_m futuro tecnológico de 

mucha relevancia en la ingeniería y ciencias aplicadas (De Bors l! f .d., 1994). 

Estos avances tecnológicos se han aplicado al modelado de estructuras de diversos tipos 

que requieren un tratamiento numérico exclusivo. especialmente en aquellas donde el 

comportamiento inelástico se le asocia al daño observado. 

Generalmente la solución de un problema no-lineal complejo involucra desarrollar una 

serie de etapas de análisis donde cada una de éstas tiene un acoplamiento débil con la etapa 

anterior; es decir, la solución final de una es el punto de partida para la siguiente. Este 

proceso de continuación posee una jerarquía de procesos que están compuestos de pasos de 

carga y fases iterativas durante la aplicación de cada uno de estos pasos (Crisfield, 1991a; 

Roeder y Ayala, 2002). 

Es importante distinguir los criterios que fijan el tamaño de cada incremento de carga y el 

procedimiento iterativo que resuelve las ecuaciones de equilibrio. Se pueden mencionar. 

como ejemplos de técnicas que controlan el tamaño del incremento al control de fuerzas , al 

control directo y a las distintas versiones de procedimientos de restricción con arco, 

incluyendo el control indirecto de desplazamientos. Como para~igmas de procedimientos 

iterativos están el método estándar o modificado de Ne\\1on Rapl.son, métodos de iteración 

usando la rigidez inicial y otros métodos cuasi-Ne\\10n. Otros componentes necesarios en 

las estrategias de solución dentro de un esquema iricremento-iteración son los criterios de 
' ' 

convergencia y. opcionalmente, las técnicas de acderaciótj de convergencia, como son las 

técnicas de búsqueda de línea, y reglas de control automático de cargas (Press et al. , 1992: 

Fusco, 1993: Jirásek y Bazant, 2002). 

3.1.1 Métodos numéricos para la solución de ecuaciones no-lineales. 

El objetivo del análisis no-lineal es obtener la trayectoria que representa el equilibrio de un 

sistema estructural sometido a un proceso de cargas que evoluc ionan con el tiempo. En el 

contexto de los elementos finitos esto se lleva a cabo utilizando un procedimiento 
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incremento-iteración. En cada etapa de análisis de b estructura. los agente externos 

causantes del desequilibrio en el sistema. sean fuerzas 0 desplazamientos. se aplican en 

intervalos. comúnmente denominados incrementos, que se van acumulando hasta completar 

sus valores finales. De este procedimiento de solución con incrementos se han derivado dos 

clases de métodos: métodos puramente de incrementos y métodos correctivos. En el 

primero de éstos, enteramente de predicción, no se utilizan fases iterativas para corregir el 

no-equilibrio de fuerzas. En el segundo se suceden una o más fases iterativas, después de la 

fase de predicción, que en conjunto definen la fase correctiva de la etapa de análisis. La 

fase correctiva tiene el propósito de eliminar los errores fluctuantes debido al no-equilibrio 

de fuerzas y, además, evita la pérdida de precisión en los resultados al ir aumentando la 

carga aplicada (Crisfield. 1991 a) . 

En este trabajo de investigación se han aplicado los métodos de incremento-iteración, 

presentando, de manera somera, las técnicas numéricas que se utilizan en el análisis no

lineal de estructuras. Estas técnicas se han implantado en el sistema general de análisis no

lineal con elementos finitos NLFEV/ diseñado por el autor de esta tesis (ver apéndice B). 

3.1.1.1. Análisis controlado por incrementos de fuerzas. 

Con la finalidad de comprender de forma natural cóm0 se desarrolla el análisis 

aprovechando el control de fuei"zas. se plantea primero el problema general de equilibrio al 

final del incremento n+ l hasta t~rminar: de aplicar las fuerzas externas fex1•11 .• 1 : 

(3. l) 

En la ec. (3.1) se considera que el vector de fuerzas internas, f¡n1 , es función del vector de 

desplazamientos un+I · Es conveniente reconfigurar esta ecuación exponiéndola de forma 

compacta mediante el vector de fuerzas no-equilibradas 'f' ( u,,_1) (Zienkiewics y Taylor, 

2000b): 
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l!1 (U 11 ·· I ) = l!J ,, · 1 = f c.rt.11 · 1 - f 111/ (U 11 - 1 ) = o (3.2) 

Tomando en cuenta que la solución se obtiene mediante un proceso iterativo, se expande lf' 

en una serie de Taylor en la que se desprecian los términos de órdenes superiores a dos. De 

esta operación se obtiene la siguiente expresión: 

c ll-'11 ~ K s: O lf' 1 = q¡ + --óu = q¡ + 7.uu::::: 11+ /1 au n (3.3) 

Así, con las ecs. (3 .2) y (3.3) el problema estructural se adapta al patrón de los sistemas de 

ecuaciones no-lineales. Estas ecuaciones se resuelven con un proceso estándar de Newton

Raphson implantado dentro de un esquema de incremento-iteración como se aprecia en la 

fig. 3.1 (Crisfield. 1991 a). 

Fuerza 

(11 
U ¡ 

Figura 3.1 Esquema del procedimiento de incremento e iteración. 

Desplazamientos 

Cuando los modelos son de gran escala, el método estándar se vuelve excesivamente 

demandante en tiempo de cómputo a causa del cálculo de la matriz jacobiana de rigidez 

global, Kr, que debe ser actualizada con los desplazamientos iterativos, o cuando la 

solución está\cerca de puntos límites y no puede llegar a un resultado final que converja. En 
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estos casos es conveniente analizar otras opcomc::s. tales como d empleo de m¿todos 

modificados como el método de la rigidez lineal. o constante. bajo el mismo esquema del 

proceso estándar de Ne\.vton-Raphson que a la larga pueden exigir mayor número de 

iteraciones; sin embargo. cuando existen problemas de bifurcación (Marsden y Hughes. 

1993) se debe tener cuidado al utilizar éstos (Crisfield, 1991 b; Bathe, 1996; Jirásek y 

Bazant, 2002). Esta técnica de solución se ilustra en el cuadro algorítmico 3.1 . 

Cuadro Algorítmico 3.1 Procedimiento general de solución: control por fuerzas. 

1. Inicio del paso de solución 

(O) 
u11~ 1 =u,,, \f (O) = 0 

11 

2. Ecuaciones no-lineales 

\}J ( ll,,.,. 1) :: lJ-'11+1 = 0 

3. Aproximación de la solución en series de Taylor 

( )

(k) 

'P 1k- l 1 ~ tp \kl + olfl 5u t k - 1¡ =o 
11+ 1 11--I :l 11 

u U 11 

4. Corrección de la fase de iteración: 

( 

"tp )(k) . 
'P \k) = _!:!___ ó (k+1¡ = K~< ió (k ... 1) 

H..._! '""' UIJ 1 U /1 
cu ,, 

Ó (k+I) = (K(k) )-I ~(kl 
u" 1 ,, ... 1 

k+I 
¡k ... I) (kJ ó (k+1¡ (k l il !k-1) u
11 

= u 11 + u 11 = u 11 + u,, . /),. (k +I) = '5 (1) u11 L.., u11 

1=1 
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3.1.1.2. Control directo de desplazamientos. 

Al margen de la selección del algoritmo iterativo, cualquier estrategia de solución colapsa 

durante un proceso controlado por fuerzas cuando decae la resistencia de la estructura por 

el ablandamiento del material. Esto causa que las fuerzas internas en el modelo estructural 

no equilibren las cargas externas aplicadas (ver fig . 3.2). Este problema se hace más 

evidente en procesos donde la magnitud de las fuerzas aumenta monótonamente. En este 

caso, cuando la solución se acerca a un punto límite, el control por fuerzas falla al oscilar, o 

divergir, la solución. 

En muchos análisis se suele considerar como los únicos resultados relevantes el valor 

máximo de la carga que soporta una estructura y el desplazamiento que se alcanza en este 

máximo. También es común que muchos analistas crean que la diYergencia en el proceso 

iterativo es un indicador de la falla en la estructura y piensan que el último estado 

convergente proporciona la información deseada. Esta suposición es totalmente incorrecta; 

en problemas complejos de análisis estructural, las razones de falla del proceso de 

incremento-iteración se puede deber a una mala decisión cuando se escoge la técnica 

numérica de solución, lo que propicia una mala estimación de la carga real de colapso de la 

estructura. Por ello. es recomendable y sano utilizar técnicas numáicas que permitan seguir 

la trayectoria de equilibrio después de producirse los desplazamientos en el punto límite 

máximo y, en algunos casos, este esfuerzo adicional permite obtener resultados valiosos y 

coherentes a la condición física advertida. Por ejemplo, se puede evaluar la ductilidad en 

estructuras afín al daño que presentan . 

A diferencia del control de fuerzas , el control directo de despla::::amientos considera 

desplazamientos prescritos, quedando como incógnitas las reacciones en los puntos de 

aplicación de éstos. En los experimentos numéricos cuasi-estáticos donde se utilizan el 

control directo de desplazamientos, se puede obtener la capacidad máxima de carga que 

soporta una estructura. Para aprovechar este tipo de control, es necesario discriminar los 

grados de libertad relacionados a los de desplazamientos prescritos o controlados y los 

grados de libertad relativos a los desplazamientos sin control o nudos con libertad de 
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movimiento del ,·ector de desplazamientos globales (ver ec . 3 .4 ). Esta discriminación de los 

grados de libertad también se aplica al vector de fuerzas de desequilibro lf' (u,, , ) . 

f f 

u u 

(a) Control directo de fuerzas (b) Control directo de desplazamientos 

Figura 3.2 Comparación entre: (a)control por fuerzas y (b )control directo de 

desplazamientos 

[º] Ir l [f.1 U = / f = l 1111./ f = C.\1 .1 , 

' 1111 f • CXI f J 
Uf' 1111. f' <!Xl .f' 

(3 .4) 

los subíndices p y I se refieren respecti\'amente a los grados de libertad para los 

desplazamientos prescritos y libres o sin control. Reconfigurando la matriz de rigidez 

global de la estructura de acuerdo a los grados de libertad definidos anteriormente. se tiene 

el siguiente sistema de ecuaciones: 

(3.5) 

Con la primera línea de ecuaciones se pueden obtener los desplazamientos en los nudos 

libres en función de los desplazamientos prescritos con la siguiente expresión: 

(3 .7) 

El desarrollo numérico de este procedimiento se presenta en el cuadro algorítmico 3.2 . De 

este cuadro es importante indicar que en la primera iteración se tiene que 
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Julll - u - u _v en el resto de iteraciones ául
1

k,_.
1,_1 =O . Esto implica que se utilice la ¡>.11+1 - ¡>. 11- I •. 

expresión -K ,
1
,6'u;, sólo en la primera predicción. lo que mej ora de manera significativa la 

convergencia del proceso de iteración (Jirázek y Bazant. 2002). 

Cuadro Algorítmico 3.2 Procedimiento general de solución: control directo de 

desplazamientos. 

l. Inicio del paso de solución 

(O) (O) 
u ,_,, +1 =u,_,,, u,,,11+1 = u p.11' 

'f'(O) = 0 ,, 

2. Ecuaciones no-lineales 

3. Solución para los nudos sin desplazamientos prescritos 

¿j (• -i ) (K(k) )-1 (lfi (AJ K(k) . (.,- 1¡ ) 
. ll ¡_,, -1 = 11.n+ I l, 11 + 1 - lp .11 - I() U ¡> .n - 1 

4. Corrección de la fase de iteración: 

(k) (k ) ó (k+I) (k) (k +I) 
u,_,, 1 = u , 11 1 + "1 .11 - 1 = u ,_11 - 1 + ~u , _ 11 1 • 

3.1.1.3. Control con procedimientos de arco. 

El control directo de desplazamientos se puede utilizar en situaciones tales como la 

aplicación de una carga en un solo punto de la estructura o cuando se aplica una carga sobre 

una placa rígida. de tal manera que se desplacen simultáneamente todos los puntos de la 
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estructura que se encuentr:m en contacto con la placa (Cris tield. 1991 b: Jirásek y Bazant. 

200:2). En estructuras con materiales cuyas características sean cuasi-frágiles es posible que 

este tipo de control fracase durante el análisis no-lineal. debido a que se puede producir un 

cambio repentino de signo de la matrizjacobiana tangente 1(ver fig . 3.3). 

f f 

Punto límite 
Punto de retorno 

(a) u (b) 
u 

f f 

u u 
(c ) (d) 

Figura 3.3 (a) Trayectori a de equilibrio en estructuras cercanamente frágiles , (b) control 

de fuerzas. ( c) control directo de desplazamientos. ( d) control de arco . 

La idea básica de utilizar técnicas flexibles de control para el incremento de cargas es 

introducir un factor, que multiplica a un vector de fuerzas que se toma como referencia, al 

sistema de ecuaciones que involucran los desplazamientos incógnitas interceptando la 

1 Este tipo de comportamiento se le denomina en inglés snapback. 
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trayectoria de i::quilibrio con una hiper-superficie (ver fig. 3.-+) cuyo radio de curvatura se 

calcula a partir del vector de desplazamientos y el factor multiplicador de la carga. 

'11 =o 

Figura 3.4 Diagrama de respuesta con hiper-superficies de restricción: sistemas de dos 

grado de libertad, lFl. 

La técnica de trazar un arca. como se obsen'.a en la fig . 3.5 para el caso de un sistema de un 

grado de libertad ( Crisfield. 1991 a. 1991 b). puede aparentar cierta simplicidad de empleo: 

pero no se debe ignorar que el incremento del radio del arco se define a partir de dos 

variables de características físicas diferentes como son los desplazamientos y el parámetro 
' 

adimensional que multiplica al vector de fuerzas (ver ec. 3.6). 
¡ • 

(3 .6) 

El factor de escala ~A. establece la contribución de las cargas y e es un parámetro de 

conversión, necesario cuando se combinan los desplazamientos con un parámetro 

adimensional. Para ser consistente con la presentación de los procedimientos de arco, se 

define la siguiente ecuación para la variación de las fuerzas externas: 

( ... , (A.) = ~ ¿- A. f (3.7) 
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donde ~' es un \ ector con s t ~mte y A f es la -:omponente variable ck la fuerza externa: Es 

necesario adicionar. durante d proceso de solución. un radio de arco prescrito ti/= J.l . El 

desarrollo del análisis se puede apreciar en el cuadro algorítmico 3.3. 

--Uo u 

Figura 3.5 Esquema d~l proceso de restricción con arco: sistema de un grado de libertad, 

B=L 

La elección de la raíz se hace según la dirección en que van ernlucionando los incrementos 

de los desplazamientos en la trayectoria de equilibrio; es decir, si se cumple la siguiente 

r 
condición· (~u(k) ) (Ju(k+IJ) >O . 

• 11 + 1 /1.,.. 1 

2 La fuerza f0 puede reptesentar efectos de gravedad y f efectos de carga dinámica. 

- "l )_ 



Tratamiento numérico de la 110-lineJlidad fisica y procedimientos JvJnzados de :::vlución 

Cuadro Algorítmico 3.3 PrL~ccdimiento general de solución: control con restricción de 

arco . 

1. Inicio del paso de solución 

2. Ecuaciones lineales en la i-ésima iteración: 

3. Solución de sistemas de ecuaciones separados y corrección de 

desplazamientos 

K (k l.l:'-( k- ;1 - -( ·l k )-f f ( (k)) 
r u U ,, _¡ - , + l'.,, _1 - 1111 u ,, ... 1 

5: (kT I) = ~- 1< -I ), .l:'' (~-1 ).1:'-( k +I) 
vU ll TI o u :- i T ul'.,,_: uu,, _I 

-L Solución de ccu1ción cuallrática debido a la restricción del radio . 

del arco con o/. ', ~ ~ ; 1 
como incógnita 

(
óu(k) + 5u(k+I) ) .- {ilu1"'1 + 5u' ' T')) + B2 (óA.(k) + 5,ttk- iJ )

2 -(óT)2 
=O 

n+I 11 + 1 11T I n+ I n+I n+I 

i 
5. Actualización de los \·alores del factor multiplicador de cargas yl 

de los desplaz:imiernos 

ÓA(k +I ) = ~ · (<) Ó, ,( .: - 1) 
11 +1 / .,, _¡ + /.11 - i 

(k+ I) ! • I Ó (k - 1) (k ) Ó (k+ I) 
u11 ... 1 = u,,_1 + u,,_ , =u,, + u,, ... 1 , 
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Como una alternativa a la ecuación cuadrática que se presenta en el cuadro algorítmico 3.3. 

muchos investigadores han propuesto utilizar una ecuación lineal. Retomando la ec. (3 .6) 

con una longitud de radio de arco prescrita tiT se tiene la siguiente ecuación: 

r ' 
a(k+I) =(tiu(k) +óu(k+i¡) (tiut•) +óu(•+i¡)+fi(tiA.(kl+óA.(k+i¡)- -(tiT)1 =0 

n+I n+I n+I n + I ,,.,..f n+I n+ I 

(3 .8) 

Si se supone que a,(,k ...... , '¡ es igual a cero. Entonces con ó (k +i¡ - 8-i•+ l) t5A.(k+l)t5-(• ·
1l 1 _ U,, ... ¡ - ll,,_ 1 + n+I U,,+I en a 

ec. (3.8) se obtiene lo siguiente: 

(k) r 
_ Qn +I -(A (k.)) Á-(k~ l) uu,,. 1 uu ,,? 1 

ÓA(k+I) =---'2=---------
n+ I f 

( (kl) -(k+ l) () ' ( J (k)) 
/:iU,,+I ÓU,,+I + - tiAn+I 

(3 .9) 

Dependiendo del valor de a~~ el vector de variación iterativa l óu~:~'l 
ortogonal al vector de incremento secante l tiu '. .~\ 

r 
fJti...t,~·~ J (Ramm. 1981, 1982; Crisfield, 

1991 a. 1991 b ). 

Las vers10nes lineales para obtener óA.,~ ~ ;'' son más prácticas y evitan el empleo de un 

algoritmo de decisión para determinar el valor correcto de la raíz a partir de la ecuación de 

segundo grado: pero la versión e;:; fé: ica general presentada en el al goritmo 3 .3 es más 

estable para seguir la trayectoria de equilibrio . 

Los procedimientos de arco per se son adecuados si la estructura presenta una distribución 

de daño uniforme; pero, cuando la distribución de dafio es localizado, estos procedimientos 

pierden su eficacia. Para estos ·casos es recomendable emplear el control indirecto de 

desplazamientos. Para aplicar este tipo de control se deben tomar en cuenta unas cuantas 

componentes de desplazamientos que particularizan el problema. Para definir este tipo de 
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control. se debe recordar que en estructuras muy frágiks el control directo de 

desplazamientos conduce al colapso del análisis. como se recuerda en la tig. 3.3. Un 

aspecto importante. que debe tomarse en cuenta en el deterioro de los materiales, es ser 

objetivos con el daño observado y aprovechar la evolución de los desplazamientos en la 

abertura de una grieta, o discontinuidad fuerte. como una alternativa de control al ir 

aplicando fuerzas, registrando la evolución de los desplazamientos en la grieta como la que 

ocurre en el modelo experimental. Esto último. permite obtener un proceso estable de 

solución aun cuando ocurran cambios súbitos de signo en el determinante de la matriz 

jacobiana que se obtiene de las ecuaciones no-lineales definidas por las fuerzas internas. 

Este tipo de control utilizado en el análisis no-lineal de estructuras se ha implantado en el 

programa NLFE\1. Para la implementación en el sistema de elementos finitos antes 

mencionado, se toma una combinación lineal de las componentes de desplazamientos que 

aumentan monótonamente durante el proceso completo hacia d colapso. Con las 

componentes individuales de la combinación se define un \·ector. e. según los grados de 

libertad donde se prescriben los desplazamientos en las grietas y se proyecta el vector de 

incremento de los desplazamientos globales .'.lu sobre éste. Con esta idea en mente, se 

puede formular la ecuación de restricción como: 

0 1
.1u = .1l (3.10) 

En la ec. (3.1 O) se incorporan indirectamente los desplazamientos prescritos, ajustando el 

parámetro de fuerzas para reproducir los desplazamientos deseados. Esta técnica se le 

denomina control indirecto de de~plazamientos. Para evitar utilizar la ecuación cuadrática 

que se presenta en el cuadro algorítmico 3.3. es recomendable utilizar la ~cuación lineal en 

función de o""A,'.:;11 en este tipo de control (ver ec . 3.11 ) . 

.. r( (k) s: (k+'))-( T)-o 0 .1U,,+I + Ull 11 +1 _1 - (3 .11) 

S. ·¡· s: (k +I) - s:-(•-1) + oA.( kT'l5¡¡(k+l) se obtiene el incremento del factor que 1 se Utl ¡za uUn+I - uu,,T, 11 + 1 n+I 

multiplica el vector de fuerzas: 
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(3.12) 

En situaciones particulares se puede utilizar un vector 0 con una sola componente no-nula, 

que se puede presentar de la siguiente forma: 

e r = lº o . . . ~e . . . o ojr g (3.13) 

donde ó0 g representa el incremento de desplazamientos en la abertura de grieta con el que 

se controla el análisis en el grado de libertad activo g. Esto facilita el cálculo de la variación 

iterativa del parámetro multiplicador de la carga, dado que solo participan en la ec. (3.12) 

las componentes de los incrementos y variaciones iterativas de desplazamientos relativas al 

grado de libertad g. 

3.1.2. Control automático de cargas. 

En todo el desarrollo anterior se ha supuesto que los incrementos de carga son l.os 

adecuados. de tal manera que la presentación de los m¿todos se ha concentrado en . el 

desarrollo del proceso de solución sobreentendiendo que los incrementos tiene valores 

constantes. El tamaño del incremento de desplazamientos, o de fuerzas, está limitado por 

las características físicas del problema que, en general, se le asocia a la intensidad con que 
' 

se presenta el daño durante el análisis de estructuras. Los criterios empleados en este 

trabajo se han basan en el ajuste de las cargas por medio de las iteraciones y se ha utilizado 

para el procedimiento con arco. modificando el radio de curvatura del arco en función del 

número de iteraciones necesarias en un paso previo y el número de iteraciones deseadas 

(ver ec. 3.14). 

1 

( 
1 )2 ~' =~l _ ,_, 

11 11-I I 
11-J 

(3.14) 
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En la ecuación anterio r. l.1 es el número de itaaciones deseadas en e l paso actual y ! 11 • 1 el 

número de iteraciones que fueron necesarias en el incremento anterior ( Cristield. 1991 a; 

Fusco. 1993). 

3.2 Plasticidad computacional. 

En esta parte del capítulo se presentan algunos de los aspectos relacionados a la integración 

implícita de las ecuaciones de flujo que se derivan a partir de la teoría de la plasticidad. 

Para la revisión de la teoría de la plasticidad se mencionarán algunas referencias 

importantes a lo largo del siguiente desarrollo. 

3.2.1 Esquema de integración implícita de Euler. 

A continuación se presenta un algoritmo implícito basado en el procedimiento de 

integración de Euler donde las variables internas y las deformaciones plásticas se calculan 

al final de la etapa de incremento de deformaciones. También la condición de fluencia se 

calcula al final de esta etapa. Las ecuaciones de flujo para representar la no-linealidad en el 

material se escriben como (Simo y Hughes, 1998; Belytschko et. al, ?OOO): 

E,,_ 1 = E11 + 6E 11~ 1 

E'' - E'' + 6 y· r 
11- I - n 11 + 1 11 + 1 

Q" i = Q" + ,6.y 11+i h 11+i 

cr ,,.1 = C: ( E,,+1 - E;,.1) 

f,_1 = f ( (J 11 +1, Q,, ¡) 

(3.15) 

El conjunto de ecuaciones no-lineales mostrado en las ecs. (3 .15), permite encontrar las 

variables ( E,,+ 1, E;, 1, q,, ... 1 ) a partir del paso previo donde se cumplen los requisitos de 

convergencia. La interpretación geométrica de este esquema se resume en la fig . 3.6. El 

incremento de deformación plástica está dado por la siguiente expresión: 

LiE !' - E '' - E '' - 6 y r ,, .... 1 - 11"!"1 11 - 11 + 1 11+1 
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8E 

Figura 3.6 Interpretación geométrica del esquema de proyección de los esfuerzos sobre 

la superficie de fluencia. 

Sustituyendo la ec. (3.16) en la cuarta ecuación de la ecs. (3 .15). donde se define el tensor 

de esfuerzos cr11 _1• se obtiene: 

- ,, C· A p - ,, A C· cr n- 1 - cr,,+1 - • uE". 1 - cr11+1 - 0 Y11+1 • r11+1 (3.17) 

donde cr:;·_1 = cr .. + C: -1E,, _1 es el esfuerzo de prueba o predictor elástico; la expres1011 

-óy,,+1C: r,,+1 es el corrector plástico. El corredor plástico proyecta el esfuerzo de prueba 

sobre la superficie de fluencia a lo largo de un~ dirección especificada por el flujo plástico. 

El predictor elástico está definido por el incrementp de la deformación total y la fase 
. . 
. . 

correctiva está asociada al incremento del padmetro plastico -1 ,:-j1T 1. Así. durante la fase de 

predicción, los miares de las variables internas) la deformación plástica permanecen fijos , 

mientras que en la L-1se correctiva las deformaciones totales permanecen constantes. La 

consecuencia directa de esto se puede apreciar en la ec. (3.17), donde: 

(3.18) 

El proceso de solución del conjunto de ecuaciones algebraicas, que establece la fase de 

corrección plástica se obtiene con un procedimiento de Newton linealizando 
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sistemáticamc::nte el conjunll' Je:: las c::c s. (3 . 15). En la fose co rrectora. el tensor de:: 

deformación totJ.I es constante y por ello la linealización se hace sobrl? el incremento del 

parámetro plástico L\yn+ 1-

Para configurar el proceso algorítmico de solución consistente con el método de Newton, se 

introduce la siguiente notación para la linealización de una ecuación g(L\y) = O, con 

L\yº>=o, en la k-ésima iteración se escribe lo siguiente: 

( J
(k) 

(k) dg S: (k+I) A k- 1 A (k ) S: (k+I) g + -- uy , uy =uy +uy 
dL\y 

(3.19) 

En esta última expresión. la Yariable óy(k+I) representa el incremento de la variable L\yen la 

k+ 1-ésima iteración. Para más claridad en las ecuaciones qu~ a continuación se presentan, 

se omite en cada una de ellas el subíndice n+ 1. Re-escribiendo los términos relacionados a 

la fase correctiva plástica y la función de fluencia. en las ecs. ( 3 .15). se tiene lo siguiente: 

a = - E · - e;; + L\ ,v r = O 

b = -q-q., + ¿\yh =o 
f = f (v .q) 

(3.20) 

Utilizando la ec. (3.18) en la forma L1E "" ' = -C- 1 
: L\a\kJ se obtienen las siguientes 

expresiones para el algoritmo de retorno a la superficie de fluencia . 

alk)+c-1 :L\cr1'' + L\ylklL\r1· - oy! klr (k) = 0 

b(k) -L\q(kJ + ó ,:Y ) L\h(kl + 6;; . 'h1kl =O 

¡ lk J + f~ k ) : L\cr1<1 + ./".i(k) . L\q . =O 

Donde 

A (k ) (k ) A 1< 1 (k) A (k) 
ur = rcr : u G + rq · u Q 

L\h'kl = hlkl : L\cr ' . 1 + h!kl . Liq!kl 
cr q 
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Los subíndices cr y q denotan la deri vadJ. parcial con respecto a estas variables Je las 

funciones ~r y .:'lh. lJs ecs. (3.:2 l) son un úmj unto de tres ecuaciones cuyas incógnit:.ls son 

L\cr1k>, L\qlkl y óy"\. Ltilizando las dos primeras ecuaciones en las ecs. (3.21) se tiene lo 

siguiente: 

[ A(k) J-1 L\cr ~ = -{a(k)}-ór(k) {r(k1l 
{ 

(k)) 

L\q( 1 J ' 

La matriz [A (k) T' y los vectores { a(k)} y { ¡:(k)} tienen las siguientes formas: 

(3.24) 

El cuadro algorítmico 3.4 resume la aplicación del procedimiento de proyección de los 

esfuerzos a la superficie de fluencia. 

En el contexto de los elementos finitos este procedimiento implícito de retomo, 

representado por la so lución local de las ec uaciones no lineales de flujo. se aplica en cada 

punto de integración de un elemento para mantener .la condición de persistencia (Simo y 

Hudges, 1998). 
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Cuadro Algorítmico 3.4 Esquema implícito de retorno de Euler. 

1. Inicialización de variables 

k :=0: 

2. Checar condición de fluencia en la k-ésima iteración: 

3. Calculo del parámetro plástico iterativo 

4. Cálculo de los incrementos del tensor de esfuerzos y de los del vector 

de variables internas 

5. Actualización qe las deformaciones plásticas y variables 
: ~ 

(l ·11 ¡. j (l •) li l 1 (k ) 
E. 11 = E 1' + ~E. 1 1 = E " -e- : L\cr 

q (k TI) = q i ·) + ~q(k) 

L\y(k +I) = ~y(k ) + Óy (k) 

(k +I ) (k ) A (k+ l ) e ( 1,("·
11) cr = cr + u<J = : E,, 1 - E 
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Con los esfuerzos sobre la superficie de fluencia se evalúa el módulo tangente algorítmico. 

obtenido de la linealización sistemática de las ecuaciones de flujo. para calcular la matriz 

de rigidez del demento empleando un esquema de integración definido para dicho 

elemento (Belytschko er. al. 2000) . Así. el módulo algorítmico implícito, que es función de 

los esfuerzos y de las variables internas, se deriva a partir de la siguiente ecuación: 

{ L\cr(k J ~ =[A- (A: r)®(ar: A)]: {dE} 
L\q(kJ J ar: A : r o (3.25) 

Esta ecuación debe ser condensada para lograr la forma establecida en la definición de 

módulo tangente que se basa en un esquema inverso de Euler. C"1
c = ( dcr) . También es 

dE n-1 

necesario investigar la simetría de éste módulo algorítmico pues ¿sic influye en el tipo de 

resolución de los sistemas de ecuaciones producto del ensamble de las matrices de rigidez 

de los elementos. 

3.3. Sumario. 

Obtener buenos resultados. cuando se realiza el análisis de estructuras con materiales con 

características cuasi-frágiles, depende del conocimiento de los procedimientos de solución 

que se aplican en el análisis no-lineal con el método de los elementos finitos. Por esta . 
razón. en esfe capít~lo se ha hecho una descripción de los procedimientos de solución que 

se emplean de forn~a general en el análisis no-lineal de estructuras y que se utilizan en este 

trabajo de tesis . También. se ha presentado el esquema de integración para la implantación 

del criterio de fluencia que se propone en este trabajo. 
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CAPITULO 4 

Modelo de comportamiento para ~valuación 

del daño por tensión en la mamposter.ía 

·El estudio del comportamiento a un nivel constitutivo del material que se encuentra 

sometido a diversas trayectorias de cargas es un tema de investigación de mucho interés en 

la mecánica estructural. La idea de modelar materiales como el concreto y la mampostería 

emergió en los afi.os 60 del siglo pasado: pero las formulaciones que se presentaron en 

aquel entonces carecían completamente de objetividad pues no se consideraba el daño 

producido en estos materiales. 

Actualmente, se ha dado mayor énfasis a la definición de relaciones constitutivas a partir de 

ecuaciones de flujo inelástico que describen las condiciones cinemáticas, o de energía, en 

que se encuentra el medio continuo en el nuevo comportamiento ocasionado por el daño 

(Belytschko et al. , 2000). 

El uso de estas relaciones constitutivas no es una cuestión triYial. especialmente en 

materiales donde el problema de objetividad y la incertidumbre en variables como la 

energía de fractura son bastante acentuados; pues éstas son sólo simplificaciones 

matemáticas de un comportamiento físico bastante complejo ante estados de deformaciones 
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que se producc:n en el continuo .. -\unque no e:-,: is te un moce .o estricto que pueda representar 

el verdadero comportamiento del material : es importante -:omprender primero el problema 

fisico que se está estudiando para elegir el modelo matemático de mejor aproximación y, 

segundo, establecer los procedimientos de solución apropiJdos que se usarán para resolver 

el problema numérico según esta elección, especialmente cuando se pierde la elipticidad en 

las ecuaciones de flujo. 

Este capítulo presenta un modelo de plasticidad para la evaluación del daño por esfuerzos 

de tensión en la mampostería. El modelo ha sido deriYado a partir de la superficie de 

fluencia de Rankine donde se ha incorporado dos variables de estado interno que describen 

las características mecánicas no-lineales respecto a los ejes materiales x e y. Este tipo de 

modelo trata de representar de manera objetiva la entropía del compuesto que existe en este 

tipo de materiBI Este criterio de plasticidad propuesto se ha diseñado para estimar la 

respuesta estructural en edificaciones de mampostería que pueden ser modeladas como 

planas. El modelo de Rankine con dos variables internas es uno de los aportes que se 

presentan en este trabajo; junto con el sistema de elementos finitos NLFEM (Roeder y 

Ayala, 2003) donde éste se ha implantado. 

4.1. Formulación del modelo ortotrópico de Rankine con dos variables 

internas. 

A continuación se presenta una extensión al modelo de Rankine estándar donde se utilizan 

dos parámetros internos de ablandamiento con memoria que consideran la evolución del 

proceso inelástico en dos direcciones ortogonales y una respuesta de cortante flexible . El 

potencial plástico está asociado a la superficie de falla. Este modelo fue propuesto 

inicialmente por Lourern;o( l 996a) utilizando solo una \ ariable interna que cuantifica el 

ablandamiento del material. La superficie de fluencia es isotrópica y cinemática (Simo y 

Hughes, 1998). La evolución de las variables internas, 11.-1 y K2, se establece a partir de la 

hipótesis general de endurecimiento/ablandamiento por trabajo (Lubliner, 1990; Oller, 

2001 ; Bel:1schko et al.. 2000: Jirásek y Bazant 2002).El modelo propuesto se utiliza para 
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el modelado del daño utilizando relaciones constitutivas. contrario a los modelados 

discretos para la fractura en el material. 

La ecuación de la superficie de fluencia de Rankine ortotrópico con dos variables. cuya 

superficie de falla que se observa en la fig . ..i.1. tiene la siguiente expresión: 

( 4.1) 

Esta tesis utiliza el parámetro a como lo definió Louren90( l 996a), el cual controla la 

contribución del esfuerzo cortante durante la falla del material. El valor de a se evalúa con 

la ec. 4.2. 

.!;x · J,r 
a=-- (4.2) .. -

•:, 

fry 

o_¡. 

Figura 4.1 Superficie de fluencia de Rankine ortotrópico con dos , ·ariables internas 

En la ec. ( 4.2), /,x y f ry representan los valores de las resistencias a tensión del material en 

las direcciones x y y respectivamente . El valor r11 representa la resistencia al cortante del 

material. 
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Simulación numái1.:a del comportamiento mecánico de la mampostería 

Por la fonnulaci~ n del criteriL' de plasticidad que se propone. en este trabajo se sigue la 

notación de Voigt (Belytschko r!t al. . 2000) para poder manipular cantidades tensoriales en 

forma matricial para su tratamiento numérico; así. la función de fluencia se expresa como: 

(4.3) 

En esta ecuación. la matriz de proyección P y el vector 7t están definidos en la ecs. (4.4). 

o 

o . n= L1 1 of 
2a 

(4.4) 

Las siguientes expresiones de los vectores de esfuerzos reducidos ~ y de esfuerzos de 

retomo r¡ completan la del criterio de fluencia propuesto. 

(4.5) 

Los esfuerzos equivalentes (j1 y (j~ son funciones escalares prescritas que representan el 

comportamiento de ablandamiento del material en las direcciones x e y; cada u~a de éstas 

tiene como variables independientes a las deformaciones equivalentes K1 y; K2 en ; las 

direcciones respectivas. Para cada dirección de ablandamiento. o endurecimiento, se puede 

asignar el tipo de función prescrita como se puede apreciar en la figs. 4 .2 (b-d) que 

dependen de la energía de fractura en tensión liberada en el material y de la magnitud de la 

banda de agrietamiento según el tamaño de los elementos finitos utilizados en el modelado. 

A diferencia de las funciones prescritas para el endurecimiento del material (ver fig. 4.2a), 

las funciones de ablandamiento generan que la densidad de trabajo de segundo orden (Hill , 

1950) sea negativa. Esta es una cuestión que tiene relación con la unicidad de solpción de 
i 
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Modelo de comportamiento para la evaluación del daño en tensión en la mampostería 

las ecuaciones diferenciales que ~ ,, b[ernan d problema y al fenómeno de contractibilidad 

(Simo y Hudges. 1998) que puede ;:i roducir la pérdida de la dipticidad de las ecuaciones 

diferenciales parciales. 

, ____ -- -- -- _ ___.. 
K K 

(a) (b) 

0\ a¡. 

G¡lh~ 
--·- . ~ ..... 

K K 

(c) ' (d) 

Figura 4.2 Esfuerzos equiYalentes de post-fluencia: (a) Endurecimiento lineal, (b) 

ablandamiento line:.1i . ( c) ablandamiento multi-lineal y ( d) ablandamiento 

exponencial. 

Para sobrellevar la dificultad que se presenta en materiales inestables, como la mampostería 

y el concreto, se incorpora implícitamente el tamaño de la malla h en las relaciones 

constitutivas utilizando la misma suposición de Hillerborg el al. ( 1976). En este caso la 

energía de fractura se iguala a la disipación del energía por ablandamiento, de este modo se 

define la hipótesis general de trabajo por ablandamiento. Con esta hipótesis se puede definir 

la expresión que evalúa la eYolución de las variables internas K1 y K2; esto significa en 

términos matemáticos lo siguiente: 
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Simulación numérica del comportamiento mecánico de la mampostería 

(4.6) 

donde óK1 y óK2 representan los incrementos de las deformaciones equivalentes en las 

direcciones x e y. ii1 y ii~ son los correspondientes esfuerzos efectivos, en los cuales se 

considera implícitamente la longitud característica h de la malla empleada, y óy es el 

incremento del multiplicador plástico. Para asegurar que se produzca el ablandamiento del 

material respecto a los ejes x e y, se definen las matrices diagonales de proyección, 

Q 1=diag{ 1,0.1} y Q2=diag ~O , 1,1 }. 

La integración del conjunto de ecuaciones no-lineales se dispone de tal forma que sea 

consistente con el esquema regular de solución de Newton-Raphson (Simons y Powell, 

1982; Crisfield(a), 1991 ; Crisfield(b), 1991 ; Press et al., 1992: Fusco, 1993; Bittnar y 

Sejnoha, 1996; Belytschko et. al. 2000). 

(4.7) 

Para poder emplear el esquema de integración :presentado en el cuadro algorítmico 3.4 del 

capítulo tres de esta tesis. se definen el , ·ector de variables internas y el vector de 

incremento como: 
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Modelo de comportamiento para la evaluación del daño en tensión en la mampostería 

(4.8) 

Los símbolos a¡" y a~ indican las derivadas direccionales de la función de fluencia con 

respecto al vector de esfuerzos, cr, y al vector q donde se almacenan las variables internas. 

Como ya se indicó, el potencial plástico es asociado (r = fcr ). Este proceso de solución 

proyecta el tensor de esfuerzos a la superficie de fluencia y al mismo tiempo actualiza las 

variables internas inherentes al estado termodinámico irreversible ocasionado por el 

ablandamiento del material. 

La formación de las ecuaciones que definen el flujo inelástico en la zona discontinua de la 

superficie de fluencia ( Txy = O) es similar al caso de la zona continua de la superficie. Estas 

ecuaciones no-lineales son: 

cr-r¡ =0 

i J I -cr Q ~E r -~K =0 
- 1 1 

ª1 (4.9) 

, 1 rQ ''' O -cr _ ,~E - ~K, = ª2 . - -

Las expresiones de las derivadas parciales para los casos continuo y discontinuo se 

presentan en el apéndice A. de este trabajo. El procedimiento de soluc ión general se lleva a 

cabo de la misma manera como se presenta en el cuadro algorítmico 3.4 presentado en el 

capítulo anterior de esta tesis. 

El procedimiento de integración desarrollado en este trabajo en las zonas continua y 

discontinua de la superficie de fluencia propuesta ha mostrado ser estable ante di versos 

escenarios de defor~aciones (Roeder y Ayala. 2000; Roeder y Ayala. 2002). Este criterio 
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Simulación numérica dd comportamiento mecánico de la mampostería 

de plasticidad ya estj implantado en el sistema de elementos finitos desarrollado en este 

trabajo de investigación. 

4.2. Objetividad de los modelos numéricos. 

En el análisis de estructuras donde se utilizan modelos constitutivos para simular el daño. la 

única manera de evitar la sensibilidad patológica de los resultados con el tamaño de los 

elementos finitos es considerar el daño que se observa en el modelo físico (Jirásek y 

Bazant, 2002). 

Una malla objetiva con el daño observado en el material debe tomar en cuenta la ley 

constitutiva básica de separación y tensión en una grieta cohesiva, la cual se distribuye 

posteriormente en una distancia h que represente una medida característica de la malla de 

elementos finitos que se esté utilizando. 

Existen aprox1mac1ones ngurosas para estimar la medida característica h, denominada 

ancho de agrietamiento. que delimita la zona donde se localizan las discontinuidades fisicas 

(Oliver, 1989); pero. en virtud que la resistencia a la tensión y la forma del diagrama de 

ablandamiento juegan un papel más importante que la energía de fractura y el ancho de 

agrietamiento en la simulación numérica del comportamiento no-lineal del material (Rots, 

1988), se presentan a continuación dos criterios prácticos para asignar un ancho de banda 

de agrietamiento durante el desarrollo de los modelos de elementos finitos. 

El pt-imer criterio presentado por Jirasek y Bazant (2002) se puede emplear en estructuras 

donde se conoce la localización de la discontinuidad física. En estos casos, el valor de h se 

puede estimar de forma razonable proyectando el elemento sobre una recta ortogonal a la 

grieta embebida en dicho elemento (ver fig. 4.3). 
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1 1 / / 

1 1 / / 
1 1 / // / 

1 1 / // / 
1 1 / // / 

1 1 / // / 
1 1 / // / 

1 1 / // / 
1 1 / / 

1 1 / / 

- -h=a a 

Figura 4.3 Anchos de agrietamiento. (a) Ancho de agrietamiento paralelo a los lados 

del elemento, (b) ancho de banda en diagonal y ( c) tamaño de ancho de 

banda eq~1ivalent(' 

El segundo criterio ajusta la energía de fractura utilizando la longitud equivalente del ancho 

de agrietamiento h que se calcula a partir del área del elemento Ae (Rots, 1988; Feenstra, 

1993; Lourenyo, l 996a) como se muestra en la ec. (4.1 O). 

(-t.10) 

Este ancho es una variable que depende del polinomio de interpolación del elemento y del 

esquema de integración del elemento que se esté empleando. A este respecto. en este 

trabajo se han utilizado elementos cuadriláteros y triangulares lineales con esquemas 

regulares de integración de Gau~ de cuatro y un punto respecti,·amente. Los elementos de 

interfase se integran con un esquema de Lobatto de dos puntos. Estos esquemas de 

integración, además de otros, se han implantado en el programa NLFEJ\1 (Roeder y Ayala, 

2003). 
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Simulación numáica del comportamiento mecánico de la mampostería 

4.3. Validación del modelo de plasticidad propuesto. 

En esta parte de la tesis se considera dos pruebas numéricas para estudiar la eficiencia del 

modelo de plasticidad propuesto en este trabajo doctoral. En la primera prueba se estudia 

una placa delgada donde se simula la propagación del agrietamiento en zig-zag. En el 

segundo modelo de validación. el cual es un muro de mampostería simple, se aplica una 

carga lateral que se incrementa _monótonamente. Todas las simulaciones numéricas se 

realizan en el programa de elementos finitos NLFEM (Roeder y Ayala, 2003). 

4.3.1. Modelo de placa sometido a cargas diagonales. 

En el siguiente modelo numérico, presentado por Kobayashi et al. ( 1985), Rots ( 1988), 

Feenstra (1993) y Louren\:O et al. (1995), se simula el comportamiento de una placa 

sometida a fuerzas concentradas como se aprecia en la fig. 4. L Este estado de cargas hace 

que la grieta evolucione en modo de fractura I a partir del entalle del modelo. 

Para el analizar la placa con modelos de esfuerzos planos, la geometría se definió con 

elementos finitos cuadriláteros de cuatro nudos y elementos triangulares de tres nudos; el 

material tiene una resistencia a la tensión de f,= 3 N/mm2 y una energía de fractura de Gr 
0.1 O J/mm2

. El espesor de la placa es de 50.8 mm y los valores del módulo de Young y de 

Poisson son respectivamente 35000 N/mm2 y 0.20. 

La fuerza diagonal, Fd, y la fuerza de separación, Fs, mantiene una relación constante de 0.6 

hasta que Fd akanza un valor máximo de aproximadamente 3.92 kN. luego Fd permanece 
-

constante mientras se desarrolla la fuerza F5 • La fuerza horizontal, F1i , es igual a 2 2F,, . 
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81.3 mm 

76.2 mm 
' j 

76.2 mm 

--- l 

1 
26.7 m 

Fh _ ..____. __________________ _,~------------------• 
__ 5.6mm 

-- - ---451.2.mm_ _ -- - -

(a) 

- -- -- ---- - ---------· 
·- -. ·--- - - ------· 

--

11----- - -- - --·- ·~--~. --

--- --- CMOD 

(b) 

: 457.2 mm 

' 

CMOD 

(e) 

Figura 4.4 Modelo de prueba CLWL-DCB. (a) Características del modelo, (b) malla de 

elementos finitos y (e) detalle con los nudos de contra l. 
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La respuesta de esta estructura se obtuvo utilizando el control por desplazamientos 

indirectos. siguiendo lo recomendado por De Borst ( 1987). Para aplicar este control en el 

modelo numérico, se seleccionaron los desplazamientos de los nudos que se especifican en 

la fig. 4.4c; el programa XLFEAl calcula internamente la diferencia de los desplazamientos 

en la dirección x en los nudos del entalle señalados, CMOD 1 (Rots. 1988: Feenstra, 1993; 

Louren~o, 1996). En el modelo de elementos finitos se han utilizado elementos planos de 

esfuerzos integrados numéricamente con una regla de Gau¡3 de 2x~ .:n los cuadriláteros y 

los elementos triangulares tienen un esquema de integración de Gau¡3 de un punto. En este 

problema se han considerado funciones de esfuerzos equivalentes de tipo exponencial en 

las direcciones x e y, como se muestra a continuación: 

- f, ( h·/,_t J 1· [ h·f,, J o-1 = ve exp - -- · K 1 ,o-1 = 'Y exp - -- - K 2 
G~ GA 

( 4.11) 

Los resultados numéricos y los experimentales se muestran en la fig. 4.5. Los datos en el 

eje de las abscisas son las diferencias de desplazamientos en los nudos de control, CMOD, 

y en el eje de las ordenadas se muestran los valores de las fuerzas F5 • 

La comparación de la respuesta del modelo numérico muestra una büena concordancia con 

la del ensayo experimental. También se puede apreciar que el modelo de plasticidad usado 

hace que el modelo comience su fase de ablandamiento después de alcanzar una carga 

máxima de aproximadamente 7 .6 kN la estructura sea más rígida y a :partir de una carga de 

separación de 0.095 mm mostrando que el modelo numérico ofrece 4na resistencia 

ligeramente mayor al del modelo experimental. 

1 En las referencias presentadas sobre este problema las siglas CMOD vienen de la frase de Crack Mouth 
Opening Displacement. 
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8 

7 

~6 -
~ 5 -
ca ,, 
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.~ 4 
Q. 
ca 
tn 3 ca 
t:! 
~ 2 
lL 

1 -¡ 

o 
o 0.1 0.2 0.3 

Abertura de la grieta-CMOD(mm) 

- Experimental 

~Numérico 

0.4 

Figura 4.5 Modeolo CWLCDCB-Comparación de resultados experimental y numérico. 

4.3.2. Muro de mampostería simple, ETH Zürich. 

En el modelo que se presenta a continuación (ver fig . ~ . 6) es la simulación de unas pruebas . 

de carga llevadas a cabo sobre muros de mampostería simple. Lourern;o ( l 996a) realizó una 

serie de experimentos numéricos aplicando cargas laterales y verticales para validar su 

modelo de plasticidad compuesto por dos criterios de fluencia. Berto et al. (2001) también 

presentaron esta estructura para validar un '. modelo de daño ortotrópico en tensión y 

compresión. 

En el experimento numérico que se realiza con este muro se considera sólo el modelo 

denominado W 1 por Lourenc;:o ( l 996a) donde las cargas verticales son de baja magnitud. 

Las propiedades elásticas e inelásticas del material en el régimen en tensión se presentan en 

la tabla 4.1. En este ejemplo la magnitud del ancho de agrietamiento se ha valorado de 

acuerdo con la ec. ( 4.1 O). Para el modelo del muro se emplearon elementos finitos de 4 

nudos. 
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p 
.., - ~---L._-1 _ ___L___.L - --• - - - -~~_J 

¡ _______ _ - -- ------------------ --~- 1 160 

3600 

(- --· . . 

- 150 2000 

.· -- --~180 

., 
- ---¡ ' 

·1 '1 ., ' 

600 - --------- -------=----==-_::___ 1 1 

·- 9Qq : 1400 
_ _ _ _J 

Figura 4.6 Geometría y cargas en modelo de muro de mampostería ETH-Zürich. 

Tabla 4.1 Parámetros elásticos e inelásticos del material 

Parámetro 

Módulo de Y oung en la dirección x 

Módulo de Y oung en la dirección y 
' 

Relación de P?isson ~y 

Módulo de Corte en X.y 

Resistencia a tensión en la dirección xifix) 

Resistencia a tensión en la dirección y(fry) 

Energía de fractura en la dirección x(G¡x) 

Energía de fractura en la dirección y( Gjj.) 

a 

Valor 

2460 N/mm2 

5460 N/mm2 

0.18 

1130 N/mm2 

0.28 N/mm2 

0.05 N/mm2 

0.02 N-mm/mm2 

0.02 N-mm/mm2 

1.73 

En las alas extremas del muro de mampostería se toma un valor de frx=0.68 N/mm2 

(Lourern;o, l 996a; Berto et \al., 2001 ). Las resistencias a compresión en la dirección x e y 
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son respecti\amente 1.87 Nimm~ y 7.61 Nlmm2
. El \'O.l a r Je la resistencia o. la compresión 

en las alas se toma igual al presentado por Louren\:o ( \ 996a). 

Inicialmente el muro está sujeto a una carga vertical de p=0.61 kN/mm2. Los resultados 

obtenidos en el ensayo numérico y los resultados experimentales se presentan la fig. 4. 7. 

En esta figura se puede observar que la respuesta del modelo experimental y el modelo de 

numérico son similares. Se ha encontrado que, en aproximadamente 2.51 mm de 

desplazamiento horizontal, existe una descarga en el modelo en la primera fase de carga, 

debido a que el ala de la izquierda se separa del muro. Este comportamiento también es 

reportado por Louren\:O ( I 996a). Además se aprecia que la carga distribuida que confina el 

muro de mampostería es esencial para el equilibrio durante el experimento numérico, 

aunque el daño que se muestra en la estructura se debe principalmente a efectos de tensión 

como lo pronostica el modelo de plasticidad propuesto. 

300 

250 

- 200 z 
..:.:: --¡ ... 
<11 - 150 ni --Experimental 
ni 
t:! ~Numérico 
Q) 100 . :::1 
u.. 

50 

o 
o 5 10 15 20 

Desplazamientos(mm) 

Figura 4. 7 Resultados experimentales y numéricos del modelo de muro de mampostería 

ETH-Zürich. 
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Sumario. 

En este capítulo se ha presentado el criterio de fluencia de Rankine Ortotrópico de dos 

variables internas. Con éste se llevaron a cabo dos experimentos numéricos para observar el 

comportamiento de éste en situaciones donde se provoca la falla en el material por efectos 

de tensión. La respuesta obtenida con los modelos numéricos logra una buena concordancia 

en la respuesta global. Además. d modelo de plasticidad presenta las mismas zonas de 

influencia de agrietamiento comparado con otros modelos de comportamiento. 

78 



CAPÍTULO 5 

Aplicaciones a estructuras de mampostería 

En el capítulo anterior se ha estudiado dos casos con la finalidad de validar el modelo que 

se muestra en este trabajo . A continuación se presentan cuatro ejemplos de aplicación del 

modelo de Rankine ortotrópico para observar su desempeño y el potencial de éste en 

situaciones prácticas o en evaluación de construcciones antiguas. 

5.1 Determinación de la estabilidad estructural en arcos de mampostería 

Muchos analistas consideran que la resistencia a tensión de la mampostería es nula. El 

siguiente ejemplo presenta las limitaciones de esta aproximación cuando se estudia la 

estabilidad de estructuras de arco (Roeder y Ayala, 2001). Con este objetivo se calcularon 

las líneas de presión con los resultados obtenidos con el modelo de Rankine ortotrópico y 

otros dos modelos constitutivos distintos . 

El pnmer modelo de comportamiento que se utilizó fue de agrietamiento distribuido 

considerando que el material es frágil (Roeder, 1998). El segundo es el modelo de daño 

propuesto por Mazars (1984) para la evaluación de estructuras de concreto . 



Simulación numérica del comportamiento mecánico de la mampostería 

Para comparar el desempeño de los tres modelos constitutivos se eligió uno de los arcos. 

sombreado en la fig. 5.1. que se encuentran en el eje longitudinal de la Catedral 

Metropolitana de la Ciudad de México. 

-- 20 70 m 

T ---
H.50m 

20.40 m 

' 
~4 iO m 

Figura 5.1 Sección típica de la Catedral Metropolitana de la Ciudad de México 

(Roeder, 1998; Roeder y Ayala, 2001). 

W=19.6 kN/m 

~ O m 

Figura 5.2 Dimensiones del arco 
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Aplicaciones a estructuras de mampostería 

El arco presenta las características geométricas mostradas en la fig . 5.2. A. la estructura se le 

somete a cargas distribuidas verticales que simulan el peso propio de ésta y. 

posteriormente, a desplazamientos de apertura en los apoyos hasta alcanzar el valor de 80 

mm. Se definió el valor de 80 mm de abertura porque el modelo numérico del arco 

empleando el concepto de agrietamiento distribuido es estable hasta este desplazamiento 

cuando se supone que el material es completamente frágil. Para el ablandamiento del 

material se utilizaron diagramas de esfuerzo-deformación . equivalentes que varían 

linealmente en ambas direcciones respecto a los ejes materiales. 

En cuanto a los parámetros mecánicos de la mampostería considerada, los valores del 

módulo de Young y d de la relación de Poisson son respectivamente 2.5E6 kN/m2 y 0.18. 

La energía de fractura por tensión es de l .2E6 kN-m/m2 y la resistencia a la tensión es de 

280 kN/m2
. Para este ejemplo se emplea la función lineal de ablandamiento de esfuerzos 

con una deformación última de agrietamiento de 0.0001 y un valor de a igual a uno. El 

modelo numérico está elaborado con elementos finitos cuadriláteros de nueve nudos (ver 

fig. 5.3). 

y 

i 

Figura 5.3 Modelo de elementos finitos del arco de mampostería. 
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Aplicaciones a estructuras de mampostería 

Las fuerzas normales y la posición de éstas en secciones normales al eje del arco se 

calculan integrando numéricamente los resultados de esfuerzos. En la fig. 5.4 se muestra la 

localización de deformaciones por agrietamiento al ir aumentando los desplazamientos de 

apertura en los apoyos del arco. La posición de la línea de presiones calculada con el 

modelo propuesto varía levemente; por ello, considerando también la escala de la gráfica, 

no se puede apreciar los cambios de posición de ésta. De otro lado cuando se observa la 

línea de presiones del arco, cuando se considera que el material es frágil, la posición de ésta 

cambia repentinamente a pesar que los niveles de desplazamientos son bajos. 

Las líneas de presiones resultantes, calculadas a partir de los resultados obtenidos con los 

tres modelos constitutivos, se pueden apreciar en la fig. 5.5. 

Modelo frágil 

Modelo de daño 

Modelo de plasticidad propuesto 

Figura 5.5 Comparación de las líneas de presiones obtenidas con los tres modelos 

constitutivos 

Se puede observar que la línea de presiones calculada con un modelo frágil de 

agrietamiento distribuido está cerca de los límites de la geometría del arco; por otro lado, 

que el modelo de plasticidad de Rankine Ortotrópico propuesto en este estudio y el modelo 

de daño de Mazars presenta una línea de presiones que siguen trayectorias parecidas. 
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Este ejemplo de aplicación concluye que los modelos frágiles subestiman la capacidad 

portante de cargas en arcos. Esta obserYación simple. pero valiosa. resalta la importancia 

del uso de modelos que utilizan, además de la resistencia a tensión del material. parámetros 

que amplían la capacidad de modelado de materiales complejos como la mampostería. 

Cabe señalar que el modelo de daño de \1azars presenta inconvenientes por el tipo de datos 

. que requiere (Roeder y Ayala, 2001 ). a diferencia del modelo de plasticidad ortotrópico 

propuesto en esta tesis, que necesita dos valores para los esfuerzos de tensión en las 

direcciones, o ejes materiales, x e y, junto con las energías de fractura respecto a las mismos 

ejes materiales. 

• 

5.2 Modelado del comportamiento no-lineal de estructuras históricas 

El monasterio de San Vicente de Fora, ejemplo de la arquitectura Portuguesa del siglo XVI, 

representa el monumento típico de Lisboa. La estructura resistente está conformada por 

columnas y arcos de bloques de piedra unidos con mortero, combinados con muros de 

relleno de mampostería. Este monumento, que sobrevivió al sismo de 17?5. presenta sin 

embargo signos aún visibles de los efectos de dicha catástrofe. 

Como parte de un programa de investigación. cuyos objetivos fueron la estimación de la 

vulnerabilidad sísmica del monasterio Y la evaluación de soluciones v técnicas de refuerzo 
• .1 

de monumentos históricos. en el laboratorio ELSA. del Centro de Investi~ación Conjunta 

de la Comisión Europea 1, se efectuaron una serie de pruebas en un modelri a esca(a natural 
• 1 

de una sección de su fachada interior (Ambroseni , 1998; Pegon et al., 2001, Giordano et 

al., 2002). La fig. 5.6 se presenta la geometría del modelo numérico y la fig . 5. 7. muestra 

esquemáticamente las dimensiones del modelo de prueba con la configuración de los 

actuadores de carga vertical y horizontal. El espécimen ensayado, consta de un arreglo 

ordenado de bloques de piedra unidos con mortero. en columnas y arcos, así como de 

mampostería de relleno. El arreglo de bloques y las propiedades del material (ver tabla 5.1) 

utilizado en el prototipo. reproducen a los de la estructura real. A fin de simular las 

1 En inglés se le denomina Joint Research Center-JRC 
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condiciones del sub-ensamble dentro de la estructura completa. la pJrte superior del modelo 

fue confinada horizontalmente mediante barras pos-tensionadas. que proporcionaron una 

carga de 350 y 175 kN. La presencia de pisos superiores se tomó en cuenta aplicando 

cargas verticales de 400 kN en la parte superior de cada columna y de 100 kN en cada panel 

de mampostería de relleno. Igualmente se forzó la de ~ormación de cortante restringiendo 

los desplazamientos verticales en la parte superior de las dos columnas externas. Las 

acciones sísmicas sobre el modelo se consideraron mediante la aplicación de fuerzas 

horizontales igualmente distribuidas en la parte superior de las tres columnas a través de un 

marco de carga. El programa de pruebas consistió de ensayes tanto seudo-dinámicos, como 

cuasi-estáticos cíclicos (Ambrosetti, 1998). 

2.4ll 

L.25 

3.SO 

-~ . 1) 11 

Figura 5.6 Geometría del modelo ensayado. 
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Aplicaciones a estrm:turas de mampostería 

Tabla 5.1 Parámetros de los materiales (Ambrosetti, 1998; Pegon et al, 2001) 

Material E p crr crc 
(GPa) 

V 
(kg/m3

) \ \IP:i) (MP:i) 

Bloques 110 0.2 2600 6.60 66.77 
Mampostería 1 0.2 1500 2.98 13.52 

Junta 2.5 0.2 1800 .2.65 23.10 

Los valores de módulo de Y oung de los bloques, la relación de Poisson y resistencia a la 

tensión de la junta de mortero que se utilizaron en el modelo de elementos finitos se han 

tomado de la tabla 5.1. El valor de resistencia a la tensión del mortero considera que el 

material en general tiene un pobre desempeño bajo este efecto. Aunque en las referencias 

no se presenta la energía de fractura por efectos de tensión como parámetro del material, en 

este ejemplo se ha adoptado como valor 0.02 N-mm/m2 para emplear el modelo de 

plasticidad ortotrópico y el valor de a se supone igual a uno. Este valor de energía de 

fractura se ajusta al tamaño de los elementos finitos. triangulares de tres nudos y 

cuadriláteros de cuatro, que se están utilizando en este ejercicio numérico (ver fig. 5.8). La 

función de esfuerzos y deformaciones equivalentes que simulan el ablandamiento del 

material se suponen lineal. Además, dado que la información para la resistencia a cortante 

no ha sido proporcionada en las referencias. se adopta para este ejemplo un factor a igual a 

1.5 para tomar en clienta Ja contribución al corte en el criterio de fluencia . 

···-- ··-- -······ ----- --------------
·::-=--:;:..: ::.::-~::.:-_ -- ......... ·--- - - -- -·-----·-----· -· - ·- .:. -_-_ _-:::·:::-:-.::::.:.::::... 
--·----·-··- - ·-------------... :;: - ':. ....:....-::: : ::-=-_-:.=-..:::::::--_.;_::_~-=----==~-==::.·:__.:.:.; '"'.'::.. - --::.:......:::==::. 

-·· ···-·-·------------------· -· ... ---·---- -- ----·-· ----- ··-· - ------------ --- --·-·. . 

.. ::.::;:- .. 

Figura 5.8 Modelo de elementos finitos del espécimen. 
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700 00 

600 00 -z 
.::t. 500 00 -l! 
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Figura 5.9 Comparación de resultados obtenidos del ensayo experimental y la 

simulación numérica. 

En la fig. 5.9 se muestran los resultados numéricos y experimentales. En esta última figura 

se puede obserYar que. cualitatirnmente, la tendencia de la curva obtenida a partir del 

modelo numérico es similar a la del modelo experimental, aunque cuantitativamente ésta 

presenta una resistencia mayor en la parte final del experimento. Esto se debe a que el 

comportamiento en compresión comienza a gobernar la respuesta del modelo experimental. 

Esto último se puede observar de la fig. 5 .1 O donde se presentan dos distribuciones de 

esfuerzos principales. En rojo se marcan los esfuerzos principales de tensión y en azul los 

de compresión. El gráfico de la izquierda se aprecia los resultados obtenidos del análisis, 

antes de comenzar a localizar el agrietamiento en la estructura, al aplicar una fuerza lateral 

hasta una magnitud de aproximadamente 200 kN para la cual se presenta un 

: desplazamiento de 0.09 mm. En el gráfico de la derecha se presentan los resultados cuando 

se aplica. en el modelo numérico. una carga máxima de aproximadamente 587 k\' que 

ocasiona un desplazamiento de 38.2 mm. 
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(a) (b) 

Figura 5.10 Esfuerzos principales (a) antes del agrietamiento y (b) al final de la 

simulación numérica. 

~ ... 

(a) 

.r 
' 

j . ,,.. .. ,. 

(b) 

¡ .. 

Figura 5.11 Patrones de agrietan1iento en (a) modelo experimental y (b) el modelo 

numérico (Guzmán et al, 2002). 

El patrón de agrietamiento se puede observar en la fig. 5.11. En los dos gráficos anteriores 

muestran que la zona donde se presentan esfuerzos principales de tensión obtenidos con el 

modelo de Rankine Ortotrópico propuesto y la localización de los agrietamientos de la fig. 

5.11 se revelan en las mismas partes de la estructura. Obviamente, la intensidad de los 

esfuerzos que se obtiene con el modelo es menor debido a que refleja el comportamiento de 

ablandan1iento del material en esas partes de la estructura. A pesar que el modelo de 
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plasticidad se activa ocasionando que se redistribuyan los esfuerzos debido al inicio del 

comportamiento inelástico del material por efectos de tensión. los esfuerzos principales de 

compresión mantienen prácticamente la misma distribución. La literatura que estudia esta 

estructura en particular. reporta que el material de este modelo experimental tiene una 

resistencia muy alta a compresión, por lo que también la tendencia observada en el modelo 

experimental y el modelo numérico es bastante similar al nivel de cargas impuesto en la 

estructura. 

Según los resultados obtenidos, la hipótesis de considerar que las juntas de mortero tiene un 

bajo desempeño en tensión tiene una influencia decisiva en el comportamiento global del 

espécimen de prueba a través de un modelo de plasticidad. como el presentado en este 

trabajo que, aunque planteado de manera poco ortodoxa, ha permitido estimar de manera 

simple las características principales del comportamiento experimental hasta una carga 

horizontal de 587 kN. 

Este experimento numérico es muy valioso, pues permite apreciar que, bajo efectos de 

esfuerzos compresión de magnitud apreciable, la respuesta de los modelos numéricos que 

utilizan el criterio de fluencia presentado en esta tesi s se desfasa del comportamiento 

observado en ensayes o con otros modelos numéricos. Esta observación se hace más 

evidente en el siguiente ejemplo. 

5.3 Modelado del comportamiento no-lineal de marco de concreto con muro 

de relleno de mampostería 

En la siguiente aplicación se modela un muro diafragma de mampostería el cual fue 

ensayado en el laboratorio del Centro Nacional de Prevención de Desastres, CENAPRED 

(Flores et al, 1999). Esta estructura está compuesta por un marco de concreto que envuelve 

a un muro de relleno construido con unidades de ladrillo hueco (ver fig. 5.12). Los 

parámetros del material se pueden apreciar en la tabla 5.2. 
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1 

----- --.--· --·-
- -

E ...... >- -

r---------- - - 0,15m 

1-------- - - - ---- - ____ _______;__ 

! 

0,8m 
-----i 

Figura 5.12 Dimensiones del modelo experimental (Flores et al. 1999). 

Tabla 5.2. Parámetros de los materiales (Arauja, 2000; Larios, 2004) 

Parámetro Mampostería Concreto 

Módulo de Y oung 
1 

28000 kg/cm- 115220 kg/cm2 

Módulo de Poisson 0.25 0.20 

Resistencia a tensión 2.0 kg/cm2 . 2 
25.0 kg/c117 

Resistencia a compresión 40.0 kg/cm2 250 kg/c~2 

Energía de fractura en tensión* 
1 

0.005 kg-crn/cm- 0.005 kg-cm/cm2 

Energía de fractura en compresión* 2.000 kg-cm/cm2 5.000 kg-crn/cm2 

*Los valores de energia de fractura de la mampostería se han definido a partir de los resultados de Van der 

Pluijm ( 1993) y los correspondientes al concreto siguiendo recomendaciones de Bazant y Planas ( 1998). 

91 



Simulac ión numérica del comportamiento mecánico de la mampostería 

5E#3@12.5F E#3@25 5E:= J,@12.5F 
'---

E#3@ 10.5 
3 o o 

D r.;.\ @) ~ 

6 M - - M 
:it: - - :it: 
i:..:.: U.J 
-e '° r--

Columna 28x28c 
:J >--- o 
ir. V) 

,-;;_\ @) E#3@ 12.5 -.::::, 
>---r-. M 

2l :it: 
r-- 1-- U.J 

°' °' 
,, 

~ r-- .... o o o 4: 
r::;;'\ - >- - @) ~· ,.,.., M 
:::::: :it: 

U.J 

'° '-O 

- - Trabe 28x38cm 
2Ee 2Ee 

1 1 

1 1 

Figura 5.13 Refuerzo del marco de concreto (Flores et al, l. 999). 

La resistencia al esfuerzo cortante tiene un \ alor de 3.5 kg/cm2
: Así, con esta última 

resistencia y las resistencias a la tensión en x e y se obtiene que el rnlor de a es es igual a 

l. 78. La distribución del refuerzo en el marco de concreto se presenta en la fi g. 5.13. El 

acero de refuerzo tiene un módulo de elastic idad de 2.0E6 Kgl~m2 y un esfuerzo de fluencia 
. . 

de 4200 Kg/cm2
. Al modelo de laboratorio de la estructura se ~e aplicó una carga horizontal 

¡ ~ 

cuya magnitud se incrementaba hasta obtener distorsione5 angulares prescritas. Para 

simular el efecto de carga vertical se aplicaron, mediante dos ·· gatos verticales, dos fuerzas 

constantes de 37 toneladas en cada columna, según el esquema que se presenta en la fig. 

5.14. 
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Gatos verticales 

Actuador horizontal 

' _-r . _ _ J · --- - -·------ --------- --- ·------ -- -

- - ---------1 

¡ 

ijl 
'¡ !I 

1 

.! il 'i 

Figura 5.14 Esquema del ensayo del marco de concreto con muro de mampostería de 

relleno (Araujo, 2000). 

El modelo de elementos finitos, que se muestra en la fig . 5.15, está elaborado con 624 

elementos de esfuerzos planos de cuatro nudos utilizados en las zonas de concreto y 

mampostería y entre los dos tipos de materiales, alrededor de todo el muro de mampostería, 

se han utilizado 80 elementos de interfase ·de cuatro nudos. elementos diseñados dentro del 

programa NLFEM (Roeder y Ayala. 2003). 

:::: . -·-:,_ ::. - ;__ _-:::,. ___ .;::.~- -=- -: - - . - - =-- =- - -- :: -=.f.~ 

- -
. --· - -·- - --- -· ···,-------- r --- - - ---·--

----- - ---~~-~---

. :.....~...__ - ___ __ _! \ ¡ 

Figura 5.15 Modelo de elementos finitos del muro. 
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Para d estudiar d desempeño del modelo de plasticidad propuesto en esta tesis se 

realizaron dos experimentos numéricos. cada uno con distintas relaciones constitutivas para 

la mampostería. En el primer experimento, denominado TO 1, se utiliza para el concreto y 

la mampostería el modelo de agrietamiento distribuido multidireccional (Rots, 1988) 

combinado con el criterio de Drücker-Prager para modelos elasto-plásticos, y en el segundo 

para el concreto se mantuvieron las mismas características del primer experimento y en los 

elementos donde se define la mampostería se aplica el criterio de fluencia de Rankine 

Ortotrópico de dos variables internas propuesto en este trabajo. En ambos análisis se utilizó 

el modelo de plasticidad de Mohr-Coulomb en los elementos de interfase y el modelo de 

plasticidad de Von Mises para el acero de refuerzo. Los resultados obtenidos de los 

experimentos numéricos y la envolvente de los desplazamientos que resultan de aplicar la 

carga horizontal cíclica se pueden apreciar en la fig. 5.16. 
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Figura 5.16 Comparación de dos modelos de comportamiento con la envolvente 

experimental. 

Cada modelo numérico muestra diferencias con respecto al modelo experimental. El primer 

modelo TO 1, ofrece una mejor aproximación debido a que comienza a plastificarse el 

material por el efecto de Ja compresión. Los resultados en la parte máxima de la respuesta 

de este modelo present~n una desviación del 15. 3 % respecto a la carga máxima registrada 
i 
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en el ensayo del espécimen. Este resultado es consistente con los resultados obtenidos por 

Mehrabi et al .. ( 1994) quien señala que los marcos de concreto con relleno de muro 

mampostería que son cargados lateralmente en forma monótona tienen una resistencia 

mayor en 10% al 17% que los ensayados de manera cíclica. El segundo modelo constitutivo 

mantiene una tendencia de crecimiento. Este comportamiento del modelo numérico refleja 

que los esfuerzos de compresión influyen en la respuesta de la estructura. Así, es evidente 

que el modelo de plasticidad propuesto no considera el daño por efectos de _compresión, o 

aplastamiento del material. Para poder utilizar este modelo en mampostería confinada se 

debe combinar con otro que permita ablandar el material cuando se produce el 

aplastamiento de éste. 

5.4 Modelado del comportamiento no-lineal de marco de concreto con muro 

de relleno de mampostería 

El siguiente ejemplo presenta los resultados de un marco de concreto con muro de 

mampostería de relleno con una ventana en este último. Los parámetros empleados aquí son 

. idénticos al ejemplo anterior. La malla de elementos finitos se puede apreciar en la 

• siguiente figura. 

.: .• .:.. •.. ____ -;_:..._- ::...=._ : ------. ----==~-

·-----------+--- · ----------

Figura 5.17 Modelo de elementos finitos para el marco de concreto reforzado y muro 

de mampostería de relleno con ventana. 
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Los resultados de esfuerzos principales en tensión y compresión al inicio del proceso de 

carga lateral se presentan en la fig. 5. l 8(a). En esta figura se puede notar la concentración 

de los esfuerzos de tensión, en rojo, en la parte inferior de la columna izquierda y en la 

parte de la diagonal que va desde la parte superior de la columna izquierda a la inferior de 

la columna derecha. Sobre esta diagonal se establecen dos áreas separadas por la ventana. 

Los esfuerzos de compresión son menos significativos que los de tensión, según se ve en 

esta misma figura. La fig. 5.18 (b) presenta la relajación de los esfuerzos Por esta 

distribución de esfuerzos el muro presenta daño por efectos de agrietamiento por tensión 

(ver fig. 5.19). Esta observación ratifica que el modelo de plasticidad de Rankine 

Ortotrópico puede simular aceptablemente este tipo de daño. 

,, 

Figura 5.18 Esfuerzos principales en el muro hueco obtenidos con el modelo 

propuesto: (a) esfuerzos principales a aproximadamente 0.3 ton de carga 

lateral y (b) esfuerzos al final de la carga ( 10.5 ton). 

La distribución de esfuerzos debido al daño presentado en el modelo también es 

concordante con la observada en la localización de las deformaciones por agrietamiento 

utilizando un modelo compuesto de agrietamiento distribuido multidireccional combinado 

con el modelo de plasticidad de Drücker-Prager (ver fig 5.19).En la fig. 5.20 se presenta la 

respuesta global del muro donde se utilizan el modelo de plasticidad propuesto en este 
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trabajo y el modelo compuesto donde se aprecia la buena concordancia que existe entre 

ambos modelos numéricos. 

~' 1 
j 
i 

1 ' 1 

(a) (b) 

Figura 5.19 Localización de las deformaciones por agrietamiento a (a) 0.3 ton y (b) 

10.5 ton. 
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Figura 5.20 Resultados de modelo compuesto y modelo de plasticidad propuesto. 
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5.4. Sumario 

En este capítulo se han presentado cuatro modelos numéricos donde se emplea el criterio de 

plasticidad propuesto en esta tesis. En las dos primeras aplicaciones se ha visto que el 

modelo refleja la respuesta esperada. En la tercera aplicación. donde los esfuerzos de 

compresión son de gran magnitud, existe una desviación muy apreciable en relación a 

modelos que consideran, de alguna forma, el comportamiento no-lineal por aplastamiento 

del material. En el último modelo numérico, donde la falla del material es básicamente por 

esfuerzos de tensión, el modelo de plasticidad propuesto tiene una buena concordancia al 

modelo donde se emplea el concepto de agrietamiento distribuido combinado con el criterio 

de fluencia de Drücker-Prager que toma en cuenta el daño por efectos de compresión en la 

mampostería. Estas simulaciones permiten observar que el modelo propuesto en esta tesis 

es apropiado en estructuras donde la falla del material se debe básicamente a la tensión, 

como puede ocurrir por efectos sísmicos en muros de mampostería simple donde las cargas 

verticales sobre éstos son de poca magnitud o en muros que componen una construcción 

histórica donde, generalmente, los elementos estructurales son robustos y la falla por 

compresión no es evidente en el daño observado en la estructura. 
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Sumario y conclusiones 

Aplicaciones racionales_ económicas y novedosas en la mampostería implican investigación 

constante en diversos campos del conocimiento aplicados a la ingeniería. En estos campos 

de conocimiento se encuentran las matemáticas aplicadas, los métodos numéricos, la 

ingeniería de software y ciencias de los materiales que, combinados, permiten desarrollar 

herramientas de análisis confiables y robustas . En panicular, con el uso de estas 

herramientas se obtienen informacio n muy va li osa de la respuesta de las estructuras cuando 

comienza a producirse el daño en éstas. 

El perfil de esta tests tiene como principal característica la simulación numérica del 

componamiento mecánico no-lineal de la mampostería. Pero este perfil no es c0mpleto sin 

una plataforma de análisis que sirva de herramienta numérica controlada y confiable que 

cuente con estrategias de solución robustas que puedan armonizarse dentro de un diseño 

eficiente de algoritmos donde se operen grandes bases de datos. Así, en este trabajo de tesis 

se ha logrado combinar todas estas ciencias para alcanzar una herramienta completa de 

análisis que es aplicable a estructuras construidas con mampostería o con materiales cuasi

frágiles. 



Simulación numerica del comportamiento mecánico de la mampostería 

Aspectos computacionales desarrollados 

Una cuestión importante a resolver en todo análisis de estructuras es con qué herramienta 

de cálculo se cuenta y qué grado de resolución de los resultados se desea obtener. En la 

actualidad el ingeniero estructurista puede considerar diversas posibilidades gracias al 

desarrollo acelerado de los métodos numéricos que se utilizan para evaluar estructuras 

sometidas a situaciones de cargas complejas Dentro de esta diversidad de métodos se 

pueden encontrar los métodos basados en elementos de frontera, los basados en elementos 

discretos, o los métodos de análisis basados en la discretización del dominio .de los sólidos 

con elementos finitos. En el caso particular de esta tesis, se ha dado un énfasis a este último 

método el cual 5e ha utilizado para elaborar un sistema integral, denominado NLFEM, que 

permite analizar estructuras con modelos planos, como las presentadas en esta tesis, y 

espaciales construidos con materiales que ostentan diversas características mecánicas bajo 

formulaciones de pequeñas y grandes deforma~iones Para lograr completar este aspecto 

trascendente de este trabajo, se implantaron también, dentro de esta herramienta, los 

procedimientos de solución avanzados de sistemas de ecuaciones no-lineales que se han 

presentado en el capitulo tres de esta tesis. 

Se debe resalt ar que el diseño final condujo a una característica pa11icular de NLFEM que 

pocos códigos comerciales poseen. Esta característica es la capacidad de modelar el 

comportamiento no-lineal ortotrópico de materiales, como es el caso de la mampostería; en 
' 

el cual además se diseñaron, aparte de los procedimientos de ensamblaje de matrices de 

rigidez tangente simétricas, los códigos para ensamblar ;las matri ces de rigidez tangentes 

asimétricas que se obtienen de modelos de plasticidad no-asociada o en modelos 

constitutivos de más de una variable interna del estado termodinámico del material y cuyas 

ecuaciones de flujo se integran de manera consistente con el procedimiento de New10n

Raphson. 

Desde el punto de vista computacional. esta labor de definir el sistema idóneo de análisis 

condujo al objet ivo fundamental en la tesis, asentar una herramienta robusta de análisis que 

permite estudiar e implementar relaciones cot:1stitutivas no-lineales isotrópicas y 
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ortotrópicas que se pueden aplicar ~1 estructuras de mampostena o estructuras en g:eneral 

construidas con materiales con cara('.teristicas cuasi-frági 1 es. 

Aspectos de la simulación del comportamiento del material 

En esta tesis se ha empleado la teoría de la plasticidad para simular numéricamente el 

comportamiento no-lineal de la mampostería en dos direcciones ortogonales. El criterio de 

fluencia que se presenta, está basado en la superficie de Rankine que se usa para evaluar el 

daño por efectos de tensión en estructuras de mampostería. Para simular el comportamiento 

mecánico no-lineal debido a el ablandamiento del material en las dos direcciones materiales 

ortogonales x e y , se ha reformulado la ecuación de la superficie de fluencia de Rankine 

introduciendo en ésta dos variables internas que reflejan el daño en las direcciones antes 

mencionadas. Los algoritmos de solución local del sistema de ecuaciones se han 

implantado considerando los conceptos modernos de integración de las ecuaciones de flujo 

consistente con el procedimiento de Newton Raphson para actualizar las variables internas 

y los esfuerzos en cada punto de integración de los elementos finitos empleados en los 

modelos numéricos. Por las· características de las cargas aplicadas a los modelos 

estructurales que se presentan en. este trabajo, las cuales se incrementan de forma 

monótona, resul ta irrele ' ante sim ular el cierre de grietas con este tipo de modelos de 

comportamiento Las matrices de rigidez de cada elemento. por el tipo de modelo de 

plasticidad que se utiliza, son asimétricas por lo debe tenerse en cuenta que las ecuaciones 
' 

lineales producto del ensamblaje global no son simétricas y se requiere de técnicas de 

solución para este tipo de sistemas ;L:i técnica de solución que se ha adoptado para los 

problemas locales como los globales, para resolver las estructuras presentadas en este 

trabajo, es satisfactoria y esto se demuestra porque se han podido seguir las trayectorias de 

equilibrio desde la fase elástica, seguida por la fase pre-pico y finalmente la fase de 

ablandamiento, o post-pico, de la estructura. Por lo expuesto, este modelo cumple con los 

objetivos propuestos en este trabajo de tesis, por ser parte complementaria de una 

herramienta de análisis, y es una alternativa atractiva de modelado numérico de materiales 

cuasi-frágiles como la mampostería dado que puede representar el estado de daño en las dos 

direcciones materiales x e y . 
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Macro-modelado de estructuras de mampostería 

En este trabajo se ha querido hacer émfasis el empleo de un modelo de comportamiento 

simple que se puede utilizar en el macro-modelado de estructuras de gran envergadura para 

evaluarlas cuando comienzan a deteriorarse. El empleo de las resistencias a tensión en las 

direcciones materiales y las energías de fractura respecto a las mismas direcciones 

materiales x e y es una de las características que se destacan de este tipo de m0delo 

constitutivo y es suficiente para representar el comportamiento biaxial no-lineal de la 

mampostería. Aunque no se ha hecho un estudio estricto de la objetividad, se han 

presentado dos criterios comunes para definir el tamaño de las mallas de elementos finitos 

en los ejemplos de validación y poder utilizar el modelo de plasticidad propuesto en este 

trabajo. En el primer modelo de validación, que se presentó en el capítulo cuatro, los 

resultados numencos muestran una buena correlación con los obtenidos 

experimentalmente. Los elementos finitos fueron triangulares de tres nudos y elementos 

cuadriláteros de cuatro nudos. Para resolver este problema, se utilizó el control por 

desplazamientos indirectos. En el segundo experimento numérico, un muro de mampostería 

simple sometido a una carga distribuida y una carga lateral, se pudo representar la 

trayectoria de equilibrio y, además se pudo observar que los resultados de los esfuerzos 

obtenidos como consecuencia del ablandamiento del material se localizan en las mismas 

zonas que las deformaciones por agrietamiento cuando se utiliza un modelo de 

agrietamiento distribuido multi-direccional. 

En general, se adoptó el macro-modelado por la facilidad que se tiene para definir malla y 

porque ofrece buenos resultados con menos esfuerzo de cómputo en procesos de falla 

compuesta, que es el caso cuando se utilizan este tipo de criterios de fluencia 

Aplicación del modelo a problemas de la ingeniería práctica 

La aplicación a problemas de la práctica profesional de criterios de fluencia, como el 

presentado en este trabajo de tesis, es un paso importante hacia criterios de diseño basados 

en mecáni,ca de fractura o en estudios de edificios históricos en los cuales el agrietamiento 
j 

102 



Sumario v conclusiones 

por efectos de tensión en el material es la causa principal de la falla en los elementos 

estructurales de éstos. 

Para estudiar la versatilidad del modelo de comportamiento propuesto. en el capítulo cinco 

se presentaron cuatro ejemplos de aplicación a problemas prácticos de la ingeniería. El 

primer ejemplo estudia la estabilidad de arcos de mampostería utilizando las líneas de 

presiones. Estas líneas se obtienen cuando se integran los esfuerzos para calcular la 

resultante y su posición en una sección transversal al eje del arco. Los esfuerzos se 

evaluaron con tres modelos de comportamiento distintos con fines de comparación. El 

primer modelo utilizado es de agrietamiento distribuido donde se considera que el material 

es totalmente frágil. El segundo modelo es el modelo de daño de r-.fazars y el tercer modelo 

es el de plasticidad ortotrópico de Rankine de dos variables de estado interno propuesto en 

esta tesis. Los resultados finales h;:i.n dernostrado la buena concordancia en la posición de 

las líneas cuando son calculadas con los dos últimos modelos y refleja, con mejor 

estimación, la capacidad remanente del modelo de comportamiento comparado con los 

modelos donde se supone que el material es frágil. Este tipo de análisis demuestra utilidad 

de los modelos de comportamiento inelástico para estimar con mejor precisión la 

estabilidad de este tipo de estructuras. El segundo ejemplo presenta una estructura histórica, 

un conjunto de arcos de l monasteri o San Vicente de Fora en Portugal. donde se ap lica este 

modelo de comportamiento y los resultados obtenidos en la simulac ión numérica se 

comparan con los obtenidos e:-.:perimentalmente. El modelo constituti vo permite estimar el 

comportamiento de la estructura y, en especial, permite ver la diferencia de magnitudes de 

los esfuerzos principales antes y después del daño Las comparaciones realizadas 

demuestran también que la ubicación de los esfuerzos de ablandami ento es en zonas 

similares donde se localiza las deformaciones por agrietamiento. Así, este tipo de modelos 

permiten evaluar, en forma aproximada, el daño que se presenta en estructuras de este tipo . 

Los dos últimos ejemplos presentados permiten observar la calidad de los resultados en 

marcos de concreto con muros de mampostería de relleno. Estos modelos utilizaron 

elementos de cuadriláteros de cuatro nudos, elementos de barra que simulan el acero de 

refuerzo y elementos de interfase que se emplean entre el concreto y el muro de relleno. La 

estimación del comportamiento no-lineal de los materiales se hizo con el modelo de 
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comportamiento propue:>iu en este trabaj o para la mampostería de relleno y el modelo de 

agrietamiento distribuid0 junto con el modelo de plasticidad de Drücker-Prager con 

ablandamiento para modelar el daño del concreto en tensión y compresión respectivamente. 

Para el acero de refuerzo se usó el modelo de plasticidad prefecta de Von Mises. Los dos 

ejemplos presentados demuestran que el modelo constitutivo propuesto es competente en 

situaciones en tensión. 

En resumen, las aplicaciones presentadas aclaran las cualidades de predicción y las 

limitaciones de este modelo de plasticidad que servirá, gracias al soporte de cómputo que se 

diseño durante el desarrollo de esta investigación doctoral, como herramienta de cálculo 

idóneas para acercar al ingeniero de la práctica al diseño de estructuras de mampostería 

basado en modelos de comportamiento que se aproximan a la mecánica de fractura. 

Recomendaciones para trabajos a futuro 

Un punto destacable de este trabajo es que se logró alcanzar la meta propuesta, la cual es la 

herramienta numérica que reúne, además del modelo de plasticidad propuesto en esta tesis, 

modelos constitutivos no-lineales y un conjunto de procedimientos avanzados para la 

solución del problema no-lineal utilizando el método de los elementos finitos . Este tipo de 

herramienta es un código elaborado de tal manera que se pueden implantar modelos de 

comportamiento ortotrópico no-lineal en éste, como es el caso de la mampostería; esta clase 

de código es dificil de encontrar, aun en programas comerciales. 

Sin embargo, existen aún algunos aspectos relevantes y que es necesario señalar. En primer 

lugar se debe realizar un esfüerzo adicional para ampliar este criterio de fluencia y poder 

estimar el daño por aplastamiento en el material debido a los efectos de compresión. Esto 

último se puede lograr combinando la superficie de fluencia propuesto con otra superficie 

de falla de las mismas características. 

También un aporte de este trabajo es la capacidad con la que se cuenta para incrementar la 

cantidad de estudios a diversos tipos de estructuras de mampostería, especialmente las 
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editicaciones históricas. para la evaluación y tambien para re:'._, rzar y revisar las reglas de 

diseño para este tipo de construcciones. Para tal fin . es recor1endable mejorar la base de 

datos experimentales y dirigir la atención a los parámetros inelásticos necesarios en 

modelos de comportamiento, como los propuestos en este trabajo. para la evaluación del 

comportamiento no-lineal de la mampostería, pues el futuro de estas herramientas de 

análisis depende en gran medida de que estos sean más confiables. Esta observación no es 

novedosa, no obstante, se insiste en que se debe realizar los ensayes más allá de la 

resistencia máxima del material. 

Definitivamente, para muchos analistas de estructuras seria formidable poder modelar las 

grietas que se producen en las edificaciones de mamposteru utilizando la mecánica de 

fractura y a la vez evítar el remallado de los modelos de elementos finitos. Hoy en día 

e:!~ten muchas formulaciones que conectan la mecánica de la fractura con modelos de 

continuo, para simular el proceso de fractura en materiales cuasi-frágiles, como el concreto 

y la mampostería, como es el presentado en esta tesis Otras nuevas formulaciones permiten 

simular de la fractura mediante la teoría de las discontinuidades fuertes, donde destaca el 

trabajo realizado por Oliver en la Universidad Politécnica de Cataluña, o utilizan los 

denominados métodos de los elementos finitos extendidos. elaborado por el grupo de 

trabajo de Belytschko y otros colaboradores. que combina L: fo rt aleza del método de los 

elementos finitos con los métodos libres de mallas o 111eshless .-\. pesar de estos esfuerzos, 

aún persisten los inconvenientes en representar más de una gri eta o representar la entropía 

del continuo por el deterioro del material cuando se desarrolla más de una grieta y de 

proponer criterios inicio de la grieta o cuando la grieta comienza a bifurcar. 

En el caso particular de México, se ha logrado un avance notable en investigaciones de 

edificios de mampostería en general y, por el peligro sísmico que acusa, se ha elaborado un 

reglamento racional de diseño de estructuras de este tipo. Esta herramienta de análisis 

servirá como complemento para la revisar de la estabilidad estructural y validar los 

procedimientos de diseño desde el punto de vista de la mecánica de fractura. 
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Para el caso de cargas cíclicas. como las que se producen durante un evento sísmico. los 

modelos de plasticidad. de daño o los basados en conceptos de agrietamiento distribuido, 

dificilmente pueden capturar la característica principal de la respuesta: el lazo histerético 

residual. Por ello se cree conveniente hacer hincapié que, para modelar este tipo de 

respuesta, es necesario acoplar el efecto de fricción interna que e:\Íste en las superficies de 

agrietamiento, que esta relacionado al amortiguamiento global de las estructuras, al modelo 

con:;titutivo del material (Regueneau et al. , 2000). Este efecto no está acoplado en el 

modelo que se presenta en esta tesis, por lo que no es recomendable utilizarlo para cargas 

cíclicas. 

Se debe reconocer que en nuestro todavía país existe un rezago en la aplicación de 

procedimientos avanzados de análisis y solo se hace con programas comerciales. Este 

hecho ha postergado la tarea de difusión del conocimiento que se requiere para aplicar este 

tipo de tecnología. Por esto se piensa que esta herramienta es un aporte importante para el 

desarrollo de la mecánica numérica en México. 
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APENDICE A 

Expresiones matriciales utilizadas para la 

integración de las ecuaciones de flujo 

Para implantar una relación constitutiva en un sistema de elementos finitos primero es 

necesario definir derivadas, de primer y segundo orden. en expresiones matriciales que 

permitan su tratamiento dentro del marco computacional. Las expresiones que se presentan 

a continuación están definidas solo para la integración de· las ecuaciones no-lineales que se 

obtienen del criterio de fluencia propuesto en esta tesis ; p~ro el e~quema de integración que 

se presentará es adaptable a otros tipos de criterios. 

A.1. Definición del problema de plasticidad computacional 

En la parte final del capítulo tres de esta tesis se presentó un esquema general de 

integración de las ecuaciones relacionadas al flujo plástico en el material. En este apéndice 

se da una descripción detallada de las fórmulas involucradas en la so lución del sistema no

lineal de ecuaciones definidas a partir de la superficie de Rankine ortotrópica con dos 
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variables internas que miden el ablandamiento en las x e y. o entropía, de un punto en el 

continuo. 

A.1.1. Proyección de los esfuerzos en la zona continua de la superficie 

Para proyectar los esfuerzos sobre la superficie de fluencia, donde la componente 

correspondiente al esfuerzo cortante no es nula, es necesario presentar las ecuaciones de 

flujo de tal manera que sean consis1entes con el procedimiento de solución de Newton

Raphson. Por esto, se establece el siguiente conjunto de ecuaciones (Belytschko et al., 

2000) : 

a = -E pi +E pi + ~A cf = 0 
n-l n+ I n nT I ~ 

00 1n- 1 
(A 1) 

bn_, =-qn-l+qn + i1An~lhn- 1 =0 

f ,,_, = f(a n-1' q¡;-: ) =o 

donde el vector de esfuerZGs en el paso 11+ 1 es cr n- l = D : ( EnTI - E ~~ 1 ) dado que se encuentra 

dentro del rango elástico limitado por· la superficie de fluencia . En el caso de la función de 

fluencia de Rankine con dos variables internas se pueden reconocer dichas variables y sus 

incrementos evol uti vos se int roducen en el esquem a de integracion de la siguiente forma 

q =L K l 

1 '. f 
_("TT ·Q .2_ 

V • 1 • a=, . Ca 
= ,1,1, h ; ' n-1 n-¡ 

(A.2) 

El proceso de solución que se usa consta de dos etapas. La primera etapa predice un valor 

del vector de esfuerzos a::1 , denominado también vector de predicción inicial de los 

esfuerzos. El cálculo de este vector inicia la fase de predicción del algoritmo de proyección 

a la superficie de fluencia Para establecer la forma de este vector se tiene lo siguiente 
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<J = 0 : { E . - E . i . ) = 0 : ( E + ~E . - E : . - ~E 11 
) 

11 - I \ t1- 1 ., • 1 11 : -1 .1 11- 1 

(.-.\ 3) 

Donde a;,:, =a,, + O: ~E n- i que define la fase de predicción a partir de una estimación 

elástica. La expresión -..lÁ.n- i O: % ,,,_ , es el corrector plástico que se encarga de proyectar 

los esfuerzos a la superficie de fluencia. La representación esquemática de la fase de 

predicción y de corrección se puede ver en la fig 3. 12 del capítulo tres de esta tesis. 

Para proceder con la solución se utiliza la serie de Taylor, truncada desde los términos de 

segundo orden y superiores, para lineal izar las dos primeras ecuaciones de la ec . (A. 1 ). Esta 

operación conduce a las ecs. (.-\.-l ) que reflej an la evolución de los esfuerzos, las 

deformaciones plásticas y las variables internas cuando se pasa de la fase iterativa k a la 

k+ 1, cuando en esta última se obtiene la convergencia al paso n-1: 

a (k\ +( o-l ~~Jc Cl/ J(k) :1crl¡ bl ) ~ ( _1) Cl f J(k)•.'.i l¡H )+DJ !k l w¡!k) =0 
n- 1 - ::! n- 1 ..... - 1 q 11-I ~- J -, 

( (J 11 - ' ccrcq ) n- 1 ca ,,- ¡ 

b /k l + ( -1 - ~;_ ( h \ l k · .jq ¡ · ·.- + ( ~;- chy ;· :jcrl'; " +01. ¡ ;·: h .·~ 
11 -I ( q 1 i:·. \,_ ca ) n-. ,,., 

/ n- 1 n- 1 

[ A - 1 J (k ) [ ~ª] (H ¡ = -[ ª + 6°').r Jl(k) 
n-1 ~q • n r l 

n-J 

La matriz ..\. 1 y l.ps vectores a y r tiene las siguientes expresiones: 

, q 

=0 

(-: f l 
~A, --· - ' 

ébcqJ' 
ch 

-1 + -::;-

- { k ) -[ª] (k\ -(ki_lr°!J-ik¡ 
a n- 1 - b , r,, _¡ - OCJ 

n- 1 h 
n- 1 

cq n- 1 

(.-\ -+ ) 

(A.5) 

donde 1 es la matriz identidad de orden dos. El sistema local. que se presenta en la ec. 

(A 5), posee eme~ incógnitas definidas por las componentes del vector incrementos de 
i 
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esfuerzos en un pl ano bidimensiL1nal ~cr y el vector de variación de las ,-::. riables internas 

~q. Para calcular el ,-alar del incremento de segundo orden del parametro r L1stico oA. j',,'~ , se 

utiliza la tercera expresión de la ec. (A. l ), la cual lineal izada tiene la siguiente forma: 

':! /" [ " ' 81" (k 

!., .. J + .2_ : ~cr( " l + _:J_ • 1 i ~- l = O 
o-1 - n+I a q ,,_ I 

ccr n-1 q 11- : 

"""' - (k } 

S,,tj(" · =(j-Cf·A·a) 
n-i Cf·A·r 

n- 1 

(.-\.6) 

donde 

(A.7) 

Cf es un vector fila de cinco componentes que se define con las derivadas parciales de la 

superficie de fluencia respecto a las componentes del vector de esfuerzos y las 

componentes del vector q. 

Con las ecuaciones anteriores queda determinado el sistema de ecuaciones que se necesita 

para resol\·er el probl ema de retorno de los esfuerzos a la pal1e cont inua de !a ·superficie de 

fluencia siguiendo los pasos del cuadro algorítmico 3 4 del capitulo tres . Para el cálculo del 

módulo algorítmico se procede según lo expuesto en el capítulo tres de esta tesis. 

A.1.2. Proyección de los esfuerzos en la zona discontinua de la superficie 

La proyección de los esfuerzos en la zona discontinua de la superficie, donde los esfuerzos 

cortantes son cero, se hace de manera sencilla si se introduce un proceso iterativo. Debido a 

que en esta zona el gradiente de la superficie de fluencia no existe. la deformación plástica 

se define a partir de la hipótesis de trabajo plástico. El proceso de iteración queda definido 

de la siguiente manera (Lourenc;:o et al , 1995): 
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Cuadro Algorítmico A.1 Procedimiento de proyecc1on Je los esfuerzos a la zona 

discontinua de la superficie de fluencia de Rankine 

ortotrópico de dos variables internas. 

1. Predicción de los esfuerzos 

2. Calcular el vector de esfuerzos: 

3. Cái Luio del ;,¡cremento plástico : 

A pi _ v - 1 • ( pr (k) ) 
uE ,1_1 - • (J n-1 -(Jn+I 

4. EYaluación de los incrementos de las variables internas: 

El operador tangente consistente con el esquema de integración se plantea a partir de 

diferenciación de las siguientes ecuaciones: 
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1 T I !iA.· - --<J Q ~E 11 = Ü l. n-1 - 11 - I l 11 - I 
(}!. 11-I 

Esta diferenciación da como resultado el siguiente sistema de ecuaciones: 

1 

o 

( 
8/j, K ¡ )T dE 
()¿ !'' 

( Ct1 K. \r 
' --- ¡ dE 

1 ..... ~ ! ' 
L "- Ce / 

CTJ 
8K1 

{:!),x 
1- --1 

8K1 

o 

o 

c/1K, 
1--~--

CK~ 

tA8) 

(A.9) 

En la ec. (A.9), la matriz identidad 1 es de tercer orden. A partir de la segunda expresión de 

esta última ecuación, Ja matriz modular tangente se obtiene primero premultiplicando [Ad] 

en ambos l<;.dc ~ de la ec. (A 9), lo que da como resultado lo siguiente 

í 
1 [o],_d 

(A. l O) 
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Realizando las multiplicaciones matriciales respectivas, finalmente el módulo tangente se 

calcula de la siguiente manera 

(A.ll) 

A.2. Expresiones de las derivadas parciales de primer y segundo orden 

Se presenta a continuación las expresiones de las derivadas necesarias para utilizar la 

superficie de fluencia que se presenta en esta tesis . Para comodidad se repiten algunas de 

las expresiones que se encuentran en el capítulo cuatro. 

Es esta parte del apéndice se presentan las expresiones para la zona continua. Para la zona 

discontinua, las expresiones de las derivadas resultan sencillas de obtener a partir de las 

ecuaciones presentadas en las ecs. (A.8). 

La ecuación de la superficie de fluencia en forma matricial tiene la siguiente forma : 

(A.12) 

Para completar la definición de la superficie de fluencia se tienen las siguientes ecuaciones 

para el vector de esfuerzos reducidos~ y eL vector .de esfuerzos de retorno ri . 

o ! 
.J 

(A.13) 

La evolución de las variables internas K1 y K2 se define sí se considera la hipótesis general 

de endurecimiento por trabajo, como ya se presentó en el capítulo cuatro de esta tesis : 
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~,.t ,· l~f 
i'iK= -crQ-

1 - 1 -cr1 ca 
( . ..\ i .+) 

A _:1 ,1_ TQ Cf 
uK, =-cr , -

- (f, - ªª 
Con estas ecuaciones se definen las expresiones algebraicas restantes que se utilizan para 

integrar numéricamente las ecuaciones de flujo del criterio de Rankine ortotrópico. 

A.2.1. Gradiente paralelo al flujo plástico 

cf 1 = p~ n - ! + _!_ 7t 

00 n+I 2(} ¡::. T p¡::. ) . ~2 2 
'2 '-o n- 1 '-on ""I 

(A.15) 

Donde la matriz P y el vector p están definidos como 

r
h li 

P = h. Ji . O 

1 o o 2Cf 

o 

(...\ 16) 

El valor de a se obtie,ne de la ec. (A. 13). 

f,);,. 
a =--· 

r~ 
(...\ l 7) 

donde f rx y fry son las resi stencias en las direcciones x e y respectivamente y r
11 

es la 

resistencia al esfuerzo cortante. 
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A.2.2. Segunda derivada :. -· ,

<·a -

p 
=------

( 
l T ) ! , 

2 2 l;,n+!Pl;,n-! -

( p~n-1 ) ( p~n- 1 )T 

-+( 12 ~ ,~ _ Pl; ,,_1 f: 

. .\pendice A 

(A. 18) 

A.2.3. Derivadas de funciones vectoriales respecto a las variables de 

ablandamiento 

" ' j o- ~t¡ e- CTl = ---
OK/ 'a n-1 

"' , ca- C K1 n-1 

if f il j CTl 
(A.19) 

= ---
OK,Ccr n -1 

Ca~ 
C K 2 n- 1 

donde: 

Tl .. - 1 = [ U: ( "' ) B: ( K:) o JC i 

0ri = r cB~ ( K ¡) O O r 
C K ¡ 11 - I L C K ¡ J n-1 (A.20) 

c r¡ o (' B, ( K:) ,)r = 1 
C K , 

11 - \ L 
C K - J n- 1 

A~2.4. Derivadas de la función de fluenciá respecto a las variables de 
' ' 

ablandamiento 
' : 

if 

CK 
1 n-; 

= -(Qf)T ~ 
C K , Ocr C K , 

- n- ! - n- 1 

a¡ 
(A.2 l) 
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A 2 5 O 
. d (-~ /\. " 1 (-~/\.· , 

. . . enva as - -- y - ---
<'cr ccr 

O~Kl l óA Q a¡ 
+ 

ei; e: / Q 
= - ( ) - , lcr ocr n- 1 BI (K1) l acr 0"1 K¡ (,'(J-

n- 1 

_ tiA. Q? o/ ó..t 0
2

/ Q = 
B, K- acr- -

n- 1 

CÓK2 I 
acr n+l 0-2 ( K:) - OO n-1 

+ ( ) , ,cr 
- - n+ l 

A 2 6 O 
. d CÓK¡ CÓK, . . . enva as -- y ---

otiA cti..i 

CÓK 1 1 rQ 
c 1 A1 n- 1 

= cr . 
BI (1<-J ' 

a¡ 
ro 

C~K: I = 1 crrQ , cf 
c óA. n- l B: (K:) - acr 

A 2 7 O 
. d CÓK. CÓK, 

. . . enva as --· y - ---
OK1 C K : 

n- 1 

n-1 

CK 

~;- TQ t}' t- B ¡ 
---cr ---
B: {K ) 1 i'cr (K 

CÓ K __ I 

1 11 -I 1 1 1 11·1 

A 2 8 O . d OÓK1 CÓK, 
. . . enva as - -- y - _--

c K 2 C K 1 

CÓKI ti..t 
crTQI 

(} f 
= 

CK, B1 (Ki) CK,00 
n-1 

CÓK2 ti.-1 rQ e.e f = cr , 
ª K 1 n-1 

B: ( K:) - e K1Ccr 

n-1 

11- I 

11 6 

(A.22) 

(A.23) 

(A :-f i 

(A.25) 
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A.3. Sumario 

Estas expresiones se utilizaron para implantar el criterio de fluen cia_ que se presenta en esta 

tesis, en el programa de análisis no-lineal con elementos finitos NLFEM . Se hace hincapié 

que las matrices modulares tangentes son asimétricas. Por esto último es conveniente 

utilizar procedimientos de solución de ecuaciones lineales asimétricos, tanto para la 

solución local de las ecuaciones de flujo , como para el sistema global de ecuaciones 

producto del proceso de ensamblaje de las matrices de los elementos donde se han definido 

este criterio de fluencia . 
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APENDIC·E B 

Programa de análisis no-lineal basado en el 

método de los elementos finitos 9 

NLFEM (Non-Linear Finite Element Models) 

Este anexo es una introducción general del programa de elementos finitos con que el se ha 

trabajado en esta tesis. La primera pai1e hace una bre' e revis ión de la capacidad del 

programa. describiendo el campo de aplicación. la organización de éste y su potencial para 

incorporar nuevos desarrollos de modelos de comportamiento y de algoritmos numéricos de. 

solución para la investigación en el campo de la mecánica numérica. Por las características 

de este anexo, dificilmente se podrá hacer una descripción de Ja teoría del método de los 

elementos finitos y se da por entendido que el lector tiene un conocimiento básico de este 

método. 

8.1 Revisión del programa 

El programa NLFEM es un software desarrollado en base al método de Jos 

desplazamientos. El diseño de éste comenzó en el año de 1999 por el autor de esta tesis 

doctoral inspirado en programas de uso público, tales como el TOCHNOG, WARP30, 



Apéndice B 

FEAP p.v .. etc . y comen:iaks como el programa 01.-\>lr\ . AB.-\Ql'S y . .\NSYS. Este 

programa se encuentra en constante desarrollo desde el año 2001. cuando se finalizó la 

etapa de diseño de la base de datos e interfases gráficas. En este apéndice se revisa los 

campos de aplicación a los que se ha enfocado hasta el momento NLFEM. así como señalar 

algunas características sobre la arquitectura de este sistema de elementos finitos . 

8.1.1 Campo de aplicación del sistema 

NLFEM es un programa que permite investigar el comportamiento físico y/o mecánico de 

una gran variedad de sistemas estructurales gracias a la amplia variedad de . tipos de 

elementos incorporados en ¿1 que pueden ser aplicados a estructuras de concreto simple y 

reforzado, asimismo como a estructuras de mampostería. También se puede realizar 

modelados de problemas de la mecánica de suelos. Igualmente existe la posibilidad de 

aplicar elementos especiales que permiten analizar sólidos constituidos por materiales 

elásticos isotrópicos u ortotrópicos, o hiper-elásticos. 

8.1.2 Organización y desarrollo del sistema 

En el año de 1999 el autor de esta tesis doctoral y su tutor. integrantes del grupo de 

Mecánica Numérica del Instituto de Ingeniería de la L niversidad \:acional Autónoma de 

México (UNAM). ·comehzaron el disefi.o del programa NLFEi\l. La idea inicial fue de 

desarrollar un siste;na de análisis propio para trabajos de investigación en la mecánica de 

sólidos. G.r;ªc;it_1al111epte_... .depdp_ aJ_a ___ exi ili_d_pd_cJ.$J_ilitwJE. el roQ.ra~ ha extendido 

para resolver di ver~os pro~lemas en los distintos campos de investigación de la ingeniería 

civil. El programa ya se ha empleado con éxito en trabajos de investigación donde 

participan alumnos de maestría y doctorado de la especialidad de estructuras y geotecnia 

del Posgrado en Ingeniería de la UNAM. 

La evolución de esta herramienta de análisis ha obligado a organizar el grupo de mecánica 

numérica con la intención de mejorar las opciones y la capacidad del sistema (ver fig. 8.1 ). 
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Miembros del Grupo 
de 

Mecánica Numérica 

Algoritmos para Sistemas 
Avanzados de Cómputo 

¡ ¡ ¡ ¡ 
Discontinuidades Modelos Mecánica de Visualización 

Fuertes Constitutivos Fractura 

1 1 1 l 

NLFEM 

Figura B.1 Diagrama de trabajo del programa NLFEM(IINGEN-UNAM) 

· B.1.2.1 Usuarios objetivo 

La finalidad del desarrollo de este sistema. es dirigir y divulgar el conocimiento de los 

. procedimientos numéricos avanzados que existen para el análisis no-lineal donde se utiliza 

; el método de los elementos finitos y que están enmarcados dentro de la especialidad de la 

·ingeniería ci\·il en las especial idades de la mecánica de estructuras y de la mecánica de 

suelos. Tarnbi¿n_ \iLFE:VI pose\:! una estructura robusta de programación que permitirá su 

extensión a problemas de la mecánica de fluidos. 

B.1.2.2 Disponibilidad del software 

Con la intención de mantener la calidad del sofü.vare, se ha creído conveniente establecer 

grupos de trabajo comprometidos con el desarrollo tecnológico en el área de la mecánica 
¡ 

120 



...\.péndi.:e B 

computacional en \kxico. Es así que d área de mecánica numáica del Instituto de 

Ingeniería mantiene un intenso contacto con grupos de investigación financiados PL'r la 

industria del petróleo. industria metal-mecánica y empresas de ingeniería. También existe 

una estrecha relación con universidades y otros institutos de investigación del país y del 

extranjero. El software está disponible a toda institución que desee fomentar el 

conocimiento de la mecánica computacional y cuyo compromiso sea contribuir con 

recursos humanos y financieros en forma de becas . para estudiantes de maestría Y de 

doctorado, o pago de subvenciones para estancias de trabajo de científicos nacionales y 

extranjeros. Se señala que el software no es comercial y no se pretende ningún beneficio 

más que impulsar en México esta tecnología de análisis no-lineal con elementos finitos. 

B.1.2.3 Arquitectura del programa y estilo de programación 

El programa NLFEM fue escrito dentro del sistema operativo LINUX y es transportable a 

otros sistemas operativos que cumplan con los estándares POSIX. La programación del 

sistema se hizo con tres lenguajes: C++, C y FORTRAN 77. El primero se utilizó para 

explotar la potencia de la filosofía en la cual se fundamenta la programación orientada a 

objetos, diseñando clases especiales que definan los o.bjetos principales de la base de datos. 
- . ·· ---· Las funciones miembro. métodos de la clase principal. se escriben en dos niveles : el 

primero en C++. donde las rutinas hacen referencia a las funciones escritas en C y que están 

vinculadas con el sistema operativo y la manipulación de la base de datos del programa. 

El __ pro.grama completo está constituido por otros subprogramas ejecutables escritos en 
~~~'-· -=· . .. - . . _,,.. . .......;; _ ____ . ______ ,.,.,.,,,;~- --~--··~,..,._,..---~-~ 

FORTR.A.N 77 que son llamados entre si mediante el control de procesos padres a procesos 

hijos. Utilizando un esquema definido en la base de datos del programa se busca que solo 

se utilicen los subprogramas, o módulos, que son necesarios durante el desarrollo de la 

solución del problema considerado. Esto último permite mejorar el desempeño, debido a 

que se reduce el costo en tiempo de ejecución al utilizar la memoria necesaria en cada 

aplicación (ver figura 8.2). NLFEM está programado también para seguir incorporando 

subprogramas con el fin de extender su capacidad de análisis para ser empleado en orras 

especialidades de la ingeniería. 
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_ j _ 

Datos 

Usuario 

Núclt:o 
dt: 

Datos 

--· __ , 

-

Esquema dt: . .\nálisis -
-1- 1 ·-- ,- ---T . 

' ' ' ' \l _ I \I _~ \I_; \ l_o 

l . _I f __ t _ 
lnterfac.:s 

I 
Comandos 

Figura 8.2 Esquema de trabajo del programa y su interacción con el usuario. 

8.1.2.4 Ejecución del programa 

El programa NLFEM trabaja con dos archivos elaborados en formato ASCII. El primer 

i:cl1~Q,...~&-d~~5-;-en ¿¡ 5c definen la grot1renrn:-tipos-ae elementos, matú iales- y=carg;;--- --~ 

que se aplicaran sobre el modelo numérico. El segundo. le indica al programa, mediante 

una serie de comandos, el tipo de análisis que se desarrollará y la manera que éste análisis 

se llevará a cabo. En el caso de realizar un análisis no-lineal este programa tiene la 

capacidad de guardar los pasos de integración del problema que elija el analista en la 

unidad de almacenamiento. disco duro en este caso. y también reiniciar el análisis del 
. 

modelo de elementos finitos a partir de estos archi\'Os guardados. NLFEM también permite 

visualizar los resultados en tiempo de ejecución ya que cuenta con rutinas gráficas que 

utilizan las interfases del sistema GKS-starlink. 
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8.2. Librería de elementos finitos 

NLFEM cuenta con una amplia librería de elementos finitos para el modelado de 

estructuras bidimensionales y tridimensionales. Dentro de la librería para el análisis de 

estructuras se tienen los siguientes elementos: 

• Elementos de armadura y elementos de cables en dos y tres dimensiones; 

• Elementos de vigas rectas y vigas curvas; 

• Elementos para el estado plano de esfuerzos, para el estado plano de deformación y 

axi-simétricos. 

• Elementos de placas en flexión(losas) 

• Elementos de cascarones 

• Elementos sólidos 

• Elementos de interfaces concentrados. lineales y planos 

También se pueden modelar estructuras con acero de reforzamiento. Las fuerzas en los 

elementos de reforzamiento se calculan compatibilizando las deformaciones de los 

elementos en los que se encuentran embebidos. que pueden ser cualquiera de los antes 

mencionados. con las deformaciones del elemento de refuerzo . 

A cada elemento finito se le puede asignar los esquemas de integración de Lobatto, Gaup ~ 
. ' 

. Simpson:. aimq11e por dd'ccto. cada elemento emplea e~c uema más a ro iado segúd 

recomendaciones que se encuentran en las distintas bibliografías relativas al tema deL 

método de los elementos finitos. 

8.3. Modelos de comportamiento no-lineal para el material 

En NLFEM se han implantado diversos modelos de constitutivos que permiten simular las 

características mecánicas no-lineales de los distintos tipos de materiales que existen en la 

ingeniería. Los modelos de comportamiento que se han implementado en el sistema son: 

123 



Simulación numérica dd comportamiento mecánico de la mampostería 

• Modelo elásticos e hiperelásticos: 

o modelos viso-elásticos, visco-plásticos, creep y shrinkage; 

o modelos de Plasticidad; 

o Von Mises 

o Tsai-Hill 

o Hoffman 

o Rankine isotrópico 

o Mohr-Coulomb 

o Drücker-Prager 

o Tresca 

• Modelos de Agrietamiento Distribuido 

o Dirección de agrietamiento fija. 

o Dirección de agrietamiento variable. 

o Relac iones esfuerzo-deformación establecidos con ftmciones exponenciales 

y lineales para simular el ablandamiento del material. · 

Todos estos modelos se pueden utilizar combinados con análisis que deban incluir la no

linealidad geométrica. 

8.4. Solución numérica de sistemas no-lineales 

NLFEM cuenta con rutinas de última generación para la solución de sistemas de ecuaciones 

no-lineales. Los procedimientos que se han introducido son: 

• Procedimientos iterativos regulares y modificados de l\ewton-Raphson combinados 

con procedimientos incrementales; 
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• controles de fuerzas. Jesplazamientos directos. control por m¿todos de arco y de 

desplazamientos indirectos: 

• algoritmo de búsqueda lineal para acelerar la convergencia; 

• !imitadores de convergencia basados en las normas de la energía. de los 

desplazamientos y de las fuerzas. 

Las rutinas de manipulación de las matrices y vectores están basadas en el paquete 

LAPACK. Para resolver los sistemas de ecuaciones lineales simétricos y asimétricos se han 

introducido las últimas versiones de los paquetes especiales SuperLU, UMFPACK y PETS. 

8.5. Importancia del sistema para futuras investigaciones 

Para resolver un problema estructural donde se involucren la no-linealidad fisica y/o la 

geométrica es necesario un sistema fácil de mantener y entender. A pesar que la idea básica 

de esta tesis era proponer una relación constitutiva para materiales como la mampostería, el 

desarrollo del trabajo de investigación mostró la necesidad de tener un sistema de 

elementos finitos estable y robusto donde implementar las relaciones constitutivas aplicadas 

a materiales cuasi-frágiles. incluyendo la que se propone en esta tesis . Esta herramienta 

computacional ofrece una alternativa de análisis a los grupos de investigación en la 

mecánica numérica que existen en México y también es una oportun idad de divulgar las 

teorías y procedimientos numéricos que existen en la mecánica computacional, una 

tecnología relativamente nueva en nuestro país. y de la que ya se tiene pleno conocimiento 

que se puede extender a otros campos de la ingeniería. ; 

---···- ---~~~---------

8.6. Algunos ejemplos de validación 

En esta parte del apéndice B se frata algunos problemas de la mecánica estructural. La 

primera aplicación presenta un modelo espacial elástico. El segundo es un ejemplo de 

análisis de una estructura de concreto reforzado y el último problema presenta Ja 

versatilidad del programa NLFEM para modelar materiales hiperelásticos e incompresibles. 
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8.6.1 Modelo 30 de cilindro de concreto cargado axialmente 

El modelo que se plantea es un cilindro de mampostería que se ha extraído de un estudio 

elaborado por el Instituto de Ingeniería para la Dirección General de Sitios y Monumentos 

del Patrimonio Cultural del Consejo Nacional para la Cultura y las Artes (Sánchez et al. 

200 l ). 

Aunque el análisis lineal no es el tema del trabajo de investigación, se cree conveniente 

mostrar este ejemplo de análisis lineal elástico. Este tipo de análisis es un paso necesario 

para desarrollar análisis no-lineal en cualquier tipo de estructura. El modelo experimental 

utilizado es un espécimen que presenta una sección transversal como Ja que se observa en 

la siguiente figura. 

i ·i LFE f-. ¡ 

····-. :·:: ·:.:. ;r : ;:: 
.. 

h · 

·- ·-= ~~ -~-~~~~-,.......-------------=tt-----t-~-------...._-

Figura 8.1. Sección transversal de columna corta(Sánchez et al. 100 l) 

Otras perspectivas del modelo numérico se observan en la fig. B.2. 
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.:··:-: : : : .:.. t i.. :.?:~ . 

··-- --·---~ ---~~-~----------~-----!t---+-----------

Figura 8.2. Perspectiva del modelo numérico del cilindro de prueba. 

Este espécimen de prueba está sometido a una presión uniforme de 20 kg/cm2 en los 

extremos del eje longitudinal. El modelo está representado por 8720 nudos y 741 O 

elementos hexaédricos de 8 nudos. El módulo de Young y la relación de Poisson son 

respectiv:amente l 00000 kg/cm2 y 0.25. Como ejercicio ~umérico se desarrolló un análisis 
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el:istico y se presentan los resultados en las siguientes líneas. \ILFEM ofrece la facilidad de 

poder imprimir los resultados en determinados nudos. puntos de integración o elementos . 
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Simulación numérica dd comportamiento mecánico de la mampostería 

B.6.2 Comportamiento de una conexión de elementos de concreto reforzado 

El siguiente ejemplo estudia una conexión de \'Ígas de concreto reforzado (Al-Mahaidi y 

Hong, 1997) y con fines de ilustración se han comparado los resultados experimentales con 

los obtenidos con el programa NLFEM. La presentación de este tipo de modelado ofrece 

una idea sobre la versatilidad de esta herramienta para evaluar la resistencia y los estado 

límites de servici9 de elementos de concreto reforzado. En este problema se presentan dos 

elementos de concreto reforzado con cuatro cargas concentradas como se aprecia en la figs . 

B.3 . y B.4. Las cargas cerca de la esquina se encuentran a 100 mm de distancia de ésta. El 

ancho de las vigas en la conexión es de 400 mm. El acero de refuerzo tiene una resistecia a 

la fluencia de 48 . 7 N/mm2
. Los parámetros para el concreto se presentan en la tabla B. l. 

p 

Elemento de concreto 
reforzado 

(a¡ 

P-
p 

-p 

t 
p 

(b) 

Figura 8.3. Esquema del problema: (a) definición del sistema a analizar y (b) la 
¡ 

n~c:mrra <:te-equilibrio-que·se--desea·represe1Har- e!T'"d~rnode 1D·rn1mérrcu=~..._._,,_. 

Tabla 8.1. Propiedades del concreto 

Parámetro 

Resistencia a compresión( concreto) 

Resistencia a tensión( concreto) 

Módulo de elasticidad( concreto) 

Relación de Poisson( concreto) 

Valor 

36 N/mm2 

3.6 N/mm2 

20594 N/mm2 

0.20 
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Apéndice B 

Figura B.4 Conexión de dos elementos de concreto reforzado: geometría, distribución 

del reforzamiento y de las cargas. 

La malla de elementos finitos que se aprecia en la fig. B.5 tiene las siguientes 

características para el concreto y el acero de refuerzo: 

• Concreto: 

Elementos cuadriláteros de 8 nodos para estado pbno de esfuerzos: con 4 puntos de 

integración Gaussiana. Los elementos triangulares son de 6 nodos para estado plano 

de esfuerzos, con 3 puntos de integración Gaussiana 

• Acero de refuerzo: 

·e mtegraCícSñG"at!ssiana 
,,,..._. ¡-

Para modelar el concreto se utilizaron dos relaciones constitutivas. La primera relación 

constitutiva está basada en el criterio de Drücker-Prager y se empleó en la zona sometida a 

esfuerzos de compresión con un ángulo de fricción de 30°. El ángulo de dilatación es igual 

al de fricción. La cohesión en el concreto es de 10.392 N/mm2
. El criterio de plasticidad 

utilizado para el acero de refuerzo es el de Von Mises con un esfuerzo de fluencia de 487 

N l·mn1
2

. Este modelo es elasto-plástico. 
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Figura 8.5 Modelo de elementos finitos del Problema 

En las regiones de concreto sometidas a esfuerzos de tensión. se modeló el agrietamiento en 

el concreto utilizando conceptos de agrietamiento distribuido. El esfuerzo de tensión para el 

inicio del agrietamiento es de 3.6 N/mm2 y se empleó l.m factor de retención de cortante 

igual a 0.20. El ablandamiento del material se asignó de tipo. exponencial y la energía de 

fractura por tensión tiene un nlor de 0.25N-mm/mn/. P .:lra establecer la magnitud del 

ancho de agrietamiento se tomó el criterio presentado por Planas y Bazant (1998). Estos 

investigadores proponen que los valores del ancho de ~grietamiento en el concreto debe 

estar entre 3dc y 5 de, donde de es el tamaño máximo deI agreg~do. El valor en este caso se 

tomó como 56mrn. ·----.. ---~: -.----.· --~---~--

El proceso de solución se controló por desplazamientos de n:ro je un esquema incremental 

iterativo. En los puntos de aplicación de las cargas se alcanzó un desplazamiento máximo 

de 18 mm que se logró aplicando incrementos de O.O 1 (100 pasos de carga). La solución se 

obtuvo mediante el uso de dos procedimientos de integración. En los primeros .30 pasos se 

usó el método regular de Newton -Raphson y en los pasos restantes -70 pasos- se hizo con 

el método de rigidez elástica lineal. Todo el proceso de solución se desarrolló utilizando 
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como criterio de conYergencia la norma de la energía. La siguienre figura muestra el estado 

agrietado final. 

Figura B. 7 Estado final de la localización por deformaciones de agrietamiento del 

modelo numérico. 

En situaciones de ablandamiento siempre es aconsejable observar los resultados de los 

esfuerzos antes del inicio de la localización de las deformaciones por agrietamiento. La tig. 

B.8 presenta la diferencia entre los estados de esfuerzos principales al inicio de la 

localización de la deformación por agrietamiento y el estado de esfuerzos al final de la 

localización por agrietamiento. 

En esta última figura se puede observar qU:e se ha capturado el proceso de ablandamiento 

del concreto, pues existe menos intensidad de los esfuerzos principales de tensión en la 
. . 

etapa final que en la etapa de inicio donde la distribución de los esfuerzos de tensión, en 

color rojo, es más notoria. Es importante resaltar que . este programa también permite 

observar gráficamente si el acero de refuerzo está fluyendo , como se aprecia en la fig. B.9. 

en esta figura se ve que las zonas de fluencia se representan con una letra P 1 cuando se 

registran zonas plásticas en el refuerzo . 

1 También se puede presentar un valor numérico de deformaciones principales o de esfuerzos principales en 
estos puntos . 

1
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Simulación numérica del comportami~nto mecánico de la mampost~ria 

-- Ten ~ iü 11 

-- Co111presiú11 

·, ... 
. • . 'I 

Figura 8.8 Comparación de esfuerzos principales en el (a) estado inicial de 

localización de agrietamiento y el (b) estado final de localización de 

agrietamiento. 

1 
- ---- ----------+ 

1 

(a) 

• p • • • 1 

! (b) 

~ .... 

------- - -- -------------~· 

. . 

. . 

-Figura. B.9~~ Runto~OO+IBe--Se-l-oeal·i-.z1M-a=Htt·-e-n-c r;,.,· a ... · e-1-1 -el""'a""'t""e""'t"'u"'1'dffei""te""· "'Ttl"l'ic~r"'lz~o~• ~~--~----~---

Los resultados finales de este modelo numérico se han comparado con los resultados 

obtenidos en ensayos de laboratorio. Estos resultados se pueden apreciar en la fig. B. l O. De 

esta observación se observa que el comportamiento del modelo numérico es bastante bueno 

y muy aproximado a la curva obtenida de los resultados experimentales. 
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Gráfica Carga vs. Desplazamiento 

70000 - --·--~ ·------ -----·---

60000 

50000 1 
1 -· -

z 1 
40000 1 ns 

~ --- Numérico en ... 30000 ns , 
(J :s -- Experimental 

20000 -=+-=-'-~u.:- - -- ·- ---- - -~ 

10000 

o 
O.O 5.0 10.0 15.0 20.0 

Desplazam iento (mm) 

Figura 8.1 O Comparación de los resultados obtenidos en la simulación numérica y d 

ensayo de laboratorio. 

8.6.3 Modelo de tanque sometido a condiciones térmicas extremas 

El siguiente ejemplo se ha extraído de l manual de anál isis no-lineal del programa DIA\--\ 

(TNO, 1996), tratando de reflejar las mismas condic iones de análisis expuestas en este 

manual, para comparar los resultados de este programa con los resultados que se obtienen 

c9n NLFEM. El ejemplo supone que el tanque se expone a una fuente de calor de 2000º C 

qt;Ie se encuentra a una distancia de 50 m. La t~111peratura ambiente inicial es de 25º C. La 
--=--==~~~~~~~~~~~~~~~,..-~--.----

fi g. B.11 presenta esquemáticamente el problema que se desea analizar y ra1 1g. 

geometría de la estructura. 
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Tanque de acero 

Tanque de seguridad 
de concreto 

Gas L cJado 
Natura 

Temperatura Arnbte nte· 

25t 

50 metros 

Figura B.11 Representación esquemática del problema. 

Ollm 

1 
1 

0.45 m 

2620m 

E 

"' o 

"' 

E 

"' N 
o.i 

"' 

Figura B.12 Geometría del tanque sometido a acciones térmicas. 

Las propiedades del material a la temperatura ambiente de 25º C son como se observan a 

mltñUaCion en las s1gu1entes l::! bb~: 

Tabla B.2 Propiedades del concreto 

Parámetros 

Resistencia a compresión 

Resistencia a tensión 

Módulo de Y oung 

Relación de Poisson 

Densidad 

Valores 

30 N/mm2 

1.8 N/mm2 

17500 N/mm2 

0.20 

2.4E-6 kg/mm3 
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Tabla 8.3. Propiedades del acero de refuerzo 

Parámetros 

Esfuerzo de fluencia 

Módulo de Y oung 

Relación de Poisson 

Valores 

400 N/mm2 

210000 N/mm2 

0.30 

Tabla 8.4 Propiedades de los elementos interfase 

Parámetros 

Rigidez normal 

Rigidez Tangencial 

Valores 

6.922E-2 N/mm 

1.0E-5 N/mm 

Apéndice B 

El modelo de elementos finitos (ver. fig. 8.13) está hecho con elementos axisimétricos de 8 

nodos con un esquema de integración de Gaup de 3x3 . El acero de refuerzo ha sido 

modelado como parrilla con un esquema de integración de Gaup de 3 puntos y en la 

frontera entre el concreto y el acero se emplean elementos de interfase cuadráticos con 3 

puntos de integración de Gaup . 

Los casos de cargas son tres : cargas debido al peso propio ¿~ ¡ la estructura, donde la 

aceleración de la gravedad tiene un valor de 9.81 m/seg2
, el pes0 del gas licuado sobre el 

fondo del tanque que ejerce una presión en éste de 0.14 7 n/rnrn= y por último la carga por 

efectos térmicos. que se puede suponer inducidos por la combustión de un tanque vecino a 

50m de distancia. El tiempo total de combustión se supone de una hora. 

En el modelado del comportamiento del concreto bajo esfuerzos de compresión se ha 

empleado el criterio de fluencia de Drücker- Prager. Así, para este modelo, se tiene una 

cohesión de 8.66 N/mm2
• con un ángulo de fricción interna y de dilatancia de 30°. El acero 

de refuerzo tiene un esfuerzo de fluencia de 400 Nlmm2 y para la evolución del 

comportamiento irielástico en este material se utiliza el criterio de plasticidad de Von 

Mises. El comportamiento en tensión en el concreto se simula utilizando modelos de 

agrietamiento distribuido suponiendo un esfuerzo de inicio de agrietamiento de 1.8 N/mm2 
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con un factor de 0 . .20 y un:i función de ablandamiento por efecto de tensión de tipo 

exponencial. 

e axisimétrico 

Figura B.13 Representación del tanque con elementos finitos 

los efectos de relajación por temperatura, denominado creep en inglés. afectan los valores 

de compresión del concreto. En este Caso se asigna un valor de 30 ;\;/mm2 a la resistencia 

de compresión bajo este efecto. El factor de dilatación por temperatura (factor de creep) es 

de 2.35. En las gráficas que se presentan a continuación se muestran las variaciones de las 

propiedades del concreto y del acero por efecto de la temperatura. 
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Módulo de Young vs. Temperatura 
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Apéndice B 

Figura 8.14 Variación de las propiedades del concreto por efectos de temperatura. 
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Módelo de Young vs. Temperatura 

250000 ~ 
! 

- 200000 ~. ======~------·--
N 
E 
E -z 
w 

150000 : 
1 

100000 L 

o 200 400 
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600 

Coef. de exp. térmica vs. Temperatura 

º·ºººº14 r-º·ºººº12 --------------- ---
0,000010 ¡-

0,000008 1 

~ o 000006 1 

' 1 

0.000004 : 

0,000002 ¡ 

800 

0,000000 '-------------------~ 

o 200 400 600 800 1000 

Temp (ºC) 

Esfuerzo de fluencia vs. Temperatura 

500 ¡ 
1 

- 400 ._! ------~ 
N i 

E 300 -!- ---- -------- -·--.§ 1 

~ 200 ! • 
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º ----------------------'- -
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Figura B.15 Variacíón de las propiedades del acero por efectos de temperatura. 
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Para analizar esta cstru( tura se aplicaron diez pasos de c::i rga. Como primer paso se isó 

todas las cargas debidas al peso propio y por la carga \ ertical que actúa en el fondo del 

tanque. Los siguientes nueve pasos son para el análisis de la estructura sometida a efectos 

térmicos. La solución se lleva a cabo con el método de >l"evv1on regular utilizando como 

criterio de convergencia la norma de la energía. En los siguientes gráficos se presentan 

algunos resultados de interés que permiten ver de forma cualitativa la acción de la 

temperatura sobre el tanque. 

Figura 8.16 Desplazamientos .en el modelo del tanque : (a) vista general de la 

deformac ión del t~nque y (b) detalle de la conexión pared-cubierta. 

Figura 8.17 Detalle de localización de deformaciones debido al agrietamiento en el 

tanque. 
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8.6.4 Protección contra el impacto para piernas de plataformas mari"nas 

La operación de estructuras en el mar. tales como muelles y plataformas marinas. implica 

recibir barcos que las golpean durante las maniobras de atraque. pudiendo ocasionarles 

daños estructurales y o funcionales. Para reducir este efecto se han diseñado distintos 

dispositivos de defensa que minimizan el efecto del impacto directo sobre la estructura. En 

este estudio se compara el desempeño de dos dispositivos de defensa. Estos dispositivos 

tienen forma de toroide. uno sólido y el otro tiene perforaciones. como se aprecian en las 

figuras siguientes. 

(b) 

Figura 8.18 Disipadores de impacto para piernas de plataformas marinas: (a) disipador 

toroidal sólido y (b) disipador toroidal con perforaciones. 

Ambos dispositivos son libres de girar para transmitir a la pierna de la plataforma. a traYés 

de cargas radia~es, la energía producida como resultado del empuje de los buques al atracar. 
1 
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Una diferencia importante entre ambos dispositivos radica en que d primero. al ser sól ido. 

es significativamente más rígido que el segundo con perforaciones. por lo que transmite una 

fuerza mayor al Yástago y por ende a la pierna de la plataforma. Este efecto también está 

presente en las fuerzas tangenciales generadas por fricción cuando el atraque del buque no 

ocurre en la dirección radial al dispositivo. 

El proceso de análisis que se ha efectuado considerando el comportamiento particular del 

caucho, que es material básico en la fabricación de estos dispositivos, es el usual para 

materiales hiper-elásticos e incompresibles2
. Esto último implica observaciones especiales 

para simular numéricamente el comportamiento mecánico de este tipo de material y que se 

toman en cuenta en este estudio para lle\·ar a cabo un análisis estructural con la mejor 

aproximación disponible. 

El objetivo final en esta sección es comparar la respuesta de desplazamiento de los 

dispositivos sujetos a examen. cuando se les aplica una carga concentrada. 

A continuación se explicarán de manera sucinta los aspectos más importantes del análisis 

realizado, presentando además las comparaciones de comportamiento entre los dos tipos de 

defensas para piernas de plataformas marinas que se estudian. 

Debido a las características particulares del material con el que están hechos estos 

dispositivos, se han utilizado las propiedades de un material hiper-elástico de caucho que 

: posee características incompresibles, para poder establecer el comportamiento mecánico del 

' material que componen a dichas defensas de p!atafor!na. De manera general los materiaks 

hiper-elásticos no pueden considerarse como un material elástico lineal. Por lo tanto, para 

analizar este tipo de material se debe recurrir a modelos de comportamiento que suponen. la 

existencia de una función de densidad de energía de deformación " W"'. o de una función de 

densidad de energía complementaria de deformación (Zienkiewics y Taylor, 2000; 

Crisfield, 1991 ; Roeder y Ayala, 2002), debido a que en tensión se producen grandes 

deformaciones recuperables en el caucho y en compresión, el cambio volumétrico es 

2 Incompresible significa: Material que al someterse a energías de movimiento sufre una deformación sin 
modificar su volumen . 
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extremadamente pequeño en un punto de este material. Dentro de la literatura dedicada al 

estudio del comportamiento mecánico del caucho, se encuentra una diversidad de modelos 

entre los cuales destaca el de Mooney y Rivlin (Bonet y Wood, 1999). Este modelo utiliza 

la parte desviadora de la función de densidad de energía. " Wd ·. que en este caso se expresa 

de la siguiente manera: 

(B. l) 

Donde K1 y K1 son constantes del material que se calculan a partir de resultados 

experimentales y 11 y 12 son los tensores desviadores de deformación Cauchy-Green 

(Belytschko et al. , 2000). Este modelo permite describir la deformación volumétrica 

constante en materiales hiper-elásticos como los que se estudian. 

Para poder introducir b~ elementos de defensa se debe definir primero el método de 

análisis que se desea utilizar para obtener los resultados. En este caso se ha empleado el 

método de los elementos finitos no-lineales (Zienkiewics y Taylor. 2000. Belytschko e1 al. , 

2000). El tipo de elemento finito que se ha utilizado es de 9 nodos para el estado plano de 

deformación modelando solo la mitad de cada uno de los elementos. En el modelo del 

dispositivo de defensa sólido. se tiene un número de 1863 nodos y 440 elementos finitos. 

Las condiciones de apoyo se definieron para traslación en dirección horizontal y tangente 

como se aprecia en la fig. B.19. En el caso del elemento de defensa perforada, se utilizaron 

4434 nodos y 972 elementos finitos como se observa en la fig. B.20. Las condiciones de 

frontera o de apoyo son iguales en ambos modelos. Asimismo, en ambos modelos se aplicó 

una carga concentrada horizontal de l 000 N en el extremo izquierdo de cada· geometría. 

Los parámetros para la simulación del comportamiento mecánico del material en ambos 

dispositivos, según el modelo de Mooney-Rivlin, fueron K1=0. l N/mm2 y K2=0.4 J '/mm2
. 

También se consideró que -1a variación de deforll:!ación volumétrica es lineal y que el 

módulo de compresibilidad es igual a 1000 N/mm2 
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Apéndice B 

--+ -~- ---- -- -... 

Figura 8.19 Malla de elementos finitos correspondiente al dispositivo sólido 

-·--=--· . --. ·-·-

figura B.20 Malla de elementos finitos correspondiente al dispositivo con 

perforaciones 

Los resultados de los análisis se presentan en las figs . B.2 1, B.22 y B.23. De los resultados 

en la fig. B.23 . se aprecia que en promedio el dispositivo perforado, respecto del dispositivo 

sólido, se deforma 34 veces más al inicio del primer paso de carga y 8 veces más al 

finalizar el proceso de carga. Ello demuestra que el dispositivo perforado es más flexible o 

menos rígido que el disposi ti vo sólido. En consecuencia, de acuerdo a la teoría de energía 

de la deformación, la defensa para protección de piernas de plataformas marinas de 
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Simulacion numérica dd comportamiento mecáni(u de la mampostería 

dispositi\·os perforados. es dd orden de ocho veces más eficiente para absorber energía que 

la defensa con dispositivos sólidos. 

--- . 

(a) Esfuerzos Principales en 

Tensión(rojo) y compresión(azul) 

. : ; ' 

(b) Desplazamientos de los nodos 

Figura 8.21 Descripción gráfica de esfuerzos principales y desplazamientos de nodos 

del dispositivo sólido 

(a) Esfuerzos Principales en 

Tensión( rojo) y compresión( azul) 

'-.::..: S' · 
-, ---~ 

--- \ :- --:·. ,~:z~:~\, 
. ·' -- --, , ~,--.:-_: 

(b) Desplazamientos de los nodos 

Figura 8.22 Descripción gráfica de esfuerzos principales y desplazamientos de nodos -

del dispositivo perforado 
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Apéndice B 

Diagrama Carga Desplazamiento en el Punto de 
aplicación de la Carga 
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Figura 8.23 Comparación de los desplazamientos en el punto de aplicación de la carga 

8.7. Consideraciones finales 

El programa NLFEM reúne el estado de l arte de la mecánica estructural y es una tecnología 

que puede ser extendida a varias especialidades de la ingeniería civil con el propósito final 

de formar recursos humanos en un área aún inexplorada en México. Por esto, el primer 

objetivo que se ha planteado el grupo de mecánica numé(ica dentro del Instituto de 

Ingeniería es difundir el conocimiento que está detrás de es(e progr;ama. alternando con 

instituciones de investigación y entidades educativas con el fin, de esti,mular y apoyar a los 

investigadores y jóvenes ingenieros interesados en este campo del conocimiento. 

NLFEM también plantea la liberación de los programas comerciales costosos, que son de 

propósitos especiales, que oscurecen el conocimiento en las teorías y métodos que están 

implicados en los procedimientos avanzados de análisis no-lineal de estructuras. 
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