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Los resultados originales de este trabajo se enuncian a continuacién:

= Adaptacién del modelo mesoscépico de la referencia [1] para incluir gradientes
de presion dindmicos.

» Estudio del comportamiento del dedo de Saffman-Taylor sujeto a un gradiente
de presién oscilatorio y los consecuentes resultados presentados en los capitu-
los (4) y (5). El resultado mis importante de la tesis es el hallazgo de una
inestabilidad lateral en los dedos normales de Saffman-Taylor.

= Explicacion de la aparente ausencia de la inestabilidad reportada en esta tesis,
en la mayoria de los experimentos para dedos normales de Saffman-Taylor.

= Propuestas concretas para la observacién de la inestabilidad en eventuales ex-
perimentos.
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1

INTRODUCCION

La ocurrencia de patrones espaciales es un fenémeno comiin a muchos sistemas. Por
ejemplo, los copos de nieve y las estrellas de mar poseen formas extraordinariamente
simétricas. Otros sistemas, como los drboles y los corales, tienen una estructura ra-
mificada similar a la de algunos fractales. Aunque los casos que hemos mencionado
no tienen relacién aparente, en todos estos ejemplos la forma de la estructura que
percibimos estd dada por una interfase cuyo crecimiento determina la aparicién de un
patrén. El crecimiento de la interfase es consecuencia de los diversos procesos fisicos,
quimicos y biol6gicos que ocurren en el sistema. Por tanto, el estudio de un patrén

espacial tiene que ver con el estudio de estos procesos.

El estudio de la simetria y la periodicidad en la forma de los sistemas constituye una
rama de la ciencia llamada morfogénesis o formacién de patrones. Esta ha tenido
un enorme desarrollo desde hace por lo menos tres décadas(2]. Los esfuerzos por
comprender los principios de estos fenémenos responden a dos propdsitos generales:
cientificos y tecnolégicos. Por ejemplo, el mismo mecanismo que provoca la formacion
de los copos de nieve es responsable de la formacién de nanoestructuras dendriticas
en aleaciones fundidas que solidifican en presencia de su liquido subenfriado [3], cuyo
crecimiento es necesario entender a fin de alcanzar algin estandar de calidad especifi-
co. En ambos casos, el fenémeno ocurre por efecto de una inestabilidad que afecta al
frente sélido mientras éste crece a expensas del liquido. Esto hace que el crecimiento
de la interfase sélido-liquido se favorezca en algunas regiones mas que en otras dando

lugar a la formacién de dendritas.
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En este trabajo estudiaremos un patrén cuyo origen es muy parecido al de los pa-
trones que se observan en los copos de nieve. Como en el ejemplo anterior, el patrén
se forma por efecto de la inestabilidad de una interfase. Esta interfase separa a dos
fluidos inmiscibles de viscosidades distintas que fluyen en un medio confinado gracias
a la accién de un gradiente de presién. La inestabilidad ocurre solamente cuando el
fluido de baja viscosidad desplaza al fluido de alta viscosidad. Esto da lugar a la
formaci6én de una burbuja del fluido menos viscoso que penetra al fluido més viscoso.
Las estructuras que se forman se conocen como dedos viscosos. Para una geometria
particular, llamada celda de Hele-Shaw rectangular, los dedos viscosos compiten y en
el caso de que la viscosidad del fluido desplazante sea muy pequena, la competencia

termina con la formacién de un estado estacionario llamado dedo de Saffman-Taylor.

La celda de Hele-Shaw rectangular consiste en un par de placas paralelas rectangu-
lares separadas por un espacio muy pequeio. Las placas estdn cerradas en dos de sus
extremos opuestos de modo que se crea un canal cuasi-bidimensional. La formacién
de un dedo de Saffman-Taylor en una celda de Hele-Shaw puede observarse al inyectar
el fluido menos viscoso por uno de los extremos abiertos para desplazar al fluido més
viscoso con el que previamente se ha llenado la celda. El dedo estacionario que se for-
ma ocupa siempre una fraccién superior a la mitad del ancho de la celda. A este tipo
de dedos estacionarios se les conoce como dedos normales de Saffman-Taylor. Existe
un segundo tipo de dedos estacionarios. A éstos se les ha llamado dedos andmalos y
se caracterizan por ocupar siempre menos de la mitad del ancho del canal. La forma-
cién de este tipo de dedos se consigue al introducir algiin tipo de anisotropia en la

celda [4, 5].

Existe una gran variedad de problemas que involucran el flujo de fluidos en sistemas
dependientes de alguna frecuencia. En particular, muchos de estos problemas involu-

cran dos fluidos y en algunos casos un fluido de baja viscosidad desplaza a un fluido
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de alta viscosidad en un medio confinado. Esto tltimo ocurre en el desplazamiento
de fluidos viscosos atrapados en medios porosos, en donde se han desarrollado tec-
nologias que consisten en la inyeccién de un fluido poco viscoso con cierta frecuencia
para desplazar al fluido mds viscoso [6]. Este tipo de procesos tiene aplicaciones po-
tenciales en la recuperacion secundaria de petréleo. Otro ejemplo lo constituye una
técnica llamada high frequency jet ventilation utilizada para aliviar las dificultades
de respiracion que experimentan los pacientes del sindrome de deficiencia respirato-
ria aguda. Esta enfermedad satura los bronquiolos con un fluido viscoso reduciendo
significativamente el flujo de oxigeno a las venas. La técnica consiste en bombear aire
a alta frecuencia (tipicamente al ritmo de 10 respiraciones por segundo), con lo que

se logra aliviar al paciente en alguna medida.

Por su relativa simplicidad, el dedo de Saffman-Taylor constituye un arquetipo tanto
en el 4rea de formacién de patrones como en el drea de flujo de dos fluidos en un
medio confinado. Por esta razén, los resultados obtenidos al estudiar este fenémeno
pueden aplicarse, en principio, a ejemplos tan variados como los mencionados en el

pérrafo anterior.

La idea consiste entonces en estudiar el comportamiento del dedo de Saffman-Taylor
en un régimen de flujo periédico. Al respecto, se han realizado estudios experimen-
tales para dedos anémalos sujetos a un gradiente de presién oscilatorio [7, 8]. En
tal caso, se ha reportado que el dedo responde generando una inestabilidad lateral
que da lugar al crecimiento de estructuras secundarias en los lados del dedo. Dichas
estructuras presentan una longitud de onda caracteristica que estd determinada por
la frecuencia incidente. Sin embargo, esta inestabilidad lateral no ha sido reportada

para dedos normales de Saffman-Taylor.

El problema de Saffman-Taylor se describe mediante las ecuaciones clasicas de la

hidrodindmica y ha sido estudiado ampliamente. Sin embargo, dicho planteamiento
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macroscopico introduce limitaciones muy serias en el estudio de la dindmica de for-
macién del dedo y en especial en el estudio de la respuesta del dedo estacionario ante
gradientes de presién dindmicos, debido a la presencia de una frontera cuya posi-
cién cambia con el tiempo (la interfase fluido-fluido). De forma alternativa, desde
hace algunos anos se han utilizado modelos mesoscépicos, también llamados mode-
los de campo (en inglés phase field models), que son consistentes con la formulacién
macroscopica. El uso de tales herramientas es muy conveniente ya que elimina la

necesidad de rastrear la posicién de la interfase.

Motivados por este hecho, en esta tesis nos centramos en estudiar la respuesta de
un dedo normal de Saffman-Taylor ante una perturbacién periédica en la caida de
presién utilizando un modelo mesoscépico. Primero, en el capitulo 2 establecemos el
contexto de la formulacién macroscépica escribiendo las ecuaciones y condiciones de
frontera que definen el problema. A continuacién reproducimos el andlisis de estabi-
lidad lineal de estas ecuaciones con el fin de presentar con claridad el origen fisico de
la inestabilidad. En la seccidn 2.4 presentamos un breve panorama de las dificultades
que surgen de la formulacién macroscépica asi como los distintos resultados que han
sido obtenidos en este marco. La seccién 2.5 estd destinada a la presentacién de los
modelos mesoscépicos que se han propuesto recientemente y en particular a los resul-
tados que se han obtenido para dedos de Saffman-Taylor estacionarios en el régimen

de alto contraste viscoso.

En el capitulo 3 presentamos el modelo de campo que utilizamos para estudiar la res-
puesta del dedo estacionario ante una perturbacién periédica en la caida de presion.
Dicho modelo consiste en una ecuacién de movimiento que reproduce las ecuaciones
macroscopicas mas una condicion de frontera que introduce la dinamica del sistema.
La derivacién de la ecuacién de movimiento se presenta en el apéndice A. Con el
fin de establecer la legitimidad del modelo, presentamos un resumen del desarrollo

asintético de la ecuacién de movimiento que lleva a la identificacién de los pardme-
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tros entre las formulaciones macroscopica y mesoscopica. El desarrollo asintético se

presenta con todo detalle en el apéndice B.

En el capitulo 4, presentamos los resultados mds importantes de este trabajo. Estos
surgen de la integracion numérica del modelo de campo. Nuestros resultados indi-
can que el dedo estacionario responde a la perturbacién generando una onda que se
propaga a los lados del dedo. La onda tiene una etapa de crecimiento que termina
cuando su amplitud se satura y su longitud de onda alcanza un valor constante. Dicha
amplitud de saturacién es pequenia en comparacién con el ancho del dedo mientras
que la longitud de onda es muy grande, del orden del ancho de la celda de Hele-Shaw.
A continuacién, damos paso a la discusiéon de estos resultados y proponemos un
mecanismo que explica como el dedo estacionario de Saffman-Taylor actiia como un
amplificador selectivo de frecuencias. Ademds, discutimos las consideraciones experi-

mentales que se deben tener en cuenta para observar la inestabilidad en el laboratorio.

En el capitulo 5, presentamos resultados secundarios que revelan la dependencia de
la inestabilidad lateral con la amplitud de la perturbacién y la velocidad del dedo

estacionario.

Finalmente, en el capitulo 6 exponemos las conclusiones de este trabajo.
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ANTECEDENTES

2.1. Dedos Viscosos

El fenémeno de formacién de dedos viscosos involucra el estudio del movimiento de la
interfase que separa a un par de fluidos inmiscibles de viscosidades distintas que fluyen
en una celda de Hele-Shaw. Una celda de Hele-Shaw es un aparato cuasi-bidimensional
formado por un par de placas paralelas rectangulares de dimensiones L x W. Dichas
placas estan separadas por un pequefio espacio de longitud b que es mucho menor a

las otras dimensiones del sistema (ver figura 2.1), i.e.,, b << L, W.

Si la celda de Hele-Shaw se llena con el fluido de mayor viscosidad (fluido 1) y éste
es desplazado por el fluido de menor viscosidad (fluido 2) la interfase fluido-fluido
se vuelve inestable ante pequefias perturbaciones. Cuando esto ocurre, los distintos
modos que componen a la perturbacién compiten entre si, ya que unos crecen més

rdpido que otros. Después de cierto tiempo, el sistema pasa por una etapa en donde

iz, v) palz.y)
H(z,v) %a(z.y)

Figura 2.1: Esquema de una celda de Hele-Shaw. La representacién de la derecha corresponde a la
vista superior de la representacién de la izquierda. Las paredes paralelas a la direccién y constituyen
fronteras a través de las cuales no puede haber flujo y se indican con lineas mds gruesas. En ambas
representaciones se indica la interfase fluido 1-fluido 2 con una linea recta.
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(b)

Figura 2.2: Etapas de la formacién de un dedo viscoso. Tomado de la referencia [9].

se observan regiones del fluido 1 que penetran al fluido 2 y que también compiten
entre si. Estas estructuras se conocen como dedos viscosos. La competencia finaliza
cuando se forma un solo dedo que eventualmente alcanza el estado estacionario y al
que se le ha llamado dedo de Saffman-Taylor. En esta etapa la velocidad en la punta
del dedo, U, y el ancho del dedo, AW, son constantes. A es la fraccién del canal ocu-
pada por el dedo. En la figura 2.2 se muestran fotografias de la desestabilizacion de

la interfase, la competencia de dedos y el estado estacionario.
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“ | w=igG-d
b
0 by

z

Figura 2.3: Perfil local de velocidades en la direccién z para un punto cualquiera z = zq. El perfil
obedece las siguientes condiciones, v; =0siz=0y z = b, %‘- =0siz= % La velocidad promedio

se obtiene como (v;) = } _,f:' vzdz.

2.2. Ecuaciones de la Formulacion Macroscopica

La idea principal del problema de Saffman-Taylor es estudiar el movimiento de la
interfase fluido-fluido en las distintas etapas que hemos mencionado. Desde el punto
de vista macroscépico, dicha dindmica se puede estudiar por medio de las ecuaciones
de Navier-Stokes (escritas para la geometria y condiciones de flujo de la celda), mds

un par de condiciones de frontera en la interfase fluido-fluido.

Dada la geometria bidimensional de la celda de Hele-Shaw, es frecuente promediar
las ecuaciones de Navier-Stokes para cada uno de los fluidos en la direccién perpen-
dicular al plano de la celda, z. Primero, como la celda descansa en el plano zy y la
dimensién b es muy pequena, la velocidad en la direccién z debe ser despreciable.
De esta suposicion se sigue que la presién, p, no es una funcién de z. Escogemos la
direccién del flujo como la direccién del eje z. Esto lleva a que la presién dependa
solamente de z. Si ademds suponemos que la velocidad es pequeia, podemos des-
preciar los términos de segundo orden en la velocidad frente a los términos lineales
en la misma. Finalmente, como la dimensién b es pequeiia, podemos despreciar las
derivadas de la velocidad en la direccién z frente a las derivadas en la direccién z
[10]. Esta suposicién es razonable ya que en las placas se pide que la velocidad sea

cero y en el centro del espacio de flujo se pide que ésta sea finita. Esto hace que la
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variacién de la velocidad en z sea mucho mayor que las variaciones de la misma en
la direccién x. Asi, las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a la siguiente ecuacion

diferencial:
d%u, dp
n =

dz?2 ~ dz’

donde 7 es la viscosidad, v, es la velocidad del fluido en la direccién z y p es la presion.

Imponemos las siguientes condiciones de frontera para v.(z):

i

—=(5/2) =0.

v;(0) = v,(b) =0 y

Obtenemos el siguiente perfil de Poiseuille,

v 190 (2 bz
TTpdz\2 2/

En la figura 2.3 se muestra una imagen de este perfil. Luego, la velocidad se promedia

en la direccién z, i.e.,

2o ¥ op
('U:) = 5./0 v,{z)dz = —ma

Este resultado debe ser el mismo independientemente de la direccién de flujo. Entonces
para un flujo de direccién arbitraria en el plano zy obtenemos la siguiente expresién

para la velocidad promedio!,

B (op. .
=15 (' + 5)
o bien,
(v) = —KVp, (2.1)

donde K = T%’ se conoce como la permeabilidad del sistema. La ecuacién (2.1) se
conoce cominmente como la Ley de Darcy. Esta nos dice que la velocidad del fluido
es proporcional a un gradiente de presién. Si ademas suponemos que los fluidos son

incompresibles, la ecuacién de continuidad es,

V-v=0.

!Este resultado puede obtenerse facilmente si fijamos la direccién del flujo arbitrariamente de forma

que la velocidad tenga componentes en z y y, con lo que las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen

a dos ecuaciones diferenciales independientes, una para v, y otra para v,.
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Donde,
v i dvy,

oz = Oy’

Ahora promediamos esta expresion en la direccién z,

L= g 2308 @ L
E./;V\fdz—a(s./oﬂ:dz)‘f‘%(gl ‘Ude),

o bien, en términos de la velocidad promedio,

L[PG oq, = Ova) | Ouy)
Elv-vdz—wﬁ'w.

Finalmente, esta expresién se reduce a la siguiente forma,

V.-v=

1 b
—f V. -vdz=V-(¥).
b Jo

De esta forma, la ecuacién de continuidad se puede escribir en términos de la velocidad
promedio, i.e.,

V- (%) =0. (2.2)

En lo sucesivo omitiremos el uso de los paréntesis triangulares y denotaremos a la

velocidad en el plano zy simplemente como V.

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) pueden escribirse como la ecuacién de Laplace para la

presion, i.e.,
Vzp =0. (2.3)

Esta ecuacién gobierna la dindmica de bulto de ambos fluidos.

Las condiciones en la interfase fluido-fluido se fijan usando un argumento de equilibrio
termodindamico local y otro de continuidad. A decir, la primera condicién de frontera,

conocida como condicién de Gibbs-Thompson o de Laplace es,
Ap = =7k, (2.4)

donde Ap = p; — p; es la caida de presién en la interfase, y es la tensién interfacial

y & es la curvatura local de la interfase. La segunda condicién de frontera establece
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la impenetrabilidad de los fluidos y garantiza la continuidad de la velocidad normal
de la interfase, i.e.,
V1 - i = V2 - fifine = vp,

donde v, y 1 son la velocidad normal de la interfase y el vector unitario normal a
la interfase respectivamente. Como hemos visto, la formacién de dedos estacionarios
ocurre en el limite de alto contraste de viscosidades, esto es, cuando la viscosidad del
fluido menos viscoso, 7;, es pequena frente a la viscosidad del fluido més viscoso, 7. El
caso limite es llamado limite de contraste infinito y corresponde a cuando la viscosidad
del fluido desplazante es despreciable frente a la viscosidad del fluido desplazado. En

tal caso, la ecuacién (2.1) para el fluido 1 se reduce a la forma
Vp1 = 0.

Lo que quiere decir que la presion es la misma en toda la regién ocupada por el
fluido 1. En este limite, las ecuaciones del sistema estdn dadas por la ecuacién (2.3)

para el fluido 2, la condicién de frontera
Up = Vg « fifjne, (2'5)

y la ecuacién (2.4) con p; = constante.

2.3. Analisis de Estabilidad Lineal

La primera etapa de formacién de un dedo viscoso es la desestabilizacién de la inter-
fase. Esta desestabilizacién ocurre debido a una inestabilidad que Mullins y Sekerka [11]
estudiaron por primera vez en el contexto de la solidificacién. La inestabilidad de
Mullins-Sekerka es fundamental en el estudio de formacién de patrones fuera de equi-
librio ya que revela el origen fisico del problema. En el caso del problema de Saffman-
Taylor, el estudio analitico de la desestabilizacién de la interfase es posible mediante
un andlisis de estabilidad lineal de las ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.5) cuando se intro-

duce una perturbacién.
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Evolucién Temporal en un Anélisis de Estabilidad Lineal
El concepto de estabilidad esta relacionado con la respuesta de un sistema ante una
perturbacién. Por ejemplo, supongamos que la interfase que separa a los fluidos en

nuestro problema se encuentra en una posicién inicial
Y= Yo,
y que se introduce una perturbacién f(z,t) que deforma la interfase,
y =10+ f(z,1)
En el nuevo estado perturbado, la interfase puede reaccionar de tres formas distintas.

La primera es que la perturbacién decaiga conforme pasa el tiempo y la posicién de

la interfase regrese al estado original, i.e.,

tlj*rél flz,t)=0.
En tal caso se dice que la interfase es estable ante la perturbacién f(z,t). La segunda
posibilidad es que la perturbacién crezca con el tiempo haciendo que la interfase se
deforme aiin més y que no regrese al estado original. En tal caso se dice que la in-
terfase es inestable ante la perturbacién. La tercera posibilidad corresponde al caso
en donde f(z,t) permanece constante, es decir, al caso de estabilidad neutral de la

interfase.

La perturbacién f(z,t) puede ser escrita como el producto de una parte espacial por
una parte temporal, esto es,

f(z,t) = h(z)é(2).
En principio, la dependencia espacial se puede escribir desarrollando la funcién h(z)
en una serie de Fourier. Sin embargo, para un andlisis de estabilidad lineal, que es
valido a tiempos cortos, los modos que la componen se desacoplan de forma que es
posible estudiar solamente la estabilidad de un modo a la vez. Por lo tanto, hacemos

que la perturbacién consista de un solo modo, i.e.,

h(z) = cos(kz),
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——— = 0 perturbacién inicial
------ t # 0 caso inestable
s 2 ) caso estable

Figura 2.4: Diagrama de la evolucién temporal de la perturbacién en un andlisis de estabilidad lineal.
La linea sélida corresponde al estado inicial. A tiempos cortos, la perturbacién puede aumentar o
disminuir su amplitud. La linea punteada, de menor amplitud, corresponde a una perturbacién que
no desestabiliza a la interfase. La linea rayada de mayor amplitud, corresponde a una perturbacién
que desestabiliza a la interfase. Los puntos fijos y = yp (circulos negros), permanecen estiticos
independientemente de si la amplitud crece o decrece.
donde k£ = 27/A es el modo de la perturbacién dada por la longitud de onda A.
Sustituimos en la ecuacién para la posicién de la interfase y obtenemos la siguiente
expresion,

y = Yo + cos(kz)é(t).
Esto quiere decir que la parte temporal de la perturbacién es una amplitud. En esta
ecuacién, los puntos y = yp son puntos que permanecen fijos independientemente del
valor de la amplitud &(t) (ver figura 2.4). Si derivamos esta ecuacién con respecto
al tiempo obtenemos la siguiente expresién para la velocidad en cada punto de la
interfase,

9 = cos(kz)d.

Sabemos que la velocidad en el punto fijo es cero, i.e., ¥ = 0 si y = yo. Desarrollamos

y alrededor de y = yy, i.e.,
§(5) = §(u0) + 3—3(?}0)(9 — 1) +O((y = o)?)-

Como hemos visto, el primer término de esta expresion es cero. Ademds, sabemos que

y — yo = cos(kz)é. Sustituimos esta expresién y obtenemos

i(y) = ;‘jg-(yc.) cos(kz)8 + O((cos(kz)3)?),
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donde la velocidad puede expresarse como § = cos(kz)d. Como la amplitud de la
perturbacién es pequena podemos despreciar los términos de segundo orden en la
misma, i.e.,
- dy
cos(kz)d = d—(yu) cos(kz)d,
y
y llegar a la siguiente ecuacion diferencial para la amplitud de la perturbacién,

Szwﬁ,

donde w = gﬁ(yn). Integramos esta ecuacién en el tiempo con la condicién inicial

§(0) = dp y obtenemos la siguiente ecuacién,
3(t) = dpe*t.

En esta ecuacion dp es el valor inicial de la perturbacién y w es su factor de cre-
cimiento, el cual determina si la amplitud de la perturbacién crece o decrece en el
tiempo. Cuando w es positiva esta amplitud crece, mientras que cuando es negativa

la amplitud decrece.

De esta forma hemos llegado a la siguiente expresién para la posicién de la interfase
perturbada, i.e.,

¥ = yo + o cos(kz)e™*. (2.6)
Al introducir este tipo de perturbacién en las ecuaciones de movimiento del sistema,
se busca obtener una expresiéon w = w(k) llamada relacién de dispersion. La relacién
de dispersién determina los valores de k para los cuales la interfase es estable o ines-

table, es decir, determina qué valores de k hacen que w sea positiva o negativa.

Para obtener la relacién de dispersién, primero se resuelven las ecuaciones de movimien-
to en el caso de la interfase plana. Después se introduce la perturbacion y se escriben
las condiciones de frontera. Al hacer esto se obtiene un sistema de ecuaciones que al
resolverse da como resultado la relacién de dispersién. En cada paso de este procedi-
miento se desprecian los términos de orden cuadrético en la amplitud &,. Por tanto,

cualquier término se desarrolla en potencias de dy hasta primer orden.
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: \y, = yg + 6 cos(kx)e*

¥ = vo(0) + vt v

Figura 2.5: Esquema de la posicién de la interfase plana, F = zi + yoj y de la interfase perturbada,
F=xi+ Yy

Analisis de Estabilidad para el problema de Saffman-Taylor en una

celda de Hele-Shaw rectangular

En esta seccién reproducimos el andlisis de estabilidad lineal del problema de Saffman-
Taylor para un par de fluidos en una celda de Hele-Shaw rectangular. Primero resol-
veremos la ecuacién (2.3) para una interfase plana, y = yo. La solucién sera el perfil
de presién del fluido 2, po(y). Después introduciremos la perturbacién (2.6) en la
interfase y una perturbacién consistente con (2.3) para el perfil de presién py. Usare-
mos las expresiones resultantes para evaluar las condiciones de frontera (2.4) y (2.5).
Finalmente reduciremos estas expresiones a la relacién de dispersién despreciando

términos de segundo orden en la amplitud &.

Ecuaciones para la Interfase Plana

Consideremos un sistema como el de la figura 2.5 donde el fluido 1 desplaza al fluido 2
en una celda de Hele-Shaw. La interfase que separa a ambos fluidos es plana, esto
es, y = yo. La cantidad constante de masa que se inyecta en la celda por unidad
de tiempo es 7g. Por tanto, la velocidad de la interfase plana, vy, estd dada por la
siguiente expresion,

Tig
Vo= —
O W’

de forma que la posicién de la interfase plana es,

Yo(t) = vo(0) + wet,
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donde y,(0) es la posicién de la interfase plana al tiempo £ = 0.

Como la presién del fluido 1 es constante, es conveniente redefinir la presion en el
fluido 2 como p = p — p;- Denotaremos la presion del fluido 2 para la interfase plana
como py. Para obtener la presién p, debemos resolver la ecuacién (2.3) en el bulto
del fluido 2. Como la interfase es plana, no hay flujo en la direccién z y la presién
debe ser constante en esa direccién. Entonces la ecuaciéon de movimiento se reduce a
la siguiente forma,

d’po _

dy?
Integramos una vez y tenemos que

dpo
E =
Esta ecuacién se puede integrar de forma definida desde la interfase hasta el bulto

del fluido 2. Para ello utilizamos la condicién de frontera (2.4), esto es, pp = —7kp si

v
A/ dy=/w dpo,
o —7%0

donde xp = 0 porque la interfase es plana. El perfil de presién es entonces,

Y = Yo,

po = Ay — %)
Para evaluar la constante de integracién, utilizamos la Ley de Darcy, vp = —%%‘!,
de donde,
12
A - —?mvg.
Por tanto, el perfil de presién del fluido 2 para una interfase plana es,
12
po(y) = —vo—b-z-@(y - %)- (2.7)

Ecuaciones para la Interfase Perturbada

La posicién de la interfase perturbada se puede escribir de forma vectorial como

r= Ii + yp(x)ju
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donde y,(z) estd dada por la ecuacién (2.6), esto es,
Yp = Yo + 0g cos(kz)e*". (2.8)

Como la interfase ha sido perturbada, el campo p debe sufrir también una per-
turbacién en la vecindad de la interfase. Pedimos que la perturbacién satisfaga la
ecuacion (2.3) y que decaiga lejos de la interfase a fin de conservar el efecto local de

la perturbacién. Una funcién que cumple con estas condiciones es
p = po + ax cos(kz)e“t ™, (2.9)
donde la amplitud a; es proporcional a 6. Ahora podemos evaluar las condiciones de

frontera (2.4) y (2.5) utilizando las cantidades perturbadas y, y p.

La condicién de frontera (2.4) es
p=-78 s Y=g (2.10)

La curvatura de la interfase perturbada, x(y,), se calcula a partir del la posicién T y

tiene la forma?,
K = k*8o cos(kz)e”* (1 + k&3 sin®(kz)e®*) ;

Sustituimos esta expresién en la ecuacién (2.10) junto con la expresién para la presién

p(y) dada por (2.9) en donde py(y,) estd dada por (2.7),
vo%(yo — Up) + ax cos(kz)e ~Vr = —y(k?5, cos(kz)e**) (1 + k*5; sinz(k:c)ez"")_% :

Despreciando términos en 6z, aﬁ ¥ boax, esta expresién se reduce a

12
—dovp b:h + are 0 = —§oyk?. (2.11)
?La curvatura de una curva ¥(z) = zi + y,j se puede calcular como
_ ¥ x|
o

donde las primas indican derivadas con respecto a z.
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La condicién de frontera (2.5) es,

b? i ;
_— 127}2 (VP . n) 51 'y = yp, (2-12}

Uy =
donde el vector normal a la interfase, a primer orden en &, estd dado por?,
f = kdysin(kz)e“'i + 7.

Primero evaluamos el lado derecho de la ecuacién (2.12). El gradiente de presién es,

dp 5
Vp a—‘l + — ay
donde
% = —kay sin(kz)e“te v

’ op

- = _12;'?2 wtg—ky

ay = x kﬂk CDS(kI) (2.13)
Entonces, el lado derecho de la ecuacién (2.12) es

b b 2 2 2t 12m,
—— A== ——— | = 1 _kyﬁ ———
3 (Vp- 1) ™ ( k*pay. sin®(kz)e**e 7 V0~ kay cos(kz)e” ) g
3El vector 1i es el vector normal externo, esto es, el que apunta en direccién al fluido 2. Para obtener

este vector, primero escribimos el diferencial del vector posicién, esto es,

&7 = dzi + Y2 dzs.
dz
El vector normal unitario debe cumplir con dos condiciones, la primera, que su producto punto con

el vector dr sea cero, esto es,

fi-df = n,dz +n,,‘3;'"dz 0,

de donde
dy
>

La segunda condicién es que el vector debe ser unitario, por tanto,

ny =
n: 2 ni =1

Al resolver estas dos ecuaciones para n; y n, tenemos que
dyp= |, =
i i

1+(-"}'§)2.

n=
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que a orden lineal es,

b? " b 127, e
———(Vp-n) = I (—-—bz—vg — kag cos(kz)e ;

Este resultado indica que a orden lineal en dy y ax, la componente normal del gradiente
de presién se puede aproximar como la componente en y dada por la ecuacién (2.13),

esto es, Vp-fi =~ gﬁ

El lado izquierdo de la ecuacién (2.12) se calcula a partir de la velocidad de la interfase,

esto es,
dik. -
o %s R,
o bien,
d
v = 2.

Aqui es importante recordar que la interfase es una sinusoidal que varia solamente
en su amplitud, por lo que su velocidad en z es cero. Por tanto, la ecuacién (2.12) se

reduce a

d
% = vp + wdy cos(kz)e“:.

Sustituimos ambos lados de la ecuacién (2.12) y llegamos a la siguiente expresién,

62 —kyo
CWSu = mkﬂge . (214)

Relacion de Dispersion
Las ecuaciones (2.11) y (2.14) son un sistema lineal de ecuaciones con dos incégnitas,

a; y w. Al resolver este sistema obtenemos la relacién de dispersién,

w = vk — %r}rks. (2.15)

Como hemos mencionado antes, si w es positiva la interfase es inestable ante la per-
turbacién, mientras que si w es negativa la interfase es estable. El término lineal en
k de la ecuacién (2.15), que es proporcional a la velocidad de la interfase plana, tiene

un efecto desestabilizador en la interfase. Por otro lado, el término ciibico en k, que
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Winax

T T

Kan ky k

Figura 2.6: Relacién de dispersién para el problema de Saffman-Taylor en coordenadas rectangulares.

es proporcional a la tensién superficial tiene un efecto estabilizador. En la figura 2.6
se muestra una grafica de la relacién de dispersién en donde ambos efectos entran en
juego. El modo mas inestable, knax, corresponde al factor de crecimiento mds grande,

esto es, el mdximo de la funcién w(k). kmax estd dado por

-~ /41}zvo
kmu e _bz’y .

En la misma figura se muestra el modo de estabilidad neutral, k,, que corresponde

al valor de cero del factor de crecimiento de la perturbacién, esto es, el modo para el

_ [12mu
ko =1/ By

En estas expresiones, un aumento en la velocidad de la interfase plana hace que los

cual w =0,

dos modos, kmax ¥ kn se hagan mds grandes. Esto, por un lado, hace que el modo
mas inestablen corresponda a una longitud de onda mas pequefia. Por otra parte, el
aumento en el modo de estabilidad neutral hace que el rango de modos inestables se
amplie. El efecto contrario puede observarse al aumentar la tensién superficial. En
tal caso, ambos modos decrecen haciendo que el modo m4s inestable corresponda a
una longitud de onda maés grande y que el rango de modos inestables se haga més
pequeiio. En general, la interfase es estable ante perturbaciones de modo grande e

inestable ante perturbaciones de modo pequefio.
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Figura 2.7: Esquema de la compresién de las lineas de presién constante (lineas punteadas) ante
una perturbacién en la interfase fluido-fluido. La figura muestra cémo para la regién perturbada el
gradiente de presion local es méximo.

La inestabilidad de Mullins-Sekerka ocurre de la siguiente manera. Al introducir la
perturbacién en la interfase, las lineas de presién constante en el bulto del fluido 2
se deforman. Como la viscosidad en esta fase es finita, estas lineas no se relajan
instantdneamente. Por lo tanto, el gradiente de presion se hace mds grande en las
regiones perturbadas. Como resultado, la velocidad en esas regiones aumenta y el

crecimiento del frente es favorecido dando lugar a la desestabilizacién de la inter-

fase (ver figura 2.7).

2.4. Problema de Fronteras Libres

La formulacién macroscépica del problema de Saffman-Taylor contempla una interfase
bien definida de ancho infinitamente pequenio. Como consecuencia, los campos, o sus
derivadas, son discontinuos en la interfase dando lugar a la necesidad de condiciones
de frontera explicitas para los mismos. En particular, para el caso de alto contraste
viscoso, nos interesa obtener la dindmica de la interfase utilizando la ecuacién de
bulto del fluido viscoso (2.3) sujeta a las condiciones de frontera (2.4) y (2.5). Sin
embargo, la condicién de frontera (2.4) est4 escrita en términos de la curvatura de la
interfase. Esto quiere decir que la forma de la interfase es necesaria para poder evaluar
la condici6én de frontera que a su vez es necesaria para determinar la posicién de la

interfase que es la solucién del problema. Por esta razon, las ecuaciones no pueden
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(a) (b)

Figura 2.8: Forma paramétrica de un dedo viscoso estacionario segiin (a) Saffman y Taylor, y (b)
Pitts.

resolverse analiticamente para cualquier tiempo. A este tipo de problema se le conoce

cominmente como problema de fronieras libres.

Para resolver el problema de fronteras libres, se han llevado a cabo distintas aproxima-
ciones para las etapas que llevan a la formacién del dedo estacionario. Los resultados
pueden separarse en aquellos que tienen que ver con las etapas tempranas de deses-

tabilizaci6n, el estado estacionario y la etapa intermedia de competencia.

La dindmica a tiempos cortos puede ser estudiada de forma analitica por medio del
anilisis de estabilidad lineal que hemos reproducido en la seccién 2.3 y que fue repor-
tado por Saffman y Taylor [12]. En este caso, la curvatura de la interfase se conoce
en todo momento porque la posicion de la interfase estd determinada por una curva

sinusoidal conocida.

Con respecto al estado estacionario, Saffman y Taylor obtuvieron una solucién analitica
de la forma de la interfase en el limite de tensién superficial nula. En tal limite no es
necesario conocer la forma de la interfase para evaluar la condicién termodindmica

de frontera. La forma de la interfase estacionaria queda dada por la curva

ol I;Aln (1 +cos2(:ry/,\))’ (2.16)
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(a) (b)

Figura 2.9: Soluciones numéricas del modelo mesoscépico de la referencia[l] (lineas sélidas) y formas
paramétricas de (a)Saffman y Taylor, y (b) Pitts. El ancho del dedo es cercano a la mitad del ancho
del canal.

que estd parametrizada por el ancho del dedo X y cuya imagen se presenta en la
figura 2.8(a). Este resultado estd solamente en acuerdo con las observaciones expe-
rimentales para dedos cuyo ancho se aproxima a la mitad del ancho de la celda de
Hele-Shaw, i.e., AW — 1W. Para dedos mas anchos Pitts [13] propuso una relacién

modificada empiricamente dada por

z(y) = i\»ln (HLWQ) : (2.17)

La forma del dedo segiin la relacion de Pitts se muestra en la figura 2.8(b).

El efecto de tensién superficial constante fue incluido mds tarde por McLean y
Saffman [14]. Ellos obtuvieron la forma de la interfase del estado estacionario valiéndose
de un mapeo conforme con el que lograron reducir las ecuaciones macroscépicas a un
par de ecuaciones integrodiferenciales acopladas con condiciones de frontera fijas. La
resolucién de dicho sistema de ecuaciones se puede hacer solamente de forma numéri-
ca. Como resultado se obtienen las coordenadas de la interfase estacionaria. Estos
resultados concuerdan con las observaciones experimentales para dedos cuyo ancho

estd en el rango A = [0.5, 0.88].
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La etapa intermedia de competencia, usando las ecuaciones de la formulacién ma-
croscopica, ha sido estudiada mediante simulaciones numéricas muy sofisticadas. En
particular, un método llamado boundary integral [15] ha sido utilizado con éxito. La
idea del método es encontrar una ecuacién para la velocidad normal de la interfase, vy,
en términos de la forma de la interfase. Esto se logra al escribir la ecuacién de bulto
junto con las condiciones de frontera en la interfase usando una funcién de Green. Esta
expresion para la velocidad normal hace posible rastrear la posicion de la interfase en
el tiempo. Esto se hace partiendo de una interfase casi plana que determina la veloci-
dad normal en cada punto. Luego, el conjunto de velocidades se usa para avanzar la
posicion de la interfase en un pequeno intervalo. Finalmente la velocidad se vuelve a

calcular y el proceso se repite una y otra vez hasta alcanzar el estado estacionario [16].

Las limitaciones impuestas por el problema de fronteras libres para regimenes de flujo
sofisticados resultan todavia mas grandes. En particular, el estudio de un gradiente
de presién dependiente del tiempo o de sistemas con desorden espacial implica que los
métodos numéricos necesarios para integrar las ecuaciones macroscépicas se vuelvan
atin mas complicados, y requieran de herramientas de cémputo muy poderosas. Esto
da lugar a la entrada de modelos més simples en los que tales condiciones de flujo
resulten ficilmente implementables y los métodos de simulacién numérica sean mucho

maés sencillos y directos.

2.5. Modelos Mesoscépicos. Una Alternativa al Problema

de Fronteras Libres

Como una alternativa a las ecuaciones cldsicas, desde hace algunos afios se han usado
modelos en los que la interfase constituye una regién difusa cuya anchura es pro-
porcional a un pardmetro e. En dichos modelos no existe el problema de rastrear la

posicién de la interfase. La idea es que en una regién interfacial difusa no existen dis-
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continuidades y por lo tanto en la formulacién mesoscépica no existe una condicién
de frontera que dependa de la posicién de la interfase. Dicha continuidad se consigue
mediante una ecuacion de movimiento escrita para una cantidad llamada parametro
de orden, ¢. Este parametro determina la ubicacién de las fases que componen al sis-
tema y varia de forma suave en el espacio entre dos valores de bulto bien definidos. En
general, esta ecuacién de movimiento se conoce como ecuacién de Ginzburg-Landau

dependiente del tiempo.

En general, la ecuacién de Ginzburg-Landau se escribe a partir de una configuracién
de energia libre escrita a través de un funcional. Dicha configuracién define los valo-
res de equilibrio del pardmetro de orden. Esta se acopla a algiin campo de potencial
dindmico propio del sistema (temperatura, concentracién, presién). Como resulta-
do, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales parciales que se puede integrar
numéricamente sin que la ubicacién explicita de la interfase sea necesaria para realizar
el siguiente paso en la integracién. De hecho, la interfase se ubica de forma comple-
tamente arbitraria a partir de la solucién ¢(z, y,t). Para hacer esto, se escoge alguna
curva de nivel ¢(z,y,t) = ¢im. Los modelos que se construyen a partir de este tipo de
argumentos se conocen cominmente como modelos de campo (del inglés phase field

models).

Usualmente, para que el modelo de campo pueda usarse para estudiar un fenémeno, se
debe probar que éste es consistente con las ecuaciones macroscépicas del sistema. Para
lograr esto, se estudia el comportamiento del modelo en el limite donde el pardmetro
€ es muy pequeiio, lo que equivale a un régimen de interfase bien definida. En es-
tas condiciones, si las ecuaciones del modelo mesoscépico se reducen a las ecuaciones
del modelo macroscépico, se dice que el modelo es consistente con el tratamiento

macroscépico y su uso para estudiar el fenémeno es legitimo.

Los primeros modelos de campo se hicieron para describir sistemas de solidificacién.
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En este marco, existen modelos para una sustancia pura y modelos para sustancias bi-
narias que solidifican en una o dos fases. Para estos casos, la ecuacién de movimiento se
puede obtener minimizando un funcional de energia libre. Otros estudios se han hecho
usando modelos que se construyen explicitamente para recuperar el comportamiento

macroscopico sin que la definicién estricta del funcional de energia libre sea necesaria.

El primer modelo de campo para el problema de Saffman-Taylor fue propuesto por
Folch, Casademunt y Herndndez-Machado[17, 18]. Este fue escrito para el caso de vis-
cosidades arbitrarias. El modelo utiliza una ecuacién de movimiento para el pardmetro
de orden acoplada a una segunda ecuacién para la funcién corriente del sistema. La
ecuacion para la funcién corriente introduce la dindmica del problema. El modelo
ha sido utilizado para obtener la relacién de dispersién del sistema, tanto analitica-
mente como numéricamente. Ademads, la simulacién de la competencia de dedos ha
sido llevada a cabo exitosamente. Sin embargo, el modelo no describe adecuadamente
el limite de contraste infinito de viscosidades, que es justamente el limite del dedo de
Saffman-Taylor.

Recientemente Hernandez-Machado, Lacasta, Mayoral y Corvera Poiré [1] propusieron
un modelo para el limite de contraste infinito de viscosidades. El modelo consiste en
una ecuacién de movimiento para el pardmetro de orden mas una condicién de fron-
tera que mantiene al sistema fuera de equilibrio. El uso de este modelo resulta muy
conveniente ya que reduce el problema numérico a la integracién de una sola ecuacién
diferencial parcial. Al utilizar este modelo, se puede simular la desestabilizacién de la

interfase, la competencia de modos y de dedos y la formacién del estado estacionario.

A fin de corroborar el correcto funcionamiento del cédigo que utilizaremos mds ade-
lante, hemos reproducido los principales resultados de la referencia [1]. La competen-
cia de dedos se muestra en la figura 2.10. La forma paramétrica de la punta del dedo

segiin las ecuaciones (2.16) y (2.17) se muestra en la figura 2.9 superpuesta a la punta
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Figura 2.10: Secuencia temporal de la competencia de dedos. El efecto se consigue partiendo de una
configuracién inicial de dos dedos idénticos m4s un pequefisimo ruido en el campo del pardmetro
de orden.

Y

Figura 2.11: Etapas de formacién de un dedo viscoso estacionario obtenidas mediante la integracién
numérica del modelo mesoscépico. Cada interfase corresponde a un tiempo de simulacién.

correspondiente a un dedo estacionario cuyo ancho es cercano a la mitad del ancho
del canal. La formacién de un dedo estacionario se puede observar en la figura 2.11.
En esta figura se muestra la interfase a distintos tiempos y se observa que el ancho
del dedo, A, permanece constante. La punta del dedo aparece distorsionada debido a
la escala utilizada para hacer la grdfica. Finalmente, en la figura 2.12 se muestra una
grafica del ancho del dedo estacionario contra la velocidad en la punta del dedo. En
esta gréfica se observa que a velocidades altas el ancho del dedo tiende a una valor

limite igual a la mitad del ancho del canal.

En el capitulo siguiente presentaremos el modelo de campo que utilizaremos en este
trabajo. Al igual que en la referencia [1], éste consiste en una ecuacién de movimiento
para el pardmetro de orden mds una condicién de frontera. En nuestro caso, la condi-
cién de frontera introduce la dindmica del sistema, eliminando la necesidad de una

segunda ecuacién diferencial.
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Figura 2.12: Ancho del dedo estacionario, A, contra la velocidad en la punta del dedo, U.
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3

MODELO MESOSCOPICO

El modelo de campo que utilizaremos en este trabajo se compone de una ecuacioén de
movimiento para un parametro de orden, ¢, mas una condicion de frontera dindmica

que mantiene al sistema, no solo fuera de equilibrio, sino en un estado no estacionario.

La ecuacién de movimiento para el pardmetro ¢ se conoce como ecuacion del Mode-
lo B, segiin la clasificacién de modelos de dindmica de fenémenos criticos hecha por
Halperin y Hohenberg [19]. La ecuacién de movimiento en cuestién es,

gt—‘b =V - MVu(¢), (3.1)

donde M es un pardmetro relacionado con la permeabilidad del sistema, pu(¢) es el

potencial quimico del sistema que tiene la forma,

w(¢) = us(9) — €V%¢ (3.2)
y
wl 3.3)
ne(4) = o) 9. (3.

En la ecuacién (3.2), € es un pardmetro proporcional al ancho de la interfase y ug(9) es
el potencial quimico en el bulto de las fases. ¢., es el valor de equilibrio del pardimetro

de orden.

La condicién de frontera introduce la dindmica del sistema al fijar el valor del pardmetro

de orden en el bulto del fluido 2, esto es,
¢=¢p(t) si (z,y) €B, (3.4)

29
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Figura 3.1: Perfil de equilibrio del pardmetro de orden en la ecuacién de movimiento (3.1).

donde la regién B corresponde al bulto del fluido 2 lejos de la interfase. Més adelante

definiremos con precisién la ubicacién de esta regién.

En equilibrio, una solucién de la ecuacién (3.1) es el siguiente perfil para el pardmetro
de orden,

¢ = teq tanh (7%;) ; (3.5)
En esta ecuacién, los limites y — +o0o corresponden a los valores constantes ¢ = £¢eq.
El pardmetro de orden varia de forma suave y continua entre dos valores de bulto
constantes. Dichos valores satisfacen la condicién de equilibrio del potencial quimico,
i.e.,

#(i‘r‘f‘eq) =0

Ademas, en la ecuacién (3.5) es claro cémo el pardmetro € da una medida del ancho
de la interfase. En dos dimensiones, el perfil de equilibrio corresponde a una interfase

plana.

Fijamos todo ¢ > 0 como el fluido 1 y todo ¢ < 0 como el fluido 2. Ademas, desig-
namos la posicién de la interfase con la curva de nivel arbitraria ¢y (z,y) = 0. En
la figura 3.1 se muestra el perfil de equilibrio del parametro de orden. En la misma
grafica, se indican las regiones que corresponden a cada fluido: el fluido 1 ocupa la

region derecha de la celda de Hele-Shaw mientras que el fluido 2 ocupa la regién
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izquierda de la celda.

La legitimidad del modelo se establece al reducir la ecuacién (3.1) a las ecuaciones (2.3),
(2.4), y (2.5). Este resultado se consigue mediante un desarrollo asintético de la
ecuacién (3.1) en el limite € — 0 que fue reportado en la referencia [1]. La idea de este
procedimiento es que en dicho limite, el perfil del pardmetro de orden se hace discon-
tinuo. En tal caso, la regién de transicién corresponde a una interfase bien definida
y por lo tanto la ecuacién de movimiento en dicha region se reduce a las condiciones
de frontera (2.4) y (2.5). Por otro lado, en este limite la ecuacién de movimiento en
las regiones de bulto (donde ¢ — +¢e,) se reduce a la ecuacién (2.3). Como resul-
tado, se obtienen las siguientes identificaciones entre los parametros macroscépicos y

mesoscopicos, i.e.,

P = deqtt1, (3.6)
__M
K=—git (3.7)
’ 5
e (3.8)

en donde p, es el potencial quimico a primer orden en €, M; es el pardmetro propor-

cional a la permeabilidad del fluido 2 y 7/ es un pardmetro relacionado con el ancho

de la interfase. Es importante sefialar que para obtener estos resultados, es necesario
imponer el régimen de alto contraste viscoso, i.e.,

M=0 si ¢>0

M=M, si ¢$<0.

En el apéndice B se reproduce el desarrollo asint6tico completo para referencia del

(3.9)

lector.

La ecuacién (3.6) indica que el potencial quimico a primer orden en ¢, pi(¢), es
proporcional a la presién. De este resultado se puede concluir que al imponer una
condicién de frontera en el pardmetro de orden, se fija un cierto gradiente en el po-

tencial quimico, pu(#), que en el limite ¢ — 0 equivale a imponer un gradiente en la
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presion. De este modo se introduce la dindmica del modelo.

Lo que sigue es integrar numéricamente la ecuacién (3.1) sujeta a la condicién de
frontera (3.4). Las simulaciones se llevan a cabo partiendo de configuraciones del
parametro de orden con una interfase perturbada, y,(z), en un sistema de dimensiones
nz X ny donde nz = W, es el ancho de la celda y ny es el largo del canal. Ademis,

se impone la condicién de frontera mediante las siguientes ecuaciones,

Il_§$$nx

¢ = eq si y
| B SYy<ny
i 1<z<nx

p= 2l (y—yp+1) — e si y (3.10)
Yp—Ay—1<y<y -1

é=dg si
1Sy<y,—Ay-1,

donde y; es la posicién més avanzada de la interfase perturbada, ¢p es el valor de
bulto del pardmetro de orden en el fluido 2, y Ay es una distancia arbitraria a partir
de la posicién y, que fija la frontera en donde se impone el valor ¢p. De esta forma,
la regién B queda definida por el rectdngulo, 1 <z < W,y 1 <y < y; — Ay. Esta
configuracién inicial llena el espacio con dos fases, una positiva que corresponde al
fluido 1 y otra negativa que corresponde al fluido 2. La condicién de frontera establece
un perfil lineal en ¢ de pendiente m = —% enfrente del fluido 1. Dicho perfil
mantiene al sistema fuera de equilibrio y provoca el desplazamiento de la interfase de

derecha a izquierda en la celda de Hele-Shaw. En las figuras 3.2(a) y 3.2(b) se muestra

un diagrama de la configuracién inicial.
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Figura 3.2: (a) Configuracién inicial del pardmetro de orden, ¢(z,y). La sinusoidal representa la
interfase perturbada, y,(x). La regién gris corresponde a la regién del fluido 2 donde el pardmetro de
orden toma el valor ¢ = ¢g. (b) Perfil inicial del pardmetro de orden, ¢(y), para un valor cualquiera
de z. La regién derecha, donde ¢ = ¢.,, corresponde al fluido 1. En la posicién y = y,(z) se hallala
interfase fluido-fluido. Luego, se impone un valor ¢ = ¢p para todo el bulto del fluido 2 que fija el
perfil lineal de pendiente m.

Durante las simulaciones, determinamos la posicién de la interfase y encontramos el
punto y;. Luego, redefinimos la regién B usando esta posicién, para la cual fijamos
¢ como el valor de bulto del pardmetro de orden. Después, avanzamos un paso de
tiempo en la integracién, volvemos a calcular la posicién y; y asi sucesivamente. Esto
quiere decir que conforme la interfase avanza, la regién B se desplaza junto con ella

mantiendo al sistema fuera de equilibrio en todo momento.

Como veremos en el capitulo siguiente, para introducir el efecto de un gradiente
dindmico en el modelo, basta con proponer una forma explicita en el tiempo para el

valor ¢p(t) en la ecuacién (3.4).
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INESTABILIDAD LATERAL EN EL DEDO DE SAFFMAN-TAYLOR

En este capitulo presentamos los principales resultados de este trabajo. Estos resulta-
dos consisten en el hallazgo de una inestabilidad lateral en el dedo de Saffman-Taylor
que ocurre al imponer una perturbacién periédica en la caida de presiéon. Como hemos
propuesto en el capitulo 3, dicha perturbacién se introduce en la condicién de fron-
tera (3.4) cuya dependencia en el tiempo explicaremos més adelante. En particular,
en este capitulo estudiamos el comportamiento de la inestabilidad lateral en funcién
de la frecuencia de la sefial incidente y discutimos cémo el dedo de Saffman-Taylor

actiia como un amplificador selectivo de frecuencias.

Es conveniente hacer notar, que para el dedo del estado estacionario existen dos
frecuencias caracteristicas. Estas son, la frecuencia dada por la velocidad del dedo,
U, entre su ancho, A,

U

Waedo = 2MVdedo = 2777, (4.1)

y la frecuencia dada por la velocidad muy lejos del dedo, V.., entre el ancho de la
celda, W,
V. AU

Weo = MUy = 211'% — 21rW = A Wdedos (4.2)

donde las velocidades de la punta del dedo, U, y del fluido 2 lejos de la interfase, V.,

estdn relacionadas por conservacién de la materia, i.e.,

AU =V,.

34
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Figura 4.1: Dependencia temporal del valor de bulto del pardmetro de orden ¢g(t). A tiempos
cortos (t < t*) el valor se mantiene constante e igual a ¢go favoreciendo la formacién de un dedo
estacionario. A t > t* se superpone la sefial sinusoidal de forma que ahora ¢g(t) oscila entre las
cotas ¢po £ 6.

4.1. Condicién Dinamica de Frontera

Para introducir el régimen periédico de flujo, el gradiente de presién debe contener un
término constante que mantenga la inestabilidad de la interfase y que por tanto logre
la formacién de un dedo estacionario. A este término se superpone la perturbacién
oscilatoria. Para asegurar que la solucién de un solo dedo exista, la amplitud de
la perturbacién debe ser pequefia comparada con el término constante. Hacemos la
simulacién de modo de formar inicialmente un dedo en estado estacionario. Después
superponemos el término oscilatorio. En nuestro modelo, esto se logra imponiendo el
valor de bulto del pardmetro de orden como sigue:

Pp=¢p si t<1°
¢ = ¢po + dcos(wpt) si t >t

(4.3)

En donde § es la amplitud de la perturbacién, wy es la frecuencia angular incidente y
el tiempo ¢* debe ser suficientemente grande para alcanzar la formacién de un dedo
estacionario cuyo ancho, A, y velocidad, U, sean constantes. En la figura 4.1 se mues-

tra una gréfica del valor de bulto del pardmetro de orden, ¢p(t).

4.2. Dedos Oscilatorios de Saffman Taylor

Resolvemos la ecuacién (3.1) sujeta a la condicién de frontera (4.3) para un sistema
de nz = 32, ny = 3200, ¢gp = —0.60 y § =0.09, para distintos valores de frecuencia

incidente wy.
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Figura 4.2: Perfil de un dedo sometido a la condicién dindmica de frontera (4.3). Se observa que en
la punta se genera una onda que se propaga hacia los lados del dedo adquiriendo una amplitud, 4,
y longitud de onda, A, constantes.

Figura 4.3: Regiones del dedo oscilatorio donde se fijan las distancias de medicién L y Ls. Ly se
fija dentro de la regién donde la amplitud no ha alcanzado su valor de saturacién, mientras que la
distancia L se fija en la regién donde la amplitud se ha saturado.

Conforme el valor de bulto ¢p oscila, en la punta del dedo se genera una onda que
viaja lejos de la punta hacia los lados del dedo y aparece una inestabilidad lateral en
la interfase cuya amplitud, A, crece hasta saturarse. En la figura 4.2 se muestra un
dedo en donde la inestabilidad lateral se ha desarrollado. Es importante mencionar
que la amplitud de saturacién es pequeiia comparada con el ancho del dedo, de forma
que el efecto visual no es dramdtico. En la figura 4.2, z y y estdn en escalas distintas

con el fin de que se aprecie claramente la inestabilidad.

Para cuantificar el proceso de crecimiento de la perturbacién, escogemos dos puntos
a distancias L; y Lo de la punta del dedo para medir el ancho, A(t), del mismo. La
distancia L, se fija dentro de la regién donde la amplitud no ha alcanzado su valor de
saturacién, mientras que la distancia L, se fija en la regién donde la amplitud se ha
saturado. En este sentido, la distancia L, es cercana a la punta y la distancia L, es

lejana a la punta. En la figura 4.3 se muestra una ampliacién de la punta de un dedo



4 INESTABILIDAD LATERAL EN EL DEDO DE SAFFMAN-TAYLOR 37

0.t _os
~0.55
06
065 |
-0.7 A -
11500 13500 15500 17500 19500
lt;ff) 06 :
058 |
0.56 | T,
“1
054 —t
o ‘ -
11500 13500 15500 17500 19500
A, (1) os ’
: 058
056 T_._2
054 1
0.52
05 . :
11500 13500 15500 17500 19500

I

Figura 4.4: Senal incidente ¢p(t) y senales de respuesta Ay, (t) y Az,(t) para wp = 0.007. Se puede
ver que la sefial Ay, (t) tiene la misma frecuencia que ¢g(t), mientras que la sefial Ar,(t) tiene una
frecuencia distinta.

oscilatorio en donde se distinguen claramente las regiones en donde se fijan L, y L,.
Debido al crecimiento de la perturbacién, la amplitud de la onda medida a la distancia
L,, es menor que cuando es medida a la distancia L;. Una vez que hemos obtenido
estas senales, que llamaremos Ay, (t) y Az,(t), medimos su frecuencia angular. Para
hacer esto, medimos el periodo correspondiente T, y usamos la siguiente relacién,

2

L= =12
i TL. T ?

wr,

4.2.1. Seleccion de Modos en la Onda Lateral

En la figura 4.4 se muestra una gréfica del ancho del dedo, A(t), medido a las distan-
cias L; y L, de la punta. Ademads, se muestra una gréfica de la sefial ¢g(t). Como
puede observarse al comparar las graficas para ¢p(t) y Az, (), cerca de la punta la

inestabilidad responde linealmente a la frecuencia incidente, esto es,
wr, = Wyp.

Esto quiere decir que en esta zona la longitud de onda de la perturbacién est4 estricta-

mente regulada por la frecuencia incidente. No ocurre lo mismo en la zona lejana a la
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Figura 4.5: (a) Frecuencia del ancho del dedo en la zona cercana a la punta del dedo, wg,, vs la
frecuencia incidente, wg. Se observa que para todo el rango de frecuencias estudiado estas cantidades
son iguales. (b) Frecuencia del ancho del dedo en la zona lejana a la punta del dedo, wg,, vs la
frecuencia incidente, wy. Se observa una zona de transicién donde la respuesta es ditinta a aquella de
la senal incidente y una zona de seleccién en donde se amplifica una sola frecuencia. La frecuencia
de seleccion, w*, se indica sobre el eje de las ordenadas por un circulo. Las frecuencias caracteristicas
Weo ¥ Wdedo Se indican sobre el eje de las abscisas por un tridngulo y un cuadrado respectivamente.
En cada una de estas simulaciones, ¢* = 4500 y el tiempo total de simulacién fue de 44500.
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Figura 4.6: Zonas de régimen lineal y de transicién de la curva wg, vs wp. Las frecuencias de respuesta
en la zona de transicién corresponden a la mitad de la frecuencia incidente. Para ilustrarlo, hemos
graficado con cruces el doble de las frecuencias de respuesta y vemos que en todos los casos caen
sobre la linea de respuesta lineal.

punta donde la frecuencia de la sefial Az, (¢) tiene un valor distinto al de la frecuencia

incidente, i.e., wr, # wy.

En la figura 4.5(a) se muestra una grafica de la frecuencia wy, vs la frecuencia inci-
dente, wp. Como puede observarse en esta grifica, el comportamiento lineal cerca de

la punta del dedo se conserva para todo el rango de frecuencias estudiado.

El comportamiento de la zona lejana a la punta resulta mucho mas interesante. En la
figura 4.5(b) se muestra una grafica wy, vs wy en donde pueden distinguirse claramente
tres regimenes distintos. En esta gréfica, la linea sélida corresponde a la tendencia

lineal observada en la zona cercana a la punta.
Primero, a frecuencias bajas, la respuesta permanece modulada por la senal incidente
y sigue un comportamiento lineal, esto es,

Wi, = Wp.

Después, en un intervalo comprendido entre las frecuencias del flujo en el infinito, wy,,
y del dedo estacionario, wqeqo, la onda suprime uno de cada dos picos dando lugar a

la seleccion de una frecuencia igual a la mitad del valor de la frecuencia incidente, es
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Figura 4.7: Senal incidente, ¢g(t) y senales de respuesta Ay, y Ay, para una frecuencia incidente de
la zona lineal de la grifica 4.5(b). Puede observarse c6mo las sefiales de respuesta estdn moduladas
por la frecuencia incidente.

decir,

1
Wp, = EUQ.

En la gréfica 4.5(b) este comportamiento se observa en la zona de transicién que
sigue inmediatamente de la zona que cae sobre la diagonal y que hemos ampliado en
la figura 4.6.

Finalmente, a frecuencias incidentes mas altas que la frecuencia wgyeqo, 1a onda se-
lecciona una sola frecuencia, de forma que independientemente del valor incidente se
cumple que

W, =W.

La frecuencia de seleccion, w*, corresponde a grosso modo a la frecuencia caracteristica

del flujo en el infinito, i.e.,

Este comportamiento puede ser explicado, al menos de forma cualitativa, mediante

los mismos argumentos de estabilidad que fueron presentados en la seccién 2.3. En



4 INESTABILIDAD LATERAL EN EL DEDO DE SAFFMAN-TAYLOR 41

T

23

22

Figura 4.8: Secuencia temporal del dedo para una frecuencia incidente que cae en la zona de transicién
que hemos ampliado en la figura 4.6. La linea punteada corresponde al primer paso de tiempo incluido
en la secuencia. La linea mas ancha indica el 1ltimo tiempo de la secuencia y evidencia la supresién
de uno de cada dos picos en la onda.

todos los sistemas de crecimiento de interfases las etapas tempranas de crecimien-
to estin reguladas por efectos desestabilizadores o estabilizadores. Por lo general,
la competencia entre estos efectos hace que las perturbaciones de longitud de onda
grande crezcan y las perturbaciones de longitud de onda pequenia decaigan. Ademas,
dentro del rango de longitudes de onda inestables, es comiin encontrar una longitud

de onda mads inestable que todas las demds, es decir, una longitud de onda que crece

mas rdpido que las otras.

En nuestro caso, al introducir un gradiente de presién oscilatorio, el dedo responde
generando una inestabilidad lateral cuya longitud de onda inicial estd estrictamente
regulada por la frecuencia incidente (comportamiento lineal de la grafica 4.5(a)). Co-
mo hemos visto, en nuestro sistema el efecto estabilizador es introducido por la tensién

superficial.

Bajo estos argumentos de estabilidad, podemos pensar que a frecuencias incidentes
muy pequefias, que corresponden al régimen lineal de la grifica 4.5(b), la tensién
superficial no es capaz de suprimir la inestabilidad lateral cuya longitud de onda es
muy grande. Por esta razén la amplitud de la inestabilidad crece y se satura. En la
figura 4.7 se muestra una gréfica de la sefial incidente y de las senales de respuesta

para un frecuencia que cae en la zona lineal.
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Figura 4.9: Sefial incidente, ¢p(t) y sefiales de respuesta Ay, y Ar, para una frecut:ncia incidente de
la zona de seleccién de la grafica 4.5(b). Puede observarse c6mo la sefial Az, selecciona una frecuencia
distinta a la de la sefial incidente.

A frecuencias m4s altas (zona de transicion de la figura 4.5(b)), la tensién superficial
es suficientemente grande para suprimir la inestabilidad lateral cuya longitud de onda
es A, pero no suficientemente grande para suprimir el primer arménico de ésta, cuya
longitud de onda es 2A. Esto explica porqué en esta zona la frecuencia de la inesta-
bilidad en la zona de saturacién es siempre igual a la mitad del valor de la frecuencia
incidente. Este efecto se puede observar en la figura 4.4. De hecho, el proceso en el que
la onda cambia su frecuencia a la mitad puede observarse durante las simulaciones,

como se muestra en la secuencia temporal de la figura 4.8.

Finalmente, a frecuencias mds altas el niimero de armonicos de la inestabilidad se
hace mas grande. Por tanto, la tensién superficial suprime la frecuencia incidente y se
selecciona la frecuencia del arménico mds inestable, que para frecuencias incidentes
altas es, a grosso modo, la misma. En la figura 4.9 se muestra una grafica de la senal
incidente y de las senales de respuesta para un frecuencia que cae en la zona de

seleccién.

En el marco de referencia del laboratorio, la posicién de la interfase lejos de la punta
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del dedo permanece estdtica una vez que la amplitud de la perturbacién se satura.
Ademas, hemos dicho que la frecuencia de seleccidn corresponde a grosso modo a la
frecuencia del flujo en el infinito, wy. Por tanto, la longitud de onda de la inestabilidad
en la zona de seleccién puede aproximarse como

AU U W
V' U A
en donde v, estd dada por la ecuacién (4.2). Esta relacién nos permite, para un ex-
perimento dado, calcular de forma aproximada la longitud de onda de la inestabilidad
lateral en términos del ancho de la celda y del ancho del dedo estacionario. Para un
dedo répido el ancho es aproximadamente la mitad del ancho del canal [9]. Por lo

tanto la longitud de onda esperada es
A = 2W.

Esto quiere decir que la inestabilidad lateral tiene una longitud de onda grande ya
que es del orden del ancho de la celda. Ademds, de las simulaciones, hemos encon-
trado que para la zona de seleccién la distancia de saturacién de la inestabilidad, d,,
medida desde la punta del dedo es aproximadamente cinco veces la longitud de onda
o diez veces el ancho del canal. Esto implica que para observar la inestabilidad en un
canal de, por ejemplo, 10 cm de ancho, haria falta que la celda tuviera una longitud
mayor a 1 m. Ademads, la longitud de onda esperada en tal caso seria de 20 cm. Por
lo tanto, si se quisieran observar cinco longitudes de onda completas, la celda tendria
que tener aproximadamente 2 m de largo. Esto quiere decir que la celda necesitaria

una relacién de aspecto L/W de aproximadamente 20.

En la zona lineal y en la zona de transicién la inestabilidad aparece mds cerca de la
punta del dedo. En la zona lineal esto ocurre a distancias tipicas del orden de la lon-
gitud de onda de la inestabilidad, i.e., d; ~ A, mientras que en la zona de transicién
la distancia de saturacién es tipicamente del doble de la longitud de onda, d, ~ 2A.

En la figura 4.10 se muestran dedos tipicos de cada uno de los casos.
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Figura 4.10: Dedos oscilatorios en escala 1:1 para tres frecuencias incidentes, que caen, de izquierda
a derecha, en la zona lineal, la zona de transicién y la zona de seleccién de la figura 4.5(b). La
distancia de saturacién de la perurbacién, d,, es de aproximadamente A, 2A y 5A respectivamente.
Para el dedo en la zona de seleccién (extrema derecha), A ~ 2W.
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Nuestros resultados indican que el dedo normal de Saffman-Taylor tiene una inesta-
bilidad lateral para todo el rango de frecuencias estudiado. Como sabemos, todos los
sistemas experimentales tienen, inevitablemente, algin tipo de ruido, y en particular,
el ruido blanco se compone de todas las frecuencias. En este sentido, uno podria pre-
guntarse por qué la gran mayoria de los experimentos para dedos de Saffman-Taylor

normales no observan ninguna inestabilidad lateral.

Una posible respuesta seria que la intensidad del ruido no es suficiente para causar
la inestabilidad. Por esto, decidimos estudiar el efecto de la intensidad de la sefal
incidente en la inestabilidad. Hemos elegido estudiar el caso de una sefial incidente en
la zona de comportamiento lineal, esto es, cuando la amplitud de la inestabilidad se
satura cerca de la punta. En particular hemos elegido usar una frecuencia incidente

igual a la frecuencia de seleccidn, i.e., wy = w*.

Como la frecuencia de seleccién cae dentro del régimen lineal de la figura 4.5(b), la
frecuencia de respuesta a las distancias L; y Lo, serd igual a la frecuencia incidente,

esto es,

wr, = WL, = Wy.

Como puede verse en la la figura 4.11, la amplitud en la zona cercana a la punta,
Ay, crece monétonamente con la amplitud incidente, §'. Es importante hacer notar
que la amplitud ha sido medida a la misma distancia L, en todos los casos. En la
misma figura se observa que la amplitud Ay, alcanza un valor de saturacién para
todo el rango de amplitudes incidentes probado. Esto quiere decir que sin importar la
amplitud de la senal incidente, el dedo responde dando lugar siempre al crecimiento
de una inestabiliad que, muy lejos de la punta, es indistinguible para las diferentes

amplitudes de la sefial incidente.

!Para calcular la amplitud en cada una de estas regiones restamos el valor promedio del ancho del
dedo en el tiempo al ancho del dedo, esto es, A(t) — (A), y medimos la amplitud méxima de esta

senal.
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Figura 4.11: Amplitudes de la onda lateral cerca y lejos de la punta, Ay, y Ag,, vs la amplitud de la
sefial incidente 4. En el caso de Ag,, se observa una tendencia monétona creciente con la amplitud
incidente mientras que Ay, alcanza el mismo valor de saturacién independientemente de la amplitud
incidente..

En la figura 4.12 se muestra una serie de perfiles para distintos valores de la amplitud
de la sefial incidente. En esta figura, d crece de izquierda a derecha, es decir, el primer
perfil tiene el valor mas pequeiio de la amplitud incidente. Como podemos ver, la
distancia de saturacion d, tiene una clara dependencia con la amplitud de la sefal
incidente. A valores bajos de §, la distancia de saturacién, d, es grande, mientras
que a valores altos de d, d, es pequefia. Esta tendencia puede observarse claramente
en la figura 4.13. En esta figura se observa que la distancia de saturacién para la
amplitud més baja es aproximadamente d, ~ 10W. La amplitud incidente en este

caso es § =0.01.

Estos resultados indican que la inestabilidad lateral existe para cualquier valor de la
amplitud incidente. Sin embargo, es claro que mientras mds pequeiia sea ésta, mds
lejos de la punta del dedo se satura la amplitud de la inestabilidad lateral. En este
capitulo vimos que la distancia de saturacién también es una funcién de la frecuencia

incidente. Por tanto, al introducir una senal de amplitud pequenisima, ambos efectos
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Figura 4.12: Perfiles de dedos oscilatorios de Saffman-Taylor para una frecuencia incidente igual a la
frecuencia de seleccién a distintas amplitudes incidentes. En la gréfica, la amplitud crece de izquierda
a derecha, de un valor § =0.01 a un valor § =0.09. Se puede observar claramente cémo la distancia
de saturacién se hace mds pequeiia conforme la amplitud de la sefial incidente aumenta. En este
caso, nz = 32 y ny = 1600. En estas simulaciones, el tiempo para alcanzar el estado estacionario es
t* = 4500 y el tiempo total de simulacién es de 44500.
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Figura 4.13: Distancia de saturacién de la inestabilidad lateral (en unidades del ancho del canal)
vs la amplitud incidente. Se observa que la distancia de saturacién es mayor a valores bajos de la
amplitud incidente.
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entrarian en juego y se necesitarian celdas aun mas largas para poder obervar la ines-
tabilidad lateral. Esto se agravaria alin mas si se quisiera ver un dedo con seleccién de
modos, ya que en este caso, la inestabilidad aparece lejos de la punta incluso al usar
una senal incidente de amplitud grande. Los estudios experimentales reportan celdas
cuya razén de aspecto, L/W, va desde L/W = 3.17 en los experimentos de Saffman
y Taylor, hasta L/W = 12, en los experimentos de Swinney [20]. En todos los casos,
excepto en esta ultima referencia, se observan dedos cuyos lados son estables. En la
referencia [20], se reportan dedos con fluctuaciones laterales. Desde nuestro punto de

vista, la ocurrencia de estas fluctuaciones podria estar relacionada con la inestabilidad

que aqui reportamos.



5)

RESULTADOS SECUNDARIOS

En este capitulo presentamos las tendencias mas significativas que hemos encontrado
al variar la frecuencia, la amplitud y el valor promedio de la senal incidente en la
ecuacién (4.3). Ademads, discutimos brevemente el efecto de la inestabilidad lateral

sobre el ancho del dedo.

5.1. Efecto de la frecuencia incidente en la amplitud de la

inestabilidad lateral.

En estas pruebas, hemos variado la frecuencia en un amplio rango alrededor de las
frecuencias del estado estacionario, We, ¥ Wyedo- Para ello hemos fijado la amplitud

incidente con un valor de § =0.09.

La amplitud en la zona cercana a la punta de dedo, Ay, presenta un comportamiento
mondtono decreciente con la frecuencia incidente. Esto puede observarse en la figu-
ra 5.1(a). Este resultado indica que a frecuencias altas la inestabilidad no es apreciable

en la zona cercana a la punta del dedo.

Con respecto a la amplitud de la inestabilidad en la zona lejana a la punta del dedo,
Ar,, hemos encontrado que para un amplio rango de frecuencias incidentes, ésta
alcanza el mismo valor de saturacién. Este comportamiento puede observarse en la

figura 5.1(b). A frecuencias bajas, aproximadamente wy < Wyedo, teNemos una zona

49
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donde la amplitud no sigue un comportamiento monétono y que no hemos estudiado

con mayor detalle.

El comportamiento de la amplitud A, es consistente con predicciones teéricas lle-
vadas a cabo por Corvera Poiré y del Rio [21], quienes obtuvieron una expresién para
la cota inferior del ancho del dedo cuando éste es sujeto a un gradiente de presion
oscilatorio de la forma

Ap(t) = Apo + Ap, cos(wot),

donde Ap es el gradiente de presién, App es un gradiente de presién constante, Ap,
es una amplitud y wy es la frecuencia angular incidente. La expresién que obtuvieron

para el ancho del dedo es,

N(t) = [ s &%e ] , (5.1)
donde K(wp) es la permeabilidad dindmica del sistema. Como puede verse en esta
ecuacion, la amplitud de onda es proporcional a la permeabilidad dindmica, K (wp)
que a su vez decrece monétonamente con la frecuencia. Como vemos, estos resultados
son consistentes con nuestras simulaciones solamente en la zona cercana a la punta
del dedo, donde el fen6meno de seleccién aiin no entra en juego. Esto puede deberse

a que para los célculos de la cota inferior, se linealizan las ecuaciones de movimiento,

y el proceso de seleccién parece ser un fenémeno no lineal.

5.2. Efecto de la velocidad de la punta del dedo en la am-
plitud de la inestabilidad lateral.

En estas pruebas hemos fijado la frecuencia incidente, wy y la amplitud incidente, 4, y
hemos variado el valor de bulto del pardmetro de orden que es equivalente a variar la
velocidad de la punta del dedo. Hemos fijado la frecuencia incidente a un valor igual

al de la frecuencia de seleccion, wy = w*, y hemos impuesto un valor de la amplitud
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Figura 5.1: (a) Amplitud de la inestabilidad lateral cerca de la punta vs la frecuencia incidente wg.
(b) Amplitud de la inestablilidad lateral lejos de la punta vs la frecuencia incidente wq. Se indican
los puntos correspondientes a las frecuencias caracteristicas del sistema y del dedo con un tridngulo
y un cuadrado respectivamente.
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Figura 5.2: Amplitud de la inestabilidad Az, vs la velocidad media de la punta del dedo, U. La
amplitud de la onda decrece con la velocidad media U.

4 =0.05.

Para una frecuencia incidente igual a la frecuencia de seleccién, se conserva el com-
portamiento lineal de la respuesta e independientemente del valor de la velocidad en

la punta del dedo se cumple que
Wr, = W, = Wp.

Con respecto a la amplitud de la onda, hemos encontrado que en la zona cercana a la
punta del dedo, ésta decrece monétonamente con la velocidad (ver figura 5.2). En la
zona lejana a la punta del dedo hemos encontrado que la amplitud crece hasta satu-
rarse con el mismo valor para todas las velocidades estudiadas. Ademas, la distancia
de saturacién de la amplitud, dy, aumenta con la velocidad (ver figura 5.3). Hemos
encontrado que esta distancia es del orden de d; ~ 6W para los dedos m4s rdpidos

estudiados.

5.3. FEfecto de la inestabilidad lateral en el ancho del dedo

Debido a que la inestabilidad lateral que aqui hemos reportado, puede tener impor-
tancia en el mejoramiento de procesos tecnolégicos como la recuperacién secundaria
de petréleo, hemos incluido los siguientes resultados en donde explicamos la depen-

dencia del ancho del dedo con la frecuencia y amplitud incidentes, asi como con la
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Figura 5.3: Perfiles de dedos oscilatorios de Saffman-Taylor para una frecuencia incidente igual a
la frecuencia de seleccién a distintas velocidades. En la grafica, la velocidad crece de derecha a
izquierda. Se puede observar claramente cémo la distancia de saturacién crece con la velocidad. En
estas simulaciones, nz = 32 y ny = 1600, el tiempo para alcanzar el estado estacionario es t* = 4500
y el tiempo total de simulacién es 44500.
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velocidad de la punta del dedo. Sin embargo, estos resultados podrian no ser signi-
ficativos debido a que los efectos observados son pequenos y podrian deberse a la

precision del método numérico.

Con respecto a la dependencia con la frecuencia incidente, hemos encontrado que
tanto en la zona dada por L; como en la zona dada por L., el ancho del dedo varia
en una pequena escala ante variaciones de la frecuencia incidente. En la figura 5.4 se
muestran graficas de estas tendencias. En la zona cercana a la punta, hemos encon-
trado un méximo entre las frecuencias caracteristicas del estado estacionario seguido
por un rango de frecuencias altas donde el ancho se satura. Para la zona lejana a la
punta del dedo, se observa que para frecuencias altas el ancho del dedo permanece
mas o menos constante. Para frecuencias bajas el ancho del dedo presenta un com-
portamiento no mondtono con la frecuencia. Para todas las frecuencias incidentes, el
ancho del dedo es mayor que el ancho del estado estacionario por un factor no mayor
al 0.5% en la zona cercana a la punta del dedo, y por un factor no mayor al 1.5% en

la zona lejana a la punta del dedo.

La dependencia del ancho del dedo en la zona lejana a la punta del dedo, Ar,, con
la amplitud incidente, 8, se muestra en la figura 5.5. En esta gréfica se observa una
tendencia creciente del ancho del dedo con la amplitud incidente. En el caso estu-
diado donde el ancho es mds grande, encontramos que es mayor al ancho del estado

estacionario por un factor de 2 %.

Como se ha explicado anteriormente, los resultados del estado estacionario indican
que el ancho del dedo disminuye conforme aumenta la velocidad. Este comportamien-
to se observa también en el régimen dindmico que hemos estudiado. En la figura 5.6
se muestra una gréfica Az, vs U a distintas frecuencias incidentes. En dicha figura se
muestran las curvas correspondientes a cinco frecuencias incidentes y la curva corre-

spondiente al gradiente de presion constante. Se observa que las diferencias entre las
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Figura 5.4: Efecto de la frecuencia sobre el ancho del dedo medido a las distancias Ly y L. En
ambas grificas se indica el valor del ancho del dedo en el estado estacionario, As. Las frecuen-
cias caracteristicas del estado estacionario, wyedo ¥ Weo Se indican con un tridngulo y un cuadrado
respectivamente.
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Figura 5.5: Ancho del dedo en la zona lejana a la punta vs la amplitud incidente. Se observa que el
ancho del dedo crece conforme la amplitud incidente crece.

curvas no son apreciables y que el efecto del gradiente de presién oscilante es despre-
ciable al menos en la zona cercana a la punta del dedo. Para la zona lejana a la punta
del dedo, el ancho del dedo, A, es ligeramente mayor que en el caso estacionario,

aunque por un factor del orden del 1 %.
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del estado estacionario.
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CONCLUSIONES

Hemos visto que el modelo de campo conformado por las ecuaciones (3.1) y (4.3)
simula la desestabilizacién de un dedo estacionario de Saffman-Taylor. Dicha desesta-
bilizacién ocurre por efecto de una perturbacién lateral de la interfase que se genera
en la punta del dedo por la imposicién de una caida de presién oscilatoria. En un
principio, la onda lateral estd estrictamente modulada por la frecuencia incidente.
Sin embargo, dependiendo del valor de esta frecuencia, la onda puede sufrir un proce-
so de seleccion. Esto es, la onda cambia su frecuencia. En todos los casos, sin importar
si el proceso de seleccidon ocurre o no, la interfase se desestabiliza y da lugar al cre-

cimiento de estructuras laterales de muy pequefia amplitud y longitud de onda grande.

El proceso de seleccién que sufre la onda lateral puede explicarse por medio de ar-
gumentos de estabilidad en los que la tensién superficial tiene un efecto estabilizador
ante perturbaciones que aparecen en la interfase fluido-fluido. La tensién superficial
suprime perturbaciones de longitud de onda pequefia mientras que no puede suprimir
perturbaciones de longitud de onda grande. Ademds, es comiin que en un sistema
exista un rango de longitudes de onda inestables de las cuales una en particular es
mas inestable que las otras y que por tanto crece més rdapido. Esta es justamente
una generalidad de los sistemas en donde se presenta el crecimiento de interfases. En
nuestro sistema existen tres regimenes en la respuesta de la interfase ante un flujo
controlado por la frecuencia. Primero, hemos observado que para un amplio rango
de frecuencias existe un régimen de seleccién en el que sin importar el valor de la

frecuencia incidente, la interfase selecciona una misma frecuencia de respuesta. Esto
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ocurre debido a que la tensién superficial suprime el modo inicial de la inestabilidad
pero no el arménico de seleccién. Por tanto, la longitud de onda se hace mas grande
y la inestabilidad crece hasta que su amplitud se satura. Para frecuencias mas bajas
existe un régimen de transicién donde la tensién superficial suprime el modo inicial
pero no su primer arménico. Esto hace que la frecuencia de respuesta sea igual a la
mitad de la frecuencia incidente. A frecuencias bajas el modo de la inestabilidad es
muy pequefio y por tanto la tensién superficial no puede suprimirlo. Esto hace que la

respuesta a la frecuencia en este régimen sea lineal.

Estos resultados evidencian cémo el dedo de Saffman-Taylor es en realidad un am-
plificador selectivo de ruido. En todos los sistemas existe un ruido natural que puede
pensarse como una seiial de amplitud muy pequeia que est4 compuesta por todos los
modos. En este sentido, uno podria preguntarse porqué esta inestabilidad no ha sido
observada en la gran mayoria de los experimentos para dedos normales de Saffman-
Taylor. Desde nuestro punto de vista, la razén estd en que la inestabilidad aparece
muy lejos de la punta del dedo. Nuestros resultados para una sefial incidente estric-
tamente periddica y de amplitud grande, indican que la inestabilidad comienza a ser
perceptible a distancias tipicas de diez veces el ancho del canal medidas a partir de la
punta del dedo. Esto hace necesario el uso de celdas grandes. Ademds, esta distancia
aumenta si la amplitud de la perturbacién disminuye, de forma que la distancia de
saturacion esperada para una seiial de amplitud pequeiia, como el ruido natural de
los sistemas, es muy grande. En los estudios experimentales la relacién de aspecto
ancho/longitud de la celda va desde 3.17 hasta 12 [12, 20], y solamente en el caso
donde la relacion de aspecto es de 12, se han reportado fluctuaciones en el ancho del

dedo.

La linea principal que se desprende de este estudio es la corroboracién experimen-
tal de esta inestabilidad lateral y del proceso de seleccién que ocurre en el dedo de

Saffman-Taylor. Desde este punto de vista, nuestro trabajo es valioso no solamente
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por el reporte mismo de la inestabilidad sino porque da indicios de las considera-
ciones experimentales que pueden llevar a su observacién en el laboratorio. Como
hemos discutido, la inestabilidad lateral es apreciable a escalas que implican el uso de
celdas muy largas. Una segunda linea es el estudio del efecto de ruido sobre los dedos

normales de Saffman-Taylor.



A

EcuAciON DE MOVIMIENTO DEL MODELO B

Consideremos un sistema en donde se puede identificar un pardmetro de orden cuya

distribucién en el espacio es ¢(F). La energia libre del sistema puede escribirse en

potencias de ¢ como sigue,
F(,T,¢) = Fo+ap+ A¢*+C* + B¢ + - - -.

Cuyas derivadas son

‘6'3% = a+24¢ + 3C¢* + 4B¢®,

-8-25 =2A+6C¢ + 12B¢>.

o¢?
Aqui, los coeficientes Fy, ar, A, C y B son funciones de la presién p y la temperatura

T. Escogemos formas de la energia libre que cumplan con la condicién de simetria
F(¢) = F(-9).
De donde los términos de primer y tercer orden deben hacerse cero,

a(p,T)=0

C(p,T)=0.

Asi la energia libre se reduce a la forma

F(p,T,¢) = Fy + A¢* + Bo*.
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Ahora supongamos que el coeficiente A(p, T) es negativo y que el coeficiente B(p,T)
es positivo de forma que existen dos valores de equilibrio +¢,, para el pardmetro de

orden dados por las condiciones

oF
96 (i‘-ﬁeq) o
2F

o¢?

Este par de expresiones nos dicen que los valores de equilibrio ¢ = *¢., generan

= (£eq) > 0.

configuraciones energéticas de equilibrio iguales, i.e., Foy = F(@.;) = F(—¢e,). Esto
quiere decir que ambas fases se encuentran igualmente favorecidas en términos de
estabilidad termodindmica lo cual hace evidente el uso de la condicién de simetria es-
crita anteriormente. Finalmente, para tomar en cuenta que el medio no es homogéneo,
introducimos un término que tome en cuenta las variaciones espaciales del pardmetro
de orden y que permita la presencia de una interfase. Asi introducimos una forma
de gradiente cuadrado [22] proporcional a |V¢|2. La energia libre de la configuracién
#(F) es entonces

F(p,T,¢) = Fy + K4|V¢|* + A¢* + Bo* (A.1)

Para escribir las ecuacién de movimiento para el pardmetro de orden se utiliza el

siguiente argumento. Definimos el funcional de energia libre del sistema como
9} = [ F@a,

y tomamos la derivada funcional de F{¢}

'La derivada funcional puede definirse de la siguiente manera,

ar(e) = [y,

donde F{¢} es un funcional de la funcién ¢(z). Una forma sencilla de evaluar la derivada funcional,
%%E’l , es evaluar el lado izquierdo de la ecuacién anterior para después comparar con el lado derecho.

o= [ (g)"dx,

Por ejemplo, para un funcional
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§F
8¢

y definimos el potencial quimico del sistema a través de esta derivada,

= —2K,V?¢ +2A¢ + 4B¢° (A.2)

ulg) = % = —2K;V?¢ + 2A¢ + B¢’® (A.3)
Ahora definimos el flujo j(¢) en términos del gradiente del potencial quimico, i.e.,

i(¢) = MV u(9),

donde M es una constante de proporcionalidad. Finalmente, escribimos la ecuacién
de movimiento como una relacién constitutiva donde la variacién del pardmetro de

orden es proporcional al gradiente del flujo,

X =v.i)

o bien,

2= v Mvue) (A4)

La ecuacién (3.1) es una ecuacién de Ginzburg-Landau dependiente del tiempo y se

conoce también como la ecuacién del Modelo B bajo la clasificacién de dindmica de

el término d.F es

d¢?  _dpdsp  dop?\ d¢?
¢7=f{¢+6¢}—f{¢}=f[(£ +2d—§?§+?§)—£ dz.

Como d¢ es un cambio infinitesimal de la funcién ¢, entonces el término cuadrético puede despre-

ciarse. Por tanto, la ecuacién es

dodss,

dF = F{¢+0¢) - Fig} = [ 25 T da.

Esta integral puede resolverse por partes para dar
d%¢
dF = -2 [ 64524z
/ ég dzzdz

Al comparar esta expresién con nuestra definicién de derivada funcional encontramos que

SF(8) _ 0%
56 dz®
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fenémenos criticos de Halperin y Hohenberg [19].

Ahora supongamos que tenemos un sistema donde existe una interfase plana y estatica
en la posicién y = 0 que separa a dos fases que coexisten en equilibrio. Como la inter-
fase es plana, la ecuacién diferencial se reduce a su forma unidimensional. Ademids,
como el sistema se encuentra en equilibrio, la solucién debe satisfacer la condicién
(@) = 0, de forma que la ecuacién diferencial que debe satisfacer la solucién es
simplemente

d2¢

‘a2

donde hemos fijado de forma arbitraria los coeﬁmentes Ky, Ay B. La ecuacion estd su-

¢+ 2¢3_0

jeta a las condiciones de frontera

@(£00) = teq

#(0) =
La primera condicién de frontera establece que en los bultos de las fases el parametro
de orden se hace constante e igual a los valores de equilibrio. La segunda condicién de
frontera fija el valor del pardmetro de orden en la interfase. La solucién de la ecuacién
diferencial es,
Y
= tanh | — A5

6= bugtanh (L) (A5)
Es claro que el pardmetro € es una medida del ancho de la regién interfacial. En la
figura (A.1) se muestran dos perfiles de equilibrio correspondientes a dos valores del
parametro €. Se observa que conforme el valor de este pardmetro aumenta, la zona de

transicién del bulto de una a otra fase se hace mas ancha.
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Yy

Figura A.1: Perfil unidimensional de equilibrio del pardmetro de orden ¢(y). El parametro de orden
varia de uno a otro valor de equilibrio en una escala proporcional a €. Se muestran los perfiles
correspondientes a dos valores arbitrarios e; =4y 3 = 2.



B

DESARROLLO ASINTOTICO DEL MODELO B

B.1. Desarrollo Asintético del Modelo B

La reducci6n de la ecuacién (3.1) a las ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.5) puede ser hecha
mediante un desarrollo asintético de la ecuacién (3.1) en el limite ¢ — 0. En esta
seccién reproducimos este procedimiento a fin de establecer con claridad la relacién

entre los campos y pardmetros en ambas formulaciones.

La idea principal del desarrollo asint6tico es la siguiente. En la figura (3.1) se ob-
serva que los bultos de las fases se encuentran separados por una regién interfacial
difusa cuyo ancho es proporcional al pardmetro e. Ahora pensemos en una e infini-
tamente pequeiia, de forma que la regién interfacial se reduce a una linea y el perfil
del parametro de orden se hace discontinuo en ese punto. Esto equivale al régimen
de interfase bien definida, es decir, al régimen macroscépico. Al tomar este limite,
la ecuacién (2.3) se recupera a partir de la regién de bulto de la ecuacién (3.1). Por
otro lado, las condiciones de frontera (2.4) y (2.5) se obtienen a partir de la regién
interfacial difusa. Para poder hacer esto, escribiremos la ecuacién de movimiento uti-
lizando dos sistemas de coordenadas distintos. El primero, corresponderd a la regién
de la interfase y se llamara regién interna y el segundo corresponderi a la regién de
bulto y se llamara regién externa. En cada regién escribiremos todos los campos y
variables de la ecuacién de movimiento como desarrollos alrededor de ¢ = 0. Después,
escribiremos esta ecuacién usando estos desarrollos y obtendremos expresiones para

cada orden en €. Finalmente, integraremos estas expresiones y escribiremos los resul-
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T x¢=0

Figura B.1: Sistema de coordenadas curvilineas, u y s, referidas a la curva ¢ = ¢ = 0 (linea
continua). Las lineas punteadas representan los puntos donde u es constante.
tados en términos de los campos de bulto. Para ello utilizaremos las condiciones de

continuidad pertinentes.

Como primer paso, escogemos trabajar en el marco de referencia de la curva ¢ =
éine = 0. Utilizamos las coordenadas curvilineas generales u(F,t) y s(7,t), para la
regién externa, y U(7,t) y S(7,t) para la regién interna. Tanto u como U miden la
distancia normal a la curva. Por otro lado, s y S miden la longitud de arco sobre la
misma. Supondremos que si la coordenada normal es positiva, el campo del parametro
de orden también lo serd, mientras que si la misma coordenada es negativa el cam-
po del parametro de orden serd negativo. Ademds, para distinguir las variables de
la zona interna y de la zona externa, denotaremos a las primeras con mayisculas y
las segundas con minisculas. En la figura B.1 se muestra un diagrama que ilustra el

marco de referencia y el sistema de coordenadas para la regién externa.

En la regién interna se reescala la coordenada espacial normal a la interfase, i.e.,

= (B.1)

€

de forma que en el limite ¢ — 0 la coordenada w de la regién interna toma valores en
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el rango

—00 < w < 0.

En la region externa cuando ¢ se hace cero tenemos que
+0<u< oo

para el fluido 1, y
—o<u< -0

para el fluido 2.

Con respecto al pardmetro M, establecemos el siguiente perfil de escalén,

M, si ¢>0
M, si ¢<0.

=

Més tarde haremos M; = 0 para introducir el régimen de alto contraste viscoso.

Ahora escribiremos los desarrollos en potencias de € para nuestras variables, i.e.,

a{u!stt) =aﬂ+£ﬂ-1+eza‘2+-..-

A(w’slt) =Ao+€A1 +€2A2+...’

donde a designa cualquier variable de la regién externa y A designa cualquier variable

de la regidn interna.

Ahora escribiremos las condiciones de continuidad.

lim a; = lim A;, (B.2)
u—+0 w—too
Oa; 0Aiq

para >0 (B.3)

lim — = lim

u—=40 Ju  wotoo Jw

lim % =0, (B.4)

w—+oo
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donde el indice 7 se refiere a algin coeficiente de la serie de potencias. En las ecua-
ciones (B.3) y (B.4), el indice esta defasado por efecto de la transformacién de coor-

denadas (B.1).

Finalmente, como estamos interesados en el comportamiento a tiempos largos de la
ecuacion de movimiento, en ambas regiones reescalaremos el tiempo de la siguiente

manera,

T=¢t

B.1.1. Ecuaciones de la Regién Externa

La ecuacién de movimiento es

3¢ 2
w3 =MV (B.5)
Donde el laplaciano en coordenadas curvilineas'es,
o2 a
2 9 a_ 2
Véi= i + [Vs| + Vs 535"

'Eataformddbphdmupuedecalwhrap&ﬁ:deladeﬁnidéndegndimﬁyhphdmm
coordenadas curvilineas generales u y s. Primero, el gradiente de una funcién f es,

1o, 19f
L b ol o

mientras que el laplaciano es,
a a
oot 2E)or 1or 1 2(R)or, 10
hyh, Ou Ou  h28u  hyh, 8s 8s hzaﬂs

Si tomamos como funciones a u y s y calculamos sus gradientes cuadrados y laplacianos tenemos,

1
IVl = = Vsl = 5

De forma que el laplaciano se puede escribir como

of

|Vu|3‘92f+v’ af+|v i’a f+v? B
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con k& = —V?u. Los desarrollos correspondientes son los siguientes
¢ = G0+ €d + €y, (B.6)

= pho + €y + € g,

u = Up + €Uy + €y,

s = 5o + €3) + €255.

El lado izquierdo de la ecuacién (B.5) es

d¢ O¢pdr 0 2

R e (b0 + €b1 + €26) .
i.e., Donde hemos considerado que u y s son independientes del tiempo. A segundo
orden en ¢ la expresién anterior es,

2 _ 0% 20
at—far'l‘EaT.

El lado derecho de la ecuacién (B.5) es,
MV = MV + eMV?py + MV,

De forma que se pueden escribir las siguientes ecuaciones comparando términos del

mismo orden en ¢,

& MV =0 (B.7)
a

e MV, = 6;? (B.8)

é: MV, = % (B.9)

Ademads, sabemos que el potencial quimico tiene la forma
u(9) = us(9) — €V,

y sabemos que ¢(e = 0) = ¢. Esto quiere decir que podemos desarrollar el potencial
quimico alrededor de ¢, lo cual nos dara ecuaciones adicionales que utilizaremos pos-

teriormente.
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Primero desarrollamos el potencial de bulto, up alrededor de ¢y, i.e.,

1B = pBo + ppo(d — do) + 2!‘ o(® — 0)*.
Ahora introducimos el desarrollo de ¢y en ¢,
pB = fipo + ppo(€dr + €42) + %ﬂ’éu(ﬂ‘ﬁl + €2¢,).
Ignoramos los términos de orden superior a €2 y obtenemos
KB = Hpo + Wpo(edr + €62) + 2#:';0 €97.
Entonces, el potencial quimico en la regién externa puede escribirse como

p= ppo+ Weoledr + €42) + phoe’d?
—¢* {E%ﬂ K3 + |Vs[PEge + V25l
+e38 — e + €| VsPE4 4+ V2590
+ @55 — x4 2|Vs2EG e’V"’s%ﬁ}
A segundo orden en ¢ esta expresi6n es,

B= ppo+ ppo(edr + €da) + jupoe’d7
—é? (ﬁﬁq — K% 4 Vs ok + stm) ,

reescribiendo, tenemos que
p= €upo+ € ppyd
+€ (Upot2 + 31500t — Vo) -
Ahora igualamos esta expresién con el desarrollo para p en términos de e,
B= po + ey + €2t

y comparamos los términos del mismo orden en e. Esto nos lleva a las siguientes

expresiones,
€% Ho = [tBo (B.10)

i = o, (B.11)

R 1
B K2 = ppod2 + ‘éﬂ:m?sf — V4o. (B.12)
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B.1.2. [FEcuaciones de la Region Interna

La ecuacién de movimiento en la regién interna tiene la siguiente forma,

0P

% _ mv?
a5 MV*M, (B.13)
donde el laplaciano en las coordenadas w y S es,
pe 1 = 9 z_ 2
\% = 2522 + |V S| +V SBS

Ademas, los desarrollos de las variables son los siguientes,
P = By + P + 2Py,
M = My + eM, + €¢M,,
U = Uy + el + €20,
S =Sy + €S, + €25,
EU = Uy + €Vy +€2'I'Jz.
Donde v es la velocidad de la curva. El lado izquierdo de la ecuacién (B.13) es

o0 _ovdr 00200V 0005
ot Ordt o0wdU ot IS ot’

V= —

o bien,

0% E3<I-‘- vod
ot O edw'
donde % = 0 porque la curva estd en reposo con respecto a la longitud de arco.

Sustituyendo los desarrollos correspondientes tenemos

2= €Z(®o+ D) + €2®,)
—%(%’0 -+ €vy + 6202}%{‘1)0 +ed, + 62@2).

Ordenando en ¢ la expresién es

a _ -1, 8% _ _0 by %
e € vn—‘law € (v +v—‘l)
avy . 8dp _ ao

+€ (B2 — v - u%R)

8 (- - il
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Ahora escribimos el lado derecho de la ecuacién (B.13), esto es,
MVPM = MV*( Mg + eM, + € M,).

A diferencia de la region externa, esta expresién contiene términos en e dentro del
laplaciano. Por ello debemos escribirla de forma explicita, i.e.,
MVIM = M {254 — 1k 4 |VSPEM 4 V252
e EML_ oMy £|V.S'|2%";L +eV2s2h
+ ZMa i M2 4 2|YSPEM 4 eQVZS%l} .
Ahora ordenamos los términos en e,
MVIM = M {5‘2%‘;‘1 +e! (—ng-%“ + Q‘;'ij/h')
+€° (|VS|29%",° + V252 _ M 4
+e ((IVSPE + VA%l - x24)
+e? ((|v.9|2%-§:',:l + v*ségz) } .

Al igualar ambos lados de la ecuacién se pueden escribir las siguientes expresiones

%)

para los tres primeros érdenes en e:

PM,

" M == =0, (B.14)
= 0% M, M,
€ 1: —"UOE =M (_-3w2 -K‘*'——*&J ) (BIS)
) §
0. _p 0% _ 0% _ ( 20" Mo 2a9Mo M, M,
€3 Y5 vlaw—M VS| 552 +VS6.S' i +3«..12)

(B.16)
Al igual que en el caso de la regién externa, escribiremos las ecuaciones que resultan
de desarrollar el potencial de bulto Mp alrededor de ®;. Primero, el potencial de

bulto en la regién externa es,
M= Mg = €2V2¢.
Desarrollamos Mp alrededor de @y, i.e.,

! 1 "
MB — Mﬁo +M30(¢—‘I)0)+—2— Bl](@_ @0)2_
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Sustituimos ® por su desarrollo en ¢, i.e.,
Ma = Mo + Mg (e, + €283) + %M;u(eq)l + 28,
que a segundo orden en ¢ es,
Mp = Mpy+ Mlgy(e®, + €®,) + %M}’mg@f,

de donde obtenemos la siguiente expresién
M= Mpy+ Mipy(e@) + €®;) + M€’ ®?
—€? {5'2%’;& —elkd 4 |V'.S'|2&I§;‘1 +V255k
+e‘l%} ko 4 E[V.S'F +€eV25%a
+ 28 — x4 2|VSPPER + V258 L
Ahora eliminamos los términos de orden superior a €? y ordenamos,
M= e“(Mgn—az—",“)+£‘( b°¢1+n%—%})
+€ (Mipg@; + 3 Mp,®% - |VSPEE (B.17)
—V258% 1 k80 _ ‘i—’n‘) :
Igualamos la expresién anterior con el desarrollo M = Mg + eM; + €M, y com-

paramos términos del mismo orden en ¢ para obtener las siguientes expresiones:

€ Mo = Mpo - R (B.18)
8%, 0@
é: M, = Mg, ®, +n§;u = &0; (B.19)
}r
& My = Mlpy®; + IMEP%
—|VS[PEE — V255 (B.20)

+ndfh - 53
B.1.3. Solucién para py y My, perfiles de interfase plana

Las ecuaciones (B.14) y (B.18) son

M@__Mﬁ(,\,,m

28,
B 7 ) =

Ow?
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Integramos esta ecuacién dos veces en w y obtenemos el siguiente perfil para My,
My = ag + bow,

¥ bp = 0 de forma que M, sea finito en el limite w — +o0o. Para determinar el valor

de la constante ag usamos el desarollo (B.18),

o2 8?®
(Moo= 2) =0 R
donde
@3 ¢
Mpy = — = .
®%

Una solucién que satisface la ecuacién (B.21) es

By(w) = ., tanh (%) . (B.22)

El potencial asociado a este perfil de @, es

Mo(w) = (%2‘:)3 — Bo(w) — y:;g“")) =0, (B.23)

de forma que aq = 0. Por otro lado, el perfil de tangente hiperbélica, ®o(w), tiene los

siguientes limites en las fronteras de la regién interna,
®o(w — £o0) = +P,,, (B.24)

de forma que podemos escribir las siguientes condiciones de continuidad entre las

regiones interna y externa en cada fase utilizando la condicién de continuidad (B.2)

y las ecuaciones (B.22) y (B.23),

do(u — £0) = Pg(w = *oo0) = +P,,

pio(u — £0) = My(w — +o00) = 0. (B.25)

Para la regién externa, tenemos las ecuaciones (B.7) y (B.10),

MV2uo = MV?pg, = 0.
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Una solucién que satisface esta ecuacion diferencial junto con las condiciones de fron-

tera fijadas por (B.25) y que no diverge lejos de la interfase es,

de forma que el pardmetro de orden en la regién externa satisface la siguiente ecuacién,
3

¢_2o — ¢ =0. (B.26)
¢eq

Como hemos visto, en las fronteras se cumple que
do(u — £00) = £P¢q.

Las 1nicas soluciones que satisfacen la ecuacién (B.26) y estas condiciones de con-

tinuidad son
Po(u) =Peq si  u>0

para el fluido 1, y
do(u) =—-®, si u<O0,

para el fluido 2.

B.1.4. Ecuaciones Macroscépicas

En lo que resta de esta seccién obtendremos las ecuaciones macroscépicas. Para esto,
primero resolveremos las ecuaciones de movimiento en los distintos érdenes de e.
Después escribiremos las relaciones que identifican los pardmetros mesoscoépicos con
los macroscépicos.

Condicién de Frontera de Equilibrio Local.

A continuacién obtendremos la condicién de frontera de equilibrio local (2.4). Primero,
escribimos la ecuacién de movimiento a orden e~* en la regién interna (ecuacién (B.15)),
L. E.

3

"0 T\ T "aw

3% 62M1 3M0
- ( 1
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Pero sabemos que My(w) = 0, entonces la ecuacién se reduce a

0%, *M,

Integramos en w,
oM
—vg®y = M awl + ay,

y evaluamos a cada lado de la frontera,

_‘qu)m = M, 83./\:1 (w — +00) +a;

oM
‘qu’q = M1 &JI

(w— —00) + a;.

Restamos estas ecuaciones y tenemos

6‘;:1 (w— —00) — MzaMl(w — +00).

Ug2q>eq = M1 B

Como po(u) es cero en ambas regiones externas podemos usar la condicién de con-

tinuidad (B.3) para escribir

oM,
Ow

(w = +00) = %(u—r:l:ﬂ) =0,

y por lo tanto vp = 0. Entonces, la ecuacién (B.27) se reduce a la siguiente forma,
ie.,

M,

Su?

Integramos dos veces y encontramos la siguiente solucién para M,

=),

Ml = aqw + bl,

¥ a; debe ser cero para que M, sea finito en las fronteras. Luego, M,(w) = b,. De la

ecuacién (B.19),

; 9° 0P
blz( Bﬂ_a_w3)¢‘+"€¥u‘
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Multiplicamos esta ecuacién por %2 e integramos en w en toda la regién interna,

m& B m?_(}lﬂ_ 4 32) /m(%ﬂ
blj;mawdw—/_.maw( B0~ 572 &dw + K L dw. (B.28)

Ahora integraremos por partes el primer término del lado derecho. Primero lo sepa-
ramos en dos integrales,
2 (M ) D= [, (320~ 2255)
= [, FaMp®idw — [, B8 dw
El primer término del lado derecho de la expresién anterior puede integrarse por
partes, i.e.,
o 3‘:’0 1] -~ a® 1
— ®1dw = [Mpe®1]°, — Mpg—dw,
| Mt = Mot~ [ Man e
donde
u=® dv = G2 Mipydw = 253m 8804y,
du = %dw v = Mpp.

El segundo término de la misma expresién también puede integrarse por partes,

6‘3062@1(1“) 3%% e - 3@132‘:’0‘1
o Ow 02 0w 0w _ S Ow O
donde
u=%ﬂ dﬂ=%dw

Finalmente escribimos la integral completa

< g, . a2 9% 3@1 * 9%, 029,
/_ME( Bo ™ awz)““" [MB"‘I" B 0w /_mE Mao— 57 | 4w
y conocemos las siguientes condiciones,

Mpp(w — to0) =

9% (w — to0) =0.
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De la ecuacién (B.18) sabemos que

g

o pal

Mpo -

Entonces la integral completa se hace cero. Sustituyendo en la ecuacién (B.28),

® /9P 2
b12®,, = R[m (E‘)) dw, (B.29)
podemos escribir
= K 3@0
M, =b = 2%0 ( e ) dw (B.30)
y utilizando la condicién de continuidad (B.2) encontramos que
w(uw— —-0)= g K. (B.31)
28,

cony = ff:o (%)2 dw. Asi hemos obtenido la condicién termodindmica de frontera.

Condicién de Frontera de Continuidad para la Velocidad Normal.

Ahora escribimos la ecuacién (B.16),

Wy 2 200Mo M,  FM,
B g (|VS| +VSaS ~ =g
Utilizando (B.23) y (B.30) tenemos
0% PM,
" =M
Integrando en w tenemos
—'U]Qo = Magz

Fijamos a; = 0 de forma que M sea finito en las fronteras. Evaluando en los extremos

de la zona interna tenemos
oM
U]‘I’eq = lez(w — +oo)

oM
“Ul(peq = M, awz

(w — —00).
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Restamos estas ecuaciones y fijamos M; = 0 para obtener una expresién de la veloci-
dad normal en términos de la componente normal del campo M,, i.e.,

20, P, = Mg%’({d — —00),

y utilizando la condicién de continuidad (B.3),
Om

2'”1({)3!3 = —Mza—u(u =¥ _U)!
de donde
. Myou
2uy = —Q—eqa(ﬂ = —0). (832)
Ecuacién de bulto.
Finalmente, la ecuacién (B.8) es
0o
MVipy = —.
M1 or

Como hemos escogido que el marco referencia sea la interfase y el campo ¢, se mueve

con ella, entonces la derivada temporal del lado derecho de la ecuacién anterior debe

ser cero. Por tanto, tenemos que
MV =0

que en ambos fluidos es,
Vi, =0. (B.33)

Identificacién de Parametros.

Las ecuaciones (B.33), (B.31) y (B.32) pueden ser escritas como las ecuaciones (2.3), (2.4)

y (2.5) mediante la siguiente identificacién de pardmetros,

p=¢eq.u'i|
L
Y= g
Y
K= M,

_%‘
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En donde p, tiene el efecto de la presién, M; tiene el papel de la permeabilidad y v
es proporcional a la tension superficial y estd directamente relacionado con el ancho

de la interfase.



C

ALGORITMO DE INTEGRACION NUMERICA

El método numérico que hemos utilizado para integrar la ecuacién (3.1) es un méto-
do simple de Euler. Para utilizar dicho método, planteamos una malla cuadrada de
espaciamiento Az = Ay y paso temporal At. Para asegurar la estabilidad del método
numérico utilizamos un paso de tiempo pequefio en comparacién con el paso espacial,
.e., At < 0.01Az, y Az = 1.0. El tamafio de la malla es nz x ny y se usan indices
enteros espaciales tales que

1<i1<nz

1<j<ny.

El indice temporal es k. De esta forma, la ecuacién (3.1) en su forma discreta es

i =gk + AL (V- (MVp));; .- (€1)

En esta ecuacion, los operadores se evalian por el método de diferencias finitas con-
siderando contribuciones de primeros vecinos. De esta forma, el potencial quimico se

calcula como

3 k
=0y — 8 — €V 85

y el Laplaciano se calcula como

E 1 1
V3¢, ;= A2 (Sh15 — 208+ 0515) + A (h501 — 205+ 6F520) -

Como el parametro M varia de forma abrupta de una a otra fase (ecuacién (3.9)), es

necesario introducir una forma ponderada para el segundo término del lado derecho

82



C ALGORITMO DE INTEGRACION NUMERICA 83

en la ecuacién (C.1), i.e.,
1
V- (MVp);; = 5(V- MV, + {v MVp)t”,

donde los superindices D e I indican que el gradiente se evalia por la derecha o por

la izquierda respectivamente, esto es,

(V-MOly = g (e () -t (B
+ (et (e gy, (M)

& (M, (Megtha) - aay, (M)
i (M (egthe) - M" (—L}%ﬂi))-

El cédigo que integra la ecuacién (C.1) tiene una estructura de tres ciclos anidados.

(V- MVu),"

El ciclo m4s interno se ejecuta nevol veces integrando la ecuacién de movimiento. En
cada iteracién de este ciclo se impone la condicién de frontera (3.4) que fija el valor
de bulto del pardmetro de orden en todo el bulto del fluido 2. Una vez fuera de este
ciclo se determina la posicion de la interfase mediante una subrutina de interpolacién
que encuentra la curva ¢ = 0. Después, se determina la posicién de la punta del
dedo y se mide el ancho del dedo en cada distancia, L, y L,. Estas cantidades se
escriben en un archivo de salida junto con el tiempo de simulacién y el valor de bulto
¢p(t). Estas operaciones corresponden a una iteracién del segundo ciclo més interno.
Este se ejecuta nanchos veces. Una vez que el programa sale de este ciclo, se escribe
la configuracién ¢(z,y) a ese tiempo en un archivo de salida. Ademds, se escribe la
posicién de la interfase y un perfil ¢(y) para la z correspondiente a la punta del
dedo. Estas operaciones corresponden a una iteracién del ciclo méas externo que se
ejecuta ninterfases veces (por limitaciones del lenguaje de programacién, el valor
de esta variable no puede ser mayor a 80). Al finalizar este ciclo el programa concluye
y se escribe un archivo de reporte. El tiempo de simulacién se calcula de la siguiente
manera,

t = ninterfases x nanchos x nevol x Af.
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Para una corrida en una celda de dimensiones 32x1600, se usan valores tipicos
ninterfases=80, nanchos=100 y nevol=500 lo que da un tiempo de simulacién

t = 40000 al fijar At = 0.01.

Para correr el programa se debe preparar un archivo de datos llamado dedo.in. En
este archivo se especifican los valores de ninterfases, nanchos y nevol, y el valor
promedio, la amplitud y frecuencia de la sefial incidente. Ademds se deben indicar las
distancias de medicion L; y L, los valores del parametro M en cada fase, el valor del
parametro ¢, la distancia Ay y los pasos espaciales y temporales. Un archivo tipico

se muestra a continuacién,

32 100 500 -0.60 10
0.08d0 0.0290025 40.0d0 350.0d0 0.01 1.0d40 1.0d0 0.040 1.040 0

ninterfases nanchos nevol bult0 ngrady
delta frec distan distan? dt dx epsilon M1 M2 mcam

Depués, se debe compilar el cédigo mediante la siguiente instruccién, i.e.,
g77 dedo3.f —o dedo3

El programa se puede correr en dos formas, partiendo de una interfase perturbada, en
cuyo caso el valor de la variable mcam en el archivo de datos debe ser 1, o partiendo
de una configuracién del pardmetro de orden anterior, en cuyo caso mcam debe ser 0 y
ademas se debe tener dicha configuracién guardada en un archivo llamado cond. in.

El comando de ejecucién del programa es

./dedo3 &.
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Cédigo

PROGRAM dedo

implicit none

integer nx,ny,nn,npinterfase
parameter (nx=32,ny=800,nn=nx*ny)
parameter (npinterfase=100000)

* nx, ny: dimensiones lineales de la malla.
nn: numero total de sitios de la malla.
* npinterfase: maximo numero puntos esperados en la interfase.

double precision phi(nn),phim(nx,ny) ,umov(nn)

double precision coordx(npinterfase),coordy(npinterfase)
double precision cx(npinterfase),cy(npinterfase)

double precision dt,dx,epsilon,uMa,uMb

double precision delta,frec,bult0,bulto

double precision tiempo,ymin,distan,distan2

* phi: parametro de orden (forma vectorial).

* phim: parametro de orden (forma matricial). Esta forma se

* necesita para utilizar la subrutina de interpolacion

* ‘‘coordenadas’’.

® umov: factor del parametro M intrinseco de la malla (para

* introducir ruido, islas etc.). Este factor es la

* parte estatica del parametro M.

* coordx, coordy: coordenadas de la interfase.

* cx, cy: coordenadas de la interfase trasladadas de forma que el

* punto mas avanzado de la interfase se encuentre en el centro de

* la celda.

= dt,dx,epsilon: delta x, delta t y epsilon de la ecuacion del
Modelo B

* uMa,uMb: Parametro M del aire y del fluido viscoso.

* delta, frec, bult0O, bulto: Parametros de la semal incidente para

* el valor de bulto del parametro de orden.

* delta = amplitud de la sefial incidente.

* frec = frecuencia de la sefial incidente.

* bult0 = valor promedio de la sefial incidente (phi_BO0)

* bulto = valor de bulto del parametro de orden que depende

* del tiempo (phi_B(t)).
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* # % »

L
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tiempo: tiempo total de simulacion.

ymin: posicion en "y" del punto mas avanzado de la interfase.
distan: distancia a partir de la punta del dedo en que se mide
el ancho del dedo (L_1).

distan2: distancia a partir de la punta del dedo en que se mide
el ancho del dedo (L_2).

integer ni(nn),n2(nn),n3(nn),n4(nn)
integer ninterfases,nanchos,nevol
integer ngrady,ncoord

integer ijmin,mcam,nyinic

integer i, j,nu,nphi,iminy

ni,n2,n3,n4: vectores que guardan las posiciones de los primeros
cuatro vecinos de cualquier punto de la malla
tomando en cuenta las condiciones de frontera. ni:
vecino derecha, n2: vecino de arriba, n3: vecino de
la izquierda, n4: vecino de abajo.

El programa se compone de tres ciclos anidados. El ciclo

mas externo

va desde 1 hasta el valor de ninterfases (este parametro fija el
numero de veces que se escribem las coordenadas de la
interfase.).

El ciclo de en medio va desde 1 hasta nanchos que es el numero de
de veces que se mide el ancho del dedo por cada vez que se
escriben las coordenadas de la interfase.

El ciclo mas interno va desde 1 hasta nevol.
*\\\\\ PARA CALCULAR EL TIEMPO TOTAL DE SIMULACION \\\\\*
tiempo=ninterfases*nanchos*nevol*dt

ngrady: distancia por enfrente de la punto mas avanzado de la
interfase a partir de la que se fija el valor de bulto
del parametro de orden "bulto" (Delta y)

ncoord: numero de puntos de la interfase.

ijmin: distancia por enfrente del punto mas avanzado de la
interfase a partir del cual el valor del parametro de

orden permanece constante. Esto esta hecho para ahorrar
tiempo de computo.
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+* #* % * 0w

*
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mcam: Si mcam es 0, se leen las condiciones iniciales del campo
phi del archivo cond.in Si vale cualquier otra cosa, las
condiciones iniciales se fijan dentro de la ejecucion del
programa.

nyinic: Posicion inicial de la interfase plana alrededor de la
que se introduce una perturbacion.

i,j,nu,nphi: contadores. i e j cuentan sobre la malla. nu=18
se usa para escribir el archivo fort.18 que guarda las
condiciones iniciales del parametro de orden en la forma
"x y phi" de la corrida. nphi va de 19 a 19 + (ninterfases
- 1) y se usa para crear los archivos fort.19, fort.20,
etc. que guardan la configuracion del parametro de orden
para los tiempos en que se escriben las coordenadas de la
interfase. Esto sirve para tener configuraciones
disponibles para futuras pruebas, para hacer peliculas, etc.

common/campos/phi ,umov
common/vec/ni,n2,n3,nd

equivalence (phi(1),phim(1,1))

hace que los elementos entre el vector phi y la matriz phim se
se guarden en el mismo espacio de la memoria. El vector phi
guarda el campo en bloques de nx elementos cada uno y

se guardan ny bloques en total. Por otro lado, fortran almacena
las matrices en memoria por columnas contiguas. Al ejecutarse la
instruccion de equivalence, el campo se puede accesar por medio
phi y phim indistintamente (uno con notacion vectorial y otro
con notacion matricial).

open(unit=10,file=’dedo.in’,status=’0ld’)
open(unit=12,file=’interfases.out’,status=’unknown’)
open(unit=13,file="perfiles.out",status="unknown")
open(unit=14,file='temporales.out’,status=’unknown’)
read(10,*)ninterfases,nanchos,nevol,bult0,ngrady
read(10,*)delta,frec,distan,distan2,dt,dx,epsilon,uMa,uMb, mcam
close(10)

B T T T T T T P T P P T e P anp e e T T

*

PROGRAMA PRINCIPAL

kR AR R R R R R R R kR Rk

tiempo=0.
nyinic=nint (0.95*real(ny))
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La posicion de la interfase plana se fija a una distancia de
* 0.95 veces el el tamano del sistema en la direcciomn y.

nu=18

nphi=19

ijmin=1

iminy=nint (0.5*dfloat (nx))

call vecinos()

if (mcam.eq.0)then

call lectura(tiempo)
else

call condinic(bult0,ngrady,nyinic)
endif

call campoout (phi,nu,tiempo)
call perfilout(phi,tiempo,dfloat(iminy))

do 1 i=1,ninterfases
do 2 j=1,nanchos
call modelob(tiempo,nevol,bultO,
& frec,delta,bulto,ngrady,dt,dx,epsilon,uMa,uMb
& ,ijmin)

call coordenadas(phim,coordx,coordy,ncoord)

* La subrutina coordendas fue hecha por la Prof. Ana Lacasta del
* Politecnico de Catalufia. Esta subrutina recibe la matriz del
* parametro de orden y devuelve los vectores coordx y coordy que
« guardan las ncoord coordenadas de la interfase.
call perfilouti(phi,tiempo,coordx(iminy))
* La subrutina perfiloutl escribe la curva phi vs y para la x
* correspondiente a la punta del dedo en el archivo
* perfilinst.out. Esto se hace para revisar la evolucion del
* parametro de orden durante la simulacion.
call anchoout (ncoord, coordx,coordy,cx,cy,tiempo,bulto,
& nyinic,distan,distan2,ymin,iminy)
2 enddo
rkkkERRRRRRERER

call interfout(ncoord,coordx,coordy,tiempo)
call perfilout(phi,tiempo,coordx(iminy))
call campoout (phi,nphi,tiempo)
nphi=nphi+l

1 enddo
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close(12)
close(13)
close(14)

call reporte(tiempo,frec,delta,bult0,ymin,epsilon,uMa,uMb,
dt ,dx,mcam)

stop

end

ER R P 22 2P b R 2 2 22 R bR S R b R A S S Lt Rt L S R Rt R L S b L L L

*
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FIN DEL PROGRAMA PRINCIPAL
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SUBRUTINA VECINOS

*
akkkkkkkbhbrhrkhE P 1

" Esta subrutina crea cuatro vectores del mismo tamafio que

* el vector phi y que guardan la posicion de los vecinos para

* cada sitio (i,j). Cada sitio (i,j) se mapea em el vector phi

* (no de forma explicita) segun la transformaciom ij=(j-1)*nx+i

* que guarda las columnas de la matriz (i,j) de forma contigua y
* en orden creciente en i.

* Los cuatro vectores guardan las posiciones siguientes segun el
* mapeo que se ha explicado arriba:

* ni: para cada ij guarda la pesicion dada por (i+1,j) tomando

* condiciones de espejo en la frontera.

* n2: para cada ij guarda la posicion dada por (i,j+1) tomando

* condiciones periodicas en la frontera.

* n3: para cada ij guarda la posicion dada por (i-1,j) tomando

* condiciones de espejo en la frontera.

* n4: para cada ij guarda la posicion dada por (i,j-1) tomando

* condiciones periodicas en la frontera.

subroutine vecinos()

implicit none

integer nx,ny,nn

parameter (nx=32,ny=800,nn=nx*ny)
integer ni(nn),n2(nn),n3(nn),n4(nn)
integer i,j,i1,j1,12,3j2,ij
common/vec/n1,n2,n3,n4

do i=1,nx
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il=i+1
i2=i-1
if (il.gt.nx)then
il=1
endif
if (i2.1t.1)then
i2=nx
endif
do j=1,ny
ij=(j-1)*nx+i
ji=j+1
if (jl.gt.ny)then
jl=ny
endif
j2=j-1
if (j2.1t.1)then
j2=1
endif
n1(ij)=(j-1)*nx+il
n2(ij)=(j1-1)*nx+i
03(ij)=(j-1)*nx+i2
n4(ij)=(j2-1)*nx+i
enddo
enddo
continue
return
end
e ol ool o ol ol ol ol ol o ol ok ool ol ool o o e o ok ok e ok ko R R R R R ok R R
c FIN DE LA SUBRUTINA VECINOS

AEREREREREEERREREERR RN R R R R R R R SRR RN R R AR R Rk Rk
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c SUBRUTINA LECTURA
e T P P T T Tl d It T

subroutine lectura(tiempo)

implicit none

integer nx,ny,nn

parameter (nx=32,ny=800,nn=nx#*ny)

double precision phi(nn),umov(nn)

double precision tiempo

character*20 cad
integer i,j,x,y

common/campos/phi ,umov

do i=1,nn
umov(i)=1.
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enddo

El parametro M estatico es por default 1.0 (lo que quiere decir
que no hay islas, burbujas, ruido, etc.)

open(unit=90,file="cond.in",status="o0ld")
read(90,*)cad,cad,cad, tiempo

* El archivo cond.in tiene tres cadenas de caracteres en el primer
* renglon que dicen "El tiempo es". Despues viene el tiempo de
* simulacion al que fue escrito ese archivo en particular. Las
* lineas siguientes del archivo guardan la configuracion del
* parametro de orden en el formato x, y, phi(i(x,y)).
do i=1,nx
do j=1,ny
read(90,*)x,y,phi((y-1)*nx+x)
enddo
read(90,*)
enddo
close(90)
return
end
ES PRS2 L2 ® * kg
c SUBRUTINA LECTURA
c SUBRUTINA CONDINIC

RERRRREEREERRERERRF R R R R RR R RN ER R bRk Rk AR a kR Rk kEkk
subroutine condinic(bultO,ngrady,nyinic)
implicit nomne
integer nx,ny,nn
parameter (nx=32,ny=800,nn=nx#*ny)
double precision phi(nn), umov(nn), bult0
double precision amp(5), pmod(5), pi, sem
double precision suma, pend, pert(nx)
integer nyint(nx),ngrady,nyinic
integer nsem,nyaux
integer i,j,ij,nyminl

amp, pmod: amp es un vector que contiene las cinco amplitudes
* de los cinco modos que contiene pmod. Estas amplitudes y modos
* se usan para fijar la perturbacion inicial que da lugar a la
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* formacion del dedo.

nsem: semilla para el generador de numeros aleatorios
sem: variable muda que se usa para iniciar el generador de
* numeros aleatorios.

common/campos/phi , umov

pi=4.*atan(1.)
nyminl=ny

do i=1,nn
umov (i)=1.
phi(i)=-1.
enddo

* umov se fija igual a 1 en toda la malla.

* Aqui se fijan los modos que se usan en la perturbacion inicial
* usando el tamafioc del sistema.

pmod(1)=2.#pi*5./real(nx)
pmod(2)=2.%pi*4./real (nx)
pmod (3)=2.*pi*3./real(nx)
pmod(4)=2.*pi*2./real(nx)
pmod(5)=2.*pi/real(nx)

nsem=int (100. *bultO0*bult0)*nn
sem=rand (nsem)

do i=1,nx
pert(i)=0.0
enddo

do i=1,5
amp(i)=2.*(2.*rand()-1.)
do j=1,nx
suma=amp (i) *dcos (pmod (i) *dfloat(j))
pert(j)=pert(j)+suma
enddo
enddo
do j=1,nx
nyint (j)=nyinic+nint(pert(j))
enddo

do i=1, nx
do j=nyint(i), ny
ij=(j-1)*nx+i
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phi(ij)=1.
enddo
enddo

do i=1,nx
nymini=min(nymini,nyint(i))
enddo

do i=1,nx
nyaux=nyminl-ngrady
do j=1,nyaux
ij=(j-1)*nx+i
phi(ij)=bult0
enddo
enddo
continue

do i=1,nx
do j=nyaux,nyint(i)-2
pend=(bult0+1.)/(dfloat (nyaux-nyint (i)+1))
ij=(j-1)*nx+i
phi(ij)=bultO+pend#*(dfloat (j-nyaux))

enddo
enddo
continue
return
end
ok ik kR ok ok Rk kR T T LE T *
c FIN DE LA SUBRUTINA CONDINIC

B

LR E L L EEREEEEEEREEEERERERRRREREERERERRREREREEREEE

c SUBRUTINA MODELOB
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subroutine modelob(tiempo,nevol,bult0,frec,delta,bulto,ngrady,dt,
& dx,epsilon,uMa,uMb,ijmin)

implicit none

integer nx,ny,nn

parameter (nx=32,ny=800,nn=nx*ny)

double precision phi(nn),umov(nn)

integer ni(nn),n2(nn),n3(nn),n4(nn)

double precision bult0O,frec,delta,bulto
double precision dt,dx,epsilon,uMa,uMb,tiempo
integer ngrady, ijmin
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integer nsgn

double precision uM(nn),pot(nn)

double precision espxd(nn),espxi(nn),espyd(nn),espyi(nn)
double precision x0,dist

double precision dx2,dx22

integer nypunta,nevol

integer ncond,nyauxi,nliminf

integer i,j,k,ij,ij1

common/campos/phi , umov
common/vec/n1,n2,n3,n4d

dx2=epsilon/ (dx*dx)
dx22=1./(dx*dx)

do 33 k=1, nevol

* Aqui comienza el ciclo que itera en el tiempo e integra el Modelo B.

tiempo=tiempo+dt
bulto=bultO+delta*dcos(frec*tiempo)

do i=ijmin,nn

uM(i)=uMa*umov (i)
if(phi(i).LT.0)then
uM(i)=uMb*umov (i)
endif
enddo
* uMa es la parte del parametro M asociada al aire, de forma que
* el parametro M total (uM) sea cero cuando el parametro de orden
* corresponda al aire y no importe la contribucion de la parte
* estatica (umov).
do i=ijmin,nn
pot (i)=phi (i) *phi (i) *phi (i)-phi (i)
& -dx2#*(phi(n1(i))+phi(n3(i))-2.*phi(i))
& -dx2*(phi(n2(i))+phi(n4(i))-2.*phi(i))
enddo
* Arriba, pot es el potencial quimico en cada punto de la malla

do i=ijmin,nn
espxd(i)=uM(i)*(pot(n1(i))-pot(i))
espyd(i)=uM(i)*(pot(n2(i))-pot(i))
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espxi(i)=uM(i)*(pot(i)-pot(n3(i)))
espyi(i)=uM(i)*(pot(i)-pot(n4(i)))
enddo

do i=ijmin,nn
pot(i) = 0.5*(espxd(i)-espxd(n3(i))+espyd(i)-espyd(n4(i))
+espxi(n1(i))-espxi(i)+espyi(n2(i))-espyi(i))*dx22
enddo

Arriba, pot actua como variable muda para calcular el lado
derecho de la ecuacion del Modelo B, donde se toman promedios de
los operadores calculados por la derecha y por la izquierda.

do i=ijmin,nn
phi (i)=phi (i) +pot (i) *dt
enddo

Arriba se reasignan los valores del parametro de orden en
toda la malla segun el metodo de Euler.

nypunta=ny

En el siguiente ciclo se encuentra la posicion en y del punto
mas avanzado de la interfase y se guarda en la variable nypunta.

do j=1i,ny
do i=1,nx-1
ij=(j-1)*nx+i
ij1=(j-1)*nx+i+1
ncond=int (abs (nsgn(phi(ij))+nsgn(phi(ij1))))
nyauxi=j+100000*ncond
nypunta=min(nypunta,nyauxi)
enddo
enddo

El siguiente ciclo fija la condicion de frontera que mantiene al
sistema fuera de equilibrio. Usando la posicion de la punta, se
calcula una distancia de ngrady espacios por enfrente de la
punta. A partir de esta posicion y hasta el final de la malla
(que corresponde al infinito en el problema analitico), se
reasigna el valor del parametro de orden usando el valor "bulto"
que depende del tiempo.

do j=1, nypunta-ngrady-1
do i=1,nx
ij=(j-1)*nx+i
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phi(ij)=bulto
enddo

enddo
* Las siguientes dos lineas calculan los parametros nliminf y
* ijmin. Como durante la simulacion el valor del parametro de
* orden se reasigna en cada iteracion y se fija el mismo valor en
* todo el bulto del fluido viscose la variacion temporal en esta
* region es estrictamente cero. Esto hace que se pueda fijar un
* cierto limite al hacer la integracion del modelo que ignore esta
- region. El parametro nliminf guarda la posicion en y de la
* malla que corresponde a la posicion de la punta disminuida en 2
* veces la distancia ngrady. Este valor se mapea en la notacion
* vectorial y el resultado del mapeo se guarda en el parametro
* ijmin. Luego, cuando se reanuda el ciclo, todos los ciclos de
* integracion numerica se hacen solamente para la region "activa"
* de la malla, i.e., la linea que fija ijmin.

nliminf=max(1,nypunta-1-2*ngrady)

ijmin=(nliminf-1)*nx+1
33 enddo

return
end

*E% EA bt 22 S St Lt St e b R RS L 2L ]
c FIN DE LA SUBRUTINA MODELOB
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c SUBRUTINA PERFILOUT
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c Esta subrutina escribe la curva phi(y) para
c la x que corresponde a la punta del dedo.

subroutine perfilout(phi,tiempo,cx)
implicit none

integer nx,ny,nn

parameter (nx=32,ny=800,nn=nx*ny)
double precision phi(nn),tiempo,cx

integer ncorte
integer i,j,1ij

ncorte=nint (cx)
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write(13,#)"# tiempo ",tiempo
do j=1,ny
ij=(j-1)*nx+ncorte
write(13,*)j,phi(ij)
enddo
continue
write(13,*)" "

return
end
ko ok R ok R R R EhREREEkRRE %
c FIN DE LA SUBRUTINA PERFILOUT
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c SUBRUTINA INTERFOUT

EREEEERER i Rt L
c Esta subrutina escribe las coordenadas de la interfase
c en el archive "interf.out"

c En este archivo se acaban guardando todas las curvas

c interfaciales que se hayan pedido por medio del

(-4 parametro ninterfases.

subroutine interfout(ncoord,cx,cy,tiempo)

implicit none

integer ninterfase

integer ic, ncoord

parameter (ninterfase=10000)

double precision cx(ninterfase),cy(ninterfase), tiempo

write(12,*)"# tiempo ",tiempo

do ic=1, ncoord
write(12,*)cx(ic),cy(ic)

enddo
write(12,*)" "
continue
return
end
REERRERERRRRER AR R R R RN R R R R Rk kA R
c FIN DE LA SUBRUTINA INTERFOUT
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c FUNCION NSGN
e e e e e et
c Esta funcion determina el signo de un argumento

c real y devuelve un +1 si el argumento es positivo

c y un -1 si el argumento es negativo

integer function nsgn(arg)
implicit none
double precision arg

nsgn=nint (arg/abs(arg))

return

end
e e 3 e o o o ool ol ol 3 ol o ol e ol o o o o e el ol ool o oo o o e e R e R e R R e R ek Rk
c FIN DE LA FUNCION NSGN
dekkokkk kkkkR kR Rkkkokk dedokdok ok kR kR Rk
EhkEEEEREERRERRRERRE sk kR EE
c SUBRUTINA CAMPOOUT
R E L L L L 22
c Esta subrutina escribe el valor de un campo para cada

punto de la malla (el campo que sea) usando un contador
nr para escribir un archivo "fort.nr" de formato:

O o0 o000

x | y | campo(x,y)

subroutine campoout(campo,nr,tiempo)
implicit none

integer nx,ny,nn

parameter (nx=32,ny=800,nn=nx*ny)
double precision campo(nn),tiempo
integer nr

integer i,j,1ij

write(nr,#*)"#E1 tiempo es: ",tiempo
do i=1,nx
do j=1,ny
ij=(j-1)*nx+i
write(nr,*)i,j,campo(ij)
enddo
write(nr,*)" "
enddo
close(nr)
return
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end
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c FIN DE LA SUBRUTINA CAMPOOUT
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c SUBRUTINA ANCHOOUT
EXEREREERRREER AR R RN R R ERE AR R R AR R KRR R Rk Rk
subroutine anchoout(ncoord,coordx,coordy,cx,cy,tiempo,bulto,
& nyinic,distan,distan2,ymin, iminy)
implicit none
integer nx,ny,nn,npinterfase
parameter (nx=32,ny=800,nn=nx*ny)
parameter (npinterfase=100000)
double precision coordx(mpinterfase),coordy(npinterfase)
double precision cx(mpinterfase),cy(npinterfase)
c double precision ancho(50)
double precision ancho,ancho2
double precision tiempo,bulto,distan,distan2,ymin
integer nyinic,ncoord

double precision cxaux(npinterfase),cyaux(npinterfase)
double precision acerc,dist2,dist3

double precision ymax,pendl,pend2,xi,x2

integer i,iminy,iminyl,imin,ian,ix1,ix2,k

open(unit=99,file="coord.out’,status=’unknown’)
do i=1,ncoord

write(99,*)coordx(i),coordy(i)

enddo
close(99)

Aqui se busca la coordenada y de la punta del dedo, que es la
* que tiene el valor mas pequeNo.

ancho=0.0
ancho2=0.0

ymin=dfloat (ny)

do i=1,ncoord
cxaux(i)=coordx(i)
cyaux(i)=coordy(i)
if(coordy(i).LT.ymin)then
ymin=coordy (i)

iminy=1i
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endif
enddo
continue

En los siguientes ciclos se traslada la interfase de forma que
la punta del dedo quede en la mitad del ancho del canal (en la
direccion x).

do i=1,ncoord
coordx(i)=cxaux(i)+1.5*dfloat (nx)-cxaux(iminy)
coordx(i)=mod (coordx(i) ,dfloat(nx))

enddo

imin contiene el indice en el vector coordx que guarda el punto
con la menor x de toda la interfase (estos vectores, coordx y
coordy que vienen de la subrutina de interpolacion no
necesariamente tienen sus entradas en orden de x creciente)

imin=1

do i=1, ncoord
if (coordx(i) .1t .coordx(imin))then
Stnei
endif
enddo

El siguiente ciclo reasigna los valores de los vectores coordx y
coordy de forma que el valor coordx(imin) se mapea en cx(1).
Todas las entradas restantes se mapean a partir de esta
reasignacion.

do i=1,ncoord
k=mod (i+ncoord-imin,ncoord)+1
cx(k)=coordx(i)
cy(k)=coordy(i)

enddo

ok o o o o o o o o ook R o KRR R kR kR R R R Rk Rk R Rk Rk
* Medicion del ancho del dedo

Ahora se encuentra el indice que corresponde a la punta del del
dedo y se guarda en iminyl. Las coordenadas de la punta son
entonces cx(iminyl) y cy(iminy1).

iminyi=mod (iminy+ncoord-imin,ncoord)+1
ymin=cy(iminy1)
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Ahora se calcula la posicion a la que se mide el ancho del dedo
(dist2) usando el marco de referencia de la punta del dedo y una

* distancia arbitraria distan.
dist2=ymin+distan
* El siguiente ciclo encuentra los dos puntos de la interfase mas
* cercanos a la posicion dada por dist2 en la region izquierda a
* la punta del dedo. acerc es una variable de control que cambia
* de negativa a positiva cuando el ciclo llega a la posicion donde
* la coordenada y cy(i) es mas grande que dist2. Para guardar la
* entrada de este vector se usa ixl=i+l.
do i=iminyi,1,-1
acerc=dist2-cy(i)
if (acerc.1t.0.)then
ixi=i+l
goto 998
endif
enddo
goto 995
* El ciclo siguiente encuentra los dos puntos de la interfase mas
* cercanos a la posicion dada por dist2 en la region derecha a la
* punta del dedo. acerc es una variable de control que cambia de
* negativa a positiva cuando el ciclo llega a la posicion donde la
* coordenada y cy(i) es mas grande que dist2. Para guardar la
* entrada de este vector se usa ix2=i-1.

998 do i=iminyl+1,ncoord
acerc=dist2-cy(i)
if (acerc.1t.0.)then

ix2=i-1
goto 999
endif
enddo
goto 996

999 continue

Si se han encontrado todos los puntos interfaciales (que son 4) por
medio de los dos ciclos anteriores, se hace una interpolacion lineal
para obtener las abcisas que corresponderian a la posicion y=dist2.
Esto se hace en las siguientes cuatro lineas. Las variables pendl y
pend2 guardan las pendientes de las lineas rectas que unen a los puntos
interfaciales vecinos a la linea y=dist2. Las abcisas correspondientes
son x1 y x2.

#* O O E O ¥ =
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995
996

pendi=(cy(ix1)-cy(ix1-1))/(ex(ix1)-cx(ix1-1))
x1=(dist2-cy(ix1))/pendi+cx(ix1)
pend2=(cy(ix2)-cy(ix2+1))/(cx(ix2)-cx(ix2+1))
x2=(dist2-cy(ix2))/pend2+cx(ix2)

En la siguiente linea se calcula el ancho del dedo usando este
par de abcisas y se convierte en fraccion dividiendo entre el
tamafio del sistema.

ancho=(x2-x1)/dfloat (nx)

continue
continue

LA R R 22222t R E R R SR SRR R AL L 2 EERERER *

*
*

898

899

En el siguiente bloque se hace exactamente lo mismo pero usando
una posicion distinta dada por dist3 = ymin + distan2

dist3=ymin+distan2

do i=iminyl,1,-1
acerc=dist3-cy(i)
if(acerc.1t.0.)then
ixl=i+1
goto 898
endif
enddo
goto 895

do i=iminyl+1,ncoord
acerc=dist3-cy(i)
if (acerc.1t.0.)then
ix2=i-1
goto 899
endif
enddo
goto 896

continue

pendi=(cy(ix1)-cy(ix1-1))/(cx(ix1)-cx(ix1-1))
x1=(dist3-cy(ix1))/pendi+cx(ix1)
pend2=(cy(ix2)-cy(ix2+1))/(cx(ix2)-cx(ix2+1))
x2=(dist3-cy(ix2))/pend2+cx(ix2)
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ancho2=(x2-x1)/dfloat (nx)

895 continue
896 continue

T L L L e e e

En las siguiente linea se escriben las variables dependientes
del tiempo en el archivo "temporales.out"
El formato es :

tiempo | ancho(1) | ancho(2) | pesicion de la punta | bulto
write(14,*)tiempo,ancho,ancho2,ymin,bulto

Ahora se escriben las coordenadas de la interfase trasladada en
el archivo "coordtrasi.out”.

open(unit=95,file="coordtrasl.out’,status=’unknown’)
do i=1,ncoord
write(95,*)cx(i),cy(i)
enddo
close(95)

Se reasignan los valores de los vectores de entrada para
conservar las coordenadas sin trasladar.

do i=1,ncoord
coordx(i)=cxaux(i)
coordy(i)=cyaux(i)
enddo

return
end

EE R PR A2 2 22 222 PR R R R SRR R 2 R AR R R PR R A R R R R R R 2 L L 2 L

c

FIN DE LA SUBRUTINA ANCHOOUT
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SUBRUTINA PERFILOUT1

-
PP R Aok kR ok kR kR kR Rk Rk Rk
c En esta subrutina se escribe la curva phi(y) para la

c x que corresponde a la punta del dedo. Esto se hace

c en el archivo "perfilinst.out"

subroutine perfilouti(phi,tiempo,cx)
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implicit none

integer nx,ny,nn

parameter (nx=32,ny=800,nn=nx#*ny)
double precision phi(nn),tiempo,cx

integer ncorte,j,ij
ncorte=nint (cx)

open(unit=16,file="perfilinst.out’,status=’unknown’)
write(16,*)"# tiempo ",tiempo
do j=1,ny

ij=(j-1)*nx+ncorte

write(16,*)j,phi(ij)

enddo
continue
write(16,*)" "
close(16)
return
end
kR kk *xdx * T
c FIN DE LA SUBRUTINA PERFILOUT1
L T kkkkE
ko * EE T EE S E *k kR
c SUBRUTINA REPORTE
FhkkkEERkhkER Rk kR kkkk ehkkErrrkEE LT
c En esta subrutina se escriben los parametros usados en
c la simulacion, el tiempo y tamafio del sistema, en el
c archivo "reporte.out"

subroutine reporte(tiempo,frec,delta,bult0,ymin,epsilon,uMa,uMb,

& dt,dx,mcam)

implicit none

integer nx,ny,nn

parameter (nx=32,ny=800)

double precision bult0O,frec,delta

double precision epsilon,uMa,uMb,dt,dx,tiempo
double precision ymin

integer mcam

open(unit=15,file=’reporte.out’,status=’unknown’)
Write (15, %) ' xxskkrnshkahsrhrhhainnnk’

write(15,*) 'Reporte’
Write (15, #) 'skksrkkkrhhrnhererrnns’
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write(15,%)’ ’
write(15,*)’Sefial de entrada’
write(15,%) ’phi(t)= ’,bult0,’+’,delta,’cos(’,frec,’t)’
Write (15, %) Pk stk bk ook ook dokok )
write(15,%*)
if (mcam.eq.0)then
write(15,*)’la condicion inicial fue leida del archivo condin’
else
write(15,*) ’Perturbacion compuesta de cosenos de modo ’
write(15,#*) ’arbitrario con amplitud aleatoria’
endif

write(15,*) ’Tiempo de simulacién: ’,tiempo
write(15,*) ’Tamafio del sistema: ’,nx,’ X ’,ny
write(15,*)’Posicién final de la punta (ymin): ’,ymin
write(15,#*) ’Ancho de la interfase: ’,epsilon
write(15,#*) ’Parametro M del aire: ’,uMa

write(15,#*) 'Parametro M del aceite: ’,uMb

write(15,*) ’Paso temporal (dt): ’,dt

write(15,*) ’Paso espacial (dx): ’,dx

close(15)

return

end
P T T T T T T T R T e T
c FIN DE LA SUBRUTINA REPORTE
EE PSR SRR R R AR SR 2R 222 R AR S 2 R R Y S k¥

D L L L T T T T P T T e P P e e S

c SUBRUTINA COORDENADAS

EEkkRkRkRREREE * T T T e

En esta parte va la subrutina de interpolacion que
calcula la posicion de la interfase. Esta subrutina
toma la matriz phim y calcula la posicion de la curva de
nivel donde el parametro de orden es igual a cero.

0o a0 00

La subrutina regresa dos vectores, uno contiene las
coordenadas en x de la curva de nivel. El otro vector
contiene las coordenadas en y de la misma curva. Ademas,
la subrutina regresa el numerc total de puntos de la curva
que ha encontrado.

O 600600
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c FIN DE LA SUBRUTINA COORDENADAS
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Lateral instability in normal viscous fingers
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We study a low amplitude, long wavelength lateral instability of the Saffman-Taylor finger by
means of a phase field model. We observe such an instability in two situations in which small
dynamic perturbations are overimposed to a constant pressure drop. We first study the case in which
the perturbation consists of a single oscillatory mode and then a case in which the perturbation
consists of temporal noise. In both cases the instability undergoes a process of selection.

I. INTRODUCTION

Branching is an ubiquitous process in nature [1-4].
From plants, rivers, blood vessels, bacterial colonies to
dendritic growth, the universality of branching has been
put forward. In crystal growth, when an undercooled
melt solidifies, the solid front has a parabolic shape and
lateral protrusions, called sidebranches, form on the main
structure and grow in amplitude as they are advected
away from the parabolic tip. This phenomenon has been
widely investigated in solidification. It has been pro-
posed, both experimentally [5, 6] and theoretically [7-9]
that side branching results from selective amplification
of natural noise.

Natural noise, that is, noise unintentionally present in
the system, is not enough to create side branching in
normal Saffman-Taylor fingers. Normal Saffman-Taylor
fingers appear when an inviscid fluid displaces a viscous
fluid in a Hele-Shaw cell, a pair of glass plates parallel to
each other that form an almost two dimensional channel
in which the flow takes place. In the absence of perturba-
tions, Saffman-Taylor fingers are always greater than half
of the channel width. We refer to this steady-state fin-
gers as normal Saffman-Taylor fingers, to be able to dif-
ferentiate them from anomalous fingers, whose width is
less than half of the channel width and that are observed
when anisotropy is imposed on the system. In anomalous
Saffman-Taylor fingers, dendrites have been observed us-
ing localized disturbances such as a bubble placed at the
finger tip or a thread placed along the channel [10, 11].
In both, dendritic crystals and anomalous fingers, it has
been shown that periodic forcing induces periodic side
branches [12-14]. Experimentally, side branches have
been observed in viscous fingers for miscible fluids in a
radial cell when anisotropy is imposed on the system by
engraving a grid on one of the plates [15, 16]. For im-
miscible fluids, side branches are strongly suppressed by
surface tension, and a low amplitude lateral instability
can be observed [17). Theoretically, viscous fingers in
the radial cell with four-fold anisotropy have been stud-
ied in reference [18]. In agreement with experiments,

reg:mesforw}uchﬁngershave lateral instabilities whose
amplitude is strongly suppressed by surface tension are
found. Localized non-linear instabilities of the normal
Saffman-Taylor finger have also been reported [19]. Re-
cently, fluctuations along the finger sides have been re-
ported in normal fingers for low capillary numbers and
very wide and long channels [20].

A wide variety of problems which include biorheology
and oil recovery involve the dynamics of confined fluids
in frequency dependent flow regimes. Due to its rela-
tive simplicity, the Saffman-Taylor finger is an archetype
of both, pattern forming systems and two phase flow in
confined systems [21]. We are therefore interested on the
response of the Saffman-Taylor finger to a controlled fre-
quency dependent flow.

Here we report a lateral instability of the normal
Saffman-Taylor finger induced dynamically in a con-
trolled manner. We also propose for which frequencies
and cell dimensions this instability can be more easily ex-
perimentally observed. By means of a phase field model,
we study two cases. The first one, in which an oscil-
latory signal is overimposed to a constant pressure gra-
dient, leads to a strictly periodic lateral instability that
undergoes a process of selection. We then study the effect
that dynamic noise has on the finger shape and observe
a similar lateral instability. This one, despite its non pe-
riodicity, undergoes a process of selection as in the first
case.

II. PHASE-FIELD MODEL AND
MACROSCOPIC MODEL

Recent studies indicate that the Saffiman-Taylor prob-
lem for Newtonian fluids can be successfully studied by
means of phase-field models [22-24]. The main advantage
of such mesoscopic approaches is that they avoid compli-
cated methods for tracking the interface. In particular,
it has been found that a single order-parameter equation
suffices to reproduce the macroscopic equations of the
Saffman-Taylor problem in the infinite-viscosity-contrast
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FIG. 1: Profile for the order parameter along the flow direc-
tion for the initial boundary condition. In the figure, the flow
takes place from the right to the left.

limit [24]. Moreover, numerical simulations of this model
have reproduced the behavior of the fluid-fluid interface,
from destabilization and mode competition to the for-
mation of the steady state. We therefore decide to use
the phase-field model of reference [24] with a boundary
condition modified to allow for dynamic pressure drops.

The mesoscopic equation to be solved for the infinite-
viscosity- contrast Saffman-Taylor problem is the equa-
tion of Model B

d¢
o =V (MYu()) M

where ¢ is an order parameter and u(¢) is a chemical
potential that has the explicit form

w(@) = —¢+¢ - V% (2)

where ¢ is a parameter proportional to the interface
width. The parameter M has a constant value in the
viscous fluid and is zero in air. The boundary
condition is imposed at the bulk of the displaced fluid,

‘ﬁ(z'y < Ytip — ‘lt) = ¢p(t) (3)

Equation (3) fixes the bulk value ¢g(t) at an arbitrary
distance [ from the fingertip. y:ip corresponds to the most
advanced point of the interface. This creates a ramp that
represents the driving force of the system. The initial
boundary condition to generate a steady-state finger is
shown in figure 1. Despite their simplicity, these equa-
tions describe the hydrodynamic equations of the macro-
scopic problem in the sharp interface limit.

The macroscopic equations of the problem are
Laplace's equation for the pressure, p, i.e.,

Vp=0 @

which is written from Darcy’s Law plus the incompress-
ibility of fluids, and the boundary conditions at the fluid-
fluid interface, that is, the continuity boundary condition

ol
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FIG. 2: Bulk value ¢p and finger widths measured at dis-
tances L; and La from the fingertip plotted versus time. The
mode selection process has taken place in between the second
and third plots. The output signal frequencies wy, and wra
are determined from the periods T, and T, indicated in the
figure. The incident frequency is w = 0.007.

and the local thermodynamic equilibrium condition i.e.,

b =
EVP -fi (5)

Up = —

Ap=—x : ®)

where v, is the normal velocity of the interface, 7 is the
viscosity of the viscous fluid, b is the gap between the cell
plates and f is a vector normal to the interface, Ap is
the pressure drop at the interface, -y is the surface tension
and « is the local curvature of the interface. K = ﬁ’-i.s
commonly known as the permeability of the system.

In order to recover the macroscopic equations from the
mesoscopic equations, a matched asymptotic expansion is
necessary and the following identification of parameters
hastobemnde:p=¢..m.!(=5§‘-and1=¢qij
where i, is the first order in € term of the chemical poten-
tial, ¢y is the zero order in e term of the order parameter,
A¢ = 2¢.q, deq is the bulk value for the order parameter
in equilibrium and o/ = [°0  %%2dw. The variable w is
an inner coordinate of the interface, that is introduced in
the expansion, and that is, at any point, perpendicular
to it.

It is worth to notice that in order to study the ef-
fect of a dynamic pressure drop on the Saffman finger
shape, the pressure gradient should contain a constant
term responsible of the finger formation. That is, the
pressure gradient should be at any time negative so the
fluid-fluid interface remains unstable. Moreover, the time
dependent term of the pressure gradient should be small
compared to the constant term of the pressure gradient
since we are interested in studying situations in which
the single-finger solution exists. In our model, the above
considerations are implemented by taking the boundary
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FIG. 3: Finger profiles with lateral instabilities. (a) The pro-
file on the left is obtained when introducing an oscillatory
perturbation in the pr drop. In this case, the instabil-
ity remains strictly periodic. For this simulation, n, = 3200.
(b) The profile on the nghl. corresponds to a pressure drop
with superimposed noise in time. As a result a non-periodic
instability develops. For this simulation, n, = 7000.
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FIG. 4: Response frequency measured close to the finger-
tip plotted against incident frequency. For refe , the se-
lected frequency is indicated in the coordinate axis as a cir-
cle. The natural frequencies of the flow, we(triangle) and
Wyinger (square), are indicated in the abcissae axis.
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FIG. 5: Response frequency measured far from the fingertip
plotted against incident frequency. For a wide range of fre-
quencies mode selection occurs. The symbols on the axis are
as in figure 4.

condition (3) for the order parameter in front of the finger
as a constant plus a dynamic term of the form:

¢p(t) = ¢po + dg(t) (7)

where g(t) is a time-dependent dimensionless function
which varies between —1 and 1, and that will be consid-
ered in two different ways as explained below, and 4 is
an amplitude which is small compared with ¢po. In the
two cases described below, we have carried on the nu-
merical integration of equation (1) subject to the proper
dynamic boundary condition (7). We have used an Euler
method for a discrete square lattice of size n; x n, with
mesh size Az = 1 and time step At = 0.01. n; has been
chosen to be n; = 32 in all cases, and n,, which is the
dimension along which the finger propagates, has been
chosen in such a way that the lateral instability is well
developed. It will be specified in each case.



III. NATURAL FREQUENCIES

Before describing the dynamic signals considered in the
present paper, it is convenient to remember that there are
two natural frequencies of the steady-state problem. The
first characteristic frequency of the steady-state problem
is the finger velocity divided by the finger width, which
gives an angular frequency equal to

U
Wringer = 27"ﬁ (8)

The other frequency characteristic of the steady-state
problem is the one determined by the flow very far from
the finger tip, that is, the flow velocity at infinity divided
by the channel width, which gives an angular frequency
equal to

Woo = 2 —— (9)

W

These two frequencies are related to each other since con-
servation of matter implies that the finger velocity times
the finger width is equal to the velocity at infinity, that
is UA = Vi

IV. NUMERICAL RESULTS
A. Oscillatory pressure drop

The dynamic part of the incident signal consists of a
single mode oscillatory term. That is g(t) of the bound-
ary condition (7) is

9(t) = cos(wt) (10)

The initial condition consists of a ¢(z,y) profile that cor-
responds to a steady-state finger. The parameters ¢po
and § in equation (7) have been set equal to ¢go = —0.6
and § = 0.09.

As the bulk value of ¢p(t) oscillates, the finger re-
sponds by generating a wave on its tip. This wave is
advected far from the fingertip in such a way that the
sides of the finger are no longer flat as in the steady state
case, but develop an instability. In order to quantify the
process of growth, the finger width is measured simulta-
neously at two different distances from the fingertip L
and L;. Due to the growth process, variations on the
finger width measured at distance Ly, close to the finger
tip, have a much smaller amplitude than the ones mea-
sured at distance Lo, far from the finger tip. Figure 2
illustrates the behavior of the finger width at distances
Ly and L; as a function of time. The incident signal
on the boundary condition of the bulk order parameter
has also been plotted in order to show that the incident
frequency and the response frequency close to the fin-
gertip are the same, that is, the wave generated at the
finger tip, responds linearly to the incident signal. It can
also be observed that at a distance far from the tip, the

frequency of the lateral instability no longer follows the
incident signal, in fact, it undergoes a dynamic process
as will be discussed below. Just as the frequency close
to the fingertip, the wavelength of the lateral instability
has a linear behavior. That is, it corresponds to the av-
erage finger velocity divided by the incident frequency.
However, as the wave travels away from the tip toward
the sides of the finger, the wavelength of the instability
coarsens and reaches a value which is independent of the
incident frequency. This happens for a very wide range
of incident frequencies. That is, the lateral instability
undergoes a mode selection process.

In our problem, the frequency selected for the lateral
instability, is roughly the characteristic frequency of the
flow far from the finger tip, ws, given by equation (9).
The amplitude of the selected mode saturates and is small
compared to the finger width. Also it is a longwavelength
instability as will be discussed. Therefore, the lateral in-
stability does not have a dramatic visual effect on the
finger like the instability that causes side branching in
solidification, but it causes the finger to have small per-
turbations on its width. The instability is shown in fig-
ure 3(a) on a 1 : 1 scale in order to realize the actual size
of the width variations that would be observable in an
experiment.

Figure 4 shows how the frequency of the lateral in-
stability close to the fingertip, wg,, is the same as the
incident frequency, w, that is, wy, = w. This frequency
is measured from the signal period T, with the relation
wg, = 2r/Ty,. This linear response close to the finger
tip, has been observed for all of the incident frequencies
studied. L; has been set equal to L; = 40Az.

The process of frequency selection far from the finger
tip is shown in figure 5. The frequency of the lateral
instability, wy,, has the same value for a wide range of in-
cident frequencies. This frequency is slightly larger than
the characteristic frequency of the flow at infinity, given
in equation (9). The frequency is measured from the sig-
nal period T, using wg, = 2m/T,. The continuous line
is shown for reference and is the line that would corre-
spond to linear response. We can clearly see that there
are three regimes for the response frequency. First, at
very low incident frequencies, the response frequency is
always equal to the incident frequency. In this region,
surface tension is not enough to suppress the modes that
cause a perturbation to the sides of the finger. Secondly,
there is a range of frequencies for which there is a behav-
ior between linear response and selection. In this range
of transition, the response frequency corresponds in all
cases to half the incident frequency. This is shown in fig-
ure 6. We can understand this behavior if we think that
in this region, surface tension is large enough to suppress
the incident frequency, but not large enough to suppress
its first harmonic. Finally, we see that for incident fre-
quencies larger that the characteristic frequency of the
finger, wyinger given by equation (8), the response fre-
quency is independent of the incident frequency, that is,
there is a mode that is selected because it grows faster
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FIG. 6: Linear and transition zones of the wr, vs w curve.
Circles correspond to simulation results, crosses rep the
double of the observed frequency, 2w, which fall on the
diagonal and make evident that the first harmonic of the in-
cident signal has grown. In this figure, the symbols on the
axes correspond to the same frequencies as in figure 4.
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FIG. 7: Amplitude of the lateral instability measured at a
fixed distance L; = 40Az as a function of the amplitude of
the incident signal.

than the others. The selected frequency determines the
wavelength of the lateral instability.

It is important to note that the lateral instability ap-
pears, in many cases, far from the finger tip. For instance,
in the region of incident frequencies where selection is ob-
served, the amplitude of the lateral instability saturates
at a distance of the order of ten times the cell width and
is very small close to the finger tip. See figure 3(a). For
the linear and the transition zones (figure 8), the distance
from the tip at which the lateral instability is observed is
much smaller as will be discussed later. The distance Lg
has been chosen in each case as to measure the instability
once the amplitude has saturated.

One might wonder how does the amplitude of this in-
stability depends on the amplitude of the incident signal.
Our results indicate that close to the finger tip, the larger
the amplitude of the incident signal, the larger the ampli-
tude of the instability. This can be seen in figure 7. How-
ever, far from the finger tip, we find that the saturation
value for the amplitude of the instability is independent
of the amplitude of the incident signal. Moreover, the
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FIG. 8: The profile of the left corresponds to an incident
frequency that falls in the linear region of the wy, vs w curve,
whereas the profile on the right corresponds to a frequency
that falls in the transition region of the same curve. The
distance, d, at which the amplitude saturates is of the order
of d, = A and d, = 2A respectively. These are regimes that
would be easier to observe experimentally.
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FIG. 9: Time dependence for the bulk value of the order
parameter and of the finger width at distances L, and L» for
the temporal noise case. For the simulation, § = 0.05.
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FIG. 10: Normalized distribution of response frequencies for
an incident signal consisting of temporal noise. For the sim-
ulation, & = 0.05. For reference, the characteristic frequency
of the flow, weo, is indicated in the coordinate axis with a
triangle.

smaller the amplitude of the incident signal, the larger
the distance from the tip at which the amplitude satu-
rates and therefore, we believe, the harder it becomes to
observe it experimentally.

B. Temporal noise

Results of the previous section indicate that the sys-
tem selects a frequency for a wide range of incident fre-
quencies. For linear equations, this would indicate that
the system acts as a selective noise amplifier. Neverthe-
less, our phase-field equations contain the full non-linear
behavior of the hydrodynamic equations. We therefore
decided to study the effect of a dynamic signal consisting
of white noise, which contains a combination of several
modes.

We perturb the system by adding a random signal to
a constant pressure gradient at each time step. In our

160000

160000

)

6

model, this is implemented by choosing g{t) in equa-
tion (7) to be a random number between —1 and 1 at
each time step. The value of 4 in equation (7) is chosen
to be § = 0.05.

Just as in the oscillatory case, the finger develops a lat-
eral instability which is born close to the finger tip and
propagates toward the sides of the finger. The ampli-
tude of the lateral instability grows as the perturbation
propagates away from the tip and it reaches an almost
constant value. From the initial random perturbation,
some modes grow and some modes decay as the pertur-
bation propagates far from the tip. In figure 9, we show
the driving signal consisting of white noise overimposed
to a constant value of the bulk order parameter. We then
show the oscillations of the finger width close to the tip in
which some of the modes have already decayed. Finally,
we see the oscillations of the finger width far from the tip
in which some of the modes have grown and the ampli-
tude of the oscillations has reached an almost constant
value. The final state has a distribution of frequencies
with a peak at a value close to the characteristic fre-
quency of the flow at infinity, that is, close to the value
of the frequency selected in the oscillatory case. This
can be seen in figure 10. This indicates that, despite the
non periodicity of the lateral instability, it undergoes a
process of mode selection. Figure 3(b) shows the non pe-
riodic lateral instability for a finger with temporal noise.

V. DISCUSSION

In the laboratory frame of reference, once the ampli-
tude of the instability saturates, the shape remains sta-
tionary. From the tip frame of reference, the instability
propagates far from the tip with a velocity equal to the
average finger velocity U. Therefore, the expected wave-
length of the instability is given by

U u w
s 1 (11)

Voo

Vselected

For fast normal fingers the finger width is close to 1/2
of the channel width, so A &~ 0.5. This means that the
expected wavelength for the lateral instability is close to
twice the cell width, A = 2W. The instability that we
are reporting is a long wavelength instability. This fact
by itself implies the need of long channels. But there
is another element to be considered. From simulations,
we observe that for fingers driven by an oscillatory sig-
nal in the selection zone, with an incident amplitude of
& = 0.09, the distance, d, at which the amplitude satu-
rates is d, &~ 10W. This means that, not only the wave-
length of the instability will be large, but it will take
long for the instability to appear. For example, in an
experiment with a cell 10 cm wide, the distance from
the finger tip in which the lateral instability would be
observable would be of the order of 1 m and the wave-
length of the lateral instability of the order of 20 cm.



This fact becomes worse for the studied case of tempo-
ral noise, since in this case, the amplitude of the inci-
dent signal used was § = 0.05. See figure 3(b). In this
case the distance, d, at which the amplitude saturates
is dy; &~ 20W, which in our previous example of cell di-
mensions, would imply that the distance from the finger
tip in which the lateral instability would be observable
would be of the order of 2 m. This is why this lateral in-
stability has not been observed for most of experimental
situations reported in literature, even when natural noise
is always present on the system. The channels needed to
see selection, are extremely long. The frequency selected
for this long wavelength lateral instability is roughly the
characteristic frequency of the system at infinity, that is,
Vso = ¥#. On the other hand, for oscillatory fingers,
selection is observed for incident frequencies larger than
the characteristic frequency of the finger Vinger = 357
Therefore, in order to experimentally observe selection,

it would be necessary to apply frequencies larger than

Viinger-

On the other hand, the linear regime and the tran-
sition regime of the oscillatory fingers are not as hard
to observe. For instance, for the oscillatory case with
é = 0.09, the distance d, at which the amplitude satu-
rates, in terms of the wavelength for the instability, is of
the order of d, = A for the linear regime and of the order
of d, ~ 2A for the transition zone. This can be seen in
figure 8.

In order to observe the linear regime of the lateral in-
stability, it would be enough to apply an incident fre-
quency close to the frequency characteristic of infinity.
On the other hand, the transition zone should be ob-
served for incident frequencies between the two charac-
teristic frequencies of the system, that is, between v
and Viinger-

VI. CONCLUSIONS

An oscillatory signal overimposed to a constant pres-
sure gradient produces a low amplitude, long wavelength

lateral instability on normal Saffman-Taylor fingers. The
instability undergoes a selection process and reaches a fi-
nal state with a shape of a single finger whose sides have
low amplitude strictly periodic undulations. The selected
frequency corresponds roughly to the characteristic fre-
quency of the system at infinity. This implies that the
selected wavelength of the lateral instability for fast fin-
gers will be close to twice the channel width. Also, the
distance from the tip for the lateral instability to appear
is of several times the expected wavelength. So in or-
der to observe it, very long channels are necessary. For
low frequencies, there is a linear regime in which the re-
sponse frequency is the same as the incident frequency
and a transition zone for which the response frequency is
half of the incident frequency. For these cases, it should
be easier to observe the instability, since the distance
from the tip for the instability to be observable is of the
order of one or twice the expected wavelength. When
temporal noise is added to the system, the same lateral
instability is observed. The distribution of frequencies
has a peak at a frequency close to the frequency selected
in the oscillatory case. We believe that the lateral fluc-
tuations along the finger sides reported on reference [20]
are related to the instability reported on section IV B of
the present paper. This discussion will be the subject of
a future publication.
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