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1 

INTRODUCCIÓN 

La ocurrencia de pat rones espaciales es un fenómeno común a muchos sistemas. Por 

ejemplo, los copos de nieve y las estrellas de mar poseen formas extraordinariamente 

simétricas. Otros sistemas, como los árboles y los corales, tienen una estructura ra

mificada simila r a la de algunos fractales. Aunque los casos que hemos mencionado 

no tienen relación aparente, en todos estos ejemplos la forma de la estructura que 

percibimos está dada por una interfase cuyo crecimiento determina la aparición de un 

patrón. El crecimiento de la interfase es consecuencia de los diversos procesos físicos, 

químicos y biológicos que ocurren en el sistema. Por tanto, el estudio de un patrón 

espacial tiene que ver con el estudio de estos procesos. 

El estudio de la simetría y la periodicidad en la forma de los sistemas constituye una 

rama de la ciencia llamada morfogénuú o formación de patrones. Ésta ha tenido 

un enorme desarrollo desde hace por lo menos tres décadas[2J. Los esfuerzos por 

comprender los principios de estos fenómenos responden a dos propósitos generales: 

científicos y tecnológicos. Por ejemplo, el mismo mecanismo que provoca la formación 

de los copos de nieve es responsable de la formación de nanoestructuras dendríticas 

en aleaciones fundidas que solidifican en presencia de su líquido subenfriado [3j, cuyo 

crecimiento es necesario entender a fin de alcanzar a lgún estándar de calidad específi

co. En ambos casos, el fenómeno ocurre por efecto de una inestabilidad que afecta al 

frente sólido mientras éste crece a expensas del líquido. Esto hace que el crecimiento 

de la interfase sólido-líquido se favorezca en algunas regiones más que en otras dando 

lugar a la formación de dendrit as. 
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En este trabajo estudiaremos un patrón cuyo origen es muy parecido al de los pa

trones que se observan en los copos de nieve. Como en el ejemplo anterior, el patrón 

se forma por efecto de la inestabilidad de una interfase. Esta interfase separa a dos 

flu idos inmiscibles de viscosidades distintas que fluyen en un medio confinado gracias 

a la acción de un gradiente de presión. La inestabilidad ocurre solamente cuando el 

fluido de baja viscosidad desplaza al fluido de alta viscosidad. Esto da lugar a la 

formación de una burbuja del fluido menos viscoso que penetra al fluido más viscoso. 

Las estructuras que se forman se conocen como dedos viscosos. Para una geometría 

part icular, llamada celda de Helc-Shaw rectangular, los dedos viscosos compiten y en 

el caso de que la viscosidad del fluido desplazante sea muy pequeña, la competencia 

termina con la formación de un estado estacionario llamado dedo de Saffman-Taylor. 

La celda de Hele-Shaw rectangular consiste en un par de placas paraJelas rectangu

lares separadas por un espacio muy pequeño. Las placas están cerradas en dos de sus 

extremos opuestos de modo que se crea un canal cuasi-bidimensional. La formación 

de un dedo de Saffman-Taylor en una celda de Hele-Shaw puede observarse al inyectar 

el 8uido menos viscoso por uno de los extremos abiertos para desplazar aJ fluido más 

viscoso con el que previamente se ha llenado la celda. El dedo estacionario Que se for

ma ocupa siempre una fracción superior a la mitad del ancho de la celda. A este tipo 

de dedos estacionarios se les conoce como dedos nonnalu de Saffman-Taylor. Existe 

un segundo tipo de dedos estacionarios. A éstos se les ha llamado dedos an6malO$ y 

se caracterizan por ocupar siempre menos de la mitad del ancho del canal . La forma

ción de este tipo de dedos se consigue al introducir algún t ipo de anisotropía en la 

celda [4, 51. 

Existe una gran variedad de problemas que involucran el flujo de fluidos en sistemas 

dependientes de alguna Crecuencia. En particular, muchos de estos problemas involu

cran dos fluidos y en aJgunos casos un fluido de baja viscosidad desplaza a un fluido 
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de alta viscosidad en un medio confinado. Esto último ocurre en el desplazamiento 

de fluidos viscosos atrapados en medios porosos, en donde se han desarrollado tec

nologías que consisten en la inyección de un fluido poco viscoso con cierta frecuencia 

para desplazar al flu ido más viscoso [61 . Este tipo de procesos tiene aplicaciones po

tenciales en la recuperación secundaria de petróleo. Otro ejemplo lo constituye una 

técnica llamada high frequency jet ventilation utilizada para aliviar las dificultades 

de respiración que experimentan los pacientes del síndrome de deficiencia respirato

ria aguda. Esta enfermedad satura los bronquiolos con un fluido viscoso reduciendo 

significativamente el flujo de oxígeno a las venas. La técnica consiste en bombear aire 

a alta frecuencia (típicamente al ritmo de 10 respiraciones por segundo), con lo que 

se logra 31iviar al paciente en alguna medida. 

Por su relativa simplicidad, el dedo de Saffman-Taylor constituye un arquetipo tanto 

en el área de formación de patrones como en el área de flujo de dos fluidos en un 

medio confinado. Por esta razón , los resultados obtenidos al estudiar este fenómeno 

pueden aplicarse, en principio, a ejemplos tan variados como los mencionados en el 

párrafo anterior. 

La idea consiste entonces en estudiar el comportamiento del dedo de Saffman-Taylor 

en un régimen de flujo periódico. Al respecto, se han realizado estudios experimen

tales para dedos anómalos sujetos a un gradiente de presión oscilatorio [7, 81. En 

t31 caso, se ha reportado que el dedo responde generando una inestabilidad lateral 

que da lugar 31 crecimiento de estructuras secundarias en los lados del dedo. Dichas 

estructuras presentan una longitud de onda característica que está determinada por 

la frecuencia incidente. Sin embargo, esta inestabilidad lateral no ha sido reportada 

para dedos normales de Saffman-Taylor. 

El problema de Saffman-Taylor se describe mediante las ecuaciones clásicas de la 

hidrodinámica y ha sido estudiado ampliamente. Sin embargo, dicho planteamiento 
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macroscópico int roduce limitaciones muy serias en el estudio de la dinámica de for· 

mación del dedo y en especial en el estudio de la respuesta del dedo estacionario a nte 

gradientes de presión dinámicos, debido a [a presencia de una frontera cuya posi· 

ción cambia con e[ tiempo ([a interfase fluido-fluido). De forma alternativa, desde 

hace algunos años se han ut il izado modelos mesoscópicos, también llamados mode-

los de campo (en inglés phase field m odeLs ), Que son consistentes con la formulación 

macroscópica. El uso de tales herramientas es muy conveniente ya que elimina la 

necesidad de rastrear la posición de la interfase. 

Motivados por este hecho, en esta tesis noo centramos en estudiar la respuesta de 

un dedo normal de Saffman· Taylor ante una perturbación periódica en la caída de 

presión utilizando un modelo mesoscópico. Primero, en el capítulo 2 establecemos el 

contexto de la formulación macroscópica escribiendo las ecuaciones y condiciones de 

frontera que definen el problema. A continuación reproducimos el análisis de estabi· 

lidad lineal de estas ecuaciones con el fin de presentar con claridad el origen físico de 

la inestabilidad. En la sección 2.4 presentamos un breve panorama de las dificultades 

que surgen de la formulación macroscópica así como los distintos resultados que han 

sido obtenidos en este marco. La sección 2.5 está destinada a la presentación de los 

modelos mesoscópicos que se han propuesto recientemente y en particular a los resul· 

tados Que se han obtenido para dedos de Saffman·Taylor estacionarios en el régimen 

de 81to contraste viscoso. 

En el capítulo 3 presentamos el modelo de campo Que utilizamos para estudiar la res-

puesta del dedo estacionario ante una perturbación periódica en la caída de presión. 

Dicho modelo consiste en una ecuación de movimiento que reproduce las ecuaciones 

macroscópicas más una condición de frontera Que introduce la dinámica del sistema. 

La derivación de la ecuación de movimiento se presenta en el apéndice A. Con el 

fin de establecer la legitimidad del modelo, presentamos un resumen del desarrollo 

asintótico de la ecuación de movimiento que lleva a la identificación de los paráme--
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tros entre las formulaciones macroscópica y mesoscópica. El desarrollo asintótico se 

presenta con todo detalle en el apéndice B. 

En el capítulo 4, presentamos tos resultados más importantes de este trabajo. Estos 

surgen de la integración numérica del modelo de campo. Nuestros resultados indi

can que el dedo estacionario responde a la perturbación generando una onda que se 

propaga a los lados del dedo. La onda tiene una etapa de crecimiento que termina 

cuando su amplitud se satura y su longitud de onda alcanza un valor constante. Dicha 

amplitud de saturación es pequeña en comparación con el ancho del dedo mientras 

que la longitud de onda es muy grande, del orden del ancho de la celda de Hele-Shaw. 

A continuación, damos paso a la discusión de estos resultados y proponemos un 

mecanismo que explica cómo el dedo estacionario de Saffman-Taylor actúa como un 

amplificador selectivo de frecuencias . Además, discutimos las consideraciones experi

mentales que se deben tener en cuenta para observar la inestabilidad en el laboratorio. 

En el capítulo 5, presentamos resultados secundarios que revelan la dependencia de 

la inestabilidad lateral con la amplitud de la perturbación y la velocidad del dedo 

estacionario. 

Finalmente, en el capítulo 6 exponemos las conclusiones de este t rabajo. 
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2.1. Dedos Viscosos 

El fenómeno de formación de dedos viscosos involucra el estudio del movimiento de la. 

interfase que separa a un par de fluidos ¡nmiscibles de viscosidades distintas que Huyen 

en una celda de Hele-Shaw. Una celda de Hele-Shaw es un aparato cuasi-bidimensional 

formado por un par de placas paralelas rectangulares de dimensiones L x W. Dichas 

placas están separadas por un pequeño espacio de longitud b que es mucho menor a 

las otras dimensiones del sistema (ver figura 2. 1), ¡.c., b« L, W. 

Si la celda de Hele-Shaw se Uena con el fluido de mayor viscosidad (fluido 1) y éste 

es desplazado por el fl uido de menor viscosidad (fluido 2) la interfase fluido-fluido 

se vuelve inestable ante pequeñas perturbaciones. Cuando esto ocurre, los distintos 

modos que componen a la perturbaci6n compiten entre sí, ya que unos crecen más 

rápido que otros. Después de cierto tiempo, el sistema pasa por una etapa en donde 

Figu~a 2.1; Esquema de una celda de Hele-Shaw. La representación de la derecha oorresponde a la 
vista superior de la representación de la izquierda. Las paredes paralela.'! a la direc:ción y cOlUtituyen 
rronteras a través de las cuales no puede haber Hujo y se indican oon líneas más gruesas. En ambas 
representaciones se indica la interrase fluido I-Huido 2 oon una línea recta. 

6 
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Figura 2.2: Etapas de la formación de un dedo viscoso. Tomado de la referencia 19J. 

se observan regiones del fluido 1 que penetran al fl uido 2 y que también compiten 

entre sí. Estas estructuras se conocen como dedos viscosos. La competencia finaliza 

cuando se forma un solo dedo que eventualmente alcanza el estado estacionario y al 

que se le ha llamado dedo de Saffman-Taylor. En esta etapa la velocidad en la punta 

del dedo, U, y el ancno del dedo, >.W, son constantes. >. es la fracción del canal ocu

pada por el dedo. En la figura 2.2 se muestran fotografías de la desestabi lización de 

la interfase, la competencia de dedos y el estado estacionario. 
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Figura 2.3: Perfil local de velocidades en la dirección ~ para un punto cualquiera :t" = Zo. El perfil 
obedece las siguientes condiciones, v% = O si z = O Y z = 10, !!j: = O si z = !. La velocidad promedio 

se obtiene como (v~) = 1 f: v~dz. 
2.2. Ecuaciones de la Formulación Macroscópica 

La idea principal del problema de Saffman-Taylor es estudiar el movimiento de la 

interfase fl uido-fluido en las distintas etapas que hemos mencionado. Desde el punto 

de vista macroscópico, dicha dinámica se puede estudiar por medio de las ecuaciones 

de Navier-Stokes (escritas para la geometría y condiciones de Rujo de la celda) , más 

un par de condiciones de frontera en la interfase ftuido-fiuido. 

Dada la geometría bidimensional de la celda de Hele-Shaw, es frecuente promediar 

las ecuaciones de Navier-Stokes para cada uno de los fluidos en la dirección perpen

dicular al plano de la celda, z. Primero, como la celda descansa en el plano xy y la 

dimensión b es muy pequeña, la velocidad en la dirección z debe ser despreciable. 

De esta suposición se sigue que la presión, p, no es una función de z. Escogemos la 

dirección del flujo como la di rección del eje x. Esto lleva a que la presión dependa 

solamente de x. Si además suponemos que la velocidad es pequeña, podemos des

preciar los términos de segundo orden en la velocidad frente a los térm inos lineales 

en la misma. Finalmente, como la dimensión b es pequeña, podemos despreciar las 

derivadas de la velocidad en la dirección x frente a las derivadas en la dirección z 

[lO] . Esta suposición es razonable ya que en las placas se pide que la velocidad sea 

cero y en el centro del espacio de flujo se pide que ésta sea finita. Esto hace que la 
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variación de la velocidad en z sea mucho mayor que las variaciones de la misma en 

la dirección x. Así, las ecuaciones de Navier-Stokes se reclucen a la siguiente ecuación 

diferencial: 
d 2v" dp 

T1dz2 ==dx' 

donde r¡ es la viscosidad, v" es la velocidad del fluido en la dirección x y p es la presión. 

Im ponemos [as siguientes condiciones de frontera para v,,(z) : 

v,(O) = v,(b) = O y ~v: (b/2) = O. 

Obtenemos el siguiente perfil de Poiseuille, 

v == ~ dp (Z2 _ bZ) 
'" r¡dx 2 2 . 

En la figura 2.3 se muestra una imagen de este perfil. Luego, la velocidad se promedia 

en la dirección z, ie., 

1 { ' b' iJp 
(V,.) == b Jo v", (z)dz = -127] {}z· 

Este resultado debe ser el mismo independientemente de la dirección de flujo. Entonces 

para un flujo de dirección arbitraria en el plano xy obtenemos la siguiente expresión 

para la velocidad promedio l , 

(_) b' (iJp. iJp .) v==-- -'+-J I 12r¡ (}x ay 
o bien, 

(v) = -K'Vp, (2. 1) 

donde K == l~' se conoce como la permeabilidad del sistema. La ecuación (2.1 ) se 

conoce comúnmente como la Ley de Darcy. Ésta nos dice que la velocidad del fluido 

es proporcional a un gradiente de presión. Si además suponemos que los flu idos son 

incompresibles, la ecuación de continuidad es, 

I Este resultado puede obtenerse rácilmente si fijamOll la dirección del flujo arbitrariamente de forma 

que la velocidad tenga componentes en z y y, con lo que lu ecuaciones de Naviet'-Stokes se reducen 

a dos ecuaciones direrenciales independientes, una para v" y otra para v)'. 
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Donde, 

Ahora promediamos esta expresión en la dirección z, 

I r' a (1 r' ) a (1 r' ) b )o V · vdz = fJx b )o v"dz + ay b )o v,dz , 

o bien, en términos de la velocidad promedio, 

! t V . vdz = fJ(v,,) + fJ(vll ) . 

b )0 fJx fJy 

Finalmente, esta expresión se reduce a la siguiente forma, 

I r' b )o V · vdz = V·(v). 

De esta forma, la ecuación de continuidad se puede escribir en términos de la velocidad 

promedio, i.c., 

(2.2) 

En lo sucesivo omitiremos el uso de los paréntesis triangulares y denotaremos a la 

velocidad en el plano XlI simplemente como v. 

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) pueden escribirse como la ecuación de Laplace para la 

presión, i.c., 

(2.3) 

Esta ecuación gobierna la dinámica de bulto de ambos fl uidos. 

Las condiciones en la interfase fluido-fluido se fijan usando un argumento de equilibrio 

termodinámico local y otro de continuidad. A decir, la primera condición de frontera, 

conocida como condiciÓn de Gibbs-Thompson o de Laplace es, 

!:J.p= -"(/t, (2.4) 

donde !:J.p = P2 - PI es la caída de presión en la interfase , "( es la tensión interfacial 

y K. es la curvatura local de la interfase. La segunda condición de frontera establece 
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la impenetrabi lidad de los fluidos y garantiza la continuidad de la velocidad normal 

de la interfase, I.e. , 

donde Vn y Íi. son la velocidad normal de la interfase y el vector unitario normal a 

la interfase respectivamente. Como hemos visto, la formación de dedos estacionarios 

ocurre en el límite de alto contraste de viscosidades, esto es, cuando la viscosidad del 

fluido menos viscoso, '11, es pequena frente a la viscosidad del fluido más viscoso, rn . El 

caso límite es llamado límite de contraste infinito y corresponde a cuando la viscosidad 

del fluido desplazante es despreciable frente a la viscosidad del fluido desplazado. En 

tal caso, la ecuación (2.1) para el fluido 1 se reduce a la forma 

'VPI = 0. 

Lo que quiere decir que la presión es la misma en toda la región ocupada por el 

fluido l . En este límite, las ecuaciones del sistema están dadas por la ecuación (2.3) 

para el fluido 2, la condición de frontera 

(2.5) 

y la ecuación (2.4) con PI = constante. 

2.3. Análisis de Estabilidad Lineal 

La primera etapa de formación de un dedo viscoso es la desestabilización de la inter

fase. Esta desestabilización ocurre debido a una inestabilidad que Mullins y Sekerka [11] 

estudiaron por primera vez en el contexto de la solidificación. La inestabilidad de 

Mullins-Sekerka es fundamental en el estudio de formación de patrones fuera de equi

librio ya que revela el origen flSico del problema. En el caso del problema de Saffman

Taylor, el estudio analítico de la desestabilización de la interfase es posible mediante 

un análisis de estabilidad lineal de las ecuaciones (2.3), (2.4) Y (2.5) cuando se intro

duce una perturbación. 
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Evolución Temporal en un Análisis de Estabilidad Lineal 

El concepto de estabilidad está relacionado con la respuesta de un sistema ante una 

perturbación. Por ejemplo, supongamos que la interfase que separa a los fluidos en 

nuestro problema se encuentra en una posición inicial 

y = Yo, 

y que se introduce una perturbación ¡(x, t) que deforma la interfase, 

y = Yf) + ¡(x, t) . 

En el nuevo estado perturbado, la interfase puede reaccionar de tres formas distintas. 

La primera es que la perturbación decaiga conforme pasa el tiempo y la posición de 

la interfase regrese al estado original, ¡.e., 

lím ¡(x, t) = O. 
Hoo 

En taJ caso se dice que la interfase es estable ante la perturbación ¡(x, t). La segunda 

posibilidad es que la perturbación crezca con el tiempo haciendo que la interfase se 

deforme aún más y que no regrese aJ estado original. En tal caso se dice que la in· 

terfase es inestable ante la perturbación. La tercera posibilidad corresponde al caso 

en donde ¡(x, t) permanece constante, es decir, al caso de estabil idad neutral de la 

interfase. 

La perturbación ¡(x, t) puede ser escrita como el producto de una parte espacial por 

una parte temporal, esto es, 

f (x, t) ~ h(x)ó(t). 

En principio, la dependencia espacial se puede escribir desarrollando la función h(x) 

en una serie de Fourier. Sin embargo, para un análisis de estabilidad linea] , que es 

válido a tiempos cortos, los modos que la componen se desacoplan de forma que es 

posible estudiar solamente la estabilidad de un modo a la vez. Por lo tanto, hacemos 

que la perturbación consista de un solo modo, i. e., 

h(x) ~ ,,,,(kx), 
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Figura 2.4: Diagrama de la evolución temporal de la perturbación en un análisis de estabilidad linea!. 
La línea sólida corresponde al estado inida!. A tiempos cortoIl, la perturbación puede aumentar o 
disminuir ~u amplitud. La ][nea punteada, de meJlOl" amplitud, corresponde a una perturbación que 
no desestabiliza a la interfase. La linea rayada de mayor amplitud, corresponde a una. perturbación 
que desestabiliu a la interfase. Los punl.Oll fijO!! ¡¡ = 110 (círculos negrol!l), permanec:en estátiCO'! 
independientemente de si la amplitud crece o decrece. 

donde k = 21l'"¡A es el modo de la perturbación dada por la longitud de onda A. 

Sustituimos en la ecuación para la posición de la interfase y obtenemos la siguiente 

expresión, 

y ~ Yo + ",,(kx)ó(t), 

Esto quiere decir que la parte temporal de la perturbación es una amplitud. En esta 

ecuación, los puntos y = Y<I son puntos que pennanecen fijos independientemente del 

valor de la amplitud ó(t) (ver figura 2.4). Si derivamos esta ecuación con respecto 

al tiempo obtenemos la siguiente expresión para la velocidad en cada punto de la 

interfase, 

iJ = cos(kx)6. 

Sabemos que la velocidad en el punto fijo es cero, ¡.e., y = O si y = Yo. Desarrollamos 

iJ alrededor de y = Yo, i.e. , 

y(y) ~ ",Yo) + ~~ (Yo)(Y - Yo) + O((y - Yo)'), 

Como hemos visto, el primer término de esta expresión es cero. Además, sabemos que 

Y - Yo = cos(kx)ó. Sustituimos esta expresión y obtenemos 

d ' 
y(y) ~ d: (Yo) ,,,,(kx)ó + O((,,,,(kx)ó)'), 
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donde la velocidad puede expresarse como iJ = cos(kx)J. Como la amplitud de la 

perturbación es pequeña podemos despreciar los términos de segundo orden en la 

misma, i.e., 
. diJ 

cos(kx)8 = -(Yo) cos(kx)8, 
dy 

y llegar a la siguiente ecuación diferencial para la amplitud de la perturbación, 

J = wó, 

donde w = ~(Yo). Integramos esta ecuación en el tiempo con la condición inidal 

8(0) = 150 Y obtenemos la siguiente ecuación, 

En esta ecuación 60 es el valor inicial de la perturbación y w es su factor de cre

cimiento, el cual determina si la amplitud de la perturbación crece o decrece en el 

tiempo. Cuando w es positiva esta amplitud crece, mientras que cuando es negativa 

la amplitud decrece. 

De esta forma hemos llegado a la siguiente expresión para la posición de la interfase 

perturbada, i. c., 

(2.6) 

Al introducir este tipo de perturbación en las ecuaciones de movimiento del sistema, 

se busca obtener una expresión w = w(k) llamada relación de dispersión. La relación 

de dispersión determina los valores de k para los cuales la interfase es estable o ines. 

table, es decir, determina qué valores de k hacen que w sea positiva o negativa. 

Para obtener la relación de dispersión, primero se resuelven las ecuaciones de movimien

to en el caso de la interfase plana. Después se introduce la perturbación y se escriben 

las condiciones de frontera. Al hacer esto se obtiene un sistema de ecuaciones que al 

resolverse da como resultado la relación de dispersión. En cada paso de este procedi

miento se desprecian los términos de orden cuadrático en la amplitud 60. Por tanto, 

cualquier término se desarrolla en potencias de 80 hasta primer orden. 
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,v+-----,,-------------

: 'JI,"'y,,+6cos(hJ~ 

o~---~~~~---~ 
l/I> = y,,(O) + ... 1 JI 

Figura 2.5: Esquema de la posición de la interfase plana, r = xi + 1/0; y de la interfase perturbada, 
r = ri+I/.;. 

Análisis de Estabilidad para el problema de Saffman-Taylor en una 

celda de Hele-Sbaw rectangular 

En esta sección reproducimos el análisis de estabilidad lineal del problema de Saffman

TayJor para un par de Buidos en una celda de Hele-Shaw rectangular. Primero resol

veremos la ecuación (2.3) para una interfase plana, y = Yo. La solución será el perfil 

de presión del Buido 2, Jlo(y). Después introduciremos la perturbación (2.6) en la 

interfase y UDa perturbación consistente con (2.3) para el perfil de presión Po. Usare

mos las expresiones resultantes para evaluar las condiciones de frontera (2.4) y (2.5). 

Finalmente reduciremos estas expresiones a la relación de dispersión despreciando 

términos de segundo orden en la amplitud Jo . 

Ecuaciones para la Interfase Plana 

Consideremos un sistema como el de la figura 2.5 donde el Buido 1 desplaza al fluido 2 

en una celda de Hele-Shaw. La interfase que separa a ambos fluidos es plana, esto 

es, y = Yo. La cantidad constante de masa que se inyecta en la celda por unidad 

de t iempo es rilo. Por tanto, la velocidad de la interfase plana, Vo, está dada por la 

siguiente expresión, 
m,. 

Vo = P1bW ' 

de forma que la posición de la interfase plana es, 

yo(t) = Yo(O) + vot, 
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donde Yo(O) es la posición de la interfase plana al tiempo t = O. 

Como la presión del fluido l es constante, es conveniente redefinir la presión en el 

fluido 2 como p = P2 - PI. Denotaremos la presión del fluido 2 para la interfase plana 

como Po. Para obtener la presión Po debemos resolver la ecuación (2.3) en el bulto 

del fluido 2. Como la interfase es plana, no hay flujo en la dirección x y la presión 

debe ser constante en esa dirección. Entonces la ecuación de movimiento se reduce a 

la siguiente forma, 

Integramos una vez y tenemos que 

d'", 
dy2 = o. 

dPo = A 
dy . 

Esta ecuación se puede integrar de forma definida desde la interfase hasta el bulto 

del lluido 2. Para ello utilizamos la condición de frontera (2.4), esto es, Po = -')''''G si 

y = !lo, 

A J.' dy = [ d"" 
1'0 -1"1<0 

donde "'G = O porque la interfase es plana. El perfil de presión es entonces, 

Para evaJuar la constante de integración, utilizamos la Ley de Darcy, Va = -I~ ~, 

de donde, 
12", 

A = ----¿;2vo. 

Por tanto, el perfil de presión del fluido 2 para una interfase plana es, 

12", 
",(y) ~ - ""7(y - Yo). (2.7) 

Ecu8.Ciones para la Interfase Perturbada 

La posición de la interfase perturbada se puede escribir de forma vectorial como 

r = xi + yp(x)j, 
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donde y,,(x) está dada por la ecuación (2.6), esto es, 

y" = Yo + Jo cos(kx )e"'f. (2.8) 

Como la interfase ha sido perturbada, el campo p debe sufrir también una per

turbación en la vecindad de la interfase. Pedimos que la perturbación satisfaga la 

ecuación (2.3) y que decaiga lejos de la interfase a fin de conservar el efecto local de 

la perturbación. Una función que cumple con estas condiciones es 

p = Po + al< cos(kx )ewt~q, (2.9) 

donde la amplitud al< es proporcional a Jo. Ahora podemos evaluar las condiciones de 

frontera (2.4) y (2.5) utilizando las cantidades perturbadas y" y p. 

La condición de frontera (2.4) es 

si Y=Y,,· (2.10) 

La curvatura de la interfase perturbada, "(y,,), se ca.lcula a partir del la posición r y 

tiene la forma2, 

Sustituimos esta expresión en la ecuación (2.10) junto con la expresión para la presión 

p(y) dada por (2.9) en donde Po(Yp) está dada por (2.7), 

tJo 1~1h (Yo _ y,,) + al< cOS(kX)e"'f- /;lIp = -1'(k 2Óo c08(kx)ewf) (1 + k2~ sin2(kx)e2wt ) - ¡ . 

Despreciando términos en óE, a~ y Óoa/;, esta expresión se reduce a 

~ 121h l< 2 
-vol/o y + a.te~ Jo = -óo'Yk . 

' ;Lo:-:-,"~",,--::-"-,~.~d~.-""-.-,-"-~---:.~(.~)~_-zi~+:-"IIpj se puede calcular como 

Ii" x f"l 
" =~' 

donde \a.<¡ primas indican derivadas con respecto a:r. 

(2. 11 ) 
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La condición de frontera (2.5) es, 

b' 
Un = -

12
172 (V'p . íl) ,¡ y = YP' (2.12) 

donde el vector normal a la interfase, a primer orden en 150 , está dado porl, 

íl = kóo sin(kx)e'""i + j. 

Primero evaluamos el lado derecho de la ecuación (2.12). El gradiente de presión es, 

donde 

y 

:= = - kalt sin(kx)e'""e-ky 

&p 121/'2 k (k ) "" - ky 8y=---¡¡-vo- akCOS xe e . 

Entonces, el lado derecho de la ecuación (2.12) es 

(2.13) 

-~(V'p. ñ) = -~ (-k2óoaltSin2 (kx)e2wle- kWp _ 1211'2vo - kalt COS(kx)Cr.,,) 
12'12 12172 f.jl , 

3El vector ñ es el ve<:wr norma! ertemo, esto es, el que apunta en dirección a! Huido 2. Para obtener 

este vector, primero escribimoe el diferencial del vector posición, esto es, 

di'"", dri + ~:dZj. 

El vectol" normal unitario debe cumplir con dos condiciones, la primera, que su producto punto con 

el vector di'" sea cero, esto es, 

de donde 

í\ . di'" '" n~dz + n. ~~dz ::: 0, 

n~ ::: -n, dyp. 
dx 

La. segunda condición es que el vectof debe ser unitario, por tanto, 

Al resolver est1lll d06 ec::uaciones para n~ y n, tenem06 que 

ñ = -"J: i+j 

/ 1+('1:)' 
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que a orden lineal es, 

b' • b' ( 12", ( ) . • "') --12-",-( '\7P' n) = - 12'12 ---¡;:¡-uo - kakCO$ kx e . 

Este resultado indica que a orden linea l en bo yak , la componente normal del gradiente 

de presión se puede aproximar como la componente en y dada por la ecuación (2. 13), 

esto es, 'í1P·Í1. ::::~ . 

El lado izquierdo de la ecuación (2.12) se calcula a partir de la velocidad de la interfase, 

esto es, 

o bien, 
dy, 

Un = Tt . 

Aquí es importante recordar que la interfase es una sinusoidal que varía solamente 

en su amplitud, por lo que su velocidad en :t es cero. Por tanto, la ecuación (2.12) se 

reduce a 

~; = Vo + WÓoc08(k:t)ewc . 

Sustituimos ambos lados de la ecuación (2.12) y llegamos a la siguiente expresión, 

Relaci6n de Dispersión 

wÓQ = ~kake-kl/O. 
12", 

(2.14) 

Las ecuaciones (2.11) y (2.14) son un sistema lineal de ecuaciones con dos incógnitas, 

ak Y w. Al resolver este sistema obtenemos la relación de d ispersión, 

(2.15) 

Como hemos mencionado antes, si w es positiva la interfase es inestable ante la per

turbación, mientras que si w es negativa la interrase es estable. El término lineal en 

k de la ecuación (2.15), que es proporcional a la velocidad de la interrase plana, tiene 

un efecto desestabilizador en la interrase. Por otro lado, el término cúbico en k, que 
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Figura 2.6: Relación de dispenión para el probleIIl3 de Saffma.n-Taylor en coordenadas recta.ngul3res. 

es proporcional a la tensión superficial tiene un efecto estabilizador. En la figura 2.6 

se muestra una gráfica de la relación de dispersión en donde ambos efectos entran en 

juego. El modo más inestable, km"", corresponde a! factor de crecimiento más grande, 

esto es, el máximo de la función w(k). km"" está dado por 

En la misma figura se muestra el modo de estabilidad neutra!, kn, que corresponde 

al valor de cero del factor de crecimiento de la perturbación, esto ~, el modo para el 

cual w = 0, 

k - J 12ThVO 
n- b'l'Y. 

En estas expresiones, un aumento en la velocidad de la interfase plana hace que los 

dos modos, km"" Y ku se hagan más grandes. Esto, por un lado, hace que el modo 

más inestablen corresponda a una longitud de onda más pequeña. Por otra parte, el 

aumento en el modo de estabilidad neutral hace que el rango de modos inestables se 

amplíe. El efecto contrario puede observarse al aumentar la tensión superficial. En 

tal caso, ambos modos decrecen haciendo que el modo más inestable corresponda a 

una longitud de onda más grande y que el rango de modos inestables se haga más 

pequeño. En general, la interfase es estable ante perturbaciones de modo grande e 

inestable ante perturbaciones de modo pequeño. 
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Figura 2.7: Esquema de la compresión de las líneas de presión constante (líneas puntead&!!) ante 
una perturbación en la interfase liuido-f1uido. La figura mUl:!!:lt ra cómo para la región perturbada el 
gradiente de presión local es máximo. 

La inestabilidad de Mullins--Sekerka ocurre de la siguiente manera. Al introducir la 

perturbación en la interfase, las líneas de presión constante en el bulto del fluido 2 

se deforman. Como la viscosidad en esta fase es finita, estas líneas no se relajan 

instantáneamente. Por lo tanto, el gradiente de presión se hace más grande en las 

regiones perturbadas. Como resultado, la velocidad en esas regiones aumenta y el 

crecimiento del frente es favorecido dando lug8.r a la desestabilización de la inter

fase (ver figura 2.7). 

2.4. Problema de Fronteras Libres 

La formulación macroscópica del problema de Saffman· Taylor contempla una interfase 

bien definida de ancho infinitamente pequeño. Como consecuencia, los campos, o sus 

derivadas, son discontinuos en la interfase dando lugar a la necesidad de condiciones 

de frontera explícitas p8.ra los mismos. En particular, para el caso de alto contraste 

viscoso, nos interesa obtener la dinámica de la interfase utilizando la ecuación de 

bulto del fluido viscoso (2.3) sujeta a las condiciones de frontera (2.4) y (2.5). Sin 

embargo, la condición de frontera (2.4) está escrita en términos de la curvatura de la 

interfase. Esto quiere decir que la forma de la interfase es necesaria para poder evaluar 

la condición de frontera que a su vez es necesaria para determin8.r la posición de la 

interfase que es la solución del problema. Por esta razón, las ecuaciones no pueden 
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Figura 2.8: Forma paramétrica de un dedo visooso estacionario según (a) Saffmao y Taylor, y (b) 
Pitts. 

resolverse analíticamente para cualquier tiempo. A este tipo de problema se le conoce 

comúnmente como problema de fronteros libres. 

Para resolver el problema de fron teras libres, se han llevado a cabo distintas aproxima

ciones para las etapas que llevan a la formación del dedo estacionario. Los resultados 

pueden separarse en aquellos que tienen que ver con las etapas tempranas de deses

tabilización, el estado estacionario y la etapa intermedia de competencia. 

La dinámica a tiempos cortos puede ser estudiada de forma analítica por medio del 

anáJisis de estabilidad lineal que hemos reproducido en la sección 2.3 y que fue repor

tado por Saffman y Taylor [12}. En este caso, la curvatura de la interfase se conoce 

en todo momento porque la posición de la interfase está determinada por una curva 

sinusoidal conocida. 

Con respecto al estado estacionario, Saffman y Taylor obtuvieron una solución analítica 

de la forma de la interfase en el límite de tensión superficial nula. En tal límite no es 

necesario conocer la forma de la interfase para evaJuar la condición termodinámica 

de frontera. La forma de la interfase estacionaria queda dada por la curva 

x(y) = 1 ~ A In e +C~(7fY/A)), (2.16) 



2 ANTECEDENTES 23 

x ) x 

y y 

la) lb) 

Figura 2.9: Soluciones IlUmérkilll del modelo meso6CÓpioo de la referencia[l[ (lineas sólidas) y formilll 
paramétricas de (a)Saffinan y Taylor, y (b) PitIoS. El ancho del dedo es cercano a la mitad del ancho 
del canal. 

que está parametrizada por el ancho del dedo )" y cuya imagen se presenta en la 

figura 2.8(a). Este resultado está. solamente en acuerdo con las observaciones expe

rimentales para dedos cuyo ancho se aproxima a la mitad del ancho de la celda de 

Hele-Shaw, i.e., ..\W -+ !W. Para dedos más anchos Pitts [13) propuso una relación 

modificada empirícamente dada por 

z(y) = ~ In (1 + C~(1I"Y/ ..\») . (2.17) 

La forma del dedo según la relación de Pitts se muestra en la figura 2.8(b). 

El efecto de tensión superficial constante fue incluido más tarde por McLean y 

Saffman [14J. EIl06obtuvieron la forma de la interfase del estado estacionario valiéndose 

de un mapeo conforme con el que lograron reducir las ecuaciones macroscópicas a un 

par de ecuaciones integrodiferenciales acopladas con cond iciones de frontera fijas. La 

resolución de dicho sistema de ecuaciones se puede hacer solamente de forma numéri

ca. Como resuJtado se ohtienen las coordenadas de la interfase estacionaria. Estoo 

resultados concuerdan con las observaciones experimentales para dedos cuyo ancho 

está. en el rango)" = [0.5, 0.88J. 
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La etapa intermedia de competencia, usando las ecuaciones de la formulación ma

croscópica, ha sido estudiada mediante simulaciones numéricas muy sofi sticadas. En 

particu lar, un método llamado boundary integral [15] ha sido utilizado con éxito. La 

idea del método es encontrar una ecuación para la velocidad normal de la interfase , Vn , 

en términos de la forma de la interfase. Esto se logra al escribir la ecuación de bulto 

junto con las condiciones de frontera en la interfase usando una función de Creen. Esta 

expresión para la velocidad normal hace posible rastrear la posición de la interfase en 

el tiempo. Esto se hace partiendo de una interfase casi plana que determina la veloci

dad normal en cada punto. Luego, el conjunto de velocidades se usa para avanzar la 

posición de la interfase en un pequeño intervalo. Finalmente la velocidad se vuelve a 

calcular y el proceso se repite una y otra vez hasta alcanzar el estado estacionario [16]. 

Las limitaciones impuestas por el problema de fronteras libres para regímenes de flujo 

sofisticados resultan todavía más grandes. En particular, el estudio de un gradiente 

de presión dependiente del tiempo o de sistemas con desorden espacial implica que los 

métodos numéricos necesarios para integrar las ecuaciones macroscópicas se vuelvan 

aún más complicados, y requieran de herramientas de cómputo muy poderosas. Esto 

da lugar a la entrada de modelos más simples en los que tales condiciones de flujo 

resulten fácilmente implementables y los métodos de simulación numérica sean mucho 

más sencillos y directos. 

2.5. Modelos Mesoscópicos. Una Alternativa al Problema 

de Fronteras Libres 

Como una alternativa a las ecuaciones clásicas, desde hace algunos años se han usado 

modelos en los que la interfase constituye una región difusa cuya anchura es pro

porcional a un parámetro l. En dichos modelos no existe el problema de rastrear la 

posición de la interfase. La idea es que en una región interfacial difusa no existen dis-
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continuidades y por lo tanto en la formulac ión mesoscópica no existe una condición 

de frontera que dependa de la posición de la interfase. Dicha continuidad se consigue 

mediante una ecuación de movimiento escrita para una cantidad llamada parámetro 

de orden, ¡p. Este parámetro determina la ubicación de las fases que componen al sis

tema y varía de forma suave en el espacio entre dos valores de bulto bien definidos. En 

general, esta ecuación de movimiento se conoce como ecuación de Ginzburg-Landau 

dependiente del tiempo. 

En general, la ecuación de Ginzburg-Landau se escribe a partir de una configuración 

de energía libre escrita a través de un funcional. Dicha configuración define los valo

res de equilibrio del parámetro de orden. Ésta se acopla a algún campo de potencial 

dinámico propio del sistema (temperatura, concentración, presión). Como resulta

do, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales parciales que se puede integrar 

numéricamente sin que la ubicación explícita de la interfase sea necesaria para realizar 

el siguiente paso en la integración. De hecho, la interfase se ubica de forma comple

tamente arbitraria a partir de la solución ¡P(x, y, t). Para hacer esto, se escoge alguna 

curva de nivel tP(x, y, t) = t/Jifll. Los modelos que se construyen a partir de este tipo de 

argumentos se conocen comúnmente como modelos de campo (del inglés ph4$c ficld 

modelJ). 

Usualmente, para que el modelo de campo pueda usarse para estudiar un fenómeno, se 

debe probar que éste es consistente con las ecuaciones macroscópicas del sistema. Para 

lograr esto, se estudia el comportamiento del modelo en el límite donde el parámetro 

t: es muy pequeño, lo que equivale a un régimen de interfase bien definida. En es

tas condiciones, si las ecuaciones del modelo mesoscópico se reducen a las ecuaciones 

del modelo macroscópico, se dice que el modelo es consistente con el tratamiento 

macroscópico y su uso para estudiar el fenómeno es legítimo. 

Los primeros modelos de campo se hicieron para describir sistemas de solidificación. 
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En este marco, existen modelos para una sustancia pura y modelos para sustancias bi~ 

narias que solidifican en una o dos fases. Para estos casos, la ecuación de movimiento se 

puede obtener minimizando un funcional de energía libre. Otros estudios se han hecho 

usando modelos que se construyen explícitamente para recuperar el comportamiento 

macroscópico sin que la definición estricta del funcional de energía libre sea necesaria. 

El primer modelo de campo para el problema de Saffman-Taylor fue propuesto por 

Folch, Casademunt y Hernández-Machado[17, 18] . Éste fue escrito para el caso de vis

cosidades arbitrarias. El modelo utiliza una ecuación de movimiento para el parámetro 

de orden acoplada a una segunda ecuación para la función corriente del sistema. La 

ecuación para la función corriente introduce la dinámica del problema. El modelo 

ha sido utilizado para obtener la relación de dispersión del sistema, tanto analítica

mente como numéricamente. Además, la simulación de la competencia de dedos ha 

sido llevada a cabo exitos&mente. Sin embargo, el modelo no describe adecuadamente 

el límite de contraste infinito de viscosidades, que es justamente el límite del dedo de 

Saffman-Taylor. 

Recientemente Hemández..Macbado, Lacasta, Mayoral y Corvera Poiré (1] propusieron 

un modelo para el límite de contraste infinito de viscosidades. El modelo consiste en 

una ecuaciÓn de movimiento para el parámetro de orden más una condición de fron

tera que mantiene al sistema fuera de equilibrio. El uso de este modelo resulta muy 

conveniente ya que reduce el problema numérico a la integración de una sola ecuación 

diferencial parcial. Al utilizar este modelo, se puede simular la desestabilización de la 

interfase, la competencia de modos y de dedos y la formación del estado estacionario. 

A fin de corroborar el correcto funcionamiento del código que utilizaremos más ade

lante, hemos reproducido los principales resultados de la referencia (lJ . La competen

cia de dedos se muestra en la figura 2.10. La forma paramétrica de la punta del dedo 

según las ecuaciones (2.16) y (2.17) se muestra en la figura 2.9 superpuesta a la punta 
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Figura 2.10: Secuencia temporal de la competencia de dedos. El efecto se consigue partiendo de una 
configuración inicial de dos dedos idénticos más un pequeñísimo ruido en el campo del parámetro 
de orden. 

< ~ I CCCCCCCCC(((((CCCC(((ccccc((((((([(((((((úl l 
O L 

Y 

Figura 2. 11: Etapas de formación de un dedo viscoso eatacionario obtenidas mediante la integración 
numérica del modelo meeoscópico. Cada in~ Cl)rJ"'e$ponde a un tiempo de simulación. 

correspondiente a un dedo estacionario cuyo ancho es cercano a la mitad del ancho 

del canal. La formación de un dedo estacionario se puede observar en la figura 2.11. 

En esta figura se muestra la interfase a distintos tiempos y se observa que el ancho 

del dedo, A, permanece constante. La punta del dedo aparece distorsionada debido a 

la escala utilizada para hacer la gráfica. Finalmente, en la figura 2.12 se muestra una 

gráfica del ancho del dedo estacionario contra la velocidad en la punta del dedo. En 

esta gráfica se observa que a velocidades altas el ancho del dedo tiende a una valor 

límite igual a la mitad del ancho del canal. 

En el capítulo siguiente presentaremos el modelo de campo que utilizaremos en este 

trabajo. Al igual Que en la referencia 11J, éste consiste en una ecuación de movimiento 

para el parámetro de orden más una condición de frontera. En nuestro caso, la condi

ción de frontera introduce la dinámica del sistema, eliminando la necesidad de una 

segunda ecuación d iferencial. 
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F'i«ura 2.12: Ancho del dedo flI!tacionario, J., contra la vdocidad en la punta del dedo, U. 
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MODELO MESOSCÓPICO 

El modelo de campo Que utilizaremos en este trabajo se compone de una ecuación de 

movimiento para un parámetro de orden, ,p, más una condición de frontera dinámica 

que mantiene al sistema, no solo fuera de equilibrio, sino en un estado no estacionario. 

La ecuación de movimiento para el parámetro ¡P se conoce como ecuación del Mode

lo B, según la clasificación de modelos de dinámica de fenómenos críticos hecha por 

Halperin y Hohenberg (191. La ecuación de movimiento en cuestión es, 

(3.1) 

donde M es un parámetro relacionado con la permeabilidad del sistema, /J(,p) es el 

potencial Químico del sistema que tiene la forma, 

(3.2) 

y .' q~-~-. ~~ 

'" En la ecuación (3.2), f es un parámetro proporcional al ancho de la interfase y PB(f/!} es 

el potencial químico en el bulto de las fases. ,pe<¡ es el valor de equilibrio del parámetro 

de orden. 

La condición de frontera introduce la dinámica del sistema al fijar el valor del parámetro 

de orden en el bulto del fluido 2, esto es, 

(x,y) E B, (3.4) 

29 
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f1uido 1 

o 

f1uido 2 

-'~''====:::::'_----, 
Figura 3.1: Perfil de equilibrio del parámetro de orden en la ec.:uaci6n de movimiento (3. 1). 

donde la región B corresponde al bulto del fluido 2 lejos de la interfase. Más adelante 

definiremos con precisión la ubicación de esta región. 

En equilibrio, una solución de la ecuación (3.1) es el siguiente perfil para el parámetro 

de orden, 

(3.5) 

En esta ecuación, los límites y --t ±oo corresponden a los valores constantes ifJ = ±,peq. 

El parámetro de orden varía de forma suave y continua entre dos valores de bulto 

constantes. Dichos valores satisfacen la condición de equilibrio del potencial qufmico, 

i.c., 

Además, en la ecuación (3.5) es claro cómo el parámetro t da una medida del ancho 

de la interfase. En dos dimensiones, el perfil de equilibrio corresponde a una interfase 

plana. 

Fijamos todo ~ > O como el fluido 1 y todo ~ < O como el fluido 2. Además, desig. 

namos la posición de la interfase con la curva de nivel arbitraria IPlnt(x, y) = O. En 

la figura 3.1 se muestra el perfil de equilibrio del parámetro de orden. En la misma 

gráfica, se indican las regiones que corresponden a cada fluido: el fluido 1 ocupa la 

región derecha de la celda de Hele-Shaw mientras que el fluido 2 ocupa la región 
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izquierda de la celda. 

La legitimidad del modelo se establece al reducir la ecuación (3.1) a las ecuaciones (2.3), 

(2.4), Y (2.5). Este resultado se consigue mediante un desarrollo asintótico de la 

ecuación (3.1) en el límite l -t O que fue reportado en la referencia [IJ. La idea de este 

procedimiento es que en dicho límite, el perfil del parámetro de orden se hace discon

tinuo. En tal caso, la región de transición corresponde a una interfase bien definida 

y por lo tanto la ecuación de movimiento en dicha región se reduce a las condiciones 

de frontera (2.4) y (2.5). Por otro lado, en este límite la ecuación de movimiento en 

las regiones de bulto (donde q, -t ±q,«¡) se reduce a la ecuación (2.3). Como resul

tado, se obtienen las siguientes identificaciones entre los parámetros macroscópicos y 

mesoscópicos, i.e., 

y 

p = q,eq/Jl> 

K=- M2 

2<Po, 

i 
'Y = 2q,eq' 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

en donde /Jt es el potencial químico a primer orden en l, M2 es el parámetro propor

cional a la permeabilidad del fluido 2 y i es un parámetro relacionado con el ancho 

de la interfase. Es importante señalar que para obtener estos resultados, es necesario 

imponer el régimen de alto contraste viscoso, i.e., 

M=O si ~>O 

M=M2 si t/J<O. 
(3.9) 

En el apéndice. B se reproduce el desarrollo asintótico completo para referencia del 

lector. 

La ecuación (3.6) indica que el potencial químico a primer orden en l, /J I (~), es 

proporcional a la presión. De este resultado se puede concluir que al imponer una 

condición de frontera en el parámetro de orden, se fija un cierto gradiente en el ~ 

tencial químico, /J(q,), que en el límite l -t O equivale a imponer un gradiente en la 
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presión. De este modo se introduce la dinámica del modelo. 

Lo que sigue es integrar numéricamente la ecuación (3. 1) sujeta a la condición de 

frontera (3.4). Las simulaciones se llevan a cabo partiendo de configuraciones del 

parámetro de orden con una interfase perturbada, yp(x), en un sistema de dimensiones 

nx x ny donde nx = W, es el ancho de la celda y ny es el largo del canal. Además, 

se impone la condición de frontera mediante las siguientes ecuaciones, 

{ 
l :5.x:5.nx 

~ = ~" ,; y 

YP :5. y :5. ny 

{ 
l $x:5.n,x 

f = ",+"" (y-y + 1)-f , ; (3.10) 
V;h6W P e41 Y 

y; - Óy- l :5. Y:5. Yp-l 

{ 
l:5. x$nx 

~= ~8 , ; y 

1 :5 y < y; - ay - 1, 

donde y; es la posición más a~zada de la interfase perturbada, fa es el valor de 

bulto del parámetro de orden en el Buido 2, y ay es una distancia arbitraria a partir 

de la posición y; que fija la frontera en donde se impone el valor tIJa. De esta forma, 

la región B queda definida por el rectángulo, 1 ::; x:5. W, y 1 :5. Y:5. y; - ay. Esta 

configuración inicial llena el espacio con dos fases , una positiva que corresponde al 

Buido 1 y otra negativa que corresponde al fluido 2. La condición de frontera establece 

un perfil lineal en tIJ de pendiente m = - 1'+2,:" enfrente del fluido L Dicho perfi l 
'. 11. l' 

mantiene al sistema fuera de equilibrio y provoca el desplazamiento de la interfase de 

derecha a izquierda en la celda de Hele-Shaw. En las figuras 3.2(a) y 3.2(b) se muestra 

un diagrama de la configuración inicial. 
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Figura 3.2: (a) Configuración inicial del parámetro de orden, 4>(z,1I). La sinusoidal representa la 
interfase perturbada, V,(:r). La región grb corresponde a la región del Buido 2 donde el parámetro de 
IVden toma el valor ~ = ~B. (b) Perfil inicial del parámetro de orden, ~(1I) , pata un vaJor eualquiera 
de z . La región derecha, donde ~ = ~." COCl'eSpoode al fluido l . En la posición 11 "" 11,,(%) se halla la 
interfase f1uido-Huido. Luego, se impone un valor ~ = ?s pal'a todo el bulto del Huido 2 que fija el 
perliIlineal de pendiente m. 

Durante las simulaciones, determinamos la posición de la interfase y encontramos el 

punto y;. Luego, redefinimos la región B usando esta posición, para la cual fijamos 

., como el valor de bulto del parámetro de orden. Después, avanzamos un paso de 

tiempo en la. integración, volvemos a calcular la posición y; y así sucesivamente. Esto 

quiere decir que conforme la interfase avanza, la región B se desplaza junto con ella 

mantiendo al sistema fuera de equilibrio en todo momento. 

Como veremos en el capítulo siguiente, para introducir el efecto de un gradiente 

dinámico en el modelo, basta con proponer una forma explícita en el tiempo para el 

valor "B(t) en la ecuación (3.4) . 



4 

INESTABILIDAD LATERAL EN EL DEDO DE SAFFMAN-TAYLOR 

En este capítulo presentamos los principales resultados de este trabajo. Estos resulta-. 

dos consisten en el hallazgo de una inestabilidad lateral en el dedo de Saffman-Taylor 

que ocurre al imponer una perturbación periódica en la caída de presión. Como hemos 

propuesto en el capítulo 3, dicha perturbación se introduce en la condición de fron

tera (3.4) cuya dependencia en el tiempo explicaremos más adelante. En particular, 

en este capítulo estudiamos el comportamiento de la inestabilidad lateral en función 

de la frecuencia de la señal incidente y discutimos cómo el dedo de Saffman-TayJor 

actúa como un amplificador selectivo de frecuencias. 

Es conveniente hacer notar, que para el dedo del estado estacionario existen dos 

frecuencias características. Éstas son, la frecuencia dada por la velocidad del dedo, 

U, entre su ancho, A, 

(4.1) 

y la frecuencia dada por la velocidad muy lejos del dedo, Veo, entre el ancho de la 

celda, W, 

(4.2) 

donde las velocidades de la punta del dedo, U, y del fluido 2 lejos de la interfase, V""' 

están relacionadas por conservación de la materia, i.e., 

AU =: Veo' 

34 
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Figura 4.1: Dependencia temporal del valor de bulto del parámetro de oroen 4>s (t ). A tiempos 
cortos (t :5 tO) el valor se mantiene constante e igual a 4>80 favoreciendo la formación de un dedo 
estacionacio. A t > tO se superpone la señal sinusoidal de forma que ahora 4>s(t ) oscila entre las 
cotas 4>so ± 6. 

4.1. Condición Dinámica de Frontera 

Para introducir el régimen periódico de flujo, el gradiente de presión debe contener un 

término constante que mantenga la inestabilidad de la interfase y que por tanto logre 

la formación de un dedo estacionario. A este término se superpone la perturbación 

oscilatoria. Para asegurar que la solución de un solo dedo exista, la amplitud de 

la perturbación debe ser pequeña comparada con el término constante. Hacemos la 

simulación de modo de formar inicialmente un dedo en estado estacionano. Después 

superponemos el término oscilatorio. En nuestro modelo, esto se logra imponiendo el 

valor de bulto del parámetro de orden como sigue: 

,ps =,poo si t ~ tO 

,ps = ,pBfJ + 5 COS(Wot) si t > t". 
(4.3) 

En donde 5 es la amplitud de la perturbación, Wo es la frecuencia angular incidente y 

el tiempo tO debe ser suficientemente grande para alcanzar la formación de un dedo 

estacionario cuyo ancho, Á, y velocidad, U, sean constantes. En la figura 4.1 se mues

tra una gráfica del valor de bulto del parámetro de orden, ,ps(t). 

4.2. Dedos Oscilatorios de Saffman Taylor 

Resolvemos la ecuación (3.1) sujeta a la condición de frontera (4.3) para un sistema 

de nx = 32, ny = 3200, ,p8Q = -0.60 Y {¡ =0.09, para distintos valores de frecuencia 

incidente Wo. 
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Figura 4.2: Perfil de un dedo sometido a la coodición dinámica de frontera (4.3). Se observa que en 
la punta se genera una onda que se propaga hacia los lados del dedo adquiriendo una amplitud, A, 
y longitud de onda, ti , constantes. 

Figura 4.3: RegiClna del dedo oscilatorio donde se lijan las distancias de medición LI y L,. LI se 
fija dentro de la región donde la amplitud DO ha alcam.ado su valor de sa.tmaci6n, mientras que la 
distancia Ir, se fija en la región donde la amplitud :te ha satmado. 

Conforme el valor de bulto fs oscila, en la punta del dedo se genera una onda que 

viaja lejos de la punta hacia los lados del dedo y aparece una inestabilidad lateral en 

la interfase cuya amplitud, A, crece hasta saturarse. En la figura 4.2 se muestra UD 

dedo en donde la inestabilidad lateral se ha desarrollado. Es importante mencionar 

que la amplitud de saturaci6n es pequeña comparada con el ancho del dedo, de forma 

que el efecto visual no es dramático. En la figura 4.2, x y y están en escalas distintas 

con el fin de que se aprecie claramente la inestabilidad. 

Para cuantificar el proceso de crecimiento de la perturbación, escogemos dos puntos 

a distancias L¡ y ~ de la punta del dedo para medir el ancho, Á(t) , del mismo. La 

distancia L¡ se fija dentro de la región donde la amplitud no ha alcanzado su valor de 

saturación , mientras que la distancia ~ se fija en la región donde la amplitud se ha 

saturado. En este sentido, la distancia L¡ es cercana a la punta y la distancia L'l es 

lejana a la punta. En la figura 4.3 se muestra una ampliación de la punta de un dedo 
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, 
Figura 4.4: Señal incidente 4JB(t) y señales de respuesta A1.,(t) y AL,(t) para Wo = 0.007. Se puede 
ver que la señal A1.,(t) tiene la misma frecuencia que 4JB(t ), mientras que la señal AL.(t) tiene una 
frecuencia distinta. 

oscilatorio en donde se distinguen claramente las regiones en donde se fijan LI y ~. 

Debido al crecimiento de la perturbación, la amplitud de la onda medida a la distancia 

LIo es menor que cuando es medida a la distancia ~. Una vez que hemos obtenido 

estas señales, que llamaremos Al., (t) Y AL,(t), medimos su fre<:uencia angular. Para 

hacer esto, medimos el periodo correspondiente TL¡ Y usamos la siguiente relación, 

i = 1,2. 

4.2.1. Selección de Modos en la Onda Lateral 

En la figura 4.4 se muestra una gráfica del ancho del dedo, A(t), medido a las distan

cias LI y L2 de la punta. Además, se muestra una gráfica de la señal ,pB(t). Como 

puede observarse al comparar las gráficas para ,pB(t) y AL,(t) , cerca de la punta la 

inestabilidad responde linealmente a la frecuencia incidente, esto es, 

W L, = Wo· 

Esto quiere decir que en esta zona la longitud de onda de la perturbación está estricta

mente regulada por la frecuencia incidente. No ocurre lo mismo en la zona lejana a la 
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Figura 4.5: (a) Frecuencia del ancho del dedo en la wna cercana a la punta del dedo, wL" VII la 
frecuencia incidente, W(¡. Se observa que para todo el rango de frecuencias estudiado estas cantidades 
son iguales. (b) Frecuencia del ancho del dedo en la zona lejana a la punta del dedo, WL .. va la 
frecuencia incidente, W(J. Se observa una zona de transición donde la respuesta es ditinta a aquella de 
la seña.! incidente y una zona de selección en donde se amplifica una lIOIa frecuencia. La frecuencia 
de selección, w' , se indica sobre el eje de 1M ordenadM por un circulo. I.a.s frecuencias caracterÍllticas 
w"" y w_ se indican sobre el eje de 1M ab.scisas por un triángulo y un cuadrado respectivamente. 
En cada una de estas simulaciones, t' = 4500 Y el tiempo total de simulación fue de 44500. 
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Figura 4.6: Zonas de régimen lineal y de transición de la curvawt-, vs W(l. Las frecuencias de respuesta 
en la zona de transición correl':lponden a la mitad de la frecuencia incidente. Para ilustrarlo, hemos 
graficado con cruces el doble de las frecuencias de respuesta y vemos que en todos los casos caen 
sobre la línea de respuesta lineal. 

punta donde la frecuencia de la señal AL.(t) tiene un valor distinto al de la frecuencia 

incidente, i.e. , WL, '" Wa· 

En la figura 4.5(a) se muestra una gráfica de la frecuencia WL , vs la frecuencia inci

dente, Wa. Como puede observarse en esta gráfica, el comportamiento lineal cerca de 

la punta del dedo se conserva para todo el rango de frecuencias estudiado. 

El comportamiento de la zona lejana a la punta resulta mucho más interesante. En la 

figura 4.5(b) se muestra una gráfica wL, vs Wo en donde pueden distinguirse claramente 

tres regímenes distintos. En esta gráfica, la línea sólida corresponde a la tendencia 

lineal observada en la zona cercana a la punta. 

Primero, a frecuencias bajas, la respuesta permanece modulada por la señal incidente 

y sigue un comportamiento lineal, esto es, 

Después, en un intervalo comprendido entre las frecuencias del flujo en el infinito, w"", 

y del dedo estacionario, Wdedo, la onda suprime uno de cada dos picos dando lugar a 

la selección de una rrecuencia igual a la mitad del valor de la frecuencia incidente, es 
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Figura 4.7: Senal incidente, 1(>8(t) y señales de respuesta AL, Y..\L. para una fre<:uencia incidente de 
la zona lineal de la gráfica 4.5(b). Puede observarse cómo las señales dI) respuesta están moduladas 
por la frecuencia incidente. 

decir, 
1 

W 1., = 2"CUO. 

En la gráfica 4.5(b) este comportamiento se observa en la zona de transición que 

sigue inmediatamente de la zona que cae sobre la diagonal y que hemos ampliado en 

la figura 4.6. 

Finalmente, a frecuencias incidentes más altas que la frecuencia Wdedo, la onda se

lecciona una sola frecuencia, de forma que independientemente del valor incidente se 

cumple que 

W1.. = w·. 

La frecuencia de selección, w' , corresponde a grosso modo a la frecuencia característica 

del flujo en el infinito, i.e. , 

Este comportamiento puede ser explicado, al menos de forma cualitativa, mediante 

los mismos argumentos de estabilidad que fueron presentados en la sección 2.3. En 
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Figura4.8: Secuencia temporal del dedo para una frecuencia incidcnr.e que cae en la rona de transición 
que bemOl! ampliado en la figura 4.6. La línea punteada corresponde al primer paso de tiempo incluido 
en la secuencia. La línea más ancba indica el último tiempo de la sc<:uencia y evidencia la supresión 
de uno de cada dos picos en la. onda. 

todos 106 sistemas de crecimiento de interfases las etapas tempranas de crecimien

to están reguladas por efectos desestabilizadores o estabilizadores. Por lo general , 

la competencia entre estos efectos hace que las perturbaciones de longitud de onda 

grande crezcan y las perturbaciones de longitud de onda pequeña decaigan. Además, 

dentro del rango de longitudes de onda inestables, es común encontrar una longitud 

de onda más inestable que todas las demás, es decir, una longitud de onda que crece 

más rápido que las otras. 

En nuestro caso, al introducir un gradiente de presión oscilatorio, el dedo responde 

generando una inestabilidad lateral cuya longitud de onda inicial está estrictamente 

regulada por la frecuencia incidente (comportamiento lineal de la gráfica 4.5(a)). Ce>

mo hemos visto, en nuestro sistema el efecto estabilizador es introducido por la tensión 

superficial. 

Bajo estos argumentos de estabilidad, podemos pensar que a frecuencias incidentes 

muy pequeñas, que corresponden al régimen lineal de la gráfica 4.5(b), la tensión 

superficial no es capaz de suprimir la inestabilidad lateral cuya longitud de onda es 

muy grande. Por esta razón la amplitud de la inestabilidad crece y se satura. En la 

figura 4.7 se muestra una gráfica de la señal incidente y de las señales de respuesta 

para un frecuencia que cae en la zona lineal. 
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Figura. 4.9: Señal incidente, oI>o(t) y seiíales de respuesta AL, y AL, para una frecuencia incidente de 
la rona de selección de la gráfica 4.5(b). Puede observarse cómo la señal AL, selecciona una frecuencia 
distinta a la de la sena! incidente. 

A frecuencias más altas (zoDa de transición de la figura 4.5(b», la tensión superficial 

es suficientemente grande para suprimir la inestabilidad lateral cuya longitud de onda 

es A, pero no suficientemente grande para suprimir el primer annónico de ésta, cuya 

longitud de onda es 2A. Esto explica porqué en esta zona la frecuencia de la inesta

bilidad en la zona de saturación es siempre igual a la mitad de1 valor de la frecuencia 

incidente. Este efecto se puede observar en la figura 4.4. De hecho, el proceso en el que 

la onda cambia su frecuencia a la mitad puede observarse durante las simulaciones, 

como se muestra en la secuencia temporal de la figura 4.8. 

Finalmente, a frecuencias más altas el número de armónicos de la inestabilidad se 

hace más grande. Por tanto, la tensión superficial suprime la frecuencia incidente y se 

selecciona la frecuencia del armónico más inestable, que para frecuencias incidentes 

altas es, a grosso modo, la misma. En la figura 4.9 se muestra una gráfica de la señal 

incidente y de las señales de respuesta para un frecuencia que cae en la zona de 

selección. 

En el marco de referencia del laboratorio, la posición de la interfase lejos de la punta 
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del dedo permanece estática una vez que la amplitud de la perturbación se satura. 

Además, hemos dicho que la frecuencia de selección corresponde a grosso modo a la 

frecuencia del flujo en el infinito, w,.," Por tanto, la longitud de onda de la inestabilidad 

en la zona de selección puede aproximarse como 

u U W 
A=-'"" -~-

v' - v,., ..\ ' 

en donde v,., está dada por la ecuación (4.2) . Esta. relación nos permite, para un ex

perimento dado, calcular de forma aproximada la longitud de onda de la inestabilidad 

lateral en términos del ancho de la celda y del ancho del dedo estacionario. Para un 

dedo rápido el ancho es aproximadamente la mitad del ancho del canal [9}. Por lo 

tanto la longitud de onda esperada es 

A:::::: 2W. 

Esto quiere decir que la inestabilidad lateral tiene una longitud de onda grande ya 

que es del orden del ancho de la celda. Además, de las simulaciones, hemos encon

trado que para la zona de selección la distancia de saturación de la inestabilidad, d~, 

medida desde la punta del dedo es aproximadamente cinco veces la longitud de onda 

o diez veces el ancho del canal. Esto implica que para observar la inestabilidad en un 

canal de, por ejemplo, 10 cm de ancho, haría falta que la celda tuviera una longitud 

mayor a 1 m. Además, la longitud de onda esperada en tal caso sería de 20 cm. Por 

lo tanto, si se quisieran observar cinco longitudes de onda completas, la celda tendría 

que tener aproximadamente 2 m de largo. Esto quiere decir que la celda necesitaría. 

una relación de aspecto L/ W de aproximadamente 20. 

En la zona lineal y en la zona de transición la. inestabilidad aparece más cerca de la 

punta del dedo. En la zona lineal esto ocurre a distancias típicas del orden de la lon

gitud de onda de la inestabilidad, ie., d. :::::: A, mientras que en la zona de transición 

la distancia de saturación es típicamente del doble de la longitud de onda, d, :::::: 2A. 

En la figura 4.10 se muestran dedos típicos de cada uno de los casos. 
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Figura 4. 10: Dedos oscilatorios en escala 1:1 para tre9 frecuencias incidentes, que caen, de izquierda 
a derecha., en la zona lineal, la zona de trarulición y la zona de selección de la figura 4 . .5(b). La 
cfultancia de saturación de la perurbación, do. es de aproximadamente A, 2A Y .5A re9pe<:tivamente. 
Para el dedo en la zona de selec::ción (extrema derecha), A::::: 2W. 
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Nuest ros resultados indican que el deJo normal de Saffmall-Taylor tiene ulla inesta

bilidad lat.eral para todo el rango de frecuencias estud iado. Como sabemos, todos los 

sistemas experimentales tienen, inevitablemente, algún tipo de ruido, y en particular, 

el ruido blanco se compone de todas las frecuencias. En este sentido, uno podría pre

guntarse por qué la gran mayoría de los experimentos para dedos de Saffman-Taylor 

normales no observan ninguna inestabilidad lateral. 

Una posible respuesta sería que la intensidad del ruido no es suficiente para causar 

la inestabilidad. Por esto, decidimos estudiar el efecto de la intensidad de la señal 

incidente en la inestabilidad. Hemos elegido estudiar el caso de una señal incidente en 

la zona de comportamiento lineal, esto cs, cuando la amplitud de la inestabilidad se 

satura cerca de la punta. En particular hemos elegido usar una frecuencia incidente 

igual a la frecuencia de selección, ¡./!l., Wo = W*. 

Como la frecuencia de selección cae dentro del régimen lineal de la figura 4.5(b) , la 

frecuencia de respuesta a las distancias LI y L;" será igual a la frecuencia incidente, 

esto es, 

Como puede verse en la la figura 4.11 , la amplitud en la zona cercana a la punta, 

AL. crece monótonamente con la amplitud incidente, JI. Es importante hacer notar 

que la amplitud ha sido medida a la misma distancia LI en todos los casos. En la 

misma figura se observa que la amplitud AL2 alcanza un valor de saturación para 

todo el rango de amplitudes incidentes probado. Esto quiere decir que sin importar la 

amplitud de la señal incidente, el dedo responde dando lugar siempre al crecimiento 

de una inestabiliad que, muy lejOS de la punta, es indistinguible para las diferentes 

amplitudes de la señal incidente. 

I Para c.a1cu1at la amplitud en cada una de estas regiones restarnos el valor promedio del ancho del 

dedo en el tiempo al ancho del dedo, esto es, A(t) - (>.), Y medimos la amplitud máxima de esta 

señal. 
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Figura 4.11: Amplitudes de la onda lateral cerca y lejos de la punta, AL, y AL" VlIla amplitud de la 
senal incidente 6. En el CallO de AL" se observa una tendencia monótona creciente con la amplitud 
incidente mientras que AL. alcanuel mismo valor de saturación independientemente de la amplitud 
incidente .. 

En la figura 4.12 se muestra una serie de perfiles para distintos valores de la amplitud 

de la seiial incidente. En esta figura, ó crece de izquierda a derecha, es decir, el primer 

perfil tiene el valor más pequeiio de la amplitud incidente. Como podemos ver, la 

distancia de saturación d. t iene una clara dependencia con la amplitud de la señal 

incidente. A valores bajos de Ó, la distancia de saturación, d" es grande, mientras 

que a valores altos de ó, d, es pequeña. Esta tendencia puede observarse claramente 

en la figura 4.13. En esta figura se observa que la distancia de saturación para la 

amplitud más baja es aproximadamente d. '::::! lOW. La amplitud incidente en este 

caso es Ó =0.01 . 

Estos resultados indican que la inestabilidad lateral existe para cualquier valor de la 

amplitud incidente. Sin embargo, es claro que mientras más pequeña sea ésta, más 

lejos de la punta del dedo se satura la amplitud de la inestabilidad lateral. En este 

capítulo vimos que la distancia de saturación también es una función de la frecuencia 

incidente. Por tanto, al introducir una seiial de amplitud pequeiiísima, ambos erectos 
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Figura 4.12: Perfiles de dedos oecilatorioll de $affmau-Taylor para una rrecuencia incidente igual a la 
rrecueocia de selección a distintas amplitude!l incidentes. En la U'-fica, la amplitud crece de izquierda 
a derecha, de un valor 6 ",,0.01 a UD ~ot" 6 ",,0.09. Se puede observar claramente cómo la di$tancia 
de saturación se hace más pequeña conforme la amplitud de la señal incidente aumenta. En este 
caso, = = 32 y "11 '" 1600. En estas simulaciones, el tiempo para alcanzar el estado elJtacionario es 
l· ::: 4500 y el tiempo total de simulación es de 44500. 

" rS------l: I 
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Figura 4.13: Distancia de !;&turaci6n de la inestabilidad lateral (en unidades del ancho del canal) 
vs la amplitud incidente. Se observa que la distancia de saturación es mayor a valores bajos de la 
amplitud incidente. 
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entrarían en juego y se necesitarían celdas aún más largas para poder obervar la ines

tabilidad lateral. Esto se agravaría aún más si se quisiera ver un dedo con selección de 

modos, ya que en este caso, la inestabilidad aparece lejos de la punta incluso al usar 

una señal incidente de amplitud grande. Los estudios experimentales reportan celdas 

cuya razón de aspecto, LjW, va desde L/W "" 3.17 en los experimentos de Saffmall 

y Taylor, hasta L/W = 12, en los experimentos de Swinney [201. En todos los casos, 

excepto en esta última referencia, se observan dedos cuyos lados son estables. En la 

referencia [20j, se reportan dedos con fl uctuaciones laterales. Desde nuestro punto de 

vista, la ocurrencia de estas fluctuaciones podría estar relacionada con la inestabilidad 

que aquí reportamos. 
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RESULTADOS SECUNDARIOS 

En este capítulo presentamos las tendencias más significativas que hemos encontrado 

al variar la frecuencia , la amplit ud y el valor promedio de la señal incidente en la 

ecuación (4.3). Además, discutimos brevemente el efecto de la inestabilidad lateral 

sobre el ancho del dedo. 

5.1. Efecto de la frecuencia incidente en la amplitud de la 

inestabilidad lateral. 

En estas pruebas, hemos variado la frecuencia en un amplio rango alrededor de las 

frecuencias del estado estacionario, w"", y Wdedo. Para ello hemos fijado la amplitud 

incidente con un valor de 6 =0.09. 

La amplitud en la zona cercana a la punta de dedo, Al.1 presenta un comportamiento 

monótono decreciente con la frecuencia incidente. Esto puede observarse en la figu

ra 5.1(a). Este resultado indica que a frecuencias altas la inestabilidad no es apreciable 

en la zona cercana a la punta del dedo. 

Con respecto a la amplitud de la inestabilidad en la zona lejana a la punta del dedo, 

AL" hemos encontrado que para un amplio rango de frecuencias incidentes, ésta 

alcanza el mismo valor de saturación. Este comportamiento puede observarse en la 

figura 5.1(b). A frecuencias bajas, aproximadamente Wo < Wdedo, tenemos una zona 

49 
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donde la am plitud no sigue un comportamiento monótono y que no hemos estudiado 

con mayor detalle. 

El comportamiento de la amplitud AL, es consistente con predicciones teóricas lle

vadas a cabo por Corvera Poiré y del Río [211, quienes obtuvieron una expresión para 

la cota inferior del ancho del dedo cuando éste es sujeto a un gradiente de presión 

oscilatorio de la forma 

~p(t) = .ó.Po + ~p .. cos(wot), 

donde ~p es el gradiente de presión, .ó.Po es un gradiente de presión constante, dp" 

es una amplitud y Wo es la frecuencia angular incidente. La expresión que obtuvieron 

para el ancho del dedo es, 

(5.1) 

donde K(wtJ) es la permeabilidad dinámica del sistema. Como puede verse en esta 

ecuación, la amplitud de onda es proporcional a la permeabilidad dinámica, K(Wo) 

que a su vez decrece monótonamente con la frecuencia. Como vemos, estos resultados 

son consistentes con nuestras simulaciones solamente en la zona cercana a la punta 

del dedo, donde el fenómeno de selección aún no entra en juego. Esto puede deberse 

a que para los cálculos de la cota inferior, se linealizan las ecuaciones de movimiento, 

y el proceso de selección parece ser un fenómeno no lineal. 

5.2. Efecto de la velocidad de la punta del dedo en la am-

plitud de la inestabilidad lateral. 

En estas pruebas hemos fijado la frecuencia incidente, Wo y la amplitud incidente, 6, y 

hemos variado el valor de bulto del parámetro de orden que es equivalente a variar la 

velocidad de la punta del dedo. Hemos fijado la frecuencia incidente a un valor igual 

al de la frecuencia de selección, Wo = w·, y hemos impuesto un valor de la amplitud 
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Figura 5.1: (a) Amplitud de la inestabilidad lateral cerca de la punta vs la frecuencia incidente 10.\) . 

(b) Amplitud de la inestablilidad lateral lejos de la punta vs la frecuencia incidente 10.\) .. Se indican 
108 puntoe correspondientes a las frecuencias características del sistema y del dedo con un triángulo 
y un cuadrado respectivamente .. 
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Figura 5.2: Amplitud de [a inestabilidad AI" Vo! [a velocidad media de [a punta del dedo, U . La 
amplitud de [a onda dec::rece oon la ve[oddad media U. 

, ~O.05. 

Para una frecuencia incidente igual a la frecuencia de selección, se conserva el com· 

portamiento lineal de la respuesta e independientemente del valor de la velocidad en 

la punta del dedo se cumple que 

Con respecto a la amplitud de la onda, hemos encontrado que en la zona cercana a la 

punta del dedo, ésta decrece monótonamente con la velocidad (ver figura 5.2). En la 

rona lejana a la punta del dedo hemos encontrado que la amplitud crece hasta satu· 

rarse con el mismo valor para todas las velocidades estudiadas. Además, la distancia 

de saturación de la amplitud, d" aumenta con la velocidad (ver figura 5.3). Hemos 

encontrado que esta distancia es del orden de d, !::! 6W para los dedos más rápidos 

estudiados. 

5.3. Efecto de la inestabilidad lateral en el ancbo del dedo 

Debido a que la inestabilidad lateral que aquí hemos reportado, puede tener impor

tancia en el mejoramiento de procesos tecnológicos como la recuperación secundaria 

de petróleo, hemos incluido los siguientes resultados en donde explicamos la depen· 

dencia del ancho del dedo con la frecuencia y amplitud incidentes, así como con la 
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Figura .5.3: Perfiles de dedos oecilatorios de Saffman-Taylor para una frecuencia incidente igual a 
la frecuencia de selección a distintas velocidades. En la gráfica, la velocidad crece de derecha a 
izquierda. Se puede obserw.r claramente cómo la distancia de saturación crece con la velocidad. En 
esr.as aimulaciones, 11% = 32 '1 ny = 1600, el tiempo para alcanzar el estado estacionario es t " = 4.soo 
y el tiempo total de simulación es 44.soo. 
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velocidad de la punta del dedo. Sin embargo, estos resultados podrían no ser signi

ficat ivos debido a que los efectos observados son pequeños y podrían deberse a la 

precisión del método numérico. 

Con respecto a la dependencia con la frecuencia incidente, hemos encontrado que 

tanto en la zona dada por L 1 como en la zona dada por lr;z, el ancho del dedo varía 

en una pequeña escala ante variaciones de la frecuencia incidente. En la figura 5.4 se 

muestran gráficas de estas tendencias. En la zona cercana a la punta, hemos encon

trado un máximo entre las frecuencias características del estado estacionario seguido 

por un rango de frecuencias altas donde el ancho se satura. Para la zona lejana a la 

punta del dedo, se observa que para frecuencias altas el ancho del dedo permanece 

más o menos constante. Para frecuencias bajas el ancho del dedo presenta un com

portamiento no monótono con la frecuencia. Para todas las frecuencias incidentes, el 

ancho del dedo es mayor que el ancho del estado estacionario por un factor no mayor 

al 0.5 % en la zona cercana a la punta del dedo, y por un factor no mayor al 1.5 % en 

la zona lejana a la punta del dedo. 

La dependencia del ancho del dedo en la zona lejana a la punta del dedo, -'L" con 

la amplitud incidente, 6, se muestra en la figura 5.5. En esta gráfica se observa una 

tendencia creciente del ancho del dedo con la amplitud incidente. En el caso estu

diado donde el ancho es más grande, encontramos que es mayor al ancho del estado 

estacionario por un factor de 2 %. 

Como se ha explicado anteriormente, los resultados del estado estacionario indican 

que el ancho del dedo disminuye conforme aumenta la velocidad. Este comportamien

to se observa también en el régimen dinámico que hemos estudiado. En la fi gura 5.6 

se muestra una gráfica -'¿. vs U a distintas frecuencias incidentes. En dicha figura se 

muestran las curvas correspondientes a cinco frecuencias incidentes y la curva corre

spondiente al gradiente de presión constante. Se observa que las diferencias entre las 
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Figura 5.4: Efecto de la frecuencia sobre el ancho del dedo medido a las distancias LI y L,. En 
ambas gráficas se indica. el valor del ancho del dedo en el estado estacionario, AS. Las frecuen
cias características del estado estacionario, WMdo Y W"'" se indican oon un triángulo y un cuadrado 
respectivamente. 
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Figura 5.5: Ancho del dedo eu la zona lejana a la punta VI la amplitud incidente. Se observa que el 
ancho del dedo crec::e conforme la amplitud incidente crece. 

curvas no son apreciables y que el efecto del gradiente de presión oscilante es despre

ciable al menos en la zona cercana a la punta del dedo. Para la zona lejana a la punta 

del dedo, el ancho del dedo, Al.. es ligeramente mayor que en el caso estacionario, 

aunque por un factor del orden del 1 %. 
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CONCLUSIONES 

Hemos visto que el modelo de campo conformado por las ecuaciones (3.1) y (4.3) 

simula la desestabilización de un dedo estacionario de Saffman· TayJar. Dicha desesta· 

bilización ocurre por efecto de una perturbación lateral de la interfase que se genera 

en la punta del dedo por la imposición de una caída de presión oscilatoria. En un 

principio, la onda lateral está estrictamente modulada por la frecuencia incidente. 

Sin embargo, dependiendo del valor de esta frecuencia, la onda puede sufrir un pro<»

so de selección. Esto es, la onda cambia su frecuencia. En todos los casos, sin importar 

si el proceso de selección ocurre o no, la interfase se desestabiliza y da lugar al cre

cimiento de estructuras laterales de muy pequeña amplitud y longitud de onda grande. 

El proceso de selección que sufre la onda lateral puede explicarse por medio de ar

gumentos de estabilidad en los que la tensión superficial tiene un efecto estabilizador 

ante perturbaciones que aparecen en la interfase fi uido-fluido. La tensión superficial 

suprime perturbaciones de longitud de onda pequeña mientras que no puede suprimir 

perturbaciones de longitud de onda grande. Además, es común que en un sistema 

exista un rango de longitudes de onda inestables de las cuales una en particular es 

más inestable que las otras y que por tanto crece más rápido. Esta es justamente 

una generalidad de los sistemas en donde se presenta el crecimiento de interfases. En 

nuestro sistema existen tres regímenes en la respuesta de la interfase ante un flujo 

controlado por la frecuencia. Primero, hemos observado que para un amplio rango 

de frecuencias existe un régimen de selección en el que sin importar el valor de la 

frecuencia incidente, la interfase selecciona una misma frecuencia de respuesta. Esto 

58 
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ocurre debido a que la tensión superficial suprime el modo inicial de la inestabilidad 

pero no el armónico de selección. Por tanto, la longitud de onda se hace más grande 

y la inestabilidad crece hasta que su amplitud se satura. Para frecuencias más bajas 

existe un régimen de transición donde la. tensión superficial suprime el modo inicial 

pero no su primer armónico. Esto hace que la frecuencia de respuesta sea igual a la 

mitad de la frecuencia incidente. A frecuencias bajas el modo de la inestabilidad es 

muy pequeño y por tanto la tensión superficial no puede suprimirlo. Esto hace que la 

respuesta a la frecuencia en este régimen sea lineal. 

Estos resultad06 evidencian cómo el dedo de Saffman-Taylor es en realidad un am

plificador selectivo de ruido. En tod06 106 sistemas existe un ruido natural que puede 

pensarse como una señal de amplitud muy pequeña que está compuesta por tod06 106 

mod06. En este sentido, uno podría preguntarse porqué esta inestabilidad no ha sido 

observada en la gran mayoría de 106 experimentos para ded06 normales de Saffman

Taylor. Desde nuestro punto de vista, la razón está en que la inestabilidad aparece 

muy lejos de la punta del dedo. Nuestros resultados para una señal incidente estric

tamente periódica y de amplitud grande, indican que la inestabilidad comienza a ser 

perceptible a distancias típicas de diez veces el ancho del canal medidas a partir de la 

punta del dedo. Esto hace necesario el uso de celdas grandes. Además, esta distancia 

aumenta si la amplitud de la perturbación disminuye, de forma que la distancia de 

saturación esperada para una señal de amplitud pequeña, como el ruido natural de 

los sistemas, es muy grande. En los estudi06 experimentales la relación de aspecto 

ancho/longitud de la celda va desde 3.17 hasta 12 [12, 2OJ , y solamente en el caso 

donde la relación de aspecto es de 12, se han reportado fluctuaciones en el ancho del 

dedo. 

La. línea principal que se desprende de este estudio es la corroboración experimen

tal de esta inestabilidad lateral y del proceso de selección que ocurre en el dedo de 

Satrman-Taylor. Desde este punto de vista, nuestro trabajo es valioso no solamente 
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por el reporte mismo de la inestabilidad sino porque da indicios de las considera

ciones experimentales que pueden llevar a su observación en el laboratorio. Como 

hemos discutido, la inestabilidad lateral es apreciable a escalas que implican el uso de 

celdas muy largas. Una segunda línea es el estudio del efecto de ruido sobre los dedos 

normales de Saffman-Taylor. 



A 

ECUACIÓN DE MOVIMIENTO DEL MODELO B 

Consideremos un sistema en donde se puede identificar un parámetro de orden cuya 

distribución en el espacio es 4>(1). La energía libre del sistema puede escribirse en 

potencias de 4> como sigue, 

Cuyas derivadas son 

y 
if'F 
ai>' = 2A + 6C. + 12B.'. 

Aquí, los coeficientes F¡¡, 0', A, e y B son funciones de la presión p y la temperatura 

T. Escogemos formas de la energía libre que cumplan con la condición de simetría 

De donde los términos de primer y tercer orden deben hacerse cero, 

a(p,T) = O 

y 

C(p,T) = O. 

Así la energía libre se reduce a la forma 

F(p, T, 4» = Fo + Ar/,z + B4>4. 

61 
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Ahora supongamos que el coeficiente A(p, T) es negativo y que el coeficiente B(p, T) 

es positivo de forma que existen dos valores de equilibrio ±rfJeq para el parámetro de 

orden dados por las condiciones 

y 
If'F 
8f' (±q>.,) > O. 

Este par de expresiones nos dicen que los valores de equilibrio rfJ = ±4>eq generan 

configuraciones energéticas de equilibrio iguales, i.e., Feq = F(rfJeq) = F(-rfJet¡). Esto 

quiere decir que ambas fases se encuentran igualmente favorecidas en ténninos de 

estabilidad termodinámica lo cual hace evidente el uso de la condición de simetría es

crita anteriormente. Finalmente, para tomar en cuenta que el medio no es homogéneo, 

introducimos un ténnino que tome en cuenta las variaciones espaciales del parámetro 

de orden y que permita la presencia de una inteñase. Así introducimos una forma 

de gradiente cuadrado [22J proporcional a IVrfJI2. La energía libre de la configuración 

rfJ(i') es entonces 

(A. l ) 

Para escribir las ecuación de movimiento para el parámetro de orden se utiliza el 

siguiente argumento. Definimos el funcional de energía libre del sistema como 

F{O) = I F(O)d'. 

y tomamos la derivada funcional de F{rfJP 

1 La derivada funcional puede definil'Se de la siguiente manera, 

donde :F{4J} el! un funcional de la función ~:I:). Una forma .sencilla de evaluar la derivada funcional , 

'liit?, es evaluar e/lado izquierdo de la ecuación anterior para después comparar con el lado derecho. 

Por ejemplo, para un funcional 
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~: = -2K. V 2,p + 2Aq'> + 4B,p3 (A.2) 

Y definimos el potencial químico del sistema a través de esta derivada, 

(A.3) 

Ahora definimos el flujo j(q'» en términos del gradiente del potencial químico, I.e., 

donde M es una constante de proporcionalidad. Finalmente, escribimos la ecuación 

de movimiento como una relación constitutiva donde la variación del parámetro de 

orden es proporcional al gradiente del flujo, 

o bien, 

(A.4) 

La ecuación (3.1) es una ecuación de Ginzburg-La.ndau dependiente del tiempo y se 

conoce también como la ecuación del Modelo B bajo la clasificación de dinámica de 

el término dT es 

d.1" '" T{'; + 6';) _ T{';} '" f [(d';l + 2 d'; d6¡f1 + d6¡f11) _ d¡fl1] <Iz. 
dx dx dx dx dx 

Como 6tJ> es un cambio infinitesima.l de la función .;, entonces el término cuadrático puede de!Jpre. 

ci1lI"lle. Por WUlto, la OCIJaci6n es 

f d.; d6¡f1 
d.1""'T{dI+6tJ>}-T{tJ»= 2dl:"dx""dl:. 

Esta integral puede resolverse por partes para dar 

Al comparar esta expresión con nuestra definición de derivada funcional encontramos que 

6.1"(tJ>} __ 2 d~'; 
6d1 - dl:2· 
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fenómenos críticos de Halperin y Hohenberg [191. 

Ahora supongamos que tenemos un sistema donde existe una interfase plana y estática 

en la posición y = O que separa a dos fases que coexisten en equilibrio. Como la inter· 

fase es plana, la ecuación diferencial se reduce a su forma unidimensionaJ. Además, 

como el sistema se encuentra en equilibrio, la solución debe satisfacer la condición 

/.'(I/J) = O, de forma que la ecuación diferencial que debe satisfacer la solución es 

simplemente 

2d
24> 1 3 

-, d2 -if¡+ A.2 4> =0, 
y 'l'cq 

donde hemos fijado de forma arbitraria los coeficientes K., A Y B. La ecuación está su· 

jeta a las condiciones de frontera 

ó(±oo) ~ ±Ó., 

y 

La primera condición de frontera establece que en los bultos de las fases el parámetro 

de orden se hace constante e ¡guaJ a los valores de equilibrio. La segunda condición de 

frontera fij a el valor del parámetro de orden en la interfase. La solución de la ecuación 

diferenciaJ es, 

4> = 4>~q tanh ( :Af) (A.5) 

Es claro que el parámetro [ es una medida del ancho de la región interfaciaJ. En la 

figura (A .l ) se muestran dos perfiles de equilibrio correspondientes a dos valores del 

parámetro l. Se observa que conforme el valor de este parámetro aumenta, la zona de 

transición del bulto de una a otra fase se hace más ancha. 
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o , , 
fl = 4 / 

'-.,/ 
.-,,/ f2 = 2 

-q, .. -I===--=--~------
y 
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Figura A. l : Perfil unidimenaional de equilibrio del par~ro de ocden f><,,). El parámetro de orden 
vacía de uno a otro valor de equilibrio en una escala proporcional a (. Se muestran 108 perfiles 
correspondientes a dos valores arbitrarios ( 1 ::c: 4 y (2 = 2. 
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DESARROLLO ASINTÓTICO DEL MODELO B 

B.l . Desarrollo Asintótico del Modelo B 

La reducción de la ecuación (3.1) a las ecuaciones (2.3), (2.4) Y (2.5) puede ser hecha 

mediante un desarrollo asintótico de la ecuación (3.1) en el límite t -+ O. En esta 

sección reproducimos este procedimiento a fin de establecer con claridad la relación 

entre los campos y parámetros en ambas formulaciones. 

La idea principal del desarrollo asintótico es la siguiente. En la figura (3. 1) se ob

serva que los bultos de las fases se encuentran separados por una región interfacial 

difusa cuyo ancho es proporcional al parámetro f. Ahora pensemos en una f infini

tamente pequeña, de forma que la región interfacial se reduce a una línea y el perfil 

del parámetro de orden se hace discontinuo en ese punto. Esto equivale al régimen 

de interfase bien definida, es decir, al régimen macroscópico. Al tomar este límite, 

la ecuación (2.3) se recupera a partir de la región de bulto de la ecuación (3.1). Por 

otro lado, las condiciones de frontera (2.4) y (2.5) se obtienen a partir de la región 

interfacial difusa. Para poder hacer esto, escribiremos la ecuación de movimiento uti

lizando dos sistemas de coordenadas distintos. El primero, corresponderá a la región 

de la interfase y se llamará región interna y el segundo corresponderá a la región de 

bulto y se llamará región externa. En cada región escribiremos todos los campos y 

variables de la ecuación de movimiento como desarrollos al rededor de € = O. Después, 

escribiremos esta ecuación usando estos desarrollos y obtendremos expresiones para 

cada orden en l . Finalmente, integraremos estas expresiones y escribiremos los resul-

66 



B DESARROLLO ASINTÓTICO DEL MODELO B 67 

x ,</> O -
, , , : , , , , , , 

, , , , 
, :u 

, , 
:'8 : , , , , , , , , , , , , 
.. .. , .. , 

, , , , , , , , , , , , , , , , , .. , , , , , 

y 

Figura B.l: Sbtema de coordenada.'! curvilínea.'!, u y .s, referida.'! a la curva ~ "" 4>!n\ = O (línea 
continua). Las línea.'! punteadas representan 108 puntos donde u ea oonstante. 

tados en términos de los campCll!l de bulto. Para ello utilizaremos las condiciones de 

continuidad pertinentes. 

Como primer paso, escogemos trabajar en el marco de referencia de la curva rP = 

tP!nt = O. Utilizamos las coordenadas curvilíneas generales u(i",t) y ,,(r,t), para la 

región externa, y U(f, t) y S(f, t) para la región interna. Tanto u como U miden la 

distancia normal a la curva. Por otro lado, " y S miden la longitud de arco sobre la 

misma. Supondremos que si la coordenada normal es positiva, el campo del parámetro 

de orden también lo será, mientras que si la misma coordenada es negativa el cam

po del parámetro de orden será negativo. Además, para distinguir las variables de 

la rona interna y de la zona externa, denotaremos a las primeras con mayúsculas y 

las segundas con minúsculas. En la figura 8.1 se muestra un diagrama que ilustra el 

marco de referencia y el sistema de coordenadas para la región externa. 

En la región interna se reescala la coordenada espacial normal a la interfase, ie., 

u 
w= -, , (R1) 

de rorma que en el límite (' -+ O la coordenada w de la región interna toma valores en 
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el rango 

-oo<w<oo. 

En la región externa cuando t se hace cero tenemos que 

+O$u<oo 

para el fluido 1, y 

-oo<u$-O 

para el fluido 2. 

Con respecto al parámetro M, establecemos el siguiente perfil de escalón, 

{

MI si tP > O 
M= 

M2 si tP<O. 

68 

Más tarde haremos MI = O para introducir el régimen de alto contraste visc090. 

Ahora escribiremos los desarrollos en potencias de f para nuestras variables, i.e., 

a(u, s, t) = ao + tal + ~21l2 + .... 

y 

donde a designa cualquier variable de la región externa y A designa cualquier variable 

de la región interna. 

Ahora escribiremos las condiciones de cont inuidad. 

lím ai = lím A¡, 
" ... ",0 "'''''''00 

(B.2) 

1, 8a; l' 8Ai +l .m -= Im --
" .... ±o &u "'''''''00 fJw 

para i;?: O (0.3) 

y 

1, 8Ao O .m -- ~ 

"' .... .:1:00 éJw ' 
(B.4) 
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donde el índice i se refiere a algún coeficiente de la serie de potencias. En las ecua

ciones (B.3) y (B.4), el índice está defasado por efecto de la transformación de coor

denadas (B.l) . 

Finalmente, como estamos interesados en el comportamiento a tiempos largos de la 

ecuación de movimiento, en ambas regiones reescalaremos el tiempo de la. siguiente 

manera, 

r=d 

B.l.l. Ecuaciones de la Región Externa 

La ecuación de movimiento es 

(B.5) 

Donde ellaplaciano en coordenadas curvilíneaa1es, 

, (fl a ,(fl ,a 
v = au' -"'au +IVsj as' +V sas' 

,~_-'-~ ..... ----'"":-;C"":-;J-~7·'-,,-~-,,,,,--;-<Al-:cull\l" a partir de la defiDici6n de padiente y Japlaciano en 

OOOI"denadas curvi.1íneN senel"ales u y l. Primero, elpadiente de una funci6u / ea, 

mientras que el laplacia.oo ea, 

V2/=_I_a(~)a/ +~Ifl/ +_1_8(~)al +~Ifl/ 
h,.h, lho lho. h~ lJlu h~h, 8. a, h! lJl, · 

Si tomamos COIDO funciones a u y , y calculamos SWI gradientes cuadrados y laplacianos tenemos, 

y 

De forma que el lapla.ciano se puede escribir como 
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con K = - VZu. Los desarrollos correspondientes son los siguientes 

(8.6) 

y 

El lado izquierdo de la ecuación (8.5) es 

8,p 8tjJd-r 8 Z 
Ot ~ /h- di ~ '/h- (<lo + '01, +, <h) . 

¡.c., Donde hemos considerado que u y s son independientes del tiempo. A segundo 

orden en l la expresión anterior es, 

8~ 8<10 ,801, 
at =l fh +l 0;. 

El lado derecho de la ecuación (8.5) es, 

De forma que se pueden escribir las siguientes ecuaciones comparando términos del 

mismo orden en l , 

MV2
fJo = O 

MV2
J.ll = o:; 

M17 2 = 8~1 
'" /h- . 

Además, sabemos que el potencial químico tiene la forma 

(B.7) 

(B.8) 

(8.9) 

y sabemos que q,(l = O) = ifJo. Esto quiere decir que podemos desarrollar el potencial 

químico alrededor de ifJo lo cual nos dará ecuaciones adicionales que utilizaremos pos

teriormente. 
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Primero desarrollamos el potencial de bulto, PB alrededor de 4>0, i. e., 

PB = PIlO + p~o(tP - 4>0) + ~P80(tP - cPu)'. 

Ahora introducimos el desarrollo de 4>0 en t:, 

PB = P.BO + P.'BO(t:tPl + f2 tP2) + ~P.80(t:tPl + t:
2tP2f· 

Ignoramos los términos de orden superior a t:2 y obtenemos 

, (' ".) 1" '..1..' /lB = J.tBO + J.tBO t:"'l + t: 'l'"l + "2J.t80t: "'l· 

Entonces, el potencial químico en la región externa puede escribirse como 

p. = /lBo + J.t~(t:tPl + t:'tÍJ2) + !PBot:'tP~ 
_,' { a,1IIo> -It~ + IV'128'9o + V"s~ -¡¡;;-r l.Iu "F,r 8. 

+t:~ - t:1t~ + EIV'I,8l
., + tV2S~ bUT l.Iu -¡¡;r a. 

+ E"':;'? - €21t~ + t'lV'sl'~ + t:2V'2S~}. 

A segundo orden en t: esta expresión es, 

reescribiendo, tenemos que 

P = €OpBO + t:1/l~~1 

+t2 (PootP2 + !p80~~ - V'21>o). 

Ahora igualamos esta expresión con el desarrollo para P en términos de E, 

71 

y comparamos los términos del mismo orden en €. Esto nos lleva a las siguientes 

expresiones, 

j.l{J = /lBO 

y 

'Á. 1 11 ..1..2 ~'2 .... . 
Jl2 = ¡loon + "2PBO'l'1 - V 'f'O. 

(8.10) 

(8. 11) 

(B .l2) 
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B. 1.2. Ecuaciones de la Región Interna 

La ecuación de movimiento en la región interna tiene la siguiente forma, 

donde el laplaciano en las coordenadas w y S es, 

2 1{f1 ",a 2{f1 2a 
v = (i8w2 -"l8w + JVSJ aS2 +V sas· 

Además, los desarrollos de las variables son Jos siguientes, 

y 
BU , 

v == -lit = Vo +tVI +t 1J2. 

Donde v es la velocidad de la curva. El lado izquierdo de la ecuación (8.13) es 

lM> MdT M8w8U l»aS 

o bien, 

lit = M dt + 8w au lit + as 8t ' 

aw l» vM 
lit=tM -"l8w' 
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(B.13) 

donde a: = O porque la curva está en reposo con respecto a la longitud de arco. 

Sustituyendo los desarrollos correspondientes tenemos 

~ = t!(~o + l4l 1 + l2<lJ2) 

-~(vo + €VI + (2V2)~(¡})O + é '¡' l + (2412). 

Ordenando en ( la expresión es 

~ = _f- IV ~ - " (v ,., + v &) u. 0/0:..0 0/0:..0 180:..0 

+( (f!Jf- - VO~ - VI~ - t'2~) 

+f2(~-VI~-t'2~). 
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Ahora escribimos diado derecho de la ecuación (8.13), esto es, 

A diferencia de la región externa, esta expresión contiene términos en l dentro del 

laplaciano. Por ello debemos escribirla de forma explícita, i.e., 

M {l-2~~Q _ t-I,,~ + IVSI2~~n + V2S'lMR. 
~ ~ u U 

+CI~"1' - ,,~ + lIVSI2~4' + lv'lS°.M, 
~&! os os 

+ 0iC11 
_ e,,~ + e2IVSI2~ts:a + t 2'i)'lSllt;3} . 

Ahora ordenamos los términos en e, 

MV2M = M {t-2~$Q +cl (- ... ~ + &'$') 
+lO (IVSI2l1;~Q + V2S~ _ ... aít!, + &'~a) 

+el ((IVSI2a;~, + v'lS~ - ... ~) 
+t2 ((lVSI2a;~Z + V2S~)}. 

Al iguaJar ambos lados de la ecuación se pueden escribir las siguientes exprESiones 

para los tres primeros órdenes en e: 

(B.14) 

(8.15) 

y 

-Vo MI _ VI 8410 = M (IVSI2a2Mo + V2S8Mo _ "aMI + ff2M2) 
fJw fJw aS' as fJw fJw'· 

(B.16) 

Al igual que en el caso de la región externa, escribiremos las ecuaciones que resultan 

de desarrollar el potencial de bulto Ms alrededor de .po. Primero, el potencial de 

bulto en la región externa es, 

Desarrollamos Mo alrededor de ello, i.e., 
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Sustituimos <J¡ por su desarrollo en t: , i. e., 

que a segundo orden en t: es, 

de donde obtenemos la siguiente expresión 

M = M80 + M~(t:<J¡l + t:2<J¡2) + ! M';rot:2<J¡? 

_,' { C2&7~o _ t: -I I\":~ + I'ilSI2&7.,0 + \12S~ 
1).., 8w 8S 8S 

+t:-I~ _I\":~ +t:I'ilSI'~·~ + t:\12S~ ¿¡wr 8w S 8S 

+ 8~ _ t:1\":!!!.1 + t:'I 'ilSI'~.2 + 12\1'S~} 8w "íi§"f" 8S · 

Ahora eliminamos los términos de orden superior a 12 y ordenamos, 

M = lO (M80 - a;)o) +t: 1 (M~<J¡I + I\":~ - -::/) 

+l' (M~4J2 + !MBn<J¡~ - 1\1SI2";:'0 
_\12S~ + I\":~ _ -::¡). 
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(B.17) 

Igualamos la expresión anterior con el desarrollo M = Mo + t:M 1 + t:' M2 y com~ 

paramos ténninos del mismo orden en l para obtener las siguientes expresiones: 

y 

iP~, 
Mo = M81l - 8w2 ' 

I 8<)0 éP<J¡1 
MI = Mso<J¡¡ +1\": &J - lJw2 

M 2 = M~o<J¡, + !M~o<J¡~ 

_ 1 'il SI28'.~Q _ \1'S!t!tJJ. 
8S as 

+I\":~ -~"I. 

B.1.3. Solución para IJo Y MO l perfiles de interfase plana 

Las ecuaciones (8.14) y (8.1 8) son 

(8.18) 

(B.19) 

(B.2O) 
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Integramos esta ecuación dos veces en w y obtenemos el siguiente perfil para Mo, 

Mo = ao + bow, 

y bo = ° de forma que Mo sea finito en el límite w --lo ±oo. Para determinar el valor 

de la constante ao usamos el desarollo (B.18), 

donde 

iJ' ( iJ'~, ) 
fJw2 M BO - fJw2 = 0, 

~, 

MBO = ~i -ello. 

" Una solución que satisface la ecuación (8.21) es 

<l>o(w) = <fl~q tanh (~). 

El potencial asociado a este perfil de 4>0 es 

Mo(w) = (4)~~)3 _ ~o(w) _ ¿f::~w») = 0, 

(B.21) 

(8.22) 

(8.23) 

de forma que /lo = O. Por otro lado, el perfil de tangente hiperbólica, 4>o(w), tiene los 

siguientes límites en las fronteras de la región interna, 

4>o(w --lo ±oo) = ±4>~q, (B.24) 

de forma que podemos escribir las siguientes condiciones de continuidad entre las 

regiones interna y externa en cada fase utilizando la condición de continuidad (8.2) 

y las ecuaciones (8.22) y (8.23), 

~(U -+ ±O) = <Jlo(w -+ ±oo) = ±4>." 

y 

/lo(U -+ ±O) = Mo(w --lo ±oo) = O. (B.25) 

Para la región externa, tenemos las ecuaciones (8.7) y (8.10), 
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Una solución que satisface esta ecuación diferencial junto con las condiciones de fron

tera fijadas por (8.25) y que no diverge lejos de la interfase es, 

",(u) ~ 0, 

de forma que el parámetro de orden en la región externa satisface la siguiente ecuación , 

(8.26) 

Como hemos visto, en las fronteras se cumple que 

tf¡,¡(u -t ±oo) = ±~eq. 

Las únicas soluciones que satisfacen la ecuación (B.26) y estas condiciones de con· 

tinuidad son 

,¡ 

para el fluido 1, y 

,¡ u < 0, 

para el fluido 2. 

B.lA. Ecuaciones Macroscópicas 

En lo que resta de esta sección obtendremos las ecuaciones macroscópicas. Para esto, 

primero resolveremos las ecuaciones de movimiento en los distintos órdenes de E. 

Después escribiremos las relaciones que identifican los parámetros mesoscópicos con 

los macroscópicos. 

Condición de Frontera de Equilibrio Local. 

A continuación obtendremos la condición de frontera de equilibrio local (2.4). Primero, 

escribimos la ecuación de movimiento a orden el en la región interna (ecuación (8.15)) , 

I.e., 

_v,a<"po = M (fP MI _ Jo;. aMo) 
8w aw'l 8w. 
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Pero sabemos que Mo(w) = O, entODCes la ecuación se reduce a 

Integramos en w, 
oM, 

-vo1>o = M 8w + ah 

y evaluamos a cada lado de la frontera, 

y 
oM, 

Vo41q = MI fJw (w --+ -00) + al_ 

Restamos estas ecuaciones y tenemos 
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(8.27) 

Como JJo(u) es cero en ambas regiones externas podemos usar la condición de con· 

tinuidad (B.3) para escribir 

aMI aJJo 
fJw (w --+ ±oo) = &u (u --+ ±O) = o, 

y por lo tanto Vo = O. Entonces, la ecuación (B.27) se reduce a la siguiente forma, 

¡.e., 

tJ2M I =0 
iJw' . 

Integramos dos veces y encontramos la siguiente solución para MI , 

MI =alw+bl , 

y al debe ser cero para que MI sea finito en las fronteras. Luego, MI(W) = bl . De la 

ecuación (8.19), 
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Mult iplicamos esta ecuación por ~ e integramos en w en toda la región interna, 

r oo 0<1>. roo ii<I>. (, if' ) roo (ii<I>.)' 
b¡ 1- 00 fJw dw = 1- 00 Ow M BO - fJw2 ~Idw + Jo> Loo 8w dw. (8.28) 

Ahora integraremos por partes el primer término del lado derecho. Primero lo sepa

ramos en dos integrales, 

J:O ~ (Mso - ~) ~Idw = J:O (~M80~ 1 - ~~; ) dw 

~ f oo ~M' c)¡ dw - foo ~~dw. -00 /l.1 80 ¡ -00 /l.1 -&,"""1" 

El primer término del lado derecho de la expresión anterior puede integrarse por 

partes, ie., 

donde 

du= ~dw v=MBo. 

El segundo término de la misma expresión también puede integran;e por partes, 

donde 

u=~ 

du = ~dw 

dv= ~dw 

V =~ .... 
Finalmente escribimos la integral completa 

l OO ii<I>. (, if' ) [ a<l>.ii<I> ,] OO 100 ii<I>, ( if'<I>.) -- M"" - -2 cI>¡dw = Mooc)¡¡ - ---- - -- M80 - --, dw 
-00 8w 8w 8w éJw -00 -00 fJw fJw 

y conocemos las siguientes condiciones, 

Myo(w -+ ±oo) = O 

y 
ii<I>. 
fJw (w -+ ±oo) = o. 
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De la ecuación (B. 18) sabemos que 

iP~o 
M uo - &J2 = 0. 
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Entonces la integral completa se hace cero. Sustituyendo en la ecuación (B.28), 

(8.29) 

podemos escribi r 

• [('*0)' M¡ =b¡= -- -- dw 
2<11eq -O<) 8w 

(B.30) 

y utilizando la condición de continuidad (8.2) encontramos que 

(8.31) 

con i == ¡::, (ªl:) 2 dw. Así hemos obtenido la condición termodinámica de frontera. 

Condición de Frontera de Continuidad para la Velocidad Normal. 

Ahora escribimos la ecuación (B.16), 

-Vo 841¡ _ VI 8410 = M (IVSI2cPMo + V2SaMo _ It aMI + cPM2) 
éJw éJw 85' 85 éJw éJw' 

Utilizando (B.23) Y (B.30) tenemos 

Integrando en w tenemos 
8M, 

-v l 41o = M &J +42 

Fijamos U2 = O de forma que M 2 sea finito en las fronteras. Evaluando en los extremos 

de la zona interna tenemos 

8M, 
Vl <ll~q = MI iJw (w -+ +00) 

8M, 
-Vj w' 9 = M2 &J (w -+ -00). 

E.s°r·\. 1,
DEL\L 

OS\ll 
ITe, 
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Restamos estas ecuaciones y fijamos M¡ = O para obtener una expresión de la veloci

dad normal en términos de la componente normal del campo M 1 , i. e., 

y utilizando la condición de continuidad (8.3) , 

a", 2v¡4>tq = -M2~(U -+ - O), 

de donde 
M 1 8p¡ 

2v¡ = - --(u -+ - O). 
cf>t q 8u 

Ecuación de bulto. 

Finalmente, la ecuación (8.8) es , a., 
M'V p¡ = éir . 

(8.32) 

Como hemos escogido que el marco referencia sea la interfase y el campo 4>0 se mueve 

con ella, entonces la derivada temporal del lado derecho de la ecuación anterior debe 

ser cero. Por tanto, tenemos que 

que en ambos fluidos es, 

(8.33) 

Identificación de Parámetros. 

Las ecuaciones (8.33), (B.31) y (8.32) pueden ser escri tas como las ecuaciones (2.3), (2.4) 

Y (2.5) mediante la siguiente identificación de parámetros, 

y 

p = ¡j¡eqp ¡, 

i 
'Y = 2¡j¡eq 
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En donde 1-'1 tiene el efecto de la presión, M2 tiene el papel de la permeabilidad y "1 
es proporcional a la tensión superficial y está directamente relacionado con el ancho 

de la interfase. 
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ALGORITMO DE I NTEGRACIÓ N NUMÉRICA 

El método numérico que hemos utilizado para integrar la ecuación (3.1) es un méto

do simple de Euler. Para utilizar dicho método, planteamos una malla cuadrada de 

espaciamiento Óx = .o.y Y paso temporal Ót. Para asegurar la estabilidad del método 

numérico utilizamos un paso de t iempo pequeño en comparación con el paso espacial, 

¡.e.,.ó.t ::; O.OI ÓX, y Óx = LO. El tamaño de la maJla es nx x ny y se usan índices 

enteros espaciales taJes que 

l :5iSnx 

y 

l.$;i $ny. 

El índice temporal es k . De esta forma, la ecuación (3.1) en su forma discreta es 

(e. l ) 

En esta ecuación, los operadores se evalúan por el método de diferencias finitas con

siderando contribuciones de primeros vecinos. De esta fo rma, el potencial químico se 

calcula como 

y el Laplaciano se calcula como 

vzt 1 (A.l; ).,t J./¡¡) 1(. ") 
IP¡j = ÓX2 "'HlJ - 2'1'iJ + '+'i - IJ + 6.x2 4JiJ +I - 2<PiJ + IP'J-I . 

Como el parámetro M varía de forma abrupta de una a otra fase (ecuación (3.9)), es 

necesario introducir una forma ponderada para el segundo término del lado derecho 
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en la ecuación (C.I), i. e: ., 

donde los superíndices Del indican que el gradiente se evalúa por la derecha o por 

la izquierda respectivamente, esto es, 

y 

El código que integra la ecuación (C.I) tiene una estructura de tres ciclos anidados. 

El ciclo mú interno se ejecuta nevol veces integrando la ecuación de movimiento. En 

cada iteración de este ciclo se impone la condición de frontera (3.4) que fija el valor 

de bulto del parámetro de orden en todo el bulto del fluido 2. Una vez fuera de este 

ciclo se determina la posición de la inteñase mediante una subrutina de interpolación 

que encuentra la curva ~ := o. Después, se determina la posición de la punta del 

dedo y se mide el ancho del dedo en cada distancia, L] y ~. Estas cantidades se 

escriben en un archivo de salida junto con el tiempo de simu.laciÓn y el valor de bulto 

IÓB(t). Estas operaciones corresponden a una iteración del segundo ciclo más interno. 

Éste se ejecuta nanchos veces. Una vez que el programa sale de este ciclo, se escribe 

la configuración tP(x, y) a ese tiempo en un archivo de salida. Además, se escribe la 

posición de la interfase y un perfil IÓ(Y) pllTa la x correspondiente a la punta del 

dedo. Estas operaciones corresponden a una iteración del ciclo más externo que se 

ejecuta ninterfasu veces (por limitaciones del lenguaje de programación , el valor 

de esta variable no puede ser mayor a 80). Al finalizllT este ciclo el programa concluye 

y se escribe un archivo de reporte. El tiempo de simu lación se calcula de la siguiente 

manera, 

t = ninterfases x nanchos x nevol x {j,t. 
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Para una corrida en una celda de dimensiones 32x1600, se usan valores típicos 

ninterfases=80, nanchos= IOO y nevol=500 lo que da un tiempo de simu lación 

t = 40000 al fijar .ó.t = 0.01 . 

Para correr el programa se debe preparar un archivo de datos llamado dedo. in. En 

este archivo se especifican los valores de ninterfases, nanchos y nevol , y el valor 

promedio, la amplitud y frecuencia de la señal incidente. Además se deben indicar las 

distancias de medición LI y ~, los valores del parámetro M en cada rase, el valor del 

parámetro l , la distancia .ó.y y los pasos espaciales y temporales. Un archivo típico 

se muestra a continuación, 

32 100 500 -0.60 10 

0.09<100 .0290025 40.OdO 3SO.OdO 0.01 1.OdO 1.OdO O.OdO 1.OdO O 

nlnt.rf •••• naneho. n.vol bultO ngr.dy 

delta fl·.e dhtu dht&l12 dt lb . pdlon "1 "2 aeala 

Depués, se debe compilar el código mediante la siguiente instrucción, ¡.e., 

g77 dedo3.! - o dedo3 

El programa se puede correr en dos formas, partiendo de una interrase perturbada, en 

cuyo caso el valor de la variable mCaJa en el archivo de datos debe ser 1, o partiendo 

de una configuración del parámetro de orden anterior, en cuyo caso mcam debe ser O y 

además se debe tener dicha configuración guardada en un archivo llamado cond.in. 

El comando de ejecución del programa es 

./dedo3 &. 
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Código 

PROGRAH dedo 

implieit none 
integer nx,ny,nn,npinterfa.e 
parameter (nx-32,ny-aOO,nn-nx.ny) 
parameter(npinterfase-1OOOOO) 

• nx, ny : dimen.ione. lineales de la malla. 
• nn: nu.ero total de aitioa de la malla. 
• npintertase: maxUao numero puntos eaperado. en la interfase. 

double preei.ion phi(nn),phim(nx,ny),umov(nn) 
double preeision eoordx(npinterfase),eoordy(npinterfa.e) 
doubl. preeision ex(npinterfa.e),ey(npinterfase) 
double preeision dt,dx,ep.ilon,uKa,uHb 
double preeiaion delta,free,bultO,bulto 
double precia ion tieapo,yain,diataD,di.tan2 

• phi: parametro d. orden (forma yectorial). 

• phi1l: parametro de orden (forma .. tric:i.al). E.ta forma .e 
• nec •• ita para vtili~ar la .ubrutina d. int.rpolacion 
• "coordenadas' , . 

• UDOY: factor del parametro M intrinseco de la .alla (para 
• introducir ruido, isl .. etc.). tate factor ea la 
• pare. .. tatica d.l pU&lDetro !l. 

• eoordx, coordy: eoordenadaa de la int.rf .... 
• ex, ey: eoordenad .. de la interfa •• trasladada. de forma que el 
• punto mas avanzado de la interfase a. encuentre en el centro de 
• la celda. 

• dt,dx, epailon: d.lta x, d.lta t y epailon de la ecuacion del 
!lodelo B 

• uKa,uHb: Parametro M del aire y del fluido vi.eoso. 

• delta, free, bultO, bulto: Parametro. d. la •• nal incidente para 
• el valor de bulto del parametro de orden. 
• delta - amplitud de la ae!al incidente. 
• frec trecuencia de la se!al incidente. 
• bultO valor promedio de la se!al incidente (phi_BO) 
• bulto - valor de bulto del parametro de orden que depende 
• del tiempo (phi_B(t». 
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• tiempo: tiempo total de simulacion. 
• ymin: posicion en "1" del punto mas avanzado de la interfase . 
• distan: distancia a partir de la punta del dedo en que se mide 
• el ancho del dedo (L_l). 

• distan2: distancia a partir de la punta del dedo en que se mide 
• el ancho del dedo (L_2). 

integer nl(nn) ,n2(nn),n3(nn) ,n4(nn) 
integer ninterfases,nancbos,nevol 
integer ngrady,ncoord 
integer ijmin,mcam,nyinic 
integer i,j,nu,npbi,iminy 

• nI,n2,n3,n4: vectores que guardan las posiciones de los primeros 
• 
• 
• 
• 
• 

cuatro vecinos de cualquier punto de la malla 
tomando en cuenta las condiciones de frontera. nI: 
vecino derecha, n2: vecino de arriba, n3: vecino d. 
la izquierda, n4: gecino de abajo. 

• El programa se compone de tres ciclos anidados. El ciclo 
• mas externo 
• va desde 1 hasta el valor de ninterfaa.a (eate param.tro fija el 
• nu.ero de veces que se escriben las coordenada. de la 
• interfne.). 
• 
• El ciclo de en medio 9S de.de 1 hasta naucho. que es el nu.ero d. 
• de vece. que se mide el ancho del dedo por cada vez que se 
• escriben las coordenadas de la interfase. 

• El ciclo mas interno 9a desde 1 basta nevol. 

• .\\\\\ PARA CALCULAR EL TIEMPO TOTAL DE SIHULACION \\\\\. 

• ngrady: distancia por enfrente de la punto mas avanzado de la 
• interfase a partir de la que se fija el valor de bulto 
• del parametro de orden "bulto" (Delta y) 

• ncoord: numero de puntos de la interfase. 

• ijmin: distancia por enfrente del punto mas avanzado de la 
• interfa.e a partir del cual el valor del parametro de 
• orden permanece constante. Esto esta hecbo para aborrar 
• tiempo de computo. 
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• mcam: Si mcam es O. se leen las condiciones iniciales del campo 
• phi del archivo cond.in Si vale cualquier otra cosa, las 
• condiciones iniciales se fijan dentro de la ejecucion del 
• progratna.. 

• nyinic: Posicion inicial de la interfase plana alrededor d. la 
• que s. introduc. una perturbacion. 

• i,j,nu.nphi: contador.s. i e j cu.ntan sobre la malla. nu-Ia 
• s. usa para escribir el archivo fort.la que guarda las 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 

condicion •• inicial.s d.l para.etro d. ord.n .n la forma 
"J: J phi" de la corrida. nphi 't"a de 19 a 19 + (nintedases 
- 1) J s. usa para crear los archivos fort.19, fort.20. 
.tc. que guardan la confi~acion d.l par~tro d. ord.n 
para los ti.mpos en que ••• scriben las coordenadas de la 
int.rfas.. E.to sirve para t.n.r confi~.cion.s 
disponibl •• para futuras pruebas, para hac.r peliculas, .tc. 

common/ca.pos/phi,umov 
common/ •• c/nl,n2,nJ.n4 

.quival.nce (phi(1),pb~(1.1» 

• hac. que lo. .l..antos .ntr. .1 •• ctor phi J la matriz phi. s. 
• se guard.n .n .1 mlUlCl .spacio d. la ...oria. El v.ctor phi 
• guarda el cUlpO .n bloques d. DJ: .1&Moto. cada uno J 
• se guardan OJ bloqu ••• n total. Por otro lado. fortran almacena 
• las .. tric.s 80 me.ari. por coluanas cootiguas. Al ejecutar •• la 
• instruccioo de .qui't".l.nc., .1 c.-po s. pu.d. acc •• ar por .. dio 
• phi J pbim indi.tiot~nt. (uno con not.cion v.ctorial J otro 
• con notacion matricial). 

open(unit-l0,fil.-'dedo.in' ,statu.-'old') 
open(unit-12,fil.-'int.rfa •••. out' ,status-'unknowu') 
op.n(unit-13.fil.-~perfil.s.out",.tatus.~unknovn") 

open(unit-14,file-'temporales.out· ,status-'unknovn') 
r.ad(lO,.)ninterfa ••• ,naDchos.n.vol,bultO,ngrady 
r.ad(10,')delta,fr.c,distan,distan2.dt.dx,.psilon,uHa,uKb,mcam 
clos.(10) 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
• PROGRAHA PRINCIPAL 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

tiempo-O. 
nyinic-nint{O 9S'real(ny» 
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• La posicion de la interfase plana se fija a una distancia de 
• 0.95 veces el el tamano del sistema en la direccion y. 

• • 

nu- 18 
nphi- 19 
ijmin" l 
iminy-nint(O.S.dfloat(nx» 

caH vecinosO 

if(mcaa.eq.O)then 
call lectura(tiempo) 

ebe 
call condinic(bultO,ngrady,nyinic) 

endif 

call campoout(phi,Du,tiempo) 
call perfilout(phi,tiempo,dfloat(iminy» 

do 1 i-l,ninterfas.s 
do 2 j-l,nanchoa 

call .odalob(tia.po,navol,bultO, 
frac,delta.bulto.ngrady.dt.dx.apsilon.uMa,uKb 
,ijlllin) 

caU coord.nadas (pha, coordx. coord,. .ncoord) 

• La .ubrutina coordandas fue bacha por la Prof. Ana Lacaata d.l 
• Politacaico da Catalu!a. Esta .ubrutina racibe la aatriz dal 
• par .... tro da orden y devuelve lo. v.ctore. coordx ,. coord,. que 
• guardan la. ncoord coordenada. de la intarfa ••. 

call perfiloutl(phi,tiempo,coordx(imin,.» 

• La subrutina perfiloutl escribe la curva phi va y para la x 
• correspondiente a la punta del dedo en .1 archivo 
• perfilinst.out. Esto se hace para revisar la evolucion del 
• parametro de orden durante la simulacion. 

call anchoout (ncoord,coordx,coordy,cx,cy,tiempo,bulto. 
t nyinic.distan,distan2,ymin,iminy) 

2 enddo 
••••••••••••••• 

call interfout(Dcoord,coordx,coordy,tiempo) 
call perfilout(phi,tiempo,coordx(iminy» 
call call1poout(phi ,nphi, tiempo) 
nphi-nphi+l 

enddo 
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••••••••••••••• 
c10se(12) 
close(t3) 
close(t4) 

'al1 

• 
reporte(tiempo,frec,de1ta,bultO,ymin,epsi10n,uMa.uHb, 

dt.dx,mcam) 
stop 
.nO 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
• FIN DEL PROGRAKA PRIHCIPAL 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
• SUBRUTINA VECINOS 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
• &ata aubrutina crea cuatro vectorea del .!a.o ta.afto que 
• el .ector phi J que guardan la poaicion de los vecinOS para 
• cada aitio (i,j). Ca4a litio (i.j) le .apea en el vector phi 
• (DO de forsa explicita) .eSUD l a transfor.acion ij-(j-l).nz+i 
• que SUarda 1 .. colu.aal de la .. tri~ (i,j) d. fo~ contisua J 
• en orden crlciente eIl 1. 

• Loa cuatro •• ctores SUardan la. policion ••• iSUientea a.SUD al 
• _peo que le ha explicado arriba: 

• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 

n1: pu. cada ij suarda la poaicion dacia po' 
condiciones de e.pajo en la frontera. 

n2: para cada ij suarda la policion dacia por 
condicionas periodicaa en la frontera. 

n3: para cada ij guarda la posicion dada por 
condiciones de espejo en la frontera . 

n4: pan cade ij p;uarda la poaicion dada por 
condiciones periodicae en la frontera. 

lubroutine vecinol() 
implicit none 
integer nX,nJ.nn 
parameter (nz-32,ny-800,nn-nz.ny) 
integer nl(nn) ,n2(nn) ,n3(nn) ,n4(nn) 

integer i,j.il,jl.i2,j2,ij 

co~n/vec/nl,n2 , n3 , n4 

do 1-I,nx 

(i+l.j) tOll&Jldo 

(i,j+l) tOllWldo 

(i-l,j) tOlllaIldo 

(i .j-l) tomando 
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il- i+l 
i2- i-l 
if {il.gt.nx)then 

il-l 
andif 

if (i2.1t.l)then 
i2-nx 
andif 

do j-l,oy 
ij-(j-l).m;+i 
jl-j +1 
if {jl.gt.ny)then 

jl-ny 
andif 

j2-j-l 
if (j2.1t.l)theo 

j2·1 
endif 

nl(ij)-(j-l).m;+il 
n2(ij)-(jl-1).m;+i 
n3(ij) - (j-l).m;+i2 
n4(ij) -( j2-1).nx+i 

enddo 
eDddo 
continua 
retun 
.nO 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , FIN DE LA SUBRUTINA VECINOS 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , SUBRUTINA LEC'l'URA 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
aubroutina lactur~{tie~) 
implicit none 
integer nx,ny,nn 
parametar (nx-32 ,ny-aOO,nn-nx.ny) 
double pracision phi(nn),umov(nn) 
double precision tiempo 

character*20 cad 
intagar i,j,x,y 

common/campos/phi,umov 

do i-l,nn 
umov(i)-l. 
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enddo 

• El parametro M eatatico ea por default 1.0 (lo que quiere decir 
• que no hay ialaa, burbujaa, ruido, ate.) 

open(unit-90,file- Hcond.in" ,status-"oldH
) 

read(go,.)cad,cad,cad,tiempo 

• El archivo cond.in tiene tres cadenas de caracterea en el primer 
• renglon que dicen "El tiempo esM

• Despues viene el tiempo de 
• slmulacion al que fue escrito ne archivo en particular. Las 
• lineas siguientes del archivo guardan la contiguracioD del 
• par ... tro de orden en el formato x, y , phi(i(x,y}). 

do i-l,D.J; 
do j-l,ny 

read(90,.)x,y,phi «y-l).DI.X) 
enddo 
raad(90,.) 

enMo 
close(90} 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , SUBRUTIIfA LECTURA 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , SUBRUTINA CONDINIC 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

lubroutine cODdinic(bultO,ngrady,nyinic} 
implicit none 
integer DI,ny,nn 
param.tar (nx-32,ny-SOO,nn-nx.ny) 
doubla precilion phi(nn), umov(nn), bultO 
double precilion anp(S) , pmod(S), pi, sem 
double precision suma, pend, pert(nx) 
integer nyint(nx),ngrady,nyinic 
integer ns .. ,ny8ux 
integer i,j,ij,nyminl 

• amp, pmod: anp es un vector que contiene las cinco amplitudes 
• de 10111 cinco =odos que contiene pmod. Estas amplitudes y modos 
• se ulan para fijar la perturbacion inicial que da lugar a la 
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• fonnacion del dedo, 

• nse~: seMilla para el generador de numeros aleatorios 
• sem: variable ~uda que se usa para iniciar el generador de 
• numeros aleatorios, 

common/c~pos/phi,umov 

pi-4 .• atan(1,) 
nJlllinl-ny 

do i-l,nn 
WDOv(i)-l, 
phiCi)--l, 

enddo 

• UIDOV sa fija igual a 1 an toda la lIIalla. 

• Aqui se fijan 1 08 modos que se usan en la perturbacion inicial 
• usando el tamatlo del ai.te~. 

pmod(1)-2,.pi.S./real(nx) 
pmod(2)-2 .• pi.4./real(nx) 
pmod(3)-2,.opi.3./real(nx) 
pmod(4)-2,.opi.o2./real(nx) 
pmod(5)-2 . • pi/r.al(nx) 

n ••• ·int(lOO.·bultO.bultO).nn 
sem-rand(naem) 

do i-l,nx 
pert(i)sO.O 

anddo 

do i-1,S 
~p(i)-2 ,.(2 .• randO-I.) 
do j-l,nx 

suma-amp(i).dcos(pmod(i).odfloat(j» 
pert(j)-pert(j)+euma 

anddo 
anddo 

do j - 1,nx 
nyint(j)-nyinic+nint(pert(j» 

anddo 

do i - l, n:.t 

do j-nyint(i), ny 
ij-(j-l).nx+i 

92 



e ALGORITMO DE I NTEGRACIÓN NUMéRICA 

phi(ij) - I . 
enddo 

enddo 

do i-l,D.% 
nyminl-min(nyminl,nyint(i» 

enddo 

do i-l,D.J: 
nyauz-nyminl-ngrady 
do j-l,nyaux 

ij-(j-l) ·D.J:+i 
phi(ij)-bultO 

enddo 
enddo 
continua 

do i-l,D.J: 
do j-nJ~u:r;,nyint(i)-2 

peDd-(bultO+l.)/(dfloat(nyaux-nyint(i)+l» 
ij-(j-l).D.J:+i 
phi(ij)-bult0+p4nd.(dfloat(j-nJaux» 

anddo 
enddo 
continua 

raturn 

.n' 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , FIH DE LA SUBRUTIHA CONDIHIC 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , SUBRUTINA KDDELOB 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

subroutina modelob(tiempo,nevol,bultO,frec,delta,bulto,ngrady,dt, 
1 cb:,epsilon,uKa,uKb,ijlDin) 

implicit none 
integer D.J:,ny,nn 
parameter (D.J:-32,ny-aOO,nn-nx.ny) 
double precision phi(nn),umov(nn) 
integer nl(nn) ,n2(nn) ,n3(nn) ,n4(nn) 
double precision bultO,frec,delta,bulto 
double precision dt,dx,epsilon,uKa,uKb,tiempo 
inteser ngrady. ijmin 
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integer nsgn 

double preeision uM(nn),pot(nn) 
double precision espxd(nn) ,eapxi(nn) ,espyd(nn) ,espyi (nn) 
double preeision xO,dist 
double preeiaion dx2,dx22 
integer nypunta,nevol 

94 

integer ncond,nyauxi,nli=inf 
integer i,j,k,ij,ij l 

common/eampoa/phi ,umov 
eommon/vec/nl,n2,n3,n4 

dx2-epailon/(dx*dx) 
dx22-1./(d.x*d.x) 

do 33 k- t, nevol 

* Aqui comienza el ciclo que itera en el tie~ e integra el Modelo B. 

tiempo-tiempo+dt 
bulto-bultO+delta*dcoa(frec*tie.po) 

do i-ijlDin,nn 
uM(i)-uMa*umov(i) 
if(phi(i).LT.O)then 

uM(i)-uMb*umov(i) 
endif 

enddo 

* uMa ea la parte del para..tro M asociada al aire, de forma que 
* e l parametro M total (uM) aea cero cuando e l parametro de orden 
* corresponda al aire y no importe la eontribueion de la parte 
• eatatica (UlIIOV). 

do i-ijlDin,nn 
pot(i)-phi(i).phi(i)*phi(i)-phi(i) 

t -dx2*(phi(nl(i»+phi(n3(i»-2.*phi(i» 
t -dx2* (phi (n2 (1) )+phi(n4(i) -2. *phi (i» 

enddo 

• Arriba, pot es el potencial quilllico en cada punto de la malla 

do i - ij=in,nn 
espxd(i)-uH(i) *(pot(nl{i»-pot(i» 
espyd(i)-uM(i) *(pot(n2(i»-pot(i» 
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espxi(i)-uM{i) +(pot(i) -pot(n3(i») 
espyi(i)-uM(i) +(pot (i)-pot(n4(i») 

enddo 

do i-ijm.in,nn 
pot(i) - O.S.(espxd(i)-espxd(n3(i»+espyd(i)-espyd(n4(i» 

• +espxi(nl(i» -espxi (i)+espyi(n2(i» -espyi(i» .dx22 
enddo 

+ Arriba, pot actua como variable muda para calcular el lado 
+ derecho de la ecuacion del Modelo B, donde se toman promedios de 
• lo. operador •• calculados por la derecha y por la izquierda. 

do i-ij-.in,lU1 
phi(i)-phi(i)+pot(i).dt 

enddo 

• Arriba •• r.a.isnan lo. valora. del para..tro d. ordan ao 
• toda l a -alla •• ~ el metodo de Euler. 

nypunta-nJ 

• En al si¡ujente ciclo s. encuentra la poslclon en J del punto 
_. avanzado da la intarfa .. J .e guarda en la variable nypunta . 

do j-1,nJ 
do i-l,D.J;-l 

ij-(j-1).D.J:+i 
ijl-(j-l).D.J;+i+l 
ncond-int(ab.(n'gnCphi(ij»+n.gn(phi(ijl)}» 
nJauxi-j+l00000.ncoDd 
nypunta-.in(nypunta.nyauxi) 

enddo 
enddo 

• El .iguiente cic lo fija la condicion de frontera que mantiene al 
• . i.tema fuera de equilibrio. Usando l a posicion de la punta, se 
• calcula una distancia de ngradJ espacios por enfrente de la 
• punta. A partir de esta posicioD y hasta el final de la malla 
• (que cOrresponde al infinito en el problema analitico), se 
• reasigna el valor del parametro de orden usando e l valor "bulto" 
+ que depende del tiempo. 

do j - l, nypunta-ngrady-I 
do i-I,D.J: 

ij - (j-l).nx+i 
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phiCij)*bulto 
enddo 

enddo 

• Las siguientes dos lineas calculan 101 parametrOl nliminf y 
.. ijmin. Como durante la limulacion el valor del parametro de 
.. orden le reaaigna en cada iteracion y le fija el milmo valor en 
.. todo el bulto del fluido vilcolo la variacion temporal en elta 
• region es estrictamente cero. Esto hace que le pueda fijar un 
• cierto limite al hacer la integracion del modelo que ignore esta 
.. region. El parametro nliminf guarda la posicion en y de la 
• malla que corresponde a la posicion de la punta disminuida en 2 
• veces la distancia ngrady. Este valor se mapea en la notacion 
• vectorial y el resultado del mapeo se guarda en el parametro 
.. ijm.in. Luego, cuando .. reanuda el ciclo, todos los ciclos de 
• integracion numerica se hacen solamente para la region "acti"a" 
.. de la IILalla, 1.e., la linea que fija ijmin. 

nliminf-max(1,nypunta-1-2.ngrady) 
ijmin-(nliminf-l).nx+l 

33 enddo 

return 
.nd 

..................................................................... , FIN DE LA SUBRUTINA MODELOS 

............................................................. 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , SUBRUTIH1 PERFILOUT 
.............................................................. 
cEsta aubrutina escribe la curva phiCy) para 
c la J: que corresponde a la punta del dedo. 

subrout ine perfilout(phi,tiempo,cx) 
illlplicit none 
integer nZ,ny,na 
par~ter (nx-32,ny-aOO,na-nx.ny) 
double precision phi(nn),tiempo,cx 

integer ncorte 
integer i,j,ij 

ncorte"nint{c:r) 
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vrite(13,.)'" tiempo ",tiempo 
do j-l,ny 

ij-(j-l ).nz?neorte 
vrite(13,.)j,pbi(ij) 

enddo 
eontinue 
vrite(13,.)" " 

return 
.nO 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , Fr. DE LA SUBRUTINA PERFILOUT 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , SUBRUTINA INTERFOUT 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
e Estk .ubrutina •• eribe la. eoord.nada. de la int.rfa •• 
e .n .1 arcbiyo ·iDt.rf .out" 
c En •• t. archiYo •• acaban pardando toda. 1 .. CUT"''' 
e int.rtaeial •• qua •• baJan pedido por .. dio del 
c par ... tro nint.rt ..... 

• ubroutin. int.rfout(Dcoord,ex,cJ,tia.po) 
implicit Don. 
intes.r ninterfa •• 
integer ie, ncoord 
par ... t.r (nint.rfa.e-l0000) 
doubl. pr.cilioa cx(nint.rfa •• >,cJ(nint.rf ••• ), tiempo 

vrit.(12,.)·' tiempo ~, tiempo 

do iC-l, ncoord 
vrite(12,.)ex(ic),ey(ie) 

enddo 
vriteC12,·)· 
eontinue 
return 
.nO 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , FIN DE LA SUBRtlTIHA IHTERFOUT 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
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, FUNCION NSGN 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
e Esta funcíon determina el signo de un argumento 
e real y devuelve un +1 si el argu.ento es positivo 
e y un -1 si el argumento es negativo 

integer funetion nsgn(arg) 
implieit none 
double preeision arg 

nsgn-nint(arg!abs(arg» 

return 

.n' 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , FIW DE LA FUNCIOK NSGN 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , SUBR.IJTIIU. CiMPOOtrr 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
e Esta subrutina escribe el valor de un elJllpo para cada 
e punto de la malla (el campo que .... ) usando un contador 
e nr para escribir un archivo "fort.nr" de formato: , , % I y I campo(% ,y) 

subroutine campoout(campo,nr,ti.~) 
implicit none 
integer D%,ny,nn 
parameter (n%-32,Dy-aOO,nn-n%.ny) 
double preeision eampo(nn) ,tiempo 
integer nr 

integer i,j,ij 

vrite (nr, ' )"'El tiempo es: ",tielllpo 
do i-l,nx 

do j - l,ny 
ij -( j-O.nx+i 
write (nr,' )i,j,campo(ij) 

enddo 
vrite(nr,')" 

enddo 
elose(nr) 
return 
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ond 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , FIN DE LA SUBRUTINA CAMPOOUT 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , SUBRUTINA ANCHOOUT 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
lubroutine anchoout(ncoord,coordx,coordy,cl,cy,tiempo,bulto, 

• nyillic ,di,tan,diatan2, yain, iminy} 
implicit none 
integer ~,ny,nn,npinterfale 
par ..... Ur (n.x-32,ny-SOO ,nn-n:x.ny) 
par ... ter(npiAterfase-l00000) 
double preciaion coordx(npiAterfale),coordy(npinterfale) 
double preciaion cx(npintertale),cy(npinterfale) 

c double precilion Ulcho(50) 
double preci.ion Ulcho,ancbo2 
double precilion ti.-po,bulto,diltan,diltan2,yain 
inteser nyinic,Dcoord 

double precilion cxaux(npinterfale),cyaux(npinterf .. e) 
double precilioD acerc,dilt2,dilt3 
double precilion ~,pendl,pend2.11,x2 
inteSer i,iainy.illlinyl.imin,ian.ixl,ix2.k 

open(unit-gg.file-'coord.out',ltatul_'unknovn') 
do i"'l,ncoord 

vrite(99,.)coordx(i),coordy(i) 
enddo 

c1ose(99) 

• Aqui ae busca la coordenada y de la punta del dedo, que ea la 
• que tiene el valor mas pequero. 

ancho- O. O 
ancbo2-<l.O 

ymin-dfloat(ny) 

do i - l,ncoord 
cxaux( i )-coordx(i) 
cyaux(i) - coordy(i) 
if( coordy(i).LT.ymin)then 

ymin- coordy{i) 
iminy- i 
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endif 
enddo 
continue 

• En los siguientes ciclos se traslada la interfase de forma que 
• la punta del dedo quede en la mitad del ancho del canal (en la 
• direccion x) . 

do i-l.ncoord 
coor d:z:(i)-cxaux(i)+1.S.df10at (n:z:) -cxaux (iminy) 
coord:z:(i)-mod(coord:z:(i),df1oat(n:z:» 

eneldo 

• imin contiene el indice en el vector coord:z: que guarda el punto 
• con la menor x de toda la interfase (estos yectores , coord% 1 
• coordy que vienen de la subrutina de interpolacion no 
• necesariamente tienen sus entradas en orden de x creciente) 

do i-l. ncoord 
if(coord:z:(i) . lt. coord:z:(imin»then 

iain-i 
endit 

eneldo 

• El siguiente ciclo reasigna los valores de los yectore s coord% 1 
• coordy d. fO:r1ll& que el yalor coord.z(iain) .e "pea en cx(l). 
• Toda. l as entradas r estantss se mapean a partir de .sta 
• reasignacion. 

do i -l ,lIcoord 
k-mod( i+ncoord-imin,ncoord)+l 
cJ:(k) -coord..:z:(i) 
cy(k)-coordy{i) 

enddo 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
• Kedicion del ancho del dedo 

• Ahora se encuentra el indice que corresponde a la punta del del 
• dedo y se guarda en ilIIi ny l. Las coordenadas de la punta son 
• entonces cx(iminyt) y cy(iminy1) . 

i minyl-.od(iminy+ncoord-imin ,ncoord)+l 
Ylllin-cy(illlinyl) 
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• Ahora se calcula la posicion a la que se mide el ancho del dedo 
• (dist2) usando el marco de referencia de la punta del dedo y una 
• distancia arbitraria distan . 

dist2-ymin+distan 

• El siguiente ciclo encuentra los do. punto. de la interfase mas 
• cerCaDOS a la posicion dada por dist2 en la region i~quierda a 
• la punta del dedo. acerc es una variable de control que caJllbia 
• de negativa a positiva cuando el ciclo llega a la posicion donde 
• la coordenit.da y cJ(i) ea mas grande que dist2. Para guardar la 
• entrada de este vector .e u.a i:l:1-i+1. 

do i - iminyl.1,-1 
acer c-dist2-cJ(i) 
if(acerc.lt.O.)then 

id-i+l 
goto 998 

endif 
enddo 
goto 995 

• El ciclo sisuiente encuentra los dos punto. de la interfa •• mas 
• cercanos a la posi cion dada por dist2 en la region derecha a la 
• punta del dedo , acerc e. una variable de control que cambia de 
• nesativa a po.itiva cuandO el ciclo Ilesa a l a po.icioD donde la 
• coordenada J cy(í) ...... grwe que dilt2. Para guardar la 
• entrada de e.te vector .e u.a h:2-i-1. 

998 do i-i~nyl+l,ncoord 
acerc-di.t2- cy(i) 
if(acerc .lt.O.)then 

h:2-i-l 
goto 999 

endif 
enddo 
goto 996 

999 continue 

• Si le han encontrado todos los puntos interfaciales (que .on 4) por 
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• medio de los do. ciclos anteriores, se hace una interpolacioa lineal 
• para obtener las abeisas que corresponderian a la posicioa y-dist2. 
• Esto se hace en las siguientes cuatro lineas. Las variables pendl y 
• pend2 guardan las pendientes de las lineas rectas que unen a los puntos 
• interfaciales vecinos a la linea y-dist2. Las abcisaa correspondientes 
·50nx1y x2. 
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pendl-(cy{ixl)-cy{ixl-1»/{cx{ixl)-Cx(ixl-l» 
xl-(dist2-cy(ixl»/pendl+cx(ixl) 
pend2-(cy(ix2)-cy(ix2+1})/{cx(ix2)-cx{ix2+1» 
x2-(dist 2-cy(ix2»/pend2+cx(ix2) 

• En la siguiente linea se cal cula el ancho del dedo u.ando este 
• par de abcisas y se convier te en fraccion dividiendo entre el 
• taJl!ai!.o del sist ema . 

ancho-(x2-xl)/dfloat(nx} 

995 continue 
996 continue 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
• En el .iguiente bloque se hace exactamente l o mia.o pero u.ando 
• una po.icion di stinta dada por dist3 • ymin + di.tan2 

di.t3-ymin+distan2 

do i-iainyl ,l ,-l 
acerc-dist3-cy(i} 
if(acerc.lt.O.)then 

ixl-i+l 
,oto 898 

endif 
enddo 
goto 895 

898 do i - iadnyl+I,ncoord 
acerc-di st 3-cy(i) 
if(acerc .lt .O .)tben 

ix2-i- l 
gota 899 

endif 
anddo 
goto 896 

899 continua 

pendl -(cy(ixl)-cy(ixl-1»/(cx(ix l )-cx(ixl -1 » 
xl-(dist3- cy(ixl»/pendl+cx(ixl) 
pend2- (cy(ix2)-cy(ix2+1»/(cx(ix2)-cx(ix2+1» 
x2-(di.t3-cy(ix2»/pend2+cx(ix2) 
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ancbo2-(x2-xl)/dfloat(nx) 

895 cont inue 
896 continue 

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

• En las siguiente linea se escriben l~s variabl.s d.pendientes 
• d.l tiempo en .1 archivo "temporales.out" 
• El formato es : 

• tiempo I ancho(1) I ancho(2) I posicion de la punta I bulto 

vrit.(14 •• ) tie~po.ancho.ancho2.ymin.bulto 

• Ahora se e.criben las coord. nadas de l a interfase t rasl adada en 
• .1 archivo "coordtrasl.out". 

open(unit-9S.file-'coordtraal.out' •• tatus··unknovn' ) 
do i-l.ncoord 

vrite(95,.)cx(i).cJ(i) 
Inddo 
clo .. (95) 

• Se r laaisnan los valore. de lo •• Ictorl, d. entrada para 
• con •• rvar las coordenada •• in trasladar. 

do i-l,ncoord 
coordx(i)-cxaux(i) 
coordJ(i)-cJaux(i) 

enddo 

return 
.n' 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , FIN DE LA SUBRUTINA AJCHOOUT 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , SUBRUTINA PERFILOUTl 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
c En esta subrutina 8e escribe la curva phi (y) para la 
c x que corresponde a la punta del dedo. Esto se hace 
c en el archivo "perfilinst .out" 

subroutine perf i l out l (phi,tiempo ,cx ) 
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implicit none 
integer nx.ny.nn 
parameter (nx-32.ny-aOO,nn-nx.ny ) 
double precision phi(nn),tiempo.cx 

integer ncorte,j.ij 

ncorte- nint(cx) 

open(unit-16,file.'perfi linat .out' ,status-'unknovn') 
vrite{16 •• )"1I: tiempo ".t iempo 
do j-l.ny 

ij-(j-l).nx+ncorte 
vrite(16 •• )j,phi(ij) 

enddo 
continue 
vrite(16 •• )H 

close(16) 
returu 
ud 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , FII DE LA SUBRUTlli PERFlLOUTl 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , SUBRUTllfi IlEPORTE 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
c En esta subrutina se escriben lo. parametros u.ados en 
e la aimulacion. el tiempo J tama60 del siste.a. en el 
e archivo "reporte .out" 

subroutine reporte(tiempo,free.delta,bultO,ymin.epsiloD.uHa.uKb. 
J: dt.dx.IIICUI) 

implicit Done 
integer nx.ny.nn 
parameter (nx-32.ny-aOO) 
double precision bultO.free,delta 
double precision epsilon.uMa.uKb.dt.dx.tiempo 
double preeision ymin 
integer mCaD! 

open(unit - 15.file-'reporte.out· . status-'unknovn') 

vrite(15 •• )' .· •••••• • •••••••• •••• •••• ' 
vrite(15 •• )·Reporte' 
vrite(15 •• )· ••••••••••••••••••••••••• • 
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write(15."')' , 
write(l5 •• )'Señal de entrada' 
write(l5."') ' phi(t ). ',bultO, ' . ' .delta, 'cos(' .frec , 't)' 
write(l5."')'''''''·········'''·············' 
write05,·) 
if(mc~.eq.O)then 

write(15,.)'la condi ci on inicial fue leida del archivo condin ' 
else 

write(15 •• )'Perturbacion compuesta de cosenos de =odo ' 
write (15,.) 'arbitrario con ~plitud aleatoria' 

endif 

write(lS,.) 'Tiempo de simulación; ',tiempo 
write (¡5 , .) 'Tam.a1io del sistema; ' .n%.. ' X '.ny 
write( 15,.) 'Posición final de la punta ()'Din): ', ymin 
writ.(15,.) 'Ancho de la interfase: ',epsilon 
vrit.(15, .)'Parametro M del aire: ' ,uMa 
write(l5 •• )'Parametro M del aceite: '.uHb 
vrite(15, .)'Puo tUlpOral (dt): ',dt 
write ( lS,.) ' Paso e.pacial (dl::); • ,cb 
close (15) 

return 
.nO 

.......... "''''''''''''''''.''' ...... ''' ...... ''' .... ''' ... ''''''.'''.'''.'''.''' ......•••• , FIN DE LA SUBRUTINA REPORTE ..... "'."' ... "' .................................•.............. 

.... "'."'''' ..........•...•••••••............ ''''''.''' ... '''.''' ........ . , SUBRUTINA COORDENADAS ...... "' .. "' ... "' ...••.••••••••••.•........... "' .... "'."' ........ . 
c En esta parte va la subrutina de interpolacion que 
c calcula la posicion de la interfase. Esta subrutina 
c toma la matri~ phim J calcula la posicion de la curva de 
e nivel donde el parametro de orden es igual a cero. 

c La subrutina regresa dos vectores, uno contiene las 
c coordenadas en x de la curva de nivel . El otro vector 
c contiene las coordenadas en J de la misma curva . Ademas, 
c l a subrutina regresa el numero total de puntos de la curva 
c que ha encontrado . 

.......••. "'''' ......... ''' ........ ''' ........••. ''' ..... ''' ........ "''''. , FIN DE LA SUBRUTINA COORDENADAS 

.......... "' .. "' ...... "'."' ..••........•.....•..••........••.• "'. 
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We sl.lldy a Iow -.mplitllde, loa, waveleo¡tb lateral iaatability allhe Sa/fmaa-Tt.ylor ru.p by 
meaas al .. pUae field modeI . We ot.:rve lucb aa iDStability in two IituaUoDS in .,hidI IJEUII 
dy"amje perturbr.tiooa alO! overilJlpc¡eed to acolIStaat prt'!!llJUn! .trop. We finlatlldy tllecue i" .,bicb 
tbe pe«urbatio.n consis~ al • si""" Ilkillatory mode ud tbu • eMe iD wbicb tlle pertlU"batioa 
conaiats ol temporal "oUe. 1" botb cueII tile iDSubility ul>del-¡oeII .. ~ ol.electioa. 

l . INTRODUCTION 

Dranching U. an ubiquitous process in nature [1-4J. 
From planl$, rivers, blood vessels, bacterlal colonies to 
dendritie growth, tbe universality of branehiDg hu been 
put fortlfard. In crylt.al growth, wben an undercooled 
melt solidifies, tbe .alid &cmt hu a parabolic sbape and 
lateral protruslons, called aidebrancbel, fonn on tbe m&in 
s tructure aod UOW iD amplitude .. they are advect.ed 
."ay from tbe pa:raboUc t1p. This phmomenoo h .. been 
... idely investipted in aolidificatioD. It baI been pro.
posed, both experimepta.Uy [S, 6J and theomically [7-9J 
lhat side brUlChin¡ rsu.Iw &ocn 8elective amplificatioa 
of natural ooise. 

Natural noiae, t.hat 11, DObe uninteationally preIeIlt in 
the .,.tem, iI GOl enou¡b te) cre.ate aide br-aadli.n& in 
nonnal Saffman-Taylor fiD(en. Normal Saffma.n.Taylor 
fingen appeat .,ben an invbdd fluid displaces a viIcous 
fluid in a Hel&Sha., cell, a pa.if ol &1'" plates pacaUeI te) 

eac;h otOO that fono an almc.t two dimenaiooal channel 
in .,hich tbe &.... takes place. In the ablence oC perturba
tioll3, Saltmao-Taylor fingers are al.,ay. gruter tban balf 
oI the channel widtb. We refe!- te) tbis steady-ltate fin
gen .. normal Satfman-Taylor fiJ\&erI, te) be ab1e lO dif
rerentiate them from anomalous fingen, .,b(llle width la 
less tban haJr oí the channel ... ldLb and that are obBervOO. 
wben aniaotropy 1, impoeed on the . y.tem. In anorna1ous 
Saffman-Taoyior finge15, dendritel! have been observed us
ing locaJiz.ed disturbances such as a bubble placed at the 
finger tip or a thread plac1!d aJong the channel [lO, lI J. 
In both, dendritie c:ryltaIJ and anomalous fingers, It has 
beell shown that ptriodie forcing Induces periodie side 
branche'!l [12- 14J. Experimental ly, side branches have 
beell observed. in viacoua fingers for miscible Huim in • 
radial 0011 when anieotropy is imposed on the .)'!Itero by 
englavin!!; a vid on one oí tbe platel! [15, 16J. For Im
miscible Huida, side branc:hes are uron&ly suppressed by 
sutrace tension, and a lo., amplitude lateral instability 
can be obeerved [l7]. Tbeocetically, vl.scou. fin&en in 
tbe radial cell .,itb four-fold anisotropy have been ,tud
ied in reference [18J. In agreement witb experiments, 

regimes roe .,hlcb fin&en have lateral illltabilities whose 
amplitude la , tron&ly IUppressed by lun ace t.ension are 
found. LocaIlzed non-linear ill3tabilit ies oí tbe normal 
Saffman-Tayloc fiDl!;ft" have abo been reported (19J. Re
cently, fluctuations aIoog tbe finger .ides have been re
ported iD normal fin&en for lo., capU1ary nwnber1 and 
very wide aod Ion¡ channela 12OJ. 

A wide variety ol problema .,hich include bioI-becNosY 
and oil recom)' involve t.be dyna.m.ia oC conlioed fluida 
in frequency depmdeat flow re¡ip:¡es. Due te) i,- re1&
t ive simplicity, tbe Saffman-Tay1or Iinp:r la an arc:betype 
oC boch, paUem ÍOI"miJlI; l)'!Itema and two pbaae fIow in 
confined l)'ItemI: [21). We are tberefor-e inter"elt.ed 00 tbe 
respoGJe ol Ole SaIfmaD-Taylor finpr 10 a OOtlUOlled &e
quency dependent 8ow. 

Bere we report • lateral inst&bllity ol the norma! 
Saffi:naD-Tayklr fin&er induoed d~y in • too
trolJed m&nDeI". We abo propoee for .,hkh frequendel 
and eeU dimensioruI thiI inJt.ability can be DIOr1! _Uy ex
perimenLallyobeerYed. By meanI ol a pb.ue field modeI, 
we atudy two~. The fif'1t one, in .,hich an 0IICil
latory siplal is overimpoled te) a coruJtant pressure va.. 
dient, Ieada to a strictly periodie lateral ill3tability that 
undersoes a prooessof .election. We then study Ole df«t 
tbat dynamic noi8t hu on the fiD&er Ihape and obeerve 
a similar lateral instability. This one, despite il$ non pe
riodieity, undergoes a process oí selection as In the 615t 
=. 

11. PHASE-FIELD MODEL AND 
MACROSCOPIC MODEL 

Recent studies indicate that the Saffman-Taylor prol> 
lem Cor Ne ... to.oian flui<b can be auccessfully Itudied by 
means oIpbaae-field models (22- 241. Tbe main advant.age 
al sueh mesoscopic approacbes is tbat lbey avoid compll
cated melhods for trackin« tbe int.eñace. In particular, 
it hu been found tbat a 1¡J\&le onler-pa.rameter equation 
suflkes te) reproduce the mllCroKOpie equations ol lbe 
Saffman_ Taylor problem in tbe infinite-viIcoBity-contrast 
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F'G. 1: ProfiIe b thf! on:Ier parameter &Ion¡ the lIow direc
t io" ro.. lhe initial bouJ»dary coaditioG. lA tbe ficure, lbe lIow 
takes place from the ricbt lo tbe len. 

Umil [24J. Monover, numerical &lmulatklnl of this model 
have reproduced lhe bebavior ol tbe Huid-Huid interface, 
Croen dertabili1..ation and mode eompet.ilioa t.o lbe ÍOI". 

matioo ol the ILead)' state. We lhetefOfe decide lo WIe 

lbe pbMe-6ekI modeI ol refemKe [24J witb • boundary 
condition ll'IOdUied lo .uow for dynamk: preeeW'e drops. 

Tbe metJOIICOPic equatioa to be IIOlved for lbe infinit.e
vÍICOI!it)'- OOIltrllSt Saffmao-Taya problem Is lbe equa
tion oC Model B 

(1) 

.. here ~ la an order parameter and p(f,) la • ebemieal 
potential thal. hu Lhe expIkit form 

1'(';):: -.; + " - (2V
2
.; (2) 

.. befe ( it • patamd.et proportional LO lbe interface 

... idth. The paramet.eI" M has a COMtant value in tbe 
vboous fluid &.!Id is zero in airo The following boundary 
oondition is impo!led al. lbe bulk ol lhe displaced fluid , 

(3) 

Equation (3) fixet lhe bulk value flBet) al an arbit r/U"y 
distance 1 (rom lhe fint;ertip. ya ... corresponds 10 lbe IDost 
advanced point oí the interface. This creates a ramp thal 
represenUl lhe driving force oí lhe lIylltem. The ¡nitia! 
boundary ooodition to geuerate a s teady-state finger is 
t OOWIl in fi~ l. Despite tbeir ,implicity, t.hese equa
tion. describe the hydrodynamic equations of the macro
sc::opic: problem in the shacp interface limito 

Tbe macn'llJ(X)pic equations ol the problem are 
Laplace'. equation roe the pressure, p , ¡.e" 

(' ) 

whic:h is writ t.en from Oarcy'. Law plus the lnc:ompress
ibility of fluida, and tbe boundary c:ondition. at the fluid· 
fluid interface, that is , the rontinuity boundary oondition 
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and tbe kM:al tbermodynamic equilibrium condilloo te., 

", V • 
" .. .. - 121j p ' l). (') 

(') 

where v" la tbe normal velocity ol the interface, '1 is LIle 
visooeity ol tbe VÍICOUI fluid, b la the gap bec.ween the c:eU 
plate! and 6. is .. vec:toI' normal lo the interface, dp iI 
l he preaaure drop at Ole Interface, '1 iI the su.rface t.enaioa 
and " iI the loc:.aI c:tm'ature ol the interface. K ¡;¡ & is 
c:ommoo1y lmowD Al lbe permeability oC t be l}'ltem. 

In order lo ~ Ole mac:rQlOOpic equ.ationl from tbe 
1IHSOICOpic: equatiolll, • nwc:bed asymptotic: expansioo la 
nec:essary and tbe foIlowiDg identific:atioo ol parameten 

has lo be madi!: P '" ••• PI, K == ~ and 7 '" -"b 
where PI is the II.rn arder in (tenn of ibe chemk.al poten.. 
t ia! , of.ro la tbe u:m 0I'der in ( tenn ol the onil!r paraIDe!.er, 
11; '" 2;." ;., ia the bulk value for the 0I'der parameter 
in equilibrium and "1' ;; Coo ~dw. Tbe variable tu 11 
an inner c:oord ln.te oC the interface, that il introduc:ed in 
tbe expansion, and lhat is, at lUiy point , perpendic:ular 
to it . 

It is worth 10 notic:e that in a rder 10 Itudy the ef· 
rect of a dynamic: pressure drop on the Saffman 6nger 
shape, tbe preuure gracllent sbouJd c:ontain .. C:Olls tant 
!.erm rf!Spoosible of tbe fin&er formation . That iI, the 
preuure gradient sbould be al &By time negative 10 tbe 
fluid·fluid interface remailU' Unttable. Moreover, lbe time 
dependent term oC the preuure gradient sbooM be sm.aI1 
c:ompared 10 the c:onlltant tenn oC the pressure graclient 
since we are interest.ed in studying si tuatioos in whic:h 
the single-finger IOlution exists. In our modeI, ~he above 
oollSiderations are Implement.ed by taking the boundary 

, 
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FIG. 4: R.espollH frequeo>q measure<! cloee to the fiase'
tip plomo:! &&ain&t iDcideDt frequency. F« referen<:e, the 1&

leo:ted frequency ÍII iDWt&ud iA tbe coordinllte' axis .... cir
ele. The n&tural frequew::ies al ,he Bow, ",,,,(trian¡le) ud 
W/iA, .. (equare), are ¡¡u:lK:ated in the abc::iIAe axis. 
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.. iD fi~4. 

condition (3) for the otder parameter in ñont dtbe finge. 
as a ool15t8Ol plua a dynamic tenn of the forro: 

(7) 

whet"e g(l) is JI time-dependeot dimensionless runction 
which varies between - land 1, and Ihat will be consid
eroo in t.o different _YI as explained below, and 6 is 
lID amplitude which is amall compaced with ~80. In tbe 
tWO cases described below, _ have carried on the nu· 
merica.! int.egration ol I!qWltion el) aubje<:t 10 the proper 
dynamic boundary conditioo (7). We have used an Euler 
method fOl" a d;,crete lIQuare laltice ol si7.e n~ )( n. w¡u. 
mesh aize al' = l and time step 61 = 0.01. n~ has been 
chosen 10 be n~ = 32 in a1I cases, ami " r , which is the 
dimension &long which the finge. propagat.ell, hall been 
chosen in 8uch a way that LIle lateral instability is _11 
developed. It will be . pecilied in each Calle. 



III. NATURAL FREQUENCIES 

Before desc::ribing the dynamic signals considered in the 
present paper, it i6 con ... enienl 10 remember that there are 
two natural frequencies of the steady-state problem. The 
Ilrst characteristlc frequency oC the steady-state problem 
is the finger velocity divided by the finge! width, which 
gi ... es an angular frequency equal 10 

(8) 

The olher frequency characteristic of the steady-state 
problem is the one detennined by the flow very far from 
the finger tip, that is, the flow ... elocity at infinity di ... ided 
by the channel width, which gives an angular frequency 
equal LO 

v~ 
W oo = 27r W 

(9) , 

These two frequencies are related LO each other sinte oon
servation of matter implies that the finger velocity times 
the finger width is equal to the velocity at infinity, that 
isU>': Veo' 

IV. NUMERlCAL RESULTS 

A. Olcillatoty pt essure drop 

The dynamic part of the incident signal consists of a 
single mode 05cillatory termo That is g(t) of the bound
ary oondition (7) is 

g(t) = 008(wt) (10) 

The initial oondition consists of a "'(x, y) profile that coro 
responds 10 a steady·state finger. The parameters "'00 

and 0:1 in equation (7) have been set equal lo "'80 = -0.6 
and 0:1 = 0.09. 

As the bulk value of "'8(t) oscillates, the finger re
sponda by generating a wa ... e on itl! tipo This wave ia 
ad ... ected far from the fingertip in such a way that lhe 
sides of the finger are no longer flat as in the steady state 
case, but de ... e1op an instability. In order lo quantify the 
proce:ss ol growth, the finger width ia measured simulta· 
noously at two ditrerent distances from the fingertip LI 
and L,. Due LO the growth process, variationa on the 
finger width measured at distante LI> clase to the finger 
tip, have a much smaller amplitude than the ones mea
sured at distance L" far from the finger tipo Figure 2 
illustrates the behavior of the finger width at distances 
LI and L2 as a function of time. The incident signal 
on the boundary condition of the bulk order parameter 
has also been plotted in order to show that lhe incident 
frequency and the response frequency close to the fin· 
gertip are the same, that is, the wa ... e generated at the 
finger tip , responds linearly to the ¡ncident signal. lt can 
also be observed that at a distante far from the tip, the 
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frequency of the lateral instability no longe! follows the 
incident signal, in fact, it undergoes a dynamic process 
as will be discussed below. Just as the frequency dose 
lo the fingertip , the wave1engt,h oC the lateral instabiJity 
has a linear beha ... ior. That is , it oorresponds to the a ... -
erage finger ... e1ocity di ... ided by the incident frequency. 
However, as the wave tra ... e1s away from the tip toward 
the sides of the finger, the wavelength of the instability 
coa.rsens and reaches a value which is independent of the 
incident frequency. This happens for a very wide range 
of incident frequencies. That is, the lateral instability 
undergoes a mnde selection process. 

In our problem, the frequency selected for the lateral 
instability, is roughly the characteristic frequency of the 
flow far from the finger tip, W"", gi ... en by equation (9). 
The amplitude ofthe selected mode saturates and is small 
compared 10 the finger width. Also it is a longwavelength 
instability as will be discussed. Therefore, the lateral in
stability does not ha ... e a dramatic visual effect on the 
finger like the instability that caUse!l side branching in 
solidification, but it causes the finger to ha ... e small pero 
turbations on itl! width. The instability ia ahown in fig· 
ure 3(a) on al: 1 scaJe in order to reali=«! the actual si=«! 
of the width variations that would be obser ... able in an 
experimento 

Figure 4 shows how the frequency of the lateral in· 
atability dose to the fingertip, wl,." is the same as the 
incident frequency, w, that is, wl,., = W. This frequency 
is measured from the signal perlod TI,. , with the relation 
WI,., = 2",/TI,.,. This linear response close to the finger 
tip, has been observed for all of the incident frequencies 
studied. L 1 has been set equal to L1 = 40~:t. 

The process of frequency selection far from the finger 
tip is shown in figure 5. The frequency of the lateral 
instability, wl,., has the same ... alue for a wide range of in
cident frequencies. Thia frequency is slightly larger than 
t he characteristic frequency ol the flow at inllnity, given 
in equation (9). Tbe frequency is measured from t he sig
nal period TI,., Ulling wl,., = 2", /TL,. The oontinuoua line 
is shown for referente and is the line that would corre
spond lo linear responlll!. We can clearly see that there 
are three regimes for the response frequency. Filllt, at 
very low incident frequencies, the response frequency is 
always equal to the incident frequency. In this region, 
surface tension is not enough to suppress the modes that 
cause a perturbation to the sides of the finger. Secondly, 
there is a range of frequencies for which there is a beba ... • 
ior between linear response and selection. In this range 
of transition, the response frequency oorresponds in all 
cases to half the incident frequency. This is shown in fig
ure 6. We can undellltand thi, behavior if we think that 
in this region, 8urface tension ia large enough to suppress 
the incident frequency, but not large enough to 8Uppress 
ita filllt harmonic. Finally, we see that for incident fre
quencies larger that the characteristic frequency of the 
finger, wf¡",'~ given by equation (8), the response Cre
quency is independent of the incident frequency, that is, 
there is a mode that is selected because it grows raster 
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FIG, 7: Amplitude ol tbe lateral Í!llltUilit)' meuared at • 
fUed disuD<:e L, _ 4(J;u as • (un<:tioa oC the amplitude 01 
tbe illcideDt Iipal. 

than !.he othen. The selected frequency deteoninea tbe 
wavelengtb of the lateral instability. 

It is important lo note lhat the lateral instability ap
peatS, in many cases, far from the finger t ipo For instanee, 
in the regioll of incident Crequencie!¡ where selection is 01>
served, the amplitude of the lateral instability salurates 
at a distanee of lbe order of ten timea lhe tel! widlh and 
is very smal] cloee 10 lhe linger tipo See figure 3(a). For 
the lin~ arad tbe traJUlition wnes (figure 8), the distance 
from the tip at which tbe lateral instability l. observed is 
much smaller as will be discussed latero The distance ~ 
has been chosen in ea.ch case as lo measure lhe lnstability 
onee the amplitude has saturated. 

Olle mlgbt wonder how does the amplitude of this in
stability depend3 on tbe amplitude of the incident signal. 
Our results indieate thal cloee lO lhe finger tip, the larger 
lhe amplitude of the incident signal , the larger the ampli
tude of the instability. This can be seen in figure 1. How
ever, fa.:r from lbe finger tip, we find that the saturation 
value for 1.00 amplitude or the instabitil.y is independent 
o( t he amplitude of the incident signal. Moroover, the 
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FIG. 8: Tbe profiJe oí tbe left con-espondl ti> an inciden! 
fuquency tb" falla iD tbe lintar r.poa oí the "'L, vs'" cu r»e, 
... hereas tbe profile oa tbe d!';M corre¡ponds lO • frequt ncy 
that (alls in tbe uansitioD region oí lhe same curve. The 
disu.n«, d, at ",bicb lb" amplitude .. turates is 01 tbe OIw.r 
01 d. ::: A and d. "" 2A respectively. T bese are r"SÍmes tbat 
would be e"";er lO ot.:rve u-perimentally. 
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FIC. 9; Time dependenC(! for the hulk value of the order 
parameter and of the finge. width at distantes L, ud L2 fOI 
the temporal noise case. FOl the simulation, " '" 0.05. 

1 ... .... _ ._ 

FIC. 10: Nonnalized dinributioll of respoll8e hquencies ro. 
... incident signa! ooll5isting nf temporal noi!oe. FOl the $im
uluioll, " = 0.05. For reference, the characteristic frequeocy 
of the f1ow, ..... , ís indicated in the coordillat<! axi!I with a 
triangle. 

smaller the amplitude of the incident signa!, ,he larger 
the distance rrom the tip at which !.he amplitude sat u
rates and therefore, we believe, the barder it beoomes to 
observe it experimentally. 

B. Temporal lll1ae 

Results of the previoWl section indicate that the sy&
tem selects a frequency ror a wide range of incident fre
quencies. For linea¡- equations, this would indicate that 
the system acts as a selectiYe noise amplifier. Neverthe
less, our phase-field equations oontain the fun non-linear 
behavior of the hydrodynamic equations. We therefore 
decided lo study the effect of a dyoamic signal oonsisting 
of white noise, which 000tain8 a oombination of several 
modes. 

We perturb the system by adding a random signal lo 
a oonstant pressure gradient at each t ime step. In our 
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model, this is implemented by chOO6ing g(t) in equa
tion (7) lo be a random number between - 1 and 1 at 
each time step. The value of 6 in equation (7) is cbosen 
lo be 6 = 0.05. 

Just as in the 06dlJatory case, the finger deve10ps a lat
eral instability whicb is born cJose 10 tbe finger tip and 
propagates toward the sides of tbe finger. The ampli
tude of tbe lateral instability grows as the perturbation 
proJ>38ates away from the tip and it reacbes an aJmost 
oonstant value. From the initiaJ randorn perturbation, 
some modes grow and sorne modes decay as the pertur
bation proJ>38ates far frorn the tipo In figu re 9, we show 
the driving signaJ oonsisting of white noise overimpo&ed 
10 a constant value of the bulk order parameter. We then 
show the osdllations ofthe finger width dose lo the tip io 
which sorne of the modes have already decayed. Finally, 
we see the oscillations of the finger width far from the tip 
in which sorne of the modes have grown and the ampli
tude of the oscillations has reached an aJmost constant 
vaJue. The final state has a distribution of frequencies 
with a peak at a vaJue c\ose 10 the characteristic Cre
quency of the flow at infinlty, that is, c\ose lo the value 
of the frequency selected in the oscillatory case. This 
can be seen in figure 10. Thls indicates that, despite tbe 
non periodidty of t he lateral instability, lt undergoes a 
process of rnode selection. Figure 3(b) shows the non pe
riodic lateral instability for a finger with temporal nolse. 

V . DISCUSSION 

In the laboralory rrame of reference, once the ampli
tude of tbe instability saturates, the shape remains sta
tionary. From the tip frame of reference, the instability 
propagate8 far fmm the tip with a velocity equal 10 tbe 
average finger velocity U. Therefore, the expected wave
length of the instability is given by 

u U W 
A=---I':O-=-

" •• , .. t<d 11"" ). 
(11) 

For fast nonnaJ fingers the finger width is c10se lo 1/2 
of the channel width, so ). ~ 0.5. This rneans tbat the 
expected wavelength for the lateral instability is c\ose 10 
twice the cell width, A "'" 2W. The instability that we 
are reporting is a long wavelength instability. T his fact 
by itoolf implies the need of long channels. But there 
is another element 10 be oonsidered. From simulations, 
we observe that for fingers driven by an oscillatory sig
na! in the selection zone, with an incident amplitude of 
oS = 0.09, tbe distance, d. at which the amplitude satu
rates is d. I::S 10W. This rneans that, not only the wave
length of the instability will be ¡uge, but it will take 
long for the instability 10 appear. For example, in an 
experiment wlth a cell 10 cm wide, tbe distance from 
the finger tip in which the lateral instability would be 
observable would be of tbe order of 1 m and the wave
length of the latera! instabil ity of the order of 20 cm. 



ThiS fact beoomel:l WOIlle ror the studied case of tempo
ral noise, sinoo in this case, the amplitude of the inei
dent signal used ""as 6 = 0.05. See figure 3(b). In thiS 
case the distance, d. at which the amplitude saturates 
is d, 1'; 2OW, .... hich in our previous example of cel! di
mensions, .... ould imply that the distance Crom the finger 
tip in ",hich the lateral instability would be observable 
would be of the order of 2 m. This is ",hy tbis lateral in
stability has not heen observed for most of experimental 
situations reported in literature, even ""hen natural noise 
is al""ays prellE!nt on tbe system. The ehannels needed to 
!lee selcction, ate extremely long. The frequeney selected 
Cor this long wavelength lateral instability is roughly the 
ehatacteriStic frequeney oC the system at infinity, that is, 
""" = .!fr. On the other hand, for oscillatory fingers, 
selection is observe<! for íncident frequencies larger than 
the characteristic frequency of the finger "f;nl~' = -1fv. 
Tberefore, in order to experimentally observe selection, 
it would be necessary to apply frequencies latger than ' 
"/in, ••. 

On tbe other hand, the linear regime and the tran
sition regime of the oscilJatory fingers are not as hatd 
10 observe. ror instance, for the oscillatory case with 
6 :: 0.09, the distante d. at ""hich the amplitude satu
rates, in terlllB of the wavelengt-h for the instability, is of 
me order of d, 1'; A for the linear regime and of the order 
of d. 1'; 2A roc the transítion rone. This can be !leen in 
figure 8. 

In order 10 observe the linear regime of the lateral in
stability, it "'ould be enough lo apply an incident fre
queney close to the frequeney characteristie or infinity. 
On the other hand, t he transition rone should be ob
served for incident frequencies between the two charac
teristic frequeneies of the system, that is, between """ 
and "/in, ... 

VI. CONCLUSIONS 

An oscillatory signa! overimposed lo a oonslant pres
sure gradient produces a lo", amplitude, long wavelength 
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