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I

INTRODUCCION
El propésito principal de éste trabajo es que sirva como material de apoyo en el
capitulo de secciones cénicas desde un puiito de vista vectorial en un curso de
Geometria Analitica.
En el primer capitulo se proporciona el marco teérico, en el que nos apoyaremos
para llevar a cabo la solucién de los ejercicios que se desarrollan en los capitulos
posteriores.
En los capitulos 2, 3 y 4 sc cxponc cl desarrollo de cjercicios referentes a la elipse,
la hipérbola y la pardbola respectivamente.
Cada capitulo consta de tres secciones, en la primera seccién se inicia propor-
cionando algunos de los datos y se pide encontrar los restantes, asi como su
representacion en los cuatro sistemas de referencias, y finalmente su grafica en
el sistema {0, {i,3}}.
En la segunda seccién se proporciona la ecuacién general de segundo grado y se
pide determinar el lugar geométrico, proporcionando sus dates y grafica en el
sistema {0, {i,j}}, asi como su representacién en los restantes sistemas de refe-
rencia.
Por 1ltimo en.la tercera seccidn se presentan, ejemplificados, cada uno de los
posibles casos degenerados asociados a la cdnica en estudio.
El capitulo 5, es un capitulo anexo que incluye una serie de ejercicios en R% de
la ecuacién general de segundo grado que extiende el tiltimo tratamiento para
encontrar el lugar geométrico representado.



Capitulo 1

Preliminares

El estudio de las cénicas se remonta a la época de los antiguos matematicos
griegos, que fueron los primeros que las estudiaron y les dieron nombre, basan-
dose en las caracteristicas de los lugares geométricos que se generan al intersectar
un cono circular recto y un plano con diferentes déngulos de inclinacién. El cono
circular recto se genera con base a una recta fija £ que es el centro del cono y
una segunda recta £ que gira alrrededor de la primera con un 4ngulo constante.
Por su construccién el cono estd formado por dos mantos que tienen en comin
el punto V, que es su vértice. Toda recta que pasa por V' y pertenece al cono
recibe el nombre de generatriz del mismo.

Los diferentes lugares geométricos.

= Si el plano no es paralelo a alguna generatriz del cono y corta sélo un manto
enteramente, el lugar geométrico representa una elipse. En ‘caso de que el
plano sea perpendicular al eje del cono la interseccién es una circunferencia
o un punto, que llamamos casos degenerados de la elipse

» Si el plano que intersecta el cono no contiene al vértice, no es paralelo a
alguna generatriz del mismo y corta ambos mantos del cono se obtiene el
lugar geométrico que representa una hipérbola, pero si el plano contiene a
V se generan dos rectas que se cruzan y a esto se le llama caso degenerado
de la hipérbola

» Si el plano que corta al cono es paralelo a una generatriz del mismo, el lugar
geométrico obtenido es una pardbola, aunque puede darse el caso de que la
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interseccidn sea un par de rectas paralelas, 6 que sea una recta generatriz
si el plano es tangente al cono, 6 el conjunto vacio; a éstos tres casos se les
conoce como casos degenerados de la parabola.

Las cénicas son curvas planas contenidas en el espacio de dimension 2.
Recordemos que el plano cartesiano se genera en base a un punto fijo Fy con
dos direcciones definidas que denotaremos como 7 y 7 que deben ser linealmente
independientes, asi el plano cartesiano se representa por el siguiente conjunto:

I={PIP=Fy+di+bj} a,beR

haciendo una analogia con el espacio vectorial tenemos que los vectores se de-
finen por su sentido, direccién y magnitud, representados por medio de flechas
que conllevan un punto inicial Py = (z3,%1) y un punto final P, = (z3,¥2)
Cada vector [z, y] lo podemos expresar como el vector resultante de la suma de
dos vectores perpendiculares de la siguiente forma, trazamos una recta horizon-
tal que pase por el punto P, del vector [z, y] con direccién @& y una segunda recta
vertical perpendicular a la anterior que pase por P, y los vectores que generan
éstas rectas son los vectores buscados.

Graficamente
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Figura 1



asf mismo podemos pedir que los vectores 4 y 4+ sean vectores - ortonor-
males (perpendiculares entre si y de magnitud 1 ).

El vector [z, y] se puede representar en forma tinica como una combinacién li-
neal de vectores ortonormales.

Y el espacio vectorial V' se representa en la forma siguiente

V ={PP=P- P =zi+yi'} z, yeR

veamos como se relacionan los sistemas anteriores.

Graficamente
7

P2 po = (z1, 1)
m = (z2,1)

P‘G = (z2,12)
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Figura 2

en el plano cartesiano, por el Teorema de Pitdgoras tenemos:

: 2 .
Pon%-, =R P +IP Pz% = (22— 1)’ + (12 — n)?
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en forma vectorial

PP, = BP, + PP,

Il

—} "
RyP, (z2 — z)d + (y2 — y1)a*
—

PP = (182 —T1,Y2 —'yl)

—
PP (z2,%2) — (T1,91)

—
P, = R-H

expresada la relacién anterior obtenemos las diferentes representaciones de las
cénicas dadas las caracteristicas de su lugar geométrico.

La Elipse.

Dados dos puntos fijos f; y fo llamados focos, que se encuentran a una dis-
tancia 2c¢ entre si, el punto P que se mueve en el plano de tal manera que la
suma de sus distancias a fi v fo es igual a 2a genera el lugar geométrico deno-
minado elipse.

Notemos que la elipse es una cénica centrada que posee dos ejes de simetria, el
eje focal o eje mayor que posee la direccién principal dada por un vector director
unitario denotado como .

La recta que atravieza por el eje focal contiene los vértices v; y vz de la elipse,
asi como sus focos y su centro de simetria vy.

El eje menor o eje transverso es el otro eje de simetria de la elipse, éste tiene
como generador al vector ortogonal a i que denotaremos como @' y su recta
contiene a los extremos de la elipse B, y B; y pasa por su centro de simetria vy.
Damos a continuacién las coordenadas de sus elementos en cualquier sistema de
referencias, conociendo sus correspondientes - coordenadas de ‘@i, 4+ ¥ v

U = vy — ail, vy = Vg + ail, fi = vy — ci,

fo=wv+ci, By = vy — biit, By = vy + bt



Los parametros:
a: representa la distancia del centro de simetria a cualquiera de los vértices
c: representa la distancia del centro de simetria a f; 6 fo y
b: representa la distancia del centro de simetria al extremo B; 6 B,
Los pardmetros a, b y ¢ cumplen con el Teorema de Pitdgoras en la relacién
=P+
La ecuacién de la recta que contiene
al eje mayor
Ey,={P|IP=v+st  seR}
al eje menor
En ={P|P=v+stt R}
al lado recto que pasa por fi
Lp,={P|P = fi+tit teR}
al lado recto que pasa por f;
Lp,={P|P = fo+tat teR}

la longitud del eje mayor es ||Ey|| = 2a
la longitud del eje menor es ||Ep,|| = 2b
la longitud del lado recto es ||Lg,|| = 2 ie{1,2}
Graficamente ,.
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Decimos que el punto P = v + 2”4 + ¥4 estd en la elipse

— |P— fil +|P — f2] =2a
-~ "1

P—fi=v+a"d+y"i" — (v —ci) = 2”8+ y"@" +ci= (z" +c)i+y

P—fo=wv+2"a+y"at — (vo + ctt) = 2@ +‘ymﬁJ' el e (xm Lo C)ﬁ-l-ymﬁl

" ﬁJ‘

|-P - fll + |P S f2| = \/(xﬂf + c)2 £ ym‘z + -\/(2:”’ = 0)2 + ymg -

= (V@ +v7) = (2~ @ - F 1 v7)

=% 0.2(6',2 - 02) = (&2 s c2)xm2 == G‘Z:'/fﬂ

a>ca’—c2>0, sea b*=a?>-
P a2b2 = bz xmz £ azynrz

:L,m*z "2
a b?
Esta ecuacién representa la ecuacién candnica de la elipse en el sistema 6ptimo,

que se conoce como elipse horizontal.
Si la direccién principal de la cénica es paralela el eje 7 su representacién es:

2 Hr2

& Yy

i3 + R 1
que recibe el nombre de elipse vertical.
Estas son las ecuaciones que representan a la elipse en el sistema dptimo
{vo, {8, @' }}. '
El valor de los parametros y el lado recto son independientes del sistema de
referencia en el que se encuentre la cénica en cuestion.

1

1Se denomina éptima debido a la facilidad que presenta para localizar los datos de la cénica y su representacién
grifica.



La Hipérbola.

Es el lugar geométrico generado por el punto P con la propiedad de que el
valor absoluto de la diferencia de la distancia de P a f; y a f; ( puntos fijos
llamados focos) es un valor positivo constante 2a.

La hipérbola es una cénica centrada que posee dos ejes de simetria, el eje mayor
se genera con base al vector director unitario % cuya recta contiene a fi, fo'y el
centro de simetria vy, asi como los vértices v; y vz y el eje menor que es generado
por el vector 4+ y pasa por el centro de simetrfa .

Conociendo las coordenadas de vy, i y 4+ en cada sistema de referencias expre-
samos sus elementos como

v = Ug — O, vy = g + at, fi = v — c,

fa=wp +cil, B, = vy — bat, By = vp + bt

La hipérbola cuenta con un par de asintotas que se obtienen construyendo el
rectdngulo con lados de longitud 2a y 2b paralelos a sus direcciones principales
respectivamente y con centro en el centro de simetria de la cénica y se expresan
como las rectas:

Ly = {P|P = vp+t(atdi+bii'),teR} , Lo = {P|P = vy+t(—ai+bil),teR}

Graficamente 7

3

Figura 4
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Haciendo un analisis semejante al de la elipse tenemos que todo punto
P = vy + 2”0 + 30" en el sistema {vg, {@, 4 }} pertenece a la hipérbola

—
IP-Al=IP-fll = VE"+2+y? - /(" —c) +y™| =2a
a2(a2__c2) o= (az_cz)xmz+a2ym2

a<cd®—c<0,b>0, sea —b* =a*-¢?

= az(_bz) == (_bz)xnfz 4 azymz

xm‘z yurz

—_ —==1

a? b2
Esta es la ecuacién canénica de la hipérbola en el sistema Gptimo, con direccién
principal . A éta cénica se le conoce como hipérbola horizontal.
La hipérbola vertical tiene su direccién principal 4% paralela al eje 7 y su repre-
sentacién es

La Pardbola

La pardbola es el lugar geométrico de los puntos P que equidistan de una recta
fija D del plano y un punto fijo f que no pertenece a D.

Esta no es una cénica centrada, sdlo tiene un eje de simetria que se va a generar
con base al vector director 4, que es la direccién principal de la cénica.

Los elementos de la pardbola en cualquier sistema de referencias conociendo las
coordenadas de vy, 7 y 4+ son

f=vo+pi, D={P|P=v—pi+yit yeR}, E;={P|P=uy+ra,reR},
[|Lgl| = 4p



Graficamente

-~y

Figura 5

El punto P = vo+2"i+y" 0" en el sistema {vg, {1, @' }} pertenece a la pardbola
=

d(P,D) = |P— f|

IP+a"| = o= pi+y"at - (v-+pi)] = (=" - p)i+y"a]
" +5l = V& -P+9"

elevando ambos miembros al cuadrado y simplificando tenemos
ym? = 4;71"”

ésta es la ecuacién de la parabola con direccién principal % y notemos que si
p > 0, el foco se encuentra a la derecha del vértice y la pardbola abre hacia la
derecha, si p < 0 el foco se encuentra a la izquierda del vértice y la pardbola
abre hacia la izquierda. -

De igual forma obtenemos la ecuacién de la pardbola con direccién principal 4
paralela al eje 7 que es

xm? "

..—_.4py
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en éste caso si p > 0 la pardbola abre hacia arriba, y si p < 0 abre hacia abajo.
Una forma general de escribir la ecuacién éptima de las cénicas en el sistema
{vo, {1, 0t}} es
para las centradas

A" +Cy" + F =0

para las no centradas
Cy"™+2Ds" =0 , A”+2Ey" =0

Veamos a continuacién la relacién que existe entre los diferentes sistemas de re-
ferencias.



1

Relacién entre los sistemas {vo, {4, @*}}, {0, {1,}}, {v0, {1,3}} ¥ {vo, {8, }}.

Sistemas {vo, {@,4*}} ¥ {0, {1,i}}

Sea P un punto en ambos sistemas de referencia

Graficamente

Figura 6

el punto P se representa en el sistema {0, {1,j}} como P = 0 + zi + yf con
z,y € Ry en el sistema {vy, {4, 4"} } como P = v,+ 2"+ y"4*, podemos pedir
que los vectores sean ortonormales en cada uno de los dos sistemas
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voP alat+ylat |
0P = ng +voP 0vo + 2"a + y"at
En el sistema {0, {i,j}} el punto P se representa como

Ovp=hi+ki y OP=zi+1j

obtenemos la relacién entre los dos sistemas tomando en cuenta que sus vectores
base son ortonormales y podemos relacionarlos con base al circulo unitario, de
tal forma que un punto en ella se puede escribir como P = (z,y) = (cosw, senw),
asi la relacién que cumplen los sistemas de referencia estd dada por

i = coswi + senwj at = —senwi + coswj
gresando
0P = zi+yj) = hi+kj + 2"d + y"at
0P = ai + yj = hi + kj + 2""(coswi + senwj) + y"” (—senwi + coswj)
0P = i+ yj = hi+ kj + 2" coswi + =" senwj — ¥ senwi + y"” coswj
0P = zi +yj = hi+ kj + (¢"cosw — y" senw)i + (z"'serw + " cosw)j
de tal forma que la relacién entre los dos sistemas se expresa como
T = h+ 2" cosw — y" senw
y =k + 2" senw + y"'cosw
El punto P queda expresado en el sistema {vp, {4, 4*}} como P = v, + 2" +
y"4t, y despejando = y y"” en términos de z y y obtenemos las coordenadas
del punto en el sistema {0 {1,}}, que al ser sustituido en la ecuacién 6ptima de
la cénica correspondiente nos va a dar como resultado la “Ecuacién General de
Segundo grado” asociada a dicha cénica 6 un caso degenerado de ella que es:

Az? + 2Bzy + Cy* + 2Dz +2Ey+ F =0 (1.1)

Cuando analizamos la ecuacién de segundo grado nos basamos en el indicador I
de la ecuacion, dada por el determinante

A B

i w2
BC_AO B

I =

para averiguar qué lugar geométrico representa nos basamos en lo siguiente:



Si I > 0 el lugar geométrico es una elipse 6 un caso degenerado de ella
Si I < 0 el lugar geométrico es una hipérbola 6 un caso degenerado de ella
Si I =0 el lugar geométrico es una pardbola 6 un caso degenerado de ella

Relacién entre los sistemas {0, {1,j}} v {vo, {1,i}}

Sea P un punto en ambos sistemas de referencias como se muestra a conti-
nuacién

Graficamente

b |

Figura 7
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— — —
0P = zi + yj = Ovg + vo P
0P = hi+ kj+z"a+y"at =hi+ kj+2i+yj=(h+2)i+ k+v)j
de aqui

z=z'+h y y=y+k
estas son las ecuaciones que relacionan ambos sistemas y reciben el nombre de
ecuaciones de traslacion.
En el caso de las cénicas centradas, si conocemos su centro de simetria vy pode-
mos obtener los valores correspondientes de las ecuaciones anteriores y al susti-
tuirlos en la ecuaci6n (1.1) nos da como resultado una ecuacién de la forma:

A2? +2B's'y + C'y? + F' =0

que es la ecuacién general de las cénicas centradas en el sistema {vy, {i,j}}.

Si no se conocen las coordenadas de vy, una forma de hacerlo es sustituir directa-
mente las ecuaciones de traslacién en la ecuacién (1.1) e igualar los coeficientes
de ' y ¥ a cero, ya que al trasladar los ejes del sistema de referencia, lo que
hacemos es eliminar los términos lineales de la ecuacién (1.1), al llegar al centro
de simetria

Las ecuaciones de los coeficientes son:

2Ah+2Bk+2D =0 y 2Bh+2Ck+2E=0
que por la regla de Cramer tiene una solucién unica si

A B

B ¢|#0

y la solucién del sistema de ecuaciones son los valores buscados.
Otra forma de encontrar los valores de h y k es con base a los siguientes deter-
minantes (por la regla de Cramer).

A B -D B A =D

53—’3 c ,0h = _E C‘,ék [B —E|
donde 5 A
(h, k) 2(53‘5)
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de igual forma podemos obtener el término independiente F

ABD
5f=BCE,f’=§l
DEF R

Si la cénica es no centrada resulta dificil obtener los valores de h y k por lo que
se recomienda efectuar primero la rotacién de los ejes del sistema y después la
traslacién de los mismos.

Relacién entre los sitemas {0, {1,5}} y {0, {&,4}}.

Sea P un punto en ambos sistemas de referencia, graficamente tenemos

7

s o e A

2]

Figura 8
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Y basandonos en la relacién expresada anteriormente

1 = coswl + senwj 4t = —senwi + coswj

tenemos que
0P = 21+ yj = 2"a + y"a*
0P = i + yj = x"(coswi + senwj) + ¥’ (—senwi + coswj)
0P = zi + yj = 2" coswi + 2" senwj — y"senwi + y'coswj
0P = (2"cosw — y"senw)i + (z”senw + y"cosw)j
z =12"cosw —y'senw  y = x"senw + y’cosw

estas son las ecuaciones que relacionan ambos sistemas.

Conociendo el 4ngulo de rotacién, llamémosle «, dados por el vector & = [cosa, sena]
podemos sustituir las ecuaciones anteriores en la ecuacién (1.1) obteniendo la
nueva ecuacién que va a carecer del término cruzado.

Para las cénicas centradas es:

Az +Cy"? +2D'z" +2Ey' + F' =0
para las no centradas
A’Ir’2+2D’$f’+2E{yﬂ=U : Cay:rz_l_?D;xu_'_QEwa:O

una forma de obtener el angulo « es sustituir directamente las ecuaciones de
rotacién en la ecuacién (1.1) y obtenemos asi los nuevos coeficientes

A" = Acos’a + 2Bcosasena + Csen’a
2B’ = 2Bcos2a — (A — C)sen2a

C' = Asen’a — 2Bcosasena + Ccos’a

D' = Dcosa+ Esena

E' = —Dsena+ Ecosa

F = F
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hacemos 2B’ = 2Bcos2a — (A — C)sen2a =0

1.—SiA=C = 2Bcos2a =0 .. a = 45°

2—s5i A # C = tan2a = %, y el vector de direccién principal correspon-
diente es & = [cosa, sena], cuyas coordenadas estan dadas por las formulas
trigonométricas

/14 cos2a / 1 — cos2a
COStx = T ) Sena = ——2—-—

donde el cos2a es el correspondiente al tan2a.

Otra forma de efectuar la rotacién es en base a la “Ecuacién caracteristica”
asociada a la ecuacién (1.1)

Como mencionamos anteriormente al sustituir las ecuaciones de rotacién en la
ecuacién (1.1) obtenemos la nueva ecuacién en las variables z” y y”

A'z? +2B'z"y' + C'y"* + 2D's" + 2E'y" + F' =0
y se define
L(z,y) = (zA+yB,zB+yC)
= (zA,zB) + (yB,yC)
= z(A,B) +y(B,0)
en forma equivalente
Lu] = w[A, Bl +uz[B,C] = Auw, ug]
= (w1 A, w1 B] + [u2B, uC) — Aug,ug) = 0
= wy[A—\B]+uyB,C—-)\=0
de aqui
(A=A +uB = ue[A— A\ B]=0

wmB+u(C—A) = us[B,C—-)A=0
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que tiene soluciones no triviales <= [A— A, B] y [B, C — A] son paralelos, y ésto
pasa sdlo si:

[A—X,B*[B,C-)] = X¥*=(A+C)A—(B*-AC)=0

I

= (A= M)A =) =0

ésta es la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién general de segundo grado
donde A; y A2 son llamadas las raices caracteristicas de dicha ecuacién.

Si tomamos A = ) el vector @ solucidn, es el vector unitario ortogonal a alguno
de los siguientes vectores

[A — Ay, B] 5 [B,C — X

De igual forma podemos obtener la ecuacién general de la cénica en el sistema
{0, {@,@*}} por medio de la siguiente ecuacién matricial

e={z|2"Q'r' + 'Rz’ + F =0}
Ko - :BH no_ " 7 ! S Al 0 SI"_ 2D 2E R'_' A oA
T = n | T _(x y!)!Q_“ 0 Az L '_"( )y _(u‘ u)

Aparte, en la seccién de casos degenerados se emplearon diversos métodos de
solucion que seran desarrollados en el mismo.

Como una extensién del ultimo método descrito anteriormente tenemos lo si-
guiente:
La ecuacién general de segundo grado en R es:

Az? + By? + C2* +2Dzy + 2Ex2 + 2Fyz + Gz + Hy + Iz + J =0
cuya representaciéon matricial es

X'QX +8X +J=0



19

de donde
A D FE

Q=|D B F|yS'=(G, H, I)
E F C

para obtener la matriz de rotacién necesitamos los vectores unitarios, que resul-
tan de resolver el siguiente determinante

@ — x| =0

que nos va a proporcionar las raices Aj, Az v As.
sustituyendo en la expresién (Q' — A\;I)é; = 0 el valor de )\, obtenemos las
coordenadas de €; y asi sucesivamente para é; y €3, la matriz de rotacién se
representa por R = (é;, &2, 3)
y la nueva matriz @ = R'Q'R y de aquf la ecuacién que buscamos es, en su
forma matricial

X"QX'+ SRX'+J =0

y con ésto concluimos la parte tedrica del presente trabajo.



Capitulo 2

La elipse

2.1. datos

En cada uno de los siguientes ejercicios encuentre la representacién de la
elipse en los diferentes sistemas de referencias.
Obtenga sus elementos y proporcione su gréfica en el sistema {0, {1,j}}.

Ejemplo 2.1.1. Los vértices v; = (1,4), v2 = (9,4) y semieje menor igual a 2.

Primero hallaremos el punto medio entre v; y v2 que es el centro de simetria de

la elipse.
= vi+ve  (1,4)4(9,4) (10,8)
o 2 T2

nétese que el eje focal de la elipse es paralelo al eje z.

Por hipétesis el semieje menor es igual a dos .". y 2b es la longitud del eje
iIIEmII =4

menor para cualquier elipse y lo denotamos como || E,,|| asi
ahora buscamos el valor de a con bade en el vector vyv;

a= d(UOsvl) = ”(Ul - UD)" = “(114) - (5: 4)" = n('_4r0)” =4

= (5,4)

. la = 4]y 2a es el valor del eje mayor que denotamos como | Earl| ast

|iEMl| =8

21
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Recordemos que la elipse cumple la siguiente rela;ci.tfm_a2 = b%+¢?, despejando
¢? = a® — b? y sustituyendo los valores de a y b obtenemos ¢ = 16 — 4 entonces
=12

~ : . ey —_—
por otro lado denotaremos como # al vector unitario de vgvy = |vpv2|t

U2 — W - (9, 4) = (5,4) - (4, O)
vz —woll  11(9,4) — (5,9 [I(4,0)]l
~[a=10]y[at =[0,1]]

de tal forma que 4 | 1y @t || J.
los focos f1 y f2 estdn a distancia ¢ de vy sobre el eje mayor, asi

U= :[110]

fi=vw—ch y fo=vw+ci

fi=1(5,4)-2V3(1,0] y fo=(5,4)+2V3[L,0]

fi=(6-2v3,9)| y [f=(5+2v3,4)

la longitud del lado recto, denotado como Lg, lo encontramos sustituyendo los
valores de a y b en la siguiente igualdad

2 2
el =2 = 2%)
=A% 9
4

De aqui los datos encontrados en el sistema {0, {1,j}} son:

a=4, b=2, c=2v/3, @ = [1,0], at =[0,1], v = (5,4),

u=(L4), »=(94), fi=>6-2v34), f=(6+2/34), |Ey|=8,

|1 Emll = 4, ILg| =2
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La ecuacién de la elipse en este sistema es:

@=57 , -4 _,

T 1 (2.1)
desarrollando
4(x - 5)2 4+ 16(y — 4)* = 16(4)
4(z® — 10z + 25) + 16(y2 — 8y + 16) = 64
4z% — 40z + 100 + 16 — 128y + 256 = 64
4z + 16y® — 40z — 128y +292 = 0
2+ 4yt -10c-32+73 = 0
la ecuaci6n en el sistema {vp, {i,)}} es
% + %2 =1 (2.2)

desarrollando la ecuacién
4z 4+ 16y% = 64
%+ 4% = 16

Estas son las ecuaciones obtenidas para los sistemas {0, {i,j}} y {0, {1,j}}, para
los sistemas {0, {@, @*}} y {vo, {, &' }} las ecuaciones, en éste caso en particular,
resultan ser las mismas ya que 4 || 1y 4+ || j como se mencioné anteriormente.
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Ejemplo 2.1.2. Dado v = (1,—4), v» = (1,1) y el punto P = (2,—1) que
pertenece a la elipse.

Primero encontramos el vector director 4

(w2 —wo)ll  1I(1,1) = (1,=4)]  I(0,5)]|
~[a=00,1]]= [t =[-1,0]
notemos que el eje mayor de la elipse es paralelo al eje j .
v, se localiza a la misma distancia a de vy que v, asf:

a = d(vo,v) = [|(1,1) = (1,=4)| = (0, 5)|| = 5

la = 5||||EM” = 10[
obtenemos el vértice v;:

v =9 — ait = (1,—4) - 5[0,1] = (1,~4) — (0,5) = [v1 = (1,-9)]

con v, @ || j y 4 || i podemos construir la ecuacién de la elipse en el sistema
{0,{i,j}} que es:

U=

=[0,1]

o=t S 239

sustituyendo el punto P = (2, —1) que pertenece a la elipse y desarrollando para
b tenemos:

25(z — 1)2 + bP(y + 4)* = 2507
25(2 — 1)2 + b*(—1+4)> = 25p°

25+ 9% = 25b2

9% — 256 = —25
—166* = —25
g B

16
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=>|b=2| . ||Exll =3

sustituyendo a y b en a® = b? + ¢ se obtiene ¢ = @
los focos estdn a una distancia ¢ de vy, sobre el eje mayor y su representacién es
la siguiente:

fr=vo—ci=(1,-4) - (LE) [0,1] = (1,-4) - (0, ZE)

fi=(1,-4-4F)

fo=vo+ci=(1,-4)+ (1@) [0,1] = (1,—4) + (O,@)

fa= (1,—4-{- @)

el lado recto tiene longitud:

22 2(3)°
el =2 -2
_2®) _%
5 5

55) _ 5

8(5) 8
Los datos obtenidos de la elipse en el sistema {0, {i,j}} son:
a=5, b=3, c=B a=[0,1], at =[-1,0],
v0=(1=_4): 1 :(1,—9), UQ=(1) 1): fl == (11_4_@)1
f=(L-4+38), Bul=10, |Bal=} ILal=}

La ecuacién de la elipse en este sistema, es:

(-1 @+4’_,

25
= 25

(2.4)



desarrollando la ecuacién

16(z — 1)+ (y +4)* =

16(z? — 2z + 1) + (y* + 8y + 16)
16z% — 32z + 16 + y* + 8y + 16

162 + 9> — 32+ 8y + 7

En el sistema {vy, {1,j}} la ecuacién es

xl? 2

T+ =1

16

desarrollando

I
E _—=
5725

1627 +¢% = 25

1627 +42-25 = 0

25

25

25

27

(2.5)

La ecuacién en el sistema de referencias {0, {4, 4" }} podemos obtenerla ya que
la direccién horizontal @ se encuentra sobre el eje 1 y la direccién vertical 4 se
encuentra sobre el eje j por tanto la ecuacién obtenida es:

(:t” — 4)2 . (yﬂ e 1)2

2
25 5

=1

desarrollando la ecuacién

(2" — 4)? + 16(y" — 1)?
2 — 82" +16 + 16(y"* — 2¢" + 1)

2" — 82" + 32 — 25 + 16y — 32y”

2 +16y" — 82" - 32" + 7 =

25

25

(2.6)
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De la misma forma en el sistema {vo, {@, 4'}} la ecuacién resulta:

su expresién desarrollada es

" +16y" —25=10

(2.7)



Figura 2:Solucién grdfica
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Ejemplo 2.1.3. Se dan los siguientes datos f, = (5,0), vo = (2,0) y v1(—3,0).

Hallamos el vector director unitario % = Tov; = |vgv;|& que resulta ser de
la misma longitud que el vector & = Ugv; = |vUgv3|a pero de sentido contrario.
— -3,0) — (2,0 —5,0
& = U =0 — ( ) ) ( ) ) == ( ) *—'[—I,O]=u[1,0]

I(or —wo)ll  I(=3,0) = (2,0l [I(=5,0)l|

~[a=11,0]=|a* =0,1]]
obtenemos el valor de a

a = d(vi,w) = [|(2,0) - (=3,0)] = [|(5,0)I| =5 ..

encontramos v, como la siguiente suma de vectores en direccién %

= vy + 51 = (2,0) +5[1,0] = (7,0) .~.[v2 = (7,0)]

calculamos el valor de ¢

c=d(w, f2) = |(5,0) — (2,0)|| = [I(3,0)| =3 ..

a f1 y f2 los encontramos como: :
fi=w—ci=(20) -3[10 = (2,0 - (3,0) = (-1,0) = [fi = (=1,0)]
fa=wo+cii = (2,0) +3[1,0] = (2,0) + (3,0) = (5,0) = [ = (5,0)]
calculamos el valor de || Ep||: :

2a =d(vy,v2) =|le—ul =|(7,0)—-(=3,0) =](10,0)]| =10

" |IEmll = 10

y se cumple que

2=+ P=a*-c PP=25-9, ¥=16 = |[b=4] - iEmH— [

encontramos el valor del lado recto

2b2 2(16) 32
L = — = e— = — i iF = =&
Izl 3 E | Ll
Los datos encontrados en el sistema {0, {1,j}} son los siguientes:
g=5, b=4, e=13, a=1[1,0], @t = [0,1],

Up = (2: 0)1 Ul('_31 O)a U = (71 0)! fl = (_11 0)1
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f2=(5,0), | Exl| = 10, |Em]|| =8, |Lg| = 2
y su ecuacién correspondiente en este sistema es:
(z—2 ¢
— e =l 2.8
% 16 (2.8)

desarrollando la ecuacién anterior

16(z — 2)2 + 25y = 25(16)
16(z% — 4z +4) + 25y = 400
1622 — 64z + 64 + 25y — 400 = 0
1622 4 25y — 64z — 336 = 0

su ecuacién en el sistema {vo, {1,j}} es:

= +¥ = (2.9)
desarrollando
1627 + 25¢2 = 400
162 + 25y — 400 = 0

Para hallar las ecuaciones correspondientes a los sistema {vy, {@, 2} } y {0, {@, 4 }}
notamos que la direccién horizontal 4 se encuentra sobre la direcedn i asi como

la direccién vertical 4+ se encuentra sobre la direccién j por lo tanto, la ecuacién
en el sistema {0, {4, 4" }} resulta ser la misma que para el sistema {0,{i,j}} y

lo mismo ocurre con los sistema {vo, {1,i}} ¥ {vo, {@%, @*}}.
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Ejemplo 2.1.4. Se dan vp = (0,0) , vo=(1,2) yb=1.

Primero encontramos el vector unitario @
U2 — Y (112)_{0:0) - (112) - 1:

= =

2
lloa = woll — 11(1,2) = (0,00 ~ lI(L,2)]l —\/—3]

Sl

[o= [ h]]v |- [
ahora el valor de a

a = d(vo,v2) = [|(vz — vo) | = I(1,2)]| = V5

como la elipse cumple con la igualdad a? = b + ¢ de aqui que ¢ = a? — V?,
A=5-1=c=4,[c=2]

las coordenadas del vértice v; son

vlzuo—aﬁz([],[})—\/g[ = (-1,-2)

1 2 ]
V5 V5
las coordenadas de los focos son

fi=v—cit y fo=vp+ci

flz(o’o)—Q{%,%] y f2=(0,0)+2:%,%]

A= (GFR)] v = (&)

A continuacién y en cada ejercicio que lo requiera vamos a obtener la ecuacién
de segundo grado con base a la relacién que guardan los sistemas {0, {1,j}} vy
{vo, {&,4*}} como se mencioné en el capitulo 1

Para éste ejercicio, todo punto que pertenezca a la elipse cumple con la siguiente
relacién

0+ 2i+yj = P(z,y) = vy + =i + y"it*
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x!ﬂ' Qy.ﬂf
r = ——
V5 V5
me ym
y = —F7=+—
V5 V6
despejando " y 3" en términos de z y y obtenemos lo siguiente
s 2y
o o Tl o
V5 Vb
-2z oy
M
= — 4 —
YT BT
sustituyendo en la ecuacion candnica de la elipse que es
n2 "2
..13_ + L =1
5 1

tenemos 5

1

(&%), (F+5)
5 1

desarrollando y simplificando llegamos a la ecuacién correspondiente en el sis-

tema {0, {1,j}} en su forma desarrollada

21z2% — 162y + 9> — 25 =0

para hallar la ecuacién en el sistema de referencias {vg, {&,4"}} necesitamos

realizar la rotacién correspondiente.

Localizamos los coeficientes de la ecuacién dada A =21, 2B =16, C =9y
F = =25 y sustituimos en las ecuaciones de rotacién que ya han sido expuestas

en el primer capitulo.

Basandonos en el vector i = [%, 725] cuyas coordenadas corresponden al vector

@ = [cosa, sena), obtenemos los nuevos coeficientes

A'=35, cl'=125 F'=-25
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de esta forma la ecuacién en el sistema {vo, {@,4'}} es
52" 4 25" — 25 =0 (2.11)

La ecuacién en el sistema {0, {i,j}} es la misma para el sistema {v, {i,j}} ya
que el centro de simetria de la elipse coincide con el origen de ambos sistemas
de referencias, que es el origen, al sistema {0, {@,4*}} le corresponde la misma
ecuacién que al sistema {vg, {@,4'}} por la razén anterior.

Los datos en el sistema {0, {i,j}} son

a=+5, =1, o= '&=[75-,75], ﬁi=[%-,75],

v = (0,0), v = (-1,-2), v = (1,2), Fy= (

h=(%%). IBxll =2v5, 1Bl =2
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Ejemplo 2.1.5. os datos de la cénica centrada en el origen,

W= o= T e

como[i = [ ]] + [o* = [ 2]

obtenemos el valor de ¢ con base a las coordenada de f;

2

_ Y1
=2

la elipse cumple con a? = b% 4 ¢? de aqui que b = a2 — 2 . |b= /4

los vértices v; y ve son

1 1
v = —al =(0,0)—~3[ﬁ,\—-@] => v;=(§§-‘,§%)
1 1
v = v + atl (00)-!—3[% ﬁ] = 023(735,:/35)
’ VIA[1 1 7 VT
y f=wtcr  (0,0)+—= 3,75] = -\g,%
Los datos encontrados en el sistema {0, {i,j}} son
G=3, b=3‘/.'2—_, C="‘QC, ﬁ,=[71§,715:|, ﬁJ-:{ﬂ;: ‘2]! 'U0=(0,0),
Ul=(%@1ﬁf‘/_§)p Uy = (324/_51322), fl= (%’%)J f2= (‘\{_T,"'zﬁ),

| Eml| = 6, |Em| = V22

obtenemos la ecuacién de segundo grado con base al método utilizado en el
ejercicio anterior
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0+ zi + yj = P(z,y) = vo + "0 + y"0*

. 1 1 -1 1
P = (0,0) +z" —,—] +y" [————]
@) = 00 +a" |2y [ 2
o 1
PR 8
V2 V2
r "
V2 2
despejando ™ y ¥ en términos de = y y obtenemos lo siguiente
T v
. o S
V2 V2
1 —Z )
= — 4+ —
RYC ARV,
sustituyendo en la ecuacién 6ptima de la elipse
xmz ym‘z
LA
tenemos 4 i
(z+#)  (Fr3)
+ =1
9 2
que se define en forma general
11z? — 142y + 114° - 36 = 0 (2.12)

para hallar la ecuacién en el sistema de referencias {vy, {2, 4*}} realizamos la
rotacién correspondiente y encontramos los coeficientes de la nueva ecuacion

A=a =18 F=-36
asi la ecuacién en el sistema {vg, {,4*}} es

47" 4+ 18y - 36 =0 (2.13)
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La ecuacién en el sistema {0, {1,j}} coincide con la obtenida para el sistema
{vo, {1,7}} ya que el centro de simetria de la elipse coincide con el origen de ambos
sistemas de referencias, al sistema {0, {4,4'}} y {vo, {&,4'}} les corresponde
la misma ecuacién, por la razén anterior.
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Ejemplo 2.1.6. Dados fi = (1,1), fo = (6,6) y b= 3.

Encontramos el vector unitario %

fi=h mm—uﬁ__@ﬁ)_[11]

"= Al 166 - @Dl NG5

(1

= |4 = [715}715] ot = [?15’715]

Ug es el punto medio de f, y f;, asi

=f1+f2_(1'1)+(6!6)_(7!7)=(z Z)=> s G €

2 2 ) 2’9

el valor de c es la distancia de vp a f; 6 fo.
c=dw.f) =166~ GHI =1GHI =2 =3¢ = |c

calculamos el valorde a en base a by c, a®* =b* + 2 asi|la = 3%63
ahora encontramos las coordenadas de los vértices usando las igualdades

=%y 5=%
B . 14 14 V65 | V2 V2
SE=n ot 1'4 2 279

(4 E)ﬁ(_..m __\/130) > [n= (G- 223-2)

47 4 4 ’ 4

I
&
[ %]
L]

ahora el vértice vq

) 14 14 v65\ | V2 V2
—REsa = (?Z)*(T) [T’T]

(E 2)4_("_\/1130 _\/130) o [= (3+ 451+ 42)

4’ 4 .
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la recta Ly, es la recta en la direccién it que pasa por f}, de la misma forma
la recta Lpo pasa por fy paralela a Lp,

Lp = {P]P =fi+ tﬁl,if\s}?}

=% | by =IPIP'=(1,1) 3:4 [%%} LR}

Lpa = {P|P = fo+t'a', t'eR}

= |Lpe = {P|P =(6,6) + ¢ [% 715] R}

La ecuacion de la recta que contiene al eje mayor en la direccién principal @ que
se denota como E), y la recta que pasa por el eje menor con direccién ot que
denotaremos como E,, se definen como

By = (P|P=w + o606} = [PIP= (7 7) [ = ] seR}

o= () o[ih o

Los datos encontrados en el sistema de referencias {0, {i,]j}} son:

o= o= o=t as [ = [RH] w=GD
o]

L = {PIP = (1,1) + ¢ [}, %] ,teR}, Lpz = {PIP = (6,6) + ¢ B 715] UeR),

En = {P|P=1vy+ 0", seR}

— 7 _ V130 7 _ V130
1 2 4 2 4

3~

+£ I £)1 f] :(1,1], fzz(ﬁsﬁ)i

S5
=

Il
e
N

Il
S

+5 (g ) 56R), B, = {PIP = (3.0) + &[4 %] /R
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En éste ejercicio iniciamos con la ecuacién en el sistema {vg, {4, 4'}}

12 "2
%4-%:1 (2.14)
ry 4
desarrollando
43:;”2 43{”’2
6 "5 - !
4(65)(15)z™  4(65)(15)y""™
" | A" _ (g1

4(15)z"? + 4(65)y"” = 975
60 me s 2603’!}!2 = 975

1222 4+ 52y —195 = 0

ahora obtenemos la ecuacién en el sistema {0, {i,]}} con la relacién mencionada
anteriormente

0+ i+ yj = P(x’ y) =+ "0 + ym,&l

P(z,y) = G%) +2"” {-15%] +y" [\_/—;%]

xﬂf yh‘!+7
e R a1 i

V2 V22

zl.rf yJH 7
= — 4+ —
=BT

1
T = ==

m y
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ahora sustituimos estos valores en la ecuacién 6ptima obtenida anteriormente

_,L,m ym?
s+t =1
4 4

=1

2 2
T z
Hrs-4)  (&-3)
e
4
desarrollando y realizando las operaciones correspondientes obtenemos

=R

32z% 4 32y — 40zy — 84z — 84y + 99 =0 (2.15)

La ecuacién de la elipse en el sistema {wvp, {i,j}} resulta de trasladarnos al centro
de simetria de la cénica y ésta relaciéon se lleva a cabo mediante las ecuaciones
de traslacién que hemos expresado en el capitulo 1 y en los siguientes ejercicios
s6lo diremos que aplicamos las ecuaciones de traslacion ya conocidas y corespon-
dientes a cada ejemplo.

Dichas ecuaciones son

z=a' +h y=y +k

correspondientemente

bB2l=1

=2 +1 y=y +

sustituyendo en la ecuacién anterior

2 53 7 7 7
32 (a:’ + 5) +32 (y" + 5) —40 (:c’ + §) (y’ + 5) —84 (a:’ - 5) -84 (y’ — g)+99 =0

desarrollando y simplificando tenemos el siguiente resultado:

32z — 402"y’ + 32y — 195 =0 (2.16)

Efectuamos la rotacién con base al vector 4 para encontrar la ecuacidn de la
cénica en el sistema {0,{%,%"}} empleando las ecuaciones correspondientes,
mencionadas ya en el capitulo 1.

el vector @ nos proporciona el sena = :%2- y cosa = 712- asi, obtenemos los
siguientes valores para los coeficientes
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A =12, ¢’ =52, D = —42+/2, E=0 y F =99

y la ecuacion obtenida para este sistema de coordenadas es:

122" + 52y — 84v/22" + 99 =0 (2.17)
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Figura 6:Solucion gréfica
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Ejemplo 2.1.7. Se da f; = (1,1) ,fa=(7,5) y b= V7.

Primero calculamos las coordenadas de vy
+(7.5)
2

UO e Jl‘;i') - (l!l)

hallamos el valor de ¢

=%® = U0=(4,3)

c=d(fi,w) = [(4,3) - (L1 = G2 = VFFE = VB = [c= VD]
encontramos el valor de a, a® = b* + ¢ asi a* = 20 =

ahora el vector unitario

s Ja—=H (7,5) — @,

“Clh-h @5 -,

? 13

[i- P~ = P

calculamos v; y vy
= yp—ai = (4,3)—- 2V5 [

v = vptai = (4,3)+v20

encontramos la expresién de las rectas que contienen a los lados rectos Lg; y Ly

Lp = {P|P = fi+tut, teR}

Lpe = {P|P = fo+t'i*, t'eR}

) (64 (64 [3/I3 2/13
D V36+16 52 | 13 ' 13
3VI3 2
N I >
J“N"
e 13] = |n= (145834 4E)

=  |Lm={PIP= )+t[—721—3,731—3],te§R}
= |Lm={PIP=(1.5)+¢ [~ | te}

las ecuaciones de las rectas que contienen a los ejes son:

Ew, = {PIP = (4,3) +5 [, ]| . seR)

Em, = {PIP = (4,3)+ ¢ |75, F5| . seR)
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los datos de la elipse en el sistema {0, {1,j}}

— — - = | _3 2 Al . | =2 _3 —
a=2V5, b=V, c=VB, a=dnd], ot =[FEF&| A=,
f2=(7,5), vo=(4,3), U1=(4_61§5!3_41:?5)= ”22(4+64i/3i_5=3+%)!

L= {PIP = (1,1) + t [ 5, ] . teR}, Lo = {PIP = (1,5) + ¢ [ 7%, Fq] . £},

By = {PIP = (4,3) + s [, ] se®}, B = (PIP = (4,3) + &' [~ 5, g | e}

Iniciamos con la ecuacién de la elipse en el sistema {vg, {1, 4 }}

Imf). yurz
20 + = 1 (2.18)

desarrollando:

7(20)z"? k5 7(20)y"
20 7

= 7(20)

71,::.'2 o 20y.r.ff2 = 140
72" 4+ 204" — 140 = 0

A continuacién encontramos la ecuacién de la elipse en el sistema {0, {i, j} } como
lo hemos venido haciendo

0+zi+y) = P(z,y) = v+ 2”0+ "0t

e = 69+ (7 7] 4 [ 75 7
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8
I
L=
+

|

2
= z
Y V13 V13
despejando =" y y" en términos de z y y resulta:

4 V13(3z + 2y — 18)
13

w . V13(2z -3y +1)
v =" 13

sustituimos en la ecuacién 6ptima expresada anteriormente y encontramos la
ecuacién buscada.

( m[3a:-;2y—181)2 (_ V13 2:;3y+1))2
1 |
+ =1

20 T
desarollando tenemos

112? + 16y* — 12xy — 52z — 48y + 36 = 0 (2.19)

La ecuacién de la elipse en el sistema {vg, {1,]}} resulta de trasladarnos al centro
de simetria de la elipse vy = (4, 3)
las ecuaciones que relacionan los puntos (z,y) con (2’,%) son las siguientes:

z=12+4 y=vy +3

sustituyendo en la ecuacién anterior
11(z’ + 4)* + 16(y' + 3)* — 12(z’ + 4)(y + 3) — 52(2" +4) —48(y' +3) +36 =0
desarrollando y simplificando obtenemos el siguiente resultado

1127 — 122"y + 1652 — 140 =0 (2.20)

efectuamos la rotacién correspondiente con base al vector i para obtener la
ecuacién de la cénica en el sistema {0, {@,4*}} y la aplicamos a la ecuacién
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general, el vector 4 nos proporciona el sena = 7% y cosa = 73?-, sustituyendo
en las ecuaciones de rotacién expresadas anteriormente, obtenemos los siguientes

resultados:

A=1, C' = 20,
asf la ecuacién obtenida para el sistema de coordenadas {0, {@,a*}} es:

72" + 20y — 2521;’@3:” = 40;§Ey” +36=0 (2.21)

D.F g 12?}{13, E." — ___2013{313, F.I' =140
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Figura 7:Solucion grafica
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Ejemplo 2.1.8. Se dan f; = (—8,5), fo = (0, —3) y un vértice en v; = (10, 7).

Hallamos v,

_hit+fe (-85 +(0,-3) (-8,2)
E 2 B

= (—4, 1)

-.
obtenemos el valor de a

a = d(vo,v1) = ||(v1 — vo)| = [I(—6,6)|| ..|a = 6v2
el valor de c es

=d(vo, fi) = l(i —w)l = (-4, 9| .. |c = 4v2
y el valor de b lo obtenemos de la igualdad a® = b + ¢? de aquf que |b = 24/10

hallamos el vector @ en base a f1 y fo
famf _ (0,-3)—-(=85) _ (8-8) :[ 8 —3] _ [_}_ :l]
If2= Al 11(0,-3) = (=8,5)] I8 -8 [8v2"8v2 V2' V2

U=

2= 3|y [ = 3o 3

el vértice vy es

ve=v+ait = (-4, 1)+6f[_ #I]

oL
(—4, 1)+(%,—_6‘/§) = |v2 = (2,-5)

%I

v2' V2

obtenemos las representaciones de las rectas L, v Lge definidas anteriormente

= Lp ={P|P=(-85)+t [%%}  teR}

= Lpy={P|P=(0,-3)+¢ [ t'eR}

el

s|~
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y las representaciones de las rectas Ey, ¥ Em,

"Eyn, = {P|P=(-4,1)+s , seR}

I_I

53

E, = {P|P=(-4,1)+

€

/|75 78 <

Los datos encontrados en el sistema {vy, {1,]}} son

a=6v3, b=2/1, c=4v2, a=[L 3|, @=[&HE|
Y = (*4! 1)! v = (_101 7)! = (_23 _5): fl = (““Ss 5)1 f2 = (01 "“3);
L = {PIP = (-8,5) +t [J5, 5| teR},  Lma=(0,-3)+¢ [, 5] .tem),

By, = {PIP = (~4,1) + 5 [, 5] ,seR}, B, = {PIP = (—4,1) + &' [, 5] , seR}

la ecuacién para el sistema {vy, {@, 4 }} es

gy
o) + 33 = 1 (2.22)

la ecuacién de la elipse en el sistema {0, {i,j}} se obtiene de la relacién

M ULy

0+ zi+yj = Pz,y) = v + "0+ y" o+

e = o [ 2] 25
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despejando 2" y y" en términos de z y y resulta:

I
T

-+

e

Yy = F G

SIS
Sl sl
Sle gl

j= 9

sustituyendo en la ecuacién éptima de la elipse correspondiente a éste ejercicio

tenemos ) .
5 3
(B-h+3)  (Bratd)
2 32 N
desarrollando y simplificando llegamos a la siguiente expresion

© 132 + 10zy + 13y* + 942 + 14y — 395 =0 (2.23)

sustituyendo los correspondientes valores en las ecuaciones de rotacién obte-
nemos los coeficientes

A'=8,C'=18 D =202y E' =27/2

que generan la siguiente ecuacién de la cénica en el sistema {0, {@,4'}}
8z + 18y + 40v2z" + 54v/2y" — 395 = 0 (2.24)
En el sistema {vg, {1,j}} la correspondiente ecuacién es |
132" + 102’y + 13y — 576 = 0 (2.25)
y finalmente para el sistema {v, {4, 4*}}

82" 4+ 18y™* — 576 = 0
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Figura8:Solucién grdfica
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2.2. ecuacion

En los siguientes ejercicios se proporciona la ecuacién en el sistema {0, {i,7}}
y se pide determinar el lugar geométrico (que no incluye casos degenerados
ya que éstos seran tratados en la siguiente seccién), las representaciones en

los sistemas de referencias restantes y los datos y gréficas correspondientes al
sistema {0, {1,j}}

Ejemplo 2.2.1. Se da la siguienté ecuacién

75a% — 70zy + 51y° + 180z — 188y — 464 = 0 (2.26)

Identificamos los coeficientes de la ecuacion dada, basandonos en el indicador I
de la ecuacién general de segundo grado que hemos definido en el capitulo 1.
Los valores de los coeficientes son

A=T5, B = -35, C =51, D =90, E =-94, F=—-464

calculamos el indicador para identificar el lugar geométrico que representa la
ecuacién '

A B 75 =35
B C -35 51

ya que I > (0 sabemos que representa una elipse
Para encontrar la ecuacién en el sistema {vg, {@, 4" }} necesitamos realizar la
rotacién correspondiente y para ello obtenemos el dngulo
MY - 3
tanrl 2& - A_C — 12 12 ) . ) .
y de aqui obtenemos cos2a = 35 y lo sustituimos en las siguientes igualdades

I =éds=

1=2600>0

1+ cos2a 14232 49 i
coso = — = 37 Y e o
2 2 74 VT4

sena _ |1—cos2a _ -2 _ . ]% 5
- 2 N 2 74 /74
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. el vector 4 = [7%, 757—4] que sustituimos en las ecuaciones de rotacién dadas
en el capitulo 1 y obtenemos los valores de los nuevos coeficientes

1250 , 3412 ., 80y/74 . —5541/74
=3 YT PEmpm v By
obtenemos el valor de F’ mediante el determinante ya definido en el primer

capitulo

Ar‘

A B D 75 =35 90
6f=|B C E|=|-35 51 —94|=—1690000
D E F 90 —-94 -—464
] - . =
F'=4, F' = =180 . [’ = 650
de aqui, la ecuacién resultante en el sistema {vy, {@,4"}} es:

1250 ,,, 3412 ,, B
a2+ 5y — 650 =0 (2.27)

desarrollando

1250z + 3412y = 24050

1250”2 4 3412y — 24050 = 0

otra forma de expresarla es:
1250 2" 3412

el = 1
24050° T 24050
25 o 1706 .
B1° TiomY ~ 1
xm ym
= T mE s 1
25 1706

Para el sistema {vy, {1,j}} encontramos los valor de h y k mediante los siguientes
determinantes ya definidos en el capitulo 1

-D B —90 —-35
—-E C 94 51

oh = l = —1300
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_ dh — —1300 . ——
h=8 ph=5130 .

B3

A -D 75 —90
0k = B —E} = ‘_35 94 ’ = 3900
ok ;
k= 83 k= g% k= _
entonces el centro de sunetrfa de la elipse se encuentra en vy = (—5, 5) ¥ las
ecuaciones de traslacion son
1 3
—3 i - = -—
rT==z X y=19 + 2
y lo sustituimos en la ecuacién inicial
75(z’ — )2 —70(z' — (v + 3) + 51(¢/ + £)? + 180(¢' — 1)
—188(y' + 3) — 464 = 0
75(z? — 2’ + 1) — 702’y + 1052’ + 35y’ + 18 + 51(y% + 3y + I)
+180z" — 90 — 188y’ — 746 =0
7522 — 702’y + 51y — 650 = 0 (2.28)
que es la ecuacién en el sistema {vy, {i,j}}
solo falta la ecuacién correspondiente al sistema {0, {&,d"}} que es
1 4 I;
1250 o 34129,,.2 60/74 o 108+/74 S — 464 =0 (2.29)
37 37 37 37

Los datos de la elipse son:

_ Va8l 12025 _ /51991 [ s cL_[_s 2
a=, b=1/Twe> =1/ im0 _[?’77'4']‘ H ‘[ 7‘?2753]

- (4D -V [k =39+ [

1Bl =2 (), 1Bl = 2 L= (154E),

853 !



Ey = {Pl-P: (_%!%) +t(7%:7f;_4) 1“&‘-}



60

RFS

Qy

N

Figura 9:Solucién grdfica
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Ejemplo 2.2.2. Se tiene la siguiente ecuacién

222 + 4zy + 5y° + dr + 16y +2=0 (2.30)

De aqui los coeficientes son
A=2, Bi=2, C =35, D=2, E=8, F=2

identificamos la cénica que representa la ecuacién

A B‘ ~

I:Es:\B cl=

2 2
5l =6>0
como I > 0 se trata de una elipse.
La ecuacién en el sistema {vp,{i,j}} la obtenemos trasladando el centro de
simetria de la elipse al punto vy = (h, k)
-D B -2 2
h=|5 0|=|% 5 =°

6k=]A —Dl ’2 -2

B —E|~ |2 —8’ -2

k= 8k k= —12 k= —
T =
el centro de sunetrla de la elipse se encuentra en vy = (1, —2).

Las ecuaciones de traslacién son:
z=12'+1, y=y —2

sustituyendolas en la ecuacién dada
20 + 1)+ 4 + 1)y —2) +5(1 —2)2 +4(2' + 1)+ 16(y —2) +2=0
2(z?+22' +1) +4(z'y — 22"+ —2) +5(y? — 4y’ +4) +42’ + 4416y’ —32+2 =0

2% +4z'y' + 5% —12=0 (2.31)
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ésta es la ecuacién en el sistema {v, {1,j}}.

Para obtener la ecuacién en el sistema {v, {@, %"} } empleamos el método de la
*Ecuacién Caracteristica” expuesta en el pirimer capitulo.

Las raices de la ecuacién caracteristica asociada que es 2—7z+6 = 0,son z; = 1
y T2 = 6, tomamos z; y lo sustituimos en el vector [A — 21, B] de aqui que el
vector 4 que es el vector unitario ortogonal a éste sea 4 = f/—%, % y sabemos

que cosa = % y sena = 71=, sustituyendo estos valores en las ecuaciénes de

rotacién obtenemos
A=1C=6D= »7‘;‘5" E = :,715'8' y calculamos F’

ABD| [222
if=|B C E|=|2 5 8| =-T2
DEF| [282
F=4 F==2:F=-12

 ds?
La ecuacion en el sistema {vo, {@,%"}} es

"+ 6y —-12=0 (2.32)

agrupando
x;;rz yﬂrz
T

y la ecuacién para el sistema {0, {@,4*}} es

% + 6y + ix” - ﬁy” +2=0 (2.33)

v5 Vb
Los datos de la elipse son:
a=2v3, b=v3 c=VI0, i=[F L], at=[% 2], w=0,-2),
w=0-9-vR2[E &, w=0-2+vi2[HE],

ii=-2-VIO[Z.4].  f=0-2+vO[RF].



IBull =4v3,  ||Eall=2v2, By ={P|P=(1,-2)+t [, %] teR}



Figura 10 :Solucion grdfica
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Ejemplo 2.2.3. Se da la ecuacién
172% + 127y + 8y* — 16+ 4y — 20 = 0 (2.34)

Primero identificamos la cénica en base a sus coeficientes

A=17, B=f C=48, D=-8, Bi=2 F=-20
obtenemos el valor de I
A B _
B C

17 6

I=5s=‘ 6 8

’=100>0

ya que I > 0 la ecuacién representa una elipse.
Para encontrar la ecuacién en el sistema {0, {@,4'}} obtenemos la ecuacién
caracteristica desarrollando el determinante ya definido en el capitulo 1
A-)X B 17— 6
|Q“""”*| B c-,\‘“‘ 6 8-\
factorizando la ecuacién resulta (A —20)(A—5) =0, de aqui Ay =5y Ay = 20
y sustituyendo en el determinante tenemos

1756|

’z(l?—h)(S—A)—SG:O

Q@ — MI|=

8§-5 6 3

‘12 6’

calculando en término de matrices tenemos

Q- M‘)( =0

12 6 120+ 6y’ _
6’ +3y )

de aqui obtenemos el vector 4 = [%, 725:] y el vector 4t = [:33 - %]
por tanto la matriz de rotacion es

R=(@,ﬂl)=(

Sl
S-Sl
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la ecuacién general en el sistema {0, {@,4'}} es de la forma:
= {:B’]l‘ .Terf+str+F = 0}

sustituyendo

5 0)
xT(O 20):r+(—16 4) (? ;)3—20 0

desarrollando las correspondientes operaciones tenemos

5z"% 4 20y + 3;4_ z" + 38_ -20=0 (2.35)

ésta es la ecuaci6n de la elipse en el sistema {0, {@, @'} }
otra forma de presentar la ecuacién es

(+3) (o)

693 693
125 500

Los datos de la cénica en el sistema {0, {i,j}}, son:

a=2,  b=1  c=Vj, i= 3%, w=[%%]
= (12,4 = (L2, 24) _ o[=L 2 = (1,4) +2[=L, 3

Vo 257 50 /° (41 59 50 2 7‘5175 1 (%] 251 75'75 3

hi=3)-v3[# %] f= 83 +v3[3% ],

IBull =4,  IEall=2,  Ey={PIP= (838 +t[5 %] ter}

para obtener la ecuacién de la cénica en el sistema {vy, {1,j}} sabemos que el

centro de simetria de la elipse se encuentra en vp = (1, "“) y sustituimos las

ecuaciones de traslacién:
19 41

—— oA, o pamd
B=E + g y=v-5;



y obtenemos la ecuacién deseada

693
1722 + 8y? + 124y — — =0
25
y por tltimo la ecuacién para el sistema {vo, {@, 4 }} resulta ser
52" + 20y — -

25

67

(2.36)
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Figura 11:Solucion grafica
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2.3. casos degenerados

En cada uno-de los siguientes ejercicios averiguar el lugar geométrico que
representa.

Ejemplo 2.3.1. Dada la ecuacién
92% + 4y* + 18z + 16y + 61 =0 (2.37)

Primero identificamos los coeficientes
A=09, B =10, C =4, D=9, E =8, F =61
sustituyendo los valores en el indicador

A B

.
BC—AC B 36>0

I =

sabemos que se trata de una elipse 6 un caso degenerado de ella.
Como podemos observar la ecuacién se puede factorizar en la forma siguiente

9z +1)2+4(y+2)?> = -36

@+17, y+2
4 9
notamos que la elipse es degenerada ya que no 3 lugar geométrico que satisfaga

la ecuacién, ya que la suma de numeros positivos no puede dar como resultado
un mimero negativo.

= -1
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Ejemplo 2.3.2. Se proporciona la siguiente ecuacién
w4+ 3zy+ 3yt —zr+1=0 (2.38)

Identificamos los valores de los coeficientes
-1
A=1, B=g, C=3, D=7, E =0, F=1
sustituyendo los valores en el indicador I obtenemos I = AC — B* = % > 0 por
lo tanto el lugar geométrico es una elipse 6 un caso degenerado de ella.

Factorizando la ecuacién tenemos lo siguiente

2+ By —1)z+ By’ +1)=0
que representa una ecuacién de segundo grado en z.
Obtenemos las raices de dicha ecuacién

—(By—1)+/(3y — 12 —4(1)(3y%2 + 1)

2(1)
. 1-3y+ /92 —6y+1—12y2—4
B 2
. - 1-3y++/-3y>2—6y—3
N 2

para obtener las raices de = necesitamos conocer las raices de la ecuacién de
segundo grado en y, que se presenta en el radical y resolviendo tenemos como
solucién la raiz tinica y = —1, sustituyendo tenemos

1< 3= ﬂ:\/— 1) —3

1+3++v/-3+6-3

2




asi z solo puede tomar el valor de z = 2
.". la elipse degenera en un solo punto, el punto (2, —1).

71
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Ejemplo 2.3.3. Se da la ecuacién

202 + 2y -8z +5y—80=0

el valor del indicador es I = AC — B% = 4 > 0 por lo tanto el lugar geométrico
es una elipse 6 un caso degenerado de ella.
completando cuadrados en z y y tenemos

25 25

5
2_. 2 _— =y —] —_—
(z 4x+4)+(y +2y+16) 4044+

factorizamos la ecuacion

(o) -G

que representa una elipse que degenera en un circulo, aqui los focos y el centro
de simetria de la elipse coinciden en el mismo punto, el punto vy = (2, -“35—) y el
radio del circulo tiene longitud r = (%I)

)

a3

[

Figura 12: Soluci6n gréfica



Capitulo 3

La hipérbola

Encuéntrense las ecuaciones de las siguientes hipérbolas en los diferentes sis-
temas de referencias, los datos se encuentran en el sistema {0, {i,j}}.
Proporcicne sus datos y graficas en el sistema canénico

3.1. datos

Ejemplo 3.1.1. Dados los vértices v; = (—4,0) , v = (4,0) y el semieje conju-
gado igual a 3.

El centro de simetria de la hipérbola es el punto medio entre v; y vy

_utw _ (=40+40 _

S = (0, 0)
el valor de a es
a=d(vy,v2) = [(4,0) — (0,0)| =4 =
encontramos el vector unitario 4
ey V2 —Up (430) T (OFO) = [1‘0]

llez = woll — [1(4,0) — (0,0)]
~[la=0,0]=[at =[o,1]]

sabemos por el capitulo 1 que la hipérbola cumple la igualdad ¢® = a? + b?,

73
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conocemos el valor de a y de b por tanto podemos encontrar el valor de ¢:

E=a?+bP=16+9, =25 = [c=5]

las coordenadas de los focos son:

fi=vw—ci = (0,0)=5[1,0] = (=5,0) =[f = (=5,0)]
fo=vw+eu = (0,0) + 5[1(]] = (5,[]) =>|f2 = (5,0)|

el eje focal esta representado por la recta y = 0 y el eje conjugado por la recta
z=90

en éste ejemplo las rectas asintotas son de la forma y = mz, que en el sistema
canénico pasan por el punto (0,0) y sus ecuaciones son

— :-9:.: = _—3z = —_—3:r -y=0
U= _— y= 4 4 4=
= E = — = § —y=10
y= a‘T: y= 4$ 437 y=
Los datos obtenidos de la hipérbola en el sistema {0, {i,j}} son:
a=4, b=3, c¢=5  a=[,0, a'=[0,1, w=/(0,0),
Y = (_4!0)} U2=(4,U], fl :(_5!0)! f2=(510)s
Sz —y =0, fr—y=0
La ecuacién resultante en el sistema canénico {0, {i,]}} es:
2y
TRl 1 (3.1)
desarrollando la ecuacién anterior
22 y?
il
1 9

922 — 16y° = 9(16)

92% — 16y — 144 = 0
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la ecuacién en el sistema {vp, {1,j}} es la misma que en el sistema anterior ya
que el centro de simetria de la hipérbola coincide con el origen del sistema
de referencias y 4 = [1,0] . Para los sistemas {0,{d,4'}} y {vo,{@,4"}} las
ecuaciones son las mismas ya que el centro de simetria de la cénica se localiza
- en el punto vp = (0,0), 4 || 1y @ || .
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Figura 1:Solucion grafica
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Ejemplo 3.1.2. Se dan los siguientes datos f; = (0,-5), fo = (0,5) y
=(0,3).

Primero encontramos el centro de simetria de la hipérbola como el punto medio
de la distancia entre los focos

v_f1+f2 (0,-5) + (0,5)
g 2

=(0,0)

el vector unitario 4 es
= Vg2 — U (0! 3) . (0! 0)
U= = =10,1
Tee=wl ~ 10,3 =007 Y

~la=00,1]]=|at = [-1,0]
sabemos que a = d(vg, v;) 6 d(vg, v2) ¥y ¢ = d(vo, f1) 6 d(vg, f2) de esta forma:

llv2 = woll = 11(0,3) — (0,0)]| =3 =
c=d(vo, 1) = ||(fr—wo)ll =1(0,-5) — (0,0)]| =5 =[c=5]

el valor de b lo encontramos sustituyendo en la igualdad siguiente los valores de
ayc

E=a+b’, P=c-a? P=2%-9 P=16 =

I

a= d(UO'l U‘Z)

hallamos la coordenada de v;
v =v—ai, v =(00)-3[0,1, v1=(0,00—(0,3) = |v;=(0,-3)

la ecuacidén de las rectas asintotas es de la forma

—a -3 -3
y=gh ¥sgE &= gE-e=d
a 3 3
y=31:, y-—-zx = a—x——y=0

Los datos encontrados en el sistema {0, {1,j}} son
4= b=4, c=5, o= [0,1], ot = [-1,0], vo = (0,0),
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M= (01 _3)1 Vg = (0= 3): fl = (Us _5): .f2 = (01 5)1
Pr—-y=0, 3e—y=0
la ecuacién de la hipérbola en éste sistema es
2 2
v oz
LAy 3.2
9 16 6:2)

y en la forma general
16y* — 9z% = 16(9)
16y% — 922 = 144

16y2 — 922 —144 = 0

la ecuacién de la hipérbola en el sistema {vy, {1,]}} es la misma que la ecuacién
del sistema {0, {1,j}}, ya que el centro de simetria de la hipérbola coincide con
el centro del sistema de referencias, en los sistemas restantes {0,{#,4"}} y
{vo,{@,4"}} se cumple losiguiente @[ j y 4" || i ademés el origen de ambos
sistemas coincide con el centro de simetria de la cénica vy = (0,0) por lo tanto

la ecuacién que corresponde a ambos sistemas es

xﬂ'? yfrz

— =1
9 16

y en la forma general

162" — 9y = 16(9)
162" — 9y = 144

162 -9y — 144 = 0

(3.3)
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Ejemplo 3.1.3. Dados los siguientes datos f, = (0,13), v = (0,5) y semieje
conjugado igual a 12.

Encontramos el vector unitario 4 con base a v, y fo
fo— 2 (0,13) - (0,5) _ (0,8)

i= =

I f2 —wall ~ 110,23) = (0,5)] ~ 1I(0, 8)l|

~[a=0,1]= [ar = [-1,q]

sabpemos que

= [O= 1]

—

vofe = fa—va=cl—ai
= (c—a)i=[0,c—q]
de igual forma
1?.’:; = fZ—U2=(O’13)_(015)

| ~ [0,

.c—a =8, de aqui ¢ = a + 8 elevando al cuadrado tenemos
¢ = (a+8)? = ¢* = o’ + 16a + 64

por otra parte la hipérbola cumple la siguiente igualdad

& =a’+ b = =a’+ 144
igualando las dos ecuaciones
a?+16a+64=0a°+144 = a*+16a+64 —a®>—144=0

16a+64 —144 =0 = a=%

l[a=5] = [c=13]

ahora hallaremos las coordenadas de vy con base a las coordenadas de v,
vy = Uy + att despejando vy

v = v —at=(0,5)—5[0,1]

Yy = (Ut 5) - (0& 5) = {050)



y v = v — ait = (0,0) — 5[0,1] = (0, =5) .". [v; = (0,-5)

de Ja misma forma encontramos las coordenadas de f;

/1= — ca = (0,0) — 13[0, 1] = (0,0) + (0, —13) = (0, —13) =
para encontrar la ecuacién de las rectas asintotas, notamos que el eje focal de
la hipérbola se encuentra sobre el eje j, y el eje conjugado sobre el eje i, por lo
tanto son de la forma:

_ i - - .
y=3% ¥=p Y Y=
y=3» ¥=1n 127 Y=

Los datos encontrados en el sistema {0, {i,j}} son:
a=5 b=12, ¢=13, a=[0,1, a*=[1,0, v =/(0,0),

= (0: _5)s Uy = (0! 5)1 fi= (01 _13)1 fo= (01 13),

P § (34)
desarrollando:
144y% — 252 = 3600
1443% — 252° — 3600 = 0

la ecuacién para el sistema {vp, {i,j}} es la misma ya que el centro de simetria
de la hipérbola coincide con el origen del sistema de referencias vy = (0, 0), asi
mismo, para los sistemas {0, {@,4"}} y {vo, {@,a*}} tenemos que se @ || j y
@t || i ademés el origen de ambos sistemas de referencias coincide con el centro
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de simetria de la hipérbola vy = (0,0) asi la ecuacién correspondiente a ambos

sistemas es - -
D (3.5)
25 144 '

desarrollando:

1442 — 25y% = 3600

1442 — 25y"* — 3600 = 0
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Ejemplo 3.1.4. Se dan los datos 4 = [7"’;—3, 711—3] , v3 = (3,1), b=4y el centro
de simetria de la cénica se encuentra en el origen del sistema de referencias.

Sabemos que |vp = (0,0) |y v2 = (3,1), de aqui obtenemos el valor de a

vy = vg+al

()

. (SE 1%)

—

yv=(3,1)..|la=+13

las coordenadas del vértice vy

vlzvo—aﬂ.=(0,0)—\/ﬁ[ . ). fv=(=3,-1)

1
vk e

el valor de b lo obtenemos de la igualdad ¢ = b% + a?, 2 = 16+ 13 .".[c = v/29
las coordenadas de los focos son

f=w-ci = 0.0~V ] =7 = ()
fa=w+ct = (0,0) +\/*L/_ \/_} fo= (_@x_f’j_‘)

hallamos la ecuacién general de segundo grado de la hipérbola con el método
que ya conocemos

0+2zi+yj = P(z,y) = vo+ "4 + y"at

) = | 7]+ [ 7



despejando ' y ¢ en términos de = y y resulta:

sustituyendo en la ecuacién Sptima correspondiente

tenemos

Desarrollando llegamos a la ecuacién correspondiente al sistema {0, {i,j}}

los datos son

a = /13,
Up = (0, 0),

fi= (26T

(3,(13:: & L@)?
10 10

3 :I:."H 3 yn‘ﬂ'
13 V13
$H ’ 3 yﬂf

313z 4 V13y
10 10
3v/13y B V13z
10 10
i
T
(_wgﬁz _ /T
1

16

13122 + 174zy — 101y — 1600 = 0

i = | 7

m = (_31 _1)1

Uy = (3’ 1):

e

85

y la misma ecuacién le corresponde al sistema {v, {i,7}} ya que el centro de

simetria de la cénica coincide con el origen del sistema de referencias.
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Realizando la rotacién indicada conbase al vector @ y empleando el método
expresado ya anteriormente, obtenemos la ecuacién en el sistema {0, {4, 4" }}

1600

= " — 100y — 1600 = 0 (3.7)

que representa la ecuacién en el sistema {vg, {@,4*}} por la misma razén que
en el caso anterior.
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Ejemplo 3.1.5. Se dan los datos de la hipérbola equildtera v; = (—2,-2) y
Vg = (2, 2)

Hallamos el vector @

Vg —v1 (2:2)_(_2!_2) < (4:4) = I:L _y;l
oo =wll  1(2,2) = (2,21 14D (v2’ x/QJ

o=

I [ I T | ~1 _[-1 1
Al -2
localizamos el centro de simetria de la cénica

Vp = U—l ;'02 = (_21 _2;+ (2’ 2) = ‘(—0’2—0) g = (0,0)

el valor de a

a = d(vo,vr) = [|or — voll = [|(-2,-2)|| = VAF A= V5 . [a = 2V3]

obtenemos la ecuacién en el sistema {0, {i,]}} mediante la relacién conocida

0+zi+yj = P(z,y) = v+ 2"a + y"at

P(z,y) = 2" [-1_ _1_]+ym[_1 1]

V2 V2 v2' V2

R .

V2 V2

gy = 2 ¥

VAR

despejando z” y 3" en términos de z y y resulta:

xﬂf — _:r_ + i

V2 V2

yﬂ — __y_ " i
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sustituyendo los valores en la ecuacién optima de la hipérbola, obtenemos su

ecuacién en el sistema {0, {1,j}} y {vo, {1,j}} ya que el centro de simetria de la
cbnica se encuentra en el punto vy = (0,0).

L -

1 1 (3.8)
aplicando la rotacién de Z 45° resulta
mm2' ym2
. S 3
3 3 (3.9)

que es la ecuacion en el sistema {0, {&, @} } y {vo, {&, @*}} por la razén anterior.

Los datos en el sistema {0, {i,j}} son
a=2v3, b=/ c=4, a=|hF]| =[]

v = (0,0), v = (—2,-2), v = (2,2),

fi = (-2v2,-2v2), f2 = (2v2,2V/2)
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Ejemplo 3.1.6. Se tienen los vértices en vy = (—4,4) y vy = (7,7) y semieje
conjugado igual a 3.

Hallamos el centro de simetria de la cénica

_un+4v  (-4,49)+ (7,7 _ (B11) (?: E)
B B B T \2’ 2

2 2 2

3 11

202
obtenemos el valor de a
3 11 130
a=dmm) =0l = |49 - (5.5 )| - 5

P

sabemos que la hipérbola cumple la igualdad a® + b = ¢? de aquf que

= % +9= |e= 1»-2/:
hallamos el vector unitario @

Go 2TU _ (7,7) — (—4,4) _ (L3 _ [ 11 3 ]

oz —wll (7,7 = (=4,91 1(1,3) [v130 130

o~ [ o] [~ P ]

130 ° 130
los focos f; y f» tienen coordenadas

h=w—cit y fo=v+ci

5= 3 11\ _ V166 |11V130 3v130 3 11 +\/166 11/130 3v/130
1= \2'2 2 130 ' 130 2 2 2 130 ’ 130

130 2 130 130 2 130

= (__ 111/5395 11_§£) y |fo= (+11\/5T 11+3,/53T)

Los datos hallados en el sistema {0,{i,j}} son
0¥ yos =B g [N ] o [ wm)

2 2 130 * 130 130 °
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—

Yo = (%s 1)1 u1 :‘(_”414)1 7)2‘:(7:7)!

0]

fi = 3 _ 115395 11 _ 35395 fo= 34 115395 g+3\/5395
B 130 2 130 ) 2= \32 130 *2 130

La ecuacién en {vy, {&, @*}}

x!ﬂ? yJﬂ'E
& g =1 (3.10)
2

en su forma desarrollada es
182" — 65y — 585 = 0

La ecuacién general de segundo grado segn la relacién entre los sistemas {0, {i,j}}
y {vo, {@, %" }} del capitulo 1 es:

0+ i+ yj = P(z,y) = vo + 2" + y"at

3 11\, ,[11v1%0 3v1%0|  ,[-3V130 11V130
= 130 ° 130 | Y |7 130 130

112”V130 _3vI30y” |, 3

"” 130 130 2
_ 3VIS0z” | 1VISly” |, 11
Y= T30 130 2

despejando " y y"” en términos de z y y resulta:

i 11v/130z N 3v130y  33v130
T 130 130 130

w _ —3VI30z 11130y 28v130
130 130 65
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ahora sustituimos las variables en la ecuacién éptima correspondiente a éste
ejercicio

(u\/m 4 Wy _ 33{@)2 (-ms—oz L 1YIy _ 28yT50
130 130 130 130 130 65

& B 9
2
desarrollando y realizando las operaciones correspondientes llegamos a la ecuacién

en el sistema {0, {i,j}}

2
) =1 (3.11)

15932 — 7703y? + 5478xy — 34908z + 76516y — 260288 = 0

para obtener la ecuacién de la hipérbola en el sistema {vy, {1,j}} nos trasladamos
al centro de simetria de la cénica
las ecuaciones de traslacién son :

x—x’+§ =y + =
= 5 y y=y 773

sustituyendo

3\* Iy 3
1593 (2 + =) -7703 [y + =) +5478 (' += ) (¥ + L —34908 ( 2’ + 8
2 2 2 2 2
, 11
+76516 | ¥ + 7= 260288 =0
desarrollando y simplificando obtenemos la ecuacién en el sistema {vp, {1,j}}

1593z + 5478x"y’ — 7703y — 76050 = 0 (3.12)

la ecuacién en el sistema {0, {&, %" }} la encontramos aplicando la rotacién co-
rrespondiente con base al vector 4 en las ecuaciénes de rotacién ya conocidas y
obtenemos los siguientes valores de los coeficientes

A'=2340, C'=-8450, D'=-594V130, <y E' =3640v/130

asi la ecuacion es

23402 — 8450y"? — 1188v/130z" + 7280v/130y" — 260288 =0  (3.13)



Figura 6:Solucién grafica
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Ejemplo 3.1.7. Se dan los siguientes datos vy = (—2,-2), v, = (2,-1) ¥y
fa = Z5(=2V17 - 20, -2V/17 - 5).
Calculamos las coordenadas del vector unitario
o= 2% _(2,-1)=(=2,-2) ~(4,1) B 4y/17 @

[lvz — woll 1(2,-1) — (=2, -2)] (4, D] 17 7 17
o= 47|y | = 55
el valor de a es el siguiente

a=d(vo,v) ={|2,-1)-(-2,-2)| =41 =V17

encontrando el valor de ¢ en base a las coordenadas de f; tenemos

1
h = ﬁ(—Q\/l_T—ZZO,-Q\/ﬁ—S)
_ —IIT =20 ~—BVI7T—5

V1T 7 T
20 5
B ("Q‘m‘“z‘\/ﬁ)

~le=5
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las coordenadas de f; son
fz, = yp+cu
17 717

= (-2,-2)+5 [4—@ —‘/1—_7]

20 5
= (*“ﬁfﬂﬁ)
1
= T(_NIT +20, —2V/17 + 5)

las coordenadas del vértice vy

n=vp—al  =(-2,-2)—V17 {%71_7 g] = (—6,-3)

los datos del sistema {0, {i,j}} son
a=+v17, b=+8, c¢=35, ﬂ:[iﬁ @], ﬁl=[:ﬁiﬁ

17 2 17 Ir 17 |
vy = (—2, ‘—2), U = (—6’ —3), Uy = (2, —1),

fi=(2-B0-2-57), =2+ 2+ 3F)
la ecuacién en el sistema{0, {i,j}} de la hipérbola es

U + .’L‘i + yj = P(:}:, y) =1 + Imﬁ + ymﬁ'l'

" 4\/ﬁ \/ﬁ " _\/ﬁ 4\/ﬁ
P(zsy) —— (_2:"2)+$ [T‘—F] +y {T,?—]

., W Ty

T = =
17 17
172" 4 "

L= gy VT VT
17 17
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despejando z” y ¢ en términos de z y y resulta:

" 417z " ViTy & 10/17

17 17 17
m o _ —/17z " 44/17y n 6v/17
v =" 17 17
sustituyendo los valores en la ecuacién éptima de la hipérbola que en éste ejer-
cicio es
"2 "2
i Y
17 8
obtenemos su ecuacién en el sistema {0, {1,j}}
11122 + 200zy — 264y* + 844z — 656y — 2124 = 0 (3.14)

aplicamos la rotacién correspondiente como lo hemos hecho anteriormente y
obtenemos los nuevos coeficientes

A'=136, C'=-289, D =80V/17, E' =-102V/17 y F =-2124
asf la ecuacién que representa a la cénica en el sistema {0, {@,4*}} es
1362 — 289y + 160v/17z" — 204V/17y" — 2124 = 0 (3.15)
con base a las siguientes ecuaciones de traslacién
g=2 -2 y=y -2
obtenemos la ecuacion en el sistema {vy, {i,j}}
11122 + 2002’y — 264y’ — 2312 = 0 (3.16)

para obtener la ecuacién en el sistema {vg, {@, @*}} aplicamos la rotacién ade-
cuada en base al vector @ y resulta ser
1362 — 289y — 2312 =0 : (3.17)

agrupando, la ecuacién resultante es

xm? ymz

17 8
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3.2. ecuacion

En cada uno de los siguientes ejercicios se proporciona la ecnacion del lngar
geométrico en el sistema {0, {1,j}} v se pide hallar Ia ecnacién correspondiente
a los demds sistemas de referencias, asi como sus datos vy graficas en el sisicma

{0, {i,3}}-

Ejemplo 3.2.1. Dada la ecuacién

3z% + 12zy + 8y* — 24z — 40y + 60 = 0 (3.18)

Identificamos sus coeficientes
A=3, B =86, C =8, D=-12, E = -20, F =60
obtenemos primero el indicador para averiguar de que cénica se trata

A B
B C

36

I =6és= 6 8

l=—12<0

como sabemos por el capitulo 1, si I < 0 se trata de la ecuacién de una hipérbola.
Para encontrar su ecuacién en el sistema {0, {@, '} } lo que haremos sera cli-
minar de la ecuacién candnica el término cruzado con base a la rotacién apro-
piada y el método usado en ejercicios anteriores.

Primero encontramos el vector % en base a la ecuacién caracteristica que es

z? — 11z — 12 = 0, y sus raices son z; = —1 y 2o = 12, de aqui que ¢l vector sea
[4,6] por tanto 4 = [HSA{%_;, gjm@

aplicamos las ecuaciones de rotacién conocidas y obtenemos

_4V13 - 84/13

=1 '=12,- D'= = F' =60
A 1 C 1 13 ¢ ] 13 1 6
de esta forma la ecuacién en el sistema {0, {@, 4*}} es

12y — 2% - 8\1/;_33:” + lﬁi\g/ﬁy” +60=0 (3.19)
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La ecuacién en el sistema {v, {i,j}} la vamos a encontrar trasladandonos al
centro de simetria de lo ¢énica vy = (h. k) v asi se eliminan los términos lineales
de la ecuacién de segundo grado.

Obtenemos el centro de simetria vy con base a los determinantes definidos en
el capitulo 1

-D B 12 6
h=|_g c|= |20 8|=~H
T =
h=% h==2 - h=2
A -D 3 12
%k=lp _g|=|6 20[= 12
k=8 k=3 k=1
de aqui vy = (2, 1), las ecuaciones de traslacién son

z=2'+2 y y=y+1

y las sustituimos en la ecuacién dada para obtener la ecuacion en el sistema

{vo, {1,3}}

3z’ +2)+12(2' +2)(y + 1) + 8(y' + 1) — 24(z' +2) —40(y + 1) +60 =0

3(z” -4z’ +4)+12(z'y +2' + 2y +2) +8(y? + 2y +1) — 242’ — 48 — 40y’ — 40460 = 0
322 + 122y + 842 +16 =0 (3.20)

por iiltimo damos la ecuacién de la hipérbola en el sistema {vy, {@.4"'}}

12" — 2" +16 =0
lzy!ﬂ? _ xﬂfl = —16

IHP‘Z yma .
T 1 (3.21)
. 12

otra forma de obtener el valor de F’ es por medio de el siguiente determinante:

ABD § 6 -1
5f=|B C E|=|6 8 -20=-192
D E F| |-12 —20 60



101

F=Y4 F=-22 F=16

ds?
Sus datos en el sistema {0, {1,j}} son:
a=4,b=20, =28 o= [-yBuE ot = [yE 0], 4=(2),
n = (21 1) =4 [_3 K ’ J{;] ’ U2 = (21 1) +4 [_31313a '231/';_-5] 1
fi=@1)-8E [ZEYE] = (2,1)+ 248 [ 0]

Ep={P|P=(21) +t -3, 4E| 1}
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Ejemplo 3.2.2. Se tiene la ecuacién

112% — 24zy + 4y + 62 + 8y — 10 =0 (3.22)

Los coeficientes son
A =11, B = -12, =4, D =3, E=4 Y F=-10

calculamos el indicador para identificar el lugar geométrico que representa la
ecuacion

%=1p ¢|=|-12 4
.". se trata de una hipérbola
para obtener la ecuacién en el sistema de referencias {vp, {i,j}}, obtenemos
primero el centro de simetria de la hipérbola, vy = (h, k)

AB_|11 12] 10040

-D B|_|-3 -12
h=|_ g C‘_~4 4|"_60
b=t h=fh o h=
A-Dl_|1n -3
sk=|5 o= 3=
k=t k= k=
el . v (g,é

Las ecuaciones de traslacion son:

3:=:.:’+§y g;r=y’+E
5 5

sustxtuyendolas en la ecuacién de segundo grado dada, tenemos
11 (¢! + §) 24(x+3)(y’+ D+4( +2)+6(2 + )+8(y'+) 10=0
= 112" + ﬁﬁx! + __ _ 241:;!}; 9 z 752y.f _ _2_8321 + 4yr2 4 32y _+_ 25 6z _5§
+8y%2+ 2 —10= 0
simplicando tenemos

11272 — 242’y + 442 -5 =0 (3.23)
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ésta es la ecuacién en el sistema {vo, {i,j}}.

Encontramos la ecuacién en el sistema {vg, {@, 2*}} mediante el método de la
ecuacién caracteristica."Obtenemos las raices del polinomio caracteristico asocia-
do a la ecuacién de la hipérbola que es z° — 5z — 100 = 0 y sus raices son z; = 5
y T = 20 tomamos z; y lo sustituimos en el vector [B,C — x| asi & = [ = 5
sustituyendo en las ecuaciones de rotacién correspondientes obtenemos
Al=-5C=20,D=5E=0

Calculamos F' por medio del siguiente determinante

A B D 11 -12 3
0f=|B C E|=|-12 4 4 | =500
D FE F 3 4 -10

F=4p=20.F=_5
asi la ecuamon en el sistema {vo, {@, 4 }} es

20y — 52" —5=0 (3.24)
otra forma de expresar la ecuacién es

"2
L—zm 1
-1.

la ecuacién en el sistema {0, {@,a'}} es
20y — 52" + 102" — 10 =0 (3.25)

los datos de la hipérbola en el sistema {0, {i,j}} son:

b=1, c=%, a=[#Y, =i, w=(

. jo,ul
G—E,
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By = {PIP = (3.8) +¢ [543 teR)
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Figura 9:Soluciéon gréfica
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3.3. Casos degenerados

En el siguiente ejercicio identifica el lugar geométrico que representa la ecuacién
dada

Ejemplo 3.3.1. Se da la siguiente ecuacién
62° —zy—2° +22+y=0 (3.26)

Primero identificamos la cénica, los valores de sus coeficientes son

A=6, B=%1, O==3 D=, E=—é~ g Sl

sustituyendo en el indicador

A B
B C

6 3

-2

—49
=g =l

¥

=1
2

por tanto se trata de una hipérbola 6 un caso degenerado de ella, nétese que la
ecuacion puede factorizarse de la siguiente forma

(2z+y)(3z—2y+1)=0

de aqui que
2z+y)=0 y (Bz—2y+1)=0

por tanto la representacion del lugar geométrico es una hipérbola que degenera-
en un par de rectas que se cruzan.
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Capitulo 4

La parabola

4.1. datos

Dados los datos en el sistema de referencias {0, {1,j}} encuéntrense las ecua-
ciones de las siguientes pardbolas en los cuatro sistemas de referencia, ademas
proporcione sus datos y gréficas en el sistema canénico

Ejemplo 4.1.1. Los datos son vy = (2,3) y f = (2,-5).

Encontramos el valor de p que es la distancia del vértice al foco

p=d(v, f) =d(vy, D), p=/(2,-5)-(23) =[(0,-8)] =8 =

obtenemos el vector unitario 4

f=w _ (2-5)-(23) _ (0,-8)
1=l ~1@=5)-@3) _ 10, -3)]

~[a=10,-1]]= [a* = [1,0]]

basandonos en el capitulo 1, sabemos que por las coordenadas del foco y el
vértice la pardbola abre hacia abajo.

La recta directriz es la siguiente

a= = [0, 1]

D = {P|P = vy — pis + si*seR} = {P|P = (2,3) —8[0,—1] + s[1, 0], seR}

D {P|P = (2,11) + s[1, 0], seR}

1
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el lado recto lo obtenemos como el doble de la longitud de la directriz al foco
|[L&l| = 2(D, f) = 2(2p) = 4p = 4(8) = 32
Los datos encontrados en el sistema {0, {i,j}} son:

p=38, a=[0,-1], at = [1,0], v = (2,3), f=(2,-5),

||Lgl| = 32, D = {P|P = (2,11) + s[1, 0], seR}

La ecuacién general de la pardbola en el sistema {0, {1,j}} esta dada por
(y — h)? = —4p(x — k), como se vi6 en el capitulo 1 y que en éste ejercicio es

(z—2)* = —4(8)(y - 3) (4.1)
desarrollando la ecuacién anterior tenemos :
(z-2)* = —4(8)(y - 3)
-4z +4 = —-32(y—3)
- 4z+4 = —32y+96

P —4z+4+32y—-96 = 0
22 —42+32y—-92 = 0

la ecuacién en el sistema {vo, {1,j}} la obtenemos trasladandonos al punto

vo = (2, 3) que es el vértice de la pardbola, ya que sabemos por el primer capitulo
que ésta conica no tiene centro de simetria.

Por tanto la ecuacién es

z? = —32y
a?+32 =0 (4.2)

notese que @ || j y @ || 1 por tanto la ecuacién en el sistema {0, {a,4'}}
apoyandonos en el capitulo 1 es

(¥" —2)* =4(8)(z" - 3) (4.3)



en su forma desarrollada es
yrﬂ — 4:‘/1 —-322" —92=0
en el sistema {vo, {@,4"}} la ecuacién correspondiente es

ym2 = 32$m

11

(4.4)
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Ejemplo 4.1.2. Se dan los datos vp = (5,2) y f = (7,2).

Hallamos el vector unitario 4
(71 2) 2 (53 2) - (2! 0) Lo
1(7,2) = 5, 2) 12,0

~fa=L0)= [t =0,1]

encontramos el valor de p.

p=d(w,f) =|(7,2)-(52)| =[2,0=2 =
la ecuacion de la directriz

D = {P|P = v — pi+ sii*,seR} = {P|P = (5,2) — 2[1,0] + 5[0, 1], seR}

i= (1,0]

D = {P|P=(3,2)+ s[0,1], seR}

|ILg|| = 4p = ||L&ll =8
Los datos en el sistema de referencias {0, {i,j}} son:

p=2, a=1,0), at = [0,1], v = (5,2), f=(7,2),

||L&|| =8, D = {P|P = (3,2) + s[0, 1], seR}

y su ecuaci6én correspondiente basdndonos en el capitulo 1 es

(y—2)* =4(2)(z —5)
(y—2)? =8(z —5) (4.5)

desarrollando
(y—2)?° = 8(z—5)
v —4y+4 = 8z —40
Yy —dy+4—8zx+40 = 0

v —4y—8zx+4 = 0
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en el sistema {vp, {1,j}} su ecuacién es:
y? =82’ (4.6)

el eje @ || iy @t || j, por lo tanto, en el sistema {vg, {&,7*}} la cénica que-
da representada por la misma ecuacién y lo mismo ocurre para los sistemas

{0,{a,a"}} y {0,{i.,3}}.
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Figura 2:Solucion grdfica
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Ejemplo 4.1.3. Se dan los siguientes datos D = {P|ly =5} y f = (7,-2).

Noétese que el eje de la pardbola es perpendicular a la directriz, por tanto en
este ejercicio el eje de la pardbola es paralelo al eje j

= |ﬁ = [0, 1]||ﬁL = [—1,0]|
el eje focal denotado como Ey es la recta que pasa por el foco y su ecuacién es:

E; = {P|P = f + ti, teR} = {P|P = (7,—2) + t[0, 1], teR }

el punto donde se intersectan la directriz y el eje focal es el punto que nos va a
servir de referencia para encontrar el vértice de la pardbola y el valor de p.
D={Ply=5}y Ef={P|P = (7,-2) + ¢[0,1],teR} = —2+t=5=>t="T

.". el punto de interseccion es (7, 5)

ahora encontramos el vértice de la pardbola vy

(7,5)+ (7,—-2) (14,3) 3
= 2 = 2 — 7, -5 = Y = (7‘ %)

la longitud p

_N@s)-@ =21  _ o9l _7 —

- 2 T2 b DR s
la longitud del lado recto ||Lg|| = 4p = |||Lg|| = 14
Los datos encontrados en el sistema {0, {1,]
p=1, u=[0,1], 4t =[-1,0), w=(7,3), f=(7,-2),
[[LR[l = 14, D = {Ply = 5}

y su ecuacion en éste sistema es:

(z—7)?%=—4 (g) (y - g) (4.7)
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en la forma general:

7 = ()63

22— 14z +49 = —14(;;—%)

z? — 14z +49 = —14y +21

0

z? — 14z + 14y + 28
basandonos en el capitulo 1, para el sistema {vg, {1,j}} la ecuacién es
2% = —14y/
2?4+ 14y =0 (4.8)

observamos que el vector @ || j y @+ || 1 asf su correspondiente ecuacién en el
sistema {0, {@,4"}} es

3
(" — 7)2 = 14 (9:” + 5) (4.9)
desarrollando es
Y — 14y" — 142" + 28 =0

y para el sistema {vg, {@, 4" }} la ecuacién de la pardbola con' base al capitulo 1

es

y"? = 142" (4.10)
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Ejemplo 4.1.4. Se dan los datos p = % yi= [711—7, 7“1-7}, de la cénica con vértice
en el origen.

e

Dado el vector |4 = [71-1-,;, 711'-;] =it = [5'1'47’ 17]

las coordenadas del foco son

f=v0+pﬂ=(0,0)+

[ SVl R

1 4
el lado recto y la . directriz
L&l =4 (3) y D= {PIP = (0,0) - § | s x| + 5[4 o] se)
los datos en el sistema {0, {i,j}} son

~

P=3% ﬂz[?%‘ﬁ?]‘ ui:[ﬁf_?’Vll_T]’ v=(0,0), f=(2517’71?_?)’

ILall =10, D ={PIP = (7% ) +5 7k, A5 s}
empleando el método usado en ejercicios anteriores encontramos la ecuacién
general de segundo grado de la parébola en el sistema {0, {i,j}}.

0+ zi+yj = P(z,y) = vo + 2"a + y"it

m 4
P) = | ] +v [ o]
1 I 4 m
I = —=T — —
VAl id
4 i 1 It

= —0 +_

despejando 2" y /" en términos de z y y resulta:

wm _— T + 4y
V1T 17
' = L Az
V1T V17
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sustituimos los valores en la ecuacién éptima de la parabola que en éste ejercicio
es

y.-rrz — loxm
y encontramos la ecuacién buscada.
162° — 8zy + y* — 10V/17z — 40v/17y =0 (4.11)

la misma ecuacién representa a la parabola en el sistema {vp, {1,]} }por coincidir
el origen del sistema de referencias con el vértice de la cénica.
Los valores de los coeficientes son:

A=16, B=-4, C=1, D=-5/17, E=-20/17 y F=0

la ecuacién en el sistema {0, {@, 4" }} se obtiene al efectuar la rotacién adecuada
con base al vector 4, apoyandonos en las ecuaciones de rotacién expresadas en el
capitulo 1, asi obtenemos los nuevos coeficientes

A=0, C=17, D=-8, E=0 y F=0

por tanto la ecuacion es
17y —170z" =0 (4.12)

en el sistema {vg, {l, 4*}} la cénica queda representada por la ecuacién anterior
va que el origen del sistema de referencias coincide con el vértice de la cénica.
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Ejemplo 4.1.5. Se dan los siguientes valores p = 2 y la pendiente de la recta
del eje focal m = %, la conica abre hacia abajo y su vértice se encuentra en el
origen del sistema de referencias.

Obtenemos los vectores @ y 4+
La pendiente dada se representa por el vector [2, 1] y su representacién unitaria es

~

- _[2 1 _ |=1 2
- -[d JEE)
como la cénica abre hacia abajo el valor de p es precedido por un signo menos,
como ya se mencioné en el capitulo 1

f=w+pi  =(0,0)+(-2) [%‘%] N (:/_%’;_;)

la directriz es la siguiente

D = {P|P = vo-pir+tat,teR} = {P|P = (0,0)—(-2) [ . f] [ = %],tf?f?}

D={PIP= (4‘(,2() t[\; }],tfae}

La ecuaci6én general basandonos en la relacién que guardan los sitemas de referen-
cias {0, {i,j}} y {vo, {@, 4" }} es la siguiente
0+ zi+yj = P(z,y) = v + "2+ y"u*

P(z,y) = 2" P\/_g“"vlf‘g] Ly [:\/_%%]

I
V5 V5
m 2 s
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despejando z” y /" en términos de z y y resulta:

2% Y
x}'ﬂ' cmmy SRR + -
5 V5
I
V5 V5
sustituimos en la ecuacién éptima de la pardbola que en éste ejercicio es
yﬂ"z - 83:;”

y encontramos la ecuacién general en el sistema {0, {i,j}}
z* — dzy + 4y* — 16v/5z — 8v/5y =0 (4.13)

la misma ecuacién representa a la parabola en el sistema {vy, {i,j}} por coincidir
el origen de el sistema de referencias con el vértice de la pardbola.
Los datos en el sistema {vp, {i,j}} son

p=-2, a=[& %], @=[3%% w=00 7r=(3),

ILzll =8,  D={P|P=(%,%)+t[5 %] ter}
los valores de los coeficientes de la ecuacién de segundo grado son
A=1, B=-2 C=4, D=-8/5, E=-4/5 y F=0

ahora obtenemos la ecuacién en el sistema {0, {&,%'}} mediante la rotacién
adecuada por el método empleado en ejercicios anteriores, y los nuevos

coeficientes son:
A=, =5, D =-20, E'=0 Y F'=0
5y"% — 402" =0 (4.14)

en el sistema {vg, {@,%"}} la cénica queda representada por ésta ecuacién por
la razén anterior.
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Ejemplo 4.1.6. Los datos dados son vp = (1,2), p=3y 4 = [715, -}2.] .

Dado & = (4.3 |= ot =[5 ]

hallamos el foco

f=vo+pﬁ=(1,2)+3[\/i§’%] _ (H%,“%)

= (+%2+%)

la directrlz es

D={PIP=(1,2)—3 [vi@.%] +t [—2,—2] teR)

la ecuacién de la recta que contiene al eje focal es

1 1

Ef={P|P=(1,2) +r [Fﬁﬁ] reR}

los datos en el sistema {0, {i,j}}

p=3, a=|h&| #=[FE] w=02 r=(1+%2+3),
Ll = 12, D={PP=(1-%2- %) +t[3 L] .teR)
E;={P|P=(1,2)+r [71.5:}5] , reR}
En el sistema {vg, {&, 4}} la ecuacién es

"% = 12y" (4.15)

con base al vector director 4 hallamos la ecuacién en el sistema {0, {4, 4*}}s
las ecuaciones de rotacién son

=%+ —% 4
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sustituyendo y desarrollando obtenemos

o + 22"y" +12vV22" + 42 — 12v/2y =0 (4.16)
En el sistema {vy, {i,]}} la correspondiente ecuacién la obtenemos de trasladarnos
al vértice de la pardbola vy, y las ecuaciones de traslacién son:

p=a'-1 y=y -2

. sustituyendo en la ecuacién del sistema {vy, {4, %4*}} obtenemos la ecuacién
deseada

2% -2 —12y+25=0 (4.17)

y finalmente para el sistema {0, {1,j}} la ecuacién es

2 + 2zy + z(12v2 - 6) + 1* — y(12vV2 +6) + 12V2+9=0 (4.18)
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4.2. ecuacion

Dada la ecuacién en cada ejercicio, proporcionar las ecuaciones en los restantes
sistemas de referencias asf como sus datos y gréficas en el sistema de referencias
{0,{1,3}} (en esta seccién no se contemplan los casos degenerados).

Ejemplo 4.2.1. Se proporciona la siguiente ecuacién

o’ +dzy+ 4’ + 122 — 6y =0 (4.19)

De aqui obtenemos los coeficientes de la ecuacién de segundo grado
A=1, B =2, C =4, D=8, E=-3 Yy F=0
identificamos la cénica que representa la ecuacién

A B 1 2
B C 2 4

I=ds= =0

.". se trata de una parabola cuyo vértice se encuentra en el origen del sistema de
referencias, por lo tanto la ecuacién en el sistema {vp, {i,7}} queda representada
por la misma ecuacion.

Para encontrar la ecuacién en el sistema {vy, {@, 4*}} por medio del método de
la ecuacién caracteristica, necesitamos conocer la raiz z; de la ecuacién carac-
teristica asociada a la ecuacién dada que es z* — 5z = 0 de aqui z; = Q y por
tanto el vector 4 resulta ser 4 = [L‘/g-, 7‘—5] , sustituyendo en las ecuaciones de
rotacion dadas en ejercicios anteriores los correspondientes valores de los nuevos
coeficientes son

A=0, C=5 D=-3V5 y E=0
su ecuacion es
5y — 6v52" = 0 (4.20)

La ecuacién en el sistema {0, {@, @ }} es la misma, ya que el vértice de la cénica
se encuentra en el origen del sistema de referencias.
Los datos de la pardbola en el sistema {0, {i,j}} son:
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Ejemplo 4.2.2. Dada la ecuacion
z? + dzy + 4y* — 2v/5z — VBy = 0 (4.21)

Identificamos sus coeficientes

A=1, B=2 C=4, D=-V5 E=-3, F=0
averiguamos de que coénica se trata
A B 12
r=ss=5 g|=|s & =0

como I = 0 se trata de una pardbola
La ecuacién correspondiente al sistema de referencias {vy, {i,j}} es la siguiente, el

vértice de la cénica es vy = (;}?, Zi's@) , por lo tanto las ecuaciones de traslacién

son
=g - ﬁ =y + —7\/_
24 y=y+75
sustituyéndolas en la ecuacién de segundo grado dada obtenemos la ecuacién
3v5
2 + 4o’y — T\/_:c’ +4y% =0 (4.22)

Hallamos la ecuacién correspondiente en el sistema {0, {#,4}} aplicando la
rotacion correspondiente en base a la ecuacién caracteristica asociada que es
z2 — 5z = 0, cuyas raices son r = 0 y ¢ = 5 y asi obtenemos los vectores
unitarios

i=|Z2%| = |t=[hH

los nuevos coeficientes son:

Al=0, =5 D=z, FE=2 F=0

y asi la ecuacién es
5y + 32" +4y" =0 (4.23)
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la ecuacién en el sistema {vo, {@t, 4" }} la obtenemos al trasladarnos. al vértice
de la cénica. En éste ejercicio hallamos el vértice de la pardbola de la siguiente
forma, encontramos las raices de la ecuacién anterior en terminos de y

_ —4% /16— 4(5)(32)

2(5)
resolviendo la ecuacién 60z = 16, obtenemos el valor de z que es = = % y de
aqui tenemos el valor correspondiente de y que es y = —?—)
las ecuaciones de traslacién son
4 2
=" 4 — R
% 15 H=E g

la ecuacién en el sistema {vo, {4, 1u'}} es
5ym2 5 3:5”” =0

los datos en el sistema {0, {i,j}} son
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4.3. casos degenerados

Analice cada una de las siguientes ecuaciones
Ejemplo 4.3.1. Se proporciona la siguiente ecuacién

z? —6ry +9y° +4z — 12y +4=0 (4.25)

Identificamos el lugar geométrico que representa

A B 1 -3
B C -3 9

I =6ds= =0

.. se trata de una parébola 6 un caso degenerado de ella.
Esta ecuacién puede factorizarse de la siguiente forma

(z—-3y+2)(z—3y+2)=0

de donde (z —3y+2)=0
que representa una parabola que degenera en una recta autocontenida.

7

Figura 9: Solucién grafica
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Ejemplo 4.3.2. Se da la siguiente ecuacion

x? —dzy+4y° + 3z —-6y—28=0 (4.26)

Verificamos primero el indicador

=0

1. =2
"".]_2 4

podemos notar que se trata de una parabola 6 un caso degenerado de ella.
La ecuacién puede factorizarse asi

(z—2y—4)(z—2y+7)=0

que representa una parabola que degenera en un par de rectas paralelas.

7

|

=

e

Figura 10: Solucién grafica
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Ejemplo 4.3.3. Se proporciona la siguiente ecuacién

9z% — 24zy +16y° + 3z — 4y +6 =0 (4.27)

Verificamos que se trate de una pardbola

9 =12

I'=1_1 16

‘ N 0
por tanto la ecuacién representa una pardbola é uno de sus casos degenerados.
La ecuacién puede factorizarse asi
3z —4y)® + (Br —4y) +6 =0
que representa una ecuacién de segundo grado cuyas raices se obtienen como

~-1+,/1-4(6) -1+/-23
) =

2(1 2

las raices de dicha ecuacién no son reales, por lo cual la cénica degenera en
ningun lugar geométrico.



Capitulo 5

anexo

5.1. ejemplos en R3

En el presente capftulo se desarrollan varios ejercicios que extienden a R° el

ultimo método de solucion.

Por el capitulo 1 sabemos que la forma general de la ecuacién de segundo grado

en R3 es la siguiente

Az? + By’ + C2* + 2Dzy + 2Ez2+ 2Fyz+ Gz + Hy + Iz + J =0

En los ejercicios que se presentan a continuacién se pide reducir la ecuacién
general de segundo grado hasta obtener la ecuacién 6ptima de la superficie

Ejemplo 5.1.1. Se tiene la siguiente ecuacién

522+ y 4+ 2% —2zy +4rz— 20 -4y —32+2=0

Identificamos los valores de sus coeficientes
A =35, B =1, =1, D=-1, E =2,
F =0, G=-2, H=—4, I=-3 y Ji=2

su representacién matricial es de la forma
X"QX' +8X' +J=0

137

(5.1)
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de donde @’ y S’ son de la siguiente forma, segin el capitulo 1

ADE
Q=|(D B F|,8=(G, H, I
EFC

sustituyendo los correspondientes valores, la ecuacién general en su forma ma-
tricial es la siguiente

5 -1 2 T T
(zy2)-110]||y]+(-2 -4 -3)|y]+2=0
2 0 1 z z

primero hallaremos la matriz de rotacion que al ser aplicada a la ecuacién va a
eliminar los términos cruzados. Dicha matriz se compone de los vectores unitarios
que dependeran de las raices del polinomio caracteristico que es de la forma
siguiente
|Q =X =0
sustituyendo
5—-N -1 2
-1 1-X 0 =0
2 0 1-X

resolviendo el determinante
G=A)A=2)A=-X)—-40-2)+1-X)]=0

de aqui obtenemos las raices \j =0, o =1y A3 =6

sustituyendo cada una de las raices en la matriz anterior hallaremos los vectores
unitarios.

Con ); obtenemos el vector unitario é,

§~0 —1 2 0
@ -MDX = -1 1-0 0 |Xx;=|[0
2 0 1-0
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resolviendo el sistema se obtiene el vector solucién

1
Xi=11
| —2
de donde el vector unitario €; resulta ser
Bl
¢
é =
%
| V6
realizamos el mismo procedimiento para el vector unitario é,
5—-1 -1 2
Q@ =XDXo=| -1 1-1 0 Xs
2 0 1-1
reduciendo se obtiene el vector solucién
0
2
1
asi el vector unitario es
0
% 2
€y = 713
5

hasta aqui hemos obtenido los vectores unitarios é; y é;, ahora obtenemos el
vector unitario é3 de la siguiente forma

-

2T RICRIEOINE
e o= N\vm) I\ T T
722\ e T

por lo tanto la matriz de rotacién es

-

53] M -

R= (&, & &)=

SISl
av-!:hlw o
alal-al
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encontramos la nueva matriz @ haciendo Q = R‘Q'R

1 =2 ¥ -3
‘6725715 5 —1 2 71527_31—0 000
Q=07§7§ -1 1 0 757373—02010
-3 -1 2 2 0 1/ \=2 L 2 006

V30 V30 V30 V6 V5 30

tenemos asi la nueva ecuacién que representamos en forma matricial

X"QX'+SRX'+J =0

00 0\ [z % 0 B\ [z
(ey2){010)|y)+(-2-4-3)|% % 7| |v]+2=0
006/ \z —= L 2 z
V6 V5 V30
la ecuacién que se obtiene es
11 2v30
2 g 11~ 4ayol =
Y-+ 62 \/Ey 5 z2+2=0

completando cuadrados en y y 2

multiplicando por la fraccién = en ambos miembros de la igualdad tenemos

b-58) (),

7 —

1

S

Podemos observar que se trata de un cilindro eliptico.
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Cilindro Elliptico
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Ejemplo 5.1.2. Se da la siguiente ecuacién

20t 4+ 2 + 22 —zy+ 22 —yz—6=0

Identificamos sus coeficientes

=1 1
A=2  B=2 =2, D=— ==
) ’ C 1 2: E 2’

-1
F=T, GZO, H=0, I=U, J=-6

su representacién matricial basandonos en el capitulo 1 es
XQX' +8X' +J=0

donde el valor de Q' y de S’ son

2 3 3
Q= -?1?1-71 S'=(0 0 0)
? 2 2

hallamos a continuacién la matriz de rotacién
@ — NIl =0

sustituyendo

2j,\,- 3

4

—

=(2-2)°+
Ai

(3—).)(%—,\):0

de aqui las rafces son \y = Ay =32y A3 =3

5
A- g

| m|‘|_.m--

=
2
2-N
=1
2

l\Jli-Ml

2

que se factoriza como

(5:2)

mediante del procedimiento del ejercicio anterior hallamos las coordenadas

de los vectores unitarios €1, é; y é3
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primero calculamos el vector unitario é; en base a A; y el vector unitario é; con
base a M, etc. asi obtenemos la matriz de rotacién

& 1L 2 1
s s 12 B e [F 4 F
A=l & &)=|% 3 O )F=|3 % 4
s V3 Vi w0 75
el valor de @ es
1 2 1 = 1 1 3
s Y (2 F 3\ (B B VE) (300
Q=% = H|1F 2 3| % = =|030
V3 V3 V3 ? 2 Ve V3
3 0 -3 1 -1 9 1 1 =3 00 2
V18 18 2 2 V6 V3 Va8 2
la ecuacidén resultante es representada en forma matricial por
200\ [z
(:1: Y z) 030 y| —6=0
0 0% z

desarrollando

3 2 2, 3 2
+3y° + =
T Y 2—6=0

multiplicando por (%) y reduciendo tenemos
2+ 2% + 22 =4

multiplicando por (%) ambos miembros de la igualdad tenemos la siguiente

ecuacién 2 2 2
—+=+4+—=1
4 2 4

que representa un elipsoide de revolucién.
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Elipsoide de Revolucion
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Ejemplo 5.1.3. Dada la siguiente ecuacién

222 + 22 + 322 + 22y -4z +y—12247=0 (5.3)

Identificamos los valores de sus coeficientes
A=2 B =2, C =3, =1 E =0,

F=0, G=-4, H=1, I=-12, J=T

su representacion matricial es

210\ [z z
(zy2){120]|y]+(-21 -12)|y]+7=0
003 z z

el determinante asociado al polinomio caracteristico es
2-XN 1 0

1 2-XN 0
0 6 3=X

=23+ 722 - 152+ 9

que se factoriza como (1 — z)(z —3)* =0y las raices son A} = 1 y Ay = A3 = 3.
Empleando el procedimiento del ejercicio anterior, obtenemos las coordenadas
de los vectores unitarios €. €9 v €3

Lo I
il [ 7 ©
R=(&, & &3)=|% 5 O|R=|5 55 0
0 0 1 0 0 1
ahora obtenemos la matriz )
1 =1 0 2 ) 1 i i":" /
v R, 10 A A 100
O T
Q=1 570 120 VE%U—(USO
0 0 1/\003/ 0o 0 1, 003
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la nueva ecuacién en forma matricial es

10 0\ [z % 50
(zy2)[o30)ly|+(-41-12)| 5 55 0
003 z 0 0 1
desarrollando resulta
St 3y
il R T s S 12: +7=0
. V2 V2

completando cuadrados obtenemos la ecuacion déptima

(- 55) 43 (v 1g) a2
AL e — T o T+ a2 — =
02 Yook 5

multiplicando ambos lados de la igualdad por (%)

(=) (=) ¢
17 i

7
2

6

que representa un elipsoide de revolucion.

17

2



Elipsoide de Revolucion
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Ejemplo 5.1.4. Se tiene la ecuacién
2’ + 1P+ 2%+ 2zy — 9z —4 =0 (5.4)

Identificamos sus coeficientes
A=2, B=1, C=2, D=1 E =0,
F=-1, G'=i; H=0, I=0 y J=—-4
su representacién matricial segiin el capitulo 1 es la
21 0 T
(:I: Yy z) 1 1 -1 Y
0 -1 2 z
La ecuacién caracteristica asociada a la ecuacién de segundo grado es
' 2—-XN 1 0
1 1-X -1 (=0
0 -1 2-=N\

resolviendo el determinante obtenemos la ecuacién —\? + 5% — 6); = 0, que se
factoriza como

(M) (X —2)(Mi—3)=0
de aqui obtenemos las raices \y =0, \o =2y A3 =3
sustituyendo cada una de las raices en la matriz anterior hallaremos los vgctores
unitarios correspondientes.
Con A; obtenemos é;

2—-0 1 0
Q@ -MI=] 1 1-0 -1
0 -1 2-0
resolviendo el sistema  se obtiene el vector solucién [1, —2, —1] asi el vector
unitario es

I
SIS
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realizamos el mismo procedimiento para el vector unitario é; y el determinante
a resolver es

01 0
1 -1 -1
0 -1 0
el vector unitario es i
V2
é=10
1
2
'con” base a los vectores unitarios é; y €2, obtenemos el tercer vector unitario é3
4 33
2R e \E) I\ T\E
VB V2
asf las matrices R y R son
11 -1 Y. B =i
An A\ (57T
= —? ? 13l ﬁﬂ: g? P; 715
V6 V2 V3 V3 VB VB
obtenemos la matriz Q haciendo Q = R'Q'R
. 8 - I
V6 V& V6 2 1 0 B B A 000
Q=% 0 &1 1 1) 0 HZ|[=[o20
1 -1 1 2 S G
AAaA NV 2/\F 5 g3

La nueva ecuacidn es, en su forma matricial

000 i
(z y 2) (02 0) (y)—4=0
003 z

que desarrollando resulta ser
2% +322-4=0

que representa un cilindro eliptico.
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Cilindro Elliptico
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Ejemplo 5.1.5. Se tiene la ecuacién

20 +y? + 222 + 2oy — 92+ 2+ 22+1=0 (5.5)

Identificamos los coeficientes
A=2, B=1, =2 D=1, E =0,
F=-1, G=0, H=2 I=2 y J=1

su representacidon matricial es la siguiente

2 1 0 T 0 T
(zyz)|1 1 =1)|yl+]|2)|y]+1=0
0 -1 2 z 2 z

notemos que la ecuacién caracteristica es la misma que en el ejercicio anterior
por tanto la forma matricial de la ecuacién es la siguiente

000\ /z\ [0\ (% & A\ [z
(zyz)[020]|y]+(2 5% 0 ‘; y|+1=0
003 z 2 -31571,5715 z

La ecuacién resultante es
2% + 322 —Vbz +vV2y+1=0

completando cuadrados
2
322+2(y+?) —\/6x+%=0

trasladandonos al punto vy = (0, ?, I%E) , la ecuacién que representa el lugar
geométrico es la siguiente

324+ 2y —V6z =0

que representa un paraboloide eliptico.
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Paraboloide Eliptico



Conclusiones

El presente trabajo consta de una serie de ejercicios resueltos en forma vecto-
rial para el capitulo de secciones cénicas y fué realizado con el fin de proporcionar
material de apoyo a los alumnos que cursan la materia de Geometria Analitica
en la Facultad de Ciencias. Esto debido a la carencia de dicho material, y a que
la mayoria de las veces un ejemplo resuelto nos aclara la visién respecto a la
teoria en estudio.

Los ejercicios se desarrollaron en la forma mas sencilla para su mayor compren-
sién y cada ejercicio muestra la grafica de la cénica con lo cual queda mejor
ejemplificado.

La teoria que se presenta en el primer capitulo es la herramienta que nos per-
mite realizar cada uno de los ejercicios y con ella sabemos con que elementos
contamos para el desarrollo de este trabajo.

También podemos tomar el presente trabajo como base para generar un progra-
ma de computacion tal que al ingresar los datos que se dan en cada ejercicio,
nos proporcione la solucién como resultado.

Espero que sea de ayuda para los companeros de la Facultad de Ciencias.
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