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CAPITULO 1

Introduccion

1.1 Motivacion y objetivo de la tesis

Para estudiar el comportamiento de 4tomos en el interior de s6lidos se han desarrollado
desde hace ya varios afios modelos que tratan de reproducir la situacién de confinamiento a
que se ve sometido el 4tomo por sus vecinos en el sélido, debido a que la simple presencia
de éstos origina una redistribucion en la carga electrénica del dtomo huésped y un cambio
en sus propiedades. Estos estudios han encontrado aplicaciones en diferentes ramas de la
fisica, pues el efecto de confinamiento se manifiesta en varios sistemas a nivel molecular y
atémico; por ejemplo, en la fisica del estado sélido para estudiar la constitucién interna de
un metal o para modelar el comportamiento de impurezas en una red cristalina. Asimismo
el efecto que producen presiones muy altas sobre la materia en su fase condensada puede
ser analizado mediante este tipo de representaciones.

El objetivo de este trabajo es el estudio del atomo de helio confinado en un espacio
* limitado por paredes paraboloidales, que representan la accién que los dtomos vecinos
ejercen sobre el atomo de interés.

El 4dtomo de helio confinado dentro de cajas esféricas ha sido investigado para
modelar los efectos de la presion en atomos con mas de un electrén, sin embargo, las

limitaciones encontradas en la geometria esférica para el atomo de hidrégeno sugieren que



la investigacion debe dirigirse ahora hacia el estudio de 4tomos confinados en regiones con

fronteras alternativas.

Este trabajo es el primero en el que se analiza un dtomo de mas de un electron
confinado dentro de una regién no esférica'. El problema se resuelve por el método
variacional en el cual se emplean funciones de prueba cuya viabilidad ha sido probada para

el caso de 4tomos hidrogenoides confinados dentro de fronteras paraboloidales.

1.2 Antecedentes

El primer trabajo sobre 4tomos confinados fue realizado por Michels, De Boer y Bijl*
quienes tuvieron la idea de simular el efecto de presién en un atomo de hidrégeno por
confinamiento y de reemplazar la interaccion de las particulas vecinas por una barrera de
potencial infinito. En este modelo, tradicional en la literatura, se coloca al atomo en el
centro de una esfera de radio r, y paredes impenetrables, por lo que el electron sélo puede
moverse dentro de este espacio sujeto a la atracciéon coulombiana del nucleo. El potencial

se representa mediante el potencial coulombiano para r <r, y por una barrera infinita a

partir de r,:

V(r)

Fig. 1.1. Potencial de una caja esférica de paredes impenetrables

'E. Ley-Koo y A. Flores-Flores, “Helium Atom Inside Boxes with Paraboloidal Walls”
2 A. Michels, J. de Boer y A. Bijl, “Remarks Concerning Molecular Interaction and their Influence on the

Polarisability”



En el interior de la caja, la ecuacion de Schridinger es la misma que para el atomo libre,
pero restringida ahora a la condicién de que la funcién de onda se anule en la frontera de la
caja. Esta ecuacion no tiene solucién analitica exacta, por lo que se debe emplear algin
método aproximado para resolverla.

El método utilizado por Michels ef al., se basa en la suposicién de que para radios

suficientemente grandes de la caja, la desviacién de la energia E de su valor en r, =

(atomo libre) es pequeiia, por lo que se puede obtener la solucidn utilizando la funcién de la
energia para el atomo libre y agregando la condicién de frontera. Dicha condicién
determina una dependencia de los eigenvalores de la energia como funcién del radio de
confinamiento, lo cual hace que los niveles de energia sean desplazados a valores
superiores y que, ademas, surja un desdoblamiento de la energia con el niimero cuéntico /,
de modo que los niveles més altos corresponden a los valores inferiores de /. Otra
diferencia notable del atomo confinado respecto del libre es que para E>0 se siguen
teniendo estados ligados, sélo que ahora es la barrera de potencial la responsable de
mantener ligado al electron.

La aproximacion de la funcién de la energia usada por Michels et al. resulta valida
Ginicamente para valores de , grandes (7, =8a, para el estado /s)’ y para radios pequefios
se obtienen resultados muy por encima de los valores reales.

Esta discrepancia entre los valores motivé a otros autores a estudiar el mismo
problema con tratamientos alternativos que incluyen métodos perturbativos®
variacionales®’, asimismo, el estudio se ha enriquecido con el calculo de algunas
propiedades atomicas para sistemas confinados como son: la constante de blindaje
magnético y nuclear, la polarizabilidad y la presion.

El atomo de hidrégeno confinado dentro de cajas esféricas con paredes
impenetrables ha sido investigado exhaustivamente, sin embargo ha mostrado sus

limitaciones cuando se intenta describir situaciones realistas como la del hidrégeno atémico

atrapado en cuarzo «.

2
* a, =— es el radio de Bohr

€
* E. P. Wigner, “Application of the Rayleigh-Schrodinger Perturbation Theory to the Hydrogen Atom”
$ E. V. Ludefia, “SCF Calculations for Hydrogen in a Spherical Box™



Por medio de experimentos de resonancia de espin electrénico con hidrégeno
atémico atrapado en una red cristalina de cuarzo @, Perlson y Weil® observaron un
desdoblamiento hiperfino y encontraron que la componente isotrépica de la constante de
estructura hiperfina del hidrogeno es mayor en este caso que para el dtomo libre. Dichos
autores sugieren que tal aumento podria deberse a un encogimiento del orbital /s del
hidrégeno, debido a la presencia de los dtomos de oxigeno de la red préximos a él.

De acuerdo con Suryanarayana y Weil’ el valor de la componente isotropica de la
constante de estructura hiperfina del hidrogeno atrapado, corresponderia a un
confinamiento con paredes impenetrables de radio r, ~5.3a,(0.275 nm) que es un valor
comparable, pero definitivamente mayor que la distancia entre los atomos de hidrégeno y

oxigeno de solamente 3.78 a, (0.20 nm), esto puede ser entendido ya que la constante de

estructura hiperfina mide la densidad de probabilidad de hallar al electrén en la posicion del
nucleo, por lo que es de esperarse que para un confinamiento con paredes impenetrables
esta probabilidad aumente cada vez mas.

Con base en los resultados anteriores, Ley-Koo y Rubinstein® generalizaron el
modelo propuesto por Michels ef al. y consideraron una caja esférica con paredes
penetrables. En esta representacion el potencial consiste en el potencial coulombiano dentro
de la caja y un potencial constante ¥, fuera de ella (Fig 1.2).

V()
A
V,

0

v
~

Fig. 1.2. Potencial de una caja esférica de paredes penetrables

B, D. Perlson y J.A. Weil, “Atomic Hydrogen in & - Quartz”
7 D. Suryanarayana y J. A. Weil, “On the Hyperfine Splitting of the Hydrogen Atom in a Spherical Box”
®E. Ley-Koo y S. Rubinstein, “The Hydrogen Atom within Spherical Boxes with Penetrable Walls”



Esta aproximacion parece ser mas realista porque el potencial de interaccion de un electron
con los dtomos vecinos estd lejos del infinito y la funcién de onda puede ser extendida
sobre los atomos adyacentes; ademds, el modelo posee la ventaja de tener dos pardmetros
que pueden variarse libremente, el radio de la caja y la altura ¥, de la barrera de potencial,

la cual puede ser fijada de acuerdo a los resultados experimentales y usada en la prediccién

de otras propiedades. Es claro ademds que ¥, =c reproduce el modelo anterior y que por

lo tanto, puede considerarse como un caso particular del modelo de paredes penetrables.
Una de las principales diferencias con el modelo de caja impenetrable es que la

pared de potencial finito permite, para cada valor de ¥, la existencia de un radio a partir

del cual se rompe el efecto de confinamiento y el electrén escapa del dtomo, por lo que se
produce una ionizacion. Para el modelo de paredes impenetrables no era posible tal efecto,
ya que el electron siempre estaba sujeto a permanecer en una vecindad del micleo cada vez
mas reducida a medida que se comprimia la caja.

Aunque el modelo de paredes penetrables reproduce el valor de la componente
isotrépica de la constante de estructura hiperfina observada experimentalmente, no puede
explicar el hecho de que existan componentes anisotrépicas no nulas, lo cual muestra que el
modelo de caja esférica resulta insuficiente en el estudio de 4&tomos confinados.

Tratando de superar estas limitaciones, Ley-Koo y Rubinstein’ propusieron un
modelo en el cual el dtomo de hidrégeno se halla confinado dentro de un volumen con
paredes paraboloidales impenetrables; en este modelo ambas paredes corresponden a
paraboloides de revolucion con el centro de masas del 4tomo como foco. Al introducir
coordenadas paraboloidales la ecuacion de Schrodinger es separable, por lo que se obtienen
en forma exacta los eigenvalores de la energia; sin embargo, al evaluar las componentes
tanto isotropicas como anisotrépicas del desdoblamiento hiperfino, se encuentra que la
componente axial anisotrépica es negativa para cajas simétricas; en contraste, esta
componente tiene un valor positivo para el sistema estudiado experimentalmente por
Perlson y Weil.

Estos resultados y la separabilidad de la ecuacién de Schrddinger tanto en

coordenadas esféricas y paraboloidales como en esferoidales sugiere de inmediato la

? E. Ley-Koo y S. Rubinstein, “The Hydrogen Atom Inside Boxes with Paraboloidal Surfaces”



eleccién de esta wltima geometria como un camino natural a seguir. Ley-Koo y Cruz'

propusieron un modelo de atomo confinado en cajas esferoidales prolatas, en el cual la
separabilidad ocurre no solamente para el dtomo de hidrégeno, sino también para iones
moleculares diatdmicos de un electron. Al resolver exactamente la ecuacion de
Schrédinger, Ley-Koo y Cruz obtuvieron los eigenvalores y eigenfunciones de la energia

de los estados base del dtomo de H y de los iones moleculares H, y HeH"" para cajas de

diferentes tamafios y excentricidades; sin embargo, al evaluar la componente anisotrépica
de desdoblamiento hiperfino, se encontr6 que iinicamente una caja exorbitantemente grande
puede reproducir el valor observado para el hidrogeno atémico en cuarzo &, lo cual sugiere
que un modelo de cajas esferoidales prolatas con paredes penetrables podria ser capaz de
reproducir los valores encontrados en el desdoblamiento hiperfino.

Una limitacién de los modelos que se han estudiado es su restriccién a sistemas
hidrogenoides. En la literatura, el nimero de trabajos en que se han estudiado atomos con
varios electrones es muy pequefio y principalmente se ha considerado la geometria esférica
de confinamiento.

El problema del estado base para el atomo de helio comprimido, cuando la
compresion es simulada por encajonamiento del 4tomo en una caja esférica, fue tratado por
vez primera por Ten Seldam y De Groot'', quienes usaron una de las aproximaciones de
Hylleras para el atomo de helio libre, agregando la restriccion de que la funcién de onda se
anulara en la frontera de la caja. Ten Seldam y De Groot encontraron que la energia puede
ser obtenida como una funcién analitica de los pardmetros variacionales y sus resultados
muestran el aumento de la energia del estado base, el incremento de la energia cinética de
los electrones y el incremento de la presion al disminuir el radio de confinamiento.
Ademas, dichos autores calcularon la polarizabilidad del 4tomo de helio como una funcién
del radio de la caja y la correspondiente presion'’.

Gimarc'?, por su parte, llevé a cabo un estudio del efecto de la compresién en la

energia de correlacion'® para H™, He 'y Be'", utilizando las funciones de onda propuestas

" E. Ley-Koo y S. A. Cruz, “The Hydrogen Atom and the H," and HeH"™ Molecular lons Incide Prolate
Spheroidal Boxes™

I'C. A. Ten Seldam y S. R. De Groot, “On the Ground State of a Model for Compressed Helium”

12C. A. Ten Seldam y S. R. De Groot, “On the Polarizability of a Model of the Compressed Helium Atom”

¥ B. M. Gimare, “Correlation Energy of the Two-Electron Atomin a Spherical Potential Box™



por Ten Seldam y De Groot y encontré que aunque la energia total del atomo varia
significativamente con los cambios en el radio de la caja, la energia de correlacién aumenta
muy lentamente a medida que el radio de la esfera decrece y en seguida disminuye para
cajas mucho menores al orden del radio atomico; este resultado le hizo pensar que para
muy altas compresiones la energia de Hartree Fock se aproxima a la energia exacta no
relativista, lo cual implica que, en el caso de materia muy densa, se podria utilizar el
modelo de particula independiente; esto es fisicamente improbable puesto que se espera que
los efectos de correlacion lleguen a ser mas importantes a medida que el volumen de
encajonamiento decrece.

Al tratar de explicar los resultados obtenidos por Gimarc, Ludefia y Gregori',
retoman el problema con una mejor aproximacioén a las funciones de onda y encuentran que
aunque hay un incremento en la energia de correlaciéon cuando el radio de la esfera
disminuye notablemente, este incremento es extremadamente pequefio con respecto al
cambio en la energia total. Adicionalmente, Ludefia y Gregori discuten en su trabajo la
relacién que existe entre la contracciéon atémica por encajonamiento de un dtomo en la
esfera de paredes de potencial infinito y la contraccién equivalente provocada por un
incremento de carga nuclear.

En la misma linea, Gorecki y Brown'® propusieron un modelo de dtomo de helio
confinado en una caja esférica con paredes de potencial finito para describir el incremento
de la energia cinética electrénica del helio a altas presiones, usando el método de Hartree
Fock para encontrar la energia del estado base.

Posteriormente Joslin y Goldman'” emplearon las técnicas de Monte Carlo y
computaron las energias del estado base de H™, He y Li* confinados en el centro de una

cavidad esférica impenetrable; con ello mejord la exactitud de los resultados hasta entonces

obtenidos.

4 El error por el cual la energia de Hartree Fock difiere de la energia exacta, es llamado energia de

correlacion. ) )
1% E. V. Ludefia y M. Gregori, “Configuration Interaction Calculations for Two-Electron Atoms in a Spherical

Box”
16 J. Gorecki y W. Byers Brown, “Padded-Box Model for the Effect of Pressure on Helium”
17 C. Joslin y S. Goldman, “Quantum Monte Carlo Studies of Two-Electron Atoms Constrained in Spherical

Boxes”



Las investigaciones hechas en hidrogeno atrapado en cuarzo « han puesto en
evidencia las limitaciones de los modelos de confinamiento dentro de cajas esféricas, por lo
cual es importante el estudio de atomos con mas de un electrén en geometrias distintas.

1'% presentaron los calculos variacionales para el estado

Recientemente S. Cruz ef a
base de la energia del 4tomo de hidrégeno confinado en una caja simétrica de paredes
paraboloidales; las comparaciones entre la energia variacional y la energia exacta aportan
suficiente confiabilidad a las funciones de prueba utilizadas, las cuales sirven como base al

estudio de la presente tesis.

1.3 Contenido del trabajo

Ademas del capitulo introductorio en el que se presentan algunos modelos de atomos
confinados previos a este trabajo, la obra consta de tres capitulos més y dos apéndices,
cuyos contenidos se exponen brevemente a continuacion.

En el segundo capitulo se hace la formulaciéon del modelo fisico bajo estudio; en
este modelo el dtomo de helio se encuentra confinado en un espacio finito limitado por
fronteras paraboloidales impenetrables. Para este sistema se escribe la ecuacion de
Schrodinger independiente del tiempo en coordenadas paraboloidales y, como no tiene
solucién analitica exacta, se emplea el método variacional para calcular la energia del
estado base del atomo de helio; la parte novedosa y crucial para tales calculos consiste en la
evaluacion de las integrales para el valor esperado de la repulsién interelectrénica, lo cual
requiere del desarrollo del potencial coulombiano en dichas coordenadas.

Una versiébn del desarrollo del potencial coulombiano en coordenadas
paraboloidales diferente de la usada en esta tesis fue hecha por Ley-Koo y G(mgoraw. Enel
Apéndice 1 se presenta la construcciéon del desarrollo correspondiente a las coordenadas

paraboloidales usadas en este trabajo.

185 A.Cruz, E. Ley-Koo y A. Taylor-Armitage, “Variational Calculations for the Hydrogen Atom Confined

in Spaces with Paraboloidal and Spheroidal Boundaries”
" E. Ley-Kooy A. Géngora T., “Desarrollos Arménicos del Potencial de Coulomb en Coordenadas

Cilindricas, Parabélicas y Esferoidales”



En el capitulo tres se estudian algunas propiedades del helio comprimido; entre ellas
la presion, la polarizabilidad y el momento cuadrupolar. Para cada una de ellas se hace una
introduccion conceptual y los célculos realizados para evaluarlas en funcién de los
parametros de confinamiento.

Finalmente en el cuarto y ultimo capitulo se discuten los resultados obtenidos y las
conclusiones a las que éstos conducen.

En el Apéndice II se incluyen los programas de computo desarrollados para la
obtencion de los resultados numéricos; en dichos programas se hacen esencialmente
integraciones numéricas en las que se utilizan cuadraturas de Gauss-Legendre y Gauss-
Laguerre. Todos los programas fueron hechos en Fortran y se corrieron en la computadora
MICROVAX — 3900 del Instituto de Fisica de la UNAM.



CAPITULO 2

Solucion variacional para el estado base
del atomo de helio dentro de cajas con

paredes paraboloidales

2.1 Introduccién

En los modelos de dtomos en el interior de sélidos suele considerarse al 4tomo como
encerrado en un volumen finito definido por los atomos que se tienen alrededor;
paralelamente se han desarrollado modelos que tratan de reproducir las propiedades de los
atomos, ya no en el interior, sino en la superficie de los sdlidos.

La diferencia basica entre estas reprcseniaciones es que en el segundo caso ya no se
tienen vecinos en todas direcciones, por ello dicha situacién se modela con un 4tomo en un
espacio semi-infinito limitado por una frontera curva; esto abre la posibilidad de que el
atomo se ionize al comprimir la frontera.

Recientemente Ley-Koo y Volke Sepulveda' hicieron el anélisis de un tomo de
helio confinado en un espacio semi-infinito limitado por una superficie paraboloidal; este

modelo, donde una de las fronteras se aleja hacia el infinito, es un caso particular del que

' E. Ley-Koo y K. P. Volke-Septilveda, “The Helium Atom in a Semi-Infinite Space Limited by a
Paraboloidal Boundary”

10



aqui tratamos. Es importante sefialar que, pese a las semejanzas, las propiedades de los
atomos localizados en el interior y en la superficie de los sélidos son considerablemente
distintas, razon por la cual el estudio de los dtomos superficiales se ha desarrollado como

una rama independiente de la fisica atdmica.

2.2 Formulacién del modelo

En este trabajo se considera al 4tomo de helio confinado dentro de un volumen determinado
por un par de paredes paraboloidales confocales, coaxiales y que se intersectan
perpendicularmente entre si; el analisis se restringe al caso de paredes impenetrables.

En la Fig. 2.1 se ilustra el modelo bajo estudio: las superficies paraboloidales toman
el papel de los atomos adyacentes que interactian con el dtomo de interés; en esta
representacion el nucleo del 4tomo de helio se supone fijo en el foco de los paraboloides de
revolucién y la regién sombreada representa el interior del solido; la probabilidad de
encontrar alguno de los electrones en esta region es nula gracias a la impenetrabilidad de

las paredes.

Fig. 2.1. Atomo de helio confinado en un volumen con fronteras paraboloidales

11



Este modelo es similar al que utilizaron Ley-Koo y Rubinstein para el atomo de hidrogeno?,
y la diferencia de tener dos electrones orbitales en lugar de uno se manifiesta inicamente en
la energia de repulsion coulombiana entre ellos. .

La ecuacion de Schrédinger para un potencial central siempre se puede separar en
coordenadas esféricas ya que los operadores asociados a las cantidades fisicas que se
conservan conmutan entre si. En el problema bajo estudio, trabajar con este tipo de
coordenadas no es muy conveniente porque las condiciones de frontera no se satisfacen
facilmente.

Para aprovechar la geometria del volumen de confinamiento es conveniente utilizar

el sistema de coordenadas paraboloidales, el cual se define a continuacién:

¥ = constanic

Y = wonsiEnte

Fig. 2.2. Sistema de coordenadas paraboloidales

2E. Ley-Koo y S. Rubinstein, “The Hydrogen Atom Incide Boxes with Paraboloidal Surfaces™

12



Este sistema coordenado esta caracterizado por el conjunto de variables (& ,7,9) definidas

por las ecuaciones:
§=r—z=,[x2+y2+zz—z
n=r+z=qx*+y*+z' +2 2.1

@ =tan"(lJ
X

0<é<m; 0<n<ow; O<p<2m

cuyos dominios son:

y que forman las siguientes familias de superficies coordenadas:

e paraboloides que abren en direccion del eje z positivo para &£ constante
e paraboloides que abren en la direccién negativa del eje z para 77 constante

¢ semiplanos que parten del eje z para @ constante
Por lo que se tienen dos conjuntos de paraboloides confocales ortogonales cuyo eje focal se
toma como el eje z.

Las ecuaciones de transformacion inversa entre la base cartesiana (x, y,z) y la base

paraboloidal (£,7,¢) estén dadas por:

x=./éncose
y =+/énseng (2.2)
1
z=—(n-
>(n-¢)
A partir de estas ecuaciones pueden calcularse los factores de escala asociados a las
coordenadas paraboloidales:
h, = 1 |g+y
2V ¢
By T @3)
2\ 7

=
b
I

&n
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Una vez determinados los factores de escala, el operador laplaciano se puede escribir de la

forma general:

vie_ L |O0([mh 0| O|hh 0) ohh o
hhh, |06\ h, 0&) on| h, dn) dp| h, dp )|

2_ 4 |06,06 06 0 0(g+n)d
v 'ém{aﬁa«:*aa”aa*a@(%n)aw]' &4

Dado que el atomo de helio tiene dos electrones, es imposible describir el
movimiento de cada uno individualmente, pues ademds de considerar la interaccion
eléctrica de cada electrén con el nicleo, debe considerarse la interaccién mutua entre ellos.
Asi, la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo para los estados ligados del

atomo de helio en coordenadas paraboloidales adquiere la forma:

{_hzi[ : [a &t 2 rr,-i]+ 02 }—sz e +i}‘P=E‘P, @.5)

2m, o é:;' +7; a‘f; a":;' 3?}, aq-‘ &y a@’f ERTR) ha

donde se reconoce que los términos de la primera suma corresponden a la energia cinética
de cada uno de los electrones, el siguiente término corresponde a la energia potencial
niicleo-electrén y finalmente el dltimo sumando identifica el término de repulsién
interelectrénica, donde 7, es la distancia de separacién entre ambos electrones.

El espacio en el cual se quiere confinar al d4tomo de helio estd definido por las
posiciones &=¢&; y n=1, de las superficies paraboloidales, en donde el nucleo con carga
Z =2 se supone fijo en la posicién del foco; por lo tanto, la solucién de la ecuacién (2.5)

debe satisfacer las siguientes condiciones de frontera:



LP(é:' = ﬁo’m’q";é’qﬁ"w?) =0; ‘P(@-’?n?ﬂ'liﬂf: =&, 1,0, ) =0;

\P(‘f}v’?l='?nv(0|;§zsrfzs¢2)=0; ‘P(épf?u?’ﬁfzv’?zz'foaq’;)=0; (2.6)

La ecuacion de Schrédinger para el 4tomo de helio no puede resolverse analiticamente, por
lo que es necesario recurrir a un método aproximado. En este trabajo se eligi6 el método

variacional para aproximar la solucién:

2.3 Solucién variacional para la energia del estado base del 4tomo de helio

Las técnicas variacionales son ampliamente utilizadas en célculo y tienen maltiples
aplicaciones técnicas, en particular se ha generalizado este método para resolver de manera
aproximada ecuaciones de eigenvalores y se le ha aplicado con éxito en la mecénica
cuéntica, tanto en la teoria de 4tomos y moléculas como en la teoria de dispersion.

En el método variacional se hace uso de una funcién arbitraria (llamada funcién de
prueba) normalizada a la unidad, la cual sirve para calcular el valor esperado de un
hamiltoniano. Este valor resulta ser mayor -0 a lo sumo igual- a la energia del estado base
del propio hamiltoniano; este resultado se puede aprovechar para obtener una cota superior
de la energia, para ello basta hacer que la funcién de prueba dependa de un conjunto de
parametros y minimizar el valor esperado del hamiltoniano respecto a cada uno de ellos;
este procedimiento dard el valor dptimo de dichos pardmetros y la mejor estimacion del
eigenvalor buscado para una funcién de onda del tipo propuesto. La calidad del resultado
dependera de la calidad de la funcién de prueba, la cual debe tener propiedades adecuadas
al problema dado.

En este caso se propone una solucién variacional para la energia del estado base con
una funcién de prueba que ha mostrado su confiabilidad en el caso de un dtomo de
hidrégeno sujeto a las mismas condiciones de confinamiento’. Dicha funcién de prueba esta

dada por el producto de dos funciones asociadas a cada uno de los electrones:

3 8. A. Cruz, E. Ley-Koo, J. L. Marin y A. Taylor-Armitage, “Variational Calculations for the Hydrogen
Atom Confined in Spaces with Paraboloidal and Spheroidal Boundaries”
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&ty

b ('fnfh,ﬁf’.;é-’?z » P ) i %H e-“{T] (‘fu & )(’?o = 7?,) . (2.7

Cada factor es una funcién hidrogenoide que contiene un parametro variacional «
multiplicado por factores de corte que aseguran que se satisfacen las condiciones de

frontera impuestas por las paredes paraboloidales.

Los calculos se realizaron tinicamente para el caso de cajas simétricas (& =7,) de

diferentes tamafios.

De acuerdo con el método variacional, cada una de las funciones de onda

individuales de la ecuacion 2.7 debe estar normalizada a la unidad:
(. |¥ =1,

por consiguiente:

[T ) -0 [ S e |agands, 9

en donde el factor i(c_!f +q) representa al jacobiano que resulta del cambio de

coordenadas.
En esta ecuacién puede verse que la integral sobre el dngulo ¢ es inmediata, por lo

que se obtiene:

1=2 [ [ (- (Go-n)' +m)agan . @9)

Para evaluar esta integral se hacen los cambios de variables x=af y y=arn,

transformandose entonces en:



N2
T 4a’

1 .[:"e" (x, —Jc)2 dx_[:'ue"’(x,,—y)2 (x+y)ay, (2.10)

estas integrales son funciones gamma incompletas de la forma;
o T |
y(n,xn)=L e *x"'dx ,

por lo que el resultado puede escribirse como:

N?
1= (R (2n) -257 (3,%,) + 7 (4,%)]

[57 (L%) - 2%7 (2,%)+7(3,%)] - @.11)

El calculo variacional requiere la evaluacién del valor esperado de la energia en la ecuacién
de Schradinger para la funcién de onda escogida:

E(a)=(¥(a)|H|¥(a)) (2.12)

y su minimizacion respecto al pardmetro variacional:

OE (@)

= 2.1
31 (2.13)

Asi pues, el valor esperado del hamiltoniano en la ecuacion 2.5 para la funcién de prueba

2.7 esta dado por:

4

ne

‘P>+<\P i

E(a,¢0)=<‘P |Ifl‘{‘>+<‘}’ =

‘P> (2.14)
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donde la energia cinética es:

) 6, -£)(&-7)

[ 4 [i¢i+ﬁ_ i}@ i ] ghi q)}dédndw

_—
.
>
-

—
Il

|
ol
3|3
2
=2
)
.»—“"—2.-\
S| —
—
Wy

+

3,
(1

LT'"“

E+n\d&~ o0& on on) &nop’

Al hacer la integral sobre @ y reducir términos se encuentra que:

(¥[k]¥)=- dgdn[e € (£, -£)(& -n)]

(-] Sete -0y rae-56 -1 |- Srte-nran-S06 -1 |

Al hacer el cambio de variable x=af y y=an, el valor esperado de la energia cinética
se transforma en:

(¥|R|¥)= th [ [ aay[ee” (3~ x)(x-)]

o) (135 3o g g2 om0 (13 - (B4 o]

si se usa nuevamente la definicion de las funciones gamma incompletas, se obtiene que:

('-P|]€|‘-P> = ngz [xozy(l, X0 )= 2%,7 (2,%,) + y(3,x0)]

1 1 31 1
[:xn[I +-2—ony(l,x0) —[I +2x, +Exa?-)y(2,xo) +[5+5x0Jr(B,xo)—Ey(él,xu)] (2.15)

que corresponde a dos veces el valor de la energia cinética hidrogenoide.
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La energia potencial de atraccion entre el nicleo y los electrones esta dada por:

§+n
2

()= [ feeme - o)

[- Zﬂe'“[% & -€)( - v)drfdrrdsv} :

de aqui se sigue que:

-

V) =-2e'N? [ [ e (£,~£) (& - 1) dédn ,

(v

haciendo otra vez x=a{ y y=an se obtiene:

(‘Pll:'ml‘l’) =- Ze;i\fz F fe"e"’ (xn}‘ =2xpx+x7)(x = 2%+ y?) ,

que resultan ser funciones gamma incompletas, por lo que podemos rescribir el resultado

como:

Ze’N?
6

- [x7 (L%) = 2207 (2,3, ) +7(3,%) | (2.16)

(vP.fr)=-

que corresponde ahora a cuatro veces el valor de la energia potencial del hidrégeno, puesto

que la carga del nicleo es dos veces mayor.
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Finalmente, la evaluacion del ltimo término de la ecuacién 2.14, que corresponde a
la repulsion interelectrénica, requiere de la expansion armonica del inverso de la distancia

interelectronica en coordenadas paraboloidales dado en el Apéndice I como:

oy [ axt, (Je&) K, (VEE, ) I, (e, ). (e, )e= @) @.17)

r;} mm—an

Esta expansion involucra funciones ordinarias y modificadas de Bessel, en donde £ indica
que se debe escoger como argumento de K, al mayor de & y &,; y en concordancia, &_ es

el menorentre & y &,.

La integracion sobre el angulo azimutal puede ser hecha inmediatamente, ya que
tnicamente el término con m=0 sobrevive, lo cual refleja la simetria del sistema bajo
rotaciones alrededor del eje z. Por ello la contribucion debida al término de repulsién

interelectonica toma la forma:

([ 2 [ [t -6 [t 660 (JRE) o )
[Fane (& -m) &+m Vo (Vo) [ dme™ (& -m) (& +m Vo (Vom: ) @218)

e!

M2

Ahora bien, se pueden separar las integrales que involucran las funciones de Bessel

modificadas, de acuerdo a su dominio de integracion, mediante las condiciones & >&, 6

&, > &, respectivamente. Por lo tanto:

(b
+1, (V&) [ dgse™™® (60 - &) Ko (VRE )| [ dme™™ (& =) (6 + 1) o (Vo)
[ dne™ (& -m)" (& +m)Jo (Vem, ) - 2.19)

e2

N2

M [k [ aze (6 -a ) [Ko(VRE) [t (6 6) 1 (VR
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De esta expresion se puede notar que las integrales sobre 7, y 7, son de dos tipos:

L ["dne (& -n) Jo (Vi)
i [ dnne (& -n) Jo (Vi )

al hacer los cambios de variable y=an y k= L , las integrales se transforman en:
a

1 g
E ;):T'[’ dye™ (xo-y)' J, (,hcy)= ﬁf_’oﬂ (x,x,)
l Ty = l
IL. a_"jﬂ dyye™” (x, - y)2 Ay (ﬁ/xy)= a_‘F; (x,x,)

en donde utilizamos la notacién Fy' (x,x,) para denotar dichas integrales. En ésta notacién

el subindice de F expresa el orden de las funciones de Bessel y el superindice la potencia de

la variable y.

<~p

{K., (V&) [ d&, [ £,aFy (x, %)+ F (x,%) ] e (5, - &) L (VEE; )

Reescribimos entonces la expresién 2.19 en la forma:

2
e

N2

Y > = [k [ g (5P (c.x )+ F (ko) (G0 - €)Y

+1, (JRE) [ d& [£,aF? (%) + B (0, m) 0 (- &) KRG )| 220
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Se observa ahora que las integrales sobre &, son de cuatro tipos:

['d&e=a (&0 - &) 1, (JrE; ) = ;—31’0 dxe™ (x, = x)" I, (Vi x)

1
= a—,G;’ (xo,x,x,)

[ a0 (& - £,) 1, (VT ) = ;1_4- [ dxxe™ (xo - x)' 1, (Vicx)

1
= a—‘G; (xo,x,x,)

[y 6700 (6= 62 Ko (VHE )= o5 [ dxe™ (xo =)' Ko (o)

1 -
= ;T(}'f (xe:2.%;)

[ dgigie7e5 (60~ &) Ko (VRE ) = — [ dxxe™ (2o - 2)' Ko (V%)

4]

= —G, (x,,%,%,)

|

]

En estas integrales, al igual que en el caso de las de 7, se hace el cambio de variable
x=afy k= i; de la misma forma, en esta notacion G, el subindice indica el orden de
a

las funciones de Bessel y el superindice indica la potencia de la variable x. La G sin barra

se utiliza para denotar las integrales que involucran las funciones de Bessel I, y la barra

sobre la G indica que en la integral aparece ahora la funcién de Bessel modificada K.
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La ecuacion 2.19 se transforma en:

2
e

"

16a"

(v

‘P>= . -Endk f“ dé, [a‘:ano ("”xo)"' Fol ("f'xo):’e_m5I (60 — ¢ )2

{Ko (VRE )[R (5,%0)Ga (3003 )+ F (%, ) GE (g, %,) ]+
n.(JE)[FJ’(r,xo)f?é(xo,r,x.)w*ﬂ'(r,xu)ff:(xo,x,x.)]} @21

De esta ecuacién se ve ahora que las integrales sobre & son de ocho tipos: cada potencia

de & (0y I) es multiplicada por G/ y G_o" (con p=0,1), por lo tanto:

. fﬂ d§|§|"e_ﬂ' (‘fo ~& )2 K, (\/‘Z)Gﬁﬂ (XD‘K’I')
1

=— on dxx"e™ (x, - x)* K, (\/;;)Gup (%0,%,%,)

an+l

1 7
= parTy Hs™ (x’xo)

= _Lcnd‘flf:ne_ag' (50 =% )2 I, (\/}E) _op (XD,K,x,)
- _[:“ dxx"e™* (x, - x)' I, (Jg) G (X, K:%,)

an+l

1 rrn
= a-nl HDIP (K’xu)

conn=0,1y p=0,1

; . k i s
Nuevamente se recurre al cambio de variable x=a& y x =—. El subindice en la
a

notaciéon H ;'” indica, como en los casos anteriores, el orden de la funcion de Bessel y los

superindices n y p indican, respectivamente, la potencia de x y el superindice de la funci6n

G. Asimismo, la barra sobre la H indica la funcién de Bessel que aparece en la integral.
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Por lo tanto, el valor esperado de la repulsion interelectronica puede escribirse de la

forma:

(v

2
€

ha

q:>= N [an ([ 3 Geoxo) P [HE (k30)+ 3 (%) ]+

16a"

[F;’ (x, %) F, (x,x, )][Hc'," (%, %)+ HY' (1, %))+ Hy® (x, %, ) + HY! (x,xo)]

+[ £ (x.x, )]2 [H3? (k.3 )+ H® (x5, )]} (2.22)

Estas integrales no se pueden calcular de manera analitica, por lo que fue necesario
evaluarlas numéricamente utilizando cuadraturas de Gauss-Legendre y Gauss-Laguerre, en
un programa de cémputo que se incluye en el Apéndice II.

La energia total para el estado base del atomo de helio dentro de una caja con
paredes paraboloidales debe ser evaluada numéricamente. Los términos de energia cinética
y energia potencial (nicleo electrén) se pueden calcular con tanta exactitud como se desee,
a estos término se les suma el término de repulsion interelectrénica, sujetos todos a la
condicién de normalizacién (ecuacion 2.8); entonces, para valores fijos de &, se varia el
valor del parametro & buscando aquel que minimice la energia total.

Debido a la complejidad de la expresion 2.22, no fue posible realizar un programa
que efectuara en forma inmediata la minimizaciéon de la energia, sino que se tuvo que
recurrir a un método numérico, evaluando la energia para cajas de diferentes tamafios y

buscando la @ que diera el valor minimo de la energia para una &, dada.
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CAPITULO 3

Propiedades atomicas

del helio comprimido

En este capitulo se hace uso de la funcién de onda propuesta en el capitulo anterior para
estudiar algunas propiedades del helio comprimido como la polarizébilidad y el momento
cuadrupolar. Ademds, conociendo la dependencia de la energia con el volumen de
confinamiento, se puede calcular la presion requerida para confinar al 4tomo en cierto
volumen V.

El analisis se limita al estado base, presentdndose en cada caso la variacion de estas
propiedades a medida que las paredes se acercan al nucleo. Los resultados numéricos y las

conclusiones obtenidas se presentan en el siguiente capitulo.

3.1 Presion

La compresion del atomo puede relacionarse con una presion efectiva que mide la fuerza

por unidad de 4rea requerida para confinar al electron dentro de una caja de volumen V.
Esta fuerza esta dada por el cambio de la energia total del sistema con respecto al pardmetro

de posicién &,, ya que aqui la energia total juega el papel de energia potencial puesto que
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depende de la posicion de las paredes de confinamiento y por lo tanto del volumen de la
caja: E(&)=E(V,).

Asi pues, la fuerza esta dada por:

1 9E (&,)
F s N " 3.1
h-f 660 £=¢, ( )

y por lo tanto la presion toma la forma:

- A
A4 Adh, 8¢,

Como AA=hdnh,dp y AV =hdSh,dnh,dg ,se puede reescribir la expresién

anterior como:
peiE
av
de aqui se sigue que
-__1 OF
oV _a¢,
0,

y como el volumen de una caja paraboloidal con paredes simétricas esta dado por:

o §o 21 &0 o &o
v=[av=[][nhhdédndp= 2z%j’j’d§drz (&+n)= ZT” Idé‘[s‘é’o + %ﬁo’)
000 (] 0
entonces:

1 1 3
V= %[‘2*60260 + E‘foz’::oJ = ”g”go ’
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y por lo tanto

P=- ZzaE. (3.2)
3ng&,” 04,

Puesto que no se tiene una solucion analitica para la energia como funcién del parametro de
posicién &, la presién debe ser evaluada de forma numérica, para lo cual usamos la
definicion de derivada para calcular el cambio de la energia con respecto a la coordenada

&, que determina el tamafio de la caja:

(3:3)

3.2 Momento cuadrupolar

Un cuadrupolo eléctrico consta de dos dipolos eléctricos dispuestos de tal manera que sus
efectos eléctricos en puntos distantes casi se anulan mutuamente. La figura muestra un
ejemplo entre muchos de tal disposicion.

Fig. 3.1. Cuadrupolo eléctrico

Para el atomo de helio libre - o bien confinado en un volumen esférico- el centro de carga

de los electrones coincide con la posicién del nicleo, de modo que el momento dipolar es
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nulo. Sin embargo, en algunos casos los dos centros de carga pueden tener distintas
ubicaciones, consecuentemente la distribucion de cargas del atomo es como la de un dipolo
o un cuadrupolo eléctrico.

En la situacion estudiada en este trabajo la distribucion de la carga de los electrones
no es simétrica en todas direcciones, puesto que el espacio confinante tampoco lo es, pero
existe una simetria con respecto al nicleo que da como resultado la formacién de un
cuadrupolo, por lo que el atomo no posee momento dipolar eléctrico pero si momento
cuadrupolar.

El momento cuadrupolar tiene una forma analoga a la del momento mecanico de
inercia: es un tensor simétrico de segundo rango y puede ser representado por un elipsoide
que nos da una medida de la desviaciéon de la carga electrénica de la distribucion de

simetria esférica.

Las componentes del tensor de momento cuadrupolar eléctrico estan dadas por:

Qx: wme <i (2"‘51'2 = xi2 i y.‘2 )> (3'4)

i=l

En este caso, como dos de los valores principales del tensor coinciden Q. =0, y
Q.. =-2Q,, , el elipsoide tensorial se convierte en un elipsoide de revolucion por lo que
Q.. es una buena indicacion del grado en que la distribucién electrénica en el dtomo se

aparta de la forma esférica.

Si Q. es negativo, la nube de carga en el dtomo se debe parecer a un elipsoide
alargado; si Q. es positivo, se debe parecer a un elipsoide achatado y si 0, es cero,

significa que los electrones estan distribuidos con simetria esférica. -
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Q==10 Qu<0 Q=>0

Fig. 3.2. Distribucién de carga simétrica respecto al eje Z

Para calcular las componentes x y y del tensor de momento cuadrupolar, hacemos los

cambios de variables a coordenadas paraboloidales:

xxz = 51‘7?1‘ COSE (0 3
v’ =¢&nsen’yp

- xlz +yiz =§iqr a

y como:

(=2)=(») (3.5)

entonces:

= %2_ j:u f.. sze'”(§+rj} (é:O - 5)2 (gn . q)2 l:i_(é’ + }])]éqd:dqd;g
- N—;- _L:“e"'g (&-¢) rfd’s‘L“e'“” (& -n) (&+n)ndn .
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Al hacer los cambios de variable x=a y y=an, la expresion anterior se transforma

en:

2 ? Xy 2 Xg  _
(o[ )= o e (s st [ (= (x4 )5

que son integrales del tipo de funciones gamma incompletas, por lo que el resultado se

escribe como:

< li%‘ >= Nty 2om)r(3.20) =20 [ (o) (450) 17 G )7 (3x)

% [7(2:%0) 7 (5:% )+ 57 (3, %) 7 (4,%) ] = 2%, [ 7 (3, %) 7 (5, %, ) + 77 (4,%,) | +

7 (4,%0)7(5.%,)} - (3.6)

En coordenadas paraboloidales z = n—¢ , por lo que:

& )-(+ 255 |)
=;(_f g s R )[ («§+n)]( ] ddnde

X fen@-eragf e @-n) G en)n-¢) dn

Se hacen nuevamente los cambios de variable,x=af y y=an:

<~p

2 8a

2| [Lﬂi]z’\y>= Ni e (xo _")z dxf"e" (xo _y)z (x+y)(y—x)2 dy,
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y el resultado se transforma en:

(v[255]

lP>= %29_{%4 [7(Lx)7 (4,%) -7(2,%)7 (3, %) ]

=2x’ [7 (1,%6)7 (5. %) =7 (3.3 )7 (3%, ) ]
ity [?'(lvxa)Y(G’xo)+37 (2.%0)7 (5,0 ) =47 (3, %, )7 (4, % )J
-2x, [)’ (2,%) 7 (6,%) =7 (4, %)) 7 (4, %, ):[

“1'[}’ (3,1’0)}’ (G,xo)—y(‘l,xu)y (5‘x0)]} :

3.7

A partir de estos resultados se tiene entonces que los valores principales del tensor de
momento cuadrupolar son:

0. =2t [ (Lx)r (43)-37 (2.5 )7 (3x)]

-2x,° [y (Lxo)7 (5. %) =37 (3, %) 7 (3, %) - 27 (2, %, ) ¥ (4,xo)]
+x0° [ (L) 7 (6,2) + 7 (2230) 7 (5.0 ) =147 (3. %) 7 (4,3, ]
=2, [7/(2:%) 7 (6.%) =37 (4% )7 (4,%) = 27 (3, %) 7 (5. %, ) |

+[7 3. %0)7 (6:%0) =37 (4, %) 7 (5.%,) ]}

(3.8)

. . 1
y como se vio anteriormente: O, =0, = HEQE
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3.3 Polarizabilidad

Una cantidad de importancia para muchas consideraciones fisicas y quimicas (indices de
refraccion, momentos dipolares eléctricos, fuerzas de Van der Waals, etc.) es la
polarizabilidad de atomos y moléculas.

La polarizacion de una colectividad de atomos o moléculas cuando se colocan en un
campo eléctrico externo puede ocurrir mediante dos mecanismos diferentes:

a) el campo aplicado distorsiona la distribucion de carga y provoca en cada dtomo la
aparicion de un dipolo inducido (polarizacion por distorsion).
b) el campo tiende a alinear los dipolos permanentes de los dtomos que inicialmente
estaban al azar (polarizacion por orientacion).
Aqui se discute unicamente el primero de estos mecanismos ya que, como se vio en la
seccion anterior, el atomo de helio confinado dentro de cajas paraboloidales no presenta un
momento dipolar eléctrico permanente.

Todos los atomos o moléculas adquieren un cierto momento dipolar (momento
inducido) bajo la accion de un campo externo. Su origen se encuentra en la deformacion de
la distribucién electrénica provocada por dicho campo (el campo tiende a separar los
electrones, cargados negativamente, del niicleo, cargado positivamente, moviéndolos en
direcciones opuestas hasta que la accién del campo eléctrico es equilibrada por la atraccion
entre el nicleo y los electrones).

En primera aproximacion, el momento inducido es proporcional a la intensidad del
campo aplicado:

p=ak. (3.9)

A la constante de proporcionalidad  se le denomina polarizabilidad o deformabilidad del

atomo y tiene dimensiones de volumen.

La polarizabilidad de un 4dtomo o molécula es una medida de la capacidad de éste
para responder a un campo eléctrico y adquirir un momento dipolar; se puede ver como la

capacidad de distorsionarse.
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Para atomos con simetria esférica, Kirkwood' da la siguiente formula para la

polarizabilidad:

2

(4

donde n=2 es el nimero de electrones, a,=— es el radio de Bohr y la suma se toma
m

sobre todos los electrones.

Como se ve, la polarizabilidad del dtomo dentro de cajas esféricas es una cantidad
escalar puesto que es independiente de la direccion; en general, sin embargo, a depende de

la direccion y se convierte en un tensor:
P=Y w8, .
J

Las componentes del tensor de polarizabilidad para cajas simétricas con superficies

paraboloidales son' :

a, = i[(i 2.-”>} : (3.10)
a, i=1

éstas miden la capacidad del sistema para desarrollar un momento dipolar (es decir, para

polarizarse) en las diferentes direcciones como efecto de la accion del campo externo.
Como podemos observar, estas expresiones involucran nuevamente el valor

esperado del cuadrado de las componentes x y z, por lo que al usar las expresiones

encontradas en la seccién anterior se obtiene:

'], G. Kirkwood, Phys. Z. 33, 57, (1932)
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N-ﬂ
ax.t =a_r_\- =rﬁls{xoé?,(z’xo)y(3’xl!)—2x03 [J’(2’x0)y(4‘x0)+y(3’xﬂ)y(3’x0)]

0

+x,° [y (2,%0) 7 (5,%)+57 (3,%) 7 (4,xo)] -2x, [}'(B,xo)y(s,xo)+ y? (4,x0)]

+[7 (4x)7 (5.%)]) 3.11)

%= aj:ls {xo‘ [y(l,xn)y(4,x0)—y(2,xn)y(3,xn):|—2103[7(1,x0)7(5,x0)—}’2 (3,x0)]
+x,° [y(l,x,,)y(6,xo)+3y(2,x°)y(5,xo)—4y(3,xo)y(4,x0)]

-2x, |:y(2,Jcn)y(tS,.vcc,)—;,v2 (4,10)]+[7(3,x0))’(6,10)—J’(4,xo)}’(5,xo)]}2 . (3.12)

La contribucion adicional de energia al sistema formado por el 4tomo en el campo externo
tendrd como efecto influir en la energia del 4tomo; por lo tanto la interaccién entre el
momento dipolar inducido y el campo modifica los niveles de energia del espectro atémico.

En general el campo considerado serd pequefio ya que los campos més fuertes |

eventualmente separarian al electron del nicleo.
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CAPITULO 4

Resultados y conclusiones

El objetivo de este tltimo capitulo es mostrar un analisis de los resultados numéricos
obtenidos para la energia del estado base, la presién, el momento cuadrupolar y la
polarizabilidad del atomo de helio confinado dentro de cajas simétricas con paredes
paraboloidales a medida que el tamaifio de las cajas se reduce.

Los resultados se obtienen a partir de la funcién de onda propuesta en el capitulo II,
y el calculo particular de cada una de las propiedades del helio se hace numéricamente a
través de un programa de computo escrito en Fortran que se incluye en el Apéndice II.

Todos los valores encontrados para las diversas propiedades del helio comprimido
se muestran en forma de tablas y graficas.

Al final del capitulo se presenta, a manera de conclusion, una comparacién con los
resultados obtenidos por otros autores y una critica al modelo y a la funcién de onda

empleada en este trabajo.
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4.1 Energia

En esta seccion se analizan los valores encontrados para la energia del estado base del
atomo de helio como funcién de la posicion de las paredes de confinamiento y del
parametro variacional « .

La Tabla I muestra los valores de las coordenadas paraboloidales que definen la

posicion de las fronteras (&), el pardmetro variacional que minimiza la energia (@), la
energia cinética (K), la energia potencial coulombiana niicleo-electrén (¥,,), la energia
potencial coulombiana electrén-electrén (V,,) y la energia total (£). Ademas, los valores
del pardmetro variacional (a,) y la energia (E,) para el ion hidrogenoide He' son

también presentados para su comparacion.

3

La unidad de la energia es el hartree (e_] , 0 sea dos veces la energia del estado
a

base del hidrogeno libre, y la unidad de longitud es el radio de Bohr (a,).

Como consecuencia del efecto de confinamiento, podemos observar en los valores
de la Tabla I: una disminucién uniforme del parametro variacional & Yy, por el contrario, un
incremento monétono de las magnitudes de la energia cinética, la energia potencial nicleo-
electrén y la energia potencial electrén-electrén, a medida que las cajas se vuelven més

pequeiias.

36



& o K ” v, E a, E,

o 1.6875 | 2.847656 | -6.75000 | 1.0546875-2.847656| 2.000 | -2.00000
15.00 1.54 2.84039 | -6.74100 | 1.055 -2.844 1.856 | -1.99996
11.00 1.48 2.84054 | -6.74108 | 1.05688 | -2.84364 | 1.799 | -1.99987
10.00 1.46 2.85292 | -6.75545 | 1.05977 | -2.84276 | 1.776 | -1.99979
9.00 1.43 2.85294 | -6.75492 | 1.06080 | -2.84118 | 1.748 | -1.99966
7.50 1.37 2.86496 | -6.76696 | 1.06559 | -2.83641 1.690 | -1.99915
5.00 1.19 3.01405 | -6.91319 | 1.10197 | -2.79716 | 1.501 | -1.99222
4.00 1.06 327173 | -7.14169 | 1.15162 | -2.71833 | 1.359 | -1.97315
3.50 0.98 3.56747 | -7.38983 | 1.20136 | -2.62099 | 1.264 | -1.94554
3.00 0.88 4.07800 | -7.78054 | 1.27787 | -2.42466 | 1.151 | -1.88290
2785 0.83 4.49698 | -8.08814 | 1.33572 | -2.25544 | 1.087 | -1.82447
2.50 0.78 5.08351 | -8.49852 | 1.41148 | -2.00353 | 1.018 | -1.73278
2.40 0.75 5.35565 | -8.66903 | 1.44375 | -1.86963 | 0.989 | -1.68238
225 0.71 5.86405 | -8.98660 | 1.50247 | -2.62007 | 0.944 | -1.58615
2.00 0.65 7.03948 | -9.68931 | 1.62988 | -1.01994 | 0.862 | -1.34601
1.90 0.63 7.66710 |-10.04892| 1.69380 | -0.68802 | 0.827 | -1.20935
1.75 0.541 8.69214 |-10.52070| 1.78172 | -0.04683 | 0.771 | -0.93993
1.70 0.540 | 9.17225 |-10.78473| 1.82672 | 0.21423 | 0.751 | -0.82806
1.60 0.52 10.22857 |-11.31538 | 1.92382 | 0.83701 0.710 | -0.56133
1.52 0.487 | 11.19320 |-11.75145| 2.00255 | 1.44431 0.675 | -0.29688
1.50 0.482 | 11.46761 |-11.87795| 2.02500 | 1.61466 | 0.667 | -0.22222
1.25 0.36 15.98108 |-13.68956 | 2.34922 | 4.64074 | 0.539 1.12910

Tabla L Posicién de las paredes paraboloidales &, , pardmetro variacional a, energia cinética K,
energia coulombiana nicleo-electrén V,, , energia coulombiana electrén-electrén V.

y energia total E para el estado base del 4tomo de helio; pardmetro variacional @,
y energia E, , para el ion He' en las mismas cajas con paredes paraboloidales.
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Con los datos mostrados se construyen las graficas 4.1, 4.2 y 4.3, de las cuales
resulta mas facil obtener conclusiones.

La figura 4.1 muestra la dependencia de la energia cinética, la energia potencial
nicleo-electrén y la energia potencial electron-electrén, en funcion de la coordenada &, .
Como puede verse, las variaciones de la energia cinética y de la energia potencial nicleo
electron son apreciablemente mayores que las de la repulsion interelectronica, porque a
pesar de que el tamafio de la caja decrece, y de que los electrones son forzados a
distribuirse en la vecindad del nicleo, éstos permanecen alejados uno del otro.

La figura 4.2 representa la grafica de la energia total. En primer lugar se observa
que cuando &, —> o el valor de la energia total se aproxima a —2.847656 hartrees , que
corresponde al valor de la energia para el atomo de helio libre descrito por la misma
funcién de onda. A partir de este valor asintotico, la curva crece monétonamente llegando a
0 para &, ~1.74 y alcanzando valores positivos para cajas mis pequeiias.

En el caso del ion hidrogenoide observamos que la energia crece més lentamente

desde un valor asint6tico de —2 hasta un valor positivo para la caja mas pequeiia (fig. 4.3).
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Fig. 4.2. Energia del 4&tomo de helio como funcién del pardmetro de confinamiento
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Fig. 4.3. Energia del ién hidrogenoide He® como funcién de la posicién de las paredes de la caja
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4.2 Presion, momento cuadrupolar y polarizabilidad

La Tabla II muestra los valores de la presion promedio P, la componente z del tensor de
momento cuadrupolar eléctrico Q.. y las componentes del tensor de polarizabilidad &, y
a_.; como funcién de la posicién de las fronteras paraboloidales &,. Dicha dependencia se
muestra esquematicamente en las figuras 4.4, 4.5 y 4.6.

La figura 4.4 muestra la presion asociada a la posicion de la superficie de

confinamiento; se nota inmediatamente que la curva crece rapidamente cuando las cajas

reducen su tamaiio, esto es consecuencia directa de la ecuacién 3.2 para la presion:

__2 &
3ng} 0,

El factor —1-2— (cuando &, <1) hace que la presiéon aumente a medida que el tamaiio de la
0

caja disminuye; asimismo, la pendiente de la curva de la energia total (fig. 4.2), que

oE . : ;
corresponde al factor — de la ecuacién, también contribuye al aumento acelerado de la
0

presion, puesto que para valores de &, <1 la pendiente tiende al infinito.

La figura 4.5 muestra en forma grafica la dependencia del momento cuadrupolar

Q.. con la coordenada &, . De la Tabla II se observa que el momento cuadrupolar comienza
desde un valor cercano a cero para valores grandes de &, lo cual se explica por la simetria

esférica del 4tomo de helio libre.

De la ecuacion 3.4:

0, = —e(i(}lzf —5F = )>

se puede ver que para toda &,, (zz) < (x’> = ( y”), lo que implica que Q. es positivo; esto

nos dice que el confinamiento fuerza a los electrones a adquirir una distribucion
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preferentemente en la vecindad del plano ecuatorial, esto es, que la configuracion adquiere
una forma oblata. La oblatez de la distribucion electronica es maxima cuando &, ~3 y la
distribucion electronica tiende a convertirse otra vez en isotrdpica cuando el tamafio de las
cajas se sigue reduciendo.

En la figura 4.6 se muestran ambas componentes de la polarizabilidad «a, y a...

De la grafica podemos ver que ambas componentes parten de un valor asintético comiin:

2
2(r? '
S) ) que corresponde a la polarizabilidad escalar para el dtomo de helio libre. Para
ay

valores grandes de &, ambas componentes decrecen monétonamente a medida que la caja

reduce su tamario, la componente transversal es mayor en comparacion con la componente
axial. Esto puede entenderse, ya que el momento dipolar eléctrico inducido en el atomo por
un campo eléctrico de un valor determinado es menor cuando el campo esté en la direccidn

del eje de simetria rotacional y mayor cuando es perpendicular al mismo.

43



& (a,) P(i) 0. (eanz) a, (003) a. (aoj)
o

0 0.00000 0.0000 0.98654 0.98654
15.00 -—-- 0.01756 0.98372 0.95923
11.00 - 0.03610 0.97562 0.92584
10.00 e 0.04481 0.96343 0.90223
9.00 ——e- 0.05758 0.95809 0.88004
7.50 0.000017 0.08787 0.93764 0.82117
5.00 0.00035 0.19401 0.80955 0.58150
4.00 0.00182 0.25618 0.67356 0.40904
3.50 0.00466 0.27933 0.56687 0.30846
3.00 0.01304 0.29045 0.44189 0.21101
2.75 0.02291 0.28557 0.37004 0.16514
2.50 0.04177 0.27301 0.29681 0.12373
2.40 0.05358 0.26862 0.27122 0.10945
2.25 0.07925 0.25783 0.23136 0.08921
2.00 0.15973 0.23167 0.16727 0.06010
1.90 0.21572 0.21855 0.14337 0.05022
1.75 0.34533 0.20634 0.11685 0.03838
1.70 0.41946 0.19712 0.10556 0.03441
1.60 0.57316 0.18110 0.08645 0.02754
1.52 0.80677 0.16991 0.07372 0.02291
1.50 0.82252 0.16668 0.07052 0.02181
1.25 2.24800 0.12979 0.03898 0.01116

Tabla II. Posicion de las paredes paraboloidales 60, presion P, momento cuadrupolar @, y
componentes del tensor de polarizabilidad &,y &, del dtomo de helio dentro de cajas con paredes

paraboloidales.
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Fig. 4.4. Dependencia de la presién con el pardmetro de confinamiento
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4.3 Conclusiones

En el presente trabajo se ha hecho un analisis del 4tomo de helio confinado; tal efecto se
representa a través de un modelo que simula las interacciones responsables del
confinamiento, colocando al 4atomo en el foco de dos superficies paraboloidales
impenetrables.

La formulacién matematica del modelo se hizo en el capitulo 11, donde se propone
una solucién variacional para obtener la energia del estado base para cajas simétricas con
una funcién de onda adaptada a la geometria del problema. Asimismo, en el capitulo III, se
estudiaron algunas propiedades del helio comprimido tales como: presién, momento
cuadrupolar y polarizabilidad; para ello se hizo uso de la funcién de prueba optimizada del
capitulo II. Los resultados numéricos son ilustrados por medio de las tablas I y II y de las
figuras 4.1 a 4.6.

Como mencionamos en el primer capitulo, el 4tomo de helio confinado ha sido
estudiado por varios autores y con distintos métodos, sin embargo en la mayoria de los
casos se ha considerado solamente la geometria esférica de confinamiento. La bisqueda de
geometrias alternativas es un paso natural a seguir para superar las limitaciones impuestas
por el modelo esférico. En este trabajo se planted por primera vez, el uso de una geometria
no esférica a través de la cual pueden incorporarse efectos anisotrépicos, los cuales se
reflejan en la adquisicién de un momento cuadrupolar y en la apariciéon de un tensor de
polarizabilidad para el atomo confinado.

A pesar de que los resultados numéricos carecen de una alta precision, nos permiten
describir en forma simple y razonable los cambios fisicos que ocurren al disminuir el
volumen de confinamiento. Ademas, la metodologia empleada en este trabajo podria ser
extendida a otras situaciones fisicas.

En esta tesis hemos restringido los célculos a cajas simétricas, pero la extension a
cajas asimétricas basada en la misma funcién de prueba (ecuacion 2.7 ) es inmediata.

Como un caso limite, si una de las paredes paraboloidales se va al infinito, el

problema se transforma en el del atomo de helio en un espacio semi-infinito, el cual sirve
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para modelar dtomos superficiales y del que se ha hecho una investigacion en forma
paralela' .

El mejoramiento de los resultados numéricos requiere del uso de una funcién de prueba
més realista, la cual podria adaptarse geométricamente de alguna de las siguientes

funciones de onda que se conocen para el dtomo de helio libre:

o (Unsold)

o %*.7'= %= 1.6875 (Kellner)

e e cosh(ct),Z'=1.67,c=0.48 (Hartree y Gaunt)

o e (1+cyt?),Z2'=1.69,c, =0.142 (Eckart y Hylleraas)

o e %™ 7'=1.86,c=0.26 (Hylleraas)

o e (1+cu),Z'=1.849,c, = 0.364 (Hylleraas)

o e (I+cqu+cyt?),Z'=1.816,c, =0.30,c,=0.13 (Hylleraas)

e ? (I+cu+ct’ +eys+es’ +eu’),Z'=1.818,¢, = 0.353,c, = 0.128

¢, =—0.101,¢, =0.033,¢, = —0.032

en donde:
F+r n=-r r
=12 =1 u=-2 (Hylleraas)
ﬂo ao aﬂ

La funcion de prueba utilizada en este trabajo no incorpora los efectos de correlacion entre
los electrones; en la situacion de confinamiento esférico, Ludefia y Gregori [13]
establecieron que para He, Li y Be™ la energia de correlacién se incrementa muy
levemente cuando el radio de la caja se reduce, este porcentaje es de un cambio
despreciable en comparacion con el porcentaje de cambio de la energia total. Sin embargo,

el que este comportamiento persista 0 no en otras geometrias de confinamiento es un

problema por investigar ain,

' E. Ley-Koo y K. P. Volke-Septulveda, “The Helium Atom in a Semi-Infinite Space Limited by a
Paraboloidal Boundary™.
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APENDICE I

Desarrollo armoénico del potencial de

Coulomb en coordenadas paraboloidales




El estudio de atomos confinados con mas de un electrén, requiere del calculo de la
repulsion coulombiana electron-electron, para lo cual es necesario conocer el desarrollo
multipolar del potencial de Coulomb en la geometria de confinamiento.

Los desarrollos armonicos del potencial coulombiano corresponden a las soluciones

de la ecuacion de Poisson para una fuente puntual:
vzs(?,?)=—4x5 (F—F‘) , (a.1)

como superposiciones de las funciones armoénicas que son soluciones de la ecuacion de
Laplace

Vzd)(r)= 0. @a2)

Para puntos campo diferentes del punto fuente, r£r,la primera ecuacion coincide con la
segunda, lo cual justifica la construccién de tales desarrollos arménicos. Adicionalmente, la

solucién de la ecuacién a.l requiere la integracion explicita alrededor del punto fuente

r=r para determinar el peso de cada una de las funciones arménicas que se superponen.
La construccion del desarrollo arménico del potencial coulombiano en coordenadas

paraboloidales requiere de las ecuaciones de transformacion entre la base cartesiana y la

base paraboloidal:

X= \/Ecos @ y= \/Esen @ z= -;—(q -¢) (a.3)

Estas ecuaciones de transformacién permiten calcular el vector de desplazamiento

diferencial:

ol . 6r6y+6r32Jd§ [67‘67: or oy Braz]d +[8r6x ooy araz]d
6x6§ oy 0& 0z 0& oxodn oyon 0zon dxdp Oyop 0z0p

II



- ‘_‘1 n ‘:1 n .'2 :1 § ':l f E
ndr=|i— |=cosp+j— |[—senp——|dE+|i— [Zcos@+ j— [Zsen o+ — |d
[21’5 (7 j2"§ P 2) 4 [21’;; @ Jqu e G

+\/5(—fsen @ + jcos w)dqa (ad4)

y como ademas:

dr=h,d&E+hdni+h,dpd

es posible identificar los factores de escala y los vectores unitarios asociados a las

coordenadas paraboloidales:

- fﬂ_f_éf_ =1 6y =
Byl b= h, = JEn (@5)
\/r?(fcos @ + jsen @)—EJE

£ X \/E(fcos @+ jsen ¢J)+I€JE
) NE+n " NE+n

@ = —isen @ + jcos @ (a.6)

Una vez conocidos los factores de escala, el operador laplaciano se puede escribir en la
forma general:

gi__ 1 [o(hh 2] o(hh o +_f‘>‘_{":"o_5_]
heh,h, | 85\ h, 8% ) on\ h, 0n) O\ h, O¢

en donde se reconoce que el término A.h h, es el jacobiano de la transformacion de

coordenadas:

4 |8 _.08 o @ 1 a°
Vi {_‘5_*5 r}a—]+—a 2 (@7)
S+nlo& 05 on on| &noe

111



También la densidad de carga para la fuente puntual en la ecuacién de Poisson (a.1) toma la

forma general:

g 1
Sle-r =555

&ne

3(s-¢)s(n-m)s(p-9)
S (Em g n.0)= 7 - 6(E-£)5(1-)5(0-0) @8)

por lo que la ecuacion de Poisson en coordenadas paraboloidales se escribe como:

[_"5_9:£+3 o 0¢&+n 0
05 05 0On 0n 08¢ 45n d¢

]S(é,mo,r:',n',@') =—415(£-&)5(n-1)8(e-¢) (@9)

y la ecuacion de Laplace:

4 0,0 o0 0 1 &
[§+n(§§£+§q5}-EW:IM:’U’@)_0 (a.10)

La ecuacion de Laplace en estas coordenadas es separable y admite soluciones factorizables

¢(&.m.9)=E(E)H ()@ (0) @l1)

estos factores son soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias que resultan de la

separacion de la ecuacion a.10.

f?:-mw) @12)
@

d  d 2 ]

e aE@ .

2,4 " ElH@n)=0 (al4)
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En la ecuacién a.12 se reconoce una ecuacion de eigenvalores cuya solucion
normalizada es:

i
e@

@, ()= o

(a.15)

donde la constante de separacion queda restringida a los valores m =0,%1,+2,... para
asegurar que la funcién es univaluada; se reconoce que las eigenfunciones de la ecuacion

a.15 constituyen un conjunto completo:

@ efﬂ'(w—w'}
=4 -@' a.l6
2 5= (-9 (a.16)
de funciones ortonormales:
2x _-imgp’ —img

£ =5, 17
5[\/2:1' Bor =P il

que es simplemente una base de Fourier.

Los otros factores de la ecuacion a.11 se obtienen al rescribir las ecuaciones a.13 y

a.14 como:
[ 4 d m* 1]_
(k6) - P2 =0
dk& \ °VdkE  akE 4
= , -
il (kn) o . limep
| dkn dkn 4kn 4]

= -2 . 4
al hacer los cambios de variable k& = 52 y kn =n ,las ecuaciones anteriores se

transforman en:



(1 @ ~d 2
2.9 __-”'—-1}5:0 (a.18)

|EdE” dE 4F°

(1 df =& o

e —_—~—+] H:O G
gk = ] (a.19)

cuyas soluciones respectivas se identifican como funciones de Bessel; sus formas explicitas

son las siguientes:

E=CI,(&)+ DK, (&)=c1, (k& )+ DK, (JkE) (a.20)

H=AJ,(n)+BN,(n)=4J,(Jkn )+ BN, (Jkn) (@21)

donde J,, y N, son las funciones de Bessel ordinariasy /|, y K, las funciones de

Bessel modificadas.
Mientras las funciones J,, son bien comportadas en todo su dominio de definicion,

las funciones N, son divergentes cuando su argumento tiende a cero; por otra parte, las
funciones 7, son regulares en el origen y divergentes al infinito, y las funciones K, son

divergentes en el origen y tienden a cero cuando su argumento tiende a infinito.

Las funciones oscilantes de la ecuacion a.21 también constituyen un conjunto
completo:

-

[aki,, (\/E)JM (ﬁ) =5(n-n") @.22)

0

La soluciéon de la ecuacién de Poisson (a.l) se puede escribir como un desarrollo de

funciones armodnicas en coordenadas paraboloidales:

m(p-9)

(a23)

S(&me.gnte)= 3, [ ke (6.6, (Ve ) ()

Vi



El coeficiente g, de este desarrollo se determina sustituyendo esta dltima ecuacién en la
ecuacion a.l, usando el operador laplaciano (a.7) y las deltas de Dirac (a.8, a.16 y a.22)y
la independencia lineal de las funciones base. Por lo tanto, la ecuacion diferencial ordinaria

que debe satisfacer este coeficiente es:

[:—‘55 - —”’——E}g* (&,¢")=-4m5(£-¢") (a.24)

El miembro derecho de la ecuacion es nulo en el punto campo diferente del punto fuente,

de modo que la solucién de g, debe ser de la forma de la ecuacién a.20. La simetria de la

funcién de Green y de la densidad de la fuente bajo el intercambio de los puntos campo y
fuente, asi como el buen comportamiento del potencial coulombiano al origen y al infinito,

restringen las soluciones a las formas:

A4, ()1, (Ve )k, (Jeg')  oses<e

(a.25)
A,,(k)K,,(,/E)f,,( kg') E'<é<w

g (4:,4;.)=

La continuidad de cada componente arménica del potencial cuando el punto campo pasa
por el punto fuente también queda asegurada con la seleccién de los coeficientes. La
determinacion de los coeficientes 4 en estas ecuaciones sigue de la integracion de la

ecuacion a.23 alrededor del punto fuente; asi se obtiene:

=-4r (a.26)

pd Ed gz d
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Se reconoce que el término entre corchetes es el wronskiano de las funciones modificadas

de Bessel, multiplicado por un factor de E '; mientras que el valor del wronskiano es -=.

Se tiene entonces:

5%
—AM (k)?f ?— 4
oA, (k)=2z

Por lo tanto, la forma explicita del potencial coulombiano en coordenadas paraboloidales y
su desarrollo armoénico que se obtiene de la combinacion de las ecuaciones a.23, a.25 y a.26

S(&m,0.6500") = 2 [ ant,, (g, ) K, (JEE, )7 (Vin )7 (Jien" )™ @27)

que es precisamente el término de repulsion interelectronica usado en esta tesis (ecuacion
2.17).
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Programas de Computo

IX



T e ~ e e i e ———— o P —T———— —
% T A R e,

£ 3o AR HORRN K SRR HORK RS R R HOR HOR T S1OROROR SRR A OR KK SR O 3K KK R KR OROK AR K AR R RO AR HOK
Ciorx ESTE PROGRAMA CALCULA LA COMSTAMTE DE MORMALIZACION, EL FOTENCIAL XKk
£ e stofoolokokolokiek Y LA EMERGIA CIMETICA EN FORMA EXACTA SR K ACOKOK AR AR AOKOK
3R AR AR AR SROKOK RO R KRR R ROR K KK OIS R ORI K K AR K HOROK K KKK KK AOK KK AROK K HOROK K ACHORROK K AR

IMPLICIT DOUEBLE FRECISION (A-H,0-Z)

P8I0 = 15d0O
ALFA = 1.54d0
X0 = PFSI0 X ALFA

(VIS IIIIIIIIIOTIITIIITITI I IIIIIIIIT I I IIIIE T I I IIIII I
FRUAHC:= 14941011 .47d0

[ MMLE:= & MHL.A== 8

o SE 7 .0000 KO=23.1000

(i Miint= 1 M2int= 1

© ALFGa= 1.540000
FRUAHC2:: 0.18271275266E+06

CrrlrlLr SIS LSS G LSS SIS LSS 7 77777

L3 ASIGHMAMOS ARCHIVO DE SALIDA
C

OFEM (UNMIT=2,FILE="JUNTAS.OUT ,STATUS= "NEW  ,ACCESS= "SEQUENTIAL ")

C  SE HACEN LAS OFERACIONES FARA CALCULAR LA CONSTANTE DE MNORMALIZACIOMN

A = DEXF(~X0)
B = (~2DOXAKXO0 )~ (SDOKA)+ ( XONK2 )~ (4DOXX0) +6DO
C = (~2DOXA)+(XOKKZ )~ (2DOXX0 } +2DO
RENMOR = (2DOK{ALFARKT) )/ (EKC)
¢ SE HACEN LAS OFERACIOMES FARA CALCULAR LA ENERGIA CIMETICA
E = ((XOKK2)/4DO )~ ( (XOKA) /2DO0 )~ (A/ZD0)+(1DO/2D0)
F o= (XO¥K2)—~(2DOXXO0 )~ (2DOXA ) +2DO
ECINE = REMORXK( ( (EXF)XED0)/ (ALFAKKS) )

G SE HACEN LAS OFERACIONES FaRA CALCULAR EL FOTENCIAL
Fo= ((XO¥KZ )~ (2DORXO )~ (2DOKA ) +2D0 ) ¥kXK2
FOTEMCIAL = REMORX(~FARZD0O) / (ALFAKKS)

FHIDRO = FOTEMCIAL-+ECTNE

= 2DO% (RENOREED ) X (FRUAHC+FRUAHCZ)

FREFLL.
ENVATHE = FHIDRO + FREPUL

WRITE (2,5)ALFA,FSI0,X0
5 FORMAT (33X, “ALFA =" F7.4,3X, "FSI0 = ,F7.4,3X, 'X0 =" ,F7.4)

(2, 1O0)FOTENCIAL
X, EFOTEMCIAL =" ELS.7)

WRITE
i0 FORFMET




WRITE(Z,20)ECINE
20 FORMAT (3K, "ECINETICA = ,E15.7)

WRITE(Z,100)FHIDRO
100 FORMAT(3X, "FHIDRO =’ ,E15.7)

WRITE (24200 ) FREFUL
<00 FORMAT (3, "PREFUL =7 JE15.7)

WRITE (2, 300 IEVATHE
300 FORMAT (33X, "EVATHE =" ,E15.7)

EMD



S SR OO e e ORROROIIOR ORISR SRR RGO IO
DE ESTE PROGRAMS ES FPRUAHE .. FOR  sokokorsolololol asioliok

A AR R R A R R KRR KRR R ROR EHOIORCH R RO R IR ARSI ROk ok
ECTUAN EM DOELE FRECISTOM keioRsooc i eokusee:
3 IR K S HORHOKRCICIRRKCROR ICRIOIHOR ORISR IR AR AR

{2 S S R R SRR R R R A
.¥#$ﬁ-4$m 5 MUNH

¥ 1S CALCULOS SE
TR KRR

LICIT DOUBLE PRECISTOM (A-H,0-Z

¥
DIFENSLOM U] [\IF
& BH(N
i C2UMFILLE : .T3(HFLE),
1 T4(Hllh) Ta(Nqu) FEECMFLEY W DONFLE D o
1 G4 MMM ﬂw(MNlN)_RK(NNIN)_RY(NNIN)
DATA MUE/L2,146,20,24,28,32,40,40,48,48,64,64,64,64,80,80,80.80,
g 9&,96,96_96/
DATA PL/AS. 141592453589 7932384452645/
DOURLE PRECTSTON MMRESTO, MMBSKO , MMEBSIO
LTOET = L
C Asignamos archivos de entrada v salida.

C
TMORL L DET T L STATUS= "0L.D * ACCESS="SEQUENTIAL ")

Cipen (UL T=0  FILE
TFRUAHC 0T, STATUS::= "MEW* , ACCESS= "SEQUEMTIAL ")

Open (UMIT=2,FIL

CESRAR A AR AR HOIOR ACHHOR ORI IR AORROR K Kk sk R SR ORIOR KRSk kKoK stotokaRoR oI i SRRk oK
CHAok En esta eltapa del programa leemos los ceros y los factores de peso para XK
Caosl la antegracion Gavss-lLaguerre, asi como los ceros y los factores de peso 30K
CHRoE para la dintegracion Gawss-—leoasndre . KCKKEOKKEKKIOKOKKOKOKKRIOKK KGR e
stttk st loR R ROoROR otk stoRoRok iRk sk koRofoRRRORK R ok ok sk ok ok skl ok ok ekl iR R R R ROKCR A HOK
(1L,9250) (XLA( IND, 1),IMD=1,8)
Farmat(X, "Xla( IMD, 1) =/ F25.12)
i\t“ ad (L.99200) (XAl IND, 2),IND=1,9)
“ormat (X KLal IND, 2) = F25.12)
(L "P'.‘O) (xLAC IMND,  3) . TMD=1,10)
(Ha "Xl IHD, 3) =",F 4_..1 1)
(1.9800) (XLA( IMD, 5),IND=1,12)
;rrn-t(X MLAL IND, H5) = FR5.12)
Ly 97B0) (KLAC DL B IMD=1,15)
1'!’" W OXKLA( THD, 8 = 8
P00 (HLa] THD,
o THLAT TMDL1S)
L]\lD

DYHO

g 1)

SO0

DN

GEOT

GO

700

:J‘l TI‘D :‘.-.JO\'

',r‘!\‘ |

o 33) 2IMD=L,40)
* WEQO. 1.6)

'5) PRIV

] (A' A

AN




ZH00
F450
2400
PEE0

9300

8750
8700
8650
8600

8850

8400
8350

a300

Formatzi:?ﬂihf IND, i} =7

Read(1,9450) (WLA( IND,

Format(X, ‘WLA{ IND, 2) =~

Read(1,9400) (WLA( IND,

Farmat(X, ‘WLA( IND, 3) =~

Read(1,9350) (WLA( IND,

Format(X, WLA({ IMD, S§) =~

Read (1.9300) (WLA(  IND,
Format(X, WLA( IMND, B) =
Read(1,9250) (WLA(  IND,

Format(X, ‘WLA( IND,1%) ="

Read(1,9200) (WLA( IND,

Format(X, ‘WLA( IND,23) =°

Read(1,9150) (WLA( IMD,
Format(X, WLA( IND,33) =
Read(1,9100) (WLA( IMD,

Format(X, WLA( IMD,45) =

Read(1,9050) (XLE( IND,
Format(X, 'XLE( IND, 1) =
Read (1,9000) (XLE( IND,
Format(X, 'XLE( IND, 2) =
Read(1,8950) (XLE( IND,
Format(X, XLE( IND, 3) =
Read(1,8900) (XLE( IMD,
Format(X, 'XLE( INMD, 4) =
Read(1,8850) (XLE( IND,
Format(X, XLE( IMD, S) =
Read(1,8800) (XLE( IND,
Format(X, ‘XLE( INMD, &) =
Read(1,8750) (XLE( IND.
Format(X, XLE( IND, 8) =
Read(1,8700) (XLE( IND,
Format(X, 'XLE( IND,10) =
Read(1,8650) (XLE( IND,
Format(X., XLE( IND,14) =
Read(1,8600) (XLE( IND,
Format(X. XLE( IMD,18) =
Read (1.8550) (XLE( IMD,
Format(X, ‘XLE( IND,22) =
Read(1,8500) (WLE( JND,
Format(X, ‘WLE( JND, 1) =
Read (1.8450) (WLE( JND,
Format(X, WLE( JND, 2) =
Read(1.,8400) (WLE( JHND,
Format(X, WLE( JND, 3) =
Read(1,8350) (WLE( JND,
Format{X, WLE( JHMD, 4) =
Read(1,8300) (WLE( JHD,
Format(X, WLE( JMD, S) =
Read(1.8250) (WLE( JND,
Format(X, WLE( JMD, &) =
Read (1,8200) (WLE( JND,
Format(X, WLE( JND, 8) =
Read(1,8150) (WLE(  JND,
Format(X, WLE( JMD,10) =
Read(1,9100) (WLE( JND,
Format(X, "WLE{ JMND,14) =
Read (1,8030) (WLE( JND,
Format(X, "WLE( JHD,18) =
Read (1 ,8000) (WLE( JND,
Format(X, "WLE({ JND,22) =

. m e im = p———

LE40.11)
2}, IND=1,9)
JE40.11)
3) . IND=1,10)
LE40.11)
5) ,IMD=1,12)
JE40.11)
£)  IND=1,15%)

‘LE40.11)

19) . IND=1,22)
JEA0.11)
23) « IND=1,30)
JE40.11)
33)  IND=1,40)

‘LE40.16)

45) 4 IND=1,52)
LE40.16)

1) 4 IND=1,6)
F L F25.16)
2),IND=1,8)
* L F25.16)
3),IND=1,10)
‘JF25.16)
4),IND=1,12)
* F25.16)
5),IND=1,14)
‘ JF25.16)

6) . IND=1,16)
* F25.16)
8),IND=1,20)
‘ F25.16)
10) ,IND=1,24)
¢ F25.16)
14) ,IND=1.32)
< F25.16)
18) , IND=1,40)
* L F25.16)
22) . IND=1,48)
© L F25.16)

1) ,JHD=1,6)
- F25.16)

2) «JND=1,8)
* F25.16)

3) 4 JND=1,10)
< F25.16)

4) ,JND=1,12)
 F25.16)

5) ,JND=1,14)
- F25.16)

6) 2 JND=1,16)
© F25.16)

8) .JND=1,20)
< F25.16)

10) 4 JND=1,24)
<L F25.16)
14),TND=1,32)
‘G F25.16)

18) ,JMD=1,40)
roF25.18)
22) 4y JIND=1,48)
LFR5.16)

Lo



DR 7Yoo ko L 20
KFPM = NVE(L)/2
DO 7200 J = 1.KFHN
XLE(KFMN+T,T) = ~XLE(J,1)

7200 WLE{KFM+JT, 1) = WLE(TLL)
DO 7850 J=1 ,2%KFM

7350 XLE(JLZI) = =XLE{J,I)

7800 Continue

250 AR SRR ROR AR A A SR A SRR SR SRR KRR A AR R KK K KK R KK K K 8 K KK 8 K KK K HOK HHOR AR AR OOk ok
Ck DE AGUL EM ADELANTE EL PROGRAMA SE CONCRETA A EVALUAR UNA INTEGRAL ESFECIFICA

(25 B AHHCR KRR KR SOR KRR I R KRR KKK KRR IOR IR R HOR SRR K HORRACIOR R OR OO

FSIO == 15d0
AlFa = 1., 54d0

ML 3

BML.A ==

X0 = FSIOKALFA

Mkint = 1

Mlint = 1

MMD = Z2KMNMNLE

A = 1.5d0

nnm = 92&

dlem = 22

JLE = (MMLE - 4)/2

JLA = HMMLAa - 7
e 0 e e AN EEE S NSNS G EEEAESAENESSEESREESEREEES .
C.. ESTE DO LO USAMOS PARA "FARTIR" EM INTERVALOS LA INTEGRAL «ecacncccnaannnnn

RK(1) = 1.2d0
DO 7500 I = 1,Mkint

Il = I + 1 )

RK(IL1) = RK(1)+((A~RK(1))XI)/(Nkint)

DO 7400 II = 1.nnm
UCIT) = XLE(IX,ilem)X((RK(I1)~RK(I))/2D0)
1 +(RK(L1L)+RK(L))/2D0

RY (1) = ODO

DO F350 T = 1.Mlint
JLo= T+ 1
RY(JL) = (XO¥J)/Mlint

DO 7300 JJ = 1,96
Y(IT) = XLE(IT 223K (RY(J1)~RY(J) ) /2D0)
1 +{RY (J1)+RY (J) ) /2D0O

DO 7100 KK = 1,MHD
Z(KK) =(X0/2D0) ¥ (XLE(KK,JLE)+1DO)

DO 7000 LL. = 1,MND

DO 49C0 MM = 1 ,NMD
D) = (XO/2D0 K (CXLE(MM, JLE)+1D0)
TLCMM) = WLE (MM, JLE ) KDEXF (=D (MM) )%
1 COXO=D MM ) 2RK2 )R CCCY (ITYRZ(KI) 3 /XD
1 FD M) ) RPFBESIO(DSART (U(TI ) D (MM) ) , TER)



EHPO0 CONT MU

| VLY = QDO
DO AE00 M o= L MND

RESULL = RESULL + TL(M)
HE00 COMTI
E(LL) = (XO/2D0)%(XLE(LL ,JLE)+1DO)
T2 s WLE Ol JLE ) RDEXF (£ (L) )X (XO-E(LL ) JkEK2)
1 KOY (AT 3+E (L) ) KRESUL L

1 HKMMBSIO(DEART(UCTL) RECLL) ) o TER)
7000 COMTIMUE

RESULZ = QDO
DO &Z00 L o= 1 ,.NMND
RESULE = RESUL2+TZ(L.)
&HEFO0 COMT ITMUE

ARGZ2(KK) = DSERT( (U(IT)KZ(KKYXY (JIT) )/ X0)
Cofeslestefesioloek iRk Rkl aorokokkok ok okl R Rkl kKRR KKK RORICK R KIORARKKKIOKR KKK

IF (ARGZ(KK)..LT.8HD0) THEM
BESSTO = MMRSIO{TOFT ,ARGE(KK) , TER)
ELSE IF(ARGE(KK) GE.85D0) THEM
DA 4000 M == 1 ,NMD
BLOM) = (PIAZDOYROXLE(M, JLE) + 1DOJ
B2CM) = WLE M, JLE)YKDEXF (ARG (KK) XDCOS(BL1 (M) )

AOO0 COMT TMUE
SUMIO = ODO
DO 3200 ML o= L MND
SUMIO = SUMIG + B2(MIL)
SL0G0 COMTIMUE

BESSIO = (LDO/2DOYRSUMIO
EMD TF
(25 e e SRR A o R oSl A o e o R sl kol eI R RGO O R HOIICRIK IR ACKAOK AR K

THCK) = WLE KK JLE Y RDEXF  (~Z(KK)YXY (IT) ) /7X0)
KO Y (T YRZ CKK) ) /X0 ) RKE ) RBESSHTO

1
1 HMRESULZE
ZLOG COMT THLUIE
RESLILS = ODO
B0 A&OG M=d, MIMD
RESULE = RESULE + TE(M)
&HO0 COMT LTHMUE

ARG (T

DEQRT (T L)RY (IT))




34600

3800

IF (ARGL(JI) LLT.83D0O) THEN
BESSKO = MMBESKO(IOFT ,ARGL (JJ) ., IER)
ELSE IF(ARGL(IT) GE.S8500) THEM
DO 3400 M = 1.MMLA
CL(M). = (ARGL(JII)HRKEY/ (ADOKXLA(NLJILA) )
C2(N) =(DEXF(—-CL(M) ) "X (WLA(N,JLAY/XLA(N,JLA))

CONT LMUE

SUMKO = 0ODO
DO 3500 NK = 1 NHNL.A
SUMKO = SUMKO + C2(NK)
CONT IMUIE

—_—

EESSKO = (1DO/2D0O) X SUMKO

EMD IF

46400

7350

6300

7400

TA(IT) = WLE(IT,22) XY (JIT)KBESSKOXDEXF (~-Y (JJ))
KRESUL 3% ( (XO=-Y (JJ) )%k%2)

CONTINUE

SuUra = ODRO
DO &400 KI = 1,94
suma = SuUM4 + T4(KT)
CONTINUE

QA(I)y = ((RY(JL)-RY(J))/2DO)%kSUMA
CONT INUE
RESUL4A = ODO

DO 6300 M. = 1.Mlint a
RESULG = RESUL4 + Q4(ML)

CONTINUE

TH(IT) = WLE(II,ilem)XRESUL4
COMTIMUE
SUMG=0DO
DO 6200 NI = 1,nnm
SUMS = SUMS + TH(NI)
CONMT IMUE

QE(L) = ((RK(IL1)-RK(I))/2DO)%SUMS



ZH00

L

Q0

\6.

¥

SEO0

G700

G500

G000

COMT TMUE

RESGULS = QDO

LaNlint
ESULS 4+ QS (LN

DO &1L00 LN =
RESULS =
COMT LMUE

TOTALL = ((XORAE) A CL2BDOX(ALFAXKLTE) ) IRRESULS

WRITE (2, G800 ) MNMLE o MMLA 4, XO
FORMAT (3X . "MMLE=" s 13 ,3X, "MMLA=" ,T3,.3X, "X0=" F7.4)

WRITE(2,5700)Mkint N1int ,N2int

FORMAT (33X, "Mlaint=" T35 ,3X, "Mlint=",I3,3X, 'N2int=",TI3)

WRITE (2, 5500)ALFA A, RK(1)
FORMAT (3Xa “ALFA= " ,F8.6,3X, ‘ALS=" F18.4,3X, ‘ALI=",F8.4)

WRITE(Z.,5000)TOTALL
FORMAT (35X, "FRUAHC=" EZ2%5%.14)

=MD



B e e ; -

FROGRAMA ES AYAHCZ.FOR kiokockioRIcRORII0K K
2 AR SR S R KK KKK K RROKOI K A KR KRR KRR KR KOKOKOK KKK KK KKK KKK KKK KKK KROK KK ORI OKRKOK K

Cototorocioiclooiek. EL. NOMEBRE DE ESTE

CHoorkiciokcick TODDS 1LOS CALCULDS SE EFECTUAN EM DOELE FRECISTIOM HRKKRHKAARICKAK
(AR OR R OIOK R KOR HOKHOK KKK KA R R SIHOK A K AK RORHOKR R OK RO HOK 3K KK KK ORKOK KK KKK OK K KRR AOKKOK KK KKKk

IMFLICIT DOURBLE FRECISION (A-H,.0-Z)

Faraneter (NFLA=52 ,NCLA=AS  NFILE=946 , NCLE=22 , IZE=400
1 NOLA=&0 . NELE=110, NMAT=1%5 , TORD=NMAT+10,
1 MMIN=101)

DIMENSION WLA(NFLALNMCLA) JXLA(NFLA,NCLA) JNVE(NCLE),
1 WLE(NFLE sNCLE) « XLE(NFLE .NCLE)
DIMEMSION U(MFLA) Y (MNFLE) ,ARGL(NFLE) ,B1(NFLE) ,
B2 (NFLE) sZ(NFLE) ARG2 (NFLE) ,C1(NFLE) ,

1
1 2(NFLE) s T1(NFLE) , T2 (NFLE) , T3(NFLE) ,
1 TA4(NFLE) ,TS(NFLLA) .E(NFLE) ,Q3(NNIN) ,
1 Q4 (MMIM) yD(NFLE) JRY (NMIM) ,RZ (NNIM)

DATA NVE/12,16,20,24,28,32,40,40,48,48,64,64,464,64,80,80,80,80,
1 08,9646, 96/

DATA PL/3.141592653089793238462643/
DOUBLE PRECISIOM MMESIO.MMESKO,MMESJIO
IOFT = 1

Asignamos archivos de entrada v salida.

Open (UNIT=1,FILE= MOD1.DAT’ ,STATUS="0LD’,ACCESS="SENUENTIAL ")
Open (UNMIT=2,FILE= "PRUAHCZ2.0UT  ,STATUS="NEW  ,ACCESS="SEQUENTIAL.")

o o o 6 AR AR AR OR R K BN 38 R IR R KR KRR KRR KKK R K KK IR KR ROR K HOIOK SOk Ok
CH¥k En esta etapa del programa leemos los ceros y los factores de peso para ¥¥
Chkkk la integracion Gauss-Laguerre, asi como los ceros y los factores de peso X
CHHK para la integracion Gauss—Legendre. 3OKKKMKOKRIOIOKIIIIOKICIOKAIIOKKIOICKHICKRIORICK K
5 AR SRR SRR KOO A6 0 SR R HOR MR KRR HOROR OB BB K HOR B HKRRORHOKORMOOKKKOIOK MK KKK K KKK K
Read(1,9930) (XLA( INMD, 1).IMD=1,8)
FPLO Format(X, "XLA( IND, 1) =",F25.12)
Read(1,9900) (XLA( IND, 2),IND=1,9)
P00 Format (X, "XLA( IMD, 2) =", F25.12)
Read(1,9850) (XLA(  INMD, 3).IND=1,10)

PELO Format{X, XLA( IMD, 3) =",F25.12)
Read(1,9800) (XiAa( IMD, S),IND=1,12)
P00 Format(X, “XLA( IND, 5) =",F25.12)
Read(1,975%0) (XLAC  IND, 8),IND=1,15)
P7HO Format(X, "XLA( IND, 8) =" ,F25.12)
Read (1 ,2700) (Xi.A(  IND, 15),IMD=1,22)
QTGO Format (X, " XLA( IND,153) =",F25.12)
Read(1,9650) (XLA( IND, 23),IMND=1,30)
ATy Format(X, ‘XLLA( IND,23) =',F40.12)
Read(1,94600) (XlL.A( IMD, 33),IND=1,40)
G600 Farmat(X, "XLA( IND,33) =',E40.146) %
Read(1,9550) (XLA( IND., 4%),IMD=1,52)
PEHO Format (X, "XL.A( IND,4%5) =',E40.16)
Read (1 ,2500) (WA IMND, 1),IMD=1,8)
FEHO0O Format(X, 'WLA( IMD, 1) =" E40.11)

Read(1l,2450) (WLAC IND, 2),IMD=1,%)



Q450

F400

GELO

B0

FEL0

P00

PLE0

P1L0O0

POBO

FOO0

8700

8900

8BEH0

8800

QL0

8700

8450

8400

BUHH0

GBHOO

HB450

8400

G350

82300

H§290

8200

G150

g6L00C

HBOH0

82000

Format(X. WLAC IMD, 2) =~

Read(1,9400) (WLA{  IND,

Format{X, WLAa( IND, 3) =’

Read (1 .9350) (WLA(  TND,
FDrmal(X, Wead IMD, S5) o=
FRead(1,9300) (WL.A(  IND,

Format (X, ‘WLa( IND, 8) =7

Rmad(l,?ﬁSO) CWLAC LMD

Format (X, “WLA( TMD,15) =7,

Read (1 ,2200) (WLAa( LMD,

Format(X, 'WLA( IMD,23) =~

Read(1,92150) (WLAa(  IMND,

Format(X, ‘WLA{ IMD,33) =

Fead(1,9100) (WLAC  IMND.
FQrmnt(hq’wlﬁ( IND,4%5) ==
Read (1 ,2080) (XLE(  IMD.
Format(X_’XLL( IND, 1) =
Read (1,9000) (XLE(  IND,
Format (X, "XLE( IND, 2) =
Read (1,8950) (XLE(  IMD,
Format({X, XLE( INMD, 3) =
Read (1,8900) (XLEC( LMD,
Format (X, XLE( IMD, 4) =
Read(1.,8850) (XLE( IMD,
Format(X, XLE( IMD, %) =
Read(1,8800) (XLE( IND,
Format (X, XLE({ IND, &) =
Read(1.,8750) (XLE(  IND,
Fnrma+(X XLE( TND, &) =
Read (1 .,8700) (XLE( IND,
Format (X, "XLE( IMD,10) =
Read (1 ,8650) (XLE( IMND,
Faormat (X, XLE( IMD,L4) =
Read (1L .8600) (XLE( IMD,
Format (X, "XLE( THD,18)

Read(1.8550) (XLE( LMD,
Eurmnt(x XLE( IND,22) =
Read(1,85%00) (WLE(  JMD,
Format(X, "WLE( INMD, 1) =
Read (1.8450) (WLEC  JMND,
Format(xX, "WLES JHMD, 2) =
Read{l,.8400) (WLE{ JMND,
Format(X, "WLE( JMD, 3) =
Read (1,8350) (WLEC  JMD,
Furmat(X_'NLL( JMD, 4) =
Read (1l .8300) (WLE(  JND,
Format (€, “WLE( JHD, §9) =
Read (1 ,8250)  (WiLE] JHD .
Format (X, "WLE{ JMD. &) =
Fead (1 ,8200) (WLE(  JND,
Format (X, "WLE( JdMb, &) =

Read(1,.8150) (WLEC  JND,
Format (X, "WLE( JINMDL10) =
Read(1L.8100) (WLECC JHD

Foramat(X, "WLE( JND,14) =
Read(l,ﬂOﬁOj CWLEC  JTMD
Format (X, WLE( JNMD,18) =
Raad (11,8000 (WLEC  JNMD,
Format (X, "WLE( JHD, 28 =

JE40TIT)
3) IND=1,10)
JE40.11)
5)  IND=1,12)

‘WE40.11)
@) . TND=1 , 15)

LEA4Q.11)
13) . IND=1 ,22
E40.11)
23) 4 IND=1,30)
LE40.11)
33) 4 IND=1,40)

JE40.16)
4%5) 5 TMND=1, H&)
"WE40.16)

1) W IND=1,6)

* F25.16)

2) . IND=1,8)

* F25.16)
3) 5 [ND=1,10)
LJF25.16)

4, IND=1,12)

‘L F25.16)

5) , IND=1,14)

*JF28.16)

&) s IND=1,16)
JF25.16)

8) . IND=1,20) -

‘LF25.16)
10) L IMD=1 , 24)
‘LFR5.16)
14) L IND=1 ,32)
“LF25.16)
18) L IMD=1, 40)
* F25.16)
""‘) o IMD=1 , 4837

F2H.16)
1).JND«1 &)
FEDL18)
h),JNle 8)
F25.18)
3) . JMD=1,10)
.Fr «16)

4) ,JND=1 ,12)
“LF25.16)

5) . JND=1,14)
“FR5.16)

&3 2 TND=1 . 1.6)
‘LFES.16)
BJ,JND :1,20)
CLFR5.16)
10) 4 aMD=1 o 24
‘L FR5.16)

14)  JND=1 . 32)
‘LFRE.16)

18) 4 JND=1 ,40)
*LJFRE.16)
22) W IND=1 , 45)
L FR5.16)



DO 7800 I = 1,22
KFM = MVE(I)/2
00 7900 J = 1 ,KFN

XLE(KFM+I, I) = —XLE(J,I)
FR0O0 WLECKFMN+J, 1) = WLE(JI,1)
DO 7850 J=1,2KKFN
78350 XLE(TLI) = —XLE(J, L)
7800 Continue

2Rk ok kAo ok ot ok ok o e b o ol ok sk ot sk ok ok K kK K skl stk Kok ok ok ok ok K ok kKKK R KRR Ok K AR ORKOR KRR R ROkl kok ok
Ck DE AQUI EN ADELANTE EL FROGRAMA SE CONCRETA A EVALUAR UMA INTEGRAL ESFECIFI
2 5SRO ROR R ORI ROROR K OR st KORIOROR R OR AR KR KR KK KRB K KR ROR sk ok R RRORIOK ORI ok

FSIO = 10d0O

ALFA = 1.53d0

NHL.E 54

MidL.A = 8

X0 = FSIOXALFA
= B0

Niint = 1

MEint = 1

NMD = 2¥NMI.E

dAlam = 33

nnm = 40

JLE = (MMLE - 4)/2

JlA = MMLA — 7

DO 7400 II = 1,nnm
U(II) = XLA(IX,ilam) + A

RY(1) = 0ODO
DO 7350 J = 1,Mlint

JL = J + 1

RY{(J1) = (XO¥I)/Mlint

DO 7300 JJ = 1,96
Y(IT) = XLE(II22)K((RY(J1)-RY(J))/2DO)
1 +(RY{J1L)Y+RY(T) )/ 2D0

RZ(1) = ODO
DO 7200 K = 1 ,MN2int

XOKK)/(M2int)

DO 7100 KK = 1,MMD
ZIKK) = XLE(KIK,JLE)®((RZ(K1)-RZ(K))/72D0)
1 +F(RZ(KL)+RZ(K) ) /72D0

DO 7000 L. = 1. NMD

DO &S00 MM o= 1 MMD
DCMM) = (XO/Z2DO)R(XLE (MM JLE)+1D0)
TLCMM) = WLE P, JLE Y KDEXF (-~-D (M) )k
1 COXO=DCMM) Y RKZ)K (Y (TT)KZ(KK) ) /XO)
1 +D MM ) Y RMMBSIO(DSART(UCII )XRD(MM) ) , TER)



&F00 COMTINUE

RESULL = ODO
DI SBOC M o= L, MMD
RESULL = RESULL + T1(rM)

5800 COMTIMUE
E(LL)Y = (XO/2DO)X(XLE(LLJJLE)+1DO)
T2(LL) = WLE(LL  JLE)YXDEXF (—E (LL) )X (XO-E (L) ) Hoki)
1 HOY(IT)+E(LL) )XRRESUL.1
1 HKAMEBESTO(DSART (UCTI)XKE(LL) ) , TER)
FOO0 COMTIMUE

RESULZ = ODO
DO 4700 L = 1.NMND
RESULZ = RESULZ2+T2(L.)
Liygelel COMT IMUE

ARGZ2(KK) = DSART ((U(TII)XZ(KKIXY (JJT))/X0)
R R AR R RO H K R K KRR K KKK KKK K K KOK K KKK ORI KK K K oK

IF (ARGZ2(KK) .LT.85D0) THEM
BESSIO = MMESIO(IOFT ,ARGZ(KK) .IER)
ELSE IF(ARG2(KK).GE.85D0) THEN
DO 4000 M = 1,NMMD

BL(M) = (FI/2DO)X(XLE(M,JLE) + 1DO)
BH2(M) = WLE(M,JUE)XDEXF (ARG2(KK)XDCOS(EBL(M)))
4000 CONT IMUE

SUMIO = QDO
DO 3900 MI = 1,NMMD
SUMIOQ = SUMIO + Ba(MI)
3900 CORNTIMUE

BESSIO = (1DO/Z2D0)YKSUMIO
EMD IF
2320 KRN N A AR HCRORCR RO AR K 0K R I I HOROR R R K KOK 3K K K HOK K KKK K KKK KK KRk K ok
TI(KK) = WLE (KK JLE)XDEXF ( (—Z(KK)XY (JJT))/X0)
1 KOCXO- (Y (ITIKZ(KK) ) /X0 )kk2)KBESSIO
1 HRESULR2
7100 CONT IHUE

SUM3 = ODO
DO &4500 Me=1,MMD
SUMS = SUMIS + TI{M)
&EOQ0 COMT EMUE

QA3C(K) = ((REZ(KL)-RZ(K))/2D0)%XSUM3
7200 COMTIMUE
RESUL3 = 0ODO
DO &500 MM = 1,M2int
RESULS = RESULSI + Q3(MN)
SHEO0 CORNT LMUE

ARGL (IT) = DSART(UCLLINRY(IT))



IF (ARGLCOIT) LT.88D0: THEM
BESSKO = MMESKO(IOFT.ARGL (JJ),IER)
ELSE IF(ARGL (IT) LGE.85D0) THEN
DO 3S00 Moo= 1, MMLA
CLCM) = (ARGLCII)HAD) / (ADOKXLA (N, TLA) )
C2M)y = (DEXP(-CLIMI ) IRWLA(NLILA) ZXLACN,JLA) )
BHOO COMT IMUE
1

SUMKG = ODO

Do O MK = 1,MMLA
SLMKO = SUMKO + CE(NK)
BH00 COMTIMUE
BESHKO = (1DO/ZD0) % SUMKO —

TaACLT) = WLE CTT 22 kY (T ) KRESSKOKDEXF (~Y (J.T) )
1 KRESULI®( CXO-Y (IT) )RK2)

7300 COMTLMUE
SuUMa4 = Ono
DO HA00 KI = L,96
SLMG = SUM4 + T4{KT)
GRG0 COMT IMUIE
CA(T) = ((RY(JIL)-RY(J))/2D0)kSUMY
7350 COMT LMUE
RESULG = ODO
D) &300 ML = 1,Mlint
RESULY = RESUL4 + Q4(ML)
H300 CONTIMUE
THOXLY = WAL, 3 lam)RDEXF (XLACTIT, ilam) ) ¥RESUL4A

7400 SOMT TRMUE

RESLL 5=0D0

G200 CONMTI I\IU!E.':Z

TOTALL = (XO/(&4D0NIALFANCKLT) ) JRRESULS

WIRTTE 2 4 5500 ) MMLE , MHLA , XO

SEHO0 FORMAGT (33X, “MMLE W IEL 3K, MM A T3, 383X, "X0=" ,F7.4)
WRITE(Z2,3700)M1lint N2int

G700 FORMAT (X, "Mlints=" , T3,3X, "M2int=",13)
WRITECD, S5001A1LFA A

FORMAT (3X ., *ALF G = )

BRO0

RITE(2, 5000)TOTALL
SO FORMAT (33X, “PRLAH =" ZJER2B.16)

=MD



bt e e e e A AR IR SRR M N R IORHE HIRHOR R RROR SRR R OR IR IR ORIOR NI R AR ORI RO
CAHORRCK SO0 ESTE PROGRAMA CALCULA LA FRESIOM DEL ATOMO DE HELIO SRNCIIOK R

CHckiky COMFIMNALO EM UM ESFACTO LIMITADO FOR FROMTERAS FARAEBDLOIDALES etk
(MR OO OISO IR HORIROOK COM FPSIO = 0.7 HOHKAR K AR KORROIOR IR AR KA ROk

(2 ek e AR R R RORACR R HHORROROK ACHIOR AR ACICICR OROROR R KRR OK KRR KKK K KKK IR KK KK AICRORACIORACK A ARG

DATE PI/AS.141LG9R2605089790250462643/

LDy

L ASLGHNAMDES ARCHIVO DE Sal

TMOUMTT=2  FILE="FRES.OUT " ,STATUS="MEW " ,ACCESS="SEQUENTIAL ")

WSSOI TN EO I TOTTOETITIIIIIOITO I I TP IO
AlLFA = 0.28D0

FSIO = 3.5d0
FSLIO01L = 3.5905D0

EVATHEL = —0.3244471E+01

FSITOZ = 3.493d0
EVMATHEZ = -0.5239282E+01

(WP IEPOIIIITIPIITOP O TIGT I TIPI I TIPS IIII IO
X0 = PSI0 X ALFA

FSIDI = FPSIOL -~ PSIOR

ELIF = (EVATHEL - EVATHER)/FSIDI
Vom = (2D0) S CERP IR (PSS TONR2) )

PRES = W % EDIF

WRITE (2, 50)ALFALFSIO, X0
50 FORMAT(3Xy “ALFA = " F7.4,3X,"FSI0 = ‘,F7.4,3X,"X0 = *,F7.4)

WRTTE (2, 100)F
100 FORMAT (33X, 'F

IO =7 JEZ2B.17)

ErMD



’ $$#*ﬁ*%*K*****$*$*ﬁ*ﬁ**********K*****************************
CHckx ESTE PROGRAMS CALCULA EL. MOMINTO CUADRUFOLAR Y LA KK AR R RORRCRCRCROROR O
£ esiorelolarerioroRolelol FOLARIZAETILIDAED  EM FORM& EXACTA AR R HROCHK AR ACHACK

AL

(2503 S SRR ORS¢ o R SHOR S SRS 6 08 9K 506 HOR K oK SRS R KR K KKK K R OR SRR HROKOICIOICH IR Ak

IMPLICIT DOUBLE FRECISION (A-H,0-Z)

= 11d0O
ALLFA = 1 .48c0
KO = PSI0 X AlFA

LA LA L LT AL LB AT R LB L AT L LT AL LTS FT AL LT

C ASTGMAMDS ARCHIVO DE SALLIDA
(::......-,... O S —

OFEN (UMIT=2,FILE="F.0UT " ,8TATUS= "NEW " ,ACCESS= "SEQUENTIAL ")

G1 = 1D0O - DEXF(~X0)

2 = =XOXDEXF(-X0) + Gl
GE = = (XONOKZ ) ADEXF (~X0) + Z2DO%G2
G4 = = (XORHI JRDEXF (~X0) + ZDOXGE
GG = = (XOXKA)HDEXF (~X0) + 4DOXG4
Gé o= = (XOHKE ) RDEXF (X0 ) + SDORGH

C  SE HACEMN LAS OFERACIONES FARA CALCULAR LA CONSTANTE DE NORMALIZACIOM

A m (XORHKEZ)KGE ~ 2DOKXORGT + G4
Bom (XOKKZ)IKGL — ZDOXXOKRGE + 63
REMOR = {(ZDOX{ALFANKT) )/ (ANR)

o 8E HACEM Las OFERACIOMES FaRéa CALCULAR LA FOLARIZAEBILIDAD

o= (X0 ) KEEKGT

n SDOX (XOMKTZI IR (GERGEA + GIHKRGT)
(XOHKZ )M (GERGES + SKGIRGA)

: 2D0OHKOK(GIXEE + GAXGa)

H = G4%GS

AL = (REMOR/ (2dOXRALFAXKED ) IR (C-DrE-F+H)
ALFXX = 2k XKTH0KE)

[

T

0 8E HACEM LaS OFERACIOMES FaRé CalCULAR La POLARIZABILIDAD

Foom (XOXMHA )R (GLRGS — G2H0GS)

o= QDOHCKOMNKT IR {GLRGE — GIXRGE)

= (KORK2 )R (GLKGS + SDORG2XRGE — 4DORGIHGA)
= 2DOKXOK (GEKRGE — GaxGd)

C GERGSE - GANGEH

(REMORS (4 ORALFAAKSD ) )k (F- Q4 R84 T )

S @W(Z TR




v

SE HACEM LAS OFERACIONES FARA Cal.CULAR EL MOMENTO CUADRUFOLAR

e
XX = ~(XI - ZI)
QZz = —(2DOXZI - ZDOKXI)
WRITE(2,5)ALFA,FSI0, X0

5 FORMAT (3K, “ALFA =" ,F7.4,3X, ‘FSI0 = ,F7.4,3X, ‘X0 =" ,F7.4)
WRETE (2, 10) RENOR

10 FORMAT (33X, “RENOR = E1%.7)
WRTTE (2,20 ) ALEXX

20 FORMAT (3X, FOLARIZABILIDADxx =’ ,E15.7)

WERITE(Z,30)ALFZZ
30 FORMAT(SX, "FOLARIZABILIDADz 2 =" E1H.7)

WRITE(Z2,40)QXX
40 FORMAT(3X, "M.CUADRUFOLARXxx =" E15.7)

WRITE(Z,50)QZ7
bile . FORMAT(3X, "M.CUADRUFOLARzz =" E15.7)

EMD
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