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Introduccion

Gran parte de la forma en la que hoy estudiamos los sistemas dindmicos se
lo debemos al matemdtico y fisico francés Henry Poincaré quien revolucioné
el estudio de las ecuaciones dife-renciales no lineales, utilizando ramas como
la geometria y la topologia. Todo esto con el fin de conocer propiedades
globales, o cualitativas, de las soluciones de estos sistemas.

El siguiente fragmento puede darnos una idea del pensamiento que sostenia
Poincaré acerca de lo que hoy llamamos caos.

Una causa muy pequenia que escapa a nuestra percepcion deter-
mina efectos considerables que no pueden escapdrsele a nuestra
vista, y entonces decimos que el efecto se debe al azar.

Henri Poincaré: Ciencia y Método.

Hoy en dfa denominamos caos precisamente a todos aquellos sistemas que
presentan comportamientos dificiles de determinar con cambios irregulares.
Por tanto los sistemas dindmicos son una herramienta importante, ya que
nos ayudan a conocer dicho comportamiento.

Podemos decir también que los sistemas dindmicos han tomado gran im-
portancia, debido a que se encuentran inmersos en diferentes dreas como son:
la Economfa, la Astronomia y la Biologia, por mencionar algunas, e incluso
la Literatura ha tomado parte de este fenémeno. Un claro ejemplo de esto
se encuentra en el cuento titulado “El sonido del trueno” de Ray Bradbury
en el cudl describe c6mo un hombre que regresa al pasado para cazar a un
dinosaurio pisa sin darse cuenta a una mariposa y al regresar a su época
todo lo encuentra totalmente cambiado. Este efecto, es conocido como un
fenémeno de sensibilidad a las condiciones iniciales.



.Que tiene que ver el Caos y la Linealidad?

A primera vista uno dirfa que no tienen nada que ver. Debido a que las trans-
formaciones lineales poseen propiedades que las caracterizan y que de alguna
forma hacen que podamos definir su comportamiento. Lo cual no sucede
con las tranformaciones caéticas, ya que estas presentan comportamientos
irregulares.

Asf es que por esta razén uno no esperaria encontrar transformaciones
lineales que pudieran ser cadticas, sin embargo no es asi. En el articulo
de David S. Bennet, titulado “Chaos and Linearity”, el autor muestra un
ejemplo de una transformacién lineal que es caética, jpara sorpresa de to-
dos! Y ésa es precisamente la motivacién de esta tesis, desarrrollar en forma
amplia y detallada dos ejemplos de transformaciones lineales caéticas que a
continuacién presentaremos:

(1) En este primer ejemplo consideraremos el espacio de las sucesiones que
son cuadrado sumables y T es la transformacién lineal dada por

T:lp—> 1,
T(zo, 21, T3, ...) = 2(21, 2,3, -..)-

(2) En el segundo ejemplo consideraremos el espacio H(C) que es el con-
junto de las funciones enteras, y aqui la transformacién a considerar es
la que a cada funcién le asigna su derivada.

D:H(C) - H(C)
D(f)=f

A continuacién daremos una breve explicacién de lo que veremos en cada
capitulo:

En el capitulo 1 vamos a definir qué entendemos por 6rbita y puntos
periédicos. Después daremos la definicién de caos de Devaney, que es la que
utilizaremos en la demostracién de nuestros ejemplos.

Definicién 0.0.1. Sea X un espacio métrico. Decimos que f : X — X es
cadtica en X si:
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(a) El conjunto de puntos periédicos bajo f es denso en X.
(b) Existe z € X, tal que su 6rbita es densa en X.

(c) f es sensible a las condiciones iniciales en X.

Se sabe que, si X es un conjunto perfecto, la tercera condicién en esta
definicién es una consecuencia de las dos anteriores. Una demostracién de
este hecho puede encontrarse en el articulo de J. Banks et al. titulado “On
Devaney’s Definition of Chaos” .

Ahora como el objetivo de este capitulo es demostrar que las transfor-
maciones lineales en R™ no son caéticas, utilizaremos el hecho de que todo
subespacio vectorial en R" es cerrado y que si L : R* — R" es una transfor-
macién lineal que tiene una coleccién densa de puntos periédicos. Entonces
existe m € N tal que 7™ = I ( Identidad en R").

Obsérvese que este resultado, el de la densidad de puntos periédicos im-
plica que alguna iteracién de la transformacién es la identidad, es un poco
mas general, ya que todo espacio vectorial X sobre R de dimensién finita es
isomorfo a R”.

Recordaremos también en este capitulo propiedades importantes de R",
como son: ser un espacio métrico, completo y separable.

Probaremos en el capitulo 1 que las transformaciones lineales en espacios
de dimensi6n finita no son caéticas, sin embargo si el espacio es de dimen-
sién infinita podemos encontrar al menos dos ejemplos de transformaciones
lineales que sean caéticas. Asi es que el capitulo 2 nos servird para presentar
al espacio de las sucesiones cuadrado sumables el cual denotaremos como
l,. Este espacio resulta ser precisamente un espacio de dimensién infinita.
Demostraremos que

o0
(@,y) = T
k=0

define un producto interior en l; y su norma estd dada de la siguiente
manera:

lzll = 4| Y 22 = Vz,2).
k=0

Probaremos ademads que l; es un espacio métrico, completo y separable.
Y finalmente demostraremos que su dimensién es infinita.
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Una de las condiciones que debe de cumplir un operador cadtico es que
posea un vector universal i.e., un vector cuya érbita sea densa. Esto no
siempre resulta ficil de encontrar. Asi es que, el capitulo 3 nos servird para
demostrar un teorema de existencia de vectores universales. jNo uno, sino
una coleccién densa de vectores universales! Para esto nos serd 1til demostrar
primero el Teorema de Baire.

Después de todo lo anterior, estamos preparados para presentar en el
capitulo 4 un ejemplo de una transformacién lineal cadtica en un espacio de
dimensién infinita. El espacio como es de imaginarse serd el de las sucesiones
cuadrado sumables, /5, y la funcién la siguiente:

T:l, — tz
T(zo, 1, Z2, -..) = 2(21, T2, T3, --.)

Veremos, entre otras propiedades, que T es una transformacién lineal y es
continua.

Ademés encontraremos una forma de caracterizar a los puntos periédicos
de T, es decir, daremos una regla para encontrar puntos periédicos de 7" de
cualquier periodo. Todo esto con la finalidad de demostrar que el conjun-
to de puntos periédicos bajo T es denso en l,. Para demostrar que existe
un vector cuya Orbita es densa en [/, demostraremos que 7' cumple con las
condiciones del teorema de existencia de vectores universales del capitulo 3.
Finalmente para demostrar la tltima condicién, para que un operador sea
cadtico, demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 0.0.1. Sea H un espacio métrico, completo y separable. Y sea
L : H — H una transformacion lineal. Si L tiene un vector universal
entonces L es sensible a las condiciones iniciales.

Finalmente en el capitulo 5, veremos otro ejemplo de un operador lineal
cadtico. El espacio serd el de las funciones enteras definidas en C y el operador
es el siguiente:

D: H(C) —» H(C)
D(fy=/f
Empezaremos en la primera seccién por demostrar que C(C), el espacio
de las funciones continuas de C en C, es un espacio métrico completo y

separable. Para ello demostraremos primero que p definida de la siguiente
manera es una métrica para dicho espacio:
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B e palf,9)
p(f,9)~§(5) 1+ pa(f,9)

donde, para cada n € N, definimos

pn(f,9) = sup{|f(2) — 9(2)| : z € Ba(0)}.

Luego veremos un lema importante que relaciona a p con p, y que serd
titil para demostrar que C(C) es un espacio métrico, completo y separable.
Esta serd la base para demostrar también que H(C) C C(C) es un espacio
métrico, completo y separable.

Finalizamos esa seccién demostrando que la dimensién de H(C) es infini-
ta.

Las dos siguientes secciones nos servirdn para demostrar propiedades im-
portantes del operador D y el operador I que resulta ser una funcién inversa
para D y que estd definido como:

I1:H(C) - H(C)
I(N)(2) = I(f(2)) = fo £(€)de

La dltima seccién la dedicaremos para demostrar que D es un operador
cadtico, demostrando que el conjunto de puntos periédicos bajo D es denso
en H(C) y que existe un vector cuya érbita es densa en H(C). Con este
resultado finaliza la tesis.
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Capitulo 1

LA DINAMICA DE LAS
TRANSFORMACIONES
LINEALES EN R”

La finalidad de este primer capitulo, es demostrar que las transformaciones
lineales en R™ no son cadticas.

Para demostrar lo anterior, primero daremos una introduccién rapida a los
conceptos bésicos de sistemas dindmicos, para presentar después la definicién
de caos. Recordaremos ademés algunas propiedades importantes de R".

1.1 Orbitas, puntos periédicos y caos.

Sea (X,d) un espacio métrico, donde d representa la métrica en X. Sea
f : X = X una funcién continua. Definimos f° como la identidad en X,
f%z) =z paratodaz € X, fl=fysin>1 f* = fof*l. Alas
funciones f" las llamamos las iteraciones de f.

Por ejemplo si f(z) = 22, las iteraciones de f son las siguientes:

f2(z) = f(f(2)) = f(z*) =2*
=) = F(fiz)) = f(z*") = 2%

(z) ==z%.



Conocer el comportamiento que tiene cada punto bajo un proceso itera-
tivo es precisamente el objeto de estudio de los sistemas dindmicos discretos.
Es decir nos interesa saber a donde va cada punto y que ruta sigue para
llegar alli. Para conocer este comportamiento haremos uso de las siguientes
definiciones.

Definicién 1.1.1. Sea z € X, definimos la drbita de = bajo f como el siguien-
te conjunto {f*(z) : n > 0} = {=z, f(z), f*(z),...}-

Notacién: O(z, f) denotars la 6rbita de = bajo f.
Ejemplo. Sea f: R — R donde f(z) = 2z + 3. Entonces la érbita para
z = 3 bajo fes: O3, f) ={3,9,21,45,...}.

Definicién 1.1.2. Sea z € X. Decimos que z es un punto periddico de f si
existe n € N tal que f*(z) = z, al nimero m = min{n € N: f*(z) = z} le
llamamos el periodo de z. Para el caso en el que n = 1, diremos que z es un
punto fijo de f.

Definicién 1.1.3. Decimos que una funcién f es cadtica segin Devaney si
cumple con las siguientes condiciones:

(a) El conjunto de puntos periédicos bajo f es denso en X, es decir, para
toda € > 0 y para toda z € X existe y € X, y punto periédico bajo f,
tal que y € B,(z).

(b) X contiene un vector universal para f, es decir, existe un z € X tal
que la O(z, f) es densa en X.

(c) f es sensible a las condiciones iniciales en X, es decir, existe § > 0 tal
que para toda z € X y para toda € > 0, existen y € B,(z) yn > 1

tales que d(f™(z), f*(y)) > 6.

En el articulo de J. Banks et al. titulado “On Devaney’s Definition of
Chaos” se demuestra que la iltima condicién es resultado de las dos primeras
[1], si X es un conjunto perfecto. Asi es que para demostrar que una funcién
es cadtica nos bastard con demostrar las dos primeras condiciones.



1.2 Propiedades de R”

Los espacios en los que vamos a trabajar de aqui en adelante serdn espacios
vectoriales sobre un campo K, los cuales son completos con respecto a la
norma inducida por su producto interior. A este tipo de espacios se les
denomina Espacios de Hilbert.

Definicién 1.2.1. Un espacio métrico es una pareja (X,d) dénde X es un
conjunto y d es una funcién d : X x X — R, llamada métrica, la cual
satisface las siguientes condiciones para toda z,y,z € X se tiene que:

(i) d(z,y) 20,

(i) d(z,y) = 0siy sélamente si z =y,
(iii) d(z,y) = d(y,z),
(iv) d(z,y) < d(z,2) +d(z,9).

(1) R® es un espacio vectorial sobre el campo de los reales.

Es claro, si recordamos como definimos la suma, + ,y el producto
por un escalar, x*

+: R* xR* — R"
(1,22, ey Tn) + (Y15 Y25 -y Yn) = (@1 + Y1, T2 + Y2, o0, Tn + Yn)-

*» RxR* — R

a* (21, 22,..,2n) = (@1, 0%, ..., a%,), d ER

Entonces (R*, +, ) forma un espacio vectorial sobre R.

(2) (R",d) es un espacio métrico.

Sean z = (1,...,2,) Y ¥ = (¥1,-.-,Yn) € R®. Definimos el producto
interior de = con y como:

(x,y} = Zmiyi-

i=1



3)

La métrica inducida por el producto interior estard dada de la siguiente
manera:

d(a:,y) o= ”‘T - y” donde ".‘L’” ="\ {SC,I), z,y e R".
Es facil ver que d cumple con las condiciones para ser métrica.

R"™ es un espacio métrico completo.

Demostracion. Para demostrar que R™ es completo con respecto a la
métrica anterior. Hay que demostrar que toda sucesién de Cauchy en
R", converge a un elemento de R".

Para eso sea {z{P)} una sucesién de Cauchy en R* donde
z® = (2P 2P s eRr, sP eR p=1,...

Veremos que existe (2, z, ..., Z,) € R* tal que
Jlr{.lo(xgp],a:g"], ...,a:,(f}) = By By vesy Bn ) (1.2.1)

Como {zP)} es una sucesién de Cauchy en R* se cumple que:
Dada ¢ > 0 existe N € N tal que si p,g > N entonces ||z — 2| < ¢
pero

|z — 29| < |z® - 2@||, para todai=1,..,n.
Entonces si p,g > N,

o) - 27| <,

es decir, {:BE"]} es una sucesién de Cauchy en R.
Ahora, utilizando la completez de R, tenemos que
(p)

lim z;
p—o0

=uz; conz; €ER

Es decir, para —‘ﬁ > 0 existe V; € Ntalquesip > N;, 1 < i < n,
entonces

1z — 7| < (1.2.2)

€
v
Utilizando lo anterior, calculemos lo siguiente:
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Sea N = maz{N;, Ns,...,N,},sip> N

2
| @, .28 - (@1, 0)

2
- H(:cg”] — 21, ., 2P — 1)

n

= Z(-’GEPJ - x;)?

i=1
£2
<n—
n

<.
Con esto mostramos que {2’} es una sucesién de Cauchy que converge
a (z1, 2, ..., Z,), donde (1, 22, ..., Z,) € R*.
Por lo tanto R™ es un espacio métrico completo. |

(4) R™ es un espacio separable, es decir, existe X C R” denso y numerable.

Demostracion. Consideremos X = Q. Es facil ver que es denso, usan-
do el hecho de que @Q es denso en R.

Para ver que * es numerable, utilizaremos el hecho de que Q lo es. Co-
mo Qx Q = U,eo{(g,t) : t € Q}, entonces Q? es numerable. Siguiendo
este camino, se puede mostrar que para toda n € N, Q" es numerable.

O

1.3 Las transformaciones lineales en R" no
son caoticas.

Nuestro objetivo es demostrar que las transformaciones lineales en R® no
son cadticas. Sin embargo podemos extender este resultado a los espacios
de dimensién finita, ya que cualquier espacio de dimensi6n finita sobre R es
isomorfo a R® para alguna n.

Teorema 1.3.1. Todo espacio vectorial X sobre R, de dimension finita es
isomorfo a R".

Demostracion. Como X es de dimensién finita, existe una coleccién g =
{z1, 29, ...,z,} C X llamada base que es linealmente independiente y genera
a X.



Se define

h: X — R* primero para la base como:
h(z;) =e; para toda 1<i<n,

y se extiende linealmente para cada ¢ € X, de la siguiente manera, si

n
Ir= E ;T
i=1
con ¢; € R, entonces

h(z) = aye; + azex + - - - + ape,

Definida asi, h : X — R es claramente lineal.
Ahora demostremos que h es isomorfismo

(a) h es inyectiva
Siz#y z=3Y"_,0TyYy = Y. Biyi existe a; # P; entonces
h(z) # h(y).

(b) h es suprayectiva
Sea w = ane;+agey+- - ~+ape,, considere T = 1T +QTa++ + *+0p Ty,

entonces €, + 0e€y + - -+ + Qpe, = h(a1Z1 + Az + - -+ + anZy).

O

Ahora probaremos la siguiente proposicién que nos ayudard a demostrar
que las transformaciones lineales en R™ no son caéticas.

Proposicién 1.3.2. Cualquier subespacio vectorial de R" es un subconjunto
cerrado de R".

Demostracion. Sea Y un subespacio de R". Demostraremos que Y es un
subconjunto cerrado de R", es decir, que Y contiene a todos sus puntos de
acumulacion.

Como Y es un subespacio de R* podemos formar una base ortonormal
de él, utilizando el proceso de Gram-Schmidt.
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Sea

B={b:j=1,...,k}

una base ortonormal de Y. Sea p un punto de acumulacién de Y, entonces
existe {y;} C Y tal que
lim y; = p,

1—00

en otras palabras {y;} es una sucesién de Cauchy en R", es decir para toda
¢ > 0 existe N € N tal que para i,! > N tenemos que

llyi — wll <e.
Como y; € Y y B es base de Y entonces
k
Yi = Zaﬁbj, Qj; € R.
j=1

Observemos ahora que

lyi — ull = Z%: Zaﬂb
=1
Jk
= (1D (@i — aj)b;
j=1
k
= <Z Oji — ajl) Z Qi — aj!)b >
=1

Usando el hecho de que B es una base ortonormal tenemos que: (b;, b;) = 0
para i # j y (b, b;) = 1 para i = j, ademés utilizando las propiedades del
producto interior, podemos reducir la expresion anterior como sigue:

k
llys — wll = Z(O’j:’ - <&
i=1
De lo anterior podemos concluir que, para cada j fija, {a;:} es una sucesién
de Cauchy en R, es decir, existe a; € R tal que el

lim a; = a;
i—00 J' 7



Sélo nos queda por demostrar que

k
limy; =) a;b; €Y.
1300
j=1
Sea € > 0, como {a;;} es una sucesién convergente en R entonces para
cada j escogemos n; tal que si ¢ > n; entonces | aj; — o |< & Sea
N = maz{ni,na,...,nk}, si i > N entonces

k
Yi — Za’jbj
j=1

k k
=D s — Y asb;
j=1 J=1

k
= Z(a}'bj = Oﬂjbj)
=1

k

= \ Z(aﬁ — Oij)g

J=1

k € ,
=E.

Entonces como lim; e ¥ = Ele a;b; y también lim; ,o y; = p.

Por la unicidad del limite tenemos que p = ELI a;b; €Y.

Por lo tanto Y contiene a todos sus puntos de acumulacién, es decir, es
cerrado.

O

Teorema 1.3.3. Sea T: R* — R™ una transformacion lineal. Supongamos
que T tiene una coleccion densa de puntos periddicos. Entonces existe m € N

tal que T™ = I ( Identidad en R" ).

Demostracion. Sea P = {p € R* : T™(p) = p para alguna m € N}.
Demostraremos primero que P es un subespacio de R".

(1) 0e P.



Ya que T'(0) = 0, es decir, 0 es un punto de periodo 1.
(2) Sia,b€ P entonces a+b € P.

Como a,b € P, existen n,m € N respectivamente tales que 7"(a) = a
yT™(b)=b
Considere k = nm, entonces

T*(a + b) = T*(a) + T*(b) = T"™(a) + T"™(b) = a + b.

(3) Sia€ Py a € R entonces aa € P.

Como a € P, existe n € N tal que T"(a) = a, entonces

T"(aa) = oT"(a) = aa.

Por lo tanto P es un subespacio vectorial de R", entonces por la proposi-
cién anterior tenemos que P es un subconjunto cerrado de R* y adem4s denso
por hipétesis, por lo tanto , P = P = R*. Con lo cul concluimos que todo
punto z € R"*, es un punto periédico bajo 7.

Falta demostrar que existe m € N tal que 7™ = I.

Para eso, consideremos una base, B = {b; : i = 1,...,n}, para R*. Como
cada b; € P, por lo anterior, existen m; € N,7 = 1...n tales que 7™ (b;) = b;.
Sea m el minimo comdn miltiplo del conjunto {m; : ¢ = 1...n}, entonces
para cada b; tenemos que

T™(b;) = T™&) (b;) = bs.

Sea £ € R” entonces

n
L= E a;b;.
i=1

aplicando
T™(z) = Y o T™(b:)
i=1
= Z: O.’,'b,'
i=1
= .
Como z fue arbitrario entonces 7™ = I. O



Corolario 1.3.4. Una transformacion lineal de R* en si misma no puede
ser cadtica.

Demostracion. Supongamos que sf es cadtica, entonces se cumple que el con-
junto de puntos periédicos de T es denso en R*. Por (1.3.3) tenemos que
existe m € N tal que T™(z) = z para cada z € R*. Esto implica que cada
érbita es finita, O(z,T) = {z,T(z), T*(z), ..., 7™ '(z)}, para todo punto en
R". Lo que nos dice que 7" no tiene ningilin vector universal, lo cudl es una
contradiccidén, ya que T es cadtico.
Por lo tanto ninguna transformacién lineal en R™ puede ser cadtica.
O
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Capitulo 2
PRESENTANDO A [

Nuestra meta, es mostrar una transformacién lineal que sea cadtica. Dedi-
caremos los capitulos 2,3, y 4 a este objetivo. El primer paso es considerar
un espacio vectorial que no tenga dimensién finita donde tal transformacién
puede estar definida. Este espacio es precisamente el de las sucesiones que
son cuadrado sumables, a este espacio lo denotaremos como 5.

En este capitulo veremos propiedades importantes de l;. De hecho nuestro
interés es mostrar que es un espacio métrico, completo y separable. Ademds
demostraremos que I, tiene dimesién infinita.

li={{z}:5eR i=0,1,2,.., me < o0}
i=0

Note que la sucesién {z;} puede escribirse también como un vector con
una cantidad infinita de coordenadas, es decir,

&L= (:ED,:E], woey Ty )

2.1 Propiedades de [,

Proposicién 2.1.1. [, es un espacio vectorial sobre R, con las operaciones
suma, + , y producto por un escalar, * , definidas de la siguiente manera:

o =] 32 X lp — [y
(.'E[), L1y.eny Ty "') + (yﬂ:ylr"-iyk;l ) — (IO + Yo, T1 + Y1, -y Tk + Yk, )

11



*: R x 32 == 12
ax* (To, T1, ...y Tk, -..) = (@9, @21, ..., QT, ...), * E R

Para ver que la operacién suma estd bien definida, hay que demostrar lo
siguiente:
(zo + Yo, T1 + Y1,y Tk + Yk, ...) € lp, es decir, que la siguiente serie

Y reo(zk + yk)? converge.
Para ello basta con demostrar que la siguiente serie ) -, Zxyx converge.

Demostracion. Sean z,y € l; y n € N utilizando la desigualdad de Hélder
(ver [2], pdgina 61 ) para el caso cuando p = ¢ = 2 tenemos que:

0< ) |mwl < (Z |33k|2) (Z ]yt|2)
k=0 k=0

k=0
es decir,

k=0 k=0 =0
entonces, pasando al limite obtenemos que

Ci;'m*) <Y

k=0 k=0

Notemos que tanto Y g, zZ, como Y o, yZ convergen y ademés la rafz
es una funcién continua.
Por lo tanto Yy, |zxyx| estd acotada y converge.

Por dltimo, la convergencia de Y .-, |zxyk| implica la convergencia de
> o TkUk, esto debido a que zxyx < |Tryx|-

Es inmediato que si z,y € [, entonces z + y € I, ya que

2 2 2
Iz +yll" = llzll” + llyll” + 2 (=, )

y cada uno de ellos es una sucesién convergente. O

12



A continuacién definimos para l; un producto interior y una norma.

Proposicién 2.1.2. Sea (,) : I X I, — R la funcidn dada por,

(z,y) = ixm- (2.1.1)
k=0

Entonces (z,y) define un producto interior, en ls.

Demostracion. Para ver que ( 2.1.1) define un producto interior hay que
verificar las siguientes propiedades:
(a) (z,z) > 0 para toda z € I,.
Sea z € l,. Basta con observar que z} > 0 para toda k.
(b) (z,z) = 0siy sélosiz=(0,0,..).

Sea z € ly. Supongamos (z,z) = 0, esdecir Y -, zz = 0, pero esto pasa
si y s6lamente si z2 = 0 para toda k, es decir, si y sélo si z = (0,0,...)

(C) <$1y) = (y, .’I:) .

Sean z,y € ly, como

N N
Exkyk = Zykxh

k=0 k=0
es claro al pasar al limite que:

o0 e o]
(@) =) okte = Y vtk = (9, 7) -
k=0 k=0

(d) (z,y+2) = (z,y) + (z,2).
Observe lo siguiente:

13



Sean € N, con n fija y sean z,y,z € I,

n n
Z Tk (Y + 2) = Z(Sﬂkyk + T 2k)
k=0

k=0
n n
= E TrYk + Z Tk 2k
k=0

k=0

pasando al limite en ambos lados de la desigualdad tenemos que:

oo 00 o0
Y o m(ye+2) = ) Taye+ ) Thn,

k=0 k=0 k=0

en efecto,

(z,y +2) = (2,9) +(z,2) .
Con las cuatro propiedades que hemos demostrado, podemos concluir
que, {,) define un producto interior en .

Observe que no hace falta demostrar que nuestra funcién, (, ), estd bien
definida, pues ya se hizo al verificar que la suma de dos elementos en
Iy estd en I,.

Con esto hemos demostrado que nuestra funcién si es un producto

interior.
a
Proposicién 2.1.3. Sea | || : 1 x Iz — R la funcidn definida ast
Si zyelh, |al=,|> 22=(z1).
k=0
Entonces || || define una norma en ls.

Demostracion. Hay que demostrar las siguientes propiedades:

(1) ||z|| > 0 para toda z € l,.

14



Es claro, ya que z} > 0 para toda k.

(2) ||z|| = 0 si y sblo si z = (z, z1,...) = (0,0,...) = 0.
Supongamos que ||z|| = 0, es decir, } po,z% = 0, pero esto pasa si y
s6lamente si z7 = 0 para toda k, si y s6lamente si z = (0,0,...).

(3) lloz|| = |af |||l
Sea n € N, con n fija, observe lo siguiente:

n n
D> (am)? =a®} g,
k=0

k=0

pasando al limite tenemos que:

o0 o0
> (am)’ =a®} i,
k=0 k=0
entonces
o0 o0
> (aze)? = af,| Y 4,
k=0 k=0
es decir,
llez|| = |af |lz||

(4) llz+yll < ll=ll + [lyll-
Sea n € N, con n fija, entonces

n n n n
D (o)’ =D ok +D 2wy + ) ui
k=0 k=0 k=0

k=0

Sixﬁ+2 i:x,f iy§+iy§
k=0 k=0 \ k=0 k=0
2

n n
= |\ 22+ 2%
k=0 k=0

15



entonces

n

n n
Y@ tu) < Do 2R+ | D vk
k=0 k=0

k=0
haciendo n — oo tenemos que el lado izquierdo converge y ademds:

e +yll < llzll + llyll-

O

2.2 [, es un espacio vectorial completo y
separable.

Una de las propiedades més importantes que posee I, es que es un espacio
completo y separable.

Proposicién 2.2.1. [, es un espacio completo.
Demostracién. Sea {z(™} una sucesién de Cauchy en Iy, donde

z® = (l.gﬂ),mg"]) xé"), ___’miﬂ]1 ).

Observe lo siguiente:
Como {z(™} es de Cauchy, dada € > 0, existe N € N tal que si p,g > N
entonces ||z®) — z(9|| < ¢, es decir,

o0

Y (@) — 2P <& (2.2.1)
k=0

De lo anterior podemos concluir que cada {xi")} es una sucesién de
Cauchy en R ya que
|z — 29| < ”:c(”) — 29|, paratodak, si p,g>N.
Ahora, haciendo uso del hecho de que R es completo, tenemos que para

cada k € N existe z; € R tal que

lim a:i") = Zk.
n—o0

16



Tomemos entonces a

BBy B Dymsey By n)  CON 3= limn xi") para toda k > 0.
n—+oo
Ahora sf demostremos que I, es completo, para eso veremos lo siguiente:

(1) limpyoo ||z — || =0, y
(2) z € l,.
(1) limg e [|2™ — z|| = 0.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Existe N € N tal que si n,g > N
entonces

“m(n) — x{q)ll < E,

tomando M € N, con M fija se cumple

M
E(min) o :r:ff))"’ < ||z - J;{o:J” ’

entonces
M
Z(xi") - a:i‘”)2 <8,
k=0

Si tomamos ahora a n fija y hacemos ¢ —» 0o por ser {3: 9} una
sucesién convergente en R, obtenemos lo siguiente:

Z(ﬂ?{“} -z)? <e.

Observemos ahora que M fue arbitraria, es decir se cumple para
toda M. Por lo tanto se sigue que:

Y (@ —m)2 <, (2.2.2)
k=0

17



y como ¢ fue arbitraria, entonces

lim ||a:(“) - :r:|| = 0.
n—o00

(2) T e \‘!2.
Demostracion. Para ver que z € lp, hay que demostrar:

E z: converge
k=0

Observemos lo siguiente:
z? = [(zx — {“)) + 2P
< 2(z — 57) + (@),
ya que para a,b € R se cumple que
0 < (a —b)? = a® — 2ab+ b7,

entonces
2ab < a? + b°.

Luego, sumando a? + b? a ambos lados de la desigualdad, obten-
emos la relacién buscada.
Entonces para M € N, con M fija, tenemos que

M M M
Y o2 <o) (@ —2M?2+ D (M),
k=0 k=0 k=0

como M fue arbitraria, hacemos tender M — oo entonces

>t <o) P+ Ylef? - )

k=0 k=0
lo cuél demuestra que z € I3, ya que {x(")} € l y la siguiente serie
32 (@™ — 2)? converge, pues ya se demostré en (2.2.2). [
O

Proposicién 2.2.2. I, es separable

Demostracion. Para demostrar que /; es separable hay que mostrar que existe
X C [y, donde X es denso y numerable.

18



Para ello construyamos a nuestro conjunto de la siguiente manera: Sea
X =2, X: donde

X;:

{(x(]!xl:"'axkv"')682::{:015"1?"':"“1'—1 GQ: Y x3=0 st 323}

Probaremos primero que X es denso y después que es numerable.

(1) X es denso.

(2)

Sean € > 0, y z € I, donde z = (Zo, 1, 22, ..., T, -..). Como Y po 27
converge, existe j lo suficientemente grande tal que 3 ;7 73 < 5.

Utilizando el hecho de que @ es denso en R, tenemos que para cada zy,
0 <k <j-—1,existe gx € Q tal que

[€
N < e
|~’Bk le 2’
£

j=1

£
2 :|-’Et—fIk|2 <jilzz)=3
e 23 2

Ahora si demostremos que X es denso en [/, para ello proponemos a
v= (‘101‘117 g2, "'}Qj—hO:O;O---) S X
Entonces

entonces

j-1 00
v ==l =" |ze — ael* + > _ 7}
k=0

k=j
etk
2 2
<Eg,

lo cual demuestra que X es denso en [s.

X es numerable.

Observe lo siguiente:

fi: Q- X,
con f(¢)=(g1,0,0,...) es biyectiva

es decir, X; es numerable.
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f2 : Q X Q — XQ
con f(q1,q) = (1,9,0,0,...) es biyectiva
es decir, X, es numerable.

Asi, continuando con este proceso, podemos concluir que cada conjunto

X; es un conjunto numerable, luego entonces X = | Ji2) X; también es

numerable, por ser una unién numerable de conjuntos numerables.

O

2.3 [s un espacio de dimension infinita.

Definicién 2.3.1. Sea (X, +, *) un espacio vectorial sobre K. Una coleccién
de vectores { X, } contenidos en X se llama linealmente independiente [.i., so-
bre K, si toda subcoleccién finita Zqa(1), Ta(2); -+ Ta(n) de { X4 }es linealmente
independiente sobre K.

Definicién 2.3.2. Decimos que un espacio vectorial (X, +, *) tiene dimen-
si6én infinita sobre K, si para toda n € N, es posible hallar n vectores en X
que son linealmente independientes sobre K.

Proposicién 2.3.1. [, es un espacio de dimension infinita.
Demostracion. Considere el siguiente conjunto:

X ={e;:0<i}, donde

e; = (0,0,...,0,1,0,...), es decir todas las coordenadas de e; son cero salvo
la coordenada i-ésima que es 1.
Sea n € N, tomemos ahora el siguiente subconjunto de X.

E = {60)81: "'Jeﬂ} C X.

Observemos ahora que cualquier combinacién lineal de E es linealmente
independiente, ya que si

o€ + 1€y + ager + - -+ anep, = (0,0,...),

20



es decir,
(0, @1, 02,0, ...,0,a,,0,...) = (0,0,...),

entonces
Q= =ay =" +=qa, =0.

Como n fue arbitraria, concluimos que [/, tiene dimensién infinita.

21
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Capitulo 3

EXISTENCIA DE VECTORES
UNIVERSALES

Una de las propiedades que se deben de cumplir, para saber si una transfor-
macién lineal es cadtica, es que el espacio posea un elemento cuya érbita sea
densa, esto es a lo que llamamos tener un vector universal.

Como esta propiedad no siempre resulta tan ficil de demostrar, probare-
mos un teorema que demuestra la existencia de vectores universales, no uno,
si no un conjunto denso.

Para lograr la densidad de este conjunto de vectores universales, nos sera
de gran ayuda el Teorema de Baire.

3.1 El Teorema de Baire.

Teorema 3.1.1. Suponga que S es un espacio métrico completo. Entonces
la interseccion numerable de conjuntos abiertos y densos en S es denso en S

Demostracion. Sea D = (,.y Di donde cada D; es un conjunto abierto y
denso.

Mostraremos que D es denso.

Para eso, sean z € S'y € > 0. Por ser D; denso, existe

p1 € Di[) Be().

Ahora considere &; > 0 tal que B, (p;) C B.(z) () D;
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Como D, es denso también, existe p, € Dy () B, (p1) y por ser abierto
existe g2 > 0 tal que B,,(p2) C Dy[) Be, (p1)-
De hecho podemos encontrar €, de tal manera que cumpla la siguiente
condicién:
— 1
Bsa(p2) c Bs; (pl)mD2 y €2< §

Siguiendo esta idea, podemos encontrar una sucesién de puntos p, de tal
manera que:

(1) Pn € DnnBen..‘.(pn—l) Yy
(2) Be,(Pn) € Bewos(Bn-1)NDn y 0 < L.

Con esto hemos construido una sucesién de puntos, {p,}, la cual es de
Cauchy. Ya que para n,m > N tenemos que p, € By y pn € By, entonces
IPn — Pl < 268 < .

Ahora utilizando la completez de S, tenemos que existe p € S tal que
pn — p. Observe que dada N € N, p, € B.,(pny) para toda n > N,
entonces p € B, (py).

Pero B, (px) C Dy lo cual implica que p € Dy para toda N.

Ademés como p € B, (p1) C B.(z), entonces p € B.(z). Por lo tanto

p € Be(z) (nNeN DN) :
Y como z € S y € > 0 fueron arbitrarias, concluimos que la interseccién:

ﬂ D, es densa en S.
n=0

O

3.2 Teorema de existencia de vectores uni-
versales.

Antes de enunciar nuestro famoso teorema de existencia de vectores univer-
sales, tenemos que ver a continuacién una proposicién y un lema que nos
servira en dicha demostracion.
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La idea de esto, es construir al conjunto de vectores universales como una
interseccién numerable de conjuntos abiertos y densos, para poder hacer uso
del teorema de Baire y con ello poder concluir la existencia de un conjunto
denso de vectores universales.

Proposicién 3.2.1. Sea H un espacio métrico, completo y separable. Sea
L : H — H una funcién continua. Sea X = {z; : i =1,2,3,..}, X C H,
denso y numerable. Sean i,n € N. Considere el siguiente conjunto:

Win={yeH:L@y) e Bi1 (z;) para alguna k, k=0,1,2,3,...}
Entonces
(1) Wi = Uy L*(Ba (2),
(2) W;, es abierto.

Demostracion. (1) Primero demostraremos la contencién de ida. Sea y €
Wi n, es decir, existe k > 0 tal que

IMy) € By (@),
Esto implica que y € L™%(B1(z;)) es decir,
Win C |J L7*(B1 ().
k=0 "
Ahora la contencién de regreso. Sea y € Urey L™*(B1(z;)) entonces

y € L"‘(B}_‘ (z;)) para alguna k

es decir,
L¥(y) € By ().
Entonces i
U L*(B1(:) € Win
k=0

Finalmente hemos demostrado que W;, = Jpey L7%(B1(2:)).

(2) Sean i,n € N con %, n fijos.
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Como LF es continua y B1 (;) es un conjunto abierto, entonces L™*(By (z;))
es abierto. Pero ademds la unién arbitraria de abiertos es abierto, por
lo tanto tenemos que:

s}
Win = U L™*(B1i(z:)) es un conjunto abierto.
k=0

O

Recordemos que dada L : H — H, decimos que x € H es un vector
universal de L si la 6rbita de z bajo L es densa en H.

Lema 3.2.2. Sea L : H — H una transformacidn lineal continua, sobre un
espacio métrico, completo y separable, H. El conjunto de todos los vectores
universales de L en H es una interseccion numerable de conjuntos abiertos
en H.

Demostracion. Como H es separable existe X C H, denso y numerable. Sea
X={nii=12%58+}
Sea
D={veH:0(v,L) es densa en H}.

Es decir D es el conjunto de vectores universales de H.
Para cada i,n € N, sea

Win={y€ H: L*(y) € B1(z;) paraalguna k=0,1,2,3,..}

Por la proposicién anterior sabemos que cada W;, es un conjunto abierto.
Demostraremos entonces que:

D= () Win
,neEN
Probemos entonces la ida. Sean i,n € N fijos. Sea v € D.
Como O(v, L) es densa, existe k > 0, L*(v) € Bi(z;) entonces
v E W,‘,,‘

Y por lo tanto v € [); nen Wi

Ahora el regreso. Observemos primero lo siguiente:

Sean z € Hy e > 0. Como X es denso en H, existe z; € X tal que
xj € BE(IE').
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Sea N € N tal que
B, (z;) C B.(2) (3:2.1)

Ahora si, sea v € [); ,cn Win, es decir v € W;,, para toda pareja 7,n, en
particular v € W; y. Entonces existe k € N tal que L*(v) € B% (z;), pero
por ( 3.2.1) tenemos que L¥(v) € B.(z).

Por tanto, O(v, L) es densa en H. 0O

Teorema 3.2.3. Sea L : H — H una transformacion lineal continua sobre
un espacio métrico completo y separable, H. Supongamos ademds que eziste
un subconjunto denso y numerable X C H, y una inversa derecha S para L,
Lo S = identidad en H, de tal forma que |L™(z)|| — 0 y ||S™(z)|| — 0
para toda x € X cuando n — oo.

Entonces H posee vectores universales para L.

Demostracion. Hemos visto ya que
D= () Win
i,neEN
y que cada

Win={y€ H:L*(@y) € Bi(z;) paraalgunak, k=0,1,2,3,..}

es un conjunto abierto, asi es que si nosotros probamos también que cada
Wi es denso entonces por el teorema de Baire concluiremos que H posee
vectores universales para L, de hecho un conjunto denso, D.

Sean § > 0 y z € H. Mostraremos que para toda pareja (i,n), existe
y € Wi, tal que y € Bj(2).

Como X es denso existen zg, 29 € X tales que

) 1
Iz — 2| < 5 y |z — zol| < on

Por otro lado sabemos que
IL*(z)|| — 0 y ||S™(z)]| =0 paratoda z€ X
en particular para zg y 2p. Asi es que podemos encontrar N € N lo suficien-

temente grande de tal forma que ||S™(zo)|| < 5 v || L7 (20)|| < 5-
Ahora si veremos la densidad de W; ,
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Proponemos y = SVzg + 29. Entonces

lly = 2l = [|$™z0 + 20 — 2|
< IISN:E[)” + “Z - Zu“
<.

Con esto hemos probado que y € B;s(2)

Ahora sélo nos falta probar que y € W;,, es decir, existe £k > 0 tal que
L¥(y) € Bi(z;). Para eso utilizaremos el hecho de que L o S es la identidad
en H. Entonces sea k = N

|1 (v) — @:|| = || LV (SN o + 20) — =i
= ||IL™¥ (8™ (z0)) — zi + L ()|
< |lzo — zill + || LY (20) |

1
=L
n

0O

Un ejemplo de una transformacién lineal que tenga un conjunto denso de
vectores universales lo presentaremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

UNA TRAN&;FORMACI()N
LINEAL CAOTICA EN I

En el capitulo 1 hemos demostrado ya, que las transformaciones lineales en
R™ no son cadticas. Es decir, en espacios de dimensién finita ser lineal y
cadtica son dos situaciones ajenas. Sin embargo si el espacio vectorial donde
trabajamos no es de dimensién finita, podria suceder lo contrario. Para
demostrarlo en este capitulo daremos un ejemplo de ello.

4.1 Una transformacion lineal caética en I,.

El espacio en el cual estard definida nuestra transformacién serd l,, el espacio
de las sucesiones que son cuadrado sumables. Veremos al final de este capitulo
que este espacio vectorial es de dimensién infinita.

Definicién 4.1.1. Definimos la funcién 7 : l; — I, como sigue:
T(l‘g,&?l, o ) = 2($1,£B2, s )

para z = (z9,21,...) € ls.

Note que la transformacién lo que hace es tomar una sucesién y recorrerla
hacia la izquierda para luego multiplicarla por dos. Entonces dada z € [,
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Tl#) = By, @05 0054
Tz(l‘) = 22(32,273,..., 52 )

T™(z) = 2™(Tms Tm41y - )-

Obsérvese también que si Y .o, z7 converge entonces Y o (2z;)? también
converge, esto implica que T'(z) € Il si z € I,.

4.1.1 Propiedades de T
(1) Es claro que T es lineal.

(2) T es continua.

Para probar que 7T es continua demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 4.1.1. Sea H un espacio vectorial normado. Sea L : H —
H una transformacion lineal. Los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

(a) L es continua.

(b) L es continua en 0.

(¢) L es acotada, es decir, existe M > 0 tal que |L(z)|| < M ||z|| para
toda z € H.

Demostracion. Para demostrar lo anterior probaremos las siguientes
implicaciones: (a) = (b) = (¢) = (a).

(a = b) : Es claro.

(b=c¢) : Como L es continua en 0, dada € > 0 existe § > 0 tal que si
||z|| < d. Entonces
I1L(z) — L(O)]| <&,

pero L es lineal, es decir, L(0) = 0. Entonces
IL(z)]| <&
Ahora, sea  # 0
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Observe que el punto, 5%:";“, cumple con la desigualdad

oz éllz|| &
= =-<4d.
2l=l[f] 2l=ll 2

Demostremos ahora que L es acotada. Sea z € H, con = # 0,

entonces
12 = |G| G et <e (Fhe)

Si hacemos M = % obtenemos el resultado deseado es decir
|L(z)|| < M ||z||,

Para todo z € H.

(¢c=a) : Como L es acotada, existe M > 0 tal que ||L(z)|| < M ||z]|.
Sean £ > 0 y £ € H. Demostraremos que L es continua en z.

= £
Proponemos § = +.

Siy € H es tal que ||y — z|| <, entonces

I1L(z) = LIl = |IL(y — =)||
<Mlly -z
< Mé
=E.

Proposicién 4.1.2. T es continua.

Demostracion. Por el teorema anterior sabemos que basta con probar
que T es acotada.

Sea z € l; donde z = (zg, 21, ...) entonces
1T (o, 21, ...) || = [12(z1, z2, ...l

— (2(2:5,)2)

=1

=2||z|
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por lo tanto
IT ()|l < 2||=||-

0

(3) Sea S : Iy — Iy, donde S(zo, 21, ...) = 3(0, zo, 1, -..)- Entonces S es una
inversa derecha de T.

Ya que

ToSlx) = T(%(O,.’Eg,i‘l,...)) = (2o, Biy.-) =%

4.2 Caracterizacion de los puntos peridédicos
bajo T.

Empecemos ahora por caracterizar a los puntos periédicos de 7.
Por ejemplo si queremos encontrar los puntos periédicos de periodo 2 bajo
T, entonces se debe cumplir que:

T2(.’12|), 1,2y ) = (.’.I':g,.’l:l,ﬂl'z, _— .).
Pero, por otro lado
T?(zo, 1, T3, . . .) = 2%(22, T3, T4, . . .)

Entonces igualando y despejando ambas ecuaciones obtenemos lo siguiente:

T i z L
9= == 3= 55
22’ 22
T = & =k
4 = 247 5 — 24
_ Xy _
-'an—zﬁ, Ton+1 = %
es decir,
Ty I, Ip I
E—(Io,xl,éﬁsga---,z—%:zﬁw-)

Observe, que lo realizado hasta el momento fue encontrar c6mo deben ser
los términos de un punto periédico de periodo dos.
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Note que el punto z asi encontrado estd en [y, ya que
g .3

Zx =z3+3 + 5 +22+;—4+§+
xo+x1)Z( )
n—O
(330"‘5’:1)[ ]
4
3(I0+$1)

La serie anterior converge. Por lo tanto concluimos que z es un punto
periédico de periodo 2 bajo T.

Andlogamente podemos ver que un punto periédico de periodo tres tiene
la siguiente forma:

Tog Z1 T Iog T1 X9
?}é&')?r"':%!ﬁazﬁ!"')

Continuado con este proceso podemos encontrar puntos periédicos de
cualquier periodo, por ejemplo de periodo m:
To Ty Tm—-1 Top Iy Tm—-1 )
U e B e D e B

r= (30: I, T2,

= (xﬁixlv 1 Tm—1y 5

La siguiente proposicién resume las observaciones anteriores sobre puntos
peri6dicos.

Proposicién 4.2.1. Sean m € N y (20,21,...,Zm-1) € R™. Sea 2™ € I,
dado por

To T1 Tm-1 Ip I Tm—1

om’? 2m 1 om ’”"Qmﬂ’Zmﬂ’.“,QW,”')

x[m] = (xﬁsxlr yIm—1y 5

entonces
2™ es un punto periédico de periodo m bajo T.

Demostracién. Es claro que z™ € l,, ya que

Z:L'? — (xg + e+ Ifn—l) Z('Qz—m)l
1=0 i=0

. - 2
y la serie Y22 (52=)" converge a z— .
Ahora procedamos a demostrar que z!I™ es un punto periédico de periodo
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Para eso calculemos lo siguiente:

(m]y — om o Tm—1 o Tm-1 )
Tz} =2 (—2m,..., om ) D) D))
m(.(m]y — Iy Tm-1 Ip I Tm-1
T (:B ) (.‘I.‘D,...,.’Em_l,—Qm,..., om ""’zmn’zmn""’2mn"")

Es decir, 7™ (zl™) = gl
Por lo tanto z/™l es un punto periédico de periodo m.

4.3 T es caotica.

En esta seccién veremos que 7' cumple con las tres condiciones propuestas
por Devaney para que un operador T sea cadtico.

4.3.1 Densidad en el conjunto de puntos periédicos.
Denotaremos por P al conjunto de puntos periédicos bajo 7.

Teorema 4.3.1. P es denso en I,

Demostracion. Sean € > 0y z € l; donde z = (z9, Z1, ..., T, --.)-

Por la proposicién (4.2.1) de la secci6n anterior tenemos que:

# Lo Ty Tm—1 Tp I Tm-1 )
bt m—th!zm:“'a om ""’2mn’2mn""’ 2,““:"':

2™ = (zo, 21, . .

es un punto periddico de periodo m bajo 7.
Ahora calculemos su norma al cuadrado

e (£4) (£())
54) (=)
= lol? (5 )
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Es decir,

| < (131)

o el
Ahora definamos la siguiente funcién:
R: 12 = l:z
tal que
R(zg, 21, -..) = (21, T2, ...).
Observe que

2 1 4
[Bm @ = || )

Utilizando que /™ es un punto periédico de periodo m tenemos que
2 1 2
1B @™)]" = o =",

y por ( 4.3.1)

2

1R ()| < 2”5‘_”

”Rm(.’l:[m])” < ”xllz
=Vom_71°

Entonces existe NV € N lo suficientemente grande de tal forma que

€
IBY @™ < 35,

IRV @) = (3= < 2.
k=N

Por otro lado
|2 = 2!™|| = || RV (z — =™)]|,

dado que a:j[,:v] =1z, parak=0,1,2,...,N — 1.
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Pero

IR (@ — 2™ < [|[RVz]| + | Y™

Por lo tanto
|z — 2™ <e.

Es decir, 2!Vl € B,(z), y es un punto periédico de periodo N.
Con esto hemos probado que P es denso en [,. O

4.3.2 Transitividad (vectores universales).
En el capitulo anterior demostramos el siguiente teorema :

Teorema 4.3.2. Sea T : H - H una transformacion lineal continua sobre
un espacio métrico, completo y separable H. Supongamos ademds que existe
un subconjunto denso X C H, y una inversa derecha S para T tal que ToS =
identidad en H, de tal forma que | T"(z)|| — 0 y ||S™(z)|| — 0 para toda
z € X. Entonces H posee vectores universales para T.

Asi es que para demostrar que Il posee un vector universal aplicaremos
el teorema anterior.

Hemos probado ya, que 7" : [, — I con T'(zg, 21, ...) = 2(z1, 23, ...) €s una
transformacion lineal y continua en un espacio métrico, completo y separable,
l, Y queS:l, — I con S(zo,21,...) = 3(0,20,21,...) es una inversa
derecha de T.

Recordemos ademés que:

donde
X = {(xg,ml,...,xk,...) 1o, T1,.-Ti-1 €EQ ¥y T; = 0 st 52> i},

es un subconjunto de I3, que es denso y numerable.
Ahora sélo nos resta por demostrar que

|1 T™(zo, z1, .., Tk, --.)|| = O

IIS™(z0, 1, ---, Tk, ---)|| = O

para toda z € X.
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Entonces sea (g, 21, ..., Tk, ...) € X, es decir existe j € N tal que
(z0, X1, oy £j=1,0,...) € X; con zg,%y,...,Lj-1 € Q.

Observe que :

(1) ”Tn(.‘fg, L1y ey Tj1, )” —0

Tomemos n = j. Entonces

T™(Z0, T1, ey Thy ) = 2™ (T Tt 1, ooy Trkks ---)
=270, 05:);

entonces

170, 1, v T, )| = 22 [0, -, O, )| = 0.

Ahora haciendo n — oo tenemos el resultado deseado.

(2) 15" (20,21, ey Ty )|l = O

Tomemos n = j. Como
1
SH(IU: 1,2, ) T ('_2-)"(0! "'Osmﬁa I, )

Entonces 1
|87 (Zoy B1y <osy Zy o )]| = (5)” [(zo, 21, -..) | -

o0
(@0, 1, )l = 4| D _ 22 < oo.
i=0

[CRRTIN

Observe que

Haciendo n = oo

Es decir

|S™ (o, Z1, .-y Tj—1,...)|| = 0 para toda z € X.
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Recordemos que en el capitulo 1 mencionamos que para demostrar que
una transformacién fuera caética bastaba con demostrar que se cumpliera
que el conjunto de puntos periédicos fuera denso y tuviera un vector cuya
6rbita fuera densa. Asi es que podemos concluir en este momento que T :
lo — Iy con T'(z9, 21, ...) = 2(x1, X9, ...) s una transformacién lineal cadtica.
Sin embargo no estd por demdas demostrar la tltima condicién que propone
Devaney.

4.3.3 Sensibilidad a las condiciones iniciales.

Para demostrar que 7" es sensible a las condiciones iniciales demostraremos
el siguiente teorema:

Teorema 4.3.3. Sea H un espacio méitrico, completo y separable. Y sea
T : H — H una transformacion lineal. Si T tiene un vector universal.
Entonces T' es sensible a las condiciones iniciales.

Demostracion. Sea v el vector cuya érbita es densa en H. Proponemos § = 1,
sean € > 0y z € H, proponemos ¢ = 1.
Como la O(v, T) es densa en H, sucede lo siguiente:

(1) Existe N € N tal que TV (v) € B,(0), entonces proponemos a y =
z + TN (v).

(2) La O(v,T) no es acotada, entonces existe n € N tal que ||T™(T" (v))|| >
1.
Calculemos ahora lo siguiente:
IT(y) = T"(2)|| = | T"(z + T" (v)) — T"(3)||
= |T™(z) + T"T" (v) — T"(z)||
= [T ()|
S L=

Por lo tanto T es sensible a las condiciones iniciales.
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Capitulo 5

CAOS EN EL ESPACIO DE
LAS FUNCIONES ENTERAS

El propésito de este capitulo es demostrar que en el espacio de las funciones
enteras, H(C), existe un operador que es cadtico.

Recordemos que una funcién entera, es aquella que es analitica en todo
el plano complejo.

5.1 C(C), el espacio de las funciones con-
tinuas.

5.1.1 Espacios métricos

En esta seccién veremos algunas métricas en el espacio de los complejos.

Proposicién 5.1.1. Sea (C,d) dénde d(s,t) = |s—t|. Entonces (C,d) es un
espacio métrico completo.

Proposicién 5.1.2. Si (C,d) es un espacio métrico entonces

también es una métrica en C.

Demostracién. Es claro que las condiciones (z), (72) y (i4¢) de la definicién
(1.2.1) se cumplen debido a que d(s,t) es una métrica.
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Asi es que sé6lo nos resta por demostrar que:
u(s, t) < pu(s,u) + p(u, t)

Para demostrar lo anterior observemos lo siguiente
Sea f(z) = % con z > 0 entonces f'(z) = a +z), > 0 para toda z, es

decir, f es crec1ente Como

d(s,t) < d(s,u) + d(u,t),

entonces
d(s,t) d(s,u) + d(u, t)
1+d(s,t) — 1+d(s,u) +d(u,t)
_ d(s,u) d(u,t)
T 14d(s,u)+d(u,t)  1+d(s,u)+d(u,t)
d(s,u) d(u,t)
~ 1+d(s,u) 1+d(u,t)

es decir
u(s, t) < p(s,u) + p(u,t).
O

Notacién: C(C) denota el conjunto de las funciones continuas que van de

CenC.
Obsérvese que dada z € C, existe n € N tal que z € B,(0) = {z €

C : |z| < n}. Por tanto C se puede expresar como una unién numerable de
conjuntos compactos, C = |J;_; Bn(0).

Definicién 5.1.1. Sean f, g dos funciones en C(C). Definimos
palf,9) = sup{|f(2) — 9(2)| : z € Ba(0)}.

La funcién p, : C(C) x C(C) — R cumple las siguientes propiedades:
Sean f,g,h € C(C),

(1) pn(f,9) > 0 para toda f, g € C(C).
Es claro ya que |f(z) — g(2)| > 0 para toda f,9 € C(C) y toda z €
B, (0).

(2) Si pa(f,9) = 0 entonces f(z) = g(z) para toda z € B,(0).
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Es claro ya que 0 < |f(2) — g(2)| < sup{|f(2) — g(2)| : z € B,(0)} y
como pn(f, g) = 0 tenemos que |f(2) — g(z)| = 0 para toda z € B,(0),
que es lo mismo que decir f(z) = g(z) para toda z € B,(0).

(3) on(f,9) = palg, f)-
Esta igualdad es inmediata.

(4) Pa(f,9) < pu(f, h) + pu(h, g).
Observe lo siguiente: Como para z € B,(0)

|f(2) — h(2)| < sup{|f(2) — h(2)| : z € Ba(0)} = pu(f, k)

y
h(2) - g(2)| < sup{|h(2) — 9(2)| : z € B(0)} = pn(h, g)

tenemos que

1£(2) — 9(2)| < |f(2) — h(2)| + [h(2) — g(2)]
< pn(fh) + pa(h, 9),

para toda f, g, h € C(C).

Entonces

sup{|f(z) — g(2)| : z € Ba(0)} < pu(f, k) + pa(h, 9).

Es decir,
Pa(f,9) < pu(f,R) + pu(h, g).

Definicién 5.1.2. Sean f, g € C(C). Definimos

= (1\" pa(fr9)
p(f,y)—§(§) 1+ pa(f,9)

Proposicién 5.1.3. (C(C), p) es un espacio métrico.

Demostracion. Note que p(f, g) estd bien definida, ya que
pa(f, 9) — ( 1)”
—= 1 = converge.
1+ pa(f, 9) 4 ; 2 .
(1) p(f,g9) > 0 para toda f,g € C(C).
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Es claro ya que p,(f,g9) >0

(2) p(f,g) =0 siy sélamente si f = g en C.
Es también claro, ya que esta condicién implica que para todan € N

pa(f,9) =

(3) o(f,9) = p(g, f)

Ya que pn(f,9) = pa(g, f) entonces f = g en B,(0) para toda n y
entonces en C.

(4) o(f,9) < p(f,h) + p(h, g)

Hemos visto ya que p,(f,9) < pa(f, h) + pn(h, g), asi es que utilizando
la misma funcién en la demostracién de la proposicién ( 5.1.2) podemos
llegar a la siguiente desigualdad:

pa(f,9)  _ _palfh) pn(h, 9)
1+ pa(f,9) ~ 1+ pu(f,h) 1+ pa(h,g)

Considere ahora M € N con M fija entonces

5] e le) e L) Fena

n=1

Haciendo tender M — oo obtenemos el resultado deseado.

a

Ademds de ser p una métrica, cumple con otras propiedades importantes
que veremos en el siguiente lema.

Lema 5.1.4. Sean f,9,¢,7 € C(C) y c € C, entonces
(i) p(f,9) = p(f - 9,0).
(i) p(f + 9,0) < p(f,0) + p(g,0).
(iti) p(cf,cg) < maz{lclo(f,9), p(f,9)}-

(iv) Sipara todae >0, p(f,¢) < e yp(9,7) < €, entonces p(f +g,p+7) <
2¢.

Demostracion. (i) p(f,g) = p(f — g,0).
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Ya que

pn(f — 9,0) = sup{|(f — 9)(z) — 0| : z € B(0)}
= sup{|f(2) — 9(2)| : z € By(0)}
= pa(f,9)-

Luego,
p(f =90 _ _rlfr9)
1+pa(f—9,0) 1+pa(f,9)
(i) p(f +9,0) < p(£,0) + p(g,0).
Observemos lo siguiente:

pa(f +9,0) = sup{|(f + 9)(2) — 0] : z € B,(0)}
= sup{|(f(z) — 0) + (9(2) — 0)| : 2 € Ba(0)}
< sup{|f(2) — 0| : 2 € Ba(0)} + sup{lg(2) — 0| : z € B,(0)}
< pa(£,0) + pa(9,0)-

Ahora como siempre usamos que 1¥; es creciente para tener que

p(f+9,0) _ _pa(f,0) Pn(9,0)
1+ pa(f+9,0) = 14 pa(f,0) 14 pa(g,0)

(iii) p(cf,cq9) < maz{|c|p(f,9),p(f,g)}. Consideremos primero los sigu-
ientes dos casos:

Caso(|c| > 1) entonces

palcficq) _ _lelealfs9)  lelpn(fr9) _ lelon(f,9)
1+ pn(cficg)  1+|clpa(fr9) = 1+ pn(f,9) 14 pa(f,9)

Caso(|c| < 1) Sucede que
lclon(f, 9) < pa(f,9)
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Observemos que la funcién g(t) = 1}; es creciente entonces aplicdndola
a ambos lados de la desigualdad anterior obtenemos lo siguiente:

pPalcf,cg) < pa(f,9)
1+ pn(cficg) 1+ pa(f,9)

Por lo tanto, en el primer caso tenemos que

p(cf,cg) < lclp(f, 9),

y en el segundo
plcf,c9) < p(f, 9)-

Concluimos entonces que p(cf, cg) < maz{|c|o(f, 9), p(f,9)}-

(iv) Si paratodace > 0, p(f,¢) < ey p(g,7) < €, entonces p(f+g,p+7) <
2¢.

Sea € > 0 como
p(fo)<e y plg,7) <e

entonces

p(f+g,0+7) =p((f+9)—(p+17),0)
=p((f —¢)+(9—7),0)
< p(f —9,0) +p(g —7,0)
= p(f, ) + p(9,7)
< ESE
= 2¢

5.1.2 Un lema importante
Proposicién 5.1.5. Sean f,g € C(C) y 1 < n < p. Entonces

pa(f,9) < po(f,9)-
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Demostracién. Sea z € B,(0), observe que B,(0) C B,(0) por lo que,
f(2) — 9(2)| < sup{|f(u) — g(u)| : u € B,(0)}-

Es decir, L
|f(z) — g(2)| < p,(f,g) paratoda 2z € B,(0).

Mostrando que p,(f,g) es una cota superior de los valores |f(2) — g(z)|.
Por lo tanto

pn(f,9) < pp(f, 9)
0O

Lema 5.1.6. Dada € > 0 existen 6 > 0 y p € N tal que para cada par de
funciones f,g € C(C) se cumple lo siguiente: Si

po(f, 9) = sup{|f(2) — 9(2)| : z € B,(0)} < 6,

entonces
o(f,9) <e.

Demostracidn. Sea € > 0. Tomemos p € N fijo tal que 3777 ., (3)" < 3¢
Proponemos ¢ = }E
Observe que para 0 < t < § tenemos que
t

& s
T+t

Haciendo uso de la proposicién anterior, de que —%- es creciente y del
prop )

14z
hecho de que p,(f,g) < d tenemos que

pulh0) _ _polh8) L, oo

14 pa(f,9) ~ 1+ pp(f,9) g HENE
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Calculemos entonces

3 ~(1\" pa(f,9)
p(f,g)—Z(a T+ pal(f,9)

)
)

n=1

n=p+1

Por tanto p(f,9) < €. a

Lema 5.1.7. Dada § > 0 y B,(0), eziste ¢ > 0 tal que para cada par de
funciones f,g € C(C) se cumple lo siguiente: Si '

p(f,9) <e

entonces o
pp(f, 9) = sup{|f(2) — 9(2)| : z € By(0)} < 0.

Demostracién. Sean § > 0y B,(0).
Proponemos € = -2

274275
Luego
1\* _p(f,9) - (1)“ pa(f,9)
= < plf,g9) = = <e.
(2) T4 alh.g) P08 Z::O 2) 1+pa(f,9)
Por tanto NP (f.9)
Pp\J» 9
-] —/—————<e.
Despejando
po(f,9) "
=t & s,
1+p(f,9)
Sea p(z) = % la inversa de Tis» COMO ¢ es creciente si z € [0,1).

Aplicando ¢ en ambos lados de la desigualdad anterior se tiene que:
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e +o

,9) < = el
P}, 9) < T =72 z
Sustituyendo el valor de € se obtiene el resultado deseado. O

Proposicién 5.1.8. Sea {f,} una sucesién en (C(C), p). Entonces {fn} con-
verge a f st y solamente si converge uniformemente sobre todo compacto
contenido en C.

Demostracién. =) Sea ¢ > 0y K C C compacto. Sea M > 0 tal que
K C Bp(0). Por el lema (5.1.7) existe > 0 tal que para todo par f, g € C(C)
si

p(f,9) <
entonces
sup{|f(z) — g(2)| : z € By (0)} <.

Como f, — f entonces para § > 0 existe N € N tal que p(f,, f) < d
para toda n > N.
En consecuencia, para toda n > N se tiene que

|fa(z) — f(2)| <€ y paratoda z € By(0).

Luego f, — f uniformemente en Bjs(0) en particular en K.
<) Sea € > 0 por el lema (5.1.6) existen 6 > 0 y Bj(0) tal que para
f,9€C(C) si

sup{|f(2) — 9(2)| : z € Bu(0)} <6
Entonces

p(f,9) <e.

Como f, —> f uniformemente en Bjs(0) tenemos que dada § > 0 existe
N € N tal que para todan > N

|fa(z) — f(2)] < & y paratoda 2z € By(0).

En consecuencia, para toda n > N,

p(fa; f) <e.
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Proposicién 5.1.9. Sea {fn} una sucesién de Cauchy en (C(C),p). Sea
n € N. Entonces para toda § > 0, existe N € N tal que si p,q > N, entonces

pn(fpr fo) < 6.

Demostracion. Sea 6 > 0 y consideremos la bola cerrada B, (0). Por el lema
(5.1.7), existe € > O tal quesi f, g € C(C) y p(f, g9) < €. Entonces p,(f,g) < 6.

Por ser {fr} una sucesién de Cauchy, para ¢ > 0 existe N € N tal que si
p,q > N entonces

P(fpsfq) <Ee.

Por tanto L
sup{|fp(2) — fo(2)| : 2 € Ba(0)} <6,

pn(fpsfq) <.
O

Observe que la proposicién anterior muestra que si {fn} C (C(C),p) es
una sucesién de Cauchy, entonces para cada z € C, la sucesién {fn(z)}
también es de Cauchy. Luego como C es completo lim,, o frm(2) existe, y
define una funcién en todo el plano C, dada por f(2) = limp—e0 fm(2)-

5.1.3 (C(C),p) es un espacio métrico completo.

Teorema 5.1.10. Sea n € N. Sea {f} una sucesién de Cauchy en C(C).
Sea
f(2) = Jlim_fn(2), para cada z€ B,(0).

Entonces {fm} converge uniformemente a f en By(0).

Demostracién. Sean € > 0y n € N. Por el lema (5.1.7) existe v > 0 tal que
para g, h € C(C) si
plg, k) <1,

entonces , L
lg(2) — h(2)| < 5 bpara toda 2 € B,(0).

Como {f,} es una sucesién de Cauchy, para y > 0 existe no € N tal que
siz > 1y m > ng, entonces

AT Faat) €9
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Luego, para toda z € B,(0) se tiene que
€

|fm(z) - fm+i(z)[ = 9
Ahora tomemos el limite cuando i — oo, obtenemos lo siguiente:

|fm(z) - f(z)l = limi-molfm(z) - fm+,'(z)| < % <eE.

Por lo tanto {f} — f uniformemente en B,(0).
a

Teorema 5.1.11. Sea {f,} una sucesion de Cauchy en (C(C),p) que con-
verge uniformemente a f en la bola B,(0). Entonces f es continua en B,(0).

Demostracion. Sean zy € C tal que |29 <ny e > 0.

Como f,, — f uniformemente en B,(0), existe N € N tal que si m > N
entonces |fm(2) — f(2)| < § para toda z € By(0).

Sea m > N. Como f,, es continua, para § > 0 existe * > 0 tal que si
|z — 29| < 8*. Entonces

€
fm(2) = fm0)l < 5.
Considerando § = min{d*,n — |z|} tenemos que si |z — 25| < J, entonces

1£(2) = f(20)] £ 1£(2) = fm(2)| + | fm(2) = fm(20)| + | fm(20) — f(20)]
E € €
& DA
S
= £
Por lo tanto f es continua en C. O
Teorema 5.1.12. (C(C), p) es un espacio métrico completo.

Demostracién. Sea {fn,} una sucesién de Cauchy en (C(C), p).
Para cada z € C, definimos

@)= lim_fn(2).

(que existe por ser {f,,(z)} de Cauchy.) Entonces por el teorema ( 5.1.10),para
cada n € N, {fn} converge uniformemente a f en B,(0), y por el teorema
(5.1.11) tenemos que f es continua para toda z € B,(0), y como n es arbi-
traria f es continua en C.
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Asi, f € C(C).

Por otro lado como f,, — f converge uniformemente en cada B,(0), eso
quiere decir que para 6 > 0 existe mp € N tal que si m > my entonces
|fm(2) = f(2)| < & para toda z € B,(0), es decir

Pn(.fms f) < 6‘

Ahora, dado € > 0 aplicando el Lema ( 5.1.7), existe & > 0 y B,(0), tales
que

pn(fm, f) <.

entonces, si m > my,

p(fms f) <E&.
Por tanto,
Jim p(fm, f) = 0.
a

5.1.4 (H(C),p) es un espacio métrico completo y sepa-
rable.

Denotamos con H(C), el espacio de las funciones enteras, es decir funciones

que son analiticas en todo C.

Notemos que una funcién entera se puede expresar como una serie de
potencias:

=3 o

n=0
con radio de convergencia infinito.
Como H(C) C €(C), podemos asumir que las funciones enteras heredan la
misma métrica que las funciones continuas. Es decir, para toda f,g € H(C)

= — (1\" pa(f,9) ’
p(f,g)—§(§) 1+ pu(f,9)

también es una métrica para H(C).
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Los siguientes dos teoremas nos van a ser tutiles. Sus demostraciones se
pueden encontrar en las piginas 174 y 212 de [4] y

Teorema 5.1.13. Sea A C C, un conjunto abierto y conezxo. Sean 7 :
[a,b] = C una curva contenida en A y {fn} una sucesidn de funciones
continuas definidas en v([a,b]), las cuales convergen uniformemente a f en

¥([a, b]). Entonces
/ fmn — / f

Teorema 5.1.14. Sea f continua en una regidn A y suponga que [, f =0,
para cualquier curva cerrada en A. Entonces f es analitica en A.

Teorema 5.1.15. Si {fm} es una sucesion en H(C) y f € C(C), tal que
tim p(fm, f) =0
Entonces
[ es analitica en todo C.

Demostracion. Sean € > 0y zy € C.
Aplicando la proposicién (5.1.8) a { f,»} tenemos que f,, —> f uniforme-
mente sobre todo compacto contenido en C, en particular sobre la B, (2).
Considere ahora cualquier curva cerrada homotdpica a un punto, la cual
denotamos por v, tal que ¥ C B.(2). Como f,, es entera para toda m,
entonces por el Teorema de Cauchy tenemos

/fm =0 para toda m. (5.1.1)
.

y por el teorema (5.1.13)
ffm -4 /f- (5.1.9)
g | |

De 5.1.1 y 5.1.2 obtenemos que

[rf:l).

finalmente utilizando el teorema de Morera, concluimos que f es analitica en
B.(z) C C. Por lo tanto f es entera en todo C. O
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Teorema 5.1.16. H(C) es completo.

Demostracién. Sea {f,} una sucesién de Cauchy en H(C). Como C(C) es
completo, existe f € C(C) tal que
im o(fm, f) =0

Entonces, por el Teorema anterior tenemos que f es analitica.
Por lo tanto H(C) es completo.

Teorema 5.1.17. H(C) es separable.

Demostracién. Para demostrar que H(C) es separable, mostraremos que ex-
iste un conjunto D C H(C), denso y numerable.
Sea X
Q={2€C:z=z+iy con z€Q yeQ}

Proponemos
D= {P(2) = ap + a1z + a22® 4+ - - - + ap2" : a; €eQ y neN}

(1) D es denso
Sea £ > 0.

Primero consideremos £ > 0. Por el lema (5.1.6) existen § > 0, y una
bola cerrada Bg(0) con R > 1, tales que para cada par f, g € C(C),

sup{|f(z) — g(2)| : z € Br(0)} < 6

implica .
pf,9) <3

Ahora si la densidad.
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Sea f € H(C), entonces f(z) = 3 7’ a,2" y como la convergencia de
la serie es uniforme en compactos para Bg(0) y para d > 0 existe k € N
tal que param > k

|Zanz“ — f(z)| <46 paratoda 2 € Bg(0).
n=0

Si hacemos P(z) = En—o a,z" tenemos que
€
,O(P,f) < E

Por otro lado sean Q(2) = 3._, ba2", b, € Q y z € Bg(0). Entonces
k
Q) - P(2)] = | > (bn — an)2"|
n=0

k
<Y " |ba — anl|2|™.
n=0

Sea M = maz{|b, —an|:n=0,1,...,k}

entonces

k
Q) - PRI < MY R
n=0
= M(k + 1)R*.
SiM < —; tenemos que

(k+1)R
1Q(2) — P(z)| < 6.

Entonces p(Q, P) < §.

Por lo tanto,

p(f,Q) <e.

(2) Ahora demostraremos que D es numerable.
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Sea

A =Q
Ay ={ap+a,1z:a9,01 € @}
Ay = {.:10+mlz+agz2 : @g,a1,03 € Q}

Anz{GU-!-G}+(1222+“~+0.n2n:00,.-.,(1“6@}

Observe que cada A; es un conjunto numerable. Entonces A = | J2, A;
es numerable. Pero D = A, con lo cual hemos terminado.

O

5.1.5 H(C) un espacio de dimensién infinita

En el capitulo 2, demostramos que /5 es un espacio de dimensién infinita, asf
es que ahora vamos a hacer lo mismo para el espacio de las funciones en-
teras. Para ello recordemos primero la definicién de un espacio de dimensién
infinita.

Definicién 5.1.3. Decimos que un espacio vectorial (X, +,*) tiene dimen-
sién infinita sobre K, si para toda n € N, es posible hallar n vectores en X
que son linealmente independientes sobre K.

Proposicién 5.1.18. H(C) es un espacio de dimension infinita.
Demostracion. Considere el siguiente conjunto:
X ={l,2,2,2,..}
Sea n € N, tomemos ahora el siguiente subconjunto de X.

E={z22.,2"}CcX
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Observemos ahora que cualquier combinacién lineal de E' es independien-
te, ya que
a2t tal+ -+, 2" =0

entonces
ap=ay=-=0a,=0

Como n fue cualquiera, concluimos que H(C) tiene dimensién infinita. O

5.2 El operador derivada.
La demostraci6n del siguiente lema se encuentra en [4] pagina 172.

Lema 5.2.1. Desigualdad de Cauchy. Sea f analitica en A, donde A
es un conjunto abierto y conezo, y sea v un circulo con radio R y centro en
20 que estd en A. Supongamos que el conjunto {z : |z — 29| < R} también
estd en A. Suponga ademds que |f(2)] < M para toda z € 7. Entonces para
k=0,1,..

k!
|F® (20)] < EM

El siguiente lema nos serd 1til al estudiar las propiedades del operador

i i

Lema 5.2.2. Sea R > 0. Consideremos las bolas Br(0) y Bry1(0). Sea f
analitica en Bpy1(0). Entonces

sup{|f'(z)| : z € Br(0)} < sup{|f(2)| : 2 € Br11(0)}.
Demostracién. Sea £ € Bg(0)

Como f es analitica en Bgy1(0) y B;(¢) C Br41(0) tenemos que existe
N = sup{|f(2)| : z € B1(£)}. Por la desigualdad de Cauchy tenemos que :

'(€)] < sup{|f(2)| : z € B ()}

Y como

sup{|f(2)| : z € B1(€)} < sup{|f(2)| : z € Bri1(0)},
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entonces

|f(©)] < sup{|f(2)| : z € Br41(0)}

Pero £ fue cualquiera, entonces

|f'(2)] < sup{|f(2)| : 2 € Brs1(0)} paratoda 2 € Bg(0).

Por lo tanto,

sup{|f'(2)| : z € Br(0)} < sup{|f(2)| : z € Br+1(0)}

5.2.1 Propiedades del operador derivada.

Empezemos por definir el operador derivada como sigue:

D: H(C) — H(C),
D(f) = f".

Como la derivada de una funcién entera es una funcién entera, el operador
D esté bien definido.
Ahora veamos algunas de las propiedades que posee :

(1) Es claro que D es lineal.

(2) D escontinua en la funcién constante cero (que denotamos simplemente
con 0).

Demostracién. Sea € > 0. Por el lema (5.1.6), existen 6* >0y R > 0
tales que para f € C(C), la condici6n:

sup{|f(2)| : z € Br(0)} < 6",

implica que

p(f,0) <e.
Ahora consideremos §* > 0y Bg41(0). Por el lema (5.1.7), existe § > 0
tal que si

p(f,0) <4,

4
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entonces L
sup{|f(2)| : z € Br+1(0)} < 6.

Observe ahora que, por el lema anterior, tenemos que si p(f,0) < J,
sup{|f'(2)| : z € Br(0)} < ¢".

Entonces

p(f',0) <e.

(3) lim,_,00 p(D*(P),0) —> 0 para toda P € D
Demostracién. Sea e >0y P(z) = ap+ 12+ ap2® + -+ ax2* € D

Considere ng = k + 1. Observe que si n > ny, D"(p) = 0, luego

p(D™(P),0) = p(0,0) =0<¢

5.3 El operador integracién.
Definimos ahora al operador integracién como sigue:
I: H(C) - H(C)
(@ =166 = [ repee

Observemos que I es un operador lineal y es una inversa derecha para D.
Sea f € H(C). Observe que f es integrable, por lo tanto existe ¢ € H(C)
tal que ¢'(2z) = f(z) o equivalentemente que

| 10t = o2) - ).
Entonces,

Do I(f(2)) = D(I(f(2))) = D(¢(2) — ¢(0)) = f(2).
Proposicién 5.3.1. Para toda P € D, se tiene que lim,_,o p(I*(P),0) = 0

Demostracién. Sea P(z) = ag+ a1z + 222 + -+ -+ axz* € D
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Para demostrar que el lim,_,o, p(I*(P),0) = 0 Observe que:
I*(P(2)) = I*(ao) + I*(a12) + - -+ + I*(an2").

y usando que,
p(f +9,0) < o(£,0) + p(g,0),

bastar4 ver lo siguiente lim,_,, p(I"(ax2*),0) = 0 para cada k.
Demostracién. Sea € > 0 por el lema (1.7) existen 6 > 0 y Bg(0) tal que
para f,g € H(C). Si sup{|f(2) — g(2)| : z € Br(0)} < 4, entonces

p(f,y) <&

Observe que I™(axz*) = C +n}, %22 k! ¢ C. Entonces

sup{|I™(axz*)| : z € Br(0)} = sup{|( ) k'| z € Bg(0)}

3 akRk+n ;
T k0!

Haciendo tender n — oo, obtenemos lo siguiente:
sup{|f"(akz")| :z € Bg(0)} — 0,

ya que la serie Z =0 J, es convergente. Por lo que, existe ng € N tal que si
n 2 ng, .
sup{|I™(ax2*)| : z € BR(0)} < 6.

Entonces, por la desigualdad anterior,

p(I"(ax2*),0) < &
y obtenemos el resultado deseado. 0

Usando las observaciones tenemos que:
p(I"(P(2)),0) < p(I"(ao), 0) + p(I"(a12),0) + - - + p(I"(axz"),0),
y por lo que acabamos de demostrar concluimos que
p(I"(a0),0) + p(I"(a12),0) + - - + p(I"(axz*),0) = 0
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cuando n tiende a infinito.
como 0 < p(I"(P(2)),0),

entonces
p(I"(P(2)),0) - 0.

5.4 D es cadtico

5.4.1 Vectores universales en H(C)

Hemos demostrado ya que
D: H(C) —» H(C),
D(f)=f',

es un operador lineal, definido en un espacio métrico, completo y separable.
Hemos visto también que el conjunto

D={P(z)=ap+a1z+a2’ +-+a,2" 16, €Q y neN} CH(C)

es denso y numerable.
Recordemos ademés que la funcién

I: H(C) - H(C),
I(f(2)) = / F(€)de,

es una inversa derecha para D, y que tanto p(D"(P),0) y p(I"(P),0) tienden
a cero cuando n tiende a infinito para toda P € D.

Observemos entonces, que lo hecho hasta el momento es demostrar que
se cumplen todas las hipétesis del teorema ( 3.2.3). Con lo cual concluimos
que H(C) posee vectores universales para D. Es decir, existe f € H(C) tal
que su sucesién de derivadas, {f, f’, /¥, ...} forman un conjunto denso de
H(C).

En resumen podemos concluir el siguiente teorema
Teorema 5.4.1. El operador D : H(C) — H(C) tiene una drbita densa es

decir, existe f € H(C) tal que la sucesidn de derivadas {f, f', f?,...} es un
conjunto denso en H(C).



5.4.2 Densidad del conjunto de las funciones periédicas

Proposicién 5.4.2. El conjunto de funciones periddicas de D, es un su-
bespacio de H(C).

Demostracion. Denotaremos con Per(D) al conjunto de funciones periédicas
de D.

Sean f, g en Per(D). Entonces existen n,m € N tales que D*(f) = f y
D™(g) = g. Sean a, 8 € C. Entonces

D™™(a.f + Bg) = aD"™(f) + BD™™(g) = af + By

Proposicién 5.4.3. Sean M >0, e > 0 y f € H(C) definida como
M
)=
Entonces existe ¢ € Per(D) tal que p(f, ) < €.

Demostracién. Sean 6 > 0y By(0), por el lema ( 5.1.7 ) tenemos que para
g,h € H(C) si pn(g,h) < § entonces p(g, h) < €.
Consideremos k € N tal que

Proponemos
() = M’ ZM+k L M+2k ;.
e TR T 2R
M+Jk

Z(M+Jk

Observemos que el coeficiente de z* en ¢(z), es menor o igual que }, por
tanto el radio de convergencia de ¢(z) es infinito.

Notemos que ¢(z) es una funcién entera y ademds periédica bajo D, de
periodo k.
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Ahora consideremos z de tal forma que |z| < N entonces se tiene que

M ©  , M+jk
I‘P(z) "Ml T | & (M + k)
oo M+ijk
il
= (M + jk)!
®  NM+ik
22, .
= (M + jk)
o0 N‘
< ma—
<7
=K
<d
Entonces
pN(f: (10) < 6
Con lo cual concluimos que
p(f,p) <e.

a

Corolario 5.4.4. Sean M >0, >0,c€ C, c#0, y f € H(C), definida
por f(z) = cz™, entonces existe ¢ € Per(D) tal que p(f,¢) < €.

Demostracién. Observe que f(z) la podemos escribir también como f(z) =
M
(cM)35. N
Sea g(z) = %5. Por la proposicién anterior tenemos que para min{ ﬁ, e}
existe ¢ € Per(D) tal que p(g,§) < min{ 5z, ¢}
Ahora observemos lo siguiente:

? ((CM!)%’ (cM ’)95) < maz {p (% @) el M1p (‘% @) }

Ahora consideremos dos casos:
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Si [¢|M! < 1 entonces

p () M,,(cM')so) (%cp)

=%

Si |e|M! > 1
p (e ,(cM'):,o) <tem p(250)

€
| mind ——
< |e|M! mm{fdM!’E}

=

0

Ahora estamos en condiciones de demostrar que el conjunto de funciones
periddicas bajo D es denso en H(C). Para eso, demostraremos la siguiente

proposicion.

Proposicién 5.4.5. Para toda P € D y € > 0, existe f € Per(D) tal que
p(P, f) < €. Donde

D={Q(2)=a+mz+ma+ +a,2":0, €Q y neN}

Demostracién. Sea P(z) € D donde P(z) = po + prz + ;22 + -+ pp2¥ y
€ > 0. Por el corolario anterior sabemos que existen g, ¢1, ..., ¢ funciones
enteras tales que para 0 < i < k, p(P;,pi) < w7 donde P(2) = piz' y
@; € Per(D).
Proponemos
k
f= Z‘P&-
=0
Por la proposicién ( 5.4.2), f € Per(D).
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Ahora calculemos la siguiente distancia:

(P, f) = p(po + prz + paz® + -+ + paz®, 0o + -+ + 1)
= p((Po — @o) + (P12 = 1) + - + (x2" — %), 0)
< p(po — 0, 0) + -+ + p(pr2® — ¢4, 0)
= p(po, o) + -+ + p(Dr2", 1)
£

g
TS T
=E

Lo anterior nos servird para demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.4.6. El conjunto de funciones periddicas bajo D es denso en

H(C).

Demostracién. Dada f € H(C) y € > 0, por ser D denso existe P € D
con p(f,P) < £y por la proposicién (5.4.5), existe ¢ € Per(D) tal que
p(P,¢) < § luego

p(f,¢) < p(f, P) + p(P, ) < ';—+ -;- =€

a

Hemos probado entonces que D posee una funcién cuya érbita es densa
y ademds que el conjunto de funciones periédicas bajo D es denso en H(C),
por lo tanto podemos enunciar la siguiente proposicién.

Proposicién 5.4.7. D es cadtico

Demostracion. La tinica condicién que nos falta por demostrar es la sensibi-
lidad a las condiciones iniciales. Como lo anunciamos en la introduccién esta
condicién es consecuencia de la densidad de Per(D) y de la existencia de un
vector universal. Vedse el articulo de J. Banks et al. [1]. O
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