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En este trabajo extendí el modelo de riesgo clásico y utilicé diversas técnicas de simulación 
para construir estimadores de Monte CarIo con la finalidad de resolver problemas 
relacionados con la probabilidad de ruina, lo que resulta en aplicaciones inéditas de los 
modelos de riesgo. Las aportaciones son las siguientes: empleando procesos conjugados 
resolví el caso PoissonlUniforrne, tanto en horizonte finito como infinito, diseñé algoritmos 
específicos para simular modelos extendidos de riesgo con llegadas distribuidas Poisson no 
estacionario con medida de intensidad continua, con llegadas Poisson no estacionario con 
medida de intensidad discontinua, con llegadas de acuerdo a un proceso de renovación y 
finalmente riesgo en ambiente semi-Markov, además formulé un modelo actuarial de riesgo 
para pólizas contra incendios con llegadas Poisson no estacionario con medida de 
intensidad discontinua y montos de reclamaciones con distribución exponencial mixta, un 
modelo de renovación para análisis de riesgo en el sector productivo y un modelo de 
descargas contaminantes en un sistema acuífero cerrado bajo ambiente semi-Markov. 



Abstract 

In Ihis thesis the cJassical nsk reserve madel was extended and simulation techniques weTe 
used lo constnlct Monte Cario estimators with Ihe objective lo sa lve problems related with 
lhe ruin probabi lity, Ihis allows liS to fonnulate innovative applications for the risk models. 
The maill resutts include: the solution orlhe PoissonfUnifonn case within finite and infinite 
time horizons, Ihe design of specific simulation algorithms for extended risk reserve 
models, as non stationary Poisson arrives with continuos intensity measure, non stationary 
Poisson arrives with discontinuous intensity measure, a rcnewal process as arri ve process 
and finally ri sk in semi·Markov environment, moreovcr an ¡nsuTanee fire ri sk madel with 
non stationary Poisson arrive process with discontinuous intensity measure and mixed 
exponentially distributed claims was proposed, also a renewal based model for industry risk 
analysis and a di scharge pollution model for a closed acuatic system under semi-Markov 
envi ronmenl were fonnu lated. 
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Introducción 

La Teoría de Ri esgo es fundamenta l en el análisis de problemas en negocios, ingeniería 
y actuaria les [27J, trata esencialmente de formular modelos estocásticos con la finalidad 
de evaluar probabilidades que en términos prácticos detenninan la supervi ve ncia o 
ruina de una compañía [2 1]. 

El cá lcu lo de la probabi lidad de ruina es uno de los principales problemas de la Teoría 
de Riesgo [2-5,7, 17,20,21 ,27], que incide directamente en aplicaciones actuariales[5, 17] 
y por supuesto financieras[6,9, 13, 14, 16,23]. Son bastante conocidos los resultados 
teóricos cuando consideramos un proceso de riesgo clásico y la distribución de los 
montos de las reclamaciones es exponencial, sin embargo basta considerar a lguna otra 
distribución o un proceso de llegadas distinto al de Poisson, para requerir e l empleo de 
herram ientas de simulación para estimar la probabilidad de ruina. 

Los Métodos de Monte Carla son técnicas de muestreo que generan soluciones 
aprox imadas a una enorme variedad de prob lemas tanto detennin istas como aleatorios, 
s imulando experimentos en una computadora [1,22]. Es importante reca lcar que dichos 
métodos requieren de un generador de números pseudoaleatorios con d istribución 

unifornl e en (0,1] Y un periodo grande entre ciclos que permita considerar muestras de 
buen tamaño sin tener problemas de ciclaje. 

A partir de di versos modelos de riesgo construiremos estimadores de probabilidades de 
eve ntos re levantes empleando Monte Carla, a dichos estimadores les llamamos 
estimadores de Monte Cario (EMC). 

El objetivo genera l de esta tes is consiste en ex tender e l prob lema de la probabilidad de 
rui na de ri esgo clásico . 

Los objetivos específicos son: 

( i ) Emplear procesos conjugados para reso lver e l problema PoissonlUni fonll e. 

(ii) Genera lizar el proceso de llegada a un proceso de Poisson no estacionario y 
construir EMC bajo hori zonte fini to. 



(iii) Ex tender resultados a procesos de renovación y construir EMC bajo 
horizonte finito. 

(iv) Trabajar con un proceso de Poisson condicional en ambiente semi-Markov 

(v) Formular aplicaciones basadas en modelos de riesgo. 

El desarrollo de este trabajo es como sigue: 

En el capítulo l se plantean los resultados preliminares de l estado del arte bajo el 
modelo clásico de riesgo. 

En el capítulo 2 se emplean procesos conjugados, esta técnica desarrollada por 
Asmussen [2-5J pennite simular en un número finito de pasos, procesos de ri esgo con 
cualquier hori zonte, para resolver el caso PoissonfUniforme bajo ambos horizontes, 
infinito (Hoyos-Reyes [29]) y finito. 

En el capítulo 3 se fomlUla un proceso de riesgo donde el proceso de llegada es Poisson 
no estacionario y se construyen EMC para la probabilidad de ruina en ambos casos: 
medida de intensidad continua y discontinua, como aplicación se modela el proceso de 
riesgo de un seguro contra incendio empleando una di stribución exponencial mixta de 
acuerdo con estudios de Wikstad [37] y Cramér [1 5J. 

En e l capitulo 4 se trabaja con procesos de riesgo donde los tiempos entre llegadas se 
pueden distribuir en forma bastante general (procesos de renovación), se construyen 
EMe y se fomlUlan dos ejemplos, el primero consiste de un modelo de riego para el 
vo lumen de facturación de una empresa de bienes o servicios (González-Trejo, 
Gut iérrez-A ndrade y Hoyos-Reyes [25]), el segundo ilustra el proceso de modelado y 
aná lisis de resu ltados basados en datos rea les. 

Finalmente en el capítu lo 5, se considera un proceso de riesgo basado en un proceso de 
Poisson condicional en ambiente semi-Markov, de nuevo se construyen EMC y se 
fonllula un modelo de ri esgo para anal izar la supervivencia de un ecos istema acuático 
bajo desca rgas contaminantes (González-Trejo, Gutiérrez-Andrade y Hoyos-Reyes 
[26]). 

Si bicn ex isten modelos y resu ltados conoc idos en el ámbito especifico de las 
apl icaciones presentadas, es novedosa la apl icac ión de modelos estocást icos de riesgo a 
dichos contex tos . 

La fomlulación de los modelos estocásticos se ha real izado con la rigurosidad de 
ap licaciones ya publicadas (Hemández-Lerma y Hoyos-Reyes [28], González-Trejo, 
I-I emández-Lemla y Hoyos-Reyes [24]). 

Asim ismo se presentan dos apéndices, el I con la implemel1lac ión en Visual Basic de 
los algoritmos desarrollados, y el JI con la va lidación del generador de números 
psclIdoaletorios mediante la prueba de Andersoll -Darling [1 ]. 
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1. Marco general: estimación de la probabilidad de ruina y 
métodos de Monte Cario 

Consideremos una compañía de seguros con un capital inicia l u que recibe una lasa 
constante de ingresos e por cierto tipo de póliza, si observamos un interva lo de tiempo 

digamos [O, T], ocurrirán un número aleatorio de reclamaciones amparadas por la póliza, 
donde el monto de cada reclamación también es aleatorio. De esta fonna el capital 
acumulado en un intervalo de tiempo es la diferencia entre los ingresos y la SlIma de los 
montos de las reclamaciones, más el capital inic ial , a este proceso se le llama proceso de 
nesgo. 

Uno de los problemas fundamentales de la teoría de riesgo [2-5 ,7, 17,20,2 1,271 consiste 
en analizar la probabilidad de ruina , es decir la probabilidad de que el cap ital 
acumulado (incl uyendo e l capital inicia l) sea negativo. 

En ocas iones no es factible ca lcular la probabilidad de ruina [27] , por lo que es 
necesario construir estimadores. Existen dos enfoques el primero (que no será objeto de 
discusión de esta tesi s) consiste en aproximar el proceso de riesgo con un proceso de 
Wiener, los trabajos realizados por Beekman [8], De Vylder [18] y Lindvall [31] son las 
piedra s angulares de este enfoque conocido como aproximación por difusión . Su 
fundamento matemático es la convergencia débil de las medidas de probabilidad y la 
principal desventaja consiste en que requiere que e l proceso de reclamaciones 

N converja en distribución a a N . W , donde W es un proceso estándar de Wiener. 

El segundo enfoq ue, que es el objeto de este trabajo, está basado en s imular e l proceso 
de ruina y construir estimadores de la probabi lidad de ru ina con métodos de Monte 
Carl a, di chos métodos son básicamente una técni ca de muestreo cuyo fundamento 
matemáti co desca nsa en la ley fuerte de los grandes números [11 ,1 9] Y el teorema 
centra l del límite [11,19]. La descripción del método no es compl icada: simularemos 11 

rép licas de un proceso de riesgo y, y estimaremos la probabilidad de ruina como e l 

coc iente del número de experimentos en que se presenta la ruina entre 11 (el total de 
experimentos). Es importante recalcar que la implementación de esta técnica requiere 
un generador de números pseudoa lea torios con un periodo grande entre c iclos [22] y 

di stribución unifomle en (0,1]. 
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1.1 Hipótesis y definiciones del modelo de riesgo 

Hipótes is 1.1 

(a) Las reclamaciones ocurren de acuerdo a un proceso de Poisson {N, }/lO con lasa 

de llegada A. y tiempos entre reclamac iones {T, }, ~I . 

(b) Los montos de las reclamaciones Xp X 1 ,K son variables aleatorias no 
negativas con esperanza finita ¡.J. 

(e) Xi y {NI Lto son independi entes. 

Definición 1.2 Llama mos el proceso de reclamaciones acumuladas a 

t ~ O con X o:= O. 

Defini ción 1.3 Sea 11 el capital inicia l y e > O la lasa de ingresos constante. 
Definimos el proceso de riesgo clásico 

r; := Z, - el, 1 E (O, ro). 
y e l tiempo para la ruina 

• := inf {I > O : Y, > u} . 

pa ra 

Cuando no hay reclamaciones el proceso de riesgo J: se comporta como una recta con 

pendiente - e < O, las reclamaciones se van acum ulando y puede llegar e l momento en 

que el capitaltola l 1I - r; sea negativo, ese es e l momento de la ruina. En la figura 1.1 se 
muestra la rea lización de un proceso de riesgo donde la ruina no sucede. 

Figura 1.1 

ok---------------+_ 

Definición 1.4 Bajo las Hipótesis 1.1, la probabil idad de ru ina en tiempo finito es 

'I'(u ,r):= p(. < r), 
y la probabi lidad de ruina bajo horizonte infinito es 
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Usualmente calculamos la tasa constante de ingresos de acuerdo a 

c= (1 + p)El, 11, 

como Z, es un proceso de Poisson compuesto, ces independiente del tiempo t o El 

número p es el factor de recargo y es usualmente positivo, la idea consiste en que 
ingrese un capital mayor que la pérdida esperada por cada unidad de tiempo, es dec ir 

(1 ) 
El, El, 

+p > o 

1 1 

Ahora presentaremos dos resultados conocidos pero fundamentales en capítulos 
posteriores. 

1.2 Preli minares 

Teorema 1.5 COl/sideremos /111 proceso de riesgo clásico. entonces la probabilidad de 
ruil/o cuando el capital il/ icial es cero y c >).p es 

~'(o)= J.p = 1 
e I+p 

dOl/de Ji = EX¡ y ). es la lasa de llegada. 

Demostraciol/ : Consideremos la probabilidad de no ruina <l>(u) = I - \1/(11) , sea IV
I 

el 

momento dc la primera reclamación, entonces el capital acumulado es 11 + c IV, - X l' 

Como el proceso de Poisson es un proceso de renovación y la ruina no ocurrc en (O, W;) 
tenemos 

<1>(11) = E(<I>(II + cW; - X, )) 

= f e-AMo L~;(~+CW - X}lF(x)dw, 
al hacer el cambio de variable s = /1 + C\V 

esto significa que <l> es diferenciable. 

Ahora bien, si consideramos r; en un interva lo de tiempo pequeño (O,ó] uno de cuatro 
casos posibles ocurre: 

i) no hay reclamaciones en (O,ó], 

ii) ocurre una reclamación en (0,6.] , pero su monto no causa ruina, 

ii i) una rec lamación ocurre en (o,ól y el monto pagado causa ruina y 
5 



iv) más de una reclamación ocurre en (O,fiJ. 

Del hecho de que r; tiene incrementos estacionarios e independientes y de que <I>(u) es 
diferenciable, 

q)(u) = (1 - MI + o(ó)}cI)(u + có)+ ('\ó + o(ó)) f.~¡: + có - x }<IF(x) + (.ló + o(ó)) 0+ o(ó) 

= (1 - .ló}<I>(u + có)+ MI f';¡: + có - x }<IF(x) + o(ó) 

= q)(u )+có<l>'(u) - .l6<l)(u)+.ló f<l>(u - x }IF(x)+ MI f.~)(u - x }IF(x) + o(ó) 

despejando <I>'(u) y tomando el límite cuando 6. --t O 

<I>'(u) = ,\ <I>(u) _.l r~)(u - x }IF(x) 
e e Jo 

integrando (1-1) sobre (0,1) 

<1>(1) - <1>(0) =3. r<l>{u}lu+.l r r<l>(u-x}/{i - F(x)}<Iu cJ; e Jo Jo" 

(I -1) 

= ~ f:1)(U}IU+~ f [q)(OXI-F(U)}-q>(u) + fl> '(U - ZXI - F{X)}IXY 

luego 

.l f .l f:' J' = <1>(0) (1 - F(u )}Iu + (1 - F(x )}lx <I>'(u -,' }Iu 
e o e o .• 

= .l <l>(O) r¡1 - F(u)}lu+ 3. r¡1 - F(x)X<I>(I - x) - cD(O)}lx e J; cJ; 

<I>(u) = <1>(0) + 3. r<l>(u - x XI - F(x )}<Ix 
c Jo' 

por convergencia monótona cuando Il --t co 

Recordemos que E2, = A¡.tt , de la ley de los grandes números 

et - 2 
lim ' = C- A¡.t , 
1 ___ «1 t 

con probabilidad 1. 

6 
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Como hemos visto anteriormente si p > O entonces c> A.¡.J, luego existe una variable 

aleatoria T , ta l que cl - Z, > O para ( > T . Como sólo pueden ocurrir un número finito 

de reclamaciones antes de T, el inf,>o {CI - Z, l es finito con probabilidad l y por tanto 

sustituyendo en (1·2) 

de aquí que 

1 = (1 - '1'(0)) + Al', 
e 

'1'(0) = Al' = _ 1 . o 
C l +p 

Corolario 1.6 Sea y, 111/ proceso de riesgo clásico COII reclamaciones distribuidas 

exp(lI,U) y P > 0, el/tol/ces 
,. 

\p(ll) = _ 1_ e .)I(~ . 
I +p 

DemostraciÓII: Como X , - exp{i l ¡.J), (1·1 ) se reduce a 

<I)'(u) = A <I>(U)_ ~ r;;'(u -x)e-"" dx 
C c,U Jo 

= i <l>(u) - A r;;'(x)e-(.-' )" dx , 
C CJ.l Jo 

derivando tenemos 

1)"(u) = A 1)'(u) + ~(~ <I>(u )-1)'(U)) -~<I>(u) 
C J.1 J.1 CJI 

= (~-~)1)'(u) = - ( ) <I>'(u) , 
C J.1 ¡.JI + p 

al integrar la expresión anterior 

Por el Teorema 1.5, si p > O 
1 

<1>(00) = 1 Y <1>(0) = 1- ­
I + p 

tl>(u ) = 1 _ _ 1_ e - p< I(p(l+p )) 

I + p 

'·p(ll ) = _I-e·!'(~ . 
I + p 

o 

7 
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Observe que el Teorema 1.5 implica robustez en el sentido de que la probabilidad de 
mina cuando no hay capital inicial depende solamente del factor de reca rgo y de la 
esperanza de la distribución de los montos de las reclamaciones. 

También llama la atenc ión la dificultad en los cálculos para el caso más simple del 
problema de mina, el proceso de ri esgo clásico. 
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2. Simulación de procesos conjugados 

En este capínllo resolveremos el caso PoissonlUnifonne [29], es decir estimaremos la 
probabil idad de ruina de un proceso de riego clásico con distribución unifomlc de Jos 
montos de las reclamaciones, usando un método de simulación desarro llado por 
Asrnllssen [2-5] llamado procesos conjugados por emplear familias de distribuciones 
conj ugadas y basado en una versión de la identidad fundamental de Wald . 

La principal ventaja sobre la simulación tradicional consiste en que es posible simular 
en un número finito de pasos un proceso de riesgo con horizonte infinito y de esta forma 
construi r est imadores de Monte Cario. 

En todos los ejemplos se deternlinará el número máximo de números pseudoaletorios 
empleados durante las simulaciones en cada tabla de resultados para garantizar que no 
se supere el límite entre ciclos que en Visual Basic 3.0 es de 2 24 - 1, es dec ir de 
16,777 ,2 16 números pseudoaleatorios partiendo de cualquier semill a [36]. 

2.1 Marco teórico de los procesos conjugados 

Definición 2.1 Una famil ia (Fo)61eede distribuciones en 91 es llamada una fam ilia 

conjugada si las Fo son mutuamente equi valentes con densidades de la fonna 

dF (¡ 
~ ' (x) = exp~O - O, )x - ", (O) 
dF ' 

'" 
(2-1 ) 

y si para algún va lor fijo 00 E e el conjunto de parámetros e contiene lodos los O E 91 
para los cua les (2- 1) define una función de densidad de probabi lidad para alguna 

función "o., (O). 

Entonces por definición po" := P es la ley de probabil idad del proceso >', . Además 

90 < O es la solución de 
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donde ~,r (P):= E(e.4f
) es la función generadora de momentos de X . Esta definición de 

00 nos permite escoger el signo de E,Y, como probaremos más ade lante (Proposición 
2.4). 

Observe que ~~ (0)= E. (e"')= ~Ap) · 

La ecuación (2-1) implica que he. (O) es la función generadora acumulativa de Fe. 

El proceso de reclamaciones acumuladas Z, es un proceso de Poisson compuesto, luego 
su correspondiente función generadora de momentos [4J es 

(2-2) 

Propos ición 2.2 Seoll 0,00 E El COII O 7; Oo' Elltollces 

DemostraciólI: De (2-1) 

I' roposición 2.3 

Demostración: Por la definición de y, podemos ver que 

Eew, -" (0) / el>' - 'f'z, • 
enlonces por (2-2) tenemos 

Ee Y, = ell(¡I(JJ}-I}-,llr, • 

basta aplicar la runción logaritmo a ambos lados y dividir entre t . o 

Ahora de la Proposición 2.2 

JO 



lo que impli ca que bajo Po' Z, también es un proceso de Poisson compuesto con tasa 

de llegada ..10 := A<Po" (B - Bo) Y distribución de reclamaciones F(}. Luego reemplazando 

E por Eo en la Proposición 2.3 tenemos 

log E,e'" = A, (~, (¡i) - I)- jic = A~e (O - o, X~, (¡i) - I) - jic . (2-3) 
I ", 

Proposición 2.4 Si exisre <P:. en un i/ltervalo 1 que contiene - Bo ' entonces 

Po := EoY, > O cuando B > O 
y 

110 < O cuando B < O . 

Demostración: Sea Xo (8) := 1 ¡og EoeP¡; , de (2-3) 
I 

%, (¡i) = A, (~, (¡i) - I ) - jic , 

en pa rticular si 8 = 80 

x" (¡i) = A., (~" (p) - I)- pe, 
al deri var am bos lados y tomar p = - 80 

Recuerde que ~" (¡i )= ~x(¡i) , luego 

fe (- O, ) = el A = ~;, (- O, ), 
lo que implica 

%~ (- O, ) =O. 

Deri vando nuevamente 

x~ (¡i) = A~;. (¡i) = AE" (X 'epe
) > O, 

entonces - Bo es un mínimo local y %0., O es convexa en L 

Ahora sea B E El . La Proposición 2.2 impl ica 

y por tanto 

II 

(2-4) 



ade más 

Por otra parle 

'(p) _ E,(Y, e"" ) 
Xo - E e ¡tf, , , 

luego 

Empleando (2-4) 

y 

!l. = Z~ (- O. ) = o . 

De las ultimas dos igua ldades y la convexidad de XI\, O obtenemos la conclus ión 

deseada . o 

2.2 Construcción de los estimadores conjugados de Monte Cario 

Proposición 2.5 Si O> O, entonces 

?, (, < 00)= 1. 

DemOSfracióll : Bajo la ley Po' Z, es un proceso de Poisson compues to con 

N, - Poisson (Ao) y montos de reclamaciones X ¡- Fo' Entonces 

E, (Z, )= A,IE, X. 

Aplicando la ley fuerte de grandes números al proceso de reclamaciones acumuladas 

Iiml(Z, -A,IE, X) = O C.s. 
, ........ 1 

(2-5) 

Ahora de la Proposición 2.4 tenemos Eo(Z, - ct) > O, luego p < O Y usando (2-5) 
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Esto impl ica 

Z, - ,1,1(1 + p )E, X -H«> c.s. 
lo que completa la demostración. o 

Consideramos una fami lia conjugada (F, }",9 sobre una caminata aleatoria {S, Lo en 

tiempo discreto o continuo. Definimos 3 , := a(S, ;r .:5 t} Y si r es un tiempo de paro 

respecto a {:l, J,,, , sea 3 , := {G E CT(~3.} G ('\ {r $ 1 JE 3,,1 ~ O} . A continuación la 

identidad fundamental de Wald. 

Teorema 2.6 Sea r 111/ tiempo de paro respecto a {S, Lo y G E :J,. G !;;;;; {r < 00 . 

EI/tol/ces para cada 00 ,0 E El 

dOl/de .lo (.o) = llog Eoe"w, e 1 G es la/unción indicadora del evento G . 
1 

Demostración : Sean 0,90 E El . Consideremos una caminata aleatoria discreta 

S~ = X 1 + ... +X .. . 
usando (2- 1) tenemos 

dP~ ( . ) _ JI \_ 1.,_' •. - xp .... xM - expl'..Bo - Op n - logEoe 
dP, 

= exp{(o. - OP. - Iog rr E,el<'-'iX} ,., 
= expKOo - O)sM - 1I1ogEoe(~'-O)X 

En part icular si G E 3 ~ = a(XI , ... ,XJ e integramos sobre G 

Ahora ex tenderemos el resu ltado a una caminata aleatoria continua {S, },:!:o ' Sea 

3 ; := a(S~r M; k = I . ... . n}. 

{S tT .. } es una caminata aleatoria di screta con incrementos con función generadora 

acumulati va XuO / 1l y tenemos 1/ incrementos, luego para todo 11 E 'K 

dp. , =exp{(O. - O)s,,,. - TX, (O, - O) , 
dP, 
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generamos ~T a partir de las u -álgebras 3;. es decir 

luego 

dP, =exp{(O,-O)s,-TZ, (O,-O)} 
dP, 

(2-6) 

Sea G E :3, Y supongamos que G e {r < T • posterionnente extenderemos el resultado 
a G e {r < co empleando convergencia monótona. 

Claro que G E 3 r , luego al emplear (2-6) 

P" G = E, [(exp{(O, - O)s, - TZ, (O, - O))) . le] • 
considere T = T - r + r y Sr = Sr - S, + S" al sustitu ir en la expres ión anterior 

P, G = E, [(exp{(O, - O)s, - rz, (O, - 0)))1 e ex p{(O, - oXS, - S, )- (T - r )Z, (O, - O))] . 
observe que (exp{(O. - O)s, - rz, (O. - O))) · le es :J, -medible y al condicionar 

respecto a :; ,. Pe. G es igual a 

= E, [exp{(O. - O)s, - rz,(O. - O)}/eE, (exp{(O. - oXS, - S, )- (T - r)z, (O. - O)}:; , ) 
(2-7) 

Por otra parte {SI L,o cumple la propiedad fuerte de Markov, entonces 

Como 

E, [exp{(O. - oXS, - S, )- (T - r)z, (O. - 0)1:3 , ]= 
E, [exp{(O, - oXs,_, - O) - (T - r)z, (O. - o)}] 

E, exp{(O. - 0)5,_, } = E, ex p{(T - r )Z, (O. - O)). 
entonces (2-8) es igual a 1. 

Sustituyendo en (2-7) 

Pé = E, [(exp{(O. - O)s, - rz, (O. - OJ)). le J. 

(2-8) 

Para extender el resultado a G e {r < co}. sea {T. } una sucesión creciente no acotada de 
números rea les. 
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Sean 

G, := G n {rST,}e:J" 
y 

¡, := (exp{(O, - O)S, - rx,(O, - O)}) -J G •• 

al tomar limites 

lim ¡, := (exp{(O, - O)S, - rx,(O, - O)}) -J G _ 
,~. 

Sea j:= (exp{(Oo - B)s, - rxs(Oo - O)})'/G' entonces por convergencia monótona 
cuando k ~ 00 

Al apli car el Teorema 2.6 al proceso de riesgo clásico Y, en el momento de la ruina 
tenemos 

dP 
~ = exp{(O, - O))', - rx,(O, - O)} 
dPs 

(2-9) 

Integrando (2·9) sobre {r < ro} se puede expresar la probabilidad de ruma con 
horizonte infinito como 

'I'(u) = E, [(exp{(O, - o)r, - rx,(O, - O)}) -r{r < ",}j (2-10) 

Propos ición 2.7 Sea O> O. Si realizamos Il simulaciones del proceso conjugado 

R, := exp{(O, - O))', - rx, (e, - o)}_ 
entOl/ces COll probabilidad 1 cuando 11 ......,. 00 

dOl/de R~ es el valor final de la realizaciól/ del proceso cOI/jugado después de {a 

;-ésima simulaciólI . (i = 1, ...• 1/ ) 

Demos/ración: Por la Proposición 2.5 la ruina ocurre C.S., por lo que cada una de las 11 

s imulaciones de Ro se puede llevar a cabo en un número finito de pasos. 

Además lIsando (2-10) Y tomando en consideración que bajo la ley Po la ruina ocurre 
casi seguramente 
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E,R, = 'I'(u), 
luego por la ley fuerte de los grandes números, se sigue con probabilidad I que cuando 
I/~ OO 

Llamamos a ~J(u) := I i:. R; un estimador conjugado de Monte CarIo (ECMC) de 
11 1_1 

'1'(11) . 

Si integramos (2-9) sobre {r < T} se puede escri bir la probabi lidad de nnna en 
horizonte fini to como 

~' (u , T) = E, [(exp{(e. - e)r, - rx, (O. - 0)))./ {r < T}]. 

Entonces e l proceso conjugado correspondiente es 

R,., := exp{(O. - e)r, - rx, (O. - O)}· / {r < T} (2-1 1) 

De esta fanna podemos constru ir aná logamente un ECMC para \'P(II, r), 

Observaciones 2.8 
(a) Si f) = 80 entonces de (2-1 1) R(J".T = I {r < r} , lo que significa 

que simular Ro",T es equivalente a simular e l proceso original ~ , lo que en 

term inología actuaria l se ll ama simulac ión cnlda [2 1]. 

(b) Podemos s implifica r Ro.T tomando B como el va lor de Lundberg 01 := r + 00 , 

donde y es la solución no trivial de la ecuación de Lundberg X~. (y) = O. En 

este caso Ro. .T es llamado el proceso de Lundberg 13 J. De la Proporción 2.4 se 

puede ver que X~ (00 - 01) = O, lo que implica que 

R •. , = (exp{- yr, })./{r < T}. 

Luego al tomar ó. > O, 0 = (1 + Ó.)ol Y empleando el Teorema 2.6 obtenemos 

R,, (,.,~, = exp{- (y + o,,,)r, +rX. (0,,,))./ {r < T} 
Y en el caso de hori zonte infinito 

16 
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(e) La varianza a; :== Var6R6.r cuando 8 == (1 + .1.)91 es 

<T~ I",I = E,,[exp{- 2(¡- + O, )r, +<X" (0,11))' [ {r < T }]- 'I"(u,r) 
y en el caso de horizonte infinito 

2.3 Algoritmos y Resultados 

A continuación los algoritmos de simulación de procesos conjugados en notación de 
G.S. Fishman [22]. 

Algo ritmo 2.9 Estimación de la probabil idad de ruina con horizonte infinito, 

Objetivo: Generar las 11 realizaciones del proceso conjugado R~ para construir ~(/l) 
el ECMC de 'I'(u) . 
Entrada: l1 , u ,c,e'~6r., F6 ' 

Salida: lIJ(u). 
Método: 

Escoja 8 > 0 . 
Si toma 01 , resue lva la ecuación de Lundberg. 
i +- 1. 
Hasta que i > 11 haz: 

Y+-O. 
(+- O. 
Mientras Y S 11 haz: 

Generamos W - exp(AtPBr, (a - ( 0 )) , 

Generamos X - F6' 
Y +-Y + X - cW . 
l +- l +W . 

R; +- exp{(O, - o)r - tx, (B, - O)} . 
it--i +l. 

;.. 1 N . 

'I'(u) +- IR; 
11 ;." 

Algoritmo 2.10 Estimación de la probabil idad de ruina con horizonte fin ito T. 

Objetivo: Generar las 11 real izaciones del proceso conjugado R~.r para construir 
, 
'I' (u,r) el ECMC de 'I'(u,r). 
Entrada: ll , r ,lI ,c, O,tPfJ" ,F6, 

, 
Salida : tJ1{II,r). 
Método: 
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Escoja O> O. 

Si toma 01 , resuelva la ecuación de Lundberg. 
i +- l. 
Hasta que i> 11 haz: 

y f- O. 
1 +- O. 
Mientras (y $u) y (t < T) haz: 

Generamos W - exp(A.q)&. (O - 00 )) , 

Generamos X - Fo' 
y +- y +X -cW . 
/+-I+W. 

Si (Y >u)y (t$T) entoncesR;, f-exp{(B, -B)Y - tX, (B, - B)). 
i+-i+1. 

, 1 N 

IV(II,T) +- - L. R~.T . 
11 i _ l 

Ej emplo 2.11 El caso Poissonl exponenc ial (PIE). 
Este caso donde el proceso de llegadas es Po isson y los montos de las reclamaciones se 
distribuyen exponenc ialmente, ha sido estudiado extensivamente [7,21,27], de hecho se 
conoce la probabilidad de ru ina para tiempo infinito (Corolario 1.6) , esto lo hace un 
exce lente candida to para evaluar el desempeño y precis ión de los Algoritmos 2.9 y 
2.10. 

Consideremos un proceso de riesgo PIE con f.i:= EX = 1, A = 0.8, P = 0.1 Y T = 00 .Si 

fijamos un valor para "F(Il) empleando el Corolario 1.6, despejamos el capital in icial 

requerido para ese nivel de riesgo, consideramos en la Tabla 2.1 dos va lores para 'V (u ): 
un nivel bajo de riesgo de 0.04 y un nivel de alto riesgo de 0.30. Real izaremos la 
simulación de Lundberg, es decir cuando 01 := r + Oo ' Es fácil ver que y = 0.0909. 

Para detemlinar el grado de prec isión emplearemos el error estándar: 

s, := 11- q,(u)1 'I'(u 1 
A continuación presentamos resu ltados. 

Tab la 2 [. Caso PIE horizonte infinito • 

u " 'I'(u) '¡'(u) s , 
34.359 1 0.04 0.03913 2.1 x lO' 
34.359 10 0.04 0.03973 6.5x 10 
34.359 10 0.04 0.03985 3.5xI0· 
34.359 10 0.04 0.03998 5.4xI0· 

12.195 10 0.30 0.29473 1.7x 1 O' 

12.195 10 0.30 0.29783 7.2x10· 
12.195 \O 0.30 0.29990 3.2x 10· 
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El cuarto renglón de la Tabla 2.1 produjo el máximo de números pseudoaleatorios con 
7,1 48,487 que es menor que 2,4 - 1, lo que garantiza que no existe ciclaje. 

Es notable la precisión de los resultados, aún con un número bajo de simulaciones, 
como el ti empo de ejecución del Algoritmo 2.9 es proporcional al número n de 
simulaciones, el desempeño es bastante bueno. 

En el caso de horizonte finito no conocemos el va lor exacto de la probabilidad de ruina, 

lo que nos ob liga a emplear la desviación estándar del ECMC, S EMCM como medida de 
prec isión e incrementar el número de simulaciones, utilizando el Algoritmo 2.10. 

La precisión puede apreciarse mejor considerando el radio del intervalo de confianza 
del ECMC, si pensamos en un intervalo de confianza como un instrumento de medición 
el radio equi va ldría a la tolerancia del instrumento. Definimos 

para detemlinar que tan grande es, basta dividir la Tolerancia" entre el ECMC y al 

multiplica r el resultado por 100 obtenemos el porcentaje de variación %Tol alrededor 
, 

de lP(u ). Un porcentaje de menos del 5% se cons idera bueno y menor al 2.5% 
exce lente [11 l, los ejemplos en negritas tienen un valor menor al 2.5%. 

Ahora para evaluar la cons istencia as intótica del algoritmo 2. 10, fijamos ahora el 
cap ita l inicial , primero en 31.9 que corresponde a una probabilidad de ruina a tiempo 
infinito de 0.05, por lo que al crecer el horizonte de tiempo T , el ECMC se acerca a 
0.05. El capital inicial de 16. 7 en el segundo caso de la Tabla 2.2 , corresponde a 

'·P(1 6. 7) ::: 0.20 por lo que el ECMC debe converger a 0.20. 

.. , Tabla 2 2· Caso PIE hori zonte finito 

11 " T q,(II,T) SECMC Toleranciao.o, %Tol 

31.9 Ix 10 200 0.0173 7.5x I0· 1.94x 10· 11.25 
31.9 3x l0 200 0.0169 1.4x 10' 3.54x 10 2.1 
31.9 Ix lO 500 0.0378 6.9 xI0· 1.78x10· 4.70 
31.9 3xlO 500 0.0383 1.2x 10' 3.21 x10 0.84 
3 1.9 I x lO 20000 0.0499 4.6x10· 1.19x10· 0.24 
16.7 IxlO 200 0.1344 2.9x l0· 7.66x I0· 5.70 
16. 7 3xl0 200 0. 1356 5.4x I O' 1.39x 10' 1.03 
16.7 1x10 500 0. 1822 1.9x 10· 4.82x I0· 2.64 
16.7 3x l0 500 0. 1817 3.4xI0· 8.79x I0· 0.48 
16.7 1x l0 20000 0.1989 1.8 x10· 4. 73x I0· 0.24 

Observe que cuando el horizonte de tiempo es de 20000, los ECMC es tán cerca de los 
va lores asi ntóticos de 0.05 y 0.20. 

El cuarto renglón de la Tabla 2.2 produjo el máximo de números pseudoaleatorios con 
15 ,801.929 que es menor que 2 2~ - 1, lo que garantiza que no existe ciclaje. 

19 



Ejemplo 2.12 El caso PoissonlUnifonne (P/U). 
Ahora las reclamaciones se di stribuyen unifonnemente, no es posible aplicar el 
Corolario 1.6 pero sí el Teorema 1.5 lo que nos permite validar el método, bajo la 
restricción de no tener capital inicial. 

Consideremos A = I , e = 0.508 ,r = 0.05 y X -U(O,I) . Aplicando el Teorema 1.5 

'1'(0) =0.9834, 
lo que nos pemútirá ca lcul ar el error estándar. 

Tabla 2 3' Caso P/U horizonte infinito , 

11 ';'(0) e, 
1 0.9891 5.89x 10' 

10 0.9802 3.28x 10· 
10 0.9853 1.93x 10· 
10 0.9832 2.23 x10· 
10 0.9834 2.29x 10· 

De nuevo el Algoritmo 2.9 es bastante prec iso, aún con pocas simulaciones. 

El quinto renglón de la Tabla 2.3 produjo el máx imo de números pseudoa leatorios con 
652,552 que es menor que 214 - 1, lo que ga rantiza que no ex iste ciclaje. 

Ahora podemos estimar la probabilidad de ruina para diversos ni veles de capital inicial 
y observar que existe consistencia entre los resultados: a mayor capital inicial menor 
probabilidad de ruina y a mayor nú mero de simulaciones mayor precisión. 

Tabla 2 4' Caso P/U horizonte infinito di versos valores de 11 , .. , 
, .. 11 '1'( .. ) SecMc Tolerallciao01 %Tol 

40 10 0.1336 4.12xIO' 1.06x 10' 0.08 
20 10 0.3633 3.52xI O· 9.08x 10" 0.02 
10 10 0.5990 5.61x 10· 1.44x 1 O' 0.24 
O 10 0.9853 1. 18x10· 3.04x10· 0.31 
O 10 0.9836 3.68x10· 9,49x I0' 0.09 

El primer re nglón de la Tabla 2,4 produjo el máx imo de números pseudoalea torios con 
9,876,769 que es menor que 2 24 

- 1, lo que garanti za que no exis te ciclaje. 

.. , , , Ta bla 2 S'Caso P!U hori zonte finito 11 = 20 ,, = 101 

T 
, 
'I' ( .. ,T) SecMe Toleranciao.o, %Tol 

2000 0.2467 5.37xI0· 1.38x 1 O' 5.60 
4000 0.3091 4.09xlO· 1.05x 10· 3.41 
8000 0.3426 4.82x 10' 6.87xlO· 2.00 

40000 0.3632 1. 12x 10 2.89x 10 0.08 
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El Algoritmo 2.10 fue empleado para generar la Tabla 2.5. Observe la convergencia 
, , 

de o/(u,T) confonne el horizonte de tiempo T crece. (-+'(20) = 0.3633, ver Tabla 2.4) 

El cuarto renglón de la Tabla 2.5 produjo el máximo de números pseudoaleatorios con 
5, 152,506 que es menor que 2 24 - 1, lo que garantiza que no existe ciclaje. 
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3. Probabilidad de ruma bajo procesos de Poisson no 
estacionarios 

La ex tens ión del problema de estima r la probabilidad de ruina a un modelo que perm ita 
fluctu ac iones en la intensidad de las rec lamaciones resulta natural y describe con 
prec isión c iertas apl icac iones como el seguro de automóvil es y el seguro contra 
incendios [27]. 

El modelo que aplicaremos genera liza el proceso de Poisson a uno donde la tasa de 
llegada es función del tiempo, bajo ciertas hipótesis a este tipo de proceso de conteo le 
llamamos proceso de Poisson no estacionario, el objetivo de este capitu lo consiste en 
construir estimadores de Monte Carlo (EMC) de la probabi lidad de ruina, primero 

considerando una medida de intensidad a(t) continua para posteriormente extender los 
resultados a medidas de intensidad di scontinuas. 

3.1 Marco teórico de los procesos de Poisson no estacionarios 

Definición 3.1 Un proceso estocástico {NI },;¡,O es un proceso de conteo si: 

(i) N,"2 O . 

(ii) NI toma valores enteros. 

( jii ) Si s < ( , entonces N. :s; N, 

(iv) Para s < ( , N, - N, es e l número de eventos que ocurrieron en el intervalo (s,( ]. 

Definición 3.2 El proceso conteo {N, Lo es un proceso de Poisson no estacionario con 

runción de intensidad Á(() > O , ( ;?: O si: 

(i) No = 0 . 

(ii ) {N, to tiene incrementos independientes. 

(iii) P(N,..- N, "2 2)=0(h). 
(iv) P(N, •• - N, = 1) = .« r)h +o(h ). 
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Sea 

0(1) := f.,¡(s}ds , 

la medida de intensidad de {N,},N' 

Teorema 3.3 Sea {N, to UII proceso de Poissoll 110 estacionario y sean 1 ,5 ~ O. 

entonces N ,., - N . se dis tribuye PoisSQII eOIl esperallza a(r + s)- a(I) . 

Demostración : Sea 

p.(s):=P(N ... - N. =,,). 
Entonces 

p, (s+ h) =P(N ..... - N. =0) 
Po {s + 11) = P{N'H - N, = O,N"HIt - N,. , = O), 

ap licando la definición 3.2(ii) al iado derecho tenemos 

p, (s + h) = P(N •• , - N. = O)P(N." •• - N ... = O) . 
luego de la definición 3.2(iii) y (iv) 

p, (s+ h) = P, (s XI - ,1(1 + s)h + o(h)) • 
de aquí que 

P, (s +h) - P, (s) __ ,( )?() o(h) 
- At+S 0 5+ . 

h h 
Hacemos h ~ O, luego 

es decir 

Análogamente para 11 ;;:: I 

p;(s) = -,1(1 + s )p, (s) 

10gP, (s)= - f.~(I +U}/1I 

? () _ -1 .. 1 ... ,.(.11 
o s - e . 

p. (s+ h) = P(N ..... - N. =,,) 
= P(N,+. - N, = 11 , N'+I.~ - N,,,, = O) 
+ P(N,., - N, = I/ - I,N'•HA - N, .... = 1) 
+ P(N,.,.~ - N, = I/ ,N,.,.1t - N,,, ;::: 2) 

(3- 1J) 

p. (s+ h) = p. (s XI - ,1(1 + s )h)+ p._, (s X,¡(, + s)h)+ o(h). 
De aquí 
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p. (s+ I;~ - p. (s) = -.« 1 + S )P.(s) + .« 1 + S )p._, (s)+ O~') , 
haciendo /¡ --t O, 

p;(s) = -.« 1 + S )p, (s)+ .« 1 + s )p._, (s), 
multiplicando ambos lados por e!"(I+.}-n(,l) 

De aquí 

Cuando 11 = 1 Y al usar (3 ~ 13) 

equiva lentemente 

P, (s) = Ua(1 + s) - a(1 )J+ c )e-I,,(,·,).,,(,II. 
Evaluamos en s = O para calcu lar la constante 

p,(0) = P(N", - N, =1) =0 
Sustitu ye ndo en (3-1 5) 

(O(I +O) - O(I)+C)e' =0, 
es decir 

e = O. 

Luego 

(3-14) 

(3- ) 5) 

Para demostrar que pJt) = e-III('·')-I/(,j ){a(t + s)- a{r)y / 1/1 se usará inducción 

matemática. Asumimos que la fónnu la anteri or vale para 11 - 1, entonces al 
emplear (3-14) 

d (el-,¡", )-,,¡'lIp.(s)) = .«1 + s )e1,,(, .. h¡,lIe-[.'¡"')-"(')[ [o(1 + s)- 0(1 )Y-' 1(" - 11 
di 

_ A(I +sXa(l+s)- O(I))""' 
- (,, - 11 

que impl ica 
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Pero 

entonces 

é ,(,u}-,,(, lI p.(s)= [a(t +s) - a(t)J" +c . 
111 

P,(O) =P(N, •• -N. =,,)=0. 

Es importante resaltar que el teorema implica que E(N,) = E(N, - No) -:::::. a(/) . 

Proposición 3.4 a(t) es una [unción no decrec iente y continua por la derecha . 

DemOSfraciólI : Como N ,U ;;:: N, entonces EN, .. ;?: EN" es decir 

a(t+s» a(t). 
Sea In una sucesión ta l que ( ~ J, t, entonces N" J. N, porque N es continua por la 

derecha. Por e l teorema de convergenc ia monótona 

Iima(t")=a(t). o 
I. l, 

Definición 3.5 La inversa de la medida de intensidad es 

a-' (t) := sup~la (s) < t). 

Observe que a - I es conti nua por la derecha. Si además (J es conti nua, 0 -
1 es creciente 

y 

t <a(oo). 

3.2 Construcción de estimadores de Monte Cario con medida de 
intensidad continua 

Análogamente a [a construcción de los ECMC en el capítulo anterior, desarrollamos un 

al goritmo para s imular bajo horizonte finito T e l proceso de riesgo y, donde e l proceso 

de llegadas es Poisson no es tac ionario, para posteriornlente efec tuar 11 rea lizac iones de 

}~ y contar e l número de veces R que ocurri ó la ruina (denotemos por A e l evento: 

ocurre la ruina). 
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Por la ley fuerte de los grandes números [11 J, R / 11 converge a la esperanza El A de la 
función indicadora del evento ruina A, pero 

EI, =P( ocurre la ruina )='I'(u ,r), 

luego el estimador de Monte Cario (EMC) de 'f/(u , T) que buscamos es q,(u, r):= R / 11 • 

Proposición 3.6 Sea N UII proceso de Poissol/ 110 estacionario COII medida de 

¡mellsidad a cOlltil/ua con a(oo) = oo . EIIlOllCeS el proceso de conteo IV:= N o a-I es IIn 
proceso de Poissoll estacionario COII Á. = I . 

Demostración: Como a - I es creciente IV tiene incrementos independientes. 

Por otra parte el teorema 3.3 implica que IV, - IV, = N ~ I () - N .'() se di stribuye 
,, ' ". 

Poisson con esperanza 

Observe en la figura 3.1 que si SI> S2"" son los tiempos de arribo de un proceso de 

Poisson con Á. = 1, 'f¡, T1 , ... forma n un proceso de Poisson no estac ionario con 

esperanza a(} 

Figura 3.1 

a 
S3 - - -

S2 - -
SI 

TI T2 T3 

Algoritmo 3.7 Estimación de la probabilidad de ruina con horizonte finito T , bajo un 
proceso de Poisson no estacionario con medida de intensidad a continua. 

Objcth'o: Genera r las ti realizaciones del proceso de riesgo y, donde el proceso de 
, 

llegada de las rec lamaciones es Poisson no estacionario, para constmir tp(u,T) el 

estimador de Monte Ca rI o (EMC) de 'f/(u, r) . 
Entrada: 11, T,Il ,p,a,Fx ' 

, 
Sanda: 'I'(u,T). 
Método: 

i o(-- 1. 
R 0(--0. 
Hasta que i > 11 haz: 

y 0(--0. 
t o(-- O. 
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, 

z <-o . 
W +-0 . 

Mientras (y ~ u) y (, < r ) haz: 

Generamos S - exp(I) . 
Generamos X - F.I, . 

W+-W + S . 

, <- a-'(W ). 
Zf-Z + X . 

y <- Z - (1 + p). EX .a(,). 
Si t > r entonces Z f- Z - X . 

t f- T . 

Y <- Z - (1 + p) EX a(' ). 
Si Y > u entonces R +- R + l. 
i f- i+ l. 

q'(u , r) <- R 1" . 

A continuación se presentan tres ejemplos basados en la implementación computacional 
del algoritmo 3.7. 

3.3 Aplicaciones con medida de intensidad continua 

Ejemplo 3.8 Proceso de riesgo con llegadas Poisson no estacionario con reclamaciones 
dist ribuidas U(I, I O) . 

En este ejemplo considera mos una medida de intensidad ti (1 ) = ,2 . por lo que A.(t) = 21 . 
El ejemplo está organizado en tres tablas, en la primera (Tabla 3. 1) se observa el 
comportamiento de la probabilidad de ruina estimada bajo diferentes valores de capital 
ini cia l, en la segunda (Tabla 3.2) se modifica el horizOIue de ti empo y en la .... ltima 
(Tabla 3.3). Todos los va lores del EMC se calcularon con 11 = 5x 104

• 

Tabla 3 1'Caso no estacionario / Unifonne p - OO I .. , -

u ';'(" ,10) S 9/C Tolerallciao.0 1 %Tol 

25 0.6276 2.16< 10' 5.57< 10' 0.89 
50 0.3673 2.15< 10' 5.55x lO" 1.5 1 
100 0.0906 1.28x lO" 3.30< 10' 3.65 
150 0.0 141 5.27< 10 J.36 < 10' 9.64 

Observe en la Tabla 3. 1 la consistencia respecto al capita l ini cial 11 , a mayor ca pi tal 
in icia l menor probabilidad de rui na. 

El cuarto renglón de la Tabla 3.1 produjo el máx imo de numeras pseudoa leatorios con 
10,059.74 1 que es menor que 2 2~ - 1, lo que garantiza que no ex iste cic1aje. 
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Tabla 3 2' Caso no estacionario I Uniforme 11 - 25 . . , -
T .p(25,T) S"'C Tolerallciao.ol %Tol 
10 0.6276 2. 16<10" 557<10' 0.89 
15 0.7328 1.97< I O' 5.09< 10' 0.69 
20 0.7876 1.83<10' 4.71< 10' 0.59 

La Tabla 3.2 es consistente con el hecho de que a mayor horizonte de tiempo mayor 
probabilidad de ruina; el tercer renglón produjo el máximo de números 
pseudoaleatorios con 13,502,893 que es menor que 224 - 1, lo que garantiza que no 
existe ciclaje. 

Tabla 3 3' Caso no estacionario I Uniforme .. 

P .p(25,1 O) Swc Tolerallcia(),OI %Tol 
0.01 0.6276 2.16<10' 5.57< 10' 0.89 
0.05 0.5269 2.23<10' 5.75<10' 1.09 
0. 10 0.4 I 22 2.20< 10' 5.66< 10' 1.38 
0.20 0.2321 1.89<10' 4.86< 10' 2.09 

En la Tabla 3.3 se observa que a mayor factor de recargo es menor la probabilidad de 
ru ina; e l cuarto renglón produjo el máximo de números pseudoa leatorios con 8, 197,712 
que es menor que 224 - 1, lo que garantiza que no existe cicJaje. 

Ejemplo 3.9 Caso no estacionario I parelo{a ,p) . 
La intensidad de llegada es la misma del ejemplo 3.8 , pero los montos de las 
rec lamaciones se di stribuyen Pareto. Para simular los montos de las rec lamaciones se 
emplea el método de la transformada inversa [22,33,34]. Esta di stribución resulla 
bastante út il en algunas aplicaciones actuariales (21]. Se realizaron 11 = 10 4 simulaciones 
en cada rea li zación del EMe. 

Tabla 34' Caso no estac ionario I Pareto 

p " a p T %"T) S EMC TO/M I %Tol 

0.0 1 10 3 0.5 10 0.2 114 4.08< 10' 1.05<10" 4.97 
0.01 10 3 0.5 20 0.4872 4.99<10' 1.29< lO'· 2.64 
0.05 10 3 0.5 20 0.285 1 4.5 1<10' 1.16<10' 4.07 
0.01 20 4 2 10 0.425 I 4.94<10' 1.27<10' 2.99 
0.05 20 4 2 10 0.3220 4.67<10' 1.20x IO· 3.74 
0.05 20 4 2 30 0.4865 4.99<10' 1.28 <10' 2.64 

El último renglón de la Tabla 3.4 produjo el máximo de números pseudoaleatorios con 
10,433,499 que es menor que 224 - 1, lo que ga rantiza que no ex iste ciclaje. 

Ejemplo 3.10 Caso no estacionario I Weibull(a ,p) 
La di stribución de Weibull resu lta interesante porque no ex iste la función generadora de 
momentos si a < I [11]. Para simular los montos de las reclamaciones se emplea el 
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método de la transfonnada inversa [22,33,34]. Se rea lizaron 11 = 10 4 simulaciones en 
cada realización de l EMe. 

Tabla 3 S· Caso no estacionario / Weibull .. 

p u a fJ T q,(u,T) SEMC TO/o,ol %Tol 

0.0 1 10 0.5 1 10 0.7082 4.SS x l0- l.17xl0- 1.65 
0.01 10 0.5 1 50 0.922 1 2.68 x I0· 6.90x I0· 0.75 
0.03 20 0.5 1 50 0.8325 3.73xlO· 9.62x 10' 1.1 5 
0.01 50 2 3 20 0.1102 3. 13x I0· 8.06x 10' 7.31 
0.03 40 2 3 20 0.1223 3.27x I0· 8.43xIO- 6.89 
0.03 40 2 3 30 0.2127 4.09x I0· 1.05x10· 4.95 

El último renglón de la Tabla 3.S produjo el máximo de números pseudoaleatorios con 
IS,780,413 que es menor que 224 - 1, lo que garantiza que no existe cic\aje. 

3.4 Construcción de estimadores de Monte Cario con medida de 
intensidad discontinua 

Ahora procederemos de la misma fomla que en la sección 3.2 desarrollamos un 

algoritmo para s im ular bajo hori zonte finito T el proceso de riesgo y, donde el proceso 
de llegadas es Poisson no est'acionario con medida de intensidad discontinua , para 

posteri onnente efectuar 11 reali zaciones de r; y contar el número de veces R que 

ocurrió la mina , luego el EMC de q¡(lI ,T) que buscamos es \IJ(I1, T) := R / 11. 

I-Iemos encontrado que a es necesariamente no decreciente y continua por la derecha 
(Proposición 3.4). Como es no decrec iente el límite por la izquierda 

a{t -):= I;",a(s), .1, 
existe para toda r. Supongamos ahora que para un punto particular r , 

a{t - ) ~ a(l) 
y sea a:= a(t) - 0(/ - ). Entonces el número de arribos NI - NI_ tiene por el Teorema 

3.3 esperanza a . Por los axiomas 3.2 (iii) Y (iv) N, - N,_ es O o 1, luego 

E(N, - N,. )= O P(N, - N,. = 0)+ 1 P(N, - N, . = 1) 

= P(N, - N,. = 1)= a(I) - a{t - )= a . 

Podemos pensar en el punto 1 como el momento en que un arribo está programado y 
que puede ll egar con probabilidad a y no ll ega r con probabilidad I - a . 
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Si a tiene sa ltos de magnitudes ap a2 , ... en los tiempos fijos 11'12 , ,, ,, entonces el 

aná li sis anterior significa que habrá un arribo exactamente en I I con probabilidad a l> 

i = 1,2, .... 

En general un proceso de Poisson no estacionario N, es la suma de dos procesos de 
conteo, 

N, = N,' + N;, ( ;:: O. (3-1 6) 

Los tiempos de sa lto de N I son fijos, estos son los puntos de discontinuidad- de a y la 

probabil idad de que ocurra un salto en el momento fijo t es a(t) - a(r). Si definimos 

al (,) como la suma de todos los saltos de a en [0,1 l, es decir 

", 
entonces 

a' (t) =a(t) -af (t) , t>O, 
es una función continua no decrec iente y e l segundo componente N < en la 
descompos ic ión (3· 16) es un proceso de Poisson no estacionario con medida de 

intensidad a <. Esto nos pennite construir un algoritmo para estimar la probabil idad de 
ruina bajo un proceso no estacionario con a discontinua y además, nos facilita la 
interpretación de modelos como veremos en el Ejemplo 3. 12. 

Algoritmo 3.1 1 Estimación de la probabilidad de ruina bajo un proceso de Poisson no 
es tacionario con medida de intensidad a con k discontinuidades. 

Objeti\'o:Generar las n realizaciones del proceso de riesgo Y¡ donde el proceso de 

llegada de las reclamaciones es Poisson no estacionario, para construir ~(lI , r) el 

est imador de Monte Carla (EMC) de ll'(U, r). 
Entrada: 11, T,Il, p,a< , F,r ,al"" ,a. ,ti , .. . ,t • . 

Método: 
i +-- 1. 
R +-- O. 
Hasta que i > " haz: 

Y~O . 

1+--0. 
Z .-0. 
Wf--O. 
SUM .- 0 . 

X ",,,,,,,,,j,, f-- O . 

Flag , f--O, ... ,Flag. +--0. 

Mientras (y ~ u) y (t < T) haz: 
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Generamos S - exp(I) . 

Generamos X - F x . 

W .-W +S . 

t .- (a ' t'(W) . 
j +-l. 

X ",,,,,Dril, +- X . 
2 +- 2+ X . 
Hasta que j > k haz: 

Si V' tJ y (Flag} =0) y (t ~ r) entonces 

SUM .- SUM +aj" 

a(t) .- a' (t )+SUM . 

Flag ) +- 1. 

Generamos D- U(O,I) . 
Si U :::; a ¡ entonces X - F',r' 

2+-2+ X . 
Y .- 2 - (1 + p). EX .a(t). 

Si t > T entonces Z +- Z - XM~' 
f +- T . 
Y .-2 - (1+ p). EX .a(t) 

Si y > u entonces R +- R + l . 
i+- i + l. 

3.5 Fo rmul ación de un modelo de riesgo para pólizas contra incendio y 
Res ultados 

Ejemplo 3. 12 Caso no estacionario, a discont inua I exponencial mixta. 
En zonas de cultivo eventualmente se progra man quemas, que tienen por fi na lidad 
limpiar las parcelas, s in embargo algunas de estas zonas están cerca de zonas 
res idenciales y ex iste el riesgo de que algún incendio salga de control y se propague a la 
zona habitaciollal. Asimismo puede en cualquier momento estallar un incendio en la 
zona habi tacional por muy diversas causas. 

En este ejemplo suponemos que existen 3 incend ios programados en los momentos 1.1, 
1.2 Y 3, cons iderando un horizonte de 4 semanas (1 mes). La probabilidad de que la 

primera quema se propague y genere una reclamación es al = 0.2 , la probabilidad de la 

segunda es a ! = 0.3 Y a l = 0.7 es la probabil idad de la ültima. 

Asumimos que la medida de intensidad de N " es a" (t) = t 2 Y que los montos de las 
reclamaciones se distribuyen exponencial mixta de acuerdo con estudi os realizados por 
Wikstad [37] y Cramér [1 5] sobre pólizas con tra incendio en Suec ia que no incluyen 
instalaciones ind ustriales. 
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La distribución cons iderada es 

F:r (x) = 1- O.0039793e-o.o14631 J - 0.1 078392e -O·190lO6 .• - 0.888 1 8 1 5e-u , ~s'h . 

Para simular los montos de las reclamaciones se uso el método de la transformada 

inversa, resolviendo la ecuación Fx (x) = c mediante Newton-Raphson [10). 

.. , -Tabla 3 6· Caso no estacionario a discontinua T - 4 

" p u o/tu, r) SEMC Tolerallciao.ol %Tol 
10 0.01 5 0.3470 1.51 <lO' 3.89<10' 11.18 
10 0.01 5 0.3236 4.68< lO' 1.20< 1 O' 3.72 
10 0.01 5 0.3264 1.48< 10' 3.82<10' 1.1 7 
10 0,01 10 0.2033 1.27< 1 O' 3.28< lO' 1.61 
10 0.05 10 0.1987 1.26< lO' 3.25<10' 1.64 
10 0.05 20 0.0911 9.1 <lO' 2.34< 10' 2.57 

Interpretamos la Tabla 3.6 de la sigu iente fornla, en los primeros tres renglones se 
observa como aumenta la prec isión del EMe confonne aumenta 11 ; al comparar los 
renglones 3 y 4 notamos que la probabilidad estimada de ruina disminuye al aumentar el 
capital inicial; en los renglones 4 y 5 se aprecia la disminución del EMe cuando p el 
factor de recargo aumenta y finalmente en los renglones 5 y 6 se observa la diferencia 
en precisión de los valores estimados deb ido a la magnitud de los mismos, es dec ir para 
el mismo numero de simu laciones un va lor est imado menor tiene una precisión menor. 

El último renglón de la Tabla 3.6 produjo el máximo de números pseudoa leatorios con 
3,235,776 que es mellar que 2H - 1, lo que ga rantiza que no ex iste ciclaje. 
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4. Procesos de renovación y probabilidad de ruina 

Una general ización natural del problema de ruina , consiste en debilitar la hipótesis de que 
el proceso de llegada de las reclamaciones sea Poisson (estacionario a no-estacionario) y 
cons iderar procesos con tiempos entre llegadas no necesariamente exponencialmente 
distribuidos. En este capítulo construiremos EMe para la probabilidad de que el proceso de 
rec lamaciones acumuladas Z, supere cierto nivel () considerando que el proceso de ll egada 

es un proceso de renovación, lo que nos permitirá modelar tiempos entre llegadas con 
diversas distribuciones, asimismo fonnularemos un mode lo de renovación compuesto para 
analizar el volumen de facturación de empresas de bienes o servicios [25]. 

4.1 Marco teórico de los procesos de renovación 

Definición 4.1 Sea {T" },,2;1 una sucesión de variables a leatorias no negativas independientes 

con distribución común F, con F(O) = P(T, ,; O) < 1 . Sean 

, 
So := O, S, := ¿; T" nd , ,., 

S" es el tiempo del n-és imo arribo y sea 

N, := suP(nlS, $1) 
el número de arribos hasta el momento t , al proceso {N, Lo le ll amamos proceso de 

renovación. 

Observe que 
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Proposición 4.2 El número de llegadas de un proceso de renovación en un horizonte 
fi nito es finito. 

Demostración: Por la ley fuerte de los grandes números con probabil idad I cuando 
1I~ct). 

Pe ro como 11 > 0 , S~ ~ct) cuando 1I~ct). 

Esto implica que S~ :::; I para a 10 más un número finito de va lo res de 11. o 

La proposición anterior implica que N, es finito y entonces podemos escribir 

N, = max{nlS. ~ I }_ 

Definición 4.3 Llamamos func ión de renovac ión a 

m(,):= EN,_ 

La relación entre m(t) y la distribución de los tiempos entre llegadas F , es establecida 
por la siguiente propos ic ión. 

Proposición 4.4 
• 

m(l) = ¿ F.(I) .. , 
Demostració,,: Si T; - F entonces S. = :t T; - Fn , es decir Sn se distribuye como la ,., 
n-ésima convoluc ión de F conSigo misma. 

donde 

Luego, 

como 'n 2! O 

'n = I si la n-ésima renovación ocurre en [0,/ ], 
'n = O en cualquier otro caso. 

EN, = E[i>.] . .. , 
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• 
EN, = ¿,El, ,., 

,., 

,., 

.. , 
Proposición 4.5 

m(I)< ro para/oda 0 5 / 500 . 

Demos/raciólI: Como P(T~ = O) < 1, por la propiedad de continuidad de la probabilidad 

ex iste a > O tal que P(T. ;?: a) > O. Ahora definimos el proceso de renovación 

relac ionado N" 

r , := 0 " T, < a, 
r , := a si T, ~ a. 

Sea 

En el proceso de renovación relacionado !V, las ll egadas se efectúan en los tiempos 

( = l/a, 11 := 0,1,2, ... Y el numero de renovaciones en cada uno de esos momentos es 

una variable aleatoria independiente con distribución geométrica y media 1/ P(T~ 2:: a). 

Entonces, 

E
n (I / a)+ ! 
IV < <00 
,- P(T, ~ a) 

y se sigue el resultado ya que Tn :5 T. implica 

N,2::N" o 

Proposición 4.6 Ley fuerre para procesos de renovación. 
COJ/ probabilidad 1 

N, 
- --> clIa/ulo t --)- 00 . 

1 l' 

Demostración: Como S N :5 ( < S N +1 , , 
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SN 1 S N+I 
--' < - < --' -
N, - N, N, 

(4-17) 

Pero S N, / N, es el promedio de los n primeros tiempos entre llegadas, luego de la ley 

fuerte de los grandes números S N, I N, ~ 11 cuando N, -t ao . Como N, ~ ao cuando 

t ~ GO, 

SN 
- ' ~ 11 cuando r ~ ao . 
N, 

Más aún, escri biendo 

SN, ~I = S N,"I N, + I 
N, N, + I N, 

tenemos por el mismo razonam iento 

S N+I 
~,~ ~ 11 cuando t ~ ao . 
N, 

El resultado se sigue de (4- 17). o 

Definición 4.7 Una variable aleatoria que toma valores enteros N es un tiempo de paro 

para la suces ión TI' T2, ... si el evento {N = I/} es independiente de 7~~1' T,H2".' para 

toda 11 = 1,2, .... 

Teorema 4.8 Ecuación de Wald. 

Si r; , T2 , ... 5011 variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas COII 

esperanza finita, y si N es un tiempo de paro para T1,T2 , ••• tal que EN es finita, 
entonces 

Demos/ración: Sea 

tenemos que 

In := 1 SI N ~ II , 

In := 0 si N < 1I , 

N • 

I r, = I r", . 
n=1 ~ . l 

Luego usando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue [19] 
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(4- 18) 

Sin emba rgo 1" = I sí y solo sí no nos hemos detenido después de observa r TI ,_ .. , TM_1 , 

en tonces In está determinada por TI " .. • Tn_! Y es por tanto independiente de Tn. 

De (4-1 8) obtenemos 

• 
= ET¿ EI • .. , 

.. , 

Corolario 4.9 Si f.1 < <Xl, entonces 

Demostración: Recuerde que N, ;:: 1/ <O Sn :5 ( . 

Sean TI' T2 •••• los tiempos entre llegadas de un proceso de renovación y detengámonos 

en [a primer renovac ión después de r, es dec ir en la llegada NI + l . Para verifi car que 

N, + 1 es un ti empo de paro para TI ' T2 , . • . , note que 

N, + 1 = " <=> N, = 11 - 1 

o T, + ···+Tn_ , :5 r 

oT,+ ···+ Tn> t. 

Entonces e l eve nto {N, + I = II } depende sólo de TI>'''' Tn Y es independiente de 

Tn _

" 

. .. ; luego N, + 1 es un tiempo de paro. Del Teorema 4.8 obtenemos que cuando 

ET < ro 

pero 

E(N, + 1) = EN, + 1 = m(t)+ 1 
y 

!1 = ET. o 
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Teorema 4. 10 El Teorema elemental de rellovaciólI . 

/1/(1) 1 
-+ cuando t -+ 00 • 

1 
(Donde := O) 

¡J '" 
Demostración; Supondremos primero que Ji < oo. Ahora 

Tomando esperanzas y usando el Corolario 4.9 

¡J-(/I/(I)+I»I , 
lo que implica 

1- - [/1/(1) 1 
1m m ~ (4-1 9) 

1-+.., 1 Ji 

Para el li msup , fijemos una constante M y definimos un nuevo proceso de renovación 
haciendo 

T~ := T~ 

T. := M 

SI T~ 5 M , 11 = 1,2,K 

siT~> M , 

• 
Sean SM:= L T¡ , y N, := sup{1l S~ 51 . Como los tiempos entre llegadas para este 

proceso de renovación truncado están acotados por M , obtenemos 

SN, +15 t + M , 
por el Corola rio 4.9 

(m(I)+I);r" $I +M , 
donde f.1 Al = El~ . Luego 

1- /1/(1) 1 
lm sup 5 

, .... ,., t Ji M 

Ahora bien, como S~ 5 S" ' se s igue que N, ~ N, Y m(t) ;;:: l1I(t) t entonces 

_ /1/(1) 1 
hm sup - 5 (4-20) 

, .... ., t j l ,l f 

Haciendo M -+ 00 
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l
. m(l) 1 
lm SUp - ~ (4-21) 
,__ r jJ 

y la conclusión sigue de (4·1 9) y (4-21). 

Cuando p :::: ce, consideraremos de nuevo el proceso de renovac ión truncado, como 

¡1M ~ 00 cuando M --t 00, la conclusión sigue de (4-20). o 

Definición 4.11 Una variable aleatoria no negativa T es látice si existe d ~ O ta l que 

" L p(r ::: I/d) = 1. Esto es, Tes látice si solamente toma valores múltiplos de un 

número no negat ivod. Al valor máximo ded con esta propiedad le llamamos e l 
pe ri odo de T. Si T es látice con distribución F, decimos queF es látice. 

4.2 Construcción de estimadores de Monte Cario 

Ahora procederemos en fonna análoga a las secciones 3.2 y 3.4, desarrollamos un 
algoritmo para simular bajo horizonte finito T el proceso de reclamaciones ac umuladas 

Z, donde e l proceso de ll egadas es de renovación, para posterionnente efec tuar 11 

rea lizaciones de Z, y contar e l número de veces R que se superó o alcanzó e l umbral 

D, luego e l EMCde p(Zr;?: e) que buscamos es p(Zr O?: e):= R!". 

El siguiente teorema nos proporciona las bases para va lidar las simulaciones. 

Teorema 4.12 Si Jos mOI//os de Jas reclamaciolles y Jos tiempos ell/re IJegadas tiene/l 
esperallzasfilli/as EX y ET respectivam ellle. el/ tol/ces 
( i ) CO I/ probabilidad 1, 

Z, / t --'> EX / ET 

Oi) 
EZ, / t --'> EX / ET 

Demos/ració,,: Para probar ( i ) escribimos 

N. 

Z, / t = ¿ X,/I 
;" 1 

N, 

¿ X, 
~.N, 
N, 

Por la ley fuerte de grandes números 

Z,! N, -)o EX 
y por la Proposic ión 4.6 
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cuando t -)o ro , 



N,I I .... 1/ ET cuando r --+ oo. 
Queda demostrado ( i ). 

Para demostrar (ii) observe que como N, + 1 es un tiempo de paro para J;,T2 , ...• 

también es un tiempo de paro para XI ,X 2 '" .. . Entonces por el Teorema 4.8 

~ N ] [N .. , ] I:x, = E I X, - EXN .• , 
¡. . ".1 

= (m(I) + I)EX - EX N.'" 
di vidiendo entre r ambos lados 

EZ, Jm(,) + 1) EX _ EXN ... 1 1 • 

Y del Teorema 4.10 obtenemos el resultado si demostramos que EX N,. I I r -)o O cuando 

1-)0 00. 

Sea g(t) := EX N, . I , al condicionar respecto a SN, y tomando F(t }:= 1- F(/) 

Sin embargo. 

sustituyendo 

Sea 

y note que 

E(X N. " SN, = 0)= E(X, IT, > 1), 
E(XN ... ISN. =s)=E(X. IT. >I- S), 

g(I) = E(X, IT, > 1)1"(1) + I E(x.lr. > I- S)I"(I - s)"m(s). 

h(,):= E(X, r, > 1 )P(I) = F(x, r, = r }1F(r) , 

EX, = l~~x, II T, = r)iF(r) <"" 

(4-22) 

se s1gue que h(t) --+ O cuando t --t 00 Y h(r) S E¡I; para toda r. luego podemos 

escoger r tal que Ih(r); < e siempre que 1 ;;:: 1'. De (4-22) 
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g(l) I},(I) [ -' I},(I-xl () f I},(I - x)' () ,; -- + dmx+ --dmx 
r / o t ,_, t 

,; E+ ">1(1 - ,) + EX, (m(I) - m(1 - ,)) . 
1 1 1 

-> cuando ( --t 00 
ET 

por e l Teorema 4.10. Como & es arbitrario, 

g(t )/ 1 --t O cuando t --t C() . o 

Este teorema nos proporcIOna una aproximación para la tasa de ingresos 

e = {l + p )EZ, I f Y del resultado anterior 

e = (1 + p)EX / ET . 

Algo ritmo 4.13 Estimación de p(Zr "2: O) bajo un proceso de renovación. 

Objetivo: Generar las n realizaciones del proceso de riesgo y, donde el proceso de 

llegada de las reclamaciones es un proceso de renovación, para constmir p(Zr ~ e) el 

estimador de Monte Cario (EMC) de p(Z r ~ e) . 
Entrada: 11 , T,O, F, Fx' 

Salida : p(Z, > O) . 
Método: 

i 1. 
Hasta que" > 11 haz: 

Z <- O. 
r f- O. 
Mientras (Z < O) Y (1 < T) haz: 

, 

Generamos IV - F . 
Generamos X - FA" . 
Zf-Z+X. 
1(-I + W. 

Si (Z >0) y (1 S T) entonces R <- R + I . 
¡ f- i + 1. 

p(Z, >0)<- RI" . 

4.3 Fo rmulació n de modelos de renovación para análisis de riesgo en el 
sector productivo y Resultados 

Eje lll p lo 4.14 Análi sis de volumen de facturación para empresas de bienes o servicios. 

El proceso de rec lamaciones acumuladas Z, se puede emplea r para modelar y anali zar 
riesgo en el sec tor productivo. El valor de cada contrato es una variable aleatoria X con 

di stribución F". , supongamos que los tiempos entre facturación se distribuyen F , el 
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N 

volumen de facturación para un interva lo de tiempo futuro [0,1 ] es Z, = !x¡ . donde ,., 
N, es el proceso de renovación asociado a la distribución de los tiempos entre 
facturación. Ahora podemos plantear y resolver problemas tales como: estimar la 
probabilidad de que el vo lumen de facturación para el año próximo exceda cierta meta 
espec ífica e. estimar la probabilidad de que la empresa sobreviva e identificar la meta 
de facturación asociada a cierto nivel de riesgo. 

Para efectos de ilustrar el modelo fonnulado anterionnente, supondremos que los 

tiempos entre facturación T son Erlang(3 ,1) Y que X - exp(O.l) . 

De acuerdo al Teorema 4.12 (ii), 

EZ, = Ex.. = 1/ 0.1 = 10 cuando 1 ~ 00 . 
I ET 1 

Ahora empleando Monte CarIo estimaremos EZ, I I la ganancia esperada por unidad de 

tiempo, rea lizando 11 = 10' simulaciones para cada horizonte de tiempo considerado. 

Tabla 4 ¡·Velocidad de convergencia 
• 

I EZ,Il 
12 9.71 
50 9.93 
100 9.97 
400 9.99 

Observe que con un horizonte de tiempo pequeño 1 = 12 , tenemos un valor bastante 
aproximado (9.71) al va lor límite (10), lo que significa una rápida convergencia, que 
nos es útil ya que consideraremos un horizonte de 12 meses. 

Elt.'tltimo renglón de la Tab la 4. 1 produjo el máximo de números pseudoalea torios con 
16,028,321 que es menor que 2 24 

- 1 , lo que garanti za que no ex iste ciclaje. 

De la Tabla 4 .1, el volumen de facturación esperado para el próximo año es 

EZ" = 12 · (9.7 1) = 1165 2 u. m., 
donde u.m. son unidades monetarias. 

Ahora podemos estimar la probabilidad de que el volumen de facturación Zl 2 supere la 

ganancia esperada EZ I2 , y considerar además dos escenarios, uno pesimista con una 
atenuación en un 10% de la ganancia esperada y otro optimista con un crecimiento 
adi cional del 10%. (Ver Tabla 4.2, renglones 1,2 y 3) 

Además se desea manejar un nivel de riesgo aceptable para un volumen de facturación 
mela es decir, para qué volumen aprox imado de ganancia la probabilidad de superar 
dicho volumen meta es por lo menos 0.9. (Ver Tabla 4.2 , renglón 4) 
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y finalmente podemos estimar la probabilidad de supervivencia de la firma, si el 
vo lumen de facturación anual mínimo para evitar la ruina es del 50% de la ganancia 
esperada para e l año próx imo. (Ver Tabla 4.2 , renglón 5) 

Tab la 4 2' Estimación de la probabilidad de alcanzar la meta (11 "" 105
) 

Volumen de 
fac turación meta 

/>(Z" > a) B SEMC Tolerallcia %Tol 

104.87 0.5817 1.56x10· 4.02x W 0.69 
116.52 0.4627 1.58 x lO· 4.06x 10· 0.88 
128. 17 0.3502 1.51x10· 3.88x W 1.11 
69.000 0.9009 9.44x10 2.43 x 10· 0.27 
58.260 0.9523 6.74x I0· 1.74 x W 0.18 

Observe que aún en e l caso pesimista (gananc ias por 104.87 u.m.), la probabilidad de 
alcanza r la meta es solamente de alrededor de 0.58, si se desea un nivel de riesgo de 
10%, el volumen meta debe ser de 69 u.m. , por último la probabilidad de que la 
compañía quiebre es menor al 5%. 

El tercer re nglón de la Tabla 4.2 produjo e l máximo de números pseudoa leatorios con 
54,628,857 que es menor que 2 24 - 1, lo que garantiza que no existe ciclaje. 

Ejemplo 4.1 5 FOn1ll1 lación de un modelo de riesgo para una compañía automotriz con 
in fonnación rea l. 
La compañía Porsche AG, distribuye automóvi les de lujo en México, colocando durante 
el año 2003 un total de 347 unidades en ventas al menudeo, de acuerdo con la 
Asoc iación Mexicana de la Industria Automotri z (AM IA) [38J. Esta cifra signifi ca un 
incremen to de 23% respecto al tota l de unidades vendidas en 2002, que fue de 282. (Ver 
Tabla 4.3, ruente: AM IA [38]) 

Tabla 4.3: Total de unidades vendidas mes a mes durante 2003 
Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jut. Ago. Sep. Oct. Nov. DIC. 03 02 

22 15 25 26 35 33 28 30 32 28 28 45 347 282 

De acuerdo con Thomas Startze l, Director de Porsche Latinoamérica, son tres las claves 
en e l incremento de ventas: ca lidad de los productos, imagen y servic io personali zado. 

Cuando se cierra una operación se le dedi ca parte de l día a l cliente, es decir se pueden 
cerrar un máximo de 3 operaciones a l día: una por la mañana , una por la tarde y otra por 
la noche. 

Stiirtze l afimla que las condic iones del mercado en Méx ico pennitirán un incremento de 
44% en las ventas mensuales durante 2004. 

El objetivo del problema consiste en estimar e l mínimo vol umen de unidades que se 
vende rán en e l año 2004 con un ni ve l de riesgo del 5% , es dec ir buscamos un nivel de 
unidades con una probabilidad de ser al canzado o superado de 0.95. 
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El primer paso consiste en formular un modelo de riesgo con un proceso de llegada de 
acuerdo a un proceso de renovación; cada llegada representa una unidad vendida . Es 
importante establecer el horizonte y las unidades de tiempo, debido a la forma en que 
opera la empresa nos conviene considerar cada día laborable como 3 unidades de 
tiempo y contar los días hábiles de acuerdo con el ca lendario de 2003, tomando en 
cuenta que la empresa no abre los domingos. 

Es decir en enero de 2003 se trabajaron 26 días, 23 en febrero, 24 en marzo y abri l, 26 
en mayo, 25 en junio, 27 en julio, 26 en agosto, 25 en septiembre, 27 en octubre, 25 en 
noviembre y 26 en diciembre. En tota l 304 dí as, es decir 912 unidades de tiempo. 

En este mode lo el tiempo transcurre en forola di screta, es decir pasamos del instante 1 
(donde puede haber una venta con probabilidad p) al 2 (donde puede haber una venta 

con probabilidad p) y luego al 3 (donde puede haber una venta con probabi lidad p) y 

así sucesivamente, lo que imp lica que si T~ = j, Tt es entero y además j ;::: k. 

El momento de la k -ésima venta es 

• 
S.:= ¿ T, . ,., 

y eltolal de ventas hasta el momento t es el proceso de renovación N" 0 :5 t :5 912 . 

Debido a que el volumen de ventas varia con los meses debido a di versas condiciones 
económicas (por ejemplo en diciembre se recibe el agu ina ldo), es conveniente 
condicionar p a cada mes. 

De esta forola la probabi lidad de vender un au tomóvi l por unidad de tiempo en enero de 
2004 considerando el incremento esperado de l 44% es 

22 
p, = - ( ) (1.44) = 0.4062 • 

326 
aplica ndo el nllsmo razonamiento para cada mes, tenemos fJ 2 = 0.3 13, Pl = 0.5 , 

P. = 0.52. p , = 0.6462, p. =0.6336. p, =0.4978. p, = 0.5539, p. = 0.6 144. 

p" = 0.4978 . p" = 0.5376 Y p" =0.8308. 

Al efectuar 15,000 simu lac iones de l modelo propuesto tenemos que 

P(N", ~ 476) = 0.9504 , 
con 

S DIe = 1. 773 X lO-l ,Tolerancia = 4.565 x lO-l y %Tol = 0.4803 . 

Es decir Porsche venderá en 2004 al menos 476 unidades con una probabilidad de 0.95. 

En la simulación se emplearon 13,680,000 números pseudoalea torios, cantidad menor 
que 2N - 1, lo que implica que no existe cic1ajc. 
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5. Simulación de procesos en ambiente semi-Markov 

Un proceso semi~Markov es a grandes rasgos, aquel donde los estados cambian de 
acuerdo a una cadena de Markov pero el tiempo entre cambios de estado es aleatorio . 

Un proceso de este tipo resulta útil para constru ir modelos donde el proceso de llegada 

depende de un conjunto de estados {1,2, ... , k} y el estado actual cambia en el tiempo. 

Estos procesos resultan úti les para fonnular modelos donde en func ión del clima cambia 
la distribución de los montos de las reclamaciones y en análisis de con fiabilidad [30}. 

En este capítulo se construye un algoritmo para simular el proceso acumulado de 

reclamaciones 2, y obtener un EMe pa ra la probabilidad de que Z, no rebase c ie rto 

nive l e en un intervalo de ('iempo [o,r] y se fonnula un modelo de superv ivencia de un 
ecosistema sometido a descargas contaminantes [26]. 

5.1 Marco teórico de los procesos semi~Markov 

Definición 5.1 Considere un proceso estocástico con estados 0,1 ... , tal que cuando 

estamos en el estado ¡.i 2:: O: 

( i ) La probabi lidad de llegar a l estado j es Pij ' i , j ?: O. 

(ii) Dado que e l siguiente estado a l que llegaremos es j, el tiempo de transición de i a 

j se distribuye F(¡ . 

Si denotamos Q, a l estado en el tiempo (, llamamos a {Q, Lo un proceso semi-Markov. 

Observe que un proceso semi-Markov no tiene la propiedad de Markov de que dado e l 
estado presente, el futuro es independiente del pasado, ya que para predec ir el futuro 
neces itamos no sólo e l estado presente, sino además la longitud de l tiempo que 
pennanecemos en dicho estado. 

Una cadena de Markov es un proceso semi-Markov donde 

F/f = O si, < I 
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Una cadena de Markov es un proceso semi-Markov donde 

F;¡ =O sil < 1 

Fij= 1 si /;::1. 

Es decir, todos los tiempos de transición son idénticamente l . 

Sea H , la distribución del tiempo que el proceso semi-Markov pennanece en i antes de 

cambiar de estado condicionando con el estado siguiente, 

H, (t)~ ¿P,F,(t), 
j 

y sea 

11,~ fdH , (x) 

Definición 5.2 Si denotamos An el n-ésimo estado visitado, entonces {An L;.:o es una cadena 

de Markov con probabilidades de transición F Ij ' Se le llama cadena de Markov subyacente 

del proceso semi-Markoviano. 

Definición 5.3 Una cadena de Markov {An L;.:o con conjunto de estados e es irreducible si 

para todo i , j E e , existe algún n;:: O tal que Fy
n > O, donde F;' es la probabilidad de 

transición del estado ¡al j en el n-ésimo paso. 

Diremos que {Q, Lo es irreducible si su cadena de Markov subyacente es irreducible. 

Definición 5.4 Sea T" el tiempo entre transiciones sucesivas al estado i y sea ji" = ET,¡. 

Definición 5.s Sean i, j E e dos estados cualesquiera, definimos fljn como la probabi lidad 

de que empezando en i la primera transición a j ocurra en el paso n. Es decir 

fijO =0 , 

f; ~P¡A" ~j,A. "j,k~ I , ... ,n- IIAo ~ i). 
Sea 

• 
f , ~ ¿J,;, 

",' 
el estado j es recurrente si flj = I . 
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di remos que} es recurrente positivo si v u < ro y recurrente nulo si v = ro. 

Una cadena de Markov es recurrente positiva si sus estados son recurrentes positi vos. 

Recordemos (33] que si {AJ~~ es irreducible y recurrente positiva , sus probabilidades 

estacionarias Ir I '} ~ O son la única solución de 

L ,,}: I, 
} 

e interpretamos J! I como la proporción de los A. ' s que son iguales a } . 

Empleando resu ltados de procesos de renovación podemos obtener una expres ión para 
las probabilidades límite 

de un proceso semi-Markov. 

5.2 Construcción de estimadores de Monte Cario 

Ahora procederemos en fonna análoga a las secciones 3.2, 3.4 Y 4.2, desarrollamos un 
algori tmo para simular bajo horizonte finito T el proceso de reclamaciones acumuladas 

Z, bajo ambiente semi-Markov con k estados, para posterionnente efectuar n 

rea lizac iones de Z, y contar el número de veces R que se superó el umbral e, luego el 

EMCdc P(Z, >0) que buscamos es p(Z, >O)::R I" . 

El siguiente teorema nos proporciona las bases para va lidar la s simulaciones. 

Teorema 5.7 Si {Q, Lo es 111/ proceso semi· Markov irreducible. 'f¡¡ tielle /1110 

distribllciól/ l/O látice COII esperallzaftllita y la cadel/a de Markov subyacente {A. Lo es 
recurrente positiva. el/tol/ces 

Demostración: Emplearemos la notación siguiente 

/,~ (¡) := ti empo de permanencia en el estado; durante la}-ésima visi ta al estado ; , 

N¡ (1/1) := Húmero de visitas al estado i en las primeras m tra nsiciones de {Q, L~o' 

Luego la proporción del tiempo en ; du rante las primeras m transiciones, P¡ ... es 
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N~I 
¿IV,(¡) 

P ¡., 
l ... = ~"Né¡J(",:1I'-

¿ ¿IV,(¡ ) 
¡-I 

N, (m)"fl IV,(¡) 
_ m j_' N¡(m) 
- ¿ N,(m) NfIV,(¡) . 

I m ¡O', N¡(m) 

(5-23) 

Ahora como N I (1/1) --t GQ cuando m --t Cf'J , se sigue de la ley fuerte de grandes números 
que 

N, j· 1 IV,(¡) 
¿ ()->JI,' ,.1 N i m 

y por la ley fuerte para procesos de renovación (Proposic ión 4.6) 

N,(m) ( [ . . . . 
--t E número de tranSICiones entre VISitas a i 

m 

Entonces haciendo 111 --t <Xl en (5-23) 

D 

Algorilmo 5.8 Estimación de p(Zr > e) en ambiente semi-Markov con k estados bajo 
las hipótesis de l Teorema 5.2. 

• 
Objetivo: Generar las 11 rea lizaciones de Yr para constru ir p(Zr > e) el EMe de 

P(Z, > O) . 
Entrada: 11 , T,e, Fx ' k, P. " P.2' ." ' pu • FII .F.2"'" Fu ' ;0' A., m . 

Salida: p(Z, > e). 
Método: 

R ~ O . 

i f- O. 
Hasta que i > 11 haz: 

Z <- O. 
/ f- O. 
At- io ' 

Mientras (/ < r) y (Z $ O) haz: 

Generamos U - U[O,l]. 

Si (U ~ O) Y (u < PAji ) entonces B f- I . 
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, 

Si (U :?: PAJI) Y (U < PAJI + PA¡2) entonces B f- 2 . 

Generamos S - FAB • 

Ól f- O . 
tf-I +S. 

Si (1 ) r) entonces S = T - (I - S), 
Si (A == m) entonces Mientras (1'lJ < S) haz: 

Generamos t'11 1- exp(A) . 

Generamos X - F'., .. 
Zf-Z+X. 

t'1t f- t'1t + t'111 . 

Si (A = m)y (tIt > S) entonces Z +-- Z - X , 
Si (l > T) entonces t f- T . 
A+- B. 

Si (Z > e) y (1 ~ r) entonces R +-- R + 1. 
i f- i + l. 

P(Z, > IJ)+--R l n, 

5.3 Formulación de un modelo de descargas contaminantes en un 
sistema acuífero bajo ambiente semi-Markov y Resultados 

Ejemplo 5.4 Anál isis del nivel crítico de descargas en un ecosistema acuífero. 
Consideremos un sistema acuífero cerrado sujeto a descargas de contaminantes ilegales 
donde predominan metales pesados. Estos metales como el plomo se precipitan en el 
lecho de sistemas acuíferos como lagos y ríos donde contaminan especies de mo luscos y 
cnlstáceos de los que se alimentan los peces degradando las cadenas alimenticias de los 
ecosistemas. 

El enfoque clás ico para la constmcción de modelos de descarga se basa en sistemas de 
ecuaciones diferenciales parciales [32]. 

El modelo propuesto está basado en un proceso semi -Markov, donde el vo lumen de 
desca rga depende del clima, que puede estar en uno de tres estados: 1 buen clima, 2 

ll uv ia moderada o 3 mal clima. Al estado inicial le llamaremos jo' 

Suponemos que existen industrias con desperdicios pesados en la periferia de un lago, 
donde es tá prohibido descargar di chos contaminantes, sin embargo cuando llueve 
(estado 2) la vigilancia se debilita y es posible que tanques cistema desca rguen en el 
lago. 
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Si el clima es demasiado lluvioso, los tanques cisterna corren el riesgo de quedar 
atascados y cuando el cl ima es bueno la visibilidad también lo es, por lo que el riesgo de 
ser descubiertos es bastante alta. 

La matriz de transiciones de la cadena de Markov subyacente es 

M =(003 

0.5 

De aqu í que la di stribución estacionaria es 

0.6 O.4J 
O 0.7. 

0.5 O 

n = (0.2863436123, 0.3524229075, 0.36 12334802) . 

Consideremos que 

Luego 

por lo tanto 

F" = Fu = F,,-U(0,3), 

F" = F" = F,,-U(0 ,4 ), 

F" = F" = F,, - U(0 ,2) . 

H I = O.6Fll + OAF.l' 

H I =O.3Fz l +O.7Fll , 

H 1 = O.5F11 + O.5F12 , 

/1, = 1;dH,(x) = f /3dX =1.5, 

/1 , = 1;dH ,(X) = 1: / 4".< =2, 

11, = fdH,(X) = 1~ / 2 = 1. 

Ahora calcula remos las probabilidades límite empleando el Teorema 5.7 

P, = ",/1, = 0.2871870397 , 
,TIJl. +7f2Jl 2 +7fJ JlJ 

P, =0.47 128 1296, 

P, = 0.24153 16643. 

Empleando el algori tmo 5.8 simulamos el proceso semi -Markov, con resu ltados 
sati sfactori os acordes con el Teorema 5.7: 
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Tabla 5. 1: Estimación de probabilidades limite (T = 5000, n = 10l ) 

&, i, 

• 
P, 0.2876 1.59 x 1O -} 1 
• 
P, 0.4709 8.37 x 10-4 1 
• 
P, 0.2415 2.57 x 10-4 1 

• 
P, 0.2869 9.34 x lO ·4 2 

• 
P, 0.47 14 1.87 x 10-4 2 
• 
P, 0.2417 7.46 x I 0-4 2 

• 
P, 0.2875 9.87x IO · 4 3 

• 
P, 0.4709 7.82x 10-4 3 
• 
P, 0.2416 3.S3x 10. 4 3 

El caso cuando io = 2 produjo el máximo de números pseudoa leatorios con 11 ,407,887 

que es menor que 2 2~ - 1, por Jo que no existe cicJaje. 

Consideremos que los tiempos entre descargas se di stribuyen exponencia lmente con 

ta sa A y que los volúmenes de descarga se di stribuyen U(tO,30) . Analizaremos el 
modelo de descargas a lo largo de un año (365 días) y durante año y medio (548 días). 
Supongamos que e l ni vel de polución que puede soportar el ecosistema anles de un 
daño irreversib le es O, luego la contaminación acumulada en el lago en e l interva lo 

(O ,T) es Z,. 

Tabla 5 2- Probabilidad de supervivencia 

i, 1/.< O T />(Z, > e) s eJ,/C Tolerancia %Tol " 
1 2.0 1800 365 0.3330 3.33x10· 8.58 x 10· 2.56 2x l0 
2 2.0 1800 365 0.3566 3.39x 10· 8.72xlO· 2.45 2x l 0 
3 2.0 1800 365 0.341 7 3.35x 10' 8.63x lO· 2.53 2x l0 
1 2.0 1900 365 0.1920 2.79x 10· 7.17x lO- 3.74 2x10 
2 2.0 1900 365 0.2022 2.84x 10' 7.3 1 x 10' 3.62 2)( 10 

3 2.0 1900 365 0.1935 2.79x 10' 7. 19xlO· 3.72 2x10 
1 2.0 1900 548 0.9967 5.74x 10" 1.47x 10· 0. 15 1x 10 
1 2.0 1800 548 0.9995 2.23 x 10 5.76x lO 0.06 Ix lO 
1 1.8 1800 365 0.6659 3.34x 10' 8.59 x10· 1.29 2 )(10 

1 1.5 1800 365 0.9736 l.13 x lO- 2.92xlO- 0.30 2)(10 

Observe que s i 0 = 1800 la probabi lidad de que e l ecos istema sobreviva un ailo es de 
al rededor de V3, dependiendo del estado ini cial jo, pero si 0 = 1900 las probabi lidades 
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de supervi vencia aumentan a alrededor de 8/10. Sin embargo si no se toman medidas 
restrictivas efecti vas el lago desaparecerá como ecos istema en tan sólo año y medio. Por 
otra parte si la esperanza de los tiempos entre descargas disminuye de 2 a 1.8, es decir la 
intensidad de desca rga aumenta, la probabilidad de que el ecosistema se arruine casi se 
duplica (de 0.3330 a 0.6659); si la esperanza de los tiempos entre descargas disminuye a 
1.5. el ecos istema no sobrevivirá un año más. 

El quinto renglón de la Tabla 5.2 produjo el máximo de números pseudoaleatorios con 
16,477,589 que es menor que 2N - 1, por lo que no existe ciclaje. 
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Conclusiones 

Los modelos de ri esgo formulados originalmente en contextos actuariales son una 
herramienta importante en la soluc ión de problemas en diversos campos de la ingeniería. 

Sin embargo se requiere desarrollar modelos cercanos a planteamientos reales, lo que 
origina la necesidad de extender el modelo de riesgo clásico debilitando la hipótesis de que 
el proceso de llegada sea un proceso de Poisson estacionario. Primero considerando el 
proceso de ll egada como un proceso de Poisson no estacionario con medida de intensidad 
cont inua, para luego trabajar con medidas de intensidad di scontinuas, sin descuidar las 
ap licaciones. 

Es precisamente la retroalimentación de los resultados teóricos con este enfoque aplicado lo 
que motiva el empleo de técnicas de simulación, con la enonne ventaja de contar con 
soluciones numéricas aproximadas, enriqueciendo nuestra capacidad de analizar los 
problemas no sólo desde una perspectiva puramente cualitati va. 

Posterionnente se generali za el proceso de llegada a un proceso de renovación y 
finalmente se construye un modelo de riesgo en ambiente semi·Markov, en ambos se 
formulan modelos inéditos en los contextos de aplicación. 

Es importante recalcar que las estimaciones reali zadas empleando métodos de Monte Carlo 
dieron origen al desarrollo de algoritmos propios, en los capítulos 3, 4 Y 5. Unicamente en 
el Capitulo 2 como parte de la exposición del estado del arte se emplearon algo ritmos ya 
desalTollados (por ASll1ussen). 

Los modelos de riesgo ofrecen una amplia perspectiva de investigación a la que pueden 
incorporarse problemas reales de las más diversas disciplinas, como se ha demostrado en 
este trabajo en la fonnu lac ión de un modelo de riesgo para póli zas contra incendio 
(Capítulo 3), en el modelo de renovación para análisis de ri esgo en el sector product ivo 
(Capítulo 4) y en el modelo semi·Markov de descargas contaminantes en un sistema 
acu ífe ro (Capítu lo 5), que representan aportaciones importantes de este trabajo. 
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Apéndice 1 

Programas en Visual Basic. 
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TESEXPI.FRM - 1 

Sub Commandl_Click O 
'EJEMPLO 2.11 TABLA 2.1' 
Dim G, C, U, T, Y, S, Q, W, X. Z, V, SECMC, TOL, TPERCENT, ER 
Randomiz.e 
MSG = "¿CUAL ES EL NUMERO DE SIMtn..ACIONES <= 1000()?-
1TI1...E .. "TABLA 2, 1" 
ENTRADA - lnputBox(MSG, TTILE, DEFV AL) 
N ~ CDbl(ENTRADA) 
MSG - "TECLEE LA PROBABll.IDAD DE RUINA· 
TI1l.E - "TABLA ¡" 
ENTRADA - lnpulBox(MSG, lTIl...E, DEFV AL) 
PROB - CDbl(ENI"RADA) 
Static R(IOOOO) 
G = .09090909 
e .. . 88 
u - -(1.1 /. 1)· Log(l.l • PROB) 
Priut ·U .. "; U 
Z- O 
Forl " IToN 

Y- O 
T - O 
WhileY <- U 
S- Rnd 
Q- Rnd 
While S '" o 
S- Rnd 
W,od 
WhileQ = O 
Q - Rnd 
W,od 
W - -1.l36363636 • Log(S) 
X '" -1.1 • Log(Q) 
Y = Y + X-C·W 
T - T + W 
W,od 
R(I) '" Exp( -G • Y) 
Z = Z+R(O 

N"'" 
P "' Z / N 
Prinl "P:"; P 
V=O 
ForJ - IToN 
V = V + «R(J)-P) " 2) 
NeKl J 
V " V / (N-l) 
SECMC " Sqr(V I N) 
Print "SECMC" "; SECMC 
roL = 2.575 · SECMC 
Print "TOL""; TOL 
TPERCENT " 100 • TOL / P 
Priot "%TOL"; TPERCENT 
ER '" Abs«pROB - P) I PROB) 
Frínt "ERROR RELA T1V()=o"; ER 
End Sub 
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TESEXP2,FRM - I 

Sub CommaDdl_CJick O 
'EJEMPL02.11 TABlA2.2' 
Static R(30000) 
Dim G, C. T, Y, S, Q, W, X, Z, Y, SECMC, TOl, TPERCENT 
Randomiu 
MSG"' "¿CUALES EL NUMERO DE SIMULACIONES <= 300CMW 
TTILE " --r ASlA 2.2" 
ENTRADA '" InputBox(MSG, ITI1.E, DEFV AL) 
N'" CDbl(ENTRADA) 
MSG" "TEa..EE EL CAPITAL IN1C1AL U" 
ENTRADA '" InputBoJló(MSG, TI1LE, DEFV AL) 
U " CDbl(ENTRADA) 
MSG ,. "TEa..EE EL HORIZONTE DE TIEMP(Y 
ENTRADA'" InputBox(MSG, TITI.E, DEFY AL) 
HORlZON" CDbI(ENTRADA) 
G = .09090909 
e ... 88 
z-o 
ForK - IToN 
R(K) '" o 
NelCl K 
Forl "' IToN 
Y - O 
T'O 

While Y -<= U Aad T -< HORIZON 
S' Rn<l 
Q = Rnd 
While S = o 
S=Rnd 
W,ruI 
While Q " o 
Q = Rnd 

W'"" 
W '" -1.136363636 • Log(S) 
X '" -1.1 • Log(Q) 
Y - Y+X-C·W 
T "' T+W 

W'"" 
IfY> U And T <'" HORlZON 1beo R(I) " Exp(-G· Y) 
Z = Z+R(D 

N",¡ 
P "' Z /N 
Print ?;"; P 
v-o 
ForJ -= IToN 

Y "' Y+«R(J) · P)"2) 
NelCl J 
Y=V/(N-l) 
SECMC'" Sqr(V I N) 
Print "SECMC="; SECMC 
TOl = 2.575 • SECMC 
Priut "TO!?"; TOl 
TPERCENT " 100 • TOl I P 
Priut "%TOL"; TPERCENT 
Emi Sub 
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Sub Comma.odl_Clid: O 
'EJEMPL02.12 TABLAS 2.3 Y 2.4' 
Static R( IOOOO) 
Dim G, C. U, T, Y, S, Q, W, X. Z, Y, SECMC. roL, TPERCENT 
Ran<Io<niu 
MSG - "¿CUAL ES EL NUMERO DE SIMULACIONES <- 100001" 
TTI1.E " "TABLAS 2.3 Y 2.4" 
ENTRADA - lopulBox(MSG, lTIl.E, DEFVAL) 
N " CDbI(ENTRADA) 
MSG - "TEQ..EEEL CAPITAL INICIAL U· 
Em'RADA - lnputBoIt(MSG, TIT1.E, DEFVAL) 
U .. CDbI(ENIRADA) 
G -.05 
C" .50&4385 
Z' O 
For l - I ToN 

Y ' O 
T ' O 
While Y <'" U 

S • """ Q . ... 
Wlúle S " O 
S · ... 
Wond 
While Q " O 
Q . ... 
W ... 
W " -,9752083242 • Log(S) 
X - (1 / G) · Log( 1 - Q . ( 1 - Exp(G))) 
Y - Y+X -C · W 

T - T+W 
w,,. 
R(I) " Exp(-G . Y + T · (.025421928 - G • C» 
Z-Z+R(l) . 

Next 1 
P - Z / N 
Prinl "P-"; P 
V' O 
For J - 1 ToN 

Y - V+«R(J) -P)"2) 
Nexl J 
Y - Y/(N- I) 
SECMC " Sqr(V I N) 
Prinl "SECMC-"; SECMC 
rol e 2.515 .. SECMC 
Print "TOl-"; rol 
TPERCENT " 100 " TOl I P 
Priot "%TOL"; lVERCENT 
EndSub 
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Sub Commandl_Clict O 
'EJEMPW 2.12 TABLA 2.5" 
CoIlSt N · 10000 
SwKR(N) 
Dim G, e, u, T, Y, S, Q, W, X. Z, V, SECMC, TOL. TPERCENr 
..... otiu 
MSG - "TECLEE EL HORIZONTE DE llEMP<Y 
Tm...E - ~ABLA 2.5" 
ENTRADA - lnputBox(MSG, TJTI.E. DEFVAL) 
HORJZON " CObI(ENTR.ADA) 
G - .05 
C " .5084385 
U - 40 
z- o 
ForK - IToN 
R(K) - o 
NextK 
Forl- 1ToN 

Y - O 
T- O 
While Y <- U And T < HORlZON 

S - Rnd 
Q - Rnd 
WhileQ - o 
Q - Rnd 
W<Dd 
WhileS - O 
S - Rnd 
W<Dd 
W " -.9752083242 .. Log(S) 
X " (l / G) " Lag(1- Q" (1 . Exp(G») 
Y - Y + X-C·W 
T - T + W 

w .. , 
ltY > U And T <- HORlZON Then R(I) " Exp(.G • Y + T " (.025421 928 - G .. C» 
Z · Z + R{J) 

"""1 
P- Z / N 
Print "p.o"; p 

v- o 
For J - l ToN 

V - V+«(R(J)-P) " 2) 
N<><t' 
V - V / (N-l} 
SECMC " Sqr(V I N) 
Prinl ·SECMC- "; SECMC 
TOL " 2.575 " SECMC 
Print "TOL.-"; TOL 
TPERCENT - 100 .. TOL I P 
Print -.y.TQL"; 11"ERCENT 
End Sub 
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Sub Comf'l1ltlJdl_ Okl: O 
'flEMPWU rABTM~ I , 3 . 2y:; J ' 

Dim N, M1, G }' . S, Q. W. X. V, SH':''-IC, TOlo 11'ERCJ:;NT, (., ACUM ..... -N - 100000 
MSG " --rECLEE EL c.:APITAt. INlCIAi , ¡,~ 
TI1l,.E - "TADLAS J.l ,3.2 Y ~ ,J . 

ENIl'-ADA - lnputBox(MSG, Tm.E. ! 'Ef \,Al) 
T] '" CDbI(ENTRADA) 
MSG ... "TECLEE EL HORlZONTE Uf TIEMPC" 
ftrnUDA - lnputBo:I;(MSG, TITLf~ DEF'- AJ ) 
HORIZON '" CDbI{t:-wrRADA) 
MSG " "TECLEE EL FACTOR DE REC.ARGO" 
EI'ITRADA. - lnputBcx(MSG, 1.TJ1.f.. DEFVALJ 
RO " CObI(EN'TRAl1Al 
Z- O 
For¡ - I To N 

ACUM -O 
y - (, 

While Y <- U And M2 < HOruzDN 
S " Rnd 
Q - 1<00 
WbLle Q " U 
Q - ROO 
w, ... 
Wbile S - O 
S " Rnd 
w,"" 
W '" ·Log(SJ 
X - I "' 'i* Q 
G- G+W 
M'l " Sq. (G) 
<\CUM " ACUM + X 
y ... ACUM · (J + RQ) ~ j ~ . (/I,t" ii 

WI:.Ki 
If M:! ;. HORlZON Ther. ACU!\.~ ,. .t"CUM - ) 
Ir M2 ,. HOIUZON 1llen M2 " HORlZüN 
y ... ACllM· {1 + RO) • S ,) , (M2 " 2) 
If Y:> l/ 1ñen Z '" Z ... 1 
Nexll 
P " Z/ N 
Prinl ' p. "; .. 
y . «(N · Z) *(P " 2; + Z"« j · P)" 2l)/ 0'1 !J 
SEMC '" Sqr{V I N) 
Print ·~C~· ; S~C 

roL '" 2.575 • SEMC 
Priot ~r~·; 11)L 

'fr ;> o ThclllPERCEN'r ,. 100 " ¡·Ol.l r 
Print "%TOL"; TPERCENT 
Ene! Sub 
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Sub Commandl_Click O 
'EJEMPLO 3.9 TABLA 3.4' 
Dim N, M2, G, Y, S, Q W, X. v, SECMC, TOL, TPERCENf, Z, ACUM 

N - 100000 
MSG - --rEQ.EE EL FACTOR DE RECARGO" 
1TJLE - "TABLA 3.4" 
ENTRADA " laputBolt(MSG, lTI1..E, DEFV AL) 
RO " CDbl(ENTRADA) 
MSG " --rEa..EE EL CAPrr AL INICIAL· 
ENTRADA " IoputBo~, TIlLE, OEfV AL) 
U " CObl(ENTRADA) 
MSG " "lEa..EE EL PARAMETRO ALFA" 
ENTRADA - lnputBolt(MSG, TI11.E, DEFV AL) 
ALPHA " CObI(EN'TRADA) 
MSG " --rEa..EE EL PARAMETRO BETA" 
ENTRADA - mputBolt(MSG, lTILE, DEf'V AL) 
BETA - CDbl(ENTRADA) 
MSG " "TECLEE EL HORlWNTE DE TIEMPO" 
ENTRADA -lrlputBolt(MSG, 1TIl.E, DEfVAL) 
HORlZON - CDbl(ENl'RADA) 
Z-O 
FOII - IToN 

ACUM - O 
Y - O 
O - O 
M2 - 0 
While Y <- U And M2 < HORIZON 

S - R.nd Q-..., 
WhiJe Q " O 

Q-""" 
W<nd 
While S " O 
S - Rnd 
W<nd 
W " -Lcg(S) 
X- BETA 1 (Q " (1 1 ALPHA» 
G-G+ W 
M2 " Sqr{G) 
ACUM " ACUM+X 
y .. ACUM - (1 + RO) ,. (ALPRA • BETA 1 (ALPHA - 1» " (M2 " 2) 

W,,", 
If M2 > HORIWN Thcn ACUM '"' ACUM - X 
11M2 > HORJZQN TbeD M2 - HORlZON 
y - ACUM-(1 + RO) • (ALPHA 10 BETA 1 (ALPHA - 1»· (M2 " 2) 
IIY > U Theu Z " Z + 1 
Nex11 
P-Z/N 
Prinl ."."; P 
V - «N -z) . (P " 2) + Z· «1- P)" 2» /(N -1) 
SECMC" Sqr(V 1 N) 
Prim · SECMOo": SECMC 
roL - 2.515 · SECMC 
PriDI "T01.-"; TOL 
lf P > O Tben TPERCENT " 100· roL 1 p 
Print ,,%TOL"; 'JllERCENT 
EN! S"" 
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TESNOES4.f'RM - I 

Sub Commandl_Oick O 
'EJEMPLO 3.10 TABLA 3.5' 
mm N, M2, G, Y, S, Q W, X, V, SECMC, TOL, TPERCENT, Z. ACUM, EWW 
Rando_ 
N - 100000 
MSG " "TEQ.EE B.. FACTOR DE RECARGO" 
TITl.E - "TABLA 3,5' 
ENIRADA " InptIlBox(MSG, TIlLE, DEFV AL) 
RO " CDbI(ENTRADA) 
MSG - "TEa.EE EL CAPITAL OOClAL" 
EN'IRADA - loputBox(MSG, Tm.E, DEFVAL) 
U - CDbI(ENTRADA) 
MSG - "TECLEE EL PARAMElltO ALfA' 
ENrRADA - lnputBox(MSG, TIlLE, DEFV AL) 
ALPHA " CDbI(Em:RADA) 
MSG " "TECLEE EL PARAMETRO BETA" 
ENTRADA " lnputBox(MSG, TI11.E, DEFV AL) 
BETA - CDbI(El-ITRADA) 
MSG - "TECLEE EL HORIZONTE DE TIEMPO" 
ENTRADA - lnputBox(MSG, TI11.E, DEFV AL) 
HORIZON - CDbI(ENTR.ADA) 
MSG - "TECLEE LA ESPERANZA DE LA D1ST. DE WEIBULL" 
ENTRADA - lnputBox(MSG, lTILE. DEFV AL) 
EWW - CDbI(ENTRADA) 
Z- O 
Forl - IToN 

ACUM - O 
Y - O 
G - O 
M2 -0 
While Y <- U And M2 < HORIZON 

S- ROO 
Q - Rnd 
WhileQ - O 
Q- Rnd 
Weod 
While S- O 
S - ROO 
w,'" 
W " -Log{S) 
X - (-BETA' Log(Q» " (1 1 ALPHA) 
O- G+ W 
M2 - Sq~G) 

ACUM - ACUM + X 
y .. ACUM - (1 + RO)' (M2 " 2) • EWW 

w,"" 
lC M2 > HORIZON TbeD ACUM - ACUM - X 
lC M2 > HORIZON Tben M2" HORIZON 
y - ACUM - (1 + RO) • (M2 " 2) ' EWW 
lCY > UTbenZ - Z+1 
N<xt¡ 
P-Z/N 
Prinl .".."; P 
v - (eN -Z)' (P " 2) +Z ' «1- P) " 2» / (N - 1) 
SECMe - Sq«V I N) 
Print"SE~C-'; SE()dC 
TOL " 2.S7S • SECMC 
Print "TOL· "; roL 
lf P > O Theo 1?ERCENT " 100 • TOL 1 P 
Priot "I.TOL"; TPERCEt-rr 
End Sub 
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Sub Commaodl _C1ick O 
'EJEMPLO 3.12 TABLA 3.6' 
Consl HQRlZQN = 4 
CoMK - l 
Static FLAG(K) 
Static ALFA(K) 
Static T(K) 
DUn R. V, TI , Z, W, SUM, RI , R2, RJ, S, N, UI , J, VAR, XI, Al , Al, Al, 81, 82, 8 3 
Randomiu 
MSG - ~¿CUAL ES EL NUMERO DE SIMULACIONES?" 
TITLE - "TABLA 3.6" 
ENTRADA - loputBox(MSG, TITLE, DEFVAL) 
N - CDbI(ENl'RADA) 
MSG - "TEOEE EL FACTOR DE RECARGO" 
EJlITRADA - inputBox(MSG, TIlLE, DEFVAL) 
RO " CDbt{EI'ITRADA) 
MSG " "TECLEE EL CAPITAL INICIAL" 

ENmADA - luputBox(MSG, TITLE, DEFV AL) 
U " CDbl(ENmADA) 
Al " .00)979) 
Al " .1078392 
Al " ,8881815 
81 " ·.014631 
82" · .190206 
B3 .. ·5.514588 
ALFA(I) " .2 
ALFA(2)- .3 
ALFA(3) " .7 
T(l) - 1.l 
T(2) " 1.2 
T(l) " 31 
Forl - I ToK 
FLAG(I) " O 
N"", 
R- O 
Forl - IToN 

y - O 
TI - O 
Z- O 
w- O 
SUM - O 
) - 0 
WhileTI < HORIZON AndY <"'U 

RI - Rnd 
IfRI - OThenRI - Rnd 
IIRI .. O 1be:o RI - Rnd 
lfRI - O Then RI .. Rnd 
S " ·Log(RI) 
GoSub RtmNAX 
W - W+S 
TI .. Sqt(W} 
Z - Z+X 
>MEM - X 
lfTl :- T(I) And FLAG(I) '" O Tben GoSub RlITfNA! 
IfTl >- T(2) And FLAG(2)" O Then GoSub RlITfNAI 
lIT! >a. T(3) And A.AG(3)" OTben GoSub RtmNAI 
V - Z·( I + RO) · (TI A 2 + SUM) 

Wwd 
lIT! > HORlZON Then Z " Z • XMEM 
lf TI > HORlZON Then V .. Z • (1 + RO) • (HORlZON A 2 + SUM) 
JfY > UTbenR - R + 1 

Nextl 
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P - R / N 
PriDt "P-"; P 
VAR - «N -R) · (P " 2) + R " «1 -P)"2»/(N - 1) 
SECMC - Sq>(VAR I N) 
Print "SECMC-"; SECMC 
TOL · 2.575 • SECMC 
Print -rot-"; lOL 
[fP > O Theo ",ERCENT '" 100 " TOL / P 
Prinl "%TOL"; Tl'ERCEI'rr 
GoToflNAL 

RUT1NAl : 
X - O 
J . J + I 
SUM - SUM + ALFA(J) 
fLAG(J) · 1 
U I - Rnd 
[fUI <- ALFA(J) And TI <=- HORIZON TIten GoSub RUTINAX 
lfUI <- ALFA(J) And TI <- HORlZON Then Z - Z + X 

"""'" 
RlJ11NAX: 
X - O 
R2 - RDd 
lfRZ - O Then RZ - Rnd 
lfRl - O Tben Rl - Rnd 
lfRZ · O Tbea R2 - Rnd 
For H - 1 T020 
AA - X +(1 - (Al · Elq:l(B1 .. X) + Al .. Exp(B2 • X) + A3 • E:qJ(Bl • X) + RZ» 
X - X + (AA I (Al· BI • Exp(BI .. X) + Al .. B2 .. ElIp(B2 • X) + Al • 8 3 • Exp(B3 • X») 
Noxt H 

"""'" 
FINAL: 
End5ub 
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Sub Cornmandl_Click O 
'EJEMPLO 4.14 TABLA 4.1' 
Dim CI , C2, O , W, T, N, U, R. P, V, SEMC, TOL, TPERCENT 
Const LAMBDA '" .1 
Const META " 1000 
N '" 1000 
Randomiz.e 
MSG '" -rECLEE EL HORIZONTE DE TIEMPQ­
TITLE '" -TABLA 4.1" 
EN'ffiADA '" lnpu1Box(M5G, lTJLE, DEFV AL) 
HORlZQN = CDbI(ENl1lADA) 
R=O 
SY .. O 
Forl "' IToN 

Y- O 
T- O 
While T < HORIZON 
CI - Rnd 
e2 '" Rnd 
C3 - Rnd 
WhileCI "' O 

el - Rnd 
W,od 
WlUle C2 " O 
Q = Rnd 
W<od 
While C3 '" O 
C3 : Rud 
W,od 
U '" Rnd 
While U " O 
u - ... 
Wend 
TI .. (-1 / 3) · Log(el) 
T2 = (- 1 / 3)· Log(C2) 
T3 '" (-1 /3) • Log(C3) 
W = T1 + T2 + T3 
T = T+W 
X = (-1 / LAMBDA)· Log(U) 
Y = Y+X 
W,"" 
I!Y >z META And T <'"' HORlWN Then R " R + 1 
1fT > HORIZON Then Y oc Y - X 
SY " SY+Y 

N",,¡ 
ESPERANZA = SY I (HORIZON • N) 
Print "EYrrz,"; ESPERANZA 
End Sub 
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Sub Command I _ etick O 
'EJEMPLO 4.14 TABLA 4.2' 
Dim el, 0, e3, W, T, N, U, R, P, V, SEMC, TOl. 11>ERCENT 
Const HORIZON '" 12 
Const lAMBDA '" .1 

...... -MSG - "¿CUAL ES lA !Yff:.TA?" 
11Tt.E " "T ARlA 4.2" 
ENTRADA - luputBox(MSG. TIlLE, DEFVAL) 
META " CDbI(ENTRADA) 
MSG " "¿CUAL ES EL NUMERO DE SIMULACIONES" 
ENTRADA " InputBox(MSG, TITI.E, DEFV AL) 
N - CDbl(ENTRADA) 
R' O 
Fort - I ToN 

Y' O 
T ' O 
While Y < META And T < HORIZON 

C l - ROO 
C2 - Rnd 
e3 " RDd 
While Cl - o 
Cl .. Rnd w,,,,, 
Wb.iJe. e2 " o 
C2 - ROO 
w,"" 
While C3 - o 
el - ROO 

W'"" u· .... 
WhileU - O 
u· .... 
W,od 
TI - (-1 / 1)· Log(CI) 
TI - (-1 /3 ) · Log(C2) 
13 - (-1 1 J) • Log(CJ) 
W- Tl + T2 + T3 
T- T + W 
X - (-1 !lAMBDA)· Log(U) 
Y- Y+X 

Wend 
UY >- META And T <"' HDRIZON Then R- R + 1 

N",,¡ 
p oo RI N 
Print"P{ y >"; META; ")="; P 
V" (eN - R). (P " 2) + R· «1 - P)" 2» 1 (N - 1) 
SEMC " Sqr(V ! N) 
TOl oo 2.575 • SEMC 
UP > o Tbeu ll'ERCENT = 100· TOl ! P 
Print 'SEMC-"; SEMC 
Print ·TOl ... · ; TOL 
Prinl "%TOL-·; 11>ERCENT 
EndSob 
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Sub Com.mandl_Cück O 
'EJEMPW5.4 TABLAS.I' 
Oim N, R, PROB, V, SEMC, TaL, TPERCENT, 011, OT, INICIO, T, A, B, e l, C2, e 3, u 
ReDim p(l To 3, 1 To 3) 
CoDSl LAMBDA '" 2;; 
eODSt TEniA '" 100000000 
Randomiz.e 
MSG = "'reCLEE EL ESTADO INICIAL: 1, 2 o 3" 
1TILE " "TABLA $.1 " 
ENIRADA'" lnputBo¡¡(MSG, TJ1l.E, OEFV AL) 
[NICIO " CDbI(EmRADA) 
MSG '" "¿CUAL ES EL NUMERO DE SIMULACIONES?" 
ENlRADA '" lnputBox(MSG, TI1LE, DEFV AL) 
N = CDbl(ENTRADA) 
MSG = "TECLEE EL HORlZONTE DE TIEMPO" 
ENTRADA '" TnputBox(M5G, TITLE, DEFVAL) 
HORlZON .. CDbl(ENTRADA) 
R = O 
PO , I) "' O 
PO , 2) « .6 
P(1, 3) '" .4 
p(2, 1) ".3 
P(2, 2) " o 
p(2, 1) " .1 
PO, 1) "'" .5 
P(3, 2) " .5 
p(3, 3)" o 
RI "" o 
R2 - 0 
RJ =O 
Forl "' IToN 

Z = O 
T- O 
TI " O 
n - o 
n eo 
A"'OOCIO 
While T < HORIZON And Z <= TETIlA 

CI - Rnd 
U "' Rnd 
While Cl .. o 
CI - Rnd 
Wend 
While U " o 
U - Rnd 
W,ruI 
UU >"' O AndU < P(A, 1) Then B '" 1 
LIMI .. P(A, 1) + p(A, 2) 
IfU >z peA, 1) And U < LlMl Then B " 2 
LlM2 '" LIMI + P(A, 3) 
[f U>= LIMl And U <= LlM2 Theo B '" 3 
lf A " 1 Then S = 3 .. CI 
IfA '' 2Then S :0 4''C1 
If A " 3 Then S '" 2 ' CI 
OT = O 
T = T+5 
1fT > HORIZON Then S " HORlZON - (T - S) 
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lf A " 2 Tbeo While OT < S 
C2 - Rnd 
While C2 e O 
C2 " Rnd 
W,"" 

00 '" (-LAMBDA) 'Log(C2) 
C3 = Rnd 
While C3 '" O 
C3 - Rnd 
W,od 
X "' IO+(20·CJ) 
Z - Z +X 
OT " 01+00 

W,"" 
If A" 2 AndDT > S ThenZ = Z· X 
1fT> HORlZONThen T = HORlZON 
lfA "' 2ThenT2 - T2 + S 
lfA " ¡ ThenTl " T1 + S 
lfA -=J TbenTI = TI+S 
A- B 

W,"" 
IfZ > TETHA And T <- HORlZQN TIten R " R + 1 
Tl -=TI/ T 
12 "' 1'2 / T 
n - nlT 
Rl = RI+T1 
R2=R2+T2 
RJ=RJ +TI 

Next 1 
Rll - RlfN 
R12 " R2fN 
R13 - RJ / N 
PROB = R f N 
Print "PI="; RIl 
Print ·P2c "; R12 
Print ·P3="; RI3 
SUMA = Rll + Rl 2 + RlJ 
Print "Pl+P2+P3="; SUMA 
EndSub 
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Sub Cornmaod 1_ Click: O 
'EJEMPW 5.4 TABLA 5.2' 
Dim N, R. PROB, V, SEMC, roL. lVERCENT, DTI , OT, OOCIO, T, A, B, el , o , el, u 
ReDim p(1 ro 1, I To 3) 
Randomize 
MSG - "TECLEE EL ESTAOO INICIAL: 1, 2 o 3" 
Tm..E - '7ABLA 5.r 
ENIllADA - l.nputBox(MSG, TIlLE, DEFVAL) 
ooCIO " Clnt(DEFVAL) 
MSG " "TECLEE LA ESPERANZA DE WS TIEMPOS ENTRE DESCARGAS: I/LAMBDA" 
EN'rnADA - lnputBox(MSG, Tm..E, DEFV AL) 
LAMBDA " CDbI(ENrRADA) 
MSG " "TEUEE EL LIMITE TEORtCO DEL NIVEL DE CONT AMINAeION" 
ENTRADA " lnputBox(MSG, TIlLE, DEFV AL) 
TETIiA " CDbl(ENrRADA) 
MSG " "TEUEE EL HORlWNTE DE TIEMPO~ 
ENTRADA - lnputBo¡,:(MSG, TITLE, DEFV AL) 
HORlZON " CDbl(ENIllADA) 
MSG - "¿CUAL ES EL NUMERO DE SIMULACIONES?" 
ENIllADA - lnputBox(MSG, 1111..E, DEFV AL) 
N " CObI(ENIllADA) 
R- O 
P(I , I) - O 
P(l , 2) " .6 
p(I , 1} -.4 
P(2, 1) - .1 
p(2, 2) " o 
P(2,l) - .1 
po, 1) - .5 
P(3, 2) -.5 
P(3,l) - O 
Forl - I ToN 

Z = O 
T - O 
A - INlCO 
Wbile T < HORIZON And Z <- TETIiA 

el - Rnd 
U - Rnd 
While CI - o 
C I - Rnd 
Wend 
Wbile U - o 
U - Rnd 
Wend 
llU >'" o And U < p(A, 1) Then B = 1 
LWI - peA, 1) + P(A, 2) 
HU >- peA, 1) And U < LIMI Tben 8 " 2 
UM2 - LWI + peA, 3) 
·llU >- LWI And U <- UM2 Then 8 'O) 

HA - IThen S-) -Cl 
llA - 2 TbenS "' 4-CI 
lf A 'O ) Tben S " 2 • CI 
DT - O 
T - T+ S 
1fT > HORlWN Tben S z HORIZON . (T . S) 
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l! A .. 2 Theo While DT < S 
el - Rnd 
While 0 - O 
el - Rnd w,,,. 
DO " (-LAMBDA) • 1.og(O) 

C3 - Rnd 
While Cl " O 
C3 " Rnd 

W'"" 
X - IO+(20 · C3) 
Z - Z+X 
DT - DT+OO 

w,"" 
Ir A " 2 AndDT> S TbenZ = Z-X 
l! T > HORJZQN Tbeo T '" HORlZON 
A- B 

w, .... 
If Z > TErnA Aod T <- HORlZON Then R" R + I 

Next 1 
PROe - R / N 
Priol "P( Z >"; TE11iA; "r "; PROa 
V- «N -R)· (pROB " 2) + R· «1-PROB) " 2» J (N - 1) 
SEMC " Sqr(V I N) 
TOL - 2 . .57.5 · SEMC 
If PROB > O 1beo TPERCENT - 100 • TOL I PROB 
Prinl "SEMC-"; SEMC 
Prinl "TOla"; roL 
Prinl "%rol" "; TPERCENr 
End Sub 
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Sub Commandl_Click O 
'EJEMPLO 4.15 ' 
Dim N, SECMC, TOL, TPERCENT, l , CONTADOR. PROB, CONT 
Static p(1 To 12) 
Static H(I To 12) 
R>ndomm 
MSG '" "TECLEE EL NUMERO DE SIMULACIONES<=15000" 
TITLE = "EJEMPLO 4. W 
ENTRADA '" lnputBox(MSG, TITLE, DEFV AL) 
N = CDbI(ENrRADA) 
MSG " "TECLEE EL VOLUMEN DE VENTAS A SUPERAR" 
ENTRADA '" lnputBox(MSG, TITI..E, DEFV AL) 
VENTAS " CDbl(ENrRADA) 
P(l)'" (22 / 78)· 1.44 
P(2) = OS /69) • 1.44 
pe]) = (25 / 72) • 1.44 
P(4) '" (26 / 72)' 1.44 
P(5) = (35 / 78) • 1.44 
P(6) '" (33 / 75)' 1.44 
P(7) " (28 / 81)' 1.44 
P(8) .. (30 I 78) • 1.44 
P(9) '" (32 / 75)' 1.44 
pelO) '" (28 / 81)' 1.44 
P(lI) '" (28175)' 1.44 
P(l 2) " (45/78)' 1.44 

H(l) '" 78 
H(2)" 69 
H(3) "" 72 
H(4) '" 72 
H(5) = 78 
H(6) = 75 
H(7) '" 81 
H(8) " 78 
H(9) " 75 
H(IO) '" 81 
H(11) " 75 
H( 12)" 78 
CONTAOOR " O 
CONT = O 
ForI "' IToN 

l "' O 
For INDICE .. 1 To 12 

For 1- 1 To H(INDICE) 
Q- Rnd 
CONTADOR '" CONTADOR + I 
lfQ <- P(INDICE) The.n l " l -+ 1 
Next J 

NextINDICE 
lf l >'" VENTAS Then CONT '" CONT -+ 1 

N<>tI 
PROB '" CONT I N 
Print · P(N(9 12)>="; VENTAS; H)", " ; PROB 
v '" «N. CONl)' (pROB " 2) + CONT' «1 - PROB) " 2» / (N . 1) 
SEMC '" Sqr(V ! N) 
Print "SEMC"'"; SEMC 
TOl '" 2.575' SEMC 
Print "TOL""; TOL 
IfPROB > O Then TPERCENT = 100 ' TOL ! PROS 
Print "o;.TOL"; TPERCENT 
Print "TOTAL DE # PSEUDOALEATORIOS"'"; CONTADOR 
End Sub 
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Sub CommaDdI_Clicll.: O 
'PRUEBA DE ANDERSON-DARLING' 
DimMX,A1 
Static A(l To 200,1 ro 200) 
Stati<: 8(1 To 200, 1 To 200) 
RaDdoJUju 
N - 200 
FLAG - O 
M - N · N 
ForT - I ToN 
ForJ - 1ToN 
A{l , J) " Rnd 
Noxt¡ 
Nelrt I 
el - o 
02 - 1 
ForK - ¡ ToM 
MJ( - O 
VX - O 
For l "' lToN 
ForJ - 1ToN 
If A(l, 1) > MX Then VX " A(l, 1) 
lf A(l, 1) > MX Then COROX - I 
lf A(I, 1) > MX Tben COROY - l 
MJ( - VX 
Nelrt J 
Nelrt I 
A(CORDX, CORDY) - -1 
CI - CI + I 
[C CI - N+ 1 ThenCl - C2+ 1 
IlCI - N+ IThenCI - ¡ 
B(C2, e l)" MX 
N",K 
51 - 1"+ I 
For l - I ToN 
For J - ITo N 
A(I, 1) .. 8(51 -1, SI - J) 
N'" ¡ 
Nextl 
K - O 
Al - O 
For I - I ToN 
For J - 1ToN 
K - K + 1 
A2 " A2'" «(2· K) - 1)· (Log(A(l. 1))'" Log(1 - B(l, 1)))) 
N",¡ 
Next 1 
ANDERSQN - -M - «1 1 M). A2) 
Prinl -ESTIMADOR DE ANDERSQN-DARUNQ>o"; ANDERSON 
If ANDERSON > 1.9)] Then Prinl "LA DISTRIBUCION NO ES UNIFORME" 
U ANOERSQN <& 1.933 Then Prinl "LA DISTRlBUCION SI ES UNIFORME" 
EDdSub 
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Prueba de Anderson-Darling. 
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Debido al empleo del generador de números pseudoa leatorios de Visual Basic es 
importante aplicar alguna prueba estadísti ca sobre la distribución uniforme de los mismos, 
existen pruebas de bondad de aj uste que son más potentes y sofisticadas que la prueba 
ji-cuadrada. Estas pruebas se denominan de función de distribución empírica (EDF por sus 
sig las en ing lés Empirical Distribution Function ), la más conocida es la prueba de 
Kolmogorov- Smimov ( K-S ) basada en estadísticos de supremo, sin embargo ex isten 
otros estadís ticos ll amados estadísticos c uadráti cos con los que se obt ienen pruebas EDF 
más potentes [1]. 

Anderson y Darling definieron el estadí stico cuadrático A 2
, 

1 • 
A'= - I (2; - 1 ){In(z,) + In (1 - Z.,H)} - 11 , 

1/ i ~ 1 

donde dada una muestra de !I números pseudoaleatorios, se genera una sucesión no 

decrecien te de dichos nú meros X 1 :5: X l :5: . .. :5: X n y definimos para 1 .:5: i.:5: 1/ 

z, := F(x,) , 
con FO la función de di st'ribución sobre la que hacemos la prueba en nuestro caso una 

di stribuc ión unifonne en [0,1). 

Ap licamos la prueba con ulla muestra de 40,000 números pseudoa leatorios contrastando 
las sigu ientes hipótesis: 

H o ; La di stribución es U[O,I). 
H n : La di stribución no es U[O, I) . 

Aplicando el Programa de la página 73 ( Apéndice I ), 

A' = 1.1 3703 , 
lo que es menor que 1.933 el valor umbral de la región de rechazo para a = 0.1 Y por lo 
tanto también cae fuera de la región de rechazo para cualquier valor de a .:5: 0. 1 . De acuerdo 

con At len [1 J, esto implica que debe aceptarse ¡.¡ o ' 
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