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Introduccion

En este trabajo estudiaremos la latiz de caras de un cono en un espacio vectorial sobre
R. Un cono serd un subconjunto cerrado de un espacio vectorial real normado (cerrado segiin la
topologia inducida por la norma en el espacio), no vacio, cerrado bajo combinaciones lineales no
negativas de sus elementos, con la condicién adicional de que el tinico vector del cono que posea

inverso aditivo dentro del cono sea el cero del espacio.

Una cara de un cono K serd un cono F' contenido en K con la propiedad de que si v+ w € F
para v, w € K, entonces v, w € F. En otras palabras, serd un cono F' contenido en K con la
propiedad de que si v, w € K son tales que el interior relativo del segmento de recta que los une
intersecta a F', entonces v, w € F. Veremos que el conjunto de caras de un cono forma una latiz

bajo la relacién de contencién usual de conjuntos.

En 1981, en los articulos “Modular Face Lattices: Low Dimensional Cases” ([GPB-5]), “Theory
of Cones” (|GPB-6]) y “Problems in the Theory and Applications of Finite Dimensional Cones”
(IGPB-7]), George Philip Barker postulé la siguiente conjetura: “Si K es un cono real autodual
inescindible de dimensién cinco y su latiz de caras F(K) es modular, entonces F(K) no puede
tener altura 8”. Pregunta que se enmarca en el problema de clasificar geométricamente los conos
cuya latiz de caras es modular. En comunicacién con Barker nos enteramos que esta conjetura
carecia de demostracion o contraejemplo. Una meta del presente trabajo fue demostrar, junto
con mi asesora de tesis, que la conjetura es cierta. De hecho, logramos dar una demostracion que

no hace uso de la hipotesis de autodualidad de K.

En “Modular Face Lattices: Low Dimensional Cases” (|[GPB-5]), Barker demuestra que la con-
jetura mencionada es valida en dimension 4, es decir, prueba que “st K es un cono real autodual
inescindible de dimension cuatro y su latiz de caras F(K) es modular, entonces F(K) no puede
tener altura 8”. En esta tesis logramos demostrar que esto sucede sin hacer uso de la hipétesis

de autodualidad de K.

Una idea esencial para conseguir estas demostraciones es sugerida por Barker en “Faces and
Duality in Convex Cones” (|[GPB-4]), articulo en el cual dice que los resultados que obtiene acerca

vi



VI INTRODUCCION

de la latiz de caras de un cono de dimensién finita, son “equivalentes bajo una transformacién
natural de lenguaje a resultados acerca de conjuntos covexos compactos”. En esta tesis tratamos
de establecer dicha transformacion natural, y la usamos para obtener resultados acerca de conos
basados en la geometria de convexos compactos y viceversa. Cabe aclarar que no usamos la

expresién “transformacién natural” en un sentido categérico.

Es aqui donde quiero agradecer a G. P. Barker y a Bit-Shun Tam por la comunicacién que
con ambos sostuvimos, ya que muy amablemente nos mostraron qué se habia hecho al respecto.
Ademsés, B. Tam nos envié la traduccién de los principales resultados de la Tesis de Maestria de

uno de sus alumnos (véase la referencia [YCN]).

Expliquemos brevemente el contenido, por capitulos, de la presente tesis: Los capitulos 3 y 4
constituyen el corazon de este trabajo. En el capitulo 3 establecemos un isomorfismo entre la
latiz de caras de un cono K de dimensién finita n y la latiz de €—caras de un corte transversal
convezo suyo (“convex cross section”). Un corte transversal convexo de K sera un subconjunto
convexo compacto (n — 1)—dimensional suyo C tal que K se obtenga como la unién de los rayos
“positivos” generados por los elementos de C. Esto nos permitira, en muchas ocasiones, analizar
con mayor facilidad la geometria de K, pues, por ejemplo, un corte transversal convexo de un
cono de dimension 4 tendra dimensién 3. En el capitulo 3, también deducimos consecuencias
para conjuntos convexos compactos de dimensién finita, algunas de las cuales, a pesar de tener
una clara obviedad intuitiva, carecen de demostraciones triviales o cortas.

Posteriormente, en el capitulo 4, explotamos el isomorfismo establecido en el capitulo 3, para
obtener resultados acerca de la geometria de un cono de dimension baja a partir de su latiz
de caras, cuando ésta tiene altura baja, haciendo uso de los muy 1itiles compactos estrictamente

CONVETos.

Los capitulos 1 y 2 son una introduccién a nuestro trabajo. En el capitulo 1 damos las nociones
basicas de la Teoria de Latices, que usamos brevemente en el capitulo 2, y de manera mas fuerte
en los capitulos 3 y 4. EI capitulo 2 estd constituido por los resultados bdsicos de la Teoria
de Conos. En él, buscamos dar la mejor descripcion posible del comportamiento de la latiz de
caras de un cono. Cabe senalar que usualmente la definiciéon de cono se da en espacios reales o
complejos normados; sin embargo, en esta tesis omitimos por completo cualquier definicién o uso
de conos en espacios complejos. En [BZS] puede verse la definicién de cono complejo y que todo

cono complejo es también un cono real.

Con el afan de que el contenido de esta tesis sea comprendido con el minimo de prerrequisitos
posible, en los capitulos 1 y 2 comenzamos desde los conceptos completamente clementales. El
lector que domine el material impartido en los cursos de Andlisis Matematico I, Algebra Lineal
Iy Algebra Lineal II, y tenga las nociones basicas de Topologia, debe poder leer este trabajo sin



problema alguno: Salvo en obviedades claras y proposiciones cuyas demostraciones distraerian
demasiado la atencién del lector, tratamos de dar prucbas completas de los resultados obtenidos;
ademas, damos sendas referencias para los pocos resultados que enunciamos sin demostracion,
éstos se encuentran, principalmente, en la seccién 3 del capitulo 4, la cual es incluida para dar un
panorama mas completo del comportamiento de las latices de caras de conos. También incluimos
un apéndice acerca de espacios vectoriales reales normados, que tiene por objeto central probar un
hecho que usamos repetidamente, a saber, que todas las normas en un espacio real de dimensién

finita son equivalentes.

Sobre los detalles notacionales: hemos incluido un “Glosario de Simbolos”, en el cual podra con-

sultarse las notaciones “no estandar” que aqui usamos.

Acerca de algunos detalles técnicos: muchos de nuestros resultados son validos para espacios
vectoriales reales de dimensién finita sin que éstos sean necesariamente los R"; sin embargo,
cuando, para enunciar estos resultados con una mayor generalidad (generalidad mas bien sutil),
necesitamos dar muchos rodeos, hemos preferido quedar satisfechos con establecer el enunciado
para los R™.

Y un par de observaciones un pocos mds ociosas: Suponemos que el cero no pertenece al
conjunto de los niimeros naturales; esto lo hacemos para facilitar la enunciacién de proposiciones.
También, repetidamente hacemos uso del Axioma de Eleccion; de hecho, en ocasiones hacemos

esto sin aclararlo explicitamente.

Para evitar confusiones en la lectura, la numeracién de los teoremas, definiciones, corolarios...,
es corrida, de manera que en toda la tesis hay, por ejemplo, un solo lema 21, una sola definicién
15, etc. Nos contentamos con mencionar la seccion en la que se encuentra un resultado citado,
cuando éste es citado en una seccién a la cual no pertenece. Asi, por ejemplo, si en el capitulo
4 nos referimos al teorema 120, que se encuentra en la seccion 5 del capitulo 2, diremos algo

parecido a “debido al teorema 120 (seccién 2.5)".

Este trabajo fue sustentado parcialmente por el apoyo del proyecto PAPIIT: “Algebra Lineal y
Representaciones de Grupos”. También tuvo lugar gracias a la “Beca de Lugar” que el Instituto
de Matemiticas de la UNAM me ha otorgado durante un ano y medio en sus instalaciones. La
ayuda que he recibido de Abraham Martin del Campo en el perfeccionamiento del “texeo”de esta
tesis y en la elaboracion de los dibujos ha sido de gran valor para mi: realmente hizo maravillas
que nos permitieron corregir una infinidad de “missprints” para poder obtener la versién final.

Por supuesto, los errores que sobrevivieron a la habilidad de Abraham, son responsabilidad mia.

Después de este preambulo, entremos en materia.

Daniel Labardini, Mayo de 2004.
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Capitulo 1

Elementos de la Teoria de Latices

—Many that live deserve death, and some that die deserve

life. Can you give it to them, Frodo?

Gandalf en “The Lord of the Rings, The Fellowship of the

Ring".

Este capitulo estd dedicado a establecer las nociones bésicas de la Teoria de Latices, que utili-
zaremos a lo largo del presente trabajo. Las referencias para un estudio més detallado son [Bi] y
[PC]. Una latiz serd un conjunto con un cierto orden (un orden parcial), de manera que cualquier
par de elementos tenga un supremo y un infimo. Comencemos definiendo lo que es un orden

parcial.

1.1. Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definicién 1. Sean A un conjunto y < una relacién binaria sobre A (es decir, un subconjunto
de A x A). Decimos que < ordena parcialmente a A, o que < es un orden parcial para A

ssi se cumplen simultdneamente las siquientes 3 condiciones:

(i) ¥V z€A (z < 1) (Reflexividad)
(ii)) Vo, yeA (z<yyy <z = z=y) (Antisimetria)
(i) Vo, y, ze A(z<yyy< z =z<z) (Transitividad)

Diremos también que (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado.
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Nota 2. Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado, a veces diremos que A es el conjunto
parcialmente ordenado, haciendo referencia tdcita a la relacion <.

Notacién 3. Six, y € A son tales que x <y yx # y, escribiremos x < y. Y siz <y (z<y),

también escribiremos y > = (y > z).

Ejemplo 4. (R, <), donde < es el orden usual. Este es también un ejemplo de lo que es un
orden total. A

Ejemplo 5. Dado cualquier conjunto C, (p(C), C) es un orden parcial, donde p(C) es la
potencia de C, i.e., el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de C; y C es la contencion

de conjuntos. A

Ejemplo 6. Si V es un espacio vectorial, entonces el conjunto S = {W / W es subespacio
vectorial de V'} se encuentra parcialmente ordenado también por la relacién de contencion C. A

Ejemplo 7. Dado un conjunto parcialmente ordenado (A, <), se puede construir un nuevo
orden parcial <°P sobre A mediante la regla x <°P y <> y < z. (A, <°P) recibe el nombre de
orden parcial dual de (A, <). Si hacemos referencia ticita a <°P escribiremos A°P. A

Definiciéon 8. Dados conjuntos parcialmente ordenados A y B, se dice que una funcion ¥ : A —
B preserva el orden ssiV z,y € A (z <y => ¥(z) < U(y)). También suele decirse que es un
morfismo de drdenes parciales. Un morfisino de drdenes parciales ¥ : A — B que tenga
una funcién inversa bilateral @ : B — A que preserve el orden es llamado un isomorfismo de
dérdenes parciales . En otras palabras, ¥ : A — B es un isomorfismo de drdenes parciales ssi
es una biyeccion yV z, y € A (z <y <= U(z) < U(y)). 5ital es el caso, se dice que A y B

son isomorfos como conjuntos parcialmente ordenados.

Definicién 9. Es posible que tengamos una funcidn entre conjuntos parcialmente ordenados
¥ : A — B que no preserve el orden, sino que lo invierta, es decir, que cumpla con que V z,
ye A (x<y= Y(z)>¥Y(y)). En tal el caso, diremos que ¥ invierte el orden, o que es un
morfirmo dual de érdenes parciales. Llamaremos a ¥ un isomorfismo dual de érdenes
parciales ssi es una biyeccion y cumple con queV z, y € A (z <y = ¥(z) > ¥(y)).

Supéngase que se tiene un morfismo de érdenes parciales ¥ : A — B, entonces ¥ : A — B
es un morfismo dual de érdenes parciales. Esto también sucedesi ¥ : A — B. Ysi®: A— B
preserva el orden, entonces ® : A — BP (® : A°? — B) invierte el orden.
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1.2. Supremos e Infimos

Pasemos ahora a dos conceptos en los cuales se basa la definicién de latiz, éstos son las

definiciones de supremo e infimo de un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado:

Definicién 10. Sean (A, <) un conjunto parcialemente ordenado y S C A. Diremos que M € A

es el supremo de (los elementos de) S ssi:

(i) ¥ z€S se tiene que t<M

(i) Para cada M’€A con la propiedad de que ¥ €S, z<M’, se tiene M<M’.

Definicién 11. Diremos que m € A es el infimo de (los elementos de) S ssi:

(i) V z€S se tiene que m<z

(i) Para cada m’€A con la propiedad de que ¥V z€S, m’<z, se tiene m’<m.

Notacién 12. Si M es el supremo de S, a menudo escribiremos M = VS o M =

es el infimo de S, usualmente lo denotaremos como m = AS o como m = /\Ss.
8€

Vs Ysim
sES

Nota 13. Obsérvese que (en caso de ezistir) los supremos e infimos son unicos.

Definicion 14. Si M es el supremo de S y M € S, diremos que M es el mdxzimo de (los
elementos de) S. Sim es el infimo de S ym € S, diremos que m es el minimo de (los elementos
de) S.

Definicién 15. Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado y a, b € A, diremos que b
cubre a a, o que a es cubierto por b, y escribiremos a — b (0 b +— a), ssi: (i) a < b y (ii) no

eriste x € A tal quea <z <b.

Nota 16. En un conjunto parcialmente ordenado (A, <), dado a € A, no necesariamenic cxiste
un b que cubra a a. Y en caso de eaistir dicho b, no necesariamente es inico. Por iltimo, también
es conveniente mencionar que puede haber elementos de A que son cubiertos, y, al mismo tiempo,

elementos de A que no son cubiertos por nadie. Demos algunos ejemplos de estos casos.
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Ejemplo 17. Asi, por ejemplo, si consideramos N con el orden usual <, tenemos que V n € N,
n — (n+ 1); es decir, todo niimero natural es cubierto por su sucesor en (N, <). En cambio,
si tomamos en cuenta R también con el orden usual, dado a € R, no existe b € R que lo cubra.
A

Ejemplo 18. Y si nuestro conjunto parcialmente ordenado es el conjunto de todos los subgrupos
aditivos de Z (ordenado por la contencion), el subgrupo {0} no es cubierto por nadie, los subgrupos
de la forma pZ con p primo son cubiertos solo por Z, y los subgrupos de la forma pqZ, conp y q
primos distintos, son cubiertos al mismo tiempo por pZ y por qZ. A



CAPITULO 1. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE LATICES 5

1.3. Latices

Llegamos entonces a la definicién de latiz:

Definicién 19. Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que (A, <) es una
latiz ssi cada par de elementos de A tiene un supremo y un infimo. El supremo de 2, y € A
suele denotarse por x Vy, y el infimo por x A y.

Ejemplo 20. Dado un conjunto C, se tiene que (p(C), C) es una latiz, en que el supremo y el
infimo vienen dados por la unién y la interseccion (conjuntistas), respectivamente. A

Asi, vemos que si (4, <) es una latiz, entonces tenemos las operaciones (binarias) V y A. A
continuacion veremos las propiedades mas relevantes de dichas operaciones, y luego veremos que
si tenemos dos operaciones 7 y A que cumplen con estas propiedades, entonces determinan por
completo un orden parcial < en A tal que (A, <) es una latiz y 7 y A son las operaciones
supremo e infimo (respectivamente) correspondientes a <. Esto nos dird que se puede definir el
concepto de latiz en términos de operaciones binarias o, como lo hemos hecho, en términos de

ordenes parciales.

Lema 21. Dada una latiz (A, <), tenemos entonces dos operaciones V:Ax A — A,
A:Ax A — A, con las siguientes propiedades (desde luego, denotamos V (x, y) porzVy y

A(z, y) por z Ay):
L1. V ze A, zVz=z=zA®T. (Idempotencia)
L2. YV z,y€ A, tAy=yAz y zVy=yVz. (Conmutatividad)

L3. V z,y,z€A, sA(yAz)=(z Ay)Az y

zV(yVz)=(zVy)Vz (Asociatividad)
L4. ¥V z,y€A, zA(z V y)=z=zV (z A y). (Absorcion)
Mds ain, V z,y€A (z <y <=z Ay=z < zVy=y). (Consistencia)

Demostracion. L1 y L2 son obvias. Para probar L3, observemos que zA(yAz) <
yAz <y, zA(y A z) < z,y por lo tanto, zA(y A z) < zAyY, y como zA(y A z) < yAz < z, deducimos
que 2 A (yAz) < (2Ay)Az Porotrolado, (2Ay)Az<2Ay <y, (zAy)Az <z yporlo
tanto, (z Ay)Az < yAz, ycomo (z Ay)Az <axAy <z, concluimos que (x Ay)Az < zA(y A z).
La demostracion de que = V (y V z)=(z V y) V z se obtiene de la demostracién que acabamos
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de dar, dualizindola (véase [Bi]), esto es, sustituyendo cada A por una V, e invirtiendo el <
(sustituyéndolo por >).

L4 es obvia, pues xr Ay < x <z Vy, y la Consistencia es clara. B

Probemos ahora que una latiz queda determinada por completo por operaciones que cumplan
L1-L4:

Teorema 22. Supdngase que tenemos un conjunto A, y dos operaciones binarias \7 :Ax A— A,
A :AxA— A que satisfacen L1, L2, L3 y L4. Definamos una relacion binaria < mediante
la regla a<bi=>al\b=a. Entonces (A, <) es una latiz, y se tiene que para z, yeA Ny=17y ¥
aAy=zAy.

Demostracién. (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado:

De L1 vemos que se verifica que Vz € A (z < z). Sean z,y € A y supongamos que al misimo
tiempo * < yyy < z,entonces x = Ay = yAx = y; esto es, vemos que se cumple
que Vz,y € A(zr<yyy<z = z=y). Finalmente, tomemos x,y,z € A y supongamos que
cumplen que z <y yy < z, esto quieredecirque z =z Ay=acA(yAz)=(zAy) Az=2 Az,
lo cual significa que = < z. Nétese que ya hemos usado L1, L2 y L3 (al menos las partes que
involucran el simbolo A).

7 v A son consistentes:

t<y= zlhy=z= zVy=(@@AyYyvy=yvydz) =y porL2 y L4
Reciprocamente, t vy =y = Ay=z A (z Y y) =2 = z < y, nuevamente por L4.

Todo par de elementos de A tiene un supremo y un infimo:

Sean z,y € A. jQuiénes podrian ser mejores candidatos a supremo e infimo que z 7y y 2 A y?
Probemos que loson: z A (zvy)=zyyA(zvy) =y (y7z)=ypor L2 y L4, de manera
que z < 2 7yyy < zvy. Supongamos que M’e A tiene la propiedad de que z < M’ y
y < M’ entonces (2 y) VvV M=z (yv M) =25 M= M, lo cual implicaque 7y < M’,
por L3 y por la consistencia que acabamos de probar. Por otro lado, debido a L1, L2 y L3,
(zAYAy=zAyAy)=zhy=(zAz)Ay=z2L(z Ay) = (z Ay) Az, lo cual significa que
rAy<y,zAy<y QuezxAyesel infimo de 2 y y se prueba de una manera completamente
andloga a como se prob6 que z 7 y es el supremo de 2 y y. Esto significa que todo par de
elementos tiene un supremo 2 V y y un infimo a A g, y que éstos coinciden, respectivamente, con

ryyzlhy B

Asi, una latiz queda completamente determinada por las operaciones de supremo e infimo. Por
esta razon, cuando tengamos una latiz (A, <), acostumbraremos escribir (4, <, V, A), para

hacer referencia explicita a dichas operaciones.
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Ya que hemos definido una estructura, a saber, lo que es una latiz, definamos lo que serd una

subestructura, i.e., una sublatiz:

Definicién 23. Una sublatiz de una latiz (A, <, V, A) es un subconjunto X de A con la
propiedad de que ¥ z, y € X se tiene xVy, t ANy € X (obviamente, restringimos a X las
operaciones de supremo e infimo y la relacion < para considerarlo latiz por derecho propio).

Ejemplo 24. Dados una latiz (A, <, V, A) y elementos a, be A, el conjunto [a, b] {z € Afa <

x < b} es una sublatiz de (A, <, V, A) (incluso cuando es vacio). A

Nota 25. Puede haber subconjuntos de A que sean latices bajo el orden parcial que heredan de
A, pero que no sean sublatices de A.

Ejemplo 26. Para ejemplificar la nota anterior, sea C = {x1, 2, T3} un conjunto con tres
elementos. Entonces D = {@, {z1}, {22}, C} es una latiz si se le considera ordenado por C,
es decir, es una latiz con el orden parcial que hereda de (p(C), C). Sin embargo, (D, C) no
es una sublatiz de (p(C), C). A

Definamos ahora lo que es un morfismo entre este tipo de estructuras.

Definicién 27. Sea ¥V : A — B una funcion entre los conjuntos subyacentes de latices

(A, <, V, AN y(B, <, V,A). Diremos que ¥V es un sup-morfismo ssiVzx,y€ A, ¥ (zVy) =
U(z) V¥(y); llamaremos a ¥ un inf-morfismo ssiV z,y € A, ¥ (zAy) = ¥(z) A¥(y), y un

morfismo de latices ssi es al mismo tiempo un sup-morfismo y un inf-morfismo. Finalmente,

¥ serd un isomorfismo de latices ssi es un morfismo de latices biyectivo.
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1.4. Tipos de Latices

Veamos algunos de los principales tipos de latices que existen. La importancia de algunos
radica en el parecido de las operaciones V y A con las operaciones de suma y multiplicacién de un
anillo. Las latices que posean este parecido serin las distributivas, modulares y semimodulares.
Habra otras en las que estaremos buscando un parecido a la unién e interseccién de conjuntos,
ellas serdn las completas y las complementadas. Comenzaremos viendo lo que es la latiz dual de
una latiz dada.

Recordemos que si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado, podemos construir un nuevo
orden parcial <°? para A mediante la regla ¢ <7 y <= y < z. Es muy facil ver que si
(A, <, V, A) es una latiz, entonces (A, <°?) es también una latiz, en la que, para z,y €
A zvPy=xAyyzAPy=aVy.

Definicién 28. La latiz (A, <°P, V°P  A°) recién descrita recibe el nombre de latiz dual

de (A, <, V,A).

Definicién 29. Si (A, <, V, A) es una latiz, diremos que es completa ssi todo subconjunto

de A ticne supremo e infimo.

Ejemplo 30. Dado un conjunto C, (p(C), C, U, N} es una latiz completa. Ndtese que tiene
a C como elemento mdzximo, y a @ como elemento minimo. A

Ejemplo 31. Si (A, <, V, A) es una ldtiz cuyo conjunto subyacente A es finito, entonces es
completa; esta afirmacion es fdcil de demostrar por induccion sobre el nimero de elementos de
SCA A

Ejemplo 32. Dado un grupo (espacio vectorial, anillo, campo, médulo...) G, como “interseccion
conjuntista arbitraria de subgrupos (subespacios, ideales, subanillos..., resp.) de G es de nuevo un
subgrupo (subesp., ideal, ..., resp.)”; no es muy dificil ver que (G, C,V,N) es una latiz completa,
donde, para cualquier familia F de subgrupos (subesps....) de G, VF=N{S / S es subgrupo (sub-
esp....) de G y UF CS}. Obsérvese que en todas las latices mencionadas en este ejemplo, G es

el elemento mdximo, y {0} es el elemento minimo. A
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Ejemplo 33. En los capitulos 2 y 8 veremos que para un conjunto convezo C, “interseccion ar-
bitraria de caras es cara”, asi que la familia de caras de C forma una latiz completa (nuevamente,
para una familia F de caras de C, VF=N{F / F es cara de C y UF CF}). A

Ejemplo 34. (R, <) es una latiz, pero no es completa, porque cualquier subconjunto no acotado
carece de supremo o de infimo. (RU{oo}, <) también es latiz, pero no es completa porque cual-
quier subconjunto que no sea acotado inferiormente carece de infimo; a pesar de ello, cualquier
subconjunto no vacio tiene supremo. Por iltimo, (RU {oo, —o0}, <) es una latiz completa.
Obsérvese que en este ltimo ejemplo, V& =—00=A (RU {c0, —00}) y A@=00=V (RU {o0, —o0}).
A

Esto ltimo es caracteristico de una latiz completa. Es decir, si tenemos una latiz completa
(A, <, V, A), entonces A tiene un elemento maximo I = VA = A@ y un elemento minimo
0 = AA = v@. En relacién con las latices que tienen elementos maximo y minimo hacemos esta

definicién:

Definicién 35. Sea (A, <, V, A) una latiz con elementos mdzimo I, y minimo 0.

Dados x, y€ A, diremos que y es un complemento de z ssi (1) zvy=I y (ii) zAy=0. Diremos
que (A, <, V, A) es complementada o con complementos ssi todo elemento de A tiene

un complemento (en A).

En general, los complementos no son tnicos, la siguiente latiz nos da un ejemplo:

4 N
x z
i &

o = ey

Ejemplo 36. Si C es un conjunto, entonces (p(C), €, U, N) es complementada, con comple-
mentos 1nicos, donde el complemento de SC C es C\S. A

Ejemplo 37. Dado V, un espacio vectorial real o complejo de dimension finita con producto
escalar, la latiz de subespacios de V es complementada, pues si W es subespacio de V, Wt es un
complemento. Obsérvese que los complementos no son unicos; para verlo, basta ver que podemos
extender una base de W (si éste es subespacio propio no trivial) de distintas maneras a una base
de V. A
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Definicién 38. Sea (A, <, V, A) una latiz con elemento minimo 0. Un dtomo de A es un
elemento €A que cubre a 0.

Definicién 39. Una latiz (A, <, V, A) con elemento minimo 0 es atémica ssi todo elemento
de A es el supremo de algin conjunto de dtomos de A, ie, ssiVx € A3 S C A con la propiedad
de que todo ye S es dtomo y z=VS = gsy.

v

Ejemplo 40. Si C es un conjunto, entonces (p(C), €, U, N) es atdmica. Los dtomos son los

subconjuntos de C que tienen un solo elemento. A

Pasemos a las latices cuyas operaciones V y A guardan parecido a las operaciones de un anillo.
Comencemos con la distributividad, que nos da una regla, de manera que podamos ver a V como
analoga a la suma de un anillo, y a A como similar a la multiplicaciéon. Veremos también que
la analogia es un tanto limitada, ya que la distributividad con respecto a V es equivalente a la
distributividad con respecto a A, cosa que en los anillos no pasa, ya que, en general, el producto
no distribuye a la suma (la analogia se reestablece de un modo un tanto distinto en las dlgebras
booleanas, que son un tipo particular de latices distributivas que no veremos aqui por salirse de

los objetivos de la tesis; [Bi] toca este tema).

Definicién 41. Una latiz (A, <, V, A) es distributiva ssiV z, y, 2€ A se cumple la igualdad
A (yV 2)=(zAy) V (zA 2).

Proposiciéon 42. (A, <, V, A) es distributiva <= VY z, y, z € A se tiene x V (yAz) =
(xVy)A(zVz).

Demostracion. =: Sean z, y, z € A, entonces (zVy)A(zVz)=[(zVy) Az]V[(zVy) Az
=zV[zA(zVy)=zV[zAz)V(zAY)]=[zV(zAZ)|V(zAy) =2V (zAYy).

<=: Sélo intercambiese los signos V y A que aparecen en la demostraciéon de = (véase [Bi]

para la validez de este argumento, que es la dualizacion). B

Vamos a ver ahora cudl es la “falla” de las latices no distributivas, pues hay desigualdades

distributivas que toda latiz cumple.

Lema 43. En cualquier latiz (A, <, V, A) se cumplen las desigualdades distributivas:
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(i) sA(yV2) > (zAy) V(T A2)
(ii) zv(yAz) <(zVy)A(zV2)

Yz, y, z€A.

Demostracion. Claramente tenemos que s Ay <z, 2 Ay <y <yVz y por lo tanto, z Ay <
2 A (yV z). Andlogamente, 2 A z < z A (y V 2). De donde desprendemos que (z Ay)V (zAz) <
z A (y V z). Lo cual prueba la primera desigualdad V¥ 2, y, z € A.

Para la segunda desigualdad tenemos que, si z,y,z € A, entonces zVy > z,zVy >y >
y Az, porloquezVy>zV(yAz). De manera andloga, 2V z > a2V (y A 2), y por lo tanto,
(zVy)A(zVz)=>zxV(yAz). Esto prueba la segunda desigualdad. W

Entonces, si (4, <, V, A) no es distributiva, deben existir elementos z, y, z € A tales que
alguna de las dos desigualdades es estricta; ya sea que z A (yVz) > (zAy) V (zAz) o que
aV(yAz)<(zVy AlzVz).

Definicion 44. Una latiz (A, <, V, A) es modular ssiV f, g, h € A tales que f < h, se

cumple la igualdad fV (gANh)=(fVg)Ah.
Nota 45. Toda latiz distributiva es modular, pero no toda latiz modular es distributiva.

Lema 46. En una latiz (A, <, V, A) se cumple la desigualdad modular:

Ve, y,2€ Al <z=zV(yAz)<(zVy)Az]
Six = z, entonces se tiene la igualdad (zV (yAz) = (zVy)Az)Vy € A

Demostracion. Si x < z, entonces, debido a que z < z V y, tenemos que z < (zVy) A 2.

También vemos que y Az <y < aVy,yAz <z ypor lo tanto, y Az < (zVy) A z. Asi,
aV(yAz)<(xVy)Az Siz=2zentonceszV(yAz)=z =(zVy) Az R

Nos sera 1til ver geométricamente la situacion en la que “falle” la modularidad, o sea, cuando
tenemos una latiz no modular. Para ello, consideremos la latiz N5, cuyo diagrama mostramos a

continuacion:

rxVy
4 N

TAY
Ns
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Si A tiene a N5 como sublatiz, esto es, si A posee una sublatiz cuyo diagrama sea el mismo
que el de N5, entonces, vemos que z < z, y también z =z V (yAz) < (zVy) Az = z, y por
lo tanto A no es modular. Reciprocamente, si A no es modular, entonces (por el lema 46 que
acabamos de demostrar), existen, z,y,z2 € Atalesquez < zyzV (yAz) < (zVy) Az Si
ponemos atencién en los elementos ¥,z Vy,y Az, (xVy) Az yzV (yAz), podemos demostrar
que forman una sublatiz de A, y que su diagrama es:

zVy
£ ™
(zvVy) Az
T Y
zV(yAz)
N g
yAz

que es N5. Sélo nos falta un detalle para probar el siguiente teorema:

Teorema 47. Una latiz es no modular si y sélo si contiene a N5 como sublatiz.

Demostracion. Lo tnico que nos falta probar es, que en el caso en que A no es modular,
el conjunto {y, zVy, yAz, (xVy)Az,zV (yAz)} es una sublatiz de A (donde z,y,2 € A
cumplen con las propiedades descritas en el parrafo anterior). Para ello, basta demostrar que
(=vy)Azlvy=aVy, [zV([yA2)]Vy=2Vy, [(EVY)Az]Ay=yAz [aV(yA2)|Ay=yAz.

[(xVy)Az]Vy = 2Vy: Esobvioquey < zVyyque(zVy)Az < aVy, por lo que
[(xVy)Az]Vy < xVy. Supongamos ahora que M € Aes tal quey < M y que (zVy)Az < M;
entonces z <z V (yAz) < (zVy)Az <M, porloquezVy< M. Entonces podemos concluir

la primera igualdad.

[V (yAz)]Vy=aVy: De la igualdad anterior, es ficil ver que [z V (yAz)|Vy <z Vy.
Ahora, si M € A tiene la propiedad de que zV (yAz) <M,y < M, entoncesz < M y y < M,
y entonces  Vy < M. Esto prueba la segunda igualdad.

[(xVy)Az]Ay=yAz Esobvioque (xVy)Az<z porloque[(zVy)AzJAy<yAz Si
m € A es tal que m <y, m < z, entonces m < 2V y, de donde m < (z Vy) A z, y por lo tanto,
m < [(xVy)Az] Ay. Asi, queda probada la tercera igualdad.

[#V (yAz)) Ay =yAz: Como por hipétesis se cumple la desigualdad 2V (y A z) < (2 Vy) Az,
deducimos que yAz = [(x Vy) Az]Ay < [z V (yAz)]Ay. Seaentonces m € A con la propiedad
de que m < zV (yAz)y m <y, entonces, dado que z < z por hipétesis, m < zV (yAz) <

zV(yAz) =z de donde m < yAz. Con lo cual probamos la dltima igualdad. W
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De manera inmediata tenemos un corolario muy qtil.

Corolario 48. Toda sublatiz de una latiz modular es modular. W

El corolario del siguiente teorema nos dara la pauta para definir latices semimodulares.

Teorema 49. En una latiz modular (A, <, V, A), la funcion ¢q:[b, aVb] — [aADb, a],
¢a () = TAa, es un isomorfismo de ordenes parciales cuya inversa es la funcion ¥y, : [a A b, a] —
[b, aV b] dada por i (y) =y Vb.

Demostracion. Es claro que si z € [b, aVb], entonces ¢, (z) € [aADb, a], pues b < 22 <
aVb=aAb<aAz=¢,(x) <aAn(aVb) = a. ¢, preserva el orden: si ¢ < 2, entonces
xAa < zAa. ¢, refleja el orden: si ¢, (z) < ¢ (2), entonces zAa < zAa, y por lo tanto, debido
a la modularidad, z = (bva) Az =bV(aAz) <bV(aAz)=(bVa)Az=2z ¢, es biyectiva:
¥ 0Ga(2) = ¥ (zAQ) = (zAG) Vb =bV (aAZ) = (BVa) AT =2 y dao s (y) = da(yVb) =
(yvb)Aa=yV(bAa)=y.

Asi, habiendo mostrado que ¢, es biyectiva (tiene inversa bilateral), que preserva y refleja el
orden, podemos concluir que es un isomorfismo de érdenes parciales. W

Corolario 50. En una latiz modular (A, <, V, A) se cumplen las siguientes dos propiedades:

SMS. Sia#byambos, ay b, cubren a ¢ (ie, c—a, c—b), entonces aVb cubre tanto a a como
a b (ie, aVb—a, aVb—b).

SMI. Dualmente, si a#b y ¢ cubre tanto a a como a b, entonces a y b cubren a anb.

Demostracion. Siay b # a cubren a ¢, entonces ¢ = aAb. Entonces, por el teorema inmediato
anterior, [a, aV b] y [aAb, b] son isomorfos; pero [a A b, b] consta sélo de dos elementos por
hipétesis, a saber, de a Ab y de b. Esto implica que a — a V b. De manera analoga, b — a V b.

La segunda afirmacion se demuestra de la misma forma. W

altura de una latiz, véase la definicion 57 de la pdgina 15), entonces es modular si y sélo si
cumple simultaneamente SMS y SMI (véase el teorema II.16 de la pdgina 41 de [Bi| para una

Nota 51. Puede demostrarse que si (A, <, V, A) tiene altura finita (para la definicién de

prueba).
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Definicién 52. Las latices tales que todo par de clementos cumple SMS son llamadas supe-
riormente semimodulares, mientras que las latices tales que todo par de elementos cumple
SMI son llamadas inferiormente semimodulares.

A continuacién enunciamos una condiciéon mas fuerte que SMS, pero que en latices de altura
finita (véase la definicién 57 de la pagina 15) es equivalente a la semimodularidad superior
(inferior). Para una prueba, puede consultarse el corolario 1 de la pigina 81 de [Bi].

Lema 53. Una latiz de altura finita es superiormente semimodular si y sélo si, para cada par
de elementos z, y, se cumple que (z Ay — z) => (y — zV y). Dualmente, una latiz de altura
finita es inferiormente semimodular si y sdlo si, para cada par de elementos z, y, se cumple que

(zAhy—12) <= (y— zVy). B

Y para finalizar esta seccién, damos uno de los ejemplos mas importantes de modularidad en
latices. Sea G un grupo y consideremos el conjunto N' = {N/Nes sub- grupo normal de G},
entonces (A, C, V, N) es una latiz en la que el supremo de M, N € N viene dado por MVN =
MN ={mn /meMyneN}.

Ejemplo 54. Dado un grupo G, los subgrupos normales de G forman una latiz modular.

Demostracion. Ya hemos establecido la manera de hacer a A una latiz. En vista del lema
inmediato anterior, para ver que (N, €, V, N) es modular basta demostrar que, para L, N, M €
N, L C N implica que (LVM)NN C LV (MnNN). Paraello, seaa € (LV M)N N, entonces
a = Im paraalgunos! € L,m € M. Entoncesm =" 'a,conl™' € LC Nya€e (LVM)NNCN,
y por lo tanto m € N. Esto significaquea = Imconl € Lym € MNN, esdecir,a € LV(M N N).
|
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1.5. La Condicién de Jordan-Dedekind para Cadenas

Definicién 55. Sean (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y z, yc A tales que z<y. Una
cadena de z a y es una sucesion de elementos de A (posiblemente infinita, pero necesariamente
indizada por un ordinal a+1), C=(xi)icoy, tal que =1, Ta=y yVi € {1,2, ..., a} z_; <z;.
Diremos que la altura de la cadena es h(C) = a, y acostumbraremos a escribir la cadena como
Tg <T) <Tp < ... <ZTq. Por iltimo, diremos que la altura de la cadena es finita si o« es un ordinal

finito, es decir, un nimero natural.

Definicién 56. Sean (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y x, yc A tales que z<y. Una
cadena mazimal de z a y es una cadena C=(;);c,,, de = a y con la propiedad de queV z € A
para la cual exista i € {1, 2, ..., a} tal que ;_y < z < z;, se tenga forzosamente que T;_; = z 0

que T = 2.

Es facil ver que C=(z;),.,,€s una cadena maximal de z a y si y s6lo si se cumple que 7o = z,

Ta =Y,y Ti—1 — Z; para toda .

Definicién 57. Por la altura de un conjunto parcialmente ordenado (A, <), que denotaremos
por h(A ), entenderemos el supremo de las alturas de las cadenas entre elementos de A. Diremos
que (A, <) tiene altura finita ssi h(A) es finita.

Podemos definir, de manera compatible con nuestra definicién de altura de un orden parcial,
lo que es la altura de un elemento de un conjunto parcialmente ordenado si éste tiene elemento
minimo 0. Compatible porque, si hay elementos méaximo I y minimo 0, entonces la altura h(A)

coincide con la altura de 1.

Definicién 58. Sean (A, <) un orden parcial con elemento minimo 0 y €A, la altura de x

serd el supremo de las alturas de las cadenas de 0 a z, y la denotaremos por h(x).

Definicién 59. Diremos que un orden parcial (A, <) cumple con la Condiciéon de Jordan-
Dedekind para Cadenas ssi para todo z, y € A todas las cadenas marimales de uno a otro

tienen la misma altura.

Teorema 60. Sea (A, <, V, A) una latiz superiormente semimodular de altura finita. Entonces
A cumple con la Condicién de Jordan-Dedekind para Cadenas.
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Demostracion. Mostraremos, por induccién sobre n, que si una cadena maximal de altura
n conecta dos elementos arbitrarios de A, entonces todas las cadenas maximales que conectan

dichos dos puntos tienen la misma altura n.

Més formalmente, para cada n € N, sea 9 (n) la propiedad V z, y€ A [(3 z=z0 <...<zTp=y
cadena mazimal de altura n) = (toda cadena mazimal de = a y tiene altura n)]. Mostraremos
que V n € N se cumple ¢ (n).

¥ (1) es trivial, ya que V z, y€ A tales que existe una cadena maximal de altura 1, se tiene que
y cubre a x, y por lo tanto, la inica cadena maximal de z a y es z<y.

Sea ne N. Supongamos que se cumple ¥ (n) y mostremos que se cumple ¥ (n+ 1) : Sean z,
y€ A, y supongamos que 3 r=z¢ <...<Tp4+1 =Y cadena maximal de altura n+1. Para mostrar
que cualquier otra cadena maximal de = o y tiene altura n+1, sea r=vy9 <v; <...jv;, =y una
cadena maximal arbitraria que los conecta (nétese que 2< m pues si m = 1, entonces y cubre a
z y entonces concluimos que 1=n+ 1 pues ya vimos que % (1) se cumple, pero entonces n = ( E‘)

Entonces, como z; y v{ cubren ambos a o, tenemos que zAv; = zg, y por lo tanto, z,Vv,
cubrealavezaz; ya vy.Si z,Vv; = y, hemos terminado, porque entonces n+1 = 2 = m. Sino es
asi, sea Vv = Ag < ... < A\; = y una cadena maximal (forzosamente finita pues A tiene altura
finita) de z1Vv; a y (ésta existe porque z; < y, v; < y, y ademds z,Vv; # y). Entonces, como
T} <...<Tnp4+1=y es una cadena maximal de z; a y de altura n, la cadena (también maximal)
T) <T1Vu; = Ao < ... < Ay = y también tiene altura n (por hipétesis de induccién), lo que
implica que la cadena (también maximal) v; <z;Vv) = Ao < ... < Ay = y tiene altura n, lo cual
implica a su vez (de nuevo por la hipétesis inductiva) que la cadena v; <...jv,, =y tiene altura
n, de donde concluimos que la cadena & = vp < v| < ... < U=y tiene alturan+1. A

De manera dual (en el sentido de [Bi]), tenemos el siguiente teorema:

Teorema 61. Sea (A, <, V, A) una latiz inferiormente semimodular de altura finita. Entonces
A cumple con la Condicion de Jordan-Dedekind para Cadenas. M



Capitulo 2

Teoria de Conos

—What seems to be the problem?
—Death.
—Death?... Well, I 'm afraid that ‘s a little out of my

Jurisdiction.

—1I want more life, father!

Tyrell y Roy en “Blade Runner”.

Este capitulo estd dedicado a presentar los principales resultados de la Teoria de Conos que
utilizaremos en esta tesis. Aunque se puede considerar conos en espacios vectoriales complejos, nos
dedicaremos a estudiar primordialmente conos en espacios reales. Y estaremos mas interesados
en conos en espacios de dimension finita, pero alcanzaremos a dar algin ejemplo en dimensién

infinita.

A lo largo de las secciones 2, 3, 4, 5, y 6 de este capitulo, supondremos que nuestros espacios
vectoriales son reales y normados. En ocasiones, cuando V' sea un espacio real de dimensioén finita,
supondremos que viene equipado de antemano con un producto interior; nuestra justificacion
para hacer esto se encuentra en [SF]. Cuando nos refiramos a R", a menos que especifiquemos lo

contrario, supondremos que la norma considerada es la usual (esto es, la que vale ||(z}, ..., z,)|| =

n .
3 (z:)® V(z1, ..., 2n) € R"). Comenzamos con algunos resultados elementales de conjuntos
i=1

CONVEeXO0Ss (ue usaremos en este capitulu.

17
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2.1. Nociones Preliminares de Conjuntos Convexos

Definicién 62. Un subconjunto C de un espacio vectorial real es convezxo ssiV z,y € C VY

telo, 1, 1-t)z+tyeC.

- 4

Convexos

+ A

No Convexos

Figura 2.1:

Lema 63. Si V es un espacio vectorial real, y {Ci};c; €V es una familia no vacia de conjuntos

converos, entonces F]IC,- es nuevamente un conjunto convezo. W
i€

Figura 2.2: Interseccién de convexos es convexa

Este lema nos permite definir la envolvente conveza de un subconjunto S de un espacio vectorial
real, ya que al menos V pertenece a la familia de subconjuntos convexos de V' que contienen a S.
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Definicién 64. Sean V un espacio vectorial real y S C V. Definimos la envolvente conveza
de S, como la interseccidn de la familia de subconjuntos convezos de V' que contienen a S. Esto
es, conv(S)=N{C / C es convezo y S C C C V} es la envolvente conveza de S.

Figura 2.3: S y su envolvente convexa.

Asi, por ejemplo, si v, w € V, conv({v,w}) = conv(v,w) es el segmento de recta que los une
(incluyéndolos a ellos dentro del segmento). Entonces C' es convexo si y sélo si Vv, w € C se

cumple que conv(v,w) C C.

Proposicién 65. Sea S un subconjunto de un espacio vectorial real V. Entonces conv(S) es la
union de las envolventes convezas de los subconjuntos finitos de S. Esto es, conv(S) = U{conv(T)
/T es un subconjunto finito de S}.

Demostracién. Es claro que U{conv(T) / T es un subconjunto finito de S} C conv(S) y
que S C U{conv(T) / T es un subconjunto finito de S}, por lo que, si este iltimo es convexo,
debera tenerse que conv(S) = U{conv(T) / T es un subconjunto finito de S}. Sean entonces
v, w € U{conv(T) / T es un subconjunto finito de S}, entonces existen subconjuntos finitos de
S, Ty y T, tales que v € conv(T}) C conv(T) UTz) y w € conv(T,) C conv(T) U T3). Entonces
conv(v,w) C conv(Ty UT,). Como T} U T es finito, vemos que conv(v, w) C U{conv(T) / T es

un subconjunto finito de S}. W

L
Lema 66. Sea T = {v,..., U;m} un subconjunto finito de V. Entonces conv(T) = {3 Aivi /
i=1

Z)ﬁ,‘ =1 'yV'l. /\i 20}

i=1

Demostracion. Denotemos por C al conjunto {ZA ;i Z/\, =1yViA >0}. Esobvio que

j=1

=1
T C C, por lo que, si C es convexo, quedara establecido que conv(T) C C. Sean entonces v =
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ﬁaiv,-, w = E:ﬂiv,- € Cyte|0, 1]. Entonces (1—t)v+tw = (1—t) (Za,v,) +t (f:ﬁivi) =

Z ((1 — t)a; + tB;) vi, donde 2 (1 =ta; +t3) = (1 —1t) Zcr‘ + tz,ﬁ, = 1, y para cada 1,
e .
(1 —t)a; + tf3; > 0 porque ambos sumandos son no negatlvos Es decnr, (1—tlv+twe C. Por

lo tanto, conv(T) C C.

Que C C conv(T) lo demostramos por induccién sobre la cardinalidad de T: Si [T'| = m € {1,
2}, entonces es claro que C C conv(T’). Supongamos inductivamente que m > 3 y que el resultado
m

es cierto para conjuntos con menos de m elementos. Sea entonces v = Y a;v; € C; sia; =1,
i=1

entonces v = v; € conv(T); por lo que podemos suponer que a; # 1. Entonces Z =1y
J_
para toda j € {2, ..., m} tenemos T'—_f?‘ > 0, de donde deducimos, dada la hipétesis inductiva, que

m

w = Ezl—fﬂ;vj € conv(vg, ..., vm) C conv(T). Pero entonces v = ayvy + (1 — ay)w € conv(T),
J:

pues conv(T') es convexo. W

Enunciamos sin demostracion una proposicién muy 1til; la prueba puede leerse en la pagina 57
de [RW].

Proposicién 67. Sea S un subconjunto compacto de un espacio V de dimension finita, entonces

su envolvente conveza, conv(S), es compacta. W
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2.2. Conos

Sea V un espacio vectorial real con norma ||-|| : V. — R. Recordemos que una norma
induce una métrica y por lo tanto una topologia en V. En la definicién de cono entrara la nocién
de subconjunto cerrado de V, esto querrd decir que el subconjunto es cerrado segiin la topologia

inducida por la norma ||-|.
Definicién 68. Sea K C V. Diremos que K es un cono de V ssi se cumplen simultdineamente

las siguientes 4 condiciones:

(i) K es cerrado.
(ii)) K+ K C K (es decir, Vv, we€ K,v+we K).
(#ii) aK C KV aeR cona>0(estoes, ave KV ve K)

(iv) KN(—-K)= {5}, donde —K = {-v /ve K}.

q

Figura 2.4: Conos tridimensionales

Lema 69. Sea K C V un cono, entonces:
a) K # @.

b) K es convezo.
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¢) —K es cono.

d) inty(—K) = —inty(K).

Demostracién. a) Por la condicién iv) de la definicién, K no puede ser vacio.

b) Sea te [0, 1], entonces 1 —t > 0, y por lo tanto, para z, y€ K, (1 —t)z, tye K (por el
postulado 7ii) de la definicién), luego (por el postulado i)) (1 —t)z+tye K. Luego, un cono

real es convexo.
¢) Es obvio que si K es un cono, entonces —K también es cono.

d) Como dada cualquier bola abierta B (z, §) se cumple que —B (z, §) = B(—=x, 6), es facil
ver que inty (—K) = —inty(K). B

D

Figura 2.5: No Conos

Denotemos por (S) al subespacio vectorial de V generado por un subconjunto S C V. Entonces,
ya que un cono K es cerrado bajo combinaciones lineales positivas de sus elementos, es ficil ver
que(K)=K-K={v—w /v, we K}.

Recordemos que usando el Lema de Zorn, se puede demostrar que un conjunto S de vectores de
V posee (al menos) un subconjunto maximal linealmente independiente, que resulta ser base de
(S) (cuando V es de dimensién finita no se requiere del Lema de Zorn). En relacién con conos,
diremos que K es un cono generador si dicho subconjunto maximal es una base de V, esto es,
si (K) = V. Veamos como tiene esto que ver con la topologia de K cuando V tiene dimensién

finita.



CAPITULO 2. TEORIA DE CONOS 23

Figura 2.6: Conos generadores de R? y R3, respectivamente.
g

Definicion 70. Sea K un cono de V, diremos que K es un cono generador de V ssi (K) =V.

Definicién 71. Dado un cono K (no necesariamente generador) de V, la dimension de K,
que denotaremos por dim(K), serd la dimension de (K) sobre R.

Definicién 72. Sea K un cono de V, diremos que K es un cono sdlido en V ssiinty(K) # @.

Lo primero que veremos es que si K es sélido, entonces contiene una base del espacio V. Luego
veremos que si V tiene dimensién finita, entonces es equivalente para un cono ser sélido y contener
una base de V. En la siguiente seccién, que contendra sélo ejemplos, quedarad de manifiesto que

si V no tiene dimensién finita, entonces no podemos garantizar esta equivalencia.

Lema 73. Sea K un cono sélido en V, entonces K es generador de V.

Demostracion. Como K es sélido, existen k € K y r € R, r > 0 tales que B (k, r) C K. Sea
v € V, entonces existe « € R, v > 0, tal que ||aw| < 7, entonces av +k € B (k, r) C K (véase la
figura 2.7). Esto implicaque av+k=x€ K,porloquev=a"'z—a ke K - K = (K). B

Obsérvese que en la demostracién de este lema, hemos demostrado también que, si k € inty (K),
entonces Vv €V 3a € R, a > 0, tal que av + k € K. Escribamos esto como un corolario de

nuestro lema.

Corolario 74. Sean K un cono sdlido en V y k € inty(K). EntoncesVveV Ja€R, a >0,
tal queav+ ke K. R
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Figura 2.7:

En el apéndice de este trabajo (proposicién 212 y teorema 218), puede verse que si 3 = {vy,

V2,..., Un} €s una base de V' sobre R, entonces ||-[|,,,:V — R*  definida mediante
a1v; + agve + ... + apvnll... = mdz {|a;|} es una norma para V, y que si V tiene dimensién
SUP - 1<i<n P

finita, entonces cualesquiera dos normas de V' inducen en ¢l la misma topologia. Suponiendo esto,

demostraremos este teorema.

Teorema 75. Supongamos que V tiene dimension finita y que K es un cono de V. Entonces

K es solido en V si y sélo si K contiene una base de V.

Demostracion. =—>: Es el lema anterior.

+<=: Como K genera a V, contiene a una base § = {vi, v2, ..., v} de V. Entonces el

conjunto S = {Ajv; + A2v2 + ...+ Apvn / 0 < Aj} esta contenido en el interior de K: Sea v =

Mvr 4 Ave+...+Apvy, € S, definamos e = lwgm_iéa {Ai}, entonces §>0.Seaw = a1v1+...+anvn €
sisn

Byup(v, 5), entonces ]?‘7(151{3; {lai — Ai]} < § y por lo tanto, para cada i, -5 < a; — A < §, de

donde 0 < A\; —e < A\ — § < a; por lo que w € S. Como S es un conjunto no vacio, obtenemos

que K es solidoen V. W

De este tltimo teorema también obtenemos que si V' es un espacio vectorial real normado de
dimensién arbitraria, y K es un cono de V tal que dim(K) es finita, entonces K es sélido en (K),
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pues la norma de V induce una norma en (K), y todas las normas de (K) inducen en éste la

misma topologia.
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2.3. Ejemplos

Como hemos dicho antes, esta seccion estard dedicada a establecer ejemplos de las defini-
ciones de conos que hemos dado. Habra desde ejemplos muy concretos y triviales (visualizables
en R? y R?), hasta ejemplos que tratan de manufacturaciones de conos a partir de conos dados.

Ejemplo 76. Dado un espacio vectorial real V, {ﬁ} siempre es un cono de V. Obsérvese que
{0} es solido en V <= V={0} <= {0} es generador de V. A

Ejemplo 77. Los tinicos conos sélidos de R son Rt = {z € R /2 >0} y-Rt ={z€eR /
z<0}. A

Ejemplo 78. Sea K un cono sdlido de R?, entonces ezisten vectores linealmente independientes,
vy, v2 € R? tales que K = {\v1 + A2v2 / A1, A2 > 0}.

Demostracién. Como K es sélido en R?, contiene una base {w;, w>} de R?, y como es convexo,
el segmento de recta conv(w;,ws) estd completamente contenido en K. Consideremos S' N K,
que es compacto; como Rtconv(w;,wz) € K, tenemos que S!' N K posee mas de 1 elemento
(de hecho, es homeomorfo al intervalo cerrado unitario). Sean v, vo € Js1 (S' N K) distintos,
entonces es claro que {vy,v2} es linealmente independiente y que S' N K C {Ajv1 + Aqvz / Ay,
A2 >0} C K. Seaentoncesv € K,siv = 0 entonces es claro que v € {\jv; + A2v2 / A1, A2 > 0}
supongamos pues, que v # 0, entonces ﬁ[ € S'N K y por lo tanto existen v;, y2 € R* tales que
o = Y1v1 + Y2v2. Pero entonces v = o]l viv1 + [[v]] Yave € {Mvr + Aav2 / A1, A2 > 0}. A

Ejemplo 79. Si {vy, va, ..., Um} es un conjunto linealmente independiente de vectores de
V, entonces K = {\v1 + Av2 + ... + Am¥m / Ai > 0 para toda i} es un cono (véase la figura
2.8). Sim = 1, entonces llamaremos a K el rayo generado por v\. Obsérvese, por otro lado,
que si V tiene dimension finita, K es solido en V si y sélo si m =dim(V). A

Definicién 80. En el caso particular en el que V. sea R*, m =mn, y {v), v, ..., v,} = {ey,
€3, ..., en} la base candnica de R™, el cono definido en el ejemplo anterior serd llamado el
cono positivo de dimension n y lo denotaremos por (R®)* (véase la figura 2.8). Obsérvese que
(R™)* = (R*)".
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0

Figura 2.8: (R?)*, (R)* y pos(v1,v2,v3)

Ejemplo 81. Sea S CV, S # @, y consideremos la cerradura del conjunto de las combinaciones
lineales no negativas de elementos de S, pos(S)={Mvi+ ..+ Xvn /[nEN, v,..., v, €
S, X\i > 0 para toda i}. Supongamos que pos(S)N(—pos(S)) ={ﬁ} (situacion que sucede cuan-
do, por ejemplo, S es subconjunto de un cono). Entonces pos(S) es un cono de V. A

Nota 82. Si S=@, definimos pos(S)={0}. Obsérvese que definimos pos(S) para todo subcon-
junto S de V, aunque no se cumpla la condicién pos(S) N (—pos(S)) = {0} (ie, aunque no sea

cono).

Ejemplo 83. Para ver que no todo pos(S) es cono, sean V de dimension finita, {vy, ..., vn}
base de V, y S={—v1, v1, va, ..., Un}. Entonces es claro que pos(S) no es cono porque al menos

0 # v € pos(S) N (—pos(S)). A

Ejemplo 84. Sean n> 2 y K ={(z1, 22, ..., zn) ER® /xt+ 23+ .. +22_| < 22 y 2, > 0},
K es un cono sdlido en R™ y es llamado el cono de helado de dimensién n. Es fdcil ver que
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K={\(z1, 2, <oy Tn-1, 1) /27 4+ 23+ ...+ 22 <1y A >0}. O sea, que K es la unién de
los rayos generados por (los puntos de) una bola unitaria cerrada (n— 1)-dimensional colocada a

altura 1. A

Figura 2.9: Los conos de helado bi y tridimensional.

Este tltimo ejemplo es un caso particular de una de las construcciones mas importantes de

conos en el presente trabajo, a saber, a partir de subconjuntos compactos converos de R™.

Teorema 85. Sea C un subconjunto compacto convero no wvacio de R™ y consideremos
el conjunto K={\(z1, xa, ..., Tn, 1) / (21, T2, ..., Tp) € C y A >0} C R**'. Entonces K
es un cono de R™"*' y por lo tanto K =pos(C x {1}) (véase la figura 2.10).

Demostracion. K es cerrado:
Sea v = (1, ..., Tnt1) € K un punto de contacto de K, entonces existe una sucesién (Vm)men de
elementos de K que converge a v, digamos que cada vy, tiene la forma Ay, (Zim, Zoam, -y Tam, 1).
Entonces (dado que una sucesién en R™*! converge si y sélo si converge entrada a entrada)
Am — Tp41. Como A, > 0 para toda m € N, vemos que 2,41 > 0. Observemos que tenemos
la sucesion ((Z1m, Z2m, -y Tnm))men de elementos de C, dicha sucesién contiene una subsucesion

convergente porque C' es compacto; supongamos que ((Zim, , Tam, » - Enm, ), €8 €5a subsucesion

y que (y1, ¥2, ---» Yn) € C es su limite. Entonces, v = lim v, = lim Ap(z1im, -+ Tnm, 1) =
m-—oo m—oo
Hm (AmZims - AmZam, Am) = ( im Apzim, ..., im ApZnm, lim Ay) = (lim Ay, 21, ,
m—oo m—oo m—+oo rrl—'oo t—oo
veey M Ay, Ty, lim A, ) = ((Hm A, )(lim 2y, )y - - -, (i Ay, )(HM Zngn, ), Znt1) = (Znse191,
t—oo t—oo t—oo t—oo t—oo t—o0

o Tng1Yn, mn-i—l) = Iﬂ-l—l(yl!‘ cey Yns 1) € K.
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K+KCK:
Sean v, w € K, entonces v = A(z1, 2, ..., Tn, 1) y w = p(y1, Y2, -+, Yn, 1) con A y p no
negativos y (21, 2, ..., Tn), (Y1, Y2, .-wYn) € C. Si A = p = 0, entonces es obvio que
v+ w € K. Supongamos entonces que, sin pérdida de generalidad, A # 0, entonces )\, p <
A+ p # 0 porque g es no negativo y asi, v+w = A(Z1, .-y ZTn, 1) + (W1, vy Yny 1) =

(Az1+ py1y ooy AT+ fyn, A+ ) = (A+p) (*—"ﬁﬁ” sy, 1) € K, pues (25ju,
,'\”ﬁﬁh) = Ti"ﬁ (1, ey xn)+-X+"‘—p (¥1, - Yn) € C ya que T-?'-I"'I—%p =1y C es convexo.

aK CKVa€eRcona>0:
Es obvio.

Kn(-K)={0}:
La contencién D es clara. Sea entonces v € KN(—K), entonces existen A, u > 0y (z3, x2, ..., Tn),
(¥1, Y2y -y Un) € C tales que v = A(z1, 22, ..oy Tny, 1) = —p (1, Y2, ---, Yn, 1), pero entonces

A=—u <0,y por lo tanto A = 0, de donde v = 0.

Por lo tanto, K es un cono de R**!, W

C [ K

Figura 2.10:

Se sigue de manera inmediata que en el ejemplo 84 previo a este teorema lo que obtenemos es
efectivamente un cono. En el capitulo 3 veremos que todo cono sélido en un espacio vectorial
real de dimensién n > 2 finita puede obtenerse de la manera descrita en este teorema, es decir,
como la unién de los rayos generados por los elementos de algin conjunto compacto convexo
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(n — 1)-dimensional. De hecho ésta es una de las ideas més importantes en esta tesis, ya que
nos permitira resolver problemas acerca de conjuntos compactos convexos de dimensién finita a
través de las técnicas de conos y viceversa.

Demos ahora un ejemplo de un cono de dimension infinita, veremos que el cono es generador

pero no sélido.

Ejemplo 86. Consideremos el espacio vectorial @NR = {(zn),en / Zn € R para toda n € N
ne

=]
y3m € N tal que 7 = 0 para toda t > m} (con la norma ||(zn)penllor = 1/ 2 3) v €l
n=1
+ +
junt ={(zn R >0 t !
conjunto (nGGBNR) {(Zn)nen € REEN / Tn > 0 para toda ne N}. Entonces (REGBNR) es un

cono generador de @NR que no es sdlido.
ne

+
Demostracion. ( ® ]R) es cerrado:
nenN

+
Sea v = (Vn),en € ( EBNR) \ ( EBN]R) . Entonces existen [, m € N tales que vy <0y V¢ > m,
ne ne

v = 0. Entonces (v1, ..., vm) € R™\ (R’“)+. Como (]Rm}"' es cono de R™, existe £ € R,

0 < & tal que B ((v1,..,0m), €) € R™\ (R™)*. Sea w = (Wn)nen € Bor((vn)nen, €), es
o0 o0

decir, ,[ 3 (v —wy)? < €, de donde Y (v, — W)= T (p—wn)?+ I (v —wn)? <€
n=1 n=1 n<m n>m

Esto implica que (wy, ..., Wy) € Brm((v1,..,vm), €) € R™\ (R™)*, por lo que existe ¢ € N,

+
1< ¢ < m, tal que w, < 0, pero entonces w € ( @NR) \ ( EBNR) . Es decir, hemos probado
ne ne
+ +
que Vv € ( @ ]R)\(EB R) 3 e > 0 tal que Bggr(v, €) C (EB R)\((BR) , esto significa
neN neN neN neN
+ +
que ( @ R) \ ( ®B IR) es abierto y por lo tanto ( 53] }R) es cerrado.
neN nel

neN

+ + + -
Esobvioque((BiR) +(£BR) c ((BR) ;que‘v'nreR,aZO.setienequea(EBR) c
neN neN nen neN
+

+ + +
( ® ]R) .y que ( @ R) N (- ( @ R) ) = {0}. Por lo tanto ( @ R) es un cono.
nen neN neN neN

+ +
Ahora mostremos que ( 3] R) C Ogr( ( @ R) ):
nemM neM

Sean v € ( ) R) y € > 0, entonces 3 m € N tal que v; = 0 para toda t > m. Definamos w €

nen
+
(EBR)\(({} R) l
neM neN

p sin <m
® R mediante w, = FEsin=m+1 ), entonces w € Byr(v, €) N
BER Osin>m
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+

+
) = 0, por lo que ( ® R)

+ +
Por lo tanto ( 43 IR) € (’)@g(( e R) ), ¥ entonces intépg(( @ R)
neN nen neN neM

+

£y . _J 1lsii=n
no es sdlido. Sin embargo, ya que {e;};,c.y € (ﬂ%}NR) (donde e;(n) = { 0 ik }), vemos

+
que ( 52] ]R) es generador de @ R, pues {e;};cy s una base de @ R sobre R. A
neN neN neN

Ahora construyamos un cono a partir de una funcional lineal y una norma en un espacio de
dimensién finita. Es facil ver que normas distintas del espacio (a pesar de que definen la misma
topologia en él) dan lugar a conos distintos. Recordemos que en un espacio normado V, la
norma ||-|| : V. — R es una funcién continua (ya que de la desigualdad del triangulo se deduce
que |||lv]| = lw|l| < |lv —w]|), ¥ que una transformacién lineal entre espacios reales de dimensién

finita, T : V — W, es siempre una funcién continua (véase [JJ]).

Ejemplo 87. Sea V' un espacio normado de dimension finita y f : V — R una funcional lineal,
entonces K={v eV / ||v| < f(v)} es un cono de V.

Demostracion. K es cerrado:
Sea v € K un punto de contacto de K, entonces existe una sucesién (vn), .y de elementos de K
que converge a v. Por ser elementos de K, para toda n € N se cumple que |[v,|| < f(vn). Por
converger a v y por la continuidad de f y de ||-||, ||lv]| = n@m lonll ¥ f(v) = n@wf(vn). Y
como f(vp) — ||vn]l > 0 para toda n € N, tenemos que f(v) — ||v|| = nﬂ'{lmf{vn) - nlinﬂﬂ [lonl =
ﬂh_'mn0 (f(vn) = |lvnl)) = 0, de donde concluimos que v € K.

K+KCK:
Sean v, w € K, entonces |[v + w|| < ||v|| + |lw| < f(v) + f(w) = f(v+ w), de donde v +w € K.

aKCKVYaeRcona>0:
Sea v € K, entonces ||av|| = |a| ||v]| = a|lv|| < af(v) = f(av), por lo que av € K.

Kn(-K)={0}:
La contencién D es clara. Sea pues v € KN (—K), entonces |[v|| < f(v) y [[v]| = [|-v| € f(—v) =
—f(v), y esto iiltimo puede suceder si y sélo si ||[v]| = f(v) = 0. Pero entonces v = 0.

Por lo tanto K es un cono. A

Recordemos que si V' y W son espacios vectoriales reales de dimensién finita, podemos defi-
nir en Homg(V, W) = {T: V — W / T es transformacion lineal} una estructura de espacio
vectorial normado, donde la suma y la multiplicacién por escalares se define de manera obvia
(puntualmente) y la norma de esta forma: V T € Homg(V, W), |T|| = ||S:|lp1 {IT ()|}

uvl|l=
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Nota 88. De hecho, puede demostrarse que para una transformacion lineal entre espacios vec-
toriales de dimension arbitraria T : V — W, la continuidad es equivalente a la finitud de

sup {[|T(v)||}. Ver [1J].
llvli=1

Ejemplo 89. (El cono de operadores que dejan un cono invariante). Sean V de di-
mensién finita y KCV un cono sdlido, definamos II(K) = {T € Homg(V, V) /T[K| C K}.
Entonces II(K) es un cono de Homg(V, V).

Demostracion. [I(K) es cerrado:
Sea T € TI(K) un punto de contacto de II(K), entonces existe una sucesién (T}),, en de elementos
de TI(K) que converge a T. Seanv € K y € > 0, si v = 0, es obvio que T'(v) € K; supongamos
entonces que v # 0. Entonces ﬂ%"Tﬂ(v) = Tn(ﬁ") € K para todan € N y existe m € N tal

que “:7“ IT(v) — T (v)]| = ||T(T|%|T) -T,.(Ti%lf) < |IT —T,|| < € para toda r > m. Es decir la

sucesion (Tn(ﬁ)) . (que consta de elementos de K') converge a T(ﬁ), y como K es cerrado,
T

T(q5p) € K. Pero entonces T(v) = ||v|| T(Tlanﬁ) € K porque K es cerrado bajo la multiplicacién

por escalares no negativos. Como v € K fue arbitrario, podemos concluir que T [K] C K, es

decir, que T € II(K). Asi, II(K) es cerrado.

II(K) +II(K) C II(K) :
Sean F, T € II(K), y sea v € K, entonces F(v), T(v) € K y como K + K C K, vemos que
(F4T)(v) = F(v) +T(v) € K. Como v € K fue arbitrario, concluimos que (F + T) [K] C K,
es decir, que F + T € II(K).

ol(K)CI(K)VaeRcona>0:
La demostracién es totalmente andloga a la demostracién de que II(K) + II(K) C II(K) que

acabamos de dar.

I(K) N (-TI(K)) = {0} :
La contencién D es obvia. Sean entonces T € II(K) N (-II(K)) y v € V. Como K es sélido,
T
contiene una base {v, ..., vn} de V. Entonces existen f, ..., fn € R tales que v = ) fiv;.
i=1
Pero para i € {1, ..., n}, tenemos que T'(v;), —T'(v;) € K, y como K es un cono, concluimos que

T(v;) = 0. Pero entonces T'(v) = 0. Como v € V fue arbitrario, concluimos que 7" = 0.
Por lo tanto, II(K) es un cono de Homg(V, V). 4

Sigamos suponiendo que V tiene dimension finita. Entonces el espacio V* = {f: V —R / f
es lineal} = Homg(V, R) tiene la misma dimensién que V. Segiin lo dicho en el parrafo previo
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a la nota 88, la norma en V* viene dada por: V f € V*, ||f|| = sup {|f(v)|]}. Dado un cono
1

llell=
sélido K de V, definiremos un cono en V* que serd un tanto parecido a II(K).
q p

Ejemplo 90. (El cono dual). Sea V un espacio real de dimension finita, y sea K un cono
sélido de V. Definamos K* = {f e V* /VYv € K (f(v) > 0)}, entonces K* es un cono de V*.
Lo llamaremos el cono dual de K.

Demostracion. K* es cerrado:
Sea f € K* un punto de contacto de K*. Entonces existe una sucesion (fn),cy de elementos
de K* que converge a f. Sea v € K, si v = 0, entonces es obvio que f(v) = 0. Supongamos
entonces que v # 0. Entonces para todan € N tenemos que f(v) > 0, y ademds, | f(v) — fu(v)| =
(= £ @)1 = ol (£ = £a) ()| < IH1F = fall =, O, es decir, fa(v) — f(v), por lo que

f(v) > 0. Como esto vale para toda v € K, concluimos que f € K*. Por lo tanto, K* es cerrado.
Es obvio que K* + K* C K* y que para todo real no negativo a se cumple aK* C K*.

K*n(-K*)= {0} :
La contencién D es clara. Para mostrar que se cumple la otra contencion, sea f € K* N (—K*),
entonces V v € K se cumple que f(v) <0 < f(v). Como K es sdlido, contiene una base de V' en

la cual se anula f, por lo que f =0.
Asi, K* es un cono de V*. A

Veamos como se caracterizan los elementos del interior del cono dual de un cono de dimensién
finita. Recordemos que si V tiene dimensién finita, entonces S}, ' = {x € V / ||z = 1} es
compacta. Ademés, dada una base 8 = {v), va,..., v, } de V, la funcién f, : V.— R definida

n
mediante f (Za,—vi) = v es continua (por ser una transformacién lineal entre espacios de
i=1

dimensién finita), y por lo tanto, existe M € R tal que | f,(z)| < M Yz € S~ (por la compacidad
de ésta y porque el valor absoluto usual es una funcién continua).

Proposicién 91. Sean K un cono sélido en un espacio V de dimension finita y f € K*, entonces
f €inty-(K*) siy sdlo si f(v) >0 para todov € K \ {0}.

Demostracion. =: Siexistev € K\{0} tal que f(v) = 0, entonces, extendiendo {v} a una base

B = {v, va,..., vn} de V, definamos para cada m € N, fm € V* mediante fm, (mv + Zam,—) =

=2

i=2

n T
—ayE + _Zzaif(”i)- Asf, fm(v) = —£, por lo que f, ¢ K*; y ademas, paraz = aqv+ Y, a;v; €
i=
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= |f(a19) = fm (a19)| = |au| % <

S tenemos que f = fm(o)l = (£ = fm) (a0 + $ )

i=2
ML, dedonde ||f — fm| < ML y entonces f ¢ inty.(K*).

<=: Porcadaz € S} 'NK, existen e, 8; > 0 tales que f (By(z, §.)) C (f(z) - %, f(x)+ &)
C (f(z) —&z, f(z)+€z) € RY\ {0} (porque f es continua). La familia {By(z, 53)}165-‘.’-1 es
una cubierta abierta de S~' N K, y por la compacidad de S~ N K, posee una subcubierta
finita {By (21,0z,),.--, Bv(Zm,0z,.)} (que sigue cubriendo a S},™' N K). Sea e = liriz(r}n{e—él},
y mostremos que By.(f, €) C K*: Sean g € By-(f,e) yv € K;siv =0, es claro que
g(v) > 0; supongamos pues que v # 0, entonces ﬂ%ﬂ € By(zi,05,) para alguna i, de donde
|£@) - o] < |£@0) - 13| + £ — 9| < %+ + ¢ < e,y por lo que g(32p) > 0.
Pero entonces g(v) = ||v|| g(ﬂ%“) > 0. Como v fue un elemento arbitrario de K, deducimos que
g € K*. Y como g fue un elemento arbitrario de By« (f, €), concluimos que f € inty.(K*). B

Mis adelante veremos que (bajo las hipétesis de la proposiciéon que acabamos de demostrar)
K* es sélido en V*, probando que existe una funcional lineal V' — R cuyo niicleo intersecta a K
solo en el cero. De una manera totalmente andloga a la demostracién de esta tiltima proposicién

puede probarse la siguiente:

Proposicion 92. Sean K un cono sdlido en un espacio V de dimension finita y T € II(K),
entonces T € int gromy(v.v)(II(K)) si y sdlo si T(v) € inty (K) para todov € K\ {0}. B

Nota 93. Obsérvese que tanto II(K) como K* son conjuntos de transformaciones lineales que
mapean un cono en otro: II(K') es el conjunto de las transformaciones V. — V que mandan el
cono K dentro de él mismo, mientras que K* es el conjunto de las transformaciones V. — R

que mapean K dentro de R*, que es un cono sdlido en R.
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2.4. El Orden Parcial <g

En esta seccién introduciremos dos relaciones en V basadas en un cono K de V. Dichas
relaciones nos permitirin ver a K como si fuera el cono positivo (R”)"', ademaés de resumir
informacion aritmética y topoldgica de K. Una de las dos relaciones sera un orden parcial y la

otra no.

Proposiciéon 94. Sean V un espacio vectorial real normado y K un cono de V. Definamos una
relacion < sobre V mediante la regla v<gw <= w—vE K. Entonces <k es un orden parcial

para V.

Demostracion. Yv eV (v <gwv):
Es obvio porque 0 € K.

Vo weV(iv<gwyw<gv =v=w):
Si v<gw y w<kw, entonces w — v, v — w € K, es decir, w—v € KN (—K) = {0}, de donde

w = v.

Vo,wzeV (v<gkwyw<gzr =v<kgz):
Si v<wy w<gxm, entonces w —v, x —w € K, y por lo tanto, z —v=(z —w) + (w—v) € K,

es decir, v<g .
Por lo tanto, (V, <) es un conjunto parcialmente ordenado. W

Geométricamente, dado v € V, para ver todos los elementos mayores que €l, basta colocar una
copia paralela de K de manera que su vértice sea v, es decir, K + {v} = {w € V / v <g w}

(véase la figura 2.11).

Definicién 95. FEstablezcamos ahora la siguiente relacion en V: v €x w <= w—v € inty(K).

Nota 96. A menos queV = K = {ﬁ}, < g nunca es un orden parcial, ya que (salvo en el caso
mencionado) 0 € Oy (K) y por lo tanto, <y no cumple con el portulado i) de la definicion de
orden parcial. Obsérvese también que inty (K) # @ si y sdlo si Kk no es una relacion vacia.

Enunciemos ahora algunas de las propiedades de las relaciones que hemos definido, estas pro-
piedades “se portan bien” con respecto a la suma y a la multiplicacién por escalares positivos.

La demostracion es inmediata y la omitimos.
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Figura 2.11: K+ {v}={weV | v <k w}

Lema 97. Seanu, v, w € V, a, [ € R tales que B <0 < a. Entonces:
(i) vSgws= v+u<gw+u

(i) v <k w <= av <k aw.

(iii) v < w = Pw <k Pv.

(iv) v<<gw = v+u<Lg w+u.
(v) v < w = av Lk aw.

(vi) v €< w <= Pw Lk fv. A

Establezcamos algunas propiedades més de <y y de <y y caractericemos a los puntos del
interior de K en términos de ellas.

Lema 98. Sean v, w € V con 0 <k v.

(i) Supongamos que a > 0 es tal que 0 <x v+ aw. EntoncesV B € [0, a] (0 <x v+ fw).

(ii) Supongamos que o > 0 es tal que 0 <y v — aw. EntoncesV B € [0, o] (0 <k v— fuw).

Demostracion. i) v, v+ aw e K = (1 - E) v, f—:(v +ow)e K = v+ fw = (1 - g) v+
g (v+ aw) € K.

1) v,v—ow e K = (l—g) v, g(ej—m::)eK::—v—,Gwz (l—g)v%—g(v—aw)eK.
M
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Obsérvese que este lema y su demostracién no son otra cosa que la convexidad de K, que ya
habiamos probado en el lema 69 de la seccién 2.2.

Teorema 99. Sean K un cono sélido en R™ yv € K. Entonces 0 <k v si y sélo si Yw € R® 3
A >0 tal que 0 <y v+ dw.

Demostracion. =>:
Supongamos que 0 <x v y sea w € R™, entonces 3 £ > 0 tal que Bg»(v, €) € K. Definiendo
A = gyoy» vemos que v + Aw € K (suponemos w # 0, pues si w = 0 cualquier A > 0 sirve).
Obsérvese que, de hecho, v + Aw € intg» (K).

—
Sea {ej, ..., en} la base canénica de R". Entonces existen escalares estrictamente positivos, Aj,
Y1y A2; Y2y -y Any Vn, tales que v+ Aje;, v—y;e; € K (para todai). Definamos A := lxéﬂ{n {Ai, mi}-
<i<n

n —
Asi,siu= Y aie; € R™\ {0}, entonces, definiendo a := méx {|a;|}, @ > 0; por lo que 2 > 0.
i=1 lg:gn

Observemos que si a; > 0, entonces 0< ﬂ:—l = %’L < A £ A, 7, y por lo tanto, por el lema
anterior, v + ’\f:'*e,- € K. Por otro lado, si a; < 0, entonces, como v+v;(—e;) € K y 0< Maﬂ-l <
vi, tenemos que v + M-:‘!3'-[(—-9,') =v+ 5\%-(6,-} €K.

T

M A 2 A ¢

De manera que nv + Su =nv+ % (_Zla,e‘) € K, y entonces v + s = K.
T

L
Entonces V w = ) fie; € S*! = {z € R" / ||z]| = 1} se cumple que 0< |3;| < 1 para toda 1,
i=1
por lo que 0< 3 := lxga,(x {IBi]} < 1, entonces 0< ;):7 < %, y ademas (por lo que demostramos en
=isn

el parrafo inmediato anterior) v + niﬁw € K. Y por el lema anterior, v + %w e K.

Es decir, acabamos de demostrar que dg» (B(v, 2)) = v+ 28""! C K. Como K es convexo,
concluimos que B(v, -;\;) C E(U, %] C K. Esto muestraque 0 <x v. B

Corolario 100. Sean K un cono solido en R® yu, v € K. Si0 <k v, entonces 0 < u+v.

Demostracion. Sea w € R™. Por el teorema anterior, existe A > 0 tal que 0 <x v + Aw,
entonces 0 <y (u+v) + Aw. Asi, Vw € R® 3 X > 0 tal que 0 <g (u+ v) + Aw. Por el teorema

anterior, podemos concluir que O<u+v. N
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2.5. Caras

Las Caras de un Cono serdn “subconjuntos extremales” del cono. Demostraremos que
interseccién arbitraria de caras de un cono es cara del cono, y basados en esto, definiremos la
cara generada por un subconjunto S de un cono K como la interseccién de las caras de K en
las que S estd contenido. Posteriormente, daremos descripciones més facilmente manejables de
la cara generada por S, éstas nos permitiran obtener un resultado clave: todo elemento de K

pertenece al interior relativo de la cara que genera.

La mayoria de los resultados que obtengamos en esta seccién serdan bajo la hipétesis de que V
es un espacio de dimension finita. En dichos resultados aclararemos dicha hipétesis, es decir, si
enunciamos un resultado sin escribir la hipétesis de que V tiene dimensién finita, querremos decir

que la proposicién es valida para un espacio de dimensién arbitraria.

Definicién 101. Sean K un cono de un espacio vectorial V' y F' un subconjunto de K. Diremos

que F es una cara de K, y escribiremos F' < K ssi se cumple simultdneamente que:

(i) F es cono de V.

(i) Vo,weK (v+tweF = v, weF).

La dimensién de F serd la dimensidn que tenga como cono. Si F es una cara de K y

dim(F)=1, diremos que F es un rayo extremal de K.

Obsérvese que si F' es una cara, entonces F' es un rayo extremal si y sélo si 3v € K \ {0} tal
que F = pos(v) = {Aw /A€R*}. Aunv e K\ {0} con la propiedad de que pos(v) es rayo

extremal de K lo llamaremos vector extremal de K.

La definicién de cara, en términos del orden parcial <g, diria que un subconjunto F de K es
cara si y s6lo si a) Fescono,y b)Vye FYve K (0 <k v<kgy = y€ F). Esinmediato
que esto es equivalente a la definicién de cara que hemos dado arriba (y hace el papel de la suma
que “cae” en F, y v, y — v el de los elementos de K cuya suma es y, un elemento de F).

Nota 102. Tres rayos extremales distintos de un cono nunca son coplanares, y si tomamos un

vector extremal de cada uno, éstos son linealmente independientes.

Lema 103. Sea F una cara de K. Entonces G 4 F siysolo siGC F yG < K. En particular,
todo rayo extremal de F es también rayo extremal de K.
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Demostracion. —>:
Si G es una cara de F, entonces es obvio que G C F. Sean entonces v, w € K tales que v+w € G.
Entonces v + w € F, y como F < K, vemos que v, w € F. Como G < F, concluimos que v,
w € G. Por lo tanto, G < K.

==
Sean v, w € F tales que v + w € G, entonces, como G 4 K y F C K, concluimos que v, w € G.
5]

Lema 104. Sean K un cono de un espacio V, y {Fi},o; una familia arbitraria no vacia de caras

de K. Entonces _QIF‘- es una cara de K.
1

Demostracion. ﬂ!F‘- es un cono:
i€
Como, para cada i € I, F; es un subconjunto cerrado de V, dado que “interseccion arbitraria de
subconjuntos cerrados de un espacio topoldgico es de nuevo un subconjunto cerrado”, vemos que

anf es un subconjunto cerrado de V.
i€

Por otro lado, si v, w € _Q}Fg y o € RT, entonces av, v+ w € F; para toda i, pues cada F; es
T
cono de V. Esto es, av, v+ w € _Q!F}‘
1

Ademas, (GF,-) N (— n F,-) = {0}. Puessiv € (ﬂF,-) n (— n F,-), entonces v €
iel el iel el

F; N (—F;) para toda i € I; como la familia {F;},c; es no vacia concluimos que v = 0. Y la

contencion ( n F,:) n (— N E) D {ﬁ} es obvia. Asi, N F; es un cono.
i€l il iel

Vv, wekK (U+'w€(ﬂ}:}) = 7, wE(ﬂF,;)):
i€l iel

Si v, w € K son tales que v +w € (_ﬂng , entonces v + w € F; para toda i € I; como cada F;
i€

es cara, vemos que v, w € F; para toda i € I. Es decir, concluimos que v, w € (_ﬂif}) . B
i€

Después de este lema, podemos definir lo que es una cara generada por un subconjunto S de
K, ya que la familia de caras de K que contienen a S es no vacia (al menos K estd en la familia)

y tiene sentido entonces hablar de su interseccion:

Definicién 105. Sean K un cono, y S un subconjunto arbitrario de K. La cara de K generada
por S, que denotaremos ¢(S), es la interseccidn de la familia de caras de K que contienen a S.
Esto es, o(S)=nN{F /F<4K ySCF}.
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Notacién 106. Si {z), ..., Tm} es un subconjunto finito de K, escribiremos ¢(z1,..., Tm) en
lugar de p({z1,..., Tm}).

Las siguientes propiedades son inmediatas de la definicién:

Lema 107. Sean K un cono y S y T subconjuntos de K tales que S C T. Entonces:
(i) S C¢(S)
(ii) S es cara de K siy sélo si S=¢(S5)
(ii) @(S) = ¢ (¢(5))
(iv) p(S) C(T) W

Lo siguiente que haremos sera dar alguna descripcién mas accesible de ¢(S).

Lema 108. Sean K un cono de dimension finita y S C K, entonces Fs={y € K / 3z € pos(S)

tal que y <k z} es una cara de K.

Demostracion. Fs es cerrado:
Se seguira del lema 153 y la proposicién 154 de la seccién 3.2.

Fs+ Fs C Fs y aFs C Fg Ya € R* :
Siz, y € Fs, entonces existen zq, 21 € pos(S) tales que z <y 20y y <k z;. Peropos(S)+pos(S) C
pos(S), por lo que 2zp + 21 € pos(S), y ademds se cumple z +y <g zo+z1 yc+y € K. Por
lo tanto, z + y € Fs. Un argumento totalmente andlogo muestra que aFs C Fs Va € R, pues
a (pos(S)) C pos(S) Ya € RT.

Fsn(—Fs)={0}:
La contencién O es obvia. Y como Fg C K, la contencién Fs N (—Fs) C {0} es también clara.

Por lo tanto, Fg es un cono.
YVv,weK (v+we Fs = v, we Fg):
Si v, w € K son tales que v + w € Fg, entonces 3z € pos(S) tal que v + w <k z, pero entonces,

dado que v <g v+ w, w <g v+ w y que <k es una relacion transitiva, vemos que v <y z y

w <k z, por lo que v, w € Fs.

Asi, Fs esunacarade K. B
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Lema 109. Sean K un cono de dimension finita y S C K, entonces Fg = p(S).

Demostracion. Demostraremos que toda cara de K que contiene a S contiene también a Fg,

como Fg es cara de K, eso nos dara el resultado.

Sean pues FF < K tal que S C F y y € Fs. Entonces 3z € pos(S) tal que y <k z. Como F es
cono y S C F, vemos que pos(S) C F y por lo tanto, z € F; de donde vemos que los elementos y
y z—1y de K son tales que y+ (2 —y) € F. Como F es cara de K, concluimos que y € F. Como
y fue un elemento arbitrario de Fs, vemos que Fs C F. Y como F fue una cara arbitraria de K

con la propiedad de contener a .S, vemos que Fs = ¢(S). W

Corolario 110. Sean K un cono en un espacio V de dimension finita y x € K. Entonces:

p(z) ={veV /3JaeR* tal que 0 <k v <k az}
={veV /3BeRt\ {0} tal que 0 <k v <g Pz}
={veV [/ 3yeR*\ {0} tal que 0 <g yv <k z}

Demostracion. ¢(z) C {v€V [/ 3a € Rt tal que 0 <x v <k az}:

Por el lema anterior, p(z) = {y € K / 3z € pos({z}) tal que y <k z}. Asi, si y € p(z),
entonces 3z € pos({z}) = {ax / @ € R*} tal que y <k z, es decir, existe a € R* tal que
y <k az. Estoes,y € {veV /3aeR" tal que 0 <g v <k az}.

{veV /3aeRt talque 0 <k v<gaz}C{veV /3B8eR"\{0}tal que 0 <g v <k fz}:

Siy € Vyae R son tales que 0 <x y <k oz, entonces tenemos dos casos: Si a = 0,
entonces y = 0, y por lo tanto, tomando # = 1, vemos que 0 <k y <k PBx. Sia > 0, entonces
tomando 3 = «, vemos que 0 <y y < PBz. De cualquier forma concluimos que y € {v € V /
3B € Rt \ {0} tal que 0 <x v <k Bz}.

{fv eV /38 e Rt {0} tal que 0 <g v <g Bz} C {veV /Iy e Rt {0} tal que
0 <k Yy <k z}:

Seany € V y 3 € Rt )\ {0} tales que 0 <y y <k Bz. Entonces, haciendo y = 8! > 0, vemos
que 0 < vy <k = (debido al lema 97, seccién 2.4). Porlo quey € {ve V / Iy € R\ {0} tal
que 0 <x yv <g z}.

{veV /3IyeRt\ {0} tal que 0 <x yv <k z} C p(z):

Tomemos y € V y v € Rt \ {0} tales que 0 <x vy <k z, entonces (de nuevo, por el lema
97), 0 <k vy <k v 'z, es decir, 3z = v~ 'z € pos({z}) tal que 0 <g y <k z. Por lo tanto,
ye{ve K/ 3z € pos({z}) tal que v <k z} = p(z).

Esto prueba las tres igualdades enunciadas en el corolario. W
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Corolario 111. Sean K un cono en R™ y z € K; entonces x € int(,(z))(¢(z)). Es decir, todo
elemento de K pertenece al interior relativo de la cara que genera.

Demostracion. Sea w € {p(x)), entonces existen wy, wa € p(z) tales que w = w; —wy. Por el
corolario anterior, 3y € R+ \ {0} tal que 0 <k yws <k =z, es decir, tal que z+y(—w;) € K. Por
otro lado, yws € ¢(z), y por lo tanto, z+y(—ws) € (p(z)); de donde z+y(—w2) € (p(z))NK =
w(z). Entonces z + yw = & + vy (w) — we) = ywy + & + y(—w2) € p(z).

Asi, hemos mostrado que Yw € {(p(z)) Iy € R* \ {0} tal que = + yw € ¢p(z). Por el teorema
99 (seccién 2.4), concluimos que = € int(,zy) (p(z)). B

Lema 112. Sean K un cono de R™ y F 4 K, con F # K (ie, una cara propia), entonces
F C &g« (K).

Demostracion. Supongamos que F ¢ g« (K), entonces, dado que F' C K, existe v € F N
intg» (K). Sea w € K, entonces, por el teorema 99 (seccién 2.4), existe A € Rt \ {0} tal que
v—Aw € K. Asi, (v— w)+ A w =v € F, y debido a que F es cara de K, Aw € F. Como
A € R*\ {0}, también 1 € R*\ {0}, y por lo tanto, w = § (Aw) € F. Entonces podemos concluir
que K C F, pues w fue un elemento arbitrario de K. W

Corolario 113. Sean K un cono sdlido de R* y F una cara de K tal que dim(F') = dim(K) = n.
Entonces F = K. Es decir, toda cara propia de K tiene dimensidn estrictamente menor a la

dimension de K.

Demostracion. Como dim(F)=n, F es sélido en R™, y por lo tanto, existe v € intg.(F) C

intg» (K); entonces, por el lema anterior, F' no puede ser distinta de K. W

Sean K un cono sélido de R" y = € intg. (K), entonces ¢(z) = K, debido al lema 112. Por
otro lado, si v € K es tal que ¢(v) = K, entonces v € int(,(y))(p(v)) = int(x)(K) = intgn (K),
por el corolario 111. Es facil ver que esto implica el siguiente teorema.

Teorema 114. Scan K un cono, F A K yv € F. Entonces p(v) = F siy solo siv € int(py(F).
|

Proposicién 115. Sea K un cono sélido de R™. Entonces todo elemento de K es combinacion

lineal no negativa de algin conjunto de vectores extremales de K con a lo mds n elementos.
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Demostracion. Por induccién sobre dim(K): Si dim(K) € {1, 2}, el resultado es obvio (véase
ejemplos 77 y 78 de la seccién 2.3). Supongamos entonces que dim(K) > 3 y que el resultado

es cierto para todos los conos con dimensién menor que dim(K). Sea v € K. Entonces hay dos

Casos:

Caso 1: v € O~ (K). Entonces @(v) G K, pues v € int, ) (¢(v)); por lo que (por el corolario
113) dim(p(v)) < dim(K). Entonces, dado que ¢(v) es un cono sélido en (p(v)), la hipétesis
inductiva nos dice que existe un conjunto de extremales de ¢(v) con a lo més dim(p(v)) elementos,
de los cuales v es combinacién lineal no negativa. Como dim(¢(v)) < dim(K), en este caso hemos
terminado, pues por el lema 103, todo vector extremal de ¢(v) es también vector extremal de K.

Caso 2: v € intg~(K). Entonces v no es un vector extremal de K (pues de serlo, se tendria
que v € p(v) C Orn(K)). Sea entonces v; un vector extremal de K; de esta manera, {v,v;}
es linealmente independiente. Consideremos el cono K'=K N ({v,v;}), cuya dimensién es 2;
existen un vector extremal w de K’ y escalares no negativos A, 3, tales que v = Ajv; + Sw.
Obsérvese que w € d(y,v,})(K’), y por lo tanto, w € dg~(K). Entonces, por el caso 1, existen
a lo mds dim(p(w)) vectores extremales de K de los cuales w es combinacién lineal no negativa.
El resultado se desprende entonces de esto ltimo, de que v = Ajv; + fw con Ay, 8 > 0, y de que
dim(p(w)) < dim(K). B

Corolario 116. Sea K un cono sdlido en R"™. Entonces R™ posee una base que consta de vectores
extremales de K.

Demostracion. Como K es sélido en R™, existe una base 8 = {vi, ..., vn} de R™ contenida
en K (teorema 75, seccién 2.2). Por la proposicién anterior, cada v; puede expresarse como
una combinacién lineal de m; < n vectores extremales uy,..., wym,, de K. Entonces el conjunto
o= :_L::Jl {wi1, ..., wim, } genera a R™ y posee sélo extremales de K. Asi, existe un subconjunto

de § (_lue es una base de R". W

Nota 117. Es claro que dada 3 = {vy,..., vn} base de R™ que consta de extremales de K, pueden
existir vectores v € K que no puedan erpresarse como combinacion lineal no negativa de los
elementos de 3 (esto pasa cuando K tiene mds de n rayos extremales). Lo que nos dicen la
proposicion 115 y su corolario es que para cada v € K se puede encontrar vectores extremales de

los cuales v sea combinacion lineal no negativa.

Supéngase que F' # {0} es una cara de K, entonces por cada v € F \ {0}, existe un conjunto
finito de vectores extremales de K, {wy1,..., Wym, } ¥ un nimero finito de escalares positivos,

My
Auly-ey Aum, tales que v = 3 Ayiwy;. Entonces un sencillo argumento inductivo muestra que

i=1
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para cada 1, se tiene que w,; € F. Esto nos lleva a que F = pos ( .!'sJF {wy1, --ey w,,m,,}) . Es
w

decir, F es el cono generado por los vectores extremales de K que pertenecen a F.

Definicién 118. Sea K un cono de un espacio V de dimension finita. Diremos que K es

poliédrico ssi K posee sdlo un mimero finito de caras.

Teorema 119. Un cono K de dimension finita es poliédrico si y sdlo st su nimero de rayos

ectremales es finito.

Demostracion. =: Es obvio, pues todo rayo extremal es cara de K.

<: Sean fi,..., fm todos los rayos extremales de K, y sean v; € fi,..., Um € fim vectores
extremales tales que cada f; es el rayo generado por v;. Por la proposicién 115 y el parrafo que
sigue a la nota 117, dada una cara F # {0} existe un subconjunto finito S # @ de {vy, ..., v;n}
tal que F' = pos(S) (S es justamente el conjunto de los v; que pertenecen a F'); ademds, si Fy
y F, son caras no cero distintas de K, es claro que los conjuntos S y Sz de extremales que
determinan, son distintos. Esto nos dice que K tiene a lo més |p({v,..., vm})| caras; y como
©({v1,---, Um}) es un conjunto finito, concluimos que K tiene un mimero finito de caras. B

A continuacién estableceremos un teorema (cuya demostracion se debe precisamente a la di-
rectora de esta tesis y a B. Zavala (véase [BZS]) del cual hay que hacer varias observaciones:
La obviedad intuitiva de su afirmacién y de sus consecuencias seguramente hard que el lector
se extrafe por la longitud de la demostracién. Su belleza se incrementa por el hecho de que las
consecuencias son (quizd) mdas importantes en esta tesis, que la afirmacién misma que contiene.

Entre otras cosas, el siguiente teorema:
(1) Muestra que todo cono K de dimensién finita estd contenido en un cono poliédrico.

(2) Exhibe un hiperplano (n — 1)—dimensional que intersecta a K precisamente en el vector
cero, teniendo como corolario que el cono dual K* (véase el ejemplo 90 de la seccidn 2.3) es sélido

en V*.

(3) Exhibe también un conjunto convexo compacto “(n — 1)—dimensional” C tal que K es
la unién de los rayos generados por los elementos de Ck (véase el teorema 85 de la seccién
2.3 y el péarrafo que lo sigue para un antecedente). Esto tltimo nos permitird, en los capitulos
3 y 4, analizar la geometria de K en términos de la geometria de Ckx. Y asi, el analisis se
facilitard considerablemente, pues Ck serd, en muchas ocasiones, mas “facilmente visualizable”:
Por ejemplo, podremos “visualizar” la geometria de un cono de dimensién 4, porque en ese caso,

la dimensién de Cy sera 3.
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Después de tan largo preambulo, pasemos al enunciado y la demostracién del resultado.

Teorema 120. (M. Takane y B. Zavala). Sea K un cono sélido en R®, n > 1. Entonces
existe un cono poliédrico K tal que K C K.

Demostracion. Encontraremos un conjunto compacto “n — 1-dimensional” Ck tal que K =
R*Ck = {M /v € Cx y A > 0}. Dado que todo compacto es acotado, Ck estara contenido
en un cubo n — 1-dimensional, que es convexo y compacto; y usando la técnica del teorema 85
(seccién 2.3), veremos que el cono generado por dicho cubo es poliédrico (de hecho, tendra tantos
rayos extremales como vértices tiene el cubo). Trabajaremos con el producto interior y la norma
euclidianos de R".

Consideremos S 'NK = {z € K / ||z|| = 1} y su envolvente convexa, conv(S" ' N K); veamos
que 0 ¢ conv(S"" 1N K): Si0 € conv(S"! N K), entonces, por la proposicién 65 y el lema 66 de
la seccién 2.1, existirian un conjunto finito de vectores {:rl, " a:m} C S“‘l N K y un conjunto

finito de escalares no negativos {A1,..., Am}, tales que 0 = Z,\ Ty Z)\, = 1. Demostremos
por induccién sobre m que esto tltimo no es posible: Si m ‘_ 1, enton‘c;;s A1 =1y por lo tanto
z; = 0, lo que contradice que z; € S*~!. Si m > 1, entonces la hipétesis inductiva nos dice que
para toda %, A; > 0; entonces —Apz, = Ela\;xi € KN (—K) y por lo tanto —Apmxm =0, y
como A, > 0, obtenemos 0 = z,, € S, 2’.1_11’01' lo tanto, 0 ¢ conv(S*~! N K).

Ademas, por la proposicién 67, conv(S"~! N K) es un subconjunto compacto de V, y por lo
tanto, dado que 0 ¢ conv(S™"~! N K), existe un v € conv(S*~! N K), v # 0, cuya distancia al cero
es minima con respecto a los demds elementos de conv(S"~' N K). Sean H = {v}* = {w € R®

/ (w, v) = 0}, H'S = {w € R* / <w. ms) > 1}, HS' = {w € R* / <w, z—u5> 1}y
H= :H+{v}:{w€R"/ <w, T::_vf>:1}'

Entonces B(0, ||[v]|) € HSY, pues si y € B(0, |[v]|), entonces (y, y) < (v, v), por lo que (dado
que 0 < (y—v, y—v) = (y, ) —2(y, v) + (v, v)) 2(y, v) < (y, ¥) + (v, v) < 2(v, v), ¥
entonces <y. ?v‘?ﬁ}‘> = % < 1. Asi, B(0,||v]|) € HS'. Ademés, siy € B(0, |[v]|) es distinto de
v, entonces 0 < (y — v, y — v), y entonces 2 (y, v) < 2 (v, v), por lo que g’ =+ < 1. Esto nos dice
que B(0, ||v]|) N H'S = {v} = B(0, ||v|]|]) " H=!, es decir, que el hiperplano (n — 1)—dimensional
H=! es tangente en v a la esfera euclidiana que es frontera de B(0, ||v]).

Mostremos que conv(S"'NK) C H'S: siexiste x € conv(S*~' N K)\ H'S, entonces, conv(v,
z) C conv(S* "' NK), y como v € H'S, tenemos v # z. Entonces conv(v, ) N B(0, ||v||) tiene al
menos dos elementos, pues si constara de un solo elemento, ese elemento tendria que ser v, por
lo que si II es el subespacio generado por v y z, entonces conv(v, z) C Il y asi, conv(v, x) seria
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tangente al circulo que es frontera relativa de I1N B(0, ||v||) y entonces, conv(v, z) deberia estar
contenido en H=!, cosa que no sucede. Pero entonces conv(v, ) es secante al circulo frontera
(relativa) de I1 N B(0, ||v||) y por lo tanto existe un y € conv(v, =) C conv(S"~! N K) tal que
0 < |ly|l < ||v]l, lo que contradice que v sea el elemento de conv(S®~! N K) més cercano a 0. Por
lo tanto conv(S"~! N K') C H'S (obsérvese que aqui hemos usado que el producto interior y la

norma considerados son los euclidianos).

Usemos lo mostrado en el parrafo anterior para demostrar, por reduccién al absurdo, que H N
K = {0}. Size€ HNK es distinto de cero entonces, por un lado, <z, zu"—v)> = 0; mientras que,

por otro, Ti%ﬁ € conv(S"! N K), y por lo tanto, ﬁ%lf <z, ?ﬁ) = <ﬂ%ff‘ b—";;—) > 1, de donde
vemos que <z, zﬂ“’—ﬂ,) # 0 V. Por lo tanto, HN K = {0}. Notemos que H es un subespacio
(n — 1)—dimensional de R™ y por lo tanto R™ \ H tiene dos componentes conexas: la de aquellos

vectores cuyo producto interior con ?Fu'ﬁi es negativo es una, y la otra consta de los vectores

cuyo producto interior con %= es positivo. Debido a que HN K = {0}, (v, ﬁ) >0,y K
es convexo, por el teorema del valor intermedio vemos que el producto interior de los elementos

distintos de cero de K con 5 es estrictamente positivo.

Ahora probemos que Cx = H='N K es compacto: Que es cerrado se debe a que es interseccién
de dos cerrados. Supongamos que no es acotado; entonces podemos escoger una sucesion (um),,en

de elementos de Cx con la propiedad de que ||uy,|| > m para toda m € N. Para los miembros

de dicha sucesién se cumple que <um, TU'UEY> = 1, por lo que <"—:":-", ﬁ’;‘) = oy < m

Por otro lado, la sucesién <”—":“T> = tiene una subsucesion convergente <ﬁ> , pues
mim il ren
Tesy € S" ! N K para cada m y S""! N K es compacto. Supongamos que u € S* ! N K es

el limite de la sucesién <ﬂﬁ> : entonces, debido a la continuidad de la funcional lineal
"t/ teN

(v ) B — R (o gty) = i ey, i) = Jim ey = 0. por lboquo D=
S"—! V. Esta tiltima contmdmclon nos permite afirmar que Ck es acotado. Asi, concluimos que

Ck = H='n K es compacto.

A continuacién, mostremos que pasa lo mismo que en el teorema 85 de la seccién 2.3, es decir,
que K es la unién de los rayos generados por Ck: Sea w € K, si w = 0, entonces w = Ov,
y v € H=!. Supongamos, pues, que w # 0. Entonces (w, qu_)> > 0, porque w ¢ H, y asi,

<zw—)-, e v)> 1, por lo que Z———S € H=' N K. Asi, para todo w € K existen A € R*
Ty
y w'e Ckx = H=' N K tales que w = Aw’.

Entonces existe un cubo (n— 1)—dimensional @ tal que Cx C Q. Como veremos en el corolario
165 y el teorema 167 de la seccién 3.3, K = pos(Q) es un cono poliédrico que contiene a K. W
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Corolario 121. Sea K un cono solido en R". Entonces el cono dual K* es sélido en (R™)".

v
U:U)

Demostracién. La funcional lineal <-, > : R* — R del teorema anterior, es estrictamente

]

positiva en los elementos no cero de K. W
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2.6. La Latiz de Caras de un Cono

Teorema 122. Sea F(K) = {F /F < K} el conjunto de todas las caras de un cono K. Entonces
(F(K), C, V, A) esuna latiz, en la que FVG = o(FUG) y FAG = FNG para F,G € F(K).
Mads que eso, (F(K), C, V, A) es una latiz completa.

Demostracién. Sea § una familia de caras de K. Si §=@, entonces V§ = {0} y AF=K.
Supongamos que § # @, entonces, por el lema 104 (seccién 2.5), NF es una cara de K, que
obviamente contiene a cualquier otra cara contenida en todos los elementos de §. Por otro lado,
es obvio que ¢(UF) es una cara contenida en cualquier cara que contenga a todos los elementos
de §. Por lo tanto § tiene un supremo V§ = ¢(UF) y un infimo AF = NF. Esto demuestra que
(F(K), C, V, A) es una latiz completa. B

Del lema 103 (seccién 2.5) se sigue que si K es un cono y F' < K, entonces (F(F), C, V, A)

es una sublatiz de (F(K), C, V, A). Escribamos esto como un corolario.

Corolario 123. 51 K es un cono y F < K, entonces (F(F), C, V, A) es una sublatiz de
(F(K), C, v, A). R

Proposicién 124. Para subconjuntos no vacios, S, T, de un cono K, tenemos las siguientes
igualdades: p(SUT) = (S +T) = ¢((S) + o(T)) = ¢(S) V o(T).

Demostracion. o(SUT) C o(S+T):
Si s € S, entonces, tomando t € T (lo cual puede hacerse porque T' # @), s+t € S+T C p(S+T).
Como ¢(S + T) es cara de K, deducimos que s € ¢(S + T); por lo tanto, S C (S + T).
Anélogamente, como S # @, T C ¢(S+T). Entonces SUT C ¢(S + T), por lo que, por el lema
107 de la seccién 2.5, o(SUT) C @ (p(S+T)) =@(S+T).

(S +T) C p((S) + 9(T)) :
Por el lema 107, S C ¢(S), T C ¢(T); por lo que S + T C ¢(S) + ¢(T), de donde, nuevamente

por el lema 107, (S + T) C p(p(S) + ¢(T)).

@(p(S) + @(T)) € p(S) V(T) :
Es claro que ¢(S)+¢(T) C @(S)V(T), y por el lema 107, o(¢(S) +¢(T)) € ¢ (o(S) Vo(T)) =
@(S) V e(T).

P(S)Ve(T)Cp(SUT):
Como S, T C SUT, tenemos que, por el lema 107, ¢(S), ¢(T') € ¢(SUT), de donde p(S)Ve(T) C
@(S UT), pues, por el teorema 122, (F(K), C, V, A) es una latiz.
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Esto prueba las 3 igualdades. B

m

Corolario 125. Sea K un cono. Si zi,..., Tm € K, entonces () z;) = .r\’lilcp(m,-).
=

i=1

Demostracion. Inmediata de la proposicién anterior, usando un sencillo argumento de induccién.
[

Teorema 126. Sea K un cono de dimensidn finita. Entonces (F(K), C, V, A) es una latiz

atdémica.

Demostracién. Es obvio que K y {0} son los elementos maximo y minimo de F(K), respecti-
vamente. Primero mostraremos que los atomos de (F(K'), C, V, N) son precisamente los rayos
extremales de K: Que todos los rayos extremales son dtomos es obvlo. Sea entonces F' una cara de
K, supongamos que F no es un rayo extremal; podemos suponer adicionalmente que dim(F) > 1,
porque {0} no es atomo. Sea v € int(py(F'), entonces v no es un vector extremal de K, ya que
¢(v) = F; por esto y por la proposicién 115 (seccién 2.5), existe un conjunto {vy,..., vm} de
vectores extremales de K, con m > 2, tales que v = ivg, entonces ¢(v;) es un rayo extremal de
K contenido propiamente en F, y por lo tanto, F' not;s: un atomo de (F(K), C, V, A). Asi, los
4tomos de esta latiz son justamente los rayos extremals de K.

Veamos que toda cara de K es el supremo de algiin conjunto de extremales de K : Sea F 4 K,
si F = {0}, entonces {0} = V&, y @ es claramente un conjunto de rayos extremales de K.

Supongamos entonces que F' # {0}, y sea nuevamente v € int g (F), entonces, por la proposicién

m
115, existe un conjunto {vi, ..., vm} de vectores extremales de K tales que v = ) v;, y entonces,
i=1

m
por el corolario anterior y el teorema 114 (seccion 2.5), F = ¢(v) = (z ) = V go (vi), y cada

(v;) es un rayo extremal de K.



Capitulo 3

Cortes Transversales Convexos

—I"ve seen things you people wouldn ‘t believe, mmjjj.
Attack ships on fire over the shoulder of Orion. I watched
C beams glitter in the dark near the Tannhauser Gate.
All those moments will be lost in time, like tears in rain...

Time to die.

Roy en “Blade Runner”.

Un corte transversal convezo de un cono K de dimensién finita serd un subconjunto compacto
convexo (n — 1)—dimensional C de K tal que K sea la unién de los rayos generados por (los
elementos de) C. Este capitulo se dedica a establecer las principales relaciones entre las latices
de caras, las topologias y las caracteristicas geométricas de C y de K. Comenzamos con algunas

nociones de subespacios afines que utilizaremos en este y el siguiente capitulos.

3.1. Conjuntos Afines

Definicién 127. Sea V un espacio vectorial. Por un subespacio afin de V entenderemos la
traslacion de un subespacio vectorial de V' por un vector de V. Esto es, A C V es un subespacio
afin ssi eristen un subespacio vectorial W de V yv € V tales que A = W + {v}.

Nota 128. Todo subespacio afin de V' es no vacio y todo subespacio vectorial es también subes-

pacio afin.

51
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Figura 3.1: Ejemplos de subespacios afines de R3.

Definicién 129. Si A = W + {v} es un subespacio afin de V, la dimension de A, que deno-
taremos por dim(A), serd la dimension de W como subespacio vectorial de V.

Nota 130. Si W es subespacio vectorial de V, usualmente nos referiremos a €l como “subespacio”

simplemente; mientras que si A es subespacio afin, no omitiremos la palabra “afin”.

Lema 131. Sea {A;},c; una familia no vacia de subespacios afines de V tales que .Q!Ai # 3.
1
Entonces ‘QIA,- es un subespacio afin de V.
i

Demostracién. Por cada i € I existen W; subespacio vectorial de V y v; € V tales que
A; = W;+{v;}. Seanwv € iQfAi FoyW= igf W;, entonces W es un subespacio vectorial de V' y
por cadai € I existe w; € W; tal que v = w;+v;. Mostremos que ‘-Q;A" =W+{v}: Seaz € ;'Q;A"'
entonces, por cada i € I existe y; € W; tal que x = y; + v;, por loque z —v =y; — w; € Wi; de
donde z—v € :_Qr W; = W. Por lo tanto I_QIA,- C W+{v}. Ahora, si z € W+ {v}, entonces existe

ye W= _Q}W{ tal que = y+v, de donde vemos que, para cadai € I, z = y+w;+v; € W+ {v;}.
De aqui, W + {v} C _Q}A,-. n
]

De la demostracién anterior también podemos ver que si A = W + {v} es un subespacio afin
de V, entonces Ve € A (A =W + {a}).

Si S es un subconjunto no vacio de V| entonces S esta contenido en al menos un subespacio afin

de V, a saber, V mismo. Ademas, la interseccion de los subespacios afines de V' que contienen
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Figura 3.2: Interseccién de subespacios afines es subespacio afin.

a S es no vacia, ya que al menos contiene a S, que es no vacio. Estas dos razones justifican la

siguiente definicion:

Definicién 132. Sea S un subconjunto no vacio de V. El subespacio afin generado por S,
que denotaremos por afin(S) es la interseccion de los subespacios afines de V' que contienen a
S. Esto es, afin(S)=N{A / A es subespacio afin de V y S C A}.

Nota 133. Obsérvese que si W y W' son subespacios de V tales que W + {v} = W '+{v},
entonces W = W".

Como R™ tiene dimensién finita sobre R, sabemos que toda cadena ascendente de subespacios
suyos tiene altura finita (de hecho, n es una cota superior para dicha altura). Esto implica el

siguiente lema:

Lema 134. Toda cadena ascendente de subespacios afines de R™ tiene altura finita. W

Una ligera variacién en la demostracién de la proposicién 65 (seccién 2.1) nos da como resultado

la siguiente:

Proposicién 135. Sea S un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V, entonces afin(S) =
U{afin(T) /T es un subconjunto finito de S}. M

Lema 136. SeaT = {vy,..., vm} un subconjunto finito de V. Entonces afin(T) = {3 \ivi / 1 N
i=l i=l
=1}
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m m

Demostracion. Sea A el conjunto {Z/\.-v,- £ Y A= 1}. Es obvio que T' C A, por lo que
i=] i=1

si A es subespacio afin, se tendrd la contencién afin(T) C A. Para mostrar que A es afin,

demostremos que A — {v;} es un subespacio de V: Es obvio que 0 € (A — {v;}); sean a € R,

wy = (rf:ﬁfvs) vy, wp = (i‘nvs) —v; € (A= {wn1}) (con g:ﬁ;vg, i’r.-v,- € A), entonces

i=1 =1 =1

owy +wp = (gaﬁ,—v,—) —av + (rf:'rfv.-) v =(af—a+m)v+ (2 (aBi + i) v ) — v,

yaf, —a+y + Z (aBi +7i) =« (Zﬁ,) a+ (E%) =1, por lo que aw, +w; € A— {v;}.
Asi, A es qubespacno afin de V y afin(T) C A.

Sea W el subespacio de V tal que afin(T) = W + {v1}. Que A C afin(T) lo demostramos
por induccién sobre la cardinalidad de T: Si |T'| = 1, el resultado es obvio. Si |T'| = 2, entonces
afin(T) = R{(va—v)} +{ni} = {vi + A(va—v1) /A € R} = {Avz+ (1 - A)v; / A € R}
Supongamos entonces que |T'| = m >2yquela aﬁrmacnon es cierta para todos los (‘on_mnt.os con

menos de m elementos. Sea v = Z,\ v; € A (con z/\, = 1); si Ay = 1, entonces Z,\ =0, y por
i=1 i=1 i=2

lo tanto v — vy = ZA.;‘U‘- — (Z)\,- (vi — v,)) € W, de donde v € afin(T). Supongamos, pues,
i=2 i=2

m m
que A1 # 1, entonces, debido a que 1221—;\'— =1 y a la hipétesis inductiva, Z —"_'—'j\*l- € afin(vs, ...,

tm) C afin(T); por lo que v = Avy + (1 — Ay) ZT'IT;'.' € afin (‘u;, Z—‘—‘-) Cafin(T). B

Proposicién 137. Sea S un subconjunto no vacio de R". Entonces existe un subconjunto finito
T de S tal que afin(T) = afin(S).

Demostracion. Sean v € S y W subespacio de R™ tales que afin(S) = W + {v}. Sea

= {v1,..., Um} un subconjunto linealmente independiente de W maximal con la propiedad de
que 3+ {v} € S. Mostremos que (3 es una base de W: Sea z € §, si 2 — v € 3, entonces
z € () + {v}; supongamos pues, que z — v ¢ 3, entonces {z — v} U 8 es linealmente dependiente
(por la maximalidad de f3), de donde z € () + {v}. Entonces (8) + {v} = afin(S) = W + {v},
y por lo tanto (3) = W y 3 es una base de W.

Entonces el conjunto T = {v, v; +,..., vy +v} es un subconjunto finito de S tal que afin(T) =
afin(S). A

Obsérvese que en esta ultima demostracion, la cardinalidad de T fue precisamente dim(W) + 1.
Es facil ver también que T es un subconjunto minimal de S con la propiedad de que afin(T) =
afin(S), y que se necesita al menos dim(W) + 1 elementos de S para generar su espacio afin.

Démosle un nombre a este tipo de conjuntos:
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Definicién 138. Sea S = {vi,..., vr41} un subconjunto finito de R™, con 0 < r < n. Diremos
que S es afin r —independiente ssi afin(S) tiene dimension r.

Asi, el conjunto T referido arriba es afin r—independiente, y todo subespacio afin r—dimensional
de R (0 < r < n) estd generado por un conjunto afin r—independiente.

Lema 139. Sea S = {vy, ..., vr41} un subconjunto afin r—independiente de R®. Si A = W+{v;}
es un subespacio afin r—dimensional de R" tal que S C A, entonces A = afin(S).

Demostracién. La contencién afin(S) C A es obvia. Por otro lado, sea U el subespacio de R"
tal que afin(S) = U + {v;}, entonces U es un subespacio r— dimensional de W, pero W tiene
dimensién r, por lo que U = W, y entonces afin(S) =U+ {ni} =W +{vni}=4A. R

Lema 140. Sea S = {vi, ..., Ur41} un subconjunto finito de R™. Entonces S es afin r—indepen-
diente si y sélo si el conjunto S = {va —v1, v3 —V1,..., Ury1 — V1} es linealmente independiente.

En cualquiera de estas situaciones equivalentes se tiene que afin(S) = <§> +{n }.

Demostracion. =
Sea W el subespacio de R™ tal que afin(S) = W + {v}, entonces dim(W) = r. Mostraremos
que S es una base de W; para ello, basta demostrar que <§ > = W. La contencién <§> cw

es obvia. Sea pues w € W, entonces w + vy € afin(S), por lo que, debido al lema 136, existen
r+1 r+1 rtl

Aoy Arp1 € R tales que w+ vy = Y Avi y DA = 1. Entonces w = (Zx\iv;‘) -y =
i=1 i=1 i=1

r+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1
(Z A;‘T?;‘) == (z A;) m = (Z Aiﬂi) - (Z/\;‘??]) = Z (A"‘Ui == )\,"U[) = Z A;‘ {'U{ == 'U]) =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
r+1 - i
S Ai(vi—vi) € <b> Asi, S es un conjunto con r elementos que genera al espacio W, que
=

tiene dimensién r; por lo tanto S es una base de W, de donde obtenemos que S es linealmente

independiente. También obtenemos que afin(S) = <§> + {wn}.

=
S genera un subespacio r—dimensional de R™, por lo que si probamos que afin(S) = <5> +{w },

podremos concluir que S es afin r—independiente. Es claro que S C <§ > + {v1}, por lo que

afin(S) C <§> + {v1}. Ahora, si v € <§> + {v1}, entonces existen Mg, ..., Ar41 € R tales que

r+1 r+1 r+1
v=uv4+ 2 Ai(vi—v) = (1 - Z:A,—) v 4+ Y. Aiv; € afin(S), por el lema 136. Por lo tanto,
i=2 i=2 i=2

afin(S) = <§> + {v1} ¥y S es afin r—independiente. W
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Lema 141. Sea S = {v, ..., vr41} un subconjunto linealmente independiente de R™, entonces S
es afin r—independiente.

Demostracion. Es facil ver que la independencia lineal de S implica la independencia lineal del
conjunto {—vy, v2 — vy, V3 — V1, ..., Ur41 — V1 }, ¥ ésta, a su vez, la del conjunto {ve—v;, v3—vy,...,
vr41 — v1}. Por el lema anterior, S es afin r—independiente. W

Lema 142. Sean S = {vy,..., vp41} un subconjunto afin r—independiente de R™ y v € R™.
Entonces el conjunto {v, vi,..., vr41} es afin (r + 1)—independiente si y sdlo si v ¢ afin(S).

Demostracion. —:
Es claro que si v € afin(S), entonces {v, vi,..., vr41} no es afin (r + 1)—independiente, pues
afin({v, v1,..., vr41}) = afin(S), y éste tiene dimensién r por hipétesis.

—:
Veamos que el conjunto {v — vy, va — vy, v3 — vj..., Up41 — 1} es linealmente independiente: Si

r+1
no lo fuera, existirian Ay, ..., Ar41 € R escalares no todos cero tales que Ay (v —v1) + 3 Ai(vi —
i=2

v;) = 0. Por el lema anterior, la r—independencia afin de S implica que el conjunto {ve — vy,
V3 — Vy..., Upp1 — U1 } es linealmente independiente, y esto obliga a que en la combinacién lineal

r+1 _ r+l
A (v=v1) + 3 Ai(vi —v1) = 0, A\ sea distinto de cero. Entonces v = vy — ) %:— (vi—w) =
i=2 =2

r+1 r+1
(1 + 3 %) vt Y (—;{-lk) v; € afin(S) por el lema 136, pero estamos suponiendo que v ¢
=2 i=2
afin(S), por lo que el argumento anterior implica que {v — vy, v2 — v1, V3 — V1..., Ury1 — U1} €8
linealmente independiente. Por el lema 140, esto es equivalente a que {v, vy, ..., vr41} sea afin

(r + 1)— independiente. W

Definicién 143. Sea S = {v1, ..., Vr41, Urs2,..., Ut} un subconjunto finito de R™, con0 < r < n.
Diremos que S se encuentra en posicién r—general ssi todo subconjunto con r + 1 elementos

de S es afin r—independiente.

Ejemplo 144. Asi, un punto siempre estd en posicion 0—general, dos puntos distintos siem-
pre estdn en posicion 1—general. S = {vy, ..., Vpq1, Vry2,..., W} con t > 3, estd en posicion
2—general si no posee ninguna terna colineal. S = {vy,..., Vry1, Vp42,..., U4} cont > 4, estd en
posicion 3— general si no posee ninguna cuaterna de puntos coplanares... A

Definicién 145. Sea S un subconjunto no vacio de R". Diremos que S es sélido en afin(S)
sst intapin(s)(S) # 2.
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Definicién 146. Sea C un subconjunto convezo no vacio de R*. La dimensién de C serd la
dimension de afin(C). Al vacio no le asignamos dimension.

El siguiente lema nos dice que esta tltima definicién esta bien dada.

Lema 147. Sea C un subconjunto convezxo no vacio de R"*. Entonces C es sdlido en afin(C).

Demostracion. Supongamos por un momento que 0 € C. Sean W el subespacio de R™ tal que
afin(C) =W + {0} = W y 8= {v1, ..., um} una base de W tal que 8 C C (la existencia de una
tal base se debe a la proposicién 137). Extendamos § a una base ¥ = {v1, ..., Um, W41, .-y Wn}
de R™ y, como en el parrafo que precede al teorema 75 (seccién 2.2), sea ||-[,,, : R* — R la
m n
Zﬂ'iﬂi + Z QW

i=1 j=m+1

norma definida mediante

< m - m i

Ahora mostremos que ﬂ%l + :Zlm;H 0+v) = IZ;”_;_—I € intapim(c)(C): Sea e = WniTl}
m m

entonces Byfin(c) (Z}?&T’ 5) CC, pues siz€ Byrin(o) (Elﬁh, 5), entonces, dado que

= i=

z € afin(C) = afin(B) = W, existen escalares A, A;..., A, € R tales que z = A0+ > \iv;

i=1

m
vy A+ Z/\i = 1; dichos escalares son tnicos debido a la independencia lineal de 8. Ademas,
i=1

m
para cada i € {1,..., m}, ’)\,— - m;H} < ivlﬁ”ﬁ -z < s de donde 0 < ZR=ls =
= sup
m m
T — s < A< gtls. Esto implica que A = 1— 3 A > 1— 3 0 = 0. Asi, por el

..
I

i=1
m

lema 66 (seccién 2.1), z € conv(vi, ..., vm) € C. Entonces Boyin(c) (Z e a) C Cy,porlo
i=1

tanto, C es sélido en afin(C) = afin(8) = W.

Si 0 ¢ C, entonces, tomando un v € C, el conjunto C’= C — {v} es convexo y contiene al
cero, por lo que es sélido en afin(C’). Es inmediato ver que entonces C es sélido en afin(C) =
afin(C’) + {v}, pues la traslaciéon por v preserva convexidad e interiores relativos. W

Particularizando las hip6tesis de este 1iltimo lema, obtenemos un corolario:

Corolario 148. Si {z},..., Znt1} C R es afin n—independiente, entonces conv (zy,..., Tn41)
es solido en R™. A

Corolario 149. Sea C un subconjunto convexo compacto no vacio de R™. Entonces C es sélido
en R" si y sdlo st afin(C) = R™.
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Demostracion. =>: Siafin(C) # R™, entonces C no puede ser sélido en R™, porque intg»(C) C
intgn (afin(C)) = @.

+—=: Esellema 147. B
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3.2. Conjuntos Convexos y sus Caras

Definicién 150. Sean C un subconjunto convezo de un espacio real V, y F C C. Diremos que
F es una €—ecara de C ssi se cumple simultineamente que:

(i) F es convexo.

(ii) Yv, w € C (intqpin(ww)(conv(v,w)) NF # 0 => v, we F).

La dimensién de F serd la dimensidn que tenga como convero si F# @ (al vacio no le
asignamos dimension). Si F es una €—cara de C y dim(F)=0, diremos que F es un vértice
de C; y si dim(F)=1, diremos que F es una arista de C. El conjunto de €—caras de C
serd denotado por €(C).

Es obvio que si F es un vértice de C, entonces F' consta de un solo elemento z. En un claro abuso
de lenguaje, en ocasiones nos referiremos a = (y no a F' = {z}) como vértice de C. Obsérvese que
el tinico vértice de un cono K es {0} . Por otro lado, es conveniente observar que @ es siempre

una €—cara.

Nota 151. Tres vértices distintos de un conjunto convexo nunca son colineales. Por otro lado,
obsérvese que, para v, w € V, intgfin(vw) (conv(v,w)) = {tv + (1 —t)w /t € (0, 1)}, de manera
que si C es un conjunto convexro y F' C C, entonces F' es €—cara de C si y sdlo si a) F es
convezo, y b) Yo, we C (3t € (0,1) tal quetv+ (1 —t)we F = v, we F).

De manera andloga al lema 103, tenemos el siguiente:

Lema 152. Sean C un conjunto convexo, H € €(C) y G C C. Entonces G € €(H) si y sdlo si
G € ¢(C) yG C H. En particular, todo vértice de H es un vértice de C.

Demostracion. =—>:
Es claro que si G € €(H), entonces es convexo y G C H. Sean, pues, v, w € C tales que
it fin(v,w)(conv(v,w)) N G # @, entonces, como G C H, intyfin(v,w)(conv(v,w)) N H # 2, de
donde v, w € H, y por lo tanto v, w € G, pues G € €(H). Asi, G € €(C).

=
SiG € €(C) y G C H, entonces es obvio que G € €(H). W

Lema 153. Si C es un subconjunto convero cerrado de R", entonces todas sus €—caras son

cerradas.
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Demostracion. Sea F una €—cara de C. Si F = @ o F es un vértice, el resultado es obvio.
Supongamos entonces que F' tiene mas de un elemento y sea v € F un punto de contacto de F.
Entonces v € C, pues C es cerrado de R". Ademas, existe una sucesién (vm),, .y de elementos
de F' que converge a v. Podemos suponer que la sucesion es no constante, pues si es constante,
es obvio que v € F.

La sucesién (vp),,cn nos da entonces una cadena A; C A; C ... C A, C ... de subespacios
afines de afin(F) tal que afin({vy,..., vs}) = A, para cada s € N. Dicha cadena se estaciona
por el lema 134 (seccién 3.1). Supongamos que se estaciona en A, (r > 2 porque la sucesién
(¥m)men € no constante). Entonces v € Ay, pues A, es cerrado de R™ y todos los miembros de

la sucesién (vm),,cn pertenecen a A;.

Como en la proposiciéon 137 (seccién 3.1), escojamos un subconjunto T' = {v;,,..., vi,,,}
de {vy,..., v,} afin d—independiente (ie, un subconjunto minimal con la propiedad de generar
al espacio afin A,), donde d = dim(A,). Entonces T tiene al menos dos elementos, por lo
que int 4, (conv(T)) es infinito. Sea w € int 4, (conv(T')), entonces, debido precisamente a que
v € A, y a que int,(conv(T)) es infinito, conv(v, w) posee un elemento y € int 4, (conv(T))
distinto de v y de w. Asi, vemos que v € F, porque v y w son dos elementos de C tales que
Nt fin(convivw)) (conv(v, w)) NF # 2. B

Como todo cono K es convexo, es natural preguntarse como se relacionan sus caras con sus
C—caras. Lo que podemos afirmar es que toda cara es €—cara; sin embargo, la afirmacién
reciproca no es cierta, porque & es €—cara de K, pero no cara. Demostremos que basta pedir
que una €—cara de K sea no vacia para ser cara (véase la definicién 101, seccién 2.5).

Proposiciéon 154. Sean K un cono de R™ y F C K. Entonces F es una cara de K si y solo si
F esC—carade K y F # @.

Demostracion. =
Sea F' una cara de K, entonces, dado que 0 € F, vemos que F # @. Sean v, w € K tales que
ity fin(v.ao) (conv(v, w)) N F # @, entonces existe t € (0, 1) tal que tv + (1 —t)w € F. Como F
es cara de K, esto implica que tv, (1 — t)w € F, lo que a su vez implica que v, w € F, ya que

t € (0,1). Entonces, dado que F es un conjunto convexo, es una €—cara no vacia de K.

&=
Primero veamos que 0 € F: Si 0 ¢ F, entonces, dado que F' es no vacio, existe z € F distinto
de cero. Tomando a € R, a > 1, tendriamos que x € intaﬂn(ﬁ‘ﬂﬂ(cm:,v({*). ax)) y por lo tanto
0 FV. Asi,0 € F.
o
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F' es un subconjunto cerrado de R™ por el lema anterior. Ademds, dados z € F y a € RT,
hay dos casos: (1) Cuando a € [0, 1], entonces az € F por la convexidad de F. (2) Cuando
@ > 1, entonces T € int, r4, 5 az) (conv(0, az)) y por lo tanto az € F. Asi, F es cerrado bajo la
multiplicacién por escalares no negativos.

Si z, y € F, entonces L(z +y) € conv(z, y) C F. Por lo demostrado en el parrafo anterior,
tenemos que entonces (z + y) € F.

También es claro que FN(—F) = {0}. Finalmente, sean v, w € K tales que v+w € F; podemos
suponer que v y w son ambos distintos de cero (porque si alguno es cero es claro entonces que v,
w € F) y distintos entre si (pues si son iguales, entonces 2v € F' y por lo tanto v € F'). Entonces
existe A € Rt \ {0} tal que A(v + w) € int, fin(v,w)(conv(v, w)) N F, de donde v, w € F.

Asi, F esuna carade K. B

Nota 155. Sea K un cono. Puede preguntar el lector, con toda razon, ipor qué hacer distincion
entre las caras y las €—caras de K si la tnica diferencia radica en el conjunto vacio? Una de
las razones que damos es que estableceremos un isomorfismo entre la latiz de caras de K y la
latiz de €—caras de algin corte transversal suyo, y no hacer hincapié en el hecho de que el vacio
no es cara y st €—cara haria mds complicada la exposicion de los resultados. Por ejemplo, en
el teorema 126 (seccion 2.6), establecimos que la latiz de caras de K es atdmica; sin embargo,
la latiz de €—caras de K no lo es (el inico atomo es el cero). No hacer la distincion entre una

cosa y otra habria obligado a hacer muchos rodeos para enunciar resultados de este tipo.

Lema 156. Sean C un subconjunto convexo de un espacio real V, y § una familia arbitraria no
vacia de €—caras de C. Entonces NF es también una €—cara de C.

Demostracion. Por el lema 63 (seccién 2.1), NF es convexo. Sean v, w € C tales que
it g fin (v (conv (v, w))N(NF) # B, entonces para toda F' € § tenemos que intq sn(v,w) (conv(v, w))
N(F) # @, por lo que v, w € F para cada F € § (valga la repeticién), es decir, v, w € N§. Asi,
NF esuna C—carade C. W

Inmediatamente podemos definir, como en la definicién 105 (seccién 2.5), lo que es la €—cara
generada por un subconjunto S de un convexo C, como la interseccién de las €—caras de C que

contienen a S.

Definicién 157. Sea S un subconjunto de un conjunto convezo C. La C—cara generada por S,
que denotaremos por ¥(S), es la interseccion de las €—caras de C que contienen a S. Esto es,
PYWS)=n{F /F es€—carade C y S C F}.
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Nota 158. Si K es un cono y @ # S C K, entonces ¢(S) = ¥(S), donde ©(S) es la cara de K
generada por S (véase la definicion 105, seccién 2.5).

Notacién 159. Sin embargo, cuando hablemos de conos, mantendremos la letra ¢ para denotar la
cara generada. Es mds, como posteriormente hablaremos sélo de conos y de conjuntos compactos
convexros, nuestra notacion serd @ cuando hablemos de caras de conos y ¥ cuando hablemos de

€—caras de compactos convezos.

De una manera completamente andloga a la demostracion del teorema 122 de la seccion 2.6

puede probarse el siguiente:

Teorema 160. Sea €(C) = {F / F es €—cara de C} el conjunto de €—caras de un subconjunto
convero C de un espacio real V. Entonces (€(C), C, V, A) es una latiz completa, en la que,
para F,G€ €(C), FVG=¢(FUG) yFAG=FnG. &
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3.3. Cortes Transversales de Conos

En esta seccién definimos lo que es un corte transversal de un cono de dimensién finita,
vemos que todo cono de R™ posee al menos uno, y establecemos un resultado que nos permi-
tird conocer las caras de K en términos de su corte transversal y viceversa.

Definicién 161. Sean K un cono sdlido en R" y C C K. Diremos que C es un corte trans-
versal convexo de K ssi sucede simultdneamente que:

(i) C es compacto y convexo.

(ii) Yv € K\ {0} 3\ € Rt \ {0} tal que \v € C.

<7

Figura 3.3: Posibles cortes transversales de K

Proposicién 162. Sean K un cono sdélido en R™ y C C K. Entonces C es un corte transversal

convezo de K si y solo si se cumplen simultdineamente las siguientes condiciones:
a) C es compacto y convezo.
b) Vv € K 3w € C 3u € RT tales que v = pw.

¢) C es la interseccion de un subespacio afin (n — 1)—dimensional de R"™ con K.

Demostracién. =>: Es claro que se cumple a). Para ver que se cumple b), sea v € K;siv =0,
entonces tomando cualquier w € C (que es claramente no vacio), tenemos que v = Ow; si v # 0,
entonces existe A € Rt \ {0} tal que \v € C, haciendo i = } y w = \v, tenemos que v = pw.
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Ahora, como K es sélido en R, existe una base 3 = {vj, ..., v} de R® contenida en K; para
cada v; € 8 3); € R* \ {0} tal que A\ju; € C. El conjunto v = {\v1, ..., \n¥n} es linealmente
independiente; en otras palabras, v es un subconjunto afin (n — 1)—independiente de C. Si
v € K \ afin(y), entonces v U {v} es afin n—independiente, por lo que conv(y U {v}) es sélido
en R™ y estd contenido en K. Tomando u € intgn (conv(y U {v})), vemos que conv(0, u) es
infinito, por lo que hay una infinidad de escalares positivos A tales que Au € conv(yU {v}). Esto
nos dice que v no puede pertenecer a C. Asi, C C K Nafin(y) y afin(C) = afin(y). Y si
w € K Nafin(y) entonces existe un unico escalar positivo A tal que \w € C si\#1, ent.onces
0 € afin(w, \w) C afin(y), de donde existen p, ..., pin € R tales que 0 = Zp,/\ v; ¥ Z,u, = [;
lo cual contradice la independencia lineal de 3; por lotanto A=1y w € C. Conclulmm entonces
que C = K Nafin(y), y afin(y) es un subespacio afin (n — 1)—dimensional de R".

<=: Es obvio que se cumple i). Sea v € K \ {0}, entonces existen w € C y u € R* tales
que v = pw; como v # 0, u # 0, de donde, haciendo A = Ll" tenemos que Av € C. Sean A el
subespacio afin (n — 1)—dimensional de R™ tal que C = KNA y A, € Rt \ {0} tal que A\;v € C.
Si A1 # A, entonces 0 € afin(Av, \v), y por lo tanto, pos(Av) € KNafin(lv, \jv) € KNA =C,

lo cual contradice que C sea compacto. Por lo tanto Ay = A. W

De acuerdo a la demostracién del teorema 120, tenemos de manera inmediata el siguiente:

Teorema 163. Todo cono solido de R™ posee un corte transversal convero. W

Nota 164. Dado un cono K sdlido en R™, existe una infinidad de cortes transversales convezos

S1Y0S.

El siguiente corolario nos dice que, en cierto sentido, “tomar un corte transversal convexo a partir
de un cono” y “tomar el cono generado por un subconjunto compacto convexo n—dimensional
de R™**!” son operaciones mutuamente inversas. La demostracién es inmediata del teorema 85
(seccidn 2.3), la demostracion del teorema 120 (seccién 2.5) y la definicion 161.

Corolario 165. SiC es un conjunto compacto convero n—dimensional y no contiene al cero, y K
el cono que genera en R™*!, entonces C es un corte transversal convezo de K. Reciprocamente,
todo cono K de dimension finita es el cono generado por cualquier corte transversal convexo sugyo.

Obsérvese que, como una consecuencia de la proposicién 162, 0 ¢ C, pues si 0 € C y A es el
espacio afin tal que C = AN K, entonces A es subespacio vectorial de R", y si v € C es distinto
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de cero, entonces R*{v} C KN A = C, lo cual contradice la compacidad de C. Entonces C
estaria obligado a ser {0}, pero entonces no se cumple la condicién ii) de la definicién 161. Por
lo tanto, 0 ¢ C.

Proposicién 166. Si K es un cono sdlido en R™ y C es un corte transversal convero suyo,
entonces 0 ¢ C, C = K Nafin(C) y dim(afin(C)) =n—1.

Demostracién. Que 0 ¢ C quedé demostrado en el parrafo anterior. Sea 3 = {vi,..., v, }
una base de R™ contenida en K. Salvo tomar miiltiplos estrictamente positivos de los elemen-
tos de 3, podemos suponer que 3 C C. Entonces, por el lema 141 (seccién 3.1), 3 es afin
(n — 1)—independiente, de donde dim(afin(C)) = n — 1. Pero dim(afin(C)) < n, porque C
estd contenido en un subespacio afin (n — 1)—dimensional de R". Entonces podemos concluir
que dim(afin(C)) =n — 1.

Como C es la interseccién de un subespacio afin (n — 1)—dimensional de R" y dim(afin(C)) =
n — 1, vemos que tal subespacio afin debe ser afin(C), de donde C = K Nafin(C). B

Teorema 167. Sean K un cono de dimension finita y C un corte transversal convero suyo.
Entonces (F(K), C, V, A), la latiz de caras de K, es isomorfa a (€(C), C, V, A), la latiz de
C—caras de C.

Demostracion. Sea F € F(K), veamos que FNC € €(C): Si F = {0}, entonces, por la
proposicién anterior, FNC = @ € €(C). Supongamos entonces que F # {0}; F N C (que
es no vacio) es convexo por ser interseccién de convexos. Sean entonces v, w € C tales que
intq fin(v.w) (conv(v,w)) N (F N C) # &; tomemos T € ity fin(v,w)(conv(v,w)) N (FNC) # 2,
entonces existen escalares estrictamente positivos A1, Az, tales que z = Ajv + Aqw. Como F es
cara de K, \jv, Aaw € F, y por lo tanto v, w € FNC. Asi, FNC es €—cara de C. Definamos
Q2 : F(K) — €(C) mediante Q(F) = FNC. Veamos que 2 es un isomorfismo de latices:

Q: F(K) — €(C) es un inf-morfismo: Sean F, G € F(K), entonces Q(FAG) =QFNG) =
(FNG)NC=(FNC)N(GNC) =QF)NQG) = QF) AQG).

2 : F(K) — €(C) es un sup-morfismo: Sean F, G € F(K), entonces Q(FVG) = Q(p(FUG)) =
¢(F UG) N C, mientras que Q(F)VQG) = (FNC)V(GNC). Sive FnNC, entonces, dado
que F C FUG C ¢o(FUG), vemos que v € o(FUG) NC, es decir, FNC C ¢(FUG)NC;
andlogamente GNC C p(FUG)NC. Esto implica que (FNC)V(GNC) C p(FUG)NC. Por
otro lado, si H € €(C) contiene a la vez a FNC y a GN C, entonces w(H) contiene a FUG y
por lo tanto a p(F UG). Pero entonces p(FUG)NC C ¢(H)NC, y si logramos demostrar que
@(H)NC = H, se tendrd que o(FUG)NC C(FNC)V(GNC).
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La contencién H C ¢(H)NC es clara. Siv € ¢(H)NC, entonces (por el lema 109 de la seccién
2.5) existe z € pos(H) tal que v <x 2. Si v = z, entonces (teorema 85, seccién 2.3) existen
a € Rt \ {0}, h € H tales que v = ah. Por la definicién 161, h = v y por lo tanto, v € H. Si
v <f z, entonces existen A € R*\ {0} tal que Az € H, y u € R*\ {0}, z € C tales que 2—v = puz.
Entonces Az = Auzx + v, es decir, z y v son elementos de C tales que existe un miiltiplo positivo
BAz de Az que pertenece a int g fin(z,v)(conv(z, v)) € C. Entonces fAz, Az € C, y por la definicién
161, B =1y Az € intapin(zv)(conv(z, v)); como Az € H y H € €(C), concluimos que v € H.
Asi, (H)NC C H. Por lo tanto, €2 es un sup-morfismo. Este parrafo también prueba que 0 es
una funcién suprayectiva, pues para cada H € €(C') tenemos H = Q(p(H)).

Q: F(K) — €(C) es una funcién inyectiva: Sean F, G € F(K) tales que F # G, entonces
FNC#GNC, porque F =pos(FNC)y G=pos(GNC).

Asi, 2 es un isomorfismo de latices. Obsérvese que 27! : €(C) — F(K) viene dada por
Q~Y(H) = ¢(H), y que p(H) = pos(H). R

Sigamos suponiendo las hipétesis de este 1ltimo teorema. Recordemos que, de acuerdo a las
definiciones 71 (seccién 2.2) y 101 (seccién 2.5), la dimensién de una cara F' de K es la dimensién
de (F) sobre R; y, seglin las definiciones 146 (seccién 3.1) y 150 (seccién 3.2), la dimension
de una €—cara H # @ de C es la dimensién (sobre R) de afin(H) (al vacio no le asignamos
dimensién). Observemos también que Q({0}) = @. A continuacién, veamos cémo se relacionan

las dimensiones de F y de §2(F) cuando F' es una cara no cero de K.

Proposicién 168. Sean K un cono sdlido en R"™, C un corte transversal convezo suyo y F €
F(K)\ {{0}}. Entonces diim(2(F)) = dim(F) — 1.

Demostracion. Sean d = dim(F) y {vi,..., v4} una base de (F) que consta de vectores ex-
tremales de F. Salvo tomar miiltiplos estrictamente positivos de los v;, podemos suponer que
{v1,..., va} CQ(F) = FNC. Entonces el conjunto {vy, ..., vq} es afin (d — 1)—independiente por
el lema 141 (seccién 3.1). Mostremos que afin({vy,...,v4}) = afin(Q(F)):

La contencién afin({vi, ..., va}) C afin(Q(F)) es obvia. Para mostrar la contencién a fin(Q2(F))
C afin({vi,..., va}) basta probar que Q(F) C afin({vi, ..., va}); sea, pues, v € Q(F) = FNC, si
v & afin({vy,...,va}), entonces, por el lema 142 (seccién 3.1), el conjunto {v, vy, ..., va} es afin

d—independiente. Pero (F) es un espacio afin d—dimensional que contiene a {v, v, ..., v4}, lo que
implica (lema 139, seccién 3.1) que F C (F) = afin({v, vi,..., va}) C afin(Q(F)) C afin(C),
y entonces F C K Nafin(C) = C, lo que contradice que C sea compacto (pues F es no acota-
do). Por lo tanto v € afin({v, ..., va}). Asi, afin({vy,..., va}) = afin(UF)) y se tiene que
dim(QUF)) =dim(F)—-1. B
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Proposicién 169. Sean K un cono sdlido en R™, C un corte transversal convezo suyo y S C C.
Entonces Q(p(S)) = ¥(S).

Demostracién. La contencién %(S) C Q(¢(S)) es clara, ya que 2(p(S)) es una €—cara de C
que contiene a S. Por otro lado, 27!(3(S)) es una cara de K que contiene a S, por lo que ¢(S) C
Q=1 (3(S)), de donde Q((S)) € %(S). Por lo tanto, 2(p(S)) = ¥(S). M

Establezcamos algunas consecuencias inmediatas para convexos compactos:

Corolario 170. Si C C R” es un conjunto convezro compacto de dimension n, entonces C tiene

al menos un subconjunto afin n—independiente de n + 1 vértices.

Demostracion. Consideremos, como en el teorema 85 de la seccién 2.3, el cono K = pos(C x
{1}) € R"*1. Es obvio que la latiz de €—caras de C x {1} es isomorfa a la latiz de €—caras de C,
y que vértices de C x {1} corresponden a vértices de C. Més que eso, es claro que un conjunto
de n + 1 vértices de C es afin n—independiente si y sélo si los correspondientes n + 1 vértices de

C x {1} son afines n—independientes.

Pero K contiene una base 3 de R™*! que consta de vectores extremales suyos. Salvo tomar
miltiplos estrictamente positivos de los elementos de 3, podemos suponer que 8 € C x {1}.
Entonces, por la proposicién 168, los elementos de (3 son vértices de C' x {1}, y 3 es afin

n—independiente por el lema 141. W

Corolario 171. Sea C un subconjunto convezo compacto solido de R™. FEntonces toda €—cara

propia de C estd contenida en la frontera de C.

Demostracién. Sean K = pos(C x {1}) € R"*! y H una €—cara propia de C, entonces H x {1}
es una €—cara propia de C x {1}. Entonces @(H x {1}) = pos(H x {1}) es una cara propia
de K, por lo que @(H x {1}) C Og»+1(K). Sea v € H. Asi, existe una sucesion (vy),,cy de
elementos de R™*!\ K que converge a (v, 1). Existe algin r € N tal que para toda t > r se tiene

que la 1ltima entrada vy(,41) de v, es estrictamente positiva. Entonces la sucesion <ﬁ> N
tn t>r

converge a (v, 1); los miembros de dicha sucesién son claramente, elementos de a fin(C x {1})\C,

pues afin(C x {1}) = R* x {1} y K = pos(C x {1}). Asi, H x {1} C O4fin(cx{1})(C). Entonces

HC o (C). W

Corolario 172. Si C es un subconjunto convexo compacto solido de R™ y H es una €—cara de
C tal que dim(C) = dim(H) = n, entonces H = C.
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Demostracion. Sea K = pos(C x {1}) C R™!; entonces, por la proposicién 169, Q(p(H x
{1}) = ¥(H x {1}) = H x {1} y Q(e(C x {1})) = ¢(C x {1}) = C x {1}, por lo que, por
la proposicién 168, ¢(H x {1}) es una cara de ¢(C x {1}) = K tal que dim(p(H x {1})) =
dim(H x {1})+1=dim(H)+1=n+1=dim(C)+1 = dim(C x {1}) +1 = dim(K). Entonces,
por el corolario 113 (seccién 2.5), Q71 (H x {1}) = p(Hx{1}) = K = p(Cx{1}) = @~ (Cx {1}),
y como 027! es una funcién inyectiva, concluimos que H x {1} = C x {1}, y por lo tanto H = C.
|
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3.4. El Operador ¢ de un Convexo Compacto

En esta seccién, establecemos unos pocos resultados que nos seran muy ttiles en el capitulo
4; éstos, ademds, nos ayudan a ver que, en convexos compactos de dimensién finita, suceden cosas
(intuitivamente obvias) andlogas a las que tienen lugar en los conos finito-dimensionales.

Lema 173. Si C es un subconjunto convezo compacto n—dimensional de R™ y {vi, ..., Unt1} un
subconjunto afin n—independiente de C, entonces ¥(v, ..., vn41) = C.

Demostracion. Inmediato del corolario anterior, pues ¥(vy, ..., vp+1) es una €—cara de C de

dimensién n. W

Lema 174. Si C C R"™ es un conjunto convezo compacto ne vacio, y v € C, entonces v €
inta pin(p(vy) (Y(V))-

Demostracion. Sea K = pos(C x {1}) € R™*!, entonces, por el corolario 111 (seccién 2.5),
(v, 1) € int(u(w.1)) (@((v, 1)), es decir, existe € € Rt \ {0} tal que Bgn+1((v, 1), €) C ¢((v,
1)). Entonces By sy, (v, 1), €) = afin(y(v, 1)) N Bgn+1((v, 1), €) C afin(y(v, 1)) N p((v,
1)) =9((v,1)). B

Corolario 175. Si H es una €—cara de un subconjunto convero compacto C de R™ yv € H,
entonces Y(v) = H si y sdlo si v € int, iy (H).

Demostracion. =>: Siv ¢ int, ) (H), entonces, como, por el lema anterior, v € intg iy (v))

(¥(v), ¥(v) & H.

«=: Si ¢(v) # H, entonces, como ¥(v) C H, por el corolario 171, ¥(v) C Osstn(m)(H), y por
lo tanto, v ¢ intggpimpyy(H). B

Corolario 176. Sean C y D convezos compactos de dimension finita tales que D C C y ¢ :
p(C) — €(C) yyp : p(D) — €(D) los operadores “cara generada” por los subconjuntos de C
y de D, respectivamente. Entonces Vv € D (Yp(v) C ¥e(v)).

Demostracion. Es claro que v € ¥p(v) N Yc(v); también es claro que ¥p(v) N Ye(v) es un
conjunto convexo. Ademds, si u, w son elementos de D tales que int,pin(y,w)(conv(u,w)) N
(¥p(v) Nec(v)) # 9, entonces, dado que Yc(v) es €—carade Cy D C C, u, w € yc(v).
Como ¥p(v) es €—cara de D, también vemos que u, w € ¥p(v). Asi, u, w € (Vp(v) NYc(v)).
De manera que ¥p(v) N Pe(v) es una €—cara de D que contiene a v. Por lo tanto, ¥p(v) C
¥n(v) Ne) C Ye(v).
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Corolario 177. Sean C un convezo compacto de dimension finita y {vy, ..., vm} un subconjunto
finito de C. Siv € intysinu,,....v,.)(cONV(V1, ..., V1)), entonces Yc(v) = Ye({viy ..., Um}).

Demostracion. Sean y¢ : p(C) — €(C) y ¥p : p(conv(vi, ..., vm)) — €(conv(vy, ..., Um)) los
operadores “cara generada” por los subconjuntos de C' y de conv(v;, ..., v, ), respectivamente. Por
el corolario 175, ¥p(v) = conv(vy, ..., ¥m). Como conv(vy, ..., vm) C C, por el corolario anterior
tenemos que Yp(v) C Ye(v), por lo que {vy,..., vm} C conv(vy,..., vm) € Yc(v). Entonces
Ye({viy ...y vm}) € Ye(v). Pero la contencién Yo (v) C Ye({vi,..., Um}) es obvia. Por lo tanto,

Yo (v) = Ye({v1, ..., vm}). B

Teorema 178. Sean K un cono sélido en R" y C' un corte transversal convezo suyo. Entonces
el isomorfimo Q : F(K) — €(C) del teorema 167 preserva y refleja interiores relativos. Esto
es, si F € F(K)\ {{0}} y H € €(C) \ {@}, entonces:

(t) intopmar)) (QUF)) = int(py(F)NC.

(i) intig-1y (QH(H)) = (RY\ {0}) (intasinm) (H)).

Demostracion. intqpmacry) (QUF)) = int(py(F)NC:

Sea v € intagpima(r)) (2(F)), entonces, por la proposicién 169 (seccién 3.3) y el corolario 175,
Qp(v)) = P(v) = QF). Como 2 es una funcidén inyectiva, vemos que (v) = F'; por el teorema
114, esto nos lleva a que v € int(py(F). Esto, en conjuncién con el claro hecho de que v € C,

nos permite deducir que int, s (r)) (2(F)) C intpy(F) N C.

Sea ahora v € int(z(F) N C, entonces, nuevamente por la proposicién 169, Q(F) = Q(p(v)) =
Y(v); por el corolario 175, v € intgpm(ar)) (UF)). Asi, tenemos la contencién int gy (F)NC C
intqrmry ((F)), y por lo tanto, la igualdad int, pin(qry) (UF)) = int(py (F) N C.

intq-10myy (R (H)) = (R \ {0}) (intapn(mr)(H)):
Sea v € intq-1(m)) (2! (H)) , entonces v # 0 porque Q~'(H) # {0} . Ademés, p(v) = Q~!(H).
Sea A el tnico real estricamente positivo tal que Av € C. Entonces ¢(v) = (M), y por
la proposicion 169, H = Q(¢(v)) = Qe(Mv)) = ¥(Mv), por lo que, por el corolario 175,
M € intarimy(H). Asi, v = 1 (M) € (RT\ {0}) (intasmeu)(H)). Esto prueba la contencién
intiq-1(myy (QH(H)) € (R \ {0})(intapimcm) (H)).

Ahora tomemos v € (R* \ {0}) (int,sin(m)(H)), entonces existen A € R*\{0}, w € intopp ) (H)
tales que v = Aw. Para dicho w se cumple que ¥(w) = H, y por lo tanto, Q~1(H) = Q" (y¥/(w)) =
p(w) = p(Aw) = p(v), de donde v € intg-1(pyy (R (H)). Asi, (R*\ {0}) (intasimm(H)) C
int -1y (271(H)), y por lo tanto, intq-1(x) (21 (H)) = (R \ {0}) (intasimm (H)). B
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3.5. La Latiz de €—caras de un Convexo Compacto

Teorema 179. Sea C un subconjunto convexo compacto de R™, entonces la latiz de €—caras de
C, (€(C), C, V, A), es una latiz atémica.

Demostracion. Es de esperarse que los d4tomos de (€(C), C, V, A) sean justamente los vértices
de C, probémoslo: Por un lado, como la dimensién de todo vértice es cero, es claro que cada
vértice de C es dtomo de (€(C), C, V, A). Falta mostrar que no hay mas dtomos; sea pues H
una €—cara de C y supongamos que H no es un vértice. Podemos suponer que H # &, pues,
claramente, el vacio no es un 4tomo. Entonces dim(H) > 1, por lo que, si K = pos(C x {1}) C
R dim(Q~1(H x {1})) > 2. Por el teorema 126, existe un rayo extremal F' de K contenido
propiamente en 7' (H x {1}). Entonces Q(F) es un vértice de C x {1} contenido propiamente
en H x {1}. Esto nos da como resultado que existe un vértice de C' contenido propiamente en
H. Asi, los dtomos de (€(C), C, V, A) son justamente los vértices de C.

Probemos ahora que toda €—cara de C es el supremo de algin conjunto de atomos: Sea
H € ¢(C); si H = @, entonces H = V@, y @ es claramente un conjunto de vértices de C.
Supongamos, pues, que H # @; entonces (de nuevo, si K = pos(C x {1}) C R"*1) Q~1(H x {1})
es una cara no cero de K, por lo que existe un conjunto finito S de rayos extremales de K tal
que Q71(H x {1}) = F\ésF' Como 2 es un isomorfismo de latices y S es finito, vemos que

Hx {1} = Q(F}E/SF) = F\éSQ(F), y para cada F € S, Q(F') es un vértice de C' x {1}. W

Corolario 180. Sea C un subconjunto convero compacto de R"™, entonces C es la envolvente
convera de sus vértices. Esto es, C = conv(vért(C)), donde vért(C) = {w € C /w es un vértice
de C}.

Demostracion. Es claro que conv(vért(C)) C C. La contencién C C conv(vért(C)) la probamos
por induccién sobre la dimensién de C. Si C es el vacio, o tiene dimensién cero o uno, el resultado
obviamente se cumple. Supongamos entonces que dim(C) > 2 y que el resultado es valido para
todos los conjuntos convexos de dimensién menor que dim(C). Sea v € C, entonces hay dos

Casos:

Caso 1. v € dafpim(c)(C). Entonces, por el lema 174, 9(v) es una €—cara propia de C. Por
el corolario 172, dim(y(v)) < dim(C). Por la hipétesis inductiva, (v) = conv(vért(y(v)), y
entonces hemos terminado, pues, por el lema 152, todo vértice de %(v) es también un vértice de

C.

Caso 2. v € intypn(c)(C). Entonces v no es un vértice de C, pues dim(C) > 2. Sea entonces
w € C un vértice de C (la existencia de un tal w se debe al teorema anterior). Asi, dado
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que C es compacto, afin(v, w) N C es compacto, por lo que Oyfin(v,w)(afin(v,w) N C) posee
exactamente dos elementos (9 fin(v,w)(afin(v,w) N C) es, en realidad, homeomorfo al intervalo
cerrado unitario), uno de ellos es w. Sea, pues u el otro elemento de 8, fn(v,w)(afin(v,w) N C)
(ie, u es el tinico elemento de (9, fin(v,w)(afin(v, w)NC)) \ {w}). Entonces u € 8,5 (c)(C),
por lo que, debido al caso anterior, u € conv(vért(C)), es decir, por la proposicién 65, existe
un subconjunto finito T' de vért(C) tal que u € conv(T). Asi, concluimos que v € conv(u,
w) C conv(T U {w}), y T U {w} es un conjunto de vértices de C. B

Definicién 181. Sea C un subconjunto convezo compacto de R™. Diremos que C es poliédrico
ssi tiene un nimero finito de €—caras; esto es, ssi el conjunto €(C) es finito.

Lema 182. Sea C un subconjunto compacto convero de R", entonces C es poliédrico si y sélo
si Vért(C) es finito.

Demaostracion. =>: Es obvio, porque todo vértice es €—cara de C.

<=: Si H € €(C), entonces, por el corolario 180, H es la envolvente convexa de sus vértices. Es
claro que si H; y H» son €—caras distintas de C, entonces el conjunto de vértices que determinan
(aquéllos de los cuales son envolventes convexas) son distintos. Por lo que C tiene a lo mis
|o(vért(C))| caras. Como p(vért(C)) es un conjunto finito, €(C) debe ser un conjunto finito. W



Capitulo 4

Consecuencias: Principales
Resultados

—There is a Building. Inside this Building there is a level
where no elevator can go, and no stair can reach... This
level is filled with doors; this doors lead to many places,
hidden places... But one Door is special..., one Door leads

to the Source...

“The Key Maker” en “Matriz Reloaded”.

En este capitulo, nos dedicamos, principalmente, a deducir resultados acerca de la geometria de
un cono de dimension baja, cuando su latiz de caras tiene altura baja. Se usara muy fuertemente
la analogia conos & convexos compactos, que establecimos en el capitulo 3. En la seccién 4.2
demostraremos una conjetura que George Philip Barker enuncié en 1981, en los articulos [GPB-5],
[GPB-6] y [GPB-T].

4.1. Un poco de Escindibilidad de Conos

Definicion 183. Sean K un cono en un espacio V' de dimension finita y K, Ky subconos de K
(ie, conos contenidos en K ). Diremos que K es la suma directa de K, y K2, y escribiremos

K = K| ® Ky, ssi:

(i) (K1) (Ka) = {0}.

(i) K = K, + K>, esto es, para todo v € K ezisten vy € K, vo € K> tales que v = vy + va.

73
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(i) K, y Ko son subconjuntos propios de K.

St K es la suma directa de dos subconjuntos suyos, diremos que K es escindible; de otra
manera, diremos que K es inescindible.

Asi, un cono K se escinde si podemos expresar (K) de manera no trivial como la suma directa

de subespacios generados por subconjuntos de K.

Proposicién 184. Sean K un cono sdlido en un espacio V de dimensidén finitan > 2, y C un
corte transversal convezo de K. Si existen H, L € €(C) tales que dim(H) =n —2, dim(L) = 0,
y C = conv(H U L), entonces K = ¢(H) & ¢(L) y por lo tanto K se escinde.

Demostracién. Observemos primero que HNL = &, pues L es un vérticey dim(H) =n—2. Si H
y L no fueran ajenos, entonces L deberia estar contenido en H, y por lo tanto, C = conv(H) = H,
de donde C tendria dimensién n — 2, lo que contradice a la definicién 161 (seccién 3.3).

(p(H)) N (p(L)) = {0}:
Supongamos que dim({w(H)) N (p(L))) > 1; como L es un vértice de C, dim({p(L))) = 1, de
donde (@(L)) debe estar completamente contenido en {(¢(H)). Sea v el tinico elemento de L.
Entonces existen vy, vo € @(H) tales que v = v; —v;. Ademds v ¢ p(H), pues si v € p(H),
entonces v perteneceria a H por la definicién 161 (seccién 3.3). Pero entonces v+v2 = vy € p(H),
y sin embargo, v ¢ @(H), lo que contradice que ¢(H) sea una cara de K, contradiccién que
resulta de suponer que dim({@(H)) N (¢(L))) > 1. Por lo tanto, dim({¢(H)) N (p(L))) =0, y

asi, (p(H)) N (p(L)) = {0}

K = p(H) + ¢(L):
Sea w € K. Siw = 0, entonces w = 0+ 0, con 0 € ¢(H) N ¢(L). Supongamos pues, que
w # 0. Entonces, por la definicién 161, existe un tinico A € Rt \ {0} tal que Aw € C; como

C = conv(H U L), existen Aj,..., Ar, p € RY \ {0}, wy,..., wr € Hyv € Ltalesque p+ Y A =1

i=1

r
y Aw = pv + 3 Aw; (por la proposicién 65 y el lema 66, seccién 2.1). Entonces w = A~ pv +

=1

T
S A Iw; € o(L) + o(H).
i=1

Es claro que ¢(H) y (L) son, ambos, subconos propios de K. Asi, K = o(H) @ (L), y por
lo tanto, K se escinde. B



CAPITULO 4. CONSECUENCIAS: PRINCIPALES RESULTADOS 75

4.2. Geometria de un Cono a partir de su Latiz de Caras

—What if you lose?

—1I will have my vengeance, in this life or the next, and you will beg for death before the end.

Definicién 185. Sea K un cono de dimension finita. Diremos que K es un cono estrictamente
convezo ssi Vv, w € K con {v, w} linealmente independiente, se tiene que v+ w € int k) (K).

Cono estrictamente convexo

No estrictamente convexo

Figura 4.1:

Definicién 186. Sea C un conjunto convexo compacto de dimension finita. Diremos que C es
un compacto estrictamente convexo ssiVv, w € C con v # w, se tiene que int, fin(v,w)(conv(v,
w)) C intypim(c)(C)-

Lema 187. Si K es un cono estrictamente convezo de dimension mayor que uno y v € 9k (K)\
{0}, entonces v es un vector extremal de K, y por lo tanto, h(K) = h(F(K)) = 2, donde h(K)
y h(F(K)) son las alturas de K y de (F(K), C, V, A), respectivamente (véase las definiciones
57 y 58). Consecuentemente, (F(K), C, V, A) es modular.

Demostracion. Supongamos que v € K\ {0} no es un vector extremal de K. Por la proposicién
17

115, existe un conjunto finito, {vy, ..., vm}, de extremales de K (m > 2), tal que v = ) v;. Por
i=1

la definicién 186 y el corolario 100 (seccion 2.4), v € int k) (K).
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Compacto estrictamente convexo

Compacto no estrictamente

convexo

Figura 4.2:

Asi, todo elemento no cero de la frontera de K es vector extremal de éste. Si F es una cara
maximal de K y w € int(py(F), entonces w € &k (K) \ {0} porque K tiene dimensién mayor
que 1, de donde F = ¢(w) es un rayo extremal de K. Asi, K cubre a todos sus rayos extremales,
por lo que h(F(K)) = 2.

(F(K), C, V, A) es modular:

Sean E, F, G € F(K) talesque F # Gy E — F, E — G. Entonces F y G son rayos
extremales de K y E = {0}. Como K cubreala veza Fya G, vemos que K = FVG. Por lo

tanto, (F(K), C, V, A) es superiormente semimodular.

Por otro lado, si E, F, G € F(K) son tales que F # Gy F — E, G — FE, entonces F' y
G son rayos extremales de K y E = K. Entonces F y G cubren a {0} = F AG. Por lo tanto,
(F(K), C, V, A) es inferiormente semimodular.

Por lo dicho en la nota 51 (seccién 1.4), (F(K), C, V, A) es modular. W

Lema 188. Si C es un compacto estrictamente convexro de dimension mayor que cero, y v €
Oapin(c)(C), entonces v es vértice de C, y por lo tanto, h(C) = h(€(C)) = 2. Consecuentemente,
(€(C), C, V, A) es modular.

Demostracion. Si v no es vértice de C, entonces existen u, w € C\ {v} tales que v €

Nty fin(u,w) (COnV(u, w)) C intysimc)(C).
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Si H es una €—cara maximal de C, entonces tomando = € int,ym(m)(H) (intgpinuy(H) #
@ porque H # @ pues dim(C) > 1), tenemos que H = 3(z) es un vértice de C, ya que
H C 8agin(c)(C). Asi, C cubre a todos los dtomos de (€(C), C, V, A); por lo tanto, h(C) =
h(€(C)) = 2. La modularidad de (€(C), C, V, A) se prueba, entonces, de una manera totalmen-
te andloga a la demostracién de la modularidad de (F(K), C, V, A) dada en el lema anterior.
i

Nota 189. Todo compacto estrictamente convezo de dimension finita mayor que uno tiene una
infinidad de vértices (de hecho, tantos como nimeros reales).

Lema 190. Sean C C R™ un conjunto compacto estrictamente convezo, v un vértice de C, y A
un abierto de R™ tal que v € A. Si dim(C) > 1, entonces ezxiste un nimero infinito de vértices

de C gque pertenecen a A.

Demostracion. Supongamos que A posee s6lo un nimero finito de vértices de C; digamos que
v, Vg, ..., Um, son todos los vértices de C que pertenecen a A. Entonces existe ¢ € R\ {0} tal que
Bg» (v, €) Nvért(C) = {v}. Por otro lado, como dim(C) > 1, D = Bgn(v, €) N C = Bgsn(c)(v,
€) N C es un convexo de dimensién mayor que 1. Mostremos que entonces Bgfin(py(v, €) € C,

lo cual nos dird que v no es un vértice de C.

Seaw € B, fin(p)(v, €)\{v}, entonces, como dim(D) > 1, existe u € D\ {v} tal que {u, v, w} es
afin 2—indepediente. Entonces conv(u, w)NC # @. Ahora bien, conv(u,w)NC es un compacto
convexo contenido en afin(C), de manera que si w ¢ C, entonces existe z € conv(u,w) N C
que pertenece a J,sin(c)(C). Pero entonces x es un vértice de C' que es distinto de v (por la
afinidad 2—independiente de {u, v, w}) y pertenece a Bysin(p)(v, €) C Bgrn(v, €), que es una
contradiccién. Por lo tanto w € C.

Pero entonces v no es un vértice de C, contradiccién que resulta de suponer que existe un

nimero finito de vértices de C en A. B

Lema 191. Sean K un cono de dimension finita y C un corte transversal convezo suyo. Entonces
K es un cono estrictamente convezo st y sélo si C es un compacto estrictamente convezo.

Demostracion. =>: Sean v, w € C con v # w y u € intg iy w)(conv(v, w)), entonces existe
A € (0, 1) tal que u = Av + (1 — A)w. Es claro que {v, w} es linealmente independiente, de
donde {Av, (1 — A)w} es también linealmente independiente. Por lo tanto, u € int k) (K). Por
la proposicién 169 (seccién 3.3), C = Q(K) = Q(p(u)) = ¥(u), de donde, debido al corolario 175
(seccién 3.4), u € intosin(cy(C). Por lo tanto, int, fn(v,w)(conv(v, w)) C intgpimcy(C).



78 4.2. GEOMETRIA DE UN CONO A PARTIR DE SU LATIZ DE CARAS

<=: Sean v, w € K con {v, w} linealmente independiente, entonces existen A, u € R*\ {0} tales
que Av, pw € C'y M # pw. Entonces int, i (av,uw) (conv(Av, pw)) C intggimcy(C). Es claro que
existe @ € R*\ {0} tal que a(v+w) € intq sm(rw,uw) (conv(Av, pw)); entonces, debido al teorema
178 (seccién 3.5), v+ w € (R+ \ {0}) (intaﬂn(c)(C)) = int(g—ltc})(Q"l(C)) = int k) (K).

Lema 192. Sea C un convezo compacto tal que (€(C), C, V, A) es superiormente semimodular
y h(€(C)) > 3. Siwv, w son vértices de C, entonces conv(v, w) C vV w C Jypm(c)(C).

Demostracion. Si v = w, el resultado es obvio. Supongamos entonces que v # w. Por el
corolario 50 (seccién 1.4) y el teorema 60 (seccién 1.5), todas las cadenas maximales que van de
@ a Cen (€C), C, V, A) tienen altura mayor que dos, por lo que C no cubre ni a v ni a w.

Pero v y w cubren ambos a @, por lo que v Vw cubrealavezavyaw, y asi, vVw ¢ C, de
donde conv(v, w) C vV w C yfem(c)(C) (por el corolario 171, seccién 3.3). W

Lema 193. Sea C un conjunto convero compacto de dimensién finita n > 3 tal que (€(C), C
, V, A) es inferiormente semimodular y h(€(C)) = 3. Entonces cualesquiera dos €—caras

mazximales de C se intersectan en exactamente un punto.

Demostracion. Sean H y L €—caras maximales distintas de C. Como C cubre a H y a L en
(€(C), €, V, A), Hy L cubrena HAL. Pero HA L es un atomo de (€(C), C, V, A), porque
h(€(C)) = 3 y existen al menos dos cadenas maximales de H A L a C que tienen altura dos.
Como los 4tomos de (€(C), C, V, A) son precisamente los vértices de C, hemos terminado. B

Proposicién 194. Sean n > 3 y C C R" convezo compacto sdlido no poliédrico tal que
(€(C), C, V, A) es modular y h(C) = h(€(C)) = 3. Entonces C tiene una €—cara propia

de dimension mayor que uno.

Demostracién. Supongamos que C no tiene ninguna €—cara propia de dimensién mayor que
uno; entonces, como h(€(C)) = 3, todas las €—caras maximales de C tienen dimensién uno.
Como dim(C) > 3, C posee al menos cuatro vértices distintos, digamos vy, va, vs, v4. Como
estamos suponiendo que todas las €—caras maximales de C tienen dimension uno, tenemos que
Y(vi, v5) = conv(vi, v;). Pero conv(vy, va) N conv(vs, v4) = B, y esto es una contradiccién al

lema anterior. W

Teorema 195. Sea C un subconjunto convero compacto sélido no poliédrico de R3 tal que
(€(C), C, V, A) es modular y h(€(C)) = 3. Entonces C tiene una inica €—cara H de di-
mension 2. Para esa €—cara se cumple que |Vért(C) \ H| = 1. (Véase Figura 4.3).
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Figura 4.3:

Demeostracion. Por la proposicién anterior, existe al menos una €—cara H de C con dimen-
sién 2. Nétese que H es un compacto estrictamente convexo (pues h(H) = 2). Mostremos que
|[Vért(C) \ H| = 1: Como dim(C) = 3, es claro que Vért(C) \ H # @. Asi, supongamos que 1,
v € Vért(C) \ H son distintos. Sea z € intgysmp)(H); entonces u, v y z son no colineales, pues

u y v son vértices de C y H es €—carade C.

Asi, dim(afin(u, v, z)) = 2. Entonces afin(u, v, z)Nafin(H) es una recta l. Como [ contiene
a z que es un punto de int, s gy (H) (conjunto que es infinito porque H tiene dimensién mayor
que cero), y como H es compacto, [ N H = conv(a, b) para algunos a, b € H distintos. Ademas,
como H es un compacto estrictamente convexo, a y b son vértices de H y por lo tanto de C (ver
figura 4.4).

Ahora, afin(H) separa a R? en dos componentes conexas, esto es, R3 \ afin(H) posee exacta-
mente dos componentes conexas. Veamos que u y v se encuentran en la misma componente: Sino
es asi, entonces a fin(H)Nconv(u, v) consta de un solo elemento w, distinto de u y de v. Como H
es C—carade C y u,v € H, vemos que w € H. Pero entonces intyfin(zw)(conv(z, w)) N H # 2,
y esto, en conjuncion con el hecho de que w € H, contradice que H sea €—cara de C. Por lo

tanto, u y v pertenecen a la misma componente conexa de R3 \ afin(H).

Entonces, como a, b, u y v son todos vértices (distintos) de C, forman un cuadrilatero (ver
figura 4.4). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que se encuentran configurados como
en la figura referida (S.P.G. precisamente porque u y v estdn en la misma componente conexa
de R®\ afin(H)). Entonces, por el corolario 177 (seccién 3.4), ¥(a, v) = ¥(b, u) = ¥(a, b, u,
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v) = Y(H U {u} U {v}) = C (pues H es maximal), lo que contradice al lema 192. Esto nos dice
que Vért(C) \ H no puede tener mas de un elemento.

"~

[\b |

Figura 4.4:

Si L es una €—cara bidimensional cualquiera de C, entonces L es un compacto estrictamente
convexo (pues h(L) = 2), lo que obliga a L a poseer una infinidad de vértices. Pero, por lo que
hemos demostrado arriba, de esa infinidad de vértices, sélo uno podria no pertenecer a H. De
manera que podemos tomar dos vértices distintos x, y € H N L; por la convexidad estricta de H
y de L, los corolarios 175 y 177 (seccién 3.4) nos dicen que H = (z, y) = L. Por lo tanto, C
posee s6lo una €—cara de dimensién 2. W

Teorema 196. Sea K un cono sélido no poliédrico en R*. Si K es inescindible y (F(K), C
, V, A) es modular, entonces h(F(K)) # 3.

Demostracién (por contrapositiva). Supongamos que (F(K), C, V, A)esmodulary h(F(K)) =
3, veremos que entonces K se escinde. Sea C un corte transversal convexo de K. Por el
teorema 167 (seccién 3.3), (F(K), C, V, A) y (€(C), C, V, A) son latices isomorfas, por lo
que (€(C), C, V, A) es modular y h(€(C)) = 3. Por el teorema anterior, C tiene una tnica
C—cara H de dimensién 2, y un tnico vértice v € C'\ H. Por la proposicion 184 (seccion 4.2),

K = @(H) & ¢(v) y K se escinde. B

Teorema 197. Sea C un subconjunto convexo compacto sélido no poliédrico de R* tal que
(€(C), C, V, A) es modular y h(€(C)) = 3. Entonces C tiene una €—cara H de dimension

3. Dicha €—cara es la inica €—cara mazimal de C' con dimensién mayor que uno, y ademds se
cumple que |Vért(C)\ H| = 1.
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Demostracion. Por la proposicién 194, C tiene una €—cara propia H de dimensién mayor que
uno. Como dim(C) = 4, H tiene dimensién 2 0 3. Y como h(H) = 2, H es un compacto

estrictamente convexo.

Si dim(H) = 3, entonces Vért(C) \ H es claramente no vacio. Supongamos que p y q son
dos elementos distintos de Vért(C) \ H; entonces, como en el tercer parrafo de la prueba
del teorema 195, p y q pertenecen a la misma componente conexa de R?\ afin(H) (es claro
que si dim(H) = 3, entonces R? \ afin(H) tiene exactamente dos componentes conexas). Sea
¢ € inty (i) (H), entonces p, g y ¢ no son colineales, porque p y g son vértices de C que no
estdn en H y H es €—cara de C; de forma que dim(afin(p, q, c)) = 2. Entonces, viendo
que dim(afin(H)) = 3, dim(afin(p, q, ¢)) = 2, afin(p, q, c) N afin(H) # @ y dim(R?) = 4,
tenemos que dim(afin(H) N afin(p, ¢, c)) = 1, por lo que, debido a la compacidad de H,
Hnafin(p, q, ¢) = conv(a, b) paraa,b € H distintos (a # b porque intyiny(H)Nafin(p, g, c)
es infinito).

Como H es un compacto estrictamente convexo, a y b son vértices de H. Suponiendo, sin
pérdida de generalidad, que a, b, p, y ¢ estan configurados de una manera andloga a la figura
4.4 (con v = p y u = q en dicha figura) (S.P.G. precisamente porque p y ¢ estan en la misma
componente conexa de R\ afin(H)), concluimos que, por el corolario 177 (seccién 3.4), ¥(a, p) =
P(b, q) = Y(a, b, p, q) = Y(HU{p, q}) = C (pues H es maximal), lo que contradice al lema 192.

Asi, podemos afirmar que si H es una €—cara tridimensional de C, entonces |Vért(C)\ H| = 1.
Ahora, si dim(H) = 3 y L es una €—cara maximal de C tal que dim(L) > 1, entonces L es un
compacto estrictamente convexo, y por lo tanto (dado que dim(L) > 1), posee una infinidad de
vértices. Como |Vért(C) \ H| = 1, deben existir al menos dos vértices distintos a,b € H N L.
Por el corolario 177, H = (a, b) = L, ya que H y L son compactos estrictamente convexos.

En resumen, hasta el momento hemos mostrado que si dim(H) = 3, entonces se cumple que
|[Vért(C) \ H| = 1 y que H es la tinica €—cara de C que tiene dimensién estrictamente mayor

que uno. Ahora veamos que éste es siempre el caso, es decir, veamos que en efecto, dim(H) = 3:

Supongamos que no es asi, entonces dim(H) = 2 y C no puede tener €—cara tridimensional
alguna, pues si L es una €—cara tridimensional de C, entonces, por el lema 193, H A L tiene un
solo elemento, y entonces la infinidad de vértices de H nos dice que |Vért(C)\ L| # 1. Asi, todas

las €—caras maximales de C deben tener dimension 1 o 2.

Sea A cualquier subespacio afin tridimensional de R* tal que H C A. Entonces, por el mismo

argumento usado en la demostracién del teorema 195, existe a lo mas un vértice de C en A\ H.

Como dim(H) = 2, existe por lo menos un vértice v € C \ afin(H). Entonces ¥)(H U {v})=C
(porque H es maximal) y dim(afin(H U {v})) = 3.



82 4.2. GEOMETRIA DE UN CONO A PARTIR DE SU LATIZ DE CARAS

Como C es un sélido en R* y C' = conv(Vért(C)), debe existir un vértice w de C perteneciente
aR*\ afin(H U {v}).

Ahora bien, como dim(afin(HU{v})) = 3, R*\afin(HU{v}) tiene exactamente dos componen-
tes conexas, digamos E; y E,. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que w € E;. Veamos que
existe un vértice u de C en E»: Si no hubiera un tal u, entonces Vért(C) C EyUafin(HU{v}), y
como EjUafin(HU{v}) es convexo, deberfa tenerse que C = conv(Vért(C)) C E\Uafin(HU{v}),
de donde CN E3 = @, lo cual implica que tendria que suceder que conv(H U {v}) C dgs(C) (por-
que H U {v} C afin(H U {v}) y todos los puntos de afin(H) U {v} son limite de sucesiones de
elementos de E»); pero la contencién conv(H U {v}) C 8r¢(C) no se da, porque, debido a que
Y(H U {v}) = C, conv(H U {v}) N intgs(C) es no vacio (por el corolario 177, seccién 3.4). Asi,
existe un vértice u de C que pertenece a E;. Véase la figura 4.7 (pagina 84).

Figura 4.5:

Consideremos conv(HU{v}). Por el corolario 177, se cumple la contencién int g pn( puv}) (conv(H
U{v})) C intga(C). Por otro lado, cada vez que tengamos un y € 9, fin(Hu{v}) (conv(H U {v})),
podemos encontrar un par de vértices (que son o no distintos, dependiendo de y), g, h de C, tales
que y € conv(g, h) (por la convexidad estricta de las €—caras maximales de C). Por el lema 192,
conv(g, h) C 9rs(C), y asi, deducimos que se cumple la contencién dg pin(Hu(v}) (conv(HU{v})) C

Ora (C).

Tomemos el segmento de recta conv(w, u). Comow € E; y u € Ey, conv(w, u)Nafin(HU{v})
consta de exactamente un elemento z que también pertenece a C, por la convexidad de éste.
Veamos que z € (Jain(rufoy) (conv(H U {v}))) \ H:

(1) Por el lema 192, conv(w, u) C dgs(C), de manera que z € dg4(C), y por lo tanto z &
intqrin(HU{vY) (conv(H U {v})), pues intqsm(nuvy) (conv(H U {v})) C intg(C).
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(2) z no es vértice de conv(H U {v}), pues, dado que afin(H U {v}) \ H puede contener a lo
mds un vértice de C, tenemos la contencién Vért(conv(H U {v})) C Vért(C) y, claramente, z no

es un vértice de C.
(3) z ¢ H, pues H es €—cara de C, z € int,fin(w,u)(conv(w, u)) y w,u ¢ H.

(4) =z ¢ afin(H), pues si sucediera que z € afin(H), entonces se tendria que, tomando
z € intapmmy(H), intgsin(z,z)(conv(z, 2)) N H # @, y sin embargo, por (3), 2 ¢ H; asi,
estariamos contradiciendo que H es €—cara de C.

(5) zéafin(HU{v})\ conv(HU {v}): Ya hemos visto que z ¢ afin(H). Sean D, y D, las
dos componentes conexas de afin(HU{v})\afin(H), y supongamos, sin pérdida de generalidad,
que v € Dy. Si z € Ds, entonces conv(v, z) intersecta a afin(H) en exactamente un punto s,
que pertenece a int, fim(y,2)conv(v, z) (porque v,z € afin(H)), y como z € H, debe tenerse que
s ¢ H. Tomando z € intysim(m)(H), tenemos que s € C'y que H Nintypin(s,z)(conv(s, z)) # 2,
lo cual contradice que H sea €—carade C. Porlo tanto, z € Dy. Seat € int,smnu(v}) (conv(HU
{v})) tal que v, z y t son no colineales (tal ¢ existe, pues dim(conv(H U {v})) = 3); entonces
afin(v, z, t) N H = conv(v, v2), donde v; y va son vértices distintos de H (véase la figura 4.6).
Como v es vértice de C, es claro que v € conv(z, v, v2); si se tuviera que z & conv(vy, vs, v),
entonces (suponiendo, sin pérdida de generalidad, que v, z, v; y v estdn configurados como en
la figura 4.6), por el corolario 177, C = 9(u, w, v2) = ¥(z, v2) = ¥(v, v1), lo cual contradice al

lema 192. Por lo tanto, z € conv(v, vy, v2).

Figura 4.6:

(1), (2), (3), (4) y (5) implican que existe un vértice v € H tal que z € int, pn(y,v4)(cOnv(v, v3)).
Y por el corolario 177, (v, v3) = ¥(z) = ¥(u, w), de donde ¥(2) es un €—cara bidimensional

de C que contiene a u, v y w.
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afin(HU{[v})

Figura 4.7:

Hagamos una pausa y observemos que hemos probado que, dado cualquier vértice (de C) w' €
E\, ¥(u, w') contiene a v como elemento, lo que nos dice, debido al lema 193, que ¥(u, w') =
¥(u, w), y por lo tanto w' es un vértice de ¥(u, w). Esto es, todo vértice de C que esté en
E, debe estar en ¥(u, w). Analogamente, todo vértice de C' que esté en E, debe pertenecer a
P(u, w).

Sean pues ty, to € Vért(H) distintos y que no pertenezcan a ¥(u, w), y u1 € Vért(C)N Ez y
wy € Vért(C)NE;; por lo dicho en el parrafo anterior ¥(t1, u1) y ¥(t2, wi) deben tener dimensién
1; pues si, por ejemplo, ¥(t2, w;) tuviera dimensién 2, entonces deberia tener una infinidad de
vértices que, por lo dicho en el parrafo anterior, deberian pertenecer a ¥(u, w), y entonces deberia
tenerse ¥(te, wy) = ¥(u, w), pero esta igualdad contradice la eleccién de t;. Un razonamiento

andlogo demuestra que dim(¥(¢1, u1)) = 1.

Pero, entonces, ¥(t1, u1) = conv(ty, uy) y ¥(ts, wy) = conuv(te, w;), y el hecho mismo de que la
dimension de ambos es 1 obliga a que la interseccién de estos conjuntos es vacia, lo cual contradice

al lema 193.

Asi, vemos que suponer que dim(H) = 2 nos lleva a una contradiccion, lo que nos permite

concluir que dim(H)=3. A

Teorema 198. Sea K un cono sélido no poliédrico en R®. Si K es inescindible y (F(K), C
, V, A) es modular, entonces h(F(K)) # 3.

Demostracion (por contrapositiva). Supongamos que (F(K), C, V, A)esmodulary h(F(K)) =
3, veremos que entonces K se escinde. Sea C un corte transversal convexo de K. Por el
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teorema 167 (seccién 3.3), (F(K), C, V, A) y (€(C), C, V, A) son latices isomorfas, por lo
que (€(C), C, V, A) es modular y h(€(C)) = 3. Por el teorema anterior, C tiene una tnica
€—cara H de dimensién 3, y un tnico vértice v € C'\ H. Por la proposicién 184 (seccién 4.2),

K = p(H)® ¢(v) y K se escinde. B
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4.3. Otros resultados

Como dijimos en la Introduccién, esta seccion estd dedicada a dar resultados sobre latices de
caras de conos, resultados que, por apartarse un tanto del objetivo principal de la tesis, aparecen
en su mayoria sin demostracién. Sin embargo, consideramos prudente enunciarlos para que el
lector tenga un panorama mas completo de los temas tratados en este trabajo.

Teorema 199. (/GPB-2]) Sea K un cono real de dimension finita. Entonces la latiz (F(K),C

, V, A) es complementada. B

Definicién 200. Sea K un cono real de dimension n finita, se dice que K es un cono simplicial
ssi K posee exactamente n rayos extremales (caras de dimension 1).

Es facil ver que un cono n—dimensional es simplicial si y sélo si todo corte transversal suyo
es un simplejo (n — 1)—dimensional, esto es, la envolvente convexa de n puntos afinmente (n —

1)—independientes.

Teorema 201. ([GPB-2]) Sea K un cono de dimension finita. Entonces K es simplicial si y
sélo si (F(K), C, V, A) es una latiz distributiva. B

Teorema 202. ([GPB-2]) Sea K un cono de dimension finita. Si (F(K), C, V, A) es supe-
riormente semimodular y K es poliédrico, entonces (F(K), C, V, A) es distributiva, es decir,
K es simplicial. W

Teorema 203. (/LS]) Sea K un cono de dimension finita. Si K; y Ko son subconos propios de
K tales que K = K, ® K2, entonces K; y K2 son caras de K. W

Teorema 204. ([LS]) Sea K un cono solido en un espacio real V de dimension finita. Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

1. K es inescindible.
2. VT eI(K) (T|Ezt(K)] C Ext(K) = T € Ext(II(K))).
3. YTell(K) (TIK]=K = T € Ext(II(K))) .

4. Idy € Ext(TI(K)).
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5. K™ es inescindible.

6. II(K) es inescindible. W

—Wait, [’ve seen this...; yes, this is it, this is the end. Yes..., you were lying right there just

like that, and I..., [..., I stand here, right here, and I..., I’'m suposed to say something.
EVERYTHING THAT HAS A BEGINNING HAS AN END, Neo.

Smith en “Matriz Revolutions”.

I say



Apéndice. Espacios normados

—Good! Adaptation, improvisation, but your weakness is

not your technique.

Morpheus en “The Matriz”.

Como hemos dicho en la Introduccién, este apéndice tiene como objetivo central mostrar que
todas las normas de un espacio real de dimensién finita son equivalentes, esto es, que definen la
misma topologia en el espacio subyacente. El lector puede encontrar la prueba que aqui damos,

de manera integra y con una forma mas general, en las paginas 140-145 de [FG].

Definicién 205. Sea V' un espacio vectorial real. Diremos que una funcién ||-|| : V — R* es
una norma para V ssi se cumplen simultdineamente las siguientes tres condiciones:

i) YweV (v =0 < v=0).
it) Yo, w €V (|lv+w| < |jvfl + [[w]).
i) Va e RVYv € V (Jlav| = |of ||v]]) -

Si ||| : V — R* es una norma para V, diremos que (V, |||} es un espacio vectorial real

normado.

En otras palabras, una norma es sélo una manera de medir el “tamafio” de los vectores, y las
condiciones de la definicién sélo piden que ||-|| se comporte como esperamos que se comporte una

distancia. Introduzcamos la nocién de distancia en un conjunto no vacio.

Definicién 206. Sea C' un conjunto no vacio. Diremos que una funciénd: C x C — R7' es
una distancia o métrica para C ssi se cumplen simultdneamente las siguientes condiciones:

i) Vz,yeC (d(z, y) =0 < z=y).
i) Vx,y € C (d(z, y) =d(y, z)).

89
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i) Vz, y, 2 € C (d(z, 2) <d(z, y) +d(y, z)).
Si d es una métrica para C, diremos que (C, d) es un espacio métrico.

Es facil ver que se cumple la siguiente proposicién:

Proposicién 207. Sea (V, |||} un espacio vectorial real normado. Entonces (V, d) es un
espacio métrico si definimos d: V x V — R* mediante d(v, w) = |lv —w| . B

Definicién 208. Sean (C, d) un espacio métrico, z € C, e e R*\ {0} y SC C.

i) La Bola Abierta de radio ¢ alrededor de  es el conjunto B(z,e) = Be(z,e) ={yeC /
d(z, y) < e}.

ii) La Bola Cerrada de radio € alrededor de x es el conjunto B(z,e) = Be(z, ) = {y € C
/ d(z, y) < e}.

iit) Diremos que S es abierto ssi Vs € S 3e € Rt \ {0} tal que B(s,e) = Be(s, €) C S.

iv) Diremos que S es cerrado ssi C \ S es abierto.

Definicién 209. Sean T un conjunto y 7 C p(T). Diremos que T es una topologia para T, o
que (T, T) es un espacio topolégico ssi se cumple simultdneamente que:

i) T,@€T.
i) VA, B€ p(T) (A, Bet = ANBeT).
i) V§ C p(T) (ST = UFEeT).

Debido a la siguiente proposicion, los elementos de una topologia de un conjunto son comunmen-
te llamados abiertos del conjunto. La demostracién es inmediata y la omitimos.

Proposicién 210. Sea (C, d) un espacio métrico. Entonces (C, T) es un espacio topoldgico,
donde T = {S / S es un subconjunto abierto de C}. W

Asi, todo espacio vectorial real normado, al ser espacio métrico, es también un espacio topoldgi-

CO.

Definicién 211. Sean (C, d) un espacio métrico y (Tn),cn unae sucesion de elementos de C.
Diremos que (@), .y €s una sucesion de Cauchy ssiVe € R* \ {0} 3N € N tal que Vr, s € N
cont, s > N se cumple d(z,, xs) < e. Y diremos que (C, d) es un espacio métrico completo

ssi toda sucesion de Cauchy que conste de elementos de C, converge a un elemento de C.
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Proposicién 212. Sean V un espacio vectorial real de dimension finita y § = {vy,..., vp} una
base de V. Entonces la funcién |-, : V — R¥, definida mediante 20;1},—“ = max {|ai|}

1<i<n

sup 4
i=1 sup

n n
para > a;v; € V, es una norma para V. Ademds, una sucesion <Za,—mv,-> de elementos de
i=1 i=1 meN
V es de Cauchy si y sdlo si cada una de las n sucesiones (tim),en (1 <@ < n) de elementos de
n L
R es de Cauchy, y lim Za,—mv,-) = X ( lim aim) vi, de donde V' es un espacio métrico
m==00 \i=1 =] o
completo bajo la métrica inducida por ||-|Isup 2

Fl

Demostracion. Yv € V (||*u'||wp =0 &< v= ﬁ): Es obvio.

Vo, we V (o +wllp < Bollgp + 10llp )

n
2 (e 4+ 7)) v

i=1

n n
Sean v = Y ajv;, w = Y. vv; € V. Entonces

i=1 i=1

mn Ll
Zai‘vi + E'Yivi
=1 i=1 sup sup

= / i - 1 ] sew t 1 ] 3 = g :
1??5:“(1' + |} Sije{l,.,n} es tal que rfg%;{la' + 7|} = |aj + v;|, entonces,

por la desigualdad del tridngulo en R, |aj + vj| < |aj] + T’y_ﬂ < maz {|ai|} + maz {|vl|} =
1<i<n 1<i<n
V]l sup + 1wl gyp -
Va e RV eV (llavlyy, = lol [0l ):
1T i} = ] = 9 i}, > 0.
mag {|acil} = mdz {la] los|} = o] mdz {|ail}, pues |a| 20

Por lo tanto, <V, ||-]]sup> es un espacio vectorial real normado.

n
Supongamos que la sucesién sucesion < > a,-m'v,r> de elementos de V' es de Cauchy. Sea e €
meN

i=1
n T
Zﬂ‘t‘rvi = Zﬂisﬂi
i=1 =1

R*\{0}, entonces existe N € N tal que Vr, s € Nconr, s > N se cumple

sup

< g, es decir, tal que Vr, s € Nconr, s > N se cumple, paracada i € {1,...,

n
Z (Ofir = Olis) Vi
1=1 sup
n}, [(air — ais)| < lréa(i(z {I(ejr — @;5)|} < €. Esto es, cada una de las n sucesiones (@im)men (de
isn

elementos de R) es de éauchy. Como R es completo, cada una de estas sucesiones converge a un
elemento a; de R (o sea, aj;n — ;). Sea pues € € R* \ {0}, entonces existe M € N tal que
m—0o

Vr € N con r > M se cumple, para cada i € {1,..., n}, [(air — ;)| < l?y,(i(r {[(ajr — )|} < &
<i<n

T T
esto es, la sucesién < Zﬂﬂu‘f.'§> converge a y_ a;v;. Por lo tanto, V es completo con respecto
=1 meM i=1

a la métrica inducida por la norma ||-|| Esto también prueba que si las n sucesiones (@im ) men

sup *

T
son de Cauchy entonces la sucesién <Z mmvt-> es de Cauchy. B
meN

=1
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Definicién 213. Sean V un espacio vectorial real y ||-||,, ||-||, normas para V. Diremos que
Ill; % lI-ll; son normas equivalentes ssi inducen la misma topologia en V.

No deberia ser necesario aclarar que lo que queremos decir con esta definicién es que ||-||, v |||,
son normas equivalentes ssi las métricas por ellas inducidas en V, inducen la misma topologia
para V. Claramente, la equivalencia de normas es una relacién de equivalencia en el conjunto
de normas de un espacio vectorial real normado. A continuacién, demostremos que cualesquiera
dos normas de un espacio real de dimensién finita son equivalentes. El camino sera largo, pero
bello.

Lema 214. Sean |||, y |||, normas de un espacio vectorial real V. ||-|l; y |||l son normas
equivalentes si y sélo si existen b, ¢ € R* \ {0} tales que para todo v € V se cumplen las
desigualdades ||v||, < blvll,, [lvll, < eflvl;

Demostracion. =: Si ||-||, y |||, son equivalentes, entonces existen €, § € R* \ {0} tales que
B“.“l{ﬁ, E-.‘) C B||.||2{ﬁ, )y B“,”z(ﬁ, é) C B”."l([j, 1). Sean b = %, (] % yveV;siv= 0,
entonces es obvio que se cumplen las desigualdades |[v]|, < bjv|,, [lvll, < c|v,- Si v # 0,

entonces EII%ﬂ;” € By,,0,8) y fﬁﬁfv € B".“}(ﬁ, €). Entonces [|[v|l; < 2 |lv|ly ¥ llvll, < 2 |vl, -

<=: Sean A un abierto de V segiin la norma ||-||, y w € A, entonces existe ¢ € R\ {0} tal que
By, (w, €) € A. Entonces B",”?(w, £) € A. Como w fue un elemento arbitrario de A, vemos
que A es un abierto de V segiin la norma |||, Como A fue un abierto arbitrario segtin |-||,,
podemos concluir que todo abierto de V' segin |-||, es también un abierto de V segin ||-||,. De
una manera completamente anéloga se prueba que todo abierto con respecto a ||-||, es también un
abierto con respecto a ||-||, . Asi, la topologia que ||-||; define en V' es la misma que la topologia

que ||-||, define, por lo que ||-||, v |||l son normas equivalentes. W

Lema 215. Sean ||-||, y |-l normas de un espacio vectorial real V. Si ||-||, y |-, son normas
equivalentes y V' es un espacio métrico completo con respecto a ||-||,, entonces también es completo

con respecto a |||, -

Demostracién. Por el lema anterior, existen b, ¢ € R* \ {0} tales que Vv € V (||v|; <
bljv|l2, [[v]l2 < ellv]l1). Sean, (Ym)n,en una sucesién de Cauchy, segiin [|-||, , de elementos de V, y
£ € R\ {0}. Entonces existe N € N tal que, para todor,t € Nconr, t > N, ||y, —ul, <
bllyr — will, < €. Es decir, (ym)nen s una sucesion de Cauchy con respecto a [|-||;. Como V' es
completo con respecto a esta norma, (ym),,en converge a un elemento y de V. Sea € € R* \ {0},
entonces existe M € N tal que, para todor € Nconr > N, |lyr —yl, < cllyr —yll, <¢, lo
n converge a y € V con respecto a ||[|,. Como (ym),, ey fue

que nos dice que la sucesion (Ym),,¢
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una sucesién de Cauchy arbitraria, podemos concluir que V' es un espacio métrico completo con
respecto a ||-||,. W

Proposicién 216. Sean V un espacio real de dimension finita y 8 = {vy, ..., v,.} una base de

Za‘v,| = maz {|a;|} para Ecm:. eVy

V. Sean |||y, : V — R* la norma que vale ) mégz.
1= sup

IIIl; : V — R* cualquier otra norma de V. Definamos b =n (172(2&? [|v: ||1) . Entonces, para
<i<n
todo v € V se cumple la desigualdad ||v|, < b||u||wp.

Demostracion. Seav = }:a,v, € V, entonces ||v||; = HZawdh E[[a‘v,ﬂl = E]a,|||v, I <
i=1 =

Z( maz {|aj|}lvill, = (maz {l%l})ZIIvelh < (az {loyl}) Z maz |[v; ]|y =

1<j<n 1<j<n 11<j<n
||””supn(l"2%3fl||”1" 1) = b”U"sup-

La bella demostraciéon de la siguiente proposicién es un cldsico argumento de reduccién al

absurdo.

Proposicién 217. Sean V un espacio real de dimension finita y 8 = {v, ..., v,,} una base de
n

V. Sean ||| > oy
i=1 sup

[-Il, : V — R* cualquier otra norma de V. Entonces existe ¢ € R \ {0} tal que, para todo

= mdz {|a;|} para Ea,v, eVy

: V — R* la norma que vale
1<i<n =

sup *

v € V, se cumple la desigualdad |[v|,,, < c||v||,. Mds ain, V es un espacio métrico completo

sup —
con respecto a ||-||, .

Demostracion (por induccion sobre la dimension de V). Si la dimension de V es 1, entonces,
lealllvall, _ Neavally

. - l y = . - ra
haciendo ¢ = -, tenemos que [la1vi[lyy, = lon| = T = T = cllavill; . Ademas,
como, por la proposicién 212, V' es completo con respecto a |||, ,, vemos que es también completo

con respecto a |||, .

Supongamos, pues, que dim(V) = n > 1, y que la proposicion se cumple para todos los espacios
de dimensién n — 1. Supongamos que no existe ¢ € Rt \ {0} tal que, para todo v € V, se cumpla
0]l sup < . Entonces, para cada m € N existe wy, € V tal que "—wLﬂ > ||lwml|, . Hagamos
una eleccion y sea T' = {wy, / wm,m fue escogido con la propiedad de que HE’-—'«"—B > ||wm||, para

s i o .
m € N}, entonces T es infinito (pues la sucesién <W>meh{ es no acotada.}. Supongamos

mn
que, para cada m € N, w,, = Y aimv;; debe existir un i € {1,..., n} para el cual existe un
i=1

subconjunto infinito S de N tal que Vs € S (||nz.lg}]_,,_"IJl = |ai,.|) (de no ser asi, para todo i € {1,...,

n} el conjunto S; = {ws €T/ llwsllyyp = Iais]} seria finito, pero entonces T = .l’le,- seria finito
=

V). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que dicho i es precisamente n.



94

Consideremos entonces la sucesién (w,) g, como para cada s € S se tiene [lw,||,,, = |ans| >
s|lws|l; = 0, para toda s € S se cumple que an, # 0. Entonces, para cada s € S, el n—ésimo
coeficiente de o, w, con respecto a 3 es 1, es decir, o, wy = us+vy,, donde u; € ({vy, ..., vn_1})

(dicho u, existe y es tinico). Ademas, para cada s € S, |lus + vnll, = |laniws||, = |azd| lwsll, =
llw.l 1
ﬂw,.ﬂ_mp < rk

Sea ahora N € N, entonces existe M € S tal que, para todo r, t € S con r, t > M, se cumple
lur — uelly < e +vnlly + l—vn — uell; = llur + vall; + lvn + well; < 1+ 1 < &. Lo que prueba
que la sucesion (u,) . g es de Cauchy segin ||-|, .

Asi, hemos construido una sucesién de Cauchy (segin ||-||,), (#s),c s, de elementos de ({vy, ...,
Un—1}). Como dim ({{v,..., ¥n—1})) = n — 1, la hipétesis inductiva nos dice (debido a la pro-
posicién 212 y al lema 215) que ({v1, ..., vn—1}) es completo con respecto a ||-||;, por lo que la
sucesién (u,),. ¢ debe converger, bajo la norma ||-||; , a un elemento u de ({v1, ..., vn-1}). Pero
entonces , dado que toda norma es una funcién continua, |[u + v,|, = sfir& lus + vnll, =0, lo
que significa que v, = —u € ({v1,..., Un—1}), hecho que contradice la independencia lineal de
B = {v,..., vn}. Esta contradiccién nos permite establecer que existe un ¢ € R* \ {0} tal que,

sup S c “UHI :

para todo v € V, se cumple la desigualdad ||v||

Por el lema 214 y la proposicién 216, ||-||y,, ¥ [I-]l, son normas equivalentes, y por la proposicién
212 y el lema 215, V es completo con respecto a ||-||, . Como la equivalencia de normas es una
relacién de equivalencia en el conjunto de normas de V, podemos concluir que cualesquiera dos

normas de V' son equivalentes, ya que hemos probado que todas son equivalentes a ||-[|,,,. ®

Como todo espacio vectorial real V' de dimension finita posee (al menos) una base, vemos que,
por la proposicién 212, V tiene al menos una norma. Resumamos esto y las proposiciones y
lemas de este apéndice enunciando el siguiente teorema:

Teorema 218. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita. Entonces V' posee al menos
una norma, todas sus normas son equivalentes, y V' es un espacio métrico completo con respecto

a cualquiera de ellas. W



Glosario de Simbolos

ssi significa si y sélo si, y es usado en las definiciones.

Dados conjuntos A y B, A\ B es el conjunto cuyos elementos son los elementos de A que no
pertenecen a B. Estoes, A\B = {z /z € Ayz ¢ B}. No confundir con A — B, que no siempre

estd definido.

Dados un espacio vectorial V y S, T' C V, —S es el conjunto de los inversos aditivos de los
elementos de S, es decir, —-S = {—z [z € §} = {z / —z € §}; S+T es el conjunto que resulta de
sumar cada elemento de S con cada elemento de T, es decir, S+T = {s+t /se€ Syte T} = {z
/x€eVy3dse§3teT tales que z = s +t}. Mientras que S — T es el conjunto S + (—T1).

NF es la interseccién de una familia no vacia de conjuntos. Esto es, N§ = FQ‘;F ={z/zeF

VF € §}, que tiene sentido cuando § # @.

UF es la unién de una familia arbitraria de conjuntos. Esto es, UF = rléj-gF = {z / 3F € §F tal

que z € F}.

Dados un espacio topolégico (T, 7) y subconjuntos § C A de T, int 4(S) es el interior de S en
Ay 84(S) es la frontera de S en A cuando a éste le damos la topologia relativa (ie, la topologia

del subespacio).
(S) Subespacio vectorial generado por un subconjunto S de un espacio vectorial.

afin(S)  Subespacio afin generado por un subconjunto no vacio S de un espacio vectorial.

% Operacion supremo de una latiz.
A Operacién infimo de una latiz.
@(S) Cara generada por un subconjunto S de un cono.
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()
ert(K)

Vért(C)

€—cara generada por un subconjunto S de un conjunto convexo.
Conjunto cuyos elementos son las caras de un cono K.

Conjunto cuyos elementos son las €—caras de un conjunto convexo.
Conjunto de rayos extremales de un cono K.

Conjunto de vértices de un conjunto convexo C.
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