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Prefacio.

1. INTRODUCCION.

El objetivo de esta tesis es dar algunos ejemplos de la interaccion
entre las técnicas de la teoria de conjuntos para resolver problemas en
topologia general. Como este terreno es muy amplio nos enfocaremos
tnicamente en la conjetura de Moore, un problema que fué por mas
de 50 anos considerado como el problema més importante en topologia
general.

En el primer capitulo introduciremos el axioma de Martin y dia-
mante dos axiomas adicionales a ZFC, el axioma de Martin y diamante
¢ los cuales formaran nuestras herramientas principales para resolver
el problema de Moore. En este primer capitulo veremos algunas equiv-
alencias de estos axiomas y los utilizaremos para resolver la hipitesis
de Suslin.

En el segundo capitulo conoceremos un poco de la historia de la
conjetura de Moore y desarrollaremos algunos de los resultados funda-
mentales. En este capitulo trataremos exclusivamente con resultados
en ZFC y probaremos dos de los teoremas mas importantes relacionados
con la conjetura de Moore en ZFC. Como son el teorema de Reed-Zenor
y el teorema de Chaber-Zenor.

Finalmente, en el tltimo capitulo aplicaremos finalmente todas las
técnicas conjuntistas desarrolladas en el primer capitulo y algunas otras
técnicas nuevas para poder probar la independencia de la conjetura de
Moore.

2. CONVENCIONES.

Simbolos Légicos.



2 PREFACIO.

Los simbolos —, =, V A denotan implicacién, negacién, disjuncién
y conjuncién respectivamente. El cuantificador universal (para cada)
es denotado por V y el existencial (existe) por 3.

Operaciones sobre conjuntos.

Si R es una familia de conjuntos, entonces | J R denota la unién y
[ R denota la interseccién de la familia R, respectivamente. ESto es,
para un z arbitrario, las siguientes equivalencias se cumplen:

z€| JR < JA€ Rz € A)

z€( )R « VA€ R(z € A).

Si R = {A,B} entonces | JR = AUB y [|R = AN B. La unién
de una familia indexada {A; : ¢ € I} es denotada por |J{A; : ¢ € [}
6 por | Jic; Ai, (de manera similar para la interseccién). La diferencia
de los conjuntos A, B es denotada por A\ B. El simbolo §) denota al
conjunto vacio.

Decimos que una familia R es ajena, si R # 0 y se cumplen las
siguientes condiciones:

si A € R, entonces A # (),
siA Be Ry A+# B,entonces ANB = {.

El simbolo P(X) denota el conjunto potencia de X, i.e. P(X) =
{A:AC X}.

Funciones.

El simbolo dom f denota el dominio y ranf el rango de una funcién
[ respectivamente. La imagen de un subconjunto A C domf bajo f
es denotada por f|A|, generalmente la imagen es denotada por f(A)
pero en muchos casos un conjunto serd un elemento de domf y un
subconjunto al mismo tiempo por lo que haremos este pequeno cambio
intentando evitar confuciones. Similarmente, la preimagen de un sub-
conjunto B bajo f es dnotada por f~'[B].

Como es usual, f[A es la restriccion de f a un subconjunto A C
domf.
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Nimeros ordinales. Siguiendo a Von Neumann un conjunto & es un
ordinal si satisface las siguientes condiciones:

sl T € o, entonces = C «,
siz,y€a,entoncesr €y V r=y V yE€x.

La clase de los ordinales QN esta bien ordenada por la inclusién y
generalmente escribiremos a < § para o C . El orden estricto es sélo
la pertenencia. Por lo tanto cada ordinal es igual al conjunto de los
ordinales mas pequenos que él: @ = {f# € ON : < a}. Todo conjunto
bien ordenado es isomorfo a un tinico ordinal.

Para cada @ € ON el conjunto @ + 1 = aU {a} es un ordinal y es
el sucesor inmediato de . Ordinales # que no son de la forma a + 1
son llamados limites. El ordinal infinito méas pequeno es denotado por
w y es conocido como el conjunto de los numeros naturales. Ya que los
elementos consecutivos de w son 0 =, 1 = {0}, 2= {0, {0}},...

Cada subconjunto A C ON tiene un supremo supA = [JA y
también tiene un infimo infA = () A.

Nimeros cardinales.

Un ordinal & € ON es llamado un cardinal si para cada o < K no
existe una funcién uno a uno de a sobre k. Para cada conjunto A existe
un tinico cardinal  tal que existe una biyeccién f : A — K, escribimos
k = |A|. Los nimeros ¢ € w son las cardinalidades de los conjuntos
finitos y w es la cardinalidad de los conjuntos numerables. Cardinales
infinitos consecutivos son denotados por simbolos

W=wp < W <Wg <...
Esto es, w; denota al cardinal no numerable mas pequeno. Para un
ordinal limite definimos la nocién de cofinalidad
cof(a) =min{|A| : ACa A supA = a}.

Cardinales que satisfacen que k& = cof(k) son llamados regulares.
Por ejemplo w y todos los cardinales no limites (i.e., de la forma
K = Wq41) son cardinales regulares.

Para conjuntos arbitrarios A, B el conjunto A® consiste del con-
junto de todas las funciones de B en A, cardinalidad de A? es denotada
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por £* donde [A| =k y |B| = . Para A > w sea k<* = sup{x® : a <
A}

A continuacién veremos una técnica muy 1til para verificar que
ciertos espacios tienen la ccc (ver definicién en el siguiente capitulo).

0.1. DEFINICION. Una familia A de conjuntos es llamada un A-
sistema si existe un conjunto fijo r, llamado la raiz del A-sistema, tal
que a¢N b = r cada vez que a,b son elementos distintos de Ry.

El principal resultado sobre A-sistemas es el llamado A-lema el cual
enunciaremos a continuacién.

0.2. LEMA. (A-lema) Si A es una familia no numerable de conjun-
tos finitos, existe un subconjunto no numerable B C A que forma un
A-sistema.

DEMOSTRACION. Sin perdida de generalidad podemos suponer que to-
dos los elementos de A tiene la misma cardinalidad. Ahora probaremos
el problema por induccién sobre n (donde n es la cardinalidad de los
elementos de A ). Si n = 1 entonces A es un A-sistema con raiz (.
Supongamos que el lema se sigue para n y que |X| = n + 1 para todo
X € A. Si existe un elemento o que pertenece a una cantidad no nu-
marable de X € A, aplicamos la hipotesis de induccién a la coleccién
{X\{a}: X €A N a€ X}, y obtenemos un B con las propiedades
requeridas. De otro modo, cada a pertenece a una cantidad numerable
de X € A, y construimos una coleccién ajena B = {X, : @ € w;},
como sigue, por induccién sobre a. Dado X¢, £ < a, encontramos
X = X,A que es ajeno de todos los X, £ < a. O

A continuacién probaremos una version del teorema de Lowenheim-
Skolem-Tarski de teoria de modelos, la siguiente versién puramente
combinatoria del teorema es aplicada frecuentemente en teoria de con-

juntos.

0.3. DEFINICION. Una funcién n-aria sobre A es una funcién f :
A" - Asin >0y unelementode Asin=0. Si B C A, decimos que
B es cerrado bajo f si y sélosi f[B"] C B (o f € B cuando n = 0).
Una funcién finitaria es una funcién n-aria para algun n € w. Si J
es una familia de funciones finitarias y B C A, la clausura de B con
respecto a J es el minimo C' C A tal que B C C' y C es cerrado bajo
todas las funciones en 7.
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0.4. TEOREMA. Sea £ un cardinal infinito. Supongamos que B C
A, |B| £ K, ¥y J es una familia de < & funciones finitarias sobre A.
Entonces la clausura de B bajo J tiene cardinalidad menor .

DEMOSTRACION. Si f € Jy D C A,sea f*D = f|D"] si f es n-aria,
o {f} si n=0. Note que |D| £  implica que |f* D| < k. Sea Cy = B
Y Coy1 = CoUU{f *#Cy : f € T}. Entonces C, es la clausura de B
bajo J y la cardinalidad de C,, es < k. O



CAPITULO 1
Diamante y el axioma de Martin.

1. INTRODUCCION

En este capitulo veremos el axioma de Martin y el axioma de dia-
mante, que son dos de los axiomas que maés aplicaciones tienen en la
topologia general. Veremos algunas equivalencias de estos axiomas y
desarrollaremos las herramientas conjuntistas necesarias para probar
la independencia de la conjetura de Moore en el capitulo 3.

2. AXIOMA DE MARTIN

En esta seccién introduciremos uno de los temas centrales de este

trabajo, el axioma de Martin (MA). Contrario a los axiomas basicos
de ZFC, el axioma de Martin no pretende ser un principio ”intuiti-
vamente” evidente, de hecho a primera vista luce bastante extrafio y
carente de motivacién. Su motivacidn original nacié de algunos detalles
técnicos de ciertos argumentos de forcing.
El axioma de Martin puede ser facilmente definido topolégicamente
como la siguiente asercién: ningun espacio compacto T3 con la c.c.c. es
la unién de < 2* cerrados densos en ninguna parte. Aunque esta versién
de MA es muy accesible, tiene la desventaja de ser dificil de aplicar di-
rectamente. Asi que vamos a dar una versién de MA en términos de
ordenes parciales. Esta forma es un poco mas dificil de comprender,
pero mas facil de aplicar una vez entendida. Después probaremos que
las dos versiones son equivalentes.

1.1. DEFINICION. Un espacio topolégico X cumple la condicién
de la cadena contable (c.c.c.) si cualquier familia de abiertos no vacios
ajenos por pares tiene cardinalidad < w;.

Empezaremos por fijar nuestra notacién para ordenes parciales.
Para empezar serd mas conveniente tomar < como nuestro simbolo
basico y definir < en terminos de < .
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1.2. DEFINICION. (a) Un pre-orden parcial es un par (P, <) tal
que P # @ y < es una relacién sobre P que es transitiva y reflexiva.

Los elementos de P son llamados condiciones.
(b) (P,<) es un orden parcial si y s6lo si es un pre-orden parcial y

VP €P(P<g A g<sp —p=9)
En este caso, definimos p< g siysélosip<qyp#yq.

1.3. DEFINICION. Sea (P, <) un pre-orden parcial. Una cadena en
P es un subconjunto C' C P tal que:

Vp,g€ C (p<q V g <p).Y decimos que p y ¢ son compatibles
si existe r € P (r < py r < q); y son incompatibles (p L g) si no son
compatibles. Una anticadena es un subconjunto A C P tal que para
todop,g € A((p#4q) —pLaq)

1.4. DEFINICION. Un pre-orden parcial (P, <) tiene la condicién
de la cadena contable (c.c.c.) si cada anticadena en P es numerable.

1.5. DEFINICION. Sea (P, <) un pre-orden parcial.

1. DCPesundensoenP siparatodop € Pexisteung¢<p(ge
D).

2. G CPesun filtro sobre P si:

(a) Vp,geGIreG(r<p Ar<q),y

(b) VpeEGVYgeP(p<g— q€Q).

1.6. DEFINICION. MA(k) es la siguiente asercién: Si (P, <) es un
pre-orden parcial no vacio con la c.c.c., y D es una familia de < &
subconjuntos densos de IP, entonces existe un filtro G en P tal que para
todo D € D (GND # 0). Y MA es la siguiente afirmacién: para todo
Kk < 2¥(MA(K)).

1.7. LEMA. (a) Si & < K/, entonces MA(k') implica MA(x).
(b) MA(2¥) es falso.
(c) MA(w) siempre se cumple.
DEMOSTRACION.
(a) La prueba de (a) es clara.
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(b) SeaP={p:pCwx2 A |p|]<w A pes funcién}.

Decimos que p < ¢ si ysélosi g C pi.e. (siy sdlosip extiende
a q como funcién). P tiene claramente la c.c.c. ya que [P| = w.
Para cada n € w, sea D, := {p € P : n € dom(p)}. Dado
pEP, pe D, og<pdondeq:=pU(n,0) € D,; porlo tanto
D,, es denso en P para todo n € w. Para cada h € 2* definimos
Ep :={p € P: 3n € dom(p) (p(n) # h(n))}. Claramente E} es
denso para toda h € 2¥. Sea D := {D,,:n € w}U{E, : h € 2¥}.
La cardinalidad de D es ¢. Ahora, si existiera un filtro G D-
genérico, entonces fg := | J G seria una funcién de w en 2 distinta
de cualquier funcién de w en 2, lo cual es imposible.

(c) Dada una familia D = {D, : n € w} de conjuntos densos, defini-
mos por induccién sobre n una sucesién de puntos en P como
sigue: Sea py un elemento cualquiera de P (ya que P # 0).
Supongamos que tenemos elegidos {px : k < n}; entonces es-
cogemos P, como una extensién de p, en D,. Esto es posible
va que D, es denso. Sea G el filtro generado por {p, : n € w};
ie., G:={g€P:3n (¢g=>p,}; entonces G es un filtro y para
todo n (G N D, # 0). O

Ahora veremos algunas aplicaciones del Axioma de Martin en la topolo-
gia general. La siguiente consecuencia de M A(k) es de hecho equiva-

lente a M A(k).

1.8. TEOREMA. Supongamos que MA(k) se cumple. Sea X un
espacio compacto, Hausdorff con la c.c.c. y sea U, un subconjunto
abierto denso de X para cada o < k. Entonces [, Us # 0.

DEMOSTRACION. Sea P := {p C X : p es abierto A p # 0}, con
p < g siysélosi p C g; entonces, p L g si sélosi pNg = 0.
Asi que P tiene la c.c.c. ya que X la tiene. Para cada o < & , sea
D, :={p€P:cl(p) C U,}; D, es denso en el orden de P ya que U, es
denso en el espacio X y X es un espacio regular. Si tomamos un filtro
G tal que GN D, # () para todo a < K, entonces {cl(p) : p € G} tiene
la p.i.f. (propiedad de la interseccién finita). Pero X es compacto,

entonces [){cl(p) : p € G} # 0. Por lo tanto [, Us # 0. O

Si & = w, el teorema anterior es sélo el Teorema de Baire y no
requiere que X tenga la c.c.c., como en la prueba en ZFC de M A(w) la
cual tampoco requiere la c.c.c. Consideraremos un ejemplo para ver
que la hipotesis de tener la c.c.c. no es superflua.
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Sea P:={p:pCwxXw A |pl<w A pes funcién}. Para
cada a < w; definimos D, := {p € P : a € ran(p)}; claramente cada
D, es denso. No puede existir un filtro G tal que GN D, # (} para
todo @ < w; ya que esto implicaria que ran(|J G) = wy; i.e., existe una
funcién de w sobre w; lo cual es una contradiccién. Por supuesto P no
tiene la c.c.c. ya que {{0,a) : @ < w;} es una anticadena no numerable.

1.9. LEMA. M A(k) es equivalente a M A(k) restringido a conjun-
tos parcialmente ordenados de cardinalidad < k.

DEMOSTRACION. Asumimos la forma restringida de MA(k), y sea
(Q, <) un parcialmente ordenado con la c.c.c. de cardinalidad arbi-
traria, y D una familia de £ & subconjuntos densos de Q. Encon-
traremos un filtro /' en Q que intersecte a cada D € D aplicando la
forma restringida de M A(k) a un sub-orden P C Q con |P| < k.

Mostraremos que podemos encontrar un P C @ tal que:

1 [P <&

2. DNP es denso en P para cada D € D.

3. Para cada p,q € P, p,¢ son compatibles en P si y sélo si son

compatibles en Q.
Para D € D, sea fp: Q — Q tal que:

V€ Q (fo(p) €D A fo(p) <p),

yseag:Q xQ— Q tal que

Vp,q € Q (p,g compatibles — g(p,q) <p A g(p,g) < q)-

Sea P C Q tal que |P| < x y P es cerrado bajo g y cada fp (ver los
preliminares). P satisface (3) por ser la clausura bajo g y (2) por ser la
clausura bajo fp. (3) implica que P tiene la c.c.c., asi que aplicando
M A(k) restringido a P, obtenemos un filtro G sobre P tal que para
toda D € D (GNDNP # (). Si H es el filtro generado por G, i.e.,
H={€Q:3p¢€ G(p < q)}, entonces H es un filtro en Q que
intersecta a cada D € D O

Ahora vamos a probar que la conclusién del teorema 1.8 implica
MA(k), la demostracién la haremos en el contexto de las algebras
booleanas, por lo que revisaremos algunas nociones bésicas. Si B es
una algebra booleana, denotaremos generalmente por < el orden de B.
Si a,b € B, aV b es la minima cota superior de {a,b}, y a Abes la
méxima cota inferior. ' es el complemento de «. 1,0 son el méximo y
el minimo de B, respectivamente.

B es llamada completa si cada subconjunto S C B tiene ambos un
supremo y un infimo, denotados por \/ S, A S respectivamente.
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Una anticadena en B es un conjunto A C B\ {0} tal que Y a,b €
A(@#b — aAb=0) Observemos que A es realmente una
anticadena en B \ {0} en el sentido de ordenes parciales. Decimos
que B tiene la c.c.c. si toda anticadena es numerable. Por un filtro
sobre B, entendemos un filtro sobre el parcialmente ordenado B\ {0}.
Por MA restringido a algebras booleanas completas, nos referimos a
MA restringido a parcialmente ordenados de la forma B\ {0} para
alguna élgebra booleana completa B con la c.c.c. Vamos a describir un
procedimiento general para asociarle a cada parcialmente ordenado un
algebra booleana completa.

1.10. LEMA. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Entonces
existe un algebra booleana completa B y una funcién 2 : P — B\ {0}
tal que:

1. 2|P] es denso en B\ {0}.

2.Vp,g€P(p<q — op) <u(g)).

3.Vp,g€P (pLlg < op)A(g)=0).

En la mayoria de los casos de interés, 2 serd uno a uno y V p,q €
P (p<q < 1p) <uq)), asi que podemos identificar a P con un sub-
orden de B. Sin embargo, si por ejemplo, todos los elementos de P son
compatibles, entonces B = {0,1} e2(p) =1 paratodop € P. B es lla-
mada la completacién de P; la cual es tnica salvo isomorfismos. Pode-
mos pensar a los elementos de B como supremos formales de subcojun-
tos de P, aunque nuestra prueba serd topoldgica. Recalcamos que si X
es un espacio topolégico, podemos definir el 4lgebra de los regularmente
abiertos de X, ro(X). Los elementos de ro(X) son los subconjuntos
regularmente abiertos b C X y b < ¢ « b C c¢. Las operaciones alge-
braicas en ro(.X) son como sigue: bAc = bNc; bVe = int(cl(bUc)); ¥ =
int(X \ b). ro(X) es completa, y si S C ro(X), /S =int(cl(US)) y
A S =int([)S). Ahora empezaremos la prueba del Lema 1.10.

DEMOSTRACION. Definimos una topologia sobre P como sigue. Si p €
P sea N, := {q € P: ¢ < p}. Le damos a P la topologia cuya base es
{N, : p € P}. Los N, forman una base ya que g € N, — N, C N,.
Esta topologia no es generalmente Hausdorff, ni si quiera 7). Para
p, N, es el abierto mas pequeno que contiene a p. Sea B := ro(P)
y sea 1(p) := int(cl(Np)). Para verificar (1), sea b cualquier conjunto
regularmente abierto no vacio. Fijemos p € b, entonces N, C b, asi que
1(p) = int(cl(N,)) C int(cl(b)) = b. (2) es obvio. Para (3), supongamos
primero que p, g son compatibles, y fijamos r < py r < ¢g. Por (2) ,
i(r) < ip) y ur) < 1(g), asi que i(p) A2(g) # 0. Reciprocamente,
supongamos que p L g; entonces N, N N, = (). Como N, es abierto,
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cl(Np) N Ny = 0, asi que 1(p) N Ny = nt(cl(N,) N Ny = 0. Debido a
que 1(p) es abierto, el mismo argumento aplicado a g nos lleva a que
up) Au(q) = 0. O

1.11. TEOREMA. Paracadak 2> w, M A(k) es equivalente a M A(k)
restringido a dlgebras booleanas completas.

DEMOSTRACION. Supongamos que MA(k) se cumple restringido a
algebras booleanas completas. Sea P un conjunto parcialmente orde-
nado arbitrario con la c.c.c. y D una familia de < & subconjuntos den-
sos de P. Sean B e 2 como en el lema anterior. B tiene la c.c.c., ya que
si {by : @ < w;} fuera una anticadena en B, entonces podriamos, por
(1) del lema anterior, encontrar p, tal que 2(p,) < ba; entonces por (2),
del lema anterior, {p, : @ < w; } serfa una anticadena en P. También,
si D € D, entonces 2[D] es denso, ya que si b € B\ {0}. existe p € P
con(p) < b y g€ D(g <p); estoimplica que i(q) < b (:(g) € ¢[D]).
Ahora, por MA restringido a algebras booleanas completas, existe un
filtro G en B tal que GN1[D] # @ para todo D € D. Sea H :=171[G];
entonces H N D # ) VD € D. Desafortunadamente, H puede que no
sea un filtro. Es claro por (2) que H satisface:

(b) Vpe HV¥geP (¢ = p — g€ H). La dificultad es con:

(a) Vppge H3re Hr <p A r<q)

Sip,q € H, entonces p y g son compatibles por (3), pero puede que
no tengan una extensién comin en H. Para remediar esto. definimos:

Dpg:={reP:(r<pAr<q) VrlgVrlp}

D,q es denso para cada p, g € P. Para ver esto, fijemos ry € P. Siry
tiene una extensién incompatible con p o con ¢, entonces tal extension
estd en Dyy. Si no, entonces, en particular, 7o es compatible con p, asi
que fijemos 7y, tal que 1y <19 y 71 < p. Como 7 es compatible con g,
fijamos 73 tal que 7o < 77 y rp < ¢. En vista de que ry < p,72 es una
extensién de rg en D,,. Ahora, si [P| < K, podemos suponer que cada
Dpy € D ya que |D U {D,y, : p,g € P}| < k. En este caso si p,g € H,
fijamos r € H N Dp,. Debido a que los elemetos de H son compatibles
dos a dos, no podemos tener quer L g V r Lp,asiquer < ¢ yr <p.
Entonces (a) se satisface y por lo tanto H es un filtro. Hemos probado
que M A(k) restringido a dlgebras booleanas completas implica M A(x)
restringido a ordenes parciales de cardinalidad < &, pero esto implica
MA(k), por el lema 1.9. O

Finalmente, mostraremos que MA es equivalente a una proposicién
puramente topoldgica.
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1.12. TEOREMA. Para cada £ 2> w, las siguientes proposiciones
son equivalentes:

a) MA(k).

b) M A(k) restringido a parcialmente ordenados de cardinalidad <
K.

¢) MA(K) restringido a édlgebras booleanas completas.

d) Si X es un espacio compacto, Hausdorff con la c.c.c. y {Ua}acx
es una familia de abiertos densos entonces [, Ua # 0.

DEMOSTRACION. (a), (b) ,(c) son equivalentes por 1.9 y por 1.11, y (a)
— (d) es el contenido del teorema 1.8. Sélo falta probar, digamos, (d)
— (c). Sea B un élgebra booleana y D una familia de < & subconjuntos
densos de B\{0}. Sea X el espacio de Stone de B. Esto es, los elementos
de X son todos los ultrafiltros sobre B, y si b € B un abierto basico

estd dado por

NbZZ{GEX:bEG}.
X es un espacio compacto Hausdorff. Ademas N,N N, =
bAc=0, asi que X tiene la c.c.c. Para cada D € D sea

WD = U{Nb ¥ b € D}

Cada Wp es abierto por ser unién de abiertos. Wp es denso (en el
sentido topoldgico), ya que si N, fuera ajeno de Wp, entonces cAb =0
para todo b € D, lo cual se debe a que D es denso (en el sentido del
orden) entonces contiene una extensién de c. Por (d) podemos elegir un
G € ({Wp : D € D}. Entonces G es un filtro (de hecho un ultrafiltro)
y para cada D € D, G € Wp implica que existe b € D(G € N,) o
que existe b€ D(b€ G),o GND # 0. O

3. EL PROBLEMA DE SUSLIN

Recordemos que un espacio X tiene la c.c.c. si toda familia de
abiertos ajenos no vacios es numerable. Si X es numerable, entonces,
trivialmente X tiene la c.c.c. Si X es no numerable, entonces X puede
que no tenga la c.c.c.; por ejemplo, si X tiene la topologia discreta,
entonces los singuletes forman una familia no numerable de abiertos
ajenos no vacios. Un ejemplo no trivial de un espacio con la c.c.c. es
R con la topologia usual, esto se sigue de que R es separable.

1.13. LEMA. Si X es separable, entonces X tiene la c.c.c.
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DEMOSTRACION. Sea D C X un denso numerable. Si U,(a < w)) son
abiertos ajenos no vacios, entonces podemos elegir do, € D N U,. Pero
todos los durs son distintos lo cual deja una contradiccién. a

Mas adelante veremos que el reciproco no es necesariamente cierto.
Sin embargo, si consideramos esta propiedad para espacios ordenados,
la respuesta de si estas condiciones son equivalentes es independiente
de ZFC, como veremos mas adelante en los teoremas 1.18 y 1.54.

1.14. DEFINICION. Una linea de Suslin es un conjunto totalmente
ordenado (X, <) tal que, en la topologia del orden, X es c.c.c. pero no
es separable. La hipétesis de Suslin (SH) es la afirmacidn: no existen
lineas de Suslin.

SH se origina, naturalmente, en un intento de caracterizar el tipo
de orden de los niimeros reales (R, <). Es bien conocido que cualquier
conjunto totalmente ordenado (X, <) satisfaciendo:

(a) X no tiene primer ni 1iltimo elemento,

(b) X es conexo en la topologia del orden, y

(c) X es separable en la topologia del orden,
es isomorfo a (R, <). En 1970 Suslin (ver, [Suslin 1970]) se pregunté si
la condicién (c) de la lista anterior podia ser reemplazado por:

¢') X es c.c.c. en la topologia del orden.

Claramente, bajo SH (c) y (c’) son equivalentes, y uno puede
mostrar que si hay una linea de Suslin, entonces hay una linea satis-
faciendo (a) y (b). Esto es, SH es equivalente a que (a), (b) y (c’)
caracterizen el orden de (R, <).

Una pregunta natural acerca de una propiedad topoldgica es si ella
es preservada bajo productos. Por ejemplo el producto de dos espacios
separables es separable ya que si D es denso en X y F es denso en
Y, entonces D X E es denso en X x Y. Sin embargo, la separabilidad
no se preserva bajo productos arbitrarios (de hecho se preserva para ¢
factores pero no para ¢t factores, ver [Eng 1980]).

La pregunta de si el producto de dos espacios con la c.c.c. tiene
la c.c.c. es (como veremos) independiente de ZFC; esta es cierta si
suponemos MA + ~C'H pero falla si suponemos . La c.c.c. tiene
la extrana propiedad de que si es preservada bajo productos con dos
factores, es preservada bajo productos arbitrarios. Para ver esto note-
mos que si el producto de dos espacios c.c.c. es c.c.c. entonces por
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induccién esto se cumple para un nimero finito de factores. Ahora
pasemos a productos arbitrarios.

1.15. TEOREMA. Supongamos que X;(: € I) son espacios tales
que para cada r C I finito, [];., X; es c.c.c. Entonces [],., X; tiene la
C.C.C.

DEMOSTRACION. Supongamos que U, (@ < w;) son abiertos ajenos
no vacios en [];.,; X;. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que los U, son abiertos basicos canénicos. Entonces cada U, depende
de un conjunto finito de coordenadas, a, C I. Por el lema de la raiz
(vease la seccién de preliminares) existe un A C w; no numerable tal
que {a, : @ € A} forma un A-sistema con raiz r. r es no vacio, ya que
a, Nag = () implica que U, N Ug # 0. Sea m(U,) la proyeccién de U,
en [[;c, Xi. Pero entonces m(U,) (o € A) forman una familia ajena no
numerable en [, X;. ]

Como un simple ejemplo de este teorema vemos que 2* tiene la
c.c.c. para todo x donde 2 = {0,1} con la topologia discreta. Es un
facil ejercicio ver que si Kk > ¢, este espacio es un ejemplo de un espacio
c.c.c. no separable.

Ahora veremos que bajo M A+~CH, cualquier producto de espacios
C.C.C. es c.C.C.

1.16. LEMA. Suponiendo MA + ~CH. Sean X un espacio c.c.c.
¥ {Ua : @ < wy} una familia de subconjuntos abiertos no vacios de X,
entonces existe A C w; no numerable, tal que {U, : @ € A} tiene la
p.i.f.
DEMOSTRACION. Sea V, = (., U,. Entonces o < 8 implica V3 C V.
Veamos primero que existe o, tal que

VB> a(Vp=Va). (¥)

Si no existiera tal , podriamos encontrar una sucesién creciente de
ordinales ag(§ < w,) tal que para cada & V,,,, # Vi, por lo cual
Vae \ Vae,, # 0. Estos conjuntos son abiertos y ajenos por pares, lo cual
contradice que X tiene la c.c.c.

Fijemos a tal que a cumple (), y sea P = {p C V, : p = int(p) A
p # 0}. P tiene la c.c.c. ya que X la tiene. Si G es un filtro en P,
entonces G tiene la pif, asi definimos

A={y<w:3Ip€CG (pclU,)}.
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Entonces {U, : v € A} tiene la pif. Veamos que |A| = w,. Para eso
basta ver que A es no acotado en w;. Sea

Dy={peP:3 > BlpC Uy}

Para ver que Dy es denso, notemos que por (*), V, C Vj, sip € P,
entonces p N Vi # 0, entonces pN U, # () para algiin v > f3; es decir,
pN U, es una extensién de p en Dg. Ahora, si GN Dg # 0, entonces
existe v € A tal que v > . Por lo tanto, si G intersecta a Dy para
todo 8 < w; entonces A es no acotado en w;. O

1.17. TEOREMA. Suponiendo M A(w;), cualquier producto de es-
pacios c.c.c. es c.c.c.

DEMOSTRACION. Por el teorema 1.15 es suficiente probar el resultado
para un producto de dos espacios. Sean X, Y dos espacios con la c.c.c.,
y supongamos que X X Y no tiene la c.c.c. Sea {W, : @ < w;} una
familia de abiertos ajenos no vacios de X x Y. Podemos suponer que
W, = U, x V,. Por el lema anterior, sea A C w; no numerable tal que
{U, : a € A} tiene la pif. Esto essi a, 8 € A entonces U,NUs # @ pero
(Ua X Va) N (Ug % V) = 0, asi que V3NV, = @. Entonces {V, : a € A}
contradice que Y tiene la c.c.c. O

1.18. TEOREMA. MA(w;) — SH.

DEMOSTRACION. Esinmediata del teorema anterior y el siguiente lema.
O

1.19. LEMA. Si X es una linea de Suslin, X2 no es c.c.c.

DEMOSTRACION. Si a,b € X y a < b, por (a,b) denotaremos al in-
tervalo abierto, {z € X : @ < z < b}. Por induccién sobre a < w,

encontraremos @a, b, ca € X tales que:

(1) dg € by € Ca:

(2) (@a,ba) #0 y (ba,ca) # 0.

(3) (@asca)N{be: E<a} =0.
Suponiendo que podemos lograr esto, sea U, = (aq,ba) X (ba, €s). Por
(2) U, es no vacio. Si £ < o, entonces Ug N U, = 0, ya que por (3)
be < a, en cuyo caso (ag,be) N (aa,ba) = 0, 6 b > ca, y en este caso
(b, c¢) N (bay o) = 0. Por lo tanto X? no tiene la c.c.c.
Para encontrar a,, ba, ¢o , sea W igual al conjunto de todos los puntos
aislados de X. Como un punto aislado es abierto y X tiene la c.c.c.,
W es numerable. Ahora supogamos que hemos elegido a¢, b, ¢ para
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€ < a. Como X no es separable X \ (W U {b¢ : £ < a}) es un abierto
no vacio, y entonces contiene un intervalo abierto no vacio (aq,cq)-
Como (aa, ¢a) no contiene puntos aislados, es infinito; asi que podemos
escojer b, € (aq,Ca) tal que (@a,ba) # 0 y (ba,ca) # 0. O

Nuestra definicién de linea de Suslin, permite a una linea de Suslin
tener hoyos o puntos aislados. Mostraremos que la podemos manipular
para conseguir una linea de Suslin con mejores propiedades.

1.20. TEOREMA. Si hay una linea de Suslin, entonces hay una
linea de Suslin X tal que

1. X es denso en s mismo (i.e. a < b— (a,b) #0),y
2. ningin subconjunto abierto no vacio de X es separable.

DEMOSTRACION. Sea Y una linea de Suslin. Definimos una relacién
de equivalencia ~ sobre ¥ como sigue:

xz ~ y > el intervalo entre ellos ( (z,y) si z < y o (y,z) si y < z)
es separable. Sea X el conjunto de clases de equivalencia. Si ] € X,
entonces / es convexo i.e., z,y € [ y z < y implican que (z,y) € I.
Ordenemos totalmente a X por la siguiente relacién I < J «» 3z € [

yy e J(z<y).

Note que cada I € X es separable. Para constatar esto, sea M una
coleccién maximal de intervalos abiertos ajenos no vacios de la forma
(z,y) con z,y € I. M es numerable ya que Y tiene la c.c.c., asi que
M = {(zn,yn) : n € w}. Ya que T, ~ Yn, podemos tomar un denso
numerable Dy, de (zn,yn). Sea D = |J,,.,, Dn; entonces D es denso en
Unew(@n,¥n)- Si 2 € I y z € (z,y) C I, entonces (z,y) intersecta a
algtin (z,,y,) por la maximalidad de M; esto implica que z € cl(D), a
menos que z sea el primer o el tiltimo elemento de I. Esto es, D junto
con el primer y tltimo elemento ( si I tiene primer o tltimo elemento
) forman un denso numerable de /.

Para ver que X es denso en si mismo, supongamos que | < J pero que
(I,J)=0. Elijamosz € I yy € J, entonces (z,y) C U J, el cual es
separable , asi que z ~ y, una contradiccién.

Para verificar (2), es suficiente ver que (I, J) no es separable si [ < J.
Supongamos que (1, J) es separable. Sea {K, : 2 < n < w} un denso
en (I,J),ysean Ko =1, K, = J. EnY, sea D, un subconjunto denso
numerable de K, entonces  J,,_, Dn esdensoen | J{L: I < L < J}, asi
los puntos de I son equivalentes a los puntos de J, una contradiccién.
Finalmente, nos falta verificar que X tiene la c.c.c.. Supongamos que
(Iay Ja) (@ < w)) es una coleccién de intervalos abiertos ajenos en X.
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Sean z, € I4 ¥ Ya € Ja, entonces los intervalos (z,,ya) serian ajenos
y no vacios en Y. O

4. ARBOLES.

En estd seccidén estudiaremos a los arboles los cuales nos permitiran
relacionar el axioma de diamante con la hipotesis de Suslin y poste-
riormente nos serviaran para construir uno de los principales ejemplos
de espacios de Moore.

1.21. DEFINICION. Un arbol es un conjunto parcialmente orde-
nado (T, <) tal que para todaz € T, {y € T : y < z} estd bien
ordenado por <.

1.22. DEFINICION. Sea T un arbol

(2) Si z € T, laaltura de z en T, la cual denotamos por ht(z,T'),
es igual al tipo de orden del conjunto {y € T : y < z}.

(b) Para todo ordinal «, definimos el a-esimo nivel de T, el cual
denotamos por Levy(T), como {z € T : ht(z,T) = a}.

(c) La altura de T, la cual denotamos por ht(T), es igual al min{a
Lev,(T) = 0}.

(d) Un subéarbol de T' es un subconjunto 7" C T con el orden de T
inducido tal que:

VeeTVyeT(y<z — yeT).

1.23. DEFINICION. Sea T un arbol. Una cadena en T es un sub-
conjunto C' C T el cual es totalmente ordenado por <. Una anticadena
en T es un subconjunto A C T, tal que:

Ve,yeAlz#y — (z€y A yfa)

1.24. DEFINICION. Para cualquier cardinal infinito &, un x-arbol
de Suslin es un 4rbol 7', tal que |T| = k y cada cadena y anticadena

tiene cardinalidad < k.
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Los arboles de Suslin fueron introducidos por Kurepa (ver, [Kurepa
1936]) quien mostré que existe un w;-arbal de Suslin si y sélo si existe
una linea de Suslin. Si & es un cardinal singular entonces facilmente se
puede construir un x-arbol de Suslin, por lo que sélamente nos intere-
sard el caso en que K sea un cardinal regular.

1.25. DEFINICION. Para cualquier cardinal regular x, un k-arbol
es un arbol T' de altura & tal que para todo a < k(|Lev,(T)| < K).

1.26. LEMA. Si k es un cardinal regular, entonces cada k-arbol de
Suslin es un k-arbol.

DEMOSTRACION. Levuk(T) = 0, ya que si z € Lev(T), {y: y < =}
seria una cadena de cardinalidad k. Lo cual implica que ht(T') < k.
Como cada nivel Lev,(T') es una anticadena, |Leva(T)| < K, ya que
IT) =Ky T =J{Leva(T) : @ < ht(T)}. La regularidad de « implica
que hi(T) = &. O

1.27. LEMA. (Konig) Si T es un w-drbol, entonces 7" tiene una
cadena infinita.

DEMOSTRACION. Sea zo € Levy(T) tal que {y € T : y > =z} es
infinito. Esto es posible ya que la altura de T es w y |Lewg(T)| <
w. Por un argumento similar, podemos escoger inductivamente z,, €
Lev,(T) tal que para todo n € w, T,y > T, ytal queel {yeT:y>

Zny1} es infinito. Entonces {z, : n € w} es una cadena infinita de 7.
d

1.28. DEFINICION. Para cualquier cardinal regular x, un x-arbol
de Aronszajn es un k-arbol tal que cada cadena en T es de cardinalidad

< K.

Esto es, cada k-arbol de Suslin es un k-arbol de Aronszajn y el
Lema 1.27 nos dice que no existen w-irboles de Aronszajn. En w la
situacién es diferente ya que la existencia de un w;-arbol de Suslin es
independiente de ZFC, mientras siempre existen w;-adrboles de Aron-
szajn. De aqui en adelante, por un arbol de Aronszajn y un
arbol de Suslin entenderemos un w;-arbol de Aronszajn y de
Suslin respectivamente. Ahora procederemos a probar la existencia
de irboles de Aronszajn.

1.29. TEOREMA. (Aronszajn). Existe un arbol de Aronszajn.
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DEMOSTRACION. Sea
T = {s €' w: s es inyectiva }.

Esto es, T es un subarbol de <“'w. Ademaés, ht(T) = w;, ya que para
cada @ < wj, existe una funcién uno a uno de o en w. Si C es una
cadena no numerable en T, entonces | J C seria una funcién uno a uno de
w) en w; por lo tanto cada cadena es numerable. Desafortunadamente,
T no es de Aronszajn, ya que Lev,(T') es no numerable para w < a <
w;. Sin embargo, definiremos un subéarbol de 7' el cual es Aronszajn.
Si s,t € %w definimos s ~ t si y sélo si {£ < a: s(§) # t(£)} es finito.
Encontraremos s, para o < w; tal que:

(i) 8¢ € ®*w y 8, es uno a uno.

(i) a< B — Spla™~ Sar ¥y

(iii) w \ ran(sa) es infinito.
Supongamos que podemos construir a los s,. Sea

™ = U {t € Levy(T) : t ~ s,}.
a<w]

Por (ii), 7" es un subarbol de T". Por (i) s, € T*, asi que Lev,(T™) # 0.
Por otro lado T* es un w-érbol, ya que {t €* w : ¢t ~ S, } es numerable.
Es decir, T* es un arbol de Aronszajn.

Escojamos a los s, por induccién. Dado s,, tomemos cualquier n €
w \ ran(sa) y sea say1 = Sa U {(a,n)}; aqui es donde usamos (iii).
Ahora supongamos que hemos construido s, para cada a < < donde «
es limite. Fijemos «, para n < w tal que ap < oy < ... y supa, = .
Sea tg = 84, € inductivamente definimos ¢, : @, — w tal que ¢, es
uno a uno, tn ~ Sa,, ¥ tntila, = tn. Sea t = |Jt,. Tenemos que
t € "w ytesuno a uno; si ponemos s, = t entonces (i) y (ii) se
cumplen claramente, pero (iii) puede no cumplirse. Para arreglar esto,
definimos s, (an) = ta,, ¥ 54(€) = t(§) para § € {o, : n € w}. Entonces

{t(agn+1) : n € w} C (w\ ran(s,)),

por lo tanto (iii) también se sigue. O

Ahora probaremos que hay una linea de Suslin si y sélo si hay un
arbol de Suslin. Pero primero haremos unas observaciones necesarias.

1.30. DEFINICION. Un k-arbol bien podado es un k-arbol T, tal
que |Lew(T)| =1y
Vz € TVa(ht(z,T) < a < & — 3y € Lev,(T))(z < y). ()
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1.31. LEMA. Sik es un cardinal regular y T es un s-arbol, entonces
T tiene un k-subarbol bien podado.

DEMOSTRACION. SeaT" = {z € T: |{z €T :z2>z}| =k}. T es
claramente un subérbol de T'. Para verificar (*) de la definicién 1.30 7",
fijamos z € T" y « tal que ht(z,T) < a < k. Sea Y = {y € Lev,(T) :
z < y}. Por definicién de 7" y el hecho de que |Levg(T)| < k, {z €
T:z>z A ht(2,T) > a} tiene cardinalidad x, y cada elemento de
este conjunto esté por encima de algiin elemento de Y. Como |Y| < k,
existe y € Y, tal que [{z € T : z > y}| = K, y este y estd en T". Un
argumento similar muestra que Levy(T") # 0, asi que 7" # (. Ahora
para cada z € Levy(T"), {y € T' : y = z} es un subarbol bien podado
deT. O

1.32. LEMA. Si & es regular, T un s-arbol de Aronszajn bien po-
dado y z € T, entonces

Vn <w3a > ht(z,T)(|{y € Leva(T) : y > z}| =2 n).

DEMOSTRACION. Para n = 2, esto se sigue del hecho que {y : y > z}
intersecta a todos los niveles arriba de z y no puede formar una ca-
dena. Para n > 2, procedamos por induccién. Supongamos que el
lema se sigue para n, fijemos « > ht(z,T) y y,...,Yn distintos ele-
mentos de Lev,(T) con y; > z. Ahora, sea f > « tal que existen
Zn,2n41 € Levg(T) distintos con z,,2,4) > Yn. Para i < n, existe
% € Levg(T)(z > yi). Entonces el conjunto {2i,..., 2,41} prueba el
lema.

Ahora podemos probar que SH es equivalente a la no existencia de
un 4rbol de Suslin.

1.33. TEOREMA. Existe un arbol de Suslin si y s6lo si existe una
linea de Suslin.

DEMOSTRACION. Primero, sea T’ un 4rbol de Suslin. Por uno de los
lemas anteriores podemos suponer que 7" esta bien podado. Sea

L ={C CT:C es una cadena maximal en T'}.

Si C € L, entonces existe un ordinal h(C) tal que C' contiene exacta-
mente un elemento de Lev,(T') para @ < h(C) y ningiin elemento de
Lev,(T) para a 2 h(C). Como T es de Aronszajn, h(C) < w; y como
estd bien podado, una cadena maximal no puede tener un elemento
maximo, asi que cada h(C) es un ordinal limite. Para a < h(C), sea
C(a) el elemento de C en el nivel a.

Ordenemos L como sigue. Fijemos un orden total arbitrario < de 7.
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SiC,D € L,C # D, sea d(C, D) el minimo a tal que C(a) # D(a).
Observemos que d(C, D) < min(h(c), h(d)). Decimos que C' < D «
C(d(C,D)) < D(d(C,D)). Hemos usado < para definir un tipo de or-
den lexicogréifico en L. Es facil verificar que < es un orden total en L.
Ahora, vamos a demostrar que (L, <0) es una linea de Suslin.

Primero, para mostrar que L tiene la c.c.c., supongamos que {C¢, D) :
€ < w;} es una familia de intervalos abiertos ajenos no vacios. Esco-

jamos E¢ € (C¢, Dy), y escojamos ag, tal que
maz(d(Cy, Ee), d(Eg, De)) < ag < h(E);

entonces {E¢(o¢) : ag < wp} forman una anticadena en T, lo cual
contradice que T' es de Suslin.

Para mostrar que L no es separable, es suficiente ver que para cada
0 < wy, {C: h(C) < 4} no es denso en L. Fijemos z € Levs(T).
Por el lema anterior existe @ > d con tres elementos distintos y,z,w €
Lev,(T) arriba de z. Sean D, E, F elementos conteniendo a y,z,w
respectivamente. Digamos que ellos estan ordenados, D < E < F,
entonces (D, F') es un intervalo no vacio, pero como z € DN F, (D, F)
no contiene a ningin C € L con h(C) < ¢.

Reciprocamente, supongamos que tenemos una linea de Suslin (L, <).
Por el teorema 1.20 podemos suponer que L es densa en si misma y que
no tiene subconjuntos abiertos no vacios separables. Sea 7 el conjunto
de todos los intervalos abiertos no vacios de L; asi los elementos de J
son de la forma (a,b) con a < b. J esta parcialmente ordenado por la
inclusién inversa i.e. [ €< J « J C I. Definiremos un subconjunto
T C J tal que (T, <) es un arbol de Suslin. Para encontrar T', primero

encontraremos Jp C J para cada [ < w tal que:

1. los elementos de Jz son ajenos dos a dos.
2. |UJsesdensoen L,y
.sia<f, I € JyyJ € Js, entonces
()] InJ=0,6
(B)] JCTI ATI\J#0.
Supongamos que hemos construido tales subconjuntos. Sea T' = | J; J3.
Por (1)-(3), T es un éarbol y cada Jz es igual al Levg(T). SiAC T
es una anticadena, entonces los elementos de A son ajenos dos a dos,
asi que |A| € w. T no puede tener cadenas no numerables, ya que si
{I¢ : € < w,} fuera una cadena, con £ < — I < I, entonces, por
(3b),
g<n — (I,Cle A INT#0,

pero entonces {/¢ \ Te41 : € < w;} contradice que L tiene la c.c.c.. Fi-
nalmente, |T'| = w;, ya que (2) implica en particular que cada Jg # 0.
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Esto es, T es un arbol de Suslin.

Ahora contruiremos J3 por induccién sobre . Sea Jp cualquier sub-
familia ajena maximal de J; observemos que |JJ es denso por la
maximalidad. Dado J,, definimos J,+1 como sigue: Para [ € J,, sea
K ; una subfamilia ajena maximal de

(KeJ:Kcl A I\J#0}.
Sea Joi1 =|HK;: I € To}-

Finalmente, supongamos que -y es un ordinal limite y que hemos definido
Ja para cada a < 7y cumpliendo (1)-(3) para @ < 8 < . Sea

K={KeJ:Va<WVWIeT[INK=0 Vv (KcI A I\K #0)]},

y sea J, una subfamilia ajena maximal de K. Entonces (1) y (3) se
cumplen para todo @ < f < 4. (2) para f = 7 dice que ningun
J € J es ajeno de todos los elementos de J,; esto tltimo se sigue de
la maximalidad de 7, si podemos mostrar que para cada J € J,3K €
K(K C J). Sea E el conjunto de todos los extremos de todos los
intervalos en (J, .., Ja.- E es numerable y J no es separable, asi que si
fijamos K1 € J con Ky CJy KiNE = 0. Si I € U, Ja, entonces
K no contiene a los extremos de I, asi que INK; =0 6 K; C I.
Ahora tomemos K € J con K C K; y K, \ K # 0; entonces K C J y
Kek. O

5. EL FILTRO DE LOS CERRADOS Y NO ACOTADOS.

En esta seccién vamos a desarrollar el material béasico acerca de este

tema.

1.34. DEFINICION. Para cualquier conjunto no vacio A, un filtro
sobre A es un conjunto F C P(A) tal que:
(a) AeF NODgF.
(b) VX, Y € F (X NY € F).
(c) VXEF VYCA(XCY—-Y€F).
Para cualquier conjunto no vacio A, un ideal sobre A es un conjunto
Z C P(A) tal que:
(a) beZT N A¢T
(b) VX, Y €T (XUY €1I).
() VXeIVYCA(XDY =Y el).
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1.35. DEFINICION. Si Z es un ideal sobre A, el filtro dual de
I, al cual denotamos por Z* es {X € A: A\ X € Z}. Si F es
un filtro sobre A, el ideal dual de F al cual denotamos por F* es

{XCA;: A\X €F}.

1.36. OBSERVACION. Si 7 es un ideal sobre A entonces I* es en
efecto un filtro sobre A,

(a) A€ZI*yaquel = A\ A € T por ser un ideal, si ) € Z* entonces
A estaria en Z, contradiciendo el hecho de que Z es un ideal.

(b) Sea X € Z* y X C Y entonces A\ Y C A\ X, pero A\ X € I.
Esto implica que A\ Y € Z, por lo tanto Y € Z*.

(c) Sean X,Y € I*. Entonces A\ X, A\Y € Z. Como 7 es un ideal,
entonces (A\Y)U (A\ X) = A\ (X NY) € Z, y esto implica
que X NY € I*, por lo tanto Z* es un filtro. De manera analoga
podemos probar que el ideal dual es en efecto un ideal.

1.37. DEFINICION. Un ideal Z es sk-completo si VA C I (JA| <
k —|JA €T).Y decimos que un filtro F es & -completo si su ideal
dual es k-completo.

Para el caso de un filtro (ideal) que sea wj-completo es costumbre
llamarlo o-completo. Ahora introduciremos el filtro de los cerrados no

acotados.

1.38. DEFINICION. Para un ordinal limite x, decimos que un con-
junto C' C u es cerrado si para todo ordinal limite d, si C N es no
acotado en ¢ entonces § € C. C es no acotado en p si para toda § < p
existe £ € C(6 < £). Decimos que C es un c.u.b. si C es cerrado y no
acotado.

Se ve facilmente que ser cerrado es equivalente a ser cerrado en la
topologia del orden. En lo siguiente, cf(u) denotara la cofinalidad de u
para cualquier ordinal limite .

1.39. DEFINICION. Si cf(u) > w, el filtro de los c.u.b.’s sobre p.
Cub(p), es {X C u:3C C X(C es un c.u.b. en p)}.

Tenemos que verificar que en efecto C'ub(y2) es un filtro sobre . Las
condiciones (a) y (c) de la definicién de filtro son claramente satisfechas
por Cub(y). La condicién (b) requiere un poco més de trabajo. Pero
probaremos algo un poco mas fuerte, probaremos que C'ub(u) es cf(u)-
completo. Para lo cual utilizaremos el siguiente lema.

1.40. LEMA. Si cf(y) > w, entonces



(a)
(b)
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la interseccién de cualquier familia de menos de cf(4) suconjuntos
c.u.b. de p es un c.u.b.
C'ub(p) es un filtro cf(u)-completo.

DEMOSTRACION.

(a)

Sea C, un cau.b. en p para @ < A, donde A < ¢f(u), y sea
C = Nacx Ca. Primero veamos que C es un cerrado. Sea 4
como en la definicién 1.38, entonces tenemos que probar que
sup(0NC) € C. Sea B = sup(d N C); probaremos que [ =
sup(B N C,). Claramente  es una cota superior. Supongamos
que £ < 3 entonces por definicién de supremo, debe existir un
Y€ (CNé)tal que £ <4 < B. Si B = entonces § € C.
Si no, entonces v < B y esto implica que vy € Sy vy € C,
para todo o < A entonces 8 = sup(f N C,) y como cada C, es
cerrado entonces 3 € C por lo tanto C' es cerrado. Para mostrar
que C' es no acotado, consideremos las siguientes funciones: Sea
fa(§) == min{y € C, : £ < v} paracada a < Ay £ € pu.
Definimos g(€) := sup{fa(§) : @ < A}; entonces £ < g(€) < p (la
dltima desigualdad se sigue del hecho que cf(u) < A). Definimos
9°(€) =& g"*'(§) = 9(g™(§)) y 9°(€) = sup{g"(§) : n < w};
entonces £ < ¢“(§) < i (ya que cf(u) > w). Para cada «, tenemos
que C, es no acotado en g“(£) lo cual implica que g“(§) € C, ¥
entonces que g“(£) € [),., Ca = C. Esto es, para toda £ € p,
g“(§) es un elemento de C' mayor que £. Por lo tanto C' es un
c.u.b.

Sea X, € Cub(u) para cada a < A donde A < cf(u). Escojamos
para cada a < A, un cub. C; C X,; entonces (),.,Cq C
Nacx Xa- Por lo tanto (), ., Xa € Cub(p) por (a).

1.41. OBSERVACION. Si p es un cardinal regular entonces Cub(p)
sera un filtro u-completo y en este caso {X C p: | X| < p} C Cub*(u).
Presentaremos ahora una notacién auxiliar.

1.42. DEFINICION. Si cf(y) > w , decimos que X C pes estacionario
si X ¢ Cub*(p) y X es no estacionario (o delgado) si X € Cub*(u).

Equivalentemente, X es estacionario si XNC' # () para todo subcon-
junto X cerrado y no acotado. Decimos que una funcién f es finitaria
sobre A si f: A" — A para alguna n. Si B C A, entonces decimos que
B es cerrado bajo la funcién finitaria f si f[B"] C B .

1.43. LEMA. Sea k un cardinal regular mayor que w. Supongamos
que B C A,(|B] < k), y que P es un conjunto de menos de x funciones
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finitarias sobre A. Entonces la clausura de B bajo P tiene cardinalidad
menor que & (la clausura de B es el minimo conjunto que es cerrado
bajo [P que contiene a B).

DEMOSTRACION. Sea Cp = By Gy = Co, UU{SIC,] : f € P}
observemos que |C,| < & para toda n € w y ademés, claramente,
Cw = Upn<w Cn es cerrado bajo P y la cardinalidad de |C,| < k. O

Ahora probaremos una version del teorema de Lowenheim-Skolem-
Tarski.

1.44. TEOREMA. Sea k > w un cardinal regular y sea A un con-
junto de menos de & funciones finitarias sobre &; entonces C = {y <
i : 7y es cerrado bajo A} es un c.u.b.

DEMOSTRACION. Es facil ver que C' es un cerrado. Para ver que es
no acotado, sea £ < K y G(£) la cerradura bajo A de £ entonces
EC G(), vy |G()| < K (esto es una consecuencia directa del lema
anterior). Como & es regular podemos elegir g(£) tal que £ < g(€) < &
y G(€) C g(£). Como en el lema 1.40, sea g" la n-sima iteracién de g y

9“(€) = supnecwg™(€), entonces g“(£) es un elemento de C' mayor que
0

1.45. LEMA. Sea K un cardinal regular, y sea C, un cu.b. en &
para cada a < k . Entonces D = {7y :V a < y(y € C,)} es un c.u.b. en
k (D es llamada la interseccién diagonal de {C, : a € k}).

DEMOSTRACION. Es fécil ver que D es cerrado. Para ver que es no
acotado, sea £ < Ky g(£) algiin elemento de (Na<¢ Ca mayor que £ (note
que [),.¢ Ca s no acotada por el lema 1.7) entonces g“(£) (definida
como en el teorema anterior) es un elemeto de D) mayor que &. O

Decimos que un filtro es normal si es cerrado bajo intersecciones
diagonales. Y un ideal es normal si su filtro dual es normal. De los
resultados obtenidos hasta ahora podemos concluir, que C'ub(w;) es un
filtro normal y o-completo.

Concluiremos esta seccién con un ultimo lema el cual sera crucial
en capitulos posteriores.

1.46. LEMA. (Lema de Fodor) Sea k£ > w un cardinal regular, S

un subconjunto estacionario de Kk y f : S — & tal que para todo
v € S(f(v) <), entonces para algin o < &, f~![a] es estacionario.
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DEMOSTRACION. Si no fuera esto cierto, entonces, para todo a < &
existirfa un c.u.b. C, tal que C,N f~![a] = 0. Entonces D = {y: Y a <
v (v € Cy,)} es un c.u.b. Pero DNS = @), ya quesiy € DNS, f(y) #
para toda a < 7 lo cual es una contradiccion. O

6. DIAMANTE

1.47. DEFINICION. Diamante, ¢, es la siguiente asercién: Existe
una sucesién (A, : @ € w;) de subconjuntos de w, tal que:

VA Cwi({a<w;: ANa=A,} es estacionario).

La sucesién (A, : @ < w;) es llamada una {-sucesién.

1.48. LEMA. { — CH.

DEMOSTRACION. Si (A, : @ < w;) es una {-sucesion, entonces VA C
w3 a>w(A,=anNA),asi que {A,: a <w}=Pw). O

{» puede ser visto como una mejora de C'H. De una {>-sucesién
podemos hacer una lista de P(w), pero una {»-sucesién ”captura” to-
dos los subconjuntos de w; también. { puede ser usado para construir
varios objetos de tamano w; los cuales tienen alguna propiedad que
envuelva a todos sus subconjuntos. Ilustraremos esto mostrando que
{ — —SH i.e. usaremos ) para construir un w;-arbol de Suslin.
Recordemos que un arbol de Suslin es un w,-arbol en el cual todas las
cadenas y anticadenas son numerables. Si nosotros evitamos ciertas
trivialidades en nuetra construccién del arbol, necesitaremos preocu-
parnos unicamente de las anticadenas, de hecho s6lo de las maximales.

1.49. DEFINICION. Un éarbol (T, <) estd ramificado si para todo
z€T, {y €T :y >z} no estd totalmente ordenado.

1.50. LEMA. Supongamos que (T, <) es un wj-arbol ramificado en
el cual cada anticadena maximal es numerable; entonces 7" es un arbol

de Suslin.
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DEMOSTRACION. Por el lema de Zorn cada anticadena est4 contenida
en una maximal, asi que cada anticadena es numerable. Supogamos
que B es una cadena no numerable. Podemos suponer que B es max-
imal; asi que B intersecta a cada nivel de T. Como T es ramificado,
existe, para cada £ € T, un f(z) > z tal que f(z) ¢ B. Ahora
elijamos inductivamente z, € B para o < w; tal que ht(z,,T) >
sup{ht(f(zg),T) : B < a}; entonces {f(z,) : @ < w;} es una antica-
dena no numerable.. £

Como ¢ habla acerca de subconjuntos de w;, es natural intentar
construir un arbol de Suslin de la forma (w;,<). Notemos que por
argumentos de Lowenheim-Skolem, propiedades elementales de nuestro
arbol se reflejaran a un c.u.b. de ordinales numerables. De manera més
especifica se cumple lo siguiente:

1.51. DEFINICION. Para cualquier arbol T', sea T, = | J{Levs(T) :

B < a}.
Esto es T, es el subdrbol de 7" abajo de a.

1.52. LEMA. Sea T = (w), <) un w;-arbol. Entonces
(a) {a <w; : T, =a} esun cub. en w.
(b) Si A C w; es una anticadena maximal en T', entonces {a& < w; :
Ta = a A ANT, es una anticadena maximal en T, } es un c.u.b.
en Wi.

DEMOSTRACION.

(a) El conjunto es claramente cerrado. Para ver que es no acotado,
definimos f(€) = htr(€) y g(€) = sup{n : n € Leve(T). Por el
lema 1.44 el conjunto de los & que es cerrado bajo las funciones
fy g forma un c.ub. C, y claramente T,, = « para todo o € C.

(b) Notemos que A es maximal en 7" si y sélo si toda z € T \ A
es comparable con algin elemento de A. Es facil ver que este
conjunto es cerrado. Para ver que es no acotado, sea h(£) algin
elemento de A comparable con {(asi que £ € A — h(£) =£). Si
@ es cerrado bajo f,g y h, entonces T,, = a y ANT, es maximal
enT,. O

Ahora veremos de manera precisa como usaremos { para construir un
arbol de Suslin.
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1.53. LEMA. Sea (wj, <) un w;-arbol ramificado, y (A4as : & < w;)
una {-sucesién. Supongamos que para todo limite o < w,

(Ta = @ A A, es una anticadena maximal en a) — Vz €
Leva(T)3y € Aa(y < z). (%)

Entonces T es un arbol de Suslin.

DEMOSTRACION. Por el lema 1.50 es suficiente verificar que toda an-
ticadena maximal es numerable. Por el lema anterior,

C={a<w :lim(a) N T,=a AN ANT, es maxiamal en T,}

esun c.u.b. en w;. Como {a : ANa = A,} es estacionario, podemos
escoger a € C, tal que ANa = A,. Por (*¥),si z € T y hir(z) 2 a,
entonces z estd por encima de algiin elemento de A, = AN a, asi que
z ¢ A. Es decir, A = A,, por lo tanto A es numerable. O

Ahora es facil construir T' por induccidén transfinita haciendo que
(*) se cumpla.

1.54. TEOREMA. ¢ implica la existencia de un arbol de Suslin.

DEMOSTRACION. T sera (wy,<). Sea Iy = {w'8+n:n € w}. Dada
una {-sucesién (A, : @ < w;). Construiremos < inductivamente tal
que:
(1) A eselorden para un drbol en w) y para cada § < wy. Levg(T) =
Ig.
(2) Paracada f < wy yn < w, (wB+n) < (w(B+1)+2n), y
(wB+n)d(w(B+1)+2n+1).
(3) SiB<a<w yze€ g, entonces Jy € I,(z < y).
(4) (¥*) del lema anterior se sigue.
Si < puede ser construido, (1) y (2) garantizan que T es un wj-arbol
ramificado, asi que (4) implica que es un arbol de Suslin. La condicién
(3) facilitara la construccién de 7. Notemos que T, = w'a.

Para construir < inductivamente, supongamos que <] ha sido definido
sobre los elementos de w e cumpliendo (1)-(4), veamos como extender
< a los elementos de wa U [,. Si @« = [+ 1, entonces la condicién
(2) especifica la construccién: si z € wa, entonces z < (wa + 2n)
si y sélosi z = (wb+n) 6 £ < (wf + n); de manera analoga para
2z < (wa+ 2n+ 1). Esto preserva (1) y (3) y (4) no dicen nada para
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ordinales sucesores.

Ahora supogamos que a es limite. Para cada z € T, = wa, sea
B(z) una cadena en T,, tal que z € B(z) y B(z) intersecta a I, =
Lev,(T,) para cada 1 < . Para encontrar tal B(z), primero escogemos
&m = &m(z) para m < w, tal que ht(z) < & < & < ... y sup{&,:m €
w} = a; entonces inductivamente escogemos ¥, = ym(z) € I, tal que
Z < Yo < ... (esto es posible por la condicién (3)); entonces definimos

B(z) = {z € T, : 3n(z < ya(x))}.
Ahora, sea wa = {z, : n € w}, y definimos, para z € wa, z <
(wa+n) si ysélosi z € B(z,). Que B(z,) intersecta a cada nivel de
T, implica que w'a + n tiene altura & en T); se ve facilmente que el
resto de (1)-(3) se preserva.

Finalmente, la condicién (4) en el nivel & es problematica sélo si
w® = ay A, es una anticadena maximal en Ty, asi que supongamos que
este es el caso. Entonces modificando la construcién de B(z) para z €
T, primero escogiendo yo(z) de tal forma que z < yo(z) y 32 € Aa(2 <
Yo(z)); esto es posible debido a que z es comparable con algiin elemento
de A,. Entonces &(z) = ht(yo(z)). Ahora escogemos &m(z)(1 < m <
w) ¥ ym(z)(1 € m < w) como antes. Entonces cada B(z) intersecta
Aa, por lo tanto (*) se cumple. O



CAPITULO 2
La Conjetura de Moore

1. INTRODUCCION.

En este capitulo introduciremos el tépico central de este trabajo, la
conjetura de Moore. El objetivo de este capitulo serd principalmente
presentar los teoremas de Reed-Zenor (teorema 2.18) y de Chaber -
Zenor (teorema 2.19) que son dos de los teoremas mas importantes
relacionados con la conjetura de Moore que se pueden probar en ZFC.

2. EL PROBLEMA GENERAL

El problema de Moore, fué considerado por muchos anos como el
problema mas importante en topologia general. Esto se debié princi-
palmente al dominio de la escuela de R. L. Moore en topologia general,
y en parte al hecho de que estaba entrelazada con la teoria de conjuntos
desde el principio, y dio surgimiento a un area completa de la topologia
que ha sido, en palabras de F. Tall[1984] "la frontera de la topologia
conjuntista, siendo frecuentemente el primer consumidor topolégico de
las nuevas tecnicas conjuntistas.”

Los espacios de Moore son una generalizacién de los espacios metri-
zables en los cuales la distancia es explicitamente reemplazada por una
medida de tamano maés abstracta, dada en el siguiente concepto.

2.1. DEFINICION. Un desarrollo para un espacio X es una familia
{U, }new donde cada U, es una cubierta abierta de X, tal que si z € X
entonces {St(z,U,) : n € w} es una base local en z. Un espacio de
Moore es un espacio regular con un desarrollo.

En un espacio métrico podemos definir U, como el conjunto de to-

das las bolas abiertas de radio —. y es un facil ejercicio verificar que

TL
{U, : n € w} produce un desarrollo. Los espacios de Moore fueron lla-
mados asi en honor a R.L. Moore, el fundador de lo que fué conocido

Rl
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como la escuela de Texas de topologia. Estos son los espacios dados
por la primeras tres partes de su Axioma 1 en [Moore 1932]. El axioma
completo da la definicién de un espacio de Moore completo, y era uno
del conjunto de axiomas en [Moore 1935] que caracterizaban al plano
de manera intrinseca.

Es natural preguntarse. ;Qué propiedad extra es necesaria para
hacer a un espacio de Moore metrizable?

O, usando las palabras de Jones [Jones 1966|, ;Cual es exactamente
la razén por la cual los espacios de Moore no metrizables no son metriz-
ables? Lo que se buscaba era una propiedad suficientemente general que
se aplicara a todos los espacios de Moore, no sélo a ciertas clases, tales
como espacios de Moore separables o localmente compactos. Deberia
ser una propiedad tan general y simple como fuera posible, suficiente-
mente fuerte para hacer a todos los espacios de Moore metrizables y
por otro lado, digamos, sin hacer metrizables a todos los espacios reg-
ulares. Fué sélo cuestion de tiempo antes de que alguién se preguntara
sobre el axioma de separacién de normalidad.

Es un hecho bien conocido que todos los espacios metrizables son
normales. Por otro lado, como si fuera por accidente (pero como sabe-
mos ahora, no era un accidente), todos los espacios de Moore no me-
trizables encontrados hasta 1933 (y un poco mas alla) no eran normales.

Fué el 28 de Octubre de 1933, cuando F. Burton Jones, en ese
entonces estudiante de R. L. Moore, anuncié publicamente, en una re-
unién de la AMS, el siguiente problema y una tentativa solucién parcial:

;Es todo espacio de Moore normal metrizable?

La conjetura de Moore, es la respuesta afirmativa a este problema.
Esta conjetura parecia a primera vista como las muchas otras pregun-
tas que circulaban en las clases de R. L. Moore, y nadie sospecho por
mucho tiempo que la conjetura estaba atada inextricablemente con re-
sultados de independencia en teoria de conjuntos.
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3. EJEMPLOS.

El siguiente resultado de Jones nos permitira probar que nuestros
siguientes ejemplos de espacios de Moore no metrizables no son nor-
males.

2.2. LEMA. (Jones) Si X es normal, entonces 2/° < 2%4X) para
cada subconjunto cerrado discreto D de X. En particular, si X es
normal y separable, entonces X no puede contener un subconjunto
cerrado y discreto de cardinalidad > c.

DEMOSTRACION. Sea S un subconjunto denso de X con |S| < d(X).
Para cada subconjunto E de D, sea Ug un conjunto abierto tal que
ECUgyUgn(D\E)=0.Sea Vg = Uz N S. Se verifica facilmente
que Vg # Vg si F, E son dos subconjuntos distintos de D. Esto es,
{Vg : E C D} es una coleccién de 2/P! subconjuntos de S y por lo
tanto 2/01 < 2181 < 24%), O

En adicién al teorema anterior de normalidad, Jones [Jones 1937]
dio, en efecto, el primer ejemplo de un espacio de Moore pseudonormal
no metrizable,

2.3. DEFINICION. Un espacio es pseudonormal si para cada par
Fy, F de cerrados ajenos, uno de los cuales es numerable, son separados

por abiertos ajenos.

2.4. DEFINICION. La topologia de intervalos sobre un érbol T' es
aquella que tiene como base a todos los conjuntos de la forma (s,t] =
{z € T: s <z < t}, junto con todos los singuletes {t} tales que t es
minimal en T.

Sea E C 2, definimos Sg := 2<“UFE y lo dotamos con la topologia
de intervalos, veamos que Sg es un espacio de Moore, separable y no
metrizable, cuando F = 2¥. Claramente es separable, y se sigue del
lema de Jones que no es normal ya que £ es un subconjunto cerrado y
discreto de cardinalidad ¢. Definimos U, = {{s} : s € 2<“}U{(f[n, f] :
f € E} entonces {Up,} e, forman un desarrollo para el espacio Sg.
Subespacios que intersectan a 2 en un subconjunto numerable son
segundo numerables, y por lo tanto metrizables por el teorema de
metrizacion de Uryshon; por otro lado, ya que cada espacio separa-
ble y metrizable es segundo numerable, ningin subespacio separable
que intersecte a 2“ en un conjunto no numerble puede ser metrizable.
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Una mitad de la historia consiste en saber si algiin subespacio puede
ser normal; la otra mitad, es el espacio pseudonormal que Jones cons-
truyé. El consiguié esto con la ayuda de un A-conjunto no numerable.
Veamos ahora como construir el ejemplo de Jones.

2.5. DEFINICION. Un subconjunto L C R es un A-conjunto si cada
subconjunto numerable de L es un Gj en la topologia relativa de L.

Una consecuencia familiar del teorema de categorias de Baire es que
@ no es un G5 en R y por lo tanto la linea real no es un A-conjunto. El
concepto de A-conjunto fue introducido por Kuratowski [Kuratowski
1933], quien mostré que existen A-subconjuntos de R no numerables.
Empezaremos por construir un A-conjunto.

2.6. TEOREMA. Existe un A-conjunto no numerable.

DEMOSTRACION. Sea A = {z, : @ < ¢} un buen orden para el inter-
valo (0,1). Construiremos al A-conjunto L por induccién transfinita
sobre w;. Definimos por induccién dos sucesiones p, y G, tales que
Pa € Ga ¥ G4 es un subconjunto G de (0,1) con medida cero.

Sea pop = xp y Go = {zo}, supongamos que p, ¥ G, han sido
definidos para todo & < 8 < w;. Sea pz = min{z, : z, € A\U,.5Ga}
(el minimo existe por que el conjunte | J, 5 Ga tiene medida cero) y sea
Gpg un subconjunto G5 de medida cero con |J, 3 Ga C Gp. Definimos
L = {pa : @ < wy} claramente |L| = w;. Ahora veamos que L es
un A-conjunto. Sea K un subconjunto numerable de L. Sean pg =
min(L\ K) y H = {pa : @ < }. Entonces K es un subconjunto de
H, H es claramente Gs en L (H = GgNL). Pero H \ K es numerable,
por lo tanto K es un Gjs en L. O

2.7. TEOREMA. Existe un espacio de Moore pseudo normal no
metrizable.
DEMOSTRACION. Sea L un A-conjunto, podemos suponer que L C 2,
ya que L es cero dimensional, y el conjunto de Cantor es universal
para los espacios metricos separables y cero dimensionales. Entonces
el espacio Sy, es el espacio buscado. O

A continuacién veremos otro ejemplo de un espacio de Moore no
metrizable, el cual serd de gran importancia en capitulos posteriores.
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Una familia A C |w|“ se dice que es casi ajena si para cada
A, B € Adistintos | AN B| < w. Para cada familia casi ajena definimos
un espacio ¥(.A) llamado el espacio de Isbel-Mrowka definido por: el
conjunto soporte de ¥(.A) es w U A, los puntos de w son aislados y
una vecindad bésica de A € A tiene la forma {A} U (A \ F), donde
F € [w]<v.
A continuacién veremos algunas de las propiedades més importantes de
W(A). Es facil verificar que ¥(.A) es un espacio localmente compacto,
Hausdorff y por lo tanto regular, el espacio es separable ya que w es un
denso numerable y A es un subconjunto cerrado y discreto. Por otro
lado, la sucesién (G,) donde G, = {{n} : n € w} U {{A}U(A\n) :
A € A} es un desarrollo para X, recordemos que n = {0,...,n — 1}.
Es decir ¥(.A) es un espacio de Moore separable y localmente com-
pacto. Ahora veamos que podemos elegir A de forma que X no sea
normal y por lo tanto no metrizable. Primero mostraremos que pode-
mos construir una familia casi ajena de cardinalidad ¢: Sea PP el con-
junto de los niimeros irracionales, para cada a € P sea {ay}nc, una
sucesion estrictamente creciente de racionales que converge a a, en-
tonces A = {{an }new : @ € P} es una familia casi ajena de cardinalidad
¢. Usando el lema de Zorn podemos construir una familia casi ajena
maximal de cardinalidad ¢. Si A es una familia casi ajena con [A| =¢
entonces ¥(.A) no es normal, por el lema de Jones.

4. ESPACIOS METACOMPACTOS Y COLECTIVAMENTE
' NORMALES.

Alrededor de 1950, el problema general de metrizacién, es decir, el
problema de determinar condiciones necesarias y suficientes para que
un espacio sea metrizable, fué resuelto de manera independiente por
Bing[1951], Nagata[1950], y Smirnov{1951].

2.8. TEOREMA. Un espacio regular X es metrizable si y sélo si X
tiene una base o-localmente finita (Bing, o-discreta).

Por medio del teorema anterior, Bing obtuvo el teorema de metrizacion
definitivo para espacios de Moore, usando un concepto muy similar a la
normalidad, lo cual veremos a continuacién. Primero veremos algunas
definiciones.
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2.9. DEFINICION. Sea A una coleccién de conjuntos ajenos no va-
cios. Una familia U eztiende a A si para cada A € A existe Uy € U
talque ACUsy BNUy=0si B# A En el caso en que A consiste
de singuletes, también decimos que U extiende a | J A.

2.10. DEFINICION. Una coleccién D de subconjuntos de un espa-
cio X es discreta si para cada punto de X existe una vecindad del
punto que intersecta a lo mas a un elemento de la coleccién. Un es-
pacio es colectivamente Hausdorff si cada subespacio cerrado discreto
se extiende a una coleccién ajena de conjuntos abiertos. Un espacio es
colectivamente normal si toda coleccién discreta de cerrados se extiende
a una coleccién ajena de conjuntos abiertos.

2.11. TEOREMA. (Bing) Un espacio es metrizable si y sélo si es
un espacio de Moore colectivamente normal.

DEMOSTRACION. Sea (G,) un desarrollo para X. Para cada n € w, sea
Fn = Umeo, Fum un refinamiento de G, tal que cada F,,, es cerrado
y discreto. Lo anterior es posible debido a que los espacios de Moore
son subparacompactos lo cual probaremos posteriormente. Sea B, =
{BF : F € Fumn} una coleccidn discreta de subconjuntos abiertos tales
que, para cada F' € F,,,,,, ' C Bp C G para algun G € G,. Entonces
U{Bum : n,m € w} es una base o-discreta para X, asi que X es

metrizable por el teorema de metrizacién de Nagata-Smirnov. O

A continuacién daremos un ejemplo de un espacio normal extremada-
mente disconexo que no es colectivamente normal.

Sea {A, : @ € 2'} una familia independiente maximal de subcon-
juntos de wjy. (ver el capitulo de preliminares) Sea { H, : @ € 2“'} una
enumeracién de P(w;). Definimos U; C P(wi), § € wi, por Aa € Uf
si € € Hy; wy \ Aa € Ug si &€ ¢ H,. Entonces U¢ es una subbase
para un filtro, sea Ug un ultrafiltro tal que Uy C Ug. Los Ugs son
distintos. Consideremos al conjunto w; con la topologia discreta y a
los Ug/; como puntos de Sw; \ wy. Entonces X = w; U {Us : £ € wy}
es un subespacio denso del espacio extremadamente disconexo fw; por
lo cual es extremadamente disconexo. {Ug : €& € w;} es un subespacio
cerrado discreto de X. X es normal, ya que si H Cw;, HU{U;: € €
H}, (wi\H)U{Ug:€€)(wr \ H)} son abiertos ajenos. Supongamos
que los Ugs son separados. Entonces existirian subconjuntos ajenos
por pares Iy C wy, F¢ € Uge. A lo més un F¢ podria ser un A,, asi que
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sin perdida de generalidad podemos suponer que ninguno lo es. Por la
maximalidad de la familia, para cada £ existe existe un funcién parcial
finita de 2 en 2 tal que, Fr D N{AX” : a € doms,} donde A% = A, y
Al = w;\ A4,. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que los do-
minios de las s¢ forman un A-sistema con raiz r, y tales que s¢[r = s¢/ [T
para todo &,&'. Pero entonces los Fi tienen interseccion no vacia (por
la independencia de la familia), lo cual es una contradiccién. O

2.12. OBSERVACION. El teorema de Bing, reduce la conjetura de
Moore a la pregunta de cuando normal implica colectivamente normal.
Las propiedades maés usuales de los espacios de Moore en conexién
con la propiedad de ser colectivamente normal son: estos espacios son
primero numerables, sus subconjuntos cerrados son Gy, y son subpara-
compactos.

La primera propiedad es obvia; para probar la segunda observemos
que si F' es un subconjunto cerrado de un espacio de Moore X con un
desarrollo {Uy }new entonces F' =, ., St(F;Uy). La tercera propiedad
es el contenido del siguiente teorema. La subparacompacidad sera una
de las técnicas principales para probar el teorema de Chaber y Zenor.

2.13. DEFINICION. Un espacio es subparacompacto si cada cu-
bierta abierta tiene un refinamiento cerrado o-discreto.

2.14. DEFINICION. Una cubierta abierta i = {U, : a € A} esta
acotada con respecto a la cubierta V =V, : a € A} si paratodo A C A

(U{Ua :a € A}) C U{7a : a € A}.

2.15. TEOREMA. Para cualquier espacio X las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
(i) X es subparacompacto.
(ii) Cada cubierta abierta & de X tiene un refinamiento cerrado o-
localmente finito.
(iii) Cada cubierta abierta ¢ de X tiene un refinamiento cerrado
Uneo Fn donde cada F,, preserva clausuras.
(iv) Cada cubierta abierta ¢ de X tiene un refinamiento cerrado
Uncw Fn donde cada F, es acotado.
(v) Para cada cubierta abierta & de X existe una sucesién {Gn}new
de refinamientos abiertos tales que para cada = € X existen € w
tal que St(z,G,) C U para algin U € U.
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(vi) Para cada cubierta abierta A de X existe una sucesién {G,}new
de refinamientos abiertos de U tal que para cada z € X existe
alglin n € w con ord(z,G,) = 1.

DEMOSTRACION. Es claro que (i) — (it) — (ii1) — (iv). Primero
mostraremos que (iv) — (). Sera conveniente usar la signiente no-
tacién. Para n,k € w y cualquier sucesién finita s = (¢),...,%) € w*
sea s ®n = (iy,...,4,n). Ahora supogamos que (iv) se cumple y que
U = {U, : @ € K} es una cubierta abierta de X donde & es un cardi-
nal. Para cada k € w y cada s € w* definimos por induccién sobre k
un refinamiento abierto G(s) de U y un refinamiento correspondiente
F(s), o-acotado con respecto a G(s) como sigue Para t € w (una
sucesién de longitud 1) sea V,(t) = W,(t) = U, para cada a € K y sea

G(t) = {Va(t) : a € K} U {W,(t) : @ € K}.
Supongamos que G(s), un refinamiento abierto de U, ha sido definido
para s € w* donde G(s) tiene la forma
G(s) ={Va(s) :a €} U{W, : a € k}.

Por conveniencia sea G,(s) = V,(s) U W,(s). Sea F(s) un refi-
namiento g-acotado con respecto a G(s), donde podemos suponer que
F(s) tiene la forma

F(s)={Ha(s®n):a€r, n€Ew}U{K,(s®n):a€kK, nEw},

y para cada n € w, {H,(s @ n) : @ € K} es acotado con respecto
a{V,:a €k} y{Kals®n):a€ k} es acotado con respecto a
{Wa(s) : @ € k}. Para completar la induccién supongamos que G(sébn)
es definido como

Va(s ®n) = Ga(s) \ clx (| (Ha(s ® n) U Ks(s @ n)))),
B#a

Wa(s @ n) = N ([ Gs(9)) \ clx (| (Hs(s ® n) U Ky(s @ n)))),

f>a B<a

Gsdn)={Va(s@dn):a€r}U{W,(s®Bn): ack}.

Para ver que G(s & n) cubre a X supongamos que = € X pero
que z & |J, Va(s @ n). Sea v = min{a € k : z € G,(s)}. Entonces
z € clx(Ugs,(Hg(s @ n) U Kg(s @ n)))) y debe haber algin 5 > v
tal que z € G(s). De esto se sigue que z € W, (s @ n). Por lo tanto
G(s@®n) cubre a X. Ahora, para s € w*, n € w, a € k sea
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Ta(s®n) = Ha(s®n) \ | Va(s)-
B#a

Como {H,(s®n) : a € K} es acotado con respecto a {V,(s) : a € x}
es facil mostrar que {7,(s ®n) : @ € K} es una coleccién discreta (de
conjuntos cerrados). Obviamente T,(s @& n) C U,, asi que nos basta
probar que

{To(s®n):a €k, nEW, s €w™}

cubre a X. Para esto, sea z € X y sea
d =min{f: z € Hg(r) U Ks(r), r € w“}.

Existe algiin t € w“ y n € w tal que 2 € Hs(t ®n) U K;(t @ n).
Sean € w, 0 € K, tales que

2e€H,(t®@n@®m)UK,(tdn®m) C V,(t ®n)UW,(tdn).

Se sigue de la definicién de d que 2 ¢ V,(t ®n) y z & W,o(t ®n) si
a>dasiqued =0yz¢Jg;Ga(tdn) implica que z ¢ Ws(tdndm).
Por lo tanto z € Hs(t®n@®m). También, como z € Hs(t®n)UK;(t®n)
tenemos que z & Vz(t ©n) si § # 0. Esto nos da que

z€ Hi(t®ndm)\ U Va(t ®n) C Ts(t & nn @ m)
B#6

lo cual completa la prueba de (iv) — (2).
Ahora probaremos () — (vi). Supongamos (i) y sea i una cubierta
abierta de X, y sea | J, ., F» un refinamiento cerrado de & donde cada

F es discreto. Para cada F' € F,, sea U(F) € U tal que F C U(F). Si
En=UFny G(F) =U(F)\ (En \ F) sea

Go={G(F): F€ FN}U{U\ E.: U €U}.

Entonces {G, } nc., s la sucesién de refinamientos abiertos requerida.
(vi)— (v). Es claro.
(v)— (iv). Supongamos que U = {U, : @ € K} es una cubierta

abierta de X y {Gn}ne. €s una sucesién de refinamientos como en (v).
Para cada n € w, @ € &, sea

C(a,n) = {zx € X : St(z,Gs) CUa} A Co={C(a,n): x €K}
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Claramente J,,.,C. es un refinamiento de . Para ver que C,
es acotada con respecto a U supongamos que k' C kK y sea z € X \
U{Ua : @ € &'}. Para cada y € C(a,n), y algin a € &; sabemos
que St(y,Gn) C C(a,n) asi que z € St(y,Gn) vy y ¢ St(z,G,). Es
decir, z € clx(J{C(a,n) : @ € £'}). Lo cual completa la prueba del

teorema. O

Ahora veremos algunos resultados sobre funciones cardinales topolé-
gicas, con los que finalmente podremos demostrar el teorema de Reed

y Zenor.

2.16. LEMA. Sea & un cardinal infinito, sea X un espacio topoldgico
tal que (1) para cada p € X existe una coleccién V, de vecindades
abiertas de p tal que |V,| < k y ({V : V € V,} = {p}; (2) existe un
subconjunto S de X tal que X = |J{A : A C S, |A| < k}. Entonces
|X] < |SI"

DEMOSTRACION. Para cada p € X, sea A, un subconjunto de S con
pPE A_,, y |A,| € k. Notemos que para cualquier vecindad abierta V' de
p, (ApNV)CS, |[ANV| <k yp€ ((AyNV). Definimos ® : X —
[[S]<%]<* por ®(p) = {(A4pNV):V € V,}. Como N{((A4,NV):V €
Vp} =0, ® es inyectiva. Por lo tanto | X| < (|S|)* = [S]". O

2.17. TEOREMA. (Pospisil). Sea X un espacio Hausdorff entonces
1X] < d(X)¥*).

DEMOSTRACION. Aplicar el lema anterior con & = x(X). O

2.18. TEOREMA. (Arhangelskii). Sea X un espacio Hausdorff, en-
tonces | X| < 28(X)X(X)_ En particular, todo espacio Lindelof, Hausdorff
y primero numerable tiene cardinalidad a lo mas c.

DEMOSTRACION. Sea L(X)x(X) = k, y para cada p € X sea V, una
base local para p con |V,| < k. Construiremos una sucesién creciente
{Ha : @ < k*} de conjuntos cerrados en X y una sucesiéon {V, : @ <
x*} de colecciones de conjuntos abiertos en X tales que:

L |H,] £2% @ <&';

2. Va={V €V, :p€ Usea Hs}, a <&ty

3. si W es la unién de < k elementos de V,, y W # X, entonces

H, \W # 0.
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La construccién la haremos por induccién transfinita. Sea a < s*, y
supongamos que Hy ha sido construida para cada 8 < a. Notemos
que V, ha sido construida por (2) y |Va| < 2*. Para cada W que es
la unién de € « elementos de V, y tal que W # X, escogemos un
punto de X \ W. Sea A, el conjunto de puntos elegidos en esta forma
(|Aa] < 2), y sea Ha = (Aa U (Ugcq Hs))- Claramente H, es cerrado
y Hg C H, para todo f < «; ademas |H,| < 2" por el teorema ante-
rior. Esto completa la construccién de {H, : a € s }.

Ahora sea H = J, .+ Ha; H es cerrado ya que {H, : o € s*}
es una sucesién creciente de conjuntos cerrados y x(X) < k. Para
completar la prueba basta probar que H = X. Supongamos que este
no es el caso, y sea ¢ € X \ H. Para cada p € H escogemos V}, € V, tal
que g ¢ V,. Entonces {V, : p € H}, junto con X \ H, cubre a X, asi que
existe un subconjunto A de H con |A| < & tal que {V, : p € A} cubre
a H. Sea W =J,c 4V, y notemos que H C Wy ¢ ¢ W. Escojamos
a < k* tal que A C Uy, Hs. Como W # X, se sigue de (3) que
H, \ W # 0. Lo cual contradice que H C W. O

Un afio antes de los resultados de Bing, Arens y Dugundji[1950]
habian introducido un concepto que jugaria de manera indirecta un
papel significativo en la conjetura de Moore:

2.19. DEFINICION. Un espacio es metacompacto si cada cubierta
abierta de él tiene un refinamiento abierto punto finito.

Por supuesto, esta propiedad substituye ”punto finita” por ”local-
mente finita” en la definicién de paracompacidad, pero esta condicién es
considerablemente mas general que la paracompacidad. Michael[1955]
mostré que un espacio es paracompacto si y sélo si es colectivamente
normal y metacompacto. Michael también mostré en ese mismo arti-
culo que la hipétesis de normalidad colectiva no podia ser debilitada
a normalidad. Para esto mostré que el subespacio del espacio G de
Bing consistente de todas las funciones con soporte finito era normal y
metacompacto y no colectivamente Hausdorff. Para espacios separables
tenemos el siguiente teorema en relacién con la conjetura de Moore.

2.20. TEOREMA. (Traylor) Un espacio de Moore normal separable
y metacompacto X es metrizable
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DEMOSTRACION. Por el teorema de Bing y el hecho de que un espacio
de Lindeldf es paracompacto basta probar que X es Lindelof. Sea U
una cubierta abierta de X la cual podemos suponer que es punto finita
(ya que X es metacompacto). Como X es separable, podemos elegir
un denso numerable A = {ay, }ncw. Sea (W, ..., Wonw)} la coleccion
de elementos de U tales que @, € W, y W= {W,,:n€w, 1<i<
n(k)}. Afirmamos que W es una cubierta de X. Sea z € X entonces
existe U € U con £ € U. Como A es denso en X, existe a, € U;
entonces U € W, por lo tanto X es Lindeldf. O

Ahora pasaremos a probar uno de los teoremas principales de este
capitulo.

2.21. TEOREMA. (Reed-Zenor). Sea X un espacio de Moore nor-
mal localmente compacto, localmente conexo entonces X es metrizable.

DEMOSTRACION. Como las componentes de un espacio localmente conexo
son abiertas y ajenas, basta probar que cada componente es metrizable.

A cada z € X le asignamos una vecindad compacta "b_"(a:] ¥ una
vecindad conexa V/(z) tal que V(z) C U(z). Entonces, por el teorema
de Arhangelskii tenemos que |V(z)| < |U(z)] < ¢. Ahora definimos
conjuntos abiertos V, para cada o € w; como sigue:

Definimos Vj = V() para un punto fijo 2o € X

Supongamos que V,, ha sido definido para toda o < . Entonces
definimos:

Vs = J{V(z):z € | Va}.
a<f
Ahora es obvio que {V3 : B € w;} es una sucesién creciente con-
sistente de conjuntos abiertos conexos. Del teorema de Pospisil y una
facil induccién sobre § obtenemos que |Vj3| < ¢ para todo § € w;. Sea
V =U,eu, Va- Claramente V' es abierto. Ahora, probaremos que V es

cerrado como sigue. Supongamos que z € V. Sea {W;},c,, una base de
z tal que si n < m entonces W,, D W,,,. Entonces W; NV, # @, para al-
guna a; € w;. Por lo tanto si & = supie,; obtenemos que W, NV, # 0
para todo i € w. Por lo tanto, z € V,, C V, es decir, V es cerrado. Como
X es conexo tenemos que V = X. Por lo que | X| = | U, ¢4 Val < ¢ Ex-
iste una cubierta abierta numerable I/ con la siguiente propiedad para

cualesquiera z,y € X con x # yexisten W, Z € U talesque WUZ = X
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yz€W\Zyy€ Z\W. Sea {Gn}nen un desarrollo para Y. Por (a),
existe un subconjunto {U, ,}a< de G, que cubre a Y. Para n,k € w
y a < ¢, definimos Voo = Uan \ Ugcadr € Y : St(p,Gi) C Us}.
Observemos que {V, 4k }a<c €s una cubierta abierta de Y. Definamos
f : ¢ = w” a ser una biyeccion. Entonces, para cada, racional r, sea
Wr,n,ic = U{Va.n,k : f(ﬂ) < '."'} Y Zrpk = U{v:!.ﬂ.k : f(&) > T}' En-
tonces G igual al conjuto de todos los W, ,x ¥ Z, .k es una cubierta
numerable de Y que tiene las propiedades requeridas. Sea {K,}aca
un familia discreta de cerrados en Y probaremos que Y es metrizable
usando el criterio de metrizacion de Bing encontrando conjuntos abier-

tos ajenos {Ua}aca con K, C U,.

Supongamos que G = {Wj }ncw €s una cubierta con las propidades
mencionadas en (b). Para cada a € Ay n € wy = € K,, escojamos
una vecindad abierta conexa N,(z) con clausura compacta, contenida
en un elemento de G,,, N,(z)NKy = 0 para 8 # a, N,(z) C [ {Wi:1 <
n A z€ W}, y No(z) D Ny(z) D ... Afirmamos: Si z € Ka entonces
existe n € w tal que para todo y € U, Kg, Na(z) N Ny(y) = 0. Si tal
n existe para cada z lo llamamos n, y definimos Us = U ¢k, Na. ().
Claramente los U, son ajenos y K, C U,, asi que Y es colectivamente
normal y por lo tanto metrico. Ahora basta probar nuestra afirmacién,
supogamos lo contrario, entonces para cada n € w existe y, € (J, 20 K5
tal que Ny(z) N Ny(yn) # 0. Como Ny(yn) es conexo, para todo n > 1
existe un z, € Ny(yn) N (Ny(z) \ Na(z)) y como N;(z) es compacto,
existe un punto z tal que cada vecindad de z contiene a z, para una
infinidad de n's. Existen i,j € w tales que W,UW; =Y y z € W;\W;
y z € W; \ Wi. Existe m > i+ j tal que St(z,Gm) C Wi\ W; y
existe n > m con Ny(y,) N (W; \ W; # 0. Por lo tanto Ny(y.) C W;
y Nau(z) C (Wi \ W;) asi que Ny(y.) N Np(z) = @ contrario a nuestra
hipotesis. O

El siguiente teorema es una mejora del teorema anterior. Por
ultimo probaremos que todo espacio perfectamente normal, localmente
conexo, perifericamente compacto (i.e. tiene una base tal que todos sus
elementos tienen fronteras compactas) y subparacompacto es paracom-
pacto. Gruenhage demostré que en el siguiente teorema la hipétesis de
ser perfectamente normal puede ser reducida a normalidad, pero como
hemos visto (vease observacién 2.11), un espacio de Moore es normal
si y s6lo si es perfectamente normal. Asi que para nuestros propositos
es suficiente probar el caso de la normalidad perfecta.
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2.22. TEOREMA. (Chaber-Zenor) Todo espacio perfectamente nor-
mal, localmente conexo, perifericamente compacto, y subparacompacto
es paracompacto.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio satisfaciendo las hipotesis del teo-
rema y sea U una cubierta abierta de X. Probaremos que U tiene
un refinamiento abierto o-discreto. Como X es perifericamente com-
pacto, podemos suponer que todos los elementos de U tienen fron-
teras compactas. Maés aun, podemos suponer que U = {{/,}acx esta
bien ordenada. Sea F = |JF, un refinamiento cerrado de U tal que
Fo = {F }acx es discreta y F' C Uy \ Ugcq Us:

Como F refina a U, es suficiente probar que cada F, se puede extender
a una familia abierta y o-discreta. Lo cual probaremos en los siguientes
dos lemas.

2.23. LEMA. Si F es un subconjunto cerrado de un espacio regular
y perifericamente compacto X esta contenido en un abierto U, entonces
existe un conjunto abierto V con frontera compacta tal que ' C V C
Vcu.

DEMOSTRACION. Sea W una cubierta abierta finita de la frontera de
U consistente de conjuntos con frontera compacta y tales que F' N
(JW = 0. Entonces el conjunto V = U\ (U—W) tiene las propiedades
deseadas. O

2.24. LEMA. Sea X un espacio perfectamente normal, localmente
conexo y perifericamente compacto. Si U = {U,}q<y €s una cubierta
abierta de X, F = {F},}a<, €s una coleccién discreta de subconjuntos

cerrados de X y, para a < 7y

(i) Fax C U, y la frontera de [/, es compacta,

(i) Un D Upna F3) =0,
entonces existe una coleccion de abiertos W = {W, }a<, tal que F, C
W4 y W es una unién numerable de colecciones discretas.

DEMOSTRACION. Como X es perfectamente normal, podemos escoger
una sucesién {Gy, }ne. de conjuntos abiertos tales que

(@) |JF=[)GCn A Gu1 CGCn, VneEw
new
Sea Wy, la unién de todas las componentes de Gy, que intersectan
a F,. Como X es localmente conexo, cada W, ,, es abierto. Mds aun,
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de la definicién de W, ,, se sigue para a; < a < 7 que:
(”)) Wa;,ﬂ N Wa,n =0 — Wal,n nFa # 0.

Mostraremos que para cada a < 7 existe n € w tal que:

(v) WauN{|J Fs} #0Vnew.
Bra
Por (i) y el lema anterior existe un conjunto abierto con frontera
compacta tal que F, C V C V C U,. De (i) se sigue que la frontera
C de V separa F, de Jy.,, 5. Como cada W, , intersecta a | J4., Fis
v es la unién de una coleccién de conjuntos conexos que intersectan a
F,, los conjuntos W, , N C son no vacios. De la compacidad de C y
del hecho que G41 C G, tenemos A =, Wan N C # 0. Por (iii) y
Wan C Gy AC (UF)NC pero CN (Ups,) = 0. Por lo tanto existe

o <ayunz€ Fy N[, Wan.

Cada W, , es cerrado en Gy, y € Gy, por lo tanto z € W, , im-
plica € Wy, y (iv) muestra que a; no cumple (v) para todo n € w.
Lo cual contradice nuestra eleccién de ;.

Para cada a < 7, sea n(«) el primer natural que satisface (v). De
(iv), la familia W), = {W,, : n(a) = n} es ajena por pares. Como
cada W, ,, es una suma de componentes de G, W), es también discreto
en G, y, por consecuencia, W, = {Gnyy N W : W € W/} es discreto
en X. Esto es W = [, Wh es una extensién abierta y o-discreta de
E.



CAPITULO 3
La independencia de la conjetura de Moore

1. INTRODUCCION.

En este ultimo capitulo, utilizaremos las técnicas de la teoria de
conjuntos desarrolladas en el capitulo 2 para probar que la conjetura
de Moore es de hecho independiente de los axiomas usuales de ZFC.

2. LA CONJETURA DE MOORE PARA ESPACIOS
SEPARABLES.

El primer uso de axiomas adicionales a ZFC, para intentar resolver
la conjetura de Moore se dié en 1937. Jones en 1937 uso el natural
axioma 2 < 2¥'. En este articulo, Jones mostré como este axioma
podria ser usado para probar que todo espacio de Moore normal y
separable era metrizable. Una parte de la prueba era una mejora de
un teorema de metrizacién de Moore que decia que todo espacio de
Moore hereditariamente separable es metrizable. Jones mostré que era
suficiente suponer que todo subespacio discreto cerrado era numerable.
Lo cual, dié como resultado al conocido "Lema de Jones”. Ahora los
siguientes resultados dan una generalizacidon de los resultados de Jones.

3.1. DEFINICION. Un espacio es débilmente colectivamente Haus-
dorfl si para cada cardinal % y cualquier subespacio cerrado discreto Y’
de cardinalidad &, existe un subconjunto Z C Y separado de cardina-
lidad &.

3.2. TEOREMA. Supongamos que para todo cardinal s, 2% < 2<".
Entonces todo espacio normal de cardcter menor que ¢ es débilmente
colectivamente Hausdorff.

DEMOSTRACION. Supongamos que Y es un subespacio cerrado dis-
creto de X. Para |Y| < w, es un resultado conocido. Para el caso
|Y| > w primero consideraremos cuando |Y| es un cardinal sucesor

47
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k*. Fijemos para cada y € Y una base de vecindades B, de y, con
[B,| < c¢. Por normalidad, para cada Z C Yexiste una vecindad
abierta Uy D Z, Uz N (Y \ Z) = 0. Para cada Z escojamos una
familia ajena maximal Z,; de elementos de By, y € Z. Z # Z; im-
plica que Zz, # . Si ningiin subconjunto de ¥ de cardinalidad x*
es separado, cada |Iz| < k, asi que el mapeo Z +— I  establece que
2" £ (e xt)* =2~

Para k limite, la cofinalidad de 2<* es k, asi por el lema de Kéning,
2<% < 2%, Para & limite y regular sirve la misma prueba que para el
caso anterior. Para s singular, tomemos de nuevo una familia ajena
maximal Z; para cada Z C Y. Podemos suponer también |Zz| < &.
Existen menos de ¢* de esas colecciones. No es dificil construir una
familia independiente de 2 subconjuntos de k. Es suficiente obser-
var que sobre esta familia, el mapeo Z — Z; es uno a uno, lo cual
contradice 2<% < 2%. Para ver esto, notemos que |Z \ U_I'a < K, ya
que de otro modo, como podemos suponer que X es |Zz|*-debilmente
colectivamente Hausdorff, Z; no seria maximal. Esto es si Z; # 2,
existe un z € Zy \ Z; tal que z € |JZz,. Pero 2z ¢ Uz, D |JZz,, y asi
Iz # 1z, O

3.3. COROLARIO. 2¢ < 2! implica que todo espacio normal de
caracter menor que ¢ que satisface la c.c.c. no tiene subconjuntos dis-
cretos cerrados no numerables.

La hipotesis de Jones 2* < 2“! es una consecuencia de la venerable
hipétesis del continuo, la cual fué el problema niimero uno en la lista
de Hilbert en el 1900. Jones tiene el crédito de ser el primero en utilizar
2¢ < 2“ en una prueba la cual (como sabemos ahora) no puede ser
hecha usando sélo los axiomas usuales de ZFC.

Otro problema viejo, propuesto por Suslin [1920], estaba destinado
a tener un indirecto y fascinante efecto sobre la conjetura de Moore. Ya
que como vimos, S/ es equivalente a la existencia de un arbol de Suslin,
lo cual le dio vida a la teoria moderna completa de drboles. Ademis la
solucién a la hipdtesis de Suslin dada por Solovay dié como resultado
el axioma de Martin. Ahora utilizaremos el axioma de Martin para dar
el primer ejemplo de un espacio de Moore normal no metrizable. Para
esto utilizaremos una generalizacién de un A-conjunto.
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3.4. DEFINICION. Un Q-conjunto es un subconjunto no numerable
Y de R tal que cada subconjunto de Y es un Gj relativo a Y.

A continuacién veremos que MA + -CH implica la existencia de
un @-conjunto. Para ello necesitaremos un lema previo.

3.5. LEMA. (Solovay) Supongamos M A+ -C H. Supongamos que
A y B son dos familias de subconjuntos infinitos de w con cardinalidad
Ky que |[aNb| < w para todo a € Ay b € B. Entonces existe s C w tal
que s N b es finito para todo b € B y sNa es infinito para todo a € A.

DEMOSTRACION. Sea P = {(f,F): f € [w|<® A F € [B|<“}. Defini-
mos (f, F) < (9,G) en P si
fCcg, FCG, AbngC fYbeF.

Si (f,F) <(9,G) y (9,G) < (k, K), entonces b € F implica que b€ G
lo cual implica que (bNk) C g; pero (bNg) C f, asibNk C f. Esto es,
(P,<) es un parcialmente ordenado.

Definimos X,, = {(f,F) € P: |fNa|] > n} para todo a € Ay
neE w.

Definimos X, = {(f.[") € P: b € F'} para todo b € B.

Siae A newy (k,K) € P, yaquea\|JK es infinito, existe
f C(a\UK) con |f| > n. Entonces (k, K) < (fUk,K) € X,n asi que
Xa,n es denso (y abierto) en (P,<). Sib € By (k,K) € P, entonces
(k, K) < (k, KU {b}) € X,. Asi cada X, es también denso y abierto en
(P, <).

Supongamos que (k,, K,)acr € una anticadena no numerable de
P. Existe un subconjunto no numerable @ de L y un subconjunto
finito k de w tal que k, = k para todo o € Q. Para todo a,f € Q,
(ka, Ka) < (k, Ka U K,). Esto muestra que (P, <) tiene la c.c.c..

Sea M = (A X w) U B; entonces |M| = k.

Por lo tanto, por el axioma de Martin implica que existe una fa-
milia compatible {(f,. F,)}aem en (P, <) con ([,, F,) € X, para todo
€ M.

Definimos s = (J,c 44 fa- Supongamos que ¢ € A. Para cada
n € W, |fan Na| > n. Asi que, para cada n € w, |sNa| > n; por lo
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tanto s N a es infinito para todo a € A.

Supongamos que b € B. Si z € bN s, entonces = € [, para algun
a € M. Como (fa, Fa) ¥ (fs. Fb) son compatibles, existe (g,G) € P
con (fa,Fa) < (9,G) y (/o [}) < (9,G). Como b € Fy, (bNg) C f.
Pero f, Cgasique z € yg. Estoes z € f,. ComobnNs C f,, bNses
finito. a

Frank Tall, Jack Silver observaron la siguiente consecuencia del
lema de Solovay 4.8.

3.6. TEOREMA. Bajo M A+ -~CH. Todo subconjunto X de R con
w; £ |X]| < ¢ es un Q-conjunto.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un subconjunto no numerable
de los numeros reales de cardinalidad k < ¢, y ¥ C X. Existe una base
numerable B = {U; };c,, para la topologia de la linea real tal que, para
cada z,y € R, sélo una cantidad finita de elementos de BB contienen a
zyay Paraze X,sea N, ={i€w:z€U;}. Sean A= {N,;}zev y
B = {N,}scx\y- Por el teorema de Sclovay (suponiendo MA,), existe
s C w tal que sN N, es infinito para todo € A y sN N, es finito para
todo z € X \ Y. Paran € w definimos V,, = |J{U; : 1 € s A i 2> n}.
Entonces Y C (., Vi pero N, M(X \Y) = 0; por lo tanto Y es un
G‘; en X. O

3.7. OBSERVACION. Sea X un subconjunto de los numeros reales
de cardinalidad k < c¢. El numero de subconjuntos de X es 2. El
nimero de subconjuntos G relativos de X es 2“ = ¢. Asi que una
consecuencia inmediata del teorema anterior es que si MA + -CH se

sigue entonces 2¢ = 2%,

El siguiente teorema da punto final a la conjetura de Moore para
espacios separables.

3.8. TEOREMA. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Existe un Q-conjunto de cardinalidad &.

2. Existe A una familia casi ajena tal que U(.A) es normal y | 4| = «.

3. Existe un espacio de Moore normal separable X con un subespa-
cio cerrado discreto de cardinalidad .
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DEMOSTRACION. (1) — (3). Sea E un Q-conjunto de cardinalidad &,
como |E| < ¢ E es un espacio metrizable, separable y 0-dimensional,
asi que podemos suponer que F C 2“. Entonces tenemos que Sg es
un espacio de Moore separable con E un subespacio discreto y cer-
rado. Sélo resta probar que Si es normal. Sea A C E, veamos que
podemos separar A de [\ A (quitandole los puntos aislados, de ser
necesario, podemos suponer que los cerrados estan contenidos en el
nivel w + 1), como E es un Q-conjunto existen {Up}new ¥ {Valnew
abiertos en R tales que A = ), U, NEy E\A=),e,VaNE.
Sea U = {t € Sg: 3n € w(t € U, \ V,,)} entonces U es abierto y
AcU, Un(E\ A) = (. Por lo tanto Sg es normal.

(3) — (2). Sea X un espacio como en (3), y sean D un subconjunto
denso numerable, y A un subespacio cerrado y discreto con |A| = &,
sin perdida de generalidad podemos suponer que AND = (). Para cada
a € A sea ap una sucesién en D tal que ap converge a a. Entonces
A ={ap : a € A} es una familia casi ajena con |A| = k. Veamos que
WU(.A) es un espacio normal, sean K C Ay H = A\ K. K' = {a €
A:ap € K}y H = A\ K' son dos cerrados ajenos en X, asi que
existen ', V' abiertos ajenos tales que ¥’ C U' y H' C V'. Definimos
U =U{{ap} U(ap \ ) : a € K'} donde n, es un subconjunto finito
de ap tal que (ap \ n,) C (/' de manera analoga definimos un abierto
V. Entonces U,V separan K de H. Por lo tanto ¥(.A) es un espacio
normal. O

3.9. TEOREMA. Existe un espacio de Moore que no es colectiva-
mente normal con respecto a una coleccién discreta de espacios de
Moore metacompactos, entonces existe un espacio de Moore normal
metacompacto no metrizable.

DEMOSTRACION. Sea {M, : @ < A} una coleccién discreta no sepa-
rada de espacios metacompactos en el espacio de Moore normal Xj.
Sea |J,., Ma = M. Sin perdida de generalidad podemos suponer que
Xo \ M esta compuesto por puntos aislados. El nuevo espacio X con-
sistirfa de los puntos de M més los elementos de (Xp \ M) x [M]2.
Tomemos a los elementos del 1iltimo conjunto como aislados. Fijemos
para cada punto p € M una base de vecindades { B(p, ) }se. en X tal
que {{B(p,n) : p€ M}U{d} : d € Xy \ M} es un desarrollo de Xj.
Definimos para p € M,

N(p,n) = (B(p.n) " M) U {(d,{z,y}) € X\ M :

d € B(p.n) A {z,y} N B(p,n) # 0}.



52 3. LA INDEPENDENCIA DE LA CONJETURA DE MOORE

Los puntos aislados mas los puntos de los N(p,n)'s, pe M, n € w,
forman una base para una topologia sobre X, ya que si g € M N
N(p,n) 0 N(p',n'), entonces ¢ € B(p,n) N B(p',n’), asi que existe
k € w tal que g € B(g,k) C B(p,n)NB(p',n’). Entonces ¢ € N(g,k) C
N(p,n) N N(p/,n’). De hecho, si G, = {N(p,n) :pe M} J{{z} : z €
X \ M}, entonces {G,},c.. es claramente un desarrollo para X.

Como N(p,n) N N(p/,n') # 0 si y sélo si B(p,n) N B(p/,n') #
@, X es normal y no es colectivamente Hausdorff. X es T} ya que
d ¢ B(p,n), (d,{z,y}) ¢ N(p,n). Finalmente, para ver que X es
metacompacto, sea U una cubierta abierta. Sea V un refinamiento
de U que refine a la cubierta candnica y que sea punto finita en M.
Veamos que V es punto finita. Si (d, {z,y}) pertenece a una infinidad
de elementos de V, digamos {V,},c.,, entonces para cada n, z € V,, o
y € V,. Pero entonces z o y estan en una infinidad de Vs lo cual es

O

una contradiccidn.

3.10. CorOLARIO. Existe un espacio de Moore normal metacom-
pacto no metrizable si existe :
(a) Un espacio de Moore normal localmente metrizable no metrizable

6
(b) Un espacio normal primero numerable no colectivamente Haus-

dorff.

DEMOSTRACION. La primera parte del corolario se sigue por que tal
espacio no es colectivamente normal con respecto a alguna coleccién
de conjuntos metrizables y por lo tanto metacompactos. La segunda
mitad se puede considerar como un colario de la prueba mas que del
resultado: podemos suponer sin perdida de generalidad que para cada
p € M la sucesién de los B(p.n)'s es decreciente; existe un k € w
tal que d ¢ B(z,k) U B(y.k), si (d,{z.y}) ¢ N(z,k) U N(y,k). En-
tonces {(d, {z,y})} es el unico elemento de la k-esima cubierta abierta
conteniendo a (d{z,y}). O

A continuacién probaremos uno de los teoremas mas importantes
en relacién con la conjetura de Moore.

3.11. TEorREMA. (Fleissner) V' = L implica que todo espacio nor-
mal X con x(X) < ¢ es culectivamente Hausdorff.
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Probaremos el teorema por induccién sobre &.

De aqui en adelante el conjunto {B(y,v) : 94 € w;} denotara una
base de vecindades en y.

Caso I. K es finito, el resultado se sigue de que el espacio es Haus-

dorff.
Caso II. Kk = w. Usamos la regularidad del espacio.

Caso III. & es singular con cofinalidad numerable. Sea ¥ un sub-
conjunto cerrado discreto de cardinalidad &. Entonces Y = J,., Y
donde |Yi| < &. Usando la normalidad podemos separar a cada Y;, y
posteriormente utilizando la hipotesis de induccion podemos separar a
los puntos de cada Y;.

Caso IV. & es regular.

En lugar de proseguir con la demostracién, primero probaremos un
ejercicio para dar una idea de como probar el caso IV.

Supongamos que X es un espacio pseudonormal (definicién 2.3);
Y = {U, : ¥ < w;} es un subespacio cerrado discreto, y F es una
familia de w; cubiertas abiertas U = {U, : v < w;} de Y tales que
Yy € U,. Entonces Y puede ser separada o existe un H C Y que no
puede ser separado de Y \ H para todo U € F i.e. para todod € F,

Upyerrts Uy g Uy # 9.
DEMOSTRACION. Haremos la construccién por induccién transfinita,
usando las siguientes reglas.

1. Hay que realizar w pasos-Y tiene w; puntos.
2. Hay que realizar w, tareas- JF tiene w cubiertas.
3. Cada tarea puede ser realizada después de < w; pasos.

DEMOSTRACION. Supongamos que Y no se puede separar. La idea es
encontrar para cada cubierta & elementos yg, y, distintos de tal forma
que Us N U, # 0, y asignarle ys a H y y, a su complemento. Sdlo
hay que verificar que la condicién se satisface. Sea K un subconjunto
numerable de Y. y & € F. necesitamos encontrar yz,y, ¢ K tales
que Ug N U, # 0. Supongamos que este no es el caso, entonces U nos
da una separacién de Y \ K y como X es regular y K es numerable
también tenemos una separacién de K. Pero X es pseudonormal asi
que también podemos separar a K de Y \ K. De lo cual se sigue que
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podemos separar a Y una contradiccion. La idea detras del ejercicio
anterior es que si F fuera el conjunto de todas las cubiertas abiertas
de Y y Y no se pudierd separar entonces X no seria normal.

Regresemos a la prueba del teorema. Para hacer la prueba mas
concreta, consideraremos el caso x = w;. (La prueba para k arbitrario
es la misma.) Supongamos que X tiene caricter w;, y Y C X es cer-
rado, discreto y no se puede separar. Para mostrar que X no es normal,
es suficiente, en el espiritu del ejercicio anterior, hacer todas las tareas
Uy, donde [ :w; — wy, y Uy = B(yy, f(7))-

Cuando uno tiene el problema de realizar 2*! tareas en sélo w; pa-
sos. Es frecuentemente usual utilizar la técnica de {. Sea o : 8 — w,
donde 3 es un ordinal numerable diremos que la terea asignada a f
puede ser realizada si después de los primeros f pasos, el 3-ésimo paso
puede ser realizado de tal forma que realize todas las tareas indicadas
por g para toda funcién g que extienda a o.

En el ejercicio, hizimos la tarea U asignando dos nuevos puntos
Ys, Yy con Ug N U, # (. Este metodo no es suficiente para hacer la
tarea U, ya que ¢ no le asigna vecindades a puntos nuevos. De hecho,
como el espacio es Hausdorfl. si o, 3 € dom(a), entonces existe g que
extiende a o tal que B(y,,g(«)) N B(ys, g(8)) = 0. Asi que para hacer
la tarea U, debemos asignar un punto nuevo de tal forma que todas
sus vecindades intersecten a las vecindades de los puntos ya asignados.
Llamemos

U B(ys,o(B)) N{ys: 6 > v}

B<yugeH

los H puntos limites de ¢. Similarmente definimos los Y\ H puntos
limites de ¢. La forma de de realizar la tarea U, es asignar un H punto
limite ys a Y\ H (o un (Y'\ H) punto limite a H). Ya que sin importar
como g extienda a ¢ la tarea U, esta realizada. Sea (f, : @ < w;) una
{O-sucesion. Si fuerd posible realizar en el a-ésimo paso la tarea Uy, .
Entonces por ¢, para cada [ existe un estacionario Sy tal que para
cada v € Sy, flv = [,. Asi que cada terea seria realizada en algun
segmento inicial. Peruv nos hemos encontrado con un problema técnico.
Para poder hacer la tarea Uy . tenemos que asignar un ys, con § > 7.
Y ¢ aunque una técnica poderosa no es suficiente para lograrlo. Asi
que necesitaremos una nueva técnica.
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Técnica de ¢p. Supongamos que una familia de tareas estd indi-
cada por las funciones de w; en w;. Si muchos segmentos iniciales de
tareas pueden ser realizados, entonces, suponiendo V' = L, en w; pasos
podemos realizar todas las tareas.

3.12. DEFINICION. Muchos en el parrafo anterior significa que
para todo f existe un conjunto estacionario Ay, para el cual v € Ay
implica que la tarea Uy, puede ser realizada.

La definicién anterior ha sido bastante informal. Aunque esperamos
que esto sea de ayuda para entender mejor la prueba. Al finalizar la
prueba daremos una definicién formal.

Ahora, regresemos a probar el teorema por induccién. Si muchos
segmentos iniciales tienen puntos limites, entonces X no es normal.
(Suponiendo V' = Ly usando la técnica {p.) Asi que podemos suponer
que este no es el caso y probar que Y puede ser separado. Explicita-
mente, "suponer que no” significa que existe una funcién f : w; — w;
y un conjunto cerrado no acotado C tal que para todo v € C, f[v no
tiene puntos limites.

Entonces, para cada v € C

V, =X\ | B(ys, /(8))
B<y
es un conjunto abierto que contiene a {ys : § > v}. Como C es
cerrado, y(3) = sup{y € C : v < B} esta en C. Como C es no aco-
tado, linicamente una cantidad numerable de /3’s tienen el mismo y(5).
Asi que existen abiertos ajenos Wj tales que si 8 < &', v(8) = ~v(f'),
entonces Ws N W = ().

Ahora Y puede ser separado, por que § < [ implica
(B(ys, f(8)) N Vaa) N Wi N (Blys, £(8)) N Vaey N W = 0.
caso 1. 7(f8') < B < B'. Entonces () =v(f'), y We N Wg = 0.

caso 2. B <(8') < B. B(ys, f(B) N Vys) = 0, ya que Vi) =
X\ qu-,(,af) B(ye, f(£))-

Caso V. K > cof(k) > w. La idea basica es bastante similar
al caso anterior. Podemos definir inductivamente un subconjunto H
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mostrando que X no es normal si podemos encontrar una sucesién de
tareas de segmentos iniciales que realizen todas las tareas. Si no existe
tal sucesién, podemos usar este hecho para separar a Y.

H puede ser definido si existe un orden tal que cada funcién tiene
al menos un segmento inicial con muchos puntos limites. Maés que
considerar ekl caso V en detalle, listaremos las diferencias entre los dos
casos.

1. Consideraremos todos los posibles ordenes sobre Y.

2. Consideraremos tinicamente cof (k) segementos iniciales de una

funcién.

3. En la condicién cuando H pude ser definido mucho se refiere a
puntos limites mas que a segmentos iniciales.

4. Los pasos son ordenados en superpasos. Donde un superpaso es
una indiccién que destruye todos los segmentos iniciales de una
longitud dadad.

5. Si H no puede ser definido, nosostros no lo separamos en un
paso. Separamos tantos puntos como podamos; y entonces re-
ordenamos de tal forma que cada punto malo tenga un indice
menor. Ahora, como no existen sucesiones decrecientes de ordi-
nales, después de w pasos, va no existen puntos malos. Entonces
separamos una cantidad numerable de separaciones como en el
caso I

Finilizaremos la prueba mostrando cuando H puede ser definido. Sea C'
un conjunto de tipo de orden cof(x) cofinal en k. H puede ser definido
sl existe una permutacion ¢ de x tal que para cada funcién f: Kk — w;
existe v € C' tal que

L U Blys, f(6(8)) N {ys : $(8 > 7}]| > 7.

¢(8)<y

Ahora pasaremos a formalizar la definicién de $p

3.13. DEFINICION. A = {A;: [ € K*} es un sistema estacionario
para k si cada Ay es un subconjunto estacionario de k, y para cada
a€Ky f.g €K sifl,=gl, entonces AyN(a+1) = A,N(a+1), ¢
para sistemas estacionarios (en k) es la asercion de que para cada
sistema estacionario A para k, existe una sucesién {fa}a<x, tal que
fa € a® y para cada [ € K" existe un conjunto estacionario S C Ay

tal que B € S implica que f[; = /3.
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El teorema anterior estuvo cerca de probar la independencia de la
conjetura de Moore. Pero qué tan cerca estuvo, realmente sera cierto
que todo espacio normal y colectivamente Hausdorff es colectivamente
normal. Desgraciadamente este no es el caso como lo muestra el sigu-
iente ejemplo de Fleissner al cual llamo George.

(George de Fleissner) Sea
F={(a,p):a<f <w},
Yo={a}x(w\a)CF Zsg= {{a,7) € F:v < B}.

Consideremos la siguiente topologia sobre F, sea Y = {Y, : a € w,}
una coleccién discreta y para cada a, Y, = (w; \ @) via (o, 8) — B.
En otras palabras, F' es el triangulo superior de w; con la topologia
discreta cruz w; con la topologia del orden.

Sea U la familia de subconjuntos cerroabiertos de F; definimos Ug =
{UeU:Uc Zs};seaW? ={U eUd:UNZg=0}; yseaJ =24
Identificamos (a, 8) € F con el punto y, g € J definido por y, s(U) = 1
si y sélo si (a, ) € F. Puntos de J \ F son aislados. Indexamos a las
vecindades de y, g € J por subconjuntos finitos de Uy. Para (o, §) € F
y a € [Us]<¥, definimos

B(a,B,a) = {g € J: (YU € Wg)(9(U) =0)

A (VU € a)(g(U) = yas(U))}-
Es rutina verificar que hemos presentado una base para un espa-
cio Hausdorff regular. Mas aun, la topologia de subespacio de F es la
misma topologia dada a F' originalmente.

George es normal. Sean H y K cerrados ajenos. Usando el truco
tipico podemos suponer que /UK C F. Sea A un subconjunto cerroa-
bierto de F, H C AC F\ K. Sea U = |J{B(a,B,{A4}) : (a,8) € A}.
Ahora en J, U es un cerroabiertoy H C U C J\ K.

George no es colectivarmente normal Mostraremos que la familia
discreta ) = {Y, : @ € w,} no puede ser separada. Para cada o < w,
sea W, un subconjunto abierto de J que contenga a Y,. Para cada
(a, B) € F. escojamos a(a, 3) tal que yas € B(a,B,a(a,f)) C W,.
Sea v(cv, ) = min{7y : Yo, € B(a,B,a(a,))}. Por el lema de Fodor,
para cada ¢ € w;, podemus encontrar 1, € W Yy Yo € w; tal que
{B:le(a, )] =na N ¥(,3) =Ya} es no numerable. Escojamos m €
W, (Ew,yrCwtalque|r|=2"+1,yparaa €r, ng =m, Yo < (.
Més aun, para a € r, escogemos B, > ( tal que n(a,f,) = my
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Y(e, Ba) = Ya. Abreviemos B(a, 3., a(a, Ba)) por Ba.

Sea V = U \ WE. El mapeo 0(g) = g[V de J en 2V envia a cada
B,, a € r, a un conjunto C, de medida 2 ™ en la medida producto
sobre 2V ya que a(a,3,) C V. Como [r| > 2™, existen a,’ € r distin-
tos y go € Cy N Cy. Definimos ¢ € J por g(U/) = go(U) si U € V' y
g9(U) = 0si U € WE. Entonces g € B, N B, Por lo tanto los Ul s no
son ajenos v J no es colectivamente normal.

J es colectivamente Hausdor{l. Sea D C J un conjunto discreto.
Como es usual podemos suponer que D C F. Como Y, es numerable-
mente compacto, |D NY,| < w; por lo tanto

C={7€w11(yﬂ_§ED A a(w)_,ﬁ<,?}

es un c.u.b. Para v € C, sea 7" el sucesor de vy en C; i.e. v°* = min(C'\
(y+1)). Paracada y € C,sea I, = {(a,f) € F: vy < B <v°} y sea
D, = F,ND. En espacios regulares colecciones discretas numerables de
puntos son separadas. Asi que para cada v € C, existe una coleccién
{Uap : Yas € D,}, de conjuntos abiertos que separan al conjunto
discreto D.,. Finalmente, |, ~{UasNB(a,3.{F,} : yas € F,} separa
aD.

3. LA CONJETURA DE MOORE Y LOS GRANDES
CARDINALES.

Finalmente veremos como probar la independencia de la conjetura
de Moore. Pero necesitaremos primeramente algunas definiciones.

3.14. DEFINICION. Una medida, (de probabilidad) u, sobre un
conjunto [ es una funcién tal que::
(i) dom(u) es una o-dlgebra de subconjuntos de I y ran(u) C [0,1],
(i) (@) =0y pu(I)=1,
(iii) si A C A" C I, entonces u(A) < p(A'),
(iv) si {A, : n € w} es una familia ajena de subconjuntos de I,
entonces u(l,., An) = D, #(An).

La propiedad (iv) se llama o-aditividad. Para &, un cardinal, deci-
mos que una medida es k — aditiva si satisface (i), (ii), (iii) y
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(iv)x Si {As : @ < B}, donde 3 < K, es una familia ajena de sub-
conjuntos de /, entonces j(lJ, .z Aa) = 2 ncp i(Aa)-

Esto es, o-aditiva significa wj-aditiva. La siguiente variante de (iv).
sera conveniente posteriormente.

(tw). Si {A, : @ < B}, donde 3 < K, es una familia de subconjun-
tos de I cerrada bajo uniones finitas, v 4 es un niimero real positivo,
entonces existe y < 3 tal que p({J, .5 Aa) < p(Ay) + 4.

Decimos que un filtro F sobre I es k-completo si la funcién carac-
teristica xr, definida por xx(A) = 1 si y sélo si A € F, es k-aditiva.
Cuando F es un filtro sobre un conjunto I, y f, g son funciones con do-
minio /, decimos que ” f < g mod F” si existe F' € F tal que para toda
i € F, f(i) < g(i). Frases cumo [ es constante modF deben ser inter-
pretadas de manera similar. La siguiente medida particular sera usada
frecuentemente en este capitulo es la siguiente. La medida producto
sobre 2/. Sea H; el conjunto de funciones de un subconjunto finito de
I en 2= {0,1}. Para cada 5 € H,, definimos [n]; = {f € 2' : p C f}.
La medida producto, pu;, es definida sobre By, la g-algebra generada
por {[n]; : € H;}, tal que u([n);) = 27*, donde |p| = k. Como es
usual omitiremos la [ si esta es clara del contexto.

3.15. DEFINICION. El Auzioma de extension de medida producto
(PMEA) es la siguiente ascersiéon. Para cada [ existe una medida
c-aditiva 727 definida sobre P(2') que extiende a la medida producto.

Kunen habia escrito, pero nunca publicado, una prueba de que
PMEA es consistente relativo a la existencia de un cardinal fuertemente
compacto. La prueba puede ser encontrada en Kanamori[1997].

3.16. TEOREMA. (Nyikos). Supongamos PMFEA. Entonces cada
coleccién normalizada en un espacio de caracter menor que ¢ es sepa-
rada. En particular, todo espacio de Moore normal es metrizable.

DEMOSTRACION. Sea Y = {V; : 7 € I} una familia de subconjuntos
de un espacio X de caracter menor que ¢, normalizada por U = {U; :
J C I}. Para cada y € |J ), fijemos una base de vecindades A, donde
|Ny| < ¢. Paracadaye|JY y J C I, escojemos N(J,y) € N, tal que
N(J,y)cU; v N(J,y)Cc X \U,.

Identifiquemos a P (/) con 2/ via funciones caracteristicas; sea pu =
717, la extensién de la medida producto sobre 2/ dada por PMEA. Para
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caday€|JY ycada N € N, sea J(N,y) = {J € 2" : N(J,y) = J}.
Ahora, para cada y € |JY. 2/ es la unién de la familia ajena J =
{J(N,y) : N € N, }. Ya que s es c-aditiva existe un subconjunto finito

K, C J, tal que u(lJK,) > g Sea W, ={N €N, : J(N,y) € K, }.
Sea W; = [J{W, :y € Y;}.

Veamos que {W; : i € T} separa ). Si este no fuera el caso,
entonces existirian i # j, y € Y 3, y z € Y; tales que W, NW, # 0: Sea
- . 7 1

ol =1{f €2": f(@) = 1 A /(j) = 0}. Como w(UK,) > gy ullm]) = 7,
existe J € [n]N(JK,)N(UK:). Entonces U;N (X \U; D W,NW, # 0.

Lo cual es una contradiccién. O

4. EspAacios DE MOORE UTILIZANDO CH

iEs necesaria la existencia de grandes cardinales para probar la
consistencia de la conjetura de Moore ?

El primer paso en la busqueda de esta respuesta fué dado por Fleiss-
ner [1982] donde él construyo un espacio de Moore normal no metrizable
utilizando CH wnicamente.

El ejemplo bajo CH

El haber construido un espacio de Moore con hipétesis tan debiles
dejé finalmente el siguiente teorema, el cual en palabras de G. M. Reed
deja a la conjetura de Moore en las manos de Dios y de los grandes car-
dinales. A consecuencia de su complejidad omitiremos la demostracién.

Vease [Fleissner 1984]

3.17. TEOREMA. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Ningin modelo interno tiene un cardinal medible.
(b) Existe un espacio de Muore normal no metrizable.
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