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INTRODUCCION

Las lineas de espera estan presentes en la actualidad en cualquier area de
una sociedad: existen filas en los bancos para recibir servicio, en los
centros comerciales al momento de hacer los pagos de mercancia, en las
instituciones educativas cuando se realizan tramites escolares, en las
fabricas al momento en que los productos pasan por algun proceso de
desarrollo o reparacion, en el area de telecomunicaciones al esperar una

transmision, etc.

Cada una de las lineas de espera tiene asociados costos, ya sea por
disponer de un servicio excesivo o por la falta de éste, que repercuten en

pérdidas econémicas dentro de un sistema.

La Teoria de Colas es el estudio matematico de las lineas de espera. Utiliza
los modelos de colas para representar asi a los diferentes sistemas que se
presentan en la realidad. Cada modelo tiene asociadas férmulas que
indican cual es el desemperio del sistema correspondiente y muestran el

numero promedio de espera que se presentara bajo ciertas circunstancias.

Las féormulas mencionadas son de gran utilidad al modelar y explicar
matematicamente un problema pero desgraciadamente no existen libros en
espanol que desarrollen cada formula e indiquen su punto de partida. Las
traducciones de libros de Investigacion de Operaciones, que existen en
Meéxico, exponen de forma general las formulas finales y no se detienen,

debido a que no es su propdsito, a explicar el origen y desarrollo de ellas.



Asi esta Tesis tiene su objetivo en el desarrollo de las formulas mas
frecuentes que se utilizan en la modelacion matematica de la Teoria de
Colas, ya que pensando en el hecho de que en la carrera de Actuaria se
presentan conceptos matematicos, financieros y estadisticos, que son
desarrollados dentro de las diferentes materias para darle un mayor
sustento a cada una de ellas; entonces al desarrollar las férmulas de
modelos de espera se sustentara la Teoria de Colas, elemento de la

Investigacion de Operaciones.

El Capitulo 1 define los sistemas de espera desde lo que es en si una “cola”
o linea de espera, la cantidad de posibles clientes, el tiempo en que éstos

son servidos, hasta la forma en que se recibe el servicio.

Incluye también la notacion de cada definicién para asi empezar a trabajar
en lo que son las demostraciones de las formulas utilizadas en la Teoria de

Colas.

Contintia el primer capitulo con el origen de todo proceso de colas que son
las definiciones y demostraciones basicas del Proceso de Nacimiento y
Muerte, asi como la demostracion practica de la Formula de Little, que

representa el equilibrio estadistico en las lineas de espera.

En el Capitulo 2 se demuestran, una a una, las formulas utilizadas en
cada uno de los cuatro sistemas basicos y frecuentes de espera.
Concluyendo con una breve explicacion para poder llevar a cabo el proceso

de decision.

El Capitulo 3 expone 4 ejemplos practicos de como se utilizan las féormulas
desarrolladas de los sistemas de colas vistas y 1 ejemplo que presenta la
manera de realizar un proceso de decision. En particular se presenta un



ejemplo de: el proceso de revalidacion de la inscripciéon en la Maestria de
Ingenieria de Sistemas en servicios escolares, una clinica de oftalmologia
en donde se realizan examenes de glaucoma, un salén de belleza, una
fabrica donde el proceso de pintar piezas de troncos, que fueron
previamente cortados y pulidos, es la cola a estudiar, y por tultimo, un
negocio de comida rapida que necesita que se determine cuantos cajeros
utilizar en cierto periodo del dia.

Al final de este trabajo se presenta como apéndice un breve desarrollo de
procesos estocasticos, una presentacion de la distribucién exponencial, y
sus propiedades, y un glosario de conceptos basicos, que son antecedentes
utiles para comprender mas a fondo las férmulas y definiciones aqui

tratadas.
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1. TEORIA DE COLAS

De alguna manera u otra, siempre se ha experimentado el esperar en una
“cola” o linea de espera. Desafortunadamente, este fenomeno es mas y mas

frecuente en la creciente sociedad urbanizada y congestionada.

Las personas esperan en una linea para entrar al metro, pagar en el
supermercado, ser atendidos en servicios meédicos, utilizar cajeros
automaticos, comprar boletos en el cine, avanzar en los carros en el
transito, etc., pero no solo es un fenémeno exclusivo para los humanos,
también existen procesos de espera para diferentes materiales y objetos a
construir o ensamblar dentro de las fabricas, asi como para los aparatos o
vehiculos que necesitan reparaciones o mantenimiento, es decir, las lineas

de espera se presentan de forma infinita en la sociedad.

Esta situacion ocurre debido a que la demanda actual de un servicio es

mayor a la capacidad actual para proporcionar tal servicio.

A los clientes, no les gusta esperar y a los gerentes o encargados de los
establecimientos tampoco les parece que esto ocurra debido al posible
gasto que representa para el negocio, que puede ser un costo social como
lo es el de clientes perdidos. Pero proporcionar demasiado servicio también
representa desembolsos excesivos de dinero, ya que un sistema con un
numero muy grande de servidores en el que cada cliente que llega es
inmediatamente servido origina que se paguen sueldos al personal que

tendra bastantes tiempos ociosos.



El objetivo del negocio es lograr el equilibrio entre los costos del servicio y
el asociado con su espera. Esto representa un proceso dificil ya que con
frecuencia es imposible predecir con exactitud cuantas unidades llegaran
a solicitar el servicio y cuanto tiempo se requerira para proporcionarlo. La
Teoria de Colas otorga la informacion vital requerida para tomar una

decisién de este tipo.



1.1. ESTRUCTURA BASICA DE LAS LINEAS DE ESPERA

Un sistema de colas puede ser descrito por clientes que requieren un

servicio (proporcionado por un servidor) en un determinado periodo.

Los clientes, que se generan por medio de una fuente de entrada, llegan
aleatoriamente al sistema y forman una o varias lineas de espera para ser
atendidos. Si el servidor esta desocupado, de acuerdo con ciertas reglas
preestablecidas, conocidas como disciplina en la cola, se selecciona a uno
de los clientes formados para darle servicio. El cual sera proporcionado
mediante un mecanismo de servicio. El cliente sera atendido en un periodo
determinado de tiempo, llamado tiempo de servicio, al finalizar el cliente

abandona el sistema.

FUENTE MECANISMO
DE » COLA > DEL >
ENTRADA SERVICIO




1.1.1 Elementos en el proceso de las Lineas de Espera.

a)

b)

c)

d)

e)

Fuente de entrada. Indica el numero total de clientes potenciales
distintos del servicio. Puede ser finita o infinita. En la realidad el
tamafno es finito, pero en casos especiales tales como los que se
presentan en este trabajo se supondra sistemas con fuente de entrada
infinita.

Tiempo entre llegadas. Es el lapso transcurrido entre el momento de la
llegada de un cliente y el inmediatamente anterior (inter-arribo). Puede
ser una constante o una variable aleatoria independiente, cuya

distribucién de probabilidad puede conocerse o no.

Cola. Se caracteriza el numero maximo de clientes que pueden esperar
en la cola. Pueden ser finitas o infinitas. En la realidad sélo existen las
finitas. En este trabajo se presentan en las secciones 2.1 y 2.2 el caso

infinito y en las secciones 2.3 y 2.4 sistemas con cola finita.

Disciplina de la cola. Se refiere a la forma en la que se seleccionan los
miembros de la cola para recibir el servicio. Existen las siguientes
politicas a saber: el primero en llegar a la cola es el primero a quien se
le proporciona el servicio; prioridad, donde las caracteristicas del cliente
indican en qué orden se proporciona el servicio; “Gltimo en llegar,

primero en ser servido”, o bien, aleatoriedad.

Mecanismo de servicio. Consiste en la manera como esperan los clientes
(en una o varias colas, con o sin opciéon a cambio de cola). Incluye la
estructura de las estaciones de servicio que pueden estar en serie, en

paralelo o mixtas.



f)

g

El tiempo de servicio. Es el lapso transcurrido desde el momento en que
se inicia el servicio de un cliente hasta su término. Este intervalo puede
ser una constante o una variable aleatoria, dependiente o
independiente cuya distribuciéon de probabilidad se puede o no conocer.

El numero de servidores. El sistema mas simple es el de un solo
servidor, el cual puede dar servicio a un solo cliente a la vez. Un
sistema multi-servidores tiene n servidores idénticos y puede dar

servicio a n clientes simultaneamente.



1.1.2 Notacion en los modelos de Lineas de Espera

N(t): Namero de clientes en el sistema de colas, en el instante t (t > 0).

A : Numero promedio (tasa) de llegadas al sistema por unidad de tiempo.

p : Nimero promedio (tasa) de servicios por unidad de tiempo.

1/A : Tiempo promedio que transcurre entre dos llegadas consecutivas.

1I/u : Tiempo promedio de servicio de un cliente.

£ =Mu: Factor de utilizacion del sistema con un servidor.

c : Nimero de servidores en el sistema.

Pe =M(cp) : Factor de utilizacion de un sistema con c¢ servidores multiples.

Pn(t) : Probabilidad de que haya n clientes en el sistema en el tiempo t.
(n=0,1...)

Po(t) : Probabilidad de que en el momento t de arribo a la cola, el sistema
se encuentren vacio.

L : Numero esperado de clientes que permanecen en el sistema.

Ly : Numero esperado de clientes en la cola.

W : Tiempo promedio de espera de un cliente en el sistema.

Wy : Tiempo promedio de espera de un cliente en la cola.

T : Tiempo de espera de un cliente en el sistema.

Estado del sistema: Nimero de clientes en el sistema de colas.



1.1.3 Notacién para describir los sistemas de Lineas de Espera

La notacién tiene la siguiente forma:

(a/b/c):(d/e/f)

donde:

: Distribucion de llegada.

a
b : Distribucién del servicio.
C

: Nimero de servidores en paralelo en el sistema.

d : Disciplina del servicio.

e : Maximo numero de clientes que pueden estar en el sistema (esperando

y recibiendo servicio).

f: Fuente de generacion de clientes.

Los simbolos usados para a y b son:

M:

GI:

Llegada con distribucion de Poisson y servicio
exponencialmente.

Llegada o servicio deterministico.

Llegada y servicios con distribucion de Erlang
respectivamente.

Llegada con una distribucién general independiente.

Servicios con una distribucién general independiente.

distribuido

¥

gamma



Los simbolos usados para d son:

FCFS
LCFS
SIRO
GD
NPRP
RPP

Primero en llegar, primero en ser servido.
Ultimo en llegar, primero en ser servido.
Servicio en orden aleatorio.

Disciplina general de servicio.

Servicio prioritario no abortivo.

Servicio prioritario abortivo.



1.2 PROCESO DE NACIMIENTO Y MUERTE

El proceso de nacimiento y muerte es caracterizado por la propiedad de
que cuando ocurre una transicion de un estado a otro, ésta ocurre sélo
hacia un estado vecino, es decir, suponiendo que el espacio de estados es
S ={0,1,2,...,i,...}, entonces la transicion, cuando el proceso en el tiempo t
se encuentra en el estado i, puede ser solamente al estado vecino (i-1) o
(i+1). El término nacimiento se refiere a la llegada de un nuevo cliente al

sistema de colas y la muerte se refiere a la salida de un cliente servido.

En términos generales se dice que los nacimientos y las muertes
individuales ocurren de forma aleatoria en donde sus tasas medias de

ocurrencia dependen tinicamente del estado actual del sistema.

Considerando que A; es la tasa de llegadas al sistema y p; es la tasa de
servicios o tasa de salida del sistema cuando éste se encuentra en el

estado i.

Entonces una cadena de Markov de tiempo continuo N(t), teT con espacio

de estados S = {0,1,2,...} y con tasas g; y qj,

donde:

gi es la tasa de transiciéon hacia fuera del estado i por unidad de tiempo

que pasa en el estado i



gij es la tasa de transicion del estado i al estado j en el sentido de que g; es
el namero esperado de veces que el proceso pasa del estado i al estado j

por unidad de tiempo que esta en el estado i, definidas de acuerdo a:

Qiir1 = A i=0,1,...,

Qii-1 = Wi L

qi; =0, j=ix 1, j=#i, i=0,1,..., y
Qi = Ai+ i i=0,1,..., Ho =0,

Es un proceso de

a) Nacimiento puro si: pi =0 para i=1,2,...,
b) Muerte puro si: A; = 0 para i=0,1,..., y
c) Nacimiento y muerte si alguna de las A y alguna de las pi son

positivas.

AN T B IR IR S

H1 Ha2 H3 Hn-1 Hn HUn+1

Asi, el proceso de nacimiento y muerte describe de manera probabilistica
como cambia N(t) a medida que incrementa t. Por ejemplo un tablero
telefénico donde N(t) es el namero de llamadas que ocurren en un intervalo
de tamario t; una epidemia donde el nimero de muertes que han ocurrido
en (0,t) es N(t); una cola de un banco donde N(t) es el numero de clientes
esperando o en servicio en el tiempo t; o bien, una ciudad cuya poblacién

es N(t) en el tiempo t.
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Considerando que pij(t) es la funcion de probabilidad de transicion
continua del estado i al estado j (A1.2.1) y esta dada por:

pij(t) = PrX(t+u) = j| X(u) = i} t>0, ijeS
que es independiente de uz0.

Se usa la ecuacion Chapman-Kolmogorov hacia adelante (Al1.2.11) para

i,j=1,2,..., que es:

p'ij (t) = z Pik (thlqi + quij(t)

k=i

y junto a
a;i=0,j=k £ 1, i#k,
Qi1 = Ai i=0,1,...,
Qi1 = HI i=1,2,...,
QG=Ai+ W i=0,1,...,
Mo =0,

se tiene que

pli(t) = Zpik(thkj +q;0;(t)= @1g Piga(t) + Qrerg Piger(t) + Qs Piglt)

Jewi

de donde se llega al las ecuaciones Chapman-Kolmogorov hacia adelante

para el proceso de nacimiento y muerte:
P'i(t) = Aapiga(t)+ perpiger(t) = (A + py) Pis(t) (1.2.1)
Pio(t)= = Aopio(t)+ Hipi.i(t) (1.2.2)

coni,j=1,2,...

11



Las condiciones de frontera o iniciales, son:
pij(0+) = 8, i,j = 0,1,... (1.2.3)

Considerando que O+ es el tiempo t = 0, en el que el sistema sale del

estado i y pasa al estado j, tiempo de salidadeiaj.
Sea
Pj(t)=Pr{N(t) = j}, j=0,1,...,t>0,
Si el tiempo t=0, es cuando el sistema deja el estado i, se tiene
P;j(0)=Pr{N(0) = j} = &3, (1.2.4)
Entonces
Pj(t) = pi(t)
y la ecuacion hacia delante se escribe como
i(t) == (A + W) Pi(t) + Ajr Pra(t) + pjer Pia(t), j= 1,2,..., (1.2.9)
P'o(t)= — XoPo(t)+ piPi(t) (1.2.6)
Si se supone que todas las A; y las p; son distintas de cero, se tiene que la
cadena de Markov es irreducible, puesto que es una cadena no nula

persistente y los limites
lim py(t)= p;

12



existen y son independientes del estado inicial i, entonces las ecuaciones

(1.2.5) y (1.2.6) se convierten en

0 =~ (A + W) Pi + Aj-1 Pyt + Mot Pieny jsi1; (1.2.7)
0 == Aoppo + 1p1. (1.2.8)
Sea
m=l°l‘ml"‘. j21,y
Hibg o My
=1 (1.2.9)

De donde la solucién de lo anterior es obtenida por induccién. De (1.2.8)

se tiene que

G
P1 = | — |Po= T1Po

Ky
y si px = mpo, k = 1,2,...,j, se tiene de (2.2.7)
Pi+ili#1 = AimPo, O
Pi+1 = T+1Po

Asi, si 37, m < o, entonces

i j=0. (1.2.10)

13



Incidentalmente, 37, mx < wes una condicion suficiente para que el

proceso de nacimiento y muerte tenga todos sus estados no nulos

persistentes.

14



1.3. LA FORMULA DE LITTLE - RELACION L = AW

Una de las relaciones mas importantes que tiene la Teoria de Colas es

L =AW (1.3.1)

Donde A es la tasa media de llegadas, L es el numero esperado de
unidades en el sistema, y W es el tiempo promedio de espera en un estado
en equilibrio. Sea el namero esperado en la cola y el tiempo promedio de
espera en la cola en el estado estable Lq y Wq respectivamente. Existe una

relacion similar

Lq = AW, (1.3.2)

Little en 1961 prueba estas formulas de una forma muy rigurosa, Jewell
en 1967 la prueba basado en la teoria de renovacion. En este momento se
explicara la prueba de Eilon’s (1969) que es una prueba generalizada,

simple y clara.

La prueba no depende de (i) las distribucionresde tiempo entre llegadas ni
del tiempo de servicio, (ii) del nimero de servidores en el sistema, o (iii) de
la disciplina de la cola.

Considerando la Fig. 1.3.1. La linea superior indica el niumero acumulado
de llegadas y la linea inferior el nimero acumulado de salidas del sistema.
La distancia vertical entre dos lineas indica el numero de clientes
presentes en el sistema en ese instante, mientras que la distancia
horizontal denota el tiempo de espera en el sistema (tiempo de espera en la

cola mas el tiempo de servicio)

15



Figura 1.3.1
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Si se supone que el sistema ha estado en operacién por algun tiempo y que
se a llegado a una condicion de estado estable. Se considera un intervalo

de tiempo T que puede o no incluir mas de un periodo ocupado.

Dados
A(T) = numero total de llegadas durante el periodo T.
B(T) = area entre las dos lineas

= tiempo de espera total en el sistema de todos los cliente que
llegaron durante T.

= wl+w2+...



MT)

tasa media de llegadas durante T

A(T)
e

W(T) = tiempo promedio de espera en el sistema durante T

B(T)
A(T)

L(T)

numero promedio de clientes en el sistema durante T
B(T)

T

Se tiene, entonces, que

Si se considera que el limite existe cuando T — « y esta dado por

]iI'ﬂT—-n: )er) =)

limr. W(T) =W
Entonces el limite para L(T) cuando T — « también existe y esta dado por
L = limr» L(T)

Por lo que
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2. SISTEMAS DE COLAS

2.1 UNA COLA - UN SERVIDOR - POBLACION INFINITA.
(M/M/1):(FCFS/ o/ ),

Existen clientes que llegan a un sistema para pedir un servicio. Si el canal
de servicios esta vacio, la unidad entra y recibe servicio. Si hay ya una o
mas clientes en el canal, el cliente que llega debe tomar su lugar al final de
la cola y esperar su turno para recibir el servicio. La disciplina de la cola

es “primero en llegar-primero en ser servido”. Existe un sélo servidor.

0—000-000{0OH

Persona Linea de Canal

que llega espera de servicio

Se supone una poblacién infinita, una linea de espera de capacidad
ilimitada. El tiempo entre llegadas tiene una distribuciéon Poisson con
parametro A, esto es, los tiempos inter-arrivo son exponencialmente
independientes con media 1/A y los tiempos de servicio son
independientes y se distribuyen exponencialmente con parametro p. El
factor de utilizacion del sistema es p=A/u, Ly p son las tasas de llegada y

servicio respectivamente.
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Es necesario que p = A/u < 1, debido a que la distribucion de equilibrio no
existe cuando la tasa de arribos A es mayor o igual a la tasa de servicios p,

en este caso el largo de la cola crece sin limite.
Se asume que existe un estado estable y dado:

Pn = limt«Pr{N(t)=n} para n=0,1,...
Considerando el caso de un soélo servidor, sea N(t) el namero de clientes en
el sistema en el tiempo t, en servicio y en la cola. El incremento N(t) en una
unidad corresponde al arribo de un cliente, pn es la parte del tiempo que

el sistema esta en el estado n.

Considerando el estado 0. El sistema puede salir del estado 0 sélo cuando

se da una llegada. Entonces pasa del estado O al estado 1. La parte del
tiempo que el proceso esta en el estado 0 es po y, como A es la tasa de
llegadas, la tasa en la que el sistema deja el estado O para pasar al estado
1 es Apo. Ahora el sistema puede entrar o salir al estado 0 solamente del
estado 1 por una partida o después de ser servido completamente. La
parte de tiempo que el sistema esta en el estado 1 es p; y pes la tasaen
la que se deja el estado 1 debido a un servicio completo; la tasa en la que
el sistema deja el estado 1 para ir al estado O es up;. Asi la tasa en la que
el proceso entra al estado 0 es up:. Usando el principio de igualdad, se

tiene

Apo = up1 (2.1.1)
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Considerando el estado 1. El sistema puede salir del estado 1 de dos
formas, ya sea por una llegada o por una salida. La parte del tiempo en
que el proceso esta en el estado 1 es up; y la tasa total en que las llegadas
o salidas ocurren, es decir la tasa en que el sistema deja el estado 1 es Ap;
+ up:. El sistema puede entrar o salir del estado 1 de dos formas, por una
llegada del estado O o por una llegada o una salida del estado 2. Asi la tasa
en que el sistema entra al estado 1 es Apo + pp2. Por el principio de

igualdad se tiene que.

Ap:1 + up:1 = Apo + up2.

Procediendo en forma semejante, se tiene que, para n>1,

APn + UPn = APn-1 + UPn+1. (2.1.2)

Las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.2) son llamadas ecuaciones de balance, como

dos tasas son balanceadas, asi también relacién conservadoras de flujo.

Las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.2) junto con la relacion Z;o p,=1 dala

solucion completa para pn. Una forma sencilla para solucionar este

sistema es la siguiente. De (2.1.2) se tiene:

APn - HPn+1 = APn-1 - HPn.

[}

APn-2 - UPn-1, sustituyendo n-1 por n,

Apo - up1,=0,  por (2.1.1)
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A A(A 2 Y
pml:;pn:_ —Paa || | Paa

3 n+l

Usando Y7, p, =1, se tiene

SiA/u=p=<1, entonces:

es decir,

Po’l'ﬁ’s

asi que

Pn=[1‘P}P": n=1,2,....

La distribucién es geométrica con pérdida de la memoria.

(2.1.3)
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2.1.1 MEDIDAS DE EFECTIVIDAD

Debido a que N es el numero de clientes, se tiene:

bl ol Ll wl 1 —
L=E{N}= $np, = $n(1-p)o” = p(1- p)5np = 21=0)
n=0 n=0 n=1 (]_ - p)
Laof2 (2.1.4)
l1-p
equivalentemente, se puede escribir:
A
L=——r 2.1.5
3 (2.1.5)

Si se denota por Ng al numero de clientes en la cola y a su valor esperado

por Lq, se tiene:
Lo =EfN,}=0p, + S(n-1)p, = Snp, - Tp,
=L_(1_po)= IL_P
-pP
Asi la media del largo de la cola es:

L, ==L (2.1.6)

0 equivalentemente:
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12

= 2.1.7
* pp-2) .

L

Se denota por L'q el tamaro esperado de una cola no vacia, es decir, el
tamafio esperado de que haya siempre cola en todos los tiempos. Se

escribe:

L'q =E[N, N, #0]= ]gl(n -1)p, = ,,%(n‘ )p',

Donde p'n es la distribucién de probabilidad condicional de n en el sistema

con cola no vacia; esto es:
P'n = Pr {n en el sistema | n > 2}.
Y por las leyes de probabilidad condicional se tiene:

5 Prin en el sistema y n > 2}

B Prin > 2
po= 2 (n>2)
2 Pa
n=2
-
F 1-p,-p
s Pa
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La distribuciéon de probabilidad de p'n es la distribucién de probabilidad
normalizada de pn cuando los casos n = 0 y n = 1 son omitidos. Asi:

L= i(n-l)p—“ L-p, -(1-p, -py)

2 = 2 :

n=2 P p
Entonces

L'q=1_lp, (2.1.8)
O equivalentemente

L'q=u:, (2.1.9)

Es util probar que para toda n, siendo N el namero de clientes en el

sistema, que

Debido a que:
PriN 2nj= 3 (- p)o*
k=n
= (1-p)p" 3 o
k=n
_(1-p)p"

1-p

n

=p_
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Para encontrar el tiempo promedio de espera en el sistema, W, se recurre a

(1.3.1), L = AW, se obtiene la esperanza y resulta:

W = E{’'W}
_E(N}
A
1_»p
A (1-p)
1
e (2.1.10)
1
o (2.1.11)

Por ultimo para obtener el tiempo promedio de espera en la cola antes de
recibir el servicio, Wq, se tiene que tener en cuenta la disciplina de la cola
que en este caso es “primero en llegar — primero en ser servido”. La
variable aleatoria tiene una propiedad interesante ya que es parte discreta
y parte continua. El tiempo de espera en su mayoria es una variable
aleatoria continua exceptuando que existe la probabilidad de que el retraso
sea 0, esto es, que el cliente sea servido inmediatamente después de su

llegada.

Sea Tq la variable aleatoria designada para el tiempo de espera en la cola.

Entonces:
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Wq (0) = Pr{Tq < 0}
Pr {Wq = 0}

]

u

Pr { el sistema esté vacio al ocurrir una llegada}
Qo.

Donde qn es la probabilidad condicional de que una llegada esté a punto
de ocurrir. Esta probabilidad no siempre es igual Pn. Sin embargo si la

entrada es Poisson, gn = P,. Entonces:
Wqa(0)=Po=1-p. (2.1.12)

Considerando que Wq (t), la probabilidad de que un cliente espere un
tiempo menor o igual que t para ser servido. Si hay n clientes que llegaron
antes para ser servidos en un tiempo entre O y t, todos los clientes deben
ser servidos dentro del tiempo t. Debido a que la distribucién de servicio
tiene pérdida de la memoria, la distribucién del tiempo requerido para
atender a n clientes es independiente del tiempo en que ocurren las
llegadas y es la convolucién de n variables aleatorias exponenciales, que es

de tipo Erlang-n.

Como las entradas son Poisson (Apéndice 2), los puntos en que éstas
ocurren estan espaciados uniformemente y por lo tanto la probabilidad
que una llegada encuentre n en el sistema es idéntica a la distribucion de
probabilidad estacionaria del tamano del sistema. Aclarando:

Wq(t)=Pr{Tq <t}
=3 [Pr{n servidos < t| al llegar existan n en el sistema]* P“]
n=1

+W,(0)
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- (- pI5 o7 [ MU eomax (1)

n=l

- (I—P)pﬁm"“i (f:f):; dx +(1-p)

n=1

- (1 _ p)pgpe““““’)dx+ (1_ p)

= (1-p)e " (t>0).

Asi la distribucion del tiempo de espera en la cola es

W(t)={( 1-p (t=0)

q 1- pk-ﬂ(l—l))‘ (t > 0)
Entonces el tiempo promedio de espera en la cola es:

Wq = E[Tq]

= [tw, (t)dt
- 0{1 " %) + [t %(}1 ~ )bt

- % [ ta-2)e bt

De donde:

A
L ey

(2.1.13)

(2.1.14)
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Con esta expresion se concluye que si un individuo debe esperar en
promedio Wq unidades de tiempo antes de recibir un servicio que dura, en
promedio, 1/p unidades de tiempo, entonces W, el tiempo total de espera en

el sistema, es:

W=W, +— (2.1.15)
T
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2.2 UNA COLA - C SERVIDORES - POBLACION INFINITA.
(M/M/c) : (FCFS/x/x).

Ahora se vera un modelo de servidores multiples en el que cada servidor es
independiente y tienen idéntico tiempo de servicio, cuya distribucién es

exponencial. El proceso de llegadas se asume Poisson.

Se considera que hay c servidores Si hay mas de c clientes en el sistema,
todos los ¢ servidores estan ocupados y cada uno atiende con una tasa
media p; la tasa media de salida del sistema es cu. Cuando hay menos de ¢
clientes en el sistema, n < ¢, solamente n de los c servidores estan

ocupados y el sistema tiene una tasa media de salida de nu. Esto es

(2.2.1)

_Jnn (1sn<c)
" {cu (n2c)

Regresando al modelo de nacimiento y muerte de las ecuaciones (1.2.7) y
(1.2.8) se llega a:

Ao+ K
P, =2 top -Zaip (n>1)
H‘nﬂ p’n+l
A
P =-2p, (2.2.2)
Ky
y
A+ A
2 o - ul 1 ‘ipo
Ha K2
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At A, Ao
Hy By Ha

HaHy

El patrén, si se recuerda (1.2.9), nos lleva a

_ Aohyhy

Pn Po
S LE R o

= faPo (n=1) (2.2.3)

Utilizando (2.2.1) y (2.2.3) y con el hecho de que An = A para toda n, se

obtiene

%po (lsn<c)
Pn= nk’: (2.2.4)
n-c n po nc
c"“clp
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Para encontrar po, se utiliza la condicién limite

ipn{t]‘ =1 ]
=0

Sustituyendo

c=1 xl'l L) A’n
pﬂ[z M +Z I'l]= 1

mnlp® e Cclp

Sear=A/p y p=r/c=>LA/cpu. Entonces

c-1 rll N o0 rl.‘l 1
Po —_ = =1
n=0 nl n=c Cn "cl

Considerando la serie

=
3 re * $(r 3
n=cC"c! c! n=c\ C

m
) gl 6
c! n=c\ C

= £ i@ﬂ (t/c = pe< 1).

(2.2.5)
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Entonces

r -1
eir® cre
G _EQE+ cl(c —r)]

po = %‘_I_(EJ +i[&}°[ cp ﬂ (t/c=pe<1).  (2.2.6)
cH—A

2.2.1 MEDIDAS DE EFECTIVIDAD

Considerando Lq el largo esperado de la cola, las ecuaciones (2.2.4) y

(2.2.6), por definicién se tiene:

e =Y(m-cp,

n=c
L

- Y (n-c)—S—p,

-G
— c™ el

i) 0 P :
= F:o P (n = C)Pc“ ‘
C! n=c

rcpo <= m
— T
c! n:zvl Pe

c

T = E
= —p.po, Lmp,™"
cl m=l

L P d m
" e dp L%Pc ]

cl P:Po dp Pe 1";0(; r
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Asi

= rc+1 /C
L= GaTr o P
| /p) A
Lq [—(c i oy ]po @27

Para encontrar el tiempo promedio de espera en la cola W, se utiliza

(2.2.7), entonces:

La | (/wfk
[ e -

Usando la relacion entre W y Wq (2.1.15) se tiene el tiempo promedio de

espera en el sistema W

c
w=l,|__O/wws — 1po (2.2.9)
ko Lle-1pen-2)
Finalmente para encontrar el nimero esperado de clientes en el sistema L
se tiene

Cawo M (/e ]
L= u+[(c—1)(cu—1)’ i

Sea Tq, la variable aleatoria del “tiempo gastado esperando en la cola” y
considerando Wy(t) su funciéon de densidad

2

—1 c-1
W4(0) = Pr {Tq = 0} = Pr {c - 1 0 menos en el sistema} = ¥ p, = Pozrg-
n=0 n=1
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Usando la ecuacién (2.2.6) y con
SE et

se tiene

p, cllc-r)
o v D
: cllc-r)
_,__c/p)
T LG

Para Tq > 0 y asumiendo la politica de primero en llegar, primero en ser

servido se llega a

Wq(t) = Pr {Tq < t}

= i[Pr{ n - c + 1 servidos < t|al llegar se encuentran n en el

n=c

sistema } *pn] + Wyq(0) (t>0).
Si nx>c, la tasa promedio de salida es Poisson con media cu, entonces el

tiempo entre servicios sucesivos es exponencial con media 1/(cp), y la

distribucién del tiempo para los n—c-1 servicios es Erlang tipo (n - c - 1).
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Entonces

walt) = £ 6 ”‘Effi))' e dx + Wo(0)

rl:

= Porg gy e e dx+ We0)

rC

BRIV

[ uerlax + Wq(0)

rc 1 _ e—ntc—r!t

T -Dle-0)

Po+ Wq(0)

c (1 _ a-{pe-r)t
- OE c’ i‘)l)(l(c fx ) )po+ Wq©0)  (t>0)

Resumiendo

c(/p) -
l—c!(c—lfu)po k=0)
Wqlt) =

s w0

(t>0)

(2.2.10)
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2.3 UNA COLA - C SERVIDORES EN PARALELO - POBLACION FINITA.

(M/M/c):(FCFS/K/x ), c<K.

Considerando un modelo de servidores en paralelo en el que en el sistema

tiene una capacidad limitada. Utilizando la Ecuacién (2.2.3) junto con

1,,:{1 (0<n<K)

0 (n2K)
y
np (0O<n<c)
K =
cp (csn<K)
se tiene

lﬂ
mp" (0O<n<c)
lﬂ

cuich - cpcn(c - Dplc - 2 (p *°

n-c¢ tér minos

Pn=

(csn<K)

o de forma equivalente

l(&]npo ——

L2 e snsn)

(2.3.1)
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K
Utilizando la condicion limite Y pn = 1 se obtiene po, esto es,
=0

X 1) K o1 (aA)
n = iy + ] = S =1;
L RS e R

n=c

entonces

Si se considera r = A/, se tiene que:

-c+l

il_pcx
(EJ e 1-p,

rC
—J(K—c+l) p.=1

p.=rfc=Afcu=l

1AV (/) 1=/ et |
{E_(E] A 1-i/cn ] biensl

[H}_[ET +%(K‘°+1)r Afop=1

(2.3.2)
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2.3.1 MEDIDAS DE EFECTIVIDAD

El largo esperado de la cola y el tamario del sistema se obtienen de:

Lq= i(n"c}pn

n=¢

Z(n ch”

nsc¢

%E(" op.et

_ Polco.) o e K5y 2 polep ) o d [1-p "
c! = c! dp.| 1-p,

Polco. ) p. Pind K-e
= XuNVTes e 1 - - 1 - K -4 1 -
Lo= 7 -y [ Pe (1-p.X )P. ]

Para p = 1, es necesario emplear la doble regla de L'Hopital.

Para obtener el tamario esperado del sistema se recurre a:

(2.3.3)
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Lo= Y (n-clp,

n=¢

K K
anu _czpn

n=c n=c
K -1 K
= ann _ana _czpn
n=0 n=0 n=c

L—gnpIl —c(l—gjpn]=L—cz_l(n—c)pn -c

n=0

c=1

= L—;(n—c)pn -c

Asi
L=Lote —:Z:;(c—n)pn,

o
L= Ly +c -po:g;% (2.3.4)

Los valores esperados para los tiempos de espera se obtienen usando la

formula de Little, es decir,

=
I
bl

) A = A(1-py) (2.3.5)
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quw-— (2.3.6)
p
o}
L
Wo= (2.3.7)

Donde A' es la tasa media actual de clientes entrando al sistema. Cuando ¢
es grande, es mas facil calcular (2.3.3), (2.3.7), (2.3.6) y (2.3.5) de forma

recurrente para encontrar L que usar (2.3.4).
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2.4 UNA COLA - UN SERVIDOR - POBLACION FINITA.
(M/M/1):(FCFS/ K/ ).

El analisis del sistema de la seccién (2.1) supone que el nimero de clientes
que requieren servicio en un periodo de tiempo determinado es infinito.
Este caso no corresponde a la realidad ya que una poblacién es, por regla,
de tamarfio finito. Asi, una cola finita, tiene un numero de clientes en el
sistema no mayor a un numero especificado (denotado por K). A cualquier
cliente que llega cuando la cola esta “llena”, se le evita la entrada al
sistema y, por tanto, sale para siempre. Desde el punto de vista del
proceso de nacimiento y muerte, la tasa media de entrada al sistema se
vuelve cero en estos instantes. Entonces la tinica modificaciéon necesaria
en el modelo basico para introducir una cola finita, es cambiar los

parametros A a

A para n=0,]l,...,K-1
An=
0 para n=zK

Como A, =0 para algunos valores de n, un sistema de colas que se ajusta a

este modelo, finalmente alcanzara una condiciéon de estado estacionario.

Usando el principio de igualdad de tasas, la ecuacién de balance se escribe

de la siguiente forma:

Apo = pp:
APn + UPn = APn-1 + UPn+1, n=1,2,.,K1 (2.4.1)
ADk-1 = Upk.
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Si se resuelven las dos primeras ecuaciones por recursividad, se tiene que

Pn = Pop®, n=0,1,2,..,K-1.

Usando la ultima ecuacion se llega a

Px = pPx-1 = p(PopKl) = popX .

Asi

pn=p0.pn: n=0, 1, 2,...,K.

Usando la condicién de normalidad gpn = 1, se tiene
e}

entonces

Asi, paran =0, 1,..., K, se tiene

(2.4.2)

(2.4.3)
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n_(1-p)o"

pﬂp 1 _ pxﬂ p * ]'
Pn= (2.4.4)
1
=1
K+1 P
Su funcién de probabilidad esta dada por
K 2 1- 1- S K+1
G(s)= XL p,s" = f:,l [ (es) ] p#l (2.4.5)
n=0 1-p 1-ps

La distribucién del nimero en el sistema es uniforme para g = 1 y

geométrica truncada para p # 1.

2.4.1 MEDIDAS DE EFECTIVIDAD

El nimero esperado de clientes en el sistema

parap=1

n=0
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(s

n=0

- (1-p) [1—(K+1)px +Kp.<+,)

1- p&t (1 = p)z

(p—,ozXl—K,oK - K +pr.l)
(1-pF-p*)

K+2 K+3

p_KpKﬂ _pl(*l +Kp _p‘Z +Kp1(*2+pl(*2 —Kp
(l_p)ﬁ(l_pl'hl)

_ p- p2 +pK+2 + pK-rG - pK+3 _2pK+2 +2pK+3 - pr‘-l _pK""' +2Kp1(+2 _Kpi(v.')
(- p)1-p*)

o p_pﬂ_pK+2+pK+3 . (_K_1+2Kp+zp_Kp2_p2)pK+l
(1-pP-p* - pP(-p*")

_ pli-p-p* 4 p%?) | (K +1)+ (K + 120 - (K + 1)p? )"
(1-p)(-p* (1-p) (- p*)




_Al-pf1-p) | -K+1M1-2p+p?)p*!

(1-pP-p*) (- pF - o~

p (K +1X1 )2 K+l

1-p  (1-pF-o~)"

Asi

_ (K + l)p[{+1

K+1

L=~
1-p 1-p

(2.4.6)

El largo esperado de la cola se obtiene de (2.3.4) parac = 1 y de (2.4.3)

L=Lg+c-p cfl(c “I"’c

Lg=L -c + poi(c nch)

n=0

Lg=L-1+po

Lo =1 B
-p

1-p% -1+p
Lo=L :
1 p[{l
K+l
i p-p
La=L - l_pxn
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g f;ll_-f_’ﬂ (2.4.7)

K+l

-P

Para el tiempo promedio de espera en la cola se considera (2.3.7) y (2.4.2)

o )
Wo= =2 A = A(1-py)
A
L
Wq= ——3
¥ l(l'Pic)
L
W = q
* Al pep”
pr [1-p°
EL“(I—p“]
W, =
q K
Al =pop
2 1-p%
—Lq(l_ K J
W = H )y
Al_pupu
1-p%
LQ[p_pK+l+l_1]
Wq= K
(L - pop¥)




W= ——3— 4.
* ull-po) Pl

Y el tiempo total de espera en el sistema se tiene de (2.3.6)

W =W, +l11 (2.4.9)
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2.5 PROCESO DE DECISION.

Como se menciono en el Capitulo 1, es necesario tomar ciertas decisiones
en cuestion de determinar el nivel de servicio que minimiza el costo

esperado de servicio y el costo esperado de la espera.

El proceso de decision en las lineas de espera consiste en fijar el nivel de

los parametros:

a) Numero requerido de servidores en cada unidad de servicio,

b) Numero requerido de unidades de servicio,

c) Eficiencia (rapidez) del servicio.

Un ejemplo del punto “a)” es cuando es necesario determinar el tamafno de
la brigada de mantenimiento (donde la brigada completa es el servidor),
como ejemplos del inciso “b)” estan el nimero de cajeros automaticos a
instalar dentro de cierto perimetro o el namero de almacenes diferentes y,
por ultimo, para “c)” se tiene que es necesario determinar la eficiencia de
los servidores cuando se selecciona el tipo de equipo de manejo de
materiales (servidores) que se debe comprar para transportar ciertos tipos

de carga (clientes).

Para lograr un equilibrio entre el costo de operacion del sistema y el costo
asociado a la espera, es necesario decidir sobre el nivel de los parametros
mencionados, los cuales se pueden fijar individualmente o combinandolos

unos con otros.
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Asi se tiene que costo de servicio estad en funcién del nivel de servicio,

representativamente es:

Costo de servicio por llegada

Nivel de servicio

Y el tiempo de espera esperado también esta en funcién del nivel de

servicio, como se sugiere:

>
>

Tiempo de espera esperado

Nivel de servicio
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Como se puede observar estos dos factores crean presiones opuestas en
quien toma las decisiones, por lo que el objetivo de reducir los costos de
servicio sugiere un nivel minimo del mismo, en oposicién a que, para
evitar los tiempos de espera largos, es necesario un nivel alto de servicio.
Asi es necesario encontrar el equilibrio que se puede obtener al relacionar

ambas decisiones, como se muestra:

Al

Tiempo de espera esperado

-
L

Costo de servicio por llegada

Considerando que se evalila en forma explicita el costo de espera y
tomando en cuenta que el objetivo es minimizar el costo esperado del
servicio y el costo esperado de la espera, se tiene la representacién

matematica del objetivo:

Minimizar E (CT) = E (CS) + E (CW)

Donde graficamente es:
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A E(CT)= E(CS) + E(CW)

Suma de costos

Costo de servicio
E(CS)

Costo esperado

Costo de espera
E(CW)

L J

Nivel de servicio

Es decir, el problema se reduce al seleccionar el punto sobre la curva que
dé el mejor balance promedio al solicitar un servicio y el costo de
proporcionarlo. Para obtener tal balance es necesario responder a
preguntas tales como: ¢en qué medida el gasto en el servicio es equivalente
(respecto a su efecto negativo) al retraso de un cliente durante una unidad
de tiempo?, para lo que hay que adoptar (explicita o implicitamente) una
medida comtn de su impacto. La eleccion de tal medida es el costo para lo

que hay que estimar el correspondiente de espera.

Debido a la gran diversidad de situaciones de lineas de espera, es
necesario aplicar el proceso de estimacion del costo de espera dependiendo
de cada modelo. Tal costo puede darse: en organizaciones lucrativas donde
dar un mal servicio implique pérdida de ganancias o clientes perdidos, en
servicios no lucrativos que el costo se mas bien social o en procesus
internos como son los efectuados en la producciéon de donde el tiempo
perdido por retraso en manufactura o maquinaria genere costos en la

productividad de la operacion.
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La forma pasa representar la funcién de costo espera depende del
problema individual. Asi que dada la caracteristica de una linea de espera,

se debe hablar de valores esperados de costo y no del costo en si.

Si se considera el caso en que los clientes son internos (por ejemplo
produccion) la propiedad fundamental del sistema de colas que determina
la tasa actual a la que se incurre en los costos de espera es N, el namero
de clientes en el sistema. Entonces pensando en la funcién de N, g (N), se
construye para la situacion en particular estimando g(n), la tasa del costo
de espera cuando N = n, conn = 1,2,..., donde g(0) = 0 y calculando las pn
probabilidades de que existan n personas en el sistema en un periodo de
tiempo determinado, se calcula el valor esperado de costo de demora,

E(g(n)), para el caso discreto, esto es:
E(CW) = E(g(N) = S glnlp,

Si se tiene el caso especial en el que g(N) es una funcion lineal (la tasa de

costo espera es proporcional a N), se tiene
g(N) = CwN

donde Cw es el costo de espera por unidad de tiempo para cada cliente. Y,

entonces
E(CW) = Cw 3. np, = CuL
n=0

Considerando la situacién en que los clientes son externos al sistema de

colas como sucede en las organizaciones comerciales, de servicio de
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transporte y sociales, la magnitud de sus costos tiende a quedar muy
afectada por el tiempo que permanecen los clientes. Asi la propiedad
fundamental del sistema de colas que determina el costo de espera en el

que se incurre es W.

Sea h(W) la funcién de costo espera para estas situaciones, es muy comin
que no sea lineal. Una manera de construirla es estimar h(w), el costo en el
que se incurre cuando un cliente espera un tiempo W = w, para distintos

valores de w y después ajustar un polinomio a estos puntos.

La esperanza de esta funcién de una variable aleatoria continua se define

por:

E(hW)) = [h(w)fy (w)d,,
En donde fy(w) es la funcion de densidad de probabilidad de W. Sin
embargo como E(h(W)) es el costo de espera esperado por cliente y E(CW) el
costo de espera esperado por unidad de tiempo, es decir, las cantidades no

son los iguales para relacionarlas es necesario multiplicar por A la tasa

media de llegadas

E(CW) = AE(h(W)) = A ['h(w)f,, (W),
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3. EJEMPLOS DE SISTEMAS DE COLAS

3.1 REVALIDACION DE INSCRIPCION EN SERVICIOS ESCOLARES

Como ejemplo del modelo de una cola - un servidor — poblacién infinita, se
considera el proceso de revalidacion de la inscripcién en la Maestria de
Ingenieria de Sistemas en servicios escolares, donde una sola persona

recibe la documentacién de los alumnos que forman una linea de espera.
Las llegadas de los alumnos se distribuyen de forma Poisson con A igual a
35 alumnos por hora, mientras que el namero de servicios se distribuye

exponencialmente con parametro p igual a 40 servicios por hora.

Se tiene presente que no existe prioridad en el servicio y se considera que

el mecanismo del servicio es “primero en llegar primero en ser atendido”.

Para encontrar L, el nimero esperado de alumnos en el sistema se recurre
a (2.1.5)

H—A
35
40-35

= 7 alumnos
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El largo promedio de la cola, Lq, esta dado por (2.1.7)

1‘2
= plp-2)

as’

" 20(40-35)

_1225
40(5)

=6.125,
esto es,
Lq = 6 alumnos

El tiempo promedio de espera en el sistema, W, se obtiene de (2.1.11)

= 0.2 de hora,

Es decir 12 minutos.
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El tiempo promedio de espera en la cola se encuentra con (2.1.15)

Wo=W- =
M
BB
40
=0.2-0.025

=0.175 de hora

Esto es aproximadamente 10 minutos 30 segundos.

Al llegar a este sistema en promedio se encuentran 7 personas en él, se
espera en una cola de 6 personas durante 10 minutos y medio y se recibe

el servicio en minuto y medio mas.

En un sistema como este tener esperando en cola 6 personas es aceptable
puesto que 10 minutos en la cola no es excesivo si pensamos en el nimero
de gente que esta delante de nosotros y el tramite a realizar, el tiempo de
servicio es relativamente pequenio. Aun asi, si se deseara tener a menos
estudiantes esperando o disminuir el tiempo en la fila lo que queda por

hacer es aumentar el niimero de servidores.
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3.2 CLINICA OFTALMOLOGICA

Una clinica de oftalmologia ofrece gratis un examen de glaucoma cada
miércoles. Existen 3 oftalmélogos en servicio. El examen de glaucoma se
realiza en promedio en 20 minutos y se distribuye exponencialmente. Los
clientes llegan de acuerdo a un Proceso Poisson con una media de 6
pacientes por hora, bajo la base de primero en llegar - primero en ser

servido.

Primero se encuentra p, de la ecuaciéon (2.2.6) ya que es un factor que

aparece en las medidas de efectividad.

o= (830 200 )]

-[ 229)]"
= -l+2+2+§(—3—)]

- [1+2+2+ gj((g;]“

O | =
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Para encontrar, Lq, el largo esperado de la cola se considera (2.2.7)

NN
= _(C-ll(cu-l)z}o

= 0.889

Para encontrar el tiempo promedio de espera en la cola W, se utiliza
(2.2.8):

L
w=—tl
LI

_0.889

6
= 0.0988 de hora

Es decir 5 minutos 55 segundos
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El tiempo promedio de espera en el sistema W se obtiene de la ecuacién

(2.2.9)

[ (/e e
(- en-ap ]"“

(6/3)3 ]
| (3-1)((3)3)-6)

[ @3 } 1
| (21X3)* |9

[24]1
189

3
7

1
9

bJ

= 0.4815

Aproximadamente 28 minutos 53 segundos

Finalmente para encontrar el namero esperado de clientes en el sistema L

se utiliza la Formula de Little

L

=AW

= 6(0.4815)

= 2.889 clientes
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Este sistema muestra lo que es un trabajo organizado, ya que a pesar de
que pareciera que 6 clientes por hora como llegada y un tiempo de servicio
de 20 minutos en promedio indicaria que estar esperando por el servicio
fuera dilatado, se llega a que sélo se esperan 5 minutos por el servicio lo
que es un tiempo bastante bueno por lo tanto se concluye que esta clinica

trabaja de forma eficiente.

Suponiendo que como el servicio es gratuito se quisiera disminuir el
numero de oftalmélogos que atienden, debido a las caracteristicas de este
sistema en particular, esto no se puede realizar ya que el problema se

dispararia al tener que p no es menor que 1.
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3.3 SALON DE BELLEZA

Si se supone un salén de belleza con 5 estilistas que atienden a una sola
persona cada vez, en el lugar pueden esperar sélo 6 personas mas (un

total de 11 personas en el sistema)

Las llegadas de los clientes se distribuyen de forma Poisson con A igual a 9
clientes por hora, mientras que el tiempo de servicio se distribuye

exponencialmente con parametro p igual a 1.5 servicios por hora.

Se tiene presente que no existe prioridad en el servicio y se supone que el
mecanismo del servicio es “primero en llegar primero en ser atendido”.

Para calcular po se recurre a (2.4.2)

e[S 4 (2] o 1-(l/cu)"‘“‘r
n!{ p c! 1-X/cp

: [Zé[iJ . (o/15) 1_(9,7.5),}-1

5! 1-9/7.5

=[1+6+18 +36 +54 +836.95]"

= [951.95]"

=0.00105
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El largo esperado de la cola, Lq, se obtiene de (2.3.3)

- polco) o _ Kol _[1_ ~c+1)pk*
S - oF L-p (1- pYK —c +1)p*~]

_ (0.00105)6°%(1.2) 6
e = -2y - @-1.2(7)1.2)]

_ 9341.00219

A5 [1.5972]

= 3.26 clientes

Para obtener, L, el tamario esperado del sistema se recurre a (2.3.4)
ol g Z (c- nxpc)

-3.26 +5-0.00105% E=0J6)"

=0 nl
= 8.26 - 0.00105(209)
= 8.26 - 0.22
=8.04

= 8 clientes
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El tiempo esperado en el sistema, W, se obtiene con (2.3.5)

W"?, A=Al -px)

Se obtiene entonces A’ utilizando (2.3.1),

A= M1-px)

= 9(1 - (0.00105)(6)!1/(5)65!)

= 9(1 - 0.203)

=7.172

Entonces

1.12 horas

= 1 hora 7 minutos
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El tiempo esperado en la cola, Wq, se obtiene con (2.3.7)

3.26

7.172

0.455 de hora

= 27 minutos 16 segundos

En este sistema se espera para ser atendido un poco mas de 27 minutos,
solo existen en promedio 3 personas esperando en cola y S5 siendo
atendidos. Considerando que no todos los clientes van a permanecer tanto
tiempo para recibir el servicio es necesario pensar en tener cambios en el
numero de estilistas y asociar los costos del servicio y los costos asociados

por la espera para asegurar que el sistema trabaja en forma eficiente.

Suponiendo que el pago de cada estilista es $120 por hora de trabajo, si el
salon de belleza trabaja 8 horas, entonces ¢l costo por cada servidor es de
$960 diarios; se considera un sistema estable cuyas tasas de llegada y

servicio son las mismas para todo el tiempo en que funciona al dia.

El costo asociado por la espera se supone como el que se tiene por la
pérdida de la ganancia de cada cliente que sale del sistema sin ser

atendido y es igual a $200, si se sabe que actualmente son 1 de cada 3



personas que abandonan si esperan mas de 15 minutos, entonces

diariamente se deja de ganar $1600.

Debido a que el problema original conlleva a que 1 cliente abandone el
sistema por hora, es decir se pierdan $48,000 mensuales en promedio, se
comparan resultados tomando en cuenta que el nimero de servidores
cambia para saber cudl es el namero de estilistas necesario para un
desempernio mas eficiente.

Asi considerando diferentes cantidades de servidores se tiene que:

a) si el nimero de estilistas que atienden son 5, que es el problema

original, los costos esperados asociados son:

E(CS) = $144,000

E(CW) = $48,000

E(CT) = E(CS) + E(CS) = $192,000
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b) si son 3 los servidores, entonces

= 11
<
9
1.5
0.00
4.50
7.01 clientes
10.01 clientes
2.23 de hora 2 horas 13 min. 32 seg
1.56 de hora = 1 hora 33 min. 29 seg

wononon

]

EECSRgFETOR
"

£

Por lo que el ahorro mensual por no tener 2 estilistas es de $57,600,
pero si el namero de clientes que abandonan el sistema por hora
aumenta a 2 puesto que la espera es de hora y media, el costo
esperado por tener a mas personas sin servicio aumenta a $112,000.
Es decir los costos son

E(CS) = $86,400

E(CW) = $112,000

E(CT) = E(CS) + E(CS) = $198,400

Se tiene un gasto de $6,400 mas que en problema original.
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c) sise tienen 4 estilistas, se tiene que

11

4

9
1.5
= 0.00
= 5.95
5.21 clientes
= 9.18 clientes
= 1.54 de hora
= 0.88 de hora

[}

EECLSLRPEFETOR
]

o
I

S clientes

9 clientes
1 hora 32 min. 36 seg

0 horas 52 min. 30 seg

Por lo que los costos promedios asociados son

E(CS) = $115,200

E(CW) = $80,000

E(CT) = E(CS) + E(CS) = $195,200

Que son $3,200 mas que el problema original.

67



d) si hay 6 servidores atendiendo, el sistema tiene p = 1, aplicando la
doble regla de L'Hopital, (2.3.3), se llega a:

K = 11

c = 6

A = 9

B = 1.5

Po = 1

Ly = 1.70946 clientes = 2 clientes

L = 7.02568 clientes = 7 clientes

W = 0.88104 de hora = 0 horas 52 min. 51 seg
Wy = 0.21437 dehora = 0 horas 12 min. 51 seg

&0

El gasto por tener 1 servidor mas es de $28,800 pero en esta situacién
no existen clientes que abandonen el sistema pues el tiempo de
espera es pequeno, asi que el costo total es el del estilista.

Por lo que los costos esperados son

E(CS) = $172,800

E(CW) = $0

E(CT) = E(CS) + E(CS) = $172,800

Que son $19,200 menos que el problema original.
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e) Siel numero de estilistas es 7, origina que.

11

7

= 9

1.5

= 0.00

= 841

0.78 clientes

= 7.05 clientes

0.84 dehora = 50 min. 19 seg
= 0.09 de hora = S min. 34 seg

]

EEC NPT P OR
Il

£

Nadie abandona el sistema por lo que al considerar que el gasto por 2
estilistas mas es de $57,600. Que es un costo excesivo si
consideramos que ademas solo habra una persona esperando en el
sistema.

Asi los costos esperados son

E(CS) = $201,600

E(CW) = $0

E(CT) = E(CS) + E(CS) = $201,600

Que son $9,600 mas que el problema original.
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Resumiendo

c=3

c=4

c=35

c=6

c=7

E(CS)

$86,400

$115,200

$144,000

$172,800

$201,600

E(CW)

$112,000

$80,000

$48,000

$0

$0

E(CT)

$198,400

$195,200

$192,000

$172,800

$201,600

Por lo tanto si el salén de belleza decide aumentar a 6 servidores, tendra

una ganancia de $19,200 extra en comparacion de la que se tiene

originalmente.
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3.4 EL PROCESO DE PINTURA EN UNA FABRICA DE TRONCOS

Una fabrica tiene entre sus procesos pintar piezas de troncos que fueron
previamente cortados y pulidos. Las piezas llegan al departamento de
pintura con una tasa de uno cada 15 minutos con distribucién Poisson.
Pintarlos tiene un proceso exponencial que toma 10 minutos. El total de
piezas que se aceptan en el departamento de pintura es de 7 piezas

Se considera un mecanismo de primero en llegar primero en ser servido.

Para encontrar el namero esperado en el sistema, L, se recurre a (2.4.6)

Sustituyendo se tiene que si

[« 00

= 0.667
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entonces

_ (0.667) (8)0.667)
1-(0.667) 1-(0.667)°

_0.667 0.312

0.333  0.961
=2-0.325

= 1.675 troncos

El largo esperado de la cola, Lq, se obtiene de (2.4.7)

Ly=L _pl—p'j
l_pK+l

0.667(1-(0.667)')

= 1.675 -
1-(0.667)°

0.667(0.941)
1-0.039

= 1.675 -

0.628

= . 7 — ——
LB 0.961

=1.675 - 0.653

= 1.02 troncos
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Para encontrar, Wy, el tiempo promedio de espera en la cola se considera

la ecuacion (2.4.8)

L
l-l(1 - Pu)

q=

Para lo cual es necesario encontrar pocon la ecuacion (2.4.3)

l1-p
K+1

Po= 1k

_ 1-(0.667)
1-(0.667)°

0.333
0.961

= 0.347

Entonces

1.675

17 6(1-0.347)

= ,1'6.7§-
3.918

= 0.4275 de hora

Esto es 25 minutos 39 segundos.
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El tiempo total de espera en el sistema, W, se calcula con (2.4.9)

w =Wq +l
H

1

=0.4275+ -

6

=0.4275 + 0.1667

= 0.5942 de hora
es decir 35 minutos 39 segundos
En este caso el tiempo que esperan los troncos por ser pintados es de 25
minutos 39 segundos que es bastante grande, puesto que sélo se

encuentra 1 tronco en cola y otro que ya esta pintado en parte. Se tendria

que pensar en un ajuste dentro de la fabrica para agilizar este proceso.
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3.5 PROCESO DE DECISION EN UN NEGOCIO DE COMIDA RAPIDA

El gerente de un negocio de comida rapida dedicada al pollo frito, sabe que
proporcionar un servicio rapido es la clave del éxito. Es posible que los
clientes que esperan mucho vayan a otro lugar la proxima vez. Estima que
cada minuto que un cliente tiene que esperar antes de terminar su servicio
le cuesta un promedio de 30 centavos en negocio futuro perdido. Por lo
tanto desea estar seguro de que siempre tiene suficientes cajas abiertas

para que la espera sea minima.

Un empleado de tiempo parcial opera cada caja, obtiene la orden del
cliente y cobra. El costo total de cada trabajador es de $9 por hora. Y

siempre hay por lo menos dos cajas disponibles.

Durante la hora del almuerzo, los clientes llegan segiin un proceso Poisson
con tasa media de 54 por hora. Se estima que el tiempo necesario para
servir a un cliente tiene una distribucién exponencial con media de 2.5

minutos.

El problema es determinar cuantas cajas debe abrir el gerente durante

este tiempo para minimizar el costo total esperado por hora.

Entonces considerando la funcién de costo espera

0 sin = 0, 1,...,c

gln) =
18(n-¢) sin = c+l, ...

parac =2, 3, 4,..., donde c es el namero de cajeros trabajando.
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Obteniendo los valores de pa, de 0 a 25, puesto que p(n > 25) = 0, se tiene

que parac=2,c=3,c=4,c =35y c = 6 los costos promedios de espera

son:
N = c=2 c=3 c=4
= g(n) Pn g(n)pn g(n) Pn g(n)pa g(n) Pn g(n)pa
0 0 0.021 0 0 0.125 0 0 0.143 0
1 0 0.041 0 0 0.239 0 0 0.274 0
2 0] 0.039 0] 0 0.230 0 0 0.262 0}
3 18 0.037 1 0 0.147 0 0 0.167 0
4 36 0.036 1 18 0.094 2 0 0.080 0}
B 54 0.034 2 36 0.060 2 18 0.038 1
6 72 0.033 2 54 0.038 2 36 0.018 1
7 90 0.032 3 72 0.024 2 54 0.009 0
8 108 | 0.030 3 90 0.016 1 72 0.004 0
9 126 | 0.029 4 108 | 0.010 1 90 0.002 0
10 144 | 0.028 4 126 | 0.006 1 108 | 0.001 0
11 162 | 0.027 4 144 | 0.004 1 126 | 0.000 0
12 180 | 0.026 5 162 | 0.003 0 144 | 0.000 0
13 198 | 0.024 5 180 | 0.002 0 162 | 1E-04 0
14 216 | 0.023 S 198 | 0.001 0 180 | SE-05 0
15 234 | 0.022 5 216 | 0.001 0 198 | 2E-05 0]
16 252 | 0.022 S 234 | 0.000 0 216 | 1E-0S 0
17 270 | 0.021 6 252 | 0.000 0 234 | 6E-06 0
18 288 | 0.020 6 270 | 0.000 0 252 | 3E-06 0
19 306 | 0.019 6 288 | 0.000 0 270 | 1E-06 0
20 324 | 0.018 6 306 | 0.000 0 288 | 6E-07 0
21 342 | 0.017 6 324 | 0.000 0 306 | 3E-07 0
22 360 | 0.017 6 342 | 0.000 0 324 | 1E-07 0
23 378 | 0.016 6 360 | 0.000 0 342 | 7E-08 0
24 396 | 0.015 6 378 | 0.000 0 360 | 3E-08 0
25 414 | 0.015 6 396 | 0.000 0 378 | 2E-08 0
E(CW) 103 13 3
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N - c=5 c=6
-n g(n) Pn | 8N)Pn| gln) Pn g(n)pn

0 0 0.146 0 0 0.147 0
1 0 0.280 0 0 0.282 0
2 0] 0.269 0 0 0.270 0
3 0 0.172 0 0 0.172 0
4 0 0.082 0 0 0.083 0
5 0 0.032 0 0 0.032 0
6 18 0.012 0 0 0.010 0
7 36 0.005 0 18 0.003 0
8 54 |0.002| O 36 0.001 0
9 72 0.001 0 54 0.000 0
10 90 0.000 0 72 0.000 0
11 108 | 0.000 0 90 0.000 0
12 126 | 0.000 0 108 0.000 0
13 144 | 0.000 0 126 0.000 0
14 162 | 0.000 0 144 0.000 0
15 180 | 0.000 0 162 0.000 0
16 198 | 0.000 0 180 0.000 0
17 216 | 0.000 0 198 0.000 0
18 234 | 0.000 0 216 0.000 0
19 252 | 0.000 0 234 0.000 0
20 270 | 0.000 0 252 0.000 0
21 288 | 0.000 0 270 0.000 0
22 306 | 0.000 0 288 0.000 0
23 324 | 0.000 0 306 0.000 0
24 342 | 0.000 0 324 0.000 0
25 360 | 0.000 0 342 0.000 0
E(CW) 1 0

En resumen, los costos totales esperados para diferentes cantidades de

servidores son:

c=2]c=3]c=4]c=5]c=6
E(CS)| 18 27 | 36 | 45 54
E(CW)| 103 | 13 2 1 0
E(CT)| 121 | 40 | 38 | 46 | 54
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Debido a que es una funcién céncava el minimo costo total esperado se
encuentra al disponer de 4 cajeros dentro del negocio, por lo tanto este es
el namero de empleados que deben estar en servicio para que la espera

sea minima a la hora del almuerzo.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se revisan los Sistemas de Teoria de Colas

a) Una cola - un servidor - poblacién infinita
b) Una cola - ¢ servidores en paralelo — poblacién infinita
c) Una cola - ¢ servidores en paralelo — poblacién finita

d) Una cola - un sérvidor - poblacién finita

Desarrollando en cada uno de ellos la demostracion de las férmulas que

los representan.

El Capitulo 3 presenta una aplicacién practica de tales formulas, su
utilidad consiste en que muestra las referencias de como plantear modelos
reales con caracteristicas semejantes a los ejemplos, y su respectivo

proceso de decision.

El origen tedrico de las lineas de espera es el proceso de nacimiento y
muerte el cual a su vez tiene sus bases en la teoria de procesos

estocasticos por lo que es 1itil su presentacion en el apéndice Al.

La utilidad del desarrollo de las férmulas permite conocer no simplemente
el resultado final de su aplicacién sino todo el sustento teédrico que
justifica el uso de las mismas, esto ademas de proporcionar una base
solida de conocimiento ayuda en la modelacién de problemas reales a
identificar adecuadamente un modelo apropiado para la solucién de tales
problemas.

79




El resultado final en la aplicacion de los modelos de colas es sumamente
sensible a los elementos tasa de llegada y tasa de servicio los cuales en la
mayoria de las veces son dificiles de conocer con exactitud porque pueden
comportarse como variables aleatorias, sin embargo estos pueden ser
estimados adecuadamente mediante las funciones de distribucion

exponencial, cuyas propiedades son explicadas en el apéndice A2.

En la mayoria de las veces lo que es importante saber es el tiempo que se
espera en el sistema puesto que representa un costo tanto para el sistema
como para el cliente, este tiempo puede variar desde un minimo tolerable y
aceptable hasta un maximo intolerable que provoque el desacuerdo del
cliente por permanecer en el sistema o altos costos relacionados que
conlleven a un dafo en éste. Siempre es importante tomar decisiones con
respecto al comportamiento del sistema, tales decisiones, que podrian
llevar a modificar un sistema, se pueden ahora sustentar con la Teoria de

Lineas de Espera.

Este trabajo puede ser consultado por personas que estudien una
licenciatura en matematicas, actuaria o ingenieria, que estén interesadas
en la Teoria de Colas puesto que se presenta una explicacion de las
férmulas usadas en los modelos de sistemas de colas finito e infinito para

1 o varios servidores, asi como sus aplicaciones.

El desarrollo de Teoria de Colas es extenso y quedan por desarrollar temas
tales como la explicacién de sistemas aun mas complejos como sistemas
con algun tipo de prioridad o los sistemas que mezclan aborto. Otro tema
interesante en el que se puede trabajar es el experimentar un modelo de
colas a lo largo de cierto tiempo o con diferentes nimeros de servidores,

que en términos formales se llama Simulacién en Lineas de Espera.

80



APENDICE

Al. PROCESOS ESTOCASTICOS

Un proceso estocastico es una colecciéon indexada de variables aleatorias
{X: }, donde el indice t toma valores de un conjunto T dado. Es frecuente
que Y sea considerado como el conjunto de enteros no negativos y X

represente una caracteristica de interés mesurable en el tiempo t.

El interés de los procesos estocasticos es describir el comportamiento de

un sistema durante algunos periodos.

La estructura de los procesos estocasticos de tiempo discreto con espacio

infinito se define de la siguiente forma:

El estado actual del sistema puede estar en una de M + 1 categorias
mutuamente excluyentes llamadas estados, los cuales se etiquetan como
de 1 a M. La variable aleatoria X, representa el estado del sistema en el
tiempo t, de manera que sus unicos valores posibles son O, 1,...M. El
sistema se observa como puntos del tiempo dados, etiquetados
t=0,1,2,...Asi, los procesos estocasticos {Xi} = {Xo0,X1,X2,...} proporciona una

representacion matematica de como evoluciona el estado del sistema fisico.
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Al.1 CADENAS DE MARKOV

Sea un conjunto discreto de puntos en el tiempo t= 0,1,2,..., en el estado
del sistema. Las observaciones de puntos en el tiempo sucesivos definen al
conjunto de variables aleatorias Xo, X1, X,...Los valores asumidos por las
variables aleatorias X: son los estados del sistema en el tiempo t.
Suponiendo que X: asume el conjunto de valores finitos 0, 1,...,m;
Entonces X: = i implica que el estado del sistema en el tiempo t es i. La
familia de variables aleatorias {X:, t>0} es un proceso estocastico con
espacio de parametros discretos t = 0,1,2,... y espacio del estado discreto
S={0,1,2,...,m}.

Una cadena de Markov es un proceso estocastico {Xi, t20} que para toda
XieS,

PriX; = x¢| Xt-1 = Xe-1,..., X0 = Xo} = Pr{¥; = X¢| Xe-1 = Xe-1} (Al.1.1)
La ecuacion anterior indica un tipo de dependencia entre la variables
aleatorias Xi; intuitivamente, esto implica que dado el estado presente del
sistema, el futuro es independiente del pasado. La probabilidad

condicional:
Pr{X:= k| X1 =j}, j-keS

Es la probabilidad de transicién del estado j al estado k, denotada por:

Pik(t)=PrX: = k| Xe1 = j}. (A1.1.2)

La cadena de Markov es llamada (temporalmente) homogénea si pjk(t) no

depende de t, es decir,

PriX: = k| Xi-1 = j} = PriXtsm = k| Xt+m-1 = j}
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Para m = -(t-1), -(t-2),...,0,1,....En estos casos pjk(t) se denota simplemente
por pik.- La probabilidad de transicion pjk, es conocida como probabilidad
de transicion de un paso, debido a que el paso t-1 al siguiente paso t (o del
paso t+m-1 al paso t+m se da en un solo paso).
La probabilidad de transiciéon

Pr{Xewn = k| Xe = j}
Del estado j al estado k en n pasos, (del estado j en el paso t al estado k en

el paso t+n) es llamada la probabilidad de transicién de n pasos, denotada

por

pjk(n] = Pr{x“_nz kl)(taj} [A113)
Asi las probabilidades de transicion de n pasos son simplemente la
probabilidad condicional de que el sistema se encuentre en el estado k
justo después de n pasos (unidades de tiempo), dado que comenzé en el

estado j en cualquier tiempo t. De donde pjx!!) = pjk.

Como las pi® son probabilidades condicionales, deben ser no negativas, y

como el proceso debe hacer una transicion a algan estado, se tiene:

pixla 20, para toda j,k; n=0,1,2,...

2 pix™ =1, para toda je S
k
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Al.2 CADENAS DE MARKOV DE TIEMPO CONTINUO

Dado {Xi(t), O0<t<w} un proceso de Markov con espacio de estados finito
S$={0,1,2,...}. Asumiendo que es una cadena temporalmente homogénea. La
funcién de probabilidad de transicion continua esta dada por:

pi(t) = PriX(t+u) = j| X(u) = i} t>0, ijeS (A1.2.1)

que es independiente de u20. Se tiene para toda t,

0< pilt) < 1, X pylt) =1, para toda jeS.
J

Se supone que:

| 1 sii=]j
1&?"6(‘)‘{0 sii%j

Un proceso estocastico {Xi(t), 0<t<w} de tiempo continuo es una cadena de

Markov continua si:

o Tiene un numero finito de estados,

o Tiene probabilidades de transicion estacionarias.
Denotando a la matriz de probabilidades de transicién por
P(t)=[pi(t)], ijeS
Sea p;j(0)= &;, la condicién inicial puede ser puesta como

P(0)=L.

84



Ahora se denota a la probabilidad de que el sistema esté en el estado j en
el tiempo t por

mj(t)= PriX(t) = j};

el vector n(t)= {mi(t), n2(t),...} es el vector de probabilidades del estado del

sistema en el tiempo t. n(0), es el vector de probabilidad inicial. Entonces

m(t) = 2 PriX(t+u) = j|X(u) = § PriX(u) =}
= 2 py(t)PriX(0) = i} (A1.2.2)
= T pilt) m(0).

Asi, dado el vector de probabilidades inicial #(0) y la funcién de transicién
pi(t), las probabilidades del estado pueden ser calculadas y el
comportamiento probabilistico del sistema puede ser determinado

completamente. La forma de la matriz (1.2.2) es

n(t)= n(O)P(t). (A1.2.3)
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Al.2.1 Tiempo de permanencia

El tiempo de espera para cambiar del estado i a otro estado es una variable

aleatoria i, es decir el tiempo de permanencia en el estado i es 1;, entonces

Priti>s +t|X(0) =i} =Pr{ti>s + t|X(0) =i, 11 > s} Pr{©i > s| X(0) =1}, t=0.
(Al.2.4)

Sea Fi(u) = Prft > s|X(0) = i}, u=0.

Entonces (A1.2.4) puede ser escrito como

Fi(t+s) =F(t) Fi(s), s, t20;

Esto es, que la distribucion de probabilidad del tiempo que falta para que

el proceso haga una transicion fuera del estado dado siempre es la misma,

independientemente de cuanto tiempo haya pasado el proceso en ese

estado. Asi, la variable aleatoria no tiene memoria; el proceso olvida su

historia. Existe s6lo una distribucion de probabilidad (continua) que posee

esta propiedad, y es la distribucién exponencial. Por lo tanto

Fi(u) = evy, u=0, a;>0 es una constante

Entonces, el tiempo de permanencia 1, en el estado i es una exponencial

con parametro ai. Con tiempos de permanencia 1 y 1j independientes.

Se tiene entonces, para t20, T20, la ecuacion Chapman-Kolmogorov

py(T +t) = ; pi(T) px(t), ij,keS (A1.2.5)
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o en forma de matriz

P(T+t)=P(T)P(t). (A1.2.6)

Al.2.2 Matriz de densidad de transicion o generador infinitesimal

Sea la derivada en t=0:

d p;(h)-p;(0) p;(h)
. =—n.(0)=13; i VS . ij
%= 5 Py(0) 11:1-{13 o h

= limn , Twd, ¥
d _ . palh)-p,(0) . py(h)-1
% = g Pul0) = i = = lim S el

Si —qgi = qi. Lo que muestra que qjj, para i # j es siempre finito. Mientras
que qi20 existe siempre y es finito mientras S es finito, qi puede ser
infinito cuando S es de numerabilidad infinita.

Sea Q=(qjj), entonces de (A1.2.7) la notacion de la matriz es:

Q= lim P(hk)l— 1
De (A1.2.7), para t pequerio,
pi(h) = hgj + oft), i#j,
pi(h) = hgi + oft), (A1.2.8)
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donde o(h) es un simbolo que denota una funcién de h que tiende a 0 mas

rapidamente que h, esto es, o(h)/h—0 como h—0.

Asi

o

? pi(h)=1,

%~ pi(h) + pi(h) - 1 = 0;

J=i

Lo que lleva a

2q;+qi=0 6

*

2q;=Gi (A1.2.9)
j#i

La matriz Q=(qj) es llamada la matriz de transicion o generador infitesimal
o simplemente matriz Q. La matriz Q es tal que (i) sus elementos que estan
en la diagonal son negativos y los elementos fuera de la diagonal positivos,
y (ii) cada rengléon suma cero. Dado S={0,1,2,...,m} es un conjunto finito, se

tiene

“9 901 *° Yom
Q=T T T
qu q.ml e “qm
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Al.2.3 Comportamiento Limite

Un estado j es accesible del estado i (i—j) si, para alguna t>0, p;(t)>0. Los
estados i y j se comunican si i—j y j—i. Una cadena de Markov de tiempo
continuo es irreducible si todo estado es accesible para todos los otros

estados (o si cada pareja de estados son comunicados)

Sea aj el primer tiempo de entrada del estado i al estado j sin visitar j en el

tiempo medio y sea F(.) su DF, es decir,
Fij(t)=Pr{o <t), t>0
Fi(t)=0, t<0
Un estado i persistente se da si
]tj—{B Fi(t)=1
en otro caso es un estado i transitorio.
En términos de pj(t) se tiene que e estado i es transitorio si
FPy(t)dt < .
Si el estado i, es nulo persistente, entonces

lim pi(t)=0,
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y si el estado i es no nulo persistente, entonces
ltim pii(t)>0.
De la ecuacion (A1.2.5) Chapman-Kolmogorov se tiene

pi(h +t) = {- pix(h) pig(t)

pith + 1) = E pix(h) pi(t) + pii(h) py(t)

Entonces

Si se toma el limite cuando h—0 y se asume que el orden de se puede

intercambiar las sumas con el limite se tiene que

hnlpij(h"'t)“'pij(t) = [

h—0 h

ump“‘T(h)]pk,-(tH [}g}%}m(ﬂ g

h—0
Pii(t) =X au Pi(t) + a: py(t) (A1.2.10)

Esta es otra forma de la ecuacion Chapman-Kolmogorov hacia atras; en

términos de elementos de la matriz Q. Entonces

P'(t)=QP(t). (A1.2.10a)
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De igual forma se obtiene la ecuacion Chapman-Kolmogorov hacia

adelante, se parte de la ecuacién (A1.2.5)
pi(t + h) = X pult) pig(h)
= E pix(t) pi(h) + pii(t) pi(h).

Se asume que las operaciones de limite y suma son intercambiables y se

procede de forma semejante para obtener
Pt =X Pudltias + q pilt), (A1.2.11)
En notaciéon de matriz se tiene
P' ()= P(t)Q. (Al.2.11a)
Si se usa (A1.2.3), las ecuaciones (A1.2.10a) y (Al.2.11a) en la forma
d
¢ (@t = Q x(t) = 7(t)Q. (A1.2.12)

De donde se describe de otra forma una cadena de Markov continua:

1. La variable aleatoria T; tiene una distribucion exponencial con media
1/qi.
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2. Cuando sale de un estado i, el proceso se mueve a otro estado j, con

probabilidad pij, en donde p; satisface las condiciones:

p; =0 paratodai,

Zpij=1 paratodai.
J

3. El siguiente estado al que se pasa después de i es independiente del

tiempo que pasoé en el estado i.

Las intensidades de transicién son:

I‘Pﬁ(t) .
q; = clt13,1(0) — ieS
y

p.() .
qy= .,() lim——=q;p;, paraj#i,

donde pit) es la funcién de probabilidad de transiciéon continua
(A1.2.1).

Se interpretan q; y gjj como las tasas de transicion. En particular, q; es la
tasa de transicién hacia fuera del estado i por unidad de tiempo que pasa
en el estado i. (Asi, q; es el reciproco del tiempo esperado que el proceso
pasa en el estado i por cada visita al estado i; es decir ¢ = 1/E[Tj]). De
igual forma, g; es la tasa de transicion del estado i al estado j en el sentido
de que gj es el niumero esperado de veces que el proceso transita del
estado i al estado j por unidad de tiempo que pasa en el estado i.
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Entonces:

q= zqij

Jei

Cada vez que el proceso entra al estado i, la cantidad de tiempo que
pasara en el estado i antes de que ocurra una transicion al estado j es una
variable aleatoria Ty, donde i,jeS y j#i. Las Ty son variables aleatorias
independientes, donde cada Tj tiene una distribucién exponencial con
parametro q;j, de manera que E[Tj]= 1/ g;. El tiempo que pasa en el estado
i hasta que ocurre una transicién al estado (Ti) es el minimo (sobre j#i.) de
las Tj. Cuando ocurre la transicion, la probabilidad de que sea al estado j
€s pij = qij /qi-

Resumiendo:

Una cadena de Markov de tiempo continuo es un proceso estocastico tal

que:

(i) La transicion que hace de un estado a otro estado del
espacio de estados S es como una cadena de Markov de

tiempo discreto, y
(i)  El tiempo que espera en el estado i antes de moverse a otro

estado es wuna variable aleatoria exponencial cuyo

parametro depende de i pero no del estado al que visita.
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A2. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Para formular un modelo de Teoria de Colas como una representaciéon del
sistema real es necesario determinar las distribuciones de los tiempos de
llegada y de servicio que pueden tomar cualquier forma, sin embargo, la
que se utiliza es la distribucién exponencial, su importancia radica en el
hecho de que es suficientemente realista para proporcionar predicciones
razonables y al mismo tiempo es suficientemente sencilla para ser

matematicamente manejable.
Sea T una variable aleatoria que representa los tiempos entre llegadas o

tiempos de servicio. Entonces T tiene una distribucion exponencial con

parametro a si su funcién de densidad de probabilidad es

-at

ae parat=0

fr(t)= (A2.1)
0 en otro caso

Donde las probabilidades acumuladas para t 2 0 son

PTstj=1-e™ (A2.2)

PT > t} = e (A2.3)



Y el valor esperado y la varianza de T son

(A2.4)

R |~

E(T) =

var(T) = a_12 (A2.5)

Consta de las siguientes propiedades:

Propiedad 1: fi(t) es una funcién estrictamente decreciente de t (t 2 0).

Esta propiedad es 1util considerando que las tareas que realiza un servidor
pueden ser distintas con cada cliente, esto es generalmente el tiempo es

breve pero en ocasiones se alarga.

Para los tiempos entre llegadas, se descartan las situaciones en las que los
clientes que llegan al sistema tienden a posponer su entrada si ven a otro
entrar antes que ellos. Ademas es totalmente consistente puesto que al
graficar los tiempos entre llegadas contra el tiempo, a veces se tiene la
apariencia de que hay varias aglomeraciones con grandes separaciones
entre ellas, esto es debido a la gran probabilidad de que los tiempos entre
llegadas sean pequerios y la poca probabilidad de que sean grandes, lo que
es la parte justa de la aleatoriedad.
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Propiedad 2: Falta de memoria.

Esta propiedad matematicamente se establece que para t y At positivas se

tiene

PT>t+At | T>At}=P{T > t}
Es decir, la probabilidad del tiempo que falta hasta que ocurra el evento

siempre es la misma, sin importar cuanto tiempo (At) haya pasado.

Fenomeno que ocurre con la distribuciéon exponencial debido a que

P{T>At, T>t+At}

PT>t+At | T>At} =
P{T > At}

P{T>t+At}
P{T > At}

e-alt+at)

e-aﬁt

€
PT>t} (A2.6)

Para los tiempos entre llegadas se describe la situacién comin en donde el
tiempo en que transcurre hasta la siguiente llegada esta totalmente
influenciada por cuando ocurrié la ultima llegada.
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Propiedad 3: El minimo de las variables aleatorias exponenciales

independientes tiene una distribucion exponencial.

Sean T, T,..., Tn variables aleatorias exponenciales independientes con
parametros o, 0z,...,0n, respectivamente, sea U la variable aleatoria,

descrita por

U = min Ty, Tx,..., Ta}. (A2.7)
Si Ti representa el tiempo que pasa hasta que ocurre un tipo especial de
evento, entonces U representa el tiempo que pasa hasta que ocurre el

primero de los n eventos diferentes.

Como para cualquier t 2 O se tiene

PU>t = PTy>t, To> t,..., Ta > t)
= P{T\> t} P{T2> t} - P{Tn > t}
= e-“[t e—azt ...c-unt
- exp(—iait} (A2.8)
i=l

a=Y o (A2.9)

Suponiendo que existe varios (n) tipos diferente de clientes, pero que los
tiempos entre llegadas de cada tipo (tipo i) tienen distribucién exponencial
con parametro a; (i = 1,2,...,n), el tiempo que falta a partir de un instante

especifico hasta la llegada del siguiente cliente del tipo i tendra la misma
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distribucion. Por ello, si Ti es el tiempo restante medido a partir del
instante en que llega un cliente de cualquier tipo, esta propiedad 3 se
refiere a que U, el tiempo entre llegadas para el sistema de colas completo,
tiene distribucién exponencial con parametro a definido por la ecuacién
(A2.9). Como resultado se puede elegir ignorar la distincion entre los
clientes y seguir teniendo tiempos entre llegadas exponenciales para el

modelo de colas.

Si se supone que n servidores que prestan servicio en un momento
determinado y que todos ellos tienen la misma distribucién exponencial
con parametro p, sea T; el tiempo que falta para que el servidor i
(i = 1,2,..n) complete el servicio, con igual distribuciéon con parametro
ai = p. Se concluye que U, el tiempo hasta la siguiente terminacion de
servicio para cualquier servidor, tiene distribucion exponencial con

parametro o = ny.
Cuando se usa esta propiedad es 1til determinar las probabilidades de
cudl de las variables aleatorias exponenciales sera la que tiene el valor

minimo. En particular, la probabilidad de que Tj para el servidor j resulte

ser el menor de las n variables aleatorias es

PI=Ul=0/ 3o, paraj=1,2,..,n.
i=1
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Propiedad 4: Relacién con la distribucion Poisson.

Suponiendo que el tiempo entre dos ocurrencia consecutivas de un tipo
especifico de evento (esto es, llegadas o terminacién de servicio por un
servidor ocupado) tiene una distribuciéon exponencial con parametro a. La
propiedad 4 tiene que ver con la implicacién resultante sobre la
distribucién de probabilidad del nimero de veces que ocurre este evento
en un periodo dado. En particular, sea X(t) el namero de ocurrencias en el
tiempo t (t 2 0), en donde el tiempo O es el instante en que comienza la

cuenta. Entonces paran =0,1,2,...

{at}n e+ut

PX(g =n}~ =

(A2.10)

es decir, X(t) tiene una distribuciéon Poisson con parametro at. Asi para

n=0,
PX(t) = 0} = et (A2.11)

que es justo la probabilidad obtenida a partir de la distribucién

exponencial para que ocurra el primer evento después de un tiempo t.
La media de la distribucién Poisson es
EX(t)} = at (A2.12)

De manera que el namero esperado de eventos por unidad de tiempo es a.

Asi, se dice que o es la tasa media a la que ocurren los eventos.
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Cuando se cuentan los eventos de manera continua, se dice que el proceso

de conteo {X(t); t =2 0} es un proceso Poisson con parametro o (tasa media).

Cuando los tiempos de servicio tienen una distribucién exponencial con
parametro p, esta propiedad brinda informacion 1util sobre la terminacién
del servicio, que se obtiene al definir X(t) como el numero de servicios
completos logrados por un servidor siempre ocupado en un tiempo
transcurrido t, en donde a = p. Para modelos de multiples servidores,
también se puede definir X(t) como el numero de terminaciones de servicio
logradas por n servidores siempre ocupados en un tiempo transcurrido t,

en donde a = np.

Esta propiedad es valiosa en particular para describir el comportamiento
probabilistico de las llegadas cuando los tiempos entre ellas siguen una
distribucion exponencial con parametro A. En este caso, X(t) representa el
numero de llegadas en un tiempo transcurrido t, en donde a = A es la tasa
media de llegadas. Entonces, las llegadas ocurren de acuerdo con un
proceso de entradas Poisson con parametro A. Este tipo de modelos se

describen también con la suposicion de que tienen llegadas Poisson.

Algunas veces se dice que las llegadas ocurren aleatoriamente y esto
significa que suceden de acuerdo con un proceso de entradas Poisson. Una
interpretacion intuitiva de este fendmeno es que cada periodo de longitud
fija tiene la misma oportunidad de tener una llegada sin importar cuando

ocurrié la llegada anterior, como lo sugiere la siguiente propiedad.
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Propiedad S: Para todos los valores positivos de t,
P{T<t+ At | T > At} = aAt, para At pequerio.

Considerando que T es el tiempo que pasa desde el Gltimo evento de cierto
tipo (llegada o terminacién de servicio) hasta el siguiente, y suponiendo
que ha transcurrido un tiempo t sin que ocurra uno. Se sabe, por la
propiedad 2, que la probabilidad de que ocurra un evento dentro del
siguiente intervalo de tiempo, de longitud fija At, es una constante, sin

importar cuan grande o pequerio sea t.

La propiedad S analiza que cuando el valor de At es pequefio, esta
probabilidad constante se puede aproximar de manera muy cercana por
aAt. Lo que es mas, cuando se consideran distintos valores pequefios de
At, esta probabilidad es, en esencia, proporcional a At, con factor de
proporcionalidad igual a a. De hecho, es la tasa media a la cual ocurren
los eventos (propiedad 4), por lo que el numero esperado de eventos en el
intervalo de longitud At es exactamente «aAt. La Unica razén por la que la
probabilidad de que ocurra un evento difiere de este valor es la posibilidad
de que ocurra mas de un evento, lo cual tienen una probabilidad

despreciable cuando At es pequerio.
Para ver matematicamente por qué se cumple la propiedad 5, note que el
valor constante de la probabilidad (para un valor fijo de At > 0) es

sencillamente, para cualquier t 2 0,

PT<t+At | T>At}=P{T st}
=1-e™t (A2.13)
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Como la expansioén de la serie ex, para cualquier x, es

ex=14+x+ 32 (A2.14)

n=2

Entonces se tiene que para At pequerio

PTst+At | T>At}=1-1+ aAt- i(—om't}
n=2 n!

= aAt
Esta propiedad proporciona wuna aproximacion conveniente de la

probabilidad de que ocurra el evento de interés en el siguiente intervalo de

tiempo pequeino (At).
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Propiedad 6: No afecta agregar o desagregar.
Esta propiedad se usa para verificar que el proceso de entrada es Poisson.

Suponiendo que existen n tipos (tipos i) diferentes de clientes, los que
arriban de acuerdo a un proceso de llegadas Poisson con parametro A; (i =
1, 2,...,n). Suponga que se trata de procesos independientes, la propiedad
dice que el proceso de entrada agregado (llegada de todos los clientes sin
importar de que tipo son) también es Poisson, con parametro (tasa de

llegada) A =4, + A2 +...+ An. Esto es, si se tiene un proceso Posson no afecta

agregar.

Si se supone que cada cliente que llega tiene una probabilidad fija p; de

pertenecer al tipoi (i =1, 2,...,n), con
WEpk Y P

La propiedad dice que el proceso de entrada para los clientes de tipo i
también debe ser Poisson con parametro Ai. Es decir, si se tiene un

proceso Poisson, no afecta desagregar.

103



A3. CONCEPTOS BASICOS

Variables aleatorias discretas: dado X una variable aleatoria discreta. Si
el nimero de valoras posibles de X es finito, o una infinito contable, X es
llamado una variable aleatoria discreta. Los valores posibles de X pueden
ser listados como xi, X2,....En el caso finito la lista termina. En el caso
infinito contable la lista continua indefinidamente. Por ejemplo: X =

numero de trabajadores llegando cada semana.

Los posibles valores de X son dados por el espacio de la fila de X, que se
denota por Rx.
Rx={0,1,2,...}

Dado X una variable aleatoria discreta. Con cada resultado posible x; en
Rx, un numero p(xi)=P(X=xi) es la probabilidad que la variable aleatoria es
igual al valor de X. El numero p(xi), i = 1,2,...debe satisfacer las 2
condiciones siguientes:

1.- p(xi)20 para toda i

o

2.- ) px)=1

J=0

Proceso estocdstico: es una coleccion de variables aleatorias X:, donde el
subindice t es un parametro que corre sobre un conjunto de indices T.
Comunmente el indice t corresponde a unidades discretas del tiempo, y el
conjunto de indices es T = {0,1,2,...}. Asi X; podria representar los
resultados de los lanzamientos sucesivos de una moneda, el nimero de
personas en una sala cinematografica como funcién del tiempo o el

numero de personas en una cola esperando un servicio en determinado



momento. Los procesos estocasticos para los cuales el conjunto T es de la

forma T = [0, ») son particularmente importantes en sus aplicaciones.

Espacio de estados: es el conjunto de todos los posibles valores asociados
a un proceso estocastico. El valor asociado a Xk es el estado del proceso en
el tiempo k. Si el espacio de estado contiene valores discretos el proceso
estocastico se denomina discreto; de otra manera, el proceso estocastico es

continuo.

Transicién: es cualquier cambio de estado.

Sistema: es un conjunto de componentes que interactiian entre si como
una unidad para la consecucion de un propdsito explicito o implicitamente
definido.

Por ejemplo tomemos una fabrica que produce y arma componentes para
dar un producto. Las partes principales del sistema son el departamento
de fabricacién que produce las componentes, y el departamento de armado
que produce los productos. Hay un departamento de compras que
mantiene un suministro de materia prima y un departamento de
embarques que despacha productos terminados. Un departamento de

control de la produccion recibe pedidos y asigna el trabajo a los otros

departamentos
DEPARTAMENTO
PEDIDOS CONTROL
DE
CLIENTES PRODUCCION
MATERIA DEPTO DEPTO DEPTO DEPTO PRODUCTO

PRIMA —+COMPRASI—FABRICACION[—ARMADO [—{EMBARQUES— TERMINAD(
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Entidad o Componente: denota un objeto de interés en un sistema
(puede haber varios componentes).

Atributos: denota las propiedades de cualquier entidad del sistema (una

entidad puede tener varios atributos).

Actividad: es todo proceso que provoque cambios en el sistema.

Estado del sistema: indica una descripcion de todas las entidades o
componentes, atributos y actividades de un sistema, de acuerdo con su

existencia en un determinado periodo de tiempo.

En el sistema de la fabrica, las entidades son los departamentos, pedidos,
componentes y productos. Las actividades son los procesos de
manufactura de los departamentos, y los atributos son factores tales
como las cantidades para cada pedido, tipo de componente o nimero de

maquinas en un departamento.

Medio ambiente del sistema: todo sistema se encuentra enmarcado
dentro de un sistema mayor que le sirve como marco de referencia, a este
sistema mayor se le conoce como medio ambiente del sistema. Los
cambios que ocurren dentro del sistema lo afectan con frecuencia sin
embargo ciertas actividades del sistema pueden producir cambios que no
reaccionan en el mismo sino que ocurren en el medio ambiente del
sistema. En la modelacién de sistemas se debe establecer un limite entre

el sistema y su medio ambiente

Actividades enddgenas: son aquellas que ocurren dentro del sistema a
considerar.
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Actividades exdgenas: son aquellas que ocurren en el medio ambiente del

sistema.

Actividad deterministica: se considera como tal cuando el resultado de

una actividad se describe completamente en términos de su entrada.

Actividad estocidstica: cuando los efectos de la actividad varian
aleatoriamente en distintas salidas.

Sistema continuo: son aquellos en que los cambios son

predominantemente suaves.

Sistema discreto: son aquellos en que los cambios son

predominantemente discontinuos.
Hay pocos sistemas totalmente continuos o totalmente discretos sin

embargo en la mayoria predomina un tipo de cambio, de manera que por

lo general se puede clasificar a los sistemas como discretos o continuos.
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