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Introduccion

El modelo estdndar es una de las teorias més prolificas y exitosas en toda la historia de la Fisica,
esta teoria describe tres de las cuatro interacciones fundamentales en la naturaleza, a saber, las
interacciones electromagnética, débil y fuerte, bajo el grupo de norma U(1) ® SU(2) ® SU(3) ;
pero, a pesar de esto, el modelo estdndar presenta algunas debilidades como por ejemplo la de pre-
sentar diversos pardmetros arbitrarios, diecinueve para ser exactos, y la incapacidad para explicar
la existencia de tres generaciones de fermiones, de aqui que esta teoria solo se considere como una
teoria efectiva de otra teoria mas fundamental, la cual, ademads, incluiria a la interaccién faltante,
la gravedad, descrita por la relatividad general, la cual, a su vez, es la teoria por excelencia del
macrocosmos. La unificacién de estas dos teorfas, teorfa cudntica de campos y relatividad general,
es uno de los principales problemas teoricos a resolver de la Fisica moderna. Hasta hace poco
tiempo se creia que la solucién experimental de este problema no iba a tener cabida en mucho
tiempo, pero un fenémeno relacionado con rayos césmicos pone en duda este hecho.!

En la biisqueda de una solucién para este problema, se ha incorporado la supersimetria, si-
metria bajo intercambio de bosones por fermiones, en teorias cudnticas de campo. Con esta
simetria implementada la gravedad se incorpora una vez que la supersimetria se hace local, cons-
truyendose asi una teoria de supergravedad. Otro ejemplo de una teorfa con supersimetria local
es la teoria de supercuerdas, en la cual todas las particulas se consideran como los modos vibra-
cionales de éstas. Entre otras ventajas que presenta esta teoria con respecto a otras, se tiene que
explica el origen de las particulas, unifica la gravedad con la materia, explica como remover las
divergencias encontradas en gravedad cudntica, y, finalmente, incorpora las simetrias del modelo
estandar, aunque el modelo no se puede derivar con todo detalle de esta teoria; asimismo, y para
ser imparciales existen otras desventajas, como por ejemplo esta teoria reemplaza el problema de la
determinacién de los 19 pardmetros del modelo estandar por el de determinar un solo pardmetro,
pero no se podrian calcular los anteriores pardmetros a partir de éste; para una discusién mds
extensa véase [40]. A pesar de lo anterior, esta teoria es una de las mas prometedoras para resolver
la unificacién de las interacciones fundamentales.

Dentro de este rubro, es decir, teorias potencialmente resolutivas se encuentra también la geo-
metria no conmutativa, a grosso modo esta teoria estudia espacios no como un conjunto de puntos,

'Los datos experimentales encontrados en rayos césmicos de alta energia estan en contradiccién con las pre-
dicciones de la relatividad especial, lo que llevé a proponer a algunos autores una segunda escala absoluta en la
teoria de la relatividad especial, la cual impone, simultineamente, una cota sobre la energia y el momento de las
particulas fundamentales. Aunque no se ha dicho la 1iltima palabra en el tema, las consecuencias sobre las interac-
ciones fundamentales serian revolucionarias, obligando a replantear el esquema de cuantizacion de la relatividad
general [4].

vii



viii INTRODUCCION

dotado de una estructura adicional, v.g. una topologia sobre él, sino a través de un dlgebra no con-
mutativa de funciones sobre el espacio, en donde se puede prescindir del concepto de punto [14, 25].

Es precisamente esta caracteristica, la que relaciona a la fisica de altas energias con geometria
no conmutativa, debido a que muchos de los problemas que aparecen en teoria cudntica de campos
tienen que ver con la suposicién de que el espacio-tiempo es una variedad suave. De hecho, si se
encontrard una descripcién coherente del espacio-tiempo, la cual no tuviera puntos sobre escalas
muy pequeiias, del orden de la longitud de Planck, entonces las divergencias ultravioletas de la
teoria cudntica de campos se podrian eliminar [32]. En el contexto de fisica de altas energias se
encuentra uno de los mayores logros de la geometria no conmutativa, la formulacién del modelo
estandar de interacciones fundamentales hecha por Connes, la cual dota de un principio geométrico
natural e inherente al modelo [25].

Retomando el contexto de la teoria de cuerdas, se tienen dos dreas importantes para estudiar la
esta teoria, una de ellas es el régimen perturbativo y la segunda es el no perturbativo. El régimen
perturbativo de la teoria de cuerdas se puede formular en términos de la teoria de campos confor-
me, y a pesar de los resultados obtenidos con esta teoria, se tienen todavia varios problemas, ya que
ésta no describe cabalmente nuestra realidad fisica de bajas energias, aparte de que esta teoria es
inestable a escalas de Planck; lo anterior tiene por resultado el considerar efectos no perturbativos.

Debido a que el contexto en donde el presente trabajo tiene lugar es el régimen no perturbativo,
se dard una breve introduccidn, lo anterior llevard irremediablemente a definiciones y conceptos
preconcebidos, para los cuales se necesita un conocimiento previo por parte del lector. No obstan-
te, este conocimiento no tiene que ser exhaustivo. Ademds, varios de estos conceptos no se usaran
a lo largo del presente trabajo, debido a que solo servirdn para establecer el contexto en el cual
esta inmerso el desarrollo del trabajo.

En el régimen no perturbativo se buscan soluciones solitonicas ? de la teoria de cuerdas, las
cuales sirven para entender mejor esta teoria. Para ser precisos, estas soluciones se buscan en un
teoria de campo efectiva de bajas energias que describa a las cuerdas en una escala de longitud
grande comparada con longitud fundamental de la teoria de cuerdas I, = v/o’. En el caso de la
teoria de cuerdas tipo IIA y IIB, la teoria de campo efectiva es una teorfa de supergravedad en
D =10 del tipo IIA y IIB. Respecto a las simplificaciones, se toman algunos campos de supergra-
vedad distintos de cero, a saber, la métrica, el dilatén, y uno de los campos de Ramond-Ramond
(RR). Las ecuaciones de campo se obtienen de una accién truncada que involucre estos campos.
Se impone despiies la maxima condicién de simetria compatible con las ecuaciones de campo, es
decir, se impone la invarianza de Poincaré en el volumen de mundo e invarianza rotacional en las
direcciones tranversas de la solucién. Esto lleva al llamado p-brane ansatz para los campos [8], [43].

Con este método se encuentran soluciones, las méds simples, en forma de hiperplanos (p + 1)-
dimensionales de Poincaré encajados en el espacio D-dimensional de la accién truncada, estos
hiperplanos pueden ser vistos a su vez como volumenes de mundo de superficies p-dimensionales.

2Un solit6n es una solucién independiente del tiempo, con energia finita, localizada, de las ecuaciones de movi-
miento cldsicas de una teoria de campo no lineal.
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Por lo anterior, a estas soluciones se les llama p-branas.

Dependiendo del ansatz para los campos RR, se tienen dos tipos de soluciones, las eléctricas
y las magnéticas; la anterior denominacién esta en analogia con los conceptos de la teorfa electro-
magnética de Maxwell. Por ejemplo, los potenciales de norma expresados como (p + 1)-formas
se acoplan con volumenes de mundo (p + 1)-dimensionales, éste ltimo serd un objeto cargado
via integracién de Gauss, involucrando el campo de fuerza, derivado del respectivo potencial y
expresado como una (p+ 2)-forma; el volumen de mundo asi encontrado se denomina ”eléctrico”.
Por otro lado, el campo de fuerza visto como una (p + 2)-forma tiene asociado una (D —p — 2)-
forma dual, involucrando a la métrica en su definicién, y una carga magnética; de esta manera al
volumen de mundo asociado con el campo de fuerza dual se le denomina ”magnético”, [8].

De hecho la diferencia entre estas dos soluciones estriba también en el término fuente que
aparece debido al ansatz para cada tipo de solucién, por ejemplo, para una solucién ”eléctrica”,
la p-brana actua como una fuente del tipo delta y en este caso se puede ver a estos objetos como
fuentes de "materia”; por cierto, esta es una caracteristica importante, debido a que existe una
imposibilidad para acoplar, en teorias de supergravedad, campos externos de "materia”, lo cual,
como se observd, no implica que haya acoplamientos con otros objetos que actuen como tales. No
obstante, ambos tipos de soluciones en teoria de cuerdas son solitonicas [31], [43].

Por otro lado, estas p-branas son "extremas”en el sentido de que la densidad de masa de
la solucién satura una cota del tipo Bogomol'ny con respecto a su densidad de carga, a estas
soluciones se les llama estados BPS. La saturacién de la cota indica que estos objetos son ciertos
multipletes especiales del dlgebra supersimétrica, y todas estas soluciones comparten la propiedad
de dejar parte de la supersimetria preservada. Si la teoria tiene una extensién de la supersimetria,
la masa y el niimero de multipletes en el espectro no cambia por correcciones cudnticas, incluso
en el acoplamiento fuerte. Por lo tanto, los estados BPS juegan un papel muy importante en el
estudio de la dualidad acoplamiento fuerte-débil en teoria de cuerdas, [46].

Estas soluciones tienen otra caracteristica importante, el comportamiento de la tensién tiene
la forma T}, ~ g;'l;7~1. Es necesario resaltar que la dependencia en la constante de acoplamiento
difiere del comportamiento estdndar de los efectos solitonicos en teorias de campo, en los cuales el
comportamiento es proporcional a g~2. Este comportamiento de RR p-branas es completamente
cuerdista, por llamarlo de alguna forma. Debido a que las contribuciones de cuerdas abiertas son
de la forma g~! para diagramas de disco, se sospecha que estas soluciones estén relacionadas con
cuerda abiertas, a pesar de que la teorfa de supergravedad del tipo II aparece como un limite a
bajas energias de una teoria de cuerdas cerradas, [8].

Existe, a partir de este comportamiento, un limite simple pero interesante; aiin cuando la
densidad de masa de una p-brana tiende a infinito cuando el acoplamiento tiende a cero, g, — 0,
su interaccién gravitacional de la forma GyT, ~ g, tiende a cero. Lo anterior sugiere que deben
existir descripciones planas de estos objetos involucrando cuerdas abiertas, de hecho estas cuerdas
tienen la constriccién de que sus extremidades se muevan sobre esta superficie, y debido a que la
tensién tiende a infinito si g; — 0, su dindmica se detiene. Estos objetos limite reciben el nombre
de D-branas. Es dificil pensar que estos objetos son totalmente rigidos, y de hecho no lo son, de-
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bido a que las cuerdas que se mueven sobre la superficie inducen campos de norma en ésta, y éstos
a su vez inducen curvatura; por otra parte la cuantizacién de estos campos de norma inducen fluc-
tuaciones en la D-brana, por lo anterior, la hipersuperficie mencionada es un objeto dindmico, [39].

La importancia de las D-branas aparecié, en cambio, en el contexto de dualidad, en donde
ésta propiedad mapea cuerdas cerradas en una teorfa en estados correspondientes a D-branas en
la teorfa dual. Y desde entonces se han encontrado muchas aplicaciones para estos objetos.Por
su parte, la asociacién de D-branas con hiperplanos en el espacio-tiempo sucedié después en el
contexto de compactificacién de la teoria de cuerdas abiertas [39], [42].

A continuacién se enumeran las propiedades mds sobresalientes de las p-branas:

1. Por construccién estas soluciones estan cargadas eléctrica o magnéticamente bajo los apro-
piados campos RR.

2. También por construccién, estas conmfiguraciones preservan una fraccién de la supersimetria
la cual, por el ansatz, resulta ser la mitad, esta supersimetria restante (16 supercargas) es
el equivalentede N=1en D=10 0 N=4 en D=4.

3. Su masa (tensién) tiene el comportamiento peculiar ¢~
4. Dualidad T relaciona p-branas con (p =+ 1)-branas.

5. Existen descripciones de tipo hiperplano "rigido” involucrando cuerdas abiertas ( D-branas).

Es en este contexto donde el presente trabajo tiene lugar, es decir, se analizardn las propie-
dades de estas soluciones solitonicas, aunque no en el sentido supersimétrico, sino mas bien en
el bosonico, lo cual, apesar de ser més simple, no deja de perder importancia debido a que los
resultados obtenidos se pueden extender al caso supersimétrico.

A continuacién se explica brevemente® el contenido, por capitulos, del presente trabajo:

En el capitulo 1, se desarrollard la teoria de Dirac para hamiltonianos con constricciones, asi
como la resolucién, utilizando la metodologia respectiva, de ejemplos sencillos.

En el capitulo 2, se estudiard la cuerda relativista bosonica de Nambu-Goto, realizando su
formulacién canénica ademds de su respectiva cuantizacién, lo anterior desde el punto de vista de
un sistema con constricciones.

En el capitulo 3, se expondran y demostrardn las caracteristicas de algunas acciones de pbranas
bosonicas. Asimismo, se demostrard la equivalencia cldsica entre estas acciones, y calculardn la

3En cada capitulo, y de manera individual, se dard una introduccién ¥ una exposicion, de forma exhaustiva, del
contenido respectivo de cada capitulo.
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ecuaciones de movimiento de sus campos bosonicos. Después de la presentacién de las acciones
de p-branas, se utiliza el método ”parent action”, el cual genera nuevas acciones de p-branas a
partir de acciones conocidas de antemano. Con este método, se generard la accién de Polyakov
y la accién Conforme I. Por iltimo, se desarrollard el formalismo Hamiltoniano de la accién de
Nambu-Goto para p-branas.

En el capitulo 4, se estudiaran las caracteristicas de acciones de D-branas bosonicas, partiendo
de la accién de Dirac-Born-Infeld para llegar a una accidn, llamada accién Conforme II, la cual
es, con la introduccién de un campo escalar auxiliar, invariante de Weyl para toda p y también
cuadrética en F,,. Por iltimo, se realizd un acoplamiento conforme del campo escalar auxiliar
con los campos de norma sobre la D-brana.

En el capitulo 5, se encuentran soluciones a la accién Conforme II reduciendo esta accién de
D-branas bosonicas a una accién, para toda p, de p-brana bosonica, pero con el campo escalar
auxiliar, para ser precisos su logaritmo, promovido a una variable dindmica y jugando un papel
de dimensién extra en el espacio donde esta encajada la p-brana. Ademds para p =3 se analiza
una solucién de la D-brana, en donde los campos de norma se toman como las componentes
del potencial electromagnético. Por otro lado, mediante una aproximacién de la accién de Dirac-
Born-Infeld, pero con la métrica inducida por el acoplamiento conforme, se pone de manifiesto
la propiedad de dimensién transversal de la dimensién extra encontrada, ademds de simplificar la
accién considerablemente.



Capitulo 1

Sistemas Hamiltonianos con
constricciones

1.1 Introduccion

Las teorias fisicas de relevancia fundamental tienden a ser teorias de norma. Estas son teorias
en las cuales el sistema fisico a tratar, es descrito por més variables que los grados de libertad
independientes. Los grados de libertad con significado fisico aparecen, por lo tanto, como aquellos
invariantes ante una transformacién conectando las variables, llamada transformacién de norma.

Una teoria de norma se distingue por tener un lagrangiano L singular!, lo cual tiene por
consecuencia que al pasar al formalismo hamiltoniano de la teoria, aparezcan constricciones, es
decir, relaciones entre las variables candnicas.

Intentos por manipular teorfas de norma datan de los afos treinta. Se debe a P.G. Bergmann
y colaboradores el esclarecimiento de la coneccién entre constricciones y las propiedades de inva-
rianza de una teoria, particularmente interesante en teorias de campo.

El analisis clasico y las ideas bdsicas de cuantizacién de estos sistemas se deben a Dirac (1950).
En 1969, Faddeev sugirié el método de cuantizacién y construccién de la integral funcional pa-
ra teorias con constricciones lineales y de primera clase en los momentos, en normas canénicas.
Después, Fradkin, en 1977, considerd la cuantizacién de teorias con constricciones de primera y
segunda clase en dichas normas asi como su extensién al caso de variables de Grassman.

A pesar de que el método de cuantizacién candnica tiene ventajas esenciales, este no es manifies-
tamente covariante. Las formulaciones que mantienen la covariancia manifiesta en la descripcién
cudntica son mas convenientes, debido a que la simetria de norma puede usarse para probar la
renormabilizidad y/o la unitareidad de la teoria. De esta forma, Fradkin, Vilkovisky, Batalin y Va-
siliev trataron la cuantizacién de sistemas hamiltonianos con constricciones en normas relativistas.

Un método alternativo de cuantizacién de teorias de norma es la cuantizacién lagrangiana,

'Un lagrangiano singular es aquel para el cual det(8°L/8¢'0¢7) = 0.



2 CAPITULO 1. SISTEMAS HAMILTONIANOS CON CONSTRICCIONES

formulacién manifiestamente covariante. Para teorias invariantes bajo grupos de Lie, las reglas de
cuantizacion lagrangiana fueron formuladas por De Witt, Faddeev, Popov y Mandelstam. En la
literatura estas reglas se conocen por el nombre de reglas de Faddeev y Popov.

En este capitulo, se comienza introduciendo la dindmica para sistemas con un nimero finito
de grados de libertad, mediante la formulacién lagrangiana y hamiltoniana de tales sistemas. Pos-
teriormente, se extienden estas formulaciones al caso infinito, es decir, a la teoria clasica de campos.

Después se desarrollard la teoria de Dirac para hamiltonianos con constricciones, lo anterior
debido a que una teoria de norma es un sistema hamiltoniano con tales caracteristicas, dando
definiciones esenciales de la teoria, como por ejemplo las definiciones de constricciones de primera
y segunda clase, asi como la manipulacién de estas estructuras para obtener la dindnica de tales
sistemas. A pesar de que el desarrollo de esta teoria se realizard para sistemas con grados de liber-
tad finitos, se aplicard esta teoria, mas bien, para campos, sin exponer los problemas y sutilezas
que se presentan al momento de realizar la extensién respectiva, lo anterior se debe al hecho de
que para las teorias de campo aqui presentadas esta extension es trivial.

Para finalizar, se ilustrard la metodologia mencionada con ejemplos sencillos, a saber, la
particula relativista, y el campo electromagnético.

1.2 Dinamica para sistemas con un ntimero finito de gra-
dos de libertad

Supéngase que se tiene un sistema con un nimero finito de grados de libertad cuya dindmica
puede ser derivada de un accion

iz
S= dt L(qksék‘t) ] (1‘1)

t

donde L es el Lagrangiano, el cual depende de las coordenadas generalizadas ¢*, (k = 1,..., N),
de las velocidades generalizadas ¢* = £¢* y del tiempo ¢. El Lagrangiano es llamado regular, si
el determinante del Hessiano

0L
i "= BEaa 1.2
7 3@" an ( )
no es idénticamente cero, como funcién de las ¢*, ¢* y t. La regularidad es una propiedad del
Lagrangiano y no del sistema descrito por él.

La accién es una funcional de las ¢* y las trayectorias cldsicas qf son puntos estacionarios de
S. Una condicién necesaria para su existencia es que la variacién de la accién sea cero 45 = 0,
con lo cual, se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange (E-L) ( para t; <t <t5)
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6L d oL
Lkza—{f—aé-tj“,;:(] en ¢ =4gf, (1.3)

las L son llamadas las derivadas de Euler de L con respecto de ¢*. Ademds se obtiene una
condicién en la frontera

aL ,,| dL
i 2 5q I =0, 1.4
a1 |y, T 8gF (4)
esta condicién se cumple si se mantiene fijos los puntos inicial y final, i.e., dg*(t;) = dg*(t2) = 0
Las ecuaciones de E-L se pueden escribir como

Lk = Vk(Q! (j$ t) 2 ij (QJ é: t) qJ =0 ) (15)

donde W es el Hessiano (1.2) y

2 2
N Y (1.6)
8¢t 0¢kat  dgkogi
En el caso regular, donde det W # 0, todas las ecuaciones de E-L son de segundo orden y fun-
cionalmente independientes. Bajo ciertas condiciones existen soluciones en el intervalo t; <t < ts;
y estas son tnicas después de que 2N constantes de integracién se fijan, por ejemplo, por los
valores iniciales ¢f(t;) y ¢*(t,) . También, estas constantes pueden fijarse por ¢*(t;) v ¢*(t2),
las cuales se mantienen en la variacién de S .

Junto con la formulacién de Lagrange existe otra formulacién debida a Hamilton, la cual se
obtiene, primero, tomando la diferencial total del Lagrangiano L

aL Lo OL o

_ 6L b aL ., & .f OL
= ““1 ( i*) ~ dtd( @) '
después se reescribe ésta como
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y se define

oL
Dr 1= B_Q" , . (1.8)

llamado momento generalizado; asi como

Hi=pi -1, (19)

llamado Hamiltoniano Candnico; por lo tanto, de estas definiciones (1.7) se transforma en

aL aL
dH = ———dt — —dq* + ¢"dpy, 1.10
5 o= % + ¢ dpy (1.10)
la anterior expresién sugiere el considerar al Hamiltoniano como una funcién de (g,p,f) en vez

de (g¢,4¢,t). Sin embargo, solo en el caso regular la ecuacién que define el momento generalizado
(1.8) puede resolverse univocamente para las ¢*. Esto resulta al considerar que

- Opi
Wi = PR (1.11)

y si detW # 0, el teorema de la funcién inversa garantiza que existe una tnica solucién ¢* =
G*(g,p,t) . Solo en este caso se puede cambiar del conjunto de variables (g,q,t) al conjunto
(g,p,t) de una forma biyectiva. Los espacios en los cuales estas diferentes variables sirven como
coordenadas, tienen los siguientes nombres: al espacio generado por las ¢* es el espacio de
configuracién, y (q*,¢*) describe el espacio-fase de velocidades, y por tltimo (g*,pi) describe el
espaciofase de momentos (o simplemente espaciofase); (¢*, ¢*,t) v (¢*, px, t) son coordenadas locales
en el espacio-estado de velocidades y espacio-estado de momentos, respectivamente. Comparando
dH(g,p,t) con (1.10) se encuentra que

(d*—a—H)dm—(a—L+a—H)dq*—(a—Ii+?£)so. (1.12)

Debido a que en el caso regular las coordenadas y los momentos son variables independientes,
se concluye que si esta identidad se cumple entonces los coeficientes de las diferenciales también
tienen que ser cero, es decir:
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. OH

g = o (1.13a)
g_; = _g_qu , (1.13b)
%i:'- = —%—?. (1.13c)
Para las soluciones de las ecuaciones de E-L se tiene
;% - %% =i (1.14)
con lo cual, (1.13b) se convierte en
B = —% : (1.15)

Las ecuaciones (1.13a, ¢, 1.15) se llaman ecuaciones Hamiltonianas de movimiento. Estas
forman un conjunto de 2N ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden, las cuales tienen
una tnica solucién después de que N coordenadas y N momentos, para t = t; , se han dado.
Las ecuaciones de Hamilton se pueden derivar directamente de la siguiente accién:

s= [ dt (mi* - Hlg,p,1), (1.16)

variando a S como funcional de ¢* y px .

Para una funcién A(q,p,t), definida sobre el espacio-fase, su evolucién en el tiempo puede
escribirse como

EA—%+%'*+%'
& "3 Tt T o
dA JAOH 0A0H 0A
~ %t o omar - w T A e

donde se utilizé (1.13a) y (1.15). El dltimo término es el llamado paréntesis de Poisson. Para dos
funciones sobre en el espacio-fase, se define éste como
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dA 8B 0A OB
{A(q,p,t), B(q,p, 1)} :

= o om  omaE sy

Este paréntesis es el objeto central por excelencia de la mecdnica analitica. De su definicién
(1.18), se derivan las siguientes propiedades:

1. antisimetria:

{A,B} = —{B, A}, (1.19)
2. linealidad:
{e1A+ 2B, C} =1 {A,C} + o{B,C} , V ¢, ¢y constantes, (1.20)
3. existencia de elementos nulos:
{e,A} =0, V c constante, (1.21)
4. identidad de Jacobi:
{A,{B,C}} +{B,{C,A}} +{C,{A,B}} =0, (1.22)
5. regla del producto:
{4B,C} = A{B,C} + {A,C}B, (1.23)

6. los paréntesis fundamentales son:

{¢\m} =06 , {¢.¢*} = {pi,px} =0. (1.24)
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Si se cumple solo 1 — 4, el paréntesis se denomina generalizado, posteriormente se encontrard
uno de tales paréntesis en §1.6.2 (paréntesis de Dirac).

1.3 Teoria clasica de campos

1.3.1 Formalismo Lagrangiano para campos

Hasta este momento, se ha hablado de sistemas con masas puntuales, caracterizadas por un con-
junto discreto de coordenadas ¢; . Pero ahora se estudiardn los campos. Cada punto de una
region (acotada o no) del espacio se asociard con alguna variable de campo continua, la cual se
denotard con ¢(x,t). El anterior sistema constituye un sistema con un infinito nimero de grados
de libertad. Las variables dindmicas de la teoria serdn los valores del campo ¢(x) en cada punto
del espacio, en vez de un conjunto discreto de coordenadas g¢; . El espacio coordenado x juega el
papel de un indice continuo.

La funcién de Lagrange serd una funcional del campo. Se denotard a esta dependencia fun-
cional con paréntesis cuadrados, i.e.:

L(t) = L[$(x, 1), $(x,t)] - (1.25)
Debido a que L(t) es una funcional, ésta depende simultdneamente de los valores ¢ y ¢ en to-
dos los puntos del espacio. Nétese que la funcional no depende sobre la coordenada x directamente.

Con el fin de aplicar el principio Hamiltoniano, se define la variacidén de una funcional F[¢(x)]
como

0F[¢) = F[¢ +d¢] — F[¢] —fd3 §F[¢ a¢( Y. (1.26)

En la anterior definicién se introdujé la derivada funcional 0F/6¢(x) de la funcional F[¢]
con respecto a la funcién ¢ en el punto x. Esto nos dice como el valor de la funcional cambia
cuando el valor de la funcién ¢ varia en el punto x.

Si se aplica (1.26) al Lagrangiano (1.25), el cual depende sobre las funciones ¢ y ¢,

516,91 = [t (o) + 50660 (1.27)

Ambos lados de la ecuacién tienen una dependencia sobre el tiempo, la cual no se sefiala.
La integracion del Lagrangiano resulta en la accién S[¢, ¢], la cual es una funcional sobre las
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funciones ¢ y ¢. Dada la integracién sobre un intervalo de tiempo ¢, <t < ¢ (frecuentemente
se utiliza t) =00 y t; = —00 ), la variacién de la accién es

tz
88 = 5_/ dt L[ ¢, ¢]

:/: dtdsx(‘w( )Jqﬁ( )+6¢=( ) §d(x ))

" /: fdtd%( é;{; - %éf;))aqﬁ(x) . (1.28)

Donde se realizé una integracién por partes y, ademds, se utilizaron las condiciones de frontera
dp(x,t1) = dé(x,t2) = 0, junto con la relacién d¢ = 38¢/0t. Asi, el principio Hamiltoniano de la
accién estacionaria

ta .
6S[¢,6) =46/ dtL{¢,é] =0, (1.29)
t
trae como consecuencia
oL 8 4L
e L N 1.30

la cual, es solo la generalizacién de la ecuacién de Euler-Lagrange (1.3), a la teoria de campos.

En lo subsiguiente, se considerarin feorias de campo locales, en las cuales el Lagrangiano L
se puede escribir como una integral de volumen sobre una funcién de densidad L :

L(t) = /ds:rﬁ(qﬁ(x, ), Vé(x, 1), d(x, 1)) . (1.31)

En principio, el Lagrangiano puede depender sobre derivadas de grado mads elevado, pero ese
caso no se considerard, tampoco se tendrdn en cuenta teorias no locales en las cuales la densidad
Lagrangiana en x tiene una dependencia adicional sobre el valor del campo en otros puntos y # x.
La restriccion sobre Lagrangianos con densidad local que contienen derivadas de primer orden,
es suficientemente general para formar la base de todas las teorias de campo conocidas hasta ahora.

Cuando se construye un Lagrangiano, se comienza con una considerable libertad de eleccién.
Las elecciones se reducen imponiendo simetria y propiedades de invarianza, que se espera la teoria
en cuestion satisfaga. Asi, el requerimiento bdsico para cualquier teoria de campo relativista, es
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que la densidad Lagrangiana sea un escalar de Lorentz.

Usando la densidad de Lagrange L, la variacién de L(t) se puede escribir como:

oc or
SL(t) = f (8¢( 59800+ ey VA0 + 5 }Jqﬁ(x 1)
oc oc oL .
= /d3:z: (( R )66(x, 1) + 56 50 H ). (1.32)

Donde la relacién 6V¢ = Vd¢ fue usada, seguida de una integracién por partes. Para justificar
este procedimiento tanto los campos como las derivadas sobre la superficie se tienen que aproximar
a cero bastante rapido. Comparando esta ecuacién con (1.27), se llega a las expresiones para las
derivadas funcionales:

SL(t) _ oL _ aL
5o(x.0) 090D Ve 1) (1.33a)
SL(t) oL

(1.33b)

6(x,t)  Bd(x,t)

Expresada en términos de la densidad Lagrangiana, la ecuacién de Euler-Lagrange (1.30), se
lee como:

L o 0L 3 o
8p(x,t)  A(Ve(x,t) Otdd(x,t)

=0, (1.34)

6, usando notacién relativista, covariante, y con unidades relativistas ([c¢] = 1), z* = (2% x) =
(t,x)

oL 9 o
9¢(z)  Oz+ B(9u¢(z))

=0, (1.35)

Donde el gradiente cuatridimensional fue escrito como d¢/8z* := 8,¢ = (8, V)¢. Si la funcién
de Lagrange depende sobre varios campos independientes ¢,,1 < r < N, entonces, (1.35) puede
generalizarse como

aL a ocC

3,  0ahB(0,8) S
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Para finalizar, se puede remarcar que las ecuaciones de campo se pueden deducir directamente,
sin la introduccién formal de la derivada funcional, del principio variacional

5[t [d% £($(@), 0,6(z)) = 0, (1.37)

y usando integracién por partes en cuatro dimensiones.

1.3.2 Formalismo Hamiltoniano para campos

Para aplicar el formalismo Hamiltoniano a la teoria de campo, se tiene que definir un "momen-
to” que sea el conjugado canénico a la variable de campo. En analogia con (1.8), se define el campo
conjugado candnico, por la derivada funcional

7(x,t) = % 4 (1.38)
La derivada temporal de 7 se sigue de la ecuacién de Euler-Lagrange (1.30)
) = % . (1.39)
Ahora se introduce el Hamiltoniano a través de la transformacién de Legendre:
H(t) = fd% m(x,t)d(x,t) — L(t) . (1.40)

Lo anterior se puede escribir como una integral sobre la densidad Hamiltoniana #(x, t)
H(t) = /dan: H(z), (1.41)

con H(z) = m(z)é(x) — L(z) , y las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas toman una forma
similar a aquellas de la mecénica puntual, (1.13a, 1.15):

i - (1.42)

¢:‘§;r_ 3 _'EE-

Estas ecuaciones se derivan tomando la variacién de H, y haciendo la transformacién de
Legendre (1.40)
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6H=/d33: (¢ém +mdp) —5L=fd3x(qﬁé1r—fr5¢), (1.43)

debido a que

3= /d*" 5¢ + /d3 (#66 +766) , (L44)

con lo cual se sigue (1.42). Debido a que el funcional H[¢,m] puede depender sobre ¢,7 y
sus gradientes V¢, V, las derivadas funcionales en (1.42), se pueden expresar explicitamente en
términos de la densidad Hamiltoniana H como

LN
5 3¢ 9(V¢)’
SH oM oA

= v__a(w) : (1.45b)

(1.45a)

Para finalizar, se observard el papel del paréntesis de Poisson en teoria de campos. Dados dos
campos F[¢, 7] y G[¢, 7], se define

dF  6G oF G
i 38
L / N e e 5¢’)(x)) 48]
Debido a las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas (1.42), la evolucién temporal de un
funcional satisface :

F() = [ ( 5;%& - 6‘*{‘;) (@) = (F.H), (1.47)

si no hay dependencia explicita sobre el tiempo. A continuacién se presentan ciertas derivadas
funcionales

do(x,t) _ om(x,t)
dp(x',t) — ém(x',t)
om(x,t) _ d¢(x,t) _

do(x',t) ~ om(x,t)

=6 (x-x), (1.48)

(1.49)
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con las cuales se pueden evaluar los siguientes paréntesis de Poisson:

s _ [ $9050) $HE _ SH()
#ct) = (90e 0, HO) = [ s r B = o8 (1.50)
ool _ [ On(xt) SH() _  SH()

(x,t) = {m(x,t), H(t)} /d T S0 ) 5000~ G 1) (1.51)

lo que resulta en las ecuaciones de movimiento de Hamilton (1.42). Los paréntesis de Poisson de
los campos son de especial interés, para los cuales se encuentra

S, s n 0(x,t) om(x',1)
(60x,0,7(¢,) = [a'a 56(x", ) br(x", 1)

— fdszrr Ja(x . xu)aa{x; - xn)

=8 x-x), (1.52)

y debido a (1.49),

{(x, 1), 0(x', 1)} = {m(x,t),7(x',t)} = 0. (1.53)

Estas relaciones resultan si los campos se toman sobre el mismo tiempo t = ¢'.



1.4 Sistemas Hamiltonianos con Constricciones

Arriba se comenté sobre la existencia de soluciones tinicas cuando el Hessiano era regular, pero
si por el momento se considera que el Hessiano es singular,i.e., det W = 0, las aceleraciones no
estarin determinadas univocamente por las posiciones y las velocidades, y la solucién de las ecua-
ciones de movimiento contendran funciones arbitrarias en el tiempo. Los sistemas de interés en
este trabajo serdn precisamente aquellos que tienen grados de libertad de norma, es decir, aquellos
que tienen un Hessiano W no invertible.

En §1.2 se seiialo la relacién del Hessiano con el momento candnico a través de

_ %L _op;
9= 8§og  0g

de donde se observa que la igualdad a cero del Hessiano implica la no invertibilidad de las ve-
locidades como funciones de los momentos y coordenadas. Es decir, los momentos no son todos
independientes, sino que existen algunas relaciones entre ellos

bm(g,p) =0 m=1,..,M; (1.54)

las cuales se siguen de la definicién de momento candnico. Asi, cuando los momentos p's se sus-
tituyen en (1.54) por su definicién (1.8), en términos de ¢'s y ¢'s, la ecuacién (1.54) se reduce a
una identidad. Las condiciones (1.54) son llamadas constricciones primarias enfatizando el hecho
de que las ecuaciones de movimiento no son usadas para obtener estas relaciones.

Se supondré por simplicidad que, () el rango del Hessiano W es constante a través del espacio-
fase de velocidades (g, ), (ii) las constricciones (1.54) son independientes entre si, y por 1ltimo,
(#it) las ecuaciones (1.54) definen una subvariedad suavemente encajada® en el espacio-fase. Esta
subvariedad se conoce como superficie de constriccién primaria [22].

Debido a que las contricciones (1.54) son independientes, el rango R de W es N—- M =R,
y la superficie de constriccién primaria serd una subvariedad del espaciofase de dimensién 2N — M.

Por lo tanto, se tiene que la transformacién inversa de las p's en las ¢'s es multivaluada. Es
decir, dado un punto (g,p) en la superficie de constriccién primaria, su imagen inversa (gq,q) ,
la cual cumple con (1.8), no es un solo punto, ya que (1.8) define un mapeo de una variedad de
dimensién 2N del espacio-fase de velocidades (g,¢) a una variedad de dimensién 2N — M
encajada en el espacio-fase (g,p). Por lo tanto, la inversa de un punto forma una variedad de
dimension M en el espacio (g,q) .

2Un encaje se define como una transformacién entre dos variedades, cuya derivada y ella misma son inyectivas
en todo punto, ademés de que la transformacién es propia (cf.[21])
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Con el fin de que la transformacién (1.8) sea biyectiva, uno necesita introducir pardmetros
extra, al menos M, para indicar la localizacién de ¢ en la variedad inversa. Los pardmetros
mencionados apareceran como multiplicadores de Lagrange en el Hamiltoniano.

1.4.1 Condiciones de Regularidad

Existen varias formas equivalentes para representar una superficie de constriccién primaria, dada
por las ecuaciones (1.54). Témese como ejemplo la superficie

n=0, (1.55)

la cual también puede representarse por

pi=0, (1.56)

4 se puede representar de otras formas muy diversas, incluso de manera redundante. Por lo ante-
rior, serd necesario, para pasar al formalismo Hamiltoniano, imponer algunas restricciones sobre
la eleccion de las funciones ¢,,, que representan a la superficie de constriccidn primaria, estas se
llaman condiciones de regularidad [22).

Estas restricciones se establecen como sigue. La superficie de constriccién de dimensién 2N — M
dada por ¢, = 0, debe tener una cubierta abierta, tal que en cada abierto de la cubierta, la matriz
Jacobiana

9 ém(q,p))
& ol (1.57)

es de rango constante M. Por lo tanto, las funciones ¢,, se pueden tomar localmente, como M
coordenadas de un nuevo sistema coordenado regular en la vecindad de la superficie de constric-
cién [22].

Existen otras condiciones equivalentes a la de la matriz Jacobiana [22], pero para el propdsito
a seguir, esta condicién y sus consecuencias serdn suficientes.

La matriz jacobiana de (1.55) es

3(101
oy =00 (1.58)

la cual tiene rango 1 en toda la superficie de constriccién, por otra parte la matriz jacobiana de
(1.56) es
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o(r) _
3(q1‘p1) - (0 2p1) 1 (1'59)

la cual, sobre la superficie de constriccién descrita por esta, tiene rango 0 # 1, por lo tanto, la
descripcién admisible, como se esperaba, es (1.55).

Cuando las funciones de constriccién ¢,, cumplen con las condiciones de regularidad, satisfa-
cen dos propiedades importantes para el desarrollo de la teoria:

Teorema 1.4.1 Si una funcidn suave G del espacio fase se anula sobre la superficie ¢,, =0,
entonces G = g™¢ para algunas funciones g™.

Dem.!

Se escoge a las funciones de constriccién ¢, como las coordenadas de un sistema coordenado
regular (Ym,Za) CON Ym := ¢ . En estas coordenadas se tiene que G(0,z) =0

1
Gy, z) =/U%G(iy,a:)dt

1
= ym[ G, m(ty, ) dt, (1.60)
0

por lo tanto,

G=9"¢m, (1.61)
1
con g™ = fG,m(ty, z) dt.

0

- O

Teorema 1.4.2 Si A\.dg* + p*épr = 0 para variaciones arbitrarias 6¢*, dpr tangentes a la
superficie de constriccion, entonces

nO0Pm

el 2
ag,

k — mZrm

YEl ambiente para demostraciones no solo se usaré para demostraciones de teoremas, sino que también se
utilizard para ciertas célculos que no requieren de un rigor matematico, lo anterior, con el fin de estructurar mejor
estos cdlculos y hacer mds legible este trabajo.
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para algunas funciones u™ . Las igualdades anteriores, son igualdades sobre la superficie de
constriccion (1.54).

Dem.

La superficie de constriccién tiene dimensién 2N — M, por lo tanto, las variaciones d¢¥, dpx en
un punto forman un espacio vectorial de dimensién 2N — M. Con lo cual, existen M soluciones
independientes de A\.d¢* + p*épy = 0. Por otro lado, dado que se cumplen las condiciones de
regularidad, los M gradientes

0dm Opm
(5 )

son linealmente independientes. Y dado que estos gradientes son una solucién de Aydg*+p*dp, = 0,
para variaciones tangentes, constituyen, de hecho, una base de soluciones y la conclusién del
teorema se sigue automdticamente.

O
1.4.2 El Hamiltoniano Canénico
Si se toma la variacién del Hamiltoniano Canénico, (1.9)
aL
6H = ¢*6py — ——0q* 1.62
q 0Pk (9q’*' qa ., ( 6)

se observa que este Hamiltoniano no esta univocamente determinado como una funcién de las
p's y de las ¢'s, ya que en (1.62) las variaciones dp; no son todas independientes, sino que
estin restringidas a conservar las constricciones primarias ¢,,. Por lo tanto, se concluye que el
Hamiltoniano candnico esta bien definido sélo sobre la subvariedad definida por las constricciones
primarias y puede ser extendido arbitrariamente fuera de esa variedad.

La ecuacién (1.62) se puede rescribir como

(gg—+%)éq*+ (% ~ ¢ )ope =0,

pero dada la afirmacién del Teorema 1.4.2, se tiene
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. OH .0
e 0 | m%n 1.63
T o = Opx i)
aL| OH| . nO%m
ol = oo (L5

La ecuacién (1.63a) es particularmente importante porque muestra que las velocidades gy
se pueden recobrar si se conocen los momentos py, los cuales obedecen (1.54), y los pardmetros
extras u™. Por lo tanto, se pueden considerar como variables dindmicas bdsicas las coordenadas,
los momentos, y los pardmetros u™, en el formalismo Hamiltoniano. Estos parametros pueden
ser considerados como coordenadas sobre la superficie de las imdgenes inversas de una p; dada.

Debido a que las constricciones son independientes, los vectores d¢,,/0pr son también in-
dependientes sobre ¢, = 0 debido, a su vez, a la condicién de regularidad. Con lo cual, sélo
debe existir un conjunto de u's que cumpla con (1.63a). Lo anterior significa que las u's pue-
den ser expresadas, en principio, como funciones de las coordenadas y velocidades resolviendo las
ecuaciones:

¢ = g—g(q,p(q,m + um(g, @)%‘(q,p(q, Q). (1.64)

Si se define la transformacién de Legendre del espacio (g, ¢), a la superficie de constriccién
¢m =0 del espacio (g, p, u), por medio de

¢ = ¢, (1.65a)
oL, .

Pk = a—ﬁ(q,QJ, (1.65b)

u™ = u"™(q,q), (1.65¢)

se observa que esta transformacién entre espacios de la misma dimensién 2N, es invertible, ya
que se tiene

qk — qk q (1.66&]
. OH 8¢
k m m
o T g OO 1.66b
2 Opx Opx ( )

0= démlg,p) - (1.66c)
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Por lo que las ecuaciones anteriores son equivalentes; de esta forma la inversion de la transfor-
macién de Legendre, cuando detW = 0, se obtiene por la adicién de variables extra.

Se debe mencionar que el resultado es solamente local, debido a que la ecuaciones (1.63) se
obtienen del Teorema 1.4.2. A partir de este momento, se supondrd que la transformacién (1.63)
tienen validez global, lo cual implica, en particular, que el Hamiltoniano H puede ser globalmente
definido como una funcién de las coordenadas y de los momentos por medio de (1.9), sin estar
multivaluado.

1.4.3 Ecuaciones de movimiento en forma Hamiltoniana

Debido a las relaciones (1.63), se pueden escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.3) en la
forma hamiltoniana equivalente

OH d¢
ko m m
q = apk +u 6?;: 3 (1673.)
. OH | 0¢m
Pe = o u R (1.67b)
0 = ém(q", pe) - (1.67¢)

La ecuacién (1.67b) se obtiene al sustituir en (1.63b) la definicién de momento cuando se
cumple la ecuacién de Euler-Lagrange, i.e.,

OL _doL _d
ok — dtogE  dt*

Por otro lado, las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen considerando primero (1.67a) y
(1.67c), las cuales, debido a la invertibilidad de la transformacién de Legendre, son equivalentes a

pr = OL/9¢" ; después, se sustituye en (1.67b)

ddL  OH . 0¢nm aL
dioF = o ag o of

Las ecuaciones de Hamilton (1.67) pueden ser derivadas del principio variacional

tLa referencia, como subindice, a la ecuacién (1.63b) significa que la igualdad solo es vélida con la aplicacién
del resultado citado, en este caso se utilizé una referencia a una ecuacién pero se trabajard indiscriminadamente
con tranformaciones, funciones, teoremas, etc.
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tz
§ [ (¢*px—H-u"¢n)dt=0, (1.68)

4

para variaciones arbitrarias dg*, dpy, dun sujetas a las restricciones dg*(t1) = dg*(t2) =

Las nuevas variables u,,, las cuales fueron introducidas para que la transformacién de Legendre
fuera invertible, aparecen como multiplicadores de Lagrange, que hacen cumplir las constricciones
primarias (1.67c).

Para el posterior desarrollo de la teoria es necesario expresar las ecuaciones de movimiento en
forma hamiltoniana, en términos de los paréntesis de Poisson.

Sea F' = F(q,p), entonces

8F . OF .
i L g 1.69
ok ¢+ o Pk (1.69)
Si se sustituyen las ecuaciones de movimiento (1.67a, 1.67b), se obtiene
_OF (0H , 0¢n OF ( OH 0¢m
a 39‘*(3;0:: M Ok ) " apk( dq* “ 9q* )
={F,H} +u™{F, ¢n}. (1.70)

Por lo tanto, se obtienen las ecuaciones de movimiento hamiltonianas escritas en términos del
formalismo de los paréntesis de Poisson.

= {px, H} + u™{px, $m} , (1.71)
¢* = {d", H} + u™{d", ém} - (1.72)

1.4.4 Constricciones Secundarias

Un condicién de consistencia sobre las constricciones prlmanas es que se preserven en el tiempo,
por lo tanto, si se da una constriccién ¢,,, se pide que gbm— 0, i.e

{Sms H} + 0" {¢m, &1} = 0. (1.73)
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La ecuacién (1.73) se puede reducir a una relacién independiente de las u's, es decir, una
relacién entre las ¢'s y las p's; 6 a una restriccién entre las u's. Si se presenta el primer caso y
la relacién entre las ¢'s y las p’s es independiente de las constricciones primarias, entonces esta
nueva relacién se llama constriccion secundaria. La diferencia entre las constricciones secundarias
y las primarias, es que las segundas son consecuencia de la definicién (1.8), mientras que para las
primeras, también se tienen que usar las ecuaciones de movimiento.

Si existe una constriccién secundaria, por ejemplo ((g, p), entonces se impone, a su vez, una
condicién de consistencia sobre ésta:

{¢ H} +u™(C,ém} = 0. (1.74)

El resultado de esta condicién puede resultar en una restriccién sobre las u's, 6 en una nue-
va constriccién, modulo las anteriores constricciones, a la cual se le puede nombrar constriccion
terciaria *; el anterior proceso termina cuando la evolucién de todas las constricciones sean cero,
médulo las constricciones previas.

Después de que el proceso se haya terminado, se obtendra un conjunto de constricciones se-
cundarias

o =0 k=M+1,. M+ K; (1.75)

donde K es el nimero total de constricciones secundarias; la anterior notacion es motivada por
la poca distincién entre constricciones primarias y secundarias para el desarrollo final de la teoria,
por lo que es de utilidad denotar todas las constricciones en la siguiente forma:

6;=0 j=1,..M+K(=J). (1.76)

La condicién de regularidad se debe cumplir sobre todas las constricciones, de la misma forma
que se hizo para las primarias, es decir, no sélo se supone la suavidad de la subvariedad descrita
por (1.76), sino que también se supone que las funciones de constriccién obedecen la condicién de
regularidad. En lo subsiguiente, se supondré que el rango de la matriz {¢;, ¢;} es constante en
toda la subvariedad descrita por (1.76), donde las constricciones son validas.

4Se utilizar4 el nombre de constriccién secundaria para todas las constricciones que resulten de este procedi-
miento
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1.4.5 Ecuaciones débiles y fuertes

Al momento de evaluar un paréntesis de Poisson involucrando las ecuaciones de constriccién (1.76),
por ejemplo {F, ¢;}, no se tiene que hacer la sustitucion de las funciones, ya que de otro modo, el
anterior paréntesis es cero; sino que, el paréntesis se evaluard sin tomar en cuenta las constricciones,
para lo cual se introducird la notacién =, la cual se lee como igualmente débil. Con la anterior
notacién, (1.76) se escribe como

¢; ~0. (1.77)

Para enfatizar que la cantidad ¢; es numéricamente restringida a ser cero, pero no es
idénticamente cero en todo el espacio-fase.

Generalizando, sean F' y G dos funciones, las cuales coinciden en la subvariedad definida por
las constricciones ¢; = 0, se dice entonces que las funciones son débilmente iguales, y se escribe
esta relacién como F' = G. Por otra parte, si una ecuacién es vilida en todo el espacio-fase y no

sélo sobre la subvariedad ¢; ~ 0, se dice que ésta es valida fuertemente, y se utiliza el simbolo
usual de igualdad =. De esta forma, por el Teorema 1.4.1

F=G & F-G=p(q,p)¢;. (1.78)

1.4.6 Restricciones sobre los multiplicadores de Lagrange

Si se tiene un conjunto completo de constricciones como (1.76), las restricciones sobre los multi-
plicadores de Lagrange u™ son

{5, H} +u™{d;,¢m} = 0, (1.79)

donde m=1,.. M y j=1,...J.
Se puede considerar que las ecuaciones (1.79), constituyen un conjunto de J ecuaciones lineales
no homogéneas en las M variables u™, con coeficientes que son funciones de las ¢'s y de las

fs. Estas ecuaciones deben tener soluciones, de otra forma el Lagrangiano (1.1) serfa inconsistente.

La solucién general de (1.79) es de la forma

u™ = U™+ V™, (1.80)
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donde U™ es una solucién particular de la ecuacién no homogénea (1.79) y V™ es la solucién
mas general del sistema homogéneo asociado

V™{¢;,dm} = 0. (1.81)

La solucién V™ mas general es una combinacién lineal de las soluciones independientes V"', a =
1,...,A de (1.81). El nimero A de soluciones independientes es el mismo para todo (g, p) sobre
la superficie de constriccién, ya que se supusé que la matriz {¢;, ¢,,} tiene rango constante en
ésta. Por lo tanto, la solucién general de (1.79) es

u™ = U™ + vV, (1.82)

con términos v* totalmente arbitrarios. Por lo tanto, se ha separado la parte de ™ que permanece
arbitraria de la parte que se fija por la condiciones de consistencia.

1.4.7 Hamiltoniano Total

Dadas las ecuaciones de movimiento (1.70), éstas se pueden rescribir utilizando (1.82), como

F =~ {F, H +v*¢,} , (1.83)

donde
H' =H+U"¢pn, (1.84)
b0 = V" . (1.85)

Para calcular el resultado (1.83), se utilizé

{F, U ¢m} = U™{F, ¢} + {F, U" }¢m = U™{F, ¢}, (1.86)

lo mismo para {F, V"¢,,}. La funcién

Hr = H' + v"¢a , (1.87)

que aparece en (1.83), se llama Hamiltoniano Total. Por lo tanto, en términos del Hamiltoniano
Total, las ecuaciones de movimiento son
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F =~ {F,Hr}. (1.88)

Estas ecuaciones contienen A funciones arbitrarias v® y son equivalentes, por construccién,
a las ecuaciones de movimiento de Lagrange (1.3).

1.4.8 Funciones de primera y segunda clase

Se ha mencionado antes que la distincién entre constricciones primarias y secundarias es de poca
importancia para la forma final de la formulaciéon Hamiltoniana, por lo tanto, a continuacion se
da la definicién de funciones de primera y segunda clase, la cual clasificard a las constricciones.

Una funcién F(g,p) se dice que es de primera clase si su paréntesis de Poisson con cada
constriccién es nulo débilmente

(F,¢;} =0  j=1,..J. (1.89)

Una funcién de las variables canénicas que no es de primera clase se dice que es de sequnda
clase. Una caracteristica importante de ser funcién de primera clase, es que esta propiedad se
preserva bajo la operacién del paréntesis de Poisson. Es decir, si dos funciones son de primera
clase, su paréntesis de Poisson es de primera clase. Esto se prueba como sigue, si F' y G son de
primera clase, entonces

{F,0;} = fi*¢ , {G,0;} =9¢. (1.90)

Ahora, por la identidad de Jacobi (1.22), se tiene

{{F,G},¢;} = {F,{G,¢;}} — {G,{F, ¢;}}
= {F,g;*¢x} — (G, " s} (1.91)
= {F, 9"} — 9 f'& — {G, [i*}ox — fi*a' i = 0.

Como una primera aplicacién del concepto de primera clase, se nota que H' y ¢, , defini-
das respectivamente por (1.84) y (1.85), son de primera clase. Es mds, las ¢, son un conjunto
completo de constricciones primarias de primera clase, es decir, cualquier constriccién primaria de
primera clase es una combinacién lineal de las ¢, (con coeficientes que son funciones de las ¢'s y
de los p's y mddulo cuadrados de las constricciones de segunda clase). Esto es asi debido a que
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v*V;™ es la solucién mds general sobre la superficie ¢; = 0.

Por lo tanto, el Hamiltoniano total (1.87) es la suma del Hamiltoniano de primera clase H' y
las constricciones primarias de primera clase multiplicadas por coeficientes arbitrarios.

1.5 Constricciones de primera clase

1.5.1 Transformaciones de norma

La presencia de funciones arbitrarias v* en el Hamiltoniano total expone el hecho de que no todas
las ¢'s y los p's son observables. Es decir, aunque el estado fisico esta univocamente definido si
el conjunto de las ¢'s y los p's esta dado, el inverso no es cierto, es decir, hay més de un conjunto
de valores de las variables canénicas representando el mismo estado fisico.

Para llegar a esta conclusién se observa que, si se da un conjunto inicial de variables candnicas
en el tiempo t, , y por lo tanto, el estado fisico completamente definido en ese tiempo, se espera
que las ecuaciones de movimiento determinen completamente el estado fisico en otros tiempos.
Asi, por definicién, cualquier ambigiiedad en el valor de las variables canénicas en t, # ¢ serd
una ambigiiedad fisicamente irrelevante.

Los coeficientes v® son funciones arbitrarias del tiempo, con lo cual el valor de las variables
candnicas en t, dependerd de la eleccion de la funcién v* en el intervalo t; < t < t;. Considérese,
en particular, t; = ¢; + 6¢. La diferencia entre los valores de la variable dindmica F en el tiempo
ty , correspondientes a las elecciones de las funciones arbitrarias v* y 7%, en el tiempo t;, toma
la forma:

6F = 6v*{F, ¢,}, (1.92)

donde dv® = (v* — ©*)6t. Por lo tanto, la transformacién (1.92) no altera el estado fisico en el
tiempo t,. Se dice entonces que, las constricciones primarias de primera clase generan transfor-
maciones de norma. Las transformaciones de norma (1.92) son independientes, debido a que se
consider6 desde el principio que las constricciones ¢, son irreducibles (el reciproco de la afirmacién
también es cierto). Cuando estas constricciones son reducibles, algunas de las transformaciones
(1.92) resultan en §F = 0.

En general, las transformaciones (1.92) no son las 1inicas que dejan inalterado el estado fisico.
De hecho, los siguientes resultados son vélidos®:

1. El paréntesis de Poisson {@,, ¢»} de dos cualesquiera constricciones primarias de primera
clase genera una transformacién de norma.

9Para una demostracién de estos resultados véase [26]
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2. El paréntesis de Poisson {¢,, H'} , de cualquier constriccién primaria de primera clase ¢,
con el hamiltoniano de primera clase H’, genera una transformacién de norma.

Estos resultados indican que, en general, se esperan que al menos algunas constricciones se-
cundarias de primera clase puedan generan transformaciones de norma. Debido al hecho de que
¢. y H' son de primera clase, los paréntesis {¢, ¢} ¥ {¢a, H'} también tienen esta propiedad,
lo cual significa que estos serdn combinaciones lineales de constricciones de primera clase. No hay,
sin embargo, razén para esperar que esta combinacién contenga solo constricciones primarias, y en
la practica las constricciones secundarias de primera clase aparecen en estas combinaciones lineales.

De estas consideraciones no es posible inferir que cada constriccién secundaria de primera clase
sea un generador de transformaciones de norma (”Conjetura de Dirac”). No obstante, se postula,
en general, que todas las constricciones de primera clase generan transformaciones de norma.
Este es el punto de vista que se adoptard en este trabajo.

1.5.2 El Hamiltoniano Extendido

Arriba ya se habia mencionado la importancia sobre la clasificacién de las constricciones en pri-
mera y segunda clase; por lo tanto, serd de utilidad la introduccién de una nueva notacién que
permita distinguir entre estos dos tipos de constricciones. Se denotardn a las constricciones de
primera clase con la letra =, y las constricciones de segunda clase por la letra y . El conjunto de
todas las constricciones (de primera y segunda clase) se denotara con {¢;}, como antes.

Las transformaciones de norma sugieren generalizar las ecuaciones de movimiento (1.88), de
tal manera que permitan realizar una transformacién de norma arbitraria mientras el sistema esta
evolucionando dindmicamente en el tiempo. El movimiento generado por el Hamiltoniano total
Hr contiene tantas funciones arbitrarias de norma como constricciones primarias de primera clase.
Por lo que, se debe afiadir a Hp las constricciones secundarias de primera clase multiplicadas por
funciones arbitrarias adicionales. La funcion de primera clase obtenida de esta manera tiene la
forma

Hp=H' +uy, 1, (1.93)

el cual tiene por nombre Hamiltoniano extendido y el indice a corre sobre un conjunto completo
de constricciones de primera clase.

Para variables dindmicas invariantes de norma, es decir, variables para las cuales su paréntesis
de Poisson con lo generadores de norma + se anula débilmente, la evolucién predicha por H', Hp
vy Hg es la misma. Para cualquier otro tipo de variable se debe usar Hpg , con el fin de tomar en
cuenta toda la libertad de norma.

tt Las ecuaciones de movimiento para el formalismo extendido pueden ser derivadas del ”principio de accién
extendido” Sg = f(pntj"—-H ' —uF ¢ ) dt donde la suma contiene todas las constricciones, no solamente las primarias.
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1.6 Constricciones de segunda clase

1.6.1 Separacion de las constricciones de primera y segunda clase

Regresando a las constricciones de segunda clase, las cuales estdn presentes siempre que la matriz
Cix = {¢j, ¢} no sea cero sobre la superficie de constriccién. Se supondrd, en este desarrollo,
que el rango de la matriz Cj , de los paréntesis de todas las constricciones, es constante sobre la
superficie de constriccién.

Teorema 1.6.1 Si detCjx = 0, eziste (al menos) una constriccion de primera clase entre las

8,'s.

Dem.

Si det Cji =~ 0, entonces se puede encontrar una solucién distinta de cero M de M Cjr = 0. Dado
lo anterior, la constriccién A Cj serd entonces de primera clase, lo cual prueba el teorema.

O

Si se redefinen las constricciones como ¢; — a_,-"é;,, con una matriz apropiada a, que sea
invertible, entonces se puede usar la constriccién A¢. como la primera constriccién de una re-
presentacién equivalente de la superficie de constriccién. En tal representacion, Cy; = —Cj; = 0.

Aplicando repetidamente el Teorema (1.6.1), se llega a una descripcién equivalente de la super-
ficie de constriccion en términos de las constricciones 7, & 0, xo = 0, cuya matriz de paréntesis
de Poisson se lee débilmente como

Yo Xa
T ( 0 0 ) (1.94)
XB 0 Cﬁa ’

donde Cp, es una matriz antisimétrica, la cual es invertible en todo punto de la superficie de
constriccién.

En esta representacion, las constricciones se separan completamente en primera y segunda
clase. Ninguna combinacién de las x, es de primera clase y las 7,'s completan a las constricciones
de primera clase, mientras que cualquier constriccién de segunda clase debe tener una componente
a lo largo de xq .

1.6.2 El Paréntesis de Dirac

Cabe resaltar que las constricciones de segunda clase no son de interés para la teoria, por lo que
pueden descartarse y definirse de esta forma un paréntesis modificado de Poisson, €l cual toma
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en cuenta solo a las constricciones de primera clase (cf.[22]). Debido a que la matriz C,p es
invertible, posee una matriz inversa C?

0y = %« (1.95)

Por lo tanto, se define el paréntesis de Dirac como:

{F,G)" := {F,G} - {F,xa}C*{x3,G} . (1.96)

El paréntesis anterior satisface las propiedades (1.19, 1.22, 1.23) del paréntesis de Poisson,
ademads de las siguientes:

{Xe, F}*' =0, (1.97)
para cualquier F,
{F,G}* =~ {F,G}, (1.98)
con G de primera clase, y F' arbitraria,
{R,{F,G}'}' = {R,{F,G}}, (1.99)

con F' y G de primera clase, y R arbitraria.

Se sigue de (1.97) que las constricciones de segunda clase se pueden poner igual a cero antes 6
después de evaluar el paréntesis de Dirac. M4s aiin, debido a que el Hamiltoniano extendido (1.93)
es de primera clase, se observa de (1.98) que este Hamiltoniano sigue generando correctamente las
ecuaciones de movimiento en términos del paréntesis de Dirac, i.¢,

F =~ {F Hg}~ {F,Hg}*  para cualquier F. (1.100)

En particular, el efecto de la transformacién de norma se puede evaluar también por medio
del paréntesis de Dirac

{F,v} =~ {F,7}"  para cualquier F'. (1.101)
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En este momento, todas las ecuaciones se pueden formular en términos del paréntesis de
Dirac, y las constricciones de segunda clase solo serdn identidades que expresan algunas variables
canénicas en términos de otras.

1.7 Fijaciéon de la norma

1.7.1 Normas Canénicas

Como se ha visto, la presencia de constricciones de primera clase y la libertad de norma asociada
indican que hay mds de un conjunto de variables canénicas que corresponden a un estado fisico
dado. En la practica es deseable eliminar esta ambigiiedad, imponiendo condiciones extra sobre las
variables canénicas, llamadas condiciones de norma candnicas, tal que exista una correspondencia
biunivoca entre los estados fisicos y los valores de aquellas variables independientes que resultan
de la imposicion de las condiciones adicionales mencionadas. Las condiciones de norma no son,
por lo tanto, una consecuencia de la teoria, mas bien, son ecuaciones ad-hoc impuestas con el
fin de evitar un "conteo multiple de estados”. Se permite imponer estas condiciones adicionales
debido a que estas solamente remueven los elementos no observables arbitrarios de la teoria, y no
afectan las propiedades (invariantes de norma) observables.

Existen dos propiedades que un conjunto adecuado

Cs(g,p) =0, (1.102)

de condiciones de norma debe de satisfacer:

1. La norma escogida debe ser accesible. Es decir, dado un conjunto de variables canénicas,
debe existir una transformacién de norma que mapee el conjunto dado de ¢'s y p's sobre
un conjunto que satisface (1.102). Esta transformacién debe ser obtenida por iteracién de
transformaciones infinitesimales de la forma §u®{F,~,}.

Esta condicién garantiza que (1.102) no afecta las propiedades (invariantes de norma) fisicas
relevantes del sistema, sino que solo restringe la libertad de norma. Debido a que el nimero
de pardmetros independientes Ju® es igual al nimero de constricciones independientes de
primera clase ~,, se concluye que el mimero de condiciones de norma independientes (1.102)
no puede ser més grande que el niimero de independientes 7,'s.

2. Las condiciones (1.102) deben fijar la norma completamente. Esto significa que no debe
existir ninguna otra transformacién de norma que la identidad, tal que preserve (1.102). Es
decir, las ecuaciones

0u®{Ch, 7} =0, (1.103)
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deben implicar que

Su=0. (1.104)

El resultado (1.104) serd una consecuencia de (1.103), solo si el nimero de ecuaciones inde-
pendientes es igual o mayor que el nimero de incognitas du®. Por lo tanto, de estas propiedades
se concluye que para fijar completamente la norma, el nimero de condiciones de norma indepen-
dientes debe ser igual al nimero de constricciones independientes de primera clase. Los paréntesis
de Poisson {Cj,7.} forman, entonces, una matriz cuadrada. Con el fin de que (1.103) implique
(1.104), esta matriz debe ser invertible. Por lo que se tiene la siguiente condicién:

det{Cy,7a} #0. (1.105)

Pero esta condicién expresa que las constricciones Cy, 7, forman ellas juntas, un conjunto de
segunda clase. Asi, se observa que después de fijar completamente la norma solo quedan cons-
tricciones de segunda clase. De hecho, si todavia existiera alguna constriccién de primera clase,
se tendria una libertad de norma sobrante, correspondiente a las transformaciones generadas por
esa constriccién.

Después de fijar la norma, se pasa al paréntesis de Dirac. Se tiene entonces una teoria que es
libre de constricciones, en el sentido de que todas las constricciones se pueden considerar en este
punto como identidades expresando algunas variables dindmicas en términos de otras.

Se puede dar una descripcién geométrica del proceso de fijar la norma. La superficie C, =0
de las condiciones de norma debe intersectar las orbitas de norma, las cuales se localizan sobre la
superficie de constriccién, una y solo una vez (véase Fig. 1.1). La condicién (1.105) garantiza esta
propiedad localmente.

1.7.2 Conteo de los grados de libertad

En una teoria que solo cuenta con constricciones de segunda clase, no aparecerdn funciones arbi-
trarias en el Hamiltoniano. En este caso, un conjunto de variables candnicas que satisfacen las
ecuaciones de constriccién determinan un tnico estado fisico. Debido a que después de fijar la
norma solo quedan constricciones de segunda clase, se llega al siguiente conteo de grados fisicos
de libertad:
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condiciones de horma

AN

orbitas de norma

Figura 1.1: Condiciones de norma

canonicas independientes

9 Nimero de grados) Niimero de variables
de libertad N

_ ( Nimero total de ) ( Niimero de constricciones )

variables canonicas originales de segunda clase

(Nﬁmero de constriccinnes) (Nﬁmero de condiciones)

de primera clase de norma

Niimero total de Nimero de constricciones
variables canonicas

originales de segunda clase

iy (Nlimeru de constricciones) ) ( 1.10 6)

de primera clase

Como el mimero de constricciones de segunda clase es siempre es par, se observa de (1.106),
que el nimero de variables candénicas independientes es también par, lo que corresponde a un
niimero entero de grados de libertad.

1.8 Ejemplos

1.8.1 Particula Relativista

La accién para la particula libre relativista en un espacio de Minkowski de dimensién D, esta
dada por



1.8. EJEMPLOS 31

52 52 h
S=-m|[ ds=-m|[ (—gu dztdz")?, (1.107)

Ei 1

con la signatura (—,+,+,+).

Se elige un pardmetro mondtono 7, el cual etiqueta la posicion de la particula sobre su linea
de mundo, y se define

“
— dx
dr

Se supondrd ademds que i es temporal (% < 0) y futurista (z° > 0). Con las condiciones
anteriores, la accién se lee como

S=-m/[ drvV=22. (1.108)

El Hessiano para este sistema es

%L 2 ; mi” -m T
p = W = @( _i ) = ? (glup.’.[‘pxp — I;;,:»CU) 3 (1‘109}

el cual tiene rango D — 1, y el eigenvector no nulo de W es %, debido a que

Wy = —

ot (Powd’ — ¥0,8,) =0, (L.110)

La expresion para los momentos candénicos es

oL  mi,

=22 1.111
pﬂ a zp .-'__5:2 ( )
de donde se obtiene una constriccién primaria, la cual, de hecho, ya se esperaba debido al rango
de Wy,

m2,, ik
L = —m?, (1.112)

pupt = 2

= pi=ppu+m? = 0. (1.113)
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El Hamiltoniano canénico es:

H=pi*—L
ma, it ;
— L BB =0, 1.114
T (1.114)

Este tipo de comportamiento (Hamiltoniano candnico nulo) se presenta siempre que la accién
es invariante bajo reparametrizaciones generales (cf.[44]). Por otra parte, debido a que

¢ =u{p,p}~0, (1.115)

con u como multiplicador; ¢ es la tinica constriccién y es de primera clase. Las ecuaciones de
movimiento son:

2]
ot =zl pl= Ul =u

o0, ~ “om.
;.Jl-l = u{p;h (P} = G: (1117)

p’ +m?) = 2up*, (1.116)

con lo anterior, la constriccién ¢ constituye el generador de la evolucién dindmica. Si se pretende
fijar la norma introduciendo una condicién de norma 2, entonces  tiene que depender sobre 7
explicitamente, debido a que:

1 dQ 80 a0 , 00
0——-di-—~5;+u{9,:,o}—g+2up S (1.118)

da una solucién no nula para u si

a0 a0
"é??éﬁﬁ ax'_”:?éa;

para al menos una pu. Si se elige la condicién de norma como

Q=2"-7, (1.119)
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llamada de forma instanténea (cf.[44]), entonces se determina el multiplicador u, de acuerdo a
(1.118), como

-
=5
Con lo cual,
1
= 2—;,0(3’2 +m?), (1.120)
y las ecuaciones hamiltonianas son:
de®  2p°
E=%=l’ (1.121)
da:‘ p'-
%ﬁ =0. (1.123)

La matriz C, construida a partir de los paréntesis de Poisson entre las constricciones Q2 y ¢,
usando

{e.0} =0, (1.124)

{0, Q} = —2p° = 2py , (1.125)

{9,9} =0, (1.126)
es:

C = ( {1’ ‘01 ) . (1.127)

De aqui que, el paréntesis de Dirac entre las funciones A y B, dado por las constricciones de
segunda clase Q y ¢, es

1
wor - - (a3 %) (152)

= (4,8} + 55{A 2"}, B) - (A7}, B). (1.128)
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Por lo tanto, los paréntesis de Dirac fundamentales son:

{z#, 2"} =0, (1.129)

{pmpu}‘ =0, (1]30)
1

{Ipapv}‘ = J#U o 2—p02p“'{:c“, po}{zospv} = 5#0 = gﬁuv ] (1131)

los cuales son compatibles con las constricciones ¢, .

Como ejemplo adicional, se acoplard una particula puntual a un campo externo. El termino
de interaccién no es completamente arbitrario; ya que debe tener la propiedad de invarianza bajo
reparametrizaciones, la accién completa se escribe como:

S = Siibre + 9Sint (1.132)
en donde el término S;;; puede tener las siguientes formas:
Sint =fd'r $(-i?)7, (1.133a)

Sint = —fdf Put”, (1.133b)

(1.133¢)

Sint = f dr (G iti”)?

con ¢, ¢,, Pu,un escalar, un campo vectorial, y un campo tensorial, respectivamente.

El caso que se analizard es el acoplamiento a un campo electromagnético (¢, = A,), con el
Lagrangiano dado por

L=-m(-#)7 — ei*A, (1.134)
donde la constante de acoplamiento e, es la carga eléctrica de la particula. El momento canénico
conjugado de z* es

oL g,
b= ="

—eA,, (1.135)
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del cual aparece una constriccién, debido a que

T,&
(Pu+eAu) (P + ") = m? 27 = —m?,
se tiene entonces
Pe = (pp+eAp)2+m2“0: (1-136)

cuando e = 0 la contriccién se reduce, como ya se esperaba, a la del caso libre (1.113). Por otro
lado, el Hamiltoniano candnico es cero,

H=m—t i — ed,i* +m(~i%)} — ei®Aa = 0. (1.137)
X

En vez de fijar el multiplicador de Lagrange v, escogiendo una condicién de norma, se observara
el comportamiento del multiplicador en las ecuaciones de movimiento.

i* = v{z", .} = 2v (p* +ed*), (1.138)
Pu = v{Pu e} = —2ve(p” +eA%) 9, A,
= sasy — €5 0y, (1.139)

por lo tanto,

i* = 20(p" + eAP) + 2vu(p* + eA¥)
20(p" + eA*) + 2vE, F* | (1.140)

=(1.139)

para esta iiltima igualdad se usé también la regla de la cadena sobre A%. Si v es una constante, se
obtienen las ecuaciones de movimiento de una particula bajo la influencia de una fuerza de Lorentz.

1.8.2 Campo Electromagnético

La accién para el campo electromagnético es
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= —éfd% F, F* (1.141)

con F,, = 9,A, — 8,A, el tensor del campo electromagnético (tensor de Faraday), y A, el
4-potencial del campo, y la expresiéon para F,, dada por

0 E E E
=B 0 B =B
Fu=|_8 _5 o B | (1.142)

—-Ey By, -B, 0

asimismo,

0 -E, -E, -E;
E, 0 By —B,
E, -B; 0 B,
Es B, -B 0

P = (1.143)

Para calcular el Hessiano, se necesita primero

oL  _ _13(FpF?) _ - (1.144)

3(0,4,) ~ 4 0(0,4,)

Por lo tanto,

d*L
0(0,A,)0(0,A,)

(7]
(1149 a(a Au)

Wm\=
s (—F™)

= —g"g" (ghg? — gigt) = g*g** — g"g"* (1.145)

sin suma sobre pu; se observa que W tiene rango tres, por lo que se espera una constriccién. De
la definicién de momento

s O s (1.146)

a(aaAp) (1.144) 1
I, = F%. (1.147)
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se tiene entonces que II, = II¥. Por otro lado, debido a que Fy = 0, existe entonces una

constriccién primaria

Por otra parte el Hamiltoniano candnico es:

H = [d’z (I*&A, — L)
1
- [ ds (1004, + Zpaﬂpﬂﬁ)

s f Pr (04, + ST + Ry FY)

pero,

O A; = Fo; + 0; 4 = —II; + 0; Ay

luego entonces

1 i, i
- 3 B Ay — ZTLIL 4 —F.. i
H= /d z (Mg SILIL + SFFY)

en el cual no aparecen velocidades. Rescribiendo este Hamiltoniano

H= f d*z (a,-(n‘-,qo) — &L Ay — %n,-n,- + %R-,-F‘J')

- fd% (%F,-,-F"" - %n.-n.- ~ AL )

Por otra parte, el paréntesis fundamental de Poisson entre A, y II* es:

(1.148)

(1.149)

(1.150)
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{Au(2), I (y) }ao=yo = [ e ;i Ezi ggg

= /daz 8584 6%(z — 2)8°(y — 2)

= 8,6z —y) (1.151)
=80y —z), (1.152)

v los restantes paréntesis son cero. Por la condicién de consistencia, se debe cumplir

0~ {II% H} = —{H“,/d"’:c AoOill;}
= fdax {I(y), Ao(2)}iT;

= fds:.': & (y — z) 8,1L;(x)

= 0lL(y), (1.153)

la cual es una constriccién secundaria, conocida como Ley de Gauss. La condicién sobre esta
constriccién no resulta en constricciones adicionales, debido a que:

1 : 1
{B.H,{y),H} = {8.-1'[,-,/(1393 (ZijFJk - Anajl'[_,- — al'l',l'l})}

= %[dsz‘ {3,-1'1,-, 3jAk = akA_.;}F};, =g [dax {3,'11,;, Ag}ajl'.[_,- =0 3
ya que
50,1L,(y) 58,4
O, 5 A)} = - [ % (S)’) 5}’(‘? = - [0 - )9,8(c - 2

=—-Kdib(z —y),

{0I1i(y), Ao(2)} = — fds 63Hi§}§ﬁ?§z§
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Por lo tanto, la teorfa de Maxwell tiene dos constricciones

p=M"~0,

como constriccién primaria, y

x=0I;=0,

como constriccién secundaria. Si se calcula el paréntesis de estas dos constricciones

{, x} = {’(2), 8IL:(y)} =0, (1.154)

se deduce entonces que las constricciones son de primera clase, por lo tanto se colocan en el
Hamiltoniano extendido:

Hg = H+fd3x(v1p+ v2X)

= / d’z (iﬂjF*f - %1’[,-1'[.- + 0 1% + (vp — Au)é).-l'[,-) . (1.155)

El procedimiento continua estableciendo dos condiciones de norma, las cuales determinarian
los multiplicadores de Lagrange v; y @2 = vy — Ap, y posteriormente se calcularia la evolucién
del sistemna bajo estas condiciones.



Capitulo 2

La Cuerda Relativista

2.1 Introducciéon

Todo empezé al final de la decada de los 60's. Se habia encontrado que la masa de los ha-
drones seguia un patrén sugestivo, las trayectorias de Regge, el cual se pensé podria explicarse
si los hadrones estuvieran constituidos por cuerdas. Sin embargo, la abundancia de anomalias
en espacio- tiempo de cuatro dimensiones, la existencia de estados no masivos en el espectro
de la cuerda sin correspondencia en el mundo hadrénico y el surgimiento de la cromodindmica
cudntica, llevaron al abandono de este modelo. Pero fue precisamente el espectro de la cuerda,
conteniendo particulas de espin 2, el mediador de la interaccién gravitacional, el que dio la pauta
para considerar a ésta, en vez de una teoria de interaccién fuerte, como una teoria unificadora [11].

A principios de los 80’s se encontré que las teorias de cuerdas relevantes deben incluir su-
persimetria en el espacio- tiempo y que para evitar patologias, como anomalias 6 perdida de
covariancia, este espacio- tiempo debe ser de diez dimensiones. Existen, con las caracteristicas
anteriores, cinco teorfas de cuerdas supersimetrias las cuales se conocen como la teoria IIA, IIB,
heterética Eg x Ej , heterética SO(32) y tipo I [27]. No obstante, es esta consistencia la que
dota a la teoria de cuerdas de problemas, es decir, si se espera que esta teorfa describa el mundo
en el que vivimos, un espacio- tiempo de cuatro dimensiones, la cuerda debe estar en este espacio;
asimismo, se espera que exista solo una teoria de cuerdas en vez de las cinco ya presentadas.

Sin embargo, el primer problema se resuelve mediante compactificacién. Es decir, se toman
seis de las nueve direcciones espaciales pequefias y compactas, y debido a que el tamaiio de las
direcciones compactas son mds pequefias que el alcance de los presentes aceleradores, el mundo
aparece como un espacio- tiempo de cuatro dimensiones. Asi cada teoria de cuerdas en diez
dimensiones da lugar a diferentes teorias en cuatro dimensiones después de la compactificacién.
Algunas de esta teorias se parecen bastante al universo observado. En particular, se tiene [42]:

1. Grupo de norma conteniendo SU(3) x SU(2) x U(1).
2. Fermiones quirales.

3. Tres generaciones de quarks y leptones.

41
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4. Supersimetria N = 1.

Por otro lado, el segundo problema se resuelve parcialmente debido a una propiedad de la teoria
de cuerdas llamada dualidad. Con esta propiedad se tienen los siguientes ejemplos de dualidad

[42]:
1. La cuerda heterética SO(32) es dual a la cuerda tipo I en diez dimensiones.

2. La cuerda heterética SO(32), asi como Fj x Ejy, compactificada sobre un toro cuatri-
dimensional T* es dual a la cuerda tipo IIA compatificada sobre una variedad cuatri-
dimensional compacta no trivial, conocida como K3.

3. La cuerda tipo IIB es auto-dual, es decir, esta teoria con constante de acoplamiento g es
equivalente a la misma teorfa con constante de acoplamiento g~ .

4. La cuerda heterética SO(32), asi como Es x Fj, compactificada sobre un toro de seis
dimensiones T® es auto-dual en el mismo sentido.

De lo anterior, se observa que se podrian combinar todas las teorfas de cuerdas en una sola
teorfa con un espacio como pardmetro. La meta serd pues, después de comprender totalmente la
dindmica de la teoria de cuerdas, encontrar un principio dindmico para determinar un solo punto
en este espacio, y que este punto describa totalmente la naturaleza que se observa [11], [42].

En este capitulo se desarrolla el formalismo hamiltoniano de la cuerda relativista, descrita por
la accién de Nambu-Goto, comenzando por obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange de esta
accién, las cuales son invariantes bajo reparametrizaciones del volumen de mundo, debido a que
la accién misma lo es, por lo tanto, eligiendo una reparametrizacién adecuada estas ecuaciones de
campo se simplificardn dando lugar a ecuaciones de onda en los campos bosdnicos. Estas ecuacio-
nes tendran una solucién en términos de series de Fourier.

Después se realiza la formulacién canénica de la cuerda, obteniendose asi dos constricciones
de primera clase, y por consiguiente el Hamiltoniano de la cuerda relativista. Posteriormente, se
aplica la reduccién de norma de la teoria y la correspondiente cuantizacién. La necesidad de esta
reduccién de norma se muestra cuantizando el sisterna imponiendo solamente la norma ortogonal,
lo cual llevarad un espacio de Fock inconsistente, por ello se introducen dos condiciones de norma,
dando lugar a los verdaderos grados de libertad del sistema, construyendose asi un espacio de
Fock consistente y por ende la cuantizacién de la cuerda relativista. A lo largo del presente
capitulo se realizan otros cdlculos paralelos, que si bien no son indispensables para la formulacién
Hamiltoniana, dan una introspeccidn itil de la dindmica de la cuerda relativista.

2.2 La Cuerda Relativista Clasica

En vez de una linea de mundo z* trazada por una particula, una cuerda genera una hoja mundo
en el espacio-tiempo, esta superficie debe tener las siguientes propiedades [27]:
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1. La superficie es de tipo tiempo, es decir posee en todo punto direcciones tipo tiempo, y tipo
espacio posiblemente en la frontera.

2. Esta superficie tiene area extrema.

Al igual que la particula es conveniente usar una descripcién paramétrica de la cuerda, la
cual tiene la propiedad de producir un formalismo explicitamente covariante. Las ecuaciones pa-
ramétricas de la cuerda son z* = z#(¢), con £, e i = 0,1, como coordenadas de la hoja mundo
de la cuerday z*,con p=0,...,D—1 como las coordenadas del espacio-tiempo.

Se supondrd que £ = (7,0) es una buena parametrizacién en el sentido que los vectores tan-
gentes dz* /07 y 0z*/0o son linealmente independientes en toda la hoja mundo y no nulos. Es
mas, se supondrd que 9z*/871 es de tipo tiempo y que 9z#/8o es de tipo espacio. Adem4s se
considerard una superficie que no se intersecte con ella misma, por lo cual se considerardn dos
tipos de cuerda: la cuerda abierta y cerrada.

Figura 2.1: Cuerda Relativista
El encajamiento de la hoja mundo induce una métrica sobre la superficie z#(¢) dada por

ozt Oz
9i; =G,

o e 585 (2.1)

La accién invariante bajo reparametrizaciones mas simple es la llamada accién de Nambu-Goto,
la cual es proporcional al rea de la hoja mundo

S=-T f d*¢ \/—detyg, (2.2)
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con T la tensién de la cuerda, y con unidades de [T'] = [masa]?. No obstante, se expresard esta
accién de una forma més explicita. Es decir, 7 tomar4 valores en [r;,73] ¥y o en [0,03], con
oy = m, 2r para la cuerda abierta y cerrada, respectivamente; y T = 1/2ra’, donde o' es la
pendiente de Regge. Calculando las componentes de la métrica, por ejemplo,

Gre = 2Py 1= %% ; (2.3)
la accién se leerd como,
o /;} / drdo \/ —3222 + (:r )2, (2.4)
Para obtener las ecuaciones de campo se calcula primero la variacién de la accién,
e f / drdo ( —5 i I ). (2.5)
I Szn

Dos cosas se deben tener en cuenta en esta expresién. Una de ellas, es mantener las variaciones
de la superficie restringidas, de tal forma que en la superficie no haya puntos del tipo - espacial.
Y la segunda, suponer que en la variacién 4.5, las derivadas

ac 1

no = == ..__2mr(_g)-% (@ 2)2, — 2%3,] , (2.6)
oL ,
(”) = - S . s a2
HP 35::“ 2,“.&.'( ) [( x)xj-l T zp] ] (27)

estén definidas en toda la superficie, aunque esto no siempre sucede asi, cf.[44]. Se integra por
partes la ecuacién (2.5):

9 "
f f drdo (-7 + 2T )6z* + fo do )82

En el interior de la superficie las variaciones son arbitrarias e independientes, entonces del
primer término se obtendrén las ecuaciones de Euler-Lagrange

T2 Ta oz
- f dr 1) 6z#
m T

0

0 ey Ot
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Por otro lado, las posiciones fijas de la cuerda, tanto inicial como final, permiten concluir que
éz* =0 para 7, y T2, entonces el segundo término es cero. Para la cuerda cerrada las variaciones

en 0 =0 y o= 27 son iguales, i.e.

éz#(0,7) = éz#(2m,7),
(0, 7) = MY (2a,7)

por lo tanto, el dltimo término también es cero.

Para la cuerda abierta se supone que dz#(0) y éz#(m) son arbritarias, con lo cual, se obtendrian
las condiciones de frontera siguientes

Hff) =0 para o=0,7. (2.9)

Las ecuaciones de campo (2.8) son no-lineales pero, por construccién, estas son invariantes
bajo reparametrizacion, i.e., el drea de la hoja mundo es invariante bajo reparametrizaciones, y
por ende, también las ecuaciones de campo.

A continuacién se escogerd, debido a la libertad mencionada, una reparametrizacién que sim-
plifique las ecuaciones de campo. Por geometria diferencial se sabe que existen coordenadas en
las cuales la métrica de la cuerda es la siguiente:

9=x‘2((1, _01 ) , (2.10)

Por lo tanto, se tendrd que determinar una transformacion, la cual mapee una parametrizacién
arbitraria a otra, donde en esta iiltima se cumpla:

Para cualquier reparametrizacién se tiene:
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. or .,00 : a
T s TH = —FH
z—:.ca%+zaq__ (x 61"'I)'
! ér ,,00 ! a
T A el = S I
x"-ma&+z PE (x 6&:6)'
Si se etiquetan los siguientes términos:
E=3? , G=12,
F=z%.z , D?’=F?-EG,
y se define
o0 oo
e do  OF
or or
8 oF
Resulta entonces que las restricciones
F=i-2=0,
E+G=#+3=0,

se expresan de la siguiente forma:

F_ (OT0n  00daty 07 du, D00z,
F= (81"- 5r T 57 oo )(a& % ' o 30)
= (Jpa2* + J127*)(JuaZ, + Inz,)

= JpJnd® + (Ji2dar + Jo2du ) & - T+ Jpduz? =0,

asimismo

E4+G=(3+33)8+2(Jdia+Indn )i -+ (3, + 33, )22 = 0.
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(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Se puede usar la ecuacién (2.13) para completar los cuadrados de la ecuacién (2.14); el resultado
serd entonces:

(Jo£Jn )’ E+2(Jp2 £ J21)(Ji2 £ J11 )P+ (Ji2 £ J11)’G = 0. (2.15)

Si se resuelve la ecuacién cuadrética para (Ji2 £ J11) se obtiene:

1
J11 = _6(J21F = JQzD) 3 (216)

1
Jiz = —E(JzzF —JaD). (2.17)

Por 1iltimo, se obtiene una relacién entre las componentes de la matriz inversa J~!:

aa 1 o7 or
50 = ~5(Fa, ~ G5 ) =alen), @18
96 1, 07F _oF
o ‘B(Eaa N Far) = Blaar). (219)

Por lo tanto, se puede tomar una solucién 7(r,a), de la ecuacién

(7] 5]

5= 3P

la cual existe como ya se habia comentado. Entonces se puede calcular (2.18, 2.19) a partir de
esta solucién. Por construccién la reparametrizacién (~) sera ortogonal:

5.5=0, 2432 =0. (2.20)

- 1 .
) = —z,, (2.21)
g i

@ — Ty, (2.22)
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respectivamente; por lo tanto, las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.8), se leen como ecuaciones
de onda:

fr_gr=0. (2.23)

Obviamente esta ecuacién tiene que resolverse con la restriccién dada por (2.20), ademds de
ciertas condiciones en z*; la condicién de periodicidad :

t*(r,0 + 27) = z¥(1,0) , (2.24)

para la cuerda cerrada, y la condicién de frontera

| =0, (2.25)

para la cuerda abierta. Estas condiciones son invariantes sélo bajo aquellas reparametrizaciones
que cumplen con &(r,0;) = o;, por lo tanto las condiciones de frontera para la cuerda abierta
seran

| =o0. (2.26)

a=0,r

De aqui en adelante se omitirdn las tildes en las variables, por obvias razones. La solucién de
(2.23), en términos de una expansién de Fourier, es:

oo
1 .
z#(r,0) = ¢* + 2a'p'r + i Z He_"”[aﬁ cosno + @k sinno |, (2.27)
w0

con los coeficientes @4 = 0 para la cuerda abierta.

Expresando las condiciones de ortonormalidad dadas por (2.20), en términos de la solucién
anterior para la cuerda abierta se tiene:

00 ) (= =]
#z, = () e ™akcosno)(—iY e ™ aumsinmo) !
—00 —00

tNétese que las sumatorias toman en este momento cualquier valor, en la primera sumatoria, debido a que el
término con n =0 se absorbié definiendo af := 2a'p*, y en la segunda, porque el término con m =0 es cero.
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Si se realiza el cdlculo:

oo 00

iz, = —i Z Z e~ Mok cos no sin mo
=00 —00
1: o0 [+ =] )
= Z Z: e~{mHmT ko sin(n 4+ m)o
—00 —00

puesto que hay simetria en n y m. Si se cambia el indice mudo para n+m =1, con n fija, se
tiene que

. 0O o0
- i - ;
Ty = —3 E > e " akayq_msinlo .

—00 —00

Asimismo, para la segunda condicién de ortogonalidad se tiene:

oo o0 o0 (= +] )
i +2% = (D e ™ akcosno) () e ™ aumcosmo) — (D e " akisinno) (D e ™ ayumsinmo)
—00 —o0 -0 —00

oc 00

Y et akaygncosio .

Por lo tanto, las condiciones de ortogonalidad (2.20), para la cuerda abierta, se pueden expresar
de la siguiente forma:

oo
Zaﬁo:,,(;_n) =0 con ! fija. (2.28)
—00

En forma anéloga, para la cuerda cerrada, se tiene que las condiciones de ortogonalidad se
expresan como

==} =]
D abouum =0, ) @Fgm=0 con I fija. (2.29)
—00 =00

Por lo tanto, las condiciones de ortogonalidad (2.20), se pueden formular como un conjunto
infinito de restricciones sobre los modos de la cuerda:
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1 oo
L, = _E'_.' zan—m cay, =10, [230)
—00
1 o0
Ln = _@Zan—m 'am =0: (2'31)
—00
con
af = 2a'p*, (2.32)
para la cuerda abierta, y
ab =ah = ap*, (2.33)

para la cuerda cerrada. Las condiciones para las L, y L, , se llaman condiciones de Virasoro y
Virasoro-Shapiro, respectivamente.

Las condiciones de ortogonalidad (2.20) no determinan la parametrizacién completamente. Es
decir, atin cuando se haya escogido una parametrizacién ortogonal (F=0,E+ G=0,D = —-E),
queda la libertad de escoger una reparametrizacién como la siguiente:

ds _or 05 _OF

o 9r ' Or Oo’
la cual representa a una transformacién conforme. Si se resuelven estas ecuaciones, con las condi-
ciones &(oi,T) = 0;, estas tendrén la forma:

Gd=h(r+o)—h(r—0)+0,

F=hr+o)+h(r—0o)+T+m70,

Con h una funcién periédica, de periodo 203, y 75 una constante arbitraria. A continuaci6n se
fijard la parametrizacién ortogonal hasta traslaciones en 7 escogiendo un vector n independiente
de 7 y o, y pidiendo ademds que:

n-g=0, (2.34)

lo cual, debido a (2.12) se lee como:

n-‘:(n-:&)g—gﬁ-(n i)g—;
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Entonces, si

n-t#0,

87/85 se determina como funcién de 8o/85 . Lo anterior restringe a n a ser nulo o espacial,
este 1ltimo excluido para reparametrizaciones regulares.

Ademds, si n-z =0, entonces or/06 =0, i.e.

T=f(7),

y de esto se concluye que la funcién periédica es idénticamente cero. Por lo tanto,

o=0,T=T+T.

Por otro lado, debido a que n -z = 0, entonces n -z = A(r), y por la ecuacién (2.23),

n-z=n-i=0 = Ar)=0.

o . I .
Por lo tanto, una parametrizaciéon con n-z =0 es equivalentea n-z=a+b7,con a y b
constantes.

2.3 Formulacién Candnica

El momento conjugado de z* es:

08

, S

(=) (2.35)

Para calcular los paréntesis de Poisson se extenderd el dominio de o, de [0,03] a (—o00,00),
ademds de imponer en z* la condicién de periodicidad con perfodo 27 en o, tanto para la cuerda
cerrada como para la cuerda abierta, obviamente se puede usar la extensién trivial para la cuerda
abierta en el intervalo [, 27]. De lo anterior, los paréntesis fundamentales de Poisson ser4n:
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{z*(o,7),0,(c’,7)} = 8*6(0,0"), (2.36)
{z*(o,7),2" (0", 1)} = {(o, 7), I, (c',7)} =0, (2.37)

con (o, 0') una funcién delta periddica:

oo
6(o,0') = E (6(o — o' + 2nm) + 6(0 + o' + 2nm))
-0
% Z (ein(u—a’) I eiﬂ(a+a’)) . (2.38)

—00

Esta definicién asegura que los paréntesis de Poisson son consistentes con la condicién de
periodicidad de la cuerda cerrada y las condiciones de frontera de la cuerda abierta, debido a que

Mz(} en o=0,7
do i

Debido a la invarianza de la accién bajo reparametrizaciones, la densidad Hamiltoniana es
idénticamente cero:

. i (g— i
H:Hufb‘“*—ﬁzmIpIJ‘"2ﬁaJI#IF=U.

Con lo que se esperan constricciones, las cuales son:

1
2na’

o=+ ( )25,-2 ~0, (2.39)

wo=I-2x0. (2.40)

Las anteriores no son més que las condiciones de ortogonalidad (2.20), expresadas débilmente.
Estas constricciones son de primera clase. Primero, se define:

wilf] = [do f(0)eilo) - (2.41)
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Con lo cual, un paréntesis de Poisson cualquiera se calcula como:

{@ilf, pilol} = { [do f(o)wilo), [do’ 9(a")pi(0")}

= //darda* f(o)g(o") {wi(o), vi(a")},

en este ltimo término se aplicé la propiedad (1.23) del paréntesis de Poisson. Para mostrar la
propiedad de primera clase solo se calculard un parentesis de Poisson, a saber {¢;[f], ¢1lg]}, para
lo cual se realizardn dos cdlculos previos:

1
(mra)?

+114(0")2,(0){#(0), TLu(0")}) , (2.42)

(10) + (577) B + (g757) #(00} = o (a0 {I(0), ()

en donde se utilizaron los paréntesis fundamentales (2.36, 2.37); por otro lado

f f doda’ (o) ke(o"){IL, (o), 5 (")} = f f dodo’ b (o) ks(o") (= 62 %5(0, o))

= —h*(0)k(o /da h*(o )ak -8 (2.43)

en la ultima igualdad se integré por partes. Por lo tanto, utilizando (2.42, 2.43), se tiene el
siguiente resultado:

(ma){@ilf], erlgl} = f do (f(0)g' (@)1 (0)z.,(0) = f(0)g(0)1*(0)74(0) )

= [io (1(0)5@) - £)s(0) gste)
= w2[fgr = .f;g] H

si el anterior procedimiento se aplica a los paréntesis {w2[f], w2lg]} , {@1[f], ¥2(g]}, se obtiene:
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{olfl, ilel} = ﬁ il fa' - fa), (2.44a)
{alf], ealol} = @al f9' = fg], (2.44b)
{2l f], p2lo]} = w2l fg' = f'g] (2.44c)

Otra forma de expresar la misma dlgebra, sin utilizar funcionales, es la siguiente:

(01(0). (0} = (s [a(0) + 02l | 5-0(0, ), (2.450)
(02(0), 91(0")} = [2(0) + 01(0") 152800, 0, (2.45b)
{02(0),2(0)} = [2(0) + 22(0") ] 5-0(0, ") (2.450)

Con los resultados previos se termina la demostracién sobre la clasificacién de las constricciones.
También se pueden calcular los paréntesis siguientes:

{z#(0), p1(0")} = {2"(0), 1" (¢")IL,(0")} = 211*(0") é(0, ") , (2.46)
{z(0), ¢a(0")} = {2*(0), I, (0")3" (")} = 2#(0") (0, 0") . (2.47)

Por lo tanto, ¢, se puede interpretar como el generador de las o-reparametrizaciones y ¢
como el generador de la evolucién dindmica de la cuerda. El dlgebra de los paréntesis de Poisson
de las constricciones (2.45) tiene casi la misma forma que el dlgebra de los generadores H, y H ,
correspondientes a una accién invariante bajo reparametrizaciones (c.f.[44], apéndice D), i.e.:

{Ho(w), Ho(w)} = [H(u) + H () ]0,6° (u, ) , (2.48a)
{Hr(w), Ho(w)} = Hi(u)dr6°(u,u), (2.48b)
{Hr(u), Hs (')} = [H,(0)0, + Hy(u')8, )67 (u, ) . (2.48c¢)

Por lo tanto, se define:
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?{1 =P, (249)

Hy = (rd)vpy , v=(2%)" (2.50)

y se obtienen los siguientes resultados:

{Hi(o), Ha(o")} = [Hi(o) +H1(U’)1%5(0:0'L (2.51)
{(H1(0), Ho(o")} = m(a)%a'(a, o, (2.52)
(Ho(0), Ho(0)} = [v¥Ha(0) + v*Ha(o") ]%5(0, o —Filaa, (2.53)

H(o, 0") = 2’ [v3H Hy (o) + 037{17{40')];%6(0, a'). (2.54)

Los dos primeros paréntesis tienen la forma de los términos (2.48b, 2.48c) del dlgebra de los
generadores; pero, debido a que el tensor métrico a lo largo de la cuerda tiene sélo una compo-
nente, gi; = (v?)~!, el tercer paréntesis tiene también la forma esperada, sin contar con #H; no
obstante este término es cero fuertemente, ya que es cuadrético en las constricciones.

Por lo tanto, el hamiltoniano de la cuerda es la suma de las constricciones:
H = fda (UJ_H]_"‘U]H]), (255)

con multiplicadores v, (1,0) y v /(7,0).

En este momento, se expresaran las constricciones continuas ¢; como un conjunto infinito de
constricciones continuas. Para esto, se necesita suponer (ademds de la extensién del dominio de
la cuerda) que:

#(=0,7) = —2*(0,7), (2.56)
O (-0o,7) = ,(0,7), (2.57)
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esta tltima expresién no viola la condicién de frontera de la cuerda abierta. Utilizando nuevamente
funcionales, se definen las constricciones en estos términos:

| = i [aado f(o)(np+-1—:é )2. (2.58)

2 J_, 2ra! "

Estas funcionales, L}, forman un dlgebra cerrada, como previamente se demostré en (2.44):

{L}, Ly} = Lig, (2.59)
con

a a
f®g—f3—gg—y§f-

Si se elige un conjunto de funciones completas en el intervalo [—o3, 03], entonces el conjunto
L} tendrd la misma informacién que las constricciones originales. Para lo cual, se escoge f, = ™"
para la cuerda abierta y se define L; = L) . Se verifica ficilmente que este conjunto obedece el
dlgebra:

(L Ly} = =i(n = m) Ly . (2:60)

En cambio, para la cuerda cerrada se escoge un conjunto completo en [-2m, 2] , dado por
f3 = €'27, con lo anterior se obtiene un 4lgebra similar a (2.60), pero en esta ocasién, con se-
mienteros como anadidura.

El Hamiltoniano se puede escribir, para la cuerda abierta, como:
o0
H=) v, (2.61)
—00

donde los v, son multiplicadores. Por otro lado, si se define:

a7
Pli= | dall®, (2.62)
0

M* = [ do (z"1” — 2"TI*) . (2.63)

0

Se obtiene la siguiente 4lgebra:
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(Ph2"(0)} = —g™, (2.64a)
(M¥,2(0)} = g"2*(0) — ¢ *2%(0) , (2.64b)
(P4 P} =0, (2.64c)
{P*, MM} = gi P> — g p¥ (2.64d)
{M™, MP} = ghoMYT — P MH 4 g“o MHP — gho MYP . (2.64e)

Se concluye de los paréntesis (2.64a, 2.64b), que P* y M*"* generan transformaciones de
Poincaré infinitesimales, y (2.64c, 2.64d, 2.64e) cumplen con el dlgebra de Poincaré.

Se tiene ademds que P* y M*® son independientes de 7. Por ejemplo, la derivada de P*
con respecto de 7 es:

N 7 g
- = e hauiai— (577} R (G
- /0 do 2 A do S = TW(0, ) — T, 7). (2.65)

El resultado es cero, para la cuerda abierta debido a las condiciones de frontera (2.9) y también
para la cuerda cerrada debido a la periodicidad.

2.4 Reduccion de Norma y Quantizacion

Considérese el Hamiltoniano para la cuerda abierta:
" 1 42, |
H:fodo(u(l'[2+(m) ) +v(11-2)), (2.66)

con multiplicadores » y v. Las ecuaciones de movimiento son:

i* = {z* H} = 2ull* +vz*, (2.67)
. 1 \20, . i)
1, = (I, H} =25 ) 5o (ud) + 5-(0IL,) (2.68)

Si v =0, entonces

= 2ull* + 2ull*
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si ademds se tiene que 4 =0 :

por ultimo, si u = 7ma', se obtiene la ecuacién de onda (2.23). Por lo tanto, estas condiciones
sobre los multiplicadores implican la parametrizacién ortogonal, pero todavia existe la reparame-
trizacién conforme; es decir, las anteriores condiciones no fijan la norma completamente. También
en (2.61) se puede observar este hecho, si se hace v; = d; .

En la norma ortonogonal, definida por u =7na’ y v=0 en (2.66), 6 v; = dy en (2.61), los
L!, son iguales a las condiciones de Virasoro (2.30), debido a que los dos dan la parametrizacién

ortogonal sobre las funciones ™™’ con n € Z .

Por lo tanto, el Hamiltoniano es:

HZL{;
1 ia «
T mm— 0-m " Om
4a' =
1
=~ 1% " g 2 m oen=aP+} apam, (2.69)
m>0 m>0
con
pa . d A
a“_(Qna’) 2

Es decir, se obtiene un conjunto infinito de osciladores arménicos. Los paréntesis de Poisson,
diferentes de cero, para los coeficientes de Fourier en (2.27), son:

{ah, a0y} = ~i0mng™ (2.70)
{¢",p"} = ¢". (2.711)
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Por lo tanto, el sistema se podria cuantizar de inmediato si no existieran condiciones entre las
a's. En este caso, se interpretaria a las a's como operadores, y se cambiaria el paréntesis de Poisson
por el i-[conmutador], los a# como operadores de aniquilacién y los af* como operadores de
creacién, pero el espacio de Fock creado con estos operadores no tendria norma positiva definida:

[aellal":] = —0mn -

Lo anterior da la iniciativa para aislar los verdaderos grados de libertad de la cuerda relativista,
introduciendo condiciones de norma; una manera de hacerlo es relacionar el pardmetro 7 de la
evolucién dindmica con una combinacién lineal de las z#. Se escoge, por lo tanto, el vector n
independiente de 7 y o, y se postula la condicién de norma:

Qi=n-z—cr=0, (2.72)

con c¢ constante y distinta de cero. Los paréntesis de Poisson de esta condicién de norma con las
constricciones de primera clase ; son:

(o), ¢1(0")} = 2n-TI(0") (0, "), (2.73)
{Qu(0), p2(0")} = n-2(0") 6(0,0") = 0. (2.74)
Los cuales muestran que la o-reparametrizacion producida por ¢, no se afecta por la condicién

de norma $; = 0, y ademds, que la invarianza representada por ¢, desaparece si n-I1# 0. De
hecho n-II no es cero, debido a que:

fi = (g R (2.75)

1 N —

Y como z2 >0 y ¢# 0, entonces n-II es distinto de cero. Con lo que se concluye que £,

no es la iinica condicién de norma, debe de haber otra que rompa la invarianza de o — 5(o, 7).
Se propone entonces una segunda condicién de norma:

BG=n-M-y~0, (2.76)

con v independiente de ¢ y 7. En este caso, la ecuaciones de Euler-Lagrange (2.8), contraidas
con n, son:
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d d 9, &z
e T = e e 0 PR B,
5 " II 0 30" I _— 30( I, (n-10)).

Con lo anterior, n -I1%) = f(7) y, debido a las condiciones de frontera (2.25) para la cuerda

abierta, f(7) = 0; por lo tanto, & -z = 0. Por otra parte,

12

& ( - %); 2.77)

19
[ 1
- l-[ — - -3 — 3
" 21ra’( 9)" 2’

. C . 1
de lo cual se deduce que, si y=——, #*+2?=0.
2na!

Algunos autores propusieron relacionar ¢ y 7 con el momento total P*, de aqui que

c:=2a'(n-P),
y las condiciones serdn:

0 = ny(z* —22'P*1) =0, (2.78)

Qp = n,(* - :—rP"‘) ~0. (2.79)

Como se demostrd, estas condiciones implican las condiciones de ortonormalidad de la cuerda
abierta (2.20). Por otro lado, Q3 =0 es la forma integral de o:

1
n,J* = ;nﬁP“,
a I3 T
=5 /da" n,II* = P fdar’ ,
0 L
= o= ﬂ(n#P“)_ljda' (n,II*).
0

Por lo tanto, la segunda condicién nos dice que ¢ es proporcional a la proyeccién de la energia

total de la cuerda sobre P*.
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Siguiendo el procedimiento, se tiene que revisar si las condiciones de norma transforman las
contricciones ¢; de primera clase en constricciones de segunda clase (aqui no se hard ese célculo,
pero el resultado es positivo para estas condiciones). Después, se tendria que calcular los paréntesis
de Poisson entre las ; y €, y después calcular el paréntesis de Dirac para las {; con n arbitrario.

El célculo de los paréntesis de Dirac se simplifica si se considerd a n un vector tipo-luz. Sea

Mg =MNp-1 = — (280)

ni =0, i#0,D—1 (2.81)

6, en la notacién del cono de luz:

0

s (2.82)

1
nt = —(n® £ nP!) ={

V2

con D la dimensién del espacio en el cual la cuerda esta encajada. Con esta notacién, un producto
punto se expresa como:

a’b, = —a*b” —a"b" +a'b’,

y en particular
+ .

B
nte,=-n"a

De aqui que la primera condicién de norma se exprese como:

nu(z* — 2a'PH7r) = —n~(zt — 2a'P*7r) =0
= zt = 2a'P*r. (2.83)

Asimismo (2.79) se escribe como
+_ 1p+
nr=-pPr. (2.84)

La constriccién ¢, =0 es:
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1 2 1 1 1 2 I 1 1 I
M, + { — ) z¥z, = —2II* [T~ + H,‘H,‘ = e—— (2 gt — Iixi) =0 3
# (2#&’) # (21ra") ‘--;’
entonces:
= T 1 R,
II = W(H;II,- + (m) x,-x,:) ; (2.85)

Para ¢, = 0 se tiene

¢z, = -tz — Ozt + Miz; =0,

3

= - = —l1Lz;. (286)

Por lo tanto, las componentes (—) de la posicién y momento son variables dependientes. Las
independientes son: z;, I;, y P, ademds de la siguiente

1 ™
Q = —-]da z7 (o), (2.87)
T Jo
esta iltima expresién se debe anadir debido a que en la ecuacién (2.86) solo aparece la o-derivada

de z~.

Con estas expresiones a la mano, se calcula el paréntesis de Dirac de las variables independien-
tes:

{¢'(0),j(0")}* = 6"6(0 — 0'), (2.88)
{Q~, P} =-1. (2.89)

Por otro lado, el Hamiltoniano H debe tener la siguiente propiedad:
_d TR
{f,H} = g =B 2 f

Considérese ahora el siguiente paréntesis:
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S * i 8f 6P~
{f!P }__Lda S+ 6T
d
=i _dx—f.',(o-) )
Por lo tanto:

U, H} =201 = 207, Po) = 20/ (1, PPP7),

debido a que P* se conserva; con lo anterior, se obtiene el Hamiltoniano:

d
H=2d'PTP™ = 2a'P+/do -
0
it 1 32, ,
P— ! . n — . .
. :rra/odo (ML + (5—) &) -

De este hamiltoniano se derivan las siguientes ecuaciones de movimiento:

i; = {z,H} = 2mwa'll; .
Asimismo:

- 1 "
H,‘ = {Hi,H} = 2—.‘.‘!’-‘1"

wa'
Eliminando II; de las anteriores ecuaciones, se obtiene

s I
I —I; = 0 )

63

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

i.e., se obtienen las componentes transversales de las ecuaciones de onda. Para las componentes

(+), se utilizan las condiciones de norma (2.83, 2.84):

it = 2na'T*,

o+ =o,

(2.94)

(2.95)
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e - g - L I
por lo tanto, #* = 0; lo anterior también es consistente con la ecuacién de onda, ya que z+ =0.

Para la componente (—) se utilizan las ecuaciones (2.85, 2.86), y las ecuaciones de movimiento
(2.92, 2.93):

& = 2rall, (2.96)

LS. _ 1 n_

== mz . (2.97)
en consecuencia,

i~ -z =0. (2.98)

*i

Las variables independientes del sistema son ai, a;f, ¢', p', Q~, P*. Las a, se pueden
escribir como

_ 1 -
o = 5rla =557 3 ok ol (2.99)

m

De acuerdo con la mecéanica cuédntica, un espacio de Fock se puede construir con los operadores
independientes a[*, el cual consiste de los estados

ath. . al=jo> .

De esta forma, los estados de la cuerda se describen tinicamente con osciladores transversales.
Estos estados tienen norma positiva definida. Debido a la eleccién del vector n en esta norma, la
cuantizacion no es covariante. Examinando el dlgebra de Poincaré aparece una dificultad, ya que
se necesita el conmutador entre los a; . El analogo cudntico de la ecuacién (2.99), es

oy, = -;—_'_- {-;— Y iahal,: — a(0)}, (2.100)

donde ”: :” indica un orden normal y «(0) es una constante. Esto da lugar a un c-niimero
dependiente de la dimensién en los conmutadores [a;,a”,], y se obtiene el resultado inesperado
de que el dlgebra de Poincaré (2.64c, d, e) se cumple sélo para «(0) =1y D =26.



Capitulo 3

Acciones de p-branas bosénicas

3.1 Introduccién

Se ha acumulado hasta ahora evidencia sobre la existencia de una teoria en 11 dimensiones, a
partir de la cual se puede obtener, mediante diferentes procesos de compactificacién, las cinco
teorias de cuerdas. A esta teoria que todavia no se construye se le conoce como teoria M. Esta
teorfa tiene ademds a la supergravedad en 11 dimensiones como otro de sus limites, pero mas
aun, los diferentes limites de este la teoria no sélo contienen cuerdas y supergravedad, sino tam-
bién una gran variedad de objetos extendidos de mayor dimensién, los cuales son no perturbativos.

Entre estos objetos se tiene una clase, la cual tiene por caracteristica un rompimiento parcial
de la supersimetria, ademds de saturar una cota de tipo Bogomolny'i o BPS, (masa) > (carga), y
se conocen con el nombre de p-branas. Por otro lado, la clase mas elemental de estas soluciones
se obtiene de una accién simplificada obtenida de una teoria de supergravedad por medio de una
truncacién consistente!.

Al igual que en la teoria de cuerdas, las teorias de p-branas relevantes son aquellas que incluyen
supersimetria. Este tipo de branas juega un papel muy importante dentro de la teoria de cuerdas,
ya que pueden ser vistas como soluciones soliténicas de teorias de campo supersimétricas. En la
formulacién de estas membranas se tiene ademds de los grados de libertad escalares en el volumen
de mundo, multipletes de Maxwell (p-branas de Dirichlet) o multipletes tensoriales (super 5-brana
en D=11).

El impulso sobre la investigacién de las p-branas comenzé cuando se mostré que la simétria
« ? podia generalizarse y utilizarse para construir una 3-brana con supersimétria explicita en un
espaciotiempo de dimensiéon D = 6 e invarianza & sobre el volumen de mundo, la cual es un solitén
de la teorfa de campo supersimétrica en D = 6. Después se realizé una clasificacién completa de
los valores de p y D para los cuales las super p-branas pueden existir y se mostré que la accién
de GS para la supercuerda tipo IIA se puede obtener, mediante un proceso de doble reduccién

1Una truncacién consistente es aquella para la cual las soluciones de la teoria truncada son soluciones de la
teoria original, no truncada.

?La simétria & existe en teorfas con supersimetria local y permite reducir los grados de libertad fermiénicos
con el fin de igualar estos en nimero a los bos6nicos.

65
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dimensional®, a partir de una supermembrana en D = 11. Asimismo, se puede demostrar que a
partir de las cuatro super p-branas "fundamentales”, p=2en D=11, p=5en D=10, p=3
en D=6y p=2 en D = 4, se obtienen, aplicando la reduccién dimensional k veces, cuatro
secuencias de super (p — k)-branas en (D — k) dimensiones, en donde se consideran todas las
super p-branas posibles, a este conjunto se le conoce como ”brane scan”[7], [27].

Después Towsend conjeturé que no sélo la super 3-brana en D = 6, sino que todas las super
p-branas contenidas en el "brane scan”son soluciones solitonicas de alguna teoria de campo su-
persimétrica. Estos resultados quieren decir que la teoria de cuerdas contiene objetos extendidos
soliténicos en su espectro, por lo tanto estos tienen una importancia indiscutible en el estudio no
perturbativo de la teorfa de cuerdas [27].

En este capitulo se exponen y se demuestran las caracteristicas de algunas acciones de p-
branas, a saber, la accién de Nambu-Goto, de Schild, de Polyakov, la accién Conforme I y II, esta
ultima invariante de Weyl para toda p y polinomial en la métrica inducida. Como caracteristica
principal, estas acciones dependen solo sobre campos bosonicos, lo anterior con el fin de simplificar
los cédlculos. Asimismo, se demostrard la equivalencia cldsica entre estas acciones, y la ecuaciones
de movimiento de sus campos bosonicos. Para aquellas acciones que dependan sobre la métrica
intrinseca del volumen de mundo, se obtendra su respectivo tensor de energia- momento, y se
observard por lo tanto, que, debido a la invarianza de Weyl en estas acciones, estos tienen traza
nula, la cual es una propiedad importante de la cuerda y que se ha extendido a p-branas.

Después de la presentacién de las acciones de p-branas, se utiliza el método " parent action”,
el cual genera nuevas acciones de p-branas a partir de acciones conocidas de antemano. En esta
seccion, a partir de la accién de Nambu-Goto y con el método mencionado, se encuentran las
acciones de Polyakov y la Conforme I, ademds se encuentra que la accién de Polyakov es dual,
dualidad entendida en el contexto del método, a la accién de Nambu-Goto. De hecho las acciones
mencionadas no se encontraron en primera instancia mediante un método sistematico, sino que
fueron propuestas para su verificacién como acciones equivalentes a la de Nambu-Goto.

Hacia el final del capitulo, se desarrolla de una forma sistematica, el formalismo Hamiltoniano
de la accién de Nambu-Goto, encontrandose p+ 1 constricciones de primera clase.

3.2 Accion de Nambu-Goto

Se considera para la accién de una p-brana, un volumen de mundo que describa una superficie de
p+1 dimensiones encajada en el espacio-tiempo, este volumen tendr las siguientes caracteristicas:

(7) ser de tipo tiempo

(i) extremal

3Este proceso consiste en compactificar simult4neamente una dimensién del espacio-tiempo y una dimensi6én
del volumen de mundo
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Las coordenadas de la superficie en el espacio-tiempo estan parametrizadas por

ot =gH(¢),

donde p=0,1,...,D~1,e i=0,1,..,p, vy & como coordenadas del volumen de mundo.

Se supondré que £ := (1,07), 7 = 1,...,p, es una buena parametrizacion, i.e., que los vectores

ar ' o’

son, en toda la superficie, distintos de cero y linealmente independientes; ademas, se supondrd
también que 9z /37 es de tipo tiempo o nulo, y los dz*/dc” son de tipo espacio.

El encaje del volumen de mundo en el espacio-tiempo induce una métrica sobre la superficie

2#(§):

ozH oz¥

15 :ngua_giﬁ . (31)

h

Donde la signatura de la métrica es (—,+,...,+), y se esta considerando ademds, un espacio-
tiempo plano. Con las definiciones y suposiciones anteriores, se puede construir un accién, la més
sencilla, que sea invariante bajo reparametrizaciones del volumen de mundo:

S[z*(€Y)) = —de”“f vV-h, (3.2)
donde h := deth;; . La constante T' esta dada por la tensién de la p-brana y tiene las unidades
de [T] = [masa]P*!, debido aque [h]=1y [c]=1.

Las simetrias de la acci6n (3.2) son:

1. El grupo de Poincaré de D-dimensiones:

g¥(€) = A*,2"(§) +a*, (3-3)

con A una transformacion de Lorentz y a una traslacién.
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2. Invarianza bajo difeomorfismos en el volumen de mundo, para nuevas coordenadas &' = £'(€),
esta transformacion de simetria se expresa en la forma:

(€)= 24(€) , (3-4)

infinitesimalmente esta transformacion se lee

or* = 'Ozt , (3.5)

donde las n* son p + 1 pardmetros infinitesimales.

Dem.

1. Sea una transformacién de Poincaré como en (3.3), entonces

o ap*ag”
i = ”“"a—gi@
_ . O(AH,zf +a*) B(AY42Y + a¥)
= M o 96
oror _ owor
"og o " og ogr

h

= N AP A —

y como dPt!{ se queda invariante, se sigue entonces la invarianza de la accién.

2. Sea un difeomorfismo como en (3.4), entonces

- HT/dP“f VTR = -7 [+ ?é gg,v’“_ ~T[etevh=5,

donde O¢'/¢ es el jacobiano de la transformacién & = £'(€), y 9E/OE' es el jacobiano de la
transformacion inversa. En el anterior cdlculo se utilizé la siguiente relacién

, _ 0g* og
hlj = 3{“‘ 3&;} hkl = (3'6)




3.3. ACCION TIPO SCHILD 69

Para la expresién infinitesimal de la transformacién (3.4)

(€ +n) = 24(¢),
(€ +n) = 2™(§) +n* Oz,

= dzt = ozt .

O

Las ecuaciones de movimiento de las coordenadas z*, derivadas explicitamente de la accidn,
son

oL 1, 1 dh
6‘(8(8.-_«:&*)) - a‘(i(h’) ’('l)a(a,;mn))
= 9;(V-hh78;z,) = 0. (3.7)

Para obtener las ecuaciones de movimiento, se utilizé la relacién siguiente:

det A = etr(oEA) (3.8)

3.3 Accién tipo Schild

La accién de Schild para una p-brana es
1
S[z*, 0] = 5/0?’“5 (¢7'h=T?p). (3.9)

La equivalencia clésica entre la accién de Nambu-Goto (3.2) y la anterior accién se obtiene al
utilizar la ecuacién de movimiento del campo auxiliar ¢ en la accién de Schild, para eliminar la
dependencia sobre este campo:

0L _ oy oo _
5 =~ h=T" =0, (3.10)

= h+T%p* =0, (3.11)
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entonces
S =quys M€ T(T 67 h =T
_(3.11)5 'S ( ¥ - {P)
= 5 [ (-t (-m)})
= _T/dp+1£ V—h= SNarnhu—Gol.o .

Las simetrias de esta accién son las siguientes:

1. El grupo de Poicaré de D-dimensiones

2 (€) = A*,2°(€) + a* (3.12a)
#'(€) = 9(f) - (3.12b)

2. Invarianza de coordenadas en el volumen de mundo

T (€) = 24(€) , (3.13a)
§(E) PHE = p(E) PHE. (3.13b)

Infinitesimalmente, la anterior invarianza en el volumen de mundo se expresa como

oz = n'oix” , (3.14a)
dp = di(n'p) . (3.14b)

Dem.

La demostracién de la simetria de Poincaré es similar a la demostracién hecha para la accién
de Nambu-Goto.
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Para la invarianza, se reexpresa (3.13b) como

so(E) d”“f = p(£) '€,

N w(f)ag' = 0(6).

De lo anterior,

S' —_ %/dp+l€n‘ ((pi'—lh! __'T2(p!)

%fcﬂ’“f E(ai + 36, E)'h) - /dv“f T2,

1 [ i A g
Q/d.” f((,o h T(p)—S‘

Para las expresiones infinitesimales, la demostracion de (3.14a) es idéntica a la de (3.5), pero
para (3.14b) se tiene

o(€) = /(64 ) 2o
~ (¢'(€) + '8’ (€)) 1+ 0;7)
€) +8; (n'¢'(€))
= bp = di(n'y) ,

obviamente se tomo el jacobiano solo hasta primer orden.

Por 1ltimo, la ecuacién de movimiento para las coordenadas es:

% (%) = (Elz““’"1 a(gin) )

8;' (cp"‘hh‘-’ajx,‘) =0 P (3.15)

I
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en donde se utilizé el mismo procedimiento para obtener las ecuaciones de movimiento (3.7).

Si se utiliza la anterior ecuacién, junto con la ecuacién (3.11), se obtiene (3.7).

3.4 Accion de Polyakov

La accién de Polyakov para p-branas es
T 5
S[z*, gij] = —gfdpﬂf v—g (Q‘Jhij -(p- 1)) ) (3.16)

en esta accién se introduce un tensor auxiliar g¢;;(£) , el cual representa la métrica intrinseca del
volumen de mundo. Esta accién depende sobre

(p+1)(p+2)

D
* 2

campos, donde D es la dimensién del espacio-tiempo y el término restante es el nimero de campos
independientes del tensor simétrico g. Para demostrar la equivalencia entre esta accién y la de
Nambu-Goto, se calcula la ecuacién de movimiento de la métrica g, la cual es

2 0C o =
“Togg 55‘;(\/—9 (9"hes = (p 1)))
1 3 3
= ‘2‘\/__990(9”}1“ = (p_l)) -v—-gh" =0,
1 s 1
= hij — 2 959" hes + E(p_ 1)gi; =0, (3.17)

en el anterior desarrollo, se utilizaron las relaciones siguientes:

Sh™ = —h"* h* SRy, , (3.18)

la cual relaciona la variaciéon de un tensor doblemente contravariante con la variacién del
tensor covariante asociado.
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2. Por otro lado, el tensor g es simétrico, entonces se tiene que definir la parcial con respecto

de gi; , de tal manera que ésta sea simétrica también

. A

—_— = O A L
dgi; 2 \0gy; 9gj

Si en la ecuacién (3.17) se toma la traza, para p # 1

- 1 1
g7 (hij — '2-9@9”?1” + 5(?’ -1)gi;) =0,

= 9hi;=p+1 )
de lo cual, se concluye que g es la métrica inducida
95 (€) = hy; (€) -
Para p =1 se puede utilizar también la ecuacién (3.17),

1
f = 3 Gii9" hes =0,

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

pero debido a que la traza sélo es funcién de £, entonces se puede proponer una solucién general

de la anterior ecuacién de la forma

9i(€) = B(E)hi;(€)

(3.23)

con f(£) una funcién arbitraria. Por lo tanto, si se sustituyen las métricas intrinsecas, (3.21,
3.23), para p# 1 y p =1, respectivamente, en (3.16), se obtiene la accién dada por (3.2). El

primer caso es trivial, en cambio para el segundo caso

T
S |p=1 = _E]dzf V=g gmh'rs

T ~1rs
T(a23) E/‘Ff mﬁ R by
e fd?-f \/__h — S1\]s|.|1-|bu-Gﬁ'7:0 |p=l '
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Las simetrias de la accidén de Polyakov para p-branas, con p # 1, son:

1. Invarianza de Poincaré de D-dimensiones

H(E) = A%,a*(€) +a*,
Q:j(f) = gi;(£) -

2. Invarianza bajo difeomorfismos en el volumen de mundo

2#(¢) = 2*(§) ,
Bf'* agn‘

a{.‘ 353 gki(&) = 9;3(5)

Las simetrias del volumen de mundo se expresan de manera infinitesimal como

dz* = ko,

895 = 1*0kgi; + Oin*gij + Ot gix .

Dem.

(3.24a)
(3.24b)

(3.25a)

(3.25b)

(3.26a)
(3.26b)

La demostracién para la invarianza de Poincaré es andloga a la respectiva de Nambu-Goto,

por lo tanto, se omitira.

Para la invarianza de difeomorfismos se tiene en cambio

§ = dv“s V=9' (¢"h; — (p—1))

o [ (G E -0

~5 [#*v=a (5% - (p-1) =
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Respecto a las expresiones infinitesimales, solo se demostrara (3.26b), por tener esta una forma
que no se habia demostrado en este capitulo. Dada la transformacién mencionada se tiene:

A(E* + ) a(E' + 1) .
IJ{E) 8{ 3§J

~ (6F +0m"* ) (8 + 9in' ) gk (€) + n"Brgi(£))
~ g4;(6) + gu(€)0m' + gk;(€)An* + 17 3.93;(€)

w(€+n)

= 69i; = 1 0kgi + 0" gij + 05 gk ,

que es lo que se queria mostrar.
O

La variacién de la accién con respecto a la métrica intrinseca define el tensor de energiamnomento

2 45
T;(€) = ﬁ&:’
1 1
=T (h; - 55‘-‘.1'9“hn + 5(33 ~1)gij) - (3.27)

Este tensor se conserva, V;T% = 0, debido a la invarianza bajo difeomorfismos usando el
teorema de Noether, cf. [34].

La ecuacién de movimiento para el campo z* es:

oc
0=-% a"(a{amﬁ-))

- %"(a(azn) (V=90 = (0=10))) = A(V=397052) . (328)

Si se utiliza la ecuacién anterior junto con (3.21), se obtiene la ecuacién de movimiento res-
pectiva para la accién de Nambu-Goto, (3.7).

3.5 Acciéon Conforme I

Como en la cuantizacién de la cuerda es importante la simetria de Weyl, entonces se puede buscar
una accién que tenga esta propiedad y que ademds sea equivalente a la accion de Nambu-Goto;
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dicha accién es

Bl

S[z*, gi] = T jd”*‘f\/— ( h,j) g (3.29)

Esta accién depende del mismo nimero de campos que la accién de Polyakov, y para p = 1, esta
accion se reduce a la accién de Polyakov para cuerdas. La equivalencia entre la accion conforme
I y la acciéon de Nambu-Goto, se realiza de la manera usual; primero se calcula la ecuacién de
movimiento de la métrica intrinseca

ptl

‘7"2\/—:9592 \/2_3%(\/_(10“ )2)
- ()™ ( g =0
es decir,
gu(#g”hr,) = hy, (3.30)

esta ultima expresién tiene la misma forma que (3.22), por lo que la solucién es la misma
9i5(€) = B(E)hi;(£) (3.31)

por lo tanto, si se sustituye la anterior solucién en la accién conforme I (3.29), se obtiene la
equivalencia con Nambu-Goto:

5= e () T
= — ]d”“f I B+, ( lh'"hrg)m

= _T/dp+1§ vV —h = S Nambu-Goto -

A continuacion se presentan simetrias de esta accién:
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ACCION CONFORME I
. Invarianza de Poincaré en D-dimensiones
z™(€) = A*,3"(§) +a*,
9i;(€) = gi(£) -
. Invarianza bajo difeomorfismos en el volumen de mundo
(€)= 2#(€) ,
86.-& agrt
6 06 =5 9a(€') = 95(£) ,
para una transformacion £ = &'(€).
. Invarianza de Weyl de p+ 1 dimensiones
(€ = 24(¢) ,
Q:j(f) = e%mgij(f) )
para w(€) arbitraria. Infinitesimalmente la simetria de Weyl se expresa como:
5g;j = 2wg,3 .

Dem.

7

(3.32a)
(3.32b)

(3.33a)

(3.33b) -

(3.34a)
(3.34b)

(3.35)

Las demostraciones de los puntos 1 y 2, es completamente andloga a la demostracién de los

puntos correspondientes en la accién de Polyakov, por lo que estas se omitirdn, asi como también

la expresién infinitesimal (3.34b), por ser ésta muy simple. Para la invarianza de Weyl,

s =1 [evie =g (Sgemm,) T

p+1

1
= — T/d”“g V/—e2ilrg (p+ -

etl
F]

/dp+l§‘/_( 9 hys i

p+1

i e
e—‘zw g TS h'rs )



78 CAPITULO 3. ACCIONES DE P-BRANAS BOSONICAS

O

Debido a que la accién es invariante bajo difeomorfismos del volumen de mundo, el tensor de
energia-momento

el

T(©) = - o =7 (g he) Ty = (pahe) Ta) . @30)

se conserva V;T% = 0. Adem4s, por la invarianza de Weyl el anterior tensor es de traza nula,
97T =0

0=065=-T / drig ;g%&g“ i T / e 2wT,g"

de lo cual se concluye, por ser w(€) arbitraria.

Por otro lado, la ecuacién de movimiento para los campos z* es la siguiente

-5 = * (5 (V9 (1) )
= 3;'(\/—_9 (#g"h«j)%‘ g"ié‘jz,‘) =0, (3.37)

si se utiliza la ecuaci6n (3.30), y se sustituye en la anterior se obtiene

0 a‘.(‘/_ﬁ(}ﬂl)h (p%ﬁ—lhrah")%l ﬂ-lhiiajxu)
= a,(V=hhiga*)

la cual, es la misma expresién que (3.7). El analisis can6nico de esta accién no esta bien definido
debido a la potencia en ésta (cf.[27], [16]); lo cual lleva a proponer una accién que no presente este
problema y ademés que sea equivalente a la anterior cldsicamente. Por lo tanto, se analizara otra
accion, con la caracteristica requerida, en la siguiente seccién.
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3.6 Accion Conforme II

La accién de Schild da la pauta para introducir un campo auxiliar ¢, y eliminar la potencia en
la accién (3.29). La accién que resulta es

4 o
S[z*, gij, 0] = —5/4”“5 V=9 (safﬁg"hej —p(p- 1)) ) (3.38)

la cual depende de

(p+1)(p+2)

Lra )

+1

campos; el argumento es el mismo que se dio anteriormente para la accién de Polyakov, obviamente
con la adicién de un campo mas. Para ¢ = 1 se obtiene la accién de Polyakov para p-branas.
Si se utiliza la ecuacién de movimiento para el campo ¢, se puede obtener la equivalencia cldsica
entre esta accién y la accién conforme I

2 oL 0 .
“Ty=gd¢ B¢ 0519 ey — p(p—1))
ill@ P g hy, — (p—1) =0,
- L
= (p=(p+19”hej) ’ , P#FL, (3.39)

sustituyendo en (3.38) se obtiene:

+1

o e () P (L) o)
1
= *T/ p+15\/_ —gnhm) G- e——

ielp+1 B

S

y la equivalencia para p = 1 es inmediata. Establecida la equivalencia entre las dos acciones
conformes, se encontrara la equivalencia entre la accién conforme II y la accién de Nambu-Goto;
como es usual, se calcula la ecuacién de movimiento de g;;

-~
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2 0L d
T Bg‘l ¥ ag:' j

=—\/_( 9" hrs = w(p—l) — V=geRhT =0

1

(\/:—5'(99%9”}11*3 —-p(p- 1)))

-1 1 -1
= @ty — 5 (R — 0 (p— 1)) g5 = 0. (3.40)

En este momento se podrian utilizar las ecuaciones (3.39) y (3.40), sustituyéndolas en la accién
(3.38), para obtener la accién de Nambu-Goto; pero lo que se hard en cambio, es simplificar la
ecuacién anterior usando la ecuacién (3.39) y obtener una expresién, que nos permita concluir de
inmediato la equivalencia, es decir

=l

0 = prH h‘._?. e %([p+ 1)(}0;;_;

p-i- lgfsh” = (P(p . 1))9:'3'

p=1
:{3_39} et hi}' — ©gij ,
entonces
9ij = (p_pil h«:‘j : (341)

pero previamente se habia demostrado que la accién conforme I era equivalente a la accién de
Nambu-Goto, si se cumplia (3.31), para una funcién J arbitraria, entonces, en particular, se

w p ; S ; .
cumplird la equivalencia para 8 = ¢~ 71 ; por lo tanto, queda demostrada la equivalencia de las
acciones.

A continuacién se presentan las simetrias de esta accidn:

1. Invarianza de Poincaré en D-dimensiones

() = A¥,2"(€) + a*, (3.42a)
¢'(€) = ¢(6), (3.42b)
9i;(€) = gi;(§) - (3.42¢)
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2. Invarianza bajo difeomorfismos en el volumen de mundo

a#(¢) =*(),
¢'(€') = 9(€),

a‘srk 36:! ,
3—45,-@9&1

(&) = 9i5(£)
para una transformacién & = £'(€) .

3. Invarianza de Weyl de p + 1 dimensiones

() = 2"(£)
P'(€) = e~ @Oy (g)
gi;(€) = e*®g;5()

para w(€) arbitraria. Infinitesimalmente la simetria de Weyl se expresa como:

§p =—(p+ 1wy,
59,5 = 2{4}9,3 i

Dem.

81

(3.43a)
(3.43b)

(3.43c)

(3.44a)
(3.44b)
(3.44¢)

(3.45a)
(3.45b)

Debido a las semenjanzas de estas simetrias con las respectivas de otras acciones, éstas no se

demostrardan. En cambio, para la invarianza de Weyl se tiene:

' T - Ry 1
§' = -3 [ere /=g (5 h, - o (- 1))
T

=ity ™ E/dpﬂg "_—g ew(pH) ({Pf;{_—i— e—{p+1)wgrshn _ (Pe-(p+1)w(p _ 1))

T <1
= =3 [ V=g (5, — p(p-1)) = 5.
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O

Para esta accién el tensor de energia-momento se puede definir, debido a la transformacién
conforme, como (cf. [16], [13]):

_ 2 (85 ¢bS
Ty = ‘_——Q(E +2 Jg)g,,) (3.46)

calculando el tensor con la anterior definicién:

= (555 53%9)

i3

1 =1 -1
(5v73 (#579*hes - 0o~ 1) 9y — V=g 5 by

\/_(“‘__ 4 T 9 s — (p— 1)) gij)

p+1

T(‘Pfﬁhﬁ = % (rpﬁ%g”hn —e(p- 1))9s,- b % (2; i PP g ey — (P — 1))9.-1-)

-1 1
= T(ph(hgj e mg”h”gﬁ) ) (347)

el anterior tensor tiene traza cero, ¢”T;; = 0, debido a la invarianza conforme, como se demuestra
a continuacién:

S éS
0=469 drti¢ ( 3 8, + 5@6(,0 )

Grs

)
1
=(3.45) fdp+ 6 Ta 2wy’ s Egrsg W(P)

=/dp+].£ {__ngrsgrs

de donde, debido a la arbitrariedad de w, se sigue el resultado. Se tiene, por 1iltimo, la ecuacién
de movimiento para los campos z* :
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oL
6(6 xﬂ))

\/_—9 (Wﬁ_ig”hrs = ‘P(p'_ 1))))

0=—2a(

2
% ( IEEDL
= o V=g 99,3, , (3.48)

por otro lado, si se sustituye (3.41) en la anterior ecuacién

0= 3!'( V-9 (P;%}gijajx“)
= O(V/=97h o7 pTRT02)
= 8;(V=h h8;z")

se obtiene la ecuacién del campo z* para la accién de Nambu-Goto.

3.7 Meétodo Parent Action

El método "parent action”fue propuesto por Deser y Jackiw hace dos décadas. El propésito de
éste fue el de establecer, a nivel de Lagrangianos en vez de las ecuaciones de movimiento, la
equivalencia de la llamada dualidad entre el modelo autodual Abeliano y el modelo de Maxwell-
Chern-Simons en un espacio-tiempo de (2+ 1) dimensiones.

El proceso del método esta conformado por dos pasos, cf.[33], [28]:

(1) Introducir campos auxiliares asf como multiplicadores de Lagrange sobre una accién conocida
y de esta forma construir una accién ”parent”.

(2) Hacer la variacién de la accién ”parent”con respecto a cada campo auxiliar, obtener la
expresion de un campo en términos de los restantes, y sustituir éste en la accién. A través
de diversas variaciones, con respecto a diferentes campos auxiliares, se obtienen diferentes
acciones.

Las acciones asi obtenidas son, por construccién, clasicamente equivalentes, y la relacién entre
ellas se llama dualidad; si las acciones obtenidas resultan ser iguales, se habla entonces de una
autodualidad.
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3.7.1 Accién Sl o

Témese por ejemplo la accién de Nambu-Goto para p-branas
SNambu-Goto[ ] = =T fdr’“g v-h, (3.49)
y se introduce una accién equivalente a la anterior
S[z*] = -T [dmg . (3.50)

con Ji; = hij, después se introduce un nuevo campo g dependiente de h a través de un multiplicador
de Lagrange

Sfacentl 2, 05 Agj] = —de”“ﬁ (V=g + A¥(gij — hyj)) - (3.51)

Si se varia esta accién (3.51) con respecto a AY , e igualando el resultado a cero

5S;a.rent 6 TS
Rt = e (A (grs = b)) = 95— hij = 0,

se obtiene la relacién

gij = hij , (3.52)

la cual, junto con (3.51), dan la accién de Nambu-Goto (3.49). Esto da la equivalencia clasica
entre la accién S}, y Nambu-Goto. Por otro lado, si se varia la accién (3.51) con respecto a

Gij

OSparems _ 0 (V=3 + A™(grs = hes)) = —3v/=59" =AY = 0
09ij 99y 2

se obtiene una expresién de A¥ en términos de g;;

AY = —%\/—gg‘j . (3.53)
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Sustituyendo (3.53) en (3.51), se obtiene la versién dual de la accién de Nambu-Goto

S;arent{IF: Gij, Aij] “asm T /.dp+1£ (V - _\-" g grs rs))

T -
= _?P‘/dpﬁ-l{ vV —4g (gwh’ij - (p - 1)) — SPOlya.kD\r[xﬂ: g:_‘,l] 1 (354)

la cual es la accién de Polyakov (3.16).

3.7.2 Accién SII .

Las acciones "parent”no son tnicas, por ejemplo, si se comienza con la accién de Polyakov, se
obtiene la siguiente accién ”"parent”.

Soarent|Z*s Gii» Gijy i) = —%fd‘““& V=G (G%hyj — (p—1)) + Ay (G7 —g7),  (3.55)

donde A;; es un multipicador de Lagrange y G" es un tensor auxiliar de segundo rango,
introducidos en el volumen-mundo. Se puede verificar que la accién de Nambu-Goto es dual
a la accién de Polyakov con respecto a la inversa de la métrica del volumen-mundo ¢ . El
procedimiento es el siguiente. Primero, se realiza la variacién de la ecuacién (3.55) con respecto a
Ais

ij

Jséi“m 9 rs rs ij ij
5A|‘? aA‘j (AfS(G _g ))_G =g _03

resultando en la relacion

GY =g, (3.56)

la cual, si se sustituye en (3.55) ésta resulta ser, claramente, la accién de Polyakov (3.54). Lo
anterior significa que la accién (3.55) es cldsicamente equivalente a la accién de Polyakov. Segundo,
al hacer la variacién de (3.55) con respecto a GY

55!‘;]’811
o = 5w (VO(G M~ (p1) + (67 ™)

= EV*GG,}(G”.’I” —(p— 1)) . mh{j —x’\;'j =0,
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se obtiene la relacién
1
A = 5V=G Gy (G"hes = (p—1)) = V-Ghij. (3.57)
Después de sustituir la ecuacién (3.57) en (3.55), se obtiene

T
Sarent 2y Oigs Cig] =ipamy = ?p d**'¢ V=G (G"hes — (p— 1))

+ (5V7GG5(6 s — (- 1)) ~ V=Chy ) (6" — g9,

cuya variacién con respecto a g” , la cual ahora se trata como un multiplicador de Lagrange, es

I
parent

Dot o ({6 01 - )

1
= —§G='j(G”hm -(p—-1)) + h;=0,
resultando en
1
hij = EGij(G“hra ={ =1} (3.58)

i.e., si se sustituye en (3.57),

Aij=0. (3.59)
La solucién de la ecuacién (3.57) con A;; = 0, para p # 1, calculada por un método previo,
especificamente en § 4.3, es

Gij = hi; . (3.60)

Usando ecuaciones (3.59), (3.60), se obtiene de la accién (3.55)

Iy

Ir m o _-r
Spatent[‘f ] G‘J] T (3.59) 2

d**'¢ V=G (GYhij — (p—1))

=ae0) TP/dp-'-l‘f vV—h = SN&Ian-GOID[x#] )
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la accién de Nambu-Goto. Para el caso p = 1, el caso de la cuerda, la ecuacién (3.58) se simplifica
como

1
h,—j = §G,;j G”h,.s i (361)

con solucién

Gij = B(&) by » (3.62)

y ademds, se tiene todavia la validez de la ecuacién (3.59), por lo tanto, si se sustituye este
resultado y (3.62) en la accién (3.55), se obtiene

T,

i V=G (Ghi; — (p—1))

Ir i T [— _
Spa:enr.[I ? G‘J] T (3.59)

=6 TP/dP+1‘E V—h = SNamhu-Goto[I#] p

de nuevo la accién de Nambu-Goto. De aqui resulta la dualidad de la accién ”parent” (3.55) con
la accién de Nambu-Goto.

3.7.3 Accién SII_,

Si se introduce un campo escalar ®(¢), y un reescalamiento de la métrica del volumen-mundo,

gij — ®gij, en laaccién SI. .., se puede escribir la tercera accién ”parent”

Sparetl 2, 81y ®; Aig] = —T,,fd’“g (8% =g + A (®gi; — hyj)) (3.63)

donde ®(£) es una escalar en el volumen-mundo y en el espacio-tiempo, con el fin de que (3.63)
sea invariante de bajo transformaciones Lorentz y reparametrizaciones. Si se varia esta accién con
respecto a AY,

0Sqarent _ O

AT OAU (A”(q)g” = hys )] =®g;; —hi; =0,

se obtiene,

gi = 97 hy;, (3.64)
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la cual, si se sustituye en (3.63),

Siac [*, 9ij, ®, Aij] a6 TP/dPHg —h = S Nambu-Goto[ 2] ,

parent

muestra la equivalencia entre las acciones. Por otro lado, variando la accién (3.63) con respecto a
Gij

65'[_{;:;,,,’ .
3s; 3&} (Q' V g + AY(Dg;; — lJ))

= %@%lﬁg*i +AT® =0,

se obtiene A¥ como

A== q: B /—gg" (3.65)
Sustituyendo la ecuacién (3.65) en la accién (3.63), se deriva la accién dual

Pl
S;:.:em[zp! Gij» o, Aij] =(3.68) _Tpfdp+1£ ((I' L ——CI) \’ Q‘J(¢g|3 ‘J )

T[d:ﬂlf V=9 (2% g%hy; — (p—1)®"F ) = Sk[2*, g, D). (3.66)

La accién anterior es similar a (3.38) pero no es invariante de Weyl para toda p. Sin embargo,
para p =1 la accién (3.66) es la accién de Polyakov.

3.7.4 Accién .S‘pmnt

Se introduce de nueva cuenta dos campos escalares A y ¥, y se construye la cuarta accién
"parent”, la cual corresponde a S

Stbenls*, 65, 8, %, A] = — 2 [P41E (V=g(VF by - (p-1)UF) + A(¥- @), (367)
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cuya variacién con respecto a A

8Sgarent _ @ - .
e — o (A(¥-2)) =¥ -2 =0,

da la equivalencia, de una manera automatica, entre esta accién y S, . Por otro lado, su variacién
con respecto a VU,

55”’

et O (VYT gy~ (0= )UF) +A (T - 2)
._\/_(—'If |3h11_(p_1)__2__1‘l1r%1)+1\=0,
da la relacién
A=-————V guT (S’Uhu (p+1)¥), (3.68)

la cual si se sustituye en (3.67), se obtiene

T, ] oo 41
Sparent | 7, Giss T W] =05 = ffdpﬂf (V=9 (¥*7 g%hy; — (p—1)¥"7)
~ (B VAU (¢ — (p+ 1)V))A(T - @)
e e 132
=—%fd?+lf \/__g(_p23,‘11"—5—grah”_(p 21) ‘-I’%

—% B*;'é(—g"h,5+(p+1)l1')¢),

tomando la variacién de esta accién con respecto a @, tratado ahora como un multiplicador de
Lagrange, resulta

68;:;:%#. 3 rs
e _ (- VU (< e+ (54 1) W) )

= LU (g + (p+1)¥) =0,
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y tomando en cuenta (3.68), se encuentra

A=0, (3.69)

por lo tanto, para p # 1

N (3.70)

_p+1g

Por 1ltimo, se sustituyen las ecuaciones (3.69, 3.70) en S;:'mt ;

e T 1 e L 1 o
Sp [.'IT'“, Gij» @, ‘IJ, A} (369, 3.70) ?P/dp-l-lg V *9(('———9"%”) g h’kl - (p . 1)(_grsh”) )

p+1 p+1
1 o
=-T, / drti F—g(}mgm) = Sila*, 9y (3.71)

La cual es la accién Conforme I de la seccion §3.5, (3.29). Para p = 1, se tiene también que
A=0,y S;:m,_ se reduce a la accién de Polyakov para la teoria de cuerdas. Por lo tanto, se

establece la dualidad entre S, y SH .

3.8 Formulacién Canédnica de p-branas

3.8.1 Accién de Nambu-Goto

Dada la accién en (3.2), el momento canénico asociado a los campos z* es

oL
fo=oa
=on — ITV-hhY8z,, (3.72)

donde z* = Gyz* = 8.2*. De la anterior expresion para el momento se puede calcular la densidad
hamiltoniana:

x
Il

Pt - L
TV =hh"8,z,5" — L
= ~TV=-hh"ho—-L=0. (3.73)
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la cual se anula; por lo tanto, se tienen constricciones, las cuales, se demostrard, son las siguientes
p+1

Ozt a0 , r#£0, (3.74)

H, = P,
1
=3

(%P“Pp—%Tﬁ) ~0, (3.75)

donde h := hh® es el determinante de la parte espacial de la métrica inducida, cf.[23] y la relacién
A~! = [det(A)]*(adj A). Las constricciones anteriores se demuestran como sigue

Dem.

Para (3.74) se tiene:

P,d.z* = -TvV-hh*d,z,8,z" = —TvV—hh%h,, =0,

y para (3.75)

%P"PF = T(=h) K8,z" K" B,z + Th

= —Thh%h k" +Th=0.

O
El hamiltoniano total para esta accién es
Hylz", P, A, M| = / dPE (AH + XN'H,.) . (3.76)
Y se tiene que el dlgebra de las constricciones es cerrada, i.e.,
{H[f),H[g]} = H.[(f0:9 — 90,f) hh""] , (3.77a)
{H[f), H,[9]} = H[f0r9 — 90:f], (3.77b)

{H:[f], Hs[g]} = H,[f0-g] + Hy[-g0sf]. (3.77¢)
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Para la demostracién se remite al lector al apéndice A. Dado que el dlgebra es cerrada, no
existen mds contricciones; por lo tanto, para la accién de Nambu-Goto (3.2), el hamiltoniano
extendido coincide con el total, i.e. Hy = Hg . El conteo de grados de libertad para la p-brana
es el siguiente, 2D campos en el espacio fase y p+ 1 contricciones de primera clase, por lo tanto
el nimero de grados de libertad es

2D —2(p+1)

5 =D-(p+1).



Capitulo 4

D-branas

4.1 Introduccion

Branas de Dirichlet, o en forma compacta D-branas, tienen en este momento un lugar preponde-
rante en la teoria de cuerdas. Estas han pasado de ser objetos extendidos extranos, que existen
en ciertas teorias de cuerdas, y por mucho tiempo ignorados, a jugar un papel principal en la
comprensién de la dindmica no perturbativa y la dualidad de la teoria de cuerdas. Una de las
principales caracteristicas de estas D-branas es que tienen los atributos necesarios para asociar-
se con estados fundamentales de cuerdas bajo transformaciones de dualidad, asimismo éstas son
mas simples de describir que otros solitones y ofrecen cdlculos explicitos en dreas donde sélo la
especulacién tenia lugar.

A grosso modo las D-branas se definen como hipersuperficies de p + 1 dimensiones en el
espacio-tiempo en las cuales las cuerdas abiertas pueden terminar. Los campos bosonicos z*
de estas cuerdas abiertas tienen condiciones de frontera las cuales pueden ser de Neumann o de
Dirichlet para cada campo por separado. Cuando todas las condiciones de frontera son del tipo
Neumann, los extremos de la cuerda son libres para moverse libremente en el espacio. Mientras
que para 9 — p condiciones de frontera de Dirichlet, los extremos de la cuerda estan sujetos a
moverse sobre una hipersuperficie de p dimensiones, la cual corresponde a una D-brana.

Por otro lado, las teorias de cuerdas tipo IIA y tipo IIB contienen campos bosonicos y sus su-
percompafieros fermionicos. Las supersimetrias tipo IIA y IIB tienen en comiin un tensor métrico
simétrico g,, , un tensor antisimétrico potencial B,, , y un escalar, el dilatén ¢ . Estos campos
estan asociados con fermiones en la hoja mundo con condiciones de frontera antisimétricas, de
Neveu-Schwarz, en ambos sectores de la cuerda cerrada, osciladores izquierdos y derechos, por
lo tanto se les conoce como campos NS-NS. Los campos bosonicos restantes estdn asocidos con
fermiones periédicos, de Ramond, en la teoria tipo ITA los campos R-R son: AL” y A,(ﬁ,),,; mientras
que en el tipo IIB se tienen: A©®, A2 y AL, [6, 7).

Hasta hace poco tiempo, el papel de los campo R-R en la teoria de cuerdas no era claro. Pero

en uno de los articulos mds importantes en la revolucién de cuerdas, Polchinski sefialé6 que las
D-branas son los portadores de carga de estos campos. Més aiin, se tiene que la carga u, es

93
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la mds pequena permitida por la condicién de cuantizacién de Dirac, lo cual sugiere que estas
D-branas son las fuentes bdsicas a partir de las cuales cualquier objeto R-R cargado se puede
construir, [27].

Los avances recientes en teoria de cuerdas, como por ejemplo, las relaciones de dualidad entre
las diferentes teorias de cuerda, el cdlculo de la entropia de un agujero negro y la conjetura de
Maldacena, no podrian explicarse sin estas D-branas.

En este capitulo, y de manera similar al precedente, se exponen y se demuestran las carac-
teristicas de acciones de D-branas bosonicas, como por ejemplo, la accién de Dirac-Born-Infeld,
de Abou-Hull, accién Conforme I y II, esta dltima invariante de Weyl para toda p y cuadrdtica en
el campo F),,. Se demuestra asimismo la equivalencia cldsica entre estas acciones, las ecuaciones
de movimiento de los campos bosonicos y de norma, y se calculan los respectivos tensores de

energia-momento. Por iltimo, se construye un acoplamiento conforme del campo auxiliar escalar
de la accion Conforme II, con los campos de norma sobre la D-brana.

4.2 Accion de Dirac-Born-Infeld

La accién para Dp-branas, andloga a la acciéon de Nambu-Goto (3.2), es la siguiente

S[at, 4] = —T/d"‘“{e"”\/—det(h-f-f), (4.1)

donde

}-,'J' = F‘,‘j =) B"J; g {42)

son las componentes de un campo de fuerza "modificado”, asimismo

Fj = 8iA; - 9;A; ,

por otra parte, ¢, h, B, son, respectivamente, los pullbacks al volumen de mundo de los campos
dilatén de fondo, la métrica y la 2-forma antisimétrica de Neveu-Schwarz

ozt Oz

hi;(€) = a_g,;%gnﬂu(m(g})v (4.3)
Oz* Ox"

B;;(€) = a_gig_giB”"(I(En ; (4.4)

Las simetrias de la accién (4.1), son
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1. Invarianza de Poincaré en D-dimensiones

z™(€) = A¥,z"(€) +a*, (4.5a)
Ai(€) = Ai(€) - (4.5b)

2. Invarianza bajo difeomorfismos en el volumen de mundo

z™(¢') = z*(€) , (4.62)
3{!}‘ Fieny
para nuevas coordenadas £'(§).
3. Invarianza de norma
2 (€) = 2(€) , (4.7)
Bi;(€) = By;(€) + 0ix;(€) = 95xi(€) (4.7b)
Ai(€) = Ai(€) = xi(€) + aM(E) - (4.7¢)

Dem.

1. La demostracién de la invarianza de Poincaré es similar, a la demostracién para la accién
de Nambu-Goto; ya que el pullback de la 2-forma B se transforma de manera andloga al pullback
de la métrica, y precisamente esa era la parte importante en la demostracién.

2. Para la demostracién de la invarianza bajo difeomorfismos, se comenzard por observar el
comportamiento bajo transformaciones de los campos en el volumen de mundo
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hi;(€) = %gs—&; xi(€) 5
Biy(€) = Gt g Ben),
Fy(€) = 5o 35 Fom®)

> (WP = S (bt F)s©),

con lo anterior

8 = —T/df’“g’e-ﬂ/m
= _dep“g ( % ) ¢\/—det(h+ F)
= —de"“f e ?/—det(h+F)=S.

3. Para la invarianza de norma, sélo basta observar lo siguiente:

Fy;(8) = 0:A45(6) — 0, 4i(€)
=Fj; &)+ 3})(:{0 |XJ ),

= F'i;(€) = F;(€) — Bj;(§) = Fi5(8) + 95x:(€) — 9ix;(€) — Bij(€) — 0ix;(€) + 9
= F;;(§) - Bij(§) = F;

A continuacién, se exponen las ecuaciones de movimiento de los campos z# y A;:
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= (VT F) w(h+ ) s (b4 F)))
= 8;(e~*/—det (h + F) (h"8;z, + FB,,0;2")) = 0. (4.8)

Asimismo,

at}

5':‘( 3!3‘ )zai( (gAj)(6_¢\/m))
=8i(3; —det(h+}'}tr((h+}‘)”5(%‘m(h+y:)“))

=~z ot VIRBF F)((h+ F)I — (h=F)9)) =0.  (49)

4.3 Accion de Abou-Hull

Debido a la raiz cuadrada, la accién (4.1) es no-lineal y en consecuencia dificil de analizar. Por lo
tanto, Abou y Hull propusieron otra accién (cf.[47]), cuya caracteristica principal es ser cuadratica
en el campo de fuerza F

T - 1 1o 5
Slat, Ay g5] =~ [#¥E W0 oy - (p-3)),  (@10)
en donde

Hi; = hij — Fuh® Fyj . (4.11)

A continuacién, se demostrara la equivalencia cldsica con la accién (4.1); y como ya es usual,
se calcula la ecuacién de movimiento de la métrica intriseca, para p # 3
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4 9L d

T = g (M0 (o s~ (p-3)))

= eo(-mi2Cel D (ot — (p—3)) — e=b(=h)} (- g]:ﬂs__%,,

9ij

_G“(mh)%‘(_g)%(agij(grs%rs = (p o 3)) - 'H‘Ij) =0 3

1
= Hij — Zgij(grs?{rs -(p-3))=0. (4.12)
Si se toma la traza de la anterior ecuacién

1
0= grers = Zgrsg”(gkiﬂk‘_ == (p = 3))

= '_(p%:”(grsﬂra G (p"l' IJ) )

es decir,

g”’Hrs =p+1,

por lo tanto, se tiene por solucién
9i(€) = Hi5(6) . (4.13)

Antes de hacer la demostracion de la equivalencia respectiva, se realizard un calculo previo,
necesario para la misma:

(=) (=H)F = (~h)* (= det (hij - Fuch )
= (~h)¥(~ det (has + Fue)H¥ (g — Fiy)*
= (=h)¥ (= det (") det (hy; + Fy ) det (hi; — Fy7)) ¢
= (det (hij + %) det (hy; + ;)T )¢
(det?(hyj + Fij)) ¢ = (= det (hyj + Fij))? = V=(h + F) Vp. (4.14)
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Si se sustituye (4.13, 4.14) en la accién (4.10),

il _ I p+1 . % L % TS - -
S|y = 5 [0 R (MM = (5-3)

= —de’”“f eH(—h)E(—H)k

S Tf PHE e/ (h T F) = Spies

se obtiene la accién de Dirac-Born-Infeld. Para p = 3, se puede usar la ecuaciéon de movimiento
(4.12), la cual se reduce a:

1
Hij — Egug s?{rs = 0 o (415)

cuya solucién general, como previamente se habia puntualizado, en § 3.4, es de la forma:

9i5(€) = BIE)H:;(£) , (4.16)

por lo tanto

T

S| =wm=7 f“”’“ﬁ e (=)} (—B*H) ¥ B~ H e

p=3

= =T [ar¥ig (-t (-7)}

=10 — T/d"“{ e */—(h+ F) = Spicac -
La demostracién anterior prueba la equivalencia entre la accién de Dirac-Born-Infeld y la accién
de Abou-Hull para toda p.
A continuacién se enumeraran las simetrias de la accién (4.10):

1. Invarianza de Poincaré de D-dimensiones

a™(€) = A*,2¥(€) + a* (4.17a)
Ai(6) = Ai(€), (4.17b)
9;(€) = gi;(€) - (4.17c)
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2. Invarianza bajo difeomorfismos en el volumen de mundo

z#(¢) = 2(¢),

agrj gty
3—5,-14,-(5) = Ai(§),

a&.ﬂ‘ af,s

'375?8—5_;9:3(5) = gi;(£),

para una transformacién difeomorfa &' = £'(€) .

3. Invarianza de Weyl para p =3

z"(€) = 2*(¢) ,
Ai(6) = Ai(§)
9:3' (€)= ght) 9i;(€) -

4. Invarianza de norma

(€)= 2(¢) ,

95;(6) = 9i5(8)

Bj;(€) = By;(€) + 0ix;(€) — 95xi(€)
Ai(€) = Ai(€) — xi(€) + air(E) -

Dem.

(4.18a)

(4.18b)

(4.18c)

(4.19a)
(4.19b)
(4.19¢)

(4.20a)
(4.20b)
(4.20¢c)
(4.20d)

Para esta accion, solamente se demostraran las invarianzas 2 y 3, debido a que en las restantes
no se utilizard ningiin procedimiento que no se haya visto para demostrar invarianzas anteriores.
Previo a la demostracién de 2, se observara la transformacién de los campos en el volumen de

mundo:
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H'yi(€) = hiy(€) — Fun (€N () F 55(£)

= oo (e©) = FOW(©)File)) =

o 3" .
o€t Er;

rs (E) )

por otra parte, dado que

affr 36:8 - o
af" 363 Grs (g) =3 g‘J(‘f) ]
- a -ria 13
gy gnjtel) = 3; aix g""(f) ,

por lo tanto,

.‘rs(g Hfl’s (6) = grs(g) ?{rs( ) ?

con los anteriores resultados, se procede a demostrar la invarianza bajo difeomorfismos

G __Z dp+15 —é(___hf)%(_gr)i-(gfrs%;” P 3))

a8 /d'pﬂ'f 3§ _qb( h)‘ 86, 9)%(9” Hes— (p = 3))

-7 f HE e (—h)H(—g)} (9" Hre — (n—3)) = 5.

3. Por otra parte, para la invarianza de Weyl se tiene

' T s 1 Gk s
) ‘ =(4.19) - Z/dp-i-lg € é(_h)"(_ elﬁ Q‘]" e 4wg Hrs

p=3

= -1 [ =gt M = 5.

101

La invarianza de Weyl se observa en la ecuacién (4.16), en donde se relaciona g con A, sélo

hasta un reescalamiento local.
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O
El tensor de energia-momento para esta accién es
o & 05
Y (—g)tdgY
- 1 9(=g)% 9) 1 39’
e O ¢(_h’}' (grers
(—9)3 ( )
- - 1 1 rs
=T (_h)‘(?{ij'_ggij(g ?{rs—(p—3))) . (4.21)

Este tensor es de traza nula, para p = 3, debido a la invarianza de Weyl. La demostracién es
andloga a la del tensor de la accién Conforme I, § 3.5.

Las ecuaciones de movimiento para los campos z*, y A;, son, respectivamente:

- 85z (- Tl 0-30)

= 0,(= T M0} (AW (47 Mos — (- 3)) + 26703, + 200, W Firg” Fult) )
(4.22)
oL
e 3‘(6(35,4,-))
0 G 1 1¢
—a (a(a )(— 1€ (=R (=9)% (6" Hra — (p— 3))))
= (= T (=M (=0} (6" Fuh® — " Fuh)) (423)

Soluciones generales para estas ecuaciones de campo no existen, algunos casos particulares han
sido analizados en [17].
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4.4 Accion Conforme I

Como sucedi6 para las p-branas, existe una accién para Dp-branas que es invariante de Weyl
para toda p,

il
i) (4.24)

Slat, A, 95 = =T [aP¥iE (-m)} (=)} (=5

para p = 3, esta accién se reduce a la accién (4.10). Como es usual, se calcula la ecuacién de
movimiento de la métrica intrinseca para demostrar la equivalencia con la accién (4.1).

(- 102 — a9l ((ottran) )
- 5'&(;;.}r 19r8H")q- - H‘J(p-:- 19”?{“)%3 =0,
por lo tanto,
gij( ’ Jlr 1 g"""?{,s) =Ny, (4.25)
donde esta iltima expreéién tiene por solucién:
ii(§) = B(EYH;(€) vp, (4.26)

con B(£) una funcién arbitraria.

Si se sustituye la expresién anterior en (4.24) se obtiene

Bﬂ

S =um =T [#¥1E o=n)} g} (L wren,)
=-T fd”“{ e *(—h)i(—H)*
=(4.14; -7 dp+l€ €'¢V _(h+ F)= SDirac .

Esta accién tiene las simetrias 1, 2, y 4 de la accién de Abou-Hull (4.10), ademds tiene la
invarianza de Weyl en el volumen de mundo para toda p:
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z™(€) = 2#(¢) (4.27a)
Ai(6) = Ai9), (4.27b)
gis(6) = e*¥g,(¢), (4.27c)

con w(€) es arbitraria.

Las demostraciones de estas invarianzas, no se realizardn, por ser obvio el parecido con las
demostraciones de (4.10). Debido a la invarianza de Weyl, el tensor de energia-momento

4 S
e
= (—z)% fj_;iu (_ Te“ﬁ(—h):‘(__g)% (p -]’.- , gra?{”) 231 )
=T fﬁ o) N (- gi;ﬁf g Hrs) (4.28)

es de traza nula T%; =0, ¥ p. Pero se tiene el problema de la no-linealidad y por consiguiente,
dificultades en el formalismo. De aqui que se proponga otra accién como a continuacién se muestra.

4.5 Accion Conforme II

Para resolver el problema de la no-linealidad en la accién (4.24) se introduce, similarmente como

en el caso de las p-branas, un campo auxiliar ¢, el cual elimina la potencia -’1’—1 en la accién

referida. La accién que tiene esta caracteristica es
T y ; -3
S[a*, 945 Ais 0] = —zfd”“f e~¥(~h)¥(~g)* (g Hropr — (p— 3)‘P) - (4.29)

Esta accién también tiene las simetrias 1, 2, y 4 de la accién (4.10); ademds tiene la invarianza
de Weyl siguiente

z(€) = #*(€), (4.30a)
Ai(6) = Au(€), (4.30b)
(€)= e~ 1O+ g(g) (4.30¢)

9i(6) = e2*Cg;5(¢) . (4.30d)
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Dem.
La demostracién de la invarianza de Weyl es la siguiente:

s T/.dp+1£ e—é{_h)%(_ e2w(p+1)g )% (e-%grs?{rs(e-%w(p-i-l) ) &? ‘P;%? - (p o 3}8——;w[p+1]w)

(a.30) i

= _§fd!’+1g .e—*b(—h)i‘(—g)}*‘(g”’t’wlfmsoH = — 3)@) =4

O

Para establecer la equivalencia entre esta accién y (4.1), se demostrard, mds bien, la equiva-
lencia con (4.24), con lo cual se puede concluir la equivalencia con la accién de Dirac-Born-Infeld.

Calculando la ecuacién de movimiento del campo auxiliar ¢

oL B 0 T sy 1 L( s =
5 6—w(~ze (=h)i(-9) (9 Hrs o —(p—3)cp))
= T —¢ i i 1 s " 11 —_ =
= —2 =0 (p = 3) (g o M —1) =0, (4.31)

se obtiene, para p # 3,

_— (;J.lr_]gfm )ﬁr‘ , (4.32)

Si se sustituye el anterior resultado en (4.29)

T e L i Ts 1 Ts &ta- m’
S =(-|.32) - Z/dP-H& € ¢(_h)‘(‘_g]4 (g Hra (mg Hrs) ; ) . )
- 1 1 1 2t
o —T[dp+lf € q}(“‘h) : [_9): (mgmﬂrs) Y= S conforme 1 -

Por lo tanto, se tiene la equivalencia para p # 3; la equivalencia para p = 3 es inmediata.Una
caracteristica de la accién (4.29), es la dependencia cuadritica en el campo F para toda p;
mientras que en (4.24) esta dependencia existe solo para p = 3. Para esta accién se puede definir
un tensor, equivalente a (4.28), y que también tiene traza nula
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4 165 @68
Qw+za%)
T ;@ )

- ( )%(39‘3+g‘348§0

T e™%(=h)* 51 (Hy; —

) (e'¢(—h)‘l"(_§')i (y"’?imsoﬁ_f =~ 3)@))

1 .}

59 Hrs) 4.33
959 Hra) (4.33)
la equivalencia entre el anterior tensor y (4.28) es directa, considerando (4.32). La demostracién
de la anulacién de la traza es similar a la demostracién en § 3.6.

Con la accién (4.29), se puede hacer un acoplamiento conforme entre el campo escalar y los
campos de norma sobre la brana. La transformacién del escalar (4.30c) sugiere que esta puede ser
promovida a un campo dindmico. Esta misma transformacion es equivalente a una transformacion
de norma U(1) con pardmetro imaginario, y un acoplamiento natural minimo, entre el campo
escalar ¢ y los campos de norma A;, tiene lugar si se introduce la derivada covariante de Weyl
(cf.[12], [16], [38]). Se podria empezar con la definicién usual de derivada direccional sobre ¥(z):

W8,y = lim = [Y(a +en) ~ Y(@)]. (4.34)

Sin embargo, en una teoria con invarianza local, estd definicién no tiene sentido, debido a que
Y(z+en), P(z) se transforman de manera diferente bajo la simetria (4.30c). Por lo tanto, se debe
introducir un factor que compense la diferencia en la transformacién de dos puntos diferentes. De
esta forma se introduce un cantidad escalar U(y,z) la cual tiene una ley de transformacién dada
por

Uy, z) — e 3*WF) y(y g)ed«@E+) (4.35)

ademds U(y, y) := 1. Con la definicién de esta cantidad escalar se puede calcular la siguiente
derivada, a pesar de la simetria local, llamada derivada covariante:

n" Do = llm [¢($ +en) — U(z + en,z)¢(z)] . (4.36)

Si U(y,z) es una funcién continua, ésta se puede expandir sobre una separacién cercana,

Uz +en,z)=1—en"A(z) + O(?), (4.37)
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Por lo tanto, la derivada covariante se expresa como

D; = 6; + A; (438)

Ademis, usando (4.37) en (4.35) se obtiene la transformacién de A; bajo esta transformacién
de norma local,

p+1

A,; — A" -+ —-2——8‘{4) . (4.39)

Asimismo, la transformacién de D; es

1
Dip — (0 + A; + ‘E-;—agw)e_%”("“}(p
1 1
= e 3wl (- %—&wg@ + &ip + Aip + p—;;é‘,-w(p)
= e (9, 4+ 4;)p = e P+ Dy
Por lo tanto, la transformacién de D;i(z) es la misma que la transformacién de 1(z). Con el

desarrollo anterior, se tiene que la accién invariante de Weyl con el campo escalar ¢, promovido
a una variable dindmica es

T — 1 L rs =
S[a*, gir Aiy 0] = =7 [E e (=h)(=0)t (¢ Hrup? — (p-3)9), (4.40)
con

hij = N 0i*d;z” + ¢ *DipDjp . (4.41)

Se observa que los campos de norma y el campo escalar modifican la métrica induciendo una
curvatura sobre la D-brana. Si se calcula la ecuacién de movimiento de la métrica intrinseca g
se obtiene,

4(Te-¢(—h)%(—g)%)“§g%

~(~g)7 3_; ((—9)% (g"%,wﬁ -(p- 3)@))

p=3

i 1 -
= HY prit — ZQ‘J(QNHHWE —{p=— 3)99) =0,
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es decir,

tomando la traza,

=3 1 -3
0 = gHH i — 19" om (g"?trsso:’f_’ —(p- 3)@) ;
es decir,
X =
= (50 H.)
v (p+19
por lo que (4.42) se transforma en
b
gij = ?-{!-J-(p PHIL |

Por lo tanto, si se sustituye en la accién (4.40)

-3

T 1 1 5’ N
S “laa) Zfdp+lf ‘3_‘5(_’:")I(_Q‘QM’H)T (99’“?{ 'H,,._,lp'“ - (p_ 3)‘:0

)

= —T/dp“f e (—h)i(-H)i = —T]d”“f e®V—(h+F) = Spirac,

se obtiene una acci6én de Dirac-Born-Infeld, pero con la métrica inducida dada por (4.41).

(4.42)

(4.43)

(4.44)



Capitulo 5

Soluciones para la acciéon Conforme II
de Dp-branas

5.1 Introduccion

En este capitulo se retoma la accién Conforme II para D-branas y se encuentran soluciones para
este sistema, es decir, se reduce esta accién a una accién de p-brana bésonica. Para p = 0, se
encuentra que el logaritmo del campo escalar ¢, el cual se acoplé de manera conforme a los cam-
pos de norma, juega ahora el papel de una dimensién extra en el espacio D+1 pero de una pbrana.

Para p = 1 se generaliza, utilizando la simetria de norma, la solucién encontrada anterior-
mente, es decir, se obtiene una dimensién extra, pero ahora no solo con el campo escalar, sino con

una adicién de un campo escalar arbitrario. Mediante este mismo procedimiento, se generaliza a
su vez este resultado para toda p.

5.2 Accion Conforme II

Retomando la accién conforme II (4.40):

T 1 1 =
S =7 4 -9} (" HeueBT - (- 3)0) (5.1)
donde
Hij = hij — FachM Fy5 (5.2)
Fij = Fij — By, (5.3)

¥ el campo auxiliar, ademads de ¢, h, B, como los pullbacks al volumen de mundo de los campos
dilaton de fondo, la métrica y la 2-forma antisimétrica de Neveu-Schwarz, respectivamente. En

109
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este capitulo se hard el campo dilatén de fondo igual a cero, ¢ = 0.

A continuacién se estudiardn casos especiales de la accién (5.1):

a) Se hace p =0 en la accién:
4 1 1o oy, -
5 =7 i€ (WH-9H (g7 hp™ +30), (54

donde ggo := g y hgo := h. Si se calcula la ecuacién de movimiento para la métrica auxiliar:

% = —§ (=m)¥ ()~} -1)(s7"he™ + 3¢) — (-9) g *he™*) =0,

se tiene entonces como solucion

g=he™, (5.5)
si se sustituye el resultado anterior en (5.4), se tendrd la siguiente accién:
S = =T [de (-mi(-np~yte
% p fd{ (—h)t . (5.6)

Esta accién se puede rescribir como

S=—T[d£\/—_h

=T f T e v o

= -T [d¢ /=i, (5.7)



5.2. ACCION CONFORME II 111

donde

w=("1) (58)

z* = (z¥, logp), (5.9)

por lo tanto, se concluye que 7, es la métrica de Minkowski en D + 1 dimensiones, y
ademads se puede interpretar, notando el signo negativo del segundo término en la raiz, a
loge como una coordenada adicional del espacio-tiempo. Asi se ve claramente que el campo
escalar puede interpretarse como una coordenada espacial adicional.

b) Si en la accién (5.1) se imponen las siguientes restricciones:

=T (5.10a)
Ai = 6IX ¥ (5'10b)
B,;J' =0 3 (510(2)

con i, j =0, 1, ésta se lee, después de observar que F;; =0 y H;; = hy; , como
§ =7 [ (=) (-0)* (g hre™ + 20). (5.11)

La ecuacién de la métrica intrinseca se conoce de antemano (4.44), sélo hace falta incluir las
restricciones (5.10),

gij = ¢ hij , (5.12)
si se sustituye esta expresién de la métrica g, en la accién original (5.11)

g

S =1 ~ Z]dzf (—h)%(—w"’h)%(mp?{p‘l + 29)

= -T [d% (-h)?, (5.13)
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donde h;; se puede reexpresar de la siguiente manera:

hij = MOz Bz’ + ©72(8; + 8ix) 0 (8 + Bix) @
= 0w 0iz0;3" + (9™ Gip + 9ix) (¢~ d0 + 9jx)
= N 0iz 03" + Bi(log v + x ) di(logp + x)
=Mk at-x“aij , (5.14)

donde 7, esta dada como (5.8), obviamente en 2 + 1 dimensiones, y

z% = (2% logp + x) - (5.15)

Las conclusiones son las mismas, con las alteraciones pertinentes, que el caso anterior. Pero
aqui se observa que el valor de la norma afecta a la coordenada espacial adicional definida
por el campo escalar.

El caso anterior se puede generalizar para toda p. Para p # 3 se imponen las restricciones
siguientes en la accién (5.1):

A=y, (5.16a)
B;=0, (5.16b)

con i, j =0,..., p+ 1. Por lo tanto, se tiene que F;; =0 y Hi; = hy;.
Con las anteriores restricciones la accién es

S =7 [P M0} (5"t - (9-3)0) (5.17)

Para obtener una expresién para la métrica intrinseca, se sustituyen las restricciones (5.16)
en la ecuacién de movimiento de ésta, (4.44), lo cual resulta en:
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gij — h"jlp_;h‘ . (518)

Entonces, la accién (5.17) se reexpresara como

S =aw = 7 7€ (MR (0 +1)p - (p=3)0)
= _T/dpﬂg (-h)?, (5.19)

donde

h'ij = Uabaﬂaaij s

z* = (z*, logp + x) ,
como antes. Para p =3 se utiliza (4.42) con las restricciones (5.16), es decir,

1
hij - Egijgrshrs =0, (520)

con solucién

9i5(€) = B(E)hi;(E) - (5.21)

Si se sustituye esta solucién en la accién (5.17), para p = 3,

s T [ate (-mhgmyt gan,

sy

- —de“g (—h)? . (5.22)

Con lo que se completa la demostracién. Asf se observa que el campo escalar que se acoplé
ala D-brana puede ser interpretado como una dimensién espacial extra del espacio-tiempo.



114 CAPITULO 5. SOLUCIONES PARA LA ACCION CONFORME II

5.3 Limite de bajas energias

A continuacién se demostrard que el campo escalar no solo se puede considerar como una dimen-
sién extra en el espacio-tiempo en el cual esta encajada la D-brana, sino que ademds se puede
considerar, haciendo algunas simplificaciones, como una coordenada tranversal.

En § 4.5 se establecié la equivalencia cldsica de la accién conforme II con la accién de Dirac-
Born- Infeld pero esta iiltima heredaba la métrica inducida de la primera, con lo cual en este
calculo se puede usar la accién de Dirac- Born- Infeld y el resultado se podra extender, debido a
la equivalencia mencionada, a la accién Conforme II. Considérese por lo tanto, la accién dada por
(4.1):

Sla*, o, A;] = -deﬂ“g v/—det (h+ F). (5.23)

Esta teoria como se habia demostrado es invariante bajo difeormorfismos del volumen de mun-
do, para tal sistema se puede escoger una condicién de norma que elimine los grados de libertad
innecesarios, ademds de que la accién resultante sea equivalente a la inicial, de entre muchas
opciones para fijar la norma se puede escoger la norma estatica, la cual simplifica bastante las
ecuaciones de campo de la D-brana, cf.([1], [30]).

La norma estdtica consiste en identificar p+ 1 coordenadas del espacio-tiempo con las corres-
pondientes en el volumen de mundo. Es decir,

2 = (6,29, (5.24)

donde ¢ =0,..,p y a=p+1,...,D; y las coordenadas del segundo conjunto son tranversales.
Se tiene entonces que la métrica inducida sobre la D- brana es:

hij = Nu0iz#0;z" + (,OHZD,;(,ODJ-(,O
~ nkta.{"@jﬁl + a,'Iaaan == !P_zDiprj(p
= 1 + 0;2°8;2* + ¢~ *DypDjep . (5.25)

Dentro de las simplificaciones se supondrd que el tensor antisimetrico de Neveu-Schwarz es
cero. Por otro lado, si d;z% 0;logy, y F;; son pequefios y del mismo orden, la aproximacién del
determinante es:
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det(n + B) ~ det(n) + dury) gz +

ddet(y) o ddet(v)
D.p+4+ —~
B(6;z2) ly=n i $

(@' D;p) ly=n ! 0F;  ly=n
19° det(y)
20F0Fy ly=n

8 (5.26)

FNFH 1

donde y=n+p y [B)ij = 8iz®8;z° + ¢ 2D;pDjp + F;;. Con lo anterior,

1
det(n + B) ~ —1 — 28;z°0;z° — 29 °D;pD;p — EFHF” ks (5.27)

v la accién (5.23) se reduce a la siguiente,

1
S[z*, ¢, Ai] = -T / drHie \/ 1+20w°0,2* + 2¢72DipDip + 5 FruF (5.28)

En este momento se realiza otra aproximacidn, pero esta vez sobre la raiz cuadrada, la cual es
esencialmente de la forma

1
\/1+x'-1+§1', (5.29)

de aqui que la accién resultante esté dada por

S =~ f dP*E (1+20;2°0;2° + 290 2DipDiyp + %F,SF"") + O(F*)

1
—-TV;, = 2T/dp+lf (3§Iﬂ6§$n + QD_QD,'(,ODi(p + ZF”FH)

-TV, -2T / dP*¢ (8;2°0;x® + 0;10g p0; log @ + 24;0; log p + AiA; + iF,,F”) (5.30)

con V, el volumen de mundo de una p-brana. El resultado obtenido es el mismo, salvo constantes
y notacién, que el que aparece en [45]. Como se mencion6 con anterioridad, tanto la accién como
las ecuaciones de campo se simplifican bastante; observandose ademds un término de interaccién
entre los campos de norma y el campo escalar. Por otra parte, si se elige al campo de norma como
una norma pura, la accién se simplifica aiin mds

!Se observa que en la expansién de dety se tomd hasta segundo orden el desarrollo del tensor F,, debido a
que el primer término es cero y el segundo es del mismo orden que los otros términos.
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S=—TV,—2T /d”“f PYEW (5.31)

donde z° = (2% logp + x). Obteniendose de nueva cuenta una accién dependiente de la norma,
ain cuando la dependencia sobre F.; ya no exista.



Apéndice A

En el seccién § 3.8.1 se planted la formulacién candnica de la accién de Nambu-Goto
Sa#(€)] = =@ V=R, 5.32)

cuyos momentos asociados son
P,=-TV-hh"8;z,, (5.33)

v las constricciones derivadas de la formulacidn tienen la forma

H, = P, 0 a" =0, (5.34)
1r1 =
e e ~
?{—Q(TP P#-'r-Th)NG. (5.35)

La proposicién de que el dlgebra de las constricciones es cerrada

{H[f), Hlg]} = H:((fO,9 — 90, f) hh"™], (5.36a)
{H:[f]), Holg]} = HolfOrg] + He[—90:f], (5.36¢)

se demuestra en este apéndice.

Dem.
Para (5.36a), se necesita el siguiente paréntesis

hen = — [, BE) R(E)
{Pu(€), h(€)} = - f ¥ 5B 5 2)

= —2h(E)Vh(€)0,x,(€") 0,6(€' - €),
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es necesario sefialar dos puntos antes de continuar, el primero punto es la notacién del tensor h,
el cual es el tensor que se compone de las entradas espaciales del anterior tensor métrico h, y su
representacién matricial solo tiene p* entradas, a diferencia del otro, que tiene (p+ 1)? entradas;
el segundo y ultimo punto se refiere al abuso de notacién para expresiones tales como 8,z*(¢') y
3,0(&' — €) , en donde se sobreentiende que se ha omitido la tilde en los subindices de las parciales;
el objetivo de este abuso es obvio.

Después de las aclaraciones previas y con el resultado anterior, sera posible calcular el siguiente
paréntesis

(1L Hal) = § [ [@ee 1©0€){ PP + ThE), 1PHPE) +THE))

= 3 [[re @ 1€09€) (PHO1RUO. BN + PUEIRE PEN) -

Para el primer término se tiene

5 [ [ere 105 PHeRAO.REN = - [ [eecre 1©00(€) PHOMEN€)0mu(€) 05(E - €
= - [ 1€)oe) PRI 0,
+ [@e j oo @) R 0.3,)

= - [@c0.(1©P) o(©) i Bz,

el simbolo d?~'£ representa, obviamente, una diferencial (p—1)ésima pero omitiendo la integracién
en el indice s. Por otro lado, como el segundo término es bastante ”simétrico”con respecto al
anterior se tiene

5 [ [reee 1@ P, PN = [@e s(@hi 0,050 .
De aqui que

{’H'[f]! H[g]} = /dpf (f(E)asQ(E) = 9(&)&1)%5)) P#arxﬁﬁ;i}’ra = Hr[(fasg = gasf)ﬁ;‘”] .
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Para (5.36b):

(M1 Mg} = 5 [ [@ee 1€9(€) {P#PuE) + TH(E). POS*(E))
= [ [ee@e 1€ (PHOPE) (P 02€)

T /
+5(h(E), PN (€)
El primer término es:

2 [ /d”{ P (€)9(€) mPHOPAE) (Pu(6), 02"(€)} = f PE PE F(€)9(€) PHE)PE),6(E — )
— - /d’;-‘e f(©)g(€) PP,
= fdpff(f)Ppaf(g(i)P“)

1
= -1 [Peas© P s©P..
En cuanto al segundo término

3 [ [Pe @ 109€) (o). PeNo€) = T [ [@e e 1©00) HeR @000, )02 (€) 05(E - )
=T [&7'€ 1©)0(e) i 00.0.0"
-T [ a((©hi0.m) g(€)0"

=T fw’& £(6) RE*0,3, 8,(9(6)0,2") .

Si se calcula de nueva cuenta el paréntesis de Poisson (5.36b), pero utilizando en esta ocasién
la siguiente relacién:

0r6(§ — &) =—0,6(6' - ¢),



120 APENDICE A

eventualmente se tendra, mutatis mutandis

(11, Helo)} = 1 [ESOP*O(9(©)R) - T [ 9002 0 (OB 0)

Si se suman los dos paréntesis, tomando en cuenta la relacién
hh* 8z, 8,0z, = 8, (hh* d,z,) B 2",

se tiene

(ML) Helol} = € (F(©0.9(6) - 9(©00.1(©) 3 (3PP + TR) = K709 - 90.1].

Para (5.36¢):

(11100} = [ [@e e 1©00(€) (PO, PAEIOHEN)
= [ [eee seate) (Pi@02©), PN )

+0,24(6){Pul6), 2" (€)}P.(E))

El primer término de la anterior expresién se escribe como:

/ f PEPE F()g(€) Pa(€){0:2*(€), Po(€)} D (') = f PEPE F(6)g(€) Pu(€)dsz*(€)0,5(6 — €)
- [dz-‘u(s)g(.f)asx“&
s /’dvg 9(€)0,2" 3, (£ (€)F.)

i fd”f 0, (9(€)2:z*) £(£) Py



Asimismo para el segundo término, y por ser este simétrico con respecto al primero:

/ @& € f(§)g(§) Brz* (){Pu(£), 8" (€)}Pu(€) = fd”£ 0, (£(£)0r*) g(§) Pu -

De los anteriores resultados se concluye que

(L1, Mlgl} = [@€0(©001(€)0.04P, - @€ 1©0.9(6) 0P,

= H,[98,f] — H,[fBr9] .
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Conclusiones

En el primer capitulo se desarrollo la dindmica de sistemas de norma, con su subsecuente aplica-
cién a lo largo del presente trabajo, tanto para particulas como campos, y se comenzé resolviendo
ejemplos cldsicos como la particula relativista, continuando con una revisién de sistemas en donde
se realizan investigaciones hoy en dia, y en donde la teoria se especializa ain mds, por ejemplo,
la cuerda relativista y los objetos extendidos que aparecen en teorias de supercuerdas. Es decir,
este trabajo esquematiza el desarrollo y el aprendizaje por parte del autor en la teori de sistemas
de norma.

Las conclusiones de esta tesis son las siguientes, se encontré, mediante el método ”parent”la
accién, de p-branas, Conforme I, la cual, como ya se menciond, se desarrollé en primera instancia
sin utilizar método sistematico alguno. Por otro lado, pero en el mismo contexto de p-branas, se
desarrollo la formulacién candnica de la accién de Nambu-Goto para estos sistemas, encontrandose
p+ 1 constricciones de primera clase.

Para D-branas, se construyé un acoplamiento conforme, en la accién Conforme II, del campo
escalar con los campos de norma, promoviendo de esta forma al campo escalar como una variable
dindmica. Después para la accién resultante de este acoplamiento, y para toda p, se logra la re-
duccién de ésta a una accién de p-brana bosonica, para ser precisos a una accién de Nambu-Goto,
pero encajada, como resultado de este procedimiento, en un espacio de D + 1 dimensiones, y en
donde la dimensién extra esta dada por la suma del logaritmo del campo escalar con un campo
arbitrario, este 1ltimo obtenido por la simetria de norma de la D-brana. Se debe aclarar que para
p = 0 la simetria de norma desaparece, ademas de la arbitrariedad del campo escalar asociado
a esta, como se esperaba. Por otro lado, se mostré que la dimensién extra que se encontré no es
trivial, en el sentido que en la norma estética ésta no se reduce a una coordenada del volumen de
mundo de la D-brana, sino que aparece como una coordenada transversal en la misma brana y
por ende describiendo fluctuaciones en la D-brana.

Junto con la reduccién de la accién Conforme 11, se obtiene su formulacién canénica de forma
automatica, al reducir esta a una accién de NambuwGoto, para la cual ya se tenia dicha formulacién.
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