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Introducción 

El hombre a lo largo de la historia se ha interesado en conocer e intentar 
explicar los fenómenos que percibe a su alrededor. Para ello, ha hecho uso 
de las herramientas científicas y tecnológicas a su alcance que le permiten 
representar dicbai fenómenm y procesai. En este estudio científioo de la 
naturaleza, el papel de la matemática ha sido central. Con base en ella, se 
ffitableció un lenguaje (matemático) que permitió establecer muchos de la! 
conceptos, ley6> y teorías que constituyen, por ejemplo, la ffsica y qUÍJ:IliCa 
de nuestros dí8ili. 

Durante sigla!, la representación matemática del mundo sirvió al desa
ttOllo de una concepción mecanicista y lineal de la naturaleza basada en el 
principio de BUpel"J)aIición, según el cual sería posible explicar el compor
tamiento del Uxlo como la suma del comportamiento de sus partes. EBta 
visión dejaba fuera del alcance de la ciencia a todos los procesos, en cierto 
sentido, más interesantes. Sin embargo, uno de los hecha! más significativos 
en la historia reciente de la ciencia es el descubrimiento de que aun mecani&
IDOS sencillos, descritos mooiante ecuaciones deterministas simples, implican 
oonductas extremadamente complicadas. En 6>tos casos suele suceder que 
Jos efectos no son proporcionales a las causas, de manera que las interac
cion6> entre los elementos del sistema son no lineales. El ffitudio de procesos 
con esta propiedad, que presentan autosemejanza, fractal.idad y propiedades 
emeryentes, ha dado origen a la teoría de la! sistemas complejos. 

La no linealidad de la! procesos se puede representar en los modela; 

matemáticos de distintas maneras. Una de ellas ffi la presencia de leyu 
de potencias. En este trabajo se pretende dar a conocer ejemplm de procesa> 
(',Il la naturaleza cuya representación matématica exhibe un comportamiento 
con ley de potencias. Para ello, primeramente se realiza una descripción de 
1m sistemas complejos en el capítulo 1 , en la que destacan algunas carac
terísticas como que: 

ix 



x INTRODUCCIÓN 

• Son sistemas no linealffi que generahnente presentan interacción de 
fuerzas antagónicas o en conflicto. 

• Obedecen a dinámicas localffi con rffitriccionffi globalffi que rffitringen 
10 que ffi viable en el universo de 10 imaginable. 

• hnplican ruptura de simetría (bifurcacionffi). 
• Presentan patronffi emergentffi (frecuentemente jradDles). 

La característica común de la emergencia de patronffi autosemejantffi a¡ 

la prffiCncia de leyes de escalamiento o leyes de potencias, que analizaremC6 
en el capítulo 1. La razón por la que ffitas leye> son características en los 
objetos llamados fractalffi descritos en el capítulo 2, es que son las únicas 
funcionffi que muffitran invariancia bajo cambio de escalas, ffi decir, que un 
cambio de escala no afecta el comportamiento básioo. 

Además de los fractalffi, que son autosemejantffi ffipacialmente a todas 
las escalas, hay fenómenos en la naturaleza que son invaria.n.tel bajo cambio 
de escala temporal. Por ello, es necesario utilizar una herramienta conocidR 
como análisis de Fouri.er, descrita en el capítulo 3, con la cual se facilita el 
estudio de fractales temporales. Dada una serie de tiempo, ésta se puede 
interpretar como la suma de varias componentes (o funciones) periódicas 
representadas por medio de senos y cosenos, cada uno con distinta frecuencia 
y amplitud. Una vez definida esta transfonnada de Fou.rier, para facilitar 
~ comprensión y su interpretación se recurre a la gráfica del espectro de 
potencias, la cual consiste en graficar frecuencia contra amplitud de cada una 
de las componentes periódicas obtenidas. La presencia de autosemejanza y 
leye> de potencias en esta gráfica es de gran interés e importancia para el 
~tlldio de los sistemas complejos y de la aut<rorganización hacia el ffitado 
crítico. Como se verá en el capítulo 4, la autosemejanza implica, en este 
caso, correlaciones en el tiempo que siguen una ley de potencia conocida 
como ruido 1/1-

Las leye> de potencias en las fluctuacionffi espacialffi y temporalffi de 
1m sistema complejo implican que el fenómeno se manifiesta y ffi válido en 
todas las escalas del sistema conservando las mismas propiedades que lo ca
racterizan. Algo que se oblerva es que si los eventos o fluctuaciOnffi en un 
sistema complejo ffitM distribuidos bajo una ley de potencia, los eventos de 
grandffi magnitudes ocurren con muy poca frecuencia; mientras que eventos 
de magnitudffi pequeñas ocurren más frecuentemente y la proporción de ~ 
y otros ffitá relacionada por una ley de potencia con exponentffi caracten&
ticos. Cuando en la gráfica del espectro de potencias vemos que ésta escala 
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como una potencia del inverso de la frecuencia, se dice que la serie temporal 
prffienta ruido 11! Según la potencia a la que escale, el ruido puede llamarse 
color de blanco (1/ ¡O), rosa (1/ F), café (1/12

), etcétera. 

La aparente ubicuidad de las estructuras fractales y las fluctuaciones au
t~ejantes que aparecen en procesos de muy distinta procedencia, sugieren 
la existencia de una dinámica común, una misma forma de interrelación de sus 
componentes que dan como resultado el mismo tipo de comportamiento es
pacial y temporal La identificación de esta propiedad genérica (dependiente 
~ la interacción) dio lugar al concepto de auto-organización hacia el estado 
critico, llamado comúnmente en la literatura criticalidad auto-organizada. 
&ta teoría, comentada en el capítulo 1, fue dada a conocer en 1987 por p~ 
Bak, Kurt Wiesenfeld y Chao 'Thng, Y propone que: 

tMtemas complejos fuero del equilibrio y formados por muchos 
elementos, tienden espontáneamente a un punto crítico. 

En los últimos años, se ha dicho que la criticalidad auto-organizada es una. 
manera de dar una explicación de la presencia de fractales en la naturalezA, 
debido a que es invariante bajo cambios de escalas espaciales y temporales. 
En él, por tanto, es posible encontrar fractales y leyes de potencia. 

En el capítulo 5, analizaremos algunos ejemplos en la naturaleza en cuyos 
modelos matemática> se ha encontrado la presencia de fractales espaciales y 
de ruido l/f. 

Muchos han sido los sistemas a los que este concepto se ha aplicado: te
rremotos, fuegos forestales, economía, tráfico, redes eléctricas y de informa
ción, avalanchas, explosiones solares, la evolución biológica, por mencionar 
algunos. Esta aparente ubicuidad del ruido 1/ f y el desarrollo de nuevas 
teorías, hacen de éste un amplio campo abierto para futuras investigaciones. 
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Capítulo 1 

Sistemas complejos 

1.1 Sistemas complejos 

El estudio de la dinámica celeste y en especial, el querer determinar la posi
ción y velocidad de los planetas del sistema solar en todo momento, ha sido 
objeto de múltiples investigaciones desde hace muchos años. Depués del 
siglo XVII, época en la que vivió Newton, y gracias al descubrimiento de 
nuevas leyes que permitieron un entendimiento más amplio del universo, se 
ha. logrado predecir la reaparición de cometas e incluso se llegó a revelar 
la existencia de un planeta - que se llamó Neptuno - a partir de perturba
ciones obJervadas en la órbjta de Urano [8}. En un intento de conocer más 
a nuestro sistema solar y de demostrar que "era estable", el rey Osear 11 de 
Suecia instituyó en 1887 para conmemorar su cumpleaños, un conCUISO en el 
cual otorgaría un premio de 2500 coronas a la persona que lograra resolWl' 
el problema de los tres cueTp(JIIJ. 1 

Aunque Henri Poincaré no resolvió el problema en su totalidad, el premio 
le fue otorgado en 1889 por un tribunal compuesto por Karl Weierstrass, 
Charles Hermite y Gfirt;a Mittag-LefHer, como recompensa a su estudio de 
las ecuaciones diferenciales de la dinámica en el problema de los tres cuerpos. 
Para su sorpresa, Poinearé encontró órbitas que a largo plazo eran extremada
mente complicadas e impredecibles; esto inquietó mucho a los investigadores 
de su época, pues es una conducta completamente díferente a lo que pasa en 

1 En el problema de 108 tres cuerpos se estudia el movimiento que han de seguir 3 cuerpos 
de masas arbitrarias, que interactúan de acuerdo a la ley newtoníana de la gravitación 
~ 
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2 CAPÍTULO l. SISTEMAS COMPLEJOS 

lID sistema con dos cuerpos, además de que era un comportamiento nunca 
antes visto. Las trayretorias eran aperiódicas, irregulares e impredecibles, a 
pesar de estar sujetas a leyes deterministas. 

Edward Lorenz, por otra parte, quiso modelar la convección térmica de 
la Atmósfera, y para ello utilizó un sistema de 3 ecuaciones diferenciales de 
primer orden acopladas. Despu~ de hacer un análisis cualitativo exhaus
tivo y de hacer una gráfica que mostrara las distintas trayectorias y cUI'V88 
solución de su sistema, encontró que éste presenta sensibilidad a condiciones 
iniciales (que llamó efecto mariposa) y que a pesar de ello, era de alguna ma
nera organizado. Las soluciones acababan siempre en una superficie, ejemplo 
de las que se denominan atmctores extmños. (Véase la figura 1.1) 

.. 

Figura 1.1: Atractor extraño encontrado por Lorenz en 1961 en su modelo de convección 
atmosférica. 

Otro investigador que se encontró con comportamientos extraños de ffite 
tipo fue Robert May, mientras realizaba en 1976 un análisis del modelo logís
tico discreto de crecimiento de poblaciom~. Se dio cuenta de que variando 
por cen~imas un parámetro de su modelo, el comportamiento originado 
difería completamente de cualquier otro. Y a pesar de que los mecanism~ 
y las ecuaciones en su modelo eran simples, observó comportamientos ex
tremadamente complicados. 

'Thdos estos sistemas tienen una característica común: son sistemas no 
lín~. 
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En un sistema lineal la suma de las partes es el todo y por ende vale el 
inverso del mecanismo reduccionista; es decir, al descomponer un sistema en 
partes y estudiar cada una por separado, se obtiene la misma información 
que al estudiar el sistema en conjunto. En un sistema no-lineal, esto no es 
posible. Thatar de encontrar un camino de regreso da lugar al estudio de 
sistemas complejos. 

Al decir no lineal, me refiero a mecanismos y procesos en los cuales, los 
efectos no son proporcionales a las causas. Es decir, un pequeño error de 
medición no necesariamente da lugar a trayectorias cercanas en el modelo 
matemático asociado; una pequeña variación produce errores enormes. Se 
dice que los modelos de fenómenos con estas características presentan sen
sibilidad a condiciones iniciales, una de las manifestaciones principales del 
caos. Son modelos en los que, trayectorias con condiciones iniciales "casi" 
iguales, comienzan su comportamiento de manera ''más o menos" parecida; 
pero conforme avanza el tiempo, las conductas se separan cada vez más, 
hasta que llega un momento en que "olvidan su pasado" y son completa
mente diferentes. A pesar de ello, si sabemos hasta cuándo se comportan de 
manera parecida, podemos entonces saber el estado del sistema en ese inter
valo de tiempo. Se dice entonces que tienen un horizonte de predictibilidad 
finito. Son predicciones limitadas que depend~n de parámetros intrínsecos 
del fenómeno o modelo y de la escala temporal de los mismos. 

Un ejemplo es el clima, mismo que está determinado por una serie de 
variables físicas como la temperatura, la humedad y la presión atmosférica. 
Estas variables no son independientes y los cambios de una pueden provocar 
modificaciones en las otras afectando lo que en conjunto denominamos clima. 
El sistema tiene muchos elementos cuyas interacciones modifican constante
mente el comportamiento del sistema, lo que permite sólo una ''predicción'' 
limitada e imprecisa.. 

La dinámica de los sistemas complejos da lugar a patrones globales que 
surgen a través de interacciones locales de tal manera que, donde antes había 
un espacio desordenado o completamente homogéneo, ahora surgen orden 
y estructuras que emergen de manera espontánea debido a que el sistema 
se encuentra fuera del equilibrio. &tos sistemas son entonces capaces de 
generar orden espacial en donde no lo había anteriormente, la homogeneidad 
del sistema se pierde para dar lugar a estructuras discernibles. Este proceso 
se denomina ruptura de simetría.. 
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Pero indirectamente, se produce un comportamiento global difícil de pre
decir. Estas son las propiedades emergentes del sistema complejo. Son 
propiedadffi ffipaciO temporalffi de los sistemas complejos que surgen ffipoD
táneamente a partir de interacciones entre los elementos del sistema en es
calas de tiempo y longitud considerablemente mayorffi que las ffiCalas en las 
que ocurren dichas interacciones. Estas propiedades han comenzado a ser 
estudiadas con herramientas y conceptos nuevos originados de la interacciÓll 
de varios campos de la ciencia, desde la física, la biología, la química, 1M 
matemáticas, la economía, la sociología, etcétera. 

Por ejemplo, consideremos el desarrollo embrionario en los animales. Al 
tener un óvulo fecundado, éste se divide en 2 células idénticas; al pa8Il' 

un determinado tiempo, estas 2 células se dividen en 4, luego en 8, y así 
suresivamente, cada una de las células se divide a su vez en otras 2 células 
idénticas. Después de aproximadamente 12 divisiones, se tiene una estructura 
simétrica de forma esférica llamada blástula. En ella, no se pueden distinguir 
las células unas de otras y se observa en conjunto una ffitructura regular COIl 

muchas simetrías. (Véase la figura 1.2) 

Figura 1.2: Fbrmacioo. de la blástuJa en la que se puede obeervar simetría esférica. 

De repente, esta simetría se rompe dando lugar a estructuras más compli
cadas en las que cada relula toma una función diferente (unas pueden formar 
órganos, otras tejidos, neuronas, etcétera) y las múltiplffi simetrías dejan de 
existir. Un conjunto de células se transforma en un organismo coherente 
multicelular cuando se rompe la simetría tanto ffipacial como funcional. 

A lo largo de los años se han dado diversas dffiCripcionffi de lo que es 
UD sistema complejo, pero no hay una definición ''universal''. Octavio Mira
montffi [29) los caracteriza así: 

Los sistemas complejos están formados por un conjunto grande 
de elementos que interactúan entre sí de manera no lineal, y que' 
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pueden modificar sus estados internos como resultado de sus in
teracciones. Este proceso puede generar comportamientos colec
tivos, que no están definidos en los componentes individuales y 
que no pueden ser reducidos ni explicadas tomando aisladamente 
a cada uno de los elementos. 

5 

Lo anterior puede ejemplificarse como sigue. En el caso de las colonias de 
animales, están formadas por un conjunto de muchos individuos más o meDtiJ 
idénticos. Cada uno interactúa con los individuos que tiene a su alrededor, 
intercambia con ellos información, y desconoce lo que hacen los más alejados. 
A pesar de lo limitado que es un solo individuo, cuando cooperan y cambian 
su estado como resultado de la interacción, son capaces de realizar ta.reM 
inalcanzables para un solo individuo. 

Algunas características de los sistemas complejos es que: 
• Son sistemas no lineales que generalmente presentan interacción de 

fuerzas antagónicas o en conflicto. 
• Obedecen a dinámicas locales con restricciones globales que restringen 

10 que es viable en el universo de lo imaginable. 
• Implican ruptura de simetría (bifurcaciones). 
• Presentan patrones emergentes (frecuentemente fractales). 

Como se puede observar en los ejemplos citados anteriormente, la ruptura 
de simetría da paso a una amplia gama de comportamientos posibles donde 
la riqueza de la dinámica es digna de ser estudiada. Presentaremos en la 
siguiente sección otro ejemplo que exhibe ruptura de simetría para entender 
mejor este concepto. 

1.2 Ruptura de simetría 

Veamos ahora qué pasa en la convección térmica en los Huidos donde las 
diferencias de temperatura dan lugar a la formación de estructuras espaciales 
compartimentalizadas, llamadas también celdas de convección. 

Cuando tenemos un Huido distribuido uniformemente entre dos placas, en 
el ~al hay una diferencia de temperaturas de modo que la parte inferior está 
más caliente que la superior, estamos en la presencia de fuerzas en conflicto: 
el Huido con menor temperatura, el que está en la parte de arriba, es más 
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denso y tiende a bajar; mientras que el fluido con mayor temperatura, que 
está en la parte inferior, tiende a subir. 

Si la diferencia entre la temperatura superior y la temperatura inferior 
es pequeña, el calor se transmite por medio del choque molecular en un 
fenómeno llamado conducción. Por el contrario, si la diferencia de las tem
peraturas sobrepasa un valor umbral, hay una emergencia de patrones en los 
cuales el fluido comienza a moverse subiendo y bajando según lo ilustra la 
figura 1..3.. 

Figura 1.3: Rollos de convección que se forman cuando la diferencia de temperatura 

entre las capas superior e inferior sobrepasa cierto umbral. 

Se forman una especie de ''rollos'', técnicamente llamadas líneas de flujo, 
que giran alternativamente en direcciones opuestas. Esto es, dos rollos con
tiguos giran en sentidos opuestos. 

La distancia entre dos líneas de flujo (el diámetro de un rollo) es igual a 
la distancia que separa a las dos placas. 

Esta es la convección térmica en los fluidos (transporte macroscópico de 
la masa). 

Este tipo de estructuras fueron vistas por primera vez por Henri Bénard 
(figura 1.5) alrededor de 1900, mientras hacía un experimento con aceite de 
ballenas y lo que observó fue un conjunto de formas hexagonales como las de 
la figura 1.4, las estructuras formadas son llamadas celdas de Bénard [19J. 

Antes de que el agua sea calentada, las estructuras no existen y el medio 
acuoso es uniforme, pero cuando la diferencia de temperaturas alcanza un 
punto critico, surge un orden emergente y aparecen las celdas de Bénard. 
Lord Rayleigh (John Willian Strutt) encontró el valor umbral de la diferencia 
de temperaturas en 1916. 

Un punto crítico es aquel en el que el sistema cambia radicahnente SU 

comportamiento o estructura debido al cambio en las condiciones de dicho 
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Figura 1.4: Estructuras hexagonales que descubrió Bénard mientras estudiaba un aceite 

de ballena. 

sistema. Los sistemas complejos pueden situarse en regímenes críticos ca
racterizados por la presencia de fluctuaciones espaciales y temporales en to
das las escalas posibles. Esta situación de criticalidad puede alcanzarse de 
manera espontánea y sin la intervención de factores o fuerzas externas al 
sistema, se habla entonces de un proceso auto-organizado. De otra manera., 
la dinámica ocasionada es debida al cambio en los parámetros que definen el 
sistema. 

Materiales granulares, terremotos, fracturas, redes de ríos, sistemas bio
lógicos complejos (cerebro, pulmones, especies en competencia, etcétera), 
modelos de evolución y sistemas económicos son algunos ejemplos de sisteIIl86 
que se pueden considerar tanto auto-organizados como críticos. (Véase [9]) 

1.3 Criticalidad auto-organizada 

En 1987, Per Bak, Chao Tang y Kurt Weisenfeld desarrollaron el concepto 
de lo que ahora se conoce como criticalidad auto-organizada. Estudiaron s~ 
temas con la propiedad de que, sin ninguna intervención externa, se acercan 
a un estado crítico en el cual un evento por más pequeño que sea, puede dar 
lugar a una dinámica que involucre a muchos elementos del sistema. (reac
ciones en cadena de todos los tamaños que son parte integral de la dinámica 
f3i) 

Uno de los modelos más sencillos que muestra este tipo de compor--



8 CAPÍTULO 1. SISTEMAS COMPLEJOS 

Figura 1.5: Estructuras convectivas llamadas celdas de Bénard. 

tamiento es el del montón de arena. &te modelo lo introdujeron Bak, Tang y 
Weisenfeld para describir al ruido l/f, caracterizado por la presencia de leyes 
de potencias y fluctuaciones a todas las escalas (conceptos que definiremos 
más adelante). Imaginemos que sobre una superficie plana se colocan granos 
de arena de uno en uno (ver figura 1.6). Primeramente los granos caerán 
y se quedarán cerca del lugar donde cayeron, pero poco a poco, los granos 
empezarán a formar un montoncito cuya pendiente irá haciéndose cada vez 
más grande. Cuando la pendiente llegue a un punto crítico, algunos de los 
granos caerán del montoncito llegando a lugares en los que a su vez, pueden 
provocar la caída de más granos de arena, creando así una avalancha. Para 
medir el tamaño de una avalancha, se cuenta el número de granos que se 
movieron. 

Una manera de representar dicho sistema en dos dimensiones, es por 
medio de autómatas celulares. Se procede de la siguiente manera: dada una 
rejilla o red cuadrada, se asignará a cada una de las celdas una altura dada 
h( x, y) que tomará uno de los valores presentados a continuación 

h(x,y) E {O,l,2,3,4} 

Cada uno de estos valores representa el número de "granos de arena" que 
hay en la celda correspondiente. 
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Figura 1.6: El experimento del montón de arena. 

En cada unidad de tiempo, se deposita al azar un grano de arena, au
mentando en uno el valor de la celda escogida. Cuando una celda alcanza el 
valor crítico (h(x, y) = 4), reparte su carga entre sus cuatro vecinos cercanos 
de acuerdo a la figura 1. 7. 

Cuando el montón de arena se encuentra en estado crític02 , la caída de 
un solo grano de arena puede producir avalanchas de todos los tamaños, 
generadas por pendientes locales por encima de un umbral. Esto es, un solo 
grano se resbala al llegar a un lugar donde la pendiente del montón alcanza su 
valor crítico; si dicho grano de arena cae en otro lugar con pendiente crítica, 
seguirá resbalando y en su camino podrá hacer caer a más granos de arena, 
los cuales a su vez seguirán cayendo y provocando una avalancha de mayor 
tamaño, hasta que todos los granos en movimiento dejen de moverse o se 
salgan del sistema al descargarse una celda de la frontera. 

De modo que escogida una celda (x,y) al azar, la altura de dicha celda 
tomará el nuevo valor 

h(x, y) ...... h(x, y) + 1 

2EI sistema se considera en estado crítico cuando el número de granos que entran al 
sistema es, en promedio, el mismo número de granos que caen de la superficie plana y 
salen del sistema. De este modo, el montón deja de crerer y se producen avalanchas de 
todos los tamaños. [3) 
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grano 

éJ) estado 

caida avalancha relajación 

Figura 1. 7: Modelo para reprffieDtar avalanchas con la caída de granos de arena. 

y si la celda alcanza el punto crítico 

h(x, y) t-+ h(x, y) - 4 

h(x ± 1, y) t-+ h(x ± 1, y) + 1 

h(x, y ± 1) t-+ h(x, y ± 1) + 1 

(1.1) 

este procedimiento puede ocasionar que otra celda alcance el valor crítico, en 
tal caso se repite este procedimiento para dicha celda, y así sucesivamente 
hasta que el valor en cada una de las celdas sea menor que el valor crítico. 
Se puede observar un ejemplo de una avalancha en la figura 1.8. 

En el primer cuadro se observan las condiciones iniciales del sistema. 
En la figura 1.8b, se agrega al azar un grano de arena el cual hace que 
una celda alzance el valor crítico, de modo que en el siguiente paso (1.8c) 
ésta se descarga de acuerdo a (1.1). Este proceso provoca a su vez que dos 
celdas más tomen el valor crítico y cambien de acuerdo a (1.1) como se ve 
en la figura 1.8d. El algoritmo produce una reacción en cadena en la que la 
descarga de celdas que alcanzan un valor crítico, provocan a su vez descargas 
en otras celdas, hasta la figura 1.8i, en la que todas las celdas tienen valores 
h(x, y) < 4. La figura 1.8j muestra el número de celdas que alcanzaron en 
algún momento el valor crítico y que provocaron la avalancha. 

Se ha encontrado que la distribución del tamaño de las avalanchas sigue 
un ley de potencias, concepto que describiremos a continuación. 



1.4. LEYES DE POTENCIAS 11 
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Figura 1.8: Modelo de autómatas celulares que representa una avalancha de tamaño 9. 

1.4 Leyes de potencias 

Según la ley newtoniana de la gravitación universal, el tamaño de la fuerza 
de atracción entre los cuerpos depende inversamente de la distancia entre 
ellos: ffito es, entre mayor sea la distancia entre los cuerpos, menor será la 
magnitud de la fuerza con la que se atraigan recíprocamente. 

De hecho: la fuerza de gravedad ejercida por un cuerpo es inversamente 
proporcional al cuadrodo de la distancia. 

&ta ley se repn~enta en términos matemáticos por medio de la fórmula 

F(r) ex: ,.- 2 (1.2) 

c.bide F es la magnitud de la fuerza de atracción y r, la distancia entre 
bI cuerpos. 

Veamos gráficamente, el comportamiento de dicha fórmula. 
Supongamos que la constante de proporcionalidad es 1. & decir, 

F(r) = r - 2 
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6 8 10 

Figura 1.9: F(r) = r - 2 

En la figura 1. 9 se puede observar que conforme awnente la distancia r 
entre dos objetos, disminuye la fuerza de atracción F(r) entre ellos y conforme 
disminuye la distancia r entre dos objetos, awnenta la magnitud de la fuerza 
de atracciótl. 

La fórmula 1.2 también describe la forma en que disminuye de la po
rencia de un radar con la distancia (a mayor distancia, menor potencia del 
radar) . Este hecho fue utilizado durante la Segunda Guerra Mundial por los 
submarinos alemanes: midiendo el cambio en la intensidad del radar podían 
saber la velocidad de aproximación de un avión enemigo para así sumergirse 
antes de que el avión los pudiera atacar. Los británicos yestadounideDS8;, 
preocupados por no poder destruir los submarinos idearon, con la ayuda del 
físico Luis Álvarez, una estrategia que dio resultado. Lo que se le ocurrió 8 

Alvarez fue generar desde los aviones una señal cuya intensidad, en lugar de 
8er inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, fuera directamente 
proporcional al cubo de la distancia. 

De este modú, 
F(r) ex: r 3 (1.3) 

Así que mientras el avión enemigo se acercaba al submarino alemán, la 
señal que recibían los alemanes disminuía considerablemente. Los alemanes 
creían que el avión se alejaba (pues creían que la señal era inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia) y permanecían en la superficie. Y 
de esta manera, los aviones pudieron destruir a los submarinos alemanes. 
(Véase (37D 
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Existen otros fenómenos en la naturaleza en los que la dependencia de 
la distancia no es como el cuadrado o al cubo, que acabamos de considerar, 
sino que dependen de otra potencia 'Y y se pueden expresar matemáticamente 
como 

F(r) = Cr'Y (1.4) 

donde e es una constante dada. 
Además, puede ocurrir que F no disminuya al aumentar la distancia, sino 

que aumente (dependiendo del signo de 'Y). Por ejemplo, podemos considerar 
un resorte: si éste se estira sabemos entonces que ejerce una fuerza que trata 
de regresado a su posición original (se dice de equilibrio). Mientras mayor 
sea la distancia que se estire, mayor será la fuerza que el resorte ejerza Lo 
mismo ocurre cuando se comprime, mientras mayor sea la distancia que se 
le comprima, mayor será la fuerza. 

Supóngase ahora que, en (1.4), F( r) es una distribución de frecuencias de 
la variable r. Entonces, F es proporcional a una potencia ('Y) de r. Lo que 
nos lleva a la siguiente definición. (Tomada de [3!ij) 

Definición 1 Dada la distribución de frecuencias N (s) de una cantidad 
.t, se dice que N sigue una ley de potencia si N(s) = Cs'Y, 'Y es llamado 
exponente critico. 

Se dice entonces que N escala como lj') • 

Las propiedades elementales de los logaritmos permiten ver que si C y s 
son positivos, y tenemos una ley de potencias N(s) = Cs'Y, entonces: 

al aplicar la función logaritmo de ambos lados de esta ecuación obtene
mos logN(s) = logCsQ, es decir, logN(s) = 'Ylogs + logC, y haciendo 
y' = log N(s) , X' = logs , y ¿ = logC, entonces 

¡J' = ax' + e' (U» 

que nos dice que entre y' = log N (s) Y x' = log s hay una dependencia ~ 
cuya gráfica es una recta con pendiente a y ordenada el origen ¿ = log C. 

Esto provee una forma directa de descubrir leyes de potencias a partir de 
un registro de datos experimentales, pues su gráfica en escala log -log será 
aproximadamente una recta. 

De modo que si al graficar en una escala de ejes logarítmicos tenemos una 
~ esto quiere decir que las variables originales dependen entre sí según 
lUla ley de potencia. 
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Es importante decir que no importa la base logarítmica considerada, 
(siempre y cuando sea la misma base aplicada en ambos lados de la igualdad) 
la dependencia entre las variables tranfomadas será lineal . 

.... - - -• • • . & • --
-, lO 
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Figura 1.10: La ley de Gutemberg-Richter establece que la frecuencia o número N de 

temblores de una magnitud m dada (registrados en una zona determinada) está relacionada 

con la magnitud m de acuerdo a una ley de potencias. 

Por ejemplo, la ley de Gutemberg-Richter, que describe la frecuencia f(r) 
con la que ocurren los sismos de magnitud r , es una ley de potencia con ex
ponente crítico negativo. Lo que implica que haya muchos temblores de 
magnitud muy pequeña y muy pocos de magnitud muy grande y esto con
cuerda con la explicación de los sismos como consecuencia de la dinámica de 
las placas tectónicas: la superficie de la Tierra es una costra sólida que flota 
en el magma del interior, la costra está rota en pedazos llamados placas que 
se encuentran en movimiento debido a las corrientes de magma y ello provoca 
choques y acumulación de tensión entre ellas. La tensión puede liberarse de 
manera súbita y propagarse, es entonces cuando ocurren los temblores. 

Es más o menos directo identificar que el sistema de placas tectónicas 
es en realidad un sistema complejo formado por elementos individuales (las 
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placas) que interactúan entre sí dispersando energía (temblores). 
Si se grafica, en una €SCala de ejes logarítmicos (ver figura 1.lO( a) ) , el 

tamaño de los temblores registrados contra el número de temblores que se 
registran, se obtiene una línea recta decreciente que indica que el proceso 
obedece una ley de potencias. 

Como se ha dicho, la ley de Gutemberg-llichter implica que temblores 
de magnitudes pequeñas ocurren ron una frecuencia mucho mayor que 108 
temblores ron magnitudes catastróficas, y la relación entre magnitud y {re. 

c.:uencia no es azarosa, obedece una ley específica3 • Esto se ve claramente en 
la figura 1.10. En ella, la base de los ejes logarítmicos es 10 y esto significa 
que por cada 1000 temblores de magnitud 4, hay (aproximadamente) 100 
temblores de magnitud 5, y 10 de magnitud 6. Como la €SCala del eje hori
zontal también es logarítmica, un temblor de magnitud 6 es diez veces menos 
intenso que un temblor de magnitud 7 el cual, a su vez, tiene una intensidad 
diez veces menor que uno de 8. ABí que un temblor de magnitud 8 es 100 
veces más fuerte que uno de magnitud 6. {S} 

Además, esta ley de temblores lo mismo es válida para el planeta entero 
oomo para una región específica; es decir, es válida en todas las escalas. 

Las leyes de escalamiento (leyes de potencias) en las fluctuaciones espa
ciales y temporales de un sistema complejo implican la inexistencia de escalas 
específicas de validez de la ley, es decir, el fenómeno se manifiesta y es válido 
en todas las escalas del sistema conservando las mismas propiedades que lo 
caracterizan. Esto se debe a que estas funciones tienen gráficas autose~ 
jantes bajo cambios de €SCala y, por ronsiguiente, la cualidad relacionada con 
la rareza o la abundancia relativa, no depende del rango en que se mida r. 

No obstante, la invariancia respecto a cambios de escala tiene límites. EB 
decir, puede ya no presentar el mismo comportamiento a partir de un valor 
dado tanto en cosas muy pequeñas (constante de Planck para objetos muy 
pequeños) o en cosas extremadamente grandes (velocidad de la luz). 

Para entender mejor las características de las leyes de potencias, veamos 
el siguiente ejemplo. Si tenemos una fotografía y la llevamos a ampliar, 
resulta que obtenemos otra fotografía de mayor tamaño pero que se ve igual 
a la anterior. La imagen sigue siendo la misma sólo que más grande. 

;,lEste es un ejemplo clásioo en la literatura de un fenómeno en la naturaleza cuyo oom
portamiento exhibe ruido l/f, ooncepto que definireID08 más adelante. Decidí describirlo 
en este capítulo ya que es un ejemplo útil para caracterizar las leyes de potenciu. 
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B) 

A) 

~ 
1 cm 3cm 

Figura 1.11: El objeto ampliado (B) se ve igual al anterior (A), sólo que de distinto 

tamaño. 

¿Qué pasa. si tenemos un cuadrado de lado 1 y uno de lado 3? ¿ Qué 
podemos decir de ellos? Al verlos podemos decir que el lado del cuadrado 
B (LB) es tres veces más grande que el lado del cuadrado A (LA). Pero 
también podemos decir que si ampliamos 3 veces el tamaño del cuadrado A, 
obtenemos al cuadrado B; es decir, el cuadrado B es una amplificaci6n o 
rescalamiento del cuadrado A 

(1.6) 

Ya vimos que el lado del cuadrado B es 3 veces mayor al del cuadrado A 
pero, ¿Y su área? 

El área del cuadrado A se obtiene calculando: 

AreaA = L~ = 1 

Mientras que el área del cuadrado B se calcula mediante la f6rmula.: 
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AreaB = L1 
Utilizando el hecho de que el lado del cuadrado B es 3 veces mayor al del 

cuadrado A (1.6) obtenemos: 

De modo que: 

(1.7) 

y por lo tanto, el área del cuadrado B es proporcional al área del cuadrado 
A, con constante de proporcionalidad 32 • O bien, al rescalar el lado del 
cuadrado A (ampliándolo 3 unidades), su área se modifica (se rescaIa) siendo 
ahora 32 veces más grande. 

Veamos cómo se formalizan estos conceptos: para ello, diremos que un 
rescalamiento es un cambio de escala en la variable independiente de una 
función y = y( x) 

De este modo, si k > O, x ........ kx hace que el eje horizontal se recorra 
k veces más (o menos rápido) y se dice que la función YI< = y( kx) ha sido 
rescalada por el factor k. 

Consideremos la recta Y = x de la figura 1.12, componiendo dicha función 
con g(z) = z3 obtenemos la gráfica de la figura 1.13. 

Ahora, si tomamos y = 3x como se ve en la figura 1.14, componiendo 
dicha función con g(z) = Z3 obtenemos la gráfica de la figura 1.15. 

Podemos ver que Y3 = 3Yl Y que Y4 = 33Y2 

Hagamos ahora un rescalamiento en las 2 últimas gráficas de la siguiente 
manera: 

En lugar de considerar x en el eje de las abscisas consideremos 3x 
En lugar de considerar y en el eje de las ordenadas consideremos 3Yl para 

la primera y 33Y2 para la segunda. 
Obtenema; así las gráficas de las figuras 1.16 y 1.17 repectivamente. 
y como podemos notar, estas gráficas se ven iguales a las primeras da;. 
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Figura 1.12: Yl = x 

100 / 50 

--/./ 

4 r - Oo 2 x 4 

/ ·50 
I 

/ ·100 

I 

Figura 1.13: 



1.4. LEYES DE POTENCIAS 

·1 

Figura 1.14: 

1500 

1000 

500 

4 ;.v o 

;

/ ·500 

·1000 

·1500 

Figura 1.15: 

19 

) 
4 



20 CAPÍTULO 1. SISTEMAS COMPLEJOS 
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Figura 1.16: Rescalamiento de Y3 = 3x. Esta gráfica se ve igual que la 
gráfica de Yl = X 

2 x 4 

Figura 1.17: Rescalamiento de Y4 = (3x)3. Esta gráfica se ve igual que la 
gráfica de 112 = x3 
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En general, si tenemos f (x) = cxQ
, y hacemos un rescalamiento 

x ~ kx, entonces f(kx) = ckQxQ = ~ f(x) ; es decir, si ampliamos el 
eje de las abscisas por un factor k, y hacemos un rescalamiento en el eje de 
las ordenadas por un factor ~, entonces la nueva gráfica se ve igual a la 
gráfica f(x). 

Además de que lj~) = kQ
, que siempre es constante. 

Proposición 1 Sea f (x) = cxQ una función con ley de potencias, entonces f 
es invariante bajo cambios de escala, es decir, f (x) sigue siendo proporcionttJ 
a xO. 

Demostración Sea f(x) = cxQ una función con ley de potencias, y sea 
g(x) = kx un rescalamientü. 

Por demostrar que (J o g)( x) = q~, donde q es una constante. 
(J o g)(x) = f(kx) = c(kx)Q = c~xQ = qxQ con q = c~. 

Los objetos que se ven como la figura original después de un cambio de 
e>cala, se llaman autosemejantes y abundan en la naturaleza. Varios in~ 
tigadores han propuesto modelos en economía, psicología, ciencias políticas 
y sociología, que se expresan también mediante leyes de potencias. (Veán.se 
[11, [51, [37] Y [43}) 

1.5 Autosemejanza 

¿Quién no ha notado alguna vez que una pequeña parte del brócoli (figura 
1.18) o de la coliflor (figura 1.19) se ve igual que una parte más grande, o 
incluso que todo el vegetal? 

Lo mismo ocurre al observar una nube, un río, o tal vez una parte de 
alguna hoja, como se puede observar en las figuras 1.20, 1.21 Y 1.22. 

Inumerables fenómenos en el mundo que nos rodea presentan autoseme
janza e invariancia respecto al cambio de escala o tamaño; es un atributo de 
muchas leyes en la naturaleza el ser independientes (o casi) del escalamiento. 

En ecología, las fluctuaciones de los sistemas complejos incluyen una gran 
variedad de escalas espaciales y temporales, que en su mayoría muestran 
pl'Opiedades de autosemejanza. Una pregunta que surge inmediatamente es: 
¿Qué es lo que los origina? o bien ¿Cuándo se presentan estas características? 
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Figura 1.18: El br6coli es coIlBiderado por algunos estudiosos como una figura autoae

mejante. 

Figura 1.19: Coliflor auto6emejante en diversas escalas. 

Una consecuencia de la autosernejanza en un sistema complejo, aunada a 
ciertas caracterfticas que veremos más adelante, es la aparición de estructuras 
geométricas llamadas froctales (por Benoit Mandelbrot). Estructuras de las 
que hablaremos en el siguiente capítulo. 
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Figura 1.20: Se puede observar que un pedazo de la hoja tiene la misma forma que la 

hoja en su conjunto, sólo que es más pequeño. 

Figura 1.21: Río caracterizado por tener estructura semejante en todas las escalas. 
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Figura 1.22: Concha marina con estructura que parece ser autosemejante. 
(Parecida al triángulo de Sierpinski que describiremos en el siguiente capítu
lo) 



Capítulo 2 

Fractalidad 

2.1 Fractales 

En la naturaleza hay muchos objetos cuyas irregularidade'l toman formas 
peculiare'l: las cadenas montañosas, la ribera del mar, los sistemas hidro
gráficos, las nubes, las hojas, los árbole'l, los vegetales, los copos de nieve, 
etcétera, que se ven iguales después de un cambio de escala y por ello, se 
sugiere la idea de que son fractales. 

Por su aparente ubicuidad, en las últimas décadas los fractales han sido 
objeto de estudio sistemático, si bien hay antecedentes que se remontan a 
fines del siglo XIX y el primer tercio del XX, como las curvas de Peano, el 
conjunto de Cantor, la curva de von Koch y el triángulo de Sierpinski. 

Citando a Dyson Freeman (Véase [16]): 

Fractal es una palabra acuñada por Mandelbrot para reunir bajo 
un sólo nombre una gran familia de objetos que han [tenidoH ... } 
un papel histórico [ ... } en el desarrollo de la matemática pura. 
Una gran revolución en las ideas separa la matemática clásica 
del siglo XIX de la matemática moderna del XX. La matemática 
clásica está enraizada en las estructuras regulares de la geometría 
de Euclides y en la evolución continua característica de la dinámica 
de Newton. La matemática moderna empezó con la teoría de con
juntos de Cantor y la curva de Peano que llena el plano. Desde el 
punto de vista histórico, la revolución se produjo al descubrirse 
estructuras matemáticas que no encajaban en los patrones de 

25 
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Figura 2.1: Objetos auta>emejantes llamados fractales cuyas reglas iterativas de cons

trucción se darán a conocer más adelante. (A) 'friángulo de Sierpinski. Presenta 3 trián

gula> autosemejantes que miden la mitad del original. (B) Carpeta de Sierpinski. Se divide 

en 8 objetos que miden la tercera parte del original y que se ven iguales a él. 

Euclides y Newton. Estas nuevas estructuras fueron considera
das [ ... ] "patológicas", [ ... ] como "una galería de monstruos" , 
emparentadas con la pintura cubista y la música atonal, que por 
aquella época transtomaron las pautas establecidas en el gusto 
artístico. 

Conozcamos un poco de los fractales antes de dar una definición. 

2.1.1 Historia 

Entre los antecedentes más importantes de la geometría fractal, se encuentran 
las investigaciones y los descubrimientos hechos por Augustin Louis Cauchy, 
Karl Weierstrass, Paul du Bois-Reymond y Henri Poincaré. 
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Después de que Cauchy publicara los primeros análisis rigurosos sobre 
funciones, y que formalizara los conceptos de funciones continuas, límites y 
derivabilidad, a mediados del siglo XIX, el matemático alemán Karl Weiers
trass cambió el concepto que se tenía de función al construir curvas no di
ferenciables en punto alguno. En la figura 2.2 se observa una de las curvas 
que ahora lleva su nombre. Estas curvas se caracterizan por la presencia de 
''picos'' o "rugosidades" a todas las escalas, que hacen que dichas funciones 
sean no-diferenciables en todos sus puntos. 

2r-----'r---~,r----,-----,,-----, 

1.5 

CCle) I -

o .~ - , -

o I I I I 

o 0.1 0.2 0.3 o .~ 0..5 

Figura 2.2: Gráfica de una de las funciones construidas por Weierstrass, caracterizada 
por ser no difernciable en punto alguno. 

La manera en la que Weierstrass construyó estas curvas fue defininiendo 
una familia de funciones mediante la serie infinita: 

00 

f(x) = L an cos(wnx) 
n=O 

a < 1; 

xER 

aw>1+ 31f 
2 

Una vez establecidas estas nuevas ''reglas del juego" en las cuales no todas 
las funciones continuas eran diferenciables y ,por ende, podían tener carac
terísticas muy diferentes, aproximadamente en 1890, Henri Poincaré hizo 
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múltiples descubrimientos que lo volvieron pionero en el estudio cualitativo 
de los fenómenos no lineales. Al trabajar en el problema de los 3 cuerpos 
(ver página 2), Poincaré encontró que las órbitas que siguen dichos cuerpos 
son muy irregulares y no podian estudiarse con las "herramientas" lineales 
existentes. 

Algunas de sus ideas fueron extendidas tres décadas más tarde, fundamen
talmente por los matemáticos franceses Gastón Julia y Pierre Fatou, hacia 
1918. Julia publicó en 1918, cuando sólo tenía 25 años, su obra maestra 
titulada Mémoire sur 1 'iteration des fonctions mtionelles, en el que trataba 
la iteración de una función racional f, que lo volvió famoso en el ámbito 
matemático. Sus descubrimientos le valieron ganar el Grond Prix de l'A
cadémie des Sciences. A pesar de adquirir tanta fama, su trabajo fue esen
cialmente olvidado al paso de los años, hasta que Benoít Mandelbrot lo hizo 
resurgir en 1970 con sus experimentos computacionales. 

Gracias al impulso dado por el desarrollo de la computadora digital, al 
cálculo númerico y a las facilidades de graficación asociadas, Mandelbrot, 
trabajando en la IBM's Watson Research Center, retomó el trabajo de Julia 
para estudiar el fractal que ahora lleva su nombre. Mandelbrot publicó sus 
resutados, primero en Les objets fractals, forme, hasard et dimension en 
1975, y de manera más completa en The F'roctal Geometry of Nature en 1982 
([27]). 

Benoit Mandelbrot, con sus experimentos de computadora, es considerado 
como el padre de la geometría fractal. Él les da ese nombre en 1975 por el 
vocablo latín frangere que significa romper en pedazos. (Véase [38]) 

Por su parte, Pierre Fatou también estudiaba el comportamiento de las 
iteraciones de funciones de variable compleja y encontró muchas propiedades 
básicas de la iteración en el plano complejo que resultaron, a la postre, ge
neradoras de fractales en C. 

2.1.2 Algunas investigaciones y descubrimientos clave 

Movimiento Browniano A principios del siglo XIX, el botánico inglés 
Robert Brown estudiaba los mecanismos de fertilización en plantas. En 
una de sus investigaciones colocó en un vaso con agua un poco de polen, 
y lo que observó llamó considerablemente su atención. A partir de ese mo
mento, se dedicó también a investigar el movimiento de partículas suspendi
das en un líquido o en el aire, y observándolo al microscopio, descubrió que el 
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Figura 2.3: Benoit Mandelbrot, considerado el padre de la geometría fractal. 

movimiento de partículas de polen suspendidas en agua se movían en forma 
desordenada y aparentemente azarosa. 

Si se representa el estado de una partícula de polen como un punto en 
una gráfica cada cierto tiempo, uniendo los puntos con un segmento de recta, 
al cabo de mucho tiempo, lo que se observa es una línea que llena todo el 
plano; la partícula no se detiene y sigue una línea infinita dentro de un área 
finita (el recipiente que contiene el líquido) . 

En la figura 2.4 (a) se observa el movimiento descrito por las partículas 
de polen en un intervalo de tiempo. La figura 2.4 (b) es un acercamiento del 
segmento AB. Se puede observar que hay estructura en donde parecía haber 
una recta. Si se continúa haciendo este procedimiento, viendo con una lupa 
segmentos donde parece haber una recta, se seguirá encontrando más y más 
estructura; dicho de otra manera, hay autosemejanza en todas las escalas. 

En 1900, Louis Bachelier estableció un primer modelo de dicho movimiento 
y dio a conocer algunas aplicaciones. 

Conjunto de Cantor El conjunto de Cantor es un conjunto de puntos 
en el intervalo [O, 1] que se obtiene de la siguiente manera: 

Sea Co el intervalo [O, 1] . Se construye C1 quitando a Co el tercio central. 
Ahora se construye C2 quitando a cada pedazo de C1 su tercio central, y así 
sucesivamente. 
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Figura 2.4: Movimiento descrito por partículas suspendidas en un líquido (conocido 

como movimiento Browniano). Se observa estructura a todas las escalas. 

El conjunto que se obtiene al aplicar este procedimiento un número in
finito de veces, es el conjunto de Cantor. 

Se puede observar en la figura 2.5 que en primera instancia (fo), se tiene 
un segmento de tamaño l. 

En el siguiente paso (f 1) hay 2 segmentos cuyo tamaño es ~ del segmento 
anterior, de modo que todo f 1 tiene tamaño ~. 

En f 2 hay 2 nuevos segmentos por cada segmento anterior; esto es, hay 
4 segmentos de tamaño ~, y el tamaño total es ~. 

Poniendo esta información en una tabla: 

n° segmentos tamaño de cada segmento tamaño total 

fo 1 = 20 1 = ut 2 ,u 
,:1 

f 1 2 = 21 ~ = ur 2 ,1 
.:¡ 

f 2 4 = 22 ~=Hl 2 ,:.: 
:1 

f3 8 = 23 i7 = (U;1 2 );1 
:¡ 

f4 16 = 24 1 _ n)4 2 \" 
R1 - :¡ ,3 

f n 2n (~)" (~ ," 

De modo que el conjunto de Cantor (cuando 'TI, ~ 00 ) tiene 
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f. 

f, 

f. 

Figura 2.5: Prooedimiento recursivo de la construcción del oonjunto de Cantor, quitando 

el tercio medio de cada segmento en cada una de las iteracioru!s, 

lim..-+oo 2n = 00 segmentos, y tamaño total es lim..-+oo (~) n = O 

Curva de Peano En 1890, el matemático italiano Giuseppe Peano es
tudió algunas curvas planas continuas que cubren la superficie de un cuadrado 
y publicó un artículo titulado "Sur une courbe qui remplit toute une aire 
plane". 
Dado un punto cualquiera del cuadrado, la curva pasa por él al menos una 
vez. 

Estas curvas se pueden construir meiiante un proceso recurrente. 

-

I 
r---

I I 

I I I 

L--
'-f- f- rz r3 r1 '-

Figura 2.6: Procedimiento para construir la curva de Peano. Se puede observar que en 

>C~~ iteración se cubre más un pedazo de plano. 

Este tipo de curvas llamó mucho la atención a los invartigadores, pues a 
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partir de una curva cuya dimensión topológica! es uD.o, se cubre la superficie 
de un cuadrado que tiene dimensión topo1ógica da; . 

CunJa de Hilbert A partir de la curva de Pea.no, el matemático ~ 
alemán David Hilbert mostró en 1891 otra curva con sus mismas caracterís
ticas. 

u~ 
m] 1= = 

Figura 2.7: A partir de este procedimiento recursivo, cuando el número de iteraciones 

tiende a ínfinito, se obtiene otra curva que cubre una porción de p1auo rooocída COI!I!f!." 

curva de Hilbet-t. 

Para construir la curva de Hilbert se procede así: partimos de un cuadrado 
dividido en cuatro partes iguales y llIlÍ.ma! sus centros tal como indica la 
figura 2.7. Seguidamente, se divide cada uno de los cuadrados en cuatro 
partes y se repite el prore8O; se conectan SUB centros, romenzando siempre 
por el cuadrado superior izquierdo y terminando en el cuadrado superior 
derecho. Este proceso se repite indefinidamente y se obtiene la curva de 
Hilbert. 

Este y otros ejemplos (dignos de la galería de mounstros, como los llamó 
Poincaré [27]) sugirieron la necesidad de complementar la definición de di
mensión topológica para distinguir los "objetos grométricos bien portados" 
de los que llenaban más espacio que el correspondiente a su dimensión topo
lógica. 

1 Para ver más sobre la dimensión topológica de un objeto, ir al ~ e 
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Ourva de Takagi EBta curva fue descubierta en 1903 por Takagi que, 
como Weierstrass, también quería encontrar una curva continua no diferen
ciable en ninguno de sus pWlWs.. 

A partir de una función que mide la distancia entre Wl punto (el argu
mento) y el número entero más próximo, función que denotaremos 
tjJ(x) = dist(x, Z), Takagi definió la función: 

00 1 
T(x) = "-. t/J{2"x) ~2n 

n=6 

Las primeras iteraciones se muestran en la figura 2.8 y la figura en el límite, 
~ n -+ 00, se ve en 2.9 

Figura 2.8: Primeras iteraciones para obtener la curva de TaImgi. 

La curva de von Koch Asimismo, en 1906, la matemática sueca Helge 
von Koch construyó por iteración, otra curva continua no diferenciable en 
pWltO algWlO, y que además es autosemejante. Dado Wl segmento de recta, 
se divide en tres segmentos de igual longitud y se elimina el de en medio; 
poniendo en su lugar los dos lados que forman un triángulo equilátero con el 
eliminado. 

En el límite, se obtiene la curva conocida como curva de von Koch 2. Si en 
lugar de comenzar con un segmento de recta, se tiene un triángulo equilátero, 
el fractal obtenido en el límite es llamado copo de von Koch. 

2Cabe resaltar que si intersectamos un segmento de recta con la base de la curva de 
von Koch, lo que se tiene es el conjunto de Cantor. 
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Figura 2.9: Curva de Takagi. Se caracteriza por ser continua pero no diferenciable en 

ninguno de sus punta;" 

Helge von Koch publicó sus resultados en un artículo llamado "Une mé
thode géométrique élémentaire poUT l'étude de certaines qUffitions de la thID
rie des courbes planes". 

En la figura 2.10 se observa que en el primer paso (ro) hay un segmento 
que para facilitar el cálculo lo considerareI.Ila'l de longitud 1. En r 1 hay 
cuatro segmentos, cada uno de longitud i. En r 2 hay dieciseis segmento!! 
cuya longitud es ~ de la longitud del segmento anterior. En r 3 hay cuatro 
nuevos segmentos por cada segmento anterior; esto es, hay 43 segmentos de 
longitud (D 3, Y así sucesivamente. 

Poniendo esta infonnación en una tabla: 

n° segmentos tamaño de cada segmento tamaño total 

ro 1 = 4° 1 = (~t (~t 
f 1 4 = 41 ~ = (~) 1 (~r 
r 2 16 = 42 1 n)~ 

Q = .~. (~r 
f3 64 = 43 ir = O)i! Ht 
f4 256 = 44 iJ = (lr (~r 
r n 4n nr (~)" 

De modo que en el límite (cuando n - 00) se obtiene la curva de van 
Koch cuya longitud es lim.._"" (~r = 00 
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Figura 2.10: Iter8ciones pe.r& oonstruir la curva de von Koch 

El triángulo de Sierpinski En 1915, el matemático polaco Waclaw 
Sierpinski construyó un ente geométrico que a la paitre se volvería clásico. 
Dado un triángulo equilátero Co, se construye C1 al eliuúnar el triángulo 
interior cuya> vértices son los puntos media! de cada lado. c..¿ se obtiene 
al eliminar 105 triángulos medios de 105 tres triángul05 de C1 , y así sucesi
~ente. La figura obtenida en el límite es el fractal llamado triángulo de 
Sierpinski. (&te se muestra en la figura 2.11) 

Todas las figuras descritas en esta sección son autosemejantes. &ta es 
una de las características fundamentales de los fractales, pero no es la única. 
Se necesita de otra propiedad que marque la diferencia entre fractales, y 
objetos autosemejantes que no lo son, como una recta, un plano, un cubo, las 
espirales logarítmicas y arquimedianas, etcétera. La clave que las distingue, 
es el tema de la siguiente subsección. 

2.1.3 Dimensión fractal 

Desde que Euclides estableció sus fundament05 y los resumió en su obra ~ 
f'kmentos el conocimiento matemático de los griegos, la geometría se ha ocu
pado de caracterizar conjuntos de puntos, curvas, figuras planas, superficies 
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Figura 2.11: Primeras 6 iteraciones para oootruir el triángulo de Sierpinski. 

sólidas y generalizaciones de éstos que no caben en el espacio accesible a 105 
sentido:! del ser humano. Dependiendo del método que se emplee para ello, la 
geometría puede ser euclideana, analítica, proyectiva, algebraica, diferencial, 
et.cétera. En particular, la última aplicó el método del límite para describir 
las propiedades de curvas y superficies "suaves" o, a lo más, con un número 
pequeño de puntos no diferenciables. Pero, los objetos geométricos irregtr 
lares que presentan estructura autosemejante a cualquier escala y tienen un 
número infinito de singularidades, no puden analizarse ron aquel método 
propio del cálculo diferencial e integral. De modo que para estudiarlos fue 
necesario desarrollar una nueva geometría. 

La geometría fractal provee una descripción matemática de estas formas 
irregulares. Un primer problema consiste en ronstruir una medida de su 
irregularidad. EB decir, de asignarle a cada fractal un valor característico 
asociado ron su "rugosidad" o con qué tanto más espacio llena que los oh
jetos euclideanos. Para ello se define la dimensián fractal, una extensión 
de la dimensión euclideana para objetos auin;emejantes que determina el 
grado de rugosidad; entre más accidentada sea y presente más cambios, su 
complejidad es mayor. 

Veamos primero, qué entendemos por dimensión. Consideremos un seg
mento de longitud 1, y partámoslo en N(L) segmentos de longitud L , E'.D

tonces 

LN(L) = 1 



2.1. FRACTALES 37 

para cualquier valor de L. 

Si el objeto inicial es un cuadrado de superficie 1, y lo part~ en p&

queños cuadrados cuyo lado sea L, el número N(L) de éstos, cumple 

De igual manera, en un cubo de volumen 1 partido en pequeños cubos de 
tamaño L, se cumple que 

L3N(L) = 1 

Y dado que el segmento, el cuadrado y el cubo tienen dimensión euclidea
D3 uno, dos y tres, respectivamente, esto sugiere definir la dimensión de 
cualquier objeto como el número D que satisface la relación: 

LDN(L) = 1 

1 
N(L) = LD 

logN(L) = log (~) D = Dlog (i) 
D = 10gN(L) 

log(ljL) 
(2.1) 

donde N (L) es el número de unidades de tamaño L que se necesitan para 
cubrir el objeto y se ha supuesto que la medida total de éste es uno. 

En el caso de los fractales, que no poseen una escala característica, el 
concepto de medida no está claramente definido: cuando se quiere medir una 
línea fractal con una unidad determinada, siempre hay detalles finos que se 
escapan a la escala; por tanto, a medida que aumenta la sensibilidad del 
instrumento, aumenta la longitud de la línea. 

Para obtener una mejor aproximación, se hace el conteo de número de 
objetos, o de unidades, de tamaño L que se necesitan para cubrir al fractal 
siendo L muy pequeña (L -+ O). De modo que la fórmula (2.1) se ve como: 

D = lim log N(L) (2.2) 
1.-0 }og(lj L) 



38 CAPITULO 2. FRACTALIDAD 

y considerando que dicho límite existe, se tiene la siguiente definición: (tomada 
de [7]) 

Definición 2 Dado un objeto autosemejante a todas las escalas, definimos 
su dimensión fractal, D, como 

D = lim logN(L) 
L-+O log(l/L) 

Haciendo L = Gt con n E N, 

L--O<==? (~)n --o <==? n--oo 

De modo que la expresión (2.2) toma la forma 

D = liro logN(L) 
n-oc log 1/ 2~ 

D = lim log N(L) 
n-oc log2n (2.3) 

Donde N(L) es el número de objetos de longitud (~r que se necesitan 
para cubrir al fractal. Siendo ésta, una manera más sencilla de calcular la 
dimensión fractal D. 

A partir de esta definición de dimensión fractal, es posible diferenciar 
laJ objetos fractales de otros objetos autosemejantes. Primero veamos que 
las dimensiones fractales de objetos como una recta o un pedazo de plano, 
coinciden con su dimensión topológica.. 

Verifiquemos que la dimensión fractal de un segmento de recta es 1: 
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El número N (L) de cajas de tamaño in que se necesitan para cubrir un 
segmento de recta, está dado de acuerdo a la siguiente tabla: 

y 

tamaño caja L número de cajas necesarias N(L) 
ro 1 
r1 ~ 
r2 1 

rn (H 
Por (2.3) 

de modo que 

D = lim log N(L) 
n->oc log~ 

D = lim log 2
n 

= 1 
n->oc log~ 

D=1 

1 
2 
4 

~ 

Calculemos ahora la dimensión fractal de un cuadrado: 

El número N(L) de cajas de tamaño 2~ que se necesitan para cubrir un 
cuadrado, está dado de acuerdo a la siguiente tabla: 

tamaño L de la caja número de cajas necesarias N(L) 
ro 1 1 
r 1 ~ 4 

r2 ~ 16 

rn (!) 4n 
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Por (2.3) 

de modo que 

y 
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D = lim log N(L) 
n ..... oo log2n 

D = tim log 4
n 

= tim log 2
2n 

' ...... 00 log 2" n-+oo log 2n 

D = tim 2log2
n 

= 2 
n ..... oo log2n 

D=2 

Veamos ahora que ocurre con la dimensión de un ente geométrico de tipo 
fractaL 

¿Qué dimensión fractal tiene la figura 2.121 

Figura 2.12: Otro ejemplo de fractal. 

Si observamos la figura 2.12 podemos concluir que: 
para n = 0, se nocesita 1 caja de tamaño 1 para cubrirlo 
para n = 1, se necesitan 3 cajas de tamaño ~ para cubrirlo. 
para n = 2, se necesitan 9 cajas de tamaño ~ para cubrirlo. 
para n = 3, se nocesitan 27 cajas de tamaño ~ para cubrirlo. 
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De modo que para n arbitrario, se necesitan 3n cajas de tamaño .],. para 
cubrirlo 

n=O 
n=1 
n=2 

n 

y 2.3 

tamaño caja número de cajas necffiarias N(L) 
1 1 

~ 3 

(D" 9 

(~) 3n 

D = lim logN(L) = lim log3
n 

n->oo log 2'" n->oo log 2'" 

D = lim nlog3 = lim log3 
n -->oo n log 2 n ->oo log 2 

D = log3 = 1.585 
log2 

Por otra parte, para calcular la dimensión fractal del triángulo de Sier
pinski, si analizamos la regla iterativa de su construcción podeJ:nao observar 
que el número N(L) de cajas de tamaño 21n que se necesitan para cubrirlo, 
está dado de acuerdo a la siguiente tabla:: 

tamaño caja número de cajas necffiarias N(L) I 
n=O 1 1 
n=l 3. 3 
n=2 n)" 9 

n (i) ,. 3n 

que es igual a la tabla del ejemplo anterior, de modo que la dimensión 
fractal del triángulo de Sierpinski es 

D = log3 = 1.585 
log2 
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Si realizamos un procedimiento análogo al arriba mencionado para cubrir 
el conjunto de Cantor discutido en la sección 2.1.2, se observa que se necesitan 
2n cajas de tamaño (~) n, de modo que: 

D = lim lag N(L) = liro log2
n 

.. -+00 log 3n n--+oo log 3n 

D = liro nlog2 = liro log2 
n-+oo n log 3 n-+oo log 3 

D = log2 = 0.63093 
10g3 

Para calcular la dimensión fractal de la curva de van K ach hay que notar 
que hacen falta 4n cajas de tamaño (~r para cubrirlo (ver sección 2.1.2), y 
por lo tanto: 

D = lim 10gN(L) = liro log4
n 

n-+oo log 3n n-+oo log 3" 

D = liro nlog4 = lim log4 
"--+00 n log 3 n-+oo log 3 

log4 
D = log3 = 1.2619 

Nótese que la definición de dimensión así construida, da un entero que 
coincide con la dimensión topológica (véase el apéndice C) de los objetos de 
"autosemejanza simple" como el segmento de recta, el cuadrado o el cubo y, 
o no es entera o es mayor que la dimensión topológica para los "picudos y 
arrugados" . 

En la época en la que comenzó a desarrollarse la geometría fractal, mucha; 
científicos la utilizaron como herramienta principal en sus investigaciones y 
querían enoontrar fractales en todos lados. Es por eso que en todos los obje
tos en donde había muchos niveles de estructura, se calculaba la dimensión 
fractal. Tal es el caso de la costa de Noruega. 
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Figura 2.13: Se caracteriza por su complejidad al presentar muchos niveles de estructura. 

Mandelbrot sugirió en 1988 que este tipo de paisajes son fractales. 

Calculemos su dimensión fractal.: 
Al medir la orilla de la costa L con "cajas" de distintos tamaños r y 

tranformar logarítmicamente los datos, se obtiene la figura 2.14 que se ve 
como la gráfica de una recta con pendiente -0.52. Ésto nos indica que la 
longitud L de la costa de Noruega se relaciona con r mediante una ley de 
potencias 

(2.4) 

y {j = -0.52 pUffi 

L = a,¡r 

log L = log aró 

logL = 6'logr +loga 

por lo que 6' ffi la pendiente de la recta que se obtiene al graficar en ffiC8.la 
logarítmica: log L como función de log r. 
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10' 

10> ~--'---"-----'----'----' 
10 100 

r (Jan) 

Figura 2.14: Gráfica del logaritmo de la longitud de la costa de Noruega romo función 

del logaritmo de la unidad de longitud empleada. La pendiente de la recta obtenida es 

útil para calcular la dimensión fractal. 

Ahora bien, para calcular la dimensión fractal de Wl objeto se utiliza 
N (r) , el mínimo número de cajas que se necesitan para cubrirlo y, en este 
caso 3: 

N(r) = L(r) 
r 

o dicho de otra manera 
N(r) "" r 6

-
1 

la dimensión fractal D de un objeto se obtiene calculando: 

de modo que 

y 

D = lim log N(r) 
r--+O log(l/r) 

logr6- 1 6 - 1 
D=lim =--

r--+O log r- 1 -1 

D= 1-6 

(2.5) 

(2.6) 

3 Suponemos sin pérdida de generalidad que a = 1 pues el coeficiente a indica la or
denada al origen en la gráfica ron ejes logarítmicos pero no influye en la pendiente de la 
recta obtenida y, por lo tanto, no influye en el cálculo de la dimensión fractal. 
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Como en las costas de Noruega 8 = -0.52, su dimensión fractal es 
D = 1.52 que tampoco es un número entero. 

Como dijimos en la página 15, la invariancia respecto al cambio de escala 
puede tener un limite, y la cesta de Noruega es un ejemplo de ello. Si 
seguimos buscando estructura y autosemejanza en pedazos cada vez más 
pequeños, llegará un momento en que tendremos sólo granes de arena. Así, 
la fractalidad en los objetos naturales se cumple en un número finito de 
escalas de magnitud.. 

Hemos encontrado una diferencia importante entre objetos autoseme
jantes como una línea o un plano (cuya dimensión fractal es un número 
entero) y los objetos fractales que presentan mayor estructura y complejidad 
(cuya dimensión fractal puede no ser un número entero). Demes ahora una 
definición: (Tomada de [7]) 

Definición 3 Un fractal es una estructura formada por copias de si misma a 
menor escala. Tiene una peculiar invariancia a través de las escalas que hace 
que cada fragmento del fractal sea semejante (autosemejante) a cualquier 
fragmento más grande e incluso al fractal en su conjunto, y su dimensión 
fractal no es un número entero, o es un número mayor que su dimensión 
topológial~ 

La geometría fractal y la teoría de los sistemas dinámicos están íntima
mente ligadas, pues un fractal puede generarse mediante un proceso dinámico 
que indica el estado del objeto en cada instante de tiempo (como las reglas 
de recurrencia utilizadas en los ejemplos presentados en la sección anterior). 

Los cambios que presenta el objeto conforme transcurre el tiempo se 
pueden establecer como una función f (t) que depende directamente del tiempo, 
o bien, de manera iterada. Es decir, a partir del estado X t del objeto en el 
tiempo t, se obtiene el estado X t+1 (una unidad de tiempo después) aplicando 
una regla f, dada de acuerdo a una relación del tipo: 

Al graficar este tipo de dinámica se obtienen generalmente trayectorias 
complicadas. Tal es el caso de los atractores extraños, les cuales además de 
ser la región del espacio hacia la que tiende una órbita caótica, presentan 
estructura fractal. 
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2.2 Fractales temporales 

Cuando hablamos de fractales, casi siempre pensamos en formas geométri
cas u objetoo en el espacio con patrones particulares, de hecho decimos que 
los fractales se caracterizan por su invariancia al cambio de escala, su di
mensión fractal fracciona! o mayor a su dimensión topológica, etcétera, y las 
imaginamoo como características meramente espaciales. 

Las fluctuaciones temporales de algunos sistemas dinámicoo muestran Wla 

estructura sobre distintas magnitudes en el tiempo, de la misma manera 
que los objetos fractales exhiben una estructura sobre distintas magnitudes 
espaciales. 

¿Existen fenómenoo que presenten fractalidad temporal? ¿Cómo se VeD 

dichos fenómenos? Imaginemos un fenómeno en el que se detecta una señal 
producida durante un mes varias veces al año. Al analizar la señal de un 
mes, se detecta que ésta se produce durante un día varias veces al mes, y al 
analizar la señal a lo largo de un día, se observa que ésta se produce durante 
una hora varias veces al día, la cual a su vez, se produce durante un minuto 
,,-arias veces en la hora, etcétera. Es decir, se presenta en todas las escalas 
temporales; y cada vez que se intenta dividirlo o analizarlo en una parte más 
pequeña, se observa la misma estructura. 

A diferencia de los fractales matemáticos, los objetos en la naturaleza 
no exhiben una autosemejanza exacta. Sin embargo, muchos objetoo natu
rales presentan un cierto grado de autosemejanza estad{stica, por lo menos 
sobre una gama limitada de escalas espaciales o temporales. Por ejemplo, 
las ramificaciones del pulmón muestran autosemejanza estadística sobre 14 
dicotomías, y algunos árboles se ramifican sobre 8 dicotomías [26J. La autose
mejanza estadística se refiere a repeticiones relacionadas con la complejidad 
total, pero no al patrón exacto. Específicamente, loo detalles en una escala 
dada son similares, aunque no idénticos, a los mismos considerados en escalas 
más grandes o más pequeñas. 

La gráfica de las series temporales presenta variables físicas diferentes en 
cada uno de los ejes, de modo que para determinar si ésta es autosemejante 
o autosimilar, es necesario rescalar con 2 distintoo factores (uno en cada eje), 
y pooteriormente comparar las propiedades estadísticas de la serie rescalada 
con la serie original. (Véase la figura 2.15) 

Las variaciones autosemejantes en escalas temporales, muestran en la 
gráfica de amplitud como función de la frecuencia un comportamiento de ley 
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Auto-semejanza en una serie temporal 

Figura 2.15: La autosemejanza en una serie temporal es una semejanza estadística. 

de potencias de la forma ¡-{J. 
Existen algoritmos computacionales para determinar la dimensión fractal 

de un fractal temporal. Como las series temporales de una sola variable (como 
la temperatura en flujos atmosféricos) pueden reflejar el efecto acumulativo 
de muchos otros factores, se cree que la dimensión fractal puede indicar el 
número de los parámetros de control de la evolución. 

Las series de tiempo pueden ser útiles para describir la dinámica sub
yacente del fenómeno asociado. La evolución espaciotemporal de sistemas 
dinámicos no fue investigada de manera conjunta sino hasta 1987. Los sis
temas dinámicos pueden ser ampliamente estudiados a través de las gráficas 
de las series temporales, que consisten en graficar una variable del sistema 
como función del tiempo N(t). 

Una manera de comenzar a analizar estos sistemas dinámicos, es averiguando 
si N(t) influye en lo que se encontrará en N(t + T). No en un específico t 
sino a lo largo de todo el tiempo. Dicho en otras palabras es importante 
conocer la relación establecida por la dinámica entre dos estados del sistema 
separados por T unidades de tiempo. 

Una estadística que mide el grado de relación entre X (t) Y X (t + T) es la 
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autocorrelación, que describiremos en el siguiente capítulo. 



Capítulo 3 

Autocorrelación y espectro de 
potencias 

El análisis de series temporales es una herramienta muy útil en el estudio 
de los sistemas d.inámica!, ya que puede ayudar a ent.ender de manera más 
amplia las características principales del sistema dinámico asociado. ~ 
ooncepta¡ de autooorrelación Y espectro de potencias, que vereJ1lai a lo largo 
de este capítulo, son instnuoontos particulannente útiles para tal fin. 

3.1 Autocorrelación 

Algunas series temporales presentan en ocasiones patrones o oomportamien
tao en los cualei los valores se relacionan. Una forma de medir el grado 
de relación entre un valor de una serie y otro valor r unidades de tiempo 
después, es la autocorrelaci6n. 

Si consideramos el valor promedio 7 de una función f (t) definida en toda 
la recta real como: 

7 = lim ! jT f(t)d 
T-oo ¿.L -T 

y dado que la función X(t + r) describe el comportamiento de X(t), r 
unidades de tiempo después, entonces podemos definir la autocorrelación 
como: 

C(r) = J~ 2~ 1: X(t + r)X(t)dt 

49 

(3.1) 
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y se denota 
C(T) =< X(t)X(t + T) > 

Normalizando C(T) = C(T)/C(O) se tiene que -1 ~ C(T) ~ l. 

Si no hay oorrelación en la serie temporal, se tiene C( T) = O. Si se tiene 
C(r) = 1 se dice que la serie temporal está altamente (auto)oorrelacionada. 
Por el contrario, si C(T) toma valores cercaD.ai a -1, entonces la serie E$á 

anticorre1acionada. 

Si considerama; una nueva variable f1 = t + T, tenemos que 

X(t + T)X(t) = X(TJ)X(TJ - r) = X(TJ + T)X(TJ) 

entonces 

C(T) 1 ¡T tim - X(t + T)X(t)dt 
T --00 'XI' _ T 

1 (T 
Tli..:! 'll' LT X(TJ + r)X(TJ)dTJ = C( -T) 

Es decir 
C(T) = C(-1") 

por lo que con solo considerar valore,; T ~ O, obtenemos el oomportamiento 
C{r) para todo r. 

En la práctica, primero medimos la autocorrelación entre la serie de 
tiempo original X (t) Y la serie de tiempo con retraso de una unidad de tiempo, 
oomparando el valor de X en tI con el corre,;pondiente a t1+1 =~, el valor de 
X en t 2 con el de X en t2+1 = t3, el de X(t3) con X(t3+t) = X(t.), etcétera. 
Posteriormente, comparamos la serie de tiempo original con la serie de tiempo 
con retraso de 2 unidades de tiempo, luego oon la de 3 Y así sucesivamente. 

Cada uno de los valores C( r) obtenidos se denomina coeficiente de autoco
'rrelación con retraso T. Todos junta! forman la función de autocorrelación y 
la gráfica del coeficiente de autocorrelación como función del retraso se llama 
rorreJ.ogramtJ. 

Si consideramos una serie temporal X(t) periódica con periodo T, se 
cumple que X(t) = X(t + T) para todo tiempo t. Esto quiere decir que 
~ valores están altamente correlacionados al analizar la serie original, y la 
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serie con T unidades de tiempo de retraso (son iguales). Lo mismo ocurre al 
correlacionar la serie original con la serie 2T unidades de tiempo después, Y 
con las de 3T, 4T, ... , nT, ... Tenemos entonces que C(r) = C(r+T) 
para todo tiempo t. Dicho de otra manera, el correlograma de una serie tenr 
poral periódica con periodo T es otra función periódica con el mismo periodo. 

serie temporal 

tiempo 

Figura 3.1: Datos sin correlación ( ruido) Y su re;pectivo correlograma 

Si queremos hacer el corre1ograma de una serie de datos hecha al azar, 
t.endreIll()8 que se correlaciona únicamente ron ella misma. Esto es, el corre
lograma será una función cercana a cero, con un ''pico'' en r = O. (ver figura 
3.1) 

serie temporal correIograma 

~ :L--:::::: -8 ·5 
;> ~.g 
.s .~] I[ u :J ~ 

~ § ~ o .. 
;> tiempo retraso 

Figura 3.2: Gráfica de una recta y su respectivo correIograma 

Si tenemos una serie temporal x(t) que se puede escribir como suma 
de otras dos (es decir, x(t) = a(t) + b(t», entollcEti se puede obtener su 
correlograma como la suma de los correlogramas de a(t) y de b(t) (ver figuras 
3.3 y 3.4). 
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serie temporal correlograma 

~ 2 

'!i -3 

3VV 
> ~:§ .!! 

-8 ,g a 
!; 11 ~ -1 

tiempo 
rclruo 

Figura 3.3: FUnción seno ron ruido y su respectivo correlogr8U\l\ 

4 
serie temporal 

-IOL-------6~O-------I~W 

tiempo 

correIograma 

-81~ .'!.g 
~'-'c;] 1) 

t¡:l u ' 
g ~ I 

o o -1 O 10 20 v, 

retraso 

Figura 3.4: Suma de una función seno, una recta y datos no correlacionados, y su 

respectivo correlograma 

El análisis de series autocorrelacionadas requiere de más cuidado. Algu
nas medidas e:,'tadísticas oorresponden a datos independientes o no relacion~ 
dos, y tal análisis puede dar resultados falsos e influir nuestra predicción en 
el tiempo. 

3.2 Series de Fourier 

Muchos fenómenos en la naturaleza se presentan periódicamente: los ciclos 
lunares, el movimiento de la'! astra'!, ritmos mensuales y circadianos, el canto 
de algunos animales (grillos o gallos), etcétera. En estos, hay una magnitud 
periódica asociada al proceso o fenómeno que permit.e representarlo como 
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una función (periódica). Pero ¿qué pasa con los fenómenos que no lo son? 
¿Pueden interpretarse como una suma de funciones o una superparición-de 
ondas que sí sean periódicas? 

Si tenemos un rayo de luz blanca y lo apunta.Jna> hacia un prisma, podemos 
observar cómo se descompone en los siete colores del espectro luminoso. Lo 
mismo se puede hacer con las funciones. Por medio de un método descu
bierto por el físico-matemático francés Joseph Fourier, la función pasa por 
un "filtro" y puede representarse como la suma de funciones (componente» 
periódicas, cada una con distinta frecuencia y amplitud. 

Se.descompone en 

Figura 3.5: Gráfica de funciones periódicas cuya suma da origen a la función original. 

Tomemos una función f(t) periódica de periodo T > O. Es decir, f 
satisface que: 

f(t) = f(t + T) para todo t 

Ahora supongamos que es posible expresar a dicha función como una suma 
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infinita de senos y cosenos con frecuencia angular 2;- y k = 0,1,2, ... Esto 
es: 

f(t) = ~ + fak COS (2k;t) + bksen (2~7rt) 
1=1 

(3.2) 

Donde ak Y bk, las amplitudes de cada componente armónica, son una 
medida de la importancia del término al que están asociadas. Es decir, nos 
dicen qué tanto "pesa" cada uno. 

Determinemos la; valores de a,., b,. respectivamente. Empecemos por ak_ 
Multiplicando ambos miembros de la ecuación (3.2) por cos( 2l;t) e inte

grando respecto a t en el intervalo [-T /2, T /2}, se tiene 

¡T/2 (217rt) f(t)cos T dt = 
-T/2 

1 ¡T/2 (2l7rt) - 0.0 cos - - dt 
2 -T/2 T 

( /2 [ 00 (2k7rt)] (2l7rt) + J - T/2 t;akcos T cos T dt 
fT/2 [ 00 (2k7rt)] (2l7rt) 

+ LT/2 {;bksen T cos T, dt 

Intercambiando el orden de la sumatoria y la integración1 

¡T/2 (2l7rt) f(t)cos T dt = 
-T/2 

1 ¡T/2 (21m) - 0.0 cos - dt 
2 -T/2 T 

00 ¡T/2 (2km) (217rt) + L ak .. cos T cos T dt 
k=1 -T/2 

00 ¡T/2 (2km) (217rt) + L bk sen T cos T dt 
k=1 - T/2 

Por las propiedades de ortogonalidad2, se tiene que todos los términos de 
la expresión anterior se anulan, excepto el correspondiente a k = l. De modo 

1 Si la sucesión de sumas parciales converge uniformemente, entonces 

f¿::=l In = ¿::=l JI" 
2Ver apéndice A 
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que: 

r
T

/
2 

f(t) cos (2t;:) dt = al rT/
2

OO82 (2;t) dt = ~al 
J-T/2 J-T/2 

es decir, 

2 ¡T/2 (2lnt) al = - f(t)cos - dt l = 1,2, . . . 
T -T/2 T 

(3.3) 

Si integramos (3.2) en el inta-valo [-T/2,T/2}, tenemos 

j
T/2 f(t)dt = !ao jT/2 dt+jT/2 f: ak 008 (2~nt) dt+jT/2 f: bk sen (2~nt) dt 

-T/2 2 -T/2 -T/2 1=1 -T/2 1=1 

r
T

/
2 

f(t)dt =!ao r
T

/
2 

dH f: ak r
T

/
2 

cos (2~nt) dt+ f: bk r
T

/
2 

sen (2~nt) dt 
LT/2 2 J-T/2 1=1 J-T/2 1=1 J-T/2 

por las propiedades de ortogonalidad, todos los términos excepto el primero 
se anulan y 

¡T/2 T 
f(t)dt = 2%' 

- T/2 
de donde 

2 ¡T/2 
% = T f(t) 

-T/2 
(3.4) 

Además, como cos(~t) = 1 para k = O, las fórmulas (3.3) y (3.4) pueden 
rarumirse en: 

2 ¡T/2 (2knt) ak = T f(t) cos T dt, k = O, 1,2, ... 
-T/2 

Determinemos ahora los coeficientes bk. Si se multiplica (3.2) por sen( 2l.;t) 
y se integra respecto a t en el intervalo [-T/2,T/2}, se tiene 

¡T/2 (2l7rt) 
LT/2 f(t) sen T dt = 

1 ¡T/2 (2lnt) -% sen - dt 
2 -T/2 T 

00 jT/2 (2k7rt) (2l7rt) + ¿ak cos -- sen - dt 
k=1 -T/2 T T 

00 ¡T/2 (2knt) (2lnt) + ¿ bk sen T sen T dt 
k=l - T/2 
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una aplicación más de las propiedades de ortogonalidad da, 

(T/2 (2l1ft) T 
LT/'J f(t) sen T dt = 2b¡ 

Es decir 

2 ¡T/2 (2l1ft) 
b¡ = T f(t)sen T dt 1 = 1,2,3 ... 

-T/2 

De modo que a,.,b,. están dadas por: 

2 ¡T/2 (2k1ft) 
ak = T cos T f(t)dt 

-T/2 

bk = ~ {T/2 sen (2~1ft) f(t)dt 
J-T/2 

k = 0,1,2, ... 

k = 1,2,3, ... 

(3.5) 

(3.6) 

Ejemplo 1 Encontmr la serie de Fourier paro la función cuya gráfica se 
muestro. en la figuro. 3.6: 

t (t) 

1 

Figura 3.6: 

Esta función se puede expresar como 

{ 
1 + 4t -2T < t <_ O 

f(t) = 1 _ ~' 
T' O~t<t 

Determinemos la> valores a,., bk • 
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2jT/2 (2(0)7rt) 1 jT/2 
ao = T eos -T j(t)dt = 2T j(t)dt 

-T/2 -T/2 

de modo que 

integrando 

ahora bien 

es decir 

ao 

ao 

1jO 1 ¡T/2 2-
T 

j(t)dt + 2-
T 

j(t)dt 
-T/2 o 

1 JO 4t 1 ¡T /2 4t 
2- (1 + - )dt + 2- (1 - - )dt 

T -T/2 T T o T 

1 [2t2]0 1 [ 2t2]t/2 2- t+ - +2- t- -
T T -T/2 T T o 

~ [O+!_!+!_!-O] =0 
T 2 2 2 2 
O 

2jT/2 (2km) 
ak = T eos T j(t)dt 

-T/2 

57 

ak = ~ rO eos (2km) [1 + 4t] dt + ~ r
T

/
2 

eos (2km) [1 _ 4t] dt 
T J-T/2 T T T Jo T T 

2jT/2 (2km) 8jO (2k7rt) T eos T dt+ 1'2 teos T dt 
-T/2 -T/2 

8 r
T

/
2 

(2km) 
-1'2 Jo teos T dt 

haciendo T = - t 

ak = o+~jO (_T)eos(2k7r(-T»)(_dT)_~ rT/2teos(2km)dt 
1'2 -T/2 T 1'2 Jo T 
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De d~de, si v = 2FT se tiene que 

T = 2k1r V, dT = 2k1r dv 
cuando T = O, V = O Y para T = ~, v = 2;- ~ = br 
de modo que 

16 ¡k1r T T 16 ¡k1r ~ . _ - - (vcosv) - dv = -- --(v cos v)dv 
T2 o 2k1f 2k1f T2 o (2k1f)2 

4 rrr 4 
- k21f2 Jo v cos vdv = - k21f2 [v sen v + cos v]l::o 

4 4 
- k21f2 [cos k1f - COS O] = k21f2 [1 - COS k1f] 

y 
k par 

k impar 

Análogamente 

~ rT
/
2 

sen (2k7rt) f(t)dt 
T J- T/2 T 

~ rO sen (2k1ft) [1 + 4t] dt 
T LT/2 T T 

+~ l T
/
2 

sen (2~t) [1 - ~] dt 

= -T2 r
T

/
2 

sen (2k1ft) dt +! rO tsen (2k1ft) dt 
J-T/2 T .1 - J-T/2 T 

8 rT
/
2 

(2k7rt) 
-T2 Jo tsen T dt 
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haciendo T = -t 

bk = 0+ ;2 rO (-T) sen (2k7r~-T)) (-dT) 
LT/2 

8 rT
/
2 (2k7rt) 

-T2 Jo tsen T dt 

_~ rO Tsen (2k1TT) dT _ ~ rT
/
2 

tsen (2k1Tt) dt 
T2 J-T/2 T T2 Jo T 

8 rT
/

2 
(2k1TT) 8 rT

/
2 

(2k1Tt) 
T2 Jo T sen ---;:¡;- dT - T2 Jo t sen T dt = O 

bk O para todos los valores de k 

De modo que 

j(t) = ~ (cos 21Tt + ~ cos 2(3)1Tt + ~ cos 2(5)1Tt + ... ) 
1T2 T 32 T 52 T 

59 

Nótese que la función del ejemplo es una función par, y que su serie de 
Fourier tiene sólo términos pares. Esto admite la siguiente generalización. 

Consideremos una función j(t) par. Ésto es, j(t) = j( -t) para todo t. 
Su desarrollo en serie de Fourier es de la fonna 

con 

2 ¡T/2 (2k1Tt) ak = T cos T j(t)dt 
-T/2 

n = 0,1,2, ... 

2 ¡T/2 (2k1Tt) bk = T sen T j(t)dt 
-T/2 

n=1,2,3, ... 

Ahora bien, como j(t) y cos(2';t) son funciones pares, su product03 

f (t) oose';t) es también una función par y 4 

2 rT
/

2 
(2k1Tt) 4 rT

/
2 

(2k1Tt) 
ak = T J -T/2 COS T j(t)dt = T Jo cos T j(t)dt 

3ver apéndice B.l 
4ver apéndice B.2 
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Por otro lado, sene~t) es una función impar, de modo qué f(t) sene~t) 
es una función impar y 6 

2 ¡T/2 (2k7rt) bk = T sen T f(t)dt = Ü 
-Tf2 

Por lo que hemos dema;trado la siguiente: 

Proposición 2 Si f (t) es una funci6n periódica par con periodo T, entonces 
su serie de Fourier se expresa como una suma de funciones coseno y una 
constante 

f(t) = ~o + ~akCos (2k:) 

(ronde ak es de la forma 

4 rT
/
2 

(2k1rt) 
ak = T Jo cos T f(t)dt 

Consideremos ahora una función f(t) impar. Ésto es, f(t) = - f( -t) 
para todo t 

Su desarrollo en serie de Fourier es de la forma 

" ao ~ (2k7rt) (2k'Trt) J~t) = 2 + ~akcos T + bksen T 
k=l 

con 

2 rT
/
2 

(2k'Trt) 
ak = T LT/2 COS T f(t)dt 

y 

2 rT
/

2 
(2k'Trt) 

bk = T J-T/2 sen T f(t)dt 

5 ver apéndice B.l 
6ver apéndice B.2 

n=O,1,2, ... 

n = 1,2,3, ... 
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como f(t) y sen(x) son funciones impares, su producto f(t)sen(x) es una 
función par7 y 

2 ¡T/2 (2km) 4 ¡T/2 (2k1rt) bk = - sen - f(t)dt = - sen -T f(t)dt 
T -T/2 T T o 

Por otro lado, cos(x) es una función par, de modo que f(t) cos(x) es una 
función impar y 

2 ¡T/2 (2km) ak = - cos -- f(t)dt = ° 
T -T/2 T 

Por lo que hemos demootrado la siguiente: 

Proposición 3 Si f(t) es una funci6n periódica impar con periodo T, en
tonces su serie de Fourier se expresa como una suma de funciones seno 11 
una constante 

ao ~ (2k1rt) f(t) = "2 + {;;: bk sen TI 

donde bk es de la forma 

4 ¡r/2 (2km) 
bk = T Jo sen T f(t)dt 

En esta sección hemos hablado solamente del desarrollo en series de 
Fourier de funciones periódicas con periodo T. Si tenemos una función f (t) 
no periódica definida en un intervalo finito (O, a), se puede desarrollar en una 
serie de Fourier definida solamente en dicho intervalo. 

Lo que se tiene que hacer es una extensión g(t) de la función, de modo 
que g( t) sea periódica con un periodo dado, y que tome los mismos valore; 
que f(t) en el intervalo (O, a). 

Encontremos otra manera de expre;ar las series de Fourier. 

1 ver apéndire B.l 
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~. 
1 

" l.) I~) 

.t'/ k ,,- ,/ 
/ . , 

1 ,. 
«) (.) 

1,1 

Figura 3.7: (a) FUnción definida en el intervalo (O,a). (b) - (g) Distintas extensiones 

periódicas de la función en (a) para obtener series de Fourier. 

3.2.1 Forma compleja de las series de Fourier 

Sabemos que: 

eix = cos(x) + i sen(x) 
e-ix cos(x)-isen(x) 

De donde 

é x + e-ix 

cos(x) = 
2 

eix _ e-ix 
sen(x) = 

2i 

De modo que 

(2krt) (2krt) ak COS T +bksen T 
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Haciendo 

y 

ak + ibk 
C k=---- 2 

c,~~ [~ 1:: coo C~"') ¡(t)dt -;~ 1:: sen C~t) ¡(t)dt] 
Ck=~ ¡~: reos (2~t) f(t)dt - isen (2~t) f(t)] dt 

1 ¡T /2 [ -2k.",] Ck=r f(t) e-T- dt 
-T/2 

Ahora bien 

De modo que 

00 -1 

f(t) = Co + L Ck
ei2

':;' + L Ck
ei2

':;' 

k=1 k=-oo 

o bien, 
00 

f(t) = L Cke 2k;.'" 
k=-oo 

63 
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y los números ck E e se llaman coeficientes de Fourier complejos. Si 1ft) es 
real, entonces Ck Y Ck son complejos conjugados. 

3.3 Transformada de Fourier 

Hasta ahora hemos logrado representar, gracias al método que descubrió 
Fourier, funciones periódicas con periodo T, o funciones no periódicas definidas 
únicamente en un intervalo (O, a) en términos de series de senos y cosenos. 
Pero existen muchas otras funciones que no pertenecen a ninguna de estas 
categorías y nos gustaría poder caracterizarlas también como suma de fun
ciones periódicas. 

La manera de hacerlo es utilizando oscilaciones con todas las frecuencias 
(no solamente múltiplos de una frecuencia dada), formando un continuo en 
los coeficientes (que son las amplitudes) como función de ellas. En principio, 
podría decirse que son funciones periódicas de periodo infinito, y 

2kíí 
T -HX) {::} - --+ O 

T 

Este método se denomina transformada de Fourier, y es de la forma: 

g(t) 

a(f) 

1: a(f)e27Tiftdl 

1: g(t)e-27Tiftdt 

(3.7) 

(3.8) 

De esta manera, se tienen dos representaciones de la misma función: en 
la primera, depende del tiempo; en la otra, es función de la frecuencia. Y 
por medio de la transformada de Fourier se pasa de una a otra. 

Se dice que la transformada de Fourier de g(t) es a(f), o bien, 
'S[g(t)] = a(f) , y g(t) resulta ser la transformada de Fourier inversa. 

Demostremos algunas propiedades de la transformada de Fourier. 

3.3.1 Propiedades de la transformada de Fourier 

.. Sean a, b dos números reales y supongamos que ~[Jl(t)] = Fl 
'S[J2(t)] = F-z 
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La transformada de Fourier es un operador lineal en el espacio vectorial 
de las funciones reales de variable real. Esto es, 

SS[afl(t) + bf2(t)] = aFI + bF2 

Dado que, 

o bien, 

Es decir, 

entonces 
SS[afl(t) + b!2(t)] = aFI + bF2 

Es la propiedad de linealidad . 

• Supongamos que a > O Y SS[J(t)] = FU) 

Entonces 

SS[J(at)] = 1: f(at) e-2triftdt 

sea at = x 

1 loo 2-Ki[z 1 f 
SS[J(at)] = - f(x)e- a dx = -, ,F( -) 

a -00 a a 

Supongamos que a < O Y SS[J(t)] = FU) 
Entonces 

sea at = x 
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1 ¡-oo 2"./% 1 lOO 2"./% 1 f CS[J(at)] = - f(x)e - a dx = -- f(x)e - a dx = - F( - ) 
a 00 a -00 lal a 

Entoncffi, para a E iR y CS[J(t)] = FU) 

(3.9) 

Es la propiedad de escalamiento. 

Observando detenidamente esta propiedad, se puede ver que hacer un 
cambio de escala en el tiempo y contraerlo por un factor a, ffi equivalente a 
expander las frecuencias por el mismo factor a 

Hay otras maneras de reprffientar a la transformada de Fourier. 

Tomando la frecuencia angular, ffi decir, w = 2n f : 

f(t) = - a(w)eiwtdw 1 loo 
2n -00 

a(w) = ¡: f(t)e-iwtdt 

o bien 

a(w) = ~ 1: f(t)e -iwtdt 
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o 

<:) 

Figura 3.8: Al hacer un cambio de ~a en el tiempo de la forma t t-+ at, la transfor
mada de Fourier se calcula como ¡!¡F(f) 

3.3.2 Transformada discreta 

Tanto en el cálculo de las series de Fourier como en el de las transfonnadas se 
requiere de una expresión analítica de la serie temporal, o de una "fónnula" 
que describa su comportamiento en un tiempo dado. En la práctica, es más 
común querer obtener la transfonnada de Fourier (representar en términos 
de la frecuencia) de fenóItleI1a3 en la; que no es fácil encontrar una expresión 
analítica que los caracterice. La. única infonnación que se tiene de la serie 
temporal es una colección de data; o mediciones del estado en el que se 
encuentra en distintos momentos. 

De modo que es necesario encontrar un método que nos pennita obtener, 
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a partir de una colección de datos de una serie temporal, una representación 
de dicha serie en términos de la frecuencia. 

Definición 4 Dada una sucesron acotada de muen N, 8 se define la tmns· 
formada discreta de FouTÍer como 

F(j) 
N-l 

1 L ( ) -2Inr'j = - fke N 
N ' 

j E [D,N -IJ (3.10) 
k=O 

N-l 

f(k) = L F(j)e~ k E [O, N - 1) 
~ 

Ejemplo 2 Dada la sucesión {f (k)} ~=o = {1, 2} su tmnsformada discreta 
de Fourier está dada por: 

de donde 

F(O) 

F(I) 

![f(O)e -2(O~i(O) +f(l)e-2(1~ri(~i l 
2 
! [J(O)e -2(O~1r'(I) + f(l)e -2(14"'(1)] 
2 

F(O) ~[f(O) + f(I)] 

F(I) ~[J(O) + f(l)e- 7ri
J 

C011lQ f(O) = 1, f(l) = 2 Y e-7ri = -1 

F(O) 

F(I) 

1 3 
2[1 + 2] = 2 
1 -1 

= 2[1-2] = 2 

8 Dada una colección de N datos, definimos una sucesión de orden N como el conjunto 

{f(k)} = {[O, f(O)] , [1,/(1)] , ... , [N - 1,/(N - 1)j} 

o bien 
{J(kH~~(/ = {/(O), f(1), .. . , f(N - l)} 

donde el término k de la sucesión se denota f(k). 
Se dice que una sucesión es acotada si tod08 108 térmÍllOEl están acotados pr un valor M . 
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y 

. {3 -l} 
F(j)= 2'2 

De modo que la transformada. discreta. de Fourier es una operación que 
transforma una sucesión {f(k)} de orden N en otra. sucesión {F(j)} del 
mismo orden, sólo que una está dada. como función del tiempo y la. otra. 
como función de la frecuencia [45J. 

I I I I , , 

¡F(j)! 

Figura. 3.9: (A) Sucesión {f(k)} dada en el dominio del tiempo. (B) 'fransformada 
discreta de Fourier de la sucesión en (A), dada en el dominio de la frecuencia. 

Haciendo W = e -¡;' , se tiene 

N-l 

FU) ~ L f(k)Wlci, j E [O, N -lJ 
.1:=0 

(3.11) 

N-l 

f(k) = L F(j)e-Ici k E [O, N -lJ 
jd) 
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Sea F = (F(O), F(l), ... , F(N - 1» f = (1(0),1(1), ... , f(N - l)f 

entonces (3.11) se puede expresar como: 

WO 

WO 

F=~ WO 
N 

WO 

o bien 

WO 

W 1 

W2 

W N - 1 

F=~nf Iv 

WO 

W N - 1 

W2(N-l) 

f (3.12) 

W(N-l)(N-l) 

(3.13) 

donde n = (aNxN) es una matriz simétrica de orden N, en donde 
amn = anm = wmn

. 

Transformada rápida de Fourier 

De acuerdo a (3.11), la transformada discreta de Fourier {F(j)} de una 
sucesión {J (k)} está dada por 

N-l 

F(j) = ~L f(k)Wki , j E [O, N -1J 
k=O 

de donde se observa que cada término F(j) se obtiene al sumar N términos, 
cada uno de ellos dado por una multiplicación de números complejos. Al ser 
N funciones las que determinan la transformada discreta de Fourier, podemos 
calcular {F(j)} realizando N2 sumas y N2 multiplicaciones. 

Si N es muy grande, los cálculos pueden llegar a complicarse mucho y es 
por eso que se recurre a la transformada rápida de Fourier. 

En 1965, J. W. Thkey y J. W. Cooley idearon un algoritmo que simplifi0l1 

bajo ciertas condiciones, los cálculos para obtener la tranformada discreta dtl 
Fourier de una sucesión {J (k)}. Todo algoritmo que facilite el cálculo de la 
transformada discreta de Fourier es llamado transformada rápida de Fourier 
(FFT). 

Una manera de encontrar algoritmos es la siguienw: 
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Dada 3.12 se simplifica n por medio de operaciones matriciales, de modo 
que sea más sencillo calcular 3.13. Este tipo de algoritm~ no reducen cons~ 
derablemente el número de operaciones a realizar, pero sí reducen su dificul
tad. ¡14} 

Hay otras maneras de encontrar algoritm~ que determinen una trans
formada rápida de Fourier basados en teoría de nÚIIlelUi o transformaciones 
polinomiales. [45} ,[14J 

3.3.3 Espectro de potencias 

C..oIDO se puede apreciar, tanto la transformada de Fourier como la serie 
de Fourier y la transformada discreta, pertenecen a la teoría de ~ 
compleja, de modo que para facilitar las cuentas se define el espectro de 
potencias como el cuadrado de la magnitud de dicha transformada 

SU) = la(J)12 

~ puede realizar así una gráfica cuyo eje de las abscisas está dado por 
~ frecuencias ¡ , y el eje de las ordenadas por SU) 

l .:.. . 

I ¡I . ; 

i:\l 1, 

L -.---J.1---,---,F\>----

Figura 3.10: Función y su espectro de potencias 
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En caso de haber calculado la transformada discreta de Fourier, la gráfica 
del espectro de potencias SU) como función de las frecuencias, es también 
llamada peridograma . (47j. 

Norbert Wiener y Aleksandr Khintchine encontraron que el espectro de 
potencias SU) es la transformada de Fourier de la función de autocorrelación 
C(t), en el caso en el que SU) es el espectro de potencias de un pI"<>CffiO 
estacionario [35]. Esto es: 

SU) = 1: C(t)e-27ríftdt (3.14) 

= 1: C(t)[cos( -2'1I}t) + isen( -271}t)] dt (3.15) 

¡: C(t) [cos(271}t) - i sen(271}t)] dt (3.16) 

= 1: C(t) cos(27rjt)dt - i 1: C(t) sen(27r jt)dt (3.17) 

y como C(t) es una función par: 

SU) = 1: C(t) cos(27r jt)dt 

o bien: 

SU) = 21
00 

C(t) cos(27r jt)dt (3.18) 

La ecuación (3.18) es importante porque nos permite relacionar al ~ 
tro de potencias y la autocorrelación. En ocasiones puede resultar muy difícil 
calcular directamente uno de ellos, de modo que conociendo el valor de uno 
de ellos podemo; obtener, a partir de dicha ecuación, el valor del otro. 



Capítulo 4 

Ruido 1/ f 

4.1 Ruido de colores 

Al graficar el espectro de potencias de las series temporales y ver la potencia 
que caracteriza a cada una de las frecuencias, podemos saber algunas carac
terísticas del sistema dinámico al que corresponde. Analizando dicha gráfica 
y metaforizando ron las ondas de luz visible, podemos relacionar los rolores 
del espectro de luz con los tipos de ruido existentes [30). 

Se dice que el ruido tiende al rojo si las frecuencias pequeñas predominan 
sobre las grandes. Este tipo de ruido se encuentra en el estudio de dináInic,J 
poblacional y en oceanografi&. 

En el ruido azul, en posición al rojo, las frecuencias altas predominan 
sobre las bajas. 

Al graficar el espectro de potencias de algunos sistemas dinámicos y ~ 
que las frecuencias bajas están más representadas que las altas, puede suce<Wr 
de distintas maneras. En muchas ocasiones, se encuentra que la relación entre 
una frecuencia y su potencia es como la gráfica de 1/ f. 

El ruido 1/ f es un ejemplo de una ley de potencias y lo que dice es que 
la frecuencia con la que ocurre un evento es inversamente proporcional a su 
tamaño. Es decir, el tamaño es proporcional al inverso de la frecuencia f. 

Este tipo de relación inversa entre el tamaño de un evento y la probab~ 
lidad de que ocurra es llamado ley 1/ f. 

La ley 1/ f se puede observar en muchos sistemas aparentemente diferen
tes, pero en ocasiones en lugar de ser proporcional a 1/ f, el tamaño varía de 

73 
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CAPÍTULO 4. RUIDO 1/ F 

1.5 2 f 2.5 3 3.5 4 

Figura 4.1: Espectro de potencias de ruido l/f. 

manera directamente proporcional a 1/ r para a > O. 

4.1.1 El color del ruido y el parámetro a 

De acuerdo al valor de a, existen distintos tipos de ruido: 

Si a = O, se dice que el ruido es blanco. Así como la luz blanca es 
la combinación de todos los colores del espectro, el ruido blanco es aquél 
en el que están reprffieIltadas todas las frecuencias. Este tipo de ruido es 
independiente de la frecuencia (por ser a = O). En el ruido blanco, cada valor 
del proceso es "una sorpresa" independiente de su historia, de sus valores 
pasados. El proceso no tiene periodicidad ni patrones reconocibles. (La 
gráfica del espectro indica : "todas las frecuencias con la misma amplitud") 

¡ 
3: 
¡ 

2J 

I 
l j ---------~-------- . 

L __ 
00 3 

a=O 

4 
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Figura 4.2: Gráfica y espectro de potencias del ruido blanco. Todas las frecuencias están 

igoáhnente representadas con la misma amplitud. 

Si a = 1, se dice que el ruido es color de rosa. El ruido rosa parece !Q" 

ubicuo en la naturaleza. Su estructura permite la alternancia de sorpresas 
(pero no demasiadas) con situaciones predecibles (tampoco excesivas, es de
cir, no es completamente previsible ni completamente independiente de su 
pasado). El ruido rosa está presente, por ejemplo, en la música clásica e 
incluso en alguna música moderna. 

(La gráfica en ejes logarítmicos del espectro tiene pendiente -1 e indica: 
"A menor frecuencia mayor amplitud y a mayor frecuencia menor amplitud.") 

41 

J 
I 

S2L 
I'~ 

11 "", 
i ~", 
~~----~----~~,----~~--~ o ~ 3 4 

a=1 

Si a = 2, se dice que el ruido es café (la gráfica en ejes logarítmicos del 
espectro tiene pendiente -2) 
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Figura 4.3: Gráfica y espectro de potencias del ruido rosa. Tienen todas las frecuencias 

representadas, pero influyen más las frecuencias pequeñas que las grandes. a = 1 

o ~ 3 

Q=2 

Si Q > 2, se dice que el ruido es negro. Su espectro de potencias desciende 
con la rapidez de una hipérbola cúbica, de modo que refleja un gran dominio 
de las frecuencias bajas sobre las altas. El ruido negro se asocia tanto a 
lO'! desastres naturales (inundaciones), como a lO'! artificiales (apagones y 
tendencia bajista de lO'! mercadO'! financieros.) 

La combinación de una estabilidad dinámica mínjma y de lO'! escalamien
tos espaciales da origen a una ley de potencias para fluctuaciones temporw. 
El ruido se propaga en términO'! del efecto dominó l perturbando lO'! estad~ 
mínimamente estables. 

1 En los sistemas donde se presenta el efecto dominó, un evento pequeño puede provocar . 
reacciones en cadena de todos loa tamaños e inclUBO puede dar lugar a una "catástrofe". 
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Figura 4.4: Serie temporal y espectro de potencias del ruido café. a = 2 

Veamos ahora qué pasa con la autocorrelación cuando estamos en presen
cia de ruido 1/ f. Dada una serie temporal cuyo espectro de potencias es de 
la forma 

SU) '" ¡-a 

y a partir de la fórmula obtenida en el cápítulo anterior, que relaciona el 
espectro de potencias y la autocorrelación, tenemos que: 

o bien 

Resolviendo 2 

(21ri)"'-1 
C(t) = 1ri t"'-l 

(a-1)! 

2Un teorema de la variable compleja dice que [28) : 
J~oo ¡ - <>e21fi / 1d¡ = 1ri Res (J-<>e21fi / l , O) 
Haciendo la expansión de Laurent tenemos ¡-<>e21fi / t 

1+(21fi/t)+ j' .. ,t,)~ + .. + (''''/0'''-1 +... . (''''1)' (2 .. 'Oa-1 
21 Ca 1)1 = 1 + 21flt +....,...ll..... + . .. + ~ + .. . 

fa "F ]o=T 1"'-' / 
De donde Res (¡-Qe21fi / t O) = (2".it)" ~1 

, (<>-I)! 
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Figura 4.5: En el ruido negro o: > 2 

Es decir, 
C(t) '" to:-1 (4.1) 

De donde S = ¡ - o: corresponde a correlaciones en el tiempo extremada
mente grandes cuando o: --+ 1 

Las variaciones auto-semejantes en diversas escalas temporales producen 
un espectro de potencias que tiene una distribución 1/ ¡ Y presentan correla
ciones temporales de largo alcance implicando persistencia o memoria. El 
espectro de potencias de la forma 1/ ¡ fue introducido por Van Der Ziel en 
1950 y es ubicuo en los sistemas dinámicos de la naturaleza; tiene una bis
toria larga de más de 40 años de documentación de observación en todos los 
campos de la ciencia y del comportamiento de otras áreas. 

Dentro de las investigaciones hechas al respecto, se ha encontrado que 
procesos estocásticos estacionarios que se encuentran en condiciones de au
tosemejanza (como sucede con los de algunos seres vivos) generan ruido 11 f , 
sin importar el tipo y número de variables. 

4.2 Aspectos estadísticos de l/f. ¿Cómo se 
detecta? 

Muchos fenómenos en la naturaleza que presentan correlaciones temporales a 
largo plazo, como son temblores, flujos de río, lluvias, ritmo cardiaco o presión 
sanguínea, presentan un espectro de potencias de la forma 1/ r con o: > o. 
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Es muy difícil diseñar un modelo que encaje en todas las dinámicas de 
cada uno de los distintos fenómenos que presentan ruido 1/ f. Por ello, es im
portante encontrar (si es que existen) propiedades generales que caractericen 
a todas las dinámicas. Como parte de este interés por encontrar un perfil 
común o un mecanismo genérico, algunos investigadores intentaron identi
ficar el ruido 1/ f en términos del exponente a, considerando series en un 
lapso corto debido a que los sistemas en cuestión pueden presentar cambios 
frecuentes en su comportamiento{34}. 

Se han encontrado diversas maneras para obtener el valor de a. Veamos 
(Illé tan útiles resultan ser algunos de estos métodos de estimación en términos 
de su varianza y sesgo. 

Los estímadores a analizar son: 
(1)-Regresión lineal del espectro de potencias calculado por medio de la 

transformada rápida de Fourier (FFT), después de la transformación logarít
mica de frecuencia y amplitud. 

(2)-Regresión lineal del espectro de potencias integrado sobre bandas 
logarítmicamente espaciadas [34]. 

(3}-Exponente de Hurst [13]. 

(4)-DFA: Estadística propuesta por Peng motivada por el exponente de 
Hurst (33). 

(5)-MLE: Estimador de máxima verosimilitud propuesta por Deriche y 
Tewfik [34]. 

El método a seguir es el método Monte-Carlo, que consiste en generar 
muchos procesos de la forma 1/ f'" con un a dado y posteriormente con ayuda 
de un estimador obtener un valor a en cada proceso. La diferencia entre la 
media de las a y el verdadero valor a indica el sesgo del estimador y la 
varianza de a en cada proceso indica la varianza del estimador. 

Se espera que ambos dependan de a por lo que hay que repetir el aná.lisis 
para distintos valores de a . 

4.2.1 Método 1 Regresión lineal por medio de la trans
formada rápida de Fourier 

Como el ruido 1/ f recibe su nombre debido a la gráfica de su espectro de 
potencias, es natural caracterizar a a de acuerdo a dicha gráfica. 

eSTA TESIS NO SALE 
n EL!\. RIBl.l a TECA 
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Para ello se hace uso de la transformada rápida de Fourier, a partir de la 
cual se calcula el espectro de potencias S(f) de la serie temporal (o de l~ 
dat~ registrad~). Una vez encontrado dicho valor, se estudia la dependencia 
entre l~ logaritmos naturales del espectro de potencias S(f) y de la propia 
frecuencia f. 

Si se tiene ruido 1/ f , es decir S(f) = af-o , entonces InS(f) es aproxi
madamente una función lineal decreciente de In f de la forma: 

InS(f) = !na - alnl 

De manera que su gráfica en el plano log -log es una recta de pendiente -a, 
y este valor se obtiene mediante una regresión lineal. 

4.2.2 Método 2 Regresión lineal integrando sobre ban
das logarítmicamente espaciadas 

Hay d~ razones por las que el método 1 no es el óptimo. 

-La transformada rápida de Fourier produce estimaciones que están uni
formemente espaciadas en f, pero que están logarítmicamente espaciadas en 
In f. Es decir, hay muchas estimaciones con frecuencias altas y muy pocas 
con frecuencias bajas; por ésto, el método 1 refleja el patrón para frecuencias 
altas e ignora lo que sucede con las bajas. 

-La transformación logarítmica no preserva estructura en la varianza de 
las estimaciones en cada frecuencia. Las estimaciones en frecuencias con 
mucha amplitud tienen varianzas menores a las de frecuencias con baja am
plitud. Como en el ruido 1/ f se asocia baja frecuencia con gran amplitud, el 
final de la serie presenta mayor varianza y por ende, se produce una estruc
tura "triangular" en la que los valores má.xim~ de las potencias varían más 
despacio que l~ valores mínim~ (ver figura 4.lOB). 

Esto n~ lleva a considerar otro estimador de a que se base en una esti
mación espectral cuyos intervalos dependan linealmente del logaritmo de la 
frecuencia. 

Lo que se hace es integrar sobre las bandas [wo, ¡3wo], [¡3wo, ¡32wo]' 
[¡32 wo , ¡fwol· .· calculando así: 

,Bk+1
Wo 

S(k) = L S(f) 
f =,akwo 
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y la regresión se calcula en In S (k) vs In ~. Se encontró que la pendiente de 
la recta ES 1 - a. [34] 

4.2.3 Método 3 Exponente de Hurst 

Hurst quería calcular el tamaño de una presa en el lago Alberta para tener 
los niveles más bajos de fluctuación. Consideremos una serie de tiempo B (t) 
de longitud N donde se encuentran registrados los nivelES de la presa en cada 
tiempo t. Hurst estudió las relacionES entre los valorES máximo y mínimo de 
la presa considerando ventanas temporales de distintos tamaños (subse1'ie$ 
de tamaño n de la serie de tiempo original). Observó que las fluctuacionES 
alrededor de la media causan que el volumen aumente o disminuya. De modo 
que calculó: 

n 

X(n) = L [B(k) - B] 
k=l 

donde B ES el promedio de B(t). 
Posteriormente, Hurst analizó el rango de fluctuación en el volumen (de 

la prESa), es decir, la düerencia entre los nivelES máximo y mínimo. 

Figura 4.6: Presa cuyos niveles de agua están registrados en B(t). La diferencia acu

mulada entre el flujo de entrada y salida está representada en X( t) Y el rango R es la 

diferencia entre los niveles máximo y mínimo de la presa. 
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Para ello, calculó el rango rescalado; es decir, el rango R dividido entre 
la desviación estándar ST D de la integral del flujo del río, donde 

R = max X(n) - min X(n) 
l$n$N l$n$N 

es decir, 

n n 

R = max '"' [B(k) - BJ - min "[B(k) - B] 
l<n<N L.,¿ l<n<N L.,¿ 
- - 1=1 - - k=l 

Encontró que el rango rescalado S:D depende de la escala temporal (el 
tamaño de la ventana). Entre más grande es la escala, más largo es el rango 
rescalado [131-
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Figura 4.7: Niveles anuales de la presa en el Lago Alberta (linea punteada) y su diferencia 

acumulada con la media (acumulación al tiempo t calculada a partir de la diferencia entre 

el flujo de entrada y salida). 

En muchas series temporales, como en el caso del flujo del lago Alberta, 
la relación tiene forma de ley de potencias cuantificada por el exponente H . 
Es decir, 

R H 
STD '" n 
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de donde 
R 

ln-- '" Hlnn 
STD 

que en la gráfica :J D como función de n representa un segmento de recta 
con pendiente H. 

Para series con ruido 1/ r se tiene3 

a = 2H + 1 

4.2.4 Método -4 DFA 

Peng y sus colaboradores introdujeron este método basado en el análisis de 
caminatas aleatorias. 

Para calcular esta estadística (llamada DFA debido a las siglas de su nom
bre en inglés Detrended Fluctuation Anaiysis) [33], dada una serie temporal 
B(t) de longitud N se define: 

k 

y(k) = 2:[B(t) - Bproml 
t=l 

donde B(t) es el estado de la serie en el tiempo t y Bprom es el promedio de 
los estados. 

Posterionnente, se divide la serie obtenida en segmentos más pequeños 
de longitud n. En cada segmento se encuentra una recta que asemeje el 
comportamiento de la serie por medio de la técnica de minimos cuadrados. 
Dicha recta representa la tendencia del segmento correspondiente. 

Denotando la coordenada de la recta en el eje de las abscisas como Yn(k), 
se elimina la tendencia en la serie integrada y(k) restando Yn(k) en cada uno 
de los segmentos. 

Haciendo 

F(n) = 
1 N 

N 2:[y(k) - Yn(k)J2 
k=l 

y calculándolo para distintos tamaños de n, se grafica In F( n) vs In n y el 
resultado es una recta con pendiente d. 

3En la literatura H = 1/2 se asocia con ruido café por el paso de integración al principio 
del análisis. 
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, .. 

Figura 4.8: (a) Serie temporal de tamaño N = 100 (b) Serie integrada y(k) correspon

diente a (a). Las líneas verticales dividen a y(k) en segmentos de longitud n = 100 y en 

cada uno de ellos, se aproxima y(k) a una recta por el método de mínimos cuadrados. 

Realizando diversas pruebas con seriffi de tiempo con ruido 1/ r donde 
el valor de a ffi conocido, se encontró que: 

• Las seriffi que no presentan correlación alguna, ffi decir, seriffi con ruido 
blanco, mUffitran en la gráfica de In F (n) como función de In n un 
segmento de recta con pendiente d = 0.5 

• Las seriffi de tiempo que prffientan ruido rosa, exhiben un segmento de 
recta con pendiente d = 1 en la gráfica de In F( n) como función de In n 

• Las seriffi temporalffi cuyo ffipectro de potencias ffi de la forma 1/ j2 
(ruido café) muestran en la gráfica de InF(n) como función de Inn un 
segmento de recta con pendiente d = 1.5 
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De modo que se tiene 

a d 
O 0.5 
1 1 
2 1.5 

realizando más investigaciones y experimentos se llegó a que el valor encon
trado d cumple 

a=2d-l 

&te estimador pennite detectar correlaciones a largo alcance en ~ 
temporales no estacionarias y es utilizado, por ejemplo, para analizar se
cuencias de DNA . 

4.2.5 Método 5 Estimador de máxima verosimilitud 

A pe;ar de que la descripción del ruido 1/ r está dada en términos del espec
tro de potencias, podemos establecer una correspondencia a la descripción en 
términos de la autocorrelación C(k). Dado que la serie temporal corresponde 
a ruido 1/ r, se tiene por 4.1 que C (t) "" t a - 1• De modo este método con
stite en encontrar un valor de a para el cuál se maximiza la función Pa(B). 
Siendo B = B(t) una serie temporal, y Pa(B) es la probabilidad de encontrar 
una serie temporal de tamaño N, con autocorrelación C (t). Dicho de otra 
manera, Se obtiene la autocorrelación de la serie temporal B (t) a partir dé 
la fórmula 3.1 obtenida en el capítulo anterior, y se trata de encontrar un 
vruor de a para el cuál C ( t) '" ta - 1. El valor que maximize esta relación es 
el valor requerido. 

Este método es llamado MLE debido a las siglas de su nombre en inglé; 
Ma:timum Likelihood Estimator. 

En la figura 4.9, se observa que el decaimiento de ~:~~? es cada vez más 
pequeño conforme a se acerca al; es decir, hay autocorrelación entre segmen
tos separados por retrasos grandes. Esto reafirma nuestro cálculo realizado 
en la sección anterior. 
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Figura 4.9: Gráfica de la función de autocorrelación r(k) normalizada, para distintos 

valores de a cercanos a 1. 

4.3 Comparación de estimadores 

4.3.1 Formación de señales de prueba 

Para poder llevar a cabo el análisis de los distintos estimadores, es necesario 
construir seriffi temporalffi que prffienten un ffipectro de potencias ffipecífico. 

Una manera de hacerlo es por medio del inverso de la transformada de 
Fourier. Dado un ffipectro de potencias, se obtiene el valor de la amplitud 
en cada frecuencia, y se calcula la inversa de la transformada de Fourier. 

C-omo no ffitán ffipecificadas las fases , ffitas se pueden escoger libremente 
(respetando la simetría compleja conjugada de la transformación de Fourier 
de seriffi temporalffi realffi) y por lo tanto existen muchas seriffi temporales 
que prffientan el mismo ffipectro de potencias. 

Las seriffi obtenidas experimentalmente no prffientan una ley 1/ r exacta 
o perfecta. U na razón ffi que las medidas hechas experimentalmente son sólo 
una colección de datos; son sólo una mUffitra hecha en un lapso finito. 

Para comparar los estimadores a analizar, Pilgram y Kaplan (34} crearon 
una serie temporal de tamaño 64K que presentaba ruido l/r. Posterior-
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Figura 4.10: (A) Espectro de potencias de un prooeso con perfecta ley de potencias de 

longitud 64K. (B) Espectro de potencias de un segmento de longitud 32K de la misma 
señal de (A). 

mente dividieron la serie en segmentos no acoplados para su análisis. Para 
cada valor de a usaron 50 segmentos (para obtener así la varianza del estj.. 
mador para un a dado) y analizaron 21 valores diferentes de a entre O y 2. 
(ver figura 4.10) 

Los resultados para segmentos de longitud N = 256 se presentan en la 
figura 4.11 

Dedo a, ¿cuál es el rango en el que se puede encontrar el verdadero valor 
de a? ¿ Qué estimador nos da el rango más pequeño en donde se encuentra 
la verdadera a? 

Para resolver estas preguntas se traza en la gráfica una línea horizontal en 
d wUor de a y se mide el ancho de la banda donde se encuentran los valores 
de a que pudieron producir a. Por ejemplo, en el caso del estimador de 
Hurst (método 3) para a = 1 el rango de a es [0.25, 1} mientras que a = 1.6 
corrm;ponde a valores de a en {0.9; 2). 
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Figura 4.11: (A) Estimación de exponentes usando método 1 (B) utilizando método 2 
(C) USIUldo método 3 (D) A partir del método 4 (E) En base al método 5, 

4.3.2 Resultados 

~ segmenta> son de longitud n = 256 
Si tomamos a = 1, para el método MLE se tiene que a E [0.75,1.15) Y 

para el método DFA a E [0.75, 1.4OJ. Por supuesto, asumiendo que hay ruido 
l/r· 

1bdo esto indica que el método MLE es el más confiable. 

Otra manera de obtener más información de la figura 4.11 , es calcular 
la diferencia entre a y a para cada serie temporal y calcular la desviación 
estándar y el promedio. Si obtenemos un promedio en las diferencias distinto 
de cero, entonces sabremos que el estimador es parcial. La desviación están
dar indica la variabilidad entre un a y otro, dadas series de tiempo distintas 
y a constaat~. 

La siguiente tabla muestra la desviación estándar (STD) y la tendeD-
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cia o sesgo promediado sobre todos los valores de a para los 5 estimadores 
analizados. 

Método Sesgo STD 
Regresión de la FFT 0.08 0.14 
Regresión de bandas integ. 0.03 0.26 
Hurst 0.31 0.16 
DFA 0.04 0.17 
MLE 0.07 0.10 

MLE tiene la menor desviación estándar pero no el sesgo más pequeño. El 
método de regresión lineal integrando en bandas logarítmicas tiene el menor 
sesgo, pero su desviación estándar es la más grande. De modo que el método 
MLE "parece" ser el que más se aproxima, en todos los sentidos, al verdadero 
valor de a. 

¿Qué pasa con la longitud de la serie temporal? ¿Qué longitud es la 
adecuada para obtener una ''precisión aceptable" en todos los métodos? 

Analizando la desviación estándar de series con distintas longitudes entre 
n = 256 Y n = 8192 se tienen los siguientes resultados: 

En la figura 4.12 se pueden comparar las desviaciones estándar de los 
estimadores cuando a = l . 

Se observa que entre más grande es el tamaño de la muestra, los es
timadores encuentran valores de ti más cercanos a a. Los estimadores que 
tienen menor desviación estándar son el de regresión lineal de la tranformada 
de Fourier y el MLE.(34) 

En el siguiente capítulo utilizaremos algunos de estos estimadores para 
saber si algunas series de tiempo, obtenidas a partir de fenómenos en la 
naturaleza, exhiben ruido 1/ J-



90 CAPÍTULO 40 RUIDO l/F 

00~7.,ooo=--:;;_=--;_:;;-M~ 1000 7'000 eooo ____ o 

\ -- ----- -____ o 

Figura 4.12: Desviación estándar de 106 distintos estimadores: regresión de la transfor

mada de Fourier (o), regresión sobre bandas logarítmicamnete espaciadas (0), método de 

Hurst (x), DFA (+), MLE (*)0 



Capítulo 5 

Leyes de potencia en la 
naturaleza 

El hecho de que los fractales y las leyes de potencias presenten autosemejanza 
y estructura a todas las escalas, ha provocado un gran interés, entre los 
estudiosos de las más distintas ramas del conocimiento, por buscar estas 
características en fenómenos que ocurren en la naturaleza.. 

De hecho, muchos fenómenos en la naturaleza presentan fractalidad es
pacial y un comportamiento de ley de potencias; su variedad es inmensa: 
resistencias, membranas celulares, variación anual del volumen de los ríos, 
intervalos del latido del corazón en mamíferos, y la geometría de los pul
mones, por mencionar sólo algunos. 

Veamos algunos ejemplos del comportamiento y la dinámica que se pre
senta en algunos de ellos. 

5.1 Impulso cardiaco 

El impulso cardiaco nace en la aurícula derecha del corazón, en el punto 
conocido como nodo senoatrial ubicado en la parte alta del corazón, en la 
aurícula derecha. Por medio de un sistema de conducción eléctrico, el impulso 
se distribuye por todo el corazón llegando primeramente al nodo auriculoven
tricular de donde se dirige al tabique interventricular ayudado de un sistema 
de conducción llamado haz de H~. 

El haz de His se divide en dos áreas (derecha e izquierda) que presen-

91 
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tan una ramificación en unas fibras llamadas Purkinje, formando lo que se 
denomina sistema His-Purkinje. Este sistema ffi el rffiponsable de distribuir 
el impulso por ambal ventrículos transmitiéndolo a las paredffi musculares 
y produciendo en ellos una contracción, lo que se manllffita como latido 
cardiaco. 

Goldberger y su equipo de invffitigación propusieron que dicha ramifi
cación del sistema His-Purkinje ffi una ffitructura autosemejante que repre
senta un conjunto fractal en el que cada generación presenta mayor detalle en 
el proceso. En cada vértice de dicha red, el impulso cardiaco activa un nuevo 
impulso a lo largo de cada rama o fibra del sistema de conducción dando 
lugar a dos impulsos. Es decir, un impulso que entra a una red con M ramas 
distalffi, generará M impulsos entre la frontera de la red y el miocardio. 

haz de Bis 
rama izquierda del haz 

Fjgura 5.1: Sistema His-Purkinje 

El impulso sale del nodo senoatrial y se convierte en varios impulsos con 
la misma amplitud. Cada nuevo impulso debe avanzar una longitud diferente 
para llegar al miocardio y ahí se sobreponen para formar el impulso QRS. 
La distribución en trayectorias con distinta longitud como rffiultado de la 
naturaleza fractal de las ramas, da lugar a una distribución de tiempos de 
correlación Te entre las distintas fibras que llegan al miocardio. La distrib~ 
ción p( Te) puede obtenerse con un argumento semejante al que utilizaremos 
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en el modelo del pulmón. 
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Figura 5.2: Esta gráfica muestra la presencia de invarianza de escalas y de ruido l/f en 

\os latidos del oorazón. 

Denotemos a la función de correlación construida a partir de la serie tem
poral QRS como C(t) y descompongámooa en una distribución de exponen
ciales. Supongamos que la trayectoria más grande en el sistema His-Purkinje 
tiene como función de correlación a c(t) = e-t, es decir, T" hace referencia 
al tiempo en que se atraviesa dicha trayectoria. Te por lo tanto, depende de 
la longitud de la trayectoria y de la velocidad con la que se recorre; la cual, 
a su vez, depende del diámetro de la rama. 

Si la longitud de la trayectoria y el tiempo de recorrido se distribuyen de 
manera escalar con escasas longitudes de trayectorias y tiempos de recorrido 
pequeños, considerando una secuencia con tiempos de correlación menores 
cada uno con una pequeña probabilidad p. Amplifiquemos c(t) de modo 
que el tiempo de correlación sea NT". De nuevo, en la segunda etapa de 
amplificación, que suponemos ocurre con probabilidad r, el tiempo de ro
rrelación principal Te se vuelve NlT". La nueva función de correlación C(I,) 
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que contiene niveles de amplificación continuos es 

C(t)=(1- P){C(t)+ ~C(~)+ ~2C(~)+ .. -} 
de modo que 

C(t)= ~C(~) +(1-p)c(t) 

y conforme t --+ 00, C(t) = ~, donde 1-" = l~~lf:). (Aunque para 
nuestro análisis Te, corresponde a tiempos de relajación más pequeños) 

EBto significa que el factor de e;calamiento cumple 

N<1yl-"<O 

Haciendo un cambio de variable (parámetro positivo) v = -1-" tenemos 
C(t) = A(t)tV -. l, donde A(t) es en general una función armónica en lnt eon 
periodo In -j;¡ • 

El espectro de potencias SU) del impulso QRS es 

SU) = 2100 

A(t)tv
-

1 cos(27rft)dt 

Si A(t) cambia lentamente como función del tiempo o si permanece 
mnstante, como se vió anteriormente, se tiene que SU) '" ]" 

En estudios generales, el exponente v puede depender de otros parámetros 
como temperatura o presión. 

De modo que de acuerdo a estos análisis, la onda QRS debe presentar un 
espectro con ley de potencias inversa Esto fue verificado por Goldberger y 
su equipo de investigadores graficando el espectro de potencias de la dep<>
larización ventricular normal (QRS) de 21 personas saludables, obteniendo 
la figura 5.3 

De modo que se generó ruido 1/ r mediante el mecanismo de amplifi
cación. 

La presencia de correlaciones a largo plazo en el ritmo cardiaco humano, 
implica que saber algo sobre un intervalo del latido de un corazón, da alguna 
información sobre otro intervalo en un tiempo posterior. Se encontró que 
Q ~ 1 (ruido r053) 



5.2. SISTEMA RESPIRATORlO 

~~~ .... 
• r- &e=cia 11 

tl u ... u 
log (frecuencia) 

95 

u 

Figura 5.3: Espectro de potencias de la depolarización ventricular normal que muestra 

la existencia de ruido rosa. 

El espectro de frecuencias del corazón presenta, en ciertas condiciones, 
llll comportamiento caótico, que sigue leyes fractales. La única forma de 
explicar este comportamiento fue suponer que la red de His-Purkinje tiene 
una estructura fractal: un laberinto que se ramifica de tal forma que es 
autosimilar a escalas cada vez más y más pequeñas. 

5.2 Sistema respiratorio 

La observación directa de los pulmones (figura 5.4) muestra tanto una gran 
cantidad de irregularidades locales como una notable estructura, necesarias 
para llevar a cabo las funciones propias de recepción, intercambio y distribu
ción en el torrente sanguíneo, del oxígeno del aire. 

En la figura 5.4 se observa que la tráquea se divide en dos ''ramas'' , que 
cada una de ellas se divide a su vez en otras dos y así sucesivamente. Si 
llamamos z el nivel en el que nos encontramos, el número de ramas que hay 
se puede calcular por medio de la fórmula N (z) ",. 2% . 

Weibel y Gómez querían determinar el tamaño de cada una de las ramas, 
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Figura 5.4: Estructura del pulmón que muchos investigadores consideran fractal. 

y para ello hicieron la suposición de que el diámetro de las ramas sigue la ley 
de escalamiento 

donde q < 1, y dz es el diámetro de la rama en el nivel z, (veáse [46]). De 
esta manera 

o bien 

con a = lnq-l 

d
z 

= eZ1nqdo 

d
z 

= e-zlnq-ldo 

dz = e- azdo 

Sin embargo, se dieron cuenta que estos resultados no concordaban del 
todo con las mediciones experimentales, sino solamente a lo largo de 10 nive
les.(ver figura 5.5) 

Si se propone una ley de escalamiento semejante a la utilizada en el ritmo 
cardiaco, esto es, hacer un escalamiento de la fonna: 

G (O = (~) G Ct) + (1 - p) g (~), 
se obtiene como resultado una fórmula de reducción en el promedio del 
diámetro, que sí concuerda con las observaciones experimentales. 
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Figura 5.5: Weibel y Gómez graficaron datos obtenidos considerando 23 niveles. Se es

peraba que una línea recta fuese una buena aproximación de los datos, pero ésto solamente 

ocurrió hasta el décimo nivel. 

5.3 DNA 

Las secuencias de DNA poseen una gran cantidad de información genética que 
en ocasionffi ffi útil reprffientar matemáticamente. U na manera de hacerlo, ffi 
mediante la técnica de caminatas aletorias. Esto ffi, dada la información del 
DNA, cada una de las bases A, T, G, C reprffienta un paso en una dirección 
determinada. 

En la caminata aleatoria obtenida, se pueden buscar correlacionffi, e in
cluso se puede determinar si la secuencia analizada codifica o no una proteína 
(ya. que las regionffi codificadoras tienen distinta correlación a la de las que 
no codifican). Las moléculas de DNA prffientan correlacionffi en forma de 
leyes de potencia, donde las correlacionffi de largo alcance corrffiponden a las 
zonas que no codifican una proteína. 

Otra manera de representar a la secuencia de DNA ffi por medio de cuatro 
señalffi Uk (con k = 1,2,3,4) o sucffiionffi binarias (con ceros y unos) cada 
una de las cualffi asigna el valor 1 a uno de los cuatro símbolos {A,T,G,C} y 
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cero a los demás. De esta manera, la primera señal asigna 1 cuando encuentra 
una A, la segunda cuando encuentra una T, etcétera. 

Denotando Sk{W) como el espectro de la señal Uk, entonces 

" S(w) = L Sk(W) 
k=1 

&te método fue aplicado para analizar el genoma con 229354 bases del 
cytomegalovirus AD 169. En la figura 5.6 se observan las 4 señales que 
representan al genoma, promediados sobre distintas escalas. 

Figura 5.6: 

Con esta gráfica se pueden observar las correlaciones entre distintas bases 
en diferentes escalas y posiciones. Por ejemplo, C y T están anti- correla
cionadas cerca de 160000, tienen correlación cero cerca de 100000, yalrededOl' 
de 115000 tienen una correlación mayor. (Véase [44}) 

Posteriormente se grafica Sk(f). Las gráficas de las cuatro series presen
tan un mismo comportamiento general, el de ruido 1/ f que muestra inde
pendencia de escalá. 
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En algunos casos se analiza el ruido 1/ f en lapsos grandes de tiempo, 
eliminando la frecuencia a partir de la cual se presenta mayor ruido blanco 
68(1) = 8(1) - 8(00) (asumiendo que el ruido blanco es independiente). 
Esto da lugar a la siguiente gráfica 5.7, que muestra también ruido l/f· 
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Figura 5.7: 

En la gráfica 5.7 se observa que A tiene mayor correlación con T , y e 
tiene mayor correlación con G. 

5.4 Migración y extinciones 

En los últimos años, diversas especies de aves han arribado a las islas de 
Hawaii. Los datos indican que la cantidad de aves ha aumentado a tal grado, 
que ocurren avalanchas de extinciones. 

Hay diversas maneras de interpretar los resultados obtenidos. Los estu
dios acerca de la dinámica que ocurre en todas las especies han dado indicios 
de que las extinciones ocurren de acuerdo a una ley l/f. 
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Moulton y Pimm [24J realizaron un registro sobre la llegada y la extinción 
de diversos tipos de aves a las islas de Hawaii. Los registros se realizaron de 
1850 a 1984. Aunque este estudio no es del todo preciso, ya que algunas 
fechas se obtuvieron de citas y documentos históricos, los datos son muy 
aproximados y se tiene información muy importante sobre diversas especies. 

Para estas investigaciones, supusieron que la llegada de las especies de 
aves a las islas se debía a su introducción intencional por parte de los habi
tantes, aunque se consideraron algunos casos en los que las aves cambiaroo 
de hábitat de modo natural. 

No se tomó en cuenta la interacción entre las especies de aves nativas y 
las que llegaron a las islas posteriormente. Esto es debido a que las especies 
nativas se extinguieron casi en su totalidad a causa primero de los colon06 
polinesios y posteriormente de los inmigrantes norteamericanos. Aún hay 
algunas aves nativas pero se encuentran en hábitats donde la mano del hom
bre aún no ha llegado. Debido a ello, los habitantes de las islas introdujeron 
nuevas especies de aves que casi no interactúan con las nativas. 

Calculando la cantidad de extinciones que ocurren de un determinado 
tamaño, se encontró que hay más extinciones de tamaño pequeño que de gran 
tamaño. Hay más décadas en las que solamente una especie se extingue, que 
décadas en las que se extinguen más de 5 especies. 

6.0 -

:i 
ií ' .0 

-8 
o 

j lO 

00 ·1.0 1. 0 6.0 

TIIllIIIo de l. extinción 

Figura 5.8: 
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El tamaño de una extinción se define como el número de especies que se 
extinguen en una década dada, en una isla determinada. 

Los datos de la gráfica 5.8 muestran 59 extinciones de una sola especie, 
en 6 islas diferentes del archipiélago de Hawaii. Debido a que se registraron 
pocas extinciones durante la investigación, y debido a que hay una posible 
interacción entre las especies de cada una de las islas (debido a su dispersión), 
se hizo un análisis conjunto de todas las islas. Analizando lo ocurrido en 
las islas, se encontró que la función de distribución de las extinciones (la 
frecuencia 1 con la que ocurren) se aproximaba a una ley de potencias con 
exponente a = -0.91 , esto es: 

donde s es el tamaño de la extinción 

SO.91 ~ 1-1 

y 
1 1 

s ~ 1- 0 .91 =--
11.09 

Por lo que el tamaño de las avalanchas de extinción es inversamente 
proporcional a la potencia 1.09 de l. 

En general, sucede que: 

con s el tamaño de la avalancha y D(s), la frecuencia con la que ocurre; de 
donde como D( s) = 1 

que se lee como el tamaño en el que se presenta un evento disminuye 
como una potencia del inverso de la frecuencia con que ocurre (El exponente 
es el inverso del encontrado en D(s) ~ s-a ). 

y esto se interpreta como ruido 1/1. 
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5.5 ¿Qué tienen en común? 

Todos los sistemas biológicos son abiertos, termodinámicamente hablando, y 
disipativos, teniendo un equilibrio dinámico con el medio ambiente. 

La relación entre el comportamiento espacial y temporal de las leyes de 
potencias fue reconocida mucho antes en la física condensada de la materia, 
donde las correlaciones espaciotemporales de largo alcance aparecen espon
táneamente en el punto crítico para las transiciones continuas. La amplitud 
de fluctuación entre la escala grande y pequeña se obtiene de la misma fun
ción matemática usando el factor de escalamiento apropiado. 

Cuando un sistema se contrapesa en un punto crítico entre dos fases 
macroscópicas, por ejemplo, la vaporización de un líquido, se exhiben es
tructuras dinámicas en todas las escalas espaciales disponibles, aunque las 
interacciones microscópicas subyacentes tienden a tener una escala caracterís
tica de la longitud. Pero, para llegar al punto crítico, uno tiene que variar 
un parámetro externo de control, tal como temperatura, presión o el campo 
magnético, en contraste con los fenómenos descritos anteriormente sobre los 
cuales no hay variación externa. La explicación dada es que los sistemas 
dinámicos disipativos, es decir, sistemas que no están en el equilibrio ter
modinámico, tienden al punto crítico mientras varían lentamente y el estado 
crítico es auto-organizado (Tang y Bak, 1988; Bak y Chen, 1989, 1991). 

En general, se trata de sistemas que viven al borde del colapso, pero 
muestran una enorme capacidad de recuperación después de cada catástrofe. 

Per Bak sugirió que tal vez ésta podría ser la repuesta a las preguntas 
hechas anteriormente, la criticalidad autoorganizada (descrita en el capítulo 
1 y más detalladamente en [39]). 



Capítulo 6 

Conclusiones 

A lo largo de ffite trabajo hemos dfficrito diversas propiedadffi de los sistemas 
complejos. EBro. sistemas ffitán formados por muchos elementos individualffi 
que interactúan entre sí y cambian su ffitado como consecuencia de sus in
teraccionffi. Al cambiar de ffitadO, algunos de estos sistemas dinámicos no 
linealffi llegan a prffientar comportamientos muy interffiantffi. Tal ffi el C880 

de la ruptura de simetría, durante la cual se genera en el sistema un orden 
espacial en donde antffi no lo había; y de los patronffi emergentffi, que sur
gen ffipontáneamente a causa de las interacciOllffi de los elementos y que no 
pueden ser explicados tomando solamente un elemento del sistema. 

&ro. comportamientos se observan frecuentemente en fenómenos que 
ocurren en la naturaleza. EB por eso que muchos científicos se han dedi
C3do a investigar a fondo los mecanismos y las características que prffientan 
dichos fenómenos. Para ello, ffi necffiario hacer un modelo matemático cuya 
dinámica esté lo más cercana posible al comportamiento del fenómeno, y 
posteriormente se debe hacer uso de algunas herramientas matemáticas . 

.A partir de la autosemejanza y de las propiedadffi que prffientan las leyffi 
de potencias, y con ayuda de la geometría fractal, ffi posible identificar y 
comprender diversos procesos de formación de patronffi. Observamos que 
puede haber fractalffi tanto ffipacialffi como temporalffi, dffitacando en aro
ha; características ffipecíficas de su dimensión fractal y la prffiencia de au
tosemejanza (en algunos casos de manera ffitadística y en un cierto rango). 

Para analizar series temporalffi y poder determinar si prffientan o no 
fractalidad, se recurre, entre otras herramientas, al análisis de Fourier. Es 
necesario entonCffi, definir conceptos como autocorrelación, transformada de 
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Fourier (discreta y continua), transformada rápida de Fourier, espectro de 
potencias y ruido 1/ f . 

Estos conceptos han sido utilizados a lo largo de la historia en distintos 
campos de la ciencia. Algunas áreas en donde se aplica el análisis es Fourier 
(por mencionar algunas) son óptica, física cuántica, probabilidad, ecuaciones 
diferenciales parciales, y en nuestro caso, análisis de series temporales. 

A lo largo de este trabajo, presentamos distintas maneras de averiguar si 
una serie temporal presenta o no ruido l/f. Describimos y comparamos á 
métodos diferentes por medio de los cuales se puede detectar la presencia de 
ruido 1/ f'" y asimismo, conocer el valor de a. 

Finalmente, analizamos diversos fenómenos que se presentan en la natu
raleza, y observamos la existencia de algunos fractales en espacio y tiempo. 

Es importante mencionar que muchos de los resultados obtenidos se dan 
bajo la suposición de que el modelo matemático describe correctamente la 
dinámica del fenómeno analizado. O en su defecto, los datos que indican 
el estado de un objeto o un fenómeno en un tiempo determinado, fueroo 
medidos con suma precisión. Es por eso que se debe tener en cuenta que los 
resultados obtenidos pueden no coincidir exactamente con la realidad, pero 
sí se puede asegurar que estarán muy cercanos uno del otro (por lo menos en 
un lapso considerable de tiempo). 

En el desarrollo de este trabajo, presentamos solamente algunos ejemplos 
en los que científicos han encontrado estructura fractal o ruido l/f. En 
realidad este tipo de comportamientos se consideran ubicuos en la naturaleza, 
es decir, se encuentran en todos lados. De modo que hay muchas otras 
investigaciones por hacer, de fenómenos en los que se puede demostrar la 
existencia de ruido l/f. 

Otro campo interesante para futuras investigaciones puede ser el estudio 
de sistemas críticos auto-organizados. Per Bak propuso que muchos fenó
menos naturales son sistemas complejos que se acercan al punto crítico sin 
la manipulación externa de parámetros y tienden a recuperarse fácilmente 
después de cada catástrofe. &ta es una teoría muy interesante pero a la 
vez muy ambiciosa, pues originalmente pretendía dar una explicación a la 
presencia de propiedades (aparentemente) universales. 

Como se puede observar, hay muchos caminos por los que se pueden seguir 
líneas nuevas de investigación que nos ayuden a entender el comportamiento 
de los fenómenos que nos rodesn. 



Apéndice A 

EUnciones ortogonales 

Definición 5 Un conjunto de funciones <Pk(X) es ortogonal en un intervalo 
(a, b) si para dos funciones cualesquiera pertenecientes a ese conjunto se tiene 

que .r: <Pm(x)<Pn(x)dx = {~ :::: 

Ejemplo 3 Se puede observar que: 

(f 2k1rt 
) =T cos( T )dt 

2 . 

T [ 2k7rt ] t 
= 2k1r sen ( T) =I. 

2 

~ [ (2kll"f) _ (-2kll"f)] 
2kll" sen T sen T 

T 
= 2kll" [sen(kll") - sen( -kll")] = O 

(fi 2k7rt 
) =T cos( T )dt = O para todo k =1 O 

2 

T 

(2 sen(2kll"t)dt 
J=T T 2"" 

T [ 2k7rt ] t - -cos{-) 
2kll" T-T 

2"" 
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T [ 2k7r
I 

-2k7r
I 1 

= 2k7r - cos( T ) + cos( T 2) 

T 
= 2k7r [- COS( k7r) + COS( -k7r) 1 

T 
= 2k7r [- cos(k7r) + cos(k7r)] = o 

~ 2k1rt iT sen ( T )dt = o para todo k ;f:. O 
2 

.. con k;f:.l 

T 

12 2km 21m 
cos(-) cos(-)dt 

- T T T 
2 

I 
= _1_ [ 2f1f cos( 2~t) sen( 211ft) ] 2 

1 _ !: + -kT sen 2k1ft cos fin 
/2 ~ T T -t 

conk=l 

_1_ [ ~r cos k7r sen k7r ] 
1 _!: + -~kT COS k7r sen k7r 

/2 ~ 

1 
--k2 (O) = O 
1- 12 

(i 2km 2lm 
J =T cos( T ) cos( T )dt 

I 

f 2 cos 2(2km)dt 

2 
J:=L T 

2 

1
~ 1 + COS 4k1ft 

= T dt 
:=L 2 

2 

11~ 11t 4km - dt + - cos-dt 
2 -T 2:=L T 

2 2 

T T 
"2 + 8k7r (2 sen 2k7r) 

T T 
= "2 +0 ="2 

T 

12 (2km) (2l7rt)d {O k;f:.1 cos-- cos- t= 
-T T T T/2 k=l;f:.O 
2 
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• con k =f l 
T T 

sen -- sen - t 12 (2k1rt) (2l7rt)d 
-T T T 
""2 

1 [ - T sen 2k1rt cos 211rt ] 2 

1k ';:I{T sen 'f¡".t cos fk1rt 
-¡ 212". T T -t 

conk=l 

¡'i 2k7rt 217rt 
J =T sen ( T ) sen( T )dt 

2 

1 
= --k [0+0] = O 

1-¡ 

T 

¡2 sJn(2k7rt)dt 
J=T T ""2 

1
'i 1 - cos 4k1rt 

T dt 
-T 2 
""2 

! ¡'i dt _! ¡'i cos 4k7rt dt 
2 J3 2 J=T T 

""2 ""2 
T 

T T [ 4k7rt] 2 
= 2" - 8k7r sen T -T 

2 

T T T T 
2" - 8k7r [2sen2k7r] = 2" - 0= 2" 

T ¡2 2k7rt 2l7rt {O k =f l 
J =T sen( T ) sen( T )dt = T /2 k = l =f O 

2 

• con k =f 1 

¡ 'i 2 k7rt 2l7rt 
J =T sen ( T ) cos( T )dt 

2 

conk=l 
I ¡ 2 2k7rt 2l7rt J =L sen( T ) cos( T )dt 
2 

¡'i 2k7rt 2k7rt 
J =T sen ( T ) cos( T )dt 

2 
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De modo que 

APENDICE Ao FUNCIONES ORTOGONALES 

T 

= ~ [sen 2(2k1rt)] 2" 
4k1r T -T 

""2 
T 

= 4k1r [sen 2(k7T) - sen 2( -k7T)] = O 

1~ 2k7Tt 2l7Tt 
sen(-) cos( -T )dt = O para todo k y l 

-T T 
""2 

{ 
1, cos 2;t, COS 4;', 000' COS 2~t, 000' } 

21ft 41ft 2k1rt senT,sen T , ooo,sen--;¡;-, 000 

es un conjunto de funciones ortogonales en el intervalo (-:¡, ~) o 



Apéndice B 

Funciones pares e impares 

B.1 

Proposición 4 Si f(t), g(t) son dos funciones pares, entonces f(t)g(t) es 
también una función par. 

Demostración 1 Sean f(t),g(t) dos funciones pares, entonces cumplen 
f(t) = f( -t) Y g(t) = g( -t) paro todo valor de t. 

Ahora bien, definiendo h(t) = f(t)g(t) se tiene que 

h( -t) = f( -t)g( -t) = f(t)g(t) = h(t) 

por lo que h(t) es también una función par .• 

Proposición 5 Si f(t) es una función par, y g(t) una función impar; en
tonces f(t)g(t) es una función impar. 

Demostración 2 Sean f(t) una función par, y g(t) una función impar; en
tonces cumplen f(t) = f( -t) Y g(t) = -g( -t) paro todo valor de t. 

Sea h(t) = f(t)g(t), se tiene que 

h( -t) = f( -t)g( -t) = - f(t)g(t) = -h(t). 

De modo que h(t) es una función impar .• 
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Proposición 6 Si f(t), g(t) son dos funciones impares, entonces f(t)g(t) es 
una funci6n par. 

Demostración 3 Sean f(t) ,g(t) dos funciones impares, entonces cumplen 
f(t) = - f( -t) Y g(t) = -g( -t) para todo valor de t. 

Definiendo h(t) = f(t)g(t) se tiene que 

h(-t) = f(-t)g(-t) = (-)(-)f(t)g(t) = h(t). 

Por lo que h(t) ffi lUla función par .• 

B.2 

Proposición 7 Si g(t) es una función par, entonces f~a g(t)dt = 2 foa g(t)dt 

Demostración 4 Sea g(t) una función par. 

1: g(t)dt = 1: g(t)dt + la g(t)dt 

Haciendo t = -1' 

1: g(t)dt = 10 g( -1')d( -1') + ¡a g(t)dt 

de donde 

r g(t)dt = r g( -1')d1' + r g(t)dt 
J-a Jo Jo 

y 

r g(t)dt = r g(1')d1' + r g(t)dt 
J-a ~ ~ 

ffi decir 

1: g(t)dt = 2 ¡a g(t)dt • 



B.2. -

Proposición 8 Si g(t) es una función impar, entonces f~a g(t)dt = O 

Demostración 5 Sea g( t) una función impar. 

1: g(t)dt = [g(t)dt + la g(t)dt . 

Haciendo t = -1' 

1: g(t)dt = 10 g( -1')d( -1') + lB g(t)dt 

de donde 

ro g(t)dt = ro g( -1')d1' + lB g(t)dt 
J-a Jo o 

y 

ro g(t)dt = -lB g(1')d1' + lB g(t)dt 
J-a o o 

ffi decir 

1: g(t)dt = O • 
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Apéndice e 

Dimensión topológica 

Para facilitar el estudio de diversos objetos y en especial de las figuras geo
métricas, los matemáticos a lo largo de la historia han hecho uso de distin
tas herramientas que les penniten conocer las principales características de 
dichas figuras y encontrar las semejanzas y diferencias que tienen unas con 
otras. Una de las herramientas más útiles es la dimensión topológica. 

En los Elementos de Euclides ya se define, implícitamente y de fonna 
inductiva, el concepto de dimensión. Se dice que una figura es unidimen
sional, si su frontera está compuesta de Puntosi bidimensional, si su frontera 
está compuesta de curvas y tridimensional, si su frontera está compuesta de 
superficies. 

Gerald A. Edgar intenta explicar la idea de dimensión de la siguiente 
manera [15J: 

Si tenemos un punto en el espacio tridimensional, podemos 
usar un pequeño cubo como prisión. El cubo está constituido 
por 6 caras planas. Necesitamos saber que estas caras son bidi
mensionales. Un punto que vive en una de estas caras puede ser 
sometido a prisión haciendo uso de una pequeña circunferencia. 
Así, decir que las caras del cubo son bidimensionales, requi&e 
saber que una circunferencia es unidimensional. Un punto que 
,-¡ve en una de las circunferencias, puede ser aprisionado haciendo 
uso de dos puntos como muros de la prisión. Necesitamos saber 
que un conjunto reducido a dos puntos es de dimensión cero. Fi
nalmente, un punto que vive en el conjunto de dos puntos es ya 

H3 
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incapaz de moverse. No necesitamos muros para aprisionarlo. 
Estamos, por definición, ante un conjunto de dimensión O. 

La construcción de la dimensión topológica se puede basar en esta idea 
de caracterizar la dimensión de un conjunto X a partir de la dimensión de 
su frontera ax. Para ello, definamos primero algunos conceptos. 

Definición 6 Dado un subconjunto X e Ir' , un punto Xo E X Y E > O, 
definimos una bola abierta con centro en Xo y radio E COfTW: 

B(XO,E) = {x E XI d(x,xo) < E} 

Es decir, B(xo. E) contiene a todos los puntos x E X que distan de Xo 
menos que E. 

Definición 7 Sea S e X un subconjunto tal que Xo E S . Se dice que S 
es una vecindad de xo ,si para todo x E S existe una bola abierta B (x, E) 
totalmente contenida en S. 

Definición 8 Dado X e Ir'. se dice que un punto 1) es un punto frontera 
de X si para toda bola abierta con centro en v , B(v, E) tiene puntos tanto 
de X como de su complemento. El conjunto de todos estos puntos se llama 
frontera de X y se denota ax. 

Demos ahora la definición de dimensión topológica dada de forma induc
tiva. 

Definición 9 Dado un conjunto X se dice que su dimensión topológica es: 

• cero si todo punto tiene vecindades arbitrariamente cercanas cuyas 
fronteras no intersactan al conjunto . 

• n, si cada punto en X tiene vecindades arbitrariamente cercanas 
cuyas fronteras intersectan a X en un conjunto de dimensión to
pol6gica n - 1, Y n es el mínimo entero no negativo que cumple la 
condición. 



.... _---
. ~ ...... . .. ...... .. ~ .•. ......... ~ 
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• t. .'. /' .' . . . 
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0 . 

Figura C.l: 
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De esta manera, el conjunto de puntos aislados mostrado en la figura 
C.l, y el conjunto de Cantor mostrado en el capítulo 3, tienen dimensión 
topológica cero. 

La dimensión topológica de un conjunto de líneas en el plano, represen
tado en la figura C.2a es 1, ya que pequeños discos en el plano intersectan 
a las curvas en 1 o 2 puntos (cuya dimensión topológica es cero). y la di
mensión de una figura plana como la que se observa en C.2b es 2, pues las 
fronteras ilustradas intersectan a la figura en conjuntos de dimensión 1. 

La frontera de la vecindad 
intersecta al objeto en un 
conjunto de dimensión O 

Las fronteras de las vecindades 
intersectan al objeto en un 
conjunto de dimensión 1 

Figura C.2: 

Dada esta definición, se puede observar en la figura C.3 que dado un 
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punto en él, existen vecindades que intersectan al triángulo de Sierpinski en 
un nO finito de puntos, es decir, el triángulo de Sierpinski tiene dimensión 
topológica 1. 

Figura C.3: 

Por otra parte, un objeto fractal es, ante todo, un subconjunto de Ir'. En 
este contexto, podemos dar una definición equivalente de dimensión topoló
gica basada en la dimensión de recubrimiento, concepto que juega un papel 
importante en la definición de dimensión fractal. 

Definición 10 Un recubrimiento abierto de S e Ir', es una colecci6n de 
conjuntos abiertos cuya uni6n contiene al conjunto S. Ver figuro C.4 

Figura C.4: 

Definición 11 Un refinamiento abierto S' del recubrimiento abierto S, es 
otro recubrimiento para el cual todo abierto A' E S' está incluido en algún 
abierto A ES. 
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En algún sentido, un refinamiento abierto de S, proporciona un recubri
miento ''más detallado" de S que el anterior. 

Definición 12 Decimos que R es un recubrimiento abierto de orden k del 
conjunto S, si paro cualquier x E S, x pertenece a un máximo de k abiertos 
del recubrimiento R. 

Definición 13 Decimos que el conjunto S tiene dimensión de recubrimiento 
(dimensión topológica) n, si cualquier recubrimiento abierto de S admite un 
refinamiento abierto de orden n + 1, pero no de omen n. 

Figura C.5: 

Para ejemplificar esta definición, veamos la curva de von Koch en la 
figura C.5. El conjunto de abiertos mostrado con un color obscuro, es un 
recubrimiento abierto de la curva que admite un refinamiento abierto de 
orden 2 (mostrado con un color más claro), pero no admite uno de orden l. 
De modo que la curva de von Koch tiene dimensión topológica 1. 
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