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Introducción 

Objetivo 

Este trabajo de tesis fue elaborado para reali zar el es tudi o de un sis tema d e 

suspe nsió n delantera de doble horquilla con tracción. Pero la diferen c ia es qu e 

esta se abo rd a de sde el punto de vista de lo s s is temas de multicuerpos rígid os . En 

anteriores trabajo s sobre el tema se abordaba de sde el punto de vista de la s 

vibracio nes pero no se realizaba el estudio de l movimiento de lo s mi smos c ue rpos 

qu e integran a dicho sistema de suspensión. En és te trabajo únicamente se abord a 

el es tudio cinemático ya que es muy extenso realizar un es tudio mecánico 

completo e n tan poco tiempo , debido a las dificultades qu e se presentan en e l 

análisis , de sde la concepción del movimiento hasta lo s erro re s propio s de la 

pro gra mación. 

Sin embargo este trabajo podrá servir como ba se para que posteriormente se pueda 

realizar la parte dinámica del mecanismo ya que se han superado la s dificultade s 

propias del anál is is, como es e l de plantear se cómo es qu e se llev a a cabo e l 

movimiento de l mecani smo , cuales son s us res triccione s, que impide la 

convergencia de la so lución etc. 

Es te trabajo tien e por obj e tivo principal el ll eva r acabo e l análisis espacial del 

mecanismo de la s us pen sió n delantera ya que es el qu e pre senta mayor dificultad 

para e l análi s is as í como en s u pro gramaci ó n: por lo qu e és te será el que se 

rep orte en la s conclusiones. 

Panorama 

El trabajo de lo que es la te s is empezó por pl antea r cuál es la form a e n qu e se 

empeza rá el análi s is, esto es , la s hipóte s is neces aria s para desar roll a r para cada 

capitulo, en el primer capítulo se re a li zó el an á li s is plano del mecani smo con un a 

2 



so la l la nt a , e n e l seg undo cap itu lo se pl ant ea e l a ná li s is pa ra es tudi a r e l 

movimient o de l ve hículo con la s 2 llant as, és to pa ra poder rea li za r un es tudi o 

pos ter io rm e nt e de es ta bil idad de l ve hícul o e n fu nc ión de las dim ens ion es de l 

rni s rn o Des pu és e n e l te rc e r ca p ít ulo se p la nt ea e l an á li s is es pa ci a l del meca ni s mo 

y se desa rro l la e l pro g ra ma e l c ual se pu so e n el apendi ce. Al fin a l se pr ese nt an 

los res ult ados de l an á lis is e fectuad o co n Ma th ema ti ca, que fu e e l so ft ware 

utili za do par a rea lizarlo . 

Y1 qu e int e re sab a má s e l aná lis is espa cia l so lo se mu es tran los res ultado s de l 

ca pítu lo 3 q ue es do nde se aborda és te an á l is is Aun q ue se rea li zó e l an á lis is 

p lan o co n una so la ll a nta con e l fin de p ro ba r e l fun c ionami e nt o de las es tru c t uras 

c re ada s para re a li zar la tesi s, úni ca ment e se e fec tuó la part e de po s ición , des pu es 

q ue se rev isó qu e fu ncio naran ade c uadam ent e ya se pud o hace r co mpl e to e l 

an á lis is es paci a l. 
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Capítulo 1 

Conceptos Básicos 

Definición de la Transmisión 

El empuje que los pistones ejercen al cigüeñal es el generador del momento de 

rotación que es capaz de desarrollar un motor ; s i e l par es lo suficientemente 

g rand e podrá vencer las fuerzas que se oponen al mo v imiento pero si es infe rior , 

e ntonc es, e l vehículo perderá velocidad hasta detenerse. El par motor multiplicado 

por e l número de revoluciones nos dará la potencia desarrollada; de esto la 

potencia de un motor varía fundamentalmente en función del régimen de baja 

velocidad angular, correspondiendo los mayores valore s de lo s pares de arranque a 

lo s reg ímenes más altos de velocidad angular, pues a pesar de que el par 

di sminu ye en estos márgenes, el número de revoluciones por minuto aumenta 

grandemente, incrementando el consumo de combustible y por tanto la potencia 

del motor. Esto es lo que describe el funcionamiento del motor , 

Flecha de tracción 
delantera 

Diferencial 
delardern 

Cardán 
delantero 

Sistem,1 de t1 ,1cdón .tx4 

Diferencial 
Central 

Ilustración 1 Sistema de Tracción 4x4 
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1.1 Conceptos 

•P a r de tor s ió n 

.. El pa r de to rs ió n es tá asoc iado al par q ue prod uce el mo tor , es te es 
el qu é mu eve e l coc he. Los di s tinto s engra nes e n la tran smi s ió n y e l 
dife re ncial multipli ca n e l pa r de to rs ión , . lo co mpart en e ntr e las 
rueda s. Mayor pa r se pu ede env ia r a las rueda s e n e' primer engra naj e 
q ue e n el quint o eng ranaje porqu e e l prim er e ng ran aje ti e ne un a 
re lación mayo r por e l cua l multipli car e l pa r de to rs ió n. 

E l coc he q ue arra nca bien nun ca exc ede e l par de tors ió n, as í que los 
neumá 1i cos no se des li za n; s i e l coc he a rr a nca ma l, excede es le par de 
tors ión, as í qu e los neum áti cos des lizan. Ta n pronlo com ie ncen a 
desl iza rse. e l pa r cae a ca s i ce ro. 

Lo inte resa n1 e sob re el par de 10rs ión eslá en s i1u acio nes de baj a 
lr acc ión. la can 1i da d máxim a de par de 1ors ió n qu e se puede c rea r es lá 
de 1ermin ada por la cantidad de lracción . no po r e l 111 01or. S i los 
ne um á1 icos no se pegan a l piso no hay ma ne ra de ulili za r esa 
e nerg ía " 1 

• Tracción 

·· Definir e mo s la tr acc ión como la fuerza máxi ma que el ne um át ico 
debe ap li ca r con 1ra e l pi so. Es to s so n los foc 1o res qu e a fectan la 
tracci ó n: 

E l pe so en e l neu má1ico - e nt re m:is pe so te nga un ne u111 á1ico , más 
tracci ón li e ne. El pe so pued e ca mb ia r de pos ición mientra s se 
co nd uce . Por ej e mpl o, c ua ndo un coche da vuelta , e l peso ca mb ia de 
lu g<ir a la s rueda s ex 1criores . C ua nd o acelna , e l peso ca mbi a a las 
rueda s po s te rior es. 

E l coeficie nte de la fri cc ión - es te fac 1or re lacio na la ca ntida d de 
fuer za de fric c ió n e ntre do s sup e rfici es. En nu estro caso. re lacio na la 
can ti dad de tr acc ión entre los neum á t ico s y el ca min o con e l pe so que 
se e_jcrce sob re cada neum áti co. El coe fi c ienl c de la fri cc ió n es sob re 
todo una funci ón de l lip o de ne um áti cos del ve hí c ulo y de l tip o de 
s uperfi c ie que el ve hí culo reco rr e." 2 

• l' a t in a je de la rueda 

" I LI\· dos clases de co nt acto q ue lo s ncuma t icos pu ede n hace r con e l 
camino · ..: stático , . di námi co. 
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co nt acto es tático E l coeficiente de la fricción para e l co nt ac to 
es tá t ico es más a lt o que para e l co nt ac to di ná mi co, as í qu e e l co nt ac to 
está ti co proporciona una mej o r tr acció n . 

contacto din á mico - E l coeficiente de la fricción para el co nt ac to 
dinámico es má s bajo , así qu e se tien e me no s tr acc ión. 

E l patin aje de la ru eda ocurre cuando e l par ap li cado a un neumátic o 
exce de la tracción di s ponibl e para ese neumá ti co ··' 

Funcionamiento y Tipo s de Transmisión 

En la s igui e nt e cita se de sc rib e puntu a lm ent e las configuracione s y e l 

fun c io na 111i e nt o de lo s ve hí c ulo s con do ble tr acció n 

"Los ve híc ulos 4x4 ti e nen 3 configurac iones bás icas , tr acc ió n en 2 
rueda s (2 wheel drive , 2WD) , tracción e n las 4 ru edas (4 wheel driv e , 
4 WD ), y los todo terreno (ali wheel driv e , A WD ); todas es tas con s us 
va ri a nt es respectivamente. 

Los 2WD , generalmente vien en con la máquina , e l em br ag ue y la caja 
de tr a nsmi s ión en la parte de lant e ra. E l movimiento rotatori o 
producido por e l cig üeñal es tra nsmiti do ya sea a l eje tra se ro o a l 
dela nt ero seg ún convenga. Lo s vehículo s 4WD o 4x4 pued e n te ne r e l 
torqu e s imultáneamente en lo s ejes tr asero y delant ero. Esto s 
usua lm e nt e tienen un eje activado a ut omá tic amen te y el co nduct o r 
puede activar o de sa ctivar el seg und o ej e mot ri z seg ún convenga a l 
conductor . Lo s veh ícul os AWD o todo te rre no tienen tracción 
s imultáne a en los do s ejes. C ua ndo e l ej e delant e ro rec ibe la potencia 
de la caj a de tr a nsmisión junt o con e l tras e ro . e l vehículo pued e 
funcion a r adecuad ame nte en todo tip o de ter reno Un 4x4 ti ene urf ej e 
ac tivado automáticamente y el conductor puede ac ti va r o de sactivar e l 
seg undo eje. Un vehículo todo terr e no tiene los dos eje motric es 
conectado s todo e l ti em po, esto s no se pueden desactivar 
ma nu a lm e nt e. 

La caj a de camb ios puede tene r cualqui e r coloc ac ión , ya sea qu e se 
fo rm e como motor-embragu e -caj a en la parte de lant e ra d e l au to con 
a lg una s va riantes . La caja de ca mbi os ele ment a l está formada po r un 
par de ejes paralelo s, uno de lo s cual es es el árbo l prim a ri o (P) y o tro 
e l se cundario (S) ; e l primario recibe e l mo vimi ent o del e mbr ag ue y 
di spo ne de piñon es de arrastre. el otro eje (S) es tá form ado por lo s 
piii ones rece ptore s mediant e lo s cuale s se tran smit e e l mov imi e nt o de 
este ej e a las ruedas. Ambo s se a poya n en las cajas mediant e los 
roda 111i e nt os (R) Los piñon es del á rb o l sec un dario so n so lid a ri os co n 
e l eje; es dec ir , forma n un conjunto , de 111 a ne ra que e l g ir o de uno de 
ello s im p lica e l ar ras tre de l eje y del res to de los piñ ones . S in 
embargo , e n el árbol primario , los piñ o nes va n mont ados libre s so br e 
e l eje , de manera que puedan g irar sob re é l, qu eda nd o e ng ranado s de 
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forma constante con los correspondiente s de l se cundario y frenados 
la te ralmente para imp edir su desplaz amie nt o. 

En el árbol primario se monta también un dispositivo llamado 
acoplador estriado so bre el eje; este permite solidarizar cada uno de 
los piilones de és te árbol con el giro del mismo. Para ello el acoplador 
puede desli zarse suavemente sobre el es triado del árbol , de manera 
que su dentado frontal encaje con e l otro igual en el piilón , en cuyo 
caso, éste se hace solidario con e l eje girando junto co n é l. 

Los piñon es utilizados en las cajas de cambio s actuales so n del tipo 
helicoid a l ya qu e éstos presentan la ventaja de se r más silenciosos en 
su funcionamiento, transmitiéndose el esfuerzo con mayor suavidad. 
En el interior de la caja se deposita una ciert a cantidad de aceite qu e 
es pro yec tada en todas direcciones por los piñon es en su giro; en las 
caja s de transmisión se utilizan aceites denominados de alta presión 
con el fin de evitar la rotur a de la película po r la transmisión de lo s 
grande s es fu e rzos transmitidos por los di e nt es. La graduación de l 
ace it e es ge neralmente la EP-80 o bien la EP-90. Estos tipos de aceites 
soportan presiones elevadas al tiempo que tien en una fluidez adecuada 
pa ra asegurar el engras e de todos los componentes de la caja , como 
piilone s, acopladores y rodamientos. 

E l se lector de par e n los vehículos 2WD y e n los 4x4 funciona con los 
mi smos elementos de una caja de cambios, el par motriz viene del 
motor a través del embrague, de este pa sa a la caja de cambios y de 
es ta pasa al selector de par, es aquí donde se selecciona hacia donde 
se manda el par motriz por medio de l sincronizador con el qu e se e lige 
a que eje o si a ambo s se manda el pa r motri z . " 4 

Suspensión 

<.._ 

Ilustración 2 Sistema de suspensión de brazo arrastrado 
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La s uspensión de un automóvil se refie re a l s iste ma co mpue s to por var ios 

e le me nt os mecá ni cos qu e so portan e l peso de l ve h íc ul o . Es tos son los resort es o 

mu e ll es, lo s a mo rtiguad ores y lo s brazos de co ntrol ; pueden tam bi é n e mpl ea rse 

ba rra s tran sve rsa le s. Los re so rt es de los ve hí c ul os so n de dife re nt es tipo s y 

capacida de s , pueden se r helicoidale s, de ba ll es ta. pneu mát icos o inc lusive bar ra s 

tor s ión. Son usados en conjuntos pudiéndo se utili zar e n pa rej as por ej e. Las 

principales fun c ione s de la sus pensión son ma ntener en con tacto co n e l te rreno a 

la s ru edas así como brind a r un ma yor confort a los pasajeros. La mayor parte de l 

desempeño de un a s uspensió n se encu e nt ran en los resortes , lo s cuales en 

condic io nes no rm a les so n los que sopo rten e l peso de l veh íc ul o . Estos a l ac tu a r 

ge ne ran q ue e l au tom óv il rebo te ; e l c ua l es ab sorb id o por los a mortigua dore s. que 

es donde se di s ip a la e ne rg ía producto de las osc il acione s de l vehíc ul o . 

Tipos de suspensiones 

En los aut o móv il es se ma neja difer e nt es confi gur acion es de la s us pens ión, aunque 

podemo s c las ificarlas e n dos grandes g rup os, rígidas o ind epe ndi e nt es . 

En las s usp en s io nes rí g id as; el par del mot or ll ega al diferenc ial qu e form a pa rte 

de l co njunt o del ej e motri z , és te lo tr ansmit e a las ll a nt a s a tra vés de fle c has que 

se e nc ue ntran dentro de un tub o que las rec ubr e por completo a lo largo de éstas. 

Todo e l conjunt o de ru edas - fl ec has - dife rencial es tá n agrupadas de ma ne ra 

co lineal , por lo qu e no se permit e a lgú n desplaza mi en to a ngul a r de las fl ec ha s 

re spec to al diferencial. Es te s is te ma se sue le utili za r much o en automóviles 

utilit a ri os como la s camionetas y e n la ma yo r ía de los cas os se utili zan e n la pa rt e 

tra se ra de l ve hícul o. Principa lm ente e n ve hí culo s cu yas capac id ade s de ca rga so n 

e levada s . 

La s s us pen s io nes fl ex ibles se e mpl ean generalmen te en ve hículo s t ipo turi smo o 

de compe ten c ia . Es ta s per miten un a mayor mov ilidad e ind e pendencia de la ru eda : 

> a diferen c ia de las su s pen s iones rí gidas, ex is te desp la zamien to angu lar e ntre las 

rued as y el dife re nci a l. Es to permit e una mej or adap tación al ter reno , brind a ndo 

un mejor manej o en genera l, sus formatos so n variado s . Ex is te n las suspe ns ione s 

de doble ho rquill a o para lelogramo (cua tr o barra s ). la tip o McPher so n y la de 

br azo s ar ra st rados 
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La s uspensión de doble horquill a se utili za e n ve hículo s de a lt as pres taci o nes 

dinámi cas (de po rti vos y de competencia). Vi s to la tera lment e es un meca ni smo de 

cuatro barras , 2 de ellas so n la s ho rquill as s upe ri o r e infe rior , las otras do s son la 

mang ue ta de la s llant as y la última la de ti erra o e l c has is. Este tipo de suspen s ión 

brinda una mu y buena estabilidad al vehículo en cu rvas. Puede soportar fu ertes 

impacto s y permite qu e la llanta se adapte bien al terreno. Puede utilizar se tanto 

e n e l ej e tr asero co mo en el de lantero . La úni ca desve ntaj a es que si requi ere de 

mu cho espac io dentro de la carrocería. 

La s us pensión tip o McPher son es de las mas se ncill as. co ns is te únicamente de una 

horquilla inferior , la man g ue ta de la ll ant a y del a mo rti guado r que se un e 

direct a mente a la ma ngueta y al chasis en su parte s up erior. Generalmente se 

utili .za n e n ve hí c ulo s tipo turi smo ya que no requi e re mucho espacio ; es id ea l para 

au to móv il es pequeños y s i un mayor control de l vehículo es requ erido , se puede 

hace r uso de un a bar ra de tor s ió n que conecta a mb as ll anta s. 

La suspe ns ión de brazo s arra s trados es tradici ona lm e nt e utili zada para las rueda s 

trase ras de lo s ve hículo s con s iste de un bra zo unido mediant e la junta rotacional 

a l c has is del ve hí c ul o teniendo un movimi e nt o oscilatorio pa ral e lo a l plano la te ral 

de l ve hí c ul o. Es te tipo de suspens ión no requi ere de tant o es pac io , y para mejor 

co mp ort a miento del vehículo se pued en co locar los brazos con un á ngulo respec to 

a l pl a no central lon g itudinal del vehículo . 

Muell es He li co ida les 

Es tos so n e le ment os fle x ible s qu e se utili za n para ejerce r un a fuerza o un par de 

tors ió n, y a l mi smo ti empo para al mac ena r energía . La energ ía se a lmac ena en el 

só li do que se ha deformado. Lo s muelle s debe n te ner la capacidad de sopor ta r 

g randes de f'l ex iones elásticas. Generalmente lo s re so rt es tr abajan con capacidad es 

e levadas de ca rga y con cargas cíclicas que varían co ntinuamente . 

Lo s mater iales de lo s resortes tien e n a lta resis tencia y baj o coeficiente de pé rdi da 

de e ne rgía entr e los qu e des ta ca n aceros a l a lt o carbo no ; e l acero ino x id ab le 

lam inad o en frío e ndurecido por precipit ac ió n. las aleacione s no ferro sas y 

alg uno s no metá li cos. 
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Lo s re so rte s se fabrican por medio de proc esos de tr abajo en frío o en ca li e nt e, 

dependiendo del tamaño del material, del índice del re so rte y de las propiedades 

de seadas. Al enro ll ar e l resorte se induc en esfue rzos re s iduale s por medio de la 

flexión pero és tos son normales a la dir ecc ión de lo s esfuerzos de trabajo de 

tor sión en un resorte arro ll ado. Cuando un resort e se manufactura muy 

frecuente111ent e se le de ben a liviar los esfuerzos por medio de tratamientos 

tér111 ico s. 

En e l diseño d e resortes e l esfuerzo permisible es la resis tencia a la fluenci a por 

tor sió n e n vez de la resistencia a la rotura. 5 

Amortiguadore s 

La función de los amortiguadores es co ntrolar los mov imiento s oscilatorio s de la 

s uspe ns ión y del chasis originados por la compresión de los muell es al atrav esa r 

las imperfeccione s del pavime nt o. 

" Actu a l111ente se utilizan amortiguadores hidrá ulico s cuyo principio consi s te en 

forzar e l pa so de un flu id o hidráulico a tr avés de válvu la s restrictiva s. Esta 

restricción del fluido permi te al amortiguador di s minuir y con trolar rápidamente 

la s reacc ion es ge neradas por los re so rt es debidas al ca mino. El amort iguador se 

adapta al i111pacto por medio de sus vá lvulas de rest ricci ó n. Si el eje se mueve 

lentam en te la re s istencia en el flujo será baja. no así con los impactos v io lentos; 

el fluido pasa más lentamen te a travé s de la s vá lvu la s restrictiva s. Los 

amortiguadore s permit ir án un manejo suave cuando se trate de irreg ular idades 

pequeña s de l terreno y inc re mentarán e l control de lo s re sortes en irregularidades 

111a yore s. ya que s u reacción es má s le nta qu.: Ja reacc ión de los re so rte s. El 

funciona111iento de Jos amort ig uadores deberá se r adecuada a l s ubir como a l bajar 

la llanta ya qu e Ja reacción del resorte pu ede ser tan vio le nta como la acción q ue 

sobre és te se eje rc e. 
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Ilustración 3 Amortiguadores Telescópicos 

"TIPOS DE AMORTIGUADORES USUALES: 

A- Hidráu lic os fijos 
B- Hidráulico s re gulabl es 
C- de gas fijo s 
D- de gas re gu lab les 
E- de gas regulables con botella exte ri or 

A- Hidráuli cos fijos: so n los más usua les , (se montan hab itualmente 
corno equipo de o ri ge n) 
- Ventajas: son baratos 
- Incon ve ni e nt es: duración lim itada y pérdida acusada de eficacia con 
t rabajo exces ivo, debido a l aumen to de temperatura 
- Uso deportivo: poco utili zado, en a lguna ocasión se apl icó en copas 
monomarca de circuito (tipo Iniciaci ón) 

13- Hidráulico s regulables: típico amort iguador hidráulico deportivo de 
tarados va ri ables , fácilmente reparable s y transformable s, var iando 
válvulas. 
- Ventajas: buena relación precio - pre s tac iones. 
- In co nven ien tes: pierden eficacia progresiva mente por tempera tur a de 
trabajo. 
- Uso deportivo: us uales en compe te ncias deport ivas o par a man ejo e n 
cal le. Hace a lg uno s años se usa ban e n co mpet ición, a hora han q ue dado 
re lati vamente obsoletos. 
- Marcas us ua les: Kon i estándar , Sc lex spo rt . 

C- de gas fijo s: típico a mo rti guador de botella in ve rtid a (monotubo ), 
mu y resistente a go lpes y de a lt a duración y mu y buena eficac ia. 
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- Ventajas: a lta resistencia a pérdida de eficacia por temperatura . 
Buena re lación precio - duración - eficacia. Buenos para conducción 
deportiva o de calle. 
- Inconvenientes: precio medio - alto . 
- Uso deportivo: se han impu esto actualmente sobre los hidráulicos , se 
utiliza en formulas profesionales y promocionales , en los vehícu los 
gran turismo y/ o rallies de montaña y en las actua le s copas monomarca 
de circuito. 
- Marcas usuales: Bilstein, Rolling , de Carbon, etc. 

D y E - de gas regulables: amortiguador monotubo , con o sin botella 
ext e rior , con posibilidad de variación de tarados. Amort iguador de 
a lt a tecnología , con precio alto pero proporcional a su ef ic ac ia . Es el 
amortiguado r de altas prestaciones. 
- Marcas usuales: Proflex, Spax , Leda , etc. 
- La marca KONI comercializa un mod e lo de Amortiguador de gas 
regulable de bajo costo , aunque no de botella invertida y genera lm ente 
utili zab le en conducción deportiva de ca ll e y regulable fácilmente por 
e l usuario." 6 

Son cilindros concéntricos separados por una capa de hule; se utilizan en las 

uniones de los brazos de control con la carroceria y aquí es donde lo s brazos 

pivotéan. También sirven para disipar part e de la energía de los impacto s que 

sufre la suspensión durante su funcionamiento disminuyendo la transmisión del 

go lpe al vehículo. 

Horquillas o 13razos de Contro l 

La horquill a brazo de control) es una pieza que sir ve para guiar a la ll a nta en su 

trayectoria de doble efecto en el sentido ve rtical (giro y desplazamiento), esta 

puede se r solamente un brazo mecánico. En un extremo gira con centro en e l buje 

qu e se aloja en la car·rocería y en e l otro extremo se une a la mangueta(soporte en 

donde se articula e l amort iguador o bien la otra horquilla son la que se estab lece 

la configuración de paralelogramo) sobre la que gi ra la ll anta. Se pueden utili zar 

uno o dos brazos 
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Ilustración 4 Sistema de suspensión de doble horquilla 

Rótulas (juntas homocinéticas) 

" Intr od ucid as por primera vez en la mecánic a de lo s vehícu los de lo s 
años 50, estas piezas metá licas tienen la fun c ión de ser puntos de 
unión en tr e las horquill as de la suspensión y las masas o manguetas . 
Por su forma, permiten el movimiento angu lar en diferentes 
direcciones en tre las piezas con las que está n unidas , absorbiendo la 
de vibrac ión e n la dirección, tanto en a lt a como en baja veloc id ad. 

Las rotulas so n esfe ras ma cizas ubi cadas dentro un a esfe ra hu eca 
(llamada as iento) , que esta ble ce movimientos en todas las direcciones 
po s ible s, au nqu e limitados por las partes v incul ada s . 

Estos elemento s sopo rt an g ra nd es esfuerzos, por lo que el tamaño y el 
material de be n ser acordes a l tipo de vehiculo , y a su uso. Por ejemplo, 
durante el frenado la rotula puede soportar a lr ededor de una tonelada y 
med ia de pe so. 

Co mo mu chas partes mecan1cas , las rótula s ha n ido evo luc ionand o 
desde las flotantes, donde un resorte suje taba la esfe ra , has ta la 
actualidad , donde los as ie ntos es tán fabricado s co n ny lon rec ub ier to de 
un mat er ia l llamado bisulfuro de molibdeno, de propieda des 
auto lub r ican tes , lo que permite un perfecto es tad o de este com pon en te 
mi e ntr as d ure su vida útil. 

La for ma en que se maneje un auto influ ye directamente en la vida útil 
de las rótula s . ya que abso rben golpes brusco s en las ruedas e l uso 
int e nsivo en todo terreno au menta el juego entre e l as ien to y la esfera , 
traduciéndos e como una perdida de estabilidad , también conocido como 
e recto "sh i mmy"" 7 
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1.2 Breve Estado del Arte 

Electrónica Avanzada 

En muchos vehículos 4x4 modernos y AWD. Ja e lectrónica tiene un papel 

dominante. Algunos coches utilizan el sistema ABS para aplicar selectivamente 

los frenos a las ruedas que comienzan a patinarse ; a esto se llama control de 

tracción . Otros han sofisticado, Jos embragues controlados electrónicamente , qu e 

pueden mejorar el control la transmisión del par de torsión entre las ruedas. 

Ilustración 5 Vehiculo HUMMER 

El vehículo militar Hummer y su similar comercial combinan tecnología 

mecánica avanzada con electrónica sofisticada para crear e l mejor 4x4 disponibl e 

Tiene un sistema con las características adicionales que se pueden activar o apagar 

en el camino. En este sistema , un eje motor se conecta con el árbol de transmisión 

y de esta al delantero y trasero. Sin embargo. contiene un sistema de engranajes 

en el diferencial que pueden ser trabados por el conductor. En el modo abierto 

(no trabado) , los ejes traseros y delanteros pueden moverse a diversas 

ve locidad es. por lo que el vehículo puede conducirse en los caminos secos sin 

problema. Cuando el diferencial es bloqueado. lo s ej es trasero y delant e ro tienen 

acceso al par de torsión del motor. Si la s ru edas delanteras están en arena 

movediza , las ruedas posteriores consiguen todo el par de torsión qu e pueden 

manejar. 
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de l Hummer , una 

característica del Hummer son sus reductores en 

cada rueda . Éstos levantan la línea de conducción 

entera, dando al Hummer 16 pulgada s (40,64 

centímetros) de separación de tierra , má s del doble 

qué la mayoría de los 4x4 tienen . 

Ilu stración 6 Sistema de tracción del Hummer 

Lo s diferencia les delant e ro s y posteriores so n Torsen . Estos diferenciales ti e nen 

un tr e n de engranes único : Tan pronto corno det ec te una di s minu c ión del par de 

to rs ió n en una rueda (que ocurra cuando un neum át ic o está a punto de de s li za rse) , 

e l red uctor transfi e re e l par de torsión a la otr a ru eda . Lo s diferencia les Torse n 

pueden tran s ferir a pa rtir de dos a cuatro veces e l par de to rs ió n de una rued a a la 

o t ra ; e l Hummer se equipa con un s istema de con ir o l de tr acc ión a l fr e no Cuando 

un ne um át ico comien za a de s li zarse, el control de tracci ó n a l freno aplica los 

freno s a esa rueda. Es to log ra dos cosas: 

•I mpid e que ne neumático de s lice , pe rmitiendo que ha ga uso máx imo de s u tracción 

di s ponibl~ . 

• Pe rmite que la otra ru eda apli qu e ma yor par de torsión . 

15 



El s is tema de con tro l en la tr acc ión a l fr eno ap li ca un pa r s ign ifi ca t ivo a la rueda 

qu e d esea d es li zarse. permit ie ndo q ue e l dife re nc ia l de Torsen apl iqu e de do s a 

c uatro veces ese par de to rs ión c reciente a la o t ra ru eda . 

E l s is tema Tor se nen e l l-lummer es capa z de enviar una ca ntid ad gra nde de par de 

to rs ión a cualesquiera de los neumático s. in c lu so s i és to s ignific a enviarla toda a 

un so lo ne umático . Esto hac e que e l l-lumm e r sea un 4x4 id ea l ya que s u s iste ma 

p rovee a cada neum ático de la cantidad máxim a de par de tor s ión qu e se le pu ede 

proporcionar. 

Ha y alg una s maneras de ll eva r a cabo mejo ras a un sis tema como es te ; 

s ub s titu ye ndo e l diferen c ia l por un dife renci a l limit ado r de de s liza mi en to , e l cua l 

es un o los má s co mun es; és te se ce rci ora de que amb as ru edas posteriore s pu eda n 

aplicar un c ie rt o par de tors ió n. 

O tra o pci ón es un diferenci a l de fijación , que tr a ba las ruedas posteriore s juntas 

para aseg urarse de que cada un a ti e ne acceso a todo e l par de tors ión q ue 

proporciona e l á rbol de giro, es to mejora e l funcionami e nto en cond ic io nes 

ba sta nt e difícil es. 8 

1 Niza , Karim . How Stuff Work s [onl in e ]. Julio 2002 . Di spo nibl e e n 
http ://www hoss tuffwork s.c om 

1 1 bid 
' 1 bid 
4 Vario s. lnncr Au to [o nlin e] . Mayo -Juni o 2002. Di spo nible e n 
http ://www. in ncra ut o.co m 
5 lbid , p 73 5- 760 

6 Sesmcro. Angel. Divulgación Técnica [online] . Julio 2002. Disponible en 
hll p: // te le 1 i ne. t c rr a .es /pe rso na l/a dep e tc/page7. htrn 
7 Nico lás 13ednar z. Un v istazo a la s rot ul as Ion lin c] . J ulio 2002 . Di sponibl e e n 
ht tp: // www. parq ue4 x4 .co m .a r/ mecan ica / rotu la s. h t m I 

" Kari m, Niza. O p. C i1. 
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Capítulo 2 

Análisis Cinemático plano con una sola llanta 

2.1 Descripción del Mecanismo 

El mecani smo de la suspensión está compuesto de los cuerpos que se muestran en la figura siguiente: 

Esquema de Cuerpos 

': 

llu istración 8 Esquema de Suspensión delantera con tracción 

El diagrama describe los cuerpos que se anali za rán en esta parte, por un lado se ti ene al cuerpo O que es la 

parte del mecanismo de 4 barras que corresponde al eslabón de la estructura, el cual está fijo . Se identifica en 

la gráfica por ser el único es labón asc iu rado. Existe el cuerpo 1 formado por la horquilla superior del 

meca ni smo de 4 barras el cual cuenta con 3 juntas rotaciona les, 2 en sus ex tremos para el caso del análi sis en 

el plano y ot ra a una distancia a cualesquiera med ida a partir de la ju nta que une a la horquilla con la 

estruct ura y donde irá unido el actuador; este en rea lidad se rá el conjunto de amortiguador y muelle helicoida l 

al cual también se rá necesa ri o estudiar dentro del anál isis Cinemático para poder obtener sus valores de 

posición y veloc idad . El cuerpo 2 es el acop lador de l mecanismo de 4 barras, este cuenta con 2 juntas 

rotacionales en sus extremos que lo unen a las 2 horqu ill as y una junta prismál ica por la que se supone 

des li zará el eje de tracc ión S. 
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El último es labón del sistema de la suspensión es el cuerpo 3 el cua l, al igual que la horquilla super ior, tendrá 

2 juntas de tipo rotacional. 

El eje de tracción estará dividido en 2 partes, Ja primera será el cuerpo 4 y tendrá una junta uni ve rsa l en el 

extremo izquierdo y es donde se supone se conectará la fl echa de tracc ión de l reductor; la junta podrá 

des li za rse a lo largo de este, en el otro extremo irá unido a otra junta uni versa l por medio de un estriado al 

cual será capaz de entregarle el par al eje que saldrá a Ja llanta, el cual será el cuerpo S. 

Finalmente se tiene al cuerpo 6 que es la llanta del automóvil. Es en la ll anta donde el sistema rec ibirá Ja 

excitación de l piso y que hará que el mecanismo se mueva con la fuerza que le imprima el piso a Ja llanta de 

acuerdo a las condiciones del camino y se modelará por medio de una función adecuada. 

La ecuación de grados de li be rtad de Kutzbach la cual nos dice qu e: 

M=3(n-l)-2JI - J2 

Tomando en cuenta el mecanismo completo, es decir, las 2 horquillas, los ejes, y el amortiguador. Siendo M 

los grados de libertad del sistema, n el número de cuerpos incluye ndo la ti erra, J 1 las juntas de acoplamiento 

que restringen 2 grados de libertad y J2 el número de juntas de acoplamiento que só lo restringen 1 grado de 

libertad. Si tenemos 9 cuerpos (2 horquillas, el acoplador, los 2 ejes, el vástago estriado, el cartucho del 

amo11iguador, su cubierta y la ti erra), tenemos que J 1 = 1 O y J2 =2 (J 1 son las 8 juntas rotacionales y 2 

prismáticas, J2 será igual a 2 por el número de juntas universa les) 

M = 3(9-1) - 2( 1 O) - 2 

M=2 

Esto querrá decir que Ja ll anta podrá desp lazarse vert icalmente, as í como rotar. 

2.2 Posición 

Con Ja configurac ión descrita anteriormente se procede a identili ca r los puntos de interés para rea li za r el 

aná li sis de pos ición correspondiente. Con los puntos definidos. se asocian vec tores para reali zar el aná li sis 

cinemático, adcm{1s de que se es tab lecen ciertas hipótesis que ayudarán a la so lución. 
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Ilustración 9 Puntos de estudio de las suspensión 

Por medio de la siguiente tabla se hará una descripción del diagrama siguiente: 

Punto Descripción 

A Junta rotacional de la horquilla inf. 

B Junta universal del eje del reductor. 

e Junta rotacional de la horquilla sup. 

D Junta rotacional sup. Del amortiguador. 

E Junta rotacional inf. del amortiguador. 

F Junta rotacional de la mangueta 

G Junta prismática entre la ll anta y el eje. 

H Junta prismática ent re la mangueta y el eje 

Junta rotacional de la horquilla inf. 

Junta universal del eje de la rueda 

K Punto de contacto entre la ll anta y el piso. 

L Junta prismática del amortiguador 

O Origen del sistema inercial. 

Tabla 1 Descripción de los puntos de referencia 
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Ilustración 10 Vectores Inerciales 

Ya identificados cada punto relevante del mecanismo se detectan cómo es que se pueden plantear los 

segmentos que darán origen a los vectores que se utilizarán para formar las ecuaciones de lazo vectorial. De 

esta forma tenemos la siguiente tabla: 

Vector Segmento 

RI AC 

R2 CF 

R3 Al 

R4 lF 

R5 oc 
R6 DE 

R7 AB 

R8 BJ 

R9 JG 

RlO KG 

Rll OK 

Rl2 OA 

Tabla 2 Vectores y puntos de referencia 

Aquí se debe seguir la convención de que los vectores en mayúscula están siendo medidos en la base inercial 

o mejor dicho respecto al origen y los vectores en minúscula eslán precisamente en la base móvil que es la 
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de l cuerpo en movimien1 0. Definidos los vectores a continuac ión se presentan las ec uac iones de los dis1intos 

lazos vec1ori ales. 

Hipótesis del Análisis 

Las hi pótes is que utili za remos para el análisis de l mecanismo serán: 

Todos los es labones son rígidos 

El vector R8 rotará e incrementará su magnitud en su base loca l, 

El vector R9 rotará y aunque conservará su magnitud se mantendrá ortogonal respec to a R4 

El vector R 1 O seguirá el movimiento del vector R9, estará medido en la misma base 9 pero su 

magnitud se mantendrá constante y estará medida como componente vertical de la base 9. 

lazo Pri11ci1)(// (LP) 

Es el mecanismo de 4 barras que se forma entre la estructura, las 2 horqui llas y la mangueta por med io de los 

vectores R 1, R2, R3, R4, los cuales forman la siguiente ecuación de lazo vectorial: 

Donde: 

R, =(cu., c1r ) 

R2 =[R 02 ]-r2 

R; =[R 0J r, 
R4 = [R c'>J r, 

¡::2 =(cix ,O) 
r, =k ,,o) 
r, =(e, , .o) 

11 .i 

Con C1x , C, ,. las magn itudes constan tes de l vector RI med idas en la liase inercial , Q 2 como el ángu lo de la 

horquilla superior Q3 el ángu lo de la horquilla inferior, Q, el ángulo de la mangueta, C2x magnitud de la 

horquilla en su liase local 2, C3x magn ilud de la horquilla in fer ior en su liase local 3, C4x magnitud de la 

mangucia en su base local 4. Se nota que en éste primer lazo vectori al ningún elemento cambia su magni1 ud. 

tan sólo su posición medida a través de sus ángulos respecto al eje X inercial. 
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Lazn A11111rtig11ad11r (LA) 

Este lazo es el que se forma entre los vectores RS, R6 y aR2, sus ecuaciones son las siguientes: 

R5 +a * R1 - R6 =O 11.ii 

R; = (c5x•c5J 
r(, = (x6,0) 

Con C5x y C51· las magnitudes constantes horizontales y ve rti cales del vector RS medidas en la base inercia l, 

Q6 el ángulo del amortiguador, x6 magnitud variable del vector r6 medida en su base local 6, y a constante 

que indica que tan lejos del buje de la horquilla superior está el buj e interior del amortiguador. 

Laza Eje - Horquilla Superior (LEHS) 

Este es el lazo que se form a con los vectores R7, RS, R9, R4, RI y R2 , en el se anali zarán los movimientos 

del ej e de tracción respecto a los elementos superiores que conforman la suspensión. Su ecuación es la 

siguiente: 

R1 + R8 +e · R9 +bR4 - R1 - R1 =O 11.iii 

R1 =(c7x,c71,) 

Rs = [R es ] ·~ 
R9 =[R e9 ] ·~ 

i';¡ = (x8 ,O ) 

¡:9 =(c9,,o) 

R7 es el vec tor que va del buj e de la horquilla iníerior a la junta uni ve rsa l entre el eje y la fl echa del reductor. 

éste es un vec tor medido en la base inercial sus magnitudes son C7 x y C7 y. El RS es el vector del primer eje 

de tracc ión que se mueve y desliza sobre su base local 8, esto es, que incrementa su magnitud x8 

dependiendo de l ángulo de rotación Q8 de su base respecto a la base inercial. El R9 es el vec tor del eje de 

tracción que se mueve y des li za sobre su base local 9, esto es, que conserva su magnitud C9x aunque va ri ará 

un !111gulo de rotación Q9 de su base respecto a la base inncia l. La constante b es una constant.: de 

proporcionalidad que nos indica a qué altura de la mangueta se encuentra empotrado la junta pris111{1t ica o 

balero en donde se des lizará el eje de tracción y en el cual se recargará sobre la propia mangueta . De igual 

manera e es una constante que nos indica la proporción del eje o vector R8 que se encuentra interactuando con 

este lazo, es decir. qué parte del eje se encuentra de la junta uniwrsa l hasta él balero de la mangueta 
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lazo Eje - Horquilla /11(erior (lEHI) 

Este es el lazo que se forma con los vec tores R7, R8, R9, R4, R3 , en el se ana li zarán los movimientos del eje 

de tracc ión respec to a los elementos inferiores de la suspensión. Su ecuac ión vectorial es la sigu iente: 

Aquí el vec tor R4 va en sentido contrario a su descripción natural. 

lazo Eje - 1'111110 de Co11tacto (lEPC) 

Esta ecuación nos describe la relación que existe entre el punto de contacto del piso con la ll anta y esta 

relac ión a su vez determina el movimiento del eje de tracción, para el cual se plantea la siguiente ecuación: 

RIO = [R 09 ]· ¡;;º 
R1 1 = (x1 PY11) 

~ 2 = (c1 2x•C12J 

R 1 O es el vec tor que va del centro del balero de la llanta hasta el punto de contacto en el piso y es 

perpendicular a R9 el cual tendrá el mismo de ángulo de rotación Q9 del eje de tracc ión y su magnitud (radio 

promed io de la ll anta) será med ida con una coordenada vertical C10 y . RI 1 se rá un vector inercial que va del 

origen O hasta el punto de contacto en el piso K cuyas componentes serán x11 , y 11 . Finalmente tendremos el 

vector R 12 que nos dará la altura de la estructura del carro al piso, este vector ti ene un parámetro C1 2 , .. 

2.3 Análisis de Velocidad 

Las ec uac iones de ve locidad se obtienen derivando respecto al tiempo cada una de las ecuaciones matriciales 

de pos ición. Co n esto se obtienen las variables de velocidad lineal y angular para los eslabones que le 

corresponden a cada e lemento del mecanismo. A continuación se mostrarán dichas ecuaciones para cada lazo 

vec torial. 

Velocidad /.azo Pri11cipal 

//2 - /13 - //4 = O 11. vi 

v; = [0JR.2 
//1 = [0JR.1 
114 =[0,]·R4 
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Aquí só lo ex isten 3 vectores de velocidad ya que el es labón que corresponde a la estructura permanece fijo ; 
quedando solamente las ve loc idades angulares de los es labones w, w3 w, respec ti vamente. 

Velocidad Lazo A111ortir:1uulor 

aV1 -V6 =O 11.vii 

~. = [nJ R6 + [R 0J v6 

Aquí también no ex iste velocidad en el eslabón RS que es pa11e de la estructura. En cambio tenernos que el 

vector de ve locidad del es labón R6 ya está compuesto por 2 partes, la primera es la ve loc idad angular que 

sufre el amoniguador y la segunda es debido al cambio de magnitud del mismo en donde aparece el vector 

local v6 el cual indica la ve locidad local del a111011iguador. 

Velocidad Lazo Eje - Horquilla Superior 

v; +cV, +b~ -v; =0 

v; =(ns]. R8 + (R 08 ] · v8 

V,= [n"] R" 

11.viii 

En este lazo el eje tiene la parte rotacional de la velocidad y también ve loc idad en el sentido ax ial, esto 

debido a que al existir des li zamiento del eje sobre la fl echa de l reductor y sobre el eje de sa lida de la ll anta, el 

vector RS perteneciente al eje aumenta de tamaño; esto se mide a través del vector de velocidad local v8. 

Velocidad La:-.o Eje - Jlorquilla /11[erior 

11.ix 

Velocidad La;-.o /:'je - !'unto de Contacto 

f/;+V,-v;0 -il; 1 =Ü IJ.X 

v;º = (n9] · R,o 
v;, = (vx,1 , VY11 
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Estas ecuac iones son interesantes ya que por un lado el vector VIO nos dará la veloc idad de rotac ión con la 

que se mueve el es la bón R 1 O de la llanta (la misma que la del eje de tracc ión) y por otro lado tenemos la 

ve locidad con la que se traslada la llanta respecto al piso por med io de VIO con componentes x,y. 

2.4 Análisis de Aceleración 

Las ecuac iones de ace lerac ión se obtienen derivando respecto al tiempo cada una de las ecuaciones 

matricia les de ve locidad. Con esto se obtienen las variab les de acelerac ión normal y tangencial para los cada 

elemento de l mecanismo. A continuación se mostrarán dichas ecuac iones para cada lazo vectorial. 

Ace/erachí11 Lazo Pri11cipaf 

A2 - A3 - A4 = O 11. xi 

A2 =(AJ R2 

A3 =[AJR3 

A4 =[AJ R4 

En este lazo só lo existen ace leraciones tangenciales por lo que solamente sobreviven las ace leraciones 
angu lares de los eslabones móvi les las cuales son las siguientes: a 2 , a 3, a, _ 

Aceferacirí11 Lazo Amortiguador 

En el lazo del amort iguador aparece ya el vector del es labón R6 completo, debido a que existe rotación y 

desplazamiento del mismo. Su ace lerac ión será con componentes angulares y normales dando una ace leración 

angular a 6 y normal ax(, 

Acefemci1í11 f.a zo Eje - H11rq11i((11 Superior 

A8 +cA,1 +bA4 - A2 =0 ll.x111 

A8 =(As].R8 +2[ns].[R 0 R] .v8 +[R <-ix ] a8 

A9 =[AJ R9 
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El vector de ace leración correspondiente al eje es labón de tracción también tiene la forma completa de la 

ecuación matricial de la aceleración debido al cambio de magnitud y traslación del mismo. Por lo tanto tendrá 

su aceleración angular a 8 y normal axs por ende también la de Corioli s. 

Aceleraciti11 Law Eje - Horquilla Inferior 

11.xiv 

Ace/eraci1í11 Lazo Eje - Punto de Contacto 

As + A9 - A10 - A1 i = O 11.xv 

Áio = [A9 ]· "Rio 
A11 = (ax11,ªY11) 

Esta última ecuación de lazo existirá de nuevo la relación perpendicular entre el vector del eje A9 y el vector 

AJO de la llanta tendrán ambos la misma velocidad angular y la ace leración de traslación de la ll anta será 

dada por el vector A 11 que describe el punto de contacto de la llanta con el piso por medio de sus 

componentes inerciales ax 11 y ay11. 

A continuación se muestra un cuadro donde se ponen las variables que se deberán de encontrar para cada 

caso Cinemático; con la finalidad de tener una referencia rápida para el desarrollo del análisis. 

la:o l'osiciti11 Velocidad Ace/erachí11 No. Ec1111ci1111e.;· 

Ci11e11uítico 

L.!'. Q .. , Q3, Q, 'vl 2 1 W3, w, a : , a3 , a, 2 

L.A. Q., , x6 w6, vx6 a , , ax6 2 

L.Llf.S. Q,, , Q ~ , x, Wg, W9, VXg a H, a:u ax 8 2 

l.E./1.1. 2 

l.Ll'.C X¡ o , )' 10 VX¡o, V)'10 a .\ 101 Zl,Y tu 2 

l't1rtí111etro.\· )'1 0 VY10 ªY1 0 

No. Variah/es 9 9 9 10 
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Tabla 3 Variables Cinemáticas 

Con esto se observa que son sufic ientes 5 ecuac iones de lazo vectorial para resolver cada una de las var iab les 

cinemáticas donde tendremos como dato de entrada los valores de posición, velocidad, ace leración del punto 

de contacto ent re la llanta y el suelo. 
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Capítulo 3 

Análisis Cinemático con doble llanta 

En este capítulo se presenta el sistema con amabas llantas frontales, incluyendo la carrocería, mostrándose la 

dificultad que se presenta cuando una llanta se mueve en forma diferente de la otra, principalmente en caminos de 

terracería o muy irregulares. 

3.1 Descripción de los Multicuerpos 

El sistema de las suspensiones ( multicuerpos ) tendrá la configuración que se muestra a continuación en la que el 

subíndice i indica la referencia izquierda y d la derecha viendo hacia el observador . 

Esquema de Cu~ 

6i 

o 
2i 

Ilustración 11 Esquema cuerpos Integrantes de las suspensiones 1 (izquierda) y d (derecha) 

Se supone en este caso, que esta en una condición de equilibrio vista desde el frente, donde el cuerpo O es la estructura 

del carro y a Ja cual irán sujetas las horquillas superiores (cuerpos 1 i y Id) y las inferiores (cuerpo Ji y Jd), a estas irán 

unidas las manguetas (cuerpos 2i y 2d); de la estructura se conectarán los ejes de tracción (cuerpos 4i y 4d) que irán a 

las de las llantas (cuerpos 5i y 5d), éstas darán la tracción a las dos ruedas (cuerpos 6i y 6d). En la parte superior de la 

estructura estarán conectados los amortiguadores que no se designarán como cuerpos pero a los que se les estudiará 

cinematicarnente. Las juntas serán las mismas que las del capítulo 2. 
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3.2 Posición 

Primero se describirán los puntos de estudio de los multicuerpos de la misma forma que en el capítulo 2, únicamente 

que aquí también se acomodarán de tal forma que se logre visualizar el movimiento de la estructura como un cuerpo 

Fd 

Gd 
Hd 

Id 

Kd 

Ji 

li 

o 

Ilustración 12 Puntos de estudio cinemático 

Fi 

Gi m· 

Ki 

rígido, pero dependiente al movimiento de los mecanismos de las suspensiones y transmisión, esto no hará necesario 

plantear las ecuaciones de Kutzbach para obtener los grados de libertad del conjunto de multicuerpos ya que en teoría 

deberán estar libres, esto es, que la estructura y los mecanismos de suspensión y tracción podrán desplazarse 

verticalmente así como rotar. 

A continuación se muestran los nodos del sistema de multicuerpos: 

Punto 

AiAd 

BiBd 

CiCd 

DiDd 

EiEd 

FiFd 

GiGd 

HiHd 

li Id 

Dese ri pción 

Juntas rotacionales de la horquilla inf. 

Juntas universales del eje del reductor. 

Juntas rotacionales de la horquilla sup. 

Juntas rotacionales sup. del amortiguador. 

Juntas rotacionales inf. del amortiguador. 

Juntas rotacionales de la mangueta 

Juntas prismáticas entre la llanta y el eje. 

Juntas prismáticas entre la mangueta y el eje 

Juntas rotacionales de la horquilla inf. 
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Ji Jd 

KiKd 

o 
p 

Juntas universales del eje de la rueda 

Puntos de contacto entre la llanta y el piso. 

Origen del sistema inercial. 

Origen de la estructura 

Tabla 4 Descripción de puntos cinemáticos 

Nuevamente todos estos puntos se unirán vectorialmente resultando la misma nomenclatura del lado izquierdo y 

derecho distinguiéndose entre ellos por los subíndices i y d respectivamente, aunque habrá un vector común a ambos 

lados que se rá el RO, ya que éste nos dará la ubicación de la estructura respecto al origen; esto lo podremos revisar en 

la siguiente tabla: 

Vector Seg111e11to 

RO OP 

RI PA 

R2 AC 

R3 CF 

R4 Al 

RS IF 

R6 DC 

R7 DE 

R8 AB 

R9 BJ 

RIO JG 

RI 1 OK 

Rl2 KG 

Tabla 5 Descripción de puntos cinemáticos 

Hipótesis del A11rí/isis 

Las hipótesis que se utili zan para el análisis del mecanismo son: 

Todos los es la bones son rígidos 

La estructura variará de posición con el vector RO además rotará sobre su base local Oc 

El vector R9 rowrá e incrementará su magnitud en su base local. 

El vector R 1 O rotará y aunque conservará su magnitud se mantendrá ortogona l respecto a R5 

LI vector R 1 1 segu irá el movimiento del vector R 1 O, estarú medido en la misma base 1 O pero su magnitud se 

1nantendrá constante y es tará medida como componente vertical de la base 1 O. 
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• El vector RI 1 seguirá el movimiento del vector RIO, estará medido en la misma base 10 pero su magnitud se 

mantendrá constante y estará medida como componente vertical de la base 10. 

A continuación se muestra el sistema de lazos vectoriales utilizados para realizar el estudio cinemático: 

Lazos Vectoriales 

RJcl 

71cl R6cl 

1 
1 

~~ 
\ R2d 

R6i R?, 

RJi 

R5i 
RSd 

R!d 
R4d A 

Rl 2i 
Rl2d 

1 RO! 

Rl l d Rll• 

'< 

Ilustración 13 Esquema de vectores 

Lazo Principal (LP) 

Es el mecanismo de 4 barras que se forma entre la estructura, las 2 horquillas y la mangueta por medio de los 

vectores R 1, R2, RJ, R4, los cuales forman la siguiente ecuación de lazo vectorial: 

R1 = (ReE ]· r1 
RJ = [R03 ]· r1 
"/(4 = (R94 ]· r4 

K5 = [R05 ]· r5 
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r1 =(c3x,O) 
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magnitud de la horquilla en su base local 3, C4x magnitud de la horquilla inferior en su base local 4, C 5 , magnitud 

de la mangueta en su base local 5. Se nota que en éste primer lazo vectorial ningún elemento cambia su magnitud, 

tan sólo su posición medida a través de sus ángulos respecto al eje X inercial. 

Lazo Amortiguador (LA) 

Este lazo es el que se for111a en tre los vectores R6, R7 y aR3, sus ecuaciones son las siguientes: 

R6 +a· R
3 

- R7 =O 

R6 = [R0c ]· r6 

R1=[R01J·r; 

11 l.ii 

,.6 = (c6x>c6, ) 
r7 =(x 1 ,0) 

Con C 6 , y C 6 , las magnitudes constantes horizontales y verticales del vector R6 medidas en la base local QE, el 

ángulo Q7 del amortiguador, x7 magnitud variable del vector r7 medida en su base local 7, y a constante que indica 

que tan lejos del buje de la horquilla superior está el buje inferior del amortiguador que es igual a la constante 

utilizada en el capitulo anterior. 

Law Eje - Horquilla Superior (LEHS! 

Este es el lazo que se for111a con los vectores R8, R9, cR 1 O, bRS, R 1 y R2, en él se analizarán los movimientos del 

eje de tracción respecto a los elementos superiores que conforman la suspensión. Su ecuación es la siguiente: 

R8 + R9 +e· R10 + bR5 - R1 - R1 = O 111.iii 

R8 =[R0h]·fs r8 =(c8 ,,c8 , ) 

R9 = [R09] ·F; r9 =(x9,0) 

R8 es el vector que va del buje de la horquilla inferior a la junta universal , éste es un vector medido en la base local 

sus magnitudes son C8 , , C8 y. El R9 es el vector del primer eje de tracción que se mueve y desliza sobre su base 

local 9, esto es, que incrementa su 111agnitud x9 dependiendo del ángulo de rotación Q9 de su base respecto a la base 

inercial. El R 1 O es el vector del eje de tracción que se mueve y dcsl iza sobre su base local 1 O, esto es, que conserva 

su magnitud c 10 , aunque varia rá un ángulo de rotación Q10 de su base respecto a la base inercial. La conswnte b es 

una constante de proporcionalidad. De igual manera e es una conslante que indica la proporción del eje o vector R8 

que se cncuentr;1 intcr;ictuando con este lazo, es decir, qué parte del eje se encuentra de la junta uni ve rsal hasta él 

balero de la mangueta. 
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Lazo E¡e - llorquilla Ju(erior (LEHI) 

Este es el lazo que se fo rma con los vectores R8, R9, cRIO, bRS, R4, en el se ana li zarán los movimientos de l eje de 

tracción respec to a los elementos inferiores de la suspensión. Su ecuac ión vec torial es la sigu iente: 

111.iv 

Aquí el vector RS va en sentido contrario a su descripción natural. 

Lazo Eie - P111110 de Co111ac/o (LEPC) 

Esta ecuac ión descr ibe la relación que existe entre el punto de contacto de l piso con la llanta y esta a su vez determina 

el movim iento del eje, para el cual se plantea la sigu iente ecuación: 

Ro+ RI + Rg + R9 + R10 -'Ri1 - 'Ri 2 =o 111.v 

Ro= (xo,Yo ) 

'Ri1 = (x11> Y1 1 
R12 =(R010 J·Pi2 

R 12 es el vector que va del centro del ba lero de la ll anta hasta el punto de contacto en el piso y el cual tendrá el 

mismo de ángulo de rotac ión Q10 del eje de tracc ión y su magnitud (radio promedio de la ll anta) se rá med ida con una 

coordenada vertical C12 ,.. R 1 1 será un vector inercial que va del origen O hasta el punto de contact_o en el piso K 

cuyas componentes serán x11 , y11 . Fina lmente tendremos el vector RO que nos dará la altura de la estructura del carro 

al piso, este vec tor ti ene una distancia x0 , y 0 . 

Lazo //orquil/a-!'l'fa11g11e/a- P1111/o de Co111ac10 (LHMPCJ 

Aqu í se relacionan el movim iento de la horqu illa inferior con la llanta para finalmente incluir las coordenadas del 

punto de contacto 

111. vi 
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3.3 Análisis de Velocidad 

Velocidad la o P'ri11ci7al VL P 

v; +V,-V, -v; =0 

v; =[o , ]· 1?2 

v; =[OJ R3 

V, =[OJR4 

i7; = [ns].R5 

111. vii 

Las variables de e e lazo serán las velocidades angulares de los es labones w", w3 , w4, w5 respectivamente. 

Velocidad Ltf7o Amorli"tuulor VLA 

f/6 +a· V3 - V1 =O III.viii 

~ =[n ,.]·R6 

v; =[ni]. 1?1 + [R 01 ] · v¡ 

La ve locidad en el slabón R6 es la de la estructu ra En cambio se tiene que el vecto r de ve loc idad del es labón R7 ya 

está compuesto pof 2 partes, la p111nera es la ve locidad angular que suf1 e el a1110111guador y la segunda es debido al 

cambio de magn1tu[ del 1111s1110 en donde aparece el vector local ' 7 el cual 1nd1ca la ve loc idad loca l del amort iguador 

Velocidad Lazo E. - llort uilla Su erior fVLEllS 

~+V,+ e· il;0 + bil; - i/; -V, =O 

V,= [D , ]·R9 

V, =[n.J1?9 +[R 09 J·v9 
v;o =[D io l· R;o 

111.ix 

v,, = (vx ,"O) 

En este lazo el eje tiene la pane rotacional de la velocidad y también velocidad en el sentido ax ial, el vector V9 

pertenec iente a l ejé aume nta de tamaño; es to se mide a través del vector de ve locidad loca l v9. 

Velocidad La:.o Eje - llorl(Uilla lu(erior (VLE/11) 

~ +V, +e il;0 - b i7; - V, = O III. x 
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Velocidad Lazo Eje - P1111111 de Co11111cto (VLEPdeC) 

v0 + v1 + V8 + V9 + v10 - v11 - v12 =o llI. xi 

f'o = ko, v,o) 
v; = [nJ. R

1 

V11 =(v ., 11 , 11y11) 

i/;2 = [D10 ]·R1 2 

El vector Vl2 da la \elocidad de rotac ión con la que se mueve el es labón RIO de la ll anta (la misma que la del eje de 

tracción) y por otro lado se tiene la velocidad con la que se tras lada la ll anta respecto al piso por medio de VI 1 con 

componentes x,y. 

Velocidad Law H11rq11il/11-l\/1111g11et11 - P111110 de Co11t11cto (VLHMPdeC) 

Ill.xii 

3.4 Análisis de Aceleración 

Las ec uaciones de acekración se obti enen deri vando respecto al ti empo cada una de las ecuac iones mat riciales de 

ve loc idad . Con esto se obtienen las variab les de ace lerac ión .norma l y tangencial para los de cada ele111en to del 

mecanis111 0. A continuación se mostrarán dichas ecuaciones para cada lazo vec tor ial. 

Acelernciúu La ~o Priucipal 

11, + 11, - A4 - A5 = o 
A,= [A , l· R2 
A, = [AJR1 

. ..J , = [A,] · R, 

. I; = [A , ] R, 

111. xiii 

En este lazo sólo e.\is1en acekrac ioncs tangenc iales por lo que solamente sobreviven las ace lerac iones angulares de 

los es labones 111ó vi les las cuales son las siguientes: ae. a ;, ª" a., . 
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Aceleraci<Ín lazu A111orti1:1111dor 

A6 + aA, - A7 = O III. xiv 

A6 =[A , l R6 
A1 =[A 1 ]·R1 +2[nJ[R01 ].v1 +[R 01l ª 1 

En lazo del amortiguador aparece ya el vector del eslabón R7 completo . debido a que existe ro tac ión y 

desplazamiento del mismo. Su ace leración será con componentes angulares y normales dando una aceleración angular 

a 7 y normal ax 7 • En este lazo ex istirá la acelerac ión angular de la est ructura aE considerándola como cuerpo rígido. 

Aceleració11 lazo Eje - Horquilla Superior 

A, + A9 + cA10 + bA5 - A2 - A, = O 11 l. x v 

A8 =[AJ· R8 

A:, = [A 9 ]· R9 + 2[09 ]· [R09 ].v9 + [R 0 J a9 a9 = (ax 9 ,0) 

Áio = [A1ol R;o 

El vector de aceleración correspondiente al eje eslabón de tracción también tiene la forma completa de la ecuación 

matricial de la aceleración debido al cambio de magnitud y traslac ión del mismo. Por lo tanto tendrá su aceleración 

angular a 7 y normal ax 7 

Acefemci!Í11 Lazo Eje - Horquilla fll(erior 

Aceleraci<Ín Lazo Eic - Punto de Contacto 

A()+ Al+ Ag + A9 + AIO -Al l - A,! = o 

A;, = (a,o,a,o ) 
:41 =[A , ]·R1 

A11 = (ax11>ªY11) 
A12 = [A1 2 J· R1 2 

Aceleraci!Ín l .az11-/lorquilla-Mang11eta - Punto de Contacto (AUIMl'deC) 
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A continuación se muestra un cuadro donde se ponen las variables que se deberán de encontrar para cada caso 

Cinemático: con la linalidad de tener una referencia rápida para el desa rrollo del anál isis. 

Laza Posició11 Velocidad Aceleración No. Eciones. 

Ci11e111álico 

l.P. º" ' Q3J , Q,d, Osd WE, WJ d1 W..id1 W5¡1 a :: , ª3dt a .id, a sd 2 der. 

Q;,, Q..a¡, Q5, WJ11 W4¡ , W5 , ª31 1 a ..11, a;. 2 izqs. 

l.A. Q7d1 X7d W7J, VX 7d a 7l¡, ax7d 2 der. 

01 11 X7¡ W7, , VX7¡ ª11 1 ax 7, 2 izqs. 

l.E.H.S. Q.,.,, OiuJ, X1 od W9d1 W10d1 VX9d a 9dr ª 1od1 ax9d 2 der. 

Q,Jd , 0 1od, X IOd W9J1 W10d1 VX9d ª9d1 a1od 1 ax9d 2 izqs. 

l.E.H.I. 2 der. 

2 izqs. 

L.E.P.C Xo, Yo. x,,d VXo 1 VYo. vx,,d, ax0 , ªYo , ax ,,d 2 der. 

X1 Id VX11 d 3X 11 d 2 izqs. 

LH./11.P.C 2 der. 

2 izqs. 

Par<Í11u!tros )' IOd. Y IOi yY1od, VY 10; ay 1w. ay w1 

No. V11ri11bles 2 1 21 21 24 

Tabla 6 Variables cinemáticas 

Aquí vemos que es necesar io tomar 12 ecuaciones vectoriales, con 2 componentes cada una, ya que al ser 2 1 

incógnitas el sistema se contempla si de las 24 ecuac iones escogemos 2 1 con las cuales trabajar. Inclusive es posible 

probar tan solo con un parámet ro de entrada y no con 2, siendo ahora 22 incógni tas para cada caso cinemáti co 

·(pos ición, ve loc idad y ace leración) y ver de que forma se comporta e l sistema de ecuaciones. 
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Capítulo 4 

Análisis Cinemático en 3D 

En este capítulo se presenta la suspensión considerando vectores en el espacio, su transformación a un mismo sistema 

de referencia para ubicar las variables de acuerdo al movimiento. 

4.1 Descripción del Sistema de Multicuerpos 

El sistema de la suspensión en su configuración inicial es el que se muestra en la figura siguiente, se presenta la parte 

izquierda de la suspensión (llanta izquierda) mostrándose parte del chasis, este será un análisis semejante al 

presentado en el capítulo 1 

lustración 13 Esquema de Suspensión con tracción delantera llanta izquierda 

Esta es una figura isométrica y se observa el sistema de multicuerpos para el caso de la llanta izquierda delantera, 

donde la cremallera se encuentra atrás respecto al sentido o avance del auto. A manera de ver a detalle el sistema de 

tracción se muestra a continuación retirando de la vista la llanta, esto brinda una mejor descripción del mecanismo. 

lustración 14 Esquema de Suspensión con tracción delantera llanta Izquierda 
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Básicamente es el mecanismo con que se trabajó en el capítulo 2 pero con una representación más detallada; se puede 

ver que el sistema se puede descomponer básicamente en 3 partes principales, la primera sería la parte de la 

suspensión que se compone por la estructura (la cual se representa como si estuviera armada con perfiles PTR 

rectangulares ) , las horquillas superior e inferior que se unen a la estructura por medio de un buje y perno 

respectivamente, y la mangueta que sirve como acoplador de las 2 horquillas mediante dos rótulas en sus extensiones. 

A su vez se observa el sistema de la dirección que está colocado atrás respecto del mecanismo de la suspensión, este 

se compone fundamentalmente de la cremallera y su estuche (el cual se encuentra fijo a la estructura) y la barra de la 

dirección que por un extremo se une a la cremallera y por el otro a la mangueta mediante juntas esféricas; este 

mecanismo es un sistema de manivela-acoplador-corredera espacial. 

La última parte es la parte de tracción donde tenemos una flecha de entrada que es la que entrega el giro al sistema 

desde el diferencial, esta lo transmite a una flecha mediante una junta de Hooke o junta homocinética, para 

finalmente entregarle el giro a la flecha de la llanta que se conecta a la anterior igualmente por medio de una junta de 

Hooke. 

Esta tercera parte va a estar supeditada a las restricciones de movimiento de los mecanismos anteriores, siendo de 2 

grados de libertad el sistema en su conjunto, los cuales serían: la posición de la llanta respecto al suelo y su giro 

respecto al desplazamiento de la cremallera. 

De la misma manera que en los capítulos anteriores se nombran los cuerpos para identificarlos y posteriormente 

plantear la cinemática del sistema de multicuerpos. La figura siguiente nos muestra los cuerpos del sistema y se 

identifican en la tabla siguiente. 

CI 

~1 
C9 

C6 

co 

C2 

Ilustración 15 Sistema de multicuerpos de la suspensión 
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Número de Cuerpo Identificación 

o Estructura 

1 Horquilla superior 

2 Horquilla inferior 

3 Mangueta 

4 Flecha de entrada 

5 Flecha de tracción 

6 Flecha de tracción llanta 

7 Cremallera 

8 Barra de la dirección 

9 Llanta 

Tabla 7 Descripción de cuerpos 

4.2 Posición 

Se describirán los puntos del sistema de multicuerpos de forma análoga que en los capítulos anteriores. 

A continuación se identifican los nodos del sistema de multicuerpos: 

Ilustración 16 Ubicación de los puntos cinemáticos 
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Punto Descripción 

o Origen de referenc ia 

A Buje de horquilla superior 

B Balero fl echa entrada. 

c Buje de horqu ill a in ferior 

D Junta esférica horqui ll a super ior 

E Junta esférica horqui lla inferi or 

F Centro de la cruceta de junta hooke 

G Centro de la cruceta de junta hooke 

H Punto de contacto. de la fl echa 1 lanta con 

mangueta. 

Rótula cremallera-barra dirección 

Rótula barra di rección-mangueta 

o Origen de l sistema inerc ial. 

Tabla 8 Descripción de puntos cinemáticos 

Vector Seg111e11to 

RO OA 

R l OB 

R2 oc 
R3 CA 

R4 AD 

R5 CE 

R6 ED 

R7 BF 

R8 FG 

R9 GH 

RlO 0 1 

Rl 1 lJ 

Rl2 HJ 

Tabla 9 Vectores y puntos cinematicos 
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A continuación se establece el sistema de lazos vectoriales que permitirán formar las mallas para el análisis de 

posición, para posteriormente determinar las respectivas ecuaciones de velocidad y aceleración, derivadas a partir de 

la primera. 

Las constantes C1 ¡ , cy;, e,; son las coordenadas constantes de los vectores de cada punto de referencia respecto a un 

origen estBblecido ya sea en la base inercial o local, lo mismo pasa con las coordenadas variables X¡ , y¡, Z; , que 

estarán indicando la variación de dicha coordenada en su sistema de referencia, en este caso sólo se variará X¡ , ya que 

se elegirán las bases de manera que únicamente se midan desplazamientos de la coordenada x en su base local . Qa b 

es la matriz de transformación de la base bala a por medio de las matrices ortogonales de rotación Rol [eje ;, ángulo¡ 

]
9 que serán matrices de transformación lineal que estarán en función del eje de rotación y el ángulo 

correspondiente, si las rotaciones son sobre el eje Z¡ entonces se medirá un ángulo El ¡ variable, de otra forma si las 

rotaciones se llevan a cabo sobre el eje X; local donde los giros serán constantes y su valor será de 90º, esto con el fin 

de hacer coincidir el eje de rotación con su respectivo eje z local. 

R11 

Ilustración 17 Ubicación de los vectores en el sistema de multicuerpos 
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Hip!Íte.l'is del A/l{í/i.1i.1 

Las hipótes is que u1ili zare111os para el aná li sis del mecanismo serán: 

Todos los eslabones son rígidos 

El vector R7 incre111en1ará su 111 agnitud la cual se med irá en la base inercial del mecanismo. 

El vector R8 únicamente rotará con las mat rices de rotación de su junta de Hooke, manteniendo su 111agnitud 

constante. 

El vecto r R9 gi rará con las transformaciones de las 2 juntas de Hooke del eje de tracción, e incre111e ntará su 

111 agni tud en su base local, ade111ás será ortogonal a R6 

El vector R 12 se 111overá con las transformaciones del vector R6 y la rotación sobre el mis1110 R6 que será 

causada por el funciona111iento de la cremallera. 

La;o Pri11cip11/ (LP) 

Este lazo se forma entre la estructura, las 2 horquillas y la 111angueta por medio de los vectores RO , R2 , R4. R5, R6 

los cua les forman la siguiente ecuación de lazo vectorial: 

donde 

R~ = ~,o' C ,,, c,J 
R.'= ~ .,,c, ,, cJ 

' ' Q 1 R. = -,, 

Q = Rv1~, , l/IJ 

Q = Ro1~ ,, lflJ 

" R> Q Q r;, 
' 
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o 2 
En este caso R¡ es e l vector de posición que va del origen O al pto . A, Ri vector de posición que va de l origen 

O al pto. C, R¡
4 

vec tor inercia l que describe la rotación de la horquil la supe ri or va del pto. A al O, Ri
5 

vec tor 

6 
inercia l que describe la rotación de la horquilla inferior va del pto. C al E, y fina lmente, Ri vec tor inercial que 

describe la rotac ión de la mangueta (acoplador) de la ll anta en el plano formado por e l mecan ismo de 4 barras de la 

suspens ión va del pto. E al D. 

lazo Horl{uilla fll(erior-Direcció11 (LHl-D) 

Es te lazo es e l que se forma entre los vectores R2, RS, b*R6, RIO, RI 1 y R12, sus ecuaciones son las siguientes: 

donde 

11 llp llflfl 

11 QQQ 11 R. = · · ·r11,, 11 = r o o) r 11,.,, \Cr11' ' 
11 l lp 

Q = Ro1(x
11

,-90°] 
11 

,,,,,, ~ l 
= 1?01 7 , Q 11,, lfl11,,,, 

11¡> 

) 6 611 Óflf) 

R'. '= Q·Q Q·Q r:'..,, ." = 1 o o) I 6 1,,, \C x1 2 • ' ,,, 
,,,,, ~ l 

=Rol 7 Q ,,,, l.f/,,,,, ,,, 

R 10 11 
El vector de pos ici ón ¡ es el que va del origen O al pto. 1, que corresponde a la cremallera de la dirección R¡ 

12 
vector inerc ial que representa la barra de acoplamiento entre la dirección y la mangueta, que va de 1 al pto. J, R; 

vector inercial que describe la rotación de la mangueta pero ahora respecto al ángulo medido sobre su eje de rotac ión 

(entre los puntos ED que definen las horquill as superior e inferior) este ángulo es perpendicular al anterior que era 

med ido en el plano del mecani smo de 4 barras. 

Por medio de esta ec uación se relaciona el movimiento de la suspensión con el de la barra de la d irecc ión, esto para 

dellnir la relación entre ambos al subir y bajar la ll anta. 

Lazo Eje- Iforl(11il/11 Su{Jerior CLE-1/S) 

Este lazo es e l que se forma entre los vectores RO, Rl, R4, R6, R7, RS, R9 sus ecuaciones son las siguientes: 

44 



donde 

R> (x ,,o,o) 
8 8¡1 8¡1p 

R'.= Q ·Q ·Q·r:,. /,s =(e .o o) 
811 1·8 ' ' ,,, 

,,, 
Q = Rot[x,,-90º ] 

8 

,,,,, [ l 
= Rot 7 , Q _,,, lf/,,,,, ,,, 

8 8¡1 8¡111 ') 91> 9 , ,,, 

R~ =Q Q Q·Q Q Qr,,,,, /, º = IX O o) 
9/'I' \._; •J'' 

8 11 8f111 911 

" ~ l = Rot 7 , Q ,,,,, lf/, 
s,,,, 

Q = Ro1[x
0

,90º ] 
9 

,,,,,, [ l 
= Rot 7 , 1J Q _,, ,, 1/ ,, ,,,, ,,, 

7 8 R¡ es él vector de la fl echa del reductor que va de B al pto. F, R¡ vector inercial de la flecha intermedia que se 

9 
encuentra entre las 2 juntas de Hooke va del pto. F al pto. G, R¡c vec tor inercial que describe el movimiento de la 

fl echa de salida de la llanta, el vector va del pto Gal H que se encuentra en el centro de la mangueta, este vector ti ene 

las rotaciones de am bas juntas de Hooke. 

Se plantea este lazo para ve r cómo es que se comporta el eje de tracción con el vaivén de la suspensión , y ana li zar el 

compoi-tamiento de las juntas de Hooke debido a la acc ión de la suspensión. 

lazo Eje-Direcciií11 (LE-Di 

Es te lazo ..:sel que se fo rma entre los vectores RI, R7, R8, R9, RIO, RI 1, Rl2 sus ecuaciones son las siguientes: 

R: + R,1 

+ R ~ + R'. .. + R:' -R:" -¡( =o 1v .iv 

Con es te Liitimo lazo se relac iona el movimiento del eje de tracción debido al movi miento rea li zado por Ja dirección 

además de que es necesa ri o para completar el número de ecuac iones con el de incógn itas. 

Co11dicilí11 de l'erpe11dic11/11ridad (Produclo 1'1111/0) 

Lsta condición se establec iú para que se pudiera obtener Ja so lución propia del rnccan is mo, esta se propone entre Jos 
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vectores de la fl echa de la llanta R9 y e l vector que rep resenta la manguern R6, ambos medidos en la misma base, por 

lo que e l vec ior R9 se transfo rmará a la base de la mangueta inc luyendo las rotaciones debidas a la crema ll era . los 

vec tores son los s iguienies: 

') (>/ 'I (> ') 

R,.,. =T A T R, 

6 l•/' (l/'/' 

T =Q Q Q Q 
l'/' 

" ~f ' S¡ 1f ' •)¡¡ •}/'/' 

A =QQQQQQ 
1 s s,, s,,,, 

R". / =o 
1 I Ú l'/I 

4.3 Análisis de Velocidad 

El análi sis de la veloc idad se obti ene al derivar las ecuaciones de pos ición utili zando la regla de la cadena pa ra el caso 

de que se tenga multiplicación de rotaciones. 

V = ~ !' + ~ • 

- eg.1 

o (V 

\)
1 =(v, .o.o) 

Aq ui la ma1r iz w es l;1 matri z de ve locidad angular expresada en su fo rma general con las componentes de l veclor de 

rotJc ión. w es el va lor de la velocidad angul ar sobre e l eje. y v, es el va lor de la ve loc idad lineal expresada en su 

base loca l de referencia , pa ra nuestro caso de estudio la ve locidad ú11ica111 en1 e 1e11 dri1 componente en la coordenada x 

de nueslro s istema de referencia . '" 

Velocidad del /. 11 ~ 11 l 'ri11cip11 / (VI./') 

Aqui los vcctmc·s de ve locidad son V4, V5. V6 los cuales fonn an la s iguiente en1ac i<in de lazo vecto rial : 

v:-v,'- v> o IV .V 

do nde 

46 



v>[n+Q Q QJ R: 
, ' _'i 1 

= == = 

Velocidad del La zo Horquilla /11{erior-Direcció11 (VLHl-D) 

Este lazo es el que se fo rma entre los vectores V2, VS, b*V6, V 1 O, V 11 y V 12, sus ecuac iones son las siguientes: 

donde 

v:º = (v,. ,o ,0,0) 

v'.'=[n+Q Q Q Q Ql R'. ' 
, 1 11 11,, 11 , 

- = == = = 

V'. '=[Q+Q Q Q +Q Q. Q Q·Q Q·Q] R'.' 
' ' ~ 1 1 ~ () 6 ¡1 6 5 1 

= = == = === = == 

"'''' ~ l = Q - (u Q / 11,,' 111•1• 
tl ¡• 

,,.,. r ] 
Q = Qlz61•. (V 0:'1' ,,, 

Velocidad del Lazo Eie- Horquilla Superior (VLE-llS/ 

Este lazo es el que se rur1n a entre los vectores V6, \17, \18, V9 sus ecuaciones son las siguientes: 

IV.vii 

dond e· 
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v:= (v ,,.o.o) 

- [' s ,,, ,,,,, ,,,, "]v> Q +Q Q Q Q Q R: 
' • S S¡• S ' 

- == = == 

l(=[Q+Q Q Q Q Q+Q Q Q Q·Q Q Q+Q Q Q Q Q ?i Q Q Q Q Ql·R:'+ 
_!__ , S 8¡1 X 1 1 R 811 8¡1¡1 Sfl 11 , 1 11 8¡• 8¡•¡• •} J¡i 9 8¡111 Sf' 8 1 

- == === ==== === =========== 

[Q Q Q Q Q Q]·v:,.,. 
1 s 8¡• 111•11 9 9¡> 
==== == 

,,.,. r ] 
Q = ºlZs/1'{1)8(1/1 ,,, 

Velocidad del La ;o Eje-DirecciiÍ11 (VLE-Di 

9 ( ) V9
1
,
1
, = V .1" .O.O 

.,.,, ~ l 
= ll- w º /9¡1' .,, ,,, 

9p 

Este lazo es el que se forma en tre los vectores V7, V8, V9, VIO, VI 1, Vl2 sus ecuac iones son las siguientes: 

V '+ v-'+ v · +v "- i!'º- v "= o 
I I 11'1 I I I 

IV.vi ii 

Velocida d de la C1111diciú11 de Perpe11dic11/aridad (Velocidad del Producto 1'1111111) 

( J

I 

- 5 5 6 5T 5 6 6p 6pp 6pT 6T ST " " _ 

v:'. .. = Q+Q·Q·Q·+Q·Q·Q· Q · Q ·Q·Q AT R~ + 
...!___ i _2_ i i 5 6 6p 6 5 i ' ~ 
- =-= ====== = 

+[n+Q QQ Q Q+Q Q Q QQ Q Q+Q Q Q Q Q Q·Q Q·Q Q Ql T R:' 
1 1 1 s X¡• ¡.¡ , , R K¡• S¡'f ' K¡ • s , , s X11 li¡•¡ • •) 9t• 'J Sf'I' .W.¡1 JI 1 1 

= = ='--== == ======= ======== = == = 

v :. .. · R::,.,., .. + R:'. .. v ::,.,.,,, =o 
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4.4 Análisis de Aceleración 

El análisis se obtiene al derivar las ecuaciones de velocidad utili za ndo la regla de la cadena para el caso de que se 

tenga 1nultiplicación de las rotaciones y velocidades de cada vector 

AL =! P + 2•fl. Q v+ Q·a 

! =[ e,~; 
- eg , 

; =(a , .o,o) 

-eg, 

o 
o 

(cu' +a) 

Aquí la matri z A (alfa) es la matriz de aceleración angular expresada en su forma general con las componentes del 

vector de rotación, es ta matriz es multiplicada por la velocidad angular al cuadrado OMEGA MINÜSCULA AL 

CUADRADO y la aceleración angular ALFA MINÚSCULA , siendo estas dos cantidades escalares, y a, es el valor 

de la aceleración linea l ex presada en su base local de referencia, al igual que la velocidad y el desplazamiento la 

aceleración tendrá solamente una componente en la coordenada x del sistema de referencia . 11 

Aceleració11 del Lazo Pri11cipal (ALP) 

Los vectores de aceleración son A4, AS , A6 los cuales forman la siguiente ecuación de lazo vectorial: 

donde 

(, (, - l ]-AL = MtzAcelR: R, 

;¡ ~ 6 <i 1 h 'i I '' <i 1 

MtzAcel/( =A +Q Q Q Q+Q A Q-Q Q Q Q+ 
' 1 1 1 ~ 1 1 <¡ 1 ' <¡ ' ' 

===-== = = = = 

A= A[z,.ru,.a,] A = A [z , ,ru6 ,c1,] 
' 
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Ace/eradii11 del Lazo Horq11il/11 lll(erior-Direcció11 (ALHl-D ) 

Este lazo es e l q ue se for111 a entre los vec tores AL2, AL5, b* A L6, AL 1 O, AL 11 y AL 12 , sus ec uaci o nes so n las 

siguienrcs : 

AL' +b AL:+ AL:2 
- AL'.º - AL'.'= O IY .x 

do nd e 

AL'.º= (a , ,,, .o.o) 

11 11 - [ j-AL = MtzAccl R'.' R, 

1 ~ 1 ~ - [ j-AL-= MtzAccl R'.' R.-

MtzAcel ,, =A +Q Q Q Q 
1

Q·Q+Q Q 'A' 
1

Q Q- Q Q Q 
1

Q Q Q+ 
====R~. , , , 11 1111 11 , ,. 11 11,) 11 , , 11 11,, 11 , , 

= == == == ==== = == = = = = 

[Q+Q Q º '<2 ·6]2 
1 1 11 11¡• 11 1 

= == = == 
'i 5 6 57" 6 ú 5/ 6¡J 6p¡> 6¡iT 61 51 

MtzAccl/( =A+Q Q Q Q+Q A Q-Q Q Q Q+Q Q Q Q Q Q Q Q+ 
' I I / 5 / / 5 / / ' / I 1 / ~ 6 Ó /I Ú 5 / 

====~ = ==~ = =~= == =~ == 
(J Ó/I Úf'/' 6pJ 67 5f Ó/! Ú/'f' 6 ¡1 / úf ~/ Ó/I Ó/'/' Ó (>/ 6/ 'i/ 

Q QQQQQQQ+Q·QQAQQQ-QQQQQQQQ-
'i 5 6 Úfl 6 5 5 6 6(1 ú 5 6 Ú / > 6 5 \ 

ó ó <i º <5 Q.'ó·n+[n+ó º ó+ó ó.· <i º <5 5 ó]' 
' 'i {> 6¡• 6 ~ 1 1 1 1 _, ' ' 'i ¡, ÚJI 6 5 1 
======= = = === == = === = 

11 

A = A[:. ,.1v 11 . u11 ] 

,,,,,, r ] 
A = Atz 11 ,,.cu1 11111• 0 11,,1, 
llp 

Ace/eraciiiu del Laco !eje- llorq11il/11 Superior (VLE-llS) 

Este lazo es e l q ue se lo rrna entre los vecto res V6, V?, V8 , Y9 sus ecuac iones son la s s ig uientes: 

AL:+ AL:+ AL:+ AL'.' - AL'." - AL'.' =O IV .x i 

do nde 
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A:= (a 11 .o.o) 

AL:= [MtzAccl !?.'] · R: 

AL:'=[ MtzAcd /? ] R:'+ 2• [ MtzVel /?.][ MtzPos /?.J-v:'.-,.,.+[ MtzPos /?.] -a:'-,,.,, 

S ¡; S¡i 8¡1¡1 '61 11 81 S 8¡1 g1,1, S¡1/ S/ 8¡1 8/'I' S¡>/ 8 87 

MtzAcel , = A + .Q Q Q .Q Q Q + Q Q A Q Q - Q Q .Q Q Q .Q + 
==- -=/?=, 1 

' 1 s 811 8 1 1 8 81 1 8 1 1 s s,, 8 1 

- -- - --- ---- - - --- -
[Q +Q Q º Q i2]' 

1 1 s 8¡1 s ' 
- ===== 

s g 8¡• St'f' 8p7 87 Sp Sl'f' 8¡1"/ 8/ 8¡1 St'f' 81'/ 87" 

MtzAcel , = A + .Q Q Q .Q Q Q + Q Q A Q Q - Q Q .Q Q Q .Q + 
=---=/?=, 1 1 1 8 8¡1 8 , 1 8 8 ¡1 8 ' 1 8 s,, s 1 1 

= == == == = ==== == ==== 
11 g,, s,,,, 9 s,,,,¡ 8111 sr Sp s 11p s,,,, 9 s,.,,, S¡>I s1 s,, RJ'I' 9 8,,,,1 S¡il 81 

.Q QQ Q .Q Q QQ +QQ·.QQ.Q Q QQ +QQ Q A Q Q Q -
, S 8¡1 8¡1¡ 1 S¡1 S 8 Sp 8¡i 8¡111 8¡1 8 8 8¡> 8J1t' Sp 8 

St• S¡•¡• ') St'I' S¡111/ S¡• 87 8¡1 S¡'f' 'l Sp¡il 8¡>1" 81 8 8¡1 Sp¡¡ 9p 9 1,1, •J¡>I 9/ 8¡1¡11 8¡17 8/ 

Q QQ .QQ º QQ-QQQ º Q QQ ,Q +.QQQQQ·Q º Q Q Q Q Q + 
s 8/l Spp 8¡1 s,, 8 8 Sp SJ'J! 8¡1 8 I 1 8 Sp Spp 9 9p 9 s,,,, 8¡1 8 

=== == =====- -== == ===== 

g 811 8¡1¡1 8¡1¡1 9¡• 9p¡i 'lpJ 97 Sp¡•I 8¡1 1" 87 81• 8t'f' s 1,1, 9¡1 9¡1¡1 9 117 91 811111 'l)¡•I 81 

.QQQ º Q QQ .Q·QQ Q QQ +QQ Q .QQQ .QQQ Q QQ + 
1 8 S¡1 8¡• ';:;¡•¡1 9 9p 9 8/'I' 811 8 8 S¡> St' li¡,¡1 9 91' 9 S¡i¡i 8¡> 8 

-- === == === === 
f.¡> S¡1¡ 1 '/¡1 9 1,1, 9¡1 ·¡ 9"( Sl'l'"f 81>"f 81 8¡> 81'/' 9¡1 'lp¡> 9 ¡1J 9/" 8¡>1•l 8¡11 81 

QQQ QQA QQ Q QQ - QQQQQ .Q QQ .Q Q QQ 
8¡1 St'I ' 'I ¡• Sf't' 8/> 8f' 81111 9 911 9 81'1' St'I' Sp 8 

S¡1 'SJ'I' '/¡1 •¡ 1,11 9¡,"f 91 S/'!1 81'1'1 8ti 7 87 8/' 8p¡• '!¡• 9¡>¡1 91'1 9T St•11T 8¡1"f SJ 

QQ Q Q Q .QQQQ º QQ - QQ QQQ .QQQ Q QQ ,Q + 
S 8¡1 '6¡>¡> 9t1 9 8t1f> 8¡1 8¡1 '/l¡1 8¡'/ ' 9 9¡i 9 8/'/I 8p 8 

[º + ó ·Q º. Q ·Q + ó. Q ·Q. º. Q ·Q ·Q + ó ·Q. Q. Q. Q. º ·Q ·Q ·Q. Q ·Q 
1j' 

1 , s S¡1 S , , S 8¡i 8¡1p 8p 8 1 , 'il S¡• St'f' 9 911 Q Sf'I' 8/' S 1 

= === == ======= == === ====== 

[ MtzVel/? :· ] =[~ + 9 Q Q Q Q +Q Q Q Q '6 Q Q +Q Q Q Q·Q·Q Q Q
8

Q Q 
8 81' 8 = 8 8¡> S/'l' li¡• S 8 S¡> S¡•f' 9 911 •) 81 •1• 8¡• 8 

o] 
lMtzPos ··l = Q Q Q Q Q Q 
=-==='=?, ' .'\ 8¡> X¡1¡1 9 C)¡, 

====== 

ª
., = r . o o) 
'!¡•¡• \{/ 1 'I .. 

Aceleraciti11 del l.11~0 f:'je-1Jireailí11 (ALE-Di 

Se lórma con los vectores A7, AS, A9, AIO, Al 1, Al2 sus ecuaciones son las sigu ientes: 

AL:+ A(+ AL:,,,+ AL'.'- AL'." - AL'.' =O IV.xíi 
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.4celeració11 de la Co1ulició11 de Perpe11dicularidad (.4celeració11 del Producto Pu11to) 

AL:: .. = [ l +¿·Q·~·Q+Q·1·Q-Q ·Q·Q·~+[A+Q·~ ·Q]
2

] ' Á T R:• 
I l f) / / 5 / / 5 / l I f ) / == 

= ==== === === = = === 

t ( MtzA ccl 11.Jt R: + 

1±[~ ·6 2 * 2·ó H 2 *2 º'[6·2 i'! oJ 
(,f o (, 

R:'+TA T AL:· 

" " " " " AL' - o Al,.,. · R .. 1•1 ... , + 2 *V .... · V .. 1•1 .. ,. +R .... · ,,1,1."' -

A continuac ión se muest ra un cuadro donde las variables que deberán se r obtenidas para cada caso C inemáti co: con la 

fin a lidad de tener una refe renc ia rápida para el desarrollo del análi s is. 

Lazo 

Ci11e1111Ítico 

L.P. 

LHl-D 

LE-1/S 

Producto 

!'1111t11 

Posiciá11 

Y 4 , Ys , Y 6 1 

y Cpp 1 Y: t , Y1 1pp 

.\ 10 

.\ 7 , Y:; , Y<.: pp . 

x.J. y. , Y:, PP 

Pará111etros Y -i .\ 1o 

1\lo. 11 

Variable., 

Velocidad .4celeració11 No. Ecuacio11es 

W4, Ws. w 6 ª" as a c 2 der. 

W 6pp1W 11.W tlpp a 6pp r a 1La 1 l pp 3 der. 

VX 10 ax io 

VX 7 , Wg , Ws pp. ax 7 , a c: , a ~-· 11 11 
3 der 

VX 7. W9_ W9pp ax,, , a , a. PP 

VJ,i, V X10 a -1 . ax 10 

11 11 11 

Tabla 10 variables cinemáticas 

C laramente se nota que es necesario tomar 4 ecuaciones vecloria les. con 3 componentes cada una. adem<i s se 

utili za rá la condic ión dél producto punto (de perpendicularidad) para obtener la so luc ión idó nea. 

En el apc' nd iec· se 111 uestra el programa que se desarrolló en el Malhem;iti ca donde se met ieron las ernacioncs de l 

anúli sis c ine111 ;'it 1co (pos ici ón. ve loc idad, ace lerac ión) . 

9 J\noc k s Joro e Spal ial Kincmati cs Cha ins, Springc r Verlag. i\kmania 1982 
l íl lbid . " . 
11 lbid 
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Conclusiones 

A continuación se enunciarán los resultados obtenidos del análisis del mecanismo que se realizó en el programa 

Mathematica, el cual es una herramienta muy útil para llevar a cabo este tipo de análisis, debido a su posibilidad de 

ser programado con la ventaja de poder utilizar las funciones que trae programadas. 

Se trabajó principalmente en el análisis espacial de la suspensión que es el que mayor dificultad ofrecía, y aunque se 

desarrolló el movimiento plano del mecanismo sólo se obtuvieron los resultados de la posición. Por esta razón en este 

trabajo de tesis solo se presentan los resultados de la cinemática espacial 

Resultados del Análisis de Posición 

Esta parte del análisis fue básica ya que además de ser fundamental para la cinemática y ser la que permite seguir con 

el análisis, fue la que hizo que se realizaran modificaciones en parte del análisis que ya se tenía. Los resultados 

iniciales que arrojaba no convergían en un inicio y después los resultados obtenidos eran configuraciones incorrectas. 

Al ocurrir esto, lo que se hizo fue establecer una condición de perpendicularidad del mecanismo y eliminar 

arbitrariamente la ecuación que ocasionaba que el programa se comportara de la manera no deseada, el sistema que se 

utilizó en el programa se muestra a continuación: 

LPrinc[l] == O, 

LPrinc[2] == O, 

LDirHI [l] == O, 

LDirHI [2] == O, 

LDirHI [3] == O, 

LEjeDir[l] == O, 

LEjeDir[2] == O, 

LEjeDir[3] == O, 

LEjeHS[2] ==O, 

LEjeHS[l] ==O, 

PdtoPto ==O 

Ilustración 18 Sistema de ecuaciones programado 

Aquí se observa que se eliminó la componente 3 de lazo vectorial LE-HS (Lazo eje · horquilla superior) que era el 

que impedía que el sistema convergiera en la forma esperada. Ya superado este problema lo que se hizo fue mostrar al 

mecanismo en su configuración inicial el cual se reproduce a continuación: 
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- 100 

-200 

Ilustración 19 Solución vectorial en posición inicial 

En esta parte del análisis sucedió que a pesar de que se trató de modificar los parámetros iniciales, la solución inicial 

no se modificó lo que se podía interpretar como una solución única a la que podía converger el sistema de ecuaciones, 

este sistema se acopló de mejor manera con la condición de perpendicularidad. En esta solución se utili zó el siguiente 

conjunto de ecuaciones de lazos vectoriales: 

LPrinc = RO + R4 - R2 - R5 - R6; 

LDirHI = R2 + R5 + b • R6 + R12 - RlO - Rll; 

LEjeHS = Rl + R7 + RB + R9e + b • R6 - RO - R4; 

LEjeDir = Rl + R7 + RB - R9e - R12 - RlO - Rll; 

PdtoPto = R9m . r6m; 

Ilustración 20 Sistema de ecuaciones de lazos vectoriales 

En la ecuación LEjeDir (LE-D, Lazo Eje - Dirección) se realizó la suma vectorial sin seguir de manera ortodoxa el 

método de D-H (Denavit y Hartenberg) ya que por un lado se hi zo la suma de vectores para llegar a la 2' junta de 

Hooke del eje de tracción, y por otro lado se llega a la misma junta pero aunque todos los vectores están medidos en 

la misma base; estos están definidos de la forma expuesta en el capítulo 3. Cuando en realidad se tuvieron que tomar 

en cuenta las rotaciones de la rótula de la mangueta. Y aunque matemáticamente no es incorrecto se omitió establecer 

las rotac iones de esta junta esférica y por ende esta información. 
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Con la posición inicial obtenida se prosiguió para ejecutar un ciclo de movimiento del mecanismo variando el ángulo 

de la horquilla inferior y manteniendo la longitud constante de la cremallera. Con este tipo de movimiento se vio que 

el ángulo de Ja mangueta 1f6pp se varía a pesar de mantenerse constante la longitud de la cremallera lo que se traduce 

que si sube o baja la suspensión la llanta tiende a dar vuelta. Ya con este listado de posiciones lo que se hizo fue 

mostrar las gráficas de los desplazamientos que se muestran a continuación: 
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Ilustración 23 ángulo "14 / "16pp 

<lt~ 0 hlla. int 
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Ilustración 27 ángulo 1{14 / 1{19pp 

- 12 ,------·--·---~- ·---- ' 

"' " QJ 

- 14 

;::: - 16 
"' E 
QJ .., 
u -1 8 

.a 
.., - 20 

:; - 22 

- 24 

o 2 l/t~ º hlla. int 

Ilustración 28 ángulo 1f 4/ 1f 1 1 

57 

8 10 

8 10 

8 10 



1 

~-43. 8 1 
M 1 
M 

"' E 
Q) 

~ - 44 

0 . 205 1 

~ 0.2 

ci. 
U) 
Q) 

"0.195 

';: 0.19 1 

o 2 ¡J¡~º hlla. int 
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De las gráfi cas se ve que son funciones bastante regulares y continuas, se pueden corroborar a lgunas hi pótes is, como 

el comportamiento de los ángulos así como los desplazamientos que sufre el eje de tracc ión, en todas estas gráfi cas si 

bien no tienen un comportamiento lineal si se muestran un comportamiento exponencial moderado. Las magnitudes 

tanto de los ángulos (grados) y los desplazamientos linea les (metros) son coherentes. 

Lo cual no sucedía si se planteaba el sistema de lazos vectoriales y se utili zaba e l método de D-H de manera ortodoxa 

como se muestra a continuación: 

LPrinc = RO + R4 - R2 - R5 - R6; 

LDirHI = R2 + R5 + b * R6 + Rl2 - RlO - Rll ; 

LEjeHS = Rl + R7 + RB + R9e + b* R6 - RO - R4; 

LEjeDir = Rl + R7 + RB + R9m + Rl2 - RlO - Rll ; 

PdtoPto = R9m. r6m ; 

Ilustración 32 sistema de ecuaciones vectoriales canónico 

y aunque no es necesario toda la información de la rótula, se cumple perfectamente con los pasos del método, la 

configurac ión inicial obtenida se muestra a continuación: 

Rll 

-1 00 

- 2 00 

1 00 

200 

Ilustración 33 Solución disfunclonal del sistema 
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La cual podría ser una configuración in icial del mecanismo, el problema es que se obtienen gráficas de 

desplazamientos muy irregulares como se muestran a continuación algunas: 

¡ ·-- · - ·· 

3000 1 
r 

~ 2000 l 
g i 
.e i 

:; 1000 [ -- .. -

~ 
º ¡..! ___ = 

¡J¡~ º hlla. inf. 

Ilustración 34 ángulo 'f/;4 / 'f/;9 

. :::: f --~~. -----: 
-" o 
_g 2500 

-~2000 
.,, 
:: 1500 
o. 
o. 
~ 1000 [ 

500 1 

O f~·---•-
o 2 

rft4 º hlla. inf. 

Ilustración 35 ángulo 'f/;4 / 'f/;9pp 

8 10 
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Estos resultados son poco convincentes porque la variación que sufren los desplazamientos angulares son grandes e 

irregulares a pesar de que metodológicamente es correcto el desarrollo y la excitación del sistema es linea l y de un 

orden de magnitud menor. Por lo anterior se descarta para proseguir con el análisis; y es que además cuando se 

continúa con el análi sis de la velocidad con este sistema de lazos vectoriales las gráficas son igual o más irregulares 

que estas, y en la acelerac ión el Mathematica no logra resolver el sistema de ecuaciones mostrado. 
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Resultados del Análisis de la Velocidad 

En esta parte de la cinemática únicamente se tomaron las ecuaciones de la velocidad con los valores asignados de la 

posición al sistema de ecuaciones resultante. Se vio con anterioridad que estos lazos vectoriales se obtuvieron 

derivando las ecuaciones de posición por lo que el problema central fue el de corregir errores en la programación 

hecha en el Mathemática. El sistema de ecuaciones vectoriales resultante fue: 

VELPrinc = V4 - VS -V6; 

VELDirHI = VS + b * V6 + V12 - VlO - Vll; 

VELLEjeOir = V7 + V8 + V9e + b• V6 -V4; 

VELLEjeHS = V7 + VS -V9e - V12 - VlO - Vll; 

VELPdtoPto = V9m. r6m + R9m. V6m; 

Ilustración 36 Sistema de ecuaciones vectoriales de velocidad 

quedando el siguiente sistema de ecuaciones 

VELPrinc[l] == O, 

VELPrinc[2] == O, 

VELDirHI[l) ==O, 

VEIDirHI [2] == O, 

VEIDirHI [3] == O, 

VELLEjeOir[l] == O, 

VELLEjeDir[2] ==O, 

VELLEjeHS[3] ==O, 

VELLEjeBS 1[2] == O, 

VELLEjeBS[l] ==O, 

VELPdtoPto = O 

Ilustración 36 Sistema de ecuaciones vectoriales de velocidad 

Con esto se puede obtener directamente mediante un ciclo "for " las velocidades para cada una de las posiciones 

obtenidas anteriormente 
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Ilustración 39 ángulo '1{;4 / <.J6pp 
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Ilustración 47 ángulo 1{1 4 / <.J6 

Las gráficas tienen un trazo bastante regular para las condiciones del movimiento establecido y las magnitudes de las 

velocidades son relativamente coherentes ya que las angulares están en rad/seg y las lineales en m/seg. Esto viene a 

corroborar el análisis hecho hasta el momento. 

Resultados del Análisis de la Aceleración 

A las ecuaciones de la aceleración se le asignan los valores de la posición y de la velocidad. Estas se obtuvieron al 

derivar las ecuaciones vectoriales de la aceleración. El sistema de ecuaciones vectoriales resultante es: 

AceLPrinc = A4 - A5 - A6; 

AceLDirHI = A5 + b •A6 + A12 -AlO -All; 

AceLEjeDir = A7 +AS +A9e + b• A6 -A4; 

AceLEjeHS = A7 +AS -A9e -A12 - AlO -All; 

AcePdtoPto = A9m. r6m + 2 * V9m. V6m + R9m .A6m; 

Ilustración 48 Sistema de lazos vectoriales de aceleración 

este sistema de lazos vectoriales má~ la condición de perpendicularidad entregan el siguiente sistema: 
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AceLPrinc[l] == O, 

AceLPrinc[2]) == O, 

AceLDirHI [1] == O, 

AceLDirHI [2] == O, 

AceLDirHI [3] == O, 

AceLEjeDir[l] == O, 

AceLEjeDir[2] == O, 

AceLEjeHS[J]) == O, 

AceLEjeHS[2] ==O, 

AceLEjeHS[l] ==O, 

AcePdtoPto = O 
Ilustración .S Sistema de lazos vectoriales de aceleración 

Todas estas ecuaciones son escalares, las cuales generan las siguientes gráficas: 
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Las unidades son rad/s"2 para las aceleraciones angulares y de m/s"2 para las aceleraciones angulares. 

Conclusión 

Al obtener todas las gráficas se puede ver que el comportamiento del mecanismo es cómo se esperaba, con gráficas 

simples y con comportamiento regular. Quizás del que se puede tener mayor certidumbre es del análisis de la 

posición con valores (desplazamientos angulares y lineales) que dan una idea fisica de lo que ocurre con el 

mecanismo. Finalmente se puede decir que los resultados muestran coherencia, aunque será necesario corroborar, el 

que se obtengan los mismos resultados utilizando herramientas matemáticas alternativas (matrices homogéneas, 

quatemiones) y así ponderar los resultados que se obtuvieron con el análisis vectorial. Y aunque pudiese existir 

cierto escepticismo, estos resultados se podrán utilizar para continuar con el análisis dinámico que se podrá desarrollar 

en una siguiente fase de este proyecto. 

70 



Bibliografía 
1 Niza.Karim. How Stuff Works [online] Julio 2002 Disponible e n 
WlP \\ \\ \\ :_ ht2:-.l ~_1lj_l \\_l)l"k~, (~~-!l l 

lb id 
1 bid 
Vari os lnner Auto [onlin e ] Ma yo-Junio 2002 Di s ponible en 

hltp \\ '" '' _ inlll.'.r:1u h J ~'_Plll 
5 !bid , p 735-760 

6 Sesmero, Angel. Divulgación Técnica [online]. Julio 2002. Disponible en 
bJ.l¡,_;__U' 1e1 in e· JnrJLl' s ~J2S rs o na 1 !ad e pct e/ pa L'.é 7 . li 1_1l1 
7 \ic 1, l;1s ih' d11M1 Un vistazo a las rotulas [onlin e] Juli o 2002. Disponible e n 
h tt p : // www. pa rq u e4 x4. co m. a r/ mec a n i ca / rot u 1a s. ht111 I 

8 Karim , Niza . Op. Cit. 
9 Angeles Jor ge, Spat ial Kinematic s Chains, Springer Verlag, Alemania 1982 
IO !bid 
11 !bid 

71 



tesisb.nb 

Funciones 

Ex[e_] :=({O, -e[3D, e[2]), (e[3], O, -e[l]), (-e[2], e[l], O}}; 

exeT[e_] := (((e[1]} 2
, e[l] •e[2], e[l] •e[3]), 

(e[l]•e[2], (e[2]) 2
, e[2]•e[3]), (e[l]•e[2], e[2]•e[3], (e[3])2}}; 

Rot [e_, cp _] : = exeT [e] + Cos [cp] * (IdentityMatrix [3] - exeT [e]} +Sin [cp] *Ex [e] ; 

Omega[e_, w_] :=({O, -e[3], e[2]), (e[3], O, -e[l]), (-e[2], e[l], O))•w; 

Alfa[e_, w_, a_] := 

({O, -e[3], e[2]), (e[3], O, -e[l]), (-e[2], e[l], O}} •a+Omega[e, w] .Omega[e, w]; 

Grafical [nombre_] : = 

ListPlot[nombre, 

GridLines-+ Automatic, 

PlotJoined-+ True, 

AspectRa tio -+ l / l. 7, 

Prolog-+ AbsoluteThickness [ l] , 

DisplayFunction-+ Identity 

l ; 

GraficaColor[nombre_, Rojo_, Verde_ 1 Azul_] .-

ListPlot[nombre, 

GridLines-+ Automatic, 

PlotStyle-+ RGBColor[Rojo, Verde, Azul], 

PlotJoined-+ True , 

AspectRa tio-+ l / l . 7 , 

Prolog -+ AbsoluteThickness [ 4 J , 
DisplayFunction-+ Identity 

l; 
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Vectores 

• Datos 

d=0.036; 

b =o. 5; 

e= O. 5; 

c9 = .Jo .154 2 +o. 0052 +o ; 

• Ejes de Giro 

egx = { 1 , O, O} ; 

egy = {O , 1 , O} ; 

egz = {O , O, 1} ; 
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Ecuaciones 

• Vectores y Rotaciones Posición 

Clear [¡/14, ¡/15, ¡/16, ¡/r6pp, ¡/18, ¡/r8pp, ¡/19, ¡/r9pp, i/rll, i/rllpp, x7, x9]; 

Q[in, 4] = Rot[egz, ¡/14]; 

Q[in, 5] = Rot[egz, ¡/15]; 

Q[5, 6] = Rot[egz, ¡/16]; 

Q[6, 6p] =Rot [egx, -90•Degree]; 

Q[6p, 6pp] =Rot[egz, ¡/r6pp]; 

Q[in, 8] = Rot[egz, ¡/18]; 

Q[8, 8p] =Rot[egx, -90•Degree]; 

Q(8p, 8pp] =Rot [egz, ¡/r8pp]; 

Q(8 pp, 9] = Rot[egz, ¡/r9]; 

Q[9, 9p] = Rot[egx, 90*Degree]; 

Q[9p, 9pp] =Rot[egz, l/r9pp]; 

Q[in, 11] = Rot[egz, l/rll]; 

Q(ll, llp] =Rot(egx, -90*Degree]; 

Q(ll p, 11 pp] = Rot[egz, l/rllpp]; 

T(O, 6pp] =Q(in, 5].Q(5, 6].Q(6, 6p].Q(6p, 6pp]; 

T[O, 9pp] =Q[in, 8].Q(8, 8p].Q(8p, 8pp].Q(8pp, 9].Q(9, 9p].Q(9p, 9pp]; 

ro = {11o.75, 21. 61, 312. 12} ; 

rl = (-178.99, -90.05, 312.12); 

r2 = (80.74, -217.86, 312.12); 

r3 = rO - r2; 

r4 = (254.79, O, O); 

r5 = (291.89 , O, O}; 

r6= {O, 242, O}; 

r6m =(O, O, 242); 

r 7= (x7, O, O); 

r8 = (382.05, O, O); 

r9 = {x9, O, O}; 

r9m= {x9, O, O); 

rlO = {xlO, -7.49, 2.5); 

rll = (315 . 25, O, O); 

rl2 = ( - 20, 90, O); 

RO = rO; 

Rl = rl; 

R2 = r2; 

R3 = r3; 

R4 = Q[in, 4] .r4; 

R5 = Q[in, 5] .r5; 

R6 = Q[in, 5) .Q(S, 6) .r6; 

R6m = Q[in, 5] .Q[5, 6) .Q(6, 6 p] .Q[6 p, 6pp] r6m; 



tesisb.11b 4 

R7 = r7; 

R8 = Q [in, 8 J . Q ( 8, 8 p J . Q [ 8 p, 8 pp J . r8; 

R 9e = Q [ in , 8 ] . Q [ 8 , 8 p] . Q [ 8 p, 8 pp] . Q [ 8 pp, 9] . Q [ 9 , 9 p] . Q [ 9 p , 9 pp] . r 9 ; 

R9m = Transpose[T[O, 6pp]] .T[O, 9pp] . T[O , 6pp] .R9e; 

RlO = r lO ; 

Rll = Q [ in , 11 ] . Q [ 11 , 11 p] . Q [ 11 p , 11 pp ] . r 11; 

R12 = Q [in, 5] .Q[S, 6] .Q [ 6, 6p] .Q[6p, 6pp] .rl2; 

Go 

Off [General: :"spelll"] 

Go 
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• Vectores y Matrices de Velocidad 

Clear [w4, w5, w6 , w6pp, w8, w8pp, w9, w9pp, wll, wllpp, vx7, vx9 ] ; 

QT[in , 4] = Transpose [Q[in, 4]] ; 

QT[in, 5] = Transpose [Q[ in, 5] J ; 
QT [ 5, 6] = Transpose[Q[5, 6 ]] ; 

QT[ 6, 6p ] = Transpose[Q [ 6, 6p ]] ; 

QT [ in, 8] = Transpose[Q[in, 8] ] ; 

QT[8, 8 p] = Transpose[Q[8, 8 p] J ; 
QT [ 8 p, 8 pp ] = Transpose [Q[8 p , 8 pp] J ; 
QT [ 8pp, 9] =Transpose [Q[Spp, 9]]; 

QT [ 9, 9 p] = Transpose[Q(9, 9 p] J; 
QT[in, 11] = Transpose(Q[in, 11]] ; 

QT(ll, llp] =Transpose[Q[ll, llp]]; 

T[O, 6pp ] =Q [in , 5].Q[5, 6 ] .Q [ 6, 6 pj .Q ( 6p, 6pp]; 

T ( O, 9 pp J = Q [in, 8 J . Q [ 8, 8 p J . Q [ 8 p, 8 pp J . Q ( 8 pp, 9 J . Q [ 9, 9 p J . Q [ 9 p, 9 pp J ; 

O(in, 4] = Omega[egz, w4]; 

O (in, 5] = Omega [egz, w5 ] ; 

0(5, 6 ] = Omega[egz, w6]; 

0 [ 6p, 6pp ] = Omega [egz, w6pp ] ; 

O [i n, 8 ] = Omega[egz, w8 ] ; 

0 (8p, 8pp ] =Omega[egz, w8pp ] ; 

0(8 pp, 9 ] = Omega[egz, w9]; 

0(9 p, 9 ppj = Omega [egz, w9pp ] ; 

O [in, 11] = Omega [egz, wll]; 

O[ llp , llpp] =Omega [egz, wllpp ] ; 

v7 = (vx7, O, O) ; 

v9 = (vx9, O, O); 

v l O = (vxlO , O, O); 

V4 = O (in, 4 J . R4 ; 

V5 = O ( in, 5] .R5; 

V6 = (O{in, 5 ] + Q(in, 5 ] .0 ( 5, 6 ] .QT (in , 5 ]) .R6; 

V6m = (O {in, 5 ] + Q [in, 5 ] .0(5, 6 ] .QT[in, 5 ] + 

Q {in, 5].Q [ 5, 6].Q{6, 6p ] .0 {6p , 6pp ].QT{ 6, 6p ]. QT{5, 6 ] .QT {in, 5]) R6m; 

V7 = v7; 

V8 = (O (in , 8] + Q [ i n , 8] .Q {8, 8pj .0(8p, 8ppj .QT(8, 8p] . QT ( in, 8]) .R8; 

V9e = (O {in, 8 ] + Q {in , 8 J . Q { 8, 8 p J . O [ 8 p, 8 pp] . QT [ 8, 8 p ] . QT [in, 8] + 

Q[rn, 8].Q(8, 8p].Q [ 8p, 8pp].0 ( 8pp, 9 ] .QT{8p, 8pp].QT[8, 8p].QT(in, 8] + 

Q { in , 8 J . Q [ 8 , 8 p J . Q { 8 p, 8 pp J . Q [ 8 pp, 9] . Q [ 9 , 9 p] . O [ 9 p, 9 pp] . 

QT [ 9, 9p ] .QT{8pp, 9].QT [ 8p, 8pp].QT[ 8, 8p ] .QT(i n , 8 ] ).R9e+ 

(Q [ in, 8].Q [ 8, 8p].Q[8p, 8pp ] .Q[8 p p, 9 ] .Q [ 9 , 9p].Q{9p, 9pp]) .v9; 

V9m = (Transpose[ {O ( in, 5 ] + Q[in , 5 ] .0(5, 6] .QT [ rn, 5]) J .Q [ in, 8 ] .Q(8, 8 p] .Q [ 8 p, B pp] . 

Q { 8 pp' 9 ] . Q [ 9 ' 9 p J . Q { 9 p ' 9 pp J . Q {in ' 5 J . Q [ 5 ' 6 J . Q [ 6 ' 6 p J . Q [ 6 p' 6 pp J + 

Transpose{Q[in, 5 ] .Q[S, 6 ] .Q [ 6, 6 p] .Q [6 p, 6 pp ]] . 
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(O( in , 8 ] + Q[in, 8 ] .Q ( 8, 8 p] .0 ( 8 p, 8 pp] .QT (8 , 8 p] .QT(in, 8 ] + 

Q[in, 8] .Q [8, 8 p ] . Q(8 p, 8 pp j .0 ( 8 pp, 9 ] .QT[8 p, 8 pp] .QT(8, 8 p] .QT [in, 8] + 

Q(in, 8] .Q [ 8, 8p] .Q (8p, 8pp] .Q [ 8pp, 9] .Q[9, 9p] .0 ( 9p, 9pp] .QT[9, 9p] .QT(8pp, 

9 J . QT [ 8 p, 8 pp J . QT [ 8, 8 p ] . QT (in , 8 J ) . Q [in, 5 J . Q [ 5, 6] . Q [ 6, 6 p J . Q [ 6 p, 6 pp] + 

Transpose[Q [in, 5] . Q[5, 6 ] .Q[6, 6p] .Q[6p, 6pp]] .Q[in, 8] .Q [ 8, 8p] .Q[8p, 8pp] 

Q [ 8 pp , 9 J . Q [ 9 , 9 p J . Q [ 9 p , 9 pp J . (O [ in , 5 J + Q [in , 5 ] . O [ 5 , 6 ] . QT [ 5 , 6] ) ) . R 9e + 

(Transpose[Q[in, 5] .Q[5, 6] .Q( 6, 6p] .Q[6 p, 6pp] J .Q [in , 8] .Q[8, 8 p] .Q[8 p, 8 pp]. 

Q [ 8 pp, 9 J . Q [ 9, 9 p J . Q [ 9 p, 9 pp J . Q [in, 5 J . Q [ 5, 6 J . Q [ 6, 6 p] . Q [ 6 p, 6 pp J ) . V9e; 

VlO = vlO; 

Vll = (O[in, 11] + Q{in, 11 ] . Q(ll, 11 p ) .0 (11 p, 11 pp ] .QT(ll, 11 p ] . QT(in , 11] ) .Rll; 

V12 = (O[i n , 5] + Q[in, 5] .0 ( 5 , 6] .QT(in, 5] + 

Q [ in, 5] .Q(5, 6] .Q[6, 6p ] .0(6p, 6pp] .QT ( 6, 6p] .QT[5, 6] .QT (in, 5]) .Rl 2; 

Go 

Go 
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• Vectores y Matrices de Aceleración 

Clear [a4, aS, a6, a6pp , a8, a8pp, a9, a9pp, all, al lpp , ax7, a x9); 

A[in, 4) = Alfa[egz, w4, a4]; 

A[in, S] = Alfa[egz, wS, aS); 

A[S, 6] = Alfa[egz, w6, a6]; 

A[6p, 6pp) =Alfa[egz, w6pp, a6pp]; 

A[in, 8) = Alfa[egz, w8, a8 ] ; 

A[8 p, 8 pp ] = Alfa[egz, w8pp, a8pp]; 

A[8 pp, 9] = Alfa[egz, w9, a9]; 

A[9p, 9pp] =Alfa[egz, w9pp , a9pp]; 

A[in, 11] = Alfa [egz, wll, all]; 

A[llp, llpp] =Alfa[egz, wllpp, allpp]; 

MatrAcelR9e = (A[in, 8] + O[in, 8] .Q[in, 8] .Q[8, 8 p] .0 (8 p, 8 pp] .QT [ 8, 8 p] .QT[in, 8) + 

Q(in, 8].Q [ 8, 8p].A(8p, 8pp].QT[8, 8p ] .QT[in, 8]-

Q(in, 8] .Q(8, 8 p] .O (8 p, 8 pp] .QT[8, 8 p] .Q [ in, 8]. Transpose( O ( in, 8]] + 

O [in, 8 ] .Q[in, 8) .Q( 8, 8 p ] .Q[8 p, 8 pp] .0( 8 pp, 9] .QT[8 p, 8 pp] .QT [ 8, 8 p] . QT[in, 8) + 

Q (in, 8] . Q ( 8, 8 p) . O [ 8 p, 8 pp ) . Q [ 8 p, 8 pp] . O [ 8 pp, 9) . QT [ 8 p, 8 pp) . 

QT [8, 8p) .QT (in, 8] + Q[in, 8 ) .Q [ 8, 8 p] .Q[8 p, 8 pp] .A(8 pp, 9). 

QT(8p, 8pp] .QT[8, 8p] .QT(in, 8) -Q [in, 8] .Q ( 8, 8p ] .Q(8p , 8pp ) . 

O (8 pp, 9] .Q(8 p, 8 pp]. Transpose(O (8 p, 8 pp)) . QT [8, 8 p]. QT [in, 8] -

Q[in, 8].Q[8, 8p].Q(8p, 8pp].0 [ 8pp, 9 ] .QT(8p, 8pp].QT[8, 8p).Q[in, 8]. 

Transpose[O[in , 8)] + O(in, 8] .Q (in, 8 ) .Q ( 8, 8 p ] .Q [ 8 p, 8 pp) .Q[8 pp, 9). 

Q(9, 9p].0(9p, 9pp].QT(9, 9p ) .QT[8pp, 9).QT(8p, 8pp).QT[8, 8p).QT[in, 8 ) + 

Q(in, 8 ).Q[ 8, 8p).0 (8p, 8pp ) .Q[8p, 8pp].Q[8pp, 9).Q(9, 9p). 

0[9p, 9pp).QT(9, 9p].QT[8pp, 9] . QT(8p, 8pp).QT[8, 8p].QT(in, 8 ] + 

Q[in, 8 ] .Q [ 8, 8p ] .Q[8p, 8pp ] .0[8pp, 9 ] .Q [ 8pp, 9].Q(9, 9p). 

0 [ 9p, 9pp ) .QT (9, 9p ] .QT ( 8pp, 9].QT (8 p, 8pp].QT[8, 8p].QT(in, 8 ] + 

Q[in, 8 ) .Q [ 8, 8p ) .Q(8p, 8pp).Q [ 8pp, 9).Q[9, 9p ) .A [ 9p, 9pp). 

QT [ 9, 9 p) . QT [ 8 pp, 9] . QT [ 8 p, 8 pp ) . QT [ 8 , 8 p] . QT [in, 8) -

Q[i n , 8 ].Q[8 , 8p].Q [8p, 8pp ] .Q[8pp, 9 ) .Q [ 9, 9p). 0(9p, 9pp ) .QT(9, 9p) . 

Q[8 pp, 9 ] .Transpose [0[8 pp, 9]] .QT[8 p, 8 pp] .QT[8, 8 p] .QT [in, 8] -

Q [in, 8) . Q [ 8, 8 p) . Q [ 8 p, 8 pp) . Q [ 8 pp, 9 ) . Q [ 9, 9 p ) . O [ 9 P, 9 pp] . QT [ 9, 9 P) . 

QT[8 pp, 9] .Q [ 8 p, 8 pp]. Transpose[O [8 p, 8 pp) ] .QT(8, 8 p] .QT [ in, 8) -

Q[in, 8 ) .Q [ 8, 8p].Q(8p, 8pp ) .Q [ 8pp, 9 ] .Q [ 9, 9p).0[9p, 9 pp].QT[ 9, 9p). 

QT[8pp, 9) .QT [ 8 p, 8 pp) .QT [8 , 8 p] .Q [in, 8) .Transpose [ O [ in, 8) J) 
+ ( (O [ in , 8 ] + Q [ in , 8 J . Q [ 8 , 8 p J . O [ 8 p , 8 pp ) . QT [ 8 , 8 p ] . QT [ in , 8 J + 

Q[in, 8 ) .Q[8, 8p ).Q[8p, 8pp).0 [ 8pp, 9).QT[8p, 8pp].QT[8, 8p).QT[in, 8 ] + 

Q [in, 8 J . Q [ 8, 8 p J . Q [ 8 p, 8 pp) . Q [ 8 pp, 9) . Q [ 9, 9 p] . O [ 9 P, 9 PP] . 

QT [ 9 , 9 p) . QT [ 8 pp , 9 J . QT [ 8 p , 8 pp ) . QT [ 8 , 8 p) . QT [in , 8 ] ) . 

( O [in, 8) + Q [in, 8) .Q [8, 8 p) 0[8 p, 8 pp] .QT [ 8, 8 p] .QT[in, 8) + 

Q [in, 8) . Q [ 8, 8 p ] . Q [ 8 p, 8 pp) . O ( 8 pp, 9) . QT ( 8 p, 8 pp) . QT [ 8 , 8 p) . QT [in, 8 ] + 

Q [ in , 8 ) . Q [ 8 , 8 p) . Q [ 8 p, 8 pp) . Q [ 8 pp , 9 J . Q [ 9 , 9 p) . O [ 9 P, 9 pp) 

QT[9, 9p) . QT[8pp, 9).QT[8p, 8pp ] .QT[8, 8p ).QT[ in, 8))); 

a7 = ( ax7, O, O) ; 

a9= (ax 9, O, O} ; 
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alO = {axlO, O, O}; 

A4 = A (in, 4 J . R4; 

AS= A[in , 5] .RS; 

A6 = (A[in, 5] + Q[in, 5] .Q[in, 5] .0[5, 6] . QT(in, 5] + 

Q[in, 5] .A[S, 6] .QT[in, 5] -Q[in, 5] .0(5, 6] .Q(in, 5 ] . Transpose(O(in , 5] J + 

( O (in, 5] + Q[in, 5] .0(5, 6 ] .QT[in, 5]) . (Q[in, 5] + Q[in, 5] .0 [5, 6] .QT(in, 5])) .R6; 

A6m = ( A[in, 5] + O(in, 5] .Q (in , 5] .0(5, 6] .QT(in, 5] + 

Q(in, 5] .A('i, 6] .QT(in, 5] -Q(in, 5) .0(5, 6] .Q(in, 5] .Transpose(O[in, 5]] + 

O ( in, 5] .Q(in, 5] .Q(S, 6] .Q(6, 6p] .0 (6p, 6pp] . QT(6, 6 p] .QT(S, 6] .QT(in , 5] + 

Q [in , 5 J . () ( 5 , 6 J . Q ( 5 , 6 J . Q ( 6 , 6 p] . () ( 6 p, 6 pp] . QT [ 6 , 6 p] . QT ( 5 , 6] . QT [in , 5 J + 

Q [in, 5 J . Q ( 5 , 6 J . Q ( 6, 6 p J . A ( 6 p, 6 pp J . QT ( 6, 6 p] . QT ( 5, 6] . QT (in, 5] -

Q[in, 5] .Q (S , 6] .Q (6, 6p] .0[6p, 6pp] .QT(6, 6p] .Q[S, 6]. 

Transpose[O[S, 6]].Q[in, 5)-Q[in, 5].Q(S, 6].Q[6 , 6p]. 

0(6 p, 6 pp] . QT(6, 6 p] .QT (5 , 6] . Q[in, 5]. Transpose(Q (in, 5]] + 

((Q(in, 5] +Q(in, 5] .0[5, 6] .QT(in, 5] +Q[in , 5] .Q(5, 6] .Q(6, 6p] .0(6p, 6pp]. 

QT[6, 6p] .QT[5, 6] .QT (in , 5]}. (O(in, 5] + Q (i n, 5] .0(5, 6] .QT[in, 5] + 

Q[in, 5] .Q(5, 6] . Q(6, 6p] .0(6p, 6pp] . QT(6, 6p] .QT ( 5, 6) .QT(in, 5]}}} .R6rn; 

A7 = a7; 

AS= (A(in, 8] + O(in, 8] .Q(in, 8] .Q(S, 8 p] .0(8 p, 8 pp] .QT(8 , 8 p ] .QT(in, 8] + 

Q[in, 8] .Q [8, Sp] .A(Sp, Spp] .QT(8, Sp] .QT[in, 8] -

Q[in, 8] . Q(S, 8 p] . 0(8 p, 8 pp] .QT (S, 8 p] .Q [in, 8 ] . Transpose (O(in , 8]] + 

(O(in , 8] +Q[in, 8].Q(S, 8p).0(8p, 8ppj.QT(8, Sp].QT(in, 8]). 

(O(in, 8] +Q(in, 8] .Q(S , Sp] .(l[Sp, Spp] .QT(S, Sp] . QT(in, 8])} .RS; 

8 

A9e = Ma trAcelR9e. R9e + 2 • ((O [in, 8] + Q [in, 8] . Q [ 8, 8 p) . () [ 8 p, 8 pp) . QT [ 8, 8 p] . QT [in, 8) + 

Q[in , 8].Q(8, 8p].Q[8p, 8pp].0[8pp, 9).QT(8p, 8pp] . QT(8, Sp).QT(in, 8] + 

Q (in , 8 ] .Q [S, Sp] .Q [8p, Spp] .Q(Spp, 9] .Q[9, 9p] .0[9p, 9pp]. 

QT(9, 9p].QT(8pp, 9].QT(8p, 8pp).QT(8, Sp].QT(in, 8)). 

(Q[in, 8).Q[S, 8p].Q[8p, 8pp].Q(8pp, 9].Q [ 9, 9p].Q[9p, 9pp])).v9+ 

(Q[in, 8 ]. Q(8, 8p].Q(8p, 8pp].Q[8pp, 9] . Q(9, 9p].Q(9p, 9pp]}.a9; 

A9m = 

{Transpose(O(in, 5] + Q(in, 5] .0(5, 6] .QT(in, 5] + Q(in, 5] .Q [5 , 6] .Q(6, 6 p] .0(6 p, 6 pp] . 

QT ( 6, 6p].QT (5, 6] . QT(in, 5]].(Q[in , 8].Q(S, 8p).Q(8p , Spp). 

Q [ 8 pp, 9) . Q [ 9, 9 p J . Q [ 9 p, 9 pp J ) . Q [in, 5] . Q [ 5, 6 J . Q [ 6, 6 p J . Q [ 6 p, 6 pp J + 

Tran spose [Q(in , 5] .Q(5, 6] .Q(6, 6 p] .Q(6p, 6pp]] .MatrAcelR9e. 

Q(in, 5] .Q(5, 6] .Q[6, 6p] .Q(6p, 6pp] + 

Tran s pose[Q[in, 5 ] .Q(5, 6] .Q (6, 6 p] .Q[6 p, 6 pp]]. Q[in, 8] .Q(S , 8 p]. 

Q[Sp, 8pp ]. Q[8pp, 9] . Q[9, 9p] .Q (9p, 9pp].{O(in, 5] +Q[in , 5).0(5, 6].QT(in, 5) + 

Q(in, 5) .Q[ 5, 6) .Q(6, 6p ) .0(6p, 6pp] .QT (6, 6p) . QT(5, 6] .QT(in, 5])} .R9e+ 

2 • (Transpose ( (Q ( in, 5] + Q [in , 5] .0(5, 6) . QT(S, 6]}] .Q[in, 8] .T[O, 9 pp] .T (O, 6 pp] + 

Transpose[T[O, 6pp ]J. (Q[in, 8) +Q(in, 8) .Q(S, 8p] .O(Sp, 8pp] .QT(8, Sp]. 

QT ( in , 8 J + Q (in , 8 ) . Q [ 8 , 8 p J . Q ( 8 p , 8 pp) . Q ( 8 p p, 9] . QT ( 8 p , 8 pp) . QT ( 8 , 8 p) . 

QT[in, 8] +Q[in, 8] .Q (8, 8p] .Q (Sp, Spp] .Q(8pp, 9] .Q (9, 9p] .Q ( 9p , 9pp] . 

QT ( 9 , 9 p) . QT ( 8 pp , 9 J . QT ( 8 p , 8 pp) . QT [ 8 , 8 p] . QT ( in , 8 ) ) . T ( O , 6 pp) + 

Transpose(T (O , 6 pp]] . T(O , 9 pp] . ( O (in , 5] • Q[in, 5] .Q ( 5, 6 ] .QT(S, 6])} .V9e + 

Transpose[Q(in, 5] .Q(S, 6 ] .Q[6, 6p ] .Q[6p, 6pp ]] .Q[in, 8]. 

Q [ 8 ' 8 p l . Q ( 8 p' 8 pp J . Q [ 8 pp' 9] . 

Q [ 9, 9 p ] . Q [ 9 p, 9 pp] . Q (in, 5 J . 

Q [ 5, 6] . Q ( 6, 6 p] . Q ( 6 p, 6 pp) . A9e; 



lesisb.nh 

Al O = al O; 

All = 

( (A[rn, 11) + Q[in, 11) .Q(in, 11] .Q(ll, 11 p] .Q[ll p , 11 pp] .QT(ll, 11 p] .QT(in, 11] + 

Q [ rn, 11 J . Q [ 11, 11 p J . A [ 11 p, 11 pp J . QT [ 11 , 11 p J . QT [in, 11 J -

Q[in, 11] .Q[ll, llp] .Q[llp, llpp] . QT[ll, llp] .Q[in, 11] .Transpose[Q[in , 11]]) + 

(Q[in, 11] .Q[ll, 11 p] .Q[ll p, 11 pp] .QT(ll, 11 p] .QT[in, 11] .Q[in, 11]. 

Q [ 11 , 11 p J . Q ( 11 p, 11 pp J . QT ( 11 , 11 p J . QT [ in , 11 J ) ) . Rll ; 

Al2 = ( A[in, 5] + Q[in, 5] .Q(in, 5] .Q(5, 6] .QT[in , 5] + 

Q[in, 5] .A[5, 6] .QT[in, 5] -Q[in, 5) .Q[5, 6] .Q[in, 5] .Transpose[Q[in, 5] J + 

Q [ in , 5 J . Q [ in , 5] . Q [ 5 , 6] . Q [ 6 , 6 p] . Q [ 6 p, 6 pp J . QT [ 6 , 6 p J . QT [ 5 , 6 J . QT [ in , 5 J + 

Q[in, 5) .Q(5, 6] .Q[5, 6] .Q[6, 6p] .Q[6p, 6pp] .QT(6, 6p] .QT[5, 6) .QT[in, 5) + 

Q(in, 5) .Q(5, 6) .Q(6, 6p] .A[6p, 6pp] .QT[6, 6p) .QT[5, 6] .QT[in, 5) -Q[in, 5). 

Q[5, 6] .Q[6, 6p] . Q[6p, 6pp) .QT[6, 6p] .QT[5, 6] .Q[in, 5] .Transpose[Q[in, 5]] + 

( (Q[in, 5] + Q(in, 5] .Q(5, 6) .QT[in, 5] + Q[in, 5] .Q[5, 6] .Q[6, 6p] .Q(6p, 6 pp). 

QT(6, 6 p) .QT[5, 6] .QT[in, 5]). (Q[in, 5] + Q(in, 5) .Q(5, 6] .QT(in, 5] + 

Q[in, 5].Q(5, 6].Q(6, 6p].Q(6p, 6pp].QT[6, 6p].QT[5, 6].QT[in, 5])) ).Rl2; 

Ecuaciones de Lazos 

• Ecuaciones de Po~ición 

LPrinc = RO + R4 - R2 - R5 - R6; 

LDirHI = R2 + R5 + b * R6 + Rl2 - RlO - Rll; 

LEjeHS = Rl + R7 + RB + R9e + b * R6 - RO - R4; 

LEjeDir = Rl + R7 + RB - R9e - Rl2 - RlO - Rll; 

PdtoPto = R9m. r6m; 

• Ecuaciones de Vdocidad 

VELPrinc = V4 - V5 - V6; 

VELDirHI = V5 + b * V6 + Vl2 - VlO - Vll; 

VELLEjeDir = V7 + V8 + V9e + b * V6 - V4; 

VELLEjeHS = V7 + V8 - V9e - Vl2 - VlO - Vll; 

VELPdtoPto = V9m. r6m + R9m. V6m; 

Ace LPr inc = A4 - AS - A6; 

AceLDirHI = AS+ b * A6 + Al2 - Al O - All; 

AceLEjeDir = A7 + AB + A9e + b * A6 - A4; 

AceLEjeHS = A7 +AS - A9e -Al2 -AlO -All; 

AcePdtoPto = A9m.r6m + 2 .-V9m. V6m + R9m.A6m; 

9 
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Solución Posición 

• Solución Lprin 

1/14 =O* Degree; 

SolLP = FindRoot [ { 

LPrinc[l] ==O, 

LPrinc[2] ==O 

) ' 
{i/15, O* Degree ) , 

(1/16, 5 • Degr ee ), 

Maxiterations ~ 15 

{l/15-> - 0 . 00831 2 86 , iJ¡6--;0 .0375 729} 

• Solución HI Dirección 

1/14 =O• Degree; 

x l O = 139; 

ec = { 

LDirHI[l] ==O, 

LDirH I [2] ==O, 

LDirHI[3] ==O 

) /. SolLP; 

So l LHI = FindRoot[ec, 

(ij¡6pp, 12.52•Degree), 

{l/111, - 23.52•Degree). 

(ij¡llpp, -46.30•Degree), 

Max!terations-+ 15 

{w6p p - O. 057 4 657 , ~1 1 1 ..., -0 . 424 289 , iJ¡llpp -• -0 . 17 6 4"/4} 

10 
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• Solución Eje 

¡J¡4 =O• Degree; 

xlO = 139; 

ec2 = {LEjeDir[l] ==O, 

LEjeDir[2] ==O , 

( •LEjeDi r[3]==Ü,•) 

LEjeHS[3] ==O , 

LEjeHS [l] ==O, 

LEjeHS[2] ==O , 

PdtoPto ==O 

} /. SolLP /. SolLHI; 

SolEje = FindRoot[ec2, 

{ ¡J¡B , - 1 . 4 6 * Deg ree} , 

{¡J¡Bpp, O•Degree}, 

(¡J¡9, -l .46•Degree), 

{¡J¡9pp, O• Degree ) , 

(x7 , 10 6 ) , 

{x9 , 154) , 

Maxiterations .... 1 5 

(&8 _, -0 . 0262394 , i/ISpp-> -0 . 00192768 , 

i/19->0 . 0312 638 , i,lr9pp->0.0554756 , x7->141. 027 , /.9 ->25 . 1468) 

(¡J¡B /. SolEje) / Degree 

(¡J¡Spp /. SolEje) /Degree 

(¡J¡9 / . SolEje) / Degree 

-1 . 503 4 1 

-0 . 110 44 8 

l. 79 12 8 

T3D(R_] {R[ (3]}, R( (l]), R( ( 2 ]}} ; 

11 
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cero = (O, O, O); 

lineaO = Line[ (T3D(cero], T3D[Rl]) J; 
lineal= Line( (T3D(Rlj, T3D(Rl + R7))) /. SolEje; 

linea2 = Line((T3D[Rl+R7], T3D(Rl+R7+R8])] /. SolEje ; 

linea)= Line((T3D(Rl+R7+R8) , T3D( Rl+R7 +R8+R9e] )) / . SolEje ; 

lineas= Line[ (T3D(R2]' T3D[R2. RS]) J /. SolLP ; 

linea6= Line((T3D(R2+R5), T3D(R2+R5+R6))) /. SolLP; 

linea4 = Line [ (T3D (RO], T3D [RO+ R4 J} J /. SolLP ; 

linealO = Líne[(T3D (cero], T 3D[R10 ] }] /. SolLP ; 

lineall = Line ( (T3D(Rl0), T3D(R10 + Rll)}) /. SolLHI; 

líneal2 = Líne [(T3D(Rl0 + Rll) , T3D(Rl0 +Rll -Rl2) }) /. SolLP /. SolLHI ; 

barraO = Graphícs3D[(AbsoluteThickness[6], RGBColor[O, 1, l], lineaO}]; 

barral= Graphics3D [ {AbsoluteTh ickne ss[6] , RGBColor[l, O, O] , lineal} J; 
barra2 = Graphics3D[(Absol uteThickness [6], RGBColor[l, 0.8, O], linea2}]; 

barra3 = Graphics3D ( {AbsoluteThickness [ 6 J , RGBCo lor [ 1, O. 5, O. 2 J , linea3} ] ; 

barras= Graphics3D[(AbsoluteThickness[6], RGBCo lor[l, O, O], lineaS}] ; 

barra6 = Graphics3D [ (AbsoluteThickness[6], RGBColor[O, O. 7, O], linea6)]; 

barra4 = Graphics3D[{AbsoluteThickness[6], RGBColor[O, O, 1) , línea4}] ; 

barral O = Graphics3D [ {AbsoluteThicknes s [ 6], RGBColor [l , O, O], linealO} J ; 

barrall = Graphics3D [ (AbsoluteThickness [ 6], RGBColor [O, O. 7, O J , lineall}] ; 

barral2 = Graphics3D[ {AbsoluteThickness [ 6] , RGBColor [O , O, 1] , lineal2) ] ; 

Show [barraO, barral, barra2, barra3, barras, barra6, barra4 , barralO, barrall, barra12, 

Axes -t True , 

AxesLabel-+ ("X" , " Y" , "Z"} , 

ViewPoint - > (1.873, 2 .189, l.77S)(•, 

PlotRange-+ ((0,4S0},(0,400},(-2S0,70)}•) 

J; 
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• Solución Posición 

Clear[¡JrS, ¡Jr6, ¡Jr6p, ¡Jr8, ¡Jr8pp, ¡Jr9, ¡Jr9pp, ¡Jrll, ¡Jrllpp, x7, x9, SolPos, i]; 

¡Jr5i = ¡Jr5 /. SolLP; 

¡Jr6i = ¡Jr6 /. SolLP; 

¡Jr6ppi = ¡Jr6pp ! . SolLHI ; 

¡Jr81 = ¡Jr8 /. SolEje; 

¡Jr8ppi = ¡Jr8pp /. SolEje; 

¡Jr9i = ¡Jr9 ! . SolEje; 

¡Jr9ppi = ¡Jr9pp /. SolEje; 

¡Jrlli = ¡Jrll /. SolLHI; 

¡Jrllppi = ¡Jrllpp ! . SolLHI; 

x7i = x7 /. SolEje; 

x9i = x9 /. SolEje; 

xlO = 139; 

Fo r [ i = O , i < 1 O , i + = 1 , 

1./r4 = i • Degree; 

SolPos[i] = FindRoot[ { 

LPrinc[lD ==O, 

LPrinc[2D = = O, 

LDirHI [lD = = O, 

LDirHI [2D = = O, 

LDirHI [3D == O, 

LEjeDir[lD ==O, 

LEjeDir[2D ==O, 

LEjeDir[3D ==O, 

LEjeHS[2D ==O, 

LEjeHS[lD ==O, 

PdtoPto '' O 

} ' 

(¡JrS, ¡Jr5i}, 

{¡Jr6, ¡Jr6i}' 

{¡Jr6pp, i/t6ppi}' 

{i/t8' i/t8i}' 

{ i/t8pp' ¡Jr8ppi} ' 

{ i/t9' i/t9i}' 

{ i/t9pp' i/t9ppi} ' 

{i/tll, i/tlli}, 

{ i/t llpp, ¡/tllppi)' 

(x7, x7i), 

(x9, x9i}, 

Maxlterations--. 15 

J; 

i/tSi = i/tS /. SolPos[i]; 

13 
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¡J¡6i = ¡J¡6 /. Sol Pos [i ] ; 

¡J¡6ppi = ¡J¡6pp / . SolPos [ i ] ; 

¡J¡Si = ¡J¡8 /. SolPos [ i ] ; 

¡J¡Sppi = ¡J¡Spp /. So l Pos [ i ] ; 

¡J¡9i = ¡J¡9 /. Sol Pos [ i]; 

¡J¡9ppi = ¡J¡9pp /. SolPos[i]; 

¡J¡lli = ¡J¡ll / . SolPos [ i ] ; 

¡J¡llppi = ¡J¡llpp /. So l Pos [ i] ; 

x7i = x7 /. SolPos[i ] ; 

x9i = x9 /. SolPos [ i ] ; 

• Gra ficas Posición 

tablal = 

tabla2 = 

tabla3 = 

tabla4 = 
tablas= 

tabla6 = 

tabla? = 
tablas = 
tabla9 = 

Table [{i, 

Table({i, 

Table ( {i, 

Table [ {i, 

Table [ {i, 

Table [ {i, 

Table [ {i, 

Table [ {i, 

Table [ {i, 

¡J¡S /Degree / . SolPos[i ]}, (i, O, 1 0, 1 ) ] ; 

¡J¡6/Degree / . So l Pos [ i]), (i , O, 1 0, 1}] ; 

¡J¡6pp/Degree /. SolPos [ i]}, {i, O, 10, l}] ; 

¡J¡8 /Degree /. SolPos(i]}, (i, O, 10, l }] ; 

¡J¡Spp/Degree /. So l Pos [ i]}, {i, O, 10, 1}]; 

¡J¡9 / Degree /. Sol Pos [ i ] } , { i, O, 10, 1 }] ; 

¡J¡9pp / Degree / . Sol Pos [ i] } , { i , O, 1 0, 1}] ; 

¡J¡ll / Degree /. Sol Pos [ i J } , { i, O, 10, 1}] ; 

¡J¡llpp/Degree /. SolPos(i]} , {i, O, 10 , l}]; 

tablalO = Table[{i, (x7 /. SolPos[ i ]} /1000), (i, O, 10, l}]; 

tablall = Table [ {i, (x9/.SolPos [i])/1000), {i , O, 10, 1)] ; 

figl = GraficaColor[tablal, 1, o, O] ; 

fig2 = GraficaColor[tabla2, O, 1 , o. 5] ; 

fig3 = GraficaColor[tabla3, O, O, 1]; 

fig4 = GraficaColor[tabla4, 1 , o, 1] ; 

figS = Grafi caColor[tabl aS, O, 

fig6=GraficaColor[tabla6, 1, 1 , 0.2]; 

o, O] ; 

fig7 = GraficaColor[tabla7, 1, 0.5, O]; 

fig8=Gr aficaCo lor[tabla8, 0.5, 0.5, 1]; 

fig9 = GraficaColor[tabla9 , O, 1 , O] ; 

fi g lO = GraficaColor [ tablalO, O, 1, O. 7] ; 

figll = GraficaColor[tablall, 0.1 , 0.1 , 1 ] ; 

Show[figl, 

Frame-+ True, 

F rameLabe l ... { "¡j¡4", "¡j¡S"}, 

DisplayFunction-+ $Di splayFuncti on 

l ; 
Show[fig2, 

Frame --+ True, 

Frame Label.., { "¡j¡4", "¡j¡6"}, 

Di sp layFunct ion-+ $DisplayFuncti o n 

1; 
Show [fig3 , 

Frame -+ True, 

14 
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FrameLabel-> { "1/14", "l/r6pp"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J; 
Show[fig4, 

Frame-+ True, 

FrameLabel-+ {"1/14", "1/18"), 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J; 
Show[figS, 

Frame -+ True, 

FrameLabel-> {"1/14", "l/r8pp"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J; 
Show[fig6, 

Frame-+ True, 

FrameLabel-> { "1/14" , "1/19"), 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J; 
Show[fig7, 

Frame ..... True, 

FrameLabel-> {"1/14", "l/r9pp"), 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

l; 
Show[fig8, 

Frame -+ True, 

FrameLabel .... {"1/14", "1/111"), 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

l; 
Show [ fig9, 

Frame-+ True, 

FrameLabel-> {"1/14", "l/rllpp") , 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

l; 
Show[figlO, 

Frarne-+ True, 

FrameLabel-+ { "1/14", "x7"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

l; 
Show[figll, 

Frarne-+ True, 

FrameLabel-> { "1/14", "x9"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J; 
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Clea r [w4 , wS , w6 , w6pp , wB, wBpp , w9, w9pp , wll , wllpp , vx7 , vx9] ; 

w4 = 2 Pi; 

vxl0=0 ; 

Fo r [ i = O, i s 1 O , i + = 1 , 

l/!4 = i • De gree ; 

SolVel[i] = Solve [ 

VELPrinc[lil == O , 

VELPrinc[2Il ==O, 

VELDirHI[l] ==O, 

VELDirHI[2Il ==O , 

VELDirHI [3] = = O, 

VELLEjeDir[l] ==O , 

VELLEjeDir[2] ==O, 

VELLEjeHS[3] == O, 

VELLEjeHS[2] == 0, 

VELLEjeHS[l] ==O, 

VELPdto Pto " O 

} / . Sol Pos [ i] , 

(wS, w6 , w6pp , wB, w8pp, w9, w9pp, wll, wllpp , v x 7 , vx 9 }] /1 Flatten; 

?? SolVel 

Global· SolVe l 
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• Graficas Velocidad 

tablal2 = Table [ {i, wS / . SolVel[i]}, {i, O, 10, 1) J; 
tablal3 = Table[ {i, w6 /. SolVel[i]}, {i, O, 10, 1)]; 

tablal4 = Table [ {i, w6pp /. SolVel[i]}, {i, O, 10, 1}] ; 

tablalS = Table[(i, w8 /. SolVel[i]}, {i, O , 10 , l}]; 

tablal6 = Table [ {i, w8pp/. SolVel[i]}, (i, O, 10 , 1}] ; 

tablal 7 = Table [ {i, w9 /. SolVel [i]}, (i, O, 10 , 1) J ; 
tabla18 = Table[{i, w9pp/. SolVel[i]}, {i, O, 10 , l}] ; 

tablal9 = Table[{i, wll /. SolVel[i]}, {i, O, 10, 1)] ; 

tabla20 = 

tabla21 = 

tabla22 = 

Table [ {i, 

Table [ {i, 

Table[{i, 

wllpp /. SolVel[i]}, {i, O, 10, 1)]; 

(vx7/.SolVel[i])/1000), {i, O, 10 , l}] ; 

(vx9 /. SolVel[i]) /1000), {i, O, 10, 1}]; 

fig12 = GraficaColor[tabla12, 

fig13 = GraficaColor[tablal3, 

fig14 = GraficaColor[ tabla14, 

figlS = GraficaColor[tabla15, 

fig16 = GraficaColor[tabla16, 

figl 7 = GraficaColor[tablal 7 , 

fig18 = GraficaColor[tablalB , 

fig19 = GraficaColor[tabla19, 

fig20 = GraficaColor[tabla20, 

fig21 = GraficaColor[tabla21 , 

fig22 = GraficaColor[ tabla22, 

Show[figl2, 

Frame-+ True, 

1, o, O]; 

o, 1, o. 5]; 

o, O, 1]; 

1, o, l]; 

o, o, O]; 

1, 1, o. 2]; 

1, 0.5, O]; 

0.5, 0.5, 1 J ; 

o, 1, O]; 

o, 1, o. 7 ] ; 

0 . 1, 0.1, 1 J ; 

FrameLabel-+ { "1/14", "w5"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J ; 
Show[figl3, 

Frame -+ True, 

FrameLabel-+ { "1/14", "w6"}, 

DisplayFunction--+ $DisplayFunction 

J ; 
Show[figl4, 

Frame -+ True 1 

FrameLabel-+ { "1/14", "w6pp"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J; 
Show [figl5, 

Frame _.. True, 

FrameLabel-+ ( "1/14", "w8"}, 

DisplayFuncti on-+ $DisplayFunction 

J; 
Show[figl6, 

Frarne -+ True, 

FrameLabel .... { "¡J¡4", "w8pp"} , 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 
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1; 
Show[fig17, 

Frame --+ True, 

FrameLabel .... {"i/14", "w9"), 

DisplayFunction--+ $DisplayFunction 

1; 
Show[figl8, 

Frarne -+ True, 

FrameLabel .... { "i/14", "w9pp"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

1; 
Show[fig19, 

Frame-+ True, 

FrameLabel .... {"i/14", "wll"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J ; 
Show [fig20, 

Frarne-+ True, 

FrameLabel .... {"i/14", "wllpp"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J ; 
Show[fig21, 

Frame -+ True, 

FrameLabel .... {"i/14", "vx7"), 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J; 
Show[fig22, 

Frarne --+ True, 

FrameLabel .... {"i/14", "vx9"}, 

DisplayFunction .... $DisplayFunction 

J ; 

Solución Aceleración 

18 
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Clear (a4 , aS, a6, a6pp, a8, a8pp, a9, a9pp, all, allpp, ax7, ax9] ; 

a4 =O ; 

axlO:O; 

For [ i :::: O, i ~ 1 O, i +:::: 1 1 

1/14 = i * Degree; 

SolAcel(i] = Salve [ 

AceLPrinc[lD = = O, 

AceLPrinc[2D = = O, 

AceLDirHI [lD = = O, 

AceLDirHI [ 2 D = = O, 

AceLDirHI[3D == O, 

AceLEjeDir[lD ==O, 

AceLEjeDir[2D ==O, 

AceLEjeHS[3D ==O, 

AceLEjeHS[2D ==O, 

AceLEjeHS[lD ==O , 

AcePdtoPto" O 

) /_ SolPo s [i] / _ SolVe l(i], 

{aS, a6, a6pp , a8, a8pp, a9, a9pp, all, ullpp, ax7, ax9)] /1 Flatten; 
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• Graficas Aceleración 

tabla23 = Table[{i, as/. SolAcel [i]}, {i, O, 10, 1} J ; 
tabla24 = Table [ { i, a6 / . SolAcel [ i ] } , {i, o, 10 , 1} J; 
tabla2 5 = Table[{i, a6pp /. SolAcel[i]}, {i' o, 10, 1} J ; 
tabla26 = Table [ {i, a8 /. SolAcel [i]}, {i , o, 10 , 1} J ; 
tabla27 = Tab l e [{i , a8pp /. SolAcel [ i ] }, (i , o, 10, 1} J ; 
tabla28 = Table [ {i, a9 /. SolAcel [i ] }, (i, o, 10, 1} J ; 
tabla29 = Table [ {i, a9pp /. SolAcel [i]}, {i, o, 10, 1} J ; 
tabla30 = Table [ {i, all /. So l Acel [ i] }, {i, O, 10, 1} J ; 
tabla31 = Table[{i, allpp /. SolAcel [i ] }, {i, o, 
tabla32 = Tab l e [ {i, \ax7 /. SolAcel [ i ] } / 1000), 

tabla33 = Table[{i, (ax9 /. Sol Ace l [ i ]) / 1 000), 

fig23 = GraficaColor[tabla23, 

f i g24 = GraficaColor[tabla24, 

fig25 = GraficaColor[tabla25, 

fig2 6 = GraficaColor [ tabla26, 

f i g2 7 = GraficaColor [ tabla27 , 

fig28 = GraficaColor [ tab l a28, 

f ig29 = Graf icaColor [ tabla2 9, 

fig30 = GraficaColor [ tabla30, 

fig31 = GraficaColor[tabla31, 

fig32 = GraficaColor[tabla32, 

fig33 = GraficaColor [ tabla33, 

Show[fig23, 

Frame --+ True, 

1, o, O] ; 

o, 1 , o. 5 ] ; 

o, o, l] ; 

1 , o, l ] ; 

o, O, O] ; 

1 , 1 , 0.2]; 

1, 0.5, O]; 

0.5, 0.5 , l ] ; 

O, 1 , O]; 

o, 1 , o. 7 ] ; 

o . 1 , 0 . 1, 1 J ; 

FrarneLabel .... { "l/t4", "a5"), 

DisplayFunction-+ $Displ ayFunction 

J; 
Show[fig24, 

Frarne --+ True, 

FrarneLabel .... { "l/t4", "a6" } , 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J; 
Show[fig25, 

Frame --+ True, 

FrameLabe l .... { "l/t4", " a6pp"}, 

DisplayFunction -+ $Disp l ayFunction 

J; 
Show[fig26 , 

Frame--+ True , 

FrameLabel .... { "¡/¡4", " a8 "}, 

DisplayFunction--+ $D ispla yFunct ion 

1; 
Show[fig2 7, 

Frame--+ True, 

FrameLabel .... { " ¡/¡4 " , "a8pp"} , 

DisplayFunction--+ $Displ ayFunction 

10, 1) J ; 
{i , o, 10, 

{i' o, 1 0, 

20 
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J; 
Show[fig28, 

Frame -+ True, 

FrameLabel-+ { "ij¡4", "a9"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J; 
Show[fig29, 

Frame -+ True, 

FrameLabel-+ { "ij¡4", "a9pp"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

l; 
Show[fig30, 

Frame """'* True, 

FrameLabel-+ {"ij¡4", "all"}, 

DisplayFunction -t $DisplayFunction 

l; 
Show[fig31, 

Frame-+ True, 

FrameLabel-+ {"ij¡4", "allpp"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

l; 
Show[fig32, 

Frame-+ True, 

FrameLabel-+ {"ijr4", ''ax7 11
}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

J; 
Show[fig33, 

Frame-+ True, 

FrameLabel-+ { "ij¡4", "ax9"}, 

DisplayFunction-+ $DisplayFunction 

l; 
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