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Introduccion

En estos tiempos, el estudio de redes complejas ha sido objeto de gran
interés. Una de las razones es que se trata de la Unica herramienta para atacar
una serie de problemas en los que hay innumerables unidades interactuando de
manera no trivial. Estas pueden ser desde la red de Internet, la red de las
amistades de una comunidad, la red de seres susceptibles a una enfermedad
particular, etc., en las que resulta demasiado complicado analizar el problema caso
por caso, y a pesar de ello, hay una estructura que lo delimita.

Una de las razones del éxito de la teoria de redes, es que actualmente se
cuenta con una gran cantidad de bases de datos sobre redes reales, lo que
aunado con el poder de computo actual, permite hacer calculos y estadistica sobre
redes de cientos de miles de unidades. Las unidades en una red se llaman nodos,
y las uniones entre los nodos se llaman enlaces. Otro atractivo del estudio de
redes complejas es que su presencia se extiende por todos los campos, por
ejemplo, en el campo cientifico se aplica desde la fisica de estado soélido
(Wiesenfeld, 1996) hasta la biologia del genoma (Kauffman, 1969), pasando por la
fisiologia neuronal (Bhatt & Lee, 1982). En la industria hay miles de aplicaciones,
por ejemplo, en las redes de comunicacion como Internet y redes locales
(Kirkpatrick & Belitz, 1996); en las redes de distribucién, donde se busca maximizar
el alcance de una red de distribucion con el menor niumero de nodos (en la red de
tiendas Domino’s Pizza se tiene que cubrir una ciudad de tal manera que pueda
llegar el producto en menos de 30 minutos a cualquier punto, con el menor nimeyo
de tiendas); en las redes de energia eléctrica se busca robustecer la red de
suministro de electricidad, para que un fallo local no cause un colapso general;
etcétera.

La teoria moderna de redes complejas es algo muy nuevo, con menos de
diez afos de vida, por lo que en la tesis dedicamos un capitulo a los antecedentes
que le dieron vida, y que se remontan a principios del siglo XX, pasando por el
auge que hubo a fines del siglo pasado, hasta una nueva propuesta de red que
reine algunas de las propiedades mas interesantes en varios modelos que se
pensaban completamente opuestos. Las redes exponenciales ordenadas a las que
se refiere el titulo de esta tesis, las nombramos exponenciales pues a partir de un
nodo inicial el nimero de nodos en la red aumenta por capas de manera
exponencial, y son ordenadas en el sentido de que las interconexiones de nodos y



enlaces estan definidas explicitamente, y no en funcién de una probabilidad de
conexion. Consideramos con red ordenada toda red que, al construirse
repetidamente, siempre mantenga estrictamente la misma estructura. Las redes
aleatorias, en cambio, estan definidas bajo una probabilidad de que cada pareja de
nodos esté conectada, lo que da lugar a redes diferentes en cada construccion.

El criterio bajo el que estd ordenado el primer capitulo de la tesis es
estrictamente cronoldgico: alrededor de 1920 surgen los arboles de Cayley como
curiosidades matematicas, en 1959 — 1960 Erdds y Rényi publican los articulos con
los que nace el estudio de las redes aleatorias, en 1998 Watts y Strogatz publican
su famoso articulo en Nature sobre redes de mundo pequefo, seguido de cerca en
1999 por articulos de Barabasi, Albert y Jeong en Science y Nature sobre redes
libres de escala.

En la primera seccion del primer capitulo tratamos el problema de
percolacion. Se trata de un problema fisico en el que los arboles de Cayley,
estructura sobre la que se basan las redes exponenciales ordenadas, tienen
particular relevancia y utilidad comparados con otras redes ordenadas. Esta
seccion da una idea de las propiedades que hacen que los arboles de Cayley sean
tan utiles en problemas de fisica estadistica, y que fueran la razon por la que se
utilizaron en este trabajo.

En la segunda seccion del primer capitulo se exponen los primeros trabajos
que hubo sobre redes aleatorias. A diferencia del primer capitulo, en que se
trabajo con redes ordenadas de baja dimensionalidad, el enfoque principal aqui es
el caso general de redes aleatorias. A partir del estudio de la aparicion de
propiedades monétonas se conecta con el problema de percolacién visto en la
seccion 1.1. Asimismo, tanto las redes aleatorias como los arboles de Cayley
pertenecen a la misma familia de redes de dimensionalidad infinita.

La seccion 1.3 presenta un nuevo tipo de redes que oscilan entre las redes
aleatorias y las redes ordenadas. Es en parte un estudio sobre la transicion de una
red ordenada a una red aleatoria, mediante el desordenamiento de los enlaces en
una red originalmente ordenada. Este tipo de redes, conocidas como redes de
mundo pequefio, tienen propiedades muy interesantes, pues un poco de desorden
sobre una red ordenada la vuelve mas eficiente en transporte, pues la distancia



entre todos los pares de nodos se vuelve mas pequefia que cuando la red era
completamente ordenada. Otro punto interesante sobre las redes de mundo
pequefo, es que definen una serie de parametros que es posible evaluar en redes
reales y asi determinar si éstas presentan propiedades de mundo pequefio o no.

En el segundo capitulo compararemos las redes de mundo pequeio con
las redes exponenciales ordenadas. Mostraremos que no siempre se cumple la
suposicién de que al desordenar un poco los enlaces en una red ordenada, ésta se
vuelva mas eficiente en transporte y comunicacién. En particular, cualquier
cantidad de desorden afecta negativamente la capacidad de transporte de las
redes exponenciales ordenadas, contrariamente a lo expresado en la literatura
(Watts, 1999).

La seccion 1.4 trata sobre un nuevo refinamiento a la teoria de redes, en la
forma de las redes con distribuciéon de conectividad libre de escala. Los trabajos al
respecto surgieron como una forma de explicar y estudiar la dindmica de
crecimiento de las redes reales. Los resultados importantes a los que se llega es
que se pueden construir redes libres de escala siguiendo un esquema de
crecimiento preferencial. Estas redes también son muy eficientes para transporte y
comunicacion por su pequefnio diametro (la trayectoria mas larga en promedio), y
son muy robustas ante fallos y ataques al azar. La distribucion libre de escala
implica que existan nodos muy conectados, lo que hace a la red muy vulnerable
ante ataques dirigidos, pues si los nodos muy conectados son dafiados se puede
incrementar de manera importante el diametro de la red.

Asi como el primer capitulo funciona como una suerte de introduccién al
tema de teoria moderna de redes, el segundo capitulo es realmente el alma de la
tesis. Aqui introducimos un nuevo modelo de red, basado en los arboles de Cayley
discutidos en la seccién 1.1, que tiene como caracteristica principal que se trata de
una red cerrada ordenada, con numero de coordinacion constante, en la que todos
los nodos son equivalentes e intercambiables (red exponencial ordenada REO). A
pesar de eso, el modelo de red tiene las mismas caracteristicas de eficiencia en
transporte y comunicacién, y robustez ante fallos y ataques, que las redes
aleatorias, aun cuando estas propiedades se creian privativas de las redes
desordenadas.



Comparamos el modelo con las redes aleatorias y de mundo pequefio
mediante un problema de transporte, en el que la red exponencial ordenada
resulta ser mas eficiente. En relacion con las redes libres de escala, que son
extremadamente vulnerables ante ataques dirigidos, la red exponencial ordenada
resulta favorecida, ya que por definicibn no contiene nodos mas importantes, lo
que la hace muy robusta ante ataques o fallos.

Calculamos explicitamente algunos parametros relativos a la REO,
teniendo una gran ventaja sobre las otras redes, pues es posible obtener la
mayoria de los resultados analiticamente en forma cerrada. Esto es un efecto
indudablemente de que la REO esta formada a partir de dos arboles de Cayley,
una de las pocas estructuras sobre las que es posible calcular todos los
parametros de percolacién.

Discutimos el algoritmo de creacién de la red, pues no es trivial, y llegamos
a la conclusion que de los dos parametros que definen a la red: Zy N — el numero
de coordinaciéon y el nimero de capas de los arboles respectivamente —, es
necesario que N < 4, mientras que sobre Z no hay restricciones. Probamos que los
nodos son equivalentes, con un algoritmo que reconstruye la red a partir de nodos
intermedios, pues cuando la red puede ser reconstruida desde cualquier nodo
significa que todos son equivalentes.

En el ultimo capitulo discutimos dos problemas en los que se utilizan redes
exponenciales ordenadas. El primer problema es un caso de transporte en la red; y
sirve para ejemplificar la sencillez de la red, pues el resultado se obtiene de
manera analitica, cuestion muy complicada en otras redes. En el segundo
problema modelamos una red de neuronas sobre una red exponencial ordenada.
Observamos una oscilacion sostenida en todos los nodos—neuronas de la red,
similar a la obtenida en redes totalmente conectadas, pero que sin embargo no
ocurre en otros tipos de redes como en anillos unidimensionales y redes de Bethe.

Incluimos dos apéndices. En el primero se muestran datos de una gran
cantidad de redes reales, relevantes para compararlas con los diferentes modelos
de redes. El segundo apéndice contiene algunos de los algoritmos que usamos
para disefnar las redes exponenciales ordenadas, en codigo de MATLAB.



Capitulo 1: Antecedentes

— 1.1 Percolacién y Arboles de Cayley

En una red donde cada nodo estd ocupado con probabilidad p
independiente de todos los otros lugares, el problema de la percolacién consiste
en fijarse en los cumulos: dados dos nodos en la red, pertenecen al mismo cumulo
si se puede transitar de un nodo al otro a través de nodos ocupados. El fenébmeno
de percolacion consiste en que a partir de un valor, p., de la probabilidad de
ocupacién, aparece un cumulo maximo que llega a todos los extremos de la red, a
pesar de tener densidad cero. Como en el limite termodinamico se trabaja con
redes infinitas, se ha dado por llamar cumulo infinito al cimulo maximo, pues
solamente ahi esta bien definido el fenbmeno de percolacién. Asi como aparece
un cumulo que cruza toda la red, también aparecen cumulos menores de todos los
tamafos siguiendo una ley de potencias de tipo P(s) = s, siendo P(s) la
probabilidad de que encontrar un cumulo de tamafio s.

En principio, el problema de percolacion estd matematicamente definido
sobre cualquier red, pero como primeras aproximaciones se utilizaron redes
ordenadas en dimensiones finitas, como redes triangulares, hexagonales,
cuadradas, etc. En este tipo de redes el problema puede parecer sumamente
sencillo, pero sucede que, excepto en muy pocos casos, el problema no es soluble
analiticamente. El interés en este problema por parte de la comunidad de fisica
estadistica radica en que hay problemas en los que algunas transiciones criticas
importantes pueden ser tratadas a partir de la transicién en la que se genera el
cumulo infinito, como transiciones de fase térmicas y magnéticas por ejemplo
(Stauffer & Aharony, 1994). '

En términos matematicos, la teoria de percolacidon esta intimamente ligada
con problemas en redes en la teoria de sistemas desordenados, tales como las
propiedades del modelo de Ising y los modelos ferroeléctricos (Ziman, 1979).
Ademas tiene amplia aplicacién en problemas tan diversos como percolacién de
fluidos a través de medios porosos y la propagacion de plagas en una huerta
(Frisch & Hammersley, 1963).

El caso mas sencillo de estudio es el de una cadena unidimensional de
sitios. Cuando la probabilidad de ocupacién p es menor que 1, por cercano a 1 que
sea este valor, en una cadena infinita existiran sitios vacios, haciendo que no
exista un cumulo infinito, por lo que en este caso p. = 1. Esto se puede ver
también de la siguiente forma: la probabilidad de que un sitio cualquiera de la



Capitulo 1

cadena sea el extremo izquierdo (por decir algo) de un cumulo de tamano s es
ns = p*(1-p)?, cuando 0 < p < 1. Esto porque la probabilidad de tener & sitios
juntos es p* cuando son eventos independientes, y a esto se le tiene que afadir
los sitios vacios en los extremos del cumulo, los dos con probabilidad (1 - p),
también independientes. Cuando se tiene p < 1, la probabilidad n, se va a cero
exponencialmente conforme el tamafio s del cimulo se va a infinito. Esto significa
que la probabilidad de encontrar cimulos cada vez mas grandes en una cadena
unidimensinal infinita es menor cada vez. Por lo tanto, el valor critico de
percolaciéon ocurre unicamente cuando p = 1.

Desgraciadamente, en mas de una dimension el problema se complica
mucho, porque el nimero de vecinos que tiene un cumulo de tamafo & depende
de la configuracién de los k sitios. La tabla 1.1.1 presenta el numero de distintas
configuraciones para un cumulo de hasta 4 unidades en una red cuadrada,
obtenibles mediante rotaciones y reflecciones. Los diferentes cumulos son
llamados coloquialmente "animales de lattice".

Numero de distintas configuraciones para cada "animal de lattice™ de hasta 4 unidades. Asl, 4
unidades colineales tienen 2 configuraciones: horizontal y vertical; mientras que las 4 unidades en

forma de L tienen 8 posi I} 4r en cada una de 2 reflecciones.

Tabla1.1.1

La tabla 1.1.2 contiene los valores criticos p. para diferentes redes,
tomados de Stauffer y Aharony (1994):

2 Ignacio Rozada



Capitulo 1

Red Nodo Enlace
Cuadrada 0.592746 0.50000
Triangular 0.50000 0.34729
Hexagonal 0.6962 0.65271
Diamante 0.43 0.388
Cubica simple 0.3116 0.2488
d = 4 hipercubica 0.197 0.1601
d = 5 hipercubica 0.141 0.1182
d = 6 hipercubica 0.107 0.0942
d = 7 hipercubica 0.089 0.0787
Tabla1.1.2

Se dan dos valores, para percolacién por nodo y por enlace. En percolaciéon
por nodo, dos sitios estan unidos si comparten un enlace comun. En percolacién
por enlace, todos los nodos de la red estan ocupados, y son los enlaces los que se
asignan, asi por ejemplo dos nodos pueden ser contiguos sin estar
necesariamente conectados. En una red cuadrada bajo percolacion por nodo, el
quitar un nodo conectado con sus cuatro vecinos es equivalente a quitar cuatro
enlaces en una red bajo percolacién por enlace, lo que provoca que en general los
valores criticos p. sean diferentes en una misma red para ambos casos. Existen
también redes duales, en las que se pueden quitar o poner tanto nodos como
enlaces. (Véase la figura 1.1.1)

Percolacién por nodo (izquierda), y por enlace (derecha). Tomada de Ziman (1879)

Figura 1.1.1

Se puede demostrar que el umbral de percolacién en una red dada es
siempre mayor para el caso de percolacién por nodo: pf <p, y esto es

3 Ignacio Rozada



Capitulo 1

intuitivamente facil de ver con el argumento del parrafo anterior. es mas
destructivo para la red quitar nodos que enlaces, y de igual manera es mas
constructivo afiadir nodos que enlaces (Hammersley, 1961).

Ademas del caso unidimensional, hay otro que puede resolverse de manera
exacta: el arbol de Cayley (Flory, 1941). Los arboles de Cayley surgieron alrededor
de 1920 como una curiosidad matematica, y posteriormente se descubrié que la
aproximacion de campo medio en magnetismo funciona de manera exacta sobre
arboles de Cayley a través de la aproximacion de Bethe. Es por eso que también
se les conoce como redes de Bethe. Los arboles de Cayley son, esencialmente,
un nodo central del cual parten Z enlaces, cada uno de estos unido a otros Z— 1
enlaces independientes entre si, cada uno unido a otros Z-1 enlaces, y asi
sucesivamente, sin hacer anillos, como se ve en la figura 1.1.2, cuatro capas de un
arbol con Z = 3.

Cuatro capas de un drbol de Cayley conZ = 3

Figura1.1.2

Algo importante a notar, es que a diferencia de las redes discutidas
anteriormente, de dimensién espacial finita, se dice que los arboles de Cayley
corresponden a la familia de dimensionalidad infinita. Hay por lo menos dos
razones para decir esto:

1. Mientras que en 2 dimensiones el area de un circulo es proporcional a 2, su
perimetro es proporcional a ». En 3 dimensiones el volumen de la esfera es
proporcional a r3, y su area es proporcional a r%; y en general se puede decir que
en d dimensiones, el volumen de la hiperesfera es proporcional a r4, y su area a
ré!. Por lo tanto: drea o« volumen'-'¥ en 4 dimensiones. Cuando d —» «, el
volumen es proporcional al area.

En un arbol de Cayley, su area es la Ultima capa, y el nimero de nodos

4 Ignacio Rozada



Capitulo 1

conforme se avanza sobre las capas crece exponencialmente, de modo que la
capa N tiene Z(Z- 1) nodos, con Z el nimero de vecinos (todos los nodos
tienen el mismo numero de vecinos). Sumando sobre capas, en la misma red, el
numero total de nodos en la red (volumen) es de Z(Z-1)Y-(Z-1). Para N
grande, resulta entonces que drea « volumen, cosa que en redes hipercubicas
(redes ordenadas de dimensién mayor a 3) sélo ocurre cuando d — .

2. La cantidad de formas diferentes de encontrar una cadena de cuatro sitios
(por decir un nimero) en una red hipercubica de dimensién d, es proporcional a
(2d - 1)3, en funcién de que, dado un nodo fijo, los otros tres pueden ser colocados
en otro eje "adelante" o "atras" del nodo anterior de la cadena. Analogamente, la
cantidad de formas diferentes de encontrar un anillo de cuatro sitios es
proporcional a d(d-1). Por lo tanto, cuando d - «, es mucho mas probable
encontrar una cadena que un ciclo. En los arboles de Cayley los ciclos
estrictamente no existen, por lo que el resultado es el mismo que en d., sobre
redes hipercubicas.

La cuestion de la dimensionalidad infinita de los arboles de Cayley es muy
importante porque se sabe que hay una dimension critica d., tal que para d < d.
algunos exponentes de la red dependen de d; pero para d > d. los exponentes no
varian. Simulaciones numéricas muestran que la dimensién critica superior en
percolacién es d. = 6, pero solamente se ha probado rigurosamente para d > 19
(Hara & Slade, 1990).

5 Ignacio Rozada



Capitulo 1

i § 1 WA 1 :
R i g, e
Probabilidad P(p) de que un nodo particular pertenezca al
cumulo infinito en una red cdbica. Se aprecia que para
p < p,. la probabilidad es cero.

Figura1.1.3

La forma de calcular el umbral de percolacién en los arboles de Cayley es
muy sencilla: empezando en el origen, la idea es encontrar un camino infinito de
vecinos ocupados. En la siguiente capa hacia afuera siempre habra Z- 1 nodos,
ocupados cada uno con probabilidad p, independiente unos de otros, por lo que en
general habran p(Z—- 1) nuevos nodos por los que continuar el camino. Dado que
cada nodo esta ocupado o desocupado independientemente de los demas, la
probabilidad de encontrar nodos ocupados a través de N capas es [p(Z—1)]". Si
p(Z-1) < 1, la probabilidad de encontrar nodos ocupados mientras se avanza
sobre el arbol va a decrecer rapidamente a cero. En cambio, si p(Z-1) > 1
siempre habra nodos ocupados hacia adelante. Por lo tanto, la probabilidad critica

Zl T El argumento anterior funciona de la misma manera cuando en

lugar de los nodos se considera que p actua sobre los enlaces, pues al no haber
redundancia, quitar un nodo inhabilita una rama del arbol de la misma manera que
al quitar el enlace en el que aparece el nodo; de manera que en el arbol de Cayley
los valores de percolacion por nodo y por enlace son iguales.

espc=

En el arbol de Cayley el caso con Z =2 es el mismo caso de la cadena
unidimensional, pues todos los nodos tienen exactamente 2 vecinos, y el umbral
de percolacion es el mismo por las 2 derivaciones: p. = 1.

La figura 1.1.3 muestra la probabilidad P(p) de que un nodo particular
pertenezca al cumulo infinito en una red cubica. Se aprecia que para p < p. la
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probabilidad es cero.

1.2 Redes aleatorias

El modelo mas conocido y estudiado de redes aleatorias fue introducido por
P. Erdés y A. Rényi (E-R) en 1959 (Erd6s y Rényi, 1959). Obtuvieron una gran
cantidad de resultados analiticos sobre redes aleatorias, la mayoria de los cuales
se pueden encontrar en el libro de Bollobas (1985).

Estrictamente hablando, hay dos modelos diferentes de redes aleatorias,
sobre las que se basa el trabajo de E-R:

1. En el modelo de nodos, G(n,m) es una red etiquetada con un conjunto de »
nodos ¥(G) = {1,2,...,n}, con m enlaces escogidos al azar, generalmente como
funcion de n. Se abrevia como G,,.

2. En el modelo de enlaces, G(n,p) es también una red etiquetada con un
conjunto de nodos ¥(G) = {1,2,...,n}, en donde cada uno de los posibles ()
enlaces de cada nodo existe con probabilidad p, 0 < p < 1, independiente de los
demas enlaces. Se abrevia como G,. (Véase la figura 1.2.1)

L] -
- -
p=0
- -
- -
L ]
.
\‘; T
- -
A\l
p=0.1 p=0.15

Red G(n,p), con n = 10, para 3 valores diferentss de p.
Tomads de Bollobés (1985).

Figura 1.2. 1

En general, ambos modelos son practicamente intercambiables, pero los
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teoremas que dan las propiedades de G, son mas sencillos porque los enlaces
son independientes entre si, mientras que en G, existe una cierta dependencia al
escoger un enlace basado en elecciones anteriores porque el nimero de enlaces
es fijo.

El descubrimiento mas importante de E-R fue que la mayoria de las
propiedades monoétonas (si una propiedad Q existe en una secciéon de la red, se
dice que es monoétona si existe en toda la red) aparecen de improviso para cierto
valor critico pgr(n) de la probabilidad. Es decir, existe una funcién umbral M*(m) o
M*(p) que determina si en una red es muy probable o muy poco probable que
exista una propiedad Q. Este tipo de cambio abrupto se parece mucho a las
transiciones de fase tipicas de problemas termodinamicos, en donde la parte
"interesante” ocurre en una escala temporal mucho mas chica que la de todo el
proceso.

Las dos estructuras mas sencillas que pueden aparecer en una red son los
arboles y los ciclos. Un arbol es una sucesion de enlaces conectados que nunca
se cierra: un arbol de orden y es una grafica conectada con y nodos y y—1
enlaces. Por otro lado, un ciclo es una sucesiéon de enlaces que conectados
cerrada: un ciclo de orden y es una secuencia de y enlaces, en la que cada 2 y
sélo 2 enlaces consecutivos comparten el mismo nodo, compartido también entre
el ultimo y el primer enlace de la secuencia. Bajo esa notaciéon, un triangulo es un
ciclo de orden 3, y un cuadrado es un ciclo de orden 4.

Algunas de estas propiedades son las siguientes: cuando se tiene que
PEr ~ ¢/n, con ¢ una constante menor que 1, y n> 1, casi todos los nodos
pertenecen a arboles aislados, mientras que cuando pgr ~ 1/n hay un cambio
abrupto y aparecen ciclos de todos los tamarios.

En la literatura de fisica estadistica, el modelo E-R se suele llamar de
percolacion de dimensién infinita, perteneciendo a la clase universal de
percolaciéon de campo promedio, al igual que los arboles de Cayley en el capitulo
anterior, aun a pesar de que estos Ultimos son estrictamente ordenados (Stauffer
& Aharony, 1994). En este contexto, hay una probabilidad critica p. ~ 1/n, en donde
para p < p. el sistema esté desconectado en muchos cumulos pequefios, y para
p ~ p. se forma un cumulo infinito que contiene a todos los nodos.

Una sutileza en la que difieren el enfoque de la comunidad de redes
aleatorias y la comunidad de percolacién, estriba en que la construccién de redes
aleatorias se conoce en la literatura matematica como evolucién, en el sentido que
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se empieza con una red muy desconectada y topolégicamente desordenada, a la
cual se van agregando enlaces buscando la aparicion de propiedades monoétonas
(ver imagen 1.2.1). Por ofro lado, el enfoque en problemas de percolacion consiste
en partir de una red muy conectada a la cual se le van quitando enlaces o nodos al
azar (se puede hacer una analogia con una red de alambre atacada por un
borracho con alicates). Ambos enfoques son perfectamente analogos.

Un famoso teorema de E-R (Erdés & Reényi, 1959) garantiza que casi
cualquier red aleatoria con mas de k > n/2In(n) enlaces (se puede aproximar como
k > In(n)) estara conectada. También demostraron que la probabilidad de que un
nodo cualquiera contenga k enlaces sigue una distribucién que decae rapidamente
con k.

P(k) = e*2kik!, con A = (M1 )p*(1 - p)M1k, (1.2.1)

Otro resultado muy importante se refiere a la forma como crece el diametro
I de las redes aleatorias en funcion del nimero de nodos N y la conectividad
promedio (k) entre ellos. El diametro se define como el maximo entre las distancias
minimas entre todos los pares de nodos en la red. Esto se puede calcular de la
siguiente manera: es razonable pensar en que a una distancia / de un nodo hay
casi (k) nodos, pues es muy poco probable que dos nodos conectados a un
tercero estén conectados a un tercero con p suficientemente chica. Las redes
aleatorias estan en la familia de redes de dimensién infinita, por lo que la mayoria
de los nodos est4 en la superficie. Igualando (k) con el nimero de nodos, resulta
In(N)
In((k)) ’
desconectada, simplemente / = «o. En redes cristalinas, por ejemplo, el diametro
es de la forma I = NY¥, mucho mas grande que para las redes aleatorias.

que [= suponiendo que la red esté conectada. Si la red esta

Un dato de gran importancia para este trabajo es la distancia caracteristica,
que esta definida como el promedio de las distancias minimas entre todos los
pares de nodos de la red. No existe un resultado analitico para la distancia
caracteristica en redes aleatorias, aunque a primera aproximacion se puede
suponer que escala de igual manera que el diametro (/ = didmetro; L = distancia
caracteristica ). La figura 1.2.2 muestra los datos para distintas redes reales, en las
que se grafica la distancia caracteristica como funcion del nimero de nodos y su
conectividad promedio. La linea punteada corresponde a la ecuacion

L - In((k)) = In(N):
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Relacién entre el nimero de nodos Ny el pr dio de i <k>
para varias redes reales (ver apéndice 1). Nét que la se
encuentra alrededor de L{log<k>) = log(N). 'rommusauuoi {2001).
Figura 1.2.2

Notese que la correspondencia esta lejos de ser perfecta. Es importante
notar que las redes representadas sobre la grafica no tienen por qué ser redes
aleatorias perfectas, asi que en principio no sabemos si las imprecisiones se
deben a que se trata de una aproximacién burda, o simplemente a que las redes
que no se comportan como redes aleatorias.

La distancia caracteristica es importante en las redes exponenciales
ordenadas de las que trata esta tesis porque se puede calcular de manera exacta.
Generalmente se pensaba que la minima distancia caracteristica era la que
presentaban las redes aleatorias, y sin embargo veremos mas adelante que en el
caso de la red exponencial ordenada, la distancia caracteristica crece, con Ny (k)
de manera muy similar a como lo hace en las redes aleatorias, bajo la suposicién

In(V)
In(¢k)) -

de que éstas crezcan como

1.3 Redes de Mundo Pequeio

Hasta hace pocos afos, cuando algin problema era modelado sobre una
red (caminantes aleatorios, sistemas de osciladores acoplados, arreglos de
enlaces Josephson, redes neuronales, etc.), se suponia que la topologia de los
enlaces entre nodos era completamente ordenada o completamente al azar. Hay
muchas redes reales que comparten con las redes ordenadas la propiedad de
vecindad: cuando dos nodos en la red son vecinos, también tienen vecinos en
comun; lo cual no sucede en redes aleatorias. Pero también se ha observado en
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muchas de estas redes que es posible llegar de un nodo a cualquier otro nodo en
la red con muy pocos pasos; lo que claramente no sucede en redes estrictamente
ordenadas.

Estos resultados sugieren que dichas redes estan en algun punto entre los
extremos de total orden-desorden. Algunas de estas redes son conocidas en la
literatura como redes de mundo pequefio (S-W por sus siglas en inglés), a raiz del
dicho popular que surge cuando dos personas de lugares completamente
diferentes descubren que tienen conocidos cercanos en comun, “mira que chiquito
es el mundo”. Estudios al respecto, apuntan a que en promedio hay una cadena de
seis personas conocidas entre cualesquiera dos personas en la Tierra, lo cual es
sorprendente para una poblacion de seis mil millones de personas. Tipicamente,
las redes de mundo pequefio estan altamente amalgamadas (si dos nodos estan
conectados a un tercero, es muy probable que también estén conectados entre si)
y sin embargo tienen un diametro y distancia caracteristica (definidos igual que
para redes aleatorias en el capitulo anterior) muy pequerfio en relaciéon con redes
similares ordenadas.

En el contexto de la red social de los conocidos de una persona, ésto se
expresa de la siguiente manera: dadas dos personas desconocidas entre si y que
viven en lugares muy distantes geograficamente, la red de conocidos de cada uno
es en general muy local (amalgamada), pero es probable que al menos uno de sus
conocidos viva en un lugar distante, y eso mismo es cierto sobre la red de
conocidos del ‘amigo distante’. Es precisamente la presencia de los amigos
distantes (atajos) lo que hace que el diametro sea tan pequefio. Como nota
histérica, esta situacion no era tan marcada antiguamente. Cuando no existian las
comunicaciones que hay ahora, ni la capacidad de transporte, este efecto era
mucho menor, aunque las redes de conocidos seguramente incluian personas de
aldeas cercanas. Este hecho es muy notable al estudiar los registros de
transmision de epidemias antiguas y actuales (Pastor-Satorras & Vespignani,
2001).

La peste negra durante la edad media puede modelarse bastante bien
como un fenémeno difusivo a lo largo de varios afios; y sin embargo recientemente
se vié como el SARS, de haber empezado probablemente en China, en muy poco
tiempo aparecieron ondas difusivas independientes a escala local en otros paises
en varios continentes, haciendo mucho mas dificil el control de la epidemia.

Estudios de transmision de epidemias en redes de mundo pequefio
muestran que el tiempo critico de contagio, el tiempo que tarda en contagiarse la
mitad de la poblacién en la simulacién, decrece muy rapidamente al afadirle unos
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pocos (realmente muy pocos, estrictamente menos del 1% de los enlaces
presentes en la red) atajos a una red ordenada, por el efecto mencionado
anteriormente.

Ademas de estos tipos de redes sociales, hay numerosos casos de redes
desordenadas en el mundo real con un diametro muy pequerio respecto al tamafo
de la red, y que son mucho mas faciles de medir y estudiar que las redes sociales
de conocidos, en donde es muy dificil definir el concepto de "conocido", y entran
en juego factores como la subjetivos como la memoria de los individuos:

» La red de los actores de peliculas, donde 2 actores estan relacionados si
han actuado juntos en alguna pelicula.

» La red de autores de colaboraciones cientificas, donde 2 autores estan
relacionados si han escrito al menos un articulo juntos.

« La red de neuronas en el cerebro, con las neuronas como los nodos y los
axones como los enlaces entre ellas.

« Lared de distribuciéon de energia eléctrica, con las estaciones como nodos
y las lineas de alta tensién como los enlaces.

+ La red de paginas de internet, donde 2 paginas estan relacionadas si -
existe un enlace que vaya de una pagina a la otra.

La caracteristica clave de las redes de mundo pequerio, es |la presencia de
atajos, los cuales tienen un efecto altamente no lineal en el tamario del diametro.
Cambiar unos pocos enlaces locales y convertirlos en atajos practicamente no
afecta la estructura local, pero el efecto de comunicar a larga distancia regiones,
que estarian desconectadas en condiciones normales, reduce drasticamente el
didmetro de la red.

El modelo méas conocido para redes reales que presentan el fenébmeno de
mundo pequerio es el de Watts y Strogatz (W-S) (Watts & Strogatz, 1998), en el
que se tiene originalmente una red unidimensional en la que cada nodo esta
conectado a sus Z vecinos mas cercanos Unicamente. A cada uno de los enlaces
de la red se le asigna una probabilidad p de reconectarse a cualquier otro nodo de
la red. Cuando p = 0 la red es ordenada, y con p = 1 la red se vuelve aleatoria.
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Llamamos redes desordenadas a las redes en las que la probabilidad p se
encuentra entre 0 < p < 1. Para garantizar que toda la red esté conectada pero
lejos de tener las combinaciones de (7) enlaces de completa interconexion se

pide que N >> Z >> In(V) >> 1, con N el numero total de nodos en la red.

=0 > =1
g Desorden Creciente P

Variacién en la topologia de una red en funcién de la densidad p
de enlaces perturbados. Tomada de Watts (1999).

Figura 1.3.1

Para evaluar analiticamente una red y poder determinar de qué tipo de red
se trata, hace falta definir dos cantidades: la distancia caracteristica L(p), y el
coeficiente de aglomeramiento C(p). El primero esta definido como el nimero de
enlaces por los que hay que pasar a través del camino minimo entre dos nodos,
promediado sobre todos los pares de nodos, definicion que es enteramente
equivalente a la de L en redes aleatorias. El segundo estad definido como el
numero de enlaces que tiene un nodo con sus vecinos, dividido entre el nimero
total de enlaces que tendria si estuviera conectado con todos sus vecinos,
promediado sobre todos los nodos. En redes sin una topologia espacial definida,
C(p) esta definida como el niumero de triangulos que tiene cada nodo (un triangulq
es cuando dos nodos conectados a un nodo particular también estan unidos entre
si), promediado sobre todos los nodos. Si un nodo tuviera k vecinos y estuviera
conectado con todos ellos, tendria k(k — 1)/2 enlaces. Ambas son funciones de p,
que funciona como la medida del desorden de la red.

En redes aleatorias el coeficiente de aglomeracion estd dado por

(k)

Clp) =p= 5 pues la probabilidad de que dos nodos unidos a un tercero estén

conectados entre si es simplemente p. En un anillo unidimensional donde cada
nodo esta unido a sus & vecinos mas cercanos, el coeficiente de aglomeracion es

3(k-2)

T (1.3.1)

Clp) =
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que se puede deducir al calcular el cociente entre el nimero de triangulos que
forman los vecinos de cada nodo y el numero total de pares que se pueden formar
con sus vecinos. ElI numero de triangulos que se forman es
(k2-1) (k2 + D)+ X2k = %k + (k-2) namero total de pares es k- (k- 1)/2.

C(p) solo esta definido para k par en la red unidimensional.

En cuanto a la distancia caracteristica en redes aleatorias, ésta crece como

In(N) _ In(V) (1.3.2)

L®) = 1omy = Tty

a lo mas logaritmicamente con el numero de nodos. En cuanto a redes
ordenadas de baja dimension, la distancia caracteristica escala como L(p) = N,
con d la dimensién de la red; lo cual crece estrictamente mas rapido en funciéon de

N que L(p) ~ In(N).

Graficando los valores para C(p) y L(p) para una red segun el modelo de
W-S se obtiene la curva de la figura 1.3.2. Resulta inmediato en la grafica que la
distancia caracteristica L(p) es altamente sensible a la presencia de enlaces de
larga distancia. Para valores de p en el orden de 0.001 la distancia caracteristica
es la mitad que en el caso completamente ordenado. Por otro lado, con el
coeficiente de aglomeramiento C(p) sucede lo contrario. Con aproximadamente el
5% de los enlaces perturbados C(p) se mantiene practicamente constante respecto
a su valor en la red completamente ordenada.
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repr la iacién de la distancia caracteristica L(p) en funcién de la
misma variable. Nétese que para p = 5 % L(p) se encuentra casi en su nivel
minimo, mientras que C(p) practicamente esta en su valor original. Los datos
fueron calculados sobre una red originaimente ordenada de 1000 nodos y con
k = 10 vecinos iniciales. Tomada de Watts & Strogatz (1898)

Figura 1.3.2

Estudios recientes sobre los ejemplos de redes reales antes mencionados,
seffalan hacia una caracteristica comun a esas redes: comparando con el
equivalente en red aleatoria (mismo numero de nodos y de enlaces promedio) se
puede ver que la distancia promedio entre nodos es ligeramente mayor en estas

redes reales que su analoga aleatoria, pero el coeficiente de aglomeramiento es
6rdenes de magnitud mayor.

Estos dos parametros son suficientes para permitirnos evaluar si una red

real es tipo mundo pequefio o no. La condicién para que sea de mundo pequefio
es, entonces, que:

1- Lregu-"ar >> L dop so > Lajean ia

q

2 Cregm’ar > Cmrma’opequeﬁo >> Ca.fearon‘a

En general las redes reales no se suelen comparar con su equivalente
ordenado porque casi nunca se dispone de datos sobre la topologia de la red y se
suele dar por sentado que cualquier red real va a ser intrinsecamente
desordenada.

La tabla 1.3.1 presenta los resultados para tres redes reales, comparadas
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con redes aleatorias con el mismo numero de nodos y el mismo nimero promedio
de enlaces por nodo, tomado de Watts & Strogatz (1998).

L real Lateatoria Creal Caleatoria
Actores de peliculas 3.65 2.99 0.79 0.00027
Red eléctrica 18.7 12.4 0.080 0.005
C. Elegans (1) 2.65 2.25 0.28 0.05
Tabla 1.3.1

(1) Caenorhabditis elegans es un nematodo, y fue el primer organismo del que
se obtuvo un mapeo completo de la red neuronal.

En el primer caso de la tabla 1.3.1, los nodos son los actores de peliculas
en todo el mundo. Dos actores estan relacionados si han actuado juntos en una
pelicula. En el segundo caso, los nodos son las plantas y estaciones eléctricas, y
los enlaces son las lineas de alta tension. El tercer caso se refiere a la red de
neuronas de C. Elegans, con los las neuronas como los nodos y los axones como
los enlaces.

Los tres casos cumplen las condiciones basicas de mundo pequefio en
comparacion con redes aleatorias. Hay numerosos otros casos de redes reales
con las caracteristicas de mundo pequefo. Para una lista mas completa que la
anterior, véase Albert & Barabasi (2001).

1.4 Redes Libres de Escala

El modelo de red que tratamos en esta seccion, presenta una distribucion
libre de escala en la conectividad de los nodos, lo que le da el nombre. Las
distribuciones libres de escala (S—F por sus siglas en inglés) también se conocen
como leyes de potencias, y son de la forma

Pk) =a-k7, (1.4.1)

que en términos de redes S—F significa que la probabilidad de encontrar al azar
un nodo que tenga k enlaces es a - k7, con a una constante. En una red S-F
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infinita, en principio se podrian encontrar nodos con cualquier nimero de enlaces,
pero con mucha menor probabilidad que |la de encontar un nodo con pocos
enlaces. La presencia de la distribucion S-F es una consecuencia del proceso de
creacion de la red, como se vera a continuacion. Cabe mencionar que Ultimamente
se asocia mucho la geometria libre de escala con problemas de "frontera del
caos", fractales, y autorganizacion (Mekler y Cocho, 1998), todo ello dentro de las
ultimas tendencias en los sistemas complejos.

Las redes S—F tienen la peculiaridad de que estan definidas en un proceso
dinamico de crecimiento de la red. Se comienza con un nucleo relativamente
pequefio de nodos (mp), conectados entre si de manera aleatoria, y en cada
unidad de tiempo se aflade un nodo y m enlaces. A la manera de las redes
aleatorias G, (véase figura 1.2.1), cada uno de los »;(¢) enlaces que pueden surgir
entre cada nuevo nodo y un nodo preexistente i existe con una cierta probabilidad

ki
Ef kj

(ki) = (1.4.2)

con k; el nimero de enlaces del nodo i, y con 2k; el nimero total de enlaces
en la red. La dependencia de I1; con k; implica que los nodos nuevos se conecten
con mayor probabilidad a los nodos con mayor conectividad de la red. Esto se
conoce como acoplamiento preferencial, y a la larga produce algunos nodos muy
conectados y muchos nodos poco conectados.

Se puede aplicar teoria de campo promedio (Barabasi, 1999 B) para
demostrar que una red creciendo con acoplamiento preferencial tiene una
distribucion de conectividad S—F, con exponente y = 3 (ecuacién 1.4.1), y también
que la conectividad crece en el tiempo como /7.

Suponiendo que k es continua, la ecuacién 1.4.2 puede interpretarse como
la variacion en el tiempo de ;. Por lo tanto:

ek, k
o, TR (%, Y/ (1.4.3)
o 2k,

Con m el nimero de enlaces afadidos en cada unidad de tiempo. Y dado
que Xk, = 2mt
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1.2

Cki _ ki 2 g ol £
o L ki(f) m(h_) . (1.4.4)

t; es el tiempo en el que el nodo i se afadiod a la red. Por lo tanto, todos los
nodos evolucionan de la misma manera, también siguiendo una ley de potencias.

Usando la ecuacion 1.4.4, la probabilidad de encontrar un nodo de grado
ki(r) menor que una cierta k, puede ser escrita, en términos temporales, como:

2

Plki(r) < k) = P(r,- > mk—zf)

Dado que los nodos se anaden a la red a intervalos iguales de tiempo, los
valores ¢; tienen una densidad de probabilidad constante:

P(t) = o, (1.4.5)

y usando la ecuacién 1.4.5 tenemos que:

2 2 2
p(;i m_t)=1_p(t,. m!)= .
> S b= i

La curva de distribucién para P(k) se obtiene derivando el resultado anteriqr
respecto a k:

OP(ki(t) <k) _ 2m? 1

P(k) = ok Mo+ T I (1.4.6)
Y en el limite cuando t - «

Cabe hacer notar que lo resultados obtenidos por este método son
asintoticamente exactos para el limite termodinamico de una red infinita, en donde
k > 1; y las diferencias entre simulacién y teoria resultan de la capacidad finita y
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discreta del computo.

La figura 1.4.1 muestra una simulacion en computadora del proceso de
creaciéon de una red con el método de acoplamiento preferencial, cuando my = 2,
graficando la curva de distribucién P(k).

' N=1000 - |

10000 |

el 100000 - i
\\ l

N :

e |

Y |
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3
e S AR 0

10’ 102

Grifica de la distribucidn de enlaces en 3 redes de 1000, 10.000 y 100,000 nedos;
simuladas usando el algoritmo de acoplamiento preferencial. Las 3 redes tenian
mo = 2. Tomada de Beon Jun (2001).

Figura 1.4.1

La conectividad de la red en la simulacién se comporta a lo largo de un orden
de magnitud como la ecuacidon 1.4.1, con y ~3. El hecho de que el
comportamiento S—F se presente solamente en un orden de magnitud se debe a la
capacidad finita de computo, pues se observa en la figura 1.4.1 que el mejor ajuste
se da en la red mas grande.

En la figura 1.4.2 se midié la variacion en el nimero de enlaces para un
nodo particular elegido al azar, durante el crecimiento de la red.

19 Ignacio Rozada



Capitulo 1

10C0 E__,___.,_._.,_,._:‘ T '"‘,'E"f __,_,_,__
100 ; ,,:s’/
10 ¢ ._..u:.."d’f
i _ M - -t
t
1 L i 1
1 10 100 1000 10000
t
Grafica de crecimiento del nim de enl para un nodo particular en una red

libre de escala conforme aumenta el tiempo. Tomada de Beon Jun (2001).

Figura 1.4.2

La relacion obtenida de la simulacién tiene un comportamiento en ley de
potencias del tipo ki(r) ~ 1%, con a ~ 1/2. Este resultado remite a la ecuacion de
transporte por difusién (John, 1971), en la que todas las longitudes caracteristicas,
dadas por /= (x?)"*" crecen como ¢'2; lo que se puede interpretar como la
distancia promedio a la que se encuentra un caminante aleatorio después de ¢
unidades de tiempo.

Existen redes reales que crecen dinamicamente y lo hacen con algun tipo
de acoplamiento preferencial. Esto resulta mas o menos claro en los siguientes
dos ejemplos: en la red de paginas de internet, una pagina nueva se va a enlazar
con mayor probabilidad a paginas muy conocidas (muchos enlaces), que 3
paginas poco conocidas (pocos enlaces). En cuanto a la red de colaboraciones
cientificas, lo mismo sucede. Un autor nuevo siempre va a intentar publicar con
alguien reconocido en su campo. En ambos ejemplos, las redes siempre estan
creciendo, por la aparicicion de nuevas paginas web, y por la creacién de nuevos
articulos, respectivamente.

En la figura 1.4.3 aparecen dos redes con el mismo numero de nodos y la
misma conectividad promedio. La red a corresponde a una red aleatoria y la red b
corresponde a una red tipo S—F.

20 Ignacio Rozada



Capitulo 1

La red "a" cormesponde a una red exponencial aleatoria y la red "b” cormesponde a una red
libre de escala. Los 5 nodos rojos en cada red corresponden a los nodos més conectados
de la red, mientras que los nodos verdes son sus primeros vecinos. En la red "a" el 27% de
los nodos estén en contacto con los nodos rojos, mientras que en la red "b™ mis del 80% lo
esta. Ambas redes tienen 130 nodos y 215 enlaces. Tomada de Albert (2000 A).

Figura 1.4.3

Es importante hacer notar que tanto las redes de mundo pequerio como las
redes exponenciales comparten la caracteristica de que sus curvas respectivas de
conectividad P(k) tienen distribuciones de Poisson con colas exponenciales. Las
redes aleatorias tienen un maximo en k = Np, mientras que en las redes de mundo
pequefo, P(k) tiene un maximo en k = Z, con Z el numero de coordinacion.

La distribucién de la conectividad, P(k), es muy importante pues determina
qué tan homogénea o inhomogénea es la red en funcion de la conectividad de
cada nodo. En redes ordenadas y en el regimen de SmallWorld, por lo general
P(k) fluctua poco (una interesante excepcion esta en Barabasi (2002)), y entonces
es posible definir un parametro, (k) 6 Z, como conectividad promedio, alrededor del
cual estan la mayoria de los nodos de la red. En redes libres de escala la
conectividad fluctia desde muy pocos nodos con conectividades altisimas, hasta
una conectividad muy baja compartida por la mayoria de los nodos.

Actualmente hay datos disponibles sobre muchas redes reales, lo que hace
posible obtener las curvas de conectividad para muchas de ellas, y averiguar si
tienen un comportamiento libre de escala, como lo predice el modelo S-F; o tipo
distribucién de Poisson, de acuerdo a los modelos de redes aleatorias y de redes
tipo S-W.

La figura 1.4.4 presenta las curvas de conectividad P(k) para tres redes
reales. La gréfica A corresponde a la red de actores de peliculas, la grafica B a la
red de paginas de Internet, y la grafica C corresponde a la red de energia eléctrica
del oeste de los Estados Unidos.
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Las 3 grificas superiores representan la probabilidad de que un nodo cualquiera en
cada red tenga k enlaces. Nétese la relacion potencial en los 3 casos, la mayoria de
los nodos de las redes tienen muy pocos nodos, pero hay algunos nodos con
suficientes enlaces para afectar la distribucién. Tomada de Barabasi {1999).

Figura 1.4.4

En los tres casos de la figura 1.4.4, la curva P(k) corresponde
aproximadamente a una relacion de tipo P(k) = k7, con y = 2.3 para la grafica a),
y = 2.1 para la grafica b), y y = 4.0 para la grafica c).

En las redes S—F, hay algunos nodos con muchos enlaces, suficientes para
afectar la topologia de la red al ser removidos, y es por eso que en este tipo de
redes es importante hablar de robustez ante ataque al azar (fallos), y ante ataques
dirigidos. En el caso de ataques al azar (remocién de nodos o enlaces con igual
probabilidad a través de la red), los dafios tardan mucho en sentirse en la red
porque estadisticamente es mucho mas probable que el ataque dafie un nodo con
muy pocos enlaces que uno con muchos (los nodos mas grandes se les conoce en
la literatura como "hubs"). En la figura 1.4.5 se muestra la grafica de la
vulnerabilidad de redes libres de escala ante ataques al azar y dirigidos. '
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Variacién en el didmetro para redes exponenciales aleatorias y redes libres de escala en

funcién del porcentaje de nodos removidos. En el caso de ataque dirigido, se van

removiendo los nodos més conectados. Tomada de Albert (2000 B).

Figura 1.4.5

Auln cuando pareceria dificil medir este tipo de parametros en redes reales,
existe una red particular sobre la que se pueden medir las caracteristicas de
robustez ante ataques al azar y dirigidos, y que actualmente tiene gran importancia
mundial: Internet y la WWW (Internet es la red de servidores y "hardware" que
fisicamente soportan a la WWW, la red de paginas y links). Las redes libres de
escala suponen un comportamiento especial en el crecimiento dinamico de la red:
cada nueva pagina (o servidor) que se afiade a la red se une preferentemente con
paginas muy populares (muchos links entrando y saliendo) o con servidores
locales o regionales muy interconectados, por lo tanto estos ultimos aumentaran
paulatinamente su conectividad y representan los "hubs" de la red. La figura 1.4.6

representa la manera como crece el diametro de Internet conforme aumenta el
numero de nodos.
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Figura 1.4.6

La WWW constantemente esta sufriendo fallos y ataques de hackers, y
conocer su topologia, asi como sus fortalezas y debilidades es de gran
importancia pues de su buen funcionamiento depende mucho de las
comunicaciones actuales. Las figura 1.4.7 presentan la variacién en el diametro de
ambas redes ante ataques al azar (fallos) y ante ataques dirigidos hacia los nodos
mas conectados, en funcién de la fraccion de nodos afectados en la red
respectiva:
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Variacién en el diametro de la red de servidores de Internet y de la red de paginas en la
WWW en funcién del porcentaje de nodos inutilizados en las redes, ante ataque dirigido
o al azar, Nétese que tiene el mismo comportamiento que en las grificas anteriores para
redes libres de escala. Tomada de Albert (2000 A).

Fallo

Figura 1.4.7
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Resulta ser que tal y como predice el modelo S-F, dafios a un pequeio
porcentaje del total de los nodos, pero que corresponden a los nodos mas pesados
(Yahoo, T1MsN, etc. en la WWW) tienen efectos devastadores sobre la red.
Ataques al azar se pueden ver como los fallos que constantemente hay sobre la
red, tanto de servidores como de software, y afectan de manera minima el
desempeno de la red, a pesar de que el porcentaje de fallos en la red puede ser
muy grande. Cabe mencionar que la posibilidad de un ataque terrorista a los
servidores mas importantes ha sido considerada, y los doce servidores mas
importantes de internet tienen una serie de medidas de seguridad impresionantes,
empezando porque la mayoria estan bajo tierra.

Hablando en términos de la distancia caracteristica de las redes (L), resulta
que en las redes S—F L crece un poco mas rapido que en redes aleatorias en
funcion del nimero de nodos en la red (véase figura 1.4.8).

10 B = =T}

O red S-F
O red aleatoria /

g ———_
10 10 10 10

N

Aumento en la distancia caracteristica en funcién del nimero total de nodos en la red para
redes libres de escala y para redes exponenciales aleatorias. Tomada de Albert (2001).

Figura 1.4.8

Esta eficiencia en la conectividad también se manifiesta en otro aspecto. Al
modelar epidemias en redes S—F bajo los modelos SIS y SIR (Murray, 1993),
resulta que desparece el umbral epidémico (el porcentaje de poblacién contagiado
maximo, a partir del cual es muy probable que se inicie una epidemia), lo que
provoca que la ocurrencia de epidemias sea mucho mas dificil de controlar
(Pastor-Satorras & Vespignani, 2001).
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— 2.1 Motivacion

La motivacién para disefiar las redes exponenciales ordenadas surgidé a
partir de datos de una red real con propiedades muy interesantes y un gran campo
de estudio: la red de neuronas del cerebro.

Datos experimentales muestran que la cantidad de neuronas en el cerebro
es del orden de 10!!, cada una tiene alrededor de 10° neuritas conectadas a otras
neuronas de la red. El nUmero promedio de neuronas por las que pasa una senal
entre dos neuronas es de 4 6 5 (Poppler 1990). Considerando a las neuronas como
los nodos de la red y las neuritas como los enlaces, podemos medir el diametro
esperado para una red aleatoria (seccién 1.2), ya que escala como

log(N) _ log(10'%) _
log(¢ky) — log(10%) = (2.1.1)

El diametro de una red aleatoria equivalente coincide con las mediciones
experimentales. Sin embargo, los estudios sefialan que la red es mucho mas
robusta de lo que se esperaria en una red aleatoria: Dafno al 70% de los nodos en
el nucleo supraquiasmatico no afecta mayormente el funcionamiento de la red
(Zhang, 1997).

Por otro lado, las redes S—F (seccién 1.4) también tienen un didametro muy
pequerno, pero sucede que en la red de neuronas del cerebro, la coordinacion
(numero de enlaces por nodo) de la red de neuronas es practicamente la misma
en todo el cerebro, mientras que en las redes S—F la conectividad tiene una
distribucion libre de escala (muchos nodos con pocos enlaces, y algunos nodos
con muchisimos enlaces). La propiedad de S—F también implica la existencia de
neuronas privilegiadas, que de ser dafiadas afectarian mucho el desempefio de la
red.

Andlogamente, las redes de mundo pequefo (seccion 1.3) tienen enlaces
privilegiados (atajos), que de fallar afectarian mucho a la red.

Si ninguna de las redes anteriores es viable como modelo para la red de
neuronas del cerebro, entonces, ¢jen’ que grafica pueden coexistir diametros
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pequefos con numero de coordinacion Z constante? La respuesta es sencilla: el
arbol de Cayley (seccion 1.1). Sin embargo, el arbol de Cayley tiene una serie de
defectos graves cuando se trata de usarlo para modelar la red: es abierto y es muy
fragil pues no tiene caminos redundantes, no hay anillos.

Otro aparente defecto, que es mas sutil, es que se trata de una red
ordenada, en el sentido de que no hay desorden o azar involucrado en la
construccion de la red. Esto es importante porque las redes que se conocen con
didmetro pequefio y robustas ante dafo y ataque son desordenadas: redes
aleatorias, redes de mundo pequefo, y redes libres de escala

Después de todo lo visto anteriormente, pareceria que las redes
"eficientes”, — queriendo decir con esto que su diametro es pequefo y toleran
considerables dafios — son exclusivas de regimenes desordenadas. Muchos
autores (Barthélémy & Amaral, 1999) consideran que el fendmeno de small-world
necesita Unicamente de un poco de desorden en una red anteriormente ordenada,
sin importar estrictamente la topologia de la red ordenada. En el libro de Watts
(1999), aplican el modelo W-S a una serie de redes ordenadas, y en todos los
casos al afiadir enlaces de larga distancia el diametro disminuye drasticamente.
Cabe senalar que todas las redes eran de dimension espacial finita. También se
ha dicho (Albert et al.,, 2000) que las redes exponenciales que comparten la
propiedad de poseer un diametro (o distancia caracteristica) pequefio, comparten
las propiedades de tolerancia a dafo y fragilidad ante ataques dirigidos. La
cuestion es, entonces, si el desorden es indispensable para obtener estas
propiedades.

2.2 Construccion

Proponemos la siguiente red: se toman dos arboles de Cayley finitos e
idénticos, y se unen en la superficie (la costura), de tal manera que el anillo
minimo al que pertenecen todos los nodos sea del mismo tamafio (que la
estadistica de anillos sea constante), y que el nimero de coordinaciéon sea el
mismo para todos los nodos. Esto, junto con tener diametro constante (2N) es
equivalente a pedir que todos los nodos sean indistinguibles. Estas redes estan
definidas por 2 cantidades: el nimero de capas de cada arbol (V) y el nUmero de
coordinaciéon de los nodos en la red (Z). Llamamos a estas redes exponenciales,
pues estan formados por arboles de Cayley, en los cuales el niumero de nodos
aumenta de manera exponencial con el numero de capas; y ordenadas, pues se
tiene un algoritmo que define de manera estricta las conexiones entre todos los
nodos de la red, de ahi que llamamos Redes Exponenciales Ordenadas (REO).
Estrictamente hablando puede haber diferentes tipos de redes exponenciales
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ordenadas, pero como el nombre no ha sido utilizado anteriormente en la literatura,
escogimos el nombre un tanto genérico para referirnos a nuestras redes.

Con las constricciones anteriores, la grafica mas sencilla no trivial es el
cubo (Z,N) = (3,2) (ver figura 2.2.1):

arbol de Cayley arbol de Cayley Red Exponencial Ordenada

Z=3
N=2

Figura 2.2.1

La condicién de indistinguibilidad implica que a pesar de la estructura que
se observa en funcién de las ramas y las capas de los dos arboles de Cayley, y de
la aparente importancia de los nodos de los extremos, con las condiciones
requeridas garantizamos que podemos torcer la red de manera que cualquier nodo
se puede convertir en el extremo de la red, en otras palabras, que todos los nodos
son topolégicamente equivalentes. Si todos los nodos son equivalentes, no existe
el riesgo de un ataque dirigido, pues simplemente no habria hacia quién dirigir el
ataque: no hay nodos o enlaces mas importantes estructuralmente.

Dado que el anillo minimo debe ser constante en toda la red, ¢qué valor
debe tener? La respuesta estd en funcién del primer nodo de la red. El anillo
minimo al que él pertenece debe ser forzosamente el maximo respecto a los
anillos minimos de los demas nodos, pues no hay enlaces de regreso hasta que se
cruce la ultima capa del arbol, y el primer nodo es el mas alejado de dicha capa.
Por lo tanto, el anillo minimo para todos los nodos debe tener longitud 2N.

Ahora, ¢se pueden construir las redes, 0 mas especificamente, se pueden
unir las ultimas capas de los dos arboles de Cayley de forma que se cumplan las
condiciones que garantizan la equivalencia topolégica de los nodos? El problema
no es trivial, y matematicamente es un problema muy interesante, pues en Chung
(1986) se habla de que solamente se conocen unas pocas redes que cumplan esas
condiciones. De haber un algoritmo para generar estas redes exponenciales
ordenadas, se tendrian innumerables redes con nodos topolégicamente
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equivalentes y una forma cerrada para la distancia caracteristica.

El problema es, entonces, ver si se pueden construir redes para
cualesquiera Z y N. Tenemos ya una red que si funciona: el cubo, la red (3,2). Es
importante fijarse en que en la costura no se formen anillos menores a 2N, y al
revisar diferentes redes, resulta que no se puede construir una red en la que no
haya por lo menos un anillo de tamafo 8, lo que restringe las redes a N € 4. La
forma de demostrar lo anterior es muy sencilla:

1. En cada arbol hay Z subgrupos que surgen del primer nodo del arbol. A
partir del primer nodo (nodo 1) del primer subgrupo en la ultima capa de un arbol,
sale un enlace que va a dar a un nodo (nodo 2) en la ultima capa del otro arbol
(figura 2.2.2).

Figura2.2.2

2. Del nodo 2 salen (Z-2) enlaces, cada uno de ellos va a dar a un
subgrupo diferente porque de lo contario se formaria un anillo menor al minimo.
Tomamos uno de ellos, que sin pérdida de generalidad, va a dar al nodo 3 (figura
2.2.3).
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Figura2.2.3

3. Del nodo 3 salen otra vez (Z-2) enlaces, necesariamente uno va a dar
al subgrupo que se encuentra directamente enfrente al nodo 1. Llevamos 3 pasos
recorridos (figura 2.2.4).

Figura2.2.4

4. Del nodo 1 todavia se puede evitar brincar al primer subgrupo, tomamos
un enlace a cualquier otro subgrupo (paso 4) (figura 2.2.5).
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Figura 2.2.5

5. En el paso 5, llegamos a un nodo que necesariamente tiene que tener un
enlace al primer subgrupo (figura 2.2.6).

N

Z \

H
¥
H R
\
b

Figura2.2.6

6. En el paso 6 regresamos al primer subgrupo. A lo mas son necesarios
otros 2 pasos para regresar al nodo inicial, subiendo a la pentltima capa del arbol
y regresando al nodo inicial. En total 8 pasos (figura 2.2.7).
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Figura 2.2.7

Notese que en todo este proceso no hubo ninguna restriccion sobre Z,
entonces podemos en principio crear con este sencillo algoritmo redes de tamario
ilimitado, aunque no de capas ilimitadas.

Explicitamente, el algoritmo de creacién de las redes exponenciales
ordenadas se puede separar entonces en las redes con N =3 y las redes con
N=4. Para N=2 no hay ningun problema, pues es imposible hacer anillos
menores que 4, siempre y cuando no haya enlaces dobles.

Para N =3, se numeran los subgrupos (un subgrupo es el arbol que
empieza en uno de los nodos directamente conectados al primer nodo de la red)
de 1 a Z, y se numeran los Z - 1 nodos que cada subgrupo tiene, y que constituyen
la tercera capa del arbol; y a cada nodo en la capa tres se le asigna una
coordenada bidimensional con la primera coordenada para el nimero de subgrupo
al que pertenece el nodo, y la segunda coordenada para el nimero de nodo dentro
del subgrupo.

Por convencién, los (Z- 1) enlaces de cada nodo del primer subgrupo van
a dar, en orden, a todos los subgrupos opuestos excepto el primero. Asi por
ejemplo, el nodo 3 del primer subgrupo (1,3) va a dar a los nodos (2,3), (3,3), ...,
(Z,3) del arbol opuesto. Por simetria pedimos que si un enlace del nodo (i,j) en el
primer arbol va a dar al nodo (%,/) del segundo arbol, entonces el nodo (k,7) del
primer arbol tiene un enlace que viene del nodo (i,j) del segundo arbol.

Terminado el primer subgrupo, pésamos al segundo subgrupo. Por la
consideracion de simetria anterior, en el segundo subgrupo faltan (Z-2) enlaces
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por nodo por asignar. Dado que ya hay enlaces con el primer subgrupo del
segundo arbol, y por convencion escogemos no mandar enlaces al mismo
subgrupo del segundo arbol, se conectan los (Z - 2) con nodos del tercer subgrupo
en adelante, pero permutados ciclicamente. Asi por ejemplo, el nodo 5 del
segundo subgrupo (2,5) va a dar a los nodos (3,6), (4,6), ... , (Z,6) del arbol
opuesto.

A continuacion pasamos al tercer subgrupo. Por la consideracion de
simetria, faltan por asignar (Z-3) enlaces por nodo. Hacemos igual que en el
segundo subgrupo, pero con una permutacién ciclica diferente. Notese que hay
(Z-1) permutaciones ciclicas diferentes, que son justo las necesarias, pues una
vez terminado el penultimo subgrupo se habran asignado todos los enlaces
necesarios.

Para N = 4, el procedimiento es muy parecido. Ahora en cada subgrupo
habra (Z- 1) sub-subgrupos, cada uno de ellos con (Z- 1) nodos. Asignamos a
cada nodo una coordenada tridimensional, con el nimero de subgrupo, el nimero
de sub-subgrupo, y el nuimero de nodo como x,y,z respectivamente. Los enlaces
del primer sub-subgrupo se asignan esencialmente igual que para N = 3, excepto
que el numero de sub-subgrupo coincide con el numero de nodo: asi, el nodo 1 del
primer sub-subgrupo (1,1,1) va a dar a los nodos (2,1,1), (3,1,1), ..., (Z,1,1); el
nodo 2 del primer sub-subgrupo (1,1,2) va a dar a los nodos (2,2,2), (3,2,2), ...,
(Z,2,2). En los demas sub-subgrupos del primer subgrupo, los enlaces para cada
nodo se permutan ciclicamente en la coordenada del sub-subgrupo: asi, el nodo 4
del segundo sub-subgrupo (1,2,4) va a dar a los nodos (2,5,4), (3,5,4), ... ,
(Z,5,4), por ejemplo. Con los siguientes grupos se repiten las asignaciones en el
mismo orden y con las mismas permutaciones en las coordenadas de los
subgrupos, pero esta vez también se permuta las coordenada de los nodos. El
nodo 3 del segundo sub-subgrupo del tercer subgrupo (3,2,3) va a dar a los nodos
4,3,4), (5,3,4), ..., (Z,3,4).

Al igual que para N = 3, por la consideracion de simetria, al terminar de
asignar los enlaces para el penuitimo subgrupo, se completan todos los enlaces, y
coincide con numero de permutaciones ciclicas posibles, tanto para los
sub-subgrupos como para los nodos. ’ '

Este proceso fue implementado en MATLAB (ver apéndice 2). Se defini6 la
matriz de conectividades de toda la red como la matriz de M x M elementos, con M
los nodos en la red, y todos los nodos ordenados de manera normal, en donde el
sitio (i,j) es cero si el nodo i no estd conectado directamente con el nodo j, y es
uno si estan conectados. La submatriz S representa las conexiones en la costura, y
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es ahi donde se ejecutan los pasos descritos arriba. La siguiente imagen
corresponde a las redes (5,3) y (5,4) proyectadas en 2 y 3 dimensiones
respectivamente (véase figura 2.2.8):

4

a8

a8 - - -1
o o1 82 03 04 03 08 07 o8 OF 1 -

La gréfica de la izquierda corresponde a una red exponencial ordenada, conZ=5y N =3, de
52 nodos, representada en 2 dimensiones. La grifica de la derecha es una red exponencial
ordenada, con Z=5y N = 4, de 212 nodos, representada en 3 dimensiones. Ambas fueron
graficadas en MATLAB.

Figura2.2.8

Es importante enfatizar que las dos proyecciones usadas son
completamente arbitrarias. Para disefar una proyeccion que no fuera arbitraria se
podrian simular los enlaces como resortes y encontrar la distribucion espacial que
minimice el elongamiento de los enlaces.

— 2.3 Propiedades

Las redes (Z,N) tienen las siguientes propiedades:

1. Son graficas cerradas, con nimero de coordinacion (Z) constante.

2. Son estrictamente ordenadas y existe un ngmero finito de permutaciones
topolégicamente equivalentes.

3. El nimero total de nodos en la red es de

Ny = HEZ-W7 2] 2.3.1)
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y el nimero total de enlaces es de

_ ZNy

Kr=%5

(2.3.2)

4. El tamafo de los anillos minimos es de 2V, y la distancia caraceristica es,
exactamente:

_ @N=1) N
=" (Nril)'

(2.3.3)

5. Todos los nodos son equivalentes, y el nodo mas lejano a un cierto nodo lo
esta a distancia 2N — 1. Al reordenar una grafica buscando que un nodo particular
se vuelva el nuevo extremo de uno de los arboles, el extremo opuesto en la red
correspondera al nodo mas alejado a él, que es unico.

6. Son muy robustas ante ataque aleatorio y ante ataque dirigido. Dada una
fraccion f de nodos removidos, el diametro de la red aumenta menos que en el
caso de redes aleatorias.

7. Se puede remover una fraccion muy grande de nodos o enlaces antes de
producir cimulos aislados.

8. Una perturbacién en los enlaces produce un efecto peculiar en la distancia
caracteristica, muy diferente a lo ocurrido durante el fenbmeno de SW (Watts &
Strogatz, 1998). El decrecimiento es muy pequefio comparado con el de un anillo
en SW. En el caso en que todos los enlaces de la red ordenada sean perturbados,
la red se vuelve equivalente a una red exponencial aleatoria.

9. Las redes exponenciales ordenadas son filtros de frecuencias muy precisos.
Simulando la red como una guia de ondas, al introducir ondas por un extremo de
la red, la transmision de la sefal al otro extremo de la red es cero excepto en
frecuencias muy especificas donde el coeficiente de transmision es cercano a 1.

Las propiedades 1 y 2 no es necesario probarlas, pues representan las
restricciones en la construccion de las redes.

35 Ignacio Rozada



Capitulo 2

La propiedad 3, que se refiere al nimero total de nodos en la red se calcula
de la siguiente forma: Para un arbol, en la primera capa hay un nodo, y de ahi en
delante tenemos Z(Z - 1Y, con j variando continuamente de 1 a N-2. La suma de
todo eso es: '

Z(Z- 1N -2
Z—2 '

1+Z[1+(Z-1D)+(Z-1)*+(Z-1) +..+(Z-1)*D] =

El resultado para toda la red es simplemente el doble de lo anterior pues
tenemos 2 arboles:

— 1N
. 2[2(221_)2l 2] @.3.1)

La figura 2.3.1 muestra el aumento en el numero total de nodos de la red
respecto a N y Z, respectivamente. Estoy suponiendo que ambos pueden variar
entre 0 y 100, cosa que en realidad no es cierta para el caso de N (demostramos
anteriormente que las redes funcionan solamente para N < 4), pero sirve de
manera ilustrativa:
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Varlaclén en el nimero de nodos para diferentes con Z varlable y N fijo (izqulerda), vy lo
mismo para Z fijo y N variable, en funcién de la ecuacién 2.3.1.

Figura 2.3.1

Como todos los nodos tienen el mismo numero de coordinacion, i.e.: el
mismo numero de enlaces k, y como un enlace siempre une a 2 nodos, el nimero
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total de enlaces es:

e -Z;’—T (2.3.2)

La primera parte de la propiedad 4 es también un axioma de construccion
de la red: pedimos que el anillo minimo sea el mismo para todos los nodos, y
como el nodo mas alejado tiene un anillo minimo de tamafo 2V, exigimos que el
anillo minimo para todos los demas nodos sea también de 2N.

El célculo de la distancia caracteristica es muy sencillo. Cabe mencionar
que en el articulo de Chung (1986), se habla de que el nimero de redes o graficas
cerradas para las cuales hay una férmula cerrada es muy pequefio. Sin embargo,
el hecho de utilizar arboles de Cayley —que como habia mencionado antes
pertenecen a las pocas redes reales en las cuales se puede resolver el problema
de percolacion de manera exacta— nos permite encontrar una forma cerrada para
la distancia caracteristica.

Para encontrar la distancia caracteristica utilizamos el hecho de la
invariancia de los nodos. Siempre es posible deformar la red sin romper ni cambiar
los enlaces de tal manera que un nuevo nodo sea el extremo de la red. Por lo tanto
consideramos la distancia caracteristica como el promedio de las distancias del
primer nodo de la red respecto a todos los demas nodos de la red, y que esa
cantidad es la misma en todos los nodos, asi que sobre eso se saca el promedio
entre los demas nodos. Entonces, la distancia del nodo a la primera capa es 1,
multiplicada por los Z nodos que hay en esa capa; a la segunda capa la distancia
es simplemente 2 con Z(Z-1) nodos, y se continua asi con toda la red,
promediada respecto al nimero total de nodos en la red.

El resultado de esa primera suma no es otra cosa que la media de la red,
pues la red es perfectamente simétrica vista desde un extremo. Por lo tanto el
2N—-1

resultado es el niumero de capas entre 2: 5 Este resultado hay que

multiplicarlo por todos los nodos Nr y dividirlo entre Nr—1 pues no estamos
considerando las distancia de un nodo respecto a si mismo. La distancia
caracteristica es, entonces, exactamente:

_2N-1_Nr
=55 -1 (2.3.3)
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De manera mas formal, se puede hacer la siguiente suma para calcular la
distancia promedio desde el primer nodo:

IZZ- 1D+ T+ N-1DZZ- )M, (2.3.4)

con el primer término como la suma de las distancias desde el origen hasta la
costura, y el segundo término para las distancias de la costura hasta el otro
extremo de la red. Descomponiendo las sumas en partes, y usando el hecho de
que:

o xk =30 kL, 2.3.5)

y por linealidad de la derivada,
IS o 2l (2.3.5)

donde ya se puede aplicar el resultado para sumas geométricas, quedando de
la siguiente forma:

a+l _ b2

P xk = k(k—l)? - Lok -G+ D] (2.3.5)

El resultado de todo es: 2—‘%‘—1- que multiplicado por los nodos de la red, y

dividido entre Nr—1 pues no se consideraron distancias de un nodo hacia si
mismo. El resultado es otra vez:

_2N-1_Nr -
= TN -1 | (2.3.3)

Para verificar el resultado de la férmula, comprobamos que pasa con la red
(Z,N) = (3,3). Primeramente numeramos todos los nodos de la red (véase figura
2.3.2): '
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Figura 2.3.2

Posteriormente elaboramos la matriz de distancias, donde el sitio (i,j) en la
matriz corresponde a la distancia entre el nodo i y el nodo ;.

[ d(if) 12345678
1 01112223
2 10221132
3 12021312
4 12203112
5 21130221
6 21312021
7 23112201

| 8 32221110 |

Notese que la matriz es simétrica, la distancia del nodo i al nodo j es la
misma que la del nodo j al nodo i. La diagonal de la matriz son ceros porque
corresponde a d(i,i/) = 0. También es importante notar que el promedio de los
valores de cada renglén y cada columna es el mismo, lo que corresponde a la
igualdad topologica entre los nodos.

El valor de (/) corresponde al promedio de la suma de los sitios de cualquier
renglén o columna. El resultado es (/) = -l,,% (notese que dividimos entre 7 en lugar

de 8 porque no consideramos d(i,i)). Usando la féormula deducida anteriormente, el
resultado seria:
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1

<I)= 2N -1 NT T‘

2 Nr—-1

o &
B Rk

Una consecuencia de este resultado para el diametro es que para una red
exponencial ordenada, con N fijo, el diametro de la red tiende a un valor constante
conforme aumenta el numero de nodos (dejando N fijo y aumentando Z). Y cémo
el minimo valor no trivial de N es 2, podriamos disefiar una red con un nimero

infinito de nodos, y que sin embargo su didametro fuera % = 3/2. Dado que

existe un limite para N (N < 4), la red con mayor diametro serialaredcon Z=3y
N =4, con (/) = 3.58.

La propiedad 5 es también muy sencilla de probar usando otra vez que
todos los nodos son equivalentes. Habiamos visto anteriormente que la red podia
ser deformada de tal manera que cualquier nodo pasara a ser uno de los
extremos, y que el nodo mas lejano a él pasaria a ser el otro extremo de la red.
Entonces, la distancia maxima para cada nodo corresponde a la distancia entre el
primer y altimo nodo de la red. El nimero de capas que hay que atravesar para
llegar de un extremo al otro es 2N — 1, por lo tanto la distancia maxima es también
2N - 1.

La propiedad 6 es un resultado en cierta forma inesperado. Los arboles de
Cayley tienen como gran desventaja que son muy fragiles, y uno esperaria que
esa propiedad se heredara cuando se unen dos arboles de Cayley. Sin embargo,
simulaciones numéricas muestran lo contrario.
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Variaclén de L(p) ante Ataque
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La red alestoria y Is red Bbre de sacala usadas para esta grifica tenlan cads una 10,000 nodos y <ic- = 4. La red
exponancial ordenada usadatenla N= 3y 2 = 9, con 164 nodos y 738 enlaces. Los datos de las primeras tres redes
fusron tomados de Albert (2000 B

Figura2.3.3

En la grafica aparecen dos curvas para redes SF que borresponden a ataque
dirigido y ataque aleatorio. Aparece también una Unica curva para redes
exponenciales aleatorias pues no tiene sentido hablar de ataque dirigido cuando
los nodos son esencialmente iguales. Estas 2 redes tienen 10,000 nodos y (k) = 4.
Aparece también la curva de una red exponencial ordenadacon N=3y Z =9, con
164 nodos y 738 enlaces. A pesar de no tener las dimensiones de las redes
anteriores, lo importante es la manera como crece la distancia caracteristica de la
red ante ataque y dafio. Es inmediato en la grafica que la REO crece mas
lentamente que su contraparte aleatoria, y casi a la misma velocidad que la red
libre de escala ante ataque al azar. La REO tiene la ventaja adicional de que no es
vulnerable ante ataque dirigido, pues todos los nodos son exactamente iguales.

Para demostrar la propiedad 7, se midi6é la conductividad DC de la red. La
idea detras de ese método es basicamente suponer que la red estd hecha de
alambres conductores, se aplica una diferencia de potencial en los extremos, y se
utilizan las leyes de Kirchoff para calcular las corrientes que pasan por cada nodo.

Suponiendo que todos los enlaces tienen la misma resistencia, las leyes de
Kirchoff establecen que:
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V=0 (2.3.6)
i

en anillos cerrados, y que la corriente que circula por un nodo i es:
I; = Y (V; - Vi)oy, (24.7)
J

donde V; y V; corresponden a los potenciales de los nodos i y j,
respectivamente. o; = 0 si el enlace entre los nodos i y j no existe, y o; =1 en
caso contrario.

La corriente que circule por la red sera una funcion de la conectividad de la red,
entre mas caminos existan dentro de la red, que conecten ambos extremos, mayor
sera la corriente que cruce de un lado a otro. Se mide entonces la corriente
normalizada en funcién de una densidad aleatoria de enlaces removidos, y se
busca la densidad critica a la que la corriente que cruza la red es cero. Ese punto
critico coincide con el rompimiento de la red en cumulos desconectados entre si,
también conocido como umbral de percolacién. El valor critico para redes
exponenciales aleatorias es de f = 0.28.

Percolacién por nodo

— a3
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Fraccién de Nodos Removidos

Curva de conectividad DC para redes (Z.4), con Z de 3 a 8. Para cada valor de Z s& promediaron 10
corridas. La red con Z = 3 tiene 44 nodos, y 1a red con Z = B tiene 914 nodos.

Figura2.3.4

o
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A partir de la figura 2.3.4, se observa que la corriente parece tender
asintoticamente a cero, lo que no corresponde a los umbrales de percolacién
clasicos, por ejemplo el del arbol de Cayley, en donde la curva es practicamente
vertical al llegar al eje x. La Unica explicacién que se nos ocurre para el cambio de
comportamiento es que se deba a la robustez adquirida por la manera de conectar
los 2 arboles.

La propiedad 8 es meramente empirica (por el momento). La figura 2.3.5
muestra las curvas para una red en regimen clasico de Mundo Pequefio y otra red
exponencial ordenada. El célculo se hizo sobre 2 redes inicialmente con 202 nodos
y 10 vecinos por nodo, midiendo la distancia minima entre todos los pares de
nodos y promediando, para diferentes porcentajes de enlaces perturbados:

Distancla Caracteristics

-
-

ooo oo (3]
Porcentaje de enlaces perturbad ;

La red sxponencial ordenada tenia Z= 10 y N = 3, con 202 nodos y 1010 enlaces. El anilo tenia &l

mismo numero de nodos y enlaces.

Figura 2.3.5

La otra variable relevante en la literatura de redes de mundo pequefio es el
coeficiente de aglomeracion C(p). En las redes exponenciales ordenadas, C(p)
vale estrictamente cero, pues los Z vecinos de un nodo particular nunca estan
conectados entre si. Perturbando los enlaces, el valor de C(p) aumentaria hasta
llegar al de una red exponencial aleatoria cuando todos los enlaces estuvieran
perturbados. :

La propiedad 9 se obtuvo a partir de un estudio de las propiedades
resonantes de la red. Este resultado habia sido trabajado de manera parcial en
(del Rio, 2002), simulando la red de venas y arterias del cuerpo como 2 arboles de
Cayley encontrados en la superficie y conectados paralelamente. La red se
comportaba como un filtro de frecuencias alrededor de la frecuencia de oscilacién
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del corazén.

La manera mas sencilla de modelar una guia de ondas es como una
colecciéon de masas y resortes, en la que se introduce una sefial oscilante por un
nodo, y se estudia la salida por el nodo opuesto. La red se model6 con los nodos
como masas My los enlaces como una cadena de N masas m unidas entre si por
resortes con constante k, y a su vez unidas a los nodos por resortes de constante
K. Lafigura 2.3.6 es para frecuencias entre 0 y .

oT-

05+

04b

u hJ‘LL\Jul‘#_

) 05 1 15 2
Frecuencia

Grifica de transmisién VS longtud de onda para una red (ZN) = (5.4), de 212 nodos,
simulada con 4 masas poreniace, ycon k=1, y K= 1id

Figura2.3.6

Coeficlente de Transmision

La impedancia de la red puede entonarse variando los parametros
mencionados anteriormente, lo que permite obtener graficas como la anterior para
cualquier frecuencia.

Para concluir este capitulo es necesario hablar de la prueba que garantiza
que el algoritmo de construccion para las REO’s efectivamente produzca redes
con nodos intercambiables, en la que se puede medir la distancia caracteristica de
manera exacta. '

La prueba, implementada también en MATLAB, escoge un nodo al azar en
una red particular, y empieza a reordenar la red tomando como extremo el nodo
escogido. Si es posible reordenar la red tal que quede exactamente igual que la
red original, para cualquier nodo escogido, todos los nodos de la red son
equivalentes topolégicamente. La formula para la distancia caracteristica depende
estrictamente de esta condicién, pues fue calculada en funcién de que los nodos
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se podian reacomodar como extremos de la red.

La siguiente grafica presenta una red exponencial ordenada bien
conectada, reacomodada tomando el nodo 7 como extremo de la red:

Reconeccién en una red Z= 3 y N = 3, tomando como nuevo punto de inicio el nodo 7 de
Ia red original (izq.), y reacomodando a partir del nodo (der.)

Figura2.3.7

Para demostrar que la forma de conectar la red no es ftrivial, la grafica a
continuacion presenta primero una red basada en dos arboles de Cayley iguales a
los de la grafica anterior, en la cual los dos arboles son conectados respetando el
numero de vecinos, pero creando anillos menores a 2N. Se intenta reconectar
también a partir del nodo 7, pero ya en la tercera capa se repite tres veces el nodo
8 y dos veces el nodo 18.

Reconeccién en una red con Z = 3 y N = 3, que originalmente se encontraba mal conectada
(izq.), pues a pesar de que todos los nodos tienen el mismo nimero de vecinos, el anillo
minimo es menor para los nodos del centro. Basta con intentar reconectar la primera mitad
de la red para darse cuenta que es imposible reconstruir una red topolégicamente equivalente

Figura2.3.8
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Mediante la prueba anterior podemos afirmar que las redes exponenciales
ordenadas existen. Sabemos que es posible construir REOs de cualquier tamanio,
mientras se respete que N < 4. Sabemos también, a partir de las figuras (2.3.3) y
(2.3.5) que las REOs tienen las mismas propiedades de diametro y distancia
caracteristica pequenia que las redes aleatorias, y de robustez ante fallos y
ataques.

El paso siguiente en el estudio de las redes exponenciales ordenadas es
aplicarlas a problemas reales.

46 Ignacio Rozada



Capitulo 3: Aplicaciones de Redes Exponenciales

Ordenadas
— 3.1 Problema del Caminante Dirigido

Esta primera aplicacion de una red exponencial ordenada es importante
pues muestra la utilidad que tienen este tipo de redes para resolver problemas de
manera analitica. Asi como el problema de percolacion se puede resolver de
manera analitica unicamente en el arbol de Cayley, y asi como es posible
encontrar una forma cerrada para el diametro en redes exponenciales ordenadas,
también es posible calcular de manera analitica diversos problemas. Uno de ellos
es el siguiente:

¢ Cuanto tiempo se tarda una particula dirigida en cruzar de un lado a otro
de una red exponencial ordenada de N capas y Z vecinos por nodo, con una
densidad p de caminantes aleatorios moviéndose sobre la red?, avanzando un
paso por unidad de tiempo cuando tiene al menos un nodo despejado adelante.

Supongo que el caminante se comporta "conductivamente”, es decir, que al
tener al menos un nodo despejado hacia adelante se mueve por él. Como la red es
completamente isomorfa, puedo garantizar que una distribucién uniforme de
caminantes aleatorios se mantiene uniforme después de un tiempo, es decir, que
no van acumulando en alguna zona particular de la red.

En la aproximacién de campo medio, la probabilidad de que al menos un
nodo esté abierto esta dado por la suma de todos los casos posibles, asi por
ejemplo, la probabilidad de que todos los nodos estén despejados en una red con
Z vecinos es (1 - p)? y la probabilidad de que estén despejados Z— 1 nodos es
(Z-1)(1- p)*'p, y asi en delante. La formula general es

SH0E oK =, G.1.1)

con C*, las posibles combinaciones en donde al menos un nodo esté
desocupado.

La ecuacién anterior casi corresponde a la formula del binomio excepto por
la falta del término p?, por lo que la solucion a la féormula es
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(p+1-p)2—p?=1-p% EIl resultado anterior puede considerarse como la
velocidad que tarda el caminante en cruzar a través de un nodo particular. Cuando
p = 0 todos los sitios estan desocupados por lo que la velocidad es maxima.
Cuando p = 1, todos los sitios se encuentran ocupados y la velocidad es cero. La
velocidad aumenta conforme Z lo hace porque significa que una mayor cantidad de
sitios a los que puede acceder, y cuando Z -+ « la velocidad es 1, a menos que
p = 1. En términos termodinamicos, lo anterior corresponde a difusién por saltos.

Supongamos que consideramos la red como una grafica relacional, es
decir, no nos interesa definir un parametro de distancia espacial, y lo que hacemos
en vez de eso es considerar que la distancia entre cualesquiera dos nodos unidos
por un enlace es 1. En términos fisicos lo anterior tiene sentido si se piensa en una
red de telecomunicaciones en que el tiempo que tarda una sefial que se mueve a
la velocidad de la luz para cruzar dos nodos es despreciable respecto al tiempo
que tarda en el nodo, por lo que el tamafio de los enlaces puede considerarse
igual.

Usando cinematica basica, el tiempo que tarda el caminante en cruzar una
capa de la red es distancia entre tiempo, y normalizamos la distancia entre dos
capas a l, = :-]pz cuando el caminante avanza hacia una capa donde hay Z

vecinos. El tiempo total en cruzar toda la red es entonces, la suma de los tiempos
que se tarda el caminante en cada capa. En una red (Z,N) solamente el primer
paso es hacia una capa con Z vecinos, posteriormente hay N—-1 capas con Z-1
vecinos cada una, y otras N—1 capas (la segunda mitad de la red) en que
solamente hay un vecino para cada paso. Por lo tanto, -

tr = 1 +(N—1)( ’z_,+¢). (3.1.2)

1-pZ I-p 1-p

Una simplificacion del procedimiento para encontrar el tiempo que tarda un
caminante dirigido en atravesar la red de extremo a extremo es la siguiente: En
cada paso, sblo hay una manera en que el caminante no pueda avanzar hasta la
siguiente capa, y ésa es que toda la capa siguiente esté ocupada. Si hay una
densidad p de sitios ocupados, y cada nodo tiene Z vecinos, la probabilidad de que
no avance a la segunda capa es p? y de que no avance entre cualesquiera dos
capas en la primera mitad de la red es de p#'. Para la segunda mitad de la red,
como sélamente hay un camino por donde avanzar, la probabilidad es
simplemente p. Como cada vez que cruza una capa el evento es independiente de
los anteriores, el tiempo total en cruzar de un lado a otro la red es la suma de

<1 1 1
todas las demoras: =7+ (N - I)( 7 + ﬁ)
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Al modelar en la computadora el proceso, promediando sobre 5000
trayectorias, el resultado es la figura 3.1.1 (la linea continua representa la ecuacién
de campo promedio y las bolas representan la modelacion):

Simulacién para 5000 repeticiones

10 T —r ™ -

i " " " L i s i 1
] X1 02 03 04 o0s X o7 (X 09 1
D idad de pacion de la red

Tiempo de cruce para un caminants dirigido sobre una red exponencial ordenada (ZN) = {3,3),

dif densidades de k L fos en la red. Nétese que cuando la densidad
s 0 ol tempo de cruce se 5, pues cada capa se cruza sn una unidad de tiempo. El Gitimo dato
o3 para una denskiad de ocupackin de 0.99, pues en 1 ol tempo de cruce seda Infinito.

Figura3.1.1

El modelo computacional consisti6 en un ciclo en el que los Z vecinos de
una capa se representan por el mismo numero de variables aleatorias k.. En un
intervalo en que el caminante quiera llegar a la otra capa, dado que hay una
densidad de ocupacién p, si en al menos una de las variables aleatorias la
diferencia k., — p > 0 entonces el caminante avanza a la siguiente capa. En caso
contrario, el proceso se repite hasta que consiga avanzar de capa.

Al discutir el algoritmo de generacién de una red de este tipo vimos que el
punto crucial para asegurar que todos los nodos sean iguales radica en la forma
de unir ambos arboles. Afirmamos a continuacién que cuando la red esta bien
conectada el tiempo de cruce de una particula corresponde al minimo. Habria que
considerar también que los caminantes aleatorios en la red ya no se mantendrian
uniformemente distribuidos en el tiempo al no haber homogeneidad en los nodos.

El calculo siguiente muestra la diferencia de tiempos al cruzar la costura
entre una red perfecta y una red mal conectada. Para este primer caso la red esta
mal conectada en el sentido que la costura esta formada solamente por uniones
entre nodos paralelos.
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Red (Z,N) = (3,3) conectada en paralelo

Figura3.1.2

El tiempo de cruce de la particula no varia mas que en la costura, de tener
Z vecinos en una red perfecta, pasa a tener solamente 1 vecino. Quiero mencionar
que esto no es despreciable, pues mostramos anteriormente que las redes (Z,N)
estan limitadas para N < 4, asi que en la red con N = 4 habria que cruzar 7 capas
entre extremo y extremo, por lo que el cambio en una de ellas no puede ser
despreciable.

Respecto al resultado sin perturbacion, en la red (3,3) el tiempo cambia

unicamente en el paso de la capa 3 a la 4, que antes ocupaba un tiempo I_;z_, y

ahora toma ﬁ. La ecuacién completa es

t=—- + N +(N—2)11—p. (3.1.3)

1-p? 1-p%!

Se observa de inmediato que el tiempo tambien es mayor para cualquier
densidad con la costura mal hecha. Otro hecho mas sutil, que también depende de
que la costura esté bien hecha, y que con eso se garantice que todos los nodos
sean indistinguibles, es que en el problema en cuestién estamos suponiendo que
hay una cierta densidad de caminantes aleatorios vagando por la red; y es
justamente el hecho de que topolégicamente la red es igual en cualquier lugar el
que permite suponer que después de cierto tiempo los caminantes siguien
ocupando uniformemente la red. La siguiente grafica corresponde a la diferencia
en el tiempo de cruce para la red ilustrada anteriormente:
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Variacién en el iempo de cruce para caminantes dirigidos en una red
exponenclal ordenada (Z,N) = (5,3) y su equivalente mal conectada.

Figura3.1.3

Los calculos anteriores corresponden al tiempo de transporte sobre una red
estrictamente ordenada. Al igual que en los problemas de percolacién, el hecho de
que la red esta formada por dos secciones de arboles de Cayley facilita mucho los
célculos, ademas de que el campo medio es exacto. La parte siguiente
corresponde a la misma medicién del tiempo de cruce, pero afadiendo desorden
entre los nodos. Cuando el desorden es pequero, aparece el fenémeno de mundo
pequefo antes discutido, y cuando se desordenan todos los enlaces estamos ante
una red aleatoria clasica. Sobre la parte de Mundo Pequefio, hay una parte en el
libro "Small World" de Watts (1999), donde al querer comparar redes de mundo
pequefio con redes aleatorias toman como aproximacion a éstas ultimas una red
de Moore, que no es otra cosa que una red ordenada perfectamente expandiente
(todos los nodos tienen k& vecinos que no estan interconectados entre si) y
perfectamente regular (nunca mencionan cémo se construyen esas redes).
Localmente, las redes de Moore tienen la siguiente forma (véase figura 3.1.4),
exactamente igual que un arbol de Cayley.
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figura 3.1.4

Anadimos el desorden a la red exponencial ordenada de la siguiente
manera: asociamos a cada enlace una probabilidad fija, que llamamos S#, de que
cambie su posicion y vaya a dar a otro lado, de manera equiprobable en todos los
nodos de la red. Viendo a la red como capas con crecimiento exponencial en el
nuamero de nodos, la probabilidad de que un enlace perturbado vaya a dar a una
capa particular de la red es simplemente el cociente entre el nimero de nodos en
la capa y el numero total de nodos en la red.

Cuando se afade el desorden en los enlaces, podemos pensar en un salto
hacia adelante de » unidades como una disminucion del tiempo que se demoraria
la particula en caminar del modo standard a través de las n capas. Analogamente
un brinco hacia atras implicaria un aumento equivalente al tamafio del salto en el
tiempo de cruce. Para la particula en una cierta capa, calculamos la probabilidad
de que avance normalmente considerando los enlaces perturbados, y calculamos
también la probabilidad de que avance o retroceda debido a algun enlace afectado
por SW. La probabilidad de que el caminante salte de una posicién en particular a
otra capa es el producto de la probabilidad de que el enlace esté perturbado,
multiplicado por el nimero de nodos de la capa nueva, dividido todo entre el
numero total de nodos en la red. Para cada paso de la particula se pueden sumar
las probabilidades de saltar a las capas de adelante y restarlo a la probabilidad de
retroceso, y el resultado es el promedio de avance o retroceso mediante SW.
Como el factor de interés aqui es el tiempo que se gana o pierde, cada salto hay
que multiplicarlo por la escala que se esté utilizando en el caso clasico, es decir,

1 1

s R (o) ﬁ. Si con la perturbacion el enlace vuelve a ir a dar a la capa

siguiente, la ganancia es cero pues esta avanzando en una unidad de tiempo lo
mismo que haria por el modo estrictamente ordenado. Si el enlace va a dar a su
misma capa, hay una pérdida de una unidad de tiempo, pues para llegar a la
siguiente capa ya desperdicié una unidad de tiempo en vano, y va a necesitar otra.
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Por lo tanto, el factor temporal estrictamente debido a SW es la suma sobre cada
capa de las probabilidades de avanzar a todas las otras capas, y tiene la siguiente
forma:

tow = = [ T ((1+ X, 2z- 1) -y + (1+ £, 2Z- 1)) -

donde el primer componente de tsw corresponde a la primera mitad de la red,
hasta llegar a la costura. El segundo término de la suma corresponde a los
calculos para la segunda mitad de la red.

El tiempo debido a la parte clasica, pero con enlaces alterados es:

tv = Lz + (V- 1)(

et (3.1.2)

El tiempo total es, estrictamente:
tr=1tn+(1 —SW) +tsw - SW. (3.1.5)

El factor SW representa la probabilidad de perturbacion de los enlaces. No
se refiere necesariamente al régimen de mundo pequefio, que corresponderia a
valores pequefios de SW, pero tiene la ventaja que se puede modular entre redes
ordenadas, redes de mundo pequefo, redes desordenadas y redes aleatorias. El
factor Nr de la parte de tsw representa el niumero total de nodos en la red,
correspondiente a la formula explicita que se di6 en el capitulo sobre la red
exponencial ordenada. El factor f{¢), otra vez de la parte de sy, corresponde a la
escala particular del salto que se usa en el caso clasico.

Una consideracion importante para tener en cuenta, es que si se diera el caso
de que la perturbacién de SW coincidiera exactamente con la distribucion anterior
de los enlaces, el tiempo de cruce deberia ser el mismo que en el caso no
perturbado, por lo tanto los pasos hacia adelante sobre un enlace perturbado
deben tomar el mismo tiempo que un paso sobre la red perfecta.

Lo que se busca conocer con estas ecuaciones es en cudl de los dos casos
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el tiempo de cruce es menor: en la red estrictamente ordenada, o en la red
perturbada, ya sea en el regimen de mundo pequefio o como red completamente
aleatoria. Al hacer la comparacién queda la siguiente ecuacion:

t, 2 ty, de donde resulta

InZS iy (1 —SW)+tsw-SW. (3.1.6)

Por lo tanto, lo que se busca es la relacién ty 2 15w, independiente del factor
la probabilidad SWw.

La figura 3.1.5 es la red (3,2) que en 3 dimensiones se conoce como
"cubo”. Si numeramos las capas del 1 al 4 empezando desde la izquierda, la
probabilidad de que un enlace perturbado vaya de la capa 1 a la capa 3 es
simplemente (#de nodos capa 3) + (#de nodos totales) = 3/8. En ese caso seria un

paso que sale de la capa 1, le tomaria un tiempo # , Y se ahorraria el paso de la

capa 2 a la 3, por lo que la contribucion de ese salto una vez que se sume sobre

1 1
toda la red sera de T T

sallo de mundo pequedo

capa2 capa 3

Con la red sxp aln SW. parakdelacapaln
la capa 3 se requiersn 2 pasos, mentras que cuando SW > 0 pusds sxkatr
un salto que Beve de la capa 1 8 la capa 3 en un sdlo paso.

Figura3.1.5

El problema para resolver la ecuacién de ts» de forma cerrada seria poder
encontrar una expresion sencilla para f{¢), cosa que desgraciadamente no sucede,
porque al avanzar sobre la red el nimero de vecinos hacia adelante es diferente,
entre la capa 1 y la 2 y a partir de la capa »n+ 1. Es importante obtener soluciones
exactas pues este tipo de redes tienen de 8 elementos en delante, y la
caracteristica de estas redes es precisamente que no es necesario crecer la red al
infinito para garantizar que los nodos sean iguales y que no hay efectos de orilla.
Entonces, la Unica manera de obtener soluciones exactas es para casos
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particulares, y eso se logra descomponiendo los 2 elementos de la suma en 2
matrices, que después de obtenerse explicitamente, se multiplican coordenada a
coordenada y se suman todas las componentes. Para mayor claridad la figura
3.1.6 muestra la red (3,3), sobre la que calculamos las 2 matrices:

Red (Z,N) = (3,3)

Figura3.1.6

Las tres componentes de la suma son, respectivamente, distancias, nimero
de nodos y tiempos:

Por simplicidad en la matriz de tiempos uso las siguientes abreviaturas:

kl=]_lpz
k= 07
ks = 1
(136631 )
1 366 31
matriz de # de nodos - 136631
1 366 31
\136631)
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Esta matriz representa el término Z(Z- 1) de la ecuacion para tsy. Si se
quiere ir de la capa i a la capa h, basta con fijarse en el nimero de nodos en la
capa h, representado en la coordenada (A, i).

matriz de tiempos

2%k, ki ki=ds Bi—dk =2k -k ki-2ks—2k )
ky + 2k 2k> ks 0 —k3 —2k3
= ky 43k 3k, 2%: k T ks —2ks
ky+2ks +2ks 2kz+2ks kz+2ks 2k ks 0
Ey2ks 43k Ykp+3ks Rk 3k 2%; ks J,

Esta matriz representa el tiempo ganado o perdido en cada paso. Asi, como
mencionamos anteriormente, si la perturbacion por el factor SW corresponde con la
distribucién original de los enlaces, en cada paso se avanzaria una unidad, y el
factor de la matriz de tiempos corresponderia a las coordenadas (i,i + 1), que son
ki, k2, 0 k3, manteniendo la equivalencia temporal. A partir de esta matriz ya es
posible ver que la perturbacion SW no hard mas eficiente a la red, pues los
elementos a la derecha de la diagonal dada por las coordenadas (i,i+ 1)
representan los factores de ganancia de tiempo, mientras que las coordenadas a
la izquierda de la diagonal son los factores de pérdida de tiempo, y en este caso
particular los primeros suman 10 elementos, y los segundos suman 15.

La figura 3.1.7 da los resultados de la comparacion entre ¢, 2 tsw, para
valores de la densidad de ocupacion entre 0% y 80%.
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Tn VS Tew

— rodew'nrdmud:
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0 02 04 08 08 1
Densidad de nodos ocupacdk

Diferencia en el iempo de cruce sobre una red (ZN) = (3,3) conuna

densidad entre 0 y 0.99 de caminantes aleatorios, bajo una red normal y

otra perturbada

Figura3.1.7

Se observa claramente que el tiempo de cruce es siempre mayor bajo el
efecto de SW para cualquier valor de la densidad de ocupacién. La figura 3.1.8
muestra varias curvas con diferentes valores de la probabilidad de perturbacién de
los enlaces. Por la grafica anterior sabemos que el tiempo de cruce sera minimo
cuando el parametro de perturbacion SW valga cero. En este contexto resulta que
las redes en régimen de Mundo Pequefio (SW ~ 0) son mas eficientes que las
redes completamente aleatorias (SW = 1).

s s . i i 4 L L
o1 0z 03 04 05 08 o7 o8 09 1
Densidad de nodos ocupados

Comparacién en ol Hempo de cruce on la red ZN) = (3,3) para diferentes valores del
de perturbacion SW. Nétese que ol lempo de cruce slempre ss mayor cuanto mis
grands sea ol valor de SW.

Figura 3.1.8
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— 3.2 Modelacion de una red de neuronas

Esta segunda aplicaciéon de las redes exponenciales ordenadas tiene la
intencién de mostrar la utilidad de estas redes en el tratamiento de problemas
reales, especificamente abordamos un problema de biomatematicas. En contraste
con el problema anterior, que permitia obtener el resultado analiticamente, en éste
no es posible, pero aun asi es posible reproducir resultados obtenidos en redes
con muchas mas restricciones que la red exponencial ordenada.

¢ Existe alguna ventaja real al modelar una red de neuronas (bajo el modelo
de Hodgkin y Huxley) usando el modelo REO, respecto a otros tipos de redes?

El estudio de los procesos biofisicos que ocurren dentro de una neurona (o
red de ellas) tiene ya bastante tiempo, y el modelo mas exitoso (Hodgkin & Huxley,
1952) (H&H) ya tiene mas de 50 afnos, pero a pesar de ello, la neurofisiologia se ha
mantenido como una de las areas con mas cosas por descubrir. Una de las
razones para ello es la inherente complejidad en las interacciones de redes de
cientos a miles de millones de unidades, que individualmente resultan ser
suficientemente complejas (el modelo de Hodgkin y Huxley para una neurona
consiste en 4 ecuaciones diferenciales no lineales acopladas).

La motivacién para trabajar en este problema surgié a partir del trabajo de
Tiesinga & José (2000 A y B), en el que genera una red de neuronas H&H
interconectadas ente si en una red de todas con todas (para las X neuronas, cada
una esta conectada con todas las otras K— 1 neuronas en la red). El resultado
importante en este calculo consistié en que bajo esas condiciones, las neuronas
de la red permanecen en el regimen oscilatorio de manera robusta (en un rango
amplio en el espacio de parametros). La pregunta que surgi® a partir de ese
trabajo fue si esa oscilacién puede ser observada en otros tipos de redes, que no
involucren neuronas conectadas todas con todas.

Bajo esa premisa, se procedié a modelar la red de neuronas en 3 tipos
diferentes de redes: anillo de neuronas, red de Bethe y red exponencial ordenada,
para comparar con los resultados obtenidos en la red de todas con todas.

El modelo clasico de Hodgkin y Huxley (Murray, 1993) estd basado en
estudios experimentales sobre el axén del calamar gigante. En él se establece, a
partir de firme evidencia experimental, que las corrientes eléctricas en los nervios
son debidas a membranas al interior de éstos, que son alternativamente
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permeables a varios iones quimicos, por ejemplo los iones de potasio (K*) y de
sodio (Na*). La permeabilidad de las membranas depende de los diferentes iones
y potenciales presentes. La ecuacién que se obtiene a partir de las leyes de
Kirchoff es:

=cdV
It) = Cor +1. (3.2.1)

En la ecuacién I corresponde a las corrientes ionicas, C a la capacitancia y
V al potencial. Basados en sus experimentos, Hodgkin y Huxley concluyeron que el
término / se podia expresar como Z‘.I,-+IL, correspondiendo a las corrientes
provocadas por los iones de potasio, sodio, calcio, etc., y por las fugas,
respectivamente. En términos de los potenciales se tiene que:

I = gnam®*h(V = Vig) + ggn*(V = Vi) + gL(V - V7). (3.2.2)

Las gi's corresponden a las conductancias constantes para cada ion, en
este caso sodio y potasio, y los V;'s son los potenciales asociados a cada uno. Las
variables m,n y h estan determinadas por el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales:

A — g (V)(1 = m) = Bu(Vm (3.2.3)
% = a,(V)(1 = 1) = Ba(W)n (3.2.4)
% = an(V)(1 = h) = Bu(Mn (3.2.5)

Las funciones a(¥) y p(V) fueron determinadas empiricamente, y son
funciones tipo escalon (de tipo (1 + tanh(7))/2).

En funcién de los varios parametros, existen varios estados de estabilidad,
que incluyen periodicidad. En este ultimo rango, el comportamiento de una
neurona individual se ve de la siguiente manera (figura 3.2.1):
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Figura 3.2.1

El modelo de Tiesinga y José es ligeramente diferente al modelo clasico de
Hodgkin y Huxley. En &l proponen la siguiente ecuacion para el potencial en la
membrana neuronal en una red de neuronas con canales lineales de calcio,
conectados entre todos mediante sinapsis GABA (Tiesinga & José 2000 A):

cm% =Ty~ 0, (3.2.6)

Con C, la capacitancia de la membrana y ¢ ruido Gaussiano con media
cero. Los términos para las corrientes son ecuaciones de primer orden en funcion
de variables dinamicas de activaciéon (m), desactivacion (4) y sinaptica (s):

It = gV~ Ez) (3.2.7)
Ica = gcami(V)h(V — Eca) (3.2.8)
Isyn = gsyns(V_EJyn) (3.2.9)

Donde las g;'s corresponden a las conductancias, y el resto de las
ecuaciones son:

mi(V) = W (3.2.10)
= =gl = ~F (3.2.11)
dh _ hi(V) - h

= (3.2.12)
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Con ks constante, ¢, el tiempo caracteristico dado por:

(V) = p—dot i (3.2.13)

T e(lr"+50)f3 2

Y F(¥) y hi(¥) ecuaciones con la siguiente forma:

FV) = He_w (3.2.14)
G R — (3.2.15)

14 e(P'-}-'J‘O)M

Para obtener el voltaje en mV y el tiempo en ms, los parametros deben tener
los siguientes valores: g; = 0.4, gca = 1.5, ggn = 2, EL = =70, Eca = 90, E; = -85,
Cm=1,1t =301t =500t =16, kr= 0.5y ¢ = 1.3. Se resolvi6 el sistema con el
método de Euler, con una resoluciéon de dt = 0.2 ms.

Los resultados obtenidos por Tiesinga y José muestran que la red se
comporta como una sola neurona, la sefial de toda la red se sincroniza. La figura
3.2.2 muestra la actividad de tres neuronas diferentes en la red de "todas con
todas". Notese que el periodo es el mismo para las tres.

Red Yodas con todas™

T s 2 25 3 35 r
Thempa (me)
Red con 1000 nodos y 449,898 enlaces

Figura 3.2.2
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A partir de ese resultado, la pregunta obligada es si es posible reproducir
los mismos resultados en otros tipos de redes. Para checar eso, modelamos el
mismo sistema en tres redes diferentes: un anillo, una red de Bethe, y una red
exponencial ordenada. Las tres redes tenian aproximadamente el mismo nimero
de nodos y enlaces.

Las gréaficas en la figura 3.2.3 a continuaciéon representan la actividad de
tres neuronas en diferentes lugares de las redes, traslapadas. Se observa de
inmediato que las oscilaciones desaparecen después de un tiempo en el anillo y
en la red de Bethe, mientras que se sostienen en la red exponencial ordenada.

Red Exponencial Ordenada Red de Bethe Anliio

4?“1 _I"_:.—-'I!"""'—.—-'———| f‘--——-/“-——-—*f"‘":
\ /WY | Ju \ Vv |

1

llmpntm]
Grifics de Voltaje VS tiempo pars redes baj En todos loa casos ol de Es avidents que
despude de ﬁmm-mmhlﬂumyndnmlﬂﬂ-qunm“hnlmmmsmhm
1000 nodos y <> = §. Cada color cormesponde & una neurcna en un lugar diferents de ls red

Figura 3.2.3

El hecho de que la actividad desaparezca en el anillo apunta a que la red
tiene que estar eficientemente conectada, pues en el anillo el diametro de la red
crece de manera lineal. La red de todas con todas evidentemente no tiene ese
problema. En la red de Bethe la actividad también desaparece después de un
corto intervalo, lo que haria suponer que lo mismo pasaria en la red exponencial
ordenada, que no es otra cosa que una red de Bethe conectada de manera
diferente en la costura. Sin embargo, la actividad se mantiene en la red
exponencial ordenada, de manera similar a la red de "todas con todas". Ese hecho
apunta a que la indistinguibilidad de los nodos es una condicién para que aparezca
la oscilacién. En la red de Bethe no se mantiene la condicién del mismo diametro
para cada nodo. El paso siguiente consistiria en checar que ocurre con redes en el
regimen de mundo pequefio y tipo libres de escala, y segun los argumentos
anteriores la oscilacién deberia desaparecer también.

De cumplirse la prediccién anterior, las redes exponenciales ordenadas
podrian ser usadas para modelar funciones mas complejas en el cerebro. Una
posibilidad seria investigar la manera de crear compuertas légicas que aprovechen
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la capacidad de las redes como filtros de frecuencias, y buscar crear un
procesador analitico que funcione en el espacio de frecuencias.

A partir de estos dos problemas se observa que las redes exponenciales
ordenadas tienen otras dos ventajas, adicionales a las mencionadas
anteriormente:

— tienen una sencillez estructural tal que es posible obtener resultados
analiticos, a diferencia de otros tipos de redes, en las que son necesarios calculos
mucho mas complicados, y en las que se obtienen en todo caso aproximaciones.

— el hecho de tener una red eficiente en cuanto al diametro, en la cual los
nodos son equivalentes, permite obtener resultados que solamente eran posibles
con redes con caracteristicas muy diferentes a las redes reales. En las redes
exponenciales ordenadas es posible modelar redes reales con caracteristicas
similares en cuanto a numero de nodos y enlaces, ademas de conocer
explicitamente la topologia de la red.

Queda mucho trabajo por hacer, y el campo de trabajo con redes
exponenciales ordenadas es muy amplio. El hecho de tener una red eficiente y
robusta, de la que se conoce explicitamente el esquema de construccion por ser
ordenada, permitiria usarla para reemplazar o reforzar redes que sean vulnerables;
piénsese por ejemplo en los constantes ataques que sufren las paginas mas
importantes de Internet. Si cada pagina se convirtiera en una red de paginas bajo
el modelo de una red exponencial ordenada, para que un ataque tuviera éxito
tendria que afectar toda la red, en lugar de un sélo nodo. Con la red de energia
eléctrica ocurre lo mismo. El tristemente famoso apagén del 2003 en Nueva York y
el este de Canada fue a causa de un fallo menor que ocasioné una reaccion en
cadena, afectando a millones de personas. Si las zonas vulnerables de la red
eléctrica fueran reemplazadas por estructuras en la geometria de las redes
exponenciales ordenadas, seria mucho mas dificili que ese tipo de fallos
ocurrieran.

Por todo lo anterior, las redes exponenciales ordenadas son un tema a la
vez fascinante y muy util y aplicable, pues a la par con la facilidad de su uso en
problemas tedricos en matematicas y fisica se puede aplicar a una cantidad muy
grande de problemas reales. Con todos los calculos anteriores demostramos que
las REO tienen muchas ventajas sobre las redes clasicas con las que usualmente
se trataban los problemas anteriores.
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Conclusiones

— Diseflamos un algoritmo (modelo de red exponencial ordenada REO)
mediante el cual es posible producir redes completamente ordenadas con las
propiedades de eficiencia que tradicionalmente se asociaban unicamente a redes
aleatorias (seccién 2.2), basado en arboles de Cayley. El hecho de tener una red
ordenada con las propiedades antes mencionadas es equivalente a tener una
receta para disefiar redes eficientes y robustas de casi cualquier tamafo. Con
redes de este tipo se podria mejorar secciones fragiles en redes reales, como la
red eléctrica o redes de comunicaciones.

— En el modelo que disefiamos, ademas de cumplir con las
caracteristicas anteriores, todos los nodos de la red son equivalentes, permitiendo
calcular de manera exacta diversos parametros (ecuaciones 2.3.1, 2.3.2y 2.3.3), ¥
generando una red muy robusta ante fallos y ataques (figura 2.3.3).

— Al medir el umbral de percolacion por nodo usando el método de
conductividad DC, resulté que la concavidad de la curva estaba invertida respecto
a la curva para un sélo arbol de Cayley. La conductividad de la red se fue a cero
de manera casi asintética en funcion de la fraccion de nodos removidos (figura
2.3.4).

— Dado que el modelo es ordenado, perturbamos los enlaces de
acuerdo al modelo W-S, y el resultado fue diametralmente opuesto a lo que
sucede en redes ordenadas de dimension espacial finita, pues la distancia
caracteristica en la REO no disminuyé practicamente nada en comparacioén con la
otra red (figura 2.3.5).

— Modelamos la red como una guia de ondas, y el resultado obtenido
fue que la red se comporta como un filtro de frecuencias, que puede ser entonado
segun se modele la cavidad resonante. El resultado sugiere que se pueden utilizar
arreglos de REOs para fabricar compuertas légicas que funcionen en el espacio de
frecuencias. :

— A falta de un argumento matematico formal que garantice que todas
las REOs con N <4 cumplen la propiedad de equivalencia en los nodos,
disefiamos un algoritmo para reacomodar la red y comprobar que mantenga su
estructura original. El resultado indic6 que el algoritmo de construccion es correcto
(tanto para N = 3, como para N = 4).



— Encontramos una forma explicita para un caminante dirigido que
cruza una REO en la que hay caminantes aleatorios (ecuaciéon 3.1.2), y al
comparar el resultado con una simulacién computacional, la concordancia fue
perfecta (figura 3.1.1).

— Calculamos el tiempo de cruce por el mismo caminante dirigido en
una REO y en una red equivalente mal conectada (dos arboles de Cayley
conectados en paralelo). El tiempo de cruce fue menor en la REO para cualquier
densidad de caminantes aleatorios en la red (figura 3.1.3).

— Hicimos el mismo calculo para una red exponencial ordenada en la
que se perturbaban los enlaces al estilo del modelo W-S. Obtuvimos una
expresion explicita para el tiempo de cruce del caminante en la REO perturbada
(ecuaciones 3.1.4 y 3.1.5), y al comparar el tiempo de cruce con una REO
equivalente no perturbada, el tiempo fue siempre menor en la REO perfecta
(figuras 3.1.7 y 3.1.8).

— Se modelé una red de neuronas conectadas como una REO, bajo el
modelo de Hodgkin & Huxley (ecuaciones 3.2.1-3.2.15). Obtuvimos actividad
periédica en todos los nodos de la red, muy similar a los resultados obtenidos por
Tiesinga & José (2000 B) en una red completamente conectada, con 1000 nodos y
449,998 enlaces (figura 3.2.2), pero en una REO también con 1000 nodos, pero con
unicamente 8,000 enlaces. Intentamos obtener los mismos resultados en un anillo
y una red de Bethe equivalente, pero la actividad desaparecia después de algunos
pulsos iniciales (figura 3.2.3), lo que sugiere que ese tipo de actividad es exclusiva
de redes con diametro pequefio, con nodos equivalentes.

— Las perspectivas que nos parecen mas interesantes en trabajos
futuros con REOs son los siguientes: obtener un argumento matematico formal
que justifique la existencia de las redes, para no tener que recurrir al algoritmo que
reacomoda los nodos de la red. Modelar en la REO epidemias bajo los modelos
SIS y SIR para ver si tampoco existe un umbral epidemiolégico, como el las redes
S-F. Disenar todos los tipos de compuertas légicas e intentar construir un circuito
que resuelva operaciones aritméticas sencillas. Buscar datos experimentales en
redes neuronales reales, que sirvan como punto de comparacién con la REO, en
particular, se cuenta ya con el mapa completo de la red neuronal del nematodo C.
Elegans. Modelar la red de neuronas de la seccion 3.2 en redes en el regimen de
mundo pequeiio y en redes S-F, para ver si sostienen la actividad de las
neuronas.



Apéndice 1. Redes Reales

Red Tamario (k) / Livctorii

o Red de comida en el estuario de Ythan 134 8.7 2.43  2.26
O Red de comida en el parque Silwood 154 4.75 3.40 3.23
* Red de neuronas en C. Elegans 282 14 2.65 2.25
o Red de substratos en E. Coli 282 13D 2.9 3.04
O Red de reacciones en E. Coli 315 28.3 2.62 1.98
0 Red metabdlica en E. Coli 778 7.4 3.2 3.32
e Red de ruteadores en Internet 3,888 2.57 12.15 8.75
® Red de dominios en Internet 3,015-4,389 3.42-3.76 4 6.3
® Red de ruteadores de Internet 150,000 2.66 11 12.8
X Red de energia eléctrica en E.U. 4,941 2.67 18.7 12.4
& Red de coautores de NCSTRL 11,994 3.59 9.7 7.34
/A Red de coautores de LANL 52,909 9.7 5.9 4.79
M Sin6nimos 22,311 13.48 4.5 3.84
B Repeticion de palabras 460,902 70.13 2.67 3.03
< Red de coautores de MEDLINE 1/520,251 18.1 4.6 4.91
<1 Red de coautores de SPIRES 56,627 173 4.0 2.12
¢ W 153,127 35.21 3.1 3.35
¢ www 325,729 4.51 11.2  8.32
¢ www 2108 7.5 16  8.85
V Red de actores de peliculas 225,226 61 3.65 2.99°

La primera columna de la tabla anterior corresponde a los simbolos usados
en una grafica de la seccién de redes libres de escala, la segunda columna tiene
los nombres de las redes, la tercera tiene el nimero de nodos en cada red, la
cuarta corresponde al numero promedio de enlaces por nodo, la quinta columna
corresponde a la distancia caracteristica de la red: el promedio de las distancias
entre todas las parejas de nodos en la red. La ultima columna representa lo que
seria la distancia caracteristica en una red aleatoria con el mismo numero de

nodos y de enlaces promedio, dado que (capitulo de redes aleatorias) / = %

para redes aleatorias.



Apéndice 2: Programas en MATLAB

— Programa para generar una red con N = 3 en 2 dimensiones

clear all
clf
% data
Z=5;
N=2*(1+Z+Z*(Z-1));
% ———define the trees
M=sparse(N,N);
M(1,2:Z2+1)=1;
dz=Z-1;
for i=2:Z+1
M(i,dz*(i-2)+(Z+2):dz*(i-2)+(Z+2)+(Z-2))=1;
end
M(N:-1:N/2+1,N:-1:N/2+1)=M(1:N/2,1:N/2);
Q=M+M’;
%——connections of trees
n=1;
A=[1:1:Z-1];
for i=1:(Z-1):Z*(Z-1)
W(1,i:i+Z-2)=n;
n=n+1;
W(2,i:i+Z-2)=A,
end
W(3,1:Z2*(Z-1))=[1:1:2*(Z-1)];
B=[W W(:,1:length(W)-Z+1)];
for i=1:Z-1
P(:,1:Z2*(Z-1),1)=B(:,1+*(Z-1):i*(Z-1)+Z*(Z-1));
end
A1=W(2,);
for i=1:Z-1
for j=1:2-2
P(2,1+*(Z-1):i*(Z-1)+(Z-1),j)=AN(Z-j:Z-j+(Z-1)-1);
end
P(2,1+%(Z-1):i*(Z-1)+(Z-1),Z-1)=A1(abs(Z+1-i):abs(Z+1-i)+(Z-1)-1);
end
for j=1:2-1
for i=1:(Z-1):Z*(Z-1)




if P(1,i,j)==1
P(2,i:i+(Z-2),))=P(3,i:i+(Z-2),));
end
end
end
for j=1:Z-1
for i=1:length(P)
a=find(P(1,:,))=W(1,)&P(2,:,j))=W(2,i));
P(3,a,j))=W(3,i)
end
end
S1=sparse(Z*(Z-1),Z*(Z-1));
for i=1:Z2*(Z-1)
S1(W(3,i),P(3,i,1:Z2-1))=1;
end
Q(2+Z:N/2,N/2+1:N/2+Z*(Z-1))=S1(1:2*(Z-1),1:Z*(Z-1));
Q=Q+Q’;
% two dimensional coordinates for plot of trees
p=[0 ones(1,Z) (W(1,:)+1)];
[x,y,h]=treelayout(p);
V=zeros(2,N);
V(:,1:N/2)=[x;y];
V(:,N/2+1:N-Z-1)=[x(Z+2:N/2);-y(Z+2:N/2)];
V(:,N-Z:N)=[x(2:Z+2);-y(2:Z+2)];
V(EN)=[x(1);-y(1)];
V=V,
[1,J,dd]=find(Q);
%———————graphics bit:
figure(1)
hold on
plot(V(:,1),V(:,2),’or’,’'markersize’,10)
for j=1:N
text(V(j,1),V(j,2),int2str(j),'’FontSize’,8);
end
S=0*Q;
for i=1:length(dd)
S(I(i),J(0)=1;
line([V(1(1), 1), V(J(0), DLIV((1),2),V(J(0),2)]);
end
axis square
hold off




— Programa para generar una red con N = 4 en 3 dimensiones

clear all
clf
% data
Z=5;
N=2*(1+Z+Z*(Z-1)~Z*(Z-1)"2);
%———define the trees
M=sparse(N,N);
M(1,2:Z+1)=1; %capa 1
dz=Z-1;
for i=2:Z2-1 %capa 2
M(i,dz*(i-2)+(Z+2):dz*(i-2)+(Z+2)+(Z-2))=1;
end
for i=Z+2:Z+1+2*(Z-1) %capa 3
M(i,i-Z*(Z-1)+(i-Z-2)*(Z-2):i+Z*(Z-1)+(i-Z-2)*(Z-2)+(Z-2))=1,
end
M(N:-1:N/2+1,N:-1:N/2+1)=M(1:N/2,1:N/2);
Q=M+M";
M;
%
n=1,
A=[1:1:Z-1];
B=[1:1:Z2-1 1:1:Z-1];
for i=1:(Z-1)*(Z-1):Z2*(Z-1)"2 %creacion de los trivectores para permutacion
W(1,i:i+(Z-1)*(Z-1)-1)=n;
for j=1:Z-1
WI(2,i+(Z-1)*(j-1):i+(Z-1)*(j-1)+Z-2)=j;
end
n=n-1;
for j=1:2-1
W(3,i+(-1)*(Z-1):i+(-1)"(Z-1)+Z-2)=A;
end
end
fori=1:Z
P(....0)=W;
end
fori=1:Z-1 %primer renglon
for j=1:2*(Z-1)"2
P(1,j,i+1)=i+1;
end
end

connections of trees




for i=1:2Z-1 %segundo renglon

for j=1:2-1
for k=1:2Z-1
P(2,(i-1)*(Z-1)"2+(j-1)*(Z-1)+k,2: Z)=B(k+(j-1));
end
end
end
for i=1:2-1 %tercer renglon
for j=1:Z2-1
for k=1:Z2-1
P(3,(i-1)*(Z-1)"2+(j-1)*(Z-1)+k,2:Z)=B(k+(i-1));
end
end
end
for alf=2:2Z %algoritmo para cambiar de trivectores
for kap=1:(Z-1)"2 %a la matriz de conectividades M
for gam=alf.Z
a1=P(1,kap+(alf-2)*(Z-1)*2,1);
b1=P(2 kap+(alf-2)*(Z-1)"2,1);
c1=P(3 kap+(alf-2)*(Z-1)"2,1);
an=P(1,kap+(alf-2)*(Z-1)*2,gam);
bn=P(2 kap+(alf-2)*(Z-1)*2,gam);
cn=P(3,kap+(alf-2)*(Z-1)"2,gam);
x1=1+Z+Z*(Z-1)+c1+(Z-1)*(b1-1)+(a1-1)*(Z-1)"2;
X2=1+Z+Z*(Z-1)+Z*(Z-1)"2+cn+(Z-1)*(bn-1)+(an-1)*(Z-1)"2;
M(x1,x2)=1;
M(x1+Z*(Z-1)"2,x2-Z*(Z-1)"2)=1;
end
end
end
for i=1:N %asegurar que los enlaces siempre esten de mayor a menor
for j=1:N
if M(i,j)==1
M(j,i)=1;
end
end
end
Q=M;
% data
dtet=pi/7:
tet=0:dtet:pi;
dfi=2*pi/(Z*(Z-1)"2);
fi=0:dfi:2"pi+dfi;

% —————coordinates of nodes



xx(1)
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zz(N)=-1;
xx(2:Z+1)=sin(tet(2))*cos(fi(1:(Z-1)"2:2*(Z-1)"2));
XX(Z+2:Z+1+Z*(Z-1))=sin(tet(3))*cos(fi(1:(Z-1):Z*(Z-1)"2)-(Z-2)"2*dfi/2);
xX(Z+2+2*(Z-1):N/2)=sin(tet(4))*cos(fi(1:Z2*(Z-1)"2)-((Z-2)"2+(Z-2))*dfi/2);
XX(N/2+1:N/2+Z*(Z-1)"2)=sin(tet(5))*cos(fi(1:Z2*(Z-1)"2)-((Z-2)"2+(Z-2))*dfi/2);
XX(N/2+Z*(Z-1)"2+1:N-Z-1)=sin(tet(6))*cos(fi(1:(Z-1):Z2*(Z-1)"2)-(Z-2)"2*dfi/2);
xx(N-Z:N-1)=sin(tet(7))*cos(fi(1:(Z-1)2:Z*(Z-1)"2));
yy(2:Z+1)=sin(tet(2))*sin(fi(1:(Z-1)"2:Z*(Z-1)"2));
yY(Z+2:Z+1+Z*(Z-1))=sin(tet(3))*sin(fi(1:(Z-1):Z*(Z-1)"2)-(Z-2)"2*dfi/2);
yy(Z+2+2*(Z-1):N/2)=sin(tet(4))*sin(fi(1:2*(Z-1)"2)-((Z-2)"2+2Z-2)*dfi/2);
yY(N/2+1:N/2+Z*(Z-1)"2)=sin(tet(5))*sin(fi(1:Z2*(Z-1)"2)-((Z-2)"2+Z-2)*dfi/2);
yy(Nf2+Z*(Z-1 )*2+1:N-Z-1)=sin(tet(6))*sin(fi(1:(Z-1):Z2*(Z-1)"2)-(Z-2)"2*dfi/2);
yy(N-Z:N-1)=sin(tet(7))*sin(fi(1:(Z-1)"2:Z2*(Z-1)2));
zz(2:Z+1)=cos(tet(2));
z22(Z2+2:2+2+2*(Z-1)-1)=cos(tet(3));
zz(Z+2+2Z*(Z-1):N/2)=cos(tet(4));
2z(N/2+1:N/2+Z*(Z-1)"2)=cos(tet(5));
2z(N/2+Z2*(Z-1)"2+1:N-Z-1)=cos(tet(6));
zz(N-Z:N-1)=cos(tet(7));
V=[xx'yy’,zz'];
P1=[1:N];
% permutations if needed
Q1=0"Q;
Q¢ )=Q(P1,P1):
Q=Q1;
%—————————graphics bit
figure(1)
clf
hold on
plot3(xx,yy,zz,’or','markersize’ 4)
for j=1:N
text(V(P1(),1),V(P1()),2),V(P1(j),3),int2str(j),'FontSize’,10);
end
[1,J,dd]=find(Q);
S=0"Q;
for i=1:length(dd)
S(I().J()=1;
line([V(1(i),1),V(J(0), D]IV((),2), V(JI(i),2)],[V(I(i),3), V(J(i),3)])
end




for i=1:2*Z+2*Z*(Z-1)+Z*(Z-1)"2
S(I(i),J(0))=1;

end

for i=length(dd)-(2*Z+2*Z*(Z-1)+Z*(Z-1)"2):length(dd)
S(I(i),J(0)=1;

end

title([permutation ' num2str(P1)], fontsize’,8);

view(15,6), axis square

hold off
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