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PROLOGO

El presente trabajo de tesis, tiene como proposito generar
conocimiento escrito para las futuras generaciones de la Maestria en
Ingenieria Mecanica y campos afines, interesados en la modelacion
cinematica de los robots paralelos. Esta tesis forma parte de un
proyecto conjunto de la Universidad Nacional Auténoma de México,
DEPFI, Seccion Mecanica y el Instituto Tecnologico Superior de
Cajeme. La linea de investigacion sobre la cual se trabajo corresponde
a la cinematica y dinamica de los multicuerpos rigidos en el plano y en
el espacio, en esta linea de investigacion se modelan robots y
mecanismos utilizando el algebra de los numeros complejos y el
algebra de Quaterniones y el objetivo es probar la eficiencias de

dichas algebras en el modelado cinematico y dinamico.

Se estudia en esta tesis la cinematica de un robot paralelo planar tipo
RRR de tres grados de libertad, usando una rotacién definida en el

espacio vectorial de los numeros complejos.

Se construyen en forma sistematica las ecuaciones relativas a
posicionamiento, velocidad y aceleracion y se programan unicamente
las ecuaciones de posicionamiento del robot en el lenguaje VISUAL —
BASIC.

Se construye también, un prototipo a base de materiales ligeros con el

fin de probar los modelos cinematicos de posicionamiento del robot
paralelo.
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RESUMEN

En este trabajo de tesis se modela el problema cinematico de un robot paralelo
plano tipo RRR de 3 GDL. Para analizar y modelar las rotaciones del robot fue
usada el algebra de los numeros complejos parametrizada y sistematizada en el
espacio vectorial de las parejas ordenadas de numeros reales. Dos
configuraciones del robot fueron analizadas: 1) la no deformada y 2) la
deformada. Para ambas configuraciones se formularan los problemas cinematicos
directo e inverso. El nUumero de ecuaciones e incognitas para el caso del problema
inverso fue de 12 X 12 en los modelos de posicion, velocidad y aceleraciéon. Para
el caso del problema directo, los sistemas de ecuaciones e incognitas fueron de 10
X 10. Finalmente, las ecuaciones resultantes fueron programadas y simuladas en
el lenguaje de programacion VISUAL BASIC.

Palabras clave: Robots paralelos, nimeros complejos, rotaciones, cinematica.
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1.1 Objetivos. En este trabajo de tesis se pretende llegar a los siguientes objetivos:

e Generar las ecuaciones cinematicas de posicionamiento del robot paralelo

usando el algebra de los numeros complejos.

e Generar las ecuaciones cinematicas de velocidad a partir de una configuracion

llamada “deformada”.

e Generar las ecuaciones cinematicas de aceleracion a partir de la configuracion

“deformada”.

e Formular los problemas cinematicos directo e inverso en cada una de las
configuraciones analizadas.

e Programar el modelo de posicionamiento en el lenguaje VISUL BASIC.
.2  Generalidades de la historia de la robética

La necesidad de ahorrar tiempo, espacio y mano de obra y de aumentar los volimenes
de produccién, ha llevado al hombre a desarrollar tecnologia para producir maquinas
que ayuden a satisfacer las necesidades planteadas. Desde el inicio de la revolucion
industrial, en el siglo XVIII, las maquinas fabricadas eran rudimentarias debido a que la

tecnologia estaba en sus inicios.

En esos tiempos para obtener un producto, era necesario invertir mucho tiempo y
dinero y obviamente los productos obtenidos estaban al alcance solo de los que tenian
poder econdmico. Para vender mas y hacer llegar sus productos a un mercado mayor,

fue necesario reducir los precios y mejorar la calidad de sus productos, para lo cual se

1
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requirié que el industrial buscara la forma de reducir los costos de produccion. A raiz de
todo esto fue necesario impulsar todos los campos de la ciencia, en especial el campo
de la ingenieria mecanica para desarrollar mejores maquinas e inventar otras. Como
resultado de todo este proceso nace una maquina que su funcionamiento se basa en el
brazo del hombre y a esta maquina se le llamo robot [1]. En los ultimos 50 anos el
desarrollo tecnoloégico ha evolucionado en forma exponencial y el robot como resultado

de dicho desarrollo es ahora una maquina imprescindible en toda industria.

La palabra robot aparece por primera vez en el cuento Opilec, de Karel Capek en1917
[2], el mismo autor en octubre de 1922 en Nueva York vuelve a utilizar la palabra robot
en la obra de teatro RUR (Rossum’s Universal Robots) y cobra mayor publicidad. La
palabra robot viene de “robota” palabra checoeslovaca que significa trabajos forzados
[1,2]. A partir de ese tiempo, se han construido robots para peliculas (el R2D2 guerra de

las galaxias, Robocop, y otros), para exhibiciones, y sobretodo para la industria.

La historia verdadera de los robots empieza en 1954 cuando el ingeniero
norteamericano Geoge Devol, registro una patente llamada article transfer
(transferencia automatica de articulos). Esta patente condujo al primer robot industrial,

fabricado en1962 por la compania UNIMATION, Inc. La cual fue fundada en 1956.
.2.1 Definiciones, clasificacion y conceptos de robots industriales

A partir de la aparicion del robot industrial, se ha tratado de encontrar una definicion
adecuada, esto es:

1) Un robot industrial es una maquina programable de propdsito general que

posee ciertas caracteristicas antropomarficas [3] (ver figura I.1).

2) Un robot industrial es un manipulador multifuncional, reprogramable disefiado
para mover materiales, partes, herramientas, o dispositivos especiales a

través de movimientos programados para efectuar una variedad de tareas.

2
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3) El robot es una maquina especializada que puede ser concebida como un
“sistema mecanico programable”, el cual esta compuesto por subsistemas: 1)
un sistema mecanico compuesto de cuerpos rigidos o deformables
conectados por juntas de algun tipo, 2) un subsistema de censado, 3) un
subsistema de interfase electrénica, y 4) un subsistema de procesamiento de

informacion [4].

4) Un robot industrial es un manipulador automatico en posicion, polivalente,
reprogramable, capaz de posicionar y de orientar un material, una pieza, una
herramienta, o dispositivos especiales en curso de movimientos variables y

programables, para la ejecucion de varias tareas [5].

5) Un robot industrial es un manipulador reprogramable con funciones multiples
diseflado para mover materiales, partes, herramientas o dispositivos
especializados a traves de movimientos programados variables para el

desempefio de una gran diversidad de tareas [6].

La definicion 5) es la adoptada p or el Instituto Norteamericano de Robots (Robot

Institute of America) y es la que actualmente tiene mayor aceptacion.

Las palabras claves que distinguen a los robots de otras maquinas, son “manipulador’ y
“ reprogramable”.

El término manipular es el acto de sujetar un objeto y cambiar su posicién y

orientacion en el espacio. Muchos manipuladores son antropomorficos, es decir
parecen brazos humanos.

La palabra reprogramable es el acto de poder cambiar la programacion original del

robot para que ejecute otras clases de movimiento dentro del area de trabajo.
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QNTEEWCZ

BRAZO

CINTURA

Figura 1.1 Caracteristicas antropomorficas del robot.

1.3 Arquitectura de los robots

Las caracteristica antropomérfica mas comun es la del brazo mecanico. En general un
robot esta constituido por el manipulador, una interfase electrénica y el controlador

como se muestra en la figura 1.2.
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COMPONENTES DEL ROBOT

CONTROLADOR

TEACH COMPUTADORA
PENDANT ADICIONAL

Figura |.2 Partes que componen un robot.
1) El manipulador es el componente principal del robot y es una estructura mecanica

compuesta del cuerpo, brazo, muneca y el efector final o griper dichos elementos se

muestran e la figura |.3.

AMATROL]

JMER KU

A e

Gnipper

Muifieca ﬂ
-4

CUERPO

Figura |.3 Partes que componen el manipulador del robot.
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1.1) El cuerpo es la estructura mas robusta del robot la cual soporta el peso
total.

1.2) EIl brazo va unido al cuerpo, esta compuesto articulaciones (antebrazo y
brazo) y a él se une la muneca. Este puede tener movimientos lineales
que pueden ser horizontales o verticales, movimientos angulares por

articulacion y puede rotar.

1.3) La muneca es la parte terminal del brazo y en ella se inserta el “gripper” o
efector final su funcion es orientar y operar el efector final. Pueden tener
como maximo tres orientaciones (ver figura 1.4) y que corresponden cada

una a un grado de libertad estas son [3]:

¢ |Inclinacion horizontal o elevacion (Wrist Rotate) es la rotacion del
efector final sobre un eje horizontal en el extremo del brazo del robot y
perpendicular a su eje. Permite al efector final un movimiento giratorio
hacia arriba y hacia abajo.

e Inclinaciéon vertical o azimutal (Wrist Flex) es la rotacion sobre un
eje vertical perpendicular a su eje. Permite al efector final un
movimiento giratorio de lado a lado.

e Oscilacion o balanceo (Hand Rotate) es la rotacion sobre el eje

longitudinal de la mufeca.

7
A\ ¥
Hand "@“%’.’4‘3‘ ‘;

Rotate

T Wrist Flex

Figura |.4 Orientaciones de la mufieca.
6
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1.4) El efector final o gripper es un dispositivo que se une a la muneca para

efectuar una tarea especifica. Existen dos grandes categorias, estas son:

e Pinzas.- son disenadas para carga y descarga, transporte de materiales
y ensamble de piezas.

e Herramientas.- son utilizadas para tareas mas especificas y puede ser,
una pinza para soldar, una broca, un desarmador, una boquilla

aspersora, etc..

2. El controlador (computer module).- es el dispositivo que controla cada uno
de los movimientos del manipulador y guarda sus posiciones. Recibe y envia
sefiales a otras maquinas herramientas y almacena programas. Estas senales
van dirigidas a los motores de cada uno de los ejes del robot. Los componentes
del controlador son el teclado, monitor C.P.U.. También forma parte del
controlador, la caja de comandos (teach pendant) de entrada y salida que sirven
para ens enarle las posiciones al m anipulador del robot, y una computadora
adicional que se utiliza comunmente para mandar instrucciones al controlador y

para dar de alta programas de control.
1.4 Aplicaciones de la roboética

El campo de aplicacion de los robot es muy amplio, son utilizados en una diversidad de
aplicaciones, como en procesos de soldadura y ensamble en la industria automotriz, en
los procesos de carga y descarga en celdas de manufactura, en el manejo de material
radiactivo en | aboratorios, en | as plantas nucleares p ara | abores de ins peccion de
lugares peligrosos, en las salas de operaciones de hospitales, en los transbordadores
espaciales, en las escuelas, entre otras aplicaciones. Se puede decir que en cualquier
actividad donde se requieren ejecutarse trabajos repetitivos, donde se requiere

precision o incluso en las labores domésticas se utilizan los robots.
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En las figuras 1.5, 1.6, .7, 1.8 y |.9, se muestran algunas aplicaciones de robots.

Figura 1.5 soldadura de arco Figura 1.6 Carga y descarga a una celda de

manufactura

Figura 1.7 Proceso de ensamble de automoviles.
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Figura 1.9 Robot serial mavil utilizado en la limpieza de aeronaves.

I.5 Robots seriales, mecanismos y robot paralelos

1) Los robots seriales o de cadena abierta, consisten en un conjunto de

eslabones rigidos unidos por juntas con un extremo fijo en una base llamada tierra y el
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otro extremo esta libre y puede ser equipado con una herramienta para que efectué una

labor especifica. Se pueden clasificar en base a su configuracion en:

Configuracion angular o de brazo articulado (ver figura 1.10), tiene una
articulacion con movimiento rotacional y dos angulares. Tienen una semejanza
al brazo humano, estan compuestos de un torso, brazo, hombro, codo y muneca

y pueden tener 2, 3, 4, 5 y 6 grados de libertad.

OO0 s 1K

Figura 1.10 Robot configuracién angular o de brazo articulado.

Robot de junta horizontal.- este robot es mas conocido con el nombre de
SCARA (Selective Compliance Assembly Robot Arm), (ver figura [.11)
introducido a finales de los 70, como un robot ideal para tareas de ensamble, es
una variacion del robot articulado, tiene sus ejes arreglados verticalmente de tal

forma que las juntas se inclinan en una orientacion horizontal y estos pueden ser
de2,3y4g.d.l

10
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Figura .11 Robot de junta horizontal tipo SCARA

Configuracion polar o llamado también esférico.- (ver figura 1.12), este tipo de
robot tiene varias articulaciones. En lugar de codo tiene un cilindro neumatico o
hidraulico que provee una extension del brazo, mantiene siempre una inclinacion.
Puede realizar movimientos rotacionales, angulares y lineales. Es muy popular
en la industria automotriz ya que este robot puede elevar la pieza de trabajo a lo
largo de una trayectoria vertical mientras mantiene una orientacion, esto lo hace

con movimientos coordinados de los 3 ejes (hombro, extensién del brazo,
inclinacion de la muneca).

Figura .12 Robots de configuracion polar o esférico

11
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e Configuracion cilindrica.- este tipo de robot (ver figura 1.13), tiene un eje
reciprocante que provee dos grados de libertad. El complemento es un cilindro
neumatico o hidraulico. Tiene dos movimientos lineales y uno rotacional, ejecuta
sus movimientos por interpolacion lineal e interpolacion por articulacion. Este
robot genera una envoltura de trabajo en forma de cilindro, usualmente tienen
movimiento reciprocante en sus 3 GDL, como sus primos de configuracion polar.

Estos robots pueden tener hasta 8 GDL configuracion considerada como “rara”.

Figura 1.13 Robots de configuracién cilindrica.

Configuracion cartesiana.- el nombre de esta configuracion se debe a que es un robot
que trabaja en funcion de los ejes cartesianos (ver figura 1.14). Esta usualmente

montado en un portaequipajes o en el piso y se desplaza sobre los ejes x, y, z. Son
rigidos y pueden serde 2 o 3 GDL.

12
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Figura .14 Robots configuracién cartesiana.

2) Mecanismos para robots.- Definiciones:

Un mecanismo es una parte de una maquina formado por elementos ligados
para producir un movimiento definido.”

Un mecanismo es un medio para transmitir, controlar o limitar movimientos
relativos.’

Los pistones, la biela y la manivela de acuerdo con las definiciones descritas
anteriormente, son mecanismos asi como lo es un par de engranes o un robot.

Se puede decir que el mecanismo se concibe como un ensamble de eslabones

rigidos conectados unos con otros por medio de articulaciones que permitan un

movimiento relativo. Los mecanismos pueden ser : a) planares y b) espaciales.

Mecanismo planar.- un mecanismo planar es un conjunto de eslabones cuyo
movimiento esta restringido a un solo plano (ver figura 1.15).

13
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Figura 1.15 Mecanismo planar de 4 eslabones.

Mecanismo espacial.- es un mecanismo cuyos eslabones pueden moverse

en diferentes direcciones en el espacio (ver figura 1.16).

Q

Figura .16 Mecanismo espacial de 4 eslabones.

14
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Las cadenas cinematicas que conforman los mecanismos estan constituidos por

elementos llamados eslabones, el acoplamiento entre dos eslabones se realiza por

medio de articulaciones conocidas como pares cinematicos o llamadas tambien juntas.

Existen dos clases de pares: a) pares inferiores y pares superiores. Existe un par

inferior cuando un elemento se acopla a otro por medio de una accion evolvente y el

contacto se realiza entre superficies. El par superior es cuando tiene lugar el contacto a

lo largo de una linea o punto. Los pares cinematicos mas utilizados en robética son los

inferiores.

Los pares inferiores se pueden clasificar en seis tipos [8].

a)

b)

d)

Par de rotacion (R), el cual permite un giro alrededor de un eje y evita

traslaciones. Impone cinco restricciones, tres de rotacion y dos de traslacion.

Par prismatico (P), permite unicamente traslacion. A lo largo de una direccion.
Impone t ambién c inco r estricciones, ev ita t raslacion s obre d os dir ecciones y

rotacién respecto a tres ejes.

Par de tornillo (H), permite traslacion a lo largo de un eje y rotacion alrededor del
mismo eje, existiendo una relacion entre ellos. Por tanto impone también cinco

restricciones.

Par cilindrico (C), permite dos movimientos independientes, traslacion sobre un

eje y rotacion alrededor del mismo. Impone cuatro restricciones.

Par esferico (S), llamado también articulacion de bola, permite rotacion alrededor

de tres ejes no coplanares e impide movimientos de traslacion. Impone tres
restricciones.
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f) Par plano (E), permite traslacion a lo largo de dos direcciones independientes y
rotacion alrededor de un eje perpendicular al plano de esas direcciones. Impone
tres restricciones.

Q) Par esferico ranurado (SL), consiste en una esfera convexa o solida que,
idealmente, coincide de manera exacta con una cubierta esférica del mismo

radio. El perno y la ranura detienen la rotacion relativa sobre el eje vertical

En la figura 1.7 se muestran algunos pares cinematicos interiores.

Pares Espacial Plano Simbolo y g.d.l.
Rotacional Kg /@\ R f=1
Prismatico /@ % P f=1
Cilindrico %\ c f=2

Esférico

SL f=2
ranurado ;
Esférico p S f=3

Figura 1.17 Algunos pares rotacionales.
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3) Robots paralelos

Los robots paralelos son llamados también plataformas. Son mecanismos de cadena
cinematica cerrada, estan constituidos por dos o mas cadenas cinematicas
independientes unidas por un eslabon comun que tiene una forma geomeétrica definida y
es donde se acopla el efector final. Las cadenas estan formadas por eslabones y juntas
0 pares cinematicos como los ya mencionados en la seccion anterior. Estan constituidos
también por actuadores que pueden ser motores eléctricos a pasos, servomotores o
motores de corriente alterna, actuadores hidraulicos o neumaticos y estos van

colocados de acuerdo con el tipo de trayectoria que se quiere generar y a los grados de
libertad que tenga el robot.

1.6  Diferencia entre los robots seriales y robots paralelos

Existen algunas diferencias notables entre los robots seriales y paralelos algunas de

ellas son las siguientes:

a) Estructuralmente un robot serial es de cadena abierta, es decir esta formado por
dos o tres eslabones uno de los extremos fijado a tierra y el otro extremo esta
libre, mientras que el robot paralelo esta constituido por dos 0 mas cadenas
cinematicas en paralelo, cada cadena de manera similar que los seriales esta
fijada a tierra en un extremo y en el otro extremo se acopla cada cadena por
medio de una junta a un eslabon comun que puede ser de forma triangular,

cuadrada, circular etc [1,3,6].

b) La puesta en marcha de varias cadenas cinematicas animadas cada una por un
actuador, conduce generalmente a las siguientes ventajas con respecto a los
seriales [9]:

e Capacidad de carga elevada.
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o Posibilidades de movimiento de alta dinamica (elevadas aceleraciones).

e Posibilidad de posicionar el actuador directamente sobre la base fija a muy
proximo a esta.

e Elevada rigidez mecanica.

e Frecuencia limpia elevada, esto es poco error de repetibilidad ya que la
estructura no tiene las oscilaciones que tiene la estructura de un robot serial.

e Construccion de moédulos mecanicos de fabricacion simple y en serie, por la

presencia de mas componentes idénticos.

1.7. Definicion de robots paralelos

La investigacion dentro del campo de los robots paralelos tiene relativamente pocos
anos, la primera plataforma o robot paralelo construida en 1949 se le atribuye a Gough,
pero como existen diferencias notables entre estos y los robots seriales se ha buscado
adecuar una definicion. En esta seccion se dan dos definiciones que se apegan a lo que
es en si el robot :

e Los robots paralelos son mecanismos de cadena cerrada, constituido por un
organo terminal de n grados de libertad y de una base fija unida entre si por
cadenas cinematicas independientes, cada una de ellas cuenta a lo sumo de dos
segmentos articulados, la articulacion entre estos dos segmentos debera tener
un solo grado de libertad. EI movimiento de este mecanismo se efectua por n

actuadotes simples, uno por cada cadena [9].

e Se llamara robot paralelo, a un robot compuesto cuando menos de dos plataformas,
relacionados por mas de una cadena cinematica, cada cadena cinematica es una
estructura serie, el grupo de cadenas se conectan en paralelo y forman bucles en un

plano poligonal [10].
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1.8 Tipos de robots paralelos

Existen en la actualidad diversos tipos de robots paralelos que comercialmente se
localizan en el mercado como la plataforma Stewart, las plataformas Gough, los robots
Delta, Eclipse y otros que forman parte de los proyectos en desarrollo de las distintas
universidades y laboratorios en el mundo, aqui solo se mencionaran y describiran
algunos de ellos:

1.- Plataformas Stewart — Gough .- las estructuras de estas plataformas son conocidas
desde hace tiempo. Alrededor de 1800 el Matematico Cauchy estudio la rigidez de una
estructura llamada octaedro articulado. En el siglo pasado en 1949 Gough, us6 un
mecanismo similar para las pruebas de llantas. En 1965 esos mecanismos fueron
redescubiertos y usados ampliamente en simuladores de vuelo por un Ingeniero
llamado D. Stewart. Desde ese tiempo cualquier mecanismo paralelo similar son
conocidos como plataforma Stewart, aunque Gough descubrié este mecanismo antes
que Stewart.

a) Plataforma Gough.- el primer prototipo de esta arquitectura se atribuye a Gough
(1949) (ver figura 1.18) se utilizo para las pruebas de llantas. Cobro interés en los
afos 60 en los simuladores de vuelo. Es un robot de 6 GDL constituido por una
placa fija y una placa movil unidas por 6 segmentos. El extremo del segmento que
se une a la base lo hace por medio de una junta cardan y a la placa movil se une
por medio de rétula. Cada segmento tiene un actuador lineal que permite modificar

la longitud del segmento [13,14].
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Figura 1.18. Plataforma Gough.

b) Plataforma Stewart.- (ver figura 1.19a,b), propuesta por D. Stewart en 1965, como
un simulador de vuelo, es un manipulador de 6 G.D.L., donde el efector final es
adherido como una placa movible soportada por seis actuadores lineales en paralelo
[10]. La plataforma Stewart, como una clase especial de cadena cerrada, es un
mecanismo paralelo completo con seis grados de libertad controlados, consiste en dos
placas que estan conectadas por 6 piernas actuando en paralelo. Una de las placas
definida como placa movil, tiene 6 G.D.L. relativos con la otra placa que es la placa
base. Cada p ierna tiene e nun extremo u na junta e sféricay enelotrouna junta
universal, entre ambas juntas existe una junta prismatica que es utilizada para modificar
la longitud de la pierna [11]. Recientemente, esta clase de manipulador a atraido un
interés considerable debido a sus caracteristicas inherentes comparadas con los
manipuladores seriales que incluye: 1) alta capacidad de fuerza / torque, la carga es
distribuida a varios actuadores en paralelo; 2) alta rigidez estructural y 3) es afirmado
que su seguridad es mejor debido a que no acumula errores.'°
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# v\ tool-holding mcchunism

flexible coupling

cxtcnsible strut
siriat ih Ve l}h.»h-'ii.‘i'slls

Hexible coupling

——
s 1 Dbase

TERNI UKD groms

Figura I.19a. Plataforma Stewart basica.

Figura 1.19b Simulador de vuelo.

2.- R obots p aralelos H exapod.- Estos r obots p ertenecen a una n ueva f amilia de
dispositivos paralelos y todos estan basados en el disefio introducido por D. Stewart,
llamado plataforma Stewart. Son estructuras de cadena cinematica cerrada compuestas

de 6 piernas, una base y una plataforma de trabajo. La configuracion mas comun
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comprende 6 piernas las cuales son actudores lineales que pueden ser cilindros
hidraulicos, o en el caso de mecanismos positivos resortes cargados. La plataforma de

trabajo es movil y es capaz de moverse en 3 direcciones lineales y 3 direcciones
angulares.

Estos robots son plataformas Stewart modificadas para mejorar la precision del

actuador en los procesos de ensamble, maquinado, etc.. Algunos tipos de hexapod se
describen a continuacion:

e Hexapod tipo A, posicionador de 6 ejes.- (ver figura 1.20a,b) consiste en 6
cilindros hidraulicos que pueden expandirse y contraerse entre la base inferior y
la p!ataforma superior. Ambos extremos de los cilindros hidraulicos conectan a la
plataic nay a la base por medio de juntas universales. Originalmente fue usado
en o sistemas de posicionamiento de los simuladores de vuelo, pero ya esta

comercialmente disponible para varias aplicaciones que requieran seguridad y
exactitud.

Figura 1.20a Hexapod tipo A .
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Figura 1.20b Dimensiones de un Hexapod tipo A .

Hexapod tipo B.- son las “plataforma Gough-Stewart” basicas descritas en el
inciso 1.

Hexapod tipo C.- son nuevos disefios propuestos para eliminar el problema de 6
movimientos locales que existen en el disefio de la plataforma Stewart basica.
Estos disefios contintian la misma idea de una estructura de 6 piernas, solo que
algunos tienen juntas universales en los extremos de los cilindros para unirse a
la base y a la plataforma mdévil (ver figura 1.21), y otros tienen juntas de bola y
“socket” (ver figura 1.22). Los cilindros solo permiten una traslacion, pues su

seccion no es circular [15].
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Figura |.21a Robot Hexapod de juntas de bola en un centro de maquinado.

3.- Robot paralelo Eclipse.- (ver figuras 1.22a y 1.22b), es un prototipo de 6 grados de
libertad (GDL) que consiste en tres columnas verticales, cada una se desliza
independientemente en una guia circular. El movimiento de cada columna a lo largo de
la cama circular, es logrado por un servomotor, un piidon y un engrane de transmision.
Cada columna tiene un carro que se mueve verticalmente a lo largo de la trayectoria

lineal de la columna. El movimiento del carro es logrado por un servomotor y una
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transmisién de tronillo. Una longitud fijada es atacada por cada uno de los carros a
través de una junta pasador. La otra barra longitudinal esta adherida al eje de la
herramienta por medio de una junta de bola. Un eslabdn se une al carro por medio de
una junta pasador. El otro extremo del eslabon se fija a la placa que contiene el husillo
de la herramienta por medio de una junta de cuenca y bala. El robot Eclipse logra sus 6
G.D.L., usando los movimientos independientes de 3 juntas prismaticas circulares y 3
juntas prismaticas lineales. El usillo puede inclinarse de 0 a 90° y rotar 360° alrededor
de la pieza de trabajo. Puede lograr una velocidad maxima de trabajo de 1.2 m/min y
una maxima aceleracion de 0.1 G. Es una arquitectura viable para maquinado rapido.'?
La version comercial del eclipse (figura 1.20b), es una estacion de maquinado universal,

maximiza la produccion y la hace flexible gracias a las operaciones de maquinado
multipasos.

Figura .22a Prototipo robot paralelo Eclipse-RP. Figura 1.22b Version comercial.

4.- Robot paralelo tipo Delta.- Es un robot (ver figuras 1.23, 124 e 1.25) creado por el

Dr. Reymond Clavel, profesor del EPFL (Ecole Polytechnique Federale de Lausanne),
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construido usando el principio del paralelogramo, tiene 3 GDL de traslaciones y uno
rotacional. Tiene un eslabon de salida en orientacion fija con respecto a un eslabén de
entrada en cada cadena. El uso de los 3 paralelogramos restringe completamente la
orientacion de la plataforma movil que permanece solo con 3 GDL puramente
translacionales. Los eslabones de entrada de los 3 paralelogramos son montados en
palancas rotatorias por medio de juntas revolutas, estas juntas son impulsadas en dos
diferentes formas; con motores servo ac o dc, o con actuadores lineales. Una cuarta
pierna es usada para transmitir un movimiento rotatorio desde la base a un efector final

montado en la plataforma mavil[11].

El uso de los actuadores montados en la base y eslabones de baja masa, permiten a la
plataforma mavil lograr aceleraciones arriba de 50 G en ambientes experimentales de
12 G en aplicaciones industriales. Esto hace al robot Delta un perfecto candidato para
operaciones de levantar y depositar objetos ligeros de 10 gr. A 1 Kg, idealmente. El
espacio de trabajo es la interseccion de 3 circulos exactos y esta disponible para operar
en un cilindro de 1 m. de diametro y 0.2 m. de alto.

Figura 1.23 Robot Delta IRB 340 FlexPicKer de la Cia. ABB.
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Figura 1.24 Robot Delta C33, Figura 125 Robot Delta CE33.

Ambos de la compafiia SIG PacK Sistems.

5.- El ojo de Aguila.- es un manipulador paralelo esférico de 3 GDL, RRR desarrollado
para la maxima orientacion de una camara (ver figura 1.26), su arquitectura mecanica
permite operar a alta velocidad la figura 1.26, muestra la version original y esta version
fue modificada para mejorar su comportamiento y operar con mayor seguridad. Se
construyo en 1993.

Una version simplificada del ojo de aguila de 2 GDL (ver figura 1.27) ha sido
desarrollada y patentada recientemente, sus ventajas son su bajo costo, cinematica
inversa trivial, cinematica directa simplificada, amplio espacio de trabajo y analisis de
singularidad trivial. Otra interesante caracteristica es que la orientacion de la camara (la
plataforma movil) estda completamente especificada por un “azimut” y un angulo de
altitud, no hay torsion [19].

27



Introduccion

-
= NIl
T

‘:(\, £

Figura 1.26 El ojo de aguila (un mecanismo paralelo esferico).

Figura 1.27 Version modificada de 2 GDL del ojo de aguila.

6.- Robot Manta.- es un nuevo robot paralelo de 4 GDL muy rapido disefiado para el
manejo de materiales (ver figura 1.28). Los grados de libertad consisten en traslaciones
a lo largo de 3 ejes lineales independientes y una rotacion en uno de esos ejes. El
mecanismo esta constituido por 3 cadenas cinematicas principales montadas en carros,
cada cadena esta formada por dos componentes (el actuador y un brazo largo fijo). El
brazo central transmite un torque rotacional a una junta universal de 2GDL. Tiene 4
motores, 3 localizados en el centro del carro y uno localizado en la barra de rotacion.
Las principales ventajas de este son su alta rigidez por la estructura de multiples
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cadenas cinematicas que permite un diseno de baja masa. Lo caracteriza su
construccion mecanica simple. Asi, le es posible lograr altas velocidades y son factibles
altas aceleraciones. Sus aplicaciones son: manipulacion en almacenajes, cambio de
herramienta en las maquinas, y trabajos de carga y descarga [20]. Existe una version de
robot manta con dos cadenas cinematicas de 2 componentes y una cadena cinematica

de un solo componente (ver figura 1.29). En la figura 1.30 se observa el primer prototipo
del robot Manta.

‘I;":“--.‘; " ‘*H

Figura 1.28 Robot Manta de 3 cadenas dobles.  Figura 1.29 Robot Manta de 2 cadenas

dobles y una sencilla.

Figura 1.30 Primer prototipo del robot Manta construido por EPFL.

7.- Robot paralelo Handlex.- es una plataforma Stewart disefiada en la Universidad de

Ciencias Aplicadas FM Bochum, Alemania (ver figura 1.31). Es un robot compuesto de 3
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cadenas cinematicas y cada cadena formada por dos cilindros remotos eléctricos. Cada
cilindro cuenta con una junta rotacional unida a la plataforma movil y una junta de bola
unida a la plataforma fija. Es un prototipo experimental creado durante un proyecto de
investigacion interno en julio del 2000, con componentes de bajo costo los cuales son; 6
motores trifasicos con freno electromagnético montado uno en cada cilindro, 6 cilindros
remotos eléctricos, cambiadores de frecuencia y una computadora. El principal objetivo

fue resolver el problema de control de una estructura de 6 brazos [21].

Figura .31 Robot paralelo Handlex.

8.- Otros robot paralelo.- gracias a las investigaciones en este campo se han
desarrollado una gran diversidad de robots paralelos con fines comunes y fines
especificos, en las diferentes universidades y laboratorios de las grandes companias

del mundo. Dentro de estos robots se pueden mencionar los siguientes:

e EIl robot paralelo Orthoglide.- el cual es basado en la plataforma Stewart,
formado de 3 cadenas cinematicas dobles como se observa en la figura 1.32.

Se puede adaptar para trabajos de taladrado o para operaciones de manejo de

materiales [22].
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Figura .32 Robot paralelo Orthoglide.

Robot paralelo ParaDex (Parallel Dexterous).- es una nueva arquitectura de 6
GDL (ver figura 1.33), que ofrece una habilidad sin precedentes en la
interaccion con su medio ambiente. Esta arquitectura es completamente
adaptable y permite manejar grandes cargas. Los prototipos normales su
capacidad fluctia entre 5 y 75 Ib. Originalmente fue desarrollado para
operaciones quirurgicas y esto fue mediante un esfuerzo conjunto entre CRADA
(Cooperative Research and Development Agreement), MDS (Micro Dexterity

Sistems) y Sandias Intelligent Systems and Robotics Center [23].

[ s EH
Figura 1.33 Robot paralelo ParaDex.
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e Robot paralelo Servo-Pneumatic Multi-Axes test facility.- este mecanismo
es un prototipo de un robot paralelo manejado por 6 actuadores servo
neumaticos y usado como un facilitador de pruebas multiejes, desarrollado y
construido en el Laboratorio de Ingenieria de Control y Sistemas Dinamicos de
la Universidad de Kassel, Alemania, para pruebas dinamicas de componentes
criticos de mecanismos y sistemas mecatronicos bajo movimientos transitorios

espaciales deseados (ver figura 1.34) [24].

Figura 1.34 Robot paralelo Servo-Pneumatic Multi-Axes, desarrollado, construido, simulado y

controlado en Laboratory of Control Engimeering and Sistems Dynamics, University of Kassel.

Robots paralelos planar de 3 GDL.- estos robots (ver figura 1.35), estan constituidos
por 3 cadenas cinematicas y cada cadena esta compuesta de 2 eslabones y 3 juntas.
Las cadenas se unen a tierra por una junta, una segunda junta es para efectuar la union
entre los eslabones y una tercera junta es utilizada para unir a las cadenas a un
eslabén comun llamado plataforma mévil que es donde se coloca el efector final. La
arquitectura de estos robots planares esta en funcion de las juntas utilizadas para su

construccion. R significa una junta rotacional, P es una junta prismatica [¢].
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Figura 1.35 Diferentes arquitecturas de robots paralelos planares de 3 GDL.

Como un ejemplo de esta clase de robot, se tiene el robot paralelo planar tipo
RRR de 3 GDL, (ver figuras 1.36,37), construido para probar los modelos
matematicos de desplazamiento, desarrollado en esta tesis cuya arquitectura
esta compuesta de 3 cadenas cinematicas de 2 eslabones y 3 juntas rotacionales
cada una, por medio de estas juntas se unen a la base y a una plataforma movil
de forma triangular donde se coloca el efector final.

Figura 1.36 Vista Superior Robot RRR. Figura |.37 Vista lateral Robot RRR.
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.9  Aplicaciones de los robots paralelos

Los robots paralelos son aplicados en multiples tareas dentro de la industria, en las
operaciones de carga y descarga de materiales, envasado, procesos de soldadura,
manipulacion de materiales, procesos de maquinado como el taladrado, torneado; en
medicina se utiliza en las salas de operaciones quirurgicas; en fotografia; en la industria

automotriz en las operaciones de pruebas de llantas, simuladores de viajes, pintura por

aspersion; en la aeronautica como simuladores de vuelo; entre otras aplicaciones. En

las figuras 1.38, 1.39, 1.40, 1.41, 1.42, 1.43, 1.44, 1.45, .46, se pueden observar algunas de

las aplicaciones de los paralelos:

Figura 1.39 Proceso de maquinado de alta velocidad de un robot eclipse.
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Figura .41 Hexapod simulador de manejo.

Figura 1.42 Robots Hitachi Seiki's Delta para operaciones de pick-and-place (levantar y colocar) y

taladrado.
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Figura 1.43 Robot Delta Utilizado en el Laboratorio de operaciones quirtrgicas Universidad

Humbolt de Berlin, Alemania.

Figura 1.45 Plataforma Stewart simulador de vuelo.
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Figura 1.46 Simulador de movimiento.

.10 El problema cinematico directo e inverso

Un manipulador o un robot se puede modelar como una o mas cadenas cinematicas
articuladas formada o formadas por eslabones y juntas y accionadas por actuadores.
Un extremo de la cadena se une a una base soporte mientras que el otro extremo esta
libre acoplandose a este la muieca que contiene al efector final como seria el caso de
los robots de cadena abierta o, en el caso de los robots paralelos en lugar de estar libre
este extremo s e acopla por mediod e unajunta a una p lataforma movily aes ta
plataforma se acopla el efector final. En las aplicaciones de los robots el interés general
es la descripcion espacial del efector final del manipulador respecto a un sistema de

coordenadas de referencia fijo [26].

La cinematica del o los brazos del robot trata con el estudio de la geometria del
movimiento sin considerar las fuerzas o momentos de fuerza que originan dicho
movimiento, es decir, trata con la descripcion analitica del desplazamiento espacial del
robot como funcion del tiempo y de forma particular, trata de las relaciones entre las
variables espaciales de tipo articulacion y la posicion y orientacion del efector final del
robot. Dos problemas de interés tedrico y practico se plantean en la cinematica del
robot, estos son [1,26,27]:
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1) El problema cinematico directo.- Dados el vector, los angulos de las
articulaciones y los parametros geometricos de los elementos, encontrar la
posicion y orientacion del efector final con respecto a un sistema de coordenadas

de referencia fijo.

2) El problema cinematico inverso.- Dada una posicion y orientacion deseada
del efector final del manipulador respecto a un sistema de coordenadas fijo,
encontrar los angulos de las articulaciones y los parametros geometricos de cada
elemento. En este caso, el manipulador para alcanzar la posicion y orientacion del

efector final que se desea, con diferentes configuraciones del manipulador.

Se tiene por ejemplo en el caso de los robots cilindrico, esférico o polar (ver
figuras 1.47 a,b), los problemas directo e inverso se puede plantear de la manera

siguiente:p z
Problema directo | Problema inverso

x =H cos ® H=vVx+y?

A 4

___________________ y=Hsen ® o =tan™ (y/x)

z=7 Z=2z
Figura 1.47a Configuracion cilindrica
y  Problema directo | Problema inverso

L s v a2

x= LcosBcos® X" FYFZ

y=LcosB@sen®| ®=tan™ (y/x)

e

z=L cos® B =tan” (z/ Vx*+y?)

Figura 1.47b Configuracion esférica o polar
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.11 El problema modelado en la tesis
El problema por analizar en este trabajo tesis se describe a continuacion:

“Se requiere modelar el comportamiento mecanico (cinematico) de un robot paralelo

planar tipo RRR de tres grados de libertad, usando el algebra de numeros complejos”.
Las restricciones del problema son:

1

) Analisis cinematico sin incluir trayectoria.
2) Eslabones rigidos.
)

3

4) Plataforma triangular equilatero.

Juntas de conexion: rotacionales.

5) Programar el modelo cinematico de posicion.

El robot por analizar en esta tesis se muestra en la figura 1.48:

Figura 1.48 Robot paralelo planar de 3GDL tipo RRR.
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Este trabajo se divide en cuatro capitulos y dos apéndices los cuales se resumen a

continuacion:

En el primer capitulo se modela la cinematica de posicionamiento del robot paralelo
planar de 3 GDL tipo RRR, se presenta la arquitectura del robot motivo de estudio. Se
construyen las ecuaciones de posicion usando el algebra de los numeros complejos
(ver apendice A). Dos tipos de configuraciones son modeladas: 1) la no deformada o
también llamada “configuracion de referencia” y 2) la configuracion “deformada”. Para
ambas posiciones del robot se formulan dos problemas: 1) el directo y 2) el inverso.
Finalmente, los resultados obtenidos seran aplicados en capitulo 2 de esta tesis para

construir los modelos cinematicos de velocidad.

En el capitulo 2 son construidas las ecuaciones de velocidad derivadas de las
ecuaciones de posicion descritas en el capitulo 1, relacionadas con el punto pot € PL
y su variacion angular dada por el complejo V' e 2. Para ello, se consideran funciones
del tipo r:J — W?donde J e [0, + = ) es un intervalo de tiempo. Son formulados los

problemas cinematicos directo e inverso relacionados con la configuracion deformada

del robot paralelo.

En el capitulo 3 son construidas las ecuaciones de aceleracion asociadas con el robot
motivo de estudio. Algunas ecuaciones de velocidad descritas en el capitulo anterior
seran utilizadas para generar las ecuaciones de aceleracion del punto Pot € PL y la
aceleracion angular de la plataforma PL. Son planteados los problemas directo e

inverso de aceleracion relacionados con la configuracion deformada del robot paralelo.

En el capitulo 4 se programan las ecuaciones resultantes en el lenguaje de
programacion VISUAL BASIC.

Finalmente al término de este trabajo, se establecen las conclusiones y se muestran 2
apendices, el primero corresponde con el marco teorico utilizado en la presente tesis y

el segundo contiene informacion relativa con un prototipo construido para probar los
modelos obtenidos.
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Capitulo 1
Modelos cinematicos de posicionamiento

Introduccion. En este capitulo se presenta la arquitectura del robot
paralelo motivo de estudio. Son construidas las ecuaciones de posicién
usando el algebra de los numeros complejos (ver apéndice A). Dos tipos de
configuraciones son modeladas: 1) la no deformada o también llamada
“configuracion de referencia” y 2) la configuracion “deformada”. Para ambas
posiciones del robot se formulan dos problemas: 1) el directo y 2) el inverso.
Finalmente, los resultados obtenidos seran aplicados en capitulo 2 de este

informe para construir los modelos cinematicos de velocidad.
1.1 Arquitectura del robot paralelo.
El multicuerpo motivo de estudio en este informe consta de seis eslabones

rigidos llamados E;, E; Ej; Es, Esy Es asi como de una plataforma

triangular como se muestra en la figura 1.1. [30,32]

Los eslabones estan conectados entre si con la plataforma y la tierra (T) del
sistema por medio de juntas rotacionales denominadas Ji, Jo, J3, Ja, Js, Je,

J7, Js ¥ Jo, s€gUN se muestra en la figura 1.1.
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Figura 1.1 Arquitectura del robot paralelo

El punto Py € P. mostrado en la figura anterior, denota el “punto terminal del

robot”, el cual esta obligado a describir una trayectoria T sobre el plano (x,y).

Por otro lado, sobre las juntas J;, J4 y J7 se localizan actuadores o motores

M, M2 y M3, los cuales moveran al robot paralelo motivo de estudio [30,32].
1.2 Representacion formal del robot.

Considere que el robot mostrado en la figura 1.1 esta fijo en el tiempo,

entonces la siguiente union representa el multicuerpo motivo de estudio:

ROZTUE1UEzUE3UE4UE5UE5UPL (11)
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Por otro lado, las juntas rotacionales que articulan los eslabones del robot

pueden ser representadas por intersecciones, esto es:

1) J1=TﬂE1 : J2=E10E2; J3=E20PL (12)
2) J4=TﬂE3 A J5=E30E4" JE:E&{.OPL
3) J?=TQE5 i ngEsﬂEG; Jg:EsﬂPL

Cabe senalar que los motores My, M, y M5 estan empotrados con la tierra (T)
del sistema y acoplados sobre las juntas Ji, J4 y J7 con los eslabones  Ej,

E3 y Es como se muestra en la figura 1.1.

El robot Ry esta formado por cadenas cinematicas independientes. Sean
CC;, CC, y CCj5 los conjuntos siguientes:

1) CCy={T, E4, E3, P} (1.3)
2) CC; ={T, Ej, E4, P/}
3) CC3 = (T, Es, Es, P}

El robot Ry se puede representar por medio de sus cadenas cinematicas,
esto es:

Ro= CC;yU CC,; U CCs (1.4)

Por otro lado, las relaciones comunes entre las cadenas que componen el
robot motivo de estudio son:

1) PL s CC1 M CC2 N CC3 (1 5)
2) T =CC{NCC,NCC;

Es importante senalar que cada cadena tiene sus elementos de conexion y
actuacion; es decir:

a) CCYy ={T, Eq, Ep, P, J1, Ja, Js, My} (1.6)
b) CC'2 = (T, E3, E4, PL, Ja, Js, Js, M2}
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c) CC'3={T, Es, Es, PL, J7, Js, Jo, M3}

Para finalizar esta seccion se clasifican los eslabones de la manera

siguiente:
1) Conductores : E;, E3yEs
2) Conducidos : Ej Es4 EsgyPL.

Los eslabones conductores son movidos por los actuadores M 1, M 2 y M 3,
en tanto los conducidos, se mueven por induccion de los conductores
[30,32].

1.3 Definiciéon de vectores sobre la configuracion de referencia.

En esta seccion se definen algunos conceptos importantes relacionados con
el analisis cinematico en la configuracion de referencia asociada con el robot
Ro motivo de estudio. Posteriormente, se definiran vectores de posicidn
sobre el sistema articulado, los cuales seran utilizados para determinar las
coordenadas del punto Py € Py la orientacion de la plataforma P. medidas

desde el origen de coordenadas (x,y) mostrado en la figura 1.1.

Para poder analizar los movimientos del robot, es necesario construir los
modelos cinematicos asociados de tal forma que sea posible determinar, la
posicion, velocidad y aceleraciéon del punto P, € P sobre la trayectoria T en

cualquier instante de tiempo.

El modelo de posicion es objeto de estudio en este capitulo. Dos
configuraciones relacionadas con el robot deben ser analizadas: 1) la de
referencia y 2) la d eformada. En cada u na de es tas configuraciones se
formularan dos tipos de problemas:

1) El directo y

2) el inverso.
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Considerando ahora que se desea encontrar el modelo de posicion, el cual
permitira determinar las coordenadas del punto Py € Py |a orientacién de la
plataforma P_ medidas desde el sistema inercial fijo (x.y) mostrado en la
figura 1.2. La configuracion que adopta el multicuerpo en dicha figura. es

conocida como “configuracion de referencia” o “‘no deformada’ [30,32].

Para encontrar o mas bien dicho, para construir el modelo de posicion
asociado con la configuracion no deformada, es necesario generar
ecuaciones de posicion y orientacion. Para ello, se definen vectores de

posicion sobre los eslabones del robot y sobre la tierra del sistema (T) segun

se muestra en la figura 1.2.

Figura 1.2 Vectores de posicion en la configuracion no deformada
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Obsérvese en la figura anterior que, al fijar el robot en el tiempo, los vectores
de posicion asociados con los eslabones se pueden representar de la
manera siguiente:

1) Loy =(2)=(1) : Ls2 =(3)-(2) (1.7)
2) Lsa =(5)—(4) : Les =(6)—(5)
3) Ls7 =(8)—(7) : Los =(9)—(8)

4) Loots = (Por) = (3).

Por otro lado, los vectores de posicion que relacionan el origen de
coordenadas y los puntos de interés definidos sobre la arquitectura del robot

se definen de la manera siguiente:

1) r0=(3)-(0) re,0 = (6) — (0); fo0 =(9)—(0) (1.8)
2)  no=(1)-(0; fao = (4)—(0); 170 =(7) - (0)
3)  Ipoto = (Por) = (0)

Es importante sefalar que la definicion de los vectores realizada
anteriormente no es Unica, pues como se vera mas adelante, sera necesario
definir otros vectores entre los puntos de interés para plantear el problema
cinematico directo.

1.4 Ecuaciones de posicion en la configuracion “no deformada” y

formulacion del problema inverso.

En esta seccion se construiran las ecuaciones que gobiernan el problema
cinematico inverso asociado con el robot motivo de estudio. Dicho problema
esta relacionado con la configuracion no deformada del multicuerpo

mostrada en la figura 1.2. Para ello considere la siguiente proposicion:

“Si el eslabon P (Plataforma) tiene asociada cualesquier forma triangular,

entonces se satisfacen las relaciones siguientes:
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1) 0= (Mox . r3.0.y)= (Xpot.0 = lpot3€0OS O pot , Ypoto — Ipol.3 sen 0 o) (1.9)
2) 6.0 = (r30x * |36 COS (0 pot - Ppot) » T30y +1365€N (O pot = Ppot) )

3) oo =(rsox* l39€0S (0 pot + Bpot) . F30y *l395€n (0 por + Ppot) )"

Aqui l3s v l3g € MW" son las longitudes asociadas con las aristas del triangulo
Y Bpot € R es un angulo arbitrario que define la apertura de los vértices del

triangulo.

La proposicion anteriormente definida se puede interpretar de la manera

siguiente:

1) Conocidas las coordenadas del punto Por € P_ (punto que
caracteriza el centroide de un triangulo) y la orientacion de la
plataforma, se pueden encontrar las coordenadas de los puntos de
cada veértice que forma el triangulo usando las expresiones (1.9). Por

otro lado, el caso inverso también se satisface, esto es:

2) C onocidas las coordenadas de los puntos de los vértices del triangulo
asociado con la plataforma P, es posible, mediante las ecuaciones
(1.9), encontrar las coordenadas del punto Por € P (centroide) y la

orientacion de la plataforma.

En este trabajo se utilizara la segunda parte de la proposicion antes

mencionada.

El problema ahora consiste en determinar las coordenadas de los puntos (3),
(6) y (9) asociados con los vértices del triangulo del eslabon P, medidos
desde el punto “0” localizado en el origen de las coordenadas (x,y). Dichas

coordenadas se encuentran a través de las expresiones siguientes:

1) rfo=no*+Llai+Llaz (1.10)
2) 60 =la0 * Lsa + Lo
3) feo=Tr70 +Ls7 + Los
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De acuerdo a la figura 1.2, las coordenadas del punto Por € P se pueden

localizar desde “0" por cualquiera de las siguientes ecuaciones de posicion:

1) Tooto =10 + Loq + L3z + Lpota (1.11)
2) fpoto = fao + Lsa+ Les + Loots
3) fpoto =70 *+ Le7 + Los + Looro

Aqui, Losts = (pot) — (6) y Lpota = (pot) — (9) son vectores de posicion
definidos de los puntos (6) y (9) asociados a los vértices, el punto Por € P

localizado en el centroide de la plataforma P..

Por otro lado, es importante mencionar que las expresiones (1.10) no
proporcionan informacion relativa a las posiciones angulares de los
eslabones fijos en la configuracion no deformada. Para ello, es necesario
definir sistemas ortonormales moviles sobre los eslabones, los cuales
pueden caracterizar el movimiento angular del multicuerpo en estudio.
Dichos sistemas locales estan relacionados con una base inercial fija

localizada en el origen de coordenadas segun se muestra en la figura 1.3.
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Figura 1.3 Sistemas locales sobre los eslabones

Las bases locales e/ = { e/, &) }. &= { e/, &

il

I m _ i i N =
e ={er,e2}, 8 ={

eV e e'={e’ &"ly ¢'={e" "} estan montadas y fijas sobre

los eslabones y las direcciones de los componentes e{, e/, e/ eV &',
e e R? estan definidos en las direcciones de los vectores Ly, Lao, Lsa,
Les, Ls7 Log € W? segun se muestra en la figura 1.3. Por tanto, dichos

vectores se pueden representar de la manera siguiente:

1) Loi1=1lqe 911 , Lsa=l3pe §1hr (1.12)
2) Lsa=lsaeei” ; Les=lgseer”
3) Le7=lg7e e’ : Log=logees”
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Aqui, lo1, 132, lsa, lss, lg7, lgg € M~ son las dimensiones de los eslabones
medidas de junta a junta. Por otro lado el vector Lyos € N’ se representa en

la siguiente forma:

Loot:3 = lpota ® .e_1\m (1.13)

Las expresiones (1.10) se pueden escribir en términos de las bases locales,

esto es:
= / /
1) f30=T10 *+lhieel + lzee (1.14)
2) 60 =rlao+lsaee/ +lsse e
3) foo =70+ lg7e €1 +loge e’

El vector rpoto € W2, también se puede escribir en términos de las bases

locales usando las expresiones (1.13) y (1.14.1) de la manera siguiente:

= ! i Vit
Tooto = Fo+tlo1e€1+lzoee’  +lpotz o€ 4 (1.15)

1.4.1 Representacion de las rotaciones en la base

inercial fija.

Para poder definir las posiciones angulares que componen el robot motivo
de estudio relativos al origen de coordenadas, es necesario caracterizar las
rotaciones de la base inercial g = { e;, €, } sobre cada una de las bases

locales montadas sobre los eslabones. Para ello, se utilizara la funcién [31]

1 i
p(p.q) = " °ep*q ; p e ®? fijo. (1.16)

la cual, segun el apéndice A, resulta ser una rotacion en el plano. Aqui, p

N? es un numero complejo de norma unitaria; es decir, si p = {po, p1},
entonces,
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1) p=p+ pi° =1 (1.17)

Observe que al utilizar la expresion (1.17) sobre la ecuacion (1.16) la
transformacién lineal p: W? X W? — R* se puede escribirde la manera

siguiente:

P(p.a) =p*q (1.18)

Es importante sefalar que la operacion * : W X %* - R es la operacion
usual multiplicativa definida en los numeros complejos y, sus propiedades,

son demostradas en el apéndice A de este informe.

Las rotaciones de la base inercial g = { &1, &> } sobre las bases moviles se

pueden representar por medio de la ecuacion (1.18), esto es:

1) e’ =p(p, &) =p*e (1.19)
2) el =p(q.e)=q*e

3) el = p(r, &) =r * e

4) e =p(s, e1)=s* g

5) e’ =p(t, &) =t+e

6) e = p(u, 1) = u * &

7) e = p(v, &) = v * g

Aqui, p,q, r s, tu ve %2, son numeros complejos de norma unitaria, los
cuales caracterizan la posicién angular de los eslabones que componen el

robot motivo Ide estudio.

Las expresiones (1.14) se pueden escribir en términos de la base inercial fija
de la manera siguiente:

1) I30=rio+re{pxe}+lz20{q=*e} (1.20)
2) l60=rao+ lsae{r*xe}+lgse{s * e}
3) Too=Tr70+ lg7e {t x €1} +lgge {U* e}
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También el vector ryo0 € 02 se puede representar en téerminos de la base

inercial fija; esto es:

foto = Mot lare{p*ei}+lz20{q*e}+ ooz e {v*e} (1.21)

Por otro lado, las normas unitarias asociadas con los complejos p, q, 1, s, t,

u, v e %2 son las siguientes [30,31,32,33]:

1) p={po.p} i [p] =po*+pit=1 (1.22)
2) a={a.a} ;i o =a’+a’=1

3) r={ro, 1} I = re?+ =1

4) s={so, 50 ls| = so®+ s42 =1

5) t=ftotd | =tP+td=1

6) u={ug, uy} ; led| = uo®+ us® =1

7) v={v,Vvi} M = vo+ vi® =1

Finalmente, las relaciones geométricas entre los componentes de las
rotaciones y los niumeros complejos se definen, segun el apéndice A, de
la manera siguiente:

1) pp=cos 6y ; py;==xsenoy (1.23)
2) Qo=cosb; ; Qq=tsenb,
3) fh=cos 03 ; ri=+senoj
4) Sp=cos 04 ; Sy =+ sen Oy
5) tp=cos 05 ti =+sen 05
6) Ug =cos g ; u; =+ sen g
7) Vp =Ccos 07 vy =t sen 6y
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Aqui, 01, 02, B3, 04, 05, 0g, B7 = N, son los desplazamientos angulares que
definen la posicién de los eslabones que componen el robot en la
configuracion no deformada como se muestra en la figura 1.4. Los
componentes es, e5’ ed” e, &3’ es”. es” = W representan los ejes

de rotacion de cada eslabon,

Note que e x e = es.

0

Figura 1.4 Desplazamientos angulares en la configuracion no deformada.

1.4.2 Formulacion del problema cinematico inverso en |la
configuracion no deformada.

En esta seccion es formulado un problema de fundamental importancia en la

cinematica de multicuerpos rigidos; “el problema inverso’. Dicho problema
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esta asociado con la configuracion no deformada del robot motivo de estudio
mostrado en la figura 1.2.

Formulacion:

“Dados, r30 € W2 o0 € W, Tog € W2, [y € W2, rso € W2 170 € W2, a1, lao,

ls.4, los, ls7, los € W', encuentre: p={po , P1}, 9= {qo, Q1}, r = {ro, r1}, = {So .

si}, t={to, ts}, u ={uo, us}; tal que las expresiones(1.20) sean satisfechas v,

1) Po’ + P = 1 ; o’ +Qi° =1
2) ro>+ r? =1 ; So’+ 817 = 1
3) to” + 1% = 1 : U’ + u?=1"

El problema de la cinematica inversa relacionado con la configuracion no
deformada del robot paralelo motivo de estudio es solucionado resolviendo
un sistema de 12 ecuaciones algebraicas no lineales y 12 incognitas del tipo
polinomial [30,31,32,33].

Para finalizar esta seccion es importante hacer notar que el hecho de
conocer las coordenadas de los puntos (3), (6) y (9) a través de los vectores
de posicion 3o, reo, feo € R es porque se supone que las relaciones (1.9)
han sido satisfechas. Note que dados rso, e.0, feo € R? se conocen oot0 €

R 07 € R, este ultimo desplazamiento angular esta relacionado a la

posicion angular de la plataforma Py.

1.5 Analisis del problema cinematico directo.

En esta seccion se estudiaran las ecuaciones de posicion que gobiernan el
problema cinematico directo asociado con la configuracion no deformada del

multicuerpo en estudio. Dicho problema se puede plantear en términos
generales de la manera siguiente:
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“Conocidos los desplazamientos angulares de los eslabones conductores
(E4, Es, Es), encontrar las posiciones angulares de los eslabones conducidos
(Ez, E4, Eg, PL) y las coordenadas del punto Py e P".

Para caracterizar las ecuaciones de posicion que permitan formular el
problema cinematico directo, es necesario definir nuevos vectores de
posicion, en este caso, sobre la plataforma P., para posteriormente.

establecer el sistema de ecuaciones [30,31,32,33].

Considere que la nueva caracterizacion de vectores de posicion sobre el

sistema articulado motivo de estudio es la mostrada en la figura 1.5.

Figura 1.5 Definicion de vectores para el problema cinematico directo
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Note en la figura 1.5, que los vectores L3 € "2 yLsg e %2 estan definidos
sobre la plataforma P.. Porotro lado, e s posible realizar el a nalisis del
problema directo en cualesquiera de los tres puntos asociados con los
vertices del triangulo. En esta ocasion se ha elegido al punto (3) mostrado en
la figura 1.5.

La posicion del punto (3) medida desde el origen "0" se puede encontrar de
las tres formas siguientes:

1) f30=ro+ Lo+ L3 (1.24)
2) f30=rao+Lsa+ Les+ Las
3) r3o=rro+Ls7+ Los + Lso

Cada expresion de la ecuacion (1.24) representa el modelo de una cadena
cinematica que compone al robot en estudio. Es necesario encontrar una
relacion entre dichas cadenas para encontrar las ecuaciones que gobiernan

al problema cinematico directo. Para ello considere la siguiente proposicion:

“Sea CCi una cadena del robot paralelo asociada con cualquier punto de
analisis para el problema directo, entonces se pueden relacionar dicha
cadena con las restantes mediante ecuaciones de lazo, una por cada par de
cadenas.”

De acuerdo con la figura 1.5, el punto (3) esta asociado con la cadena CC;,
por tanto, las relaciones entre dicha cadena y las restantes estan dadas por

las siguientes ecuaciones de |lazo:

1) fio+ Lo+ Lao =i+ Lsa+ Lest Lae (1.25)

2) rio+Llai+Lss =r70+ks7 + Log+ Lo
Note que las expresiones (1.25) relacionan a CC; con CC, y CC; con CCs.
Por otro lado, las ecuaciones (1.25) se pueden escribir de la manera

siguiente:
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1) Lo+ Loy +La2 - [Lo* Lsa+ Les+ Lag] =0 (1.26)
2) fo+ Loy +La2 - [f70+ Le7+ Log+ L3g] =0
Para poder expresar las ecuaciones (1.26) en términos de las bases locales.

es necesario definir nuevos sistemas de referencia; esto es:

1) giWH = {g1VJW . EZVHI} (1 2?)

2) gjfx - e1f)<, 921)(}

Dichos sistemas locales se muestran en la figura 1.6.

Figura 1.6 Definicion de nuevos sistemas de referencia locales.

Por tanto, los vectores de posicidn Lss € %2y Lao = R? asociados con las
aristas de la plataforma pueden ser descritos en términos de las bases
locales, esto es:

1) Lis=leeer"” (1.28)

2) Lsg=lsge e
Aqui, Iz € W'y l39 € N son las longitudes principales de las aristas.

Al utilizar las expresiones (1.12) y (1.28), las ecuaciones (1.26) se pueden
escribir en términos de las bases locales de la manera siguiente:

! /
1) ot lhieel/ +h2e e — [0+ lsae el +losee  +lhsee" =0 (1 29)
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/ v/ Xy —
2) rotlaree/+zoee —[rro+lgrees’ +loge e’ +l300ei"1=0

Por otro lado, las rotaciones de la base inercial fija gje W?, sobre las bases
moviles g € Wy g e NR? son representadas por los complejos unitarios w,
x € W de la siguiente manera:
1) e=pw e)=we (1.30)
2) e =px &) =xx*eg

las relaciones entre los complejos w, x € W y las componentes de las

rotaciones son:

1) W ={Wo, Wi} ; W e R ,  Wp = Cos 0g (1.31)
wieR ; wi=tsenOgees

2)  x={Xo, X1} ; XoeWN ; Xo=C0S Og
Xx1eR ; X;=+senOgees”

De acuerdo con las expresiones (1.19) y (1.30) las ecuaciones (1.29) se

pueden representar en términos de la base canonica; esto es:

1) o+ bie{p*xe }+hoe{q*es}— (1.32)
[rap + lsae{rxe}+lgse{sxe}+ lzge{w*e;}]=0
2) fio + ie{p*ei}+lzpe{q*es}-

fr70 + lgze{t*ei}+loge{u*xe;}+lsge{x*xe1}]=0

Una vez conétruidas las expresiones (1.32), es posible plantear el problema

cinematico directo.
151 Primera formulacion del problema cinematico directo.
En esta seccion se formulara otro problema de fundamental importancia con

la cinematica de los cuerpos rigidos; el problema directo. Dicho problema
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esta asociado con la configuracion no deformada del robot en estudio
mostrada en la figura 1.2.

“Dados p = {po, p1}, r = {ro, r1}, t = {to, t1}, con [ p[=|r|= 1| = 1. r10 € N2 rap €

W2, 170 € W2 11 |32 Isa lgs ls7 los 136 lsg € W', loors € M* encuentre: lpot0 €
W2, q={qo, Q1}, S = {8, 1}, U = {Uo, U1}, W = {Wo, W}, X = {Xo, X1}, tal que las

expresiones (1.21) y (1.32) sean satisfechas vy,

1
1

ng2+ LI12 =

q02+ q12

502 + S12

W02+W12 =1

X2+ X2 = 1"

Note en la formulacion anterior que, el sistema formado no es cuadrado; esto
es, existen 12 incognitas (Ipoto, Go, G1, So, S1, Uo, U1, Wo, Wi, Xo, X1 )y 11

ecuaciones (cuatro escalares de (1.32), dos de (1.21) y cinco normas
unitarias).

Sin embargo, es necesario hacer notar que los complejos v € W% w e Wy
x e R? estan relacionados, pues dichos nimeros estan definidos sobre la
plataforma P_. Las relaciones angulares fijas asociadas con las bases gj\’” €

w? " e ®?y ¢ e K2 son las siguientes:
1) e =pw e")=p(w, p(ven))=wsvse (1.33)

2) e =px.e)=p(x p(v.er)=xx vk g

Esto es, los sistemas de bases moviles g”' € % y e € W2 son
proyecciones de la base g’ e R? sobre los vectores Lyg € W2y Lyg e R

para cualquier caso, las siguientes relaciones se satisfacen:

60



Modelos cinematicos de posicionamiento

1) B8 = Ppot (1.34)
2) B9 = Ppot

Puesto que Byt € M es un desplazamiento angular siempre conocido,
entonces w € WM? y x € W son también conocidos. Esto implica que las
ecuaciones (1.32) deben ser reformuladas; esto es, remplazar los complejos

w, x € W por las expresiones (1.33). Considere ahora las siguientes

ecuaciones:

1) fo+lai1e{p*es} + l3o0 {q*e1} — [rao+ lsae{rxe} + (1.35)
+lgse {sxe1} + I35 {Xx*v¥es}] =0
2) 1o+ l210 {p*e1} + lz20 {q*€1} = [r70 + lg7 @ {txes} +

+lgge {ure} + l3ge {wxvx e4}] = 0

152 Segunda formulacion del problema directo.

“Dados p = {po, p1}, F = {ro, r1}, t = {to, t1}, con [p[=  [r|= [|=1, 10 e R?

fao € W2 70 € W2, W= {wo, Wi}, X = {Xo, X1} |21 132 lsa, les ls7. los, 136 las,
lots € R" encuentre rpoto € N2 q = {qo, 1}, S = {So, S1}, U = {Ug, us }, v = {vg,

v1}, tal que las expresiones (1.21) y (1.32) sean satisfechas y.

2 2
Qo+ q1° = 1
502+ 512 =1
Uoz“' LJ12 =1

Vol + vi2 = 1"
Note ahora que el sistema de ecuaciones es cuadrado; es decir; de 10

ecuaciones y 10 incognitas. Para finalizar esta seccion se recordara lo
siguiente:

1) 07 = Bpot Y Vg = cos 07
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2) Toot0 = (Xpoto +  Yporo)

Observe entonces que el problema directo asociado con el robot paralelo
motivo de estudio, coincide con el problema planteado al inicio de la seccion
1.5.

1.6 Analisis del movimiento del robot paralelo en la configuracion
deformada.

El interés en esta seccion es construir ecuaciones de posicion que permitan
determinar la nuevas coordenadas del punto poy € Py la orientacion de P/
medidas desde el origen de coordenadas, una vez movido el robot paralelo
por medio de sus actuadores. La nueva posicion del robot generada por la
aplicacion de rotaciones rigidas sucesivas sobre los eslabones conductores,
es llamada “configuracion deformada”. Dicha configuracion es mostrada en
la figura 1.7.
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Figura 1.7 Configuracion deformada del robot paralelo.

Observe en la figura anterior que el robot motivo de estudio ha cambiado de
posicién y que los puntos fijos no cambian, estoes: 1=1,4=4'y7 = 7' El
objetivo ahora es determinar las ecuaciones de posicién que determinen o
caractericen el movimiento del robot, especificamente el punto Po/e P .

Los nuevos vectores de posicion relacionados con la configuracion
deformada se muestran en la figura 1.8.
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= L&?: 7

Pot ePL’

)
Lss

Figura 1.8 Vectores en la configuracion deformada del robot paralelo.

De acuerdo con la figura 1.8, las ecuaciones que localizan los puntos (3'),

(6) y (9') localizados sobre las aristas de la plataforma son las siguientes:

1) r's0 =ro +L21+ L a2 (1.36)
2) r'so =rao +Lsa+ Lss
3) r'so =r70 +Ls7+ Lgs

También, el vector de posicion [!pot.G e %? se puede expresar en la forma

siguiente

' poto = o+ L 21+ Lsg+ Loora (1.37)
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: / 1 W "
Por otro lado, las rotaciones de las bases locales ¢. g’ e" ¢ e'. g". ¢"

= )% en la configuracion deformada pueden ser representadas por las bases

/

a’ a’ a’" a" a’ a" a" = N Dichos sistemas de referencia se muestran

en la figura 1.9.

Figura 1.9 Caracterizacion de las bases locales en la configuracion deformada.

De acuerdo a la figura anterior, los vectores de posicion asociados con los
eslabones que componen al robot en estudio en la configuracion deformada

se pueden escribir en términos de los sistemas locales deformados; esto es:

/ s X
1) Lh1=1"10a/ : L3,=1"350 a4 (1.38)
2) L'sa=1'540a;" i L'ss=1s50a/V
3) Ls7=1g70a;" ; Lss=1/950a;"”
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i

i Vi
4) Lpola = pot3 ® 8

Observe que al ser rigidos los eslabones del robot, las siguientes relaciones

se satisfacen:

1) l's1=lay i 1'a2=l32 @ I'sa=lss ; l'ss=lgs (1.39)

! _ . / _ . ! -
2) l's7=lg7 : l'og=los ; |'pot3 =lpor3

Por tanto, las expresiones (1.36) y (1.37), se pueden escribir en términos de

las bases locales deformadas; esto es:

1) r'so =rio +la1ea/ +1320a; (1.40)
2) r'so = rao +lssea)" +lg5eal”
3) r'so = 70 +lg7ea;’ +lggear”
También,
! — ! " Vif
F'poto = Mo tlp1eaf +1320a) +139a (1.41)

Por otro lado, las rotaciones de las bases locales, definidas en la
configuracion no deformada, sobre |las bases deformadas se pueden escribir
en términos de complejos de norma unitaria y usando la expresion (1.16), de
la manera siguiente:

1) a/ =p(P.e/)=p(P, p(p. &1))= P*p*e (1.42)
2) a" =p(Q, &) =p(Q, p(q, 1)) = Q*q*e

3) ai’’ =p(R, e/") = p(R, p(r, &)= Rxrxeg

4) ai”’ =p(S,e") =p(S, pls, €1))= S*sxe

5) ar’ =p(T,e/") =p(T, plt, €1)) = T *t e

6) ar” =p(U, e/") =p(U, p(u, &)= U=xuxe

7) ari =p(V,e"") =p(V. p(v. 81)) = Vv e
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Aqui, P, Q R, S, T, U, V e W? son numeros complejos de norma unitaria

definidos de la siguiente manera:

1) P={Pe, Py} : Pp =1 Pl+P?=1 (1.43)
2) Q={Q, Q} ; Q@ =1; Q°+Qi=1
3) R={Ro, Ry} R = 1 Ro® + Rq% =1
4) 8={8,;5%) > s=21 & S+857=1
§) T={To, T4} T =1 Tof# Ty* =
6) U={Us, U} : U =1 ; U+U? =1
7Y V={o, Vi) ; v =1 ; V2+V?=1

Por tanto, las expresiones (1.40) y (1.41), se pueden escribir en términos de
la base inercial fija; esto es:

1) r'30 =rigo + 1210 {Pxp*es} + 132 o {Qxq*e;} (1.44)
2)  rlso =ra0 * 1540 {Rerke} + 165 e {Sxs*e;}

3) tlso =70 +1g7 o {T*txes} + log e {Uxure}

También,

fxpot,ﬁ =ri0+ l21 @ {Pxpres} + 137 @ {Qxq*eq} + | por3 @ {VHvies} (1.45)

Por otro lado, las relaciones entre los complejos de norma unitaria y los

componentes de las relaciones se definen de la manera siguiente:

1) P={Po,Pi}; Poe®R ; Po = cos ay (1.46)
Pre® | Py = + senay

2) Q={Qo,Q4}; QpeR ; Qo = cos ay
Q; e R : Q) = + senwy

3) R={Ro,R4}; Roen ; Ro = cos a3
RyeNn : Ry = + sen as
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4) S={Sg,S1} . Sgen ; Sg = cos oy
SieWn : Si = £ senuy
8 T={T¢g.Ta} . ToeNn ; Ts = €OS as
TieNn : Ty = £ senus
6) U={Ug.Us}: UgeRl ; Uy = cos as
Ui e ,' Uy = = senug
7) V={Vo,Vi} ; VoeRr Vg = cos oy
Vie N : Vi = £ senwy

Aqui, o, ap, a3, o4, os, as a7 € N, son los desplazamientos angulares
definidos en la configuracién deformaday as, a3, as” a3V, as’, a3, as"”
c %2 son los ejes de rotacion. Dichos desplazamientos angulares se

muestran en la figura 1.10.

oo~
‘e 8
\ ]
Fary

¢

€1

Figura 1.10 Desplazamientos angulares en la configuracién deformada.
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161 Formulacién del problema cinematico inverso en la

configuracion deformada.

En esta seccion se define un problema de fundamental importancia en la
cinematica de multicuerpos rigidos: el problema inverso. Dicho problema
esta asociado con la configuracion deformada del robot paralelo mostrada en
la figura 1.8.

“Dados, r3g € 2 rs0 € N2, rog € W2, 110 € W, 140 € W2, 170 € W, by a2,
lss los ls7. los € W', P ={Po, P1}, G ={qo, A1}, T ={ro, r1}, s = {S0, 1}, t = {to, 14
}, u={uo, us}, con ||p|=|g|=|r|= |s|=|=]u|= 1, encuentre P = {Po, P4}, Q =

{Qo, Q1}, R ={Ro, Ri}, S ={Sq, S1}, T = {To, T4}, U = {Uo, U4}, tal que la
expresion (1.45) sea satisfecha y,

1) P2+ P2 =1 Qo° + Q° = 1
2) R02 + R12 =1 i 302 + 812 =1
3) T+ Tf=1 Up> + U = 1"

El problema de la cinematica inversa en la configuracion deformada,
consiste en resolver un sistema de 12 ecuaciones no lineales y 12 incognitas
del tipo algebraico polinomial. Finalmente, para plantear el problema
cinematico inverso se han utilizado las relaciones (1.9), las cuales se

rescriben a continuacion:
1 ) 30~ (r3.0.x 1 r3.0.y): (xpol,ﬁ - l|ac>t.3 cos 0 pot » Ypol.l) — ]pol,3 sen 0 pot) (19)

2) f6.0 = (r3.0x+ |36 COS (O pot - Bpot) , M3.0y *1365€N (8 pot - Ppot) )

3) oo =(raox+ 139C0S (0 pot + Ppot) » M30y *+1335€N (0 pot + Ppot) )
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17 Analisis del problema cinematico directo en la
configuracion deformada.

En esta seccion seran construidas, al igual que en la seccion 1.5, las
ecuaciones cinematicas de posicion que permitiran formular el problema
cinematico directo asociado con el robot paralelo motivo de estudio en la
configuracion deformada. Para ello, se definiran vectores de posicion sobre
la plataforma P_ y nuevas expresiones cinematicas. La figura 1.11 muestra
los vectores deformados definidos sobre las aristas del triangulo que
conforma al eslabén P,

Figura 1.11 Vectores deformados para el planteamiento del problema directo.
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De acuerdo con la figura anterior, las ecuaciones de posicion relacionadas
con el punto (3'), localizado en una arista de la plataforma, y al punto “o”
definido en el origen de las coordenadas son las siguientes:

1) rla0 =m0 +L21+ L3 (1.47)
2) t'30 =tap +L'sa+L'ss+ L6

! o / / I
3) [30=I70+Lgr+Los+L3g

Cabe hacer notar que, cada expresion anterior representa el modelo de
posicién de cada cadena cinematica (CCy/, CC,, CCi') que componen al
robot en estudio.

Por otro lado, las ecuaciones de lazo que relacionan el modelo de |la cadena
CCy con la cadena CC,' y de la cadena CC, con la cadena CC; se

determinan, de acuerdo con la seccién 1.5, de la manera siguiente:

1) rio+ Uos+Ll32-[reo +Lsa+Lss+L36]=0 (1.48)

2) fo+ Loi+Ll/32-[r0+L a7+l gs+L29]=0

Los nuevos sistemas de referencia relacionados con los vectores

deformados L'z € %2 L34 € %%se muestran en la figura siguiente:

Figura 1.12 bases locales deformadas sobre la plataforma P,'.
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Por tanto, segun la figura anterior, los vectores Lsge WM?, Lge N2 se

pueden escribir en términos de las bases locales, esto es:

it

1) Lse =136 oa; (1.49)

! ] IX
2) L3g=1'39 ®a;

Note que | '35 = I3 y | ‘39 = l30. De acuerdo con las expresiones (1.42) y
(1.49), las ecuaciones de lazo (1.48) se pueden escribir en términos de las
bases moviles deformadas; esto es:

1) 10+ l210ai + 13202~ [rao+ ls4ea)” + lsseas’ + 36 0@ 1= 0

0
2) o+ laeal +1320a) - [0+ lg7ea;’ +1ggea;” +lzgea/*]=0

Por otro lado, las rotaciones de la base a,"" e % sobre las bases moviles

a" e w2y a* e % son:

1) a"" =p(W.,a:" =p(W.p(V.&1")) =p(W.p (V.p(v, &1))) =WxV*ve; (1.51)

2) a™=p(X, a1"") =p(X.p (V.e1"")) =p(X.p(V.p(V, €1))) =X*Vvse,
Observe que el desplazamiento angular B’pm € ‘R, es tal que: B’pm = Bpot-

Por tanto, en la configuracién deformada los complejos W € 2y X e W?
son conocidos. Las ecuaciones de lazo (1.50) se pueden escribir en términos

de la base inercial fija usando las expresiones (1.42) y (1.50), esto es:

1) Lot la1 e {Pxpres} + 135  {Qxq*es} - [La0+ | 540 {Rerxe} + (1.52)
+ g5 @ {S*sxe} + I35 @ WHVrvie} |= 0
2) fotlzqe {P*p*g} + |3|2.. {Q*q*§1} = er + I&-, . {T:ut*g} +

+lgg @ {U*m:g,} +l3g0 {X*V*V*gq} ]=0
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Por tanto, segun la figura anterior, los vectores L'sge W%, Lsge W%®se
pueden escribir en términos de las bases locales, esto es:

Vil

1) Lie =135 #ay (1.49)

2) L'39=1/39 @2/

Note que |36 =135 y | 39 = I39. De acuerdo con las expresiones (1.42) y
(1.49), las ecuaciones de lazo (1.48) se pueden escribir en términos de las

bases moviles deformadas; esto es:

Vil =
] =

1) 10+ l210as +1300a- [rao+ lsgeas” + lgseas’ + I3 eay (1.50)

0
/
2) o+ lpqeay +1320a)" - [r70+ 1g79a;’ + lggea;” +1390a/*]1=0

Por otro lado, las rotaciones de la base a;"" e %2 sobre las bases moviles

a;"" e Ry a,* e ®?son;

1) a/"" =p(W,a:"" )=p(W,p(V,e1")) =p(W,p (V,p(V, £1))) =W=Vxvxe; (1.51)

2) a™=p(X, a") =p(X,p (V.&1"")) =p(X,p(V.p(v, &))) =X*Vvre,
Observe que el desplazamiento angular[}pme R, es tal que: Bpot Bpot-

Por tanto, en la configuracion deformada los complejos W € W2y X e W2
son conocidos. Las ecuaciones de lazo (1.50) se pueden escribir en términos

de la base inercial fija usando las expresiones (1.42) y (1.50), esto es:

1) Lot lzqe{Pxpxer} + 132 {Q*qxes} - [rs0+ |54 {Rerxeq} + (1.52)
+ g5 0 {Sxsxeq} + I3 @ (WVrvie} ] = 0
2) notlz1e{Prpres} + 1350 {Qxqres} - [r7o+ g7 o {THtxe )+

+1gg o {Uxuxe} + |39 @ XxVrvse} =0
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1.7 Formulacion del problema cinematico directo en la

configuracion deformada.

En esta seccién sera planteado otro problema de fundamental importancia
en la cinematica de los cuerpos rigidos: el problema directo. Dicho problema
esta relacionado con la configuracién deformada del robot paralelo mostrado

en la figura 1.11.

“Dados, P = {Po, P}, R = {Rq, R}, T = {To, T4}, con |P|=|R|=|T]= 1, r10 € %2,
fao € B2, 70 € R, loy b2, Isa, los. 187, log, lpots € RY, W = {Wo, W4}, X = {Xo,
Xi}, con || =]X[=1, p={po, p1}, G ={Qo, A1}, T ={ro, r1}, s = {s0, 54}, t={to,
tih, u = {uo, Ui}, v ={vo, vi}, W ={Wo, Wi}, x = {xo, X1}, con |p|=[q|=||=
sl =l = o = 11 = oo

U = {Uo, U4}, V = {Vo, V4}, tal que las expresiones (1.45) y (1.51) sean
satisfechas vy,

=|x| 1, encuentre r'por0 € %2 Q = {Qo, Q1}, S = {So, Si},

1) Qs+ Qf =
2) U02+ U-|2

802+ 812
i Vo2 + Vi?

I
FER

]

A
1"

!
=

El problema cinematico directo definido en la configuracion deformada,
genera un sistema de 10 ecuaciones no lineales y 10 incognitas del tipo
algebraico p olinomial. P ara f inalizar este c apitulo cabe recordar que las

salidas operativas del problema son:

1) [;pol.o = (X rJpot.(} ) Y fpot.O )
2) V ={Vo, Vi}

Aqui a7 € R dado por Vy = cos a7, es el angulo operativo de la plataforma

P’ en la configuracion deformada.
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Capitulo 2

Modelos cinematicos de velocidad

Introduccion. En este capitulo son construidas las ecuaciones de velocidad
derivadas de las ecuaciones de posicion descritas en la seccion 1.6 del
capitulo anterior, relacionadas con el punto pot ' € P y su variacion angular

dada por el complejoV e %2

Para ello, se consideran funciones del tipo r:J — R?dondeJ e [0, + =)
es un intervalo de tiempo. Son formulados los problemas cinematicos directo
e inverso relacionados con la configuracion deformada del robot paralelo

mostrado en las figuras 1.9 y 1.11, respectivamente.

2.1 Las ecuaciones de velocidad

Considere funciones del tipo r : J - W para caracterizar las ecuaciones que
permitan determinar la velocidad lineal del centroide de la plataforma (pot ' e
P. ) y la velocidad angular del eslabon P, medidas desde el origen de
coordenadas. Por tanto, las ecuaciones de posicion (1.36) se pueden escribir

en funcion del tiempo t € J, de la siguiente manera;

1) rlao(t) =rio(to) + L' 24(t) + L' 32(t) (2.1)
2)  rlsolt) =rao(to) + L'sa(t) + L'es(t)
3) r'a0(t) = 70 (to) + L' g7(t) + L' o 8(t)

También, la expresion (1.37) se puede escribir en funcion del tiempo t € J,
esto es:
I ooto(t) = 1o (to) + L' 2.1(t) + L' 3(t) + Lpora(t) (2.2)
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Las velocidades de los puntos (3), (6), (9), medidas desde el origen de
coordenadas en el tiempo t € J, se puede obtener al tomar la derivada con

respecto al tiempo t € J de las expresiones (2.1), esto es:

1) (=L () +Les (1) (2.3)
2)  ro (=Ll () + Los' ()
3) oo (t)=Las () +Los' (1)

Note que: rlll(t‘.):r-ﬂl(t[;) = r U(trl)E

También la expresion (2.2) se puede derivar con respecto al tiempo t € J de

la manera siguiente:

Faors (8= Lo (8) 4+ L2 (1) + Lpors (1) (2.4)
2.2 Derivadas de las bases locales deformadas.

En esta seccion se utilizaran funciones del tipo a : J — %? para transformar
las bases locales deformadas mostradas en la figura 1.9 en funcién del

tiempo t € J; esto es:

1) gf(t)={a4 2’ ()} (2.5)
2)  a’M={a’"®,a" 1}
3) a M’ {81!” t) m( )}
4) t) {a" (1), " (1)}
5) aﬁ" ()={a:"(t), a" (1)}
6) a’(t)={a”(t),a"(t)}
7y aM={a" ), a""t)}

Por otro lado, las distancias |2 1, l32, ls4, l6s ls7, los, lpots € W' también se

pueden escribir en términos de la funcion | : J — R* de la manera siguiente:
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1) ka(d) : l3.2 (t) (2.6)
2)  lsa(t) ; le.s (t)

3) ls7(t) : lo.g (t)

4) Ipot.3 (t)

Por tanto, los vectores de posicién L'z 4(t), L's2 (1), L's4(t), Lss(t), L's7 (1), L'ss
(t) € W2 y Lpota(t) € %2 se pueden escribir en términos de las expresiones

(2.5) y (2.6), esto es:

1) Laa(t) = ka(t)eai (t) (2.7)
2)  Lsa2(t)= la(t)eal ()
3) L54() ls.4 (t) @ 24" (t)
4) 65(1) = los () e ai" (1)
5) La,r(t)= ls7 (t) e ar (t)
6)  Loas(t)= lag(t)eas” ()

)
7)  Lpotat)= lpota () @i (1)

Las ecuaciones de posicion (2.1) se pueden escribir en términos de las

bases locales como funciones del tiempo, esto es:

1) r's0(t) =rio(to) + ko () e @y () + 132 (t) ® @) (1) (2.8)
2)  rlso(t)=rao(to) + lsa () @ @” () + les (t) e 21" (1)
3) rlao(t) = r70(to) + ls7 (t) ® @1 (t) + los () e 1" (1)

También la expresion (2.2) se puede escribir de la manera siguiente:
roto(t) = rro(to) + L1 (1) » @i’ (1) + 152 () e @) () + ooz () 01" (1) (2.9)
Las derivadas explicitas con respecto al tiempo t € J de las ecuaciones (2.8)

se obtienen al derivar cada una de las ecuaciones (2.7) con respecto al

tiempo t € J, esto es:
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1) La(h =1, ()ea (1) (2.10)
2) Lo =l.(tea (t)
3)  La(h=l.(tea (1)

4) L=l _(t)ea (1

v

5)  Lo(t)=I,(t)ea (1)

A

6)  Los(t)=l(t)ea (1)

Vi

7) LoD =lga(tea (t)

Aqui, T21(t) = Isa(t) =les(t)=les(t) =lsr(t) =lss(t) =lpus(t) = 0. Por tanto, las
derivadas de las expresiones (2.8) en términos de t € J y de las bases

locales son las siguientes:

poet

1) faol(el, eas(t)+1,, oa «(t) (2.11)
. o oIV
2)  reo(t=lg, ea a(t)+lgs ea i(t)
v Vil

3)  reo/(tily, ea i(t)+ly, ea ()

También, la derivada explicita de la ecuacion (2.9) se escribe la manera
siguiente:

! il Vil

Footo (=15, @@ a(t)+1,, ea () +1 ., ea (t) (2.12)
2.3 Explicitacion de las ecuaciones de velocidad.

El interés en esta seccion es encontrar las formas explicitas de las derivadas
de las bases locales deformadas: esto es, en términos de las derivadas de

los complejos asociados con las rotaciones. Para ello, considere funciones
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del tipo p : J— W? para transformar los complejos en funciones del tiempo t

e J, esto es:

1) PO={Po(t).Pi()} : Q1)={Qo(t), Qi (1)} (2.13)
2) R@®={Ro(t) Ri()} : SH={So(t), S1(t)}

3) T®={To(t), Ts(t)} ; U)={Uo(t), Ur(t)}

4)  V()={Vo(t), Vi(t)}

Por otro lado, las bases locales definidas en la configuracién no deformada

se pueden escribir en términos de t € J de |a siguiente manera:

1) e ={e& &'} (2.14)
2) e'={e' &"}

3) QJ.W = {91.*!#, QZH.F}

4) g ={e. &"}

5 e ={e’. &'}

6) e ={e)", &"}

-!-) QJW = { 91\”3‘ - gZWI}

Por tanto, las ecuaciones (1.42) toman la forma siguiente:

1) a')=p(P) &)= Pt)*ef (2.15)

)
) al(t)=p(Q) e")= Q) * e
3)  a" ()=p(R(H) e")= R(t)*e"
) & (t)=p(S(t), &)= S(t) * e/
5  a'(t)=p(Tt). e’ )= T(t)* e’
6) a’()=pUt) e’ )= Ut) = e
7y @) =p V), e )= ity x e

Por otro lado, las expresiones (2.8) se pueden representar en términos de

los complejos P(t), Q(t), R(t), S(t), T(t), U(t), V(t) € W?; esto es:
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1) rlsot)=rio + oo {P() * &1+ 132 o{Q(t) * €} (2.16)
2) ['so(t) = a0+ lsae {R(t) * €)'} + lgs o {S(t) * QZN}
3)  rloo(t)=rro+ g7 e {T(t) * & 1+ los e {U(t) * €'}

También, la expresion (2.9) se puede escribir de |la manera siguiente:

rooto (1) = ro+a10 {P (Hxed Mls20 {Q(t)rel" 1+ (2.17)

+|pot.3' {V (t)*QZVH}

Para poder encontrar las ecuaciones explicitas de velocidad en términos de
los complejos, es necesario derivar con respecto al tiempo t € J las

expresiones (2.15), esto es:

1) al(t)=(P)+e/)=P(t)*e/ (2.18)
2)  a'(h=(Qyre’)=Qyxe

3)  a()=(R)xe)=R(t)*e"

) a'()=(S(t)xe)=S(t)*e

5)  a'()=(T()+e")=T(t)xe"

6)  a'()=(Ut)xe")=Ut)xe "

7)) a' () =(V(t)xe" )= V(t)re,"!

Aqui, e;IE e]uE elh‘.fE e]wE e1v—=‘ e|wE e|WE_Q.

Por tanto, las expresiones (2.11) se escriben en términos de las ecuaciones
(2.18) de la manera siguiente:
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1) F:,..(t):iz:.{ﬁ(t)*e.'}ﬂ_.{é(t)*e.'} (2.19)

También la expresion (2.12) se puede representar en términos de las

derivadas de los complejos asociados; esto es:
oato (V) =1, o{ﬁ(t)*e.’}ﬂ;_: -{(.](t)*el”% (2.20) +1 -{ \'/(t)*el‘”’}

2.4 Ecuaciones de velocidad instantaneas.

Es importante mencionar que las ecuaciones (2.19) y (2.20) descritas en la
seccion anterior, estan en funcion de las bases locales definidas en la
configuracion no deformada y, por tanto, dichas expresiones no pueden ser

representativas de los cambios de velocidad en la configuracion deformada.
Para poder transformar las expresiones (2.19) y (2.20) al régimen de

velocidades instantaneas; es decir, a velocidades en la configuracion

deformada, es necesario utilizar la siguiente identidad:
K(t) = K(t) = (t) (2.21)
Aqui, K(t)e %% es un complejo genérico, K(t) e R es el conjugado de K(t)e

R? e I(t)e R es laidentidad en R2.

Considere ahora las siguientes relaciones:
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Dichas relaciones estan dadas por las ecuaciones (2.15). Al aplicar en cada
una de las expresiones (2.15) la identidad (2.21) se obtienen los siguientes

resultados:

1) e =P(t)*a/(t) (2.22)
2) e’ =Qt)=a(t)

3)  e" =R(t)*a’(t)

4) o'V =8(t)*a'V (1)

5 e’ =T(t)*a'(t)

6) e =Ut)*a’'(t)

7y e’ =v()=a’(t)

Para poder obtener las expresiones (2.22), se ha utilizado el siguiente

procedimiento:

1) Definir la relacion:

a/(t)=P(t)=e/(t,)

2) Multiplicar ambos lados de la ecuacién anterior por el complejo

P(t)*a,'(t)=P(t)*P(t)*e,'(t,)
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3) Aplicar la identidad (2.21), es decir,

P(t)*a, (t)=¢/

Por tanto, las ecuaciones de velocidad instantaneas (configuracion
deformada) se obtienen al sustituir las expresiones (2.22) en las ecuaciones
(2.19); esto es:

’ Fs.o’(n:Iz_u{P()P()*am} 132-{é<)*0(>*a1(>} (2.23)
) feo()=l,. -{é(t)*R(t)*a#”(t)}naj -{ém *su)*af"(t)}

3) Fggu)=gj-{fﬁ)*Tu)*af(n}+gﬁ-{Ou)*uu)*af%tﬁ

También la expresion (2.20) se puede escribir de la manera siguiente:

Foona' (8) = 1z, -{F’J(t)*Ptt)*aﬁ(t)}mz -{é(t)*o(t)*aﬁ‘(t)} ‘ (2.24)

i Ipm,a - {\}(t) *V(t)* a‘lw(t)}

2.5 Derivadas de las normas unitarias de los complejos.

Para completar el sistema de ecuaciones de velocidad es necesario derivar
las normas unitarias de los complejos asociados. Las normas se pueden
escribir en términos del tiempo teJ al considerar funciones del tipo p:J —

‘R, esto es:

1) P(t) =P, (t)+P,’( (2.25)
2) Q) =Q{f(t)+Qf(t)=
3)  R(t) =R, ()+R(t)=
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4)  S(t) =S, (1)+S, (t)=1
5) Tt =T, ()+T (t)=1
6) Ut) =U, (t)y+U, (t)=1

7) V() =V, (H)+V () =1

Las derivadas con respecto al tiempo t € J de las expresiones (2.25) son las

siguientes:

1) Po(tP,(t)+Pi(HP,(t) =0 (2.26)
2)  Qu(t)Q,(H)+Qit)Q,(t)=0
3)  Ro(DR,(H+RIR, () =0
4)  So()S,()+Si()S,(H)=0

0

5)  To(t)T,(t)+ T:(t)T,(t)
6)  U(t)U,(t)+ Ut (t) =0

7Y Va(tV,(t)+ Vi)V, (t)=0

Es im portante mencionar q ue p ara der ivar | as expresiones (2.26) s e ha

utilizado la regla de la cadena.
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2.6 Relaciones entre los componentes de las velocidades angulares y

los componentes de las derivadas de los complejos.

En esta seccion se presentan las relaciones existentes entre los
componentes de las derivadas de los complejos y las velocidades angulares.
Para ello, se consideran funciones del tipo « : J - W? y p :J - W. Las
expresiones (1.15) definidas en la seccion 1.6 del capitulo anterior se

pueden representar en funcién del tiempo ted de la forma siguiente:

1) P(t) = {Po(t) , P1(t)} ; Po(t)eR ; Po(t) = Cos ax(t) (2.27)
Pi(t)eR ; P4(t) = £ Sen aq(t)
2) Q)= {Qot), Qi(t)} ; Qo(t)eNR; Qoft) = Cos axt)
Qi(t)eM ; Qq(t) =+ Sen ax(t)
3)  R({)={Ro(t), Ri(t)} ; Ro(t)eR; Ro(t) = Cos as(t)
Ry(t)eM ; Ri(t) = + Sen ax(t)
4)  S(t)={So(t), Si(t)} ; So(t)eM; Soft) = Cos at)
Sq(t)eM ; Si(t) = + Sen au(t)
5)  T()={To(t), Ta(t)}; To(t)eR; To(t) = Cos as(t)
Ti(t)eR ; Ti(t) = £ Sen as(t)
6)  U(t) = {Uo(t), Us(t)} i Uo(t)eR ; Uo(t) = Cos aet)
Us(t)eR ; Us(t) = + Sen ag(t)
7) V(b)) ={Vo(t), Va(t)} ; Vo(t)eM ; Vo(t) = Cos ar(t)
Vi(H)eR : Va(t) = + Sen ax(t)

Las derivadas con respecto al tiempo t € J de las expresiones (2.27) son:
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é(t):{#..(t)ﬁ ML Putyen: Put)= —o(t)Sen ai(t) (2.28)

Qt)eR; O.(1)=- a:(t)Cos axlt)

é(t):{é:.(t),é.(t)} C Ro(t) eR: Ro(t)= -as(t)Sen as(t)
Ri(t)eR: Ri(t)=- (;.s(t)Cos as(t)
é(t):{én(t),é(t)} © So(t)eR: So(t)=-as(t)Senaa(t)

S(t)eR : S(t)= - os(t)Cos ault)

f(t):{i.(t),i(t)}; To(t)eR; To(t)= -as(t)Sen as(t)

T eR: Ti(t)=- as(t)Cos as(t)

L:l(t)z{L:l.,(t),L.JJ(t)}; Us(t) e : Uo(t)= - cua(t) Sen agt)

Ui(t) e : Ui(t)= - as(t)Cos ag(t)

\}(t)z{(f‘;(t),\.f.(t)} CVo(t)eR: Vo(t)=- a-(t)Sen as(t)

Vi(t)eR : Vi(t)= - a:(t)Cos ar(t)

Aqui, ai(t), as(t), as(t), as(t), as(t), as(t), as(t)e R, son las velocidades

angulares.
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2.7 Derivadas de las relaciones geométricas sobre la plataforma.

Para poder utilizar las ecuaciones de velocidad (2.23) es necesario derivar
con respecto al tiempo ted las relaciones (1.9) definidas en el capitulo

anterior.

Dichas expresiones se pueden escribir en funcion del tiempo teJ, usando

funciones del tipor :J » W2y a : J > W, de la manera siguiente:

1) r's U(t) (r ox(t) rf_‘\.n,Y(t)) =[ Xfpot o(t)— IDOI COS(lpm(t),y:pot,n(t)— (229)

Sena, (1) |

po! 3

2) oot =] rlaox(t)+1,,Co8(0t o (1) =By (1)) F 50y (1) +
+15,5en(ct ey (1)~ Byor (1) ]

3)  roo(t) =] rsox(t)+15,C08(0t g (1) + Boor (1)), 50y (1) +
+1,,8en(0t o, (1) + By (1)) ]

Es importante sefialar que las relaciones anteriormente descritas han sido
definidas en la configuracion deformada. Por tanto, las velocidades de las
relaciones (2.29) se encuentran al tomar su derivada con respecto al tiempo

ted, esto es:

/ o

1)1 50(t)=(F 20x(tF s0x ()= X pota(t)+1g (= s (£))SENCL (1), (2.30)

;(pot.o(t) T Ipot.a(c.lpc" (t))Cosapm(t) ]

/ !

2) 1 ao®=[ 1 s0x(t) =1y (~ oo (1)SEN( Gy (1)~ By (1),

=

30y ()41, (ctpor (D)COS(0t gy (£) — By (1)) ]

!

3) 1 oot)=[ F sax(t) =Ly (~cipor (1))SeN(cy (1) ~ By (1)
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o (1)1 (G ()OSt (1) =B (1)

Las relaciones (2.30) se pueden interpretar de la manera siguiente:

1) “Conocidas las velocidades de los puntos (3) ', (6) ' y (9) ' dadas por

/

Fu.(t), roo(t), ;u_u(t)etﬁz, son también conocidas, aplicando las

relaciones (2.30), la velocidad del centroide de P_. dad por

. ./ o

ropoto(t) =(X patox(t),y petoy(t)) vy la velocidad angular de la plataforma dada

por r;pm{t)= r;;(t)o propiamente dicho, se conoce \./(t) = {\}U(t),\}l(t)}

il

2) “Conocidos r poo(t) eR? \:f(t)z{\:’.;(t),‘;'.(t)}, se encuentran al aplicar

ol o of
las relaciones (2.30), las velocidades r :o(t) €M%, 1 wo(t)eRZy 1 oo(t) eN2.

2.8 Formulacion del problema cinematico inverso de velocidad.

En esta seccion es planteado un problema de fundamental importancia en la
cinematica de los cuerpos rigidos: el problema cinematico inverso de
velocidad. Dicho problema esta asociado con la configuracion deformada del

robot paralelo mostrado en la figura 1.8.

“Dados, l:f:_u(t)e‘.lfz, I.‘jh_u(t)e‘.liz, ‘ 00(t)eR% b, la ls4 los, ls7, los €R*, P(1)
= {Po(t) , Pa(t)}, Q1) = {Qo(t) , Qu(t)}, R(t) = {Ro(t) , Ra(t)}, S(t) = {Se(t) ,

Si(t)}, T(t) = {To(t) , » Ut) = {Uo(t) , Us(t)}, con P(t) =Q(t) = R(t) =
S(t)= T(t)= Ut)= 1, p(to) = {polto) . Pite)}, qalte) = {Qo(to) , au(to);},

r(to)=1ro(to) , r1(to)}. s(to) = {so(to) , S1(to)}. t(to) = {to(to) . ta(to)}, U(to) = {uo(to) .
us(to)}, con p(t,)= q(t,)= r(t,)= s(t,)= tt,)= u(t,) =1, encuentre:
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P(t) = {P.(t),P (t)}, (i}(t):{(.]“(t).(.].(t)}‘ R(t) = {é..(t),é-(t)}.

é(t):{é‘.(t).é.(t)}-, 'i'(t):l:l‘..(t),‘i':(t)}, lll(t):{L.Jr.(t),l'J (t)}, tal que las

expresiones (2.23) sean satisfechas y,
1) Pu(tP,(1)+Pi(HP (1) =0

2)  Qu(t),(H)+Q(t)Q,(t) =0

3)  R(DR,(H)+RI(DR, (1) =0

4)  Su()S,(t)+Si()S,(H)=0

5 To(®)T,()+ T(t)T,(1)=0

6)  Us(t)U,(t)+U(tW,(t)=0"

2.9 Ecuaciones de velocidad para el planteamiento del problema

directo.

El interés en esta seccion es encontrar las ecuaciones de velocidad que
permitan formular el problema cinematico directo de velocidad relacionado
con el robot paralelo motivo de estudio. Para ello, se utilizaran funciones del

tipo r: J — W2 para transformar las ecuaciones (1.46) descritas en la

seccion 1.7 del capitulo anterior, en funcién del tipo t € J.
2.9.1 Descripcion de las ecuaciones de lazo y sus derivadas.

Sear:J— W2 una funcion del tiempo. Entonces las expresiones (1.46) se

pueden escribir en términos de t eJ de la manera siguiente:

1) ra®)=re(t)+L )+ L () (2.31)
2) r' :_n(t) = r4,n(t)+ 1_J5,.1(t)+1_Jr ,\.5(t)+ Lf:,n(t)

3) sty =roo(t)+ L5 (t)+ L on(t)+ L 2o (t)
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Las derivadas con respecto al tiempo t € J de las expresiones (2.31), son:

f

1)t =L ()L sa(t) (2.32)

2) F!.‘-.n(t) = 1..!5.4(t)+ |: os(t) + Le(t)

!

3)  Faolt)=Lan(t)+ L ox(t)+ L so(t

De acuerdo con las ecuaciones de lazo (1.47) y con las expresiones (2.31)

las derivadas de las ecuaciones de lazo son las siguientes:

/

1y L a0+ as(t)~ L ssth+ L ss()+L 30} =0 (2.33)

/ o !

2) L)+l sa(t)-[L s2(t) =L ox(t)+L o(t)] =0

2.9.2 Ecuaciones de velocidad en términos de las derivadas de las

bases locales.

Las expresiones (1.48) se pueden representar usando funciones del tipo

l:J>R" y a:J-»>R?, en funcion del tiempo t € J, esto es:

1) Llas(t)=l,,ea, " (t) (2.34)

2)  Llss(t)=l,,ea ()
Por tanto, las expresiones (1.47) se representan, al utilizar las ecuaciones

(1.37) y (2.34), en términos de las bases locales deformadas, de la manera
siguiente:

1) r1.0(to)+12.1°a1F(t)+|3.2'ain(t)_[ra_o(toJHs,a 'a1w(t)+ (2.35)
+lgs 0@y () +1,, 02, " (t)] =0

2)  rio(ty)+l eal () + 1, 0@ ()= [ rro(ty) +15, 0, (1) +
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+lgg 0@, (t)+ 1, 0a, *(t) ]=0

Las derivadas con respecto al tiempo teJ de las ecuaciones (2.35) son:

(1) Iz.néﬁ(wu-éﬁ’<t)—['s.4-é;“”(t)+ (2.36)
tlggea,Y (t)+1y, 02, " (1) ]=0
2)  hyea/()+ly, -éf”u){lw ea(t)+

g ea, () +1,5 02, X(t) ]=0
29.3 Ecuaciones de velocidad en términos de complejos.

Sean p : J —» %? una funcién del tiempo, entonces los complejos W € ®? y X
e %? definidos sobre la plataforma P_' se pueden escribir de la siguiente

manera.

1) W(t) = {Wo (t), Wy (1)} (2.37)
2)  X(t)={Xo(t), X¢(t)}

Vi

Por otro lado, las bases locales e,"" € ®? y e,/" € ®? también se pueden

escribir en funcion de tedJ, esto es:

1) erm = %‘vmre:vm} (2.38)
2) eJxx ={e|’x,eg”{}

Las bases locales a,”"(t)e ®? y a,/*(t) € W? son representadas en

términos de a,"’(t)e %? y con las expresiones (2.34) de la siguiente

manera:
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1) a () =pW(t).a" (1) = p(W(t),p(V(t).e" ") = (2.39)
=W(t)*xV(t)xe""

2)  a'(t)=p(X(t),a (1)) = p(X(1).p(V(t). &) =
= X(t)*V(t)xe""

Las derivadas con respecto al tiempo de las expresiones anteriores son:

1) a""()=W(t)*V(t)xe"" (2.40)
2)  a/X(t)=X(t)*V(t)*e,"
Aqui, W(t)=X(t)=e"" =0

Las velocidades relativas con la configuracion deformada son:
1) a, " (t)= W(t)* V(t)« V(1) W(t)xa, " (t) (2.41)

2) &M (H)=XO* V(D) V(D) X(t)*a" ()
Aqui, se ha utilizado Ia identidad K(t)*K(t) =I(t) dos veces.

Por tanto, | as expresiones (2.36) s e podran escribir en términos de las

derivadas de los complejos de la manera siguiente:

1 ks -{E’(t)*P(t)*aJ(t)} +y, -{é(t)*o(t)*aﬁ’(t)} + (2.42)
= .{é(t)*R(t)*af”(t)}ﬂs_s -{é(t) *S(t)*a,"“(:)} +

lye o W(t)* V(t) V(t)s W(t)*a,""(t) } ]=0
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.{P t)*a, ( )Jl |32o{é(t)*0(t)*a1”(t) -
-{T )= T(t)*a,"( )} Iga-{L:l{t)*U(t)*a,V"(t)}+

g o X(1)* V(1) * V(1) = X(t)*a," () } ]=0
Para generar la expresion (2.42) se han utilizado las expresiones del lado

derecho de (2.23) y la ecuacion (2.41).

Es importante senalar que todas las variables requeridas para plantear el
problema cinematico directo de velocidad, ya han sido caracterizadas. Para
los propositos de la siguiente seccion se rescribira la expresion (2.24), esto

es:

Fpoto’ () =14 -{Ig’(t)*P(t) *aﬁ(t)} +15 c{é(t) *Q(t)*a;’(t)} "

+la ‘{\?m “V(t)+ as“’m}

2.9.4 Planteamiento del problema directo de velocidad.

En esta seccion es formulado otro problema de fundamental importancia en
la cinematica de los cuerpos rigidos: el problema directo de velocidad. Dicho
problema esta asociado con la configuracion deformada del robot paralelo

mostrada en la figura 1.8.

“Dados, P(t) = {P“ P(t)} R(1) {Rn(t)R{)} i‘(t):{"ru(t),f:(t)}.con

P)= R = T(t)=0 1), L), s (), 1o (), Log(1), L s(1),

(), ho(t) eR™, PO={Po(t),P1(t)}, P(t)={Po(t),-P1(t)}, Q(t)={Qu(t). Qi(t)},
O() ={ Qult), -Qu(t)}, R(={Ro(t), Ry(t), R(t)={Ro(t), -Ru(t)}, S(t)={Sa(t). Ss()!.
S(t)={So(t), -S1(t)}, T()={To(t), T+(t)}, T(t)={To(t), -T+(t)}, U(t)={Uo(t), Us(t)},
Ult)={Uo(t), -Us(t)i, V(O={Vo(t), V)i, V()={Vo(t), -Va(t)}, W(t)={Wo(t),
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Wat)}, W) ={Wo(t), -Wit)l, X(t)=iXo(t), Xs(t)], X(t)=iXo(t), -Xi(t)}, Con
Py= Q)= Rt)= St)= T(t)= Ut)= V()= W)= Xt)= 1,

P(to)=1po(to), Pi(to)!, Qlto)={qo(to)., Qilto)}, r(to)={ro(to). ri(to)!., s(to)=1so(to).
si(to)},  tto)={to(to). ti(to)}, u(to)={uo(to), ui(to)}, V(to)=ivolto), Vi(to)!,
W(to)={Wo(to). Wi(to)}, X(to)={xo(to), X1(to)}, con p(t;) = aty) = r(t) = s(t,) =

(t,) = u(t,) = wv(t,) = w(t,) = x(t,)= 1, encuentre: r pou(t)eN?,

Q(t)={ <t),é<t)}, sm=1I £),S1(t) } 0(t)={0u(t),0=(t)},

\./(t)= {\}”(t),\;ﬁ(t)}. tal que las expresiones(2.24) y (2.42) sean satisfechas
Y,

1) QbR+ QR (1 =0

2)  Su(b)S,(H)+Si(1)S,(1)=0

3) L.J:.(t)U“(t)+l.J(t}U|(t)=0

4) ( WV, (t) +V(t)V(t) o»
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Capitulo 3

Modelos cinematicos de aceleracion

Introduccién. En este capitulo seran construidas las ecuaciones de
aceleracion asociadas con el multicuerpo rigido motivo de estudio. Algunas
ecuaciones de velocidad descritas en el capitulo anterior seran utilizadas
para generar las ecuaciones de aceleraciéon del punto Py '€ P/ y la
aceleracion angular de la plataforma P.. Son planteados los problemas
directo e inverso de aceleracion relacionados con la configuracion
deformada del robot paralelo mostrado en las figuras 1.9 y 1.11,

respectivamente.
3.1 Las ecuaciones de aceleracion.

Para poder determinar tanto la aceleracion lineal del punto PoieP.' como la
aceleracion angular de la plataforma P_. mostrada en la figura 1.9, es
necesario derivar con respecto al tiempo t € J las ecuaciones de velocidad

(2.3), esto es:

ol

1) ra(t)=L 3,1(t)+f.~,.3(t) (3.1)

! ¥

2) 'r';‘,n(t) = I._- 5,4(t)+|._. n,i(t)

i /

3)  Feo(t)=L sr(t)+L os(t)

También la expresion (2.4) puede ser derivada con respecto a t € J de la

manera siguiente:

aanl !

¢ anli= Lozt L sslti+L mai® (3.2)
Por otro lado, sean:
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1) L=l ea (1) (3.3)

5 La(t)=l_ea (1)

Vi

6) l‘.jq,g(t)=|‘,.ﬁ-é (1)

il LVt

7)) Loas(t) =l 0@ t)

Las derivadas con respecto al tiempo ted de las ecuaciones (3.3) son las

siguientes:

7) Epoﬁ(t):t
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Por tanto, las expresiones (3.1) se pueden escribir en términos de las bases

locales doblemente derivadas; esto es:

1) T (=1, 08 ()1, o3 (1) o)
54 .r.;n,n(t) =1, ..a.ﬂ;(t)+1,‘_5 oa ()
3) Foolt) =l o8 (§)+hy o3 ()

También la expresion (3.2) puede ser escrita de la manera siguiente:

.l ! ! M

Foo(t) =1y, 0@ (t)+, 0@ (t)+] 4, 0a (1) . (3.6)

Por otro lado, cada base local doblemente derivada se obtiene de la

siguiente manera.

1) 5H(t)=[éx,(t)]- =[[5’(t)*e’|]. —P(t)*e’ (3.7)
2) EFl(t)=[éH1(t)]‘ =[C.J(t)*e”|] —Q(t)+e’,

3) 3 (1) = [éml(t)}. . (F.Q(t)*e’”.]. ~R(t)*e",

4) Ewl(t){éw.(t)]. =(é(t)*e”"|] = S(t)*e',

5) Evl(t):[évl(t)} =['i'(t)*e”.J. —T(t)*e",

6) 5 )= [éwi(t)] =[l:1(t)*e‘”|]- —Ut)+e”,

7) 3 ()= [éwﬂ(t)]. = (\}(t)*e"’”l] ~V(t)+e"’,
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Aqui, se han derivado con respecto al tiempo tet" las expresiones (2.18).

Las ecuaciones (3.5) se pueden escribir en términos de las derivadas de los
complejos P(t), Q(t), R(t), S(t), T(t), U(t) e R, esto es:

1) rat)=1, -{I.:;(t)*e"} }+|_,_. -{a(t}*e”:} (3.8)

2 Faalbi=l, {Ei(t) se”, } +l -{é(t) : e"’;}

3)  rat)=l, -{'T'(t)*e",}uq_g -{U(t)*e\”;}
También la ecuacién (3.6) se puede escribir de la manera siguiente:

rlﬂ(t)_l {(t)*el}, +1y, -{E:i(t)*e”l}+ (3.9)

il {G(t) *e‘”’l}

Observe que tanto las expresiones (3.8) como la ecuacion (3.9), estan
definidas sobre las bases locales no deformadas. Por tanto, es necesario
utilizar las relaciones (2.22) para representar las ecuaciones de velocidad en

la configuracion deformada, esto es:

.l"l

1) rso(t) =1y, -{E(t)*P(t)*a’a(t)}Hm -{5(t)*Q(t)*a”|(t)} (3.10)

2 Tailt)=ly, s «{Ra R+ " } -{S +a (0

l.'f

3) r«;.u(t)=|g,_-{?(t)*T( *a l(t)} ‘,R-{u *a“‘ﬂ(t)}

Tambien, la expresion (3.9) se puede escribir de la manera siguiente:
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}".pm_u(t)=|:_! -{ﬁ(t)*P(t)*a’.(t)}H,: o Ei(t)*Q(t)*a" (t)}+ (3.11)

+l e V() x V() sa’ ()

"

3.2 Doble derivada de las normas unitarias de los numeros

complejos.

En esta seccion se representaran de forma explicita las ecuaciones de
norma doblemente derivadas. Para ello, se derivaran con respecto al tiempo

teJ las expresiones (2.26) descritas en el capitulo 2, esto es:

1) I;[.(t)PU(t)+Igf.l(t)+l.3;|(t)P]{t)+I52[(t)=0 (3.12)
2) (.ju(t)Qf,(t)+(f)u"(t)+E},(t)Q,(t)+(.3:|(t)=0

3)  Ru(R,(H)+R (D +RI(HR l(t)+F'€11(t)=0

5 Bu8, )+ 80 (1) + 8181 +8 (=0

5)  To(®)T,(0)+ To (1) + To(OT,(0)+ T 1()=0

6) G‘,(t)un(t)+0tf(t)+[Jl(t)ul(t)u'fl(t)=o

7) C’[.(t)Vﬂ(t)+\}'n:(t)+{;’1(t)Vl(t)+\}z|(t):0

3.3 Relaciones entre las dobles derivadas de los complejos y las

componentes de las aceleraciones angulares.
En esta seccion se presentan las relaciones existentes entre las

aceleraciones angulares de los eslabones y las componentes de las dobles

derivadas de complejos; esto es:
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1) P(t) = {ﬁ.(t)ﬁ;(t)}; Pu(t) e Pu(t) = —a (H)Sena, (t) -« (t)Cosa, (£)(3.13)

Pi(t) e®; Pi(t) = —ai()Cosa, (1) + o (t)Sena, (t)

2) 5( )={Q (1), Q (t)} Q (1) en; Qu(t)— ( )Sena, (t) — s (t)Cosa . (t)

Q,(t) €R; Qi (t) = — s ()Cosa, (1) + a>” (1)Senc. (1)

3) ﬁ(t):{fiu(t),ﬁ.(t)}; Ro(t) eR: Ro(t)=—as(t)Sena. (t)— .’ (t)Cosa.(t)

RI(t) e R (1) = — s (t)Cosar, (1) + aus (t)Sena, (t)

4) S(t) {So(t) (>} Su(t) e%; So(t) = ~as(t)Sena (t) - o+’ (Y)Cosa (1)

Si(t) eR: Si(t) = —as()Cosa, (1) +as’ (H)Sena, ()

5) T(t)= {?g(t),?l(t)}; To(t) eR; To(t) = —as(t)Sena(t) - as*(t)Cosa (t)

Ti(t) e Ti(t) = —ats(t)Cosa, (t) + s (t)Sena, (t)

6) U(t) = {GE,(t),G,(t)}; Uo(t) eR: Us(t) = — o (t)Sena, (1) — o (t)Cosar, (1)

Ui(t) e; Ui(t) = —aa(t)Cosa, (t) + as’ ()Sena, (t)

7) G(t):{\'}n(t).{?.(t)}; Vio(t) e: Vo(t) = —as(t)Sena-(t) - o> (t)Cosa.(t)

Vi(t) eR: Vi(t) = —ar(t)Cosa, (t) + o-* (t)Sena. ()
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Aqui. (), (), a(t), as(t), as(t) ws(t), o-() eR, son las

aceleraciones angulares.

Para obtener las relaciones anteriores se han derivado con respecto al

tiempo t e J las ecuaciones (2.28).

3.4 Segundas derivadas de las relaciones geométricas sobre la
plataforma.

Para poder utilizar las ecuaciones de aceleracion (3.10), es necesario derivar

con respecto al tiempo teJ las expresiones (2.30); esto es:

it { i

1) Fji.{}(t):(r sox(t), 1 s0x (b)) = [X wialt)= Dm.;(t)(‘apm(t))senapct(t)+ (3.14)

d it =

s (D=t ot (£)C0S ey (1)), Y poro(t)=| e (£)ctpon (1) COS 01 () +

+|w,‘3(t)(&2pm(t))senam,(t)] J
2) T eolt)= [.r. 0 (1) + [ (X = Ctpor (£))5N 0y () = By (1)) +

+Is.ﬁ(tx—&'m(t))cos(amm—B,,m(t»}

lo"l

0y (1) + 1y (1)(0tpor (£))COS(0t oy (1) = B (1) +

+I;,f,(t)(é-'pm(t))sen(apmct)—Bpm(t»)

wat

3) T ao(t)= [ () + 1 (E)(=Ctpon (£))5EN(0t s (£) + B (1) +

+ 1, (t)(a wt(i))COS(apm( )= Boet (1)),

l.'(

a0+l (8)(etoon (£))COS(c o (1) + By (1) +
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£l (t )(fl:pot(t)sen(upo,(t)+ Bpm(t)))}

Las relaciones (3.14) se pueden interpretar de la manera siguiente:

‘I) “Conocidas las aceleraciones de los puntos (3), (6), (9) dadas por

= F
n(t) r oo(t), 1 q,n(t)e:liz son tambien conocidas, aplicando las relaciones

(3.14), la aceleracion del centroide de P, dada por

e/

r po:_u(t)=[ipm_u(t),;}w,n(t)] y la aceleracién dada por ;pot(t) = ;;-(t) 0

propiamente dicho, se conoce U’(t) = {{;’u(t),{;ﬁ(t)}

/

“Conocidos 1 soto(t) NPy U’(t): {\.}n(t),i}(t)}, se encuentran al aplicar las

'.f '.j .'Ir
relaciones (3.14) las aceleraciones r :o(t), T oo(t), T oo(t) eR?".

3.5 Formulaciéon del problema cinematico inverso de

aceleracion.

En esta seccion es planteado un problema de fundamental importancia en la
cinematica de multicuerpos rigidos: “el problema inverso de aceleracion”.
Dicho p roblema esta asociado con la configuracion d eformada d el robot

paralelo mostrado en la figura 1.8.

st

“Dados, T w0(t) €92 T wo(t) €2 T s0(t) €92, l3a(t), lsa(t), Is.a(t), los(t). laa(t),
lo.g(t)eR", P(t)={Po(t),P1(t)}, P(t) = {P,(1),-P, (1)}, Q(t)={Qo(t),Qu(t)},

Q(t) = 1Q, (1)-Q, (1)} R(t)={Ro(t),R1(t)}, R(t) = R, ()R, (1)},
S(t)={So(t).S1(1)}, ()—{si,u) =S,(t)f, TO=(To(®.Ta(t)}, T(t)={T,()-T,(t)},
U(t)={Uo(t),Uq(t)}, U(t) = U, (t),~U, (1)}, con
P(t) = Q(t) =R(t) = = T(t) = U(t) =1, p(to) = {polto) , P1(to)}, qlto) = {qo(to)
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, Q1(to) }, r(to)=iro(to) , ri(to)}, S(to) = {so(to) , S1(to)}, t(to) = {to(to) , ta(to)}, u(to) =
{Uo(to) , us(to)}, con p(t,)= q(t,)= r(t,)= s(t,)= tt)= ut,)= 1,

encuentre: E(t):{ﬁ.(t),ﬁ;(t)}, 6(0:{5.](0.5'(0}, ﬁ(t)z{ﬁu(t).%(t)}'

g(t):{gn(t),é;(t)}, ?(t):{ﬁ:“(t),?l(t)}' U(t):{il.(t),ﬂ-.(t)}, tal que las

expresiones (3.9) sean satisfechas y,

1) I.:;u(t)P{,(t)+F:’:u(t)+I3|(t)P,(t)+F.’:|(t)=0
2 QuUR,M+Q o)+ QWP M +Q (=0
3) I-:iu(t)Pn(t)Jrlé:n(t)+Ii;(t)Pl(t)+é:|(t)=O

8 B, o)+ E(1S. ()+8 (=0

5) ?ﬂ(t)T[,(t)+f:u(t)+i(t)T,(t)ﬁ".(t):o

6)  Uo(tlU,(t)+U o(t)+ U, (U, (1)U 1ty =0"

3.6 Ecuaciones de aceleracion para el planteamiento del problema

cinematico directo.

El interés en esta seccion es generar las ecuaciones de aceleracion que
permitan formular el problema cinematico directo de aceleracion relacionado
con el robot paralelo que se esta estudiando. Para lograr tal propésito, es
necesario derivar con respecto al tiempo las ecuaciones de lazo (2.33); esto

es:

!

1) L)+l () [ sa®) L as(t) 4L 5o(t)]

0 (3.15)

!

3 L)+l sa(t)-[L sr(t)+L ox(t)+L so(t)]

0
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Para representar las ecuaciones (3.15) en términos de las dobles derivadas
de las bases locales deformadas, es necesario derivar dos veces con

respecto al tiempo ted las expresiones (2.34); esto es:

.llr

1) Las(t)=1,, ea""(t) (3.16)

2)  Las(t)=l, 03,/ (1)

Por tanto, las ecuaciones (3.15) se pueden escribir en términos de las dobles

derivadas de las bases locales de la siguiente forma:

1) 1, ea/ ()+l, ea, ()], o g (3.17)
tlooa V() +l, o2, " (1) =0

2) I, ea(t)+l, ea (t) -], e (t)+
il @ (t)+1, o2, X (1) =0

Para generar las expresiones (3.17), se han utilizado las ecuaciones (3.4) y
(3.16).

Es necesario precisar que, para escribir las ecuaciones (3.17) en términos

de las dobles derivadas de los complejos, basta derivar con respecto al

tiempo las expresiones (2.39); esto es:

1) a" =Wty V(t)e, " t) (3.18)

2)  af=x)V)re, (1)

Se debe observar que, al aplicar la identidad k(t) *k(t) =1 en las expresiones

(3.18) se llega al siguiente resultado:
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1) a2 " =Wt V() V() = W(tyxa, (1) (3.19)

2) &t =XVt V() Xt xa (1)

Por tanto, al utilizar las ecuaciones (3.6) y (3.19), las expresiones de lazo de
aceleracion (3.17) se pueden escribir en términos de las dobles derivadas de

los complejos, esto es:

1) Ill-{lg(t)*P(t)*a]’}H_‘,_:-{6(t)*Q(t)*a|”}— (3.20)

-[l_ﬂ -{ﬁ(t)*R(t)*af”}+lm -{S(t)*su)*al“’}+

_|3_f,'{W(t)*{}(t)*\/(t)*W(t)*a]w; } -0

2) 1, -{5(t)*P(t)*a»I}+'s.z '{Q(t)*Q(t)*a’H}_

_[IR.T .{:I:(t)*-r(t)*alv}"‘lq_u ’{G(t)*u(t)*auw } +

1,0 o{X(t)*\.}(t)* V(t) = X(t)+a,"" } =1

Finalmente, para poder formular el problema cinematico directo de

aceleracion, se rescribira la expresion (3.11), esto es:

F b=k, o{lg(t)*P{t)*aﬂ(t)}H.\j -{a(t)*Q(t)*a”g(t)}a- (3.21)

N {Cf(t) * V/(t) * a"’".(t)}
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3.7 Planteamiento del problema cinematico directo de aceleracion.

En esta seccion es formulado otro problema de fundamental importancia en
la cinematica de los multicuerpos rigidos: “el problema directo de
aceleracion”. Dicho problema esta asociado con la configuracion deformada

del robot paralelo mostrada en la figura 1.8.

“Dados, P(t)= {P t) P(t)}. ﬁ(t)z{ﬁn(t)ﬁ](t)}. ?(t):{i,(t),?.(t)}, con

P(t) = R(t) = T(t) =0, l2,1(t), la2t), Is.4(t), le.s(t), lg7(t), los(t), lpota(t), l36(t), 13.0(t)

eR’,  PO=P(t)P:«(t),  PHO=P,M-P B},  QB={Q().Qib)},
Q(t) = {Q,(1)-Q, ()}, R(t)={Ro(t).R1(1)}, R(t) = R, ()R, ()},
S(t)={So().S1(t)}, S(t) = {S,(1)-S,(1}, TO=(To(t.To(t)}, T(t)={T,().-T, (1)},
U(t)={Uo(t),Us(t)}, U(t) = U, (1)U, (1)},
V(E={Vo(t).Va(t)}, V(1) = {V,(H),-V, (1)}, W(t)={Wo(t), Wi(t)},
W(t) = (W, ()-W, (1)}, X ()= Xe(t) Xa()},  X(t) = {X, (1).=X, (D)}, con

P(t) = Q(t) = R(t) = S(t) = T(t) = U(t) = V(t) = W(t) = X(t) =1:

P(to)={Po(to).p1(to)} . q(to)={qo(to).q1(to)}, r(to)={ro(to).r1(to)}.
s(to)=1{so(to),s1(to)}, t(to)={to(to),t1(t0) }, u(to)=1{uo(to),us(to) },
V(to)={Vo(to),vi(to)}, W(to)={wo(to),w1(to)}, X(to)=1{Xo(to).x1(to)}, con

p(ty) = qalty) =r(t,) = s(t,) = t(t,) = u(t,) = v(t,) = w(t,) = x(t,) =1

encuentre: T pouo(t) €92 5(t)={5n(t).5l(t)}, §(t)={§u(t),§;(t)}.

U(t):{ﬂn(t),a](t)}, G(t)={{}u(i),{}1(t)}, tal que las expresiones (3.11) y

(3.20) sean satisfechas vy,
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Qu(P,(H)+Q o(t)+Q (P, (1) +Q () =0
8008 (0+8 (1) 5.(t)8:(t)+é:l(t) =0
O, (1)+ 0 o(t) + D100, () +0 (=0

Uu(t)vu(t)+\}:n(t)+{;1(t)\f{(t)+\:’:-.(t)=0"
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Capitulo 4

Programacion del modelo cinematico de posicionamiento del
robot paralelo tipo RRR de 3 GDL

Introduccion.- En este capitulo se programan los modelos cinematicos de
posicionamiento del robot paralelo planar tipo RRR de 3 GDL. El objetivo es mostrar
como el uso sistematico del algebra de los numeros complejos permite una facil
programacion y visualizacion de los movimientos del robot mediante la programacion
en el lenguaje VISUAL BASIC.

4.1.- Programacion del robot paralelo planar tipo RRR de tres grados de
libertad.

La programacion del robot en base al modelo cinematico de posicion desarrollado
en esta tesis, tiene gran importancia debido a que los modelos matematicos que
la literatura tradicional® utiliza para modelar este tipo de robot son complicados,
sin embargo el modelo planteado en el capitulo 1 utilizando el algebra de los
numeros complejos, permite generar un programa que modela la cinematica de
posicion inversa y directa de este sistema mecanico. Las ecuaciones que se
programan para la cinematica inversa son las siguientes: (1.9), (1.44), (1.45), Py?
+P2=1, QP+ Q=1 R+ R =1,8+8% =1, T’ + Ti* =1y Up*+ Us® = 1
y las ecuaciones que se utilizan para programar la cinematic a directa son: (1.45),
(1.51), (1.52), Q° + Q¥ =1, S+ S =1, U+ U2 =1, V2 + Vy2 = 1. La
concepcion de este robot se da en el marco de las cadenas cinematicas
cerradas.® Otro modelo de este robot se ve en®, y la base de este programa fue

desarrolada en®®.
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4.2 Programacion de la cinematica inversa del robot.

En esta seccion se d escribe la programacion de | modelo cinematico inverso de
posicionamiento, se dan aqui las coordenadas del efector final conocido como Py y
localizado en la placa P. del robot, estas coordenadas son Xeot, Ypor tomadas con
relacion a un sistema cartesiano de referencia fijo y el angulo 6pot existente entre el
eje x y el vector Lyo 3 existente entre la junta rotacional 3 y el punto Por de la placa
triangular P_ del robot, para encontrar los angulos de los eslabones conductor
llamado para efecto de programacion activo y conducido de cada cadena cinematica
que conforma el robot, esto con respecto al eje x de referencia, utilizando las

ecuaciones descritas en la seecion 4.1.
Programa de la cinematica inversa.

e Se definen las banderas de estado para el problema de solucion inversa de las

cadenas cinematicas 1, 2 y 3.

Dim banderacc1, banderacc2, banderacc3 As Boolean

Dim incremento As Integer

e Se aplican nuevas cordenadas para modelar su posicion.

Private Sub aplicar_Click()

e Posicion Home de refrencia.
Xref = Int(Trim(Text1.Text))
Yref = Int(Trim(Text2.Text))
tetharef = Int(Trim(Text3.Text))
cinematicalnverza Xref, Yref, tetharef
End Sub
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Private Sub Form_Load()

e Se define la posicion Home de referencia.
Xref =0

Yref = 1000

tetharef = 150

cinematicalnversa Xref, Yref, tetharef

End Sub

e Se sale de la ventana de modelacion de posicion.
Private Sub Salir_Click()

Unload Me

End Sub

* En el siguiente segmento de codigo se determina la solucion de la cinematica

inversa del robot

Public Sub cinematicalnverza(x As Single, y As Single, angulo As Single)

e Definicion del angulo de referencia bpl de PL.
Dim Bpl As Single

e Defincién de angulos temporales.

Dim angulo1 As Single

Dim angulo2 As Single

‘Tolerancia

rango = 10

e Base de referencia.
e1(0) =1
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e1(1)=0

e Definicion del angulo tethapot.

tethapot = GtoR(angulo)

e Las siguientes 4 lineas describen las coordenadas de referencia.
Rpot(0) = x

Rpot(1) =y

Xpot = Rpot(0)

Ypot = Rpot(1)

e Definicion de los vectores que componen el robot.
Bpl = GtoR(30)

Lpot = 400
L36 = Lpot * 2
L39 =Lpot * 2
L1=L36

L2 =L1

L3 =11

L4 = L1

L5 =11

L6 = L1
L=2*L1

e Modelo referido a P1.
p1(0)=0
p1(1)=0

e Determinacion de R3(), R6() y R9() en la configuracion no deformada.

R3(0) = Int(Xpot - Lpot * Cos(tethapot))
R3(1) = Int(Ypot - Lpot * Sin(tethapot))
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p3(0) = R3(0)

p3(1) = R3(1)

R6(0) = Int(p3(0) + L36 * Cos(tethapot - Bpl))
R6(1) = Int(p3(1) + L36 * Sin(tethapot - Bpl))
R9(0) = Int(p3(0) + L39 * Cos(tethapot + Bpl))
R9(1) = Int(p3(1) + L39 * Sin(tethapot + Bpl))

e Funcion de la cinematica inversa de cadena CC1.
cadenacci

e Funcion de la cinematica inversa de cadena CC2.

cadenacc?2

e Funcion de la cinematica inversa de cadena CC3.

cadenacc3

e Grafica el robot en la pantalla.
Graficarobot
End Sub

e Funcion de la cinematica inversa de cadena CC1.

Private Sub cadenacc1()
e Definicion de angulos temporales para encontrar solucion.
Dim angulo1 As Single

Dim angulo2 As Single

e Bandera de estado de solucion.

banderacc1 = True

114



Proaramacion del modelo cinematico de posicionamiento del robot paralelo tipo RRR de 3GDL

e Complejos de la cadena cinematica.
For angulo1 =0 To 360 Step 0.9
P(0) = Cos(GtoR(angulo1))
P(1) = Sin(GtoR(angulo1))
For angulo2 = 0 To 360 Step 0.9
Q(0) = Cos(GtoR(angulo2))
Q(1) = Sin(GtoR(angulo2))

¢ Determinacion de las bases moviles.
e11(0) = ropq(P(), e1()).x(0)
e11(1) = ropq(P(), e1()).x(1)
e12(0) = ropa(Q(), e1())-x(o)
e12(1) = ropq(Q(), e1())-x(1)
¢ Determinacion de la pocision de los vectores L1,L2.
LL1t(0) = Int(L1 * e11(0))
LL1t(1) = Int(L1 * e11(1))
LL2t(0) = Int(L2 * e12(0))
LL2t(1) = Int(L2 * e12(1))
e Determinacion de la condicion R3=11+12.
If (R3(0) + rango > LL1t(0) + LL2t(0) And R3(1) + rango > LL1t(1) + LL2t(1)) And
(R3(0) - rango < LL1t(0) + LL2t(0) And R3(1) - rango < LL1t(1) + LL2t(1)) Then

e Angulos para las cadenas cinematicas.
tetha1 = angulo1

tetha2 = angulo2

e Determinacion de la condicion.
L11(0) = Int(L1 * e11(0))
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L11(1) = Int(L1 * e11(1))
L22(0) = Int(L2 * e12(0))
L22(1) = Int(L2 * e12(1))

e Se verifica que cumpla con condicion de los cuadrados Po+P1=1, Q0+Q1=1.
If (P(0) * P(0) + P(1) * P(1) = 1) And (Q(0) * Q(0) + Q(1) * Q(1) = 1)) Then
Exit Sub
End If
End If
Next
Next
banderacc1 = False
End Sub

e Funcioén de la cinematica inversa de cadena CC2.

Private Sub cadenacc2()

e Definicion de angulos temporales para encontrar solucion.
Dim angulo1 As Single
Dim angulo2 As Single

e Bandera de estado de solucion.

banderacc2 = True
e Determinacion de la tierra de cc2.
L14(0) = L * Cos(GtoR(60))

L14(1) = L * Sin(GtoR(60))

e Complejos de la cadena cinematica
For angulo1 =0 To 360 Step 0.9
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R(0) = Cos(GtoR(angulo1))

R(1) = Sin(GtoR(angulo1))

For angulo2 = 0 To 360 Step 0.9
S(0) = Cos(GtoR(angulo2))
S(1) = Sin(GtoR(angulo2))

e Determinacion de las bases moviles.
e13(0) = ropa(R(), e1()).x(0)
e13(1) = ropq(R(), e1()).x(1)
e14(0) = ropq(S(), e1()).x(o)
e14(1) = ropq(S(), e1()).x(1)

e Determinacion de la posicion de los vectores L3,L4.
LL3t(0) = Int(L3 * e13(0))
LL3t(1) = Int(L3 * e13(1))
LL4t(0) = Int(L4 * e14(0))
LL4t(1) = Int(L4 * e14(1))

o Determinacion de la condicion R6=L14+L3+L4.

If (R6(0) + rango > L14(0) + LL3t(0) + LL4t(0) And R6(1) + rango > L14(1) +
LL3t(1) + LL4t(1)) And (R6(0) - rango < L14(0) + LL3t(0) + LL4t(0) And R6(1) - rango
< L14(1) + LL3t(1) + LL4t(1)) Then

e Angulos para las cadenas cinematicas.
tetha3 = angulo1

tetha4 = angulo2
¢ Determinacion de la condicion.

L33(0) = Int(L3 * e13(0))
L33(1) = Int(L3 * e13(1))
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L44(0) = Int(L4 * e14(0))
L44(1) = Int(L4 * e14(1))

e Se verifica que cumpla con condicion de los cuadrados Po+P1=1, Q0+Q1=1.
If (R(0) * R(0) + R(1) * R(1) = 1) And (S(0) * S(0) + S(1) * S(1) = 1)) Then
Exit Sub
End If
End If
Next
Next
banderacc2 = False
End Sub

e Funcion de la cinematica inversa de cadena CC3.

Private Sub cadenacc3()

e Definicion de angulos temporales para encontrar solucion.
Dim angulo1 As Single
Dim angulo2 As Single

e Bandera de estado de solucion.

banderacc3 = True

e Determinacion del eslabon de tierra de CC3.
L17(0) = -1 * L * Cos(GtoR(60))
L17(1) = L * Sin(GtoR(60))

e Complejos de la cadena cinematica.
For angulo1 = 360 To 0 Step -0.9
T(0) = Cos(GtoR(angulo1))
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T(1) = Sin(GtoR(angulo1))

For angulo2 = 360 To 0 Step -0.9
U(0) = Cos(GtoR(angulo2))
U(1) = Sin(GtoR(angulo2))

e Determinacion de las bases moviles.
e15(0) = ropq(T(), e1()).x(0)
e15(1) = ropq(T(), e1()).x(1)
e16(0) = ropg(U(), e1()).x(o)
e16(1) = ropqg(U(), e1()).x(1)

e Determinacion de la posicidn de los vectores L5,L6.
LL5t(0) = Int(L5 * e15(0))
LL5t(1 ) Int(L5 * e15(1))
LL6t(0) = Int(L6 * e16(0))
LL6t(1) = Int(L6 * e16(1))

e Determinacion de la condicion R9=L17+L5+L6.

If (R9(0) + rango > L17(0) + LL5t(0) + LL6t(0) And R9(1) + rango > L17(1) +
LL5t(1) + LL6t(1)) And (R9(0) - rango < L17(0) + LL5t(0) + LL6t(0) And R9(1) - rango
< L17(1) + LL5%(1) + LL6t(1)) Then

e Angulos para las cadenas cinematicas.
tethab = angulo1
tetha6 = angulo2

e Determinacion de la condicion.
L55(0) = Int(L5 * e15(0))
L55(1) = Int(L5 * e15(1))
L66(0) = Int(L6 * e16(0))
L66(1) = Int(L6 * e16(1))
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e Se verifica que cumpla con condicién de los cuadrados.
If ((T(O) * T(O) + T(1)* T(1) =1) And (U(0) * U(0) + U(1) * U(1) = 1)) Then
Exit Sub
End If
End If
Next
Next
banderacc3 = False
End Sub

o Grafica el robot en el la caja de dibujo.
Private Sub Graficarobot()

e Variables temporales para el sistema de la pantalla.
Dim ofsetx As Single

Dim ofsety As Single

Dim Rtpot(1) As Single

Dim RT1(1) As Single

Dim RT2(1) As Single

Dim RT3(1) As Single

Dim RT4(1) As Single

Dim RT6(1) As Single

Dim RT9(1) As Single

e Verificacion de soluciones.

If (banderacc1 = False Or banderacc2 = False Or banderacc3 = False) Then
MsgBox "El sistema no tubo solucion "
Exit Sub

End If
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e Ofset en x+2500 ofset en y -2100, centrado referido a CC1.
ofsetx = 2500
ofsety = 1500

e Adecuacion al sistema en de pantalla.
Rtpot(0) = Rpot(0) + ofsetx

Rtpot(1) = Rpot(1) + ofsety

RT3(0) = R3(0) + ofsetx

RT3(1) = R3(1) + ofsety

RT6(0) = R6(0) + ofsetx

RT6(1) = R6(1) + ofsety

RT9(0) = R9(0) + ofsetx

RT9(1) = R9(1) + ofsety

e Caracteristicas de la figura del robot.
Line3.BorderWidth = 3
Line4.BorderWidth = 3
Line5.BorderWidth = 3
Line6.BorderWidth = 3
Line7.BorderWidth = 3
Line8.BorderWidth = 3
Line9.BorderWidth = 3
Line10.BorderWidth = 3
Line11.BorderWidth = 3
Line12.BorderWidth = 3
Line3.BorderColor = vbWhite
Line4.BorderColor = vbWhite
Line5.BorderColor = vbWhite
Line6.BorderColor = vbWhite
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Line7.BorderColor = vbBlue
Line8.BorderColor = vbBlue
Line9.BorderColor = vbBlue
Line10.BorderColor = vbBlue
Line11.BorderColor = vbBlue
Line12.BorderColor = vbBlue

e Correcion de cuadrante y offset de centrado.
e Graficacion del vector Bpl.

Line3.X1 = Int(Rtpot(0))

Line3.Y1 = Int(Rtpot(1))

Line3.X2 = Int(RT3(0))

Line3.Y2 = Int(RT3(1))

e Graficacion del vector L36.
Line4.X1 = Int(RT3(0))
Line4.Y1 = Int{(RT3(1))
Line4.X2 = Int(RT6(0))
Lined4.Y2 = Int(RT6(1))

e Graficacion del vector L39.
Line5.X1 = Int(RT3(0))
Line5.Y1 = Int(RT3(1))
Line5.X2 = Int(RT9(0))
Line5.Y2 = Int(RT9(1))

o Graficacion del vector L96.
Line6.X1 = Int(RT9(0))
Line6.Y1 = Int(RT9(1))
Line6.X2 = Int(RT6(0))
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Line6.Y2 = Int(RT6(1))

e Graficacion de CC1.
e Vector L1.
Line7.X1 = ofsetx
Line7.Y1 = ofsety
Line7.X2 = ofsetx + L11(0)
Line7.Y2 = ofsety + L11(1)

e Vector L2
Line8.X1 = ofsetx + L11(0
Line8.Y1 = ofsety + L11(1
Line8.X2 = ofsetx + L11(0) + L22(0)
Line8.Y2 = ofsety + L11(1) + L22(1)

)
)

e Graficacion de CC2.

e \Vector L3.
Line9.X1 = ofsetx + L14(0)
Line9.Y1 = ofsety + L14(1)
Line9.X2 = ofsetx + L14(0) + L33(0)
Line9.Y2 = ofsety + L14(1) + L33(1)

e Vector L4.
Line10.X1 = ofsetx + L14(0) + L33(0)
Line10.Y1 = ofsety + L14(1) + L33(1)
Line10.X2 = ofsetx + L14(0) + L33(0) + L44(0)
Line10.Y2 = ofsety + L14(1) + L33(1) + L44(1)

e Graficacion de CC3.
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¢ Vector LS.
Line11.X1 = ofsetx + L17(0)
Line11.Y1 = ofsety + L17(1)
Line11.X2 = ofsetx + L17(0) + L55(0)
Line11.Y2 = ofsety + L17(1) + L55(1)

e \ector L6.
Line12.X1 = ofsetx + L17(0) + L55(0)
Line12.Y1 = ofsety + L17(1) + L55(1)
Line12.X2 = ofsetx + L17(0) + L55(0) + L66(0)
Line12.Y2 = ofsety + L17(1) + L55(1) + L66(1)

e Valores de los controles
Text1.Text = Int(Rpot(0))
Text2.Text = Int(Rpot(1))
Text3.Text = RtoG(tethapot)

e Valores de los angulos de las cadena cinematica.

Label13.Caption = Int(tetha1)
Label16.Caption = Int(tetha2)
Label14.Caption = Int(tetha3)
Label17.Caption = Int(tetha4)
Label19.Caption = Int(tethab)
Label20.Caption = Int(tethab)
End Sub

Private Sub VScroll1_Change()
incremento = VScroll1.Value
Text4.Text = incremento

End Sub
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El ejecutar el siguiente programa da como resultado la salida grafica que se muestra
a continuacion, donde se dan los valores de x, vy, theta po y la solucion al modelo

permite mostrar su nuevo posicionamiento de cada eslabon que compone el robot.

- Modelacon cimemalica de un robot Paralelo JRRA de cadena cmem: rﬂmr rmatica mve u!":l""- defo de poncain] -
P Modelssdn  dcerca de

| cedenads de oot 0
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Geados en los eslabones

Actro Corducdo
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2 15 309

CC3 e
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Figura 4.1 Salida grafica de la cinematica inversa del robot paralelo.

4.3 Programacion de la cinematica directa del robot.

En esta seccion se describe la programacion del modelo cinematico directo de
posicionamiento, se dan aqui con respecto a un sistema coordenado de referencia x,
y, basicamente respecto a x, los angulos de los eslabones conductores de las
cadenas cinematicas llamados para efecto de programacion activos, para localizar la

posicion del efector final Poie P. del robot,. Esto es, se encuentran las coordenadas
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Xpot, Ypot Y el angulo 6por. También el programa determina la posicion en grados de
los eslabones conducidos. Para la programacion se utilizan las ecuaciones descritas

en la seccion 4.1.

Programa de la cinematica directa.

¢ Se dimensionan las Banderas de estado de solucién inversa de cadenas

cinematicas.

Dim banderacc1, banderacc2, banderacc3 As Boolean

Dim incremento As Integer

e Se aplican nuevas cordenadas para modelar su posicion.

Private Sub aplicar_Click()

e Nueva orientacion.
tetha1 = Int(Trim(Text1.Text))
tetha3 = Int(Trim(Text2.Text))
tetha6 = Int(Trim(Text3.Text))
cinematicadirecta tetha1, tetha3, tetha6
End Sub

Private Sub Form_Load()

¢ Posicion Home de refrencia Borrar>rango de 307, 112, 238.
Text4. Text ="9"
Text5.Text ="115"
Text6.Text = "235"
cinematicadirecta 9, 115, 235
End Sub
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e Sale de la ventana de modelacion de posicion.
Private Sub Salir_Click()
Unload Me
End Sub

e Determinacion de la posicion de la cinematica directa del robot.
Public Sub cinematicadirecta(angulo1 As Single, angulo3 As Single, angulo6 As
Single)

¢ Definicion de angulos temporales.
Dim angulot1 As Single
Dim angulot2 As Single
Dim angulot3 As Single
Dim angulot4 As Single

e Definicion de los elementos temporales de solucion
Dim e36(1) As Single
Dim e39(1) As Single
Dim epot(1) As Single
Dim tem(1) As Single
Dim LL36t(1) As Single
Dim LL39t(1) As Single

Dim solucion(1) As Single

Dim incremento As Single

e Dato que depende de la resolucién del actuador mecanico del sistema.
incremento = 0.9
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e Margen de tolerancia..

rango = 10

e Formulacion del problema DADOS:
W e e e o e e i e e Jr e v o Y e e e i o v e v o vl v o i e v d v e v v i o ok v v e e e o o o e 9 e o 9 9 v Y d o o o i o o J e o o o e o
tetha1 = angulo1
tetha3 = angulo3
tetha6 = angulo6

e Base de referencia.
e1(0)=1
e1(1)=0

¢ Definicion de los vectores que componen al robot.
Bpl = GtoR(30)

Lpot =400
L36 = Lpot * 2
L39 = Lpot * 2
L1=L36

L2 =11

L3 =1L1

L4 = L1

L5 =L1

L6 = L1
L=2"*L1

¢ Definicion de los complejos X() y W().
x(0) = Cos(GtoR(150))
x(1) = Sin(GtoR(150))
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W(0) = Cos(GtoR(210))
W(1) = Sin(GtoR(210))

e Determinacion de la orientacion del eslabon activo CCA1.
e Modelo referido a P1

p1(0)=0

p1(1)=0

P(0) = Cos(GtoR(angulo1))

P(1) = Sin(GtoR(angulo1))

¢ Determinacion de las bases moviles.
e11(0) = ropq(P(), e1()).x(0)
e11(1) = ropq(P(), e1()).x(1)

e Determinacion de vector de L1.
L11(0) = Int(L1 * e11(0))
L11(1) = Int(L1 * e11(1))

e Determinacion de la orientacion del eslabon activo de CC2.
o Determinacion de la tierra de CC2.

L14(0) = L * Cos(GtoR(60))

L14(1) = L * Sin(GtoR(60))

e Derterminacion de la orientacion del vector.
R(0) = Cos(GtoR(angulo3))
R(1) = Sin(GtoR(angulo3))

e Determinacion de las bases moviles.

e13(0) = ropq(R(), e1()).x(o)
e13(1) = ropqg(R(), e1()).x(1)
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e Determinacion de vector de L1.
L33(0) = Int(L3 * €13(0))
L33(1) = Int(L3 * e13(1))

e Determinacion de la orientacion del eslabon activo de CC3.
T(0) = Cos(GtoR(angulo6))
T(1) = Sin(GtoR(angulo6))
e Determinacion de las bases mdviles.
e15(0) = ropq(T(), e1()).x(0)
e15(1) = ropq(T(), e1()).x(1)

e Determinacion de vector de L1.
L55(0) = Int(L5 * e15(0))
L55(1) = Int(L5 * e15(1))

e Determinacion del eslabon de tierra de CC3
L17(0) =-1* L * Cos(GtoR(60))
L17(1) =L * Sin(GtoR(60))

Thdkdkkdkkhhhkkhkhhkhhhkhhhhkhhhkhdkhkhkhkhhhhhhhkdhhhhhhhkrhkhhhrhhhhkiiths

e Formulacion de la ecuacion L11+L22-(L14+L33+L44+L36)=0.
e Determinacion del vector L2 temporal 121.
For angulot1 = 120 To 360 Step incremento

Q(0) = Cos(GtoR(angulot1))

Q(1) = Sin(GtoR(angulot1))

e12(0) = ropa(Q(), e1()).x(o)

e12(1) = ropq(Q(), e1()).x(1)

LL2t(0) = Int(L2 * e12(0))

LL2t(1) = Int(L2 * e12(1))

130



Proaramacion del modelo cinematico de posicionamiento del robot paralelo tipo RRR de 3GDL

¢ Determinacion del vector L44 temporal.
For angulot2 = 0 To 360 Step incremento
S(0) = Cos(GtoR(angulot2))
S(1) = Sin(GtoR(angulot2))
e14(0) = ropq(S(), e1())-x(0)
e14(1) = ropq(S(), e1())-x(1)
LL4t(0) = Int(L4 * e14(0))
LL4t(1) = Int(L4 * e14(1))
e Determinacion del vector L36 temporal.
For angulot3 = 0 To 360 Step incremento
V(0) = Cos(GtoR(angulot3))
V(1) = Sin(GtoR(angulot3))
tem(0) = ropa(x(), V()).x(0)
tem(1) = ropq(x(), V()).-x(1) .
e36(0) = ropg(tem(), e1()).x(0)
e36(1) = ropq(tem(), e1()).x(1)
LL36t(0) = Int(L36 * €36(0))
LL36t(1) = Int(L36 * e36(1))

e Verificacion de la solucion de la ecuacion L11+L22-(L14+L33+L44+L36)=0.
solucion(0) = L11(0) + LL2t(0) - (L14(0) + L33(0) + LL4t(0) + LL36t(0))
solucion(1) = L11(1) + LL2t(1) - (L14(1) + L33(1) + LL4t(1) + LL36t(1))

If (solucion(0) + rango > 0 And solucion(1) + rango > 0) And (solucion(0) -

rango < 0 And solucion(1) - rango < 0) Then

e Formulacioén de la ecuacion L11+L22-(L17+L55+L66+L39)=0.
e Determinacion del vector L66.
For angulot4 = 0 To 360 Step 0.9
U(0) = Cos(GtoR(angulot4))
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U(1) = Sin(GtoR(angulot4))
e16(0) = ropg(U(), e1()).x(0)
e16(1) = ropqg(U(), 1()).x(1)
LL6t(0) = Int(L6 * e16(0))
LL6t(1) = Int(L6 * e16(1))

e Determinacion del vector L39 temporal.
tem(0) = ropa(W(), V()).x(0)
tem(1) = ropa(W(), V()).x(1)
e39(0) = ropg(tem(), e1()).x(0)
e39(1) = ropq(tem(), e1()).x(1)
LL39t(0) = Int(L39 * €39(0))
LL39t(1) = Int(L39 * e39(1))

e Verificacion de la solucion de la ecuacion L11+L22-(L17+L55+L66+L.39)=0.
solucion(0) = L11(0) + LL2t(0) - (L17(0) + L55(0) + LL6t(0) + LL39t(0))
solucion(1) = L11(1) + LL2t(1) - (L17(1) + L55(1) + LL6t(1) + LL39t(1))

If (solucion(0) + rango > 0 And solucion(1) + rango > 0) And (solucion(0)

- rango < 0 And solucion(1) - rango < 0) Then

e Determinacion de las rotaciones de los eslabones conducidos.
tetha2 = angulot1
tetha4 = angulot2
tethapot = angulot3
tethab = angulot4

e Determinacion de los vectores conducidos.
L22(0) = Int(L2 * 12(0))
L22(1) = Int(L2 * e12(1))
L44(0) = Int(L4 * e14(0))
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L44(1) = Int(L4 * e14(1))
L66(0) = Int(L6 * e16(0))
L66(1) = Int(L6 * e16(1))

LL36(0) = Int(L36 * €36(0))
LL36(1) = Int(L36 * e36(1))
LL39(0) = Int(L39 * e39(0))
LL39(1) = Int(L39 * e39(1))

epot(0) = ropq(V(), e1()).x(0)
epot(1) = ropq(V(), e1()).x(1)
LLpot(0) = Int(Lpot * epot(0))
LLpot(1) = Int(Lpot * epot(1))
Rpot(0) = L11(0) + L22(0) + LLpot(0)
Rpot(1) = L11(1) + L22(1) + LLpot(1)

e e e e e sk e e e e e e e e e e e ok e vk e e e e vk e e ke o e e g e e e e e v e e e e e e e e v e e e e e e e de ok e e e dede e ke e ek ek ke ke

o Se verifica que cumpla con condicion de los cuadrados Q(),S(),U() Y V().
If (Q(0) * Q(0) + Q(1) * Q(1) = 1) And (S(0) * S(0) + S(1) * S(1) = 1)
And (U(0) * U(0) + U(1) * U(1) = 1) And (V(0) * V(0) + V(1) * V(1) = 1)) Then
Graficarobot
Exit Sub
End If
End If
Next
End If
Next
Next
Next
MsgBox ("no se encontro solucion™)
End Sub
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e Grafica el robot en el la caja de dibujo.
Private Sub Graficarobot()

e Variables temporales para el sistema de la pantalla.
Dim ofsetx As Single
Dim ofsety As Single
Dim Rtpot(1) As Single

o Ofset en x+2500 ofset en y -2100, centrado y referido a CC1 el modelo.
ofsetx = 2500
ofsety = 1500

e Adecuacion al sistema en de pantalla.
Rtpot(0) = Rpot(0) + ofsetx
Rtpot(1) = Rpot(1) + ofsety

o Caracteristicas de la figura del robot.
Line3.BorderWidth = 3
Line4.BorderWidth = 3
Line5.BorderWidth = 3
Line6.BorderWidth = 3
Line7.BorderWidth = 3
Line8.BorderWidth = 3
Line9.BorderWidth = 3
Line10.BorderWidth = 3
Line11.BorderWidth = 3
Line12.BorderWidth = 3
Line3.BorderColor = vbBlue
Line4.BorderColor = vbWhite
Line5.BorderColor = vbWhite
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Line6.BorderColor = vbWhite
Line7.BorderColor = vbBlue
Line8.BorderColor = vbBlue
Line9.BorderColor = vbBlue
Line10.BorderColor = vbBlue
Line11.BorderColor = vbBlue

Line12.BorderColor = vbBlue

e Correcién de cuadrante y offset de centrado.
e Graficacion del vector Bpl.
Line3.X1 = ofsetx + L11(0) + L22(0) ' Int(Rtpot(0))
Line3.Y1 = ofsety + L11(1) + L22(1) 'Int(Rtpot(1))
Line3.X2 = ofsetx + L11(0) + L22(0) + LLpot(0) 'Int(RT3(0))
Line3.Y2 = ofsety + L11(1) + L22(1) + LLpot(1) 'Int(RT3(1))

e Graficacion del vector L36.
Line4.X1 = ofsetx + L14(0) + L33(0) + L44(0) 'Int(RT3(0))
Line4.Y1 = ofsety + L14(1) + L33(1) + L44(1) 'Int(RT3(1))
Line4.X2 = ofsetx + L14(0) + L33(0) + L44(0) + LL36(0) 'ofsetx + L14(0) + L33(0) +
L44(0) 'Int(RT6(0))
Line4.Y2 = ofsety + L14(1) + L33(1) + L44(1) + LL36(1) 'ofsety + L14(1) + L33(1) +
L44(1) 'Int(RT6(1))

e Graficacion del vector L39.
Line5.X1 = ofsetx + L17(0) + L55(0) + L66(0) 'Int(RT3(0))
Line5.Y1 = ofsety + L17(1) + L55(1) + L66(1) 'Int(RT3(1))
Line5.X2 = ofsetx + L17(0) + L55(0) + L66(0) + LL39(0) 'Int(RT9(0))
Line5.Y2 = ofsety + L17(1) + L55(1) + L66(1) + LL39(1) 'Int(RT9(1))

e Graficacion del vector L96.
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Line6.X1 = ofsetx + L14(0) + L33(0) + L44(0) ' Int(RT9(0))
Line6.Y1 = ofsety + L14(1) + L33(1) + L44(1) 'Int(RT9(1))
Line6.X2 = ofsetx + L17(0) + L55(0) + L66(0) 'Int(RT6(0))
Line6.Y2 = ofsety + L17(1) + L55(1) + L66(1) 'Int(RT6(1))

e Graficacion de CC1.
‘'vector L1
Line7.X1 = ofsetx
Line7.Y1 = ofsety
Line7.X2 = ofsetx + L11(0)
Line7.Y2 = ofsety + L11(1)
'vector L2
Line8.X1 = ofsetx + L11(0)
Line8.Y1 = ofsety + L11(1)
Line8.X2 = ofsetx + L11(0) + L22(0)
Line8.Y2 = ofsety + L11(1) + L22(1)
¢ Graficacion de CC2.
e \Vector L3.
Line9.X1 = ofsetx + L14(0)
Line9.Y1 = ofsety + L14(1)
Line9.X2 = ofsetx + L14(0) + L33(0)
Line9.Y2 = ofsety + L14(1) + L33(1)

e Vector L4.
Line10.X1 = ofsetx + L14(0) + L33(0)
Line10.Y1 = ofsety + L14(1) + L33(1)
Line10.X2 = ofsetx + L14(0) + L33(0) + L44(0)
Line10.Y2 = ofsety + L14(1) + L33(1) + L44(1)
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o Graficacion de CC3.
o Vector LS.
Line11.X1 = ofsetx + L17(0)
Line11.Y1 = ofsety + L17(1)
Line11.X2 = ofsetx + L17(0) + L55(0)
Line11.Y2 = ofsety + L17(1) + L55(1)

e Vector L6.
Line12.X1 = ofsetx + L17(0) + L55(0)
Line12.Y1 = ofsety + L17(1) + L55(1)
Line12.X2 = ofsetx + L17(0) + L55(0) + L66(0)
Line12.Y2 = ofsety + L17(1) + L55(1) + L66(1)

o Valores de la cinematica directa.
o Valores de las corenadas de PL.
Text1.Text = Int(Rpot(0))
Text2.Text = Int(Rpot(1))
Text3.Text = tethapot

e Valores de los angulos de las cadena cinematica
Label13.Caption = Int(tetha1)
Label16.Caption = Int(tetha2)
Label14.Caption = Int(tetha3)
Label17.Caption = Int(tetha4)
Label19.Caption = Int(tethab)
Label20.Caption = Int(tetha5)

End Sub
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El ejecutar el siguiente programa da como resultado la salida grafica que se muestra
a continuacién, donde se dan los valores de los angulos para los eslabones activos
de las cadenas cinematicas CC1, CC2 y CC3 del robot y se determinan Xyot, Ypot,

Bpot, que representan la posicion del efector final Pye PL y la solucion al modelo

permite mostrar su nuevo posicionamiento.

- Modelacon cinemalica de un 1obol Paralelo JRAN de cadena cinematica cenada. - [Cines

m Modelscion  Aceicade

Vahores de lor esiavones acior

L1 Tehal  [§
CC2 Teha  [178
CO3Tonad [T apkes !
Py, g Thetsedt

Grados en los ssl3bones

Actno Corducido

o B 123
o2 m | =
c3 m | 4

8] Tew maestiac i iy Provecio] M H "4 Modelacin ci B e wW gl 2o,

iy Explomyg - C 01| B Codgo s pankal

*Im:mi EE -

Figura 4.1 Salida grafica de la cinematica directa del robot paralelo
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APENDICE |

MARCO TEORICO NUMEROS COMPLEJOS

Introduccion: para construir los modelos cinematicos de posicionamiento,
velocidad, aceleracion y trayectoria del robot paralelo planar de 3 GDL, tipo
RRR, se utiliza el espacio vectorial de los numeros complejos. El contenido

utilizado en este apéndice esta basado en [2], presentado a continuacion.
A.1 El espacio vectorial de los numeros complejos

Aqui definiremos dos operaciones binarias sobre el conjunto W?, el cual es el
conjunto de parejas ordenadas de numeros reales. La primer operacion que
se define es la operacion aditiva @ : W% x W? — W% La segunda es una
operacion multiplicativa * : %% x W% — W2 Se mostrara que mediante estas
operaciones la pareja (W%, @)y la terna (%%, @,*), forman un grupo aditivo
conmutativo y un campo conmutativo respectivamente. Utilizandose la
multiplicacion escalar - : R2x R — W y el producto interno <e, > : w2 x
W2 — W2 se mostrara que el conjunto (R?, @, *, », <+, *>), es un espacio
vectorial con producto interno conocido como el conjunto de los numeros
complejos. Considerando el conjunto R* sobre el cual se definiran las

siguientes operaciones:

1)(a.b) ©® (a.B) = (a+a, b+p) (A1)
2) (a.b) " (a, B) = (ac- bB, ap+ ba)

Donde (a, b), (a. B) € R? las operaciones © : M2 x N2 — N2 es la suma
usual en R’ y es conocido que la pareja (W% @) es un grupo aditivo
conmutativo. Se mostrara ahora un resultado primordial para los objetivos

deseados.
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Teorema A.1. Laterna (W, =, *) es un campo conmutativo.

Demostracion. Puesto que la pareja (:11’2, =) es un grupo aditivo
conmutativo, f alta solo demostrar qu e (W, *) es un grupo m ultiplicativo

conmutativo excepto por la existencia del inverso multiplicativo del elemento
nulo aditivo, ademas las operaciones aditiva y multiplicativa satisfacen las
correspondientes propiedades distributivas. De acuerdo a la propiedad
conmutativa de la multiplicacion de los nimeros reales, la operacion * : W? x

R — Nes conmutativa, ademas:

a) La operacion *: W% x W? — W?es asociativa. Sean p, q, r € W, esta

propiedad se demuestra de la siguiente forma. Sea
p=(a,b), q=(a B),y r=(c, d), ytenemos la operacion:

p*(q*r) = (a, b)*((a B)*(c d)
(a, b) * (ac - Bd ad + Bc)
(a(ac — Bd) — b(ad + Bc) , a(ad + Bc) + b(ac — Bd))
= (aac —afd - bad - bBc , aad + afc + bac — bAd)
((aa —bp)c —(ap + ba)d , (af + ba)c + (aa —bR)d )
(aa - B a3 + bu) (C. d)
((a,b) * (a. B)) *
(

p*)

b) A continuacion se construye el elemento identidad de la multiplicacion.

Tenemos que | € %? es la identidad multiplicativa de W&? siy solo si

[*p=p*]l tal que p € W Porlotanto sip =(a b)y T=(a, B), entonces

tenemos que
I*p=p*T= (a b)*(a,B)=(aa—bp.ap +ba) = (a, b)
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dado que T € W? es la identidad, se tiene que

aa-bB=a (bl) . af+ba=b (b2).
El elemento identidad multiplicativo de p e W° con respecto ala
operacion

* M2 x W? — N2 da como resultado al resolver el sistema de ecuaciones
anterior, las siguientes ecuaciones:

siendoa # 0 las dos ecuaciones se reducen a :

Despejando a de (b1) tenemos
a=1/a(a+bp)
sustituyendo en (b2)
ap+ 1/a(a+bB)=0>b
a’p+b(a+bB)= ab
a’p+ab+b’p = ab
a’p+bp =0 de donde se obtiene
(a®+b?)B =0 (b3)

De acuerdo a esta expresion, tenemos que B = 0 y sustituyendo el valor de
B en (b1) se obtiene

aa-b(0)= a
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a=ala=1

De donde tenemos que como el elemento identidad T = (a. B). se tiene que
estel=(1,0).

c) Ahora se mostrara que para toda p € %? existe un elemento inverso p' €

W? | tal que p*p'=p'*p=1ISiendop=(a b)y p'=(a, B), se tiene que
P P’ =p*p=(ac—bp.ap+ba)=(1,0)
de acuerdo a esta expresion se deduce que
aa — b =1 (c1)
yque aB+ba=0 (c2)

Despejando a de la primera expresion (c1) y sustituyéndola en la segunda

(c2) tenemos que
a=1/a(1+bp)
aB+ b/a(1+bB)=0
a’B+ b+b’B=0
(a®+ b?)B=-b de donde
B=-b/(a%+ b?)

sustituyendo en la expresion

1/a (1+bB )=1/a (1+b(-b/(a’+ b?))

Q
1

1/a((1-b%)/(a’+ b%) )= 1/a((@®+ b?>—b?/(a’+ b?))
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= (a’/(a’+ b%))/a porloque
a=al/(a’+ b%)

De donde se concluye que el elemento inverso multiplicativo de p € W?,

resulta ser:

p'= {a/(a®+ b®), -b/(a®+ b?)}

asi, si multiplicamos p *p’ estos deben serigual a 1
p*p'={a,b)*[a/(a’+ b’), -b/(a’+ b’}

={a(a /(a’+ b%))-b(-b/(a%*+ b?)),a(-b/(a’+ b%))
+b(a /(a’+ b?)}

={a’/(a®+ b)) +b?/(a°+b?),-ab/(a’ +b’) + ba/(a’+ b?)}

= {(@°+b?) /(@ +b?), 0}

p*p’'=(1,0)=1
d) Si tenemos ahoraque p=(a,b) € ®? , q'=(a, B) € ®? yr=(c, d) evv
W2, las siguientes propiedades distributivas son satisfechas:
p*(q®r)=p'q@p*r,

P2g*r=p*raq*r
Utilizando sus valores respectivos tenemos:

P*(g@r)=(a . b)*{(aB)+(cd}=(a,b)*{a+c, B+d
=[(@a(a+c)-b(p+d), a(B+d)+b(a+c)
=(aa+ac-bB-bd, af + ad+ ba + bc)
= [(aa - bR, ap + ba)+ (ac-bd , ad + bc)
=[(@,b)*(a,B)+(a,b)*(c,d)
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La otra expresion

(P®a)*r=[@.b)+(aPB)]*(c.d)= (@a+a b+p)*(c. d)
=[(a+a)jc—(b+B)d, (a+a)d+(b+p)c]
=(ac+ac—-bd-Bd, ad+ad+bc+fc)
=(ac-bd,ad +bc)+(ac—-Bd, ad + Bc)
=(a,b)*(c.,d)+(a,B)*(c,d)
=p*r @ q*r

se sabe también que la operacion «: W2 x R? — W? la cual esta definida

por
a-(a,b)= (aa, ab), talquea € R, (a, b) € R? ,

Es una multiplicacion escalar y por consecuencia %i* es un espacio vectorial

real. Ademas con esta multiplicaciéon escalar el inverso multiplicativo de p =

(a,b) € W se puede escribir de la siguiente manera:

p'= (1/a@*+b%)p

donde el elemento p = (a, -b) € W’ es llamado el conjugado de p = (a,b)e

N2,

Algunas propiedades de este elemento se presentan en el siguiente

teorema.

Teorema A.2. Sea p=(a,b) e R? y q=(a, B) € W , tenemos que:

@

—
©
$5)
o
I
ol ol

*

L)

e}

*
| 2

1
|_nr 'U|

145



Marco teorico de numeros complejos

Np*p=p*q=(at+b? 0)

Demostracion. Tomando en cuenta que basandose en la definicion de la

operacién aditiva en )¥? y la correspondiente al conjugado se obtiene que:

PO q=(a+ab+B)=(a+a.-b-P)=(a,-b) ® (a. -p)=pegq
se tiene también que

)*

q*p=(-b)(a -B)=(aa-bpB,aB+ba)=(aa-bB,-aB-ba)

= (&, -B)*(a,-b)=q * p.

Finalmente tenemos,

p * p=(ab)a, -b)y=(a’+b’, -ab+ab)= (a°+b%,0)

Ahora, también se tiene, que la transformacion <+, > : W2 x N2 — W’

.definida siendo p = (a, b) € ®* y q=(a, B) € R?, por:
<p,g>=ac+bf

Es un producto interno en %2, de tal forma que el conjunto & = (%%, @, *, »,
<+, *>) es un espacio vectorial con producto interno y la funcion 11 * 11 ; %2 —

R que esta definida por
Hpll=<p,p>* talquep € R

€s una norma, por lo tanto ¢ es un espacio vectorial normado y sus

elementos son llamados comunmente nimeros complejos.
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Observacién A.1. Se puede observar que al considerar la definicion de la
operacion aditiva, el elemento p = (a, b) € &, se puede expresar como la

suma siguiente:
p=(ab)=(a.0) @ (0,b)
Esto es, al definir los subespacios
zr={(a,0):aeR}cR ,zv={(0,b):bec R}cw

Del espacio vectorial de numeros complejos, este puede expresarse

mediante la siguiente suma directa de subespacios:
C =cr®ay=[peET:p=prO®Pv; PRE TR, Pv € @V]

También al definir los isomorfismos tenemos que Tr: zr > R ; Ty @y > R

por:
Tr(a,0)=a ; Tv(0,b)=Db,

Y siendo Tr™(a) entonces
P=Tr"(a) ® Ty (b)

Observamos finalmente que, siendo q = (a, B) € W2,

*

p q ® q* p=2aa+bg, 0)

el producto interno de los elementos p , q € W’ se pueden expresar de la

siguiente manera:
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* *
<p,q>=%Tr[p q @ q p]

Observaciéon A.2. Se observa que el elementoe; =(0, 1) € W? de la base

canonica. Satisface que:
iP=e2*e2=(0,1)*(0,1)=(-1,0)=Ta"(-1)

Ademas siendo p = (a, b), entonces tenemos que:
p=(a,b)=(a, 0)® be,=Tg"(a) ® be,

Las ultimas dos expresiones se han utilizado para interpretar los numeros
complejos como la suma de una parte real, mas una parte imaginaria. Lo
cierto es que el numero imaginario i, utilizado comunmente en el algebra

compleja, es el vector e, de la base canédnica y la representacion
algebraicamente correcta de la pareja p = (a, b) € W?, esta dada por la

ultima ecuacion de esta observacion.
A.2 Representacion paramétrica de las rotaciones.

La finalidad de esta seccién es construir con la operaciéon *: R? x R? — W?,
estudiada , una transformacion lineal p(p, e ) : W2 x K> — K2 con p € W2

fijo, que preserva el producto interno, cuya matriz con respecto a la base

canonica posea determinante positivo, con lo cual dicha transformacion del
parametro p € W’ es una rotacion. Se estudiaran aqui también algunas
otras representaciones de la rotacion antes mencionada. Sea p(p, e ) : N2 x

W2 — W2 p e N2 fijo definido por:

p(P.a)=(1/lpl)p*q ., vYqeR: (A2)
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Las propiedades de la transformacion p(p, e ) : N2 x N2 — W definidaen la

ecuacion (A.2) se resumen en los resultados siguientes.

Teorema A.3. La transformacion p(p, ) : 2 x W° — W’ definida en la

ecuacion (A.2) es lineal y ortogonal de determinante positivo.

Demostracion: Siendo q, s € %2, y de acuerdo con la distributividad de la

operacion *: ®2x R? — %2 se tiene que:

p(p.q ® s)= (1upl)p*(qDs)
(Mupmp*q@p*sj=1/upi)p *ql@ (/up)p*s]
P(p. q) @ p(p, s).

Ll

Sitenemos utilizamosa a, Yva € R,

p(p,aq)=(1/npi)[p *(aeq)
= (a/npie[p *ql=ae p(p, q)

Ademas tenemos que p(p, ¢) *: R — R es ortogonal, pues:

<p(p. q), p(p. 1)>="% Tr[p(p, @) * p(P. 1) @ p(p. T) * p(p. Q)]
=% (1 npI*)Tr [ Q)" (p. 1) @ p(B.T) * (P. Q)]
=%/ 1p 1) Tl a*(p.P)* r & r*(p.p)* Q)]
=%Te[q'r ® T*q)=<q,r>

Finalmente se muestra que el determinante de la transformacion p(p, o) *:
"? — 9 es positivo, si tenemos que siendo B = [(1, 0), (0, 1)] = % la base
canonica en W°, la matriz de p(p, ) *: %2 — W2 con respecto a esta base

resulta ser:

149



Marco tedrico de numeros complejos

a -b
Mopo=(1/11pN)
b a
ya que,

p(p.e=(1/upn(@,b)*(1,0)= (1/uphn(a,b),

p(p, &2) =(1/npu)(@,b)*(0,1)= (1upiu(b, a)
el resultado buscado se obtiene al observar que el determinante M 5 o = 1.
Teorema A.4. La transformacion p(p, ) € L(%% %?) = (T: W2 — %% Tes
lineal), puede ser representada de la siguiente forma:

p(p.*)= (M upi)@i+bwW)= (1/1pi)(bw-aw?),

Donde T: %2 — %% es la transformacion identidad y W: %% — %% esta dado

por:

~

W=-e,®e+e®e;

Demostracion. Observemos que:

Mopo=(1/pn =(1/ npn)(al+b W)

por:

150



Marco tedrico de numeros complejos

La segunda igualdad del teorema se obtiene al observar que:

~
, 0 -1 0 -1 (0*0+ =1*1) (0*(-1)+(-1*0))
W< = =
\-‘I 0 1 0 10 + 01 1*(-1) + 0*0
P
-1 0
= == |
g 0o -1

La parte antisimétrica W € A(%%, %% = (B: %> — %?: B =-B', que es del

teorema anterior satisface el siguiente teorema:
Teorema A.5.- la transformacion W € A(%?, W?) es tal que

W= (™w , W™=(CD"w?, n=2234..
Demostracion: Para demostrar este teorema se procedera por induccion,

mostrando primeramente que para n = 2 el resultado es satisfecho. Y cierto

es que,

Por lo tanto para n = 2, el resultado que se obtiene, suponiendo ahora que

para n =1 el resultado es satisfecho, entonces se tiene que :

W2l = W22 o W = - W2 D) o W = W2t o 2
= (_1)!\-2 W o WZ = (_l)n-z w3 - _(_1)n~2 W
=(-1)"'W.

Ademas,

w2n = WZn-2 o W - W2(n-1) o WZ - (_l)n—Z WZ o WZ
= (D)W = () ) W= ()T W
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A.3 Representacion exponencial de p(p, o): RZ — R?

Para la interpretacion fisica de los parametros de la rotacion p(p, »): € L(%?,

*.RE), se utilizara la geometria del espacio vectorial de los numeros complejos,

presentandose el resultado primordial en el siguiente teorema.

Teorema A.6. Seau € W2, p=(a.b) e W¥yv=(p,u) e R Entonces
tenemos que el coseno del angulo formado por los vectores u y v viene dado
por:

cosB=al/llpll , senB=xb/lpll,

Demostracion. El coseno del angulo esta definido en términos del producto

interno del vector u € W2y el vector rotado v = (p, u) € R esto es:

cos 8= (u, p(p, w))/(tun Hp(p , u) .

Ademas, siendo p(p, »): R — %2 una rotacion, entonces Il u 11= lip(p , u)il.

También,
p(p,u)= (1/npu)au; —bus, au; — buy),
por tanto
(u, p(p, u)) = (1/ 1 p 1)(aus? = busuz + au? + buguz) =anun® 1 p .
Esto es,
cosO=anun¥ (Wpunu 1|2) =alupi.

Finalmente, de la igualdad cos® 8 + sen’8 = 1 se obtiene que:
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sen’8 = 1-cos28=1—aiip 1= 1/l p 1[I p 112 = a%] = b2l p 11,
Por lo tanto, senB8=+b /1 p Il

El resultado del teorema anterior nos permite encontrar la siguiente

representacion trigonomeétrica de la rotacion p(p, ») € L(W?, w?).

Corolario A.1 La transformacion p(p. ) € L(W? , W% puede ser

representada en la forma:
p(p, »)=cos B 1+senB W.

Demostracion. En efecto de acuerdo al teorema A.6 tenemos que a =1l p Il

cosBy b==11pllsenB, entonces,
p(p,e)=1iplal+b W= 1/lipufiiplicos8T+1pilsen6 W]
=cosBl+send W

Corolario A.2. La transformacion p(p, ») € L(%?, W?) es tal que:

m
~

ﬂ] n
p(p. #)= D (D" W™

n=t) |”-

Demostracion. Recordando que la transformacion p(p, o) : ®% — %2 puede

expresarse de acuerdo con el teorema anterior en la forma:

I
(@]
o
0]
@
I+
(%)
@
=
@

P(p, °)
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Al considerar en esta expresion las expansiones en serie de las funciones

trigonométricas, esto es,

sen8 =0 -08%31+8%5!-87/7'+ ... cos©=1-06%2!+6%4-6%6!+ ...
se obtiene que, siendo Wo =0 \ﬁf, que:

Caso 1

cosBT+senB W

P(p, *)

(1-8%21 +04/41 - 656! + ..) T+ (6-6%31+8°%51-87/71 +.. )W

=T+6W -8 %21 1-8%31 W +84/4! T+8°5/5! W -8%6! 1-87/7! W+...

= 1+6W+8 2/2! W2 +0 %31 W° +8 44! W* +6%/5! W> +8°5/6! WP +67/7! W +...

Caso 2
p(p, )= cos6T-senB W
- (1-8%21+641 -6%6! + ..)T- (8 -6%31+0°%5-8 /7! +..) W
=T-6W -82/2! T+6 %31 W +6 /41 T-8°%/5! W -6 56! T+67/7! W+...
= 1-0W+6 %/2! W2 -6 /3! W +6 */41 W* -6 5/5! W° +6 5/6! W° -6 /7! W+...

= 1-0W+6%/2! Wy’ -8%3! W,° +8/4! W, -8%/5! W,° +65/6! Wo° -87/7! W' +..
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Teorema A.7. Sea q = (qo, q;) € R, p = (a, b) € W? entonces la siguiente

igualdad es satisfecha:
axp(p.q)= O/ upimnqgii‘es=(0,0,(b/1pngn?).
Demostracion.
q* p(p, q) = €k Q1 P(P, A & = €3 91 P(P, Q) €3
= [€31k Qo P(P, Q) + €32« Q1 P(P. Q] €3
= [€312 Qo P(P. )2 * €321 91 P(P. )1] €3
= [qo p(p. )2 - 91 p(p. 9)1] €3
= (b/ 11 p 11) [aqo g+ + bgo® - aqo g1 + bay’] €3
=M/ npn)iqgl’es
Corolario A.3. Sea q = (qo, q1) € W% p = (a. b) € W2 entonces tenemos
que:

qxp(p,q)=[0,0, +sen® (11q I/l p i)

Demostracion. En efecto el resultado buscado se obtiene combinando los

teoremas A.6 y A.7.

155



Marco tedrico de numeros complejos

El marco teorico aqui definido es utilizado en el capitulo 3 para modelar un
robot paralelo plano de 3GDL, RRR.

Observemos ahora que, la matriz de la transformacion R(p,e) € L (2, w?)

M, . = l[a _bJ
Rm.-:*m b -3

esta dada por:

puesto que,

L= i
R(p,e,) = 7=p*e, = =P =7=(a-b),
Il ol [l

R(p.e.) = -rpre. R = (s
ol" ol

El resultado buscado, se obtiene de observar que det Mgp.)--1.

Teorema 1.9. La transformacion R(p,s) & L(R?, %) puede ser

representada en la forma siguiente:
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|
R(p.q)=7—1al +bW |.
(L2

donde las matrices de las transformaciones 1,y W, estan dadas por:

wlo ) e G

Demostracion. Es suficiente con observar que la matriz de la transformacion

estudiada puede escribirse en la forma siguiente:
((a -b . l I 0 0 -1
Mo = 73 = 1712 + b
Ip| b -a p| 1 0 -1 d 6

Teorema 1.10. Sea q=( qo 1) € R2 y p =(ab) € W?, entonces, las

I

siguientes igualdades son satisfechas.

1 .
qxR(p,q) = H(O. 0, b(q; —q;)—2aq, qq).

1
Cos 0=—{a(qg —q7)~2bq,q.},

lp

donde 6 es el angulo formado por los vectores q eR’yR(p, q) eR>
Demostracion. Observemos primeramente que, siendo q= (qo. g1), entonces,

1
<R(qu)-q> = M < IQE]’qI )4 (aqu - qu » —aq, _bq“) >

| , i i \ ‘
:H {aq:]"ch;Q:—aQI"bq”% j= T {3(q;‘q;)—2bq'ltll b
P I]
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Ademas,
q x R(p. q) = &k qR(p. q)k & = e3xq R(p, gk €3

={ e312qo R(p, 9)2 +¢3219: R(p, q)1 } €3

I

={qo R(p,q)2-q1 R(p.q)1} €3 = m { Qo0 (-aq4-bqo)-q; (@qe-bq1)} €3
1 1 . 1 S

EH{ —-aq,q, —bq; —aq,q, +bq; }e;fm{bﬂn -qy)—23q,9,} &3

1 5 %
=—(0, 0, b(q; —q;)—2aq,q, )-
ol

A.4 Otra operacion binaria multiplicativa

Presentaremos en esta parte otra operacion multiplicativa ®: 93t% x WR?—W?,
mediante la cual podremos construir una transformacion pa(p,s): R2HNR2,
peNR? fijo, que resultard ser una reflexién. Consideremos entonces la
operacion

®: W2 x W2oR? definida por:

(@b)® (o, P)=(-aa + bP, ap + ba). (1.4)

Estudiaremos ahora las propiedades de dicha operacion a través de los

resultados siguientes:
Teorema 1.11. La operacién ®: R? x W>—%? es no asociativa.

Demostracion. En efecto, sean p=(a,b), g= («.B), r= (c,d), entonces,
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PO(Q®r) =(ab)® {(ap)® (cd)}
= (a,b) ®{ (-ac + pBd, ad + c) }
=(-a(-ac+ pd)+ b (ad + Bc), a(ad +pc) + b (-ac + pd))
= (aac- apd + bad + bfc, aad + afc - bac + bpd)
= (c (aw + bB) + d(ba-ap), (a+ bp) d + (aB- ba))c).

También,

(POq)®r  ={(ab)®(ap)}® (c.d)=(-aa +bp, ap + ba) ® (c.d)
= (-c (-aa + bp) + d(ap + ba), d(-aa + bp) + c(aP + ba) )
= (c (ac - bB) +d (ap + ba), d (-aa + bp) + c(ap- bar)).

Por tanto,
PO@Q®r)=(p®q)®r.

Teorema 1.12. El elemento 1= — l ~(b%-a?% 2ba), es tal que si p = (a, b),

a +b

entonces, p® 1 =p.

Demostracion. En efecto, seanp = (a, b) y 1=(«, p)talque p® 1 =p, esto

es:
(@, b)® (a, p)=(-ac+bp ap+ ba)=(a, b),
por tanto,

-aat+bf =a : af+ba =b.
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Al resolver este sistema de ecuaciones, se obtiene que:

w=-L(@-bp . ap-2(a-bp=b.
da d
M-
Por tanto, @’ + b%) = 2ba. Esto es = _.‘b“b: . También,
a T
~ iy .‘_ =
a=-L@- 2y 1 (2 p2eopzy = D2
a a +b- a*~ +h’ a +b-

Por tanto, 1= — (b?-a2 2ba).
= a~+b"

l

Teorema 1.13. Sea p = (a, b) € R?, entonces, el elemento p’ = — o
a” +

(a,

b), estalquep® p’ = 1.

Demostracion. En efecto, sea p’ =(«, p)talque p * p’ = 1, esto es,

(@, b)® (o f) = (-aa+ b afi+ ba) = 1‘b: (b?-a% 2ba).
a_-a-

Entonces,

-aa+ bf= — lb1 (b%-a?) , af+ba=2ab.

a” +b’

Esto es,

a=-—L _ (b2-a9)+02p

(a +b7)a a

Por tanto,
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ag- — L -+ p= 1 _2ab
aa” +b") a a +b’
Esto es,
@+2)p= 1 _(2ab+2 (p2-a))
a a +b” a
s (b Fl jo — R _ g el
a +b- a ala” +b7) a
por tanto,
2’ +b° b
() p= =2,
a a
de donde, p= .b s . Y
a +b’
a=- — 1 __ (e + 8 ty= L (e’ b?)
a(a” +b7) a a +b” a(a” +b")
__a
“a‘+b
Por tanto, p’' = _,1 - (a,b)= ll = Pp.
a~ +b a~ +b

Teorema 1.14. Sean p, q, r R Entonces, las siguientes propiedades

distributivas son satisfechas:

P®(q@®r) =p®q®por,

(P@ q)®r=p®r@®q®r.
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Demostracion. En efecto, sean p=(a, b), q=(« /) yr=(c, d), entonces

P®(q®r)=(ab)® (a+c, f+d)
(-a(atc)+b(p+d) b(atc)+a(p+d))
=(-aa+bp af+ba)@® (-ac+bd, ad + bc)
(@, b)®(a p) @ (a,b)® (c, d)
=p®q @ per.

[

Ademas,

(P®g)®r=(a+aq b+p ® (cd)
=(cla+ta)+d(b+p),d@a+a)+tc(b+p))
= (-ca+db,da+cb) @ (-ca+df da+cf)
=(@b)®(c,d) ® (a ) ® (c, d)

P

®re@q®r.

Teorema 1.15. La operacion @: %2 x W—»N? es conmutativa. En

efecto si p=(a, b), g=(«, f), entonces,
p®ag=(a,b)® (a fl=(-aa+bp ba+tap)=(-ca+ b, ab+ pga)

=(a. H® (a,b)=q® p.

Los siguientes r esultados, son satisfechos por|a operaciéon @ @R 2 x
RZNR2,

Teorema 1.16. Sean p = (a, b) € W?, q=(«, ) € W°. Entonces
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i) p®q@®q®p=-2aa+bs0).

Demostracion. En efecto,

p®g=(a,b)® (a,B) =(-ac+bp, ap +ba)=(-ac + bp, -ap - ba)

=(a,P)@(@,-b)=q @ p,

También,

P®p=(ab)®(a-b)=(-a%-b%0)=-(a’+b%0).

Finalmente, tenemos que:

p®g=(a,-b)® (a,p) =(-aa-bp -ba+ap),
q@®p=(x,-B)® (a,b)=(-aa-pb, -fa+ab),
por tanto,

pO®qO® q®p= 2(aa+bps 0).

Tomando en cuenta la transformacion Tr : @r — 'R, definida en incisos

anteriores, observamos que la siguiente relacion es satisfecha:

1 . -
( p. g )=-5Tr{P®a® q@p}.
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A.5 Otra parametrizacion de reflexiones

Presentaremos en esta parte, una transformacion lineal p, (pe):R° — W2
con p e W fijo, definida a través de la operacién estudiada en el inciso
anterior, la cual preserva el producto interno y el determinante asociado a la
matriz de la misma, construida con respecto a la base candnica de W2,
resulta ser negativo, con lo cual dicha transformacion es una reflexion. Se
estudiaran  también algunas otras representaciones de la reflexion

construida. Sea p (p,e) : % — R, con p e W fijo, definida por:
1
m(p,q)=m P®q . Vqew. (1.5)
l 1

Observemos que la transformacion px(p,e): K2 — K2 tiene la misma forma
cualitativa que la definida en el inciso 1.4. En este caso py(p.e): N> — W2
esta definida en términos de la operacion ®: W? x W — W2 definida en el

inciso 1.5. Algunas propiedades de la misma se estudian a continuacion.
Teorema 1.17. La transformacion px(p,e) : 82 — W es lineal, ortogonal de
determinante negativo.

Demostracién. En efecto, siendo q, r € %? y de acuerdo a la distribuidad de

la operacion ® : R? x W2 — N2, se obtiene que :

~2(P.q®N= —p ® (qOr) Emmﬁp@q ®p®r}

|
|

1
=7 P@q® pPOr=p;(p.aq) @ x(pr).
vl Ip|

Ademas, siendo aeR,q e’
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1l
R

|
2P aq)= —p ® (xq)

También, siendo q W2, r e, entonces,

/ 1 pr— —
( p2(p.q)ps(p.r)) = 5 TrR{i2(P.q) @2(p, 1)@ p2(p,r) ©p2(p. q) }

1 _— _
=—5Ta{h‘*7(p*q1®(p®r) ®(p*n ® (pOQ)
P
1
=es HI‘]TTR{(;:@ 9 (PO @ (PO 1) © (POq)}.

El resultado buscado, se sigue al desarrollar esta ultima expresion, esto es,
al observar que:

P ©@q® (por) =-|p| (ac+pd, pc-ad),

y
P®N® (P®a)=-|p[ (ca+dp. du-cp).
de donde,
PO QO (PON) ® (PO N® (pOq)=-2p[ (catdp, 0)
=-2[p[T="{ (a.r) ).
por tanto,

{ p.(p.@)p-(p.r) )= (q.r).
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Finalmente, al observar que:

olpisi) = la bl ® )= o (ab)
Ip| Ip|

p(p.e2) = M(am\@ (01) = il (ba),

I

la matriz de pa(p,®) :R?—>%? esta dada por:

M —l('a b]
S I

de donde, det M -1.

2 (pee) =

Teorema 1.18. La transformacion pa(p,e) ‘R2>R?, puede ser representada

en la forma siguiente:

1
pz(p,-)=L{a[ +bW }=-—{al +bW },
=i ~3 =i ot

el In]

donde las matrices de las transformacion Loy Wg, estan dadas por:

y las transformaciones 11y W, estan definidas en el inciso anterior.
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Demostracion. Es suficiente con observar que la matriz de la transformacion

estudiada, puede escribirse en la forma siguiente:

Teorema 1.19. Sea q=(qo. q:)eR’ y p =(a,b)eNR? entonces, las siguientes

igualdades son satisfechas.
l il il
qxp.(p,q) = ; (b(q, —q;)+2aq,q,)€s

I

= (0,0, b(fl::. = C[|_1 )+2aq,q,),
bl

1 .
Cos 6= w{‘a (g '_q;)*' 2bq::q;}'

Demostracion. En efecto,

axpP, (P, q) = &30 P (P, A €3 = {Qo pP-(P. 4)2-q1 p-(P.9)1} €3
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Apéndice I

Prototipo experimental de robot paralelo planar tipo RRR de 3 GDL

Introduccion

La necesidad de probar los modelos cinematicos de posicionamiento, condujo a la
construccion de un prototipo mecatronico del robot paralelo planar de 3 GDL, tipo RRR,
el cual fue construido con materiales rigidos ligeros. En el prototipo no se consideraron

esfuerzos ni cargas estaticas y dinamicas.
A1 Manipulador

El manipulador es la estructura mecanica que conforma el prototipo de robot paralelo
tipo RRR de 3 GDL, construido, consiste en tres cadenas cinematicas y la estructura

esta constituida de acuerdo a la figura All.1 y a la tabla AllT.1, de la siguiente manera:

Nota: aunque no forma parte del manipulador la interfase electronica aparece en el
dibujo. La interfase se utiliza para controlar los motores a pasos que se utilizan como
actuadores y el giro mecanico producido se transmite por medio de un tren de
engranaje (corona y piidn), a las cadenas cinematicas que conforman el robot paralelo

prototipo.

1) La plataforma fija (ver figura All.2), consta de una placa de acrilico transparente
de 750 X 750 mm por 4 mm de espesor, con tres grupos de 64 taladros de 4 mm,
para sujetar por medio de tronillos la base de los eslabones de tierra en las
posiciones deseadas, 37 taladros cono trucado diametro mayor de 6mm y 4 mm
diametro menor. La plataforma para darle rigidez, esta reforzada con un marco
construido con 6 tablas, 4 son de 25 X 20 X 725 mm y 2 son de 25 X 20 X 700
mm Utilizandose para fijar la base al marco chilillos con cabeza conica de 3.18 x

15 mm.
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La plataforma movil (ver figura All.3), consiste en una placa de acrilico en forma
de triangulo equilatero de 200 mm de lado y 4 mm de espesor, en el centro
geomeétrico cuenta con un orificio de 19 mm de diametro para alojar el efector
final que puede ser un dispositivo electroiman para activar una pluma. Tiene

también tres orificios de 10 mm de diametro uno en cada vértice de la placa.

4) Tres eslabones de tierra, cada eslabon (ver figura All.4), esta compuesto
por un porta baleros y una base soporte descritos a continuacion: 3) El porta
baleros consiste en una pieza circular de aluminio de 44 mm de diametro exterior
por 70 mm de largo, con 2 cajas o cavidades de forma circular, una en cada
extremo, el diametro es 28.2 mm con una profundidad de 8 mm. En el centro de
la pieza existe un orificio o taladro de 13 mm de diametro de cavidad a cavidad.
4) La base soporte es de acrilico de 115 mm de ancho, 150 mm de largo y 4 mm
de espesor, para fijar los soportes de los motores tiene 4 barrenos en forma de
cono truncado diametros de 6 a 4 mm, para fijar la base soporte a la plataforma
fija tiene 4 barrenos de 4 mm de diametro, ademas para fijar el porta baleros a la
base tiene dos barrenos en forma de cono truncado diametros de 10 a 5§ mm.
Para unir el porta baleros a la base soporte y asi formar el eslabon de tierra, se

utilizan 2 tornillos de cabeza cénica de 4.76 mm de diametro por 20 mm de largo.

5) 6) Tres juntas rotacionales son utilizadas para unir los eslabones de tierra a los

eslabones conductores. Cada junta rotacional (ver figura All.5), esta constituida
por una flecha y dos rodamientos. 5) La flecha es de aluminio su diametro es
12.7 mm y tiene 180 mm de largo uno de sus extremos tiene un maquinado
especial para acoplarse al eslabén conductor y en este extremo tiene un taladro
de 3.18 mm de didmetro por 15 mm de profundidad. 6) Los rodamientos son
marca SMT, N77R8 ZZ, de 28 mm diametro exterior y 12.72 mm didmetro interior
y 8 mm de profundidad, estos van colocados en las cajas del porta baleros del

eslabon de tierra.
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Tres eslabones conductores de aluminio, cada eslabon (ver figura All.6), es
de 19 mm de ancho, 200 mm de largo y 6.5 mm de espesor, en un extremo tiene
un canal corrido cuya profundidad es el espesor del eslabon de 84 mm de largo y
6 mm de ancho redondeado en los extremos. En el extremo contrario se localiza
un caja de baleros de 9.6 mm de diametro, 4 mm de profundidad y en el centro

de esta cavidad tiene un barreno de 4 mm de diametro.

Tres eslabones conducidos de aluminio, cada eslabon(ver figura All.7), tiene
dos piezas cada pieza es de 13 mm de ancho por 200 mm de largo y 2.4 mm de
espesor dando un total de 4.8 mm. Cada pieza cuanta también con 6 barrenos
en forma de cono truncado diametros de 6 a 4 mm, 4 en un extremo y 2 en el

extremo contrario.

Tres juntas rotacionales son utilizadas para unir el eslabones conductores a los
conducidos y los conducidos a la plataforma movil o placa triangular, cada junta
rotacional (ver figura All.8), esta constituida por un rodamiento marca SMT,
N77R2 ZZ, de 9.5 mm diametro exterior y 3.6 mm diametro interior y 3.9 mm de
profundidad, e stos van colocados e nl as cajas de baleros de los eslabones
conductores y en los barrenos de los vértices de la placa triangular. Ademas del
rodamiento se utiliza un tornillo de cabeza conica de 3.18 mm de diametro por

20 mm de largo con guasa plana y un separador de plastico duro de 2mm.

10) Cuatro soportes son utilizados para sostener en posicion la mesa de trabajo,

cada soporte (ver figura All.9), consiste en una barra redonda de aluminio de 21
mm de diametro por 150 mm de largo, en un extremo tiene un taladro de 3.2 mm
de diametro y 20 mm de profundidad rosca estandar para atornillar la mesa de
trabajo y en el otro extremo tiene un taladro de 4.8 mm de diametro por 25 mm

de profundidad para fijar el soporte a la plataforma fija.
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11) Una mesa de trabajo forma parte también como un complemento del robot.
esta mesa (ver figura All.10), consiste en una placa de acrilico polarizado de 280
mm de ancho por 530 mm de largo y 4 mm de espesor, en cada vertice tiene un

barreno en forma de cono truncado diametros de 8 a 4 mm.

12) 13) 14) Tres actuadores con sus sistemas de transmision son utilizados para
transmitir el giro mecanico a las cadenas cinematicas del robot, cada actuador y
su sistema de transmision (ver figura All.11), esta constituido por: 12) un motor a
pasos bipolar, 13) un engrane motriz de plastico nylamid color rojo, de 15 mm de
diametro exterior, 4 mm de diametro interior, por 7 mm de espesor y 28 dientes
rectos inclinados un angulo aproximado de 10 grados, 14) un engrane de plastico
nylamid color blanco de 60 mm de diametro exterior, 12.7 mm de diametro

interior, por 7 mm de espesor y 122 dientes rectos.

15) Tres soportes son utilizados para soportar los motores a paso y dar la
inclinacion necesaria para que el engrane motriz se alinee con el engrane
transmisor, cada soporte (ver figura All.12), esta construido a base de una placa
delgada de aluminio de 1.5 mm de espesor, 256 mm de largo doblada en forma
conveniente. El soporte tiene un barreno central de 8 mm de diametro y en cada

extremo dos perforaciones 4 mm de diametro.

16) Una interfase electronica es utilizada para establecer la comunicacion entre el
robot y la computadora, la interfase (ver figura All.13), esta constituida por 6
chips, un puerto de entrada para alimentar las sefiales de la computadora, un
puerto d e s alida p ara a limentar | os 3 m otores a p asos ¢ on s us r espectivos

grupos de conductores, un disipador, una fuente de poder.
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APENDICE Il COMPONENTES DEL PROTOTIPO

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO
MAESTRIA EN INGENIERIA MECANICA

PROTOTIPO RP. TIPO Pza:

MANIPULADOR ROBOT Fecha:

‘<” Acot: Cantidad: 1 Rev: EJL

ESCALA: s/e | Material:Varios |Div: JJDV

Figura All.1 Manipulador del Prototipo de Robot Paralelo
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Prototipo experimental de robot paralelo planar tipo RRR de 3 GDL

Tabla AllIT.1 Componentes del Manipulador

Numero Descripcion Unidad Cantidad
1 Plataforma fija Pza 1
2 Plataforma movil Pza 1
3 Eslabon de tierra (Portabaleros) Pza. 3
4 Eslabén de tierra (Base soporte) Pza. 3
b Junta rotacional tierra (Flecha) Pza. 3
6 Junta totacional tierra (Baleros) Pza. 6
7 Eslabon conductor Pza. 3
8 Eslabon conducido Pza. 3
9 Junta rotacional conductor-conducido Pza. 3
10 Soporte mesa de trabajo Pza. 4
11 Mesa de trabajo Pza. 1
12 Motor a pasos Pza. 3
13 | Engrane motriz & 10 mm., 28 dientes Pza. 3
14 | Engrane transmisor 8 60 mm, 122 dientes Pza. 3
15 Base soporte motor ' Pza. 3
16 Interfase electronica Pza. 1
17 Tornillo cabeza coénica de 4.76 x 20 mm. Pza. 10
18 Tornillo cabeza conica de 3.18 x 20 mm. Pza. 12
19 Tornillo cabeza de gota de 3.18 x 20 mm. Pza. 12

20 Chilillo cabeza conica de 3.18 x 15 mm. Pza. 40
21 Madera de 25 x20 mm Mts. 4.3
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APENDICE I  COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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All.2 Plataforma fiia
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APENDICE II COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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Fiagura All.3 Plataforma movil
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APENDICE Il COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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APENDICE Il COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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Figura All.4B Base soporte (Eslabon de tierra)
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APENDICE Il COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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Fiqura All.5 Junta rotacional eslabon tierra a eslabon conductor.
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APENDICE II COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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Figura All.6 Eslabon conductor
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APENDICE II COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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Figura All.7 Eslabon conducido.
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APENDICE Il COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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APENDICE II COMPONENTES DEL PROTOT[F"O
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Figura All.9 Soporte de la mesa de trabajo.
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APENDIC I COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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Figura All.10 Mesa de trabaio
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APENDICE Il COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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APENDICE Il COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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APENDICE II COMPONENTES DEL PROTOTIPO
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se cumplieron los siguientes objetivos:

Se modelo la cinematica de un robot paralelo planar tipo RRR, usando el

algebra de complejos.

Los problemas cinematicos directo e inverso se formularon para el analisis

de posicion, velocidad y aceleracion.

El modelo cinematica de posicion resultante fué programado en el lenguaje
VISUAL BASIC V6.

En este trabajo se modelo la cinematica de un robot paralelo plano tipo RRR. Para

tal proposito, se utilizd el algebra de los numeros complejos sistematizados y

parametrizados por (Reyes L. 1998). Las conclusiones y resultados derivados de

esta tesis se resumen en los puntos siguientes:

El problema cinematico inverso para la posicion, velocidad y aceleracion

genero un sistema de 12 ecuaciones y 12 incognitas para cada modelo.

El problema cinematico directo de posicion, velocidad y aceleracion genero

un sistema de 10 ecuaciones con 10 incognitas.
Para utilizar la cinematica directa del robot estudiado, fue necesario definir

nuevos vectores d e p osicion sobre la plataforma; en o tras palabras, e |

analisis cinematico directo es diferente al inverso.
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e E| planteamiento sistematico de los modelos cinematicos permitid la
programacion y simulacion del modelo de posicion en forma eficiente en el
lenguaje VISUAL BASIC V6.

e Es necesario optimar la programacion de los modelos para obtener una

respuesta en tiempo real.

Los modelos cinematicos del robot paralelo obtenidos en este trabajo de tesis no
incluyen el analisis de trayectoria, por tanto, para estudiar el analisis dinamico de
este tipo de robots resulta necesario incluir el modelo de trayectoria. Cabe senalar
que, la herramienta matematica usada (numeros complejos) para construir los
modelos del robot, puede ser usada para analizar y modelar otros tipos de robots

paralelos planos y mecanismos.
Futuros trabajos por desarrollar relacionados con esta tesis son:
1) Modelacion cinematica de posicion de un robot paralelo planar tipo RPP
usando una rotacion usual y otra variante definidas en el espacio

vectorial de los numeros complejos.

2) Optimar la programacion de los modelos cinematicos de un robot

paralelo tipo RRR para eficientar la respuesta a tiempo real.

3) Analisis dinamico de un robot paralelo planar tipo RRR.

4) Analisis de trayectoria y aplicacion al ciclo operativo de un robot paralelo

planar.

5) Programar los modelos de velocidad y aceleracion del robot.
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