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Este trabajo de tesis tiene el propdsito de generar conocimiento escrito para las
futuras generaciones de la Maestria en Ingenieria Mecanica y campos afines,

interesadas en el analisis y sintesis de mecanismos.

Los mecanismos son sistemas mecanicos de cadena cinematica cerrada que se
usan en maquinas y dispositivos de trabajo para diversos propésitos. Durante
décadas dichos mecanismos han sido modelados utilizando métodos tradicionales.
Actualmente, se han desarrollado nuevas estructuras algebraicas usadas para

modelar las rotaciones tanto en el plano como en el espacio.

Este trabajo de tesis trata de demostrar la eficiencia de los nimeros complejos en el
modelado de mecanismos de cuatro y cinco barras de movimiento en el plano. De
hecho, [2] ha sistematizado y parametrizado las rotaciones y reflexiones rigidas en el
plano en el espacio vectorial de complejos. Dicha sistematizacion ha sido realizada

en el contexto del algebra moderna.



Prélogo

En esta tesis se modelan el problema de analisis de un mecanismo de cinco barras y
dos problemas de sintesis para conduccién de cuerpo rigido (tres y cuatro puntos de

precision), usando la rotacién habitual definida en el espacio de los numeros

complejos.

Cabe senalar que este trabajo, forma parte de la linea de investigacion: Modelacion
cinematica y dinamica de sistemas mecanicos, desarrollada por la Seccién Mecanica
de la DEPFI, UNAM vy el Instituto Tecnolégico Superior de Cajeme, Cd. Obregén

Sonora.

Finalmente, se agradece la colaboracion de todas aquellas personas que

contribuyeron para realizar esta tesis.
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Resumen

RESUM EN

En este trabajo de tesis se modelan los problemas de andlisis de un mecanismo de
cinco barras, y de sintesis para conduccion de cuerpo rigido (tres y cuatro puntos de
precision) asociado con un mecanismo de cuatro barras. Para modelar dichos
problemas, fue utilizada el algebra de los nimeros complejos. Dos configuraciones
del mecanismo de cinco barras fueron analizadas: 1) la no deformada y 2) la
deformada. El problema directo gener6 un sistema de seis ecuaciones y seis
incégnitas, y el inverso un sistema de ocho por ocho, para ambas configuraciones. El
problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido (tres puntos de precision)
genero un sistema de doce por doce, en tanto el de cuatro puntos de precision fue
de veinte por veinte. Se introdujeron restricciones de rigidez en el eslabdn acoplador
y control del area de trabajo para cuadrar los sistemas de ecuaciones e incognitas.

Finalmente, los modelos obtenidos fueron programados en VISUAL BASIC V6.

Palabras clave: Mecanismo, analisis y sintesis, nUmeros complejos, modelacion.
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INTRODUCCI()N

En este trabajo de tesis se cumpliran los objetivos siguientes:

Modelar el problema de analisis de un mecanismo de cinco barras.

Modelar el problema de sintesis para conduccién de cuerpo rigido (tres y cuatro

puntos de precision).

Usar la rotacion habitual definida en los nimeros complejos para generar los

modelos.

Programar los modelos en VISUAL BASIC V6.

La mayor parte de los sistemas mecanicos que producen o transfieren movimiento

y/o fuerza integran en sus elementos mecanismos, tales como levas, trenes de

engranes, dispositivos de movimiento intermitente y multicuerpos rigidos de cadena

abierta o cerrada.

El analisis y la sintesis de mecanismos son actividades de suma importancia en la

modelacion y el disefio cinematico, pues de ellas depende la seleccién del tipo de

W
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mecanismo adecuado para una cierta tarea, y la determinacion de sus dimensiones
apropiadas. Tradicionalmente, dichos modelos han sido generados utilizando
métodos graficos [25, 28, 30], matriciales [11, 12, 13, 14, 15, 16, 19, 36] o la
comunmente conocida “algebra de numeros complejos” en su representacion
Euleriana [1, 11].

En la actualidad, los movimientos de un mecanismo pueden ser caracterizados en
funcién de rotaciones y/o reflexiones rigidas de sus miembros dentro del plano o el
espacio a través de nuevas estructuras algebraicas, como el algebra de complejos y
el algebra de cuaterniones, ambas sistematizadas y parametrizadas en el contexto
moderno [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].

En los siguientes parrafos se presenta una introduccion a los conceptos basicos de
la cinematica plana de los cuerpos rigidos y la teoria de mecanismos. El objetivo es
proporcionar un marco de referencia didactico y cientifico que, segun [34] resulta
fundamental para eliminar cualquier indicio de vaguedad y ambigliedad, las cuales

constituyen una seria amenaza para el pensamiento preciso.

Esta parte se distingue, al igual que la etapa axiomatica en el desarrollo de una
teoria matematica [35], por la clarificacion y la organizacion sistematica de los

conceptos necesarios para lograr el mejor entendimiento del trabajo.

1.1. Cinematica plana de los cuerpos rigidos y su hipotesis fundamental

Dentro de la “mecanica clasica” pueden ser identificadas dos grandes areas de
estudio, estatica y dinamica. La primera se ocupa del analisis de sistemas sobre los

cuales el tiempo no interviene como un factor determinante, por otro lado, la

Vil



Introduccién

dindmica estudia a los sistemas cuyas condiciones y parametros de interés se ven

afectados por accion del tiempo.

Como se muestra en la figura |.1, la dinamica puede ser subdividida en dos
disciplinas generales, que Leonhard Euler reconoci6 en 1775 por primera vez, como
entidades separadas. Cinematica y cinética centran su estudio, respectivamente,

sobre el movimiento de sistemas fisicos, y las fuerzas que lo originan.

[Mecanica Clasica|
~ T

' 1
| Estatica | [ Dindmica |
a | | =
R ]
\Cinematica Cinética

Figura I.1. Subdivisiones de la mecadnica clasica

De manera mas especifica, puede decirse que la cinematica comprende el analisis
de la posicion, desplazamiento, rotacion, rapidez, velocidad y aceleracion, derivados

del movimiento, independientemente de las fuerzas que lo producen.

Para la “escuela newtoniana”, el desarrollo en el estudio de la cinematica comienza
con el analisis de la particula, continua con los sistemas de particulas y con la
llamada cinematica de los cuerpos rigidos, que constituye un caso particular de los
sistemas de particulas. Estas ultimas, al pertenecer a un “cuerpo rigido”, adquieren

ciertas propiedades mecanicas de importancia considerable.

En [22], la cinematica de los cuerpos rigidos se ocupa del “movimiento externo” de
los cuerpos, es decir, sin considerar las pequenas deformaciones asociadas con la
aplicacion de carga. Segun [37], para la cinematica de los cuerpos rigidos, el tnico
resultado que interesa de la aplicaciéon de una fuerza, es el eventual desplazamiento

del cuerpo que la recibe.

viil
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Si bien es cierto que el volumen de cuerpo rigido se deforma bajo el efecto de
fuerzas externas, estas deformaciones son de magnitud despreciable si se
comparan con las dimensiones caracteristicas del sélido. Por lo cual, en la medicion
de desplazamientos, velocidades y aceleraciones, tales deformaciones volumétricas

pueden ser omitidas sin introducir errores considerables.

Con base en lo anterior, “la hip6tesis fundamental de cuerpo rigido” considera a los
cuerpos como indeformables, de modo que la distancia entre dos cualesquiera de

~ sus puntos se mantiene constante en magnitud durante todo momento.

.2. Conceptos basicos de la mecanica clasica

De acuerdo con [33], el espacio es la regiébn geometrica en la cual se desarrollan los
fendmenos fisicos. Por tanto, la posicién de un cuerpo en el espacio puede ser
determinada respecto a un cierto sistema geométrico de referencia mediante
métricas lineales y angulares. El sistema de referencia fundamental para las leyes de
la “mecanica newtoniana”, es el sistema inercial primario XYZ, formado por tres ejes
mutuamente ortogonales que permanecen fijos (es decir, sin traslacion ni rotacion
alguna) en el espacio. Las leyes de la “mecanica clasica” seran validas para este
sistema de referencia en tanto que las velocidades que intervengan sean

despreciables frente a la velocidad de la luz.

En [23], una vez establecido el sistema de coordenadas XYZ como marco de
referencia espacial, la posicion de un punto “P" puede ser definida a partir de un
vector (considerado el término en el sentido restringido de una cantidad a la cual se
le asocia ademas de una magnitud, una direccion y sentido) que va del origen del

sistema de coordenadas “O" al punto “P”, como se muestra en la figura 1.2.
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Figura |.2. Posicion de un punto en el sistema de coordenadas XYZ

El “vector de posicion” I'p o puede ser expresado en términos de sus componentes a

lo largo de los ejes de coordenadas de la siguiente manera:

freo=Tpo1®€ *+lpo2®€+lpo3ee3 (1.1)
Aqui, ey, e, €3 € R3 son vectores unitarios en las direcciones de los ejes X, Y, Z,
respectivamente, y leo1, lpo2 lpo3 € N son las magnitudes escalares de los

componentes.

.3. Movimiento plano de cuerpo rigido

Las posiciones sucesivas de un cuerpo rigido en movimiento describen un “lugar
geomeétrico” comunmente llamado “trayectoria”, cuya longitud esta definida por las
diferentes posiciones que el cuerpo ocupa conforme varia el tiempo. El movimiento
de un cuerpo sera de tipo espacial, plano o lineal, si se requiere de tres, dos o una

coordenada para describir su trayectoria, respectivamente.
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Para [33], todo movimiento plano de cuerpo rigido puede ser clasificado en alguna
de tres categorias generales, denominadas movimiento de traslacion pura,
movimiento de rotacion pura y movimiento plano general, segun se muestra en la

tabla I.1.

Forma Tipica Tipo de movimiento

Movimiento de traslacion pura

Movimiento de rotacion pura

Rotacion + Traslacion
B'
Movimiento plano
A |
P genera
AN~ 0
Lo i ; 5
i ,’,jf Traslacion + Rotacion
Vo VX
i oL S '
s .——‘(,( B
B(C:LL s o

Tabla I.1. Categorias del movimiento plano de cuerpo rigido

En un movimiento de traslacion pura, todos los puntos del cuerpo se desplazan
sobre trayectorias mutuamente paralelas, es decir, describen un mismo movimiento.
Las posiciones finales A’ y B’ de los puntos A y B, seran alcanzadas después de una

Xl
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traslacion de los puntos del cuerpo sobre trayectorias similares. Por otra parte, la
rotacion pura es un movimiento angular en torno a uno de los puntos del cuerpo,
conocido como “eje fijo de rotacion”, en este caso, la posicion final B’ del punto B es
resultado de la rotacion de los puntos del cuerpo sobre A. EI movimiento plano
general de cuerpo rigido es una combinacion de traslacion y rotacion, por tanto, las
posiciones finales A’ y B’ resultan de la aplicacion consecutiva conmutativa, de los

dos movimientos.

4. Mecanismos, eslabonamientos y cadenas cinematicas

Segun [11], un mecanismo es un acoplamiento de elementos que se utiliza para
trasmitir potencia o informacién. En un trabajo reciente [1], se denomina mecanismo
a un dispositivo mecanico que tiene el propésito de transferir movimiento y/o fuerza

de una fuente de potencia a una salida.

Por otro lado, un eslabonamiento es un multicuerpo que consiste de varios
eslabones (o barras), generalmente considerados rigidos, conectados por juntas,
para formar cadenas abiertas, cerradas o compuestas. Los eslabonamientos
constituyen mecanismos simples y pueden ser disefiados para efectuar tareas
complejas, como movimientos no lineales y transmision de fuerza. En cinematica se
les representa por medio de diagramas o “esqueletos”, los cuales tienen un proposito
similar al de un esquema de circuito eléctrico, es decir, muestran Unicamente los

aspectos esenciales de los miembros.

Como se muestra en la tabla 1.2, los eslabones de un mecanismo pueden ser

clasificados de acuerdo con la cantidad de nodos o puntos de unién que contienen.

Xl
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Orden o tipo del eslabon Forma tipica

Binario /

Ternario ’
1/

o)
Cuaternario C
(9]
- lo

Tabla I1.2. Tipos de eslabones planos

Las cadenas cinematicas que forman los eslabones pueden ser abiertas, cerradas o
compuestas segun se muestra en la figura 1.3. De acuerdo con [23], una cadena
cinematica cerrada es aquella en la que cada miembro se une al menos con otros
dos, formando un lazo cerrado. Por otro lado, si cada eslabon esta conectado a
cualquier otro, formando uno y sélo un lazo abierto, la disposicion resultante es
conocida como cadena cinematica abierta. En una cadena compuesta se incluyen
eslabones binarios, en combinacién con miembros de otro orden para formar dos o

mas circuitos cerrados.

VA

Cadena abierta Cadena cerrada Cadena compuesta
Figura |.3. Tipos de cadenas cinematicas
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1.5. Grado de libertad de un mecanismo

El concepto de grado de libertad (GDL) es fundamental en el andlisis y la sintesis de
un mecanismo, ya que se relaciona con la movilidad del dispositivo [17]. En [23], el
grado de libertad de un mecanismo se define como el nimero de pardametros de
entrada que se deben controlar independientemente, con el fin de llevar el

multicuerpo a su posicion final.

De acuerdo con [11], el grado de libertad de un mecanismo es el nimero minimo de
variables que se requiere para especificar de manera unica la configuraciéon de este

acoplamiento.

Segun [1], si se requiere la posicion exacta del eslabon rigido “K” en el sistema de
referencia XY, como.se muestra en la figura 1.4, se debera determinar el nimero de
variables independientes necesarias para localizarlo por completo. La posicién del
punto “A” puede alcanzarse, desde el origen del sistema de coordenadas “O” por
medio de la distancia X en direccion del eje “X” y la distancia Ya en direccion del eje
“Y”. Estas dos coordenadas, que representan dos traslaciones, ubican el punto “A”.
Sin embargo, se necesita mas informacion para definir por completo la posicién del
eslabon “K”. Si se conoce el angulo que forma la linea que une “A” y “B” con

Wpsn

respecto al eje “X”, la posicion del eslabén esta especificada en el plano XY. Se

tienen entonces tres variables independientes; Xa, Ya y 0 (dos traslaciones y una
rotacién) asociadas con la posicion de un eslabdn en el plano. Por tanto, un eslabén
rigido no restringido en el plano cuenta con tres grados de libertad.

Y

Eslabdn K

Yab---

TR

O Xa X
Figura |.4. Eslabon localizado en el sistema de referencia XY
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Considere un ensamble de “n” eslabones, los cuales tendran un total de “3n” grados
de libertad antes de ser unidos para formar un eslabonamiento. Las conexiones
entre miembros tienen como consecuencia la pérdida de grados de libertad del
sistema total. Si el punto “A” sobre el eslabon en la figura 1.4 es una junta rotacional
entre “K" y tierra, entonces, dos variables independientes, Xa y Ya, quedan fijas,

dejando a 6 como el unico grado de libertad en el eslabon “K”.

Figura 1.5. Conjunto de eslabones conectados para formar un eslabonamiento

En un conjunto de eslabones como el que se muestra en la figura 1.5, cada par
rotacional elimina dos grados de libertad de movimiento relativo entre barras
sucesivas. Lo anterior sugiere una ecuacion que determina los grados de libertad de
una cadena de “n” eslabones conectados por “R" juntas rotacionales, con tierra (el

eslabon fijo) considerado como uno de los miembros:
Grados de libertad (GDL) = F = 3(n-1) - 2R (1.2)

donde (n-1) es el numero de eslabones moviles. La expresion (1.2) es conocida

como “ecuacion de Gruebler”.

Al utilizar la ecuacion (l.2) para determinar el numero de grados de libertad del

eslabonamiento que se muestra en la figura 1.6, se tiene que:
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n=4 ; R=4

F=3(4-1)-2(4) =1

Por tanto, el mecanismo cuenta con un grado de libertad.

1.6. Pares cinematicos

Para que un mecanismo sea util, los movimientos entre sus eslabones no pueden
ser arbitrarios, éstos deben restringirse para producir movimientos relativos

adecuados.

Los miembros de un mecanismo se conectan en “pares cinematicos”, a los elemen
tos mecanicos que los unen se les denomina juntas. En un trabajo reciente [19], una
junta, de acuerdo con su configuracion, cuenta con restricciones fisicas que limitan el
movimiento entre los eslabones que se unen. El tipo de movimiento relativo que
permite se determina por la forma de las superficies de contacto entre los miembros,
comunmente conocidas como “elementos pareados” (pair elements). Una vez

acoplados, dos pareados forman un par cinematico que puede ser clasificado como

inferior o superior.

Para [11], un par superior existe cuando los elementos acoplados estan en contacto

por medio de un punto o una recta.

En un par inferior, los elementos hacen contacto por medio de una superficie o area
de tamano substancial, debido a que la geometria de acoplamiento en los pareados

es tipicamente idéntica.
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Existen seis tipos basicos de pares inferiores que se utilizan comunmente en

mecanismos y robots manipuladores, segun se muestra en la tabla 1.3:

Par o junta rotacional (R); es aquella que permite unicamente la rotacion relativa
entre los miembros conectados, sobre un eje definido por la geometria de la

junta.

Par o junta prismatica (P); limita a los elementos a deslizarse con respecto de si

mismos, a lo largo de un eje determinado por la geometria de la junta.

Par o junta esférica (S); permite la libre rotacion de un elemento con respecto de
otro, alrededor del centro de una esfera acopladora y en todas las orientaciones

posibles. No proporciona traslacion alguna entre los miembros.

Par o junta cilindrica (C); permite tanto rotacion angular como un movimiento de
deslizamiento independiente, sobre y a lo largo de un eje descrito por la

geometria de la junta.

Par o junta helicoidal (H); a diferencia del par cilindrico, los movimientos de
deslizamiento y rotacidon estan relacionados por el angulo de hélice de un tornillo

helicoidal.

Par o junta plana (P,); tiene dos grados de libertad traslacionales a lo largo de un

plano de contacto y uno rotacional alrededor de un eje normal a dicho plano.

Xvil
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Tipo de junta

Grados de libertad (GDL)

Forma tipica

Rotacional (R)

Prismatica (P)

Esférica (S)

Cilindrica (C)

Helicoidal (H)

Plana (P)

Tabla 1.3. Pares inferiores
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I.7. Mecanismo de cuatro barras

En [1], el eslabonamiento plano de cadena cerrada mas simple es el denominado
“mecanismo de cuatro barras”, que tiene tres miembros méviles (mas un miembro
fijo) y cuatro juntas rotacionales, segun se muestra en la figura 1.6. La barra
conectada al actuador que proporciona la potencia al mecanismo se llama “eslabén
de entrada” (regularmente, A-B). El “eslabén seguidor” conecta el pivote movil C al
punto D de tierra. El “eslabén acoplador o flotante” une los dos pivotes méviles B y
C, acoplando la barra de entrada con la de salida, y trasmite el movimiento o la
potencia al exterior del multicuerpo, por medio de puntos “cinematicamente

admisibles” (P).

Eslabén
acoplador

Eslabén
seguidor

dh

i

Eslabon
de entrada

A |
W/f/

—

-

Eslabén fijo o tierra ——

Figura 1.6. Nomenclatura del mecanismo de cuatro barras

No obstante que se trata de un mecanismo simple, las cuatro barras forman un
dispositivo muy versatil. Si un eslabonamiento de cuatro barras no proporciona el
desempeno requerido para una aplicacion particular, usualmente se considera como

siguiente alternativa uno de seis, como los que se muestran en la figura |.7.
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Eslabonamiento Watt | Eslabonamiento Watt II

{ | A\
| [ \
) III

|
S 1\
Eslabonamiento Stephenson I Eslabonamiento Stephenson Il Eslabonamiento Stevenson

Figura 1.7. Eslabonamientos de seis barras

1.8. Mecanismo de cinco barras

El “mecanismo de cinco barras” es un multicuerpo que tiene cuatro eslabones
moviles (mas un miembro de acoplamiento con los actuadores, que se encuentra

empotrado en tierra) y cuatro juntas rotacionales, segun se muestra en la figura 1.7,

A diferencia del eslabonamiento de cuatro barras, el de cinco cuenta con dos
actuadores y dos barras de entrada conectadas a ellos (A-B y A-D), por tanto, se le
considera de dos grados de libertad. Por otro lado, el movimiento o la potencia al
exterior del mecanismo, se transmite por medio del punto “cinematicamente
admisible” (P).
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Eslabones
de entrada

Figura 1.8. Eslabonamiento de cinco barras

1.9. Analisis y sintesis cinematica

El proceso de disefio de un mecanismo consiste de dos etapas; el anadlisis y la
sintesis cinematica [32]. En la parte de analisis se plantean dos problemas
fundamentales llamados “directo” e “inverso”, que determinan la posicion y
orientacion del punto cinematicamente admisible del multicuerpo, y resuelven la
configuracion que debe adoptar para una posicion y orientacion dadas,

respectivamente.

Por otra parte, en la etapa de sintesis se disena un mecanismo para desempenar
una tarea deseada. El problema formulado determina las longitudes de los miembros
del eslabonamiento y puede ser clasificado en alguna de las siguientes categorias

de acuerdo con el tipo de tarea que realiza el mecanismo:

e Conduccion de cuerpo rigido o generacion de movimiento. El problema de

sintesis para conduccion de cuerpo rigido, consiste en el diseno de un
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mecanismo que conduzca un cuerpo por “n” configuraciones (posiciones y
orientaciones) sucesivas deseadas, a las cuales se les conoce como puntos de
precision o prescritos, partiendo de una cierta configuracion llamada inicial u

original.

¢ Generacion de funciones de una variable o movimiento coordinado de la entrada
y salida. En este tipo de sintesis se estudia el método de seleccion de las
longitudes de los eslabones de un multicuerpo, con objeto de que la variable de

salida sea una funcién especifica de la variable de entrada.

* Generacion de trayectoria. Este problema se centra sobre un punto de la barra
acopladora, al cual se le hace pasar por “n” posiciones sucesivas partiendo de

una posicion inicial, y cuya trayectoria es de interés en la realizacion de una

cierta funcion [1, 11].

1.10. EIl problema por analizar en esta tesis

En este trabajo de tesis se modelaran los problemas de analisis y sintesis asociados
con mecanismos de cinco y cuatro barras, respectivamente. Especificamente, se

estudiaran los problemas siguientes:

1) Problema de analisis.
2) Problema de sintesis para conduccién de cuerpo rigido (tres puntos de precision).

3) Problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido (cuatro puntos de

precision).

Para modelar los problemas mencionados anteriormente, se usara la rotacion

habitual definida en el espacio vectorial de numeros complejos [2].
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En los trabajos desarrollados por [5, 9] se ha modelado el problema de analisis de

un mecanismo de cuatro barras usando una rotacion definida en el espacio vectorial

de cuaterniones [3].

También, [9] modeld el problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido (tres
puntos de precision). Por otro lado, [10] modelé un problema de sintesis (entrada—

salida) de un mecanismo de seis barras usando cuaterniones.

Este trabajo de tesis esta compuesto fundamentalmente de cinco partes las cuales

se resumen a continuacion:

En el capitulo 1 se presenta el marco tedrico de los nimeros complejos. Se
sistematiza el espacio vectorial de dichos numeros. Se propone una transformacion
lineal la cual resulta ser una rotacion. Este capitulo reproduce el marco tedrico

generado en [2].

En el capitulo 2 se modela el problema de analisis del mecanismo de cinco barras
motivo de estudio. Son caracterizadas dos configuraciones: 1) la no deformada y 2)
la deformada. Los movimientos rotacionales del mecanismo son modelados usando

la rotacién sistematizada en el capitulo 1.

En el capitulo 3 se modela el problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido
(tres puntos de precision) relacionado con un mecanismo de cuatro barras. Dicho

problema es caracterizado con la rotacion definida en el capitulo 1.

En el capitulo 4 se analiza y modela el problema de sintesis para conduccién de

cuerpo rigido (cuatro puntos de precision).

XX



Introduccion

En los apéndices B y C los modelos obtenidos en los capitulos 2 y 3 son
programados en VISUAL BASIC V6.

Finalmente, se presentan las conclusiones derivadas de este trabajo de tesis, asi

como un apéndice en el cual se dan las bases sobre analisis de cuerpos rigidos.
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CAPl’TULo 1

PARAMETRIZACION DE LAS
ROTACIONES RIGIDAS EN EL PLANO

1.1. Introduccidén

En este capitulo se presenta la parametrizacion de las rotaciones rigidas en el plano,
utilizando para este propésito el espacio vectorial de los nimeros complejos. Los
resultados obtenidos son aplicados a la modelacion cinematica de mecanismos

planos de cinco y cuatro barras. El contenido fue extraido de [2] en su totalidad.

1.2. El espacio vectorial de los nimeros complejos

En esta parte se definen dos operaciones binarias sobre el conjunto %2, el cual como

es bien sabido, es el conjunto de parejas ordenadas de nimeros reales, una es la

operacién aditiva @ : R x ®% — R® comuin en R? y la otra una operacion

multiplicativa * : 2 x R — R2. Se demostrara que, mediante estas operaciones, la
: 2 2 : - ;

pareja (R°, ®) y la terna (R, @, *) forman, un grupo aditivo conmutativo y un campo

multiplicativo conmutativo, respectivamente. Al utilizar la multiplicacién escalar o : %t?

x R2 — R? y el producto interno <e, e> : R% x R? — R usuales, se mostrara que el
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conjunto (‘.Rz, @, =, », <e, #>) es un espacio vectorial con producto interno conocido
como el conjunto de niimeros complejos. Considere entonces el conjunto 2 sobre el

cual seran definidas las operaciones siguientes:

i) (a,b)® (o, B)=(@a+ a, b +P), (1.1)
i) (a, b)*(c, B) = (ac—bp, ap + ba),
Y(a, b), (o, B) € R?,

de hecho, la operacién @ : % x ®? - %% es la suma usual en R? y es bien conocido
que la pareja (R?, ®) es un grupo aditivo conmutativo. Se mostrara a continuacion,
un resultado fundamental para los objetivos de este capitulo.

Teorema 1.1. La terna (R?, ®, *) es un campo conmutativo.

Demostracién. Puesto que la pareja (%%, ®) es un grupo aditivo conmutativo, falta
unicamente mostrar que (%2, *) es un grupo multiplicativo conmutativo excepto por la
existencia del inverso multiplicativo del elemento nulo aditivo, y que ademas, la
operacion aditiva y la multiplicativa satisfacen las correspondientes propiedades
distributivas. En efecto, de acuerdo a la conmutatividad de la multiplicacion de los
numeros reales, la operacion * : R x ®? — %2 es conmutativa, ademas:

i) La operacion * : ®R? x ®2 — %2 es asociativa.

En efecto, sean p, q, r € R? tal que

p = (a, b), q = (o, B), r = (c, d), entonces:

(a, b) * ((or, B) * (c, d))
(a, b) * (ac — Bd, ad + Bc)

p*(qx*r)
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= (a(oc - pd)—b(ad + Bc), a(ad + Bc) + b(ac — pd))
= (aac —apd —bad — bpc, aad + apc + bac — bfd)
= ((ao—bB)c—(ap + ba)d, (ap + ba)c + (ac — bp)d)
= (ao—bp, ap + ba) * (c, d)

= ((a, b) * (o, B)) * (c, d)

= (p*q)*r

ii) Existe el elemento identidad de la operacién multiplicacion.
Se sabe que I € %2 es la identidad multiplicativa de R siy solosiI*p=p*1=p,
V p € R2 Por tanto, siendo p = (a, b) y I = (o, B), entonces, I * p = p*I=(ac—bp,
aPp + ba) = (a, b). Esto es,

ac—bp =a , ap+ba=b
El elemento identidad multiplicativo de p € %? con respecto a la operacion * : R? x

R% — R?, se obtiene al resolver este tltimo sistema de ecuaciones. Es decir, siendo

a # 0, las dos ecuaciones se reducen a:
1 b
a=-(a+bp) , ap+- (a+bp)=b
a a

Por tanto, de la segunda de estas ultimas ecuaciones se obtiene que:
(a®+b*)p=0

Luego,p=0ya=1.EstoesI=(1,0).
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iii) Existe el elemento inverso en la operacion multiplicacion.

Se mostrara ahora que, para toda p € R2existe p’ € R4, talque p*p’ =p’ *p =1L

En efecto, siendo p = (a, b) y p’ = («, B), entonces,

pxp =p *p=(ac—Dbp,ap +ba)=(1,0)
Por tanto,

aoc—bp =1 i ap+ba=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene que,

a=l(1+bp) . ap+> (1+bp)=0
a a
Esto es, (a°+ b?) p = —b, o equivalentemente p = — 2b 5 . Ademas, o = 28 5.
a‘+b a‘+b

Por tanto, el elemento inverso multiplicativo de p e %2, esta dado por:

p’=( a b ]
a®+b® a®+b?

iv) Sean ahora p = (a, b) € %2, q = (o, B) € R%, yr = (¢, d) € R entonces las

siguientes propiedades distributivas son satisfechas:

P*(QO®r)=p*q@®p=r,

(P®Q)*xr=p*rdq=r
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En efecto,
P*(q®r)=(a,b)*((o B)®(c,d))

=(a,b) * (a+c,p +d)
=(a(a +c)—b(p +d), a(p +d) + b(a + C))
= (aa.+ac—bp —bd, ap + ad + ba + bc)
= (ao. — b, ap + ba) @ (ac — bd, ad + bc)
=(a, b) * (o, B) ® (a, b) * (c, d)
=p*xq@px*r

Ademas,

(Pp®Qq)=*r=((a, b)® (a p)) * (c, d)
=(a+a,b+p)*(cd)
=((@+a)c—(b+p)d, (a+a)d+(b+p))
= (ac + oc —bd - Bd, ad + ad + bc + fc)
= (ac —bd, ad + bc) ® (ac — Bd, ad + Bc)
=(a, b) * (¢, d) @ (o, B) * (c, d)
=p*réoq*r n

Es igualmente bien conocido que la operacion e : 2 x 12 — %2, definida por:
o e (a, b) = (aa, ab), V o € R, (a, b) € R?,

es una multiplicacién escalar y por consecuencia k% es un espacio vectorial real.
Ademas, con esta multiplicacién escalar, el inverso multiplicativo de p = (a, b) e ®?

puede escribirse de la forma siguiente:

1 =
p’= N pt
a? +b?
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donde el elemento p = (a, — b) € ®? es llamado el conjugado de p = (a, b) € R

Algunas propiedades de este elemento se presentan en el teorema siguiente:

Teorema 1.2. Sea p = (a, b) € R?y q = (o, ) € R, entonces:

i) pOq=peq,

i) prq=q+p,
i)y pxp=p*p=(a®+b*0)

Demostracion. Observe primeramente que, de acuerdo con la definicion de la

operacion aditiva en 2 y la correspondiente al conjugado se obtiene que:

p&q=(@+ab+p)=(a+o,-b-p)=(a,-b)®(a,-p)=p@q,

también,

p*q =(a,b)*(c,p) =(ac.—bp,aP +ba) = (ac. —bp,—ap —ba)
=(0"!'B)*(a!_b)=a*5:

finalmente,

p*p=(a,b)*(a,~b)=(a* +b*,0) m

Seanp = (a, b) € R?y q = (o, B) € R?, la transformacion <e, ¢> : RZ x RZ — R puede

ser definida como:

<p, g>=aa + bB'
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la cual es un producto interno en %2, de tal suerte que el conjunto & = (R2, @, *, e,

<e, #>) s un espacio vectorial con producto interno, y la funcién |e| : %% - R

definida por:

Ip|=<p,p>", Vpe®

es una norma, por tanto ¢ es un espacio vectorial normado, y sus elementos son

llamados comunmente numeros complejos.

Observacion 1.1. Note que al tomar en cuenta la definicién de la operacion aditiva,

el elemento p = (a, b) €  puede expresarse como la suma siguiente:
p=(a b)=(a 0)®(0,b)

Es decir, al definir los subespacios
zr={(@,0raecR}c R, av={(0,b):be R}c R

del espacio vectorial de nUmeros complejos, éste puede expresarse mediante la
siguiente suma directa de subespacios:

z=grX@v={Pec:p=PrOPv;Pr € TR, Pv € v}
También, al definir los isomorfismos Tr: zr = R; Tv: @v— R por:
Tr(a,0)=a ; Tv(0, b) = b,
y, siendo p = (a, b) € , entonces,

p=Tr'(a) ® Tv"(b)
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Al observar finalmente que, siendo q = (o, B) € R?,
p*xq@®q*p=2(an+bp,0),

el producto interno de los elementos p, q € R? puede expresarse en la siguiente

forma:

1 _ _
<P.o>=5 Tr{pP*q®q=*p } [

Observacioén 1.2. Observe que el elemento €2 = (0, 1) € ®? de la base canonica,
satisface lo siguiente:
2

iP=ex*xe2=(0,1)*(0,1)=(-1,0)=Tg"(-1)

]

Ademas, siendo p = (a, b), entonces,

p=(a,b)=(a,0@®be=Tg'(a)®be;

Estas dos ultimas expresiones han sido utilizadas para interpretar los numeros
complejos como la suma de una parte real, mas una parte imaginaria. En realidad el
numero imaginario i, comunmente utilizado en el algebra compleja, es el vector €2 de
la base candnica y la representacion algebraicamente correcta de la pareja p = (a, b)
e R?, esta dada por la Gltima ecuacién de esta observacion.

B
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1.3. Representacion paramétrica de las rotaciones

En esta parte se plantea como objetivo el de construir, con la operacién * : R? x R?
— R?, estudiada anteriormente, una transformacion lineal p(p, ¢): ®% — R% con p €
R? fijo, que preserva el producto interno y cuya matriz asociada posea determinante
positivo con respecto a la base candnica, con lo cual dicha transformacién del
parametro p € %% es una rotacién. Se estudiaran también algunas otras
representaciones de la rotacion antes mencionada.

Sea p e % fijo, entonces p(p, ¢): R? = R? esta definida por:

p(nq)=ﬁp*q . Vqe®’ (1.2)

Las propiedades de la transformacién p(p, »): %% — %2, definida anteriormente, se

resumen en los siguientes resultados.

Teorema 1.3. La transformacién p(p, ¢): R* — %? definida en la ecuacién (1.2) es

lineal y ortogonal, y el determinante de su matriz asociada es positivo.

Demostracion. En efecto, siendo p, q, r N2, y de acuerdo con la distributividad de

la operacién * : ®% x R? - R, se tiene que:

p(p.q@r)=i‘p*(q®r>

Ip]
=i{p*q69p*r}
Ip|
1 1
=—{P*q}® —{p=*r}
Ip| Ip|

=p(p, q) ® p(p, 1),
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también, V o € R,

p(p, . q) = H{p (veq)}

=~ e{p*a}
le]
= o e p(p, q)

Ademas, p(p, »): ®? - R? es ortogonal, pues:

(p(P. @) (P, 1)} = 2 To{ o(P. @) * p(P. ) ® p(P.F) * (P, )
=%“p1” Te{(®*Q) *(P*1)® (p*1) * (P *q))
_1 4
s ArACRCRORE RGO
=%Tn{ﬁ*r@f*q}

={q,r}

Se mostrara finalmente que el determinante de la matriz asociada con la
transformacion p(p, ¢): ®2 — K2 es positivo, en efecto, siendo B = {(1, 0), (0, 1)} =

%2, la matriz asociada de p(p, ): R — %2 con respecto a esta base canonica resulta

1 a -b
M ¢=— 1
ANTY [b ]

ser,

pues,
’
,e1)=— (a,b)*(1,0 b
p(p, €1) HM“a ) * ( )“ “a ),

10
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1
,€2)=:—(a,b)*(0,1)= b,
p(p, €2) o] (a,b)* (0, 1) = Ip ”( a)

El resultado buscado se obtiene al observar que det M, o) = 1.
L]

La transformacioén p(p, ») € L (R% R%) = {T: R?> »> R?: T es lineal }, puede ser

representada de la manera siguiente:

PP )= o ‘(al bW)= — (bW-aW?),

Al
| Ip|
donde I: ®? — % es la transformacién identidad y W : 12 - )2 esta dada por:

W=-e1®e+e0¢e

Demostracion. Observe que:

1 a 0 0 =b 1
M |=— I b ’
9= o] {(o ] (b o} [p] 21 oW

donde I es la matriz identidad y la matriz antisimétrica W esta dada por:

i)

La segunda igualdad se obtiene al observar que:

w00 9 :

1
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La parte antisimétrica W € A (%%, ®%) = {B : ®% > %?: B = -B" } de la demostracién

anterior, satisface el siguiente resultado:
Teorema 1.4. La transformacion W e A (%2, %?) es tal que
W = —1)™w W= (1) w? | n=234,..

Demostracion. Para demostrar este teorema se procedera por inducciéon, mostrando
primeramente que para n =2 el resultado es satisfecho. En efecto,

We=W>W=-TW=-W , W:=W W=-W W=-W?,

por tanto para n = 2, el resultado es obtenido. Suponga ahora que para n -1 el
resultado se satisface, entonces

w2n-1 = w2n-2 W= w2(n-1} W= w2(n-‘1]-1 w2 = (_ 1 )n_2 W w2
= (=)W= ()W (1) W

Ademas,

w2l"| - w2n-2 w2 = WZ[n-‘i} w2 - (___ 1)n-2 wZ w2 - (_ 1 )n-2 w4
= (=1)"2 (1) W2 = (= 1)" WP |

1.4. Representaciéon exponencial de p(p, ¢): R* - R?

Para interpretar fisicamente los parametros de la rotacion p(p, ) € L (%2, ®?), se
utilizara la geometria del espacio vectorial de los numeros complejos, presentando el
resultado fundamental en el siguiente teorema.
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Teorema 1.5. Seau € R% p = (a, b) € R2y v = p(p, u) € R>. Entonces el coseno y

el seno del angulo formado por los vectores u y v estan dados por:

Ccas;9=i , Sen(?:=4_r,i
| le]

Demostracion. En efecto, el coseno del angulo esta definido en términos del

producto interno del vector u e R? y el vector rotado v = (p, u) € R?, esto es:

(1, p(p, u))
Cos = — S —n
lu [ep.u)]

Ademas, siendo p(p, *): %? — R? una rotacion, entonces |u |=| p(p,u)|. También,

1
p(p, u) = m (auq — buy, auz — buy),

por tanto,
P, W)= - (au? — bur, au? + bupg) = 2191
Ip| Ip|
Esto es,
2
_ ajul" _ a
Ipjul® Pl

Finalmente, de la igualdad Cos? 6 + Sen? 6 = 1 se obtiene que:

a? _ 1

2
Sen“g=1-Cos’@sl~———= o (|p[?-a%) = b

Ipf?

°
—
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b

por tanto, Sen 6 =+ —
Ip| =

El resultado del teorema anterior permite encontrar la siguiente representacion

trigonomeétrica de la rotacion p(p, ) € L (R?, R?).

Corolario 1.1. La transformacion p(p, ¢) e L (R?, R®?) puede ser representada en la

forma:

p(p,*)=Cos O I + Sen® W

Demostracion. De acuerdo al teorema 1.5 se tiene que a= |p| Cos0yb =+ |p|

Sen 0, entonces,

(@1+bW)=_ (|p|Cos6 1+ |p|Seno W)

1
(pl.)= 1
4 Ip| [Pl

Pl

=CosO I + Sen6 W

Corolario 1.2. La transformacién p(p, ¢) € L (%%, %?) es tal que:

p(p,o)= D (1) L WP
n=0 '

Demostracion. En efecto, como se recordara la transformacion p(p, e): %2 —» %2

puede expresarse de acuerdo con el teorema anterior de la manera:

p(p,*)=CosO I £ Senb6 W

Al considerar en esta expresion las expansiones en series de las funciones

trigonometricas, esto es,

14
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3 5 7 2 4 e
Sen9=9—e~+9——e—+... , Cose=1_e—+e——e—+...
31 51 7 2! 4! 6!

Se obtiene, siendo We =0 W, que:

Caso 1.
p(p,*)=Cos 6 I + SenH W
2 4 6 3 5 7
=(1-2,.8 % -S4 L yw
2! 4! 6! 31 51 7!
2 3 4 5 6
=1EaW=2 1= ws L e Low oy,
2! 3! 4! 5! 6!
2 3 4 5 6
sreow+ Cwee Cwer S O Cogsy
2! 3! 4! 5! 6!
SpeW W2 Wi twt e Tws e e
6 20 0 31 0 4 o B 6 gl o
~ 25 %
n=0
Caso 2.

p(p,e)=CosO I — Seno W

2 4 6 3 5 7
s g2 S T 80w
2 4 el 31 "5 7
2 3 4 5 6
=1-oW-2 1+ we & wo s
TR THR T TR

2 3 4 5 6
oW+ LW e W O s e
ol 3l 41 51 6!

1w o+ owzo Twes e twe o Tws e Twe
o 210 310 410 B o 6o
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Parametrizacién de las rotaciones rigidas en el plano

Corolario 1.3. La transformacién p(p, &) € L (%% %?) tiene la representacion

exponencial que se muestra a continuacion:

!wg

p(p,®)=€

Demostracion. Se sabe que la definicion de la representacion exponencial de una
matriz cuadrada A es,

1 1 a4, 1 5. 1 46, 1

A _ 2 1 3 4 5 7
e -l+A+5A +§A +4—!A +§A “éi“ +ﬁA+
o 1 n
=2 ni A
n=0
Luego, del corolario 1.2,
& -)-Zm)" Twr=3dwy=et™
PP L n 7 e L

Teorema 1.6. Sea q = (qo, 91) € % p = (a, b) € R, entonces la siguiente igualdad

es satisfecha:

qxp(p, q)= ”PH _(00‘ “ |p H

HPU

Demostracion. En efecto,

a x p(p, 9) = €ik g p(P, Ak & = €3 G P(P, Q) €3
= (e31k Go (P, Q) + €32« 91 p(P, Q)k) €3
= (e312 o p(P, 9)2 * €321 G1 p(P, 9)1) €3
= (9o p(P: 9)2— g1 p(P, Q)1) €3

16
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1
= Tpl (@goq1+bqgi®—aqoqr +bagi®)es

b

12
=pp Pl m

Corolario 1.4. Sea q = (qo, q1) € ®?, p = (a, b) € ®?, entonces:
q X p(pr q) = (0| 0, isen e 7)

Demostracion. El resultado buscado se obtiene de combinar los teoremas 1.5y 1.6.
|

El marco tebrico aqui definido es utilizado en el capitulo 2 para modelar un

mecanismo plano de cinco barras.
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Analisis de un mecanismo de cinco barras

CAPiTULO 2

ANALISIS DE UN
MECANISMO DE CINCO BARRAS

2.1. Introduccion

En este capitulo se estudia el modelo de posicion asociado con un mecanismo plano
de cinco barras utilizando para este proposito, el algebra de numeros complejos
desarrollada y sistematizada en el capitulo 1. El objetivo es encontrar un modelo

generalizado que permita analizar mecanismos de este tipo.

2.2. Caracterizacion del mecanismo de cinco barras

En esta seccion se caracterizan los elementos y la arquitectura del multicuerpo que
sera objeto de estudio. La estructura articulada mostrada en la figura 2.1 esta
compuesta por cinco eslabones rigidos los cuales seran llamados Ej, E», E3, Esy T.
Dichos eslabones estan conectados y articulados por juntas del tipo R denominadas

Ji, Ja, Js, Ja y J4, respectivamente. El multicuerpo se encuentra empotrado con la

tierra del sistema (T) a través de las articulaciones Jy y Js, segun se muestra en 2.1.



Anadlisis de un mecanismo de cinco barras

Figura 2.1. Arquitectura del mecanismo de cinco barras

La configuracién mostrada en la figura anterior es conocida como cadena cinematica
cerrada. Sobre las juntas Jy y J4 se ubican dos actuadores (M; y My) los cuales
induciran el movimiento. Observe también que, al fijar la estructura (llamada “Mcg")

en el tiempo, es posible representarla por medio de la siguiente union:

Mce=TuUEiUE; UE3zUE4 (2.1)

De manera similar, las juntas Ji, J2, J3, Ja ¥ J4 que conectan los eslabones E4, Ea,
Es, E4y T pueden ser representadas utilizando intersecciones, esto es:

Ji=TnE; (2.2)
J2=E1nEz
Js=E2nEs
Js=EznE4

J4’=TﬁE1ﬁE4
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Una restriccion propia del Mcg es que sus eslabones se consideran rigidos. El punto
de interés en este estudio es 3 € J3 (mostrado en la figura 2.1) puesto que se le

considera cinematicamente admisible.

Suponga que se desea localizar a 3 € J; desde el origen O mostrado en la figura
2.2, entonces para ello, se definen vectores de posicion sobre los eslabones:

(2.3)

A

£l
i
1
A W O N
I
= AN -

|

—
]
(%]

—
IS
1l

:

Sea (X, Y) un sistema de referencia del movimiento ubicado en el punto O mostrado

en la figura 2.2.

Figura 2.2. Definicién de vectores de posicion en el Mcg

La configuracion de la figura anterior es conocida como “de referencia” o “no
deformada”. Note que las coordenadas de los puntos 3 y 1 medidas desde O pueden

ser localizadas a través de los siguientes vectores:

20



Analisis de un mecanismo de cinco barras

Fs0=3-0 (2.4)

2.3. Analisis de la configuraciéon no deformada

De acuerdo con la figura 2.2, las coordenadas del punto 3 con respecto de O pueden

ser determinadas con las expresiones siguientes:

)
:
3

...‘
w
O
1l
-
o}
+
—
S
3§
—
[
S

|
:
:
:

Sobre cada vector de posicion asociado con los eslabones E;, Ez, E3 y E4 se definen

sistemas de referencia moviles los cuales seran llamados e/, ¢, ¢", g/¥ € %* segin

se muestra en la figura 2.3.

Figura 2.3. Bases locales asociadas con el Mcg
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Analisis de un mecanismo de cinco barras

Las bases mdviles descritas en la figura anterior estan fijas a los eslabones de tal

forma que rotan con ellos.

Los vectores Ly, Lao, Las, Lay € 9% se pueden representar en términos de las bases

—_—

moviles, esto es:

Loy =hpy @ & (2.6)
Lsz=ls20 &
Lsa=laoes"
Lot =lasee

Aqui, k1, l2, ka4 lss € R son las dimensiones principales de los eslabones

(medidas de junta a junta).

De acuerdo con las expresiones (2.6), las ecuaciones (2.5) adquieren la forma

siguiente:
30=Tlio+hieel +hpeel (2.7)
lso=lio+laee” +haeer

Por otro lado, las bases moviles son rotaciones de la base inercial asociada con el
punto de referencia O, y pueden ser expresadas en términos de numeros complejos

y por la transformacion lineal p: RZ>N? esto es:

el =p(p,e)=p*e (2.8)
e'=p(q,e1)=q*e
e =p(re)=r*e

eV =p(s, e)=s* e

22



Analisis de un mecanismo de cinco barras

Aqui, p, q, r, s € R? son complejos de norma unitaria asociados con las rotaciones

de las bases locales.

Al considerar las ecuaciones (2.8), las expresiones (2.7) se pueden escribir en
términos de la base candnica como sigue:

lso=Tio+hie{p*ei}+hye{q*ei} (2.9)
l30=T10+ lsre{S*e}+ ae{r=ey}

Los complejos p, q, r, s € R? son, de acuerdo con el capitulo 1, de norma unitaria,

esto es:

p2=p+pit=1 (2.10)
laf?=ad+a:=1
[P[2=ret i

|s[= st +s47=1

Las relaciones geométricas entre las componentes de los complejos y las rotaciones

son las siguientes:

P ={po, P1}; po e N, po = Cos 64 (2.11)
p1 € R, p1 =+ Sen 64

q ={q0, q1}; qo € R, qo = Cos 6,
g1 € R, g1 =+ Sen 6,

r={ro, r1}; ro € N, ro=Cos 03
ri € R, r{ =+Sené6s
s ={So, S1}; So € N, so=Cos 04

S1 € R, s¢=+Sen By

23



Analisis de un mecanismo de cinco barras

Los desplazamientos angulares 01, 62, 63, 64 € R se muestran en la figura 2.4.

3eds

-

Figura 2.4. Definicion de desplazamientos angulares

2.4. Planteamiento de los problemas directo e inverso

En esta seccion se formulan dos problemas fundamentales en la cinematica: el
problema directo y el inverso, para un punto de precision. Todos asociados con la
configuracion no deformada del multicuerpo mostrada en la figura 2.4. Se utilizara

para estos propositos las ecuaciones (2.9) y (2.10) descritas anteriormente.

2.4.1. Problema directo

Dados, p = {po, P1}, S ={So, s1}con |p| =|s| =1, k1, b2 L4 lag € R, T10€ R
encuentre I'so € R% q ={qo, 91}, r = {ro, r1} tal que la expresion (2.9); o (2.9), sea
satisfecha y,

q02 + q 12 = 1

l'o2 + I'12 =1
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2.4.2. Problema inverso

Dados, 3o € R2, o€ N2, hy, l32, l34, 141 € R*, encuentre p = {po, P1}, 9 = {90, 91},
r={ro, r1}, s = {so, S1} tal que las ecuaciones (2.9) sean satisfechas y,

Po’+pi°=1
qo°+q4° =
r02+r12 =1

802+S12=1

2.5. Analisis de la configuraciéon deformada

Considere ahora que el multicuerpo ha sido movido desde la configuraciéon de
referencia por los actuadores My y M, ubicados en las junta J1 y J4'. La configuracion
asi obtenida es llamada “deformada”. El interés ahora es el de construir las
ecuaciones de posicion para localizar el punto 3 € Js, el cual ha sido deformado a
través de rotaciones rigidas de los eslabones. La configuracion deformada del

mecanismo en estudio se muestra en la figura 2.5.

Figura 2.5. Configuracién deformada

25



Andlisis de un mecanismo de cinco barras

De acuerdo con la figura anterior, las nuevas coordenadas del punto 3 € J3 pueden

ser determinadas a través de las expresiones siguientes:

lso =lio +Llot +L32 (2.12)

a0 =l10 +Lat' +Lsa

Aqui, Lo, Lso, Lag, Lay’ € R? son llamados vectores deformados, y pueden ser

expresados en términos de las bases deformadas a/, &', 8", a/¥ € %? esto es:

Loy’ =k e a, (2.13)
Lag =hpeay

De acuerdo con las ecuaciones (2.13), las expresiones (2.12) pueden ser escritas de

la manera siguiente:

i

r 0,‘+‘12.1 .a_:||+!3|2.a_1” (2.14)

—

3
w
I

1
|=r1

3

o +lsgeaN+h0a"

TEEARRRRRAR

Figura 2.6. Bases locales asociadas con el Mcg en la configuracién deformada
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Segun la figura 2.6, las bases deformadas son rotaciones rigidas de las bases

locales ¢/, ¢, ¢", e/¥ € ®? y estas a su vez, son rotaciones de la base canénica

localizada en el origen de coordenadas. Dichas rotaciones pueden ser

representadas en términos de complejos de norma unitaria:

ai' = p(P, &) = p(P, p(p, €1)) =P*pre (2.15)
a1” =p(Q, &") = p(Q, p(q, €1)) =Q*q* e
a" =p(R, ") = p(R, p(r, €1)) =R *r+e;
V“p@ e1") =p(S, p(s, €1)) =S *s* e

Aqui, P, Q, R, S € %% son complejos. Las expresiones (2.14) se pueden escribir en

términos de la base candnica, esto es:

[30 =0 +hye{P*p*e}+h20{Qx*qxei} (2.16)

r30' =Moo + /41 0{S*xsxe}+ a0 {R¥rxeq}

—,

Por otro lado, las ecuaciones de norma unitaria de los complejos P, Q, R, S € %?

son:

|P|=P®+PsZ=1 (2.17)
Q| =Qs°+Qs*=1
|IR| =R¢*+Ry*=1
8] =8+ 8:=1

Finalmente, las relaciones geométricas entre los complejos P, Q, R, S € ®? de

norma unitaria y las rotaciones son las siguientes:

P={Po,P1};, Poe®R,  Po=Cosum (2.18)
PiefR, P4 =+Sen a4

Q={Qo Q1};, Qoe®R, Qo= Cos a2
Q1 eN, Q¢ =+Sena
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R ={Ro, R1}; Roe R, Ro=Cos a3
Ri{ e R, Ri=+Senas
S={So Si}; So e W, So=Cos a4

S1eN, Si=+Senas

Los desplazamientos angulares a4, az, a3, o4 € R se muestran en la figura 2.7.

3eds

Figura 2.7. Definicién de desplazamientos angulares en la configuracion deformada

En las secciones 2.5.1 y 2.5.2 se plantean los problemas cinematicos directo e
inverso relacionados con la configuracion deformada de la estructura articulada

motivo de estudio.

2.5.1. Planteamiento del problema directo

Dados, P= '[Po, P1}=s={50: ST} con ”P‘ = HS” :1:p ={p0l p1}=q={q01 q'!}:r:{ro»

ri}, s={so, sijcon|p|=|q|=|r|=|s|=1, ki la2 ka4 lag € R, [10 € R
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encuentre 3o’ € %% Q ={Qo, Q1},R={Ro, R4} tal que la expresion (2.16); 0 (2.16),

sea satisfecha y,

Qo®+Q+* =1
Ro® +R¢* =1

2.5.2. Problema inverso

Dados, I30' € R 10 € K% p={Po, P1}, 4={do, q1}, r={ro, r1}, s = {So, S1} con
“ pf = [‘ q H = ” r ‘l = “ S H =1, b, 2, la, I41 € ‘.R", encuentre P = {P o, P1}, Q={Qy,
Q4}, R={Ro, R4}, S ={So, S} tal que las ecuaciones (2.16) sean satisfechas y,

Po’+Pq?=1
Qo?+Q4*=1
Ry2 +R2=

S*+S4%=1.
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Problema de sintesis para conduccién de cuerpo rigido (tres puntos de precision)

CAPiTULo 3

PROBLEMA DE SINTESIS PARA
CONDUCCION DE CUERPO RIGIDO
(TRES PUNTOS DE PRECISION)

3.1. Introduccién

En este capitulo se analiza un problema de sintesis para conducciéon de cuerpo
rigido (tres puntos de precisiéon) relacionado con un mecanismo plano de cuatro
barras. Se asumiran dos tipos de hipétesis que permitiran cuadrar el sistema de

ecuaciones resultante;

1) El eslabon acoplador es rigido.

2) El movimiento del multicuerpo se encuentra restringido dentro de una cierta area

de trabajo (“"At").

Se utilizara un caso de estudio el cual consiste en transportar una “caja” de banda a
banda mediante un mecanismo plano de cuatro barras. La caja debera pasar por
tres puntos prescritos cumpliendo con una orientacion fija. A dichos puntos se les
conoce como “puntos de precision”. Con el objeto de construir y plantear el problema
de sintesis para conduccion de cuerpo rigido sera utilizada el algebra de complejos

desarrollada en el capitulo 1.
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3.2. Definicion y restricciones del problema

Considere el siguiente problema:

“Una banda (B;) transporta una caja “C” del punto “a” al punto “b” como se muestra
en la figura 3.1. La caja debera localizarse en un tiempo t € %" en el punto “e”

situado en la banda (B;) pasando por un punto intermedio llamado “d”. Se asume
que el transporte de “C” de banda a banda sera por medio de un mecanismo plano

de cuatro barras”.

— —-———__ﬁ:'
4 " J'IIJ _/Ir_ wz A )
[ _—T V¥ a
i A
= \
/\/:fff_l o /,T: H‘“am.!{-‘l’ﬁ
=T Bz //’.. /(fj,,____ C / - /
~ s -
| PV N
- ’ —
| TR
_z /'/ r /' S
/// : /;/ /
/
) /./ / E2 y Fi /
Jllr I’a—_._._ o //f /
II :IJ /
/ E, / ;
/ /E, /
'II ! f.
Il o i f 4
| lt_}‘f‘:} ~—__E, / /
ll\ T, i _‘:', /
. T U /
N __ Piv, T, 4
b T //’r
) S =<3 PEVZ /

Figura 3.1. Caracterizacién del problema

La caja “C", ademas de pasar por los puntos b, d y e, debera satisfacer las

orientaciones v, yz, w3 € R y el area de trabajo.
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Las restricciones del problema son:

1) Las coordenadas de los pivotes Piv 1 y Piv 2 mostrados en la figura anterior son
fijas y conocidas.

2) La caja “C” es rigida.

3) No se considera el movimiento de las bandas y el analisis se centra en los puntos
b,dye.

4) El mecanismo no debe salir del area de trabajo.
5) La configuracion del eslabon acoplador es arbitraria.

6) Las orientaciones del eslabon acoplador deben satisfacer los desplazamientos

angulares 1, y2, y3 € R.

3.3. Desarrollo del modelo

En esta parte se construiran las ecuaciones que gobiernan el problema de sintesis
asociado con el mecanismo en estudio. Considere la siguiente proposicion:

“Por cada punto de precision existe un mecanismo plano de cuatro barras con
pivotes unicos”.

Las configuraciones de los mecanismos relacionadas con los tres puntos de

precision se muestran en la figura 3.2.
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—%) J,
'&\\im\lm
T

Piv,
Figura 3.2. Configuraciones de mecanismos

Los multicuerpos Mcgi, Mce2 ¥ Mces se pueden representar, al ser fijados en el

tiempo, de la manera siguiente:
MCB1 = E1 UEzUE3UE4 (31)
Mce2 =By UE2 UE3 UES

Mcaa - E1" U Eg” (9 Eg” () E4”

Igualmente, las juntas que unen a los eslabones pueden ser representadas en
términos de intersecciones:
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(Mcs1) Ji=E1nE4 Jo=E1nE; (3.2)
Js=E>n Ej Ja=EzsnEs

(Mcs2) J'=E/'nEd , J=E/NnE
Ji =E)’ nE7 , Jad=E3inE4

(Mcss) Ji"=E{"NnEy" , J"=E"NnEY
B NE" , JP=EnES

Aqui,

Es=Es = E," (3.3)

Ji=Jdy = dy”

Jg = J4 = J47

Suponga ahora que, sobre cada eslabdn se definen vectores de posicion, esto es:

(Mcs1) Lig=2=1 ; Lyg=b=2 (3.4)
Loz =b—-3 , Lay=3-4

(Mcg2) Ls1=56-1 , Lias=d-5
Lyg=d-6 , Leu=6-4

(Mcss) Lza=7-1 , Lez=e-7
Leg =e—-8 Lgs =8-4

:
:

Los vectores de posicion que localizan los puntos “d" y “e” desde el punto “b” se

definen de la manera siguiente:

Fgp=d-b (3.9)
reb=e—b

:

La siguiente consideracion es importante:
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“Por cada junta rotacional asocie una base local y fijje una base candnica sobre el

sistema cartesiano”.

En la figura 3.3 se pueden ver las bases moviles asociadas con las configuraciones

de los mecanismos.

{ P re b .. ‘C.L
Fap
7
_/
«
o3 / Mce2
/ - /
/.-' > 7 !
Les '
Las | -
Le 7 v :
. | // ;
/ 4 /" Mca1
7 J A |_b o o) s
I. i Ld‘5 "// | Lb,? v b I _ ./:
//' P /
/

b i
2
i P\ a,'~
Mo / ; >
e: A o Piv, b. 4
4 & . o :
& -
(o] e X

Figura 3.3. Asociacién de bases locales a los mecanismos

Por otro lado, las ecuaciones de lazo relacionadas con los pivotes Piv 1 y Piv 2 son

las siguientes:
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(Piv 1)

(Piv 2)

(3.6)

De acuerdo con la figura 3.3, los vectores de posicion se pueden representar en

términos de las bases movi

(Mcg1)

(Mcg2)

(Mcgs)

les, esto es:

(3.7)

Aqui, 21, b2, b3, 134, 151, las, las, lsas 171, le7, les, lsa € R* son las longitudes

principales (buscadas) de

relaciones:

lby=151= 174
lb2=lys=le7

Ib3=1lys = leg

los eslabones las cuales satisfacen las siguientes
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lsa=1lsa=Ilga

Al considerar las ecuaciones (3.7) y (3.8) las expresiones (3.6) pueden ser escritas

como sigue:

(P|V 1) [2‘1 ° .e_‘ll + 1[').2 [ e_1” + r_d,_'b = [2‘1 ° éll. + lb.2 ° '81_” (39)

Lieel +hoee" +Tep=11 b +lhoeby"

(P|V 2) 13’4 [ ] e1_|V + !b,3 (] e;”l + r_.dLb. = 13‘4 ® QIE + 1b,3 [ ] ._a“ljl_l

[34 GLN + lpze el + Tep=1l340by" + lhzeby"

— ol VI

0 equivalentemente:

(PiV1) rdb =[2’1 L ] a_1*+ lb,Z‘a_'fH— [12‘1 L ] EI_I+Eb,2.§_1E] (3.10)

——m Ll

Fep=l1obi'+hoebt" —[hiee) +hree]

(Piv 2) Fab

—

e

liaea) +lhzeai" —[lraeel" +lhzeer"]

=laebV +hzeb" —[laeesV +izee"]

2

Considere la siguiente afirmacion;

“Las bases locales estan relacionadas de la siguiente manera:

1) Las bases e/, ¢/, &", &/ e %? son rotaciones de la canénica e; € R?

2) Las bases a}, 3", 3", a"V € %? son rotaciones de las bases ¢, &', &', /¥ € ®?

3) Las bases b}, b", b", bV € %? son rotaciones de las bases a/, a', 3", a/¥ € ®?".
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Las rotaciones de las bases se pueden expresar en términos de numeros complejos

de acuerdo con [2], de la manera siguiente:

(Mca1) el = p(p,e1)=p*es (3.11)
e =p(q,e)=q+e;
el =p(r,e)) =rxe;
el =p(s,e)=s*e
(Mcaz) ai' = p(P,e1) = p(P, p(p, €1)) =P *p*es
a" =p(Q, e1")=p(Q, p(q, €1)) =Q* g * e
a" =p(R, &1") =p(R, p(r, &1)) =R *r*e
ai’ =p(S, e1") =p(S, p(s, 1)) =S *s * &

(Mcas) bi' =p(P", at) = p(P’", p(P, €1))) = p(P", p(P, p(p. &1)))
=P *Pxpxe;

bi" = p(Q, a1") = p(Q@, p(Q, &1")) = p(Q', p(Q, p(q, 1))
=Q*Q*q*eq

bi" = p(R’, a1") = p(R’, p(R, &1")) = p(R’, p(R, p(r, &1)))
=R *R*rxeq

b = p(S", &™) = p(S", p(S, e1™)) = p(S’, p(S, p(s, 1))
=S *S*xs*g

Las ecuaciones (3.10) pueden ser representadas en términos de la base canonica,

esto es:

(Piv 1) Fap=hie{P*p*e}+hae{Q*qxe}—[hi (3.12)
e{pxe}+h2e{q*ei}]

r_engz..lo{P‘*P*p*&}-&-[b_z.{Q'*Q*q*
e}—[Lre{p*el+hze{q*ei}]
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(Piv 2) lap=lhae{S*s* e} +hse{R*xrxe}—[lrqe
{s*xei}+hzefr*ed]
Tep=l340{S *S*sxe}+lse{R *R*rx
e} —[laae{s*ei}+lhze{r=e]

Por otro lado, los complejos P’, P, p, @, Q, q, R, R, r, ', S, s € %% son de norma
unitaria; esto es:

P = Pl=lp =1 (3.13)

P
Q = Q = q =1
R' = R

S

g =
Finalmente, las relaciones geométricas entre los complejos y las rotaciones son:

P={PoP1 Poe®R Po=Cosd (3.14)
P'1e®R, P’y =4 Sen ¢4
Q={Q0 Q4 QoeR, Qo=Cos
Q1eR, Q1=+Send
R={R0.R1; Roe®R Ro=Cosos
R1 e R, R'1 =+ Sen ¢3
$={80S4} SoeR So=Cosds
S'1 e R, S’'1=xSen ¢4
P={Po P4} Poe R, Po = Cos a4
Pie®R, P1=+Sen a4
Q={Qo, Q1}; Qo € R, Qo =Cos az
Qi e N, Qq =+Senay
R={Ro, R} Ro e R, Ro = Cos a3
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R4 e R, R4 =+ Sen a3
S={SQ,S1}; Sge R, So=Cos a4

S,e %R, S;=+Sen oy

p={po p1} Poe R, po = Cos 64
p1e R, p1 =+ Sen 04
q={do, q1}; qoe R, qo=Cos 0
g1 € R, g1 ==%Sen o,
r={ro, r1}; ro € R, ro=Cos 03
ri e R, r{ =+ Sen 03
S ={so, 1} Sp € R, so = Cos 04
s1€ N, s1=%Sen 0,

Cabe sefialar que, de acuerdo con las expresiones (3.12) y (3.13), el sistema
generado es de 20 ecuaciones con 28 incognitas. Por tanto, es necesario utilizar las

restricciones dadas al inicio del presente capitulo, estas son:

1) Condicién de rigidez del eslabén acoplador.

2) Restriccion del area de trabajo.
Las consecuencias l6gicas de dichas restricciones son las siguientes:

1) Si oz, ¢2 € R son conocidos, entonces Q, Q' € R? son conocidos.
2) SiQ,Q e R? son conocidos, entonces R, R’ € %2 son conocidos.

3) P,P e ®?y S, S’ € %2 son complejos de control en el area de trabajo.

La figura 3.4 muestra los angulos relacionados con el area de trabajo controlable del

mecanismo.
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I
(S
T ——
“N\\\aL\u\‘!{\\'i\\
T
Piv,

Figura 3.4. Angulos asociados con los pivotes de los mecanismos

3.4. Planteamiento del problema de sintesis para conduccion de cuerpo
rigido (tres puntos de precision)

“Dados los puntos de precision 4y € R, lep € R, (Xeiw 1, Y1) € €x €, (Xpv2, Yei2)
eexg PP={Po, P, Q@={Q0 Q1},R={R0R 1}, S ={S0S 1} P={Po Pi},
Q={Qo, Q1}, R={Ro,R1}, $={So, S}, con |[P'| = Q| =[R'| = [§'|=|P] =
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Q = R = 8 =1, encuentre b1, bz, Ibz, lsa € R, p={po, P1}, q9={q0, q1},

r={ro, r1}, s = {so, s1} tal que las expresiones (3.12) sean satisfechas y

po’+pi°=1
q02+q12=
r92+r12= 1

802 +S12 =1".

El problema arriba escrito forma un sistema de 12 ecuaciones con 12 incognitas del

tipo polinomial no lineal.

Cabe sefalar que el problema formulado anteriormente es valido, siempre que las
condicionantes de cuerpo rigido y el area de trabajo sean consideradas. Note
ademas, que para cada sistema de numeros complejos (P, Q, R, S)y (P’, Q, R, §’)
propuesto, debe encontrarse las dimensiones del mecanismo y los complejos (p, q,
r, s).
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CAPiTULo 4

PROBLEMA DE SINTESIS PARA
CONDUCCION DE CUERPO RIGIDO
(CUATRO PUNTOS DE PRECISION)

4.1. Introduccion

En este capitulo se analiza un problema de sintesis para conduccion de cuerpo
rigido (cuatro puntos de precision) relacionado con un mecanismo plano de cuatro
barras. Se usaran, al igual que en el problema modelado en el capitulo 3, las
hipétesis siguientes;

1) El eslabdn acoplador es rigido.

2) El movimiento del multicuerpo se encuentra restringido dentro de una cierta area
de trabajo (“At”).

Se utilizara el mismo caso de estudio analizado en el capitulo 3 ahora con cuatro

puntos de precision y cuatro orientaciones fijas del cuerpo por conducir.
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4.2. Definicion y restricciones del problema

Considere el siguiente problema:

“Una banda (B;) transporta una caja “C” del punto “a” al punto “b” como se muestra
en la figura 4.1. La caja deberd localizarse en un tiempo t € 9" en el punto “f’
situado en la banda (B) pasando por dos puntos intermedios llamados “d” y “e”. Se
asume que el transporte de “C” de banda a banda sera por medio de un mecanismo

plano de cuatro barras”.

Figura 4.1. Caracterizacion del problema

La caja “C”, ademas de pasar por los puntos b, d, e y f, debera satisfacer las

orientaciones 1, Wz, W3, W4 € R y el area de trabajo.
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Las restricciones del problema son:

1) Las coordenadas de los pivotes Piv 1 y Piv 2 mostrados en la figura anterior son
fijas y conocidas.

2) La caja “C” es rigida.

3) No se considera el movimiento de las bandas y el andlisis se centra en los puntos
b,d, eyf.

4) El mecanismo no debe salir del area de trabajo.
5) La configuracion del eslabon acoplador es arbitraria.

6) Las orientaciones del eslabon acoplador deben satisfacer los desplazamientos

angulares w4, Y, ¥3, Ys € R.

4.3. Desarrollo del modelo

En esta parte se construiran las ecuaciones que gobiernan el problema de sintesis

asociado con el mecanismo en estudio.

Al igual que en el problema modelado en el capitulo 3, por cada punto de precision
se asocia un mecanismo plano de cuatro barras 0, mas bien, una configuracion.

Tales configuraciones del mecanismo se muestran en la figura 4.2.
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i
| - d
u @f 1@
|||I '
Mcas f &
I|
M [
CcB4 | Mcas
l
Mca1

Figura 4.2. Configuraciones de mecanismos

Los multicuerpos Mcgi, Mcaz, Mcas Y Mces se pueden representar, al ser fijados en el

tiempo, de la manera siguiente:
4.1)

MCB1=E1 UEQUEaUE.q
Mcaz = E1' ) Ez’ () Es’ U E4'
MCBS = E‘}" ) Ezn U ES” U E4"

Mcm - E1?l! U E2!|! u Eslf! u E4??!
Igualmente, las juntas que unen a los eslabones pueden ser representadas en

términos de intersecciones:
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(Mcs1) Ji=Ein Ey , J=EinE (4.2)
Ja=E>nEj , Ja=EsznE4

(Mce2) Ji'=E'nE{ , J=E/nE
Jg = B8 i E5’ . Ji=Es mEd

(Mce3) JI"=E{"nEy , JW'=E"NnE”
J'=E"nE" , J’=E’NE

(Mcga) Ji""=E{/"nE/" |, J"=E{"nE”
J" =B MEs” , J"=Ed” NES

Aqui,
Ei=EJ s ES s B (4.3)

Ji = Jdi' = dy" = g
Ja=da = dg" = Jg”

Suponga ahora que, sobre cada eslabén se definen vectores de posicion, esto es:

(Mcg1) Las=2-1 , Lea=b-2 (4.4)
Lia=b-3 , L3sa=3-4
(Mcego) Lsg=5-1 , Lgs=d-5
Legg=d-6 , Lea=6-4
(Mcsa) Lzga=7-1 , Lez=€-7
Leg=€e-8 , Lsa=8-4
(Mcga) Lot =9-1 , Lg=f-9
Litg=f-10 , Liga=10-4

Los vectores de posicién que localizan los puntos “d”, “e” y “f” desde el punto “b” se
definen de la manera siguiente:

r

b

o

d-b (4.5)
-b

e

-.'

®

o
]

[
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Al igual que en el problema analizado en el capitulo 3, en cada junta rotacional
asociada con los mecanismos se define una base local y se fija una base canénica

sobre el sistema cartesiano. Dichas bases se muestran en la figura 4.3.

Figura 4.3. Asociacion de bases locales a los mecanismos
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Por otro lado, las ecuaciones de lazo relacionadas con los pivotes Piv 1 y Piv 2 son

las siguientes:

(Piv1) Lo+ Loz + Fap =Lsi +Las (%:6)

Loj+ Lo+ Fep=Lz1+ Lez

—_—r— et

Lot + Lpo+ I'ip = Loy + Lig

:

(Piv2) Lsa+Log+ Fab=Lea+Lds

Las + Los + lep = Lea + Les

.. . S, .- LS, -1 = 1. S . =2 L4

Lss + Loz + iy = Lioa + Li1o

—i e = =

De acuerdo con la figura 4.3, los vectores de posicion se pueden representar en

términos de las bases moviles, esto es:

(Mcs1) Log=loq @ e (4.7)
Loz=loeer
[P
Las =134 € W

(Mcae) Lsy=1ls1®ai
Las = las®a"
Lag= Zag e
Loa=loaoai"

(Mcga) Lyi=1l719by
Loy iy ="
Leg=logebi"

(Mcaa) Lo =lo1eCi
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= lg * ¢

Ly

=8

il
Li1o = li10® Cy

—

v
L1oa = 1104 ® C1

Aqui, 21, Ib2, b3, l34, 151, las, las, lea, 171, le7, les, lsa, lo, lte, 110, lioa € R* son las
longitudes principales (buscadas) de los eslabones las cuales satisfacen las

siguientes relaciones:

lba=ls1=171=194 (4.8)
bo=1lygs=le7=lig
lba=1lye=leg=l110

lza=1lsa=1g4=1l104

Al considerar las ecuaciones (4.7) y (4.8) las expresiones (4.6) pueden ser escritas

como sigue:

31" (4.9)

(Piv 1) iee'+lhoeet +Tap=lo1ea+loe
I2,4 '9;'+1b,2°e_1"+&,g=32,1 'b_1|+fb.2°b_1"

Il I
ieel +lhoeer +Tp=lyeci+lhoecy

(Piv 2) lage e +lbz®e" + Tap=la4®ai + lbaea;"
lsa®er" + lbaeer" + ep=lzaebs + Ipzebs"

Izaeer + lbaees +Tip =l3s0Ci + s °Ci
0 equivalentemente:

(P!V1) m=£2'1 L ] a_-||+ lb.2.a_1"_[f2.1 .E“!l+!b,2.e_1"] (410)

Tep=lo1obi +laebi' —[lo1eed+lhoee]

I | I
lip = l2,1 ’C_1I+£b.2°§1__[f2.1 eei +hhoeer ]

e
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(Piv 2) Fap=laea +haear" —[LaeeN +hsee"]
e

=lae bV +lhse b —[lase e +hsee"]

eb

1
Fip =laecCl +lhzect —[laee +lhzees"]
Considere la siguiente afirmacion;

“Las bases locales estan relacionadas de la siguiente manera:

1) Las bases ¢/, ¢, &", e/¥ € %% son rotaciones de la canonica g € %2

2) Las bases a/, ', a", a € % son rotaciones de las bases ¢/, /", ¢", &/ € ®?

3) Las bases b}, b, b/", b/ e %2 son rotaciones de las bases a/, 3", 3", 3" € ®?

4) Las bases ¢/, ¢, ¢, ¢V e ®? son rotaciones de las bases b/, b, b", bV e ®?".

Las rotaciones de las bases se pueden expresar en términos de niumeros complejos

de acuerdo con [2], de la manera siguiente:

(Mcg1) el = p(p,e1)=p*er (4.11)
el =p(q,e1)=q*es
el =p(r, el =r*es
eV =p(s, e1) =s * &1

(Mcgz) ai' = p(P,e1) = p(P, p(p, 1)) =P * p * e

a' =p(Q, e1")=p(Q, p(, 1) =Q*q* &

" =p(R e1") =p(R, p(r, &1)) =R *r+g

=p(S, e1") =p(S, p(s. 1)) =S *s * &1

= p(P', a1) = p(P", p(P, 1)) = p(P", p(P, p(p, €1)))
*Pxp*eq
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bi" = p(@, a1") =p(Q’, p(Q, &1")) = p(Q’, p(Q, p(q, €1)))
=Q=Q*q*ey
bi" = p(R, ai") = p(R’, p(R, &) = p(R’, p(R, p(r, €1)))
=R"*R*xr%e
bi" =p(S’, a") =p(8’, p(S, &™) = p(S', p(S, p(s, €1)))
=8 xS #s*ey
(Mcge) ' =p(P”, bi) = p(P”, p(P’, a1)) = p(P”, p(P’, p(P,
p(p, 1)) =P * P+ P xp g
ci'=p(@", b)) =p(@”, p(@’ 1)) =p(Q”, (@', p(Q,
p(q.e))=Q"+Q*Q+*q+e;
e =p(R", bs") = p(R", p(R", a1")) = p(R", p(R’, p(R,
p(r,e1))) =R"* R * R % e
¢V =p(8”, bi") =p(8”, p(S’, a1™)) = p(S”, p(S", p(S,
p(s,e1))=8"*S * S+ s*e

Las ecuaciones (4.10) pueden ser representadas en términos de la base canénica,
esto es:

(e 1) Tap=lreP*pel+hoe{Q*q*e)—[lLs (4.12)
c{pred+haefa*ed]

Fep=bie{P*Pxpxe}+hoe{Q*Q=*q=*
eld—[lz1o{p*ei}+lb2e{d*ei}]
Tip=lie{P"*P *Psp*e}+ihze{Q" +Q *
Qiqre}—[lo1e{p*ei}+lb2e{q*ei}]
(Piv 2) lagp=lhae{S* s+ e} +hze{R*rxe}—[lgse
{s*ei}+lze{r+*ei}]

Tep=1l34{S"*S*s*e}+lhze{R *R=*r*
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e} —[lsae{s*ei}+lbae{r=ei}]
&9:33_40{8"$S‘*S*5*g}+[b_3o{ﬂ“*ﬂ‘*
R*I'*g}—[fs‘40{s*§1}+1b‘3c{r*ﬁ}]

Por otro lado, los complejos P”, P, P, p, Q”, @, Q,q, R”, R, R, 1, $", S, S, s ¢ K?

son de norma unitaria; esto es:

Pl =¥l = [Pl =tpl= (4.13)
Q'] =|Q'|=]|Q]|=]q]|=1
|R"[ = |R'| = |R]| =]|r] =1
s =8| =|s|=]s|=1

Finalmente, las relaciones geométricas entre los complejos y las rotaciones son:

P"={P"o, P"4}, P"0e R, P"o=Cosp4 (4.14)
P'ye R, P”;==xSen Py
Q"={Q"0, Q"% Q'0e R, Q’¢=Cos B
Q'1e®, Q”i==SenB,
R"={R"o,R"1}; R’0e R, R’o=CospBs
R’1e R, R’'i{=%Senp;
§"={8"0,S"1}; S"0e R, S"o=Cosfs
S"1eR, S”"1=xSenP,
P={PoP+; PoeR Po=Cosd
P'ie R, P’y =% Sen ¢4
Q={Q0 Q1 QpeR Qo=Cosd
QieR, Qi1=xSend
R={RoR1 RoeR Ro=Cosos
Rie R, R'i{=%Sen ¢3
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§={S0S1 SoeR, So=Cosds
S1eR, S1=xSends
P={Po, P1} Poe R, Po=Cos o4
Pie R, P4 =+ Sen o4
Q={Qo, Q1}; Qoe X, Qo=Cosa
Qe R, Qi=xSena
R ={Ro, R1}; Roe R, Ro= Cos a3
Rie X, Ri=%Senos
S ={Sq, S1}; Soe K, So=Cos o4
Sie K, Si=xSenoy

P={po P} poe R,  po=Cos 6y
pie xR, p1 =% Sen 64
q=1{q0, q1}; qoe X, qo = Cos 6
g1 € K, q1==Sen 6,
r={ro, ri}; roe R, ro= Cos 63
rie R, r{=+Sen6;
s ={so, S1}; Soe R, so=Cos 04
si1e R, S{=1Sen 64

Cabe senalar que, de acuerdo con las expresiones (4.12) y (4.13), el sistema
generado es de 28 ecuaciones con 38 incognitas. Por tanto, es necesario utilizar las

restricciones dadas al inicio del presente capitulo, estas son:

1) Condicién de rigidez del eslabon acoplador.

2) Restriccion del area de trabajo.
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Las consecuencias l6gicas de dichas restricciones son las siguientes:

1) Si 92, B2 € R son conocidos, entonces @', Q” € R* son conocidos.
2) Si @, Q" € R? son conocidos, entonces R’, R” € R? son conocidos.

3) P,P”e Ry S, S” e %? son complejos de control en el area de trabajo.

La figura 4.4 muestra los angulos relacionados con el area de trabajo controlable del
mecanismo.

Figura 4.4. Angulos asociados con los pivotes de los mecanismos
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4.4. Planteamiento del problema de sintesis para conducciéon de cuerpo

rigido (cuatro puntos de precision)

“Dados los puntos de precision gp € R% Fep € R Fipe R, Xpw 1, Yev1) € € xE,
(XPiV 2, YPN 2) € ExE, Pn - {Pn o P” 1}, Qn - {Ou » Qu 1}’ R” = {Hu - Ru 1}. Su = {Suo‘ Sn 1}’
=1Q"] =

=1, encuentre Iz, lv2, Ib3, laa € R*,P={Po,

P={PoP1Q={QoQ1},R={R0oR1},S ={S0 S 1}, con |P"
|R"| =|8
P11, Q={Qo, Q1},R={Ro, R1}, S={So, S1}, p={Po, P}, a={q0, g1}, r={ro, r1},
s = {so, s1} tal que las expresiones (4.12) sean satisfechas y

=|s"|=|P|=]Q]=|R

P+ Ps=1
Qo*+Q+*=1
Ro?+R%=1
Soc+S+%=1
P +pi°=1
Qe +qi2=1
roe+ry2 =1

302 + 512 =1",

El problema arriba escrito forma un sistema de 20 ecuaciones con 20 incégnitas del

tipo polinomial no lineal.

Al igual que en el problema de sintesis analizado en el capitulo 3, el modelo para
cuatro puntos de precision es valido siempre que las condicionantes de cuerpo rigido
y el area de trabajo sean consideradas. Note ademas, que para cada sistema de
numeros complejos (P’, Q', R, $’) y (P”, Q", R”, S”) propuesto, debe encontrarse las

dimensiones del mecanismo, y los complejos (p, g, 1, s) y (P, Q, R, S).
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APENDICE A

ANALISIS DE CUERPO RIGIDO

A.1. Hipotesis fundamental de cuerpo rigido

Un cuerpo rigido es aquel que bajo cualquier movimiento conserva inalterable la
distancia entre dos cualesquiera de sus puntos. De acuerdo con la figura A.1, si se
llama rag y ' ag’ al vector que une los puntos “A” y “B” de un cuerpo rigido antes y

después de que éste experimente un desplazamiento, respectivamente, entonces:

Considere ahora que a1, a2, b1y bz son los vectores de posicion de “A” y de “B”

antes y después del desplazamiento, respectivamente, entonces:

az—by|=|ai-b
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Figura A.1. Desplazamiento de cuerpo rigido

A.2. Movimiento plano de un cuerpo rigido

Un cuerpo rigido se encuentra en movimiento plano cuando todos sus puntos
describen trayectorias contenidas en un plano fijo. Suponga el caso de un cuerpo
rigido sometido a movimiento plano y en el cual se fijan los ejes XY. Si se le aplica a
este cuerpo una rotacion de + 0° alrededor de un eje perpendicular al plano XY, los
ejes pasaran de la posicion XY 1 a la posicion X.Y > como se muestra en la figura
A2.

Y

X2
Yz

X4

Figura A.2. Rotacion de ejes coordenados

De la figura anterior se deducen las siguientes relaciones:

X2 = Cos® X1+Sen® Yi, (A1)

Y2=-Sen0 X1+Cos6 Yy

Aqui, Xj, Y son vectores unitarios paralelos a los ejes X;, Y;, respectivamente.
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Por otro lado, segun [21, 29] la representacion matricial de una transformacion lineal,
respecto a una base vectorial B es una matriz cuya i-€sima columna contiene los
componentes de la imagen del i-ésimo vector de la base, bajo la transformacion en

cuestion, referida (esa imagen) a la base B.

Luego, la transformacion A.1 tiene la siguiente representacion matricial, en la base
X1Y1Z

CosB® -Sen#®
Seno Cos 9

[Q]x =[

De hecho, [29] dice que una aplicacion lineal L : R?> — R? es una rotacion si su
matriz asociada se puede escribir en la forma que muestra [ Q ]1. Una propiedad
importante de [ Q ]; es su ortogonalidad, es decir, su inversa es idéntica a su

traspuesta.

Considere ahora que el cuerpo (al que se han fijado los ejes XY) experimenta un
desplazamiento tal que el origen del sistema de referencia O permanece fijo.
Entonces, cualquier punto “A” del cuerpo, bajo una rotaciéon +6° pasa a la posicion
“A’". Sean a1 y az los vectores de posicion de “A” y “A’”, respectivamente, ambos

referidos a la misma base X1Y1, se tiene que:
[az]1=[Q]1 [a1]s, (A.2)

es una expresion que determina la posicion de un punto dado del cuerpo rigido al

final de una rotacion.

En efecto, siendo («, B) las coordenadas de “A” con respecto a la base XY 4, esto

€S,
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entonces,
Qar=a(@QX)+P(QYs)=aXz+ Yo
de las ecuaciones A.1 se obtiene lo siguiente:

a=Qaj=0a(CosB X;+SenB Y )+ P (—Send X; + Cos6 Y)
= (0t CosB—P SenB) X1 + (. Sen6 + B Cos0) Yy,

finalmente,

aCos® —-pBSenb CosB® —-Senb| [a
[az]i = = =[QJi[a1h
aSen® PCos6 Sen6 Cos6| | B

A.3. Velocidad y aceleracion de los puntos de un cuerpo rigido que gira
alrededor de un punto

Considere nuevamente el cuerpo rigido mostrado en la figura A.1 el cual
experimenta un desplazamiento tal que uno de sus puntos O permanece fijo. La
posicion de un punto cualquiera “A” al cabo de la rotaciéon Q, dada por la ecuacién

A.2 es funcion de [Q ]y y de [a1 ]1. Derivando ambos miembros de A.2 con respecto

af, se obtiene [a.g li, la velocidad de “A” referida a XYy, esto es,
[az]i =[Q]s [A1]4 (A.3)

Note de la expresion A.3 que [az ], esta dada en términos de [ 21 ]y, el vector de

posicion original de “A”.
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Por otro lado, al hacer una medicion de una variable lo que se obtiene es el valor

instantaneo de esta, y no sus valores pasados, es conveniente expresar [az2 ] como

una funcién del vector de posicion actual de “A”, [az]+; pero de la ecuacion A.2 y del

hecho de que Q es ortogonal, se obtiene el siguiente resultado:

[ai]i =[Q"]i [az]y, (A.4)

sustituyendo la expresion A.4 en A.3,

[az]: = [Q1: [Q"] [22]: = [Q} [22], (A5)

donde [Q]1 es la matriz de velocidad angular del cuerpo rigido. Es claro que:
0 -9
6 0

Derivando los miembros de la ecuacién A.5 con respecto a t, se obtiene [a2 ]4, la

[Q] =

aceleracion de “A”, con respecto a X1Y 1, esto es,

[az ] = [Q): [82]s + [Q) [a2 ]y (A.6)

Sustituyendo la expresion A.3 en la ecuacion A.6,

[82 ] = [Q} [B2] + [Q] [Q} [21] (A7)

La expresion anterior es equivalente a:

(a2 ] = [Q} [82]s + [Q]: [Q]: [Q"]: [22]; (A8)

= [Q] [22]s + [Q%]s [22];
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La primera componente de la expresién A.8 es la aceleracion tangencial, que es
paralela a la velocidad, mientras que la segunda es la aceleracion normal,

perpendicular a la velocidad.

En efecto, sean (o, B’) las componentes de [@2]4, la velocidad dada por la ecuacién
A5 es,

s O _é al = _Bn
p= | - (A.9)
e [e J [B] B{ a']

También,

[Q} [22]: = {9 —9} [0‘] =0 [FBJ, (A.10)
6 0] |B o

de las expresiones A.9 y A.10, se obtiene;

(O] [azh = 2 (a2 ],
0

por lo que, efectivamente, la aceleracién tangencial es paralela a la velocidad.

Considere ahora el producto escalar de la velocidad por la aceleracion normal,

entonces:

[az" Is [QP]s [22)s = [22']; [Q" ]+ [Q)s [22]y

Cfep]| O -9 H:o
@ o |LB
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A.4. Movimiento plano general de un cuerpo rigido

En la seccién anterior se estudié el movimiento de un cuerpo rigido cuando uno de
sus puntos permanece fijo durante el movimiento. En esta parte se supone el caso
en que el cuerpo rigido sufre un movimiento plano, sin que tenga necesariamente un
punto que permanezca fijo. Se mostrara que, si el cuerpo rigido se desplaza de la
configuracion | a la lll, como se muestra en la figura 1.3, se puede pensar que este
cuerpo ocupd la configuracién [l mediante la composicién de dos movimientos: un
movimiento que lo lleva de la configuracion | ala Il donde bp =bsyaz—bs=2a1—Dby,

y el otro lo lleva de la Il a la lll por medio de una rotacion alrededor de B..

Figura A.3. Movimiento plano general de cuerpo rigido

De la figura anterior se puede observar que:

L

as=ba+Ilag,

pero,

por tanto,

as=bs+ Q(ai—b1) (A.11)
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La ecuacion A.11 determina la posicién final a3 de un punto cualquiera “A” de un
cuerpo rigido, a partir de su posicion inicial a4, de la rotacion Q, y de las posiciones

inicial b1 y final bz de un punto “base”.

Refiriendo los vectores y las matrices que integran a la ecuacion A.11 a una misma

base,
[az]li=[bsli+[Q)i[a1—Db1]s

Para obtener la velocidad de “A”, se derivan ambos miembros de la expresion A.11

con respecto a 1, esto es,

s + Q (@1-by), (A.12)

|
(]

Il
S

pero, de la expresion A.11 también se tiene que,

a;—bs=Q" (ag—by) (A.13)

Sustituyendo la ecuacion A.13 en la expresion A.12, se obtiene lo siguiente:
as = by +Q (@3- ba), (A.14)

que es equivalente a la expresion A.5 excepto por el término bs . La variable Q tiene

el mismo significado que en A.5.
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La aceleracion de “A”, a3z se obtiene derivando ambos miembros de la ecuacion

A.14 con respecto a t:

as = bs

+Q (@3-b3)+Q (as — bs), (A.15)

de la expresion A.14 se tiene que,

=Q (a3 - ba) (A.16)

2
|
!(9'-

Sustituyendo la expresién A.16 en la ecuacion A.15, se obtiene el siguiente resultado:
as = by + Q (33— ba) + 0% (33 - ba), (A17)

que es equivalente a la ecuacién A.8, y en donde nuevamente, Q (33 — b3) es Ia

aceleracion tangencial, y Q? (a3 — b3) es la aceleracién normal.

A5. Uso de numeros complejos en el analisis del movimiento plano de

cuerpos rigidos (representacion Euleriana)

De acuerdo con [1] el nimero ¢ = a + ib es llamado “ndmero complejo”, donde “a” y
“b” son numeros reales e “I" es la unidad imaginaria; el término “a” es conocido
comunmente como “la parte real del complejo”, mientras que “ib” se llama “la parte
imaginaria”.

Considere que c esta representado por la distancia r trazada a partir del origen del

sistema de referencia O como se muestra en la figura A.4. Geométricamente, ¢ es
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un radio vector: I veces la longitud de un vector de longitud unitaria (v. u.). La
posicion del punto extremo “A” del radio vector puede ser descrita utilizando la forma
polar, que incluye la magnitud de radio r y el angulo ¢ del radic vector medido desde

el eje real positivo horizontal,

c=r(Cos¢+iSend) (A.18)

Por otro lado, la forma cartesiana especifica las partes real e imaginaria del radio

vector, esto es,

c=a+ib (A.19)

La ecuacién de Euler relaciona a las expresiones A.18 y A.19 de la siguiente manera

[1]:

c=re*

Figura A.4. El nimero complejoc =a +ib

Se sabe que, con excepcidn de la velocidad angular, todos los vectores que
intervienen en el andlisis de la cinematica plana de los cuerpos rigidos estan
contenidos en un plano de movimiento, por lo que pueden ser sustituidos por

nameros complejos.
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Considere que el plano del movimiento es el complejo. Por tanto, a cada punto le
corresponde un numero complejo, y sélo uno. A continuacién se muestran algunos

resultados importantes.

Teorema A.1. La operacién de multiplicar cualquier nimero complejo ¢ = re” por el

numero " es rotar ¢4 un angulo 6.

Demostracion. En efecto,

c,=¢e’cy, (A.20)
luego, desarrollando la ecuacion A.20, esto es,

co=e"re®=re'®*9 [ ]

El resultado anterior muestra que se puede evitar el uso de matrices en la

representacion de rotaciones.

De acuerdo con la figura A.5, el desplazamiento del cuerpo rigido puede

representarse con numeros complejos de la siguiente forma:
as=bs+e“cy (A.21)

donde a3z y bs son los complejos asociados a los puntos “A” y “B” del plano complejo

después del desplazamiento. Ademas,
Ci=aq— b1
Por tanto, la ecuacion A.21 puede escribirse,

as=bs+¢€" (a;—by) (A.22)
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que es equivalente a la expresion A.11.

Figura A.5. Desplazamiento de un cuerpo rigido

La velocidad de “A”, a3 se obtiene al derivar la expresion A.22 con respecto a f:

as=bs+i0e® (a; - by), (A.23)
pero, de la ecuacion A.22 se tiene que,
a;—bi=e""?(as—by) (A.24)

Sustituyendo la expresion A.24 en A.23, se obtiene el siguiente resultado:

éa= 63+ié (as—b3), (A25)

que es equivalente a la ecuaciéon A.14.

Al derivar la expresion A.25 con respecto a t, se obtiene la aceleracion de “A”, as

esto es,

;3= E3+i.9. (a3—b3) + lé (53— 63) (A26)

De la ecuacién A.22 se tiene que,
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as—bs=i0e® (a; —by),

ademas, al considerar la expresion A.24,

az;—b3=i60 (az—bj) (A.27)
Finalmente, al sustituir la ecuacion A.27 en la expresion A.26, se obtiene lo siguiente:
as=bs+i0 (as—bs)— 02 (as— by),

que es equivalente a la ecuacion A.17.

A.6. Representacion de transformaciones por matrices

En esta parte se plantea el objetivo de dar un sustento formal a los resultados
obtenidos en la seccion A.2, se demuestra que para cada transformacion lineal,

existe una matriz asociada que la representa.

Sea V un espacio vectorial de dimensién “n” sobre el cuerpo F, y sea W un espacio
vectorial de dimensién “m” sobre F. Sea B = {a4,..., 0n } una base ordenada de V, y
B' = {B,..., Bm} una base ordenada de W. Si T es cualquier transformacién lineal de
V en W, entonces T esta determinada por su efecto sobre los vectores o;. Cada uno

de los “n” vectores To; se expresa de manera unica como combinacion lineal

Toj= z Aij B, (A.28)

i=1

de los B, los escalares Ay;,..., Amj son las coordenadas de To; en la base ordenada

B’. Por consiguiente, la transformacion T esta determinada por los “mn” escalares A;;

69



Apéndice A — Analisis de cuerpo rigido

mediante la expresion (A.28). La matriz m x n, A, definida por A (i, j) = A; se llama
matriz de T respecto al par de bases ordenadas B y B'. La tarea inmediata es

comprender claramente cémo la matriz A determina la transformacion lineal T.

Si o = X104 +...+ Xn0n €S un vector de V, entonces

I
28

Ms
2
=

Si X es la matriz de las coordenadas de o en la base ordenada B, entonces el
calculo anterior muestra que AX es la matriz de las coordenadas del vector Ta en la

base ordenada B’, ya que el escalar

n
Z Ai X
=1

es el elemento de la i-ésima fila de la matriz columna AX. Obsérvese también que si

A es cualquier matriz m x n sobre el cuerpo F, entonces

T [Zn: X, ajJ = i [ 3 AiniJBi
= = =

define una transformacion lineal T de V en W, la matriz de la cual es A, respecto a B,

B’. Resumiendo formalmente se tiene el siguiente teorema:
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Teorema A.2. Sean V un espacio vectorial de dimension “n” sobre el cuerpo F, y W
un espacio vectorial de dimension “m” sobre F. Sean B una base ordenada de Vy B’
una base ordenada de W. Para cada transformacion lineal T de V en W, existe una

matriz m x n, A, cuyos elementos pertenecen a F, tal que
[Tole = A [ols

para todo vector o en V. Ademas, T — A es una correspondencia biyectiva entre el
conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W y el conjunto de todas las
matrices m x n sobre el cuerpo F.

La matriz A, que esta asociada a T en el teorema A.2, se llama la matriz de T
respecto a las bases ordenadas B, B'. Obsérvese que la ecuacion (A.28) dice que A

es la matriz cuyas columnas Ay,..., A, son dadas por
Aj = [TC(&]Q, j = Tyeasy M

Si U es otra transformacion lineal de V en W y B = [By,..., By] es la matriz de U
respecto a las bases ordenadas B, B’, entonces cA + B es la matriz de cT + U
respecto a B, B’. Esto es claro porque

cAj + Bj = c[Toyle + [Ugyle

= [cTo; + Uayle:
= [(CT + U)Otj]s'.
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APENDICE B

PROGRAMACION Y SIMULACION:
ANALISIS DE UN MECANISMO DE
CINCO BARRAS

B.1. Introduccién

En este apéndice se programan y simulan los modelos cinematicos de posicion del
mecanismo plano de cinco barras, el objetivo es mostrar como el uso sistematico del
algebra de los numeros complejos permite una facil programacion y resolucion de las
ecuaciones asociadas con el multicuerpo, para lo cual se hace uso del lenguaje
computacional VISUAL BASIC.

B.2. Cinematica inversa

En esta parte se describe la programacion y simulacion del modelo cinematico
inverso de posicionamiento, se da solucion al problema de la seccion 2.4.2 y se
muestra la interfase grafica de salida. El cédigo correspondiente a la cinematica

inversa del mecanismo es el siguiente:
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e Banderas de solucion de la cinematica inversa
Dim banderacc1, banderacc2, banderacc3 As Boolean
Dim R30(1) As Single

e Aplica nuevas coordenadas para modelar posicion

Private Sub aplicar_Click()

e Posicion home de referencia
Xref = Int(Trim(Text1(0).Text))
Yref = Int(Trim(Text2. Text))
cinematicalnverza Xref, Yref

End Sub

Private Sub Form_Load()

e Dimensiones por default del mecanismo
Text1(1).Text = 1000
Text1(2).Text = 1000
Text1(3).Text = 1000
Text1(4).Text = 1000

e Posicion home de referencia
Xref = 1000
Yref = 1000
cinematicalnverza Xref, Yref
End Sub

e Sale de la ventana de modelacion de posicion
Private Sub Salir_Click()

Unload Me
End Sub
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e Determinacion de la posicion de la cinematica inversa del mecanismo

Public Sub cinematicalnverza(x As Single, y As Single)

e Definicion de angulos temporales
Dim angulo1 As Single
Dim angulo2 As Single

e Tolerancia

rango = 10

e Base de referencia
e1(0) =1
e1(1)=0

e Coordenadas de referencia
Rpot(0) = x

Rpot(1) =y

Xpot = Rpot(0)

Ypot = Rpot(1)

e Definicion de los vectores que componen al mecanismo
L1 = Int(Text1(1). Text)
L2 = Int(Text1(2). Text)
L3 = Int(Text1(3).Text)
L4 = Int(Text1(4).Text)

e Modelo referido a p1

p1(0) =0
p1(1)=0
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e Determinacion de R3(), R6() y R9() en la configuracion no deformada
R30(0) = Int(Xpot)
R30(1) = Int(Ypot)

e Determinacion del lazo R30=L1 + L2

lazo1

e Determinacion del lazo R30 = L4 + L3

lazo2

e Grafica el mecanismo en pantalla
Graficamecanismo
End Sub

e Funcion de la cinematica inversa de la cadena CC1
Private Sub lazo1()

e Definicion de angulos temporales para determinar solucion
Dim angulo1 As Single
Dim angulo2 As Single

e Bandera de estado de solucion

banderacc1 = True

e Complejos de la cadena cinematica
For angulo1 =0 To 360 Step 0.9
P(0) = Cos(GtoR(angulo1))
P(1) = Sin(GtoR(angulo1))
For angulo2 = 0 To 360 Step 0.9
Q(0) = Cos(GtoR(angulo2))
Q(1) = Sin(GtoR(angulo2))
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e Determinacion de las bases moviles
e11(0) = ropq(P(), e1()).x(0)
e11(1) = ropq(P(), €1()).x(1)
e12(0) = ropq(Q(), e1()).x(0)
e12(1) = ropq(Q(), e1()).x(1)

e Determinacion de la posicion de los vectores L1, L2
LL1t(0) = Int(L1 * e11(0))
LL1t(1) = Int(L1 * e11(1))
LL2t(0) = Int(L2 * e12(0))
LL2t(1) = Int(L2 * e12(1))

e Determinacion de la condicion R30 = L1 + L2

If (R30(0) + rango > LL1t(0) + LL2t(0) And R30(1) + rango > LL1t(1) + LL2t(1))
And (R30(0) - rango < LL1t(0) + LL2t(0) And R30(1) - rango < LL1t(1) + LL2t(1))
Then

e Angulos para las cadenas cinematicas
tetha1l = angulo1
tetha2 = angulo2

e Determinacion de la condicion
L11(0) = Int(L1 * e11(0))
L11(1) = Int(L1 *e11(1))
L22(0) = Int(L2 * e12(0))
L22(1) = Int(L2 * e12(1))

e Se verifica que se cumplan las condiciones de los cuadrados; PO?+P12=1y
Q0% + Q1%=1
If (P(0) *P(0) + P(1) *P(1) =1) And (Q(0) * Q(0) + Q(1) *Q(1) = 1)) Then
Exit Sub
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End If
End If
Next
Next
banderacc1 = False
End Sub

e Funcién de la cinematica inversa de la cadena CC2
Private Sub lazo2()

e Definicién de angulos temporales para determinar solucién
Dim angulo1 As Single
Dim angulo2 As Single

e Bandera de estado de solucion

banderacc2 = True

e Determinacion de la tierra de L2
'L14(0) = L4 * Cos(GtoR(30))
'L14(1) = L4 * Sin(GtoR(30))

e Complejos de la cadena cinematica
For angulo1 = 0 To 360 Step 0.9
R(0) = Cos(GtoR(angulo1))
R(1) = Sin(GtoR(angulo1))
For angulo2 = 0 To 360 Step 0.9
S(0) = Cos(GtoR(angulo2))
S(1) = Sin(GtoR(angulo2))

e Determinacion de las bases moviles
e13(0) = ropq(R(), e1())-x(0)
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e13(1) = ropq(R(), e1()).x(1)
e14(0) = ropq(S(), e1())-x(0)
e14(1) = ropq(S(), e1())-x(1)

e Determinacion de la posicién de los vectores L3, L4
LL3t(0) = Int(L3 * e13(0))
LL3t(1) = Int(L3 *e13(1))
LL4t(0) = Int(L4 * e14(0))
LL4t(1) = Int(L4 * e14(1))

e Determinacion de la condicion R30 = L3 + L4

If (R30(0) + rango > LL3t(0) + LL4t(0) And R30(1) + rango > LL3t(1) + LL4t(1))
And (R30(0) - rango < LL3t(0) + LL4t(0) And R30(1) - rango < LL3t(1) + LL4t(1))
Then

e Angulos para las cadenas cineméticas
tetha3 = angulo1
tetha4 = angulo2

e Determinacion de la condicion
L33(0) = Int(L3 * e13(0))
L33(1) = Int(L3 *e13(1))
L44(0) = Int(L4 * e14(0))
L44(1) = Int(L4 * e14(1))

e Se verifica que se cumplan las condiciones de los cuadrados; R0? + R12 =1y
S0? +§12=1
If (R(0) *R(0) + R(1) *R(1) = 1) And (S(0) * S(0) + S(1) *S(1) = 1)) Then
Exit Sub
End If
End If
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Next
Next
banderacc2 = False
End Sub

e Grafica el mecanismo en la ventana de referencia

Private Sub Graficamecanismo()

e Definicion de variables temporales para el sistema de pantalla
Dim ofsetx As Single

Dim ofsety As Single

Dim RT3(1) As Single

e Se verifican las soluciones

If (banderacc1 = False Or banderacc2 = False) Then
MsgBox "El sistema no tubo solucion "
Exit Sub

End If

e Offset en x+2500 offset en y—2100, centrado referido al lazo1
ofsetx = 2500
ofsety = 1500

e Adecuacion al sistema de pantalla
RT3(0) = R30(0) + ofsetx
RT3(1) = R30(1) + ofsety

e (Caracteristicas de la grafica del mecanismo
Line1.BorderWidth = 10
Line2.BorderWidth = 10
Line3.BorderWidth = 10
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Line4.BorderWidth = 10
Line1.BorderColor = vboWhite
Line2.BorderColor = vbBlue
Line3.BorderColor = vbRed

Line4.BorderColor = vbGreen

Label5(2).Left = ofsetx — 800
Label5(2).Top = ofsety

Label5(3).Left = ofsetx + L44(0) — 800
Label5(3).Top = ofsety + L44(1)
Label5(4).Left = RT3(0) + 50
Label5(4).Top = RT3(1) + 50

e (Correccidn de cuadrante y offset de centrado

e Grafica el vector L1
Line1.X1 = ofsetx
Line1.Y1 = ofsety
Line1.X2 = ofsetx + L11(0)
Line1.Y2 = ofsety + L11(1)

e Grafica el vector L2
Line2.X1 = Line1.X2
Line2.Y1 = Line1.Y2
Line2.X2 = Line2.X1 + L22(0)
Line2.Y2 = Line2.Y1 + L22(1)

e Grafica el vector L3
Line3.X1 = ofsetx + L44(0)
Line3.Y1 = ofsety + L44(1)
Line3.X2 = Line3.X1 + L33(0)
Line3.Y2 = Line3.Y1 + L33(1)
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e Grafica el vector L4

Line4 X1 = ofsetx

Line4.Y1 = ofsety

Line4.X2 = Line4.X1 + L44(0)
Line4.Y2 = Line4.Y1 + L44(1)

e Valores de los angulos de las cadenas cinematicas

Label13.Caption = Int(tetha1)
Label14.Caption = Int(tetha2)
Label15.Caption = Int(tetha3)
Label19.Caption = Int(tethad)
Text1(0).Text = R30(0)
Text2.Text = R30(1)

End Sub
£y =i B A i Lol
Valores del punto 130
Cordenada de Xpot
Cordenada de Ypot
Apkcar Salr

[s80
[1000

Dimenciones del mecanismo

Eslabon1(L1)  [ioo0
& Esebon202 [0
@ Eslabon3(L3) [ioo
@ Edebond4l4)  [foo0

Rotacion de los eslabones

Grados

Vector L1

Vector L2

Vector L3

0

Vector L4
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Figura B.1. Interfase grafica de la cinematica inversa
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B.3. Cinematica directa

En esta parte se describe la programaciéon y simulacion del modelo cinematico
directo de posicionamiento, se da solucién al problema de la seccion 2.4.1 y se
muestra la interfase grafica de salida. El cédigo correspondiente a la cinematica

directa del mecanismo es el siguiente:

e Mobdulo de solucion de la cinematica directa
Dim R30(1) As Single
Dim e33(1) As Single
Dim e44(1) As Single

Dim tetha1 As Single
Dim tetha2 As Single
Dim tetha3 As Single
Dim tetha4 As Single

e Valores iniciales de la configuracion del mecanismo

Private Sub Form_Load()

e Dimensiones por default del mecanismo
Text1(1).Text = 1000
Text1(2).Text = 1000
Text1(3).Text = 1000
Text1(4).Text = 1000

e Rotaciones de los eslabones
Text1(5).Text =0
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Text1(6). Text = 90
Text1(7).Text = 0
Text1(8).Text = 90

e |lamada a la solucion de la cinematica directa
cinematicadirecta 0, 90, 0, 90
End Sub

e Aplica nuevas coordenadas para modelar posicion

Private Sub aplicar_Click()

e Nueva orientacion
tethal = Int(Trim(Text1(5). Text))
tetha2 = Int(Trim(Text1(6).Text))
tetha3 = Int(Trim(Text1(7).Text))
tethad = Int(Trim(Text1(8).Text))
cinematicadirecta tetha1, tetha2, tetha3, tethad
End Sub

e Sale de la ventana de modelacién de posicion
Private Sub Salir_Click()

Unload Me
End Sub

e Determinacion de la posicion de la cinematica directa del mecanismo
Public Sub cinematicadirecta(angulo1 As Single, angulo2 As Single, angulo3 As
Single, angulo4 As Single)
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e Tolerancia

rango = 10

e Definicion de los vectores que componen al mecanismo
L1 = Int(Trim(Text1(1). Text))
L2 = Int(Trim(Text1(2). Text))
L3 = Int(Trim(Text1(3).Text))
L4 = Int(Trim(Text1(4).Text))

e Eslabdn 1
P(0) = Cos(GtoR(angulo1))
P(1) = Sin(GtoR(angulo1))

e Determinacion de las bases moéviles
e11(0) = ropq(P(), E1()).x(0)
e11(1) = ropq(P(), E1())-x(1)

e Determinacion del vector de L1
L11(0) = Int(L1 *e11(0))
L11(1) = Int(L1 *e11(1))

e Eslabdn 2
Q(0) = Cos(GtoR(angulo2))
Q(1) = Sin(GtoR(angulo2))

e Determinacion de las bases moviles
e22(0) = ropq(Q(), E1())-x(0)
e22(1) = ropq(Q(), E1()).x(1)
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e Determinacion del vector de L2
L22(0) = Int(L2 * e22(0))
L22(1) = Int(L2 * e22(1))

e Determinacion de la ecuacion R30 = L1 + L2
R30(0) = L11(0) + L22(0)
R30(1) = L11(1) + L22(1)

e Eslabon 3
R(0) = Cos(GtoR(angulo3))
R(1) = Sin(GtoR(angulo3))

e Determinacion de las bases moviles
e33(0) = ropqg(R(), E1()).x(0)
e33(1) = ropq(R(), E1()).x(1)

e Determinacion del vector de L3
L33(0) = Int(L3 * e33(0))
L33(1) = Int(L3 * e33(1))

e Eslabon 4
s(0) = Cos(GtoR(angulo4))
s(1) = Sin(GtoR(angulo4))

e Determinacion de las bases moviles
e44(0) = ropq(s(), E1())-x(0)
e44(1) = ropq(s(), E1()).x(1)
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e Determinacion del vector de L4
L44(0) = Int(L4 * e44(0))
L44(1) = Int(L4 * e44(1))

e Determinacion de la ecuacion R30 = L3 + L4
R30(0) = L33(0) + L44(0)

R30(1) = L33(1) + L44(1)

Graficamecanismo

End Sub

e Grafica el mecanismo en la ventana de referencia

Private Sub Graficamecanismo()

e Definicion de variables temporales para el sistema de pantalla
Dim ofsetx As Single

Dim ofsety As Single

Dim RT3(1) As Single

e Offset en x+2500 offset en y—2100, centrado referido al 1azo1
ofsetx = 2500
ofsety = 1500

e Adecuacion al sistema de pantalla
RT3(0) = R30(0) + ofsetx
RT3(1) = R30(1) + ofsety

e (Caracteristicas de la grafica del mecanismo
Line1.BorderWidth = 10
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Line2.BorderWidth = 10
Line3.BorderWidth = 10
Line4.BorderWidth = 10
Line1.BorderColor = vbWhite
Line2.BorderColor = vbBlue
Line3.BorderColor = vbRed
Line4.BorderColor = vbGreen

Label5(2).Left = ofsetx — 800
Label5(2).Top = ofsety

Label5(3).Left = ofsetx + L44(0) — 800
Label5(3). Top = ofsety + L44(1)
Label5(4).Left = RT3(0) + 50
Label5(4).Top = RT3(1) + 50

e Correccion de cuadrante y offset de centrado

e Grafica el vector L1
Line1.x1 = ofsetx

Line1.y1 = ofsety
Line1.x2 = ofsetx + L11(0)
Line1.y2 = ofsety + L11(1)

e Grafica el vector L2
Line2.x1 = Line1.x2

Line2.y1 = Line1.y2
Line2.x2 = Line2.x1 + L22(0)
Line2.y2 = Line2.y1 + L22(1)

e Grafica el vector L3
Line3.x1 = ofsetx + L44(0)
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Line3.y1 = ofsety + L44(1)
Line3.x2 = Line3.x1 + L33(0)
Line3.y2 = Line3.y1 + L33(1)

e Grafica el vector L4
Line4.x1 = ofsetx

Line4.y1 = ofsety

Line4.x2 = Line4.x1 + L44(0)
Line4.y2 = Line4.y1 + L44(1)

e Valores de los angulos de las cadenas cinematicas
Text1(0).Text = R30(0)

Text2.Text = R30(1)

End Sub
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Figura B.2. Interfase gréfica de la cinematica directa
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APENDICE C

PROGRAMACION Y SIMULACION:
PROBLEMA DE SiNTESIS PARA
CONDUCCION DE CUERPO RIGIDO
(TRES PUNTOS DE PRECISION)

C.1. Introduccion

En este apéndice se programan y simulan los modelos cinematicos
correspondientes a un problema de sintesis para conduccién de cuerpo rigido (tres
puntos de precision), relacionado con un mecanismo plano de cuatro barras, al igual
que en el apéndice B el uso sistematico del algebra de los nimeros complejos
permite una facil programacion y resolucion de las ecuaciones asociadas con el
multicuerpo, nuevamente se hace uso del lenguaje computacional VISUAL BASIC.
Se da solucion al problema planteado en la seccidn 3.4 y se muestra la interfase

grafica de salida. El codigo del programa es el siguiente:

e Banderas de solucion

Dim banderacc1, banderacc2, banderacc3 As Boolean
Dim rb(1) As Single

Dim Rbd(1) As Single

Dim Rbe(1) As Single

Dim LL1(1) As Single

Dim LL2(1) As Single
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Dim LL1t(1) As Single
Dim LL2t(1) As Single
Dim LL1tt(1) As Single
Dim LL2tt(1) As Single

e Bases locales

Dim a11(1) As Single
Dim a12(1) As Single
Dim a13(1) As Single
Dim a14(1) As Single
Dim b11(1) As Single
Dim b12(1) As Single
Dim b13(1) As Single
Dim b14(1) As Single
Private Sub Form_Load()

® Procedimiento para determinar los puntos de referencia en la sintesis

ProcedimientoReferencia

Parametros para la sintesis del mecanismo

Coordenadas del mecanismo (Piv1)
Text1(9).Text = 100
Text1(10).Text = 150

Coordenadas del mecanismo (Piv2)
Text1(11).Text = 150
Text1(12).Text = 200
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Rotaciones de los complejos P', Q', R, S'

Coordenadas del mecanismo (Piv1)
Text1(1).Text = 30
Text1(2).Text=5
Text1(3).Text = 40
Text1(4).Text=0

Rotaciones de los complejos P, Q, R, S

Coordenadas del mecanismo mcb1 desde el Piv1
Text1(13).Text = 10
Text1(14).Text=5

Coordenadas del mecanismo mcb1 desde el Piv2
Text1(15).Text = 10
Text1(16).Text=0

Coordenadas del Piv1
Text1(0).Text =0
Text1(22).Text =0

Coordenadas del Piv2
Text1(23).Text = Int(700 * Cos(GtoR(68)))
Text1(24).Text = Int(700 * Sin(GtoR(68)))

Coordenadas del mecanismo

ProcedimientoReferencia

End Sub
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e Sale de la ventana de modelacion de posicion
Private Sub Salir_Click()
Unload Me
End Sub
Private Sub ProcedimientoReferencia()

Definicion de angulos temporales
Dim angulo1 As Single
Dim angulo2 As Single
Dim bandera1 As Boolean
Dim bandera2 As Boolean

e Tolerancia

rango =10

e Banderas de estado de solucion
banderal = False
bandera2 = False

e Base de referencia
E1(0) =1
E1(1)=0

e Coordenadas de referencia
Rpot(0) = 950
Rpot(1) = 1050
xpot = Rpot(0)
ypot = Rpot(1)
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Definicion de los vectores que componen al mecanismo
L1 = 1000
L2 =700
L3 = 1000
L4 = 700

e Modelo referido a p1
p1(0)=0
p1(1)=0

e Determinacion del valor rb
rb(0) = Int(xpot)
rb(1) = Int(ypot)

L Co_mplejos de la cadena cinematica
For angulo1 = 0 To 360 Step 0.9
P(0) = Cos(GtoR(angulo1))
P(1) = Sin(GtoR(angulo1))
For angulo2 = 0 To 360 Step 0.9
Q(0) = Cos(GtoR(angulo?2))
Q(1) = Sin(GtoR(angulo2))

e Determinacion de las bases moviles
e11(0) = ropq(P(), E1()).x(0)
e11(1) = ropq(P(), E1()).x(1)
e12(0) = ropq(Q(), E1())-x(0)
e12(1) = ropg(Q(), E1()).x(1)

e Determinacion de la posicion de los vectores L1, L2
LL1t(0) = Int(L1 * e11(0))
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LL1t(1) = Int(L1 * e11(1))
LL2(0) = Int(L2 * e12(0))
LL2t(1) = Int(L2 * e12(1))

e Determinacion de la condiciéon rb = L1 + L2
If (rb(0) + rango > LL1t(0) + LL2t(0) And rb(1) + rango > LL1t(1) + LL2t(1))
And (rb(0) - rango < LL1t(0) + LL2t(0) And rb(1) - rango < LL1t(1) + LL2t(1)) Then

e Angulos para las cadenas cinematicas
tethal = angulo1

tetha2 = angulo2

e Determinacion de la condicion
L11(0) = Int(L1 * e11(0))
L11(1) = Int(L1 *e11(1))
L22(0) = Int(L2 * e12(0))
L22(1) = Int(L2 * e12(1))

e Se verifica que se cumplan las condiciones de los cuadrados; P0® + P1* = 1y
Q0% + Q1%=1
If (P(0) * P(0) + P(1) * P(1) = 1) And (Q(0) * Q(0) + Q(1) * Q(1) = 1)) Then
banderal = True
Exit For
End If
End If
Next
If banderal = True Then Exit For
Next
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e Complejos de la cadena cinematica 2
For angulo1 =0 To 360 Step 0.9
R(0) = Cos(GtoR(angulo1))
R(1) = Sin(GtoR(angulo1))
For angulo2 = 0 To 360 Step 0.9
s(0) = Cos(GtoR(angulo2))
s(1) = Sin(GtoR(angulo2))

e Determinacion de las bases maoviles
e13(0) = ropq(R(), E1())-x(0)
e13(1) = ropq(R(), E1()).x(1)
e14(0) = ropq(s(), E1())-x(0)
e14(1) = ropq(s(), E1()).x(1)

Determinacion de la posicion de los vectores L3, L4
LL3t(0) = Int(L3 * €13(0))
LL3t(1) = Int(L3 * e13(1))
LL4t(0) = Int(L4 * e14(0))
LL4t(1) = Int(L4 * e14(1))

Se verifica que se cumpla con Piv1

Determinacién de la condicion rb = L3 + L4, para verificar que se cumpla con Piv2
If (rb(0) + rango > LL3t(0) + LL4t(0) And rb(1) + rango > LL3t(1) + LL4t(1))
And (rb(0) - rango < LL3t(0) + LL4t(0) And rb(1) - rango < LL3t(1) + LL4t(1)) Then

e Angulos para las cadenas cinematicas
tetha3 = angulo1
tetha4 = angulo2
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e Determinacion de la condicion
L33(0) = Int(L3 * e13(0))
L33(1) = Int(L3 * e13(1))
L44(0) = Int(L4 * e14(0))
L44(1) = Int(L4 * e14(1))

e Se verifica que se cumplan las condiciones de los cuadrados; RO® + R1% =1y
S0% + S1%=1
If ((R(0) * R(0) + R(1) * R(1) = 1) And (s(0) * s(0) + s(1) * s(1) = 1)) Then
bandera2 = True
Exit For
End If
End If
Next
If bandera2 = True Then Exit For
Next
Graficamecanismo
End Sub

® Funcion para solucionar el modelo de sintesis
Private Sub Sintesis3Punto()

e Definicion de angulos temporales para determinar solucion
Dim angulo1 As Single
Dim angulo2 As Single
Dim angulo3 As Single
Dim angulo4 As Single
Dim angulop As Single
Dim anguloqg As Single
Dim angulor As Single
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Dim angulos As Single

Dim angulopp As Single
Dim anguloqq As Single
Dim angulorr As Single

Dim anguloss As Single

Dim Pp(1) As Single

Dim Qq(1) As Single

Dim Rr(1) As Single

Dim Ss(1) As Single

Dim Ppp(1) As Single

Dim Qqq(1) As Single

Dim Rrr(1) As Single

Dim Sss(1) As Single

Dim Temporal(1) As Single
Dim Temporali(1) As Single
Dim Distancia(1) As Single
Dim Distancia1(1) As Single
Dim L1t, L2t, I3t, 14t As Integer

rango = 100

Rbd(0) = Int(Text1(9).Text)
Rbd(1) = Int(Text1(10).Text)
Rbe(0) = Int(Text1(11).Text)
Rbe(1) = Int(Text1(12).Text)
xpiv1 = Int(Text1(0).Text)
ypiv1 = Int(Text1(22).Text)
xpiv2 = Int(Text1(23).Text)
ypiv2 = Int(Text1(24).Text)
angulopp = Int(Text1(1).Text)
anguloqq = Int(Text1(2).Text)
angulorr = Int(Text1(3).Text)
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anguloss = Int(Text1(4).Text)
angulop = Int(Text1(13).Text)
anguloq = Int(Text1(14).Text)
angulor = Int(Text1(15).Text)
angulos = Int(Text1(16).Text)
Distancia(0) = Rbd(0)
Distancia(1) = Rbd(1)
Distancia1(0) = Rbe(0)
Distancia1(1) = Rbe(1)

Determinacion de la posicion de los vectores L1, L2 y sus rotaciones
Pp(0) = Cos(GtoR(angulop))
Pp(1) = Sin(GtoR(angulop))
Ppp(0) = Cos(GtoR(angulopp))
Ppp(1) = Sin(GtoR(angulopp))
Qq(0) = Cos(GtoR(anguloq))
Qq(1) = Sin(GtoR(anguloq))
Qqq(0) = Cos(GtoR(anguloqq))
Qqq(1) = Sin(GtoR(anguloqq))
Rr(0) = Cos(GtoR(angulor))
Rr(1) = Sin(GtoR(angulor))
Rrr(0) = Cos(GtoR(angulorr))
Rrr(1) = Sin(GtoR(angulorr))
Ss(0) = Cos(GtoR(angulos))
Ss(1) = Sin(GtoR(angulos))
Sss(0) = Cos(GtoR(anguloss))
Sss(1) = Sin(GtoR(anguloss))
For L1t =1 To 1000 Step 100

For L2t = 1 To 1000 Step 100
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e Complejos de la cadena cinematica
For angulo1 = 0 To 360 Step 1
P(0) = Cos(GtoR(angulo1))
P(1) = Sin(GtoR(angulo1))
For angulo2 = 0 To 360 Step 1
Q(0) = Cos(GtoR(angulo?2))
Q(1) = Sin(GtoR(angulo2))

e Determinacion de las bases moviles

e Rotaciones en funcién de los complejos
e11(0) = ropq(P(), E1()).x(0)
e11(1) = ropq(P(), E1()).x(1)
e12(0) = ropq(Q(), E1()).x(0)
e12(1) = ropq(Q(), E1())-x(1)
a11(0) = ropq(Pp(), e11()).-x(0)
a11(1) = ropq(Pp(), e11()).x(1)
a12(0) = ropq(Qq(), e12()).x(0)
a12(1) = ropq(Qq(), e12()).x(1)
b11(0) = ropq(Ppp(), a11()).x(0)
b11(1) = ropq(Ppp(), a11()).x(1)
b12(0) = ropq(Qqq(), a12()).x(0)
b12(1) = ropq(Qqq(), a12()).x(1)
LL1(0) = Int(L1t * e11(0))
LL1(1) = Int(L1t * e11(1))

LL2(0) = Int(L2t * e12(0))

LL2(1) = Int(L2t * e12(1))

LL1t(0) = Int(L1t * a11(0))

LLAt(1) = Int(L1t " a11(1))

LL2t(0) = Int(L2t * a12(0))

LL2t(1) = Int(L2t * a12(1))

11
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LL1tt(0) = Int(L1t * b11(0))

LL1tt(1) = Int(L1t * b11(1))

LL2tt(0) = Int(L2t * b12(0))

LL2tt(1) = Int(L2t * b12(1))

Rbd(0) = (LL1t(0) + LL2t(0)) - (LL1(0) + LL2(0))

Rbd(1) = (LL1t(1) + LL2t(1)) - (LL1(1) + LL2(1))

Rbe(0) = (LL1tt(0) + LL2tt(0)) - (LL1(0) + LL2(0))

Rbe(1) = (LL1tt(1) + LL2tt(1)) - (LL1(1) + LL2(1))
Temporal(0) = ((LL1t(0) + LL2t(0)) - (LL1(0) + LL2(0)))
Temporal(1) = ((LL1t(1) + LL2t(1)) - (LL1(1) + LL2(1)))
Temporal1(0) = ((LL1tt(0) + LL2tt(0)) - (LL1(0) + LL2(0)))
Temporal1(1) = ((LL1tt(1) + LL2tt(1)) - (LL1(1) + LL2(1)))

e Se toma la menor del rango

If (Distancia(0) + rango > Temporal(0) And Distancia1(0) + rango >
Temporal1(0)) And (Distancia(1) + rango > Temporal(1) And Distancial(1) + rango >
Temporal1(1)) And (Distancia(0) - rango < Temporal(0) And Distancia1(0) - rango <
Temporal1(0)) And (Distancia(1) - rango < Temporal(1) And Distanciai(1) - rango <
Temporali1(1)) Then

e Angulos y dimensiones de los eslabones para las cadenas cinematicas
tetha1l = angulo1
tetha2 = angulo2
L1 = L1t
L2 = L2t
MsgBox (L1)

e Se verifica que se cumplan las condiciones de los cuadrados; P0® + P1? = 1 y
Q0% + Q1%=1
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If (P(0) * P(0) + P(1) * P(1) = 1) And (Q(0) * Q(0) + Q(1) * Q(1) = 1))
‘Then

e Determinacion de la posicion de los vectores L3, L4 y sus rotaciones
Rr(0) = Cos(GtoR(angulor))
Rr(1) = Sin(GtoR(angulor))
Rrr(0) = Cos(GtoR(angulorr))
Rrr(1) = Sin(GtoR(angulorr))
Ss(0) = Cos(GtoR(angulor))
Ss(1) = Sin(GtoR(angulor))
Sss(0) = Cos(GtoR(angulorr))
Sss(1) = Sin(GtoR(angulorr))
For I3t =1 To 1000 Step 100

For 14t =1 To 1000 Step 100

e Complejos de la cadena cinematica
For angulo3 = 0 To 360 Step 1
R(0) = Cos(GtoR(angulo3))
R(1) = Sin(GtoR(angulo3))
For angulo4 = 0 To 360 Step 1
s(0) = Cos(GtoR(angulo4))
s(1) = Sin(GtoR(angulo4))

o Determinacion de las bases moviles

e Rotaciones en funcion de los complejos
e13(0) = ropq(R(), E1()).x(0)
e13(1) = ropq(R(), E1())-x(1)
e14(0) = ropq(s(), E1())-x(0)
e14(1) = ropq(s(), E1()).x(1)
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a13(0) = ropq(Rr(), e13()).x(0)
a13(1) = ropq(Rr(), e13()).x(1)
a14(0) = ropq(Ss(), e14()).x(0)
a14(1) = ropq(Ss(), e14())-x(1)

b13(0) = ropq(Rrr(), a13()).x(0)
b13(1) = ropq(Rrr(), a13()).x(1)
b14(0) = ropq(Sss(), a14()).x(0)
b14(1) = ropq(Sss(), a14()).x(1)

LL3(0) = Int(I3t * e13(0))
LL3(1) = Int(I3t * e13(1))
LL4(0) = Int(l4t * e14(0))
LL4(1) = Int(14t * e14(1))
LL3t(0) = Int(I13t * a13(0))
LL3t(1) = Int(I3t * a13(1))
LL4t(0) = Int(14t * a14(0))
LL4t(1) = Int(14t * a14(1))
LL3tt(0) = Int(I3t * b13(0))
LL3tt(1) = Int(I13t * b13(1))
LL4tt(0) = Int(l4t * b14(0))
LL4tt(1) = Int(14t * b14(1))

Rbd(0) = (LL3t(0) + LL4t(0)) - (LL3(0) + LL4(0))

Rbd(1) = (LL3t(1) + LL4t(1)) - (LL3(1) + LL4(1))

Rbe(0) = (LL3tt(0) + LL4tt(0)) - (LL3(0) + LL4(0))

Rbe(1) = (LL3tt(1) + LL4tt(1)) - (LL3(1) + LL4(1))
Temporal(0) = ((LL3t(0) + LL4t(0)) - (LL3(0) + LL4(0)))
Temporal(1) = ((LL3t(1) + LL4t(1)) - (LL3(1) + LL4(1)))
Temporal1(0) = ((LL3tt(0) + LL4tt(0)) - (LL3(0) + LL4(0)))
Temporal1(1) = ((LL3tt(1) + LL4tt(1)) - (LL3(1) + LL4(1)))

102



Apéndice C — Programacion y simulacion: Sintesis para conduccion de cuerpo rigido

e Se toma la menor del rango
If (Distancia(0) + rango > Temporal(0) And Distancia1(0)

+ rango > Temporal1(1)) And (Distancia(0) - rango < Temporal(0) And Distancia1(0) -

(
+ rango > Temporal1(0)) And (Distancia(1) + rango > Temporal(1) And Distancial(1)
(
rango < Temporal1(0)) And (Distancia(1) - rango < Temporal(1) And Distancial(1) -

rango < Temporal1(1)) Then

e Angulos y dimensiones de los eslabones para las cadenas cinematicas
tetha3 = angulo1
tetha4 = angulo?2
L3 =3t
L4 = 14t
MsgBox (L1)

e Se verifica que se cumplan las condiciones de los cuadrados; RO® + R12 =1y
S0% + S1%=1
If (R(0) * R(0) + R(1) * R(1) = 1) And (s(0) * s(0) + s(1)
*s(1)=1)) Then
Exit Sub
End If
End If
Next
Next
Next
Next

e Sale de la rutina para tres puntos de precision
Exit Sub
End If
End If
Next

103



Apéndice C — Programacién y simulacién: Sintesis para conduccién de cuerpo rigido

Next
Next
Next

e QOpcion; “se evaluaron todas las soluciones posibles y de acuerdo con las
condiciones ninguna fue satisfactoria”
MsgBox (“no se encontro solucion")
banderal = False

End Sub

e (Grafica el punto meb1
Private Sub MCB1_Click()

e Determinacion de la posicion de los vectores de acuerdo con el modelo de sintesis
L11(0) = Int(L1 * e11(0))
L11(1) = Int(L1 * e11(1))
L22(0) = Int(L2 * e12(0))
L22(1) = Int(L2 * e12(1))
L33(0) = Int(L3 * e13(0))
L33(1) = Int(L3 * e13(1))
L44(0) = Int(L4 * e14(0))
L44(1) = Int(L4 * e14(1))

e @Grafica el mecanismo
Graficamecanismo
End Sub

e Grafica el punto mcb2
Private Sub MCB2_Click()
Dim Pp(1) As Single
Dim Qq(1) As Single
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Dim Rr(1) As Single
Dim Ss(1) As Single
Dim angulop As Single
Dim anguloq As Single
Dim angulor As Single

Dim angulos As Single

Determinacion de la posicion de los vectores de acuerdo con el modelo de sintesis
angulop = Int(Text1(13).Text)
angulog = Int(Text1(14).Text)
angulor = Int(Text1(15).Text)
angulos = Int(Text1(16).Text)
Pp(0) = Cos(GtoR(angulop))
Pp(1) = Sin(GtoR(angulop))
Qq(0) = Cos(GtoR(anguloq))
Qq(1) = Sin(GtoR(anguloq))
Rr(0) = Cos(GtoR(angulor))
Rr(1) = Sin(GtoR(angulor))
Ss(0) = Cos(GtoR(angulos))
Ss(1) = Sin(GtoR(angulos))
a11(0) = ropq(Pp(), €11()).x(0)
al1(1) = ropq(Pp(), e11())-x(1)
a12(0) = ropq(Qq(), e12()).x(0)
a12(1) = ropq(Qq(), e12()).x(1)
a13(0) = ropq(Rr(), e13()).x(0)
a13(1) = ropq(Rr(), e13()).x(1)
a14(0) = ropq(Ss(), e14()).x(0)
a14(1) = ropq(Ss(), e14()).x(1)
L11(0) = Int(L1 * a11(0))
L11(1) = Int(L1 *a11(1))
L22(0) = Int(L2 * a12(0))
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L22(1) = Int(L2 * a12(1))
L33(0) = Int(L3 * a13(0))
L33(1) = Int(L3 * a13(1))
L44(0) = Int(L4 * e14(0))
L44(1) = Int(L4 * e14(1))

e (Grafica el mecanismo
Graficamecanismo
End Sub

e (Grafica el punto mcb3
Private Sub MCB3_Click()
Dim Pp(1) As Single
Dim Qq(1) As Single

Dim Rr(1) As Single
Dim Ss(1) As Single
Dim Ppp(1) As Single
Dim Qqq(1) As Single
Dim Rrr(1) As Single
Dim Sss(1) As Single
Dim angulop As Single
Dim anguloq As Single
Dim angulor As Single
Dim angulos As Single
Dim angulopp As Single
Dim anguloqq As Single
Dim angulorr As Single

Dim anguloss As Single

e Determinacion de la posicion de los vectores de acuerdo con el modelo de sintesis
angulop = Int(Text1(13).Text)
anguloqg = Int(Text1(14).Text)
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angulor = Int(Text1(15).Text)
angulos = Int(Text1(16).Text)
angulopp = Int(Text1(1).Text)
anguloqq = Int(Text1(2).Text)
angulorr = Int(Text1(3).Text)
anguloss = Int(Text1(4).Text)
Pp(0) = Cos(GtoR(angulop))
Pp(1) = Sin(GtoR(angulop))
Qq(0) = Cos(GtoR(anguloq))
Qq(1) = Sin(GtoR(anguloq))
Rr(0) = Cos(GtoR(angulor))
Rr(1) = Sin(GtoR(angulor))
Ss(0) = Cos(GtoR(angulos))
Ss(1) = Sin(GtoR(angulos))
Ppp(0) = Cos(GtoR(angulopp))
Ppp(1) = Sin(GtoR(angulopp))
Qqq(0) = Cos(GtoR(anguloqq))
Qqq(1) = Sin(GtoR(anguloqq))
Rrr(0) = Cos(GtoR(angulorr))
Rrr(1) = Sin(GtoR(angulorr))
Sss(0) = Cos(GtoR(anguloss))
Sss(1) = Sin(GtoR(anguloss))
a11(0) = ropq(Pp(), e11()).x(0)
a11(1) = ropq(Pp(), e11()).x(1)
a12(0) = ropq(Qq(), e12()).x(0)
al12(1) = ropq(Qq(), e12()).x(1)
a13(0) = ropq(Rr(), e13()).x(0)
a13(1) = ropq(Rr(), e13()).x(1)
a14(0) = ropq(Ss(), e14()).x(0)
al4(1) = ropq(Ss(), e14()).x(1)
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b11(0) = ropq(Ppp(), a11()).x(0)
b11(1) = ropq(Ppp(), a11()).x(1)
b12(0) = ropq(Qqq(), a12()).x(0)
b12(1) = ropq(Qqq(), a12()).x(1)
b13(0) = ropq(Rrr(), a13()).x(0)

b13(1) = ropq(Rrr(), a13()).x(1)

b14(0) = ropq(Sss(), a14()).x(0)
b14(1) = ropq(Sss(), a14()).x(1)
L11(0) = Int(L1 * b11(0))

L11(1) = Int(L1 * b11(1))

L22(0) = Int(L2 * b12(0))

L22(1) = Int(L2 * b12(1))

L33(0) = Int(L3 * b13(0))

L33(1) = Int(L3 * b13(1))

L44(0) = Int(L4 * e14(0))

L44(1) = Int(L4 * e14(1))

e Grafica el mecanismo
Graficamecanismo
End Sub

e Grafica el mecanismo en la ventana de referencia

Private Sub Graficamecanismo()

e Definicion de variables temporales para el sistema de pantalla
Dim ofsetx As Single

Dim ofsety As Single

Dim RT3(1) As Single

e Offset en x+2500 offset en y—2100, centrado referido al lazo1
ofsetx = 2500
ofsety = 1500
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e Adecuacion al sistema de pantalla
RT3(0) = rb(0) + ofsetx
RT3(1) = rb(1) + ofsety

e Caracteristicas de la grafica del mecanismo
Line1.BorderWidth = 5

Line2.BorderWidth = 5

Line3.BorderWidth =5

Line4.BorderWidth = 1

Line27.BorderWidth = 5

Line28.BorderWidth = 5

Line1.BorderColor = vbGreen
Line2.BorderColor = vbWhite
Line3.BorderColor = vbRed
Line4.BorderColor = vbWhite
Line27.BorderColor = vbWhite
Line28.BorderColor = vbWhite

Label5(2).Left = ofsetx — 800
Label5(2).Top = ofsety

Label5(3).Left = ofsetx + L44(0) — 800
Label5(3).Top = ofsety + L44(1)

e Correccion de cuadrante y offset de centrado
e Grafica el vector L1

Line1.x1 = ofsetx

Line1.y1 = ofsety

Line1.x2 = ofsetx + L11(0)

Linel.y2 = ofsety + L11(1)

e Grafica el vector L2
Line2.x1 = Line1.x2
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Line2.y1 = Line1.y2
Line2.x2 = Line2.x1 + L22(0)
Line2.y2 = Line2.y1 + L22(1)

e Grafica el vector L3
Line3.x1 = ofsetx + L44(0)
Line3.y1 = ofsety + L44(1)
Line3.x2 = Line3.x1 + L33(0)
Line3.y2 = Line3.y1 + L33(1)

e Grafica el vector L4
Line4.x1 = ofsetx

Line4.y1 = ofsety

Line4.x2 = Line4.x1 + L44(0)
Line4.y2 = Line4.y1 + L44(1)

e QGrafica el eslabon acoplador

Line27.x1 = ofsetx + L11(0)

Line27.y1 = ofsety + L11(1)

Line27.x2 = ofsetx + L11(0) + 1000 * Cos(GtoR(30))
Line27.y2 = ofsety + L11(1) + 1000 * Sin(GtoR(30))

Line28.x1 = Line3.x1 + L33(0)

Line28.y1 = Line3.y1 + L33(1)

Line28.x2 = ofsetx + L11(0) + 1000 * Cos(GtoR(30))
Line28.y2 = ofsety + L11(1) + 1000 * Sin(GtoR(30))

¢ Dimensiones de los eslabones
Text1(5).Text = L1
Text1(6).Text = L2
Text1(7).Text = L3
Text1(8).Text = L4
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e Rotaciones de los eslabones
Text1(17).Text = tetha1
Text1(18).Text = tetha2
Text1(19).Text = tetha3
Text1(20).Text = tetha4

e Coordenadas del punto Ro
Label5(4).Left = Line28.x2
Label5(4).Top = Line28.y2
Text1(21).Text = Line28.x2
Text1(25).Text = Line28.y2
End Sub

Private Sub sintesis3 Click()
Sintesis3Punto
End Sub
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By Modelachn SimdacitnyConkol Acercade Cemar =8]>

0000 :'1'1'1 Rms d. pmdw“ y sus nwa‘ones
Coordeanas de los vectores —— Coordsanas de beras Complsios P, Q. RS Compleics P,0.R.S
B 105 wE g, — P
Rbdl) [0 T T— ¢ e
Rbel0) [i50 o) o2 I o R fio
Rbell) om0 wal g s s
Resultados del Modelo de Sistesis
Coordenadas del punto MCB - Compleios p.q.1,5 ~~ Dimenciones del mecanismo
CadenadadoXpot  [555 PO [x7 s Esabon1fLl)  [fo00
' ol [E200 Elbon202 [0
s Cadenadade Yool 2571, N e Elabon30 [io0
Wllmlm Selt ] a  [aE2m0 e Eslibond(L4  [700

RESOLVER MODELD DE SINTESIS |

Figura C.1. Interfase grafica del problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido
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Conclusiones

CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis fueron cumplidos los siguientes objetivos:

e Se model6 el problema de analisis de un mecanismo de cinco barras usando la
rotacion habitual sistematizada y parametrizada en el espacio vectorial de

numeros complejos.

« Se construyeron los modelos de sintesis para conduccion de cuerpo rigido tres y

cuatro puntos de precision.
e Los modelos resultantes fueron programados en VISUAL BASIC Vé6.

En esta tesis se analizaron y modelaron en forma sistematica los problemas de
andlisis para un mecanismo de cinco barras, y de sintesis (conduccién de cuerpo
rigido tres y cuatro puntos de precisién) relacionado con un mecanismo de cuatro
barras. Las conclusiones y resultados de este trabajo se resumen en los puntos

siguientes:
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El problema directo del andlisis fue de seis ecuaciones con seis incognitas, y el

problema inverso de ocho por ocho, en ambas configuraciones.

El problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido (tres puntos de

precision) generd un sistema de doce ecuaciones con doce incognitas.

El problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido (cuatro puntos de

precision) generé un sistema de veinte ecuaciones con veinte incognitas.

Las consideraciones de rigidez en el eslabon acoplador y el area de trabajo
controlada, permitieron generar sistemas cuadrados para los problemas de
sintesis y, por tanto, solucién unica para cada propuesta angular requerida.

El modelado de los problemas de andlisis y sintesis para mecanismos de cinco y
cuatro barras, usando el algebra de complejos parametrizada y sistematizada por
[2] fue mas claro y eficiente que las modelaciones hechas con los métodos

tradicionales.

Futuros trabajos por desarrollar derivados de esta tesis son:

Modelacion del problema de sintesis para conduccion de cuerpo rigido (cinco

puntos de precision).
Modelacién del problema de anélisis; posicion, velocidad y aceleracion.

Modelacion del problema de sintesis: generacion de funcion y entrada—salida.
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