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1 Introduccion.

Consideremos una superficie encajada X en R®. Haciendo uso de la transforma-
cién de Gauss de dicha superficie, podemos encontrar las curvaturas principales
de cada punto de la superficie y la curvatura Gaussiana, las cuales nos proveen
de informacién geométrica valiosa acerca de ella.

Resulta interesante, ver qué informacién local podemos obtener acerca de la
superficie en una vecindad de un punto donde la curvatura Gaussiana se anula,
y por consiguiente donde al menos una de las curvaturas principales es cero;
pero la otra no; a estos puntos se les conoce como puntos parabdlicos genéricos
de X.

Dado que la curvatura Gaussiana es el determinante de la diferencial de la
transformacién de Gauss, tendremos que el conjunto de puntos parabélicos de
la superficie corresponde a las singularidades de la transformacién de Gauss
aplicada a X. Asf de manera natural se plante$ desde hace algunos afios ya, la
importancia de comprender el significado geométrico de la clasificacién de las
singularidades de la transformacién de Gauss. En [3], Banchoff , Gaffney y Mc-
Crory realizan el estudio de superficies en R? en vecindades de puntos singulares
de tipo cuspide de la transformacién de Gauss. El Teorema principal del trabajo
realizado por ellos, es un teorema de caracterizacién el cual nos afirma que si
p es un punto cispide de la transformacién de Gauss N, entonces se cumplen
una serie de situaciones geométricas en la superficie en una vecindad de éste,
y viceversa. Si alguna de éstas situaciones se cumpliera alrededor de un punto
p, ¥ la transformacién de Gauss es estable, entonces p es una singularidad del
tipo cispide de la transformacién. Para comprender mejor el significado del
Teorema, se muestran algunos ejemplos clave, los cuales ilustran cada caracter-
izacién.

La forma de estudiar las singularidades de la transformacién de Gauss (con-
tinuando con las ideas presentadas en [3]), es a través de la transformacién de
Gauss modificada N, la cual, es una funcién del plano en el plano, difeomorfa a
la transformacién de Gauss N.

Esta nueva transformacién de Gauss resulta muy interesante y 1til, ya que
en 1955, Whitney en [7] estudié las singularidades de familias de funciones del
plano en el plano y demostré que las tinicas singularidades genéricas de las
funciones de R? a R%son doblez y cuspide. (En [5] Lépez de Medrano y Bulajich
desarrollan con detalle la parte de la demostracién correspondiente a las formas
normales dadas en [7].)

En los capitulos 4 y 5, explicamos con detalle el Teorema de Banchoff, y
discutir algunas de las caracterizaciones de ciispides en la transformacién de
Gauss de una superficie en R®, empleando los ejemplos desarrollados con todo
detalle, a lo largo del trabajo.



En los capiftulos 2 y 3 se discute las técnicas desarrolladas por [5] para el
estudio de las singularidades de funciones de R? en R y del plano en el plano.
La presentacién de los resultados de singularidades de la Teorfa cldsica resulta
ser més extensa en este trabajo, que en las fuentes originales, sobre todo en el
caso de los ejemplos.

Del teorema de Whitney, presentamos la parte de la demostracién corre-
spondiente a las formas normales del doblez y la cispide, la demostracién cor-
respondiente a la genericidad se omite, pues para los fines del trabajo realizado
s6lo se ocupa el resultado y no la técnica que se emplea para la demostracién
de éste.

El estudio realizado en el capftulo 4, nos llevo a analizar en el capitulo 6 el
caso de las superficies que son gréficas de un polinomio de grado tres. polino-
miales de grado tres, en una vecindad de un punto umbilico aislado. El objetivo
inicial fue saber si existen relaciones geométricas interesantes entre las configu-
raciones descritas por puntos umbilicos darbuxianos en una superficie lisa y el
conjunto singular de la transformacién de Gauss de dicha superficie. El resul-
tado obtenido muestra que el conjunto singular de la transformacién de Gauss
modificada es una hipérbola (o su caso degenerado) para superficies con puntos
umbilicos darbouxianos del tipo D; y Ds; para puntos umbilicos darbouxianos
del tipo D3 existen superficies cuyo conjunto singular de la transformacién de
Gauss modificada es una elipse, una hipérbola o una pardbola (o su correspon-
diente caso degenerado).

A pesar de tener una demostracién relativamente elemental, este resultado
muestra que estas singularidades tienen relaciones no triviales que es interesante
investigar.



2 Singularidades de funciones de R? en R.

En este capftulo estudiamos brevemente la clasificacién de éstas funciones difer-
enciables, con respecto a su "orden” de singularidad. A continuacién, definire-
mos la equivalencia de dos funciones de acuerdo a [5].

Definicién 1 Sean f,g: R? — R. diferenciables. Decimos que f en p es equiv-
alente a g en q si existen difeomorfismos ¢:R?> - R2, ¥y :R - R f, g€ C™,
tal que el diagrama conmuta,

RZ2 -4 R

¢l Ly

R2 L, R
es decir,

(f9) = (¥g)-

Definicién 2 Sea f: R? - R, f € C®, y k € N. Decimos que f es de orden
k en el punto (zo,yo) € R? si todas las derivadas parciales de orden menor que
k de f son cero en (zg,yo) y alguna parcial de orden k de f es distinta de cero

en (o, Yo)-
Definicién 3 Sea f: R? - R, f € C*°, decimos que:

a) f es regular en (zo,yo) si f es de orden 1 en (zq,yo).
b) f es regular si f es de orden 1 para todo (z,y) en R

La siguiente proposicién caracteriza a todas las funciones regulares.

Proposicién 4 (5) Sea 7 : RZ — R, la funcién proyeccién, n(z,y) = x. Sea
f:R2 SR, feC® Sif esregular en (zg,yo) entonces f es equivalente en
(z0,y0) a la funcion proyeccién en (0,0).

Demostracién. Haciendo una traslacién en la imagen y en el dominio de f,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que
(zo,v0) = (0,0) y f(zo,y0) = 0. Como f es de orden 1 en (zo,yo), tenemos
que

Vi(zo,y0) = (fz, fy)(zo,v0) # 0.

Supongamos que fz(Zo,%0) # 0. Definimos F : R? — R2? como
F(z,y) = (f(z,y),y), la derivada de F, es

[ f= fy
o= (% 1),
el jacobiano de F en (zg,%0) es JF(zo,%0) = fz(z0,y0) # 0. Por el Teorema

de la funcién inversa, existe G(z,y) = (91(z,¥), g2(z,y)), inversa local de F, tal
que

(FoG)(z,y) = (z,9),



en una vecindad de (zg, yo). Asf,
F(G(z,y)) = (f(91,92), 92);
obteniendo asf, g2(z,y) =y, f(91,y) = z, es decir
(foG)(=,y) ==,

por lo tanto, definimos ¢ = G, donde ¢ es el difeomorfismo que buscamos para
la equivalencia, asf:

RR I, R
ol lid
rR2 L, R

porloque fop=m m

Con la proposicién anterior, acabamos de ver que las funciones regulares,
todas son equivalentes via difeomorfismos a la funcién m. Continuando con el
andlisis, veamos que pasa con las las funciones de orden 2.

Definicién 5 Sea f : R? — R, f € C*; la matriz hessiana de f es

Hf - ( sz f:l:‘y )
fyz fyy
Observacion: como f € C™ entonces H f es una matriz simétrica.

Decimos que Hf es no singular en un punto p si det(H f(p)) # 0.

Definicién 6 Sea f: R?2 — R, p € R?, diremos que:

a) p es un punto critico de f si Vf(p) = (0,0).

b) p es regular si no es punto critico.

¢) p es punto critico no degenerado si V f(p) = (0,0) y ademds H f(p) es no
singular.

d) p es punto critico degenerado si V f(p) = (0,0) y det H f(p) = 0.

Ahora damos algunos ejemplos de funciones cuyos hessianos tienen diferentes
rangos.

Ejemplo 7 Sea f(z,y) = z? — 3zy°.
Busquemos los puntos criticos de f.

Vf(z,y) = (2z — 3y?, —6ay).

Ast, el origen es el tinico punto critico de f y la matriz hessiana en (0,0) es:

@neo=(g ).

Por lo tanto, el origen es un punto critico degenerado. Observemos que el rango

de Hf(0,0) es uno.



Ejemplo 8 Considere g(z,y) = z? + y?. El gradiente de g es Vg = (2z,2y).
Ast, el dnico punto critico es el origen. La matriz hessiana evaluada en el punto
(0,0) es

Ha0.0= (5 35 ).

El rango de esta matriz es dos, por lo tanto el origen en un punto critico no
degenerado.

Ahora la pregunta es, si f en p es equivalente a g en ¢, jqué relacién existe
entre el hessiano de f en p y el hessiano de g en g?. Observemos el diagrama
conmutativo

RZ % R
ol LY
rR2 L, R

de la relacién de equivalencia tenemos que (fo¢)(z,y) = (¥ og)(z,y). Derivando
esta expresién con respecto a x obtenemos:

fz($1,B2) 1z + fy(b1, P2) b2z = %' gz

Andlogamente para y tenemos:

fz(é1, ‘.52)0511, + fy(é1, ¢2)¢2y = "J{r"gy-

Entonces la derivada total, serd

De la expresién anterior, se ve claramente que si p es punto critico de f
entonces ¢(p) = ¢ también serd punto critico de g.
Derivando por segunda vez las dos ecuaciones anteriores, tenemos

(D¢)'H fD¢ = ¢y H(g).

Debido a que ¢, son difeomorfismos, entonces D¢ es no singular y ¢’ # 0,
por lo cual, si la hessiana de f es singular en p, entonces también serd singular
la hessiana de g en ¢(p) = q. Es decir las matrices son semejantes, médulo una
constante.

Como ya habfamos dicho, H f, es una matriz simétrica de 2 x 2, entonces
de la teorfa bésica de dlgebra lineal, sabemos que, dadas dos matrices A y B,
A es similar a B si existe una matriz no singular X tal que X AX"' = B. Bajo
esta equivalencia, hay formas canénicas para las matrices simétricas. Cualquier
matriz simétrica de 2 x 2 es equivalente a una de las siguientes.



(o2):(7 )0 5) (o) (¥ 0)(o5)

Asf tenemos sélo 6 posibilidades para la matriz hessiana, 3 singulares y 3 no
singulares.

Definicién 9 a)El corrango de una matriz A de n x n se define como n —
rango(A).

b)El corrango de f : R? — R se define como el corrango de H f.

¢)E! indice de una matriz simétrica es el mimero de términos negativos que
tiene en la diagonal, en su forma diagonal.

d)El indice de f en p es el indice de la matriz hessiana de f en p.

Definicién 10 Sean f,g : R? — R, de clase C*°. Decimos que f en p es C™
equivalente con orientacidn a g en p si existen difeomorfismos locales ¢(p) = q

tal que fodp=Yogyy' >0.

Todo el anslisis de funciones de R? en R alrededor de un punto critico no
degenerado, esta contenido en el siguiente Lema, debido a Morse.

Lema 11 (5) .Sip es un punto critico no degenerado de f : R* — R, de clase
C®, entonces f en p es equivalente con orientacidn a una y sélo una de las
siguientes funciones en (0,0).

a) 2% + y? de indice 0.

b) 22 —y? de tndice 1.

¢) —x2 —y? de indice 2.

Demostracién. Demos un bosquejo de ésta, la cual se puede consultar en
[5]. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que p = (0,0) y que f(p) = 0.
Debido a que p es punto critico, podemos ver que f puede escribirse de la forma

f($, y) = hll(ma y)$2 + h12($a y)xy i h22($= y)yzv

obteniendo las parciales de f y evaluando éstas en el origen, obtenemos la ex-
presién de la matriz hessiana de f en p el cual queda expresado como

@ne) = ( a0 )

Finalmente, realizando un cambio de coordenadas, se lleva a esta matriz a la
forma diagonal

Ene = (3 &),

la cual corresponde a la funcién f(z,y) = +2? + 3% m



De este Lema, se deriva inmediatamente el siguiente Corolario.
Corolario 12 (5) .Un punto critico no degenerado es un punto critico aislado.
Los siguientes corolarios nos serdn de utilidad en el capitulo 2.

Corolario 13 (5) Sea f : R? — R, f € C*, tal que f(0,y) = 0 para toda
y, entonces existe g € C™, g : R?2 — R, tal que f(z,y) = zg(z,y), donde
9(0,y) = f2(0,y).

Corolario 14 (5) Sea f : R? =R, f € C®; si f(0,y) = f+(0,y) = 0, entonces
f(z,y) = z%g(z,y) donde g € C*° y ademds

il Al fzz(‘?O,y)‘



3 Singularidades de funciones de R? en R2.

De aqui en adelante supondremos que las funciones y difeomorfismos son de clase
C®, a menos que se especifique lo contrario. Para las siguientes definiciones
seguiremos basdndonos en [5].

Sea f :R? — R?, f = (f1, f2). La derivada de f es la matriz

pp=(fe ).
Definicién 15 Sea p € R?,
a)El rango de f en p es por definicion el rango de Df en p.
b) f es reqular en p si Df(p) tiene rango mdzimo.
c)f es singular en p si no es reqular.

d)El jacobiano de f en p es el determinante de Df(p) y lo denotamos por
Jf(p).

Al igual que en el capitulo anterior, definiremos la equivalencia entre dos
funciones.

Definicién 16 Sean f,g : R?2 — R?, f, g € C®. Decimos que f en p es
equivalente a g en q, (0 C* equivalente) si existen difeomorfismos ¢ ,9 : R? —
R?, tal que ¢(q) = p tal que el diagrama conmuta,

R2 9, R2

¢l Ly

R2 i) R?

es decir,

(f9)(@) = (¥9)(9)-

El siguiente teorema nos dice que esencialmente funciones regulares, solo hay
una.

Proposicién 17 Si f : R2 — R2, es regular en p, entonces f es equivalente en

p a la funcién identidad id : R? — R? en (0,0).

Demostracién. Veamos que existen difeomorfismos ¢, 1 : R? — R?, en
una vecindad de p tal que f¢ = 1.
Como f es regular en p,

pro) = (= ).



tiene rango médximo, entonces Jf(p) # 0; asi, por el Teorema de la funcién
inversa, existe G = (g1, g2) en una vecindad de p tal que Gof = Idy foG = Id.
Sea ¢ = Id, y sea 9 = G, por lo tanto, el diagrama queda

f

R2 - R?
Id | G
rRZ X g2

por lo tanto f es equivalente a la identidad. m

La siguiente proposicién nos dice que el rango de una funcién es invariante
bajo la equivalencia entre funciones.

Proposicién 18 Sean f,g : R? — R2. Si f en p es equivalente a g en q
entonces el rango de f en p es igual al rango de g en gq.

La prueba de esta demostracién se realiza de manera anéloga a la prueba de
la singularidad de la matriz hessiana de dos funciones vista en el capitulo 1.

Ahora nos interesa analizar el jacobiano de una funcién de R? en R?, en
particular el lugar geométrico de sus ceros, es decir, donde se anula y asf, carac-
terizar cudndo este conjunto es una curva lisa. Este jacobiano, lo podemos ver
como una funcién de R? en R.

Sea F : R? — R, decimos que el conjunto

Z = {(z,y) € R*/F(z,y)) = 0}

es una curva lisa si el gradiente es diferente de cero en cada punto del conjunto
Z (i.e., VF = (Fy, Fy) # 0, para todo (z,y) € Z ).
Observemos que si (zp, Yp) es un punto tal que

F(IU,yO) = 0:
VF(zo,y0) # (0,0),

esto implica que Fy(zo,yo) # 0 o Fy(zo,yo) # 0. Supongamos que F,(zo,yo) #
0. Entonces por el Teorema de la funcién implicita tenemos que existe U una
vecindad de g y v: U — R, v € C*, tal que

v¥(zo) = o,
& (E,‘Y(I)) = 0,
es decir el conjunto de ceros de F, en una vecindad U, se puede ver como la

gréfica de una funcién de R en R.

Adems4s (z,v(x)) son los tinicos puntos en la vecindad de (zg,yo) donde F
vale cero. De esta manera motivamos la siguiente definicién.

10



Definicién 19 Sea f: R? — R2,

a)Decimos que f es buena si en todo punto (x,y) tal que el jacobiano de f
es cero, tenemos que el gradiente del jacobiano es distinto de cero. Es decir, f
es buena si en todo punto tal que J f(z,y) =0, se tiene que VJ f(z,y) # 0.

b)El conjunto de puntos p € R? tales que J f(p) = 0, es el conjunto singular
de f y lo denotaremos por 3 (f).

Ejemplo 20 Consideremos f : R? — R2, dada por f(z,y) = (22,y?). Entonces
2¢ 0
Bi= ( 0 2 ) :
Jf =4y,
VIf=4(y,z),
Observemos que Jf(0,0) = 0, y VJf(0,0) = (0,0); por lo tanto f no es

buena.

Ejemplo 21 Sea f:R? — R2, dada por f(z,y) = (22,y). Entonces

2¢ 0
Df:( 0 1 )
Jf=2%,
2(f) = {(0,y) e R?}
VJf:(2v0);

ast VJf(0,y) # (0,0) y por lo tanto f es buena.

Ejemplo 22 Sea f:R? — R?, f(z,y) = (zy,y). Entonces

or=(3 7).

Jf=y,
2(f) = {(z,0) e R?}
vJf=(0,1),

ast en (z,0), VJf # (0,0), por lo tanto f es buena.

Ahora, veamos, si tengo dos funciones f, g que son equivalentes, jqué pasa
con su respectivo conjunto singular?. Veamos el siguiente Teorema.

Teorema 23 Si f y g son equivalentes en un punto donde sus jacobianos se
anulan, sus conjuntos singulares deben ser equivalentes en una vecindad del
punto en el sentido de que ¢ transforma X(g) en E(f) bajo un difeomorfismo.

Demostracién. Dado el diagrama conmutativo

11



R? _f‘\ R2
N} Iy
R2 Sl R2

Obtenemos la composicién (f o ¢)(g) = (¥ o g)(q), para algtin g.

Derivando tenemos D f(¢(g))D¢(q) = Dy(g(g))Dg(q), y ahora si consider-
amos el jacobiano cada una de las matrices anteriores, tenemos J f(¢(q))Jo(q) =
JY(g(q))Jg(q). Por ser ¢ y 1 difeomorfismos, sabemos que Jp(q) # 0 #
J¥(g(q)). Es asf como vemos que el conjunto de singularidades de f se trans-
forma en el conjunto de singularidades de g bajo ¢ en una vecindad del punto

q..

91— \ |

A g )

2wl

\
]

|
Ademis, f(X(f)) = f(¢(2(9))) = ¥(9(X(g))), aclaremos lo anterior con un
ejemplo.

Ejemplo 24 Sean f(z,y) = (2%,9), 9(=,y) = (zy,7).

Observemos que las funciones f y g ya fueron analizadas en los ejemplos 21
y 22 respectivamente; en éstos vimos que J f = 2z, X(f) = {(x,y) eR?/z = 0}.
Entonces f(Z(f)) = (0,y).

12



() JOZD

%(f) y 1(2(f))-

Por otro lado, para g tenemos que Jg = y, 3(g) = {(x,y) ER?|y= 0}, ast
9(2(g)) = (0,0). Como podemos observar, en este caso la imagen del conjunto
3(g) bajo g se transforma en el origen, mientras que la imagen de £(f) bajo f
es el eje y; por lo tanto, f y g no son equivalentes.

PR T

() 8(Z(®

¥(9) ¥ 9(2(9)).

Con esto podemos reiterar que para que dos funciones sean equivalentes,
no sélo el conjunto de puntos singulares debe ser equivalentes, sino que las
restricciones de f y g a sus conjuntos singulares también deben ser equivalentes.

Ahora, continuemos con el anélisis del jacobiano de una funcién de R? en
R2. Considere lo siguientes aspectos:

Primero:

Sea f : R? — R?, p € R?, dijimos que f es buena en p si cuando Jf(p) =0
se tiene que VJ f(p) # O;bajo estas condiciones, sabemos que existe una curva
o : (—€,€) C R—R?, tal que: 0(0) = p, y que o es regular, es decir que

a'(t) # (0,0) y J(o(t)) = 0, para todo t € (—¢,e).

La tltima expresién nos dice que la imagen de o son los puntos singulares
de f. En otras palabras, los puntos singulares de f quedan parametrizados por
.

13



Segundo:
Supongamos que p = (zg,yo) entonces,

Jf(zo,90) =0, VJIf(z0,y0) = (J=f, Jyf)(p) # (0,0)

Supongamos que Jy, f(p) # 0, entonces por el Teorema de la funcién implicita,
existe 7y () definida en una vecindad de zg tal que

Y(zo)=yo y Jf(z,v(z))=0.
Asi, de 1) y 2), tenemos que (0) = (z0,7(%0)) = (20, %0) ¥ ademds
a'(t) = (1,7 (20 + 1)) # (0,0).

Los siguientes ejemplos son de particular importancia debido a que repre-
sentan a las dos tnicas singularidades genéricas (ver Teorema 33) de funciones
del plano en el plano.

Definicién 25 . Decimos que el doblez es la funcion definida por:

d: (z,y) = (2*,y).

2z 0
A ( 0 1 )
Entonces el jacobiano serd Jd = 2z, y el conjunto de singularidades es
£(d) = {(z,) € R*/a = 0}

Como ya habfamos visto,

Vemos que VJd = (2,0) # (0,0), para todo (z,y). Entonces d es una funcién
buena para todo (z,y), por lo tanto podemos dar una parametrizacién para X(d)
y suimagen. Consideremos la parametrizacién para X (d) dada por o(t) = (0,1).
Y ahora, la imagen de estos puntos singulares bajo d es d(o(t)) = (0,1).

Observemos que la imagen de 3(d) bajo d es una curva regular.

Definicién 26 Decimos que la cispide simple es la funcién definida por:

1
c:(z,y) — (§x3 + zy,y).

Calculemos la curva de puntos singulares de c.

?+y
DC_( 0 1)

Entonces el jacobiano serd Jc = 2% +y, y por lo tanto el conjunto de singu-
laridades serd ¥ (c) = {(z,y) € R? | y = —z?}
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Calculando el gradiente tenemos, VJe = (2x,1) # (0,0), para todo (z,y).
Entonces ¢ es una funcién buena para todo (z,y), por lo tanto podemos encon-
trar una parametrizacién para X(c) y su imagen, o(t) = (¢, —t%). Y ahora, la
imagen de estos puntos singulares bajo ¢ es ¢(co(t)) = (_T2t3, —t2).

Observemos que la imagen de ¥(c) bajo c¢ es una cuspide, es una curva
singular en cero.

ST ey

c(Z(c)
Z(c)

Definicién 27 Sea f : R2—R?, p un punto en R?. Decimos que p es un punto
doblez de f si:

a) f es buena en p,
b) f tiene rango uno en p,

¢) f(Z(f)) es una curva regular en p.

Desarrollando estas condiciones en forma analitica, tenemos que, si f es de
rango uno y regular en p entonces para que se cumpla a)
tenemos que:

Jf(p) = (flm.f2y = f?zfly)(p) =0

_ flxzf22 +f1mf2x ‘_mexfly _foflzya
VJf(p) N ( flyzf2: & 2 nyyfli = fzyzfly B f2:|:flyy ) (p) ?l; 0‘

La condicién c) nos pide que f sea regular en p, para ver esto, tenemos que
calcular el vector tangente a la curva X(f) en el punto p.
Dada la curva {Jf = 0}, como

Vi =(Jaf,Jyf)

entonces un vector tangente a dicha curva, esta dado por (—J,f,J.f), y la
imagen de este vector sera:

Df : (_'Jyf: J:cf) S (_fliyf < finzf; _Jyff2:: + f2'y')r:l-')(p) 7é (0: 0)1
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Por lo tanto, podemos concluir que p es un doblez si cumple con las condi-
ciones

Jf(p) =0

Df - (=Jyf, Jof) = (= frady f + fiaJof, =Ty f for + foyJz)(p) # (0,0).
Definicién 28 Sea f : R?>—R?, p un punto en R?. Decimos que p es un punto
cispide de f si:

a) f es buena en p,

b) f tiene rango uno en p,

¢) fF(Z(f)) es de orden 2 en p, es decir, que (f(2X(f)))'(p) = 0, pero
(F(=(£))"(p) # 0.

Ademss, diremos que

Definicién 29 p es un punto cispide simple de f si las condiciones a), b) y c)
se cumplen, y ademds (f(Z(f)))" () v (F(E(f)))"(p) son linealmente indepen-
dientes.

Es interesante ver como en el siguiente ejemplo, dada una funcién que no
tiene puntos singulares del tipo cispide o doblez, al ser ligeramente perturbada,
algunos de éstos tipos de puntos aparecen.

Ejemplo 30 La funcién g : R2—R? dada por g(z,y) = (22,y?), es buena ez-
cepto en el (0,0). Veamos como podemos aprozimar a g por una funcién buena.

Sea A = ( g g ) Yy ge(z,y) = g(x,y) + Az, y),

Ast g.(z,y) = (22 + ey, y? + ex), entonces
2z €
Dgé = ( e 2y ) 1

Por lo tanto Jg. = 4xy—e2, entonces el conjunto £(g.) serd {(z, y)/y = E—z },

y Vg. = (4y,4x) que en el conjunto de puntos singulares siempre es diferente
de cero, por lo tanto g. es buena.

Busquemos la imagen de ¥(g.). Una parametrizacion para £(g.) es o : t —
(% -f;;}, cont # 0. Entonces g.(X(g.)) serd:
2 e

P
9e(0(6) = (£ + T 6t — 7=3),
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para ver si la imagen es una curva regular, calculemos g.(X(ge))-
& el

9:(2(ge)) = (2t — yroiie @),

rafm

y este vector resulta ser (0,0) sit = Por lo tanto, el punto (%,%) es un
punto singular de g. y tambien de g.(X(g.)). Calculemos ahora g (X(ge))-

9:(2(g2)) (p) = (6,6) # (0,0),

por lo tanto p es un punto cispide de g.. Para ver si se trata de un punto

cispide simple calculemos g2 (X(ge))-

-3¢ -3¢t
Q:J(E(Qe)) = (Ws F)’
y que evaluada en (§, §), obtenemos (=22, =28), asi g/ (£(g¢)) ¥ g% (£(ge)) son
linealmente independientes, entonces p si es cispide simple.

Definicién 31 .Sea f : R2—R2. Decimos que f es excelente si todos sus puntos
son puntos cuspide, dobleces o puntos regulares.

Definicién 32 Sea f : R2—=R?, diremos que f es estable con la topologia de
Whitney, si existe una vecindad Wy de f en C*®(R? R?) tal que cada f' en Wy
es equivalente a f.

El siguiente Teorema se debe a Whitney (1955).En el Teorema probaremos
s6lamente a) y b), debido a que lo que nos interesa a futuro es la caracterizacién
de la cuspide.

Teorema 33 .Sea f : R2—R2, f € C*,
a) Sip es un punto doblez de f, entonces f es equivalente a d en (0,0) donde
d: (z,y) = («%,y),

b) Si p es un punto ciuspide de f, entonces f es equivalente a ¢ en (0,0)
donde

1
c:(z,y) — (g:.t:3 + zy,y),

¢) Las funciones excelentes son densas en el espacio de funciones de R?
en R?, es decir, casi toda funcion de R%en R? es excelente o bien, se puede
aprozimar por una funcién excelente.

d) Las funciones estables son las excelentes, es decir, los tinicos puntos sin-
gulares donde la funcién es estable son dobleces y cispides.
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Demostracién. Comenzemos con a). Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que

p=(0=0)! f(p)=(010):

asi, la prueba se puede dividir en 4 pasos, los cuales consisten en demostrar que:
1. f se puede escribir como (f1(z,y),v),
2. 3(f) es equivalente a 3(d)
3. f(2(f)) es equivalente a d(X(d))
4. f es equivalente a d en cero.
PASO 1.

Analizemos ahora el siguiente lema que permite escribir a f de la forma:

f(x)y) = (fl(xsy)ry)‘

Lema 34 Sea f : R2—R?, f de rango 1, entonces f puede escribirse de la

foma" f(.’.E‘, y) = (fl (‘t: y}) y)
Demostracién. Sea f(z,y) = (fi(z,¥), f2(z,v)),

pr=(fz fu)

Como f es de rango 1, podemos suponer que f2,(0,0) # 0. Sea A(z,y) =

(z, f2(z,y)), entonces
" 1 0
L ( f2:|: f2y ) ’

La funcién A es no singular en una vecindad del (0,0) pues fo,(0,0) # 0,
por lo tanto A es un difeomorfismo local, ademds por el Teorema de la funcién
inversa existe ¢ tal que (Ao @) (z,y) = (z,y). Si ¢(z,y) = (¢y, ¢5), entonces

(Ao d)(z,y) = A1, 43)
= (¢1 1 f2 (é))
= (2,9),
de aqui que, f3(¢) = y. Entonces (f 04)(z,3) = (f1(9),y). Sea f = fo4,

entonces f es equivalente a f en (0,0) y f(z,y) = (f,(z,y),y) donde f,(z,y) =

(fod)(z,y). m
PASO 2.

Demostremos ahora que X(f) es equivalente a ¥(d).
Por el paso 2, tenemos que f tiene la forma f(z,y) = (f1(z,y),y), entonces

sz(fém fiy )’
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para que p sea un doblez, necesitamos que fiz(p) = 0, ya que f tiene rango 1.
Por lo tanto, el jacobiano esta dado por

Jf = fiz(2,y),
por lo que
()= {(x,y) € R2. tal que fiz(z,y) = 0} )
Entonces VJf = (ficz, fizy). Por ser f buena en p tenemos que
VJ£(0,0) # (0,0).

El vector tangente a {Jf =0} es (—fiay, fizz) ¥ la imagen bajo f de este
vector es (— fizy f1iz — fiyfize, fize). Evaluando en el origen tenemos que este
vector es (—fiy,1) fizz- Como f(X(f)) es una curva regular, (recordemos que
este es requisito para ser doblez), el vector tangente a esta curva es diferente
del (0,0).

El conjunto de puntos criticos esta dado por f,(z,y) = 0 y ademds se tiene
que f125(0,0) # 0. Entonces el Teorema de la funcién implicita nos dice que
existe v, : Vo — R, con ¥(0) = 0 tal que fiz(v(y),y) = 0, como en la siguiente
figura.

Sea ¢(z,y) = (z +(y),y). Observacién: ¢ es difeomorfismo, ya que

po=(o 1)

El difeomorfismo ¢, manda el eje y en (y), es decir ¢(0,y) = (7(y),y)-

Definimos } = f o ¢, entonces }(ﬂ, 0) = (f 0 ¢)(0,0) = f(0,0). Entonces } es
equivalente a f en (0,0).

o

Verifiquemos quien es Z( f).

F(,9) = (f 0 9)(z,),
entonces

Df = ( f[l)z flz’Y'(yl}"i‘fly )‘
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asf J} = fi1z, entonces E{}) = X(d).
PASO 3.

Veamos ahora que f(3(f)) = d(X(d)).
Por el segundo paso, tenemos que f tiene la forma f(z,y) = (fi(z,y),y), y porel
tercer paso f1,(0,y) = 0. Entonces f(0,y) = (f1(0,¥),y). Sea f=1of, donde
¥(u,v) = (u— f1(0,v),v). Entonces f(0,y) = %(f(0,9)) = (0,y). Observemos
que % es difeomorfismo, ya que

D(0,0) = ( [1) fly(lo’ 0) ) , por lo tanto f(2(f)) = (0,%)
PASO 4.

Por el paso 1, tenemos que

f(z,y) = (fi(z,9),v),
y por el segundo paso
f1z(0,9) =0, f122(0,0) # (0,0),
y por el tercer paso
f1(0,) =0.

Entonces por el corolario 14 del Capitulo 1, f(z,y) tiene la forma:

fi(z,y) = 2?g(z,y),
fl (O:y) =0.

¥ 9(0,0) = 3 f122(0,0) # 0. Podemos suponer que g(0,0) > 0, si no componemos
con difeomorfismo 9 (u,v) = (—u,v). Sea ¢(z,y) = (z+/g(z,y),y), observemos
que ¢ es difeomorfismo ya que

D¢(0,0)=( ‘/@ [1})

v ademds,

(dog)(z,y) = d(z\/g(z,9),y)
= (2%9(z,v),v),

pero fi(z,y) = Igg(&?,y) entonces

(d0¢)($vy) = (f;{:s,y),y}
= f(a:,y),

con esto queda demostrado a). m
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Observacién: Consideremos a X como la grafica en R3 , de la funcién z = 22,

Observese que si tomamos una vecindad alrededor de un punto singular del
doblez, la imagen inversa de alglin punto en esa vecindad, es o bien dos puntos
0 ninguno.

eW .



Demostracién. de b). Como en el caso anterior, podemos suponer que
p = (0,0), f(p) = (0,0), dividamos nuevamente la prueba en 4 pasos, estos
consisten en demostrar que:

1. f se puede escribir como (fi(z,¥),),
2. X(f) es equivalente a 3(c)
3. f(E(f)) es equivalente a ¢(X(c))

4. f es equivalente a c en cero.

PASO 1.
Como f en (0,0) tiene un punto cuspide, por el Lema 34 podemos suponer
que f tiene la forma

f(z,y) = (fi(=z,9),y).

PASO 2.
Demostremos que £(f) es equivalente a £(c) = {(z,y) tal que y = —z?}.
Tenemos que f(z,y) = (fi(z,y),y), entonces,

_ flz fly
dado que f tiene rango 1, se tiene que f;;(0,0) = 0. Ademds f1,.(0,0) =0, ya
que si esta fuese diferente de cero, tendriamos que fi;(z,y) = 0 nos definirfa
a = como funcién de y, y entonces tendriamos las condiciones que cumple un
punto doblez, por lo tanto fy,,(0,0) = 0.

Por otro lado, tenemos que J f = fi.(z,y), y porlo tanto VJ f = ( fizz, fizy)-
Como f es buena, tenemos que V f(0,0) # (0,0), entonces fiqy(z,y) # 0. Es
decir, X(f) serd una curva que es gréfica de una funcién de z, ya que como
f12(0,0) = 0, f124(0,0) # 0. Asf por el Teorema de la funcién implicita ten-
emos que existe

v:I =R,

tal que

Derivemos ahora fi.(z,v(z)) =0,
fizz(2,7(2)) + fizy(2,7(2))7'(2) =0,
evaluando en (0,0), obtenemos
f124(0,0)9(0) = 0,

Como f144(0,0) # 0, se tiene que ¥'(0) = 0. Con esto acabamos de demostrar
que:

f122(0,0) = 0 si y sélo si v'(0) = 0.
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O sea que X(f) es una curva cuya gréfica es una funcién de = y es tangente
en el (0,0) al eje z, como se muestra en la siguiente figura.

Recordemos que para f el conjunto de singularidades es
2(f) = {(=,y) tal que fiz(z,y) = 0}.

Como (0,0) es un punto ctispide, deberd de suceder que f(X(f))(p) serd de
orden 2. Veamos que informacién acerca de 7 nos da esta condicién.

f(zvy} = (fl("rvy)sy):
2(f) = (z,9(2).

Entonces
() = (filz,v(2)),7(2)),
como fiz(z,7(z)) =0,
F(2() = (fy(z,7(@))Y (2), 7' (),

evaluando en el origen tenemos que

F'(2(£))(0,0) = (£14(0,0),1)7/(0).

Entonces f/(2(f))(0,0) = 0 si y sélo si 4/(0) = 0. Derivemos nuevamente
I (Z()

() = (0" (@) fry(@,7) + (Fray(@, 1) + 7 fry (@MY,
que evaluando en el origen nos queda
F"(2(£))(0,0) = (f14(0,0),1)7"(0),
y como f"(2(f))(0,0) # 0, entonces v"”(0) # 0. Hasta este momento hemos

visto que ¥(0) = 0, ¥/(0) = 0 y 4”(0) # 0. Por lo tanto, + tiene un minimo o
méximo simple en (0,0), y ademds v(z) = z%y5(z) con v,(0) # 0. Podemos
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suponer que v,(0) < 0, en caso de que no sucediera asf, componemos con los
difeomorfismos ¢(z,y) = (z, —y), ¥(u,v) = (u, —v).

Finalmente obteniendo la tercer derivada de f(X(f)), y evaluando en (0,0)
obtenemos

flz:rz(os 0) + 'Y,;(D)flzy(os 0) = 0:

puesto que fiz,(0,0) # 0 # +”(0), entonces fiz.2(0,0) # 0, asf obtenemos
los siguientes resultados

f12(0,0) =0,

f122(0,0) = 0,
f124(0,0) #0,
fr222(0,0) # 0,

es decir las tres primeras ecuaciones, vemos que la gréfica de X(f) tiene la
siguiente forma

Demostremos ahora que f(X(f)) es una cuspide simple de f. Para ello,
verifiquemos que f”(X(f)) y f”/(3(f)) son linealmente independientes y que
f(X(f)) es de orden 2.

FE)() = (frlz, )7, 7)),

FEU))@) = (0 fry(z,7) + 7' fraw(@,7) + Y2 fry(2,7),7"),s

v finalmente

'E))@) = (frzey(@M)Y + 21252, )72
+2fray (2, MY + 2fyyy (2,77
+3flyy($: ’Y)’}’"Y” + f1g(f~", ’Y)’Tm, ’Ym),
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evaluando estas derivadas en (0,0) nos da:
f1(2(£))(0) = (0,0),
pues 7'(0) = 0.
F"(Z(£))(0) = (f14(0,0),1)7"(0) # 0,

F"(Z())0) = (2f124(0,0)7"(0) + f14(0,0)7"(0),7"(0)) # 0.

Ahora, calculando el determinante, obtenemos

f1y(0,0)y"(0) Y'(0) \ _ "
d‘“( 212y(0,00" + f1,(0,0)7"(0) 7"(0) ) = —2f124(0,0)y™ # 0,

pues 7"(0) # 0, ¥ f12y4(0,0) # 0, por lo tanto f(E(f)) es cispide simple.
Ahora solo nos falta llevar a X(f) en £(c) mediante un difeomorfismo.
Tenemos que encontrar un difeomorfismo ¢ de la forma

¢($: y) = (él(xr y}) y),

tal que
¢z, —2?) = (¢y(z), —z?)
esté en (c).

Sélo tenemos que encontrar ¢;. Pero ¢; debe cumplir que
—z? = (¢, ().
Consideremos A(z) = z{/—7y,(z), entonces
X(0) = v/=7,(0) # 0,

asf, A es un difeomorfismo local. Entonces defininimos ¢; = ALy ten-
dremos lo que queriamos, pues

(Mz)?) = —(z)

Aa) = Az
V(P (z) = —z?.
Y definiendo f = f o ¢ tenemos que
=(f) = (o).
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PASO 3.

Demostremos ahora que f(X(f)) se puede llevar en ¢(¥(c)) mediante un
difeomorfismo.

Sabemos por el Lema 34 que f tiene la forma: f(z,y) = (fi(z,y),y), y por el
paso anterior, que X(f) es equivalente a ¥(c). Ademds acabamos de demostrar
que f(X(f)) es una cispide simple.

(@,—2%) R* — R*  (fi,9)
1 Ly

z,—x%) R? —» R? (223, -2
(

Estamos buscando un defeomorfismo ¥(u,v) = (¥, (u,v),v), que mande la
imagen de puntos singulares de ¢, en la imagen de puntos singulares de f , es
decir un difeomorfismo tal que

'ﬂbl(—2xa: _'Iz) = fl(:ca __x2)’

pero esto es equivalente a preguntarnos dada g = f(z,2?) cuando existe G tal
que g(z) = G(—22% —2?). Y encontrar G con esta propiedad es equivalente a
encontrar G; tal que g(z) = Gi(z?,23), (observacién: G es difeomorfa a G
salvo por una rotacién y una reflexién). Veamos que el siguiente lema nos dice
cuando esto es vilido.

Lema 35 Dada g : R—R, g € C® eziste G : R2>R tambien C* tal que
g(t) = G(t?,t%) si y sdlo si ¢’(0) = 0 y entonces ast lo que tenemos que verificar

es que f1(0,0) =0, donde fi(x) = fi(z,—z?).

Dada g : R—R, g € C* existe G : R>>R tambien C* tal que g(t) =
G(t?,t%) si y s6lo si ¢’(0) = 0 y entonces asf lo que tenemos que verificar es que
fl(oso) =0, d(?}lde fi (x} = fl(x! _3:2)‘

Entonces: fi(z) = f1(0,0)+ f1y(z, —22?)(—2z), y evaluando en cero tenemos
£1(0) = 0, pues fiz(z,—z2) = 0. Por lo tanto existe ¥, Sélo queda verificar
que ¥(u,v) = (¥;(u,v),v), con ¥, (=223, —2?) = fi(z,—22), es efectivamente
un difeomorfismo al rededor del cero.

D@ﬁ: ( Ipéu. 19111; ),

donde

—6582%1’1“(—2133' _"52) - 2...":1}')1”(—25‘.‘3, _372) = _zxfly (x! —372):

v la segunda derivada evaluada en cero nos queda como

$1(0,0) = 5124(0,0) # (0,0),
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por lo tanto 1 es difeomorfismo.

PASO 4.

Demostremos por tltimo que f es equivalente a c en (0,0). Consideremos la
funcién h : R2—R, dada por

h(e,9) = fi(@,9) - (32° +2v),

observemos que

h(z,—z*) =0,

¥ que

hz(:c, y) = flz(x! _3"2) - (xZ + y):

hm(x) _m2) =0,
Obteniendo la derivada total de h, vemos que:
ha(z, —22) — 2zhy (2, —2%) = 0,

de donde —2zhy(z, —z?) = 0, y si pedimos que = # 0, entonces hy(z, —z?) =0,
y como h, es continua, si x = 0 entonces h, = 0. Entonces tenemos que tanto
h, como su gradiente se anulan sobre la curva (z, —z?) = 0. Esta situacién la
podemos generalizar de la siguiente manera.

Lema 36 Consideremos una funcion h : R2—R, de clase C™ y v : R—R,
v € C*, entonces:
a)h(z,v(x)) = 0 si y solo si existe hy € C™ tal que h(z,y) = (y—7)h1(z,y),
b)h(z,y(z)) = 0 y Vh(z,v) = (0,0) si y solo si existe hy € C™ tal que
h(.’.!':,y) = (y - 7($))2h2(x9 y)

Es asf como por el lema anterior tenemos que la funcién h podemos expresarla
como

h(z,y) = (y+2°)°ha(z,y)
= (y+2*)9(z,9),
El difeomorfismo que buscamos debe ser tal que:
1) Deje fija la componente en y, i.e.,

2)no mueva el conjunto critico, i.e. no mueva la parédbola.
Es decir, un difeomorfismo ¢ que cumpla con:

#(z,y) = ($1(2,9),9)

¢1($= _I2) = &
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para obtener asf

cod(z,y) = f(z,y).

Por 1) y el Lema 36 se tiene

¢1(z,y) = —z = (y + 2°)g(z,y)

ahora bien,
cop(z,y) = c(d1(e,9),y)
- BB )
entonces

(¢1(2,9))°
3

Si pasa esto, entonces ¢ es un difeomorfismo local ya que

Dd):( Qf)az qb]]:y )!

+é1(z, )y = filz,y). (%)

$12(2,y) = 1+ 229(z,y) + (y + 2°)g(2,y)
que en el origen es:
$1:(0,0)=1

Como habfamos visto

Fi@9) — (52° +2y) = ha,y) = (v + 2)ha(z,0),

es decir
13 2
h(z,y) = (32° + 29) + (y + 2% ha(2, )
ademds se tiene que
$1(z,9) = = + (y +2°)g(z,)
Entonces sustituyendo el valor de f; y de ¢, en (x) tenemos:

et W+ D@ 4 (o 4+ atg(a1) = 5 + 2+ v+ 22)Pha(z).
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Desarrollando la expresién anterior

x_; +2%(y + 2%)g(z,y) + z(y + 2°)%9(z,y)* + W+ x2)33(g(x, )i

-+

3
T
zy +y(y + 2%)g(z,y) = 3oyt @+ 2?)%hy(z,y))

de donde

(y + 2%)(9(z,9))

s 3) = (y +2°)%ha(z,y),

(v +2°)°(g(z,y) +zg9(e,y)* +
luego

22)(g(z,y))?
ola,y) + zg(a,)? + LEZIIEBN gy =g,

Si hacemos z = g(x,y) tenemos

1
z+z22 + g(y + 22)2% — hy(z,y) = 0.

Definimos
G(z,y,2) =z +a2% + %(y + 22)2% — ho(z, )
entonces G(0,0,0) = 0. Derivando respecto a z tenemos
G:(z,y,2) = 1+ 2z2 + (y + 2%)2?

por lo tanto G.(0,0,0) = 1. Ahora por el teorema de la funcién implicita,
exite g(z,y) tal que

G(z,y,9(z,y)) =0

y
9(0,0) =0
Por lo tanto
N )
o(z,y) = (¢1(z,9),9)
$i(zy) = o+ (@y+2?)g(z,y),

asf ¢ es un difeomorfismo local tal que

C°¢(I=y) = f(x:y)'

Por lo tanto f en (0,0) es equivalente a ¢ en (0,0). =

Con esto queda demostrado b) del Teorema de Whitney.
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Observacién: Al igual que en el doblez, consideremos a X como la gréfica
en R3 de la funcién z = %x3 + zy. Podemos observar que para cualquier vecin-
dad que tomemos alrededor del punto ciispide, podemos encontrar puntos cuya
imagen inversa tiene tres puntos o uno.

Z&)
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4 Transformacién de Gauss de una superficie.

El objetivo de este capftulo es estudiar las singularidades de la transformacién
de Gauss de una superficie en R3, a través de algunos ejemplos que muestran
diversos fenémenos geométricos, asociados a estas singularidades.

Definicién 37 Sea S una superficie regular con orientacion de dimensién dos,
y sea X : U C R?— S una parametrizacién de la superficie. La transformacién
de Gauss, que denotaremos por N:S—R3, manda cada punto (z,y) € U, al
vector normal unitario

Xe x Xy
| Xz x Xy ||

Definicién 38 Sea p € S y sea dN,, : Tp(S)— Tn(p)(S) la diferencial de la
transformacion de Gauss. El determinante de dN, (o sea el jacobiano de N,
JN,) es la curvatura Gaussiana k de S en p.

Definicién 39 Urn punto de una superficie es llamado:
a)eliptico si JN, > 0,
b)hiperbolico si JN, < 0,
¢)Parabdlico si JN, =0, con dN,, # 0,
d)Planar st dN, = 0.

Definicién 40 Ast el conjunto de singularidades $(N) definido en el capitulo
anterior, corresponde al conjunto parabélico de S, por lo cual, de aqui en ade-
lante, llamaremos a ¥(N) el conjunto parabdlico.

Los ejemplos a tratar, son gréficas de funciones de la forma:

X(z,y) = (2,9, f(z,9)),

lo cual resulta general debido a que toda superficie regular puede parametrizarse
localmente en una vecindad de un punto p, con apropiadas transformaciones
rigidas, trasladando el punto p de la superficie al origen, el plano tangente en p
al plano (z,y) y el vector normal en p, i.e., N(p) al vector e3 . A esta expresién
de la superficie se le conoce como carta de Monge.

Entonces, la expresién explicita para la transformacién de Gauss, para X en
esta forma se convierte en:

(_f:l:s _fya 1} :
V1t 2+ 1

Para facilitar el estudio de las singularidades de la transformacién, podemos
proyectar desde el origen al plano z = 1 para obtener asf

(_.fz; _.fy)]-)'.!

N(z,y) =
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y si nuevamente proyectamos, ahora al plano (z, y) obtenemos la transformacién
compuesta

Nr("M'“:‘.U) = (_f:l:v _fy)'

Observemos que, en este caso, la imagen de la transformacién de Gauss
esta contenida en el hemisferio superior de la esfera y esta proyeccién es un
difeomorfismo del hemisferio superior en el plano z = 1, entonces como ya
hemos visto con anterioridad, el conjunto de singularidades de N se preserva
bajo difeomorfismos, asi tendremos que la transformacién de Gauss modificada
N tendré las mismas singularidades que N. Y para estudiar las singularidades
de N, nos remitiremos a aplicar los resultados que hemos visto en el capitulo 2,
para funciones del plano en el plano.

Cabe hacer notar tambien que, la definicién 39, se sigue cumpliendo también
para N , pues recordemos que el determinante de N permanece invariante bajo
estos difeomormismos, ya que el jacobiano de estos es positivo.

Comenzemos con el andlisis de los ejemplos.

Ejemplo 41 Superficie zapato.
Sea
1 1
X = |
(2,9) = (2,9, 32" = 59°),

la transformacién de Gauss modificada N : R2—R2, esta dado por N (z,y) =
(—22,y), asf la diferencial queda expresada como

dN(z,y) = ( “3"'” ? )

y tenemos que JN = —2z. El conjunto parabdlico es

E(N) = {(z,y) | -2z =0},

N
SR ey

El gradiente VJN = (—2,0) # (0,0), por lo tanto N es buena para toda
(z,y). Tomemos como parametrizacion de 2(N) la curva o(t) = (0,t), ast, la
imagen de o bajo N es N(o(t)) = (0,t). Vemos que N'(t) = (0,1) # (0,0), por
lo tanto N'(t) es una curva regular, ast todos los puntos singulares de N son
dobleces y por el Teorema 33 N es una transformacion estable.
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Ejemplo 42 La familia de superficies de Menn.
Sea

Xe(2,y) = (z,y,ex* + 2% — ¢?),
la transfomacién de Gauss modificada N: R2—-R2, esta dado por
I{T(x,y) = (—4ez® — 22y, —2% + 2),

ast la diferencial queda expresada como

- —12e22 -2y -2z
i) = ( TP ),

y tenemos que JN = —2422 — 4y — 4a2. El conjunto parabélico es

B(N) = {(z,9) | (6e +1)2% +y =0},

e ™

o) / 0

El gradiente VJN = (12ex + 2x,1) # (0,0), por lo tanto N es buena para
toda (z,y). Una parametrizacién de ©(N) es o(t) = (t,—(6e + 1)t?), asf la
imagen de o bajo N es N(o(t)) = (2(4e + 1)t3, —3(4e + 1)t2).

Vemos que N'(t) # (0,0), sit # 0 y & # =+ por lo tanto N'(t) es una
curva regular, en los puntos singulares que cumplan con esto. N’ (t) = (6(4e +
1)t?, —6(4e + 1)t), y ast si t # 0, N” # 0,por lo tanto ent = 0, N tiene una
cispide. Ast N es excelente si € # —%.

Si analizamos la funcion f(z,y) = ex* + 2y — y? veremos que el gradiente

de f es (4ez® + 2zy, 2% — 2y), el cual se anula en cero, ast la matriz hessiana de

1,

_f 2e2?+2y 2z
Hf_( 2% —2)’

nos indica que el origen es un punto critico degenerado (det Hf = —4(6e +
1)3:2 — 4y). El origen es mdzimo absoluto si e < i, StE > -}; entonces es un
punto silla.

El siguiente ejemplo nos muestra una superficie con transformacién de Gauss
inestable.
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Ejemplo 43 Sea

1 1
X(:!’.‘,y) = (-’E,y, Z$4 - ‘iyz)a

la transformacién de Gauss modificada N : R2—R2, esta dada por N(z,y) =
(—23,y), ast la diferencial queda expresada como

- -322 0
y tenemos que J N = —322. El conjunto parabdlico es

B(N) = {(z,y) | —32% =0},

N
" R

i o

El gradiente VJN = (0,0), sobre la curva parabélica, por lo tanto N no es
buena. Entonces se trata de una transformacion inestable. Una parametrizacion
para £(N) es o(t) = (0, —3t2), y imagen de o bajo N consta sélo del origen.

Ejemplo 44 Familia de superficies Silla de mono.

Sea

1
Xe(z,y) = (z,y, §x3 —zy® +£(a® + 7)),

la transformacién de Gauss modificada N : R2—R?2, esta dado por N(z,y) =
(—2?% + y? — 2ex, 22y — 2ey), ast la diferencial queda expresada como

- —2x — 2¢ -2
dN(z,y) = ( —2y 2z —y25 ) !

entonces tenemos que JN = —4(z? + y2 — €2). El conjunto parabélico es
(N) = {(z,y) tal que — 4(z% +y? —€%) =0}.

El gradiente VJN = —4(2z,2y) # (0,0), por lo tanto N es buena_para

toda (z,y) st y sélo si € # 0. La parametrizacion considerada para L(N) es
o(t) =| € | (cost,sint),
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Ezxpresando a N en coordenadas polares, y evaluando en o obtenemos
N(o(t)) = (—€?cos2t — 2¢ | € | cost,2e?sin 2t — 2¢ | ¢ | sint),
y por lo tanto
N'(o(t)) = (e?sin2t + 2¢ | € | sint, 262 cos 2t — 2¢ | € | cost).
Ast esta curva se anula st

esin2t = — | e | sint
ecos2t =| e | cost,

Sie > 0 la solucion de la ecuacidn trigonometrica es: t = 0, %", %", sie<0
entonces las soluciones sont =, %, ST"

Ahora vemos que
N"(t) = (4e® cos 2t + 2¢ | € | cost, —4e?sin 2t + 2¢ | € | sint),
sit =0, entonces
N"(t) = (4e® + 2¢ | € |,0) # (0,0),

2n

y sit = 5=, entonces

e 2

N"(5) = (4% =2 | € |,0) # (0,0),
y ast para todos los t's vemos que la segunda derivada de la transformacidn
siempre resulta ser diferente de cero, La grifica de la imagen de o bajo N,
si € # 0 es una hipocicloide de 3 ciuspides, como se muestra en las siguiente

gréficas.

e<0

o(t)

y—‘ </%Wr)
§ {
./ "

K_, s

S

o
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Entonces la transformacién de Gauss es estable si e # 0. Los inicos puntos
singulares que aparecen son dobleces y ciuspides.

Analicemos, que pasa con la transformacién para € = 0. El dnico punto
singular es el origen. Transformando N a coordenadas polares tenemos:

N(rcos 8, rsinf) = (—r2 cos 20, % sin 26),

Esta transformacién manda una circunferencia de radio v en otra del doble
del radio y con orientacién cambiada.
Ast la diferencial queda ezpresada como

AN = 2rcos26 2r?sin26
T\ 2rsin20 2r2cos26 J’

y tenemos que J N = —4r3. El conjunto parabdlico es:
T(N) = {(r,0) | —4r =0},
N
L

El gradiente VJN = (1,0) # (0,0), por lo tanto N es buena en cero, pero
en coordenadas polares.

Ejemplo 45 Familia de superficies paniuelo.
Sea

1
Xs(xa y) = (x!ys 5333 75 xy2 g 3 E(I2 o yz))!

la transformacion de Gauss modificada N. : R2—R2?, esta dado por N}(:.c, y) =
(—2% — y? — 2ex, —22y + 2¢y), ast la diferencial queda expresada como

- —2x — 2¢ -2
dNe(msy) = ( _2y —92z _+1_J2£ ) i

y tenemos que JN, = —4(z? — y® — €2). El conjunto parabélico es
Z(Ne) = {(z,y) | * —-9* —® = 0},
El gradiente VJ N, = 4(2z,—2y) # (0,0), por lo tanto N, es buena para toda

(z,y) siy solo sie # 0. Ya que se trata de una hipérbola, la parametrizacion
de ©(N,) en este caso serd o(t) = (= cosht,sinht).
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La imagen de o bajo N, es
Ne(o(t)) = (—&2 cosh 2t + 2¢ cosh t, +-2¢% sinh 2t — 2¢? sinh t),
y por lo tanto
N!(o(t)) = (—2¢?sinh 2¢ + 2¢? sinh ¢, F2¢? cosh 2¢ + 22 cosh t).
Ast N!(t) = 0 para € # 0, la tnica solucion es t = 0. Ahora vemos que
N (t) = (—4€? cosh 2t F 2¢2 cosh t, +-4e? sinh 2t + 2¢? sinh t),
y sit =0, entonces
NZ(0) # (0,0),

Entonces, parat =0, Nz(t) tiene una cispide.

~La T Ve
1IN

Asi, la transformacion de Gauss es estable sie # 0. Sie =0, N(z,y) =
—(2? + 92, 2zy),entonces

E(N) = {(I!y) tal que a:=y,—:.c=y}

sio1(t) = (t,t) y oa(t) = (t,—t), entonces N(t) = —2(t?, —t2), en este caso,
la transformacién manda cada uno de los cuatro cuadrantes,

A = {(z,9)|z>y,z> -y},
B = {(z,9) |z <y,z>-y},
C = {(z,y)|z<yz< -y},
D = {(z,9)|z=y,z<—y},

homeomorficamente sobre el cuadrante C.
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5 Teorema de caracterizacién de cispides Gaus-
sianas.

Comenzaremos discutiendo algunos aspectos de la Teorfa de singularidades de
transformaciones y familias de transformaciones, mismas que se usardn en el
anélisis y demostracién del Teorema principal de éste capitulo.

5.1 Singularidades de familias de transformaciones.

Para las siguientes definiciones, consideremos N y P variedades diferenciables,
y C*°(N, P) el espacio de Transformaciones diferenciables C* de N a P.

Definicién 46 a)Un desdoblamiento g-paramétrico de una transformacidn fo €
C*(N, P), es una transformacion F : R x N — R? x P, de la forma F(u,z) =
{u) f(ua I)) con F(01 .‘I.‘) == f(](x)'

b)Si h € C=°(R",RY), con h(0) = 0, el pull-back h*F es el desdoblamiento r-
paramétrico de fo dado por (h*F)(v,z) = (v, f(h(v),z)).

¢)Diremos que dos desdoblamientos q-paramétricos Fy y Fy de la misma funcion
fo son isomorfos, si el diagrama conmuta,

Fy

RIxN — RIxP
ol le
RIxN -2, RixP

i.e., Fo = pF ¢, donde ¢ (respectivamente @) es un desdoblamiento g-paramétrico
de la identidad en N (respectivamente en P).

d)Diremos que Fy y Fy son equivalentes si existe un difeomorfismo h de R? tal
que Fy es isomorfo a h*F.

e)Un desdoblamiento F de fy es versal si cualquier otro desdoblamiento de fy
es isomorfo a h*F.

Con respecto a familias de funciones, tenemos lo siguiente:

Definicién 47 o)Una familia de transformaciones de N a P parametrizada por
una variedad diferenciable Q, es una transformacion C* F : Q x N —- Q x P
de la forma F(u,z) = (u, f(u,)).

b)El pull-back de una familia F' para una transformacién h : Q' — Q esta
definido por (h*F)(v,z) = (v, f(h(v),z)).

¢)Dos familias son equivalentes si existe un difeomorfismo h de Q, una familia
de difeomorfismos ¢ de N parametrizados por @, una familia de difeomorfismos
¥ de P parametrizados por Q, tal que Fy = (h*Fy)¢™ .

d)Una familia es versal si ésta define un desdoblamiento versal en cada uno de
sus miembros.
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Definicién 48 Para ¢ € N y y € P, consideremos el espacio de todas las
transformaciones f : N — P de clase C*, tal que f(z) = y. El espacio de
gérmenes C*° (N, P) (z,y) es el espacio cociente de este espacio, bajo la relacién
de equivalencia: f ~ g si eziste una vecindad U de x € N tal que f |[y=g |vu -
La clase de equivalencia de f se llama el germen de f en x

Observacién: Si introducimos cartas coordenadas, con respecto a = y ¥,
C* (N, P) (z,y) se identifica con C*° (R",RF) (0,0) = C* (n,p), -

Definicién 49 El mimero de Milnor de un germen es el nimero mdzimo de
puntos criticos que pueden aparecer en un desdoblamiento.

5.1.1 Familia de funciones altura.

La Teoria de catéstrofes deacuerdo Thom-Zeeman, (ver[3]) se dedica al estudio
de las singularidades de Familias de funciones real valuadas F : Q x N — @ xR,
en nuestro caso, la familia a estudiar es la familia de funciones altura la cual
nos serd de gran utilidad para desarrollar algunas afirmaciones expresadas en el
Teorema de Caracterizacion.

Definicién 50 Sea X : M — R® una inmersion de una superficie diferenciable
M en R3. Para cada vector unitario v € R3, sea

I, : M - R,

la funcién altura en la direccién de v, la composicion de X con la proyeccion
ortogonal a la linea generada por v,

I, (p) = X(p) - v

Colocando todas estas proyecciones en una familia, parametrizada por la
esfera unitaria (S?), tendremos la transformacién

M:52xM— S?xR,

H(“U, p) = (vs 11, (P))

Definicién 51 El conjunto critico (o variedad catastrofe ) de la familia F es
el conjunto

C:{(u,m)eQxN |g—i(u,x):0},

es decir, es un desdoblamiento de las singularidades de F.

Observacién: si F es versal, entonces el conjunto C, es una variedad difer-
enciable, de la misma dimensién ¢ que Q.
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Definicién 52 La transformacién catdstrofe de la familia F es la proyeccidén
X : C — Q, definida como X(u,z) = u.

Definicién 53 El conjunto de bifurcacién de F es la imagen en Q del conjunto
singular de X. (es decir, es el conjunto de puntos en C en los cuales X tiene
rango menor que q).

Observacién: Una familia de funciones real valuadas F:Q x N — Q x R. es
versal si y sélo si F' es una transfomacién estable, (Véase [2]).

Hagamos algunas observaciones importantes.

1)Un plano ¢ es tangente a la superficie X : U — R® en p € U si y sélo si
p es un punto critico de la composicién de X con la proyeccién ortogonal a la
linea [ a través de la normal en el origen a £.

Analizemos la afirmacién con el siguiente caso particular. Consideremos X
dada en la carta de Monge, (z,y, f(z,y)), p el origen en R3, y v = (0,0, 1).(asf,
el plano tangente a X en p es el plano z = 0). La funcién altura en la direccién
de v esta dada por:

Hu(p) = f(&:, y)!

Supongamos que p es punto critico de la funcién altura, entonces f.(p) =
fy(p) =0, por lo cual la ecuacién del plano tangente en p serd z = 0.

Por otra parte, ahora supongamos que £ es plano tangente a la superficie X
en el punto p = (0,0,0). La ecuacién del plano tangente en el origen es

z2=0,

Si p no es punto critico de la funcién altura, entonces ( fz(p), fy(p)) # 0, podemos
suponer que a = f,(p) # 0, entonces la ecuacién del plano tangente en p tendria
la forma

az =0,

lo cual es una contradiccién. De manera similar se prueba el resultado para un
vector v arbitrario en cualquier punto sobre la superficie.

2)El conjunto critico de la familia C' de la familia I es el conjunto de parejas
(v,p) tal que p es punto critico de la funcién altura II,, es decir son aquellas
parejas donde el vector v es normal al plano tangente de la inmersién X en p.

3) La transformacién catdstrofe de la familia de funciones altura en una
superficie inmersa es la transformacién de Gauss de la superficie.

(Esto se puede ver fdcilmente, si consideramos a M orientable.) La transfor-
macién catéstrofe de la familia II , es la transformacién X : C — §2, definida
como X (v,p) = v. Asf, como ya se habfa mencionado, (v,p) € C si y sélo si v
es normal a X en p, por lo tanto X' (v,p) = v es precisamente la transformacién
de Gauss de X en p.
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Definicién 54 Diremos que p es una cuspide eliptica (resp. hiperbdlica) de la
transformacion de Gauss N, sip es una cispide y la curvatura principal no cero
k es positiva (resp. negativa).

Definicién 55 Sea p un punto en M. Una direccion asintdtica de M en p es
una direccion de Tp(M) para la cual, la curvatura normal es cero.

5.2 Teorema de caracterizacidn.

El siguiente Teorema se ilustrard con los ejemplos del capitulo anterior.

Teorema 56 Sea U un conjunto abierto en el plano, y sea X : U — R3 una
inmersion suave. Si p € U es una cuspide de la transformacién de Gauss
de X, entonces las afirmaciones de a) a d) se cumplen. Inversamente, si la
transformacidn de Gauss es estable, y cualquiera de las condiciones se cumple,
entonces p es una cuspide de la transformacion de Gauss.

a) La linea asintdtica de X es tangente a la curva parabdlica de X en p.
b) Para cada € > 0 existen tres puntos distintos @1, Q2, Q3 € U tal que

|p—Q:| < € parai = 1,2,3 y los planos tangentes a X en Q1, Q2 y Q3 son
paralelos.

¢) Para cada € > 0 eristen dos puntos distintos @1, Q2 € U tal que |p— Q;| <¢€
para i = 1,2, y los planos tangentes a X en Q1 y Q2 son iguales.

d) p es un punto parabslico de X y una recta en R® tiene orden de contacto
mayor que dos con X en p.

A continuacién, ejemplificaremos los cuatro incisos enunciados.

a) La linea asintética de X es tangente a la curva parabdlica de X
en p.

Analizaremos dos ejemplos. En el primero, mostramos que la direccién
de curvatura principal cero de la superficie zapato no es tangente a la curva
parabdlica en ningin punto, ya que los puntos singulares de la transformacién
de Gauss asociada a ésta son todos dobleces, (no hay cispides).

Consideremos la superficie zapato, vista en el capftulo 3 pagina 32. La
diferencial de la tranformacién de Gauss modificada N, esta dada por

o -2z 0
av=( 3 ),
como se habfa visto, una curva ¢ que parametriza el conjunto parabélico es
o(t) = (0,t). La direccién de curvatura principal cero a lo largo de la curva

41



parabdlica esta dada por el vector (1,0) por lo tanto, el vector tangente a o
nunca coincide con el (1,0). por lo tanto a) no se cumple.

Veamos ahora el otro ejemplo, una superficie, cuya transformacién de Gauss
si tiene puntos singulares ciispide, como es el caso de la superficie de Menn
(recordemos que la transformacién de Gauss de esta superficie tiene una cispide
parat =0, e # —% )i

La diferencial de N de dicha superficie es la matriz

~ —12e2%2 -2y —2z
dN(x,y):( . " 3 )

una parametrizacién para la curva parabdlica, serd o(t) = (t,—6(4e + 1)t2) y
por lo tanto su vector tangente serd o’(t) = (1, —12(4¢ 4 1)t) La linea asintética
a lo largo de la curva parabolica, esta dada por el vector (1,t) . Sie # —3%
vemos que este vector es tangente a la curva parabdlica si y sélo si ¢t = 0. Justo
donde la transformacién de Gauss tiene una cispide, por lo tanto se cumple a).

Sie= —% el vector (1,1) es tangente a lo largo de toda la curva parabdlica,
pero la transformacién de Gauss no es excelente.

b)Para cada £ > 0 existen tres puntos distintos Q;, Q2, Q3 € U tal
que |p—Q;| < € para i =1,2,3 y los planos tangentes a X en @, Q2 ¥
()3 son paralelos.

Consideremos un vector unitario v € R3, consideremos, la funcién altura con
respecto al vector v, I, : U — R,

I,(p) = X(p) - v.

Si tomamos ahora, a v como el vector normal a la superficie en p tendremos
que:

HN(p)('r)y) — X(I:y) : N(p)!
asf el vector gradiente de la funcién Iy ,), es

Vilyp)(2,y) = (f=(2,9) — f2(p), fu(2,y) — fy(P))

por lo cual tenemos que p es un punto critico de la funcién Iy (), y no sélo
eso, si no que podemos afirmar que se trata de un punto critico degenerado, la
matriz hessiana de Il ;) es

. fm:(p) f:l:'y(p)
HIly ) (p) = ( fyz(p)  fuu(p) )

y por ser p una singularidad de N, esta matriz no tiene rango méximo.
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Empleando funciones altura, que se cumpla b) significa que el punto critico
degenerado p, separa en tres distintos puntos criticos @1, @2, @3 cerca de p para
ciertas funciones altura II, con v arbitrariamente cerca de N(p).

Esta demostrado en [Banchoff| que estos tres puntos criticos son no degener-
ados si p es una cispide de la transformacién de Gauss N. Asf que la afirmacién
(b) es equivalente a decir que el punto critico p de la funcién altura ITy ;) tiene
mimero de Milnor tres.

Los dos tipos de cispides Gaussianas son distinguidas desde este punto de
vista por el fndice de Morse de Il () en p; si p es una cispide elfptica [hiper-
bélica] de la transformacién de Gauss N si y sélo si p es un valor extremo (silla)
de Il (p), (esto se obtiene de aplicarle el criterio del Hessiano a la funcién Il ) ),
p separa en tres puntos criticos no degenerados: dos méximos (o minimos) y
un silla [dos sillas y un maximo (o minimo)]. Observemos que Iy () tiene un
punto critico no degenerado en @ el cual es un valor extremo [silla] si y sélo si
la curvatura Gaussiana de X en @ es positiva [negativa).

A continuacién veremos que los puntos parabdlicos de la superficie X, pueden
ser caracterizados como puntos criticos de la funcién altura.

Consideremos la superficie, X (z,y) = (z,y, f(z,y)) con p = (0,0) y N(p) =
(0,0,1). Entonces f es la funcién altura de M en la direccién de N (p),

HN(p) = f("‘“:a y)

Podemos parametrizar las direcciones cerca de p por (a,b,1) para a y b cerca
de 0, asf que la familia de funciones altura II, : U — R, que esta dada por

Hu(:u", y) = X(x, ‘y) <y
toma la forma
ey (2,y) = f(z,y) + az + by.

Se puede ver en [8] que esta familia resulta ser un desdoblamiento versal de
las funciones altura de f si y sélo si

on

e = O

on M(z,y)
® y( J(F) >

donde M es el ideal maximal de funciones que se anulan en el origen y J(f) es
el ideal jacobiano de f generado por 8/9x y 9/dy.

Veamos, @ = (z,y) es un punto critico de I, 3) si y sélo sf
VH(a,b)(xry) = (a + fx: b+ fy) = (0: G)v
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es decir (a,b) = N(Q) donde N es la transformacién de Gauss modificada
de X.
La matriz Hessiana de segundas parciales de I, ) es

f TT f Ty )
Hu(z,y) = )
n(z,y) ( fa L
y resulta ser igual a la matriz Hessiana de f(z,y), la cual es la negativa de la

matriz jacobiana de N. Entonces Q es un punto critico degenerado de Mq,p) si
y s6lo si Q es un punto parabdlico de X.

Veamos esta situacién en los ejemplos analizados.
Para la superficie zapato, tenemos la perturbacién

1 1
Mg, (z,y) = '?:373 - '2'?;2 +azx +by
con gradiente
V() (2,y) = (2* + a,—y +b).

Sia > 0, entonces IT(, 3) no tiene puntos criticos. Si a < 0, entonces II(, ;) tiene
dos puntos criticos: (v/—a,b) y (—y/—a,b) con matrices Hessianas

2v/—a 0 —2y/—a 0
0 -1/’ 0 -1
respectivamente, asf que (y/—a,b) es una silla y (—v/—a,b) es un méximo. (Si
a <0, II(4 ) tiene un punto critico degenerado en (0, b).) Entonces f(x,y) tiene
nimero de Milnor dos en p = (0,0).

Para la superficie de Menn tenemos
M) (z,y) = ext + 2%y —y® +az+ by
con gradiente
V(o) (z,y) = (de7® + 22y + a,2% — 2y + b).
Asf (z,y) es un punto critico de I, ;) si y sélo si se cumplen

(a) y = —(4e2® + a)/2z,
(b) (~4e+ 1)z +bz+a=0

suponiendo que x # 0. (Siz =0, entonces a =0y y = %b) Ahora, si € # %
entonces (b) tiene tres distintas raices reales si y sélo si su discriminante es
negativo, es decir,

b

GE+D

2(e + 1))2 S

2+ (
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Observemos que el conjunto de ceros del discriminante esta dada por la curva
(2(4e + 1)b*, —3(4¢ + 1)a?),

la cual resulta ser precisamente la imagen de la curva parabélica de X por la
transformacién de Gauss modificada N. Si e < —% entonces f(z,y) = 0 sélo si
(z,y) = (0,0), entonces f tiene un médximo absoluto en (0,0), y p = (0,0) es
una cuspide elfptica Gaussiana. Sie > -‘4—1, entonces el conjunto f(x,y) = 0 son
dos pardbolas tangentes, y f tiene un punto silla topolégico en (0,0) , asi p es
una cispide Gaussiana hiperbélica.

c) Para cada ¢ > 0 existen dos puntos distintos 1, Q2 € U tal que
|[p— Qi| < e parai=1,2, y los planos tangentes a X en Q;, Q2 y @3 son
iguales.

Nuevamente, términos de las funciones altura, estas condiciones dicen que
existe un vector unitario II, cerca de N(p) tal que II, tiene dos puntos criticos
distintos @; y Q2 cerca de p con II,(Q;) = IL,(Q2).

Para la grdfica de una funcién X (z,y) = (z,, f(z,y)), esta condicién traslada
a N(Q1) = (a,b) = N(Q2) ¥y H(4,5)(Q1) = I(a,5)(Q2), es decir,

fe(z1,91) = a = fz(22,92),
f‘y(:clyyl) =b= f‘y(m%yE);
f(z1,31) + axy + bry = f(z2,y2) + azg + bya.

Ejemplo: Para la superficie zapato tenemos que

(TR |

Iy = Ty,
1,3 1,2, .3 ylzzgz’s 1.8 ) &y .2
L] —5Y1 + 2]+ Y = 3T — 5Ys + Ty + Y2

asf (z1,41) = (¥2,92) y (c) no se cumple.

En el caso de la superficie de Menn usamos la simetria del plano con respecto
a las dos segundas coordenadas. Si 1 = —x2 ¥ y1 = ¥2, entonces

f(xlsyl) v f(x2:y2):
fz(z1,91) = —fe(22,92),
fy($1>yz) = fy(x2ay2)1

Entonces si
fz(z1,51) =0, y x#0,

Q1 = (z,y) y Q2 = (—=z,y) serdn dos parejas de puntos distintos con el mismo
plano tangente. Ahora

0= fu(z,y) = dea® + 22y = 22(2e2? + ),
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siysélosiz =00y = —222 ya que ésta ultima curva contiene a p =
(0,0), (c) se cumple para la superficie de Menn. (Notemos que si € = —% esta
curva coincide con la curva parabélica, ya que la imagen Gaussiana de la curva
parabdlica es un solo punto, la misma situacién pasa en el toro de revolucién).

d) p es un punto parabélico de X y una recta en R? tiene orden de
contacto mayor que dos con X en p.

La curva en el espacio «(t) tiene n— ésimo orden de contacto con la superficie
G(z,y,z) = 0, en el punto a(tg) si y sélo si la funcién G(t) = G(a(t)) tiene
orden n en t,, i.e.,

G(to) = G'(to) = G"(to) = ... = G™(to) = 0, GV (to) # 0.

Entonces una linea es tangente a la superficie si y sélo si esta tiene orden de
contacto en uno menos que con la superficie.
Para la zapato tenemos

G(z,3,2) = 57° ~ 317

El origen (0,0,0) es un punto parabélico, y el plano tangente en el origen es
horizontal. Para la recta tangente a(t) = (tcos#,tsin6,0),0 <0 <,

GP(0) = —sin?0, G (0) = 2cos® 9§, G (0) =

asf{ que « tiene primer orden de contacto con la superficie zapato si 8 # 0 y
segundo orden de contacto si sinf = 0.

Ahora consideremos la superficie de Menn,
G(ﬂ:, Y, Z) — E$4 - Izy i y2 - Z,

Nuevamente (0,0,0) es un punto parabélico con plano tangente horizontal, y
para la recta o que mencionamos arriba tenemos

GP0) = -—2sin?6,
G®(0) 6 cos2 fsiné,
GW(0) = 24ecos?s,
G®(0) 0.
Entonces « tiene primer orden de contacto con la superficie de Menn si 6 # 0.
Sie # 0y @ =0 entonces a tiene tercer orden de contacto con la superficie. Si

€ =0y @ = 0 entonces « tiene orden infinito de contacto con la superficie, en
efecto la recta y = z = 0 esta contenida en la superficie.

Demostremos ahora los incisos a), b) y ¢) de éste Teorema.

Demostracién. de a): Si la transformacién N es buena, entonces su jaco-
biano tiene rango 1 en cada punto parabdlico p. Considere la curva
o(t) = (z(t),y(t)) en el dominio de U con imagen gaussiana N (t).
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El kernel del jacobiano es la direccién de curvatura principal cero en p. Sea
p = (2(0),¥(0)), y v= (2'(0),3(0)) el vector tangente a o en p.

La curvatura normal de X en la direccién v en p es cero si y s6lo si N’(0) =0,
ya que

kn = — (dNp(v),v) =0
si y sélo si
dNp(v) =0 6 dNp(v) L v,
pero el punto es parabélico, lo cual implica que
dN,(v) =N'(0) =0

Si o es la curva que parametriza al conjunto parabdlico de X, y N es excelente
N'(0) = 0 si y sélo si p es una cuispide de N. lo cual implica a). m

Las caracterizaciones de ciispides de b) y c) son corolarios del siguiente
Teorema, cuya prueba se puede consultar en [2].

Teorema 57 Sea M una superficie diferenciable. Para un subconjunto abierto
y denso A del espacio de inmersiones X : M — R3.el germen (v,p) de la
familia I1 : S2xM — S?xR, es un desdoblamiento versal de Il en p, para todo
(v,p) € S?x M.

Observemos que, afirmar que la familia IT : $2xM — S?xR, es un des-
doblamiento versal de II, en p, es equivalente a afirmar que el germen en (v, p)
de la transformacién II es estable.

Ahora demostremos b) y c)

Demostracién. b).Sea v un vector normal unitario a X en p. Los puntos
@1, Q2 y @3 son puntos criticos de la funcién altura II,,, para w cerca de v.

Pero, p es una ciispide de la transformacién de Gauss de X, si y sélo si es
(v,p) es una cispide de la transformacién catastrofe X' de la familia II.(véase
pag. 40)

Para cada w € 52, X~!(w) es por definicién el conjunto de puntos criticos
de la funcién altura II,,. Si (v,p) es una cispide de X" entonces existe w arbi-
trariamente cerca de v tal que X' ~!(w) tiene tres puntos. (véase la figura de la
pégina 30).
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Por otro lado, si X € A, entonces por ser estable, el germen de A’ en un punto
(v,p) es, o un germen regular, o un doblez o una cispide. Si este germen es
regular, entonces X ~!(w) tiene sélo un punto para w cerca de v. Si el germen es
doblez, entonces X ~!(w) tiene o dos puntos o ninguno, para w cerca de v.(véase
figura de la pdgina 21) m

Demostracién. c).Sea v un vector unitario normal a X en p. Nuevamente,
los puntos @; y @2 de la funcién altura con II,, para cada w cerca de v con

H{Ql) = Hw(Ql)

Ya que X es la transformacién catéstrofe de la familia IT : M x §% — Rx S?,
el gérmen de X en (v,p) es una cuspide (respectivamente doblez o regular), si
y s6lo si el gérmen de II en (v,p) es una cola de golondrina (respectivamente
cispide o doblez) [véase [10]] .

La imagen del conjunto de puntos criticos de II cerca de de una singularidad
del tipo "swallowtail” es una curva de puntos dobles [véase [10]] , es decir hay
dos curvas a,( : [0,e) — C tal que

O:(O) = (Uap) = ﬁ(o)v

((0,€)) N B((0,¢)) = ¢,

para todo t € [0,e). La imagen de puntos criticos cerca de un doblez o una
cispide no tiene puntos dobles. m
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6 Singularidades de Superficies con un punto
umbilico aislado

6.1 Configuraciones Darbouxianas.

Consideremos ¢ : U C R? — R® una inmersién, C*°. Denotemos o(U) = M

La primer forma fundamental I, se define
I, : T,M—R,
LE) = @)=

con (,) el producto punto de R3. Si R? = {(u,v)}, entonces

I = Edu?® + 2Fdudv + Gdv?

donde E = (¢, ¢.) F = (¢u: ¢y), G = (¢,,9,), y consideremos la transfor-
macién de Gauss como se definio anteriormente,

N : M52
Pu X @y
N —— e
@ = forxeg?

donde la diferencialde la transformacién N en g,
TyM — TN(Q]S:’,
donde TN(Q}SQ lo identificaremos con T; M. El operador dN, es un operador
autoadjunto. Su forma cuadrética asociada es la segunda forma fundamental
I, : T,M—=R
II(v) = (qu('ﬁ):ﬁ)
II e(q)du® + 2f(q)dudv + g(q)dv?

donde e(g) = (¢u4(9), N(9)), f(2) = (Pus(2): N(9)), 9(0) = (¥uu(q), N(9)) -

Definicién 58 a)Las curvaturas principales ky € R y ko € R en g son el valor
mdzimo y el valor minimo de I, restringido a S*. (Si ki # ko estos valores se
toman en direcciones ortogonales.)

b)Si k1(q) = ko(q) se dice que q es un punto umbilico.

Las curvas integrales de estas direcciones definen 2 foliaciones ortogonales
para casi todo punto. Llamamos a dichas curvas integrales lineas de curvatura,
L, l, cuyas singularidades son los puntos umbiflicos.

Las ecuaciones diferenciales de las lineas de curvatura obtenidas de dN(v) =
k tienen la forma

(Ef — eF)du® 4 (Eg — Ge)dudv + (Fg — fG)dv® = 0.
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Definicién 59 Un punto umbilico py de una superficie S descrita por

k b
flu,v) = E(u2 +v?) + %u3 - §1w2 + %‘03 + O[(u? 4+ v?))?,

es llamado darbouziano si las condiciones T y D se cumplen:
T) Condicién de transversalidad, b(b — a) # 0,
D) Condicién discriminante,

Dy :a/b> (c/2b)*+2 6
Dy:(c/26)2+2>a/b>1, (a#2b) 6
Dj:a/b<1.

Definicién 60 El retrato fase de las lfneas de curvatura en una vecindad de un
punto umbdico darbouriano se le conoce como configuraciones principales.

Los tres diferentes tipos topolégicos de umbilicos darbouxianos se muestran
a continuacion.

y la transicién en el eje a/b se da de la siguiente manera

Configuraciones Darbouxianas
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Sotomayor y Gutierrez probaron en [1] que las configuraciones principales
para puntos umbilicos darboxianos son estructuralemente estables (o robustos)
en el espacio de las inmersiones con la topologfa C.

6.2 Superficie con un punto umbilico aislado.

El ejemplo que nos interesa es el de una superficie con un punto umbilico (no
necesariamente darbouxiano), la cual, es la grafica de una funcién de la forma

flu,v) = -g(u2+v2)+ %u3+§m}2+g—v3 (1
con a, b, ¢, valores reales. . 3
La transformacién de Gauss modificada N asociada a una superficie como
S esta dada por

N(u,v) = —(ku + 2u? + %vz, kv + buv + gv"‘),

2
La transformacién N es singular en los puntos p = (u,v) donde la matriz
jacobiana
7 k+au by
DN_(b'v k+fm+cv)‘

tiene determinante cero, es decir J N(p) =0.

Aqui, 2(N) = {(u,v) € R? | abu® + acuv — b*v? + k(a + b)u + kev + k? = 0},
es el conjunto de puntos singulares de N. Dicho conjunto define una curva suave
si VJN # 0. Tenemos que

VN = (2abu + acv + k(a + b), acu — 2b%v + kc) ,

dicho gradiente se anula en el punto

—k(ac®+2b%(a+b
Up = a“ct+4ab

ke(2b—(a+b !
Vo = _(Er—é-ﬁrll
Ahora la pregunta es, ;Qué tipo de curva define ¥(N)?. Como se puede

observar, ¥(N) depende de los valores a,b,c asociados a la superficie. Asf
tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 61 Sea S una superficie con un punto umbilico la cual es la
gréfica de una funcién definida como en (1), y sea A : R® — R, dado por
A(bye,a) = a®c? + 4ab®, la funcién discriminante, la cual se obtiene de la
expresién del conjunto parabélico (i.e., es el discriminante de JN = 0). Si
VJN # 0, entonces la curva definida por el conjunto parabdlico de la transfor-
macién de Gauss modificada asociado a la superficie S serd:

a) una pardbola (o dos rectas paralelas) si A =0,

b) una elipse (o un punto) si A <0,

¢) una hipérbola (o dos rectas que se intersectan) si A > 0.
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Este resultado se sigue de la forma explicita que tiene £(N), ya que corre-
sponde a la forma general de una forma cuédrica en R2.

Observacién: Cabe destacar, que las transformaciones realizadas para llegar
a una forma normal de f como en (1) preservan el tipo de conjunto singular
de la transformacién de Gauss de S, descritas en la proposicién anterior, es
decir, una superficie en R® con punto umbilico, donde la curva definida por el
conjunto parabélico de la transformacién N asociada a esta superficie sea una
elipse, seguird teniendo a la elipse como conjunto parabélico en la forma normal
(1) de la superficie.

6.2.1 Anslisis de A~1.

La funcién A determina, dado un punto (b, ¢, a) el cual define una superficie en
(1), cual es la curva descrita por el conjunto parabélico. Analizaremos ahora,
la imagen inversa de A, pues nos interesa separar las regiones que corresponden
a cada uno de los casos citados en la proposicién.

Como ya se habfa mencionado, A : (b, ¢,a) — a(ac®+4b%). Comencemos por
describir A=1(0). Este es el conjunto de puntos (b, ¢,a) € R? tal que

a(ac® + 4b%) = 0.

La ecuacién anterior se cumple si alguna de las siguientes dos condiciones se
cumple

a = 0 (2)
ac? +4® = 0 (3),

la ecuacién (2), corresponde al plano (b, c). Para ver la solucién de la ecuacién
(3) veamos las curvas de nivel de ésta.

Tomemos a = k # 0. El primer caso serd a < 0.

De (3), obtenemos

c? = ab® (4),

donde a = —4/a > 0. Asf en planos paralelos a (b, ¢) la gréfica de (3) corresponde
a una ciispide (o pardbola semicibica), como se muestra en la siguiente figura.

c

<
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Observemos que conforme a — 07, la amplitud de la cispide se va haciendo
cada vez mds grande, asf , cuando a = 0 la ciispide degenera en el eje ¢ como se
muestra a continuacién.

Consideremos ahora a > 0, nuevamente tendremos la ecuacién (4) con o < 0,
la cual nuevamente nos define una cispide como la siguiente.

\ b
>

Al igual que en el caso anterior la amplitud de la cispide va creciendo con-
forme a — 0%, asi, cuando a = 0, la cispide vuelve a degenerar en el eje ¢. Es
de ésta manera como podemos concluir que la grafica de A~1(0) es como la sigu-
iente. Recordemos que es justamente en A~1(0) donde el conjunto parabélico

de ¥(N) tiene por gréifica asociada una pardbola (o bien dos rectas paralelas).

[+
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La superficie A~!(0) se muestra a continuacién.

La anterior superficie cuspidal, descrita por A~!(0) nos define 4 regiones
en el espacio, a continuacién determinaremos sobre cudles de estas regiones,
el conjunto parabélico de N corresponde a una hipérbola o elipse (o bien su
correspondiente caso degenerado). Si a > 0 se define una regién céncava en R3
que se encuentra fuera de la superficie cuspidal, la cual llamaremos Cec, y otra
regién convexa, dentro de la superficie, la cual llamaremos Cv;. Andlogamente
para a < 0, se distinguen las regiones que denotaremos por Ce¢; (la regién
céncava, fuera de la superficie) y Cv; ( regién convexa, dentro de la superficie).

Sia >0,y tomamos b > 0, ¢ > 0, tendremos que ac? + 4b> > 0, es-
tos valores corresponden a la regién Cecs, asi tendremos que por conexidad, y
dado que esta regi6n es abierta, para cualquier punto (b,¢,a) € Ce; existe una
vecindad de radio § > 0, enteramente contenida en Cc;, en la cual todos los
puntos pertenecientes a dicha vecindad definen una superficie S cuyo conjunto
parabélico de la transformacién de Gauss asociado a ésta, tiene por gréfica una
hipérbola.

Sia>0,b<0,c=0 tendremos que ac? + 4b*> < 0. Estos valores correspon-
den a la regién Cus, es decir, dentro de la superficie cuspidal, asi nuevamente
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por como Cv, es también abierto, para cualquier punto (b,¢,a) € Cv, existe
una vecindad de radio § > 0 enteramente contenida en C'vs; donde cada punto
perteneciente a la vecindad, define una superficie S cuyo conjunto parabélico
de la transformacién de Gauss asociado a ésta, tiene por gréfica una elipse.
Haciendo un andlisis similar a éste, se puede ver que Cc; corresponde a la
parametrizacién de superficies donde ¥(N) es una hipérbola y para Cv; una
elipse.

La distribucién de las regiones queda como se muestra en la siguiente grafica.

Superficie Cuspidal

6.2.2 Anadlisis de las regiones descritas por las condiciones de transver-
salidad.

Ahora, investiguemos como es el diagrama de bifurcacién descrito por las condi-
ciones T'y D descritas en la definicién 59, en en el espacio de pardmetros (b, ¢, a).
Por la condicién de transversalidad se tiene que

b#0

b # a,
por lo que tenemos que quitar los planos b = 0, b = a. Dado que la condicién
D3 no involucra el pardmetro ¢, podemos determinar en que regién del plano

(a, b) se encuentra esta condicién, justamente las condiciones de transversalidad
nos marcan los limites para D3 como se muestra a continuacién.
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Para hacer la descripcién del resto de la condicién D analizemos la superficie

c\? a
= (= 2——.
Dia(b,e,0) = (57) +2-7 (5)
Veamos sus curvas de nivel, para ello tomemos ¢ constante.
Si tomamos ¢ = 0, por un lado la superficie D5 nos da a = 2b, y por otro
lado,de la condicién D, se tiene que

2>afb>1, (6)

asi, si b > 0 entonces 2b > a. Tomando a = 3/2, b = 1, vemos que este punto
cumple con la desigualdad (6), y por consiguiente toda la regién donde éste se
encuentra, ya que ésta es abierta. Si b < 0, entonces por (6) tendremos que a
tiene que ser negativo. Si consideramos el punto a = —3/2, b = —1, podemos
observar que también cumple con la desigualdad (6) y al igual que en el caso
anterior, también toda la regién donde se localiza este punto. Por lo tanto, en
el plano (a,b), el conjunto de puntos que cumple con la condicién Ds es el que
se muestra en la siguiente figura.

Para la condicién D considerando ¢ = 0 tenemos
a/b>2, (7),

si b > 0, consideremos el punto b = 1, a = 3, asi, este punto cumple con la
desigualdad (7). Si b < 0, por (7) tenemos que a tiene que ser negativo,
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considerando el punto a = —1, b = —3, tenemos que cumple con (7), por lo
tanto, en el plano (a,b) el conjunto de puntos que cumple con la condicién D,
es el que se muestra a continuacién.

El anélisis anterior, podemos concluir que las rectas b = a, 2b = aya =10
son parte del diagrama de bifurcacién de la condicién D en el plano (a,b) como
podemos ver a continuacién.

Hemos considerado el caso en el cual ¢ = 0, veamos que sucede si ¢ # 0, pero
tomando ahora a constante en lugar de ¢. De la expresién (5) suponiendo b # 0,
obtenemos

2 (b—a/d)? _q
a?/2 a2/16

esta ecuacién corresponde a elipses con ejes a/v/2, a/4 y centro en (0,a/4),
conforme varia a. Ya que por (5), b no puede tomar el cero, tenemos
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que la grafica de la curva de nivel en planos paralelos a (c, b) son elipses sin
el punto b = 0 como se muestra en la siguiente gréfica.

Ahora consideremos ¢ constante, es decir planos paralelos a (a,b).De (5),
tomando ¢ = k obtenemos la expresién

k?.‘
a=— -+ 2b, 8
m ®
Haciendo el andlsis de la gréfica de (8). tenemos que dicha gréfica es simétrica
respecto al origen, por otro lado,por medio de un cédlculo podemos ver que en
b= +/k/8 y en b= —4/k/8 la funcién descrita por (8) tiene un minimo y un
maéximo local respectivamente.
La gréfica de la funcién descrita por Dys (a,b, k) es como se muestra a con-
tinuacién.

Hemos encontrado el conjunto de bifurcacién Do, ahora determinemos sobre
que regiones se encuentran las configuraciones Dy Dy y D3, para el caso ¢ # 0.
Observemos que la regién para D3 se sigue preservando no solo para el plano
(a,b) si no también para cualquier plano paralelo a éste, pues la condicién que
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determina esta configuracién no depende de c. Para Ds si consideramos el punto
a=13/2, b=1 tenemos que este punto cumple que

Dy >a/b>1 9),

y dado que la regién donde se encuentra este punto es abierta, cualquier punto
dentro de ésta también cumplird con (9).

De la misma forma podemos concluir que D; es la regién que se encuentra
en el interior de la superficie Dys.

El anélsis completo de la distribucién de las regiones para la condicién D es
como se muestra a continuacién.

Debido a todo lo anterior podemos enunciar la siguiente proposicién.

Proposicién 62 Sea S una superficie de dimension 2 con un punto umbilico
la cual es la grifica de una funcion definida como en (1). El conjunto de bifur-
cacidn definido por las condiciones T y D que determinan las configuraciones
Darbouzianas en el espacio tridimensional de pardmetros (b, ¢, a) son los planos
a=1b, a=2b y la superficie D12 la cual es un cono con base eliptica

Del anélisis realizado, podemos deducir el siguiente Teorema.

Teorema 63 En el espacio de pardmetros (b,c,a) los cuales determinan una
superficie S de dimension 2 con un punto umbilico la cual es la grdfica de una
funcion definida como en (1), tanto el conjunto de bifurcacion de puntos um-
bilicos darbouzianos ast como el conjunto de bifurcacién del conjunto de singu-

laridades la transformacién de Gauss modifiicada correspondiente a S, 3 (N’ ) ;

se distribuyen en regiones descritas por cuddricas y planos. (Para el primero
se trata de el cono con base eliptica con una discontinuidad en b = 0, el plano
b=a y el plano 2b = a, para el sequndo la superficie cuspidal y el plano a = 0).

Adems4s del Teorema anterior, surge la siguiente pregunta. Para las super-
ficies con punto umbilico darbouxiano, del tipo D; (por ejemplo), jel conjunto
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parabélico de la transformacién de Gauss modificada , asociado a dicha su-
perficie serd siempre una elipse, o bien, puede aceptar cualquier tipo de cué-

drica como conjunto X (NT , es decir, podemos encontrar D) cuyo conjunto

parabélico puede ser elipse, hipérbola o pardbola.
Si intersectamos ambos diagramas de bifurcacién, tenemos el siguiente Teo-
rema.

Teorema 64 Sea S una superficie de dimensién 2 con un punto umbilico la
cual es la gréifica de una funcién definida como en (1), sea N la transformacion

de Gauss modificada de S y sea & N) el conjunto parabélico de dicha transfor-
macién. Entonces, para las superficies descritas por los pardmetros (b, c,a) con
puntos umbilicos darbouzianos del tipo Dy y Dy tienen como conjunto X (N’ )
hipérbolas (siempre). Para puntos umbilicos darbouzianos del tipo D3 podemos
encontrar superficies descritas por los pardmetros (b, c,a) cuyo conjunto¥ (N’ )

puede ser una elipse, una hipérbola o pardbola (o bien su correspondiente caso
degenerado).
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