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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Presentacion del tema.

El objeto de estudio en esta tesis son las superficies en R", es decir, las inmer-
siones isométricas en R™ de una variedad Riemanniana bidimensional de clase C'
(I > 3), donde entendemos por una inmersién isométrica; una aplicacién diferencia-
ble, cuya diferencial es inyectiva y que preserva la métrica (ver Apéndice Al). Més
especificamente, tratamos algunos temas relativos a las lineas de curvatura de las
superficies en un espacio ambiente de dimensién n > 3. Cuando n > 4, las lineas
de curvatura se consideran con respecto a una direccién normal v, y se denominan
v-lineas de curvatura. Estas lineas constituyen una generalizacién natural de la no-
cién clésica de lineas de curvatura para superficies en R® y fueron introducidas en
[43, (1995)], por A. Ramirez-Galarza y F. Sanchez-Bringas.

La teoria de superficies fue desarrollada inicialmente en el espacio euclidiano tridi-
mensional y es en este marco una teoria casi completa. Sin embargo atin en este caso,
se han hecho recientemente contribuciones importantes y existen problemas no re-
sueltos. Hacemos mencién enseguida de dos enfoques en el estudio de las superficies
que han contribuido a la renovacién del tema.

Con los importantes trabajos de C. Gutiérrez, y J. Sotomayor [50, (1982)], [51,
(1985)] (ver también [24]), se abre un nuevo campo de investigacién en la teoria de
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las superficies: el estudio de los campos de lineas geométricas y sus singularidades con
las herramientas de la teoria de los sistemas dindmicos. Haciendo uso del enfoque y
las técnicas de la teoria cualitativa de los sistemas dinamicos, se estudia la estructura
de las configuraciones de lineas de curvatura principal, con una generalidad que no se
habia tenido antes. Estrechamente conectada con lo anterior esta la clasica conjetura
de Caratheédory (no completamente resuelta aitin): toda inmersién diferenciable y
conveza de la esfera S* en R® tiene al menos dos puntos umbilicos. Por otra parte
la conjetura de Loewner ( C. Titus, [54, (1973)] ) afirma que: el indice de un punto
umbdlico aislado de una superficie diferenciable inmersa en R® es menor o igual a
uno. Recordando el conocido teorema de Hopf: para una superficie compacta, con
todos sus puntos umbilicos aislados, la suma de los indices de los puntos umbilicos es
igual a la caracteristica de Euler de la superficie; se tiene que la conjetura de Loewner
implica la conjetura de Caratheédory.

Autores como H. Hamburger [27, (1940)], G. Bol [1, (1943)], T. Klotz [31, (1959)],
C. J. Titus [54, (1973) | y H. Scherbel [46] afirman la validez de esta conjetura para
superficies analiticas; por su parte, C. Gutiérrez, F. Mercuri y F. Sanchez-Bringas
[23, (1996)] probaron que si la conjetura es cierta para superficie analiticas, entonces
también es cierta para inmersiones de clase C™, con r > 3 y el punto umbilico de
tipo Lojasiewicz.

Otro importante enfoque en el estudio de las singularidades en la geometria de
las superficies, es la aplicacion a la descripcion de los puntos criticos de familias
de funciones “distancia al cuadrado”, de la teoria de singularidades de funciones,
desarrollada entre otros por H. Whitney, R. Thom, J. Mather y V.I. Arnold. El
analisis en torno de puntos singulares de dichas funciones revela nuevos aspectos
geométricos de las superficies. Una excelente exposiciéon de estos métodos, aplicados
a las curvas y superficies en R? y R3, se puede encontrar en: Geometric Differentiation,
I. R. Porteous [41].

El desarrollo de la geometria de las superficies en dimensiones superiores recibe un
gran impulso con los trabajos fundamentales de W.C. Wong [56, (1952) | y J. Little
[32, (1969)]. En ellos se realiza un profundo estudio de la segunda forma fundamen-
tal para superficies inmersas en R* en el cual se introduce el concepto de elipse de
curvatura (la imagen del circulo unitario del espacio tangente, via la segunda for-
ma fundamental) y se establecen importantes nociones geométricas relacionadas con
lo anterior. En [32] se definen las direcciones asintdticas (llamadas direcciones con-
jugadas por Little) en una superficie en R*. Estas direcciones determinan ciertos
campos de direcciones (no necesariamente definidos en toda la superficie). En [34]
D.K.H Mochida, M. C. Romero Fuster y M. A. S Ruas muestran que cada campo de
direcciones asintéticas tiene asociado un campo de direcciones binormales y que una
condicién necesaria y suficiente para la existencia de dos campos binormales definidos
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globalmente sobre la superficie M de R%, es la converidad local de M (en el sentido
de que tiene un hiperplano de soporte en cada uno de sus puntos).

Las v-lineas de curvatura sobre una superficie M en R™, son dadas en términos
de la primera I y segunda /], formas fundamentales, donde 1], es la proyeccién de
la segunda forma fundamental respecto al campo normal unitario v, y se definen
de manera anéloga a las lineas de curvatura para superficies en R?® (Apéndice A.3).
En [43] se obtiene el tipo topoldgico de las configuraciones de curvatura principal
estructuralmente estables en torno a un punto p, asi como la genericidad de las
inmersiones con puntos v-umbilicos Darbouxianos. En [18] se hace un anilisis en
torno a los v-ciclos de curvatura principal. El comportamiento topolégico genérico de
las configuraciones de v-lineas de curvatura es el mismo que el de las configuraciones
de lineas de curvatura cldsicas. Pero por otra parte en [22, (1998)], C. Gutiérrez y F.
Sénchez-Bringas demostraron que: dado n € Z eziste una superficie M inmersa en
R* y un campo vectorial v normal a M con un punto v-umbilico aislado de indice
n/2 (aqui el indice de un punto v-umbilico aislado se define como en R?), en marcado
contraste con la conjetura de Loewner. Entonces entre los campos de v-lineas de
curvatura que no son genéricos, se encuentran campos con puntos v-umbilicos de
todos los indices. Esta diferencia sugiere hacer un estudio comparativo entre los dos
contextos de definicion de lineas de curvatura.

1.2 Contribuciones de esta Tesis.

Con esta motivacion, en la tesis consideramos la superficie M C R™, n > 4 con
su primera y segunda forma fundamentales I,11. La primera correspondiente a la
restriccion de la métrica del espacio ambiente y la sequnda relativa a la posicion que
guarda la superficie en el espacio. Dado un campo normal unitario v consideramos
la proyeccion 11, de la segunda forma fundamental respecto a v. El par de formas
(I,11,) determina las ecuaciones de v-lineas de curvatura.

Investigamos por un lado las condiciones que deben cumplir estas formas funda-
mentales para que pueda aplicarse isométricamente la superficie M en R® preservando
la segunda forma fundamental 11, y por tanto transformando las v-lineas de curvatu-
ra en las lineas de curvatura de la inmersién (Capitulo 8). Al final del Capitulo 3
generalizamos estos conceptos a subvariedades de espacios de curvatura constante,
consideramos las condiciones de inmersion de subhaces V del haz normal NM y
ezpresamos estas condiciones en términos del marco movil también. Por otro lado,
analizamos algunas propiedades geométricas asociadas a estas formas fundamentales



y por lo tanto al campo normal v que las define, las cuales imponen fuertes restric-
ciones geométricas del tipo del Teorema de Hopf (o el de Liebmann) que asegura
que la curvatura media constante implica la esfericidad de una superficie en R®. En
este contexto obtenemos condiciones para que M sea v-umbilica y ademds también
en ciertos casos esférica (Capitulo 5). A grandes rasgos procedemos de la siguiente
manera:

respectivamente y v un campo unitario normal a M.

Sea M C R™, n > 4 una superficie, TM y NM los haces tangente y normal

e En el Capitulo 8 damos el primer paso de este trabajo, que consiste en con-
siderar el haz Riemanniano de rango uno U en la direccion del campo normal
v. Consideramos la suma de Withney: E, = TM & U, con la métrica sobre
E, siendo la suma ortogonal de las métricas sobre TM y v. Este haz vectorial
Riemanniano E, con la conezion V' compatible con la métrica, serd el portador
de la segunda forma fundamental en la direccion v y por lo tanto de las v-lineas
de curvatura (Seccion 3.1).

e Después en la Seccion 3.3, formulamos en la Proposicion Principal3.7, dos
condiciones sobre la segunda forma de la superficie en la direccién v para que ez-
ista una inmersion isométrica de M en R® y un isomorfismo entre los haces E,
y el haz correspondiente a la imagen de M (Corolario 3.8). Este isomorfismo al
preservar la segunda forma fundamental, aplica v-lineas de curvatura en lineas
de curvatura en R? de la superficie imagen. Denominamos a estas condiciones:
condiciones v-Gauss y v-Codazzi. En la Seccion 3.4 se estudian las condiciones
en el caso en que la dimension del ambiente es 4. En este caso, si el campo
normal v no es paralelo la condicion v-Codazzi implica la condicién v-Gauss,
mds aun la condicion v-Codazzi se expresa de manera mds compacta (Proposi-
cion 8.15 y Corolario 3.18) y se derivan interesantes conclusiones acerca de la
geometria de las superficies que son desarrolladas en [19]. En la Seccion 8.5 se
generalizan las condiciones a subvariedades de espacios de curvatura constante
y a subhaces del haz normal en el papel del haz normal generado por el campo
v. Los resultados que obtenemos en esta parte son:

— La Proposicion Principal 3.7. En la cual se presentan las condiciones de
inmersion, mencionadas a lo largo de este trabajo, cuya formulacién ha
sido reducida a expresiones particularmente sencillas (Seccion 3.3).



— El Corolario 8.8: Donde se establece la equivalencia de las condiciones con
la v-inmersibilidad de las superficie: Sea M una superficie orientada sim-

plemente coneza in-mersa en R*. Sea v un campo vectorial diferenciable
unitario normal a M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

* Las condiciones v-Gauss y v-Codazzi se satisfacen,

+ Eriste una inmersion isométrica de M en R? con sequnda forma fun-
damental prescrita 11,.

— La Proposicion 3.15, donde se expresa la condicion v-Codazzi en una
formula compacta.

— El Corolario 3.18, en el cual se expresa la v-inmersibilidad utilizando la
formula de la Proposicion 8.15 cuando el campo v no es paralelo en ningiin
abierto de M.

— La Proposicion 8.19, el Teorema 3.22 donde se generalizan los concep-
tos anteriores a subvariedades de espacios de curvatura constante y la v-
inmersion a la V-inmersion con respecto de un subhaz V del haz normal
NM de M. En la Proposicion 3.27 se expresan las condiciones V-Gauss,
V-Codazzi y V-Ricci en términos del marco movil de Cartan.

o En el Capitulo 4 la primera de las condiciones (condicion v-Gauss) se traduce
en la ezistencia de un campo binormal en la direccién v+ normal a v y de
sus correspondientes foliaciones de lineas asintdticas sobre la superficie, ideas
geométricas desarrolladas, entre otros por C. Romero Fuster et. al. [3{]. Se
presentan algunas de las consecuencias para la geometria de las superficies (ver
[19], donde estos temas estdn desarrollados con mayor amplitud).

e En el Capitulo 5 presentamos generalizaciones a dimension superior del espa-
cio ambiente, del cldasico Teorema de Hopf: la imagen de una esfera bidimen-
sional bajo una inmersion en R® de curvatura media constante es una esfera:
{z € R® ||| z—x0 ||=r} para algin zo € R® y r > 0. Este teorema es generaliza-
do por varios autores (ver: Chern [10], Hopf [28], Bryant [8]), a superficies que
satisfacen una relacion mds general entre las curvaturas media y Gaussiana,
llamada relacion de Weingarten y que son denominadas superficies de Wein-
garten. La nuestra [21] es una generalizacion del teorema sobre superficies de
Weingarten de R. Bryant en [3]. Nuestros resultados en esta parte son:

— En la Proposicion 5.1 se muestra la equivalencia de las condiciones v-
Gauss y v-Codazzi y la v-inmersibilidad de la superficie. Aungue en esta
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proposicion las condiciones estan aplicadas para el caso en que la superficie
es un esfera (topolégica) tienen la misma forma en el caso local general.

— El Ejemplo 5.8 es de una superficie en R* que es v-umbilica, pero no estd
contenida en ninguna hiperesfera.

— En la Proposicion 5.5 y el Corolario 5.7 se muestra que la condicion v-
Codazzi es una condicion suficiente para que una superficie v-umbilica sea
hiperesférica o plana (Seccion 5.2).

— La Proposicion 5.12 generaliza un teorema de R. Bryant [3], y como conse-
cuencia obtenemos generalizaciones de los Teoremas de Hopf y Liebmann
en el Teorema 5.14, y en los Corolarios del 5.17 al 5.20. De particular
interés son:

* Corolario 5.17. Sea ¢ : S* — R™, n > 3 una inmersion inyectiva suave
y v un campo unitario, paralelo y normal a ¢(S?). Suponga que ¢(S?)
satisface una condicion local v-Weingarten en todo punto v-umbilico.
Entonces, ¢(S?) es hiperesférica y v es paralelo al campo vectorial
radial o v es constante y ¢(S?) estd contenida en un hiperplano.

Corolario 5.20 Sea ¢ : S* — R* una inmersion diferenciable y v un
campo diferenciable unitario, normal a $(S?). Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Para todo punto v-umbilico existe una vecindad donde se satisface
la condicion v-Codazzi y la curvatura media H, con respecto a v
es constante.

2. ¢(5?) es hiperesférica (hiperplana) y v es paralelo al campo radial
(v es constante).

3. El campo v es umbilico paralelo.

4. El campo v es umbilico con curvatura constante.

— En las Observaciones 5.10, 5.18 y 5.16 se hace notar que estos resultados,
formulados para superficies en R™, son vdlidos en general para un espacio
ambiente de curvatura constante.

e En los Apéndices A y B presentamos algunos conceptos bdsicos de la materia.
Nos hemos basado, para el Apéndice A, (al igual que la Secc. 8.1) en Dacjzer et
al. [13], y para, el Apéndice B en T. J. Willmore [55]. En el Apéndice B hace-
mos una presentacion conjunta del marco movil y conexiones que puede tener
alguna utilidad diddctica, pues definimos ahi, el marco movil en términos de
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la conerion Riemanniana de la variedad y reciprocamente dado un referencial
movil con sus leyes de cambio, se muestra como expresar a partir de éste la
conezion. Esto nos permite en la representacion de los conceptos de curvatu-
ra y torsion y las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci de las subvariedades,

establecer la transicion de un lenguaje a otro.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Lineas de curvatura principal y puntos umbilicos.

Presentamos enseguida de manera breve, algunos temas que constituyen las raices
de nuestro trabajo en la geometria diferencial cldsica. Una presentacién tradicional
de este material, enriquecida con excelentes notas histéricas, puede encontrarse en el
clasico libro de D. J. Struik [53]; por otra parte, un tratamiento moderno y adecuado a
nuestros propdsitos se puede encontrar en M. Do Carmo, [16] y [15] , W. Klingenberg
[30] y M. Spivak[52].

Sea M una superficie inmersa en R® y p un punto de M. Las secciones normales
en p son las curvas en las que intersectan a la superficie los planos que contienen
la recta normal a ésta en p. Al rotar uno de estos planos en torno de la recta
normal, obtenemos todas las secciones normales del punto. En general la curvatura
de las secciones normales varia en el curso de la rotacién y tiene un valor maximo
y uno minimo que se denominan curvaturas principales en el punto. Las direcciones
tangentes correspondientes son llamadas las direcciones principales. Se puede mostrar
que las direcciones principales son mutuamente ortogonales fuera de los puntos donde
las curvaturas principales coinciden.

Fuera de tales puntos, las direcciones principales definen dos campos de direcciones
mutuamente ortogonales que son los campos de direcciones principales. La integracion
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de estos campos permite encontrar las curvas en la superficie cuyas direcciones tan-
gentes son las direcciones principales; es decir las lineas de curvatura principal. Se
obtienen asi dos familias de curvas ortogonales, cuyas direcciones tangentes son las
direcciones en las cuales la superficie se curva de manera extrema.

Los puntos en los cuales las curvaturas principales coinciden; es decir, donde las
curvaturas de todas las secciones normales son iguales se llaman puntos umbilicos de
la superficie. Un ejemplo obvio de una superficie que consiste solamente de puntos
umbilicos es la esfera. De hecho, las esferas y los planos son las tnicas superficies
completas en R? enteramente formadas por puntos umbilicos. En general, los puntos
umbilicos de una superficie son aislados. Los puntos umbilicos son exactamente las
singularidades de los campos de direcciones principales.

El par (familias de lineas de curvatura principal, puntos umbilicos) constituye la con-
figuracion principal de la superficie. El estudio de las configuraciones principales,
aunque aplicado a superficies particulares como el elipsoide, se remonta a las con-
tribuciones de Monge y Dupin (1795). Este estudio es de especial interés en torno de
los puntos umbilicos aislados y la clasificacion de las configuraciones correspondientes
obtenida por G. Darboux [14, (1896)] ocupa un lugar destacado en la teoria de las
superficies. En un marco més general, la descripcién de las configuraciones principales
ha sido desarrollada recientemente usando los métodos de la teoria cualitativa de los
sistemas dinamicos, como puede verse en los importantes resultados de J. Sotomayor
y C. Gutiérrez, [50, (1982)] , [51, (1985)] y [24, ( 1991)].

Haremos la descripcién matemaética de las superficies y en particular de los con-
ceptos geométricos anteriores, en términos de la primera y segunda formas fundamen-
tales.

La primera forma fundamental I especifica la métrica de la superficie inducida por
el espacio ambiente. Por otra parte la segunda forma fundamental II en cada punto
p de la superficie M C R? es la forma bilineal definida por

II (p) (v,w) = — (DN (p)v,w),

donde N es la aplicacién normal de Gauss, DN su diferencial y v,w pertenecen a
Tp,M, el espacio tangente a M en p. Esta forma bilineal es simétrica, por lo que el
operador —DN(p) : TM — TM es autoadjunto. S = —DN es llamado el operador
de forma de la superficie.

La segunda forma fundamental en cada punto p esta relacionada con la posicién que
guarda la superficie con respecto al plano tangente en el punto. Por ejemplo si la
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forma cuadratica asociada a IT (p) es definida positiva, entonces en una vecindad de
p la superficie esta de un mismo lado del plano tangente y en este caso se dice que el
punto es eliptico y 11 (p) determina un paraboloide osculador. Si I7 (p) es definida
negativa, p es un punto de silla, y la superficie se sitiia en ambos lados del plano
tangente y I] (p) determina un hiperboloide osculador, en el caso restante el punto p
es un punto parabdlico.

La ecuacién de Olinde Rodrigues:
(DN + kl;)v =0,

donde I; es la identidad, caracteriza las direcciones principales v, asi como las curvat-
uras principales k correspondientes. Asi, las direcciones principales corresponden a
los autoespacios del operador de forma y los autovalores correspondientes son las cur-
vaturas principales. En términos de las formas fundamentales, la ecuacién de Olinde
Rodrigues se puede escribir como

II =kl.

Aunque las curvaturas principales requieren de las dos formas fundamentales para
su definicién es notable que el producto de ellas, la curvatura de Gauss, dependa
solamente de la primera forma fundamental; es decir, solamente de la métrica de la
superficie. Esto es precisamente lo que establece el Teorema egregium de Gauss.

2.2 Lineas de curvatura principal respecto a un
campo normal en R%.

Para una superficie M inmersa en R", la segunda forma fundamental /7 estéd dada por
la diferencia entre la conexién del ambiente y la conexién inducida en la superficie;
por la férmula de Gauss (Seccién 3.1):

VxY =VxY +1I(X,)Y).

Observe que la segunda forma fundamental es una aplicacién bilineal y simétrica
definida en el haz tangente y tomando valores en el haz normal (Seccién 3.1).

Proyectando /1 en la direccién de un campo normal unitario v, obtenemos /I, una
forma (con valores reales) bilineal y simétrica. Esta es la segunda forma fundamental
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de la superficie con respecto a v y denotamos el operador autoadjunto asociado por
Sy: el operador de forma de M con respecto al campo v (Apéndice A.1).

De manera similar al caso de las superficies inmersas en R®, se definen los campos de
direcciones principales con respecto a v, como los dos campos de direcciones que son
los autoespacios de S,; y sus lineas integrales como las v-lineas de curvatura principal.
Los puntos singulares de estos campos de direcciones son los puntos v-umbilicos. Las
v-curvaturas y v-direcciones de curvatura estan ahora dadas por la ecuacién

Il, = ki,

similar a la ecuaciéon de Olinde Rodrigues y que escrita en coordenadas nos da las
ecuaciones de las v-lineas de curvatura (2.5).

2.3 Ecuaciones de v-lineas de curvatura.

Sea M una superficie suave de clase C*, k > 3, orientada, inmersa en R®, n > 3. Sean
x(M) y x(M)* los espacios de campos vectoriales diferenciables, tangente y normal
respectivamente.

La conexién Riemanniana de R™ la denotemos por V. Dados los campos X, Y
en x(M), sean X, Y extensiones a R™ locales. La conexién Riemanniana sobre
M esta bien definida por la componente tangente de la conexién riemanniana de
R*: VxY = (VgY)T. Dado un campo vectorial normal ¢ la componente normal
de Vz&: V& = (Vg€)* define en NM una conexién compatible con la métrica (ver
Apéndice A.1).

La segunda forma fundamental de M es la aplicacion:
a: x(M) x x(M) = (x(M))*, a(X,Y) = VY - VxY,
esta aplicacion esta bien definida, es simétrica y bilineal.
Sipe M yve (T,M)*, v+#0, definimos la aplicacién:
L: T,M xT,M - R, [,(X,Y) = (a(X,Y),v).

La cual es también simétrica y bilineal.
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La sequnda forma fundamental de M en p esta asociada a la forma cuadrética,
11, : T,M - R, I,(X) =1,(X,X).
El operador de forma es
S, : T,M — T,M, S,(X)=—(Vgd)T, (2.1)

donde 7 es una extensién local en p a R™ del campo vectorial » y T denota la
componente tangente. Este operador es bilineal, autoadjunto y para todo X, Y €
T,M satisface la ecuacién:

(S,(X),Y) =L(X,Y).
De aqui que la segunda forma fundamental puede expresarse por:
I1,(X) = (5,(X), X). (2:2)

Para cada p € M existe una base ortonormal de autovectores de S, en T,M. Los
autovalores de S, son las v-curvaturas principales. El punto p es v-umbilico si las
v-curvaturas principales son iguales. Sea U, el conjunto de v-umbilicos en M; para
todo p € M'\U, hay dos direcciones v-principales definidas por los autovectores de S,,
estos campos de direcciones son diferenciables e integrables, por lo que sus integrales
definen dos familias de curvas ortogonales que se denominan v-lineas de curvatura
principal, una de curvatura maximal y la otra de curvatura minimal. Los puntos
v-umbilicos son las singularidades de estas familias de curvas. Si U, = M decimos
que la superficie M es v-umbilica.

Las dos foliaciones ortogonales junto con los puntos v-umbilicos como sus singulari-
dades forman la v-configuracién principal de M, P, = (L,,1,,U,).

La ecuacién diferencial que define la v-configuracién principal es

Su(€(2)) = Me(t))e'(2). (2.3)

Coordenadas isotérmicas. Un sistema de coordenadas locales (u,v) en un abierto
U de una superficie M se llama sistema de coordenadas isotérmico si podemos escribir
la métrica ds? = \(du? + dv?) para alguna funcién A positiva y C*® en U .
Las coordenadas locales (u,v) definidas en un abierto U C M siendo E, F, G los
coeficientes de la primera forma fundamental en estas coordenadas, son isotérmicas
siysélosi: E=Gy F =0, obien (9,,0,) = (0, 0y) ¥ (Ou,0y) = 0 ([52]).
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Respecto a las coordenadas isotérmicas se tiene el siguiente importante teorema:

Teorema de existencia de coordenadas isotérmicas. Toda superficie diferen-
ciable se puede cubrir con sistemas de coordenadas isotérmicos.
Para una prueba del teorema ver: ([11]).

Ecuaciones de las v-lineas de curvatura en coordenadas. Obtenemos aqui las
ecuaciones de las v-lineas de curvatura en coordenadas.

Sea U C M un abierto donde estén definidas las coordenadas locales (u,v) y sean
E, F, G los coeficientes de la primera forma fundamental en estas coordenadas. Los
coeficientes de la v-segunda forma fundamental son

Sea U C M un abierto donde estén definidas las coordenadas locales (u,v) y sean
E, F, G los coeficientes de la primera forma fundamental en estas coordenadas. Los
coeficientes de la v-segunda forma fundamental son

e = IL(8,) = —(a(0y,04),V),
fv = _<a(6u= Bv): V) = _<a(8v! au)! U), (24)
gy = JL(8) = —(a(0y,0p), V),

donde 8, =2 y 8, = 2.
La ecuacién (2.3) de lineas de curvatura tiene la siguiente forma en coordenadas
(f,E — e,F)du® + (9,E — €,G)dudv + (g, F — f,G)dv? = 0. (2.5)

donde:
Si esta carta coordenada es isotérmica: E = G = A2, F = 0. Por lo que esta
ecuacion se reduce a

fodu® + (g, — e,)dudv — f,dv® = 0. (2.6)

2.4 Superficies v-umbilicas.

Una superficie v-umbilica en R™, n > 4, es aquélla para la cual todos sus puntos son
v-umbilicos; es decir, singularidades de las lineas v-principales. En este caso, asociada
a v hay una funcién de curvatura ) definida en la superficie, a la que denominamos
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v-curvatura. Una superficie se dice totalmente umbilica si es v-umbilica para todo
campo v normal. Se sabe Spivak [52], que una superficie en R* es totalmente umbilica
con la misma curvatura para toda direccion normal si y sélo si es una esfera: {z €
RY ||| z — 2o ||= 7} NR3 para algin zo € R* y r > 0.

De manera similar se define una subvariedad v-umbilica. Varias propiedades de sub-
variedades v-umbilicas han sido estudiadas por B. Y. Chen y K. Yano [6], [7] y [8]. Se
prueba en [6] que una superficie inmersa en R* es hiperesférica (‘es decir, contenida en
una hiperesfera) si y sélo si es v-umbilica para algin campo normal v cuya curvatura
principal es una constante distinta de cero. Por otra parte M. C. Romero-Fuster y F.
Sanchez-Bringas establecen en [44] interesantes relaciones entre las lineas asintéticas,
v-umbilicidad y esfericidad de una superficie en R*.

2.5 Direcciones asintéticas y campos binormales.

Enseguida hacemos una breve revision de algunas definiciones y propiedades bésicas
de los campos de vectores binormales y sus direcciones asintéticas correspondientes
para superficies inmersas en R*. Estos conceptos fueron formulados por primera vez
en [32] y [34]. Nos hemos basado en estas referencias para exponer este tema.

Direcciones asintéticas, puntos de inflexion y la elipse de curvatura. Sea
¢ : M — R* un encaje de una superficie M y sea M = ¢(M). Dado p € M, considere
el circulo unitario en T,M parametrizado por el dngulo 6 € [0, 27r]. Denote por 7 la
curva obtenida de intersectar M con el hiperplano que pasa por p, compuesto por la
suma directa del plano normal N,M y la recta en la direccién tangente representada
por 6. Esta curva se llama seccion normal de M en p en la direccion 6.

El vector de curvatura 1(0) de g en p es la proyeccién en N,M del vector ~, en otras
palabras 7(0) = ap(y,7,) donde a es la segunda forma fundamental con valores en
NM. Variando @ de 0 a 2m, este vector describe una elipse en N, M con centro en el
vector de curvatura media llamada la elipse de curvatura de M en p.

Observe que la elipse de curvatura es la imagen del circulo unitario en T, M : | X| =1,
bajo la aplicacién X — a(X, X).

En efecto, sea (U, ¢) una carta coordenada de M donde estd definido un referencial
ortonormal adaptado {Xj, X2, X3, X4}, es decir X; y X, son tangentes y X3, X4
son normales. Los coeficientes de la segunda forma fundamental en la direccién X;,
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(¢ = 3,4) son (2.4):

€ = II,_(Xl) = —(a(Xl,Xl),Xg),
ft' == _(a(XI:X‘Z)aXi> "‘(Q’(Xz,Xl),X,;),
g = II,,(XQ) = —(C!(Xg,Xg),X,-).

Si X (0) es el vector unitario en la direcciéon de 7, y escribimos X = X(f) = cosf
o
X1+ sen @ X, entonces
n(d) = op(X,X)
= (e;cos?60 + 2f; cosf sen 0 + g; sen® ) Xs +
(e cos® 0 + 2, cos @ sen 6 + go sen® ) X

—

= (z(e1 — g1)cos26 + fisen20) X3 +

— b

(5(62 — go) cos 20 + fp sen 260) X4 + H,
donde H es el vector de curvatura media en p :
1 1
H= 5(61 + 91)X3 + 5(62 + 92)X4

Los puntos p en M se clasifican en hiperbélicos, parabélicos o elipticos, de acuerdo
a si p se encuentra: fuera, sobre o dentro de la elipse de curvatura respectivamente.
Cuando la elipse de curvatura degenera en un segmento, el punto se denomina punto
semiumbilico. En particular cuando el segmento es radial desde p, es conocido como
punto de inflerion de la superficie. El punto de inflexién es de tipo real cuando p
pertenece a la elipse de curvatura, y de tipo imaginario en caso contrario. Una direc-
cién 6 en T, M para la cual %g y 1() son paralelos se denomina direccion asintdtica.

Puntos semiumbilicos y curvatura normal. Considere el referencial ortonormal
sobre M, {X; = gau—, Xy = %, X3 =v, X4 = vt} las 1-formas duales {w;, ws, w3, ws}
y {wi;}; =1 las formas de conexién correspondientes (Apéndice B.1).

Tenemos las siguientes expresiones (Apéndice B.3)

wiz = exywr + fx;ws, (2.7)
wes = fxsw1+ gx,we,
wiy = exw + fx,wo,
wy = [x,w+ gx,wa.

La curvatura de Gauss K es la curvatura correspondiente al haz tangente de M y
se obtiene de la férmula dw;s = —Kw; Aws (Apéndice B.3). Por otro lado la curvatura
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normal K~ se obtiene de la expresién relativa a la forma de curvatura del haz normal
de M: dwss = —K*w; A wy, que es la ecuacién de Ricci en términos del referencial
mévil (Apéndice B.3). La funcién K+ es un miiltiplo del elemento de 4rea de M. De
hecho, puede verse en (Little [32], p. 266) que:

1 ;
E'an L(p)| = Area de la elipse de curvatura en p.

Se sigue que un punto p € M es semiumbilico si y sélo si K*(p) = 0. Una superficie
M inmersa en R* es totalmente semiumbilica si todos sus puntos son semiumbilicos.
Esto es equivalente a decir que la curvatura normal es cero en todo M, o también, que
M admite un campo normal paralelo. Las superficies totalmente semiumbilicas estan
caracterizadas por tener campos de lineas asintdticas ortogonales [44]. Un caso par-
ticular de superficies totalmente semiumbilicas es el de las superficies desarrollables.

Puntos hiperbdlicos, parabdlicos y elipticos en términos del invariante A.
Existe un invariante A en M que se define como sigue: Escribimos e = uX; +vX5 y
consideramos (de, X3) A (de, X4). Tenemos que de = udX; + duX; + vdXs + dvXs.
Por lo que (de, X3) = wwy3 + vwss v (de, X4) = wwi4 + vwoy. Tomando en cuenta que
W13, We3, W14 Y Woq pueden ponerse en términos de la base {wy,w,} del dual de T,M;
obtenemos

(de, X3) A (de, X4) = 6 (u,v) wy A wp

Entonces la funciéon A estd dada por A (u,v) = det 6 (u,v).
El determinante det ¢ (u, v) se expresa en términos de los coeficientes de la segunda
forma fundamental (e;, f;, g;), ¢ = 1,2 como:

e1 f ;1 O

| e fo92 0
& fp)= 0 es i ;v |’

0 e fo 9

Puede mostrarse que A (p) es > 0,= 0, o < 0 si p es eliptico, parabélico o hiperbélico
respectivamente. También puede verificarse que la funciéon A toma valores negativos
en los puntos semiumbilicos y se anula en los puntos de inflexién. Las superficies
semiumbilicas fueron caracterizadas por Little [32] como aquellas para las cuales las
funciones A, K+ y K se anulan en todas partes.
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Campos binormales. Sea ¢ : M — R? una inmersién isométrica de una superficie
M y sea M = ¢(M). Dado un vector 7 normal unitario a M en un punto p, la
funcién altura h, definida en M asociada a 7 estd definida por h, (z) = (n,¢(z)).
Como dhy, (z)v = (n,d¢ (x) v) la funcién h, tiene una singularidad en p. En el caso
en que esta singularidad sea degenerada (que la funcién altura no sea de Morse),
decimos que 7 define una direccion binormal para M en p. La razén de este nombre
es la analogia que hay con las curvas, donde la direccién binormal en un punto es
precisamente la direccién cuya funcién altura tiene una singularidad degenerada en
el punto. De hecho, se dice que el hiperplano H, ortogonal a 7 tiene contacto de
orden superior con M en p si h, tiene una singularidad degenerada, en este caso se
denomina a H,, hiperplano osculador similar al plano osculador de las curvas.

Puede verse ([36], Lema 4) que una direccion 0 es asintética en p si y sélo si 0
se encuentra en el nicleo de la Hessiana de alguna funcion altura h, en p donde n
es una direccion binormal. En este caso decimos que 6 es una direccion asociada a la
direccion binormal 1 en p.

Se ha mostrado en [34], que si: A(p) <0, = 0 o > 0, existen exactamente dos

direcciones binormales, una direccion o ninguna, respectivamente. Por eso la superfi-
cie tiene ezactamente dos binormales en los puntos hiperbolicos y semiumbilicos, una
binormal en los puntos parabdlicos y de inflexion y ninguna binormal en los puntos
elipticos.
Ejemplos de superficies que no tienen vector binormal en ningin punto, son las su-
perficies minimas en R* (superficies con vector de curvatura media nulo). En el otro
extremo estan las superficies localmente convezas en R*, que son las superficies que
en cada punto tienen un hiperplano de soporte, es decir la superficie esta localmente
situada de un sélo lado del plano generado por el plano tangente y una direccién
normal) , que son ejemplos de superficies con vector binormal en cada uno de sus
puntos.

Para las superficies semiumbilicas las funciones A, K+ y K se anulan en todas
partes. En este caso, aunque la curvatura es nula, el hecho de que A es cero implica
que eziste una inica binormal en todo punto de la superficie.

En [44] se prueban ciertas equivalencias interesantes a la nocién de v-umbilicidad:

e M tiene dos campos de direcciones asintéticas globalmente definidos si y sélo
si es v-umbilica para un campo normal v definido en todo M.

e M es v-umbilica para algin campo normal v globalmente definido en M si y
s6lo si M esta totalmente constituido de puntos semiumbilicos.
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e M es hiperesférica si y sélo si es v-umbilica para algtin campo unitario normal
v definido en M cuya curvatura principal asociada A es una constante distinta
de cero.

Estos resultados nos dan una interpretacion geométrica de la propiedad de v-umbilicidad
(ver Seccién 2.4) en el caso en que el espacio ambiente es de dimensién 4. Las su-
perficies en las conclusiones de los teoremas del capitulo 5 (Observacién 5.21) son
superficies v-umbilicas y tienen en particular estas propiedades.
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Capitulo 3

Condiciones sobre la segunda
forma fundamental

La diferencia mencionada entre los dos contextos de lineas de curvatura en lo que
respecta a la conjetura de Loewner nos conduce a estudiar condiciones bajo las cuales
exista una inmersién que aplique configuraciones de v-lineas de curvatura de una
superficie inmersa en R™ en configuraciones de lineas de curvatura de una superficie
de R3. Debe existir no solamente una isometria de la superficie con su imagen, sino
ademas una aplicacion que lleve la segunda forma fundamental en la direccién v en
la segunda forma fundamental de la superficie imagen.

El Teorema fundamental de las inmersiones (TFI), (ver: Apéndice A.4), afirma que
dados:

e Una variedad Riemanniana simplemente conexa M, de dimensién n,

e un haz vectorial Riemanniano 7 : E — M de rango p con conexién compatible

v,

e una seccion simétrica o del haz Hom(TM x T M, E)
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y definiendo para cada seccién local £ de E la aplicacion Sg : TM — T'M por:
(SEX: Y) = <O.’ (X! Y) :E)s X:Y € TM:

entonces;

si a y V' satisfacen las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci para el caso de curvatura
constante ¢ (donde a y V' desempenan el papel de la segunda forma fundamental y
el de la conexién normal en estas ecuaciones respectivamente),

existe una inmersién isométrica f : M — Q"*? y un isomorfismo de haces f:E—
TM+ alo largo de f, tal que para todo X,Y € TM y cualquier £, 7 secciones locales
de FE se tiene:

(f(©), f()=(&n)
fa(X,Y)=a(X,Y)
fV%E=V%f(€).

Donde Q77 denota el espacio de curvatura constante c, igual a R™*9, o la esfera S™*+9
o H"*? dependiendo de si ¢ = 0 o ¢ > 0 o ¢ < 0 respectivamente.

Note que es natural la hipétesis de que se satisfagan las ecuaciones de Gauss, Codazzi
y Ricci, pues éstas son satisfechas por una subvariedad M C Q7.

En la hipétesis del teorema se requiere que la variedad M sea simplemente conexa,
la razén de ello es que la prueba (ver [13] para el caso ¢ = 0, seccién 1.5) se hace una
construccién inicial donde un conjunto de vectores normales unitarios de TM @ E en
un punto, se extiende a un marco ortonormal global y esto es posible hacerlo si el
tensor curvatura del haz es cero y la variedad simplemente conexa.

En la Seccién 3.1 aplicaremos el TFI (con n = 3, p =1y ¢ = 0) al haz vectorial de
rango uno v, cuya fibra en cada punto p € M, es la recta normal en la direccién de
v(p). Consideramos este haz con la métrica inducida por R* y la seccién simétrica bi-
lineal & del haz Hom(T'M x T'M, i) es la proyeccién de la segunda forma fundamental
de M.

Quedarén asi definidos los objetos (métrica, conexién y la seccién simétrica bilineal)
que permiten formular las ecuaciones de Gauss y Codazzi (Seccién 3.2) que requiere
el TF1 (la ecuacién de Ricci no es necesaria si n = 4). Al final de la Seccién 3.2 se
define, el que la superficie M de R* sea v-inmersible en R?, en términos de 7 (por
medio de la existencia de aplicaciones f y f como en las conclusiones del TFI).

Consideramos la suma de Whitney de TM y v: E, = TM &v, R, el tensor de cur-
vatura determinado por la métrica (suma ortogonal de las métricas correspondientes).
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Para una superficie M C R3, se tiene que R, = 0; considerando E, = TM & NM
y 1 el campo unitario normal; entonces una condicién necesaria para que M de R*
sea v-inmersible en R® serd que R, se anule. El hecho de esta condicién es también
suficiente se expone en la Observacién 3.2 y es consecuencia de que la anulacién de
R, conduce a las ecuaciones de Gauss y Codazzi que requiere el TFI.

En la Seccién 3.3 en la Proposicién Principal 3.6 obtenemos de las ecuaciones de
Gauss y Codazzi para M C R%, dos condiciones sobre la segunda forma fundamental
de la superficie, equivalentes a que E, satisfaga las ecuaciones de Gauss y Codazzi
del haz E, con ¢ = 0. Del TFI se sigue que estas condiciones equivalen a que la
superficie sea v-inmersible en R3. Por lo tanto de ka Proposicién Principal 3.6 y
del TFI, tendremos que las condiciones son equivalentes a la v-inmersibilidad de la
superficie (Corolario 3.7). En la Proposicién 3.8 se expresan estas condiciones en
términos de la anulacién de las componentes del tensor R,(X,Y) en las direcciones:
TM y v.

En el caso de una superficie en R* las condiciones adquieren un significado espe-
cial, segin se trata en el Capitulo 4 y en la Seccién 3.4. En la Seccién 3.4 se prueba
que si el campo normal v no es paralelo, la condicién v-Codazzi implica la condicién
v-Gauss. Mas atn en esta seccién la condicién v-Codazzi se consigue expresar de
una manera mas compacta (Proposicién 3.15 y Corolario 3.18) y se derivan intere-
santes conclusiones acerca de la geometria de las superficies (desarrolladas con mayor
amplitud en [19], por otra parte en el Capitulo 4 se veran algunas propiedades para
superficies en R* en relacién a la condicién v-Gauss).

En la Seccién 3.5; Proposicién 3.19 y Teorema 3.22 se generalizan los conceptos
anteriores a subvariedades de espacios de curvatura constante y la v-inmersién a la V-
inmersién con respecto de un subhaz V' del haz normal NM de M. En la Proposicién
3.27 se expresan las condiciones V-Gauss, V-Codazzi y V-Ricci, en términos del marco
moévil de Cartan.

3.1 Haz vectorial en la direccion de v.

Sea M C R™ una superficie, v un campo vectorial normal con segunda forma funda-
mental o y S, su operador de forma en la direccién v (Apéndice A.1).

Sea {Xj,..., X,} un referencial ortonormal unitario de R", donde {X;, X;} son
tangentes a M, en una carta coordenada y X;, i = 3,...,n son normales. Deno-
taremos v = X3, en el caso particular de n = 4 usaremos la notacién v+ = X4 y
a(X,Y)=0L,(X,Y)v +1,.(X,Y)v' para la segunda forma fundamental.
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Consideremos el haz vectorial de rango uno 7 : # — M, cuya fibra en p € M es la
linea normal en la direccién v(p).

Sea V la conexién, dada por la proyeccién sobre i de la conezién V de R” restringida
a U, a saber:

€7x7}' = <-v_xﬂ, V)”:
paran€ vy X € TM.

U es un haz vectorial Riemanniano con la métrica inducida por la métrica estdndar
de R™ y la conexién V es compatible con la métrica.

Sea & la seccién simétrica del haz vectorial
p:Hom (TM x TM,v) - M,

dada por
&(X,Y)=U(X,Y)v
donde
o X,Y) =UX, Y+ > k(X V)X,
k>4
VED.

Formamos ahora la suma de Whitney de los haces vectoriales TM y i: E, =
TM & v, donde la métrica sobre E, es la suma ortogonal de las métricas de TM
y v. Esta métrica determina una conexién V' compatible con E, que se puede ex-
presar por las siguientes féormula (similares a las férmulas de Gauss y Weingarten
de una subvariedad y que permiten continuar con la similitud de estos haces con las
subvariedades Riemannianas, ver Apéndice Al):

Y = VxY+a(X,Y),X,YeTM, (3.1)
Y6 = —SeX+Vx€& XeTM,E€D.
Donde V es la conexién de Levi-Civita sobre M correspondiente a la métrica inducida
por el ambiente.

El tensor de curvatura de E, es:
R,(X,Y)n=VxVyn—VyVin—Vixyn
X, YeTM,neTM & .
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3.2 Ecuaciones de Gauss y Codazzi del haz.

La primera ecuacién en la definicién de V' (3.1), es similar formalmente a la férmula
de Gauss para subvariedades en (A.1), con V' en el papel de la conexién ambiente
y @ en el lugar de a. Por otra parte la segunda ecuacién en (3.1), es similar a la
férmula de Weingarten (ec. A.2) y V corresponde a VL.

Considerando esta similitud, aprovechamos el calculo usual del tensor de curvatura
para subvariedades (por ejemplo en [13], p. 4) y de esta manera obtenemos las
ecuaciones de Gauss y Codazzi de E,,:

Ecuacién G de E,:
(R(X,Y) Z, W) = <RV (X,Y) Z, W) ¥ (6: (X= W) =&(Y: Z)) - (&(Xv Z) 1&(Ys W))a

donde X,Y,Z,W € TM y R es el tensor de curvatura de M.
Ecuacion C de E,:
(R, (X,Y)2)* = (Vx&) (v,2) - (Vv&) (X, 2),
donde X,Y,Z € TM y “1” denota la componente en la direccién v en TM & D.
(Vxa) (v,2) = Vxa (¥, 2) - &(VxY, 2) - &(Y, VxZ).
O bien la otra forma de la ecuacién de Codazzi
(R, (X,Y) )" = Vy (8X) — Vx (5Y),

donde “7” significa aqui, tomar la componente de TM en TM & v, X,Y € TM y
EeD.

En las hipétesis del TFI (en el caso que estamos usando) se pide que se satisfagan
las ecuaciones de Gauss y Codazzi para curvatura ambiente cero (Apéndice A.2). Si
M C R3 estas ecuaciones se satisfacen naturalmente para E, = TM & NM, siendo &
la segunda forma fundamental y NM es el haz normal de rango uno. Ademés note
que en este caso: R, =0.

Definicién 3.1 Si R, = 0 en las ecuaciones G y C anteriores, obtenemos las ecua-
ciones de Gauss y Codazzi de E, que formalmente corresponden al caso de curvatura
cero del ambiente de una subvariedad (Apéndice A.2) y que nombraremos en adelante
simplemente ecuaciones de Gauss y Codazzi de E,,.
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Ecuacion de Gauss de E, :
(R(X,Y)Z,W) =(a(X,W),a(Y,2)) —(a(X,2),a(Y,W)), (3.2)
donde X,Y,Z,W € TM y R es el tensor de curvatura de M.

Ecuacion de Codazzi de E, :
(?‘/Xa) Y, 2) - (?ya) (X.2)=0, (3.3)

donde X,Y,Z € TM y por definicién,
(vxa) (Y, Z) = Vxa(Y,Z) — &(VxY,Z) — a(Y,VxZ).

De manera similar se obtiene la otra forma de la ecuacién de Codazzi

Vy (SeX) — Vx (SeY) = 0. (3.4)

Observacion 3.2: De hecho R, = 0 es equivalente a que se satisfagan las ecua-
ciones de Gauss y Codazzi de E, (3.2 y 3.3), pues si las ecuaciones 3.2 y 3.3 se
satisfacen, sigue de las ecuaciones G y C que R, = 0. Por lo tanto del TFI tenemos
que la anulacion de R, equivale a la v-inmersibilidad de M.

Tenemos los elementos para dar la siguiente definicién de la inmersién que estamos
requiriendo.

Definicién 3.3 Diremos que una superficie M de R* es v-inmersible en R? si y sélo
si eriste una inmersion isométrica f de M en R® y un isomorfismo de haces f a
lo largo de f (Apéndice A.3) entre E, y Tf(M) ® Tf(M)* en R® que aplique ¥
en el haz normal de la imagen Tf(M)*+ y & en la seqgunda forma fundamental de
f(M) Cc R3.

El TFI afirma que las ecuaciones 3.2, 3.3 y 3.4 son necesarias y suficientes para
que una superficie M de R* sea v-inmersible en R3. Estableceremos dos condiciones
equivalentes a estas ecuaciones respectivamente, que llamaremos condiciones v- Gauss
y v-Codazzi que nos permitirdn verificar la v-inmersibilidad directamente de la se-
gunda forma fundamental de M. En los siguientes capitulos haremos uso frecuente
de estas ecuaciones.
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3.3 Condiciones de v-inmersibilidad.

En la Proposicién Principal 3.6 establecemos dos ecuaciones equivalentes a las ecua-
ciones de Gauss y Codazzi del haz F,: las condiciones v-Gauss y v-Codazzi. Estas
dos condiciones seran esenciales en los siguientes capitulos.

Probaremos enseguida unos lemas que usaremos en la prueba de la Proposicion 3.6.

Primero formulamos una expresion para las ecuaciones de Gauss y Codazzi de
E, 3.2, y 8.3 (Definicién 3.1) en términos de la segunda forma fundamental en la
direccién de v.

Lema 3.4 Las ecuaciones de Gauss y Codazzi del haz E, tienen la siguiente expre-
ston:
<R (Xa Y) Z, W) == (IU(XS W)? Il"IEI(Y’! Z)> - (EV(X! Z)s EV()/! W))
Y,
XLY,2)-YUL(X,2)-1(X,Y],2)+.(X,VyZ) - 1,(Y,VxZ) =0,

respectivamente, donde X,Y,Z,W € TM, R denota la curvatura de M respecto a V
y a(X,Y)=L(X,Y).

Demostraciéon. Obtenemos enseguida una expresién para la ecuacién de Gauss del
haz E,.

(R(X,Y)Z,W> = (&(X,W),&(KZ))—<&(X,Z),&(Y,W)>
= (L(X, W)y, L(Y,Z)v) — (l,(X, Z)v,1,(Y,W)v)
= (L(X,W),L(Y,2)) - (L(X,2),L(Y,W)),

De aqui que podemos escribir la ecuacién 3.2 como

(R (X! Y) Z, W) = (Iv(Xa W),l,,(Y, Z)) = (Iu(Xs Z)alu(Ya W))

La ecuacién 3.3 es (Definicién 3.1)

('@xa) (Y, Z) = (\?Y&) (X, Z)
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donde,
(ﬁxa) (Y,2) = Vx&a(Y,Z)-&VxY,Z) - a(Y,VxZ)
(vya) (X,2) = Vpb(X,2) = &VeX,2) = &(X, VL)

Vamos a obtener una expresién de la ecuacién en términos de la segunda forma
fundamental de M. Substituyendo & y V, obtenemos,

Vj;’(zu(ya Z)y) - l!u(vXY: Z)V - (E,,(Y, VXZ)) v
= Vi (L(X,2)W) - L(VyX,2Z)v — (L(X,VyZ)) v

Considerando que
VLY, Z)v =X (1,(Y,2) v +1,(Y, Z)Vxv
se tiene:
(ﬁxa) (Y, Z2) - (ﬁya) (X 2)=
XY, 2)v+1(Y,Z)Viv —1,(VxY,Z)v — (1,(Y,VxZ)) v
—Y (L(X,2)v+1,(X,2)Vyv —1,(VyX, Z)v — (I,(X,VyZ))v)
Observe que (Vyv,v) = 0, por lo que Vv es ortogonal a v, de donde se obtiene,

X L(Y,2) -Y (L(X,2)) +L(VyX, Z) -
LIVEY, Z) + (X, ViZ) — LY, V%)
= 0.

Por lo que la ecuacién 3.3 equivale a la igualdad
XWLY,2)-Y(U(X,2)-1(X,Y),2) - L(Y,VxZ) + 1,(X,VyZ) = 0.

Lema 3.5 Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Lu(X, Z)(Vsvt,v) + 1. (Y, 2)(Viv,vt) = 0, para todo X,Y,Z € TM.
2. S, ((Vxy,vh)Y + (Vv v)X) =0, para todo X,Y € TM.
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Demostracién. El resultado se sigue de las siguientes ecuaciones,

Li(X,Z)(Vyrt,v) + Lo (Y, 2)(Vxy,vt)
<VYV V)(Q(X Z) >+ (vXVs )( (Y1 Z)svl)
= (V)8 X + (Vv v1)S,.Y, Z).

Lema 3.6 Cada condicion del lema anterior es equivalente a la siguiente expresion
de la ecuacion de Codazzi de E, (ver Lema 8.8),

XY, 2)) =Y (L(X, 2)) = L(X,Y],2) + (Y, VxZ) = L(X, Vy Z),
para todo X,Y,Z € TM.
Demostracién. Considere la ecuacién de Codazzi de M en R* (A.4, Apéndice A.2),
(V4a) (v,2) = (Vha) (X, 2),
donde,

(Vxa) (Y, 2) = VxalY,Z) - a(VxY,Z) - a(Y,VxZ),
(Vya) (X,2) = Vya(X,Z2)-a(VyX,Z) - a(X,VyZ).

Poniendo a(X,Y) = I(X,Y)v +1,.(X,Y)vt, v € I y tomando la componente en la
direccién de v en la ecuacién de Codazzi de M, obtenemos

(VL (LY, Z)v +L,.(Y, Z)0*) ,v) = L,(VxY, Z) = 1,(Y, Vx Z) =
(V$ (W(X, Z)v + 1,1 (X, 2)vY) ,v) — L(Vy X, Z) - 1,(X, Vy Z)

considerando que
VxW(Y,Z)v) = X (L,(Y,Z))v+1,(Y, Z)Vxv
y andlogamente
Vi (Y, ZWwh) = X (1o (Y, Z)) vt + 1,0 (Y, Z) Vit
se obtiene

(Vx WY, 2)v + 1,1 (Y, Z)v) ,v) = X (LY, Z)) + 1. (Y, 2)(VxvT,v),
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substituyendo en la ecuacién de Codazzi, obtenemos

X (L(Y,2))-Y (L(X,2) +
Lo (Y, 2)(Viut, vy — La (X, 2)(Vivt, v)
= L(X,Y],2) + (Y, Vx2) = L(X,Vy2).

Finalmente como la conexién normal es compatible con la métrica,

Lo (Y, Z2)/(Vivt,v) — Lo (X, Z2)(Vivt, v)
= Lo (Y, 2)(VErt,v) + Lo (X, 2)(Viv, vt),

y tenemos que la condicién 1 del Lema 3.4, es equivalente a la ecuacion:
XY, 2)-Y(U(X,2)=1(X,Y),2)+1.(Y,VxZ) - 1,(X,Vy2).

Proposicién 3.7 (Principal). Sean M, una superficie orientada inmersa en R* y
v un campo vectorial, diferenciable, unitario, normal a M. Considere el haz vectorial
definido por m : E, — M, con conerién Riemanniana V'. Entonces, las ecuaciones
de Gauss y Codazzi de w : E, — M 3.2, 3.3 (Definicion 3.1), se satisfacen si y solo
st se cumplen las siguientes condiciones en todo punto p € M:

1. Condicion v-Gauss:
Lo( X, W (Y, Z) - 1,.(X,2)l,.(Y,W) =0,
para todo X, W,Y,Z € TM.
2. Condicion v-Codazzi:

(Vev,v1)Y + (Vivt,v)X € Ker S,1, para todo X,Y € TM y Ker S,1 es el

niicleo de S,..

Demostracién. Como M est4 inmersa en R?, la ecuacién de Gauss se satisface para
esta inmersién:

(R(X,Y)Z,W) = (a(X,W),a(Y,2))-(a(X,2),a(,W))
= LX,W)L(Y,Z) + (X, W)l,.(Y, Z) —
L(X, Z),(Y, W) + ,1(X, Z2)l,. (Y, W).

donde a(X,Y) =L (X, Y)v+ L. (Y, Z)vt, v e b.
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por lo que la ecuacién
(R(X,Y)2,W) = (lL,(X,W),L,(Y, 2)) - (L(X, 2),L.(Y,W))
se satisface si y sélo si se tiene la condicién
Lo(X,W),.(Y,Z) - 1l,.(X, Z2)l,.(Y,W) =0.

La equivalencia de la ecuacién de Codazzi del haz E,, con la segunda condicién,
se sigue de los Lemas 3.3, 3.4 y 3.5.

|
Corolario 3.8 Sea M una superficie orientada simplemente conexa inmersa en R*.

Sea v un campo vectorial diferenciable unitario y normal a M, entonces M es v-
inmersible en R? si y solo si las condiciones v-Gauss y v-Codazzi se satisfacen.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la Proposicién 3.6 y del TFI1.
[ |

De la Proposicién Principal 3.6 y de la Observacién se sigue la:

Proposicion 3.9 Sea M una superficie orientada inmersa en R™. Sea v un campo
vectorial unitario diferenciable normal a M. Considere el haz vectorial dado por
m: E, — M, con la conexion Riemanniana V'. Entonces,

1. La condicion v-Gauss se tiene si y solo si (R, (X,Y)Z,W) = 0 para todo X,
Y, Z, W en TM.

2. La condicion v-Codazzi se tiene si y solo si la componente normal de R,(X,Y)Z
se anula para todo X,Y, Z en TM.

3. La condicion v-Codazzi se tiene si y sélo si R,(X,Y ) se anula para todo X,Y €
TM y £ €.

Como la componente normal ¥ del haz es unidimensional, por la antisimetria del ten-

sor de curvatura (R,(X,Y)£, &) = 0, basta probar que R, (X,Y )& no tiene componente
tangencial.
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3.4 Condicién v-Codazzi en R*.

Cuando la dimensién del espacio ambiente de la superficie M es cuatro, la condicién
v-Codazzi cobra especial relevancia, pues en este caso, como veremos, la condicién
v-Codazzi implica la condicién v -Gauss si el campo v no es paralelo y por el Corolario
3.8, el haz E, es inmersible en R3 para los campos v que satisfagan esta condicién.

La forma de la condicién v-Codazzi presentada en la Proposicién Principal 3.6 es
la siguiente:

(Vv vH)Y + (Vivh,v) X € ker S, (3.5)

para todo X,Y € TM, donde ker S ,.es el nicleo de S, ..
Dado un par de campos vectoriales X, Y tangentes a M, definimos el campo vectorial

W, (X,Y) = (Vxr,vh)Y + (Vi v) X.

La condicién v-Codazzi se cumple en M si y sélo si W, (X,Y') pertenece al nicleo de
S,1, para todo X,Y € » (M).

De hecho se demostrard en el Lema 3.12 que la condicion v-Codazzi se tiene
en M si y solo si para todo p € M ezxisten localmente un par de campos tangentes
X, Y, linealmente independientes, tales que W, (X,Y), pertenece al nicleo de S,1. Si
W,(X,Y) # 0, entonces la condicion v-Codazzi implica la condicion v-Gauss (Lema
3.13) (en este caso, de la prueba se sigue que W, (X,Y) es una direccién asintética).
Mss atin veremos que la condicién v-Codazzi queda caracterizada brevemente por la
expresion: Vi, v =0 (Proposicién 3.15) (ver [19]).

Como consecuencia de la Proposicién 3.15 y del Corolario 3.8 se deducira la sigu-
iente interesante caracterizacion de la v-inmersibilidad en el Corolario 3.18:

Sea M una superficie simplemente conera en R* y sea v un campo unitario normal
a M que no es paralelo en ningin abierto. Entonces, M es v-inmersible en R3
si y solo si ?Wv(x‘y)v = 0 en M, para todo par de campos tangentes linealmente
independientes X,Y .

Lema 3.10 La aplicacion

w(M)x (M) — »x(M),
(X,Y) - W, (X)Y).

es bilineal y satisface W, (X,Y) = =W, (Y, X) para cualquier par de campos tan-
gentes X, Y € x(M).
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Demostracién. Primero probamos la igualdad W, (X,Y) = =W, (Y, X). Como V+
es compatible con la métrica,

0= X(v,vt) = (Vxv,vt) + (v, Vxvt) para todo campo X.

W, (X,Y) = (Vxv,vH)Y + (Vert, ) X,

W, (Y, X) = (Vy,vH) X + (Vxvt )Y = = (v, Vi) X — (1, V)Y =

W, (X,Y).

Enseguida probamos la linealidad.

W, (aX +b2,Y) = (Vi ozt vH)Y + (Vevt,v) (aX +b2) =

a(VEv, vt)Y + bV, vt)Y + (VEvt,v) (X +bZ) =

a((Vxy,v)Y + (Vert, ) X) + b((VEy,vH)Y + (Ve n)Z) =

aW, (X,Y) + bW, (Z2,Y).

Usando W, (Y, X) = =W, (X,Y) se prueba la linealidad en el otro argumento.

Observacion 3.11 Si existe un par de campos vectoriales X, Y tangentes a M, lineal-
mente independientes en p para los cuales W, (X,Y), # 0, entonces, para cualquier
referencial {X;, X2} tangente en p, W, (X1, X2), # 0. Mas ain, W,(X,Y) y
W, (X1, X3) son linealmente dependientes. _

Demostracién. Se sigue del Lema 3.10, pues si
(X,Y) = (m:1. X1 + 22 X2, n X1 + 12X2)

es un par de campos tangentes, se tiene:
W,(X,Y) = W,(2:1X1+ 22Xo, 11 X1 +12X2)
= niyiWo(Xa, Xh) + 2202 W, (X2, Xo)
+2192 W, (X3, X2) + 2291 W, (X2, X1)
= (2192 — Zay1) W (X1, X2).

Para garantizar la condicion v-Codazzi, es pues suficiente, la existencia de un par
de campos vectoriales X,Y para los cuales W, (X,Y), pertenezca al nicleo de S,..
Podemos asi establecer el siguiente:

Lema 3.12 La condicion v-Codazzi se tiene en M si y sélo si existen localmente
un par de campos tangentes X,Y, linealmente independientes, tal que para todo p,
W, (X,Y), pertenece al micleo de S,..

Lema 3.13 Si W,(X,Y) # 0, entonces la condicion v-Codazzi implica la condicion
v-Gauss.
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Demostracién. Consideremos una carta coordenada isotérmica en cada punto p €
M con referencial tangente {X;, X>}. Entonces de la Observacién 3.11 tenemos que
W,(X1,X3) # 0y que W,(X,Y) y W,(X;,X2) son linealmente dependientes. Del
Lema 3.12 se tiene que el campo W, (X1, X3) (que no se anula en ningiin punto de la
vecindad coordenada) pertenece al niicleo de S,.. Entonces det S,. es nulo, pero en
esta carta coordenada el determinante de S,. tiene la expresion:

det S, = %(euxgw - f4),

donde F es el coeficiente de la primera forma fundamental y (e 1, g,1, f, 1) son los
coeficientes de la segunda forma fundamental en esta carta y con respecto a v+ (2.4).
Por lo cual e,19,1 — f?, =0, lo cual equivale a que se cumpla la condicién v-Gauss
(ver Proposicién 5.1). g

Observacién 3.14 a) Note que en este caso se obtiene directamente de la prueba
que W, (X,Y) es un campo tangente a la direccion asintdtica asociada a vt. De
hecho, ezisten dos campos vectoriales unitarios tangentes a la direccion asintotica.
Denotemos por W, = TI%%%W’ donde {X1,Xs} es el referencial en esta carta
coordenada.

b) Si v o v+ es paralelo en una vecindad abierta U de p, entonces W, (X,Y) se
anula para todos los campos X, Y tangentes a M y la condicion v-Codazzi se tiene

trivialmente en U.

Proposicién 3.15 La condicion v-Codazzi es equivalente a que va( xy)vt =0 para
todo par de campos tangentes linealmente independientes X,Y. En particular, donde
W, esté bien definido: Vw, v+ = 0 si y sélo si la condicién v-Codazzi se tiene.

Demostracion. Supongamos que se cumple la condicién v-Codazzi. Sean X, Y dos
campos tangentes linealmente independientes. Sea Z el conjunto de puntos donde
W, (X,Y) se anula, es claro que ahi se tiene vﬁ,v(x,y)v =0.Sip¢ Z, W, (X,Y)#0
en una vecindad de p, por el Lema 3.13 la condicion v-Gauss se tiene también y
W, (X,Y) € ker S,.. Usando la condicién v-Codazzi 3.5, aplicada al campo W =
W, (X,Y) obtenemos (Viyv,v*+) = 0 y por ser v unitario Viyr =0. Esta tltima
igualdad y S,. (W, (X,Y)) = 0 implican por la férmula de Weingarten A.2, que
\7{;,”( xy)? = 0. Reciprocamente si @'Jﬁ,”(x,y)v = 0, para el par de campos X, Y
tangentes a M, la formula de Weingarten implica que W, (X,Y) € ker S,. que
significa que se tiene la condicién v-Codazzi.

Supongamos que la carta coordenada en la cual hemos hecho el andlisis es isotérmica,
con referencial normal {v, v'}. Recordemos que

wu(X) = (Vxy,vt)
|‘..|J43(Y) = (V{;VJ',V) = —LU34(Y).
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De donde tenemos que W, (X,Y’) se escribe como:

W,(X,Y) = —wss(Y)X + waa(X)Y.

De aqui se sigue el:

Lema 3.16 W, =0 si y sélo si w3y = 0.

Observacion 3.17 Hacemos notar que wsy es idénticamente cero en M si y sélo si
M estd contenido en una hiperesfera o bien en un hiperplano [44]. Note también que
la condicion Vi, (xyyvt = 0 es equivalente a V, x,yyv = 0.

Corolario 3.18 Sea M una superficie simplemente coneza inmersa en R* y sea v
un campo unitario normal sobre M que no es paralelo en ningin abierto. Entonces,
M admite una inmersion isométrica en R3 con sequnda forma fundamental prescrita
11, siy solo si va( x,y)V =0 en M, para todo par de campos tangentes linealmente
independientes X,Y .

Demostracién. Si f?wy(x,y)vl = 0 en M, para todo par de campos tangentes
linealmente independientes X,Y por la Proposiciéon 3.15 se cumple la condicién v-
Codazzi en todo M, la condicién v-Gauss se tiene en el conjunto donde W, (X,Y) # 0.
El conjunto de puntos donde W, (X,Y) = 0 es el conjunto de puntos donde v es
paralelo (Lema 3.16) y por hipétesis tiene medida cero. Por continuidad la condicién
v-Gauss se cumple en todo M. Por el Corolario 3.8 existe una inmersién de M en
R? con segunda forma fundamental prescrita. La afirmacién reciproca se sigue del
Corolario 3.8 y la Proposicién 3.15, pues el teorema garantiza que se tiene la condicién
v-Codazzi en todo M y la proposicién que se tiene Vi, (xy)vt =0en M. g

3.5 Caso general.

Las condiciones v-Gauss y v-Codazzi aunque se han expuesto hasta aqui en el caso
en que el espacio ambiente es R*, son validas en un contexto mas general como se
muestra en esta seccién y se usan en el Capitulo 5.

El concepto de v-inmersibilidad de superficies, se puede generalizar de la siguiente
manera: si en lugar de superficies consideramos subvariedades de dimensiéon m del
espacio de curvatura constante Q7 y si la inmersién se hace en la “direccién” de un
subhaz V' de rango r del haz normal NM, en un espacio Q7" C Q7. En este caso
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tendremos que las condiciones de inmersién son dadas por tres ecuaciones correspon-
dientes a las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci.

Para esto se construye un haz Riemanniano similar al haz E, de la Seccién 3.1 de
la siguiente manera:
Sea M una subvariedad Riemanniana de dimension m del espacio de dimensién
constante Q7 y V un subhaz Riemanniano de rango r del haz normal NM. Sea

{X1,..., Xa} un referencial ortonormal unitario de Q7 donde {X;, Xa,..., X;n} son
campos tangentes a M en una carta coordenada y X;, l = m+1,...,n son campos nor-
males. Supongamos que los primeros 7 campos normales: X3, f=m+1,...,m+r;

m + r < n, constituyen un referencial ortonormal del haz normal V y los tltimos
campos normales: X5, = m +r+ 1,...,n son un referencial del haz V+.

En lo que sigue haremos la convencion de que los indices v, 3, 9; varian: vy € (m+1,, ...

Be(m+1,...,m+r)yd€(m+r+1,..,n) respectivamente.

Considere el haz vectorial de rango r, 7 : V — M, donde 7 es la proyeccién natural
sobre M.

Equipamos a este haz vectorial con la conexién V, dada por la proyeccién sobre V de
la conezion V de Q7 restringida a V, a saber

ﬁx?l = PTV (vn)s

paran € V y X € TM y donde Pry es la proyeccién en V.

La conexién V es compatible con la métrica inducida por la métrica esténdard de Qr.
De esta manera V es un haz vectorial Riemanniano con la métrica inducida y con la
conexién compatible V.

Sea & la seccién simétrica del haz vectorial
p:Hom (TM x TM,V) — M,
dada por
a(X,Y) =Y 1s(X,Y)Xs
donde
a(X,¥) =) L(X,¥)X,
¥y LIGY) ={a(X.Y), X.).
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Formamos la Suma de Whitney de los haces vectorialess TM y V: Ey =TM @V, la
métrica sobre Fy es la suma ortogonal de las métricas sobre TM y V. La conexién
V' compatible con esta métrica de Ey estd dada por:

VyY = VxY+a(X,Y), X,Y €TM,
Vi€ = =S X+Vx& XeTME€V.

Donde V es la conexién de Levi-Civita sobre M.

El tensor de curvatura de Ey es:
Ry(X,Y)n=V5%Vyn—VyVin—Vixyn

donde X, Y e TM,neTM&V.

Considerando la similitud de las ecuaciones que definen V'’ con las formulas de Gauss y
Weingarten, aprovechamos el cdlculo usual del tensor de curvatura para subvariedades
(por ejemplo en [13], p. 4) y de esta manera obtenemos las ecuaciones de Gauss,

Codazzi y Ricci de E,:

Ecuacion G de Ey:
(R(X,Y)Z,W)=(Ry (X,Y)Z,W) +(a(X,W),a(Y,2)) - (&(X,2),a(Y,W)),

donde R es el tensor de curvaturade M, XY, Zy W € TM.
Ecuacion C de Ey:
(Rv (X,Y) 2)* = (Vx&) (¥, 2) - (Vv&) (X, 2),

donde por definicién
(wa) (Y, Z) = Vxa(Y,2)-a(VxY,Z)—a (Y, VxZ) y (“L”) denota la proyec-
cién en V del haz Ey.

O bien la otra expresién de la ecuacién de Codazzi
Ecuacion C 2 de Ey:

(Rv (X,Y)€)"T =VyS(§,X) - Vx (5Y),

donde “7” denota la componente de TM en TM & v, X, Y € TM y £ € I y por
definicion

(VxS) (Y,€) = VxSY — SeVxY — SgyY.
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Ecuacion R de Ey:

(Rv (X,Y) &) = R(X,Y) £+ @(SeX,Y) — @ (X, 5Y).

donde £ es una seccién de V/, la componente normal es la proyeccién en V' del haz Ey
y R es el tensor de curvatura del subhaz V:

R (X, X)¢= VxVy€ - VyVx€ - @[X,Y]E,

definido para todo X,Y € TM y £ € V y que llamaremos curvatura normal de Fy.
O bien la otra forma de la ecuacién de Ricci:

(Rv (X,Y)€,¢) = (R(X,Y)&,C) — ([Se, S) X, Y)
donde X,Y e TMy & CeVy [Sg, SC] = S¢S¢ — SQSE.

Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci de Ey.

En las hipétesis del TFI se pide que se satisfagan las ecuaciones de Gauss, Codazzi
y Ricci para curvatura ambiente constante ¢ (Apéndice A.2). Si M C Q7' estas
ecuaciones se satisfacen naturalmente para By = TM & NM, siendo & la segunda
forma fundamental y NM es V el haz normal de rango r .

Definicion 3.1 En las ecuaciones G, C y R anteriores cuando el tensor de cur-
vatura Ry es constante igual a c en las direcciones tangentes y cero en las normales
(en direccion de V'), obtenemos las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci de Ey
en el caso de curvatura del haz constante igual a ¢ y que nombraremos en adelante
simplemente, ecuaciones de Gauss y Codazzi de E,,.

FEcuacion de Gauss de Ey:

(R(X,Y)Z,W) =c((XAY)Z, W)+ (a(X,W),a(Y,2)) - (@(X,2),a(Y,W)),

donde X,Y,Z,W € TM y R es el tensor de curvatura de M.
Ecuaciones de Codazzi de Ey:

(@X&) , Z)—(("?ya) (X,2) = O,

Vy (8eX) - Vx (S5Y) = 0, {eV.
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Ecuaciones de Ricci de Ey:

RX,Y)E4+a(SeX,Y)-a(X,8Y) = 0, €€V,
o
(R(X,Y)EC) — (S, S)X,Y) = 0; £CeV.

Para las subvariedades de un espacio de curvatura constante c¢ las ecuaciones de
Gauss, Codazzi y Ricci en términos de o (Apéndice A.2 ) son:

(R(X,Y)Z,W)=c((XAY)Z, W)+ (a(X,W),a(Y,2)) - (a(X,2),aY,W)),

(Vka) (¥, 2) = (Vo) (X, 2),

RY(X,)Y)E=0a(X,S5Y)—a(S:X,Y),
respectivamente

Sea a5 = a — @ es decir a5 (X,Y) = 3. 15 (X,Y) X donde § varia en m + r +
1,...,n (son los indices que corresponden a los campos normales del referencial que
no pertenecen a V). De las ecuaciones G, C y R anteriores y de las ecuaciones de
Gauss, Codazzi y Ricci de M C Q7 tomando en cuenta las siguientes igualdades.

(@(X,W),a(Y,2)) = ((as + &) (X,W),(as + &) (Y, 2)) =
(a5 (X, W), a5 (Y, 2)) + (a (X, W),a(Y, 2))
puesto que,
(as (X, W),a(Y,Z)) = (as (Y, 2),a(X,W)) =0.
de donde:
(a(X,W),a(Y,2)) = (as (X, W),05 (Y, 2)) + (a(X,W),a(Y, 2))
y por la linealidad de V%a, donde:
(V4a) (Y, Z) = Via(Y, Z) — o(V4Y, Z) - oY, V4 2),
se tiene:
(Vxa) (Y, 2) = (Vxas) (Y, 2) + (Vx&) (Y, Z)

Obtenemos ahora las condiciones sobre la segunda forma fundamental:
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Proposiciéon 3.19. Sea M una subvariedad de dimension m de QF y sea V un
subhaz del haz normal NM. Considere el haz vectorial definido por © : Ey — M
con conerién Riemanniana V', entonces las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci de
m: By — M para espacio ambiente de curvatura constante c se satisfacen si y sélo
si se cumplen las siguientes condiciones en todo punto p € M:

1. Condicion V-Gauss: (as(X,Z),as (Y,W)) — (a5 (X, W), a5 (Y, Z)) = 0, para
todo X, W,Y,Z en TM.

2. Condicién V-Codazzi: (Vias) (Y,Z) = (Vyas) (X, Z), para todo X,Y,Z en
TM.

3. Condicion V-Ricci: a5 (X,SY)—0a;5(SeX,Y) = R (X,Y)é—R(X,Y)§, para
todo X,Y,enTM y € V.

donde V*+ es la conexién normal de M.

Proposicion 3.20 Sea M una subvariedad de dimension m de QF, considere el haz
vectorial dado por m: Ey — M con la conezion Riemanniana V', entonces

1. La condicion V-Gauss se cumple si y sélo si:
(Rv(X,Y)Z,W) =c((XANY)Z,W) para todo X,Y, Z, W en TM.

2. La condicion V-Codazzi se cumple si y sdlo si la componente normal de
Ry(X,Y)Z se anula para todo X,Y, Z en TM.

3. La condicion V-Codazzi se cumple si y sélo si la componente tangente de
Ry(X,Y)¢ se anula para todo X, Y € TM y£€V.

4. La condicion V-Ricci se cumple si y sdlo si la componente normal de Ry (X,Y)¢
se anula para todo X,Y € TM y £ € V.

Demostracién. Por la Proposicién 3.19 las condiciones V-Gauss, V-Codazzi y
V-Ricci son equivalente respectivamente a las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci
de Ey y estas resueltas con las ecuaciones G, C y R son equivalentes a que el tensor
de curvatura es cero en las direcciones normales y ¢((X AY)Z, W) en las direcciones
tangentes.

Definicién 3.21 Diremos que la subvariedad M de Q7 es V-inmersible en Q7**? con
m+p < n, si eziste una inmersion isométrica f de M en QTP y un isomorfismo de
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haces f a lo largo de f (Apéndice A.8) entre Ey y Tf(M)@® Nf(M) en QTP que
aplica V isomérficamente en el haz normal de la imagen Tf(M)* y & en la segunda
forma fundamental de f(M) C Q7.

Finalmente, del teorema fundamental de las subvariedades (Apéndice A.4) y de la
Proposicién 3.19 se otiene la siguiente generalizacién del Corolario 3.8:

Teorema 3.22 Sea M una subvariedad de dimension m, orientada, simplemente
coneza e inmersa en Q7. Sea V un subhaz de NM. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. La curvatura Ry del haz vectorial definido por m : Ey— M es constante igual a
¢ a lo largo de M evaluado en las direcciones tangentes y cero evaluado en las
direcciones normales.

2. Las condiciones V-Gauss, V-Codazzi y V-Ricci se cumplen,

3. M es V-inmersible en Q7*?.

Demostracién. (3 <= 2): Del teorema fundamental de las subvariedades se tiene
que: 3) es equivalente a que el haz vectorial definido por 7 : Ey — M satisfaga
las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci en el caso de curvatura constante ¢ (las
ecuaciones G, C y R arriba). La Proposicién 3.19 muestra que las condiciones V-
Gauss, V-Codazzi y V-Ricci se cumplen si y sélo si las ecuaciones G, C y R se
satisfacen, de aqui se concluye esta equivalencia.

(1 <= 2): De la Proposicién 3.20 se sigue que las condiciones V-Gauss, V-
Codazzi y V-Ricci se cumplen si y sélo si la curvatura Ry del haz vectorial definido
por m : By — M es constante igual a ¢ a lo largo de M.

Definicién 3.23 Dada una inmersién isométrica f : M — N de una variedad M
de dimensién m, en una variedad N de dimensién n + p se define el primer espacio
normal de f en z € M como el subespacio N (z) C T, M generado por la segunda
forma fundamental o de f en z, es decir:

N (z) = gen{a (X,Y): X,Y € T,M}.
Un célculo muestra que,
M (z) = {¢€ € N;M : S = 0}*-.
Definicién 3.24 Decimos que una inmersién f es 1-regular si la dimensién de N; (z)
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es constante a lo largo de M. En este caso se puede ver que N; es un subhaz de
NM asi como también Nj*. Una inmersién isométrica f : M™ — Q7*? admite una
reduccion a codimension q si existe una subvariedad totalmente geodésica (segunda
forma fundamental nula) Q7*? en Q"*? con g < p tal que f (M) C Q"*9. Observe
que este es un caso particular de la definicién de V-inmersibilidad. La inmersién f
se dice que es sustancial si la codimensién de f no puede reducirse.

En [13] (capitulo 4) se prueba el siguiente resultado.

Proposicién. Sea f : M™ — Q"*P una inmersion isométrica y suponga que
eziste un subhaz L paralelo, de rango q < p, satisfaciendo N; (z) C L (z) para toda
x € M. Entonces la codimension de f puede ser reducida a q. '

En particular se tiene:

Corolario. Sea f : M™ — Q"*? una inmersion isométrica 1-regular. Si N es
un subhaz paralelo de rango q < p entonces f tiene codimension substancial q.

Si la inmersién de M es tal que existe un subhaz L de NM tal que N (z) C
L (z) para toda = € M entonces las condiciones N1-Gauss y N;-Codazzi se cumplen
autométicamente, aunque la condicién N;-Ricci se cumple si y sélo si R (X,Y) € =
R (X,Y) &, para todo £ € L y todo X,Y € TM. Del Teorema 3.22 se sigue la:

Proposicién 3.25 Sea f: M™ — Q™7 una inmersién isométrica y suponga que
eziste un subhaz L, de rango q < p, satisfaciendo Ny (z) C L(z) para toda z € M.
Entonces M es L-inmersible si y sélo si R*|, = R.

y el:

Corolario 3.26 Sea f : M™ — Q"? una inmersién isométrica 1-reqular. Si Ny es
un subhaz de rango q < p entonces M es N;-inmersible si y sélo si R*|n, = R.

El primer espacio normal de las subvariedades umbilicas es generado por el vector
normal de curvatura media H, asi que si una subvariedad umbilica de @**! no es
totalmente geodésica N; es regular y M es H-inmersible (de hecho, se muestra en
[13] que en este caso N; es paralelo y se concluye que f tiene codimensién sustancial
uno).

Las condiciones que garanticen la reduccién de codimensién son objeto de investi-
gacion, principalmente el paralelismo de los subhaces. Es natural por lo tanto en el
caso de V-inmersibilidad plantearse el estudio de las condiciones de 1-regularidad y
de la condicién: R*|y, = R (por ejemplo en el caso de las superficies).
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Condiciones en términos del marco moévil. Las condiciones que hemos expresado
en el Teorema 3.22 tienen una forma mas simétrica en el lenguaje del marco mévil.
Para presentarlas en estos términos, primero escribiremos las ecuaciones de Gauss,
Codazzi y Ricci.

Sea M una subvariedad Riemanniana de dimensién m del espacio de dimension
constante Q7 y V un subhaz Riemanniano del haz normal NM. Sea {X;,..., X,} un
referencial ortonormal unitario de @7, donde {X;, X3, ..., X;n} son campos tangentes
aMyX,, y=m+1,...,n son campos normales. Supongamos que los primeros r
campos normales: X), A=m+1,...,m+r; m+r < n, constituyen un referencial
ortonormal del haz normal V' y los 1ltimos campos normales: X5, d = m+r+1,...,n
son un referencial del haz V.

Haremos la convencion de que los indices k,l; i,j,p y o, B3, varian en (1,...,n),
(1,...,m), (m+1,...,n) respectivamente y con respecto a las bases de V 'y V*; X\, 6
varian en (m+1,...,m+7) y (m+r+ 1,...,n) respectivamente.

Las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci en estos términos son:

dwj,-+pr,:/\wjp+Zwai/\wja = Qﬁ,
P a@

d.wm' + Zw,-,- A Waj + Zw,g,; A Wag = Qm',
J B

dwga + Zw‘“ A wgi + Zw.,,a Awgy = $ga,
i o

respectivamente, donde los wy; son las formas de conexién y ﬁk; son las formas de
curvatura correpondientes (Apéndice B).

Estas ecuaciones se obtienen de la ecuacién estructural para Q7:

dwy + Z Wt A Wgm = Qi
m

donde (2 es la forma de curvatura correspondiente a Q7. En esta ecuacién, restringien-
do los indices en cada caso a los haces tangente en el primer caso, tangente y normal en
el segundo caso y normal en el tltimo caso, respectivamente y separando en las suma-
torias la contribucion tangente y la contribucién normal obtenemos las ecuaciones de
Gauss, Codazzi y Ricci de arriba.

La ecuacién estructural para M es

dwj.- + Z Wpi N\ Wjp = Qj,-,

P
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donde (2 es la forma de curvatura para M. La ecuacion estructural para el haz normal
NM es:

~

aqui 3, denota la matriz de conexién del haz normal.

De acuerdo a nuestra convencion sobre la variacion de los indices, las ecuaciones
de Gauss, Ricci y Codazzi del haz Fy son:

dwj,-+2wpi/\wjp+2w,\,-/\wﬂ = jS,
p A

dLua,-+ij§/\uaj+Zw,\,-Awm = ﬁm,
j X

dwga + Z Wia A\ wg; + Zw,\a Awgy = ﬁﬁa.
F y

Por lo que no es dificil ver que las condiciones V-Gauss, V-Codazzi y V-Ricci en estos
términos son:

Zw,j,‘/\wj5 = [
5
Zwéi/\waa = 0,
5

Zw&,/\wﬁg = )
)

respectivamente. Por lo que tenemos la siguiente:

Proposiciéon 3.27. Sea M una subvariedad de dimension m de Q7. Sea V un
subhaz del haz normal NM. Considere el haz vectorial definido por w : By — M
con conerion Riemanniana V'. Entonces las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci
de m : Ey — M para espacio ambiente de curvatura constante c se satisfacen si y
sdlo si se cumplen las siguientes condiciones en todo punto p € M:

1. Condiciéon V-Gauss:

ZW&,’ /\Ust = 0,
5
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2. Condicion V-Codazzi:

Ewb'i Awsg = 0,
]

3. Condicién V -Ricci:
Z wse Nwps = 0.
F;

Donde hemos utilizado la notacién convenida.
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Capitulo 4

Condicion v-Gauss y las superficies
en R*

La condicién v-Gauss (enunciada en la Proposicién Baésica 3.6), est4 relacionada con
algunos conceptos que surgen en el estudio del contacto de la superficie con hiper-
planos del espacio ambiente, como lo son los campos binormales y sus direcciones
asintéticas. Estos conceptos fueron introducidos por J. Little en [32] y por D.K.H
Mochida, M. C. Romero Fuster y M. A. S Ruas en [34]. En la Seccién 2.5 hacemos una
presentacién del tema (basada en [19] y [34]); que nos permitird dar una formulacién
geométrica de la condicién v-Gauss para superficies en R?.

4.1 Condicion v-Gauss.

Se analizara aqui la condiciéon v-Gauss desde el punto de vista local. Para esto, se
dan expresiones convenientes en coordenadas.

Supongamos que U C M es una vecindad con coordenadas locales (u,v). Recorde-
mos 2.4, que dado un campo normal unitario 7, los coeficientes de la 7-segunda forma
fundamental son:

e, = II,(0.) = —(a(04;0),n) = —(S5(0u), 0u),
fo = —(a(8,,0.),n) = —(a(0u;0v),m) = —(54(Cu),0%),
9 = I11,(0,) = —(a(0y,8,),m) = _(Sn(av)s ),



donde 9, = % y Oy = % y Sy es el operador de forma con respecto a 7.

Proposicién 4.1 La condicién v-Gauss es equivalente a que v sea un campo binor-
mal en M.

Demostracién. Veamos que la condicién v-Gauss en esta carta coordenada es equiv-
alente a la ecuacion

€101 — 3_1 =0. (41)

De hecho, basta probar que la ecuacién anterior es equivalente a la condicién 1 de la
Proposicién Principal 3.6 (condicién v-Gauss), para todo p € U. Como [,.(X,Y) =
(a(X,Y),vt), tomando X =9,, Y =8,, W =0,, Z = 0,, en la ecuacién

Lo(X, W)hye (Y, Z) = 1,1 (X, Z)l,a (Y, W) =0, (4.2)

obtenemos la condicién 1 citada. Por otra parte, si escribimos los campos tangentes
X, Y, Z, W en la base {9,, 0,}, un célculo directo muestra

L (X, WL (Y, Z) = Ls (X, Z)L,. (Y, W)
= (X, W), v N alY, Z),v") — (Y, Z), v ) a(Y,W),v")
= (T1y2 — Toy1) (w122 — we21) (€191 — f21),

donde z;, ¥;, 2z, w; son las funciones coordenadas que corresponden a X, Y, Z, W
respectivamente. Asi, la ecuacion 4.2 se tiene, siempre que la ecuacién 4.1 se satisfaga.
Tenemos que el determinante de la matriz Hessiana de la funcién h,.,

(epJ. ny. )
fvl Gt ’

1 es un campo binormal sobre M.

es idénticamente cero, y asi v

4.2 Conclusiones.

En general una superficie inmersa en R?* no tiene campos binormales (Seccién 2.5)
definidos globalmente. Las superficies M inmersas en R* que son localmente converas
(Seccién 2.5) tienen definidos globalmente campos vectoriales binormales (ver [34]),
(de hecho se muestra en [34], que existe un conjunto residual R de los encajes ¢ :
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M — R* de una superficie M en R, tal que: una condicién necesaria y suficiente
para la convezidad local de los elementos de R es la existencia global de dos campos
binormales, que pueden coincidir en puntos de inflexién aislados).

Ejemplos de superficies localmente convexas en R* son las superficies contenidas en
la frontera de su envolvente convexa, en particular aquellas contenidas en una hiper-
superficie convexa como la hiperesfera S3. Las superficies minimas en R* (es decir,
aquellas cuyo vector de curvatura media es cero en todo punto) no tienen vectores
binormales.

De lo anterior se obtiene la siguiente proposicién obtenida por Romero-Fuster (ver
[19]), que nos da ejemplos de superficies; que pueden tener campos normales v para
los que puede haber v-inmersién en R3, superficies que no tienen campos normales
con esta propiedad y superficies que pueden tener a lo més un campo normal con esta
propiedad.

Proposicién 4.2 ([19))

1. Eziste un conjunto residual R de los encajes ¢ : M — R* de una superficie
M en R* tal que: una condicion necesaria para que erista un campo normal v
sobre ¢(M) de manera que el haz E, de (M) (Capitulo 3) admite localmente
una inmersion isométrica en R3, es que M sea localmente conveza.

2. Las superficies minimas, sin puntos semiumbilicos de R* no admiten inmer-
siones en R® con sequnda forma fundamental prescrita para ninguno de sus
campos normales.

3. Las superficies en las cuales la funcion A se anula (tienen un campo binormal,
Seccion 2.5), pueden admitir a lo mds una inmersién isométrica con sequnda
forma fundamental prescrita 11, en R3.

Ejemplo 4.3 (El toro de Clifford). Considere la carta coordenada

U = {(u,v) eR?|0< u<2m 0<v<2r}
¢ : U—=RYo(uv)= \%(cosu,sen u, COSV, sen V)
escribimos el referencial ortonormal,
X, = (—sen u,cosu,0,0), X, = (0,0, —sen v, cosv)

X3 = 715 (cosu,sen u,cosv,sen v), X4 = 715 (— cosu, —sen u, cosv,sen v).
Las 1-formas duales satisfacen
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w = Laiu,, Wy = Edv, ws = 0,wy =0.

V2

Las formas de conexién cumplen

i 1 2 2
wiz =0, wiz = —md‘u, wig = md’u, wog = '—\Ed’v, Wog = —Edv, wsg =0

Considere un campo vectorial unitario normal n = aX3+bX,, donde a,b : U — R son
funciones diferenciables tales que a4+ 5% = 1. Un célculo directo nos da los siguientes

coeficientes de la segunda forma fundamental en la direccién 7 y n = —bX3 + aX;4
son:
1 1 1 1
€y = —§a+ §b, Epl = §'b+ §a,
fi} = 0'! fn-‘- = 01
1 1 1, 1
gn = —§a — Eb’ g,‘?J_ = §b_ é-a.

Por lo que el determinante del operador de forma con respecto a 7+ es

det S,1 = %(b2 —a?)

Asi, la condicién v-Gauss se tiene para v =7 si y sélo si a? = b% = -;— Por lo que se
determinan sélo dos direcciones binormales, aquéllas definidas por 1, = —3&5 (X34 Xy)
¥ 12 = 75 (X3 — X4), respectivamente.

Como w34 = 0 se tiene que la superficie satisface la condicién v-Codazzi. Por lo que
estos dos campos vectoriales (médulo un signo) definen los tinicos haces vectoriales
inmersibles en R3. Observe que, ya que el determinante de sus operadores de forma es
cero, estos campos vectoriales son binormales. Las lineas asintéticas son las 7)-lineas
de curvatura, soluciones de la ecuacion:

—;—a du dv=0.

Note que la curvatura de Gauss del toro de Clifford es cero en todos los puntos.
Sus dos campos binormales son ortogonales (Lema 5.1 de [19]). Més atn, ya que
la superficie estd contenida en S® también tenemos que es totalmente semiumbilica,
y sus direcciones asintéticas son también ortogonales (Lema 5.1 de [19]/). Natural-
mente, ninguna de las dos inmersiones isométricas mostradas arriba puede extenderse
globalmente a todo el toro.
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Capitulo 5

(zeneralizaciones de los teoremas
de Hopf y Liebmann

En este capitulo generalizamos a dimensién superior a 3 del espacio ambiente, el
clasico Teorema de Hopf:

La imagen de una esfera bidimensional bajo una inmersion en R® de curvatura media
constante es una esfera: {z € R® ||| z — zo ||=r} para algin zo € R® y r > 0,

Asi como el Teorema de Liebmann:

Una esfera bidimensional inmersa R® con curvatura de Gauss constante es una esfera:
{z € R3||| z— =0 ||=7} para algin zo € R® y r > 0 (ver [21)).

Los teoremas de Hopf y Liebmann fueron generalizados por varios autores (ver
Chern [10], Hopf [28], Bryant [3]) a superficies en R® que satisfacen una relacién més
general entre las curvaturas media y Gaussiana llamada relacion de Weingarten, que
es una relacién del tipo F' (H, K) = 0 donde H es la curvatura media, K la curvatura
Gaussiana y F' satisface ciertas hipétesis cerca de los puntos umbilicos; por ejemplo:
%FH + HFk # 0, donde los subindices indican derivadas parciales.

Observe que debe establecerse algin tipo de hipétesis adicional sobre la relacion de
Weingarten para poder concluir que una superficie en R® sea una esfera: {z € R? |||
z — zo ||= r} para algin o € R3 y r > 0, pues las superficies de revolucién son
superficies de Weingarten y los elipsoides de revolucién dan ejemplos de superficies
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de Weingarten que no son esferas (ver [47], para una clasificacién de superficies de
Weingarten especiales de tipo minima).

En nuestra generalizacién utilizamos el método de R. Bryant en [3]. En ese articulo
la relacién de Weingarten es de la forma H = f (K — H?), donde f es diferenciable en
un intervalo abierto que contiene a [0, +00). Nuestra hipétesis serd que se satisfaga
una relacion de Weingarten en la direccion v, es decir que exista una funcién f, difer-
enciable en un intervalo abierto que contiene a [0, +00), tal que H, = f, (K, — H?),
donde H, y K, son la traza y el determinante del operdador de forma S, respectiva-
mente. Ademas de la relacién de Weingarten sera crucial que se cumpla la condicion
v-Codazzi.

La idea de la demostracién de estos teoremas es obtener la umbilicidad de la superficie
a partir de las condiciones dadas y como consecuencia de esto concluir que la superficie
es una esfera: {z € R® ||| z — zo ||= r} para algin 70 € R® y r > 0. Cuando
la dimension del espacio ambiente es superior a 3, la situacién es algo diferente, lo
que obtenemos es umbilicidad en la direccién v, es decir v-umbilicidad; mas ain,
obtenemos que la curvatura principal es constante. Por un teorema de B. Y. Chen
y K. Yano [6], esto implica que la superficie estd contenida en una hiperesfera o
un hiperplano. No toda superficie v-umbilica esta contenida en una hiperesfera o
un hiperplano, como puede verse en el Ejemplo 5.3. en este ejemplo mostramos
una familia de superficies v-umbilicas inmersas en R* que no son hiperesféricas; de
hecho, mostramos un ejemplo explicito de una superficie v-umbilica y calculamos la
férmula para la v-curvatura (variable). Esta situacién contrasta con la rigidez de
las superficies umbilicas en R3. En la Proposicién 5.5 vemos que las ecuaciones v-
Codazzi en una superficie v-umbilica son equivalentes a que la v-curvatura principal
A sea constante. Asi, la superficie del Ejemplo 5.3 no satisface la condicién v-Codazzi
en ningun abierto (pues su v-curvatura no es constante en ningin abierto) y por lo
tanto no es inmersible localmente en la direccién v en R3.

En la Seccién 5.1 presentamos las ecuaciones v-Gauss y v-Codazzi para superficies
en R" en términos del marco mévil de Cartan (Apéndice B.1). En la Seccién 5.2 vemos
la relacién que guardan la condicién v-Codazzi con la umbilicidad y con la esfericidad
de las superficies. En la Seccién 5.3 presentamos las expresiones complejas de las
ecuaciones de estructura y en la Seccién 5.4 se procede a formular y demostrar la
proposicién Principal, Proposicién 5.12 de la cual se derivarédn las generalizaciones de
los teoremas de Hopf y Liebmann, las cuales se presentan en la Seccién 5.5.
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5.1 Superficies inmersibles en R? y el marco mévil.

Sea M una superficie inmersa en R™ cuya segunda forma fundamental en una direccién
normal v es I],, las ecuaciones estructurales de Gauss y Codazzi de M, asi como las
ecuaciones estructurales del haz E,, dan condiciones necesarias y suficientes para
que la superficie sea v-inmersible en R® (Definicién 3.2). Hemos llamado a estas
condiciones v-Gauss y v-Codazzi respectivamente (Seccién 3.3, Proposicién Principal
3.6).

Escribiremos las ecuaciones de Gauss y Codazzi en términos del marco mévil
(Apéndice B.3). Sea (U, ¢) una carta coordenada de M donde esté definido un refe-

rencial ortonormal adaptado {Xj, ..., X,,}, es decir X y X, son tangentes y X3,...X,,
son normales; pongamos X3 = v. A una carta coordenada con estas caracteristicas

la llamaremos carta normal.

Consideremos las formas duales w;, 7 = 1, ...,n, relativas al referencial {X;}. Sean
{wi;j}; 1,7 = 1,...,n las formas de conexién correspondientes, Recordemos (Apéndice
B.3) que en términos de las formas duales tenemos:

Wia = eawl+faw‘2a
W = fawl +gaw2:

donde a € {8, ...,n}. Las ecuaciones estructurales tienen la siguiente expresion:
dw,- = Z: w,-j A LUj,
J
dw;j = — Zwik A Wj,
k

donde w; = 0, para ¢ > 2.

En esta carta coordenada /I, estd definido por los coeficientes es, f3 y gs.

Las condiciones para que M sea v-inmersible en R? se obtuvieron en la Proposicién
Principal 3.6 en elcaso en que el espacio ambiente es R4
Proposicion 5.1. Las condiciones v-Gauss y v-Codazzi para que M sea v-inmersible

en R® se expresan en una carta normal (U, ¢) como sique:

Condicion v-Gauss,

(ff —eaga) +---+ (f2 —engn) =0 (5.1)
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Condicion v-Codazzi,

Wag Awgy + -t ws, ANwyp = 0 (52)
wWig Awgg + - Fwsp Awpg = 0

Demostracion. Las ecuaciones de Gauss y Codazzi que satisface M como superficie
de R™, obtenidas de las ecuaciones estructurales (Apéndice B.3, ecuacién B.1) se
expresan en la carta coordenada (U, ¢) como:

Ecuacién de Gauss:
dwiz = w13 Awsy +wig Awgz + -+ + wip A wna.
En el Apéndice B.3, obtuvimos la ecuacion de Gauss en la forma:
dwiz = — ((f§ — esgs) + - + (f2 — engn)) w1 A wy,

donde e;, f; y g; son los coeficientes de la segunda forma fundamental en la direccién
X;. Como la ecuaciéon de Gauss de E, para curvatura cero del ambiente es:

dwiz = — (f2 — e3gs) wi Aw,

tenemos (Seccién 3.3) que la condicién necesaria y suficiente para que se tenga esta
ecuacién es (5.1).

Por otra parte las ecuaciones de Codazzi estan dadas por las ecuaciones

dqu = wp A Way; + wiz A Ws; + oo Fwa A Wnj,

dwjpy = wy Awyj+woz Awsj + ... + wan A Wh;j,

donde j = 3,...,n. Considere el caso 7 = 3. Como las ecuaciones de Codazzi del haz
E,, en el caso en que la curvatura del ambiente cero, son:

dwsi = wiz Awos
dwsy = wy Awis

tenemos. de manera similar que las ecuaciones (5.2) corresponden a la condicién de
v-Codazzi. g

Asi, el siguiente resultado se deduce de la Proposicién 5.1 y del Teorema fundamental
de las inmersiones (Apéndice A.4).
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Corolario 5.2 Sea ¢ : 52 — R™ una inmersién isométrica de una esfera Riemanniana
en R™. Sea v un campo vectorial diferenciable, normal a ¢ (5?). Si para cada p € M
eziste una carta normal (U,¢) donde las condiciones v-Gauss y v-Codazzi que se
expresan como:

(f2 — €4ga) + -+ (f2 — €ngn) =0,

LJJ34/\W41+"'+UJ3nAwn1 = 0&
wig Awgg + -+ +wapn Awpg = 0,

se satisfacen; entonces, existe una inmersion isométrica ¥ : S? — R3 con sequnda
forma fundamental prescrita I1,.

Este corolario es cierto si en lugar de la esfera S?, consideramos cualquier superficie
simplemente conexa satisfaciendo las hipétesis del enunciado.

5.2 Superficies v-umbilicas y la condicién v-Codazzi.

Sea v un campo unitario, diferenciable y normal a la superficie M inmersa en R™. La
superficie M es v-umbilica, si para todo ¢ € M y todo X € T,M : 5,(X) = A(g)X;
donde A : M — R es llamada la v-curvatura de la superficie. Decimos que M es
localmente v-umbilica en p € M si existe una vecindad U C M de p tal que U es
v-umbilica.

Una superficie umbilica inmersa en R? est4 contenida en una esfera o en un plano.
Esta rigidez no se tiene para una superficie v-umbilica inmersa en R™. En este caso,
no estd garantizado ni siquiera que esté contenida en una hiperesfera. En efecto, en
el siguiente ejemplo se muestra una familia de superficies en R* que son v-umbilicas,
pero que no estdn contenidas en una hiperesfera ni en un hiperplano de R*.

Ejemplo 5.3 Sean cj,c; : S' — R* un par de curvas suaves cuyas grdficas estin
contenidas en dos subespacios bidimensionales mutuamente ortogonales. Por ejemplo,
si X,Y,Z,W son coordenadas de R*, suponga que c; (S*) pertenece al plano m =
{Z =W =0} y ¢z (S?) pertenece al plano m, = {X =Y = 0}. La funcién

p:S'x S = RY p(s,t) =c1(s) + ¢ (t),

define la superficie de autotraslacion Si3. Sean vy y v dos campos unitarios ortogo-
nales normales a Sy3. Los coeficientes de la sequnda forma fundamental con respecto
a ellos son
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en = (T8 1) = (d (), 1), €w = (Thr0) = (c] (8),2),
fw (%JJI) 0 fvg = ( 1V2> == O:
9 = <8_gsyl) (CS ( ) V]), vy = <¢':}t V2) = (Cg (t),!/g).
Por lo que la curvatura normal (Capitulo 4) es:
Kt= (e — 91:1) fo = (€ — 903) Ju =0

Entonces, Syy es v-umbilica para algin campo normal v definido globalmente en Sio
( [19], Teorema 3.4).

%?JQ:

&

Ahora usaremos lo anterior para definir la familia de superficies requerida. Tome
cualquier curva suave c¢; : S* — m C R* parametrizada por la longitud de arco y
que contiene tres puntos colineales. De esta manera, su traza no estd contenida en
ninguna esfera: {z € R* || z—x¢ ||=r} para algin zo € R® y r > 0. Enseguida tome
¢ : ST — my C R* como la anterior y suponga que el origen pertenece a su grdfica.
Es decir que eziste ty € S*, tal que c; (to) = (0,0,0,0). Asi, la superficie S5 contiene
la grdfica de c¢; y por ello no es esférica.

Observacién 5.4 En el ejemplo anterior, si ky (s) y kp (t) representan las curvaturas
de ¢; y ¢y entonces ('Duede verse que para el campo vectorial:

(st n 80 e,
1(8t) = Vi) k() * Via® +ka(e)
donde n; y ny son los vectores normales unitarios a las curvas planas ¢; y ¢y respec-

tivamente, la superficie es vi-umbilica con v;-curvatura

k1 (s) kz_(t)
VE (0 + ki (5)°

Observe que la superficie es vi-umbilica, pero no tiene puntos vi--umbdicos.

Por otra parte, las ecuaciones v-Codazzi determinan una condicién necesaria y
suficiente para que una superficie v-umbilica inmersa en R* sea hiperesférica o hiper-
plana.

Proposicién 5.5 Si una superficie M es v-umbilica con A\ la correspondiente v-
curvatura principal. Entonces la condicion v-Codazzi se satisface si y sdlo si A es
constante.

Demostracién. Considere una carta normal (U,v). Ya que M es X3-umbilica
tenemos Vy X3 = AY para cualquier vector Y tangente a M. Entonces, las formas
de conexién satisfacen

Wjs (Y) = <VYX3, XJ> = A(Y', XJ> = )\UJJ' (Y) 3 j‘ = 1,2
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es decir,
wjs = Mwj, j=1,2.
Calculando la derivada exterior de esta expresion tenemos
dA Aw; + Adw; = dwjs, 7 =1,2.
Por otra parte, ya que wes = Aws,

dwiz = wig Awas + wig Awag + ... + win A Wns
= Awig Awg + wig Awys + ... + wWin A Wpa.

Asi
/\wlg Aws + wig Awgs + ... + wWin A Wwps = dA /\L(Jl"}’Adwl
dw; = wig A ws.

dAAw; = wyg Awag + ... + Win A Wn3s.
Anaélogamente,

dA A wy = wog A wgz + ... + wWan A Wn3
Se sigue de las ecuaciones v-Codazzi que

d/\/\wl =)
dAAwy =0,

como w; y w, son independientes, d\ tiene que ser idénticamente cero, es decir A es

constante.

Inversamente, si M es X3-umbilica y ) es constante, el sistema anterior se satisface;

entonces tenemos que las ecuaciones v-Codazzi deben cumplirse.
|

Observacién 5.6 Por la proposicion anterior la superficie del ejemplo 5.3 (ver Ob-
servacion 5.4) no satisface la condicion de Codazzi en la direccion v en la cual es

umbilica.

Corolario 5.7 Supongamos que una superficie M inmersa en R* es v-umbdlica y
satisface las ecuaciones v-Codazzi. Entonces M es hiperesférica o hiperplana.
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Demostraciéon. La Proposicién 5.5 implica que la v -curvatura principal A es con-
stante. Entonces si A no es cero, ya que M est4 inmersa en R*, v debe ser paralelo,
[6], [44]. Asi, la prueba sigue del teorema 4.3 de B. Y. Chen y K. Yano que afirma
que si una superficie es v-umbilica para cualquier campo vectorial normal paralelo y
no constante v entonces es hiperesférica [6]. Si A es cero entonces M es hiperplana.

Observacion 5.8 En [44] se prueban los siguientes equivalencias respecto a la v-
umbilicidad (los conceptos involucrados se exponen en la Seccion 2.6):

® M tiene dos campos de direcciones asintdticas globalmente definidos si y sélo si
es v-umbilica para un campo normal v definido en todo M.

e M es v-umbilica para algin campo normal v globalmente definido en M si y
solo st M estd totalmente constituido de puntos semiumbilicos.

e M es hiperesférica si y sélo si es v-umbilica para algin campo unitario normal
v definido en M cuya curvatura principal asociada A es una constante distinta
de cero.

5.3 Ecuaciones estructurales en forma compleja.

En esta seccién presentamos la condicién v-Codazzi en notacién compleja. Estas
expresiones seran utiles mas adelante.

Considere una carta coordenada normal (U, ¢) de M, donde tenemos definido el refe-
rencial mévil. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que esta carta coordenada
es isotérmica. Escribimos

X=%(X1—ZX2) w=w1+z’w2
T =Wy — Woj, 2723 p = w2
zi=3(e;—g)—ifi n2j>23 pr=wa, n>k>4

1
Hj = (ej+9;).

Como la ecuacién diferencial de las X3-lineas de curvatura en coordenadas isotérmicas
es

f3dz} + (93 — e3)dz1dzy — fadzl =0,
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entonces z; = 0 define el conjunto de los puntos X;-umbilicos.

Lema 5.9 Se tienen las siguientes ecuaciones

dw = —ipAw (5.3)
drns =1pAT3 +wag ATy + ... +wsn ATy (54)
n
dm =ip A7 + Z“"”‘ A Tk (5.5)
k=3
Ty = 23w + H3(:J (5.6)
Tn = 2nw + Ho@ (5.7)

Las ecuaciones de Codazzi tienen ahora la siguiente forma (5.4).
La ecuaci6n (5.3) se obtiene como sigue:

dw = d (wy + wwy) = dwy + tdwy = w1z Aws + twoy Awy = —iwig A (wy + twe) =
—1p A\ w.

La ecuacién (5.4) se obtiene usando las ecuaciones de Codazzi

dwlj = wip Awy; +wiz Aws; + ... + Win A wpj,
dwzj = Wn /\wlj - Was A UJsj s Wan Awﬂj:

como sigue:

dms = dwyz — 1dwyz = (wlg Awog +wig Awyg +--- +w1n/\u,,3)
—i (w1 Awia + wog Awgz + + -+ + wan A Wp3)
= w2 A (w13 — twas) + w3y A (Wig — Wwog) + -+ - + Wan A (Win — twop)
=1pAT3+ Wiy ATg+---+ws, ATy,

La ecuacién (5.5) se obtiene andlogamente.

Para obtener la ecuacién (5.6) consideramos, w3 = esw; + fawz ¥ wos = faw; + gaws.

Asi,
T3 = wi3 — twoz = wi (€3 — if3) — w2 (g3 + 1f3)
= (3 (es — g3) —if3) (w1 + iws) + 5 (€3 + g3) (w1 — twy) wy (e3 — ifs)
= z3w + Hiw.

La ecuacién (5.7) se obtiene andlogamente.
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Por lo anterior la condicién v-Codazzi para el campo normal X3 en esta notacion
toman la forma:

w3y Amg+ ... + w3 A, = 0.

Observacién 5.10 Consideremos el caso de una superficie M inmersa en una var-
iedad N™ de curvatura seccional constante R. Llamaremos N a la variedad ambiente.
En una carta coordenada normal (U, ¢), las ecuaciones de estructura tienen la sigu-
iente forma:

dw; = Zw,-j A wj,
i

dw,‘j = Zwik/\wkj + Rw,- /\wj,
k

donde w; = 0,12 > 2.

Las ecuaciones de Codazzi (5.4) no dependen de la curvatura seccional del ambiente
por lo que tienen la misma ezpresion que las ecuaciones en el caso en que la variedad
ambiente es R™ (5.4). Por otra parte, la ecuacion de Gauss, si depende de la curvatura
seccional, de la siguiente manera:

( N -
dp=—2- (gﬂiAﬂi_}-R‘d/\M) .

5.4 Esferas de Weingarten.

Definicién 5.11 Sea M una superficie inmersa en R™ y v un campo diferenciable
normal a M. Denotemos por H, y K,, un medio de la traza y el determinante
del operador de forma S,, respectivamente. Entonces decimos que M satisface una
relacion v-Weingarten si existe una funcion diferenciable F, : (—€,00) — R™, € > 0,
tal que

H,=F,(H:-K,).

La superficie M satisface una relacion v -Weingarten local en p si existe una vecindad
U C M de p que satisface una relacion v -Weingarten.
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Proposicién 5.12 Sea M una superficie inmersa en R™, n > 4, v un campo vectorial
unitario, normal a M y p € M un punto v-umbilico. Suponga que las siguientes

condiciones se tienen:

i) M satisface una relacion v- Weingarten local en p.
it) La condicion v-Codazzi se tiene en una vecindad U C M de p.

Entonces p es un punto v-umbilico aislado con indice negativo o M es localmente
v-umbilica en p con v-curvatura constante.

En [21] se muestra que dado n entero positivo y h niimero real, existen inmersiones de
superficies en R3 con curvatura media constante k2 y con puntos umbilicos aislados de
indice —%. Otro ejemplo de superficie de Weingarten es la superficie minima obtenida
mediante la representacién de Weierstrass con f (z) =1y g(z) = 2", ésta tiene un

punto umbilico de indice —"T'l en z = 0 para cada n > 1. Por otra parte el elipsoide

de revolucié n es un ejemplo de superficie con un punto umbilico aislado, en la cual
las curvaturas medias y Gaussiana estan relacionadas, pero que no es de Weingarten
en el sentido de arriba. Las superficies en R? satisfacen automaticamente la condicién

de Codazzi.

Demostraciéon. La prueba consiste en construir localmente en p, una forma cuadratica
@ cuyos ceros sean los puntos v-umbilicos. Si esta forma es holomorfa, como veremos,
se tendra la conclusion del teorema.

Comenzamos obteniendo localmente dos funciones con valores reales u,v en torno a
P que estardn involucradas de manera crucial en esta construccién.

Considere la carta normal isotérmica y utilicemos la notacién compleja de la seccién
anterior.

En la siguiente ecuacion se tiene cada lado corresponde a una expresion diferente de
dms. El lado izquierdo se obtiene derivando la expresion z3w + H3@, mientras que el
lado derecho es obtenido de la ecuacién (5.4).

dzz Aw — 23 (ip Aw) + dH3 A @ + H3dw
= ipA (23w + H3@) + wyy ATy + ... + wan A Tp,.

Ya que Hidw = ip A H3w, tenemos:

(d23 —2iz3p) Aw+ dH3 A0 = w3g ATy + ... +wszn A Ty,
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Como se cumple la condicién v-Codazzi, entonces el lado derecho de esta expresién
es cero; asi

(dz;; = 223'&9) ANw+ ng Aw=0.

Ya que w A @ # 0, existen funciones diferenciables u, v definidas en U, tales que
dza—2zip \ _ [ v u w
dH; " \u @ @ )’

Ya que 2323 = H? — K3 la condicién X3-Weingarten satisfecha en U, puede ser escrita
como Hj = F(z3%3). Diferenciando esta relacién obtenemos,

(dHj es real).

U + U = dH3 = .F’ (233-;5:) (Z_3d33 + ngﬁ)
= F' (2373) (73 (vw + u + 2z31p) + 23 (30 + Ww — 2Z31p))
= F'(2373) (73 (vw + u@) + 23 (00 + Ww)) .

Comparando coeficientes de @ obtenemos la siguiente relacién crucial (esta relacién
serd usada al final para probar que la forma cuadratica @) que se construira enseguida
es holomorfa):

u = F'(2373) (232 + Z3v) .
El préximo paso es construir una 1-forma que permitira definir una métrica particular

en U. Para hacer esto, consideremos dos funciones reales, diferenciables, no negativas
M(z), N(z) con las siguientes propiedades:

(M (2))* = z (N (z))*
2M' (z) = F' (z) N (z)
2zN' () = F' (z) M (z) — N (z).

1

Il
blj

Considere la funcién diferenciable
¢(r) = / F' (%) ds.
0

Haciendo el cambio de variable s = rt, obtenemos ¢ (r) = r® (r?), donde @ (r) =
fol F' (t*r) dt es una funcién diferenciable.
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Definimos M, N como sigue:
M (r*) =cosh¢ (r), N(r?) = %sinhq‘)(r).
Un célculo muestra que estas funciones satisfacen las propiedades deseadas.
Definimos la 1-forma o, sobre U
0 = M (2573) w + N (2373) Z300.

Por otra parte, usando la primera propiedad de las funciones M y N obtenemos
20 AT = 2 (M (2T)w+ N (27) 730) A (M (267%) T + N (207) zaw)
- % (M? (2373) — (2373) N? (2373)) w AW
= Ew AW
2
=w; Awy >0,

por la primera propiedad de M y N.

Escribamos esta 1-forma como o = 0, + i05. Entonces, o; y 0, son independientes
en U, de donde la forma cuadratica

ds? =0 -7 = (01)% + (02)?,
es diferenciable, positiva y globalmente definida sobre U.

Ahora por el teorema de coordenadas isotérmicas (Seccién 3.4) ( [11],[12],[11]) existe
una tnica estructura compleja en U compatible con la métrica y la orientacién de ds?.
Dotamos a la superficie con esta estructura compleja y definimos la forma diferencial
cuadratica

Q = 230'2.

El préximo paso serd probar que la forma cuadratica @ es holomorfa.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que existe una carta coordenada holo-
morfa ( : U — C. Supongamos también que en esta carta coordenada o = Ad(,
donde A > 0 es una funcién diferenciable real y positiva en U. Entonces,

Qlv = (23)?) (d¢)?,
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z 2
Probaremos que Blay) =0en U. Ya que

¢
0 (23)?) =  0(z3)\?)
d (23)?) = ——=—=d{ + ———2d(,
la identidad anterior es equivalente a
d (23A?) Ad¢ = 0.

Para probar esta ecuacion, escribimos la identidad:

d (23)%) Ad¢ = X (dz3 A 0 + 223d0) .

ya que
0 = M (2373) w + N (23%3) Z3w.

y

dzz — 2231p = vw + U

473 + 275ip = To + W

d(2373) = dz373 + 23dZ3
=73 (vw + uw) + 23 (TW + Ww)

Entonces,

do=M (Z3u+ z30) W Aw + Mdw + ZZN' (Z3v + z30) W Aw + Nd (z30)
=M (Zzu+ 20)0 Aw — M (ip Aw) + BN (Z3v + 230)0 A w
+ N((v@ + mw — 2731p) A@) + iN (Zp A @)
=M (ZZu+ 230)WAw— M (ipAw) + ZZN'(Z3v + 230)T A w
+ N(—2z3ip + tw) AW+ iN(Zp A D).

Asi, obtenemos la expresion

dzs A\ 0 + 223do = (2iz3p + vw + ww) A (Mw + NZ30)
+ 223[M'(Z3u + 230)@ Aw — M(ip A w)]
+ 223[ZaN"(Z3v + 230w AW + NZ3(ip A D)
+ N(—2iZ3p + Tw) AT
= (VNZ3 — uM)w AW + 23[—2M'(Z3u + 237)
+2Z3N'(Z3v + 223U) + Nujw A@
= [~uM + ZzuN — z3(F'N)(Z3u + 237)
+ (F'M — N)(Z3v + 23T) + 223N |w A ©.
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Ya que todos los términos con p como factor se cancelan y
u = F'(23%3) (230 + Z3v)
resulta
[—uF + ZvG — 23GU + uF — G(Z3v + 231U) + 223UG|lw Aw = 0.

Por lo cual, la forma diferencial cuadratica es holomorfa y de esto, se seguird, como
veremos enseguida, la conclusién de la prueba.

Ya que @ es holomorfa y se anula en el punto v-umbilico p, entonces () se anula
en toda una vecindad de p (es decir, la superficie es localmente v-umbilica) o se anula
en p aisladamente (es decir p es un punto v-umbilico aislado). En el segundo caso,
tomamos una carta holomorfa de p; ¢ : U — C en la cual la expresién de la forma es

Qly = ¢* (d¢)?,

tomamos un referencial X;, i = 1,...,n sobre U para el cual 0 = Ad(, donde ) es
una funcién real positiva. Entonces, sobre U — {p} tenemos,

z3 Ck /,\2 _ Ck
lzs|  ICk/X2]ICKI
Sea -y una curva cerrada orientada positivamente: |(| = § > 0 donde J es suficien-

temente pequefio. El grado de la aplicacién TE;[ :y — S' es k. Asi, gr (Tz'g'l) =k
Y

; -k
ix (p()) = T < 0.
Con esto la proposicién queda demostrada.
[

Observacion 5.13 Consideremos el caso de una superficie M inmersa en una var-
iedad N™, n > 4, orientada, de curvatura seccional constante R. La curvatura media
con respecto a un campo normal v, H, no depende de la curvatura seccional del am-
biente. Sin embargo, la curvatura Gaussiana con respecto a v si depende de ella de la
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siguiente manera: K, =det S, + R. Entonces, cuando el espacio ambiente tiene cur-
vatura seccional constante R decimos que M satisface una condicion v- Weingarten
si existe una funcion diferenciable F, : (—e,00) — R, € > 0, tal que

H,=F,(H-K,+R)

La superficie M satisface una condicion local v- Weingarten en p si eriste una vecin-
dad U C M de p que satisface una condicion v- Weingarten.

En la prueba de la Proposicion 5.12 no se usa la ecuacion de Gauss. De hecho,
solamente se requiere la ecuacion v-Codazzi, que no depende de la curvatura seccional
de la variedad ambiente (Observacion 5.10). Por esto, con hipdtesis andlogas, la
Proposicion 5.12 es vdlida cuando M estd inmersa en N™.

5.5 Conclusiones.

Teorema 5.14 Sea ¢ : S — R", n > 3 una inmersidn diferenciable para la cual
existe un campo vectorial unitario v normal a ¢(S?). Supongamos que para todo
v-umbilico p se tienen las siguientes condiciones:

1. ¢(S?) satisface una condicién v-Weingarten local en p.

2. La condicion v-Codazzi se satisface en una vecindad de p.

Entonces ¢(S?) es v-umbilica con v-curvatura constante.

Demostracién. La hipétesis de la Proposicién 5.12 garantiza que el conjunto de
los puntos v-umbilicos no aislados es abierto. Ya que este conjunto es cerrado por
definicién, el conjunto es la superficie ¢(S?) toda o el conjunto vacio. El Teorema de
Poincaré-Hopf implica que si este conjunto es vacio, existe un punto v-umbilico de
indice positivo; lo cual es imposible de acuerdo a la Proposicién 5.12. Por lo que la
superficie es v-umbilica y por la Proposicién 5.5 la v-curvatura es constante.

Observacion 5.15 Cuando el espacio ambiente en la Proposicion 5.12 y el Teorema
5.1 es R3, ¢(S?) satisface naturalmente las ecuaciones de Codazzi con respecto a
cualquier campo normal. Ast, si satisface una relacion local de Weingarten, entonces,
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¢ (S?) es umbdlica. La prueba del Teorema 5.14 es bdsicamente la misma en este caso
donde condicion v-Codazzi no juega ningin papel.

Observaciéon 5.16 Al Teorema 5.14 corresponde un resultado andlogo, cuando la
inmersion ¢ : S? — N™ estd definida en una variedad N de curvatura seccional
constante. En este caso, la hipdtesis correspondiente, formulada en la Observacion
5.13, garantiza que la imagen ¢ (S?) es v-umbilica con v-curvatura constante.

Recuerde que un campo vectorial normal v es paralelo sobre M si para todo campo
vectorial X tangente a M, Vv = 0.

Corolario 5.17 Sea ¢ : S* — R", n > 3 una inmersion diferenciable para la cual
existe un campo diferenciable v, paralelo y normal a ¢(S?).

Suponga que ¢(S?) satisface una condicién local v-Weingarten en todo punto v-
umbilico.

Entonces ¢(S?) es hiperesférica y v es paralelo al campo vectorial radial o v es con-
stante y ¢(S?) estd contenida en un hiperplano ortogonal a v.

Demostracién. Considere un referencial ortonormal {X;, ¢ = 1,...,n} en una
vecindad normal (U, ¢) de cualquier punto v-umbilico p € ¢(S?), tal que Xz =v . Ya
que X3 es paralelo, wsq = --- = w3, = 0, por lo que la condicién v-Codazzi se cumple
en U C M de p. Entonces se sigue del Teorema 5.14 que ¢(S?) es v-umbilico, con v
-curvatura )\ constante. La conclusién se sigue del teorema 3.3 de B. Y. Chen y K.
Yano [6].

0

Corolario 5.18 Sea ¢ : S? — R™, n > 3 una inmersién diferenciable para la cual
eriste un referencial ortonormal de k — 2 campos vectoriales unitarios normales
paralelos

XS"“’XR:: kSn—ls

normales a $(S?). Supongamos que para cada l, 3 < I < k, ¢(S?) satisface una
condicion local X;- Weingarten en todo punto X;-umbilico.

Entonces ¢(S?) estd contenida en una esfera S**+2 o en un plano afin de dimension
n—k+2 de R™

La prueba se obtiene aplicando el Corolario 5.17 a cada uno de los campos normales
del referencial.

64



Note que si en el Corolario 5.18, tomamos k = n — 1, entonces ¢(S?) estard
contenida en una 3-esfera: {z € R™ ||| z — 2o ||= v} N R3 para algiin 2o € R* y r > 0
o0 en un subespacio afin. Si ¢(5?) esté contenido en un subespacio afin de dimensién
3 y satisface una relacion de Weingarten con respecto a X, el Teorema 5.14 implica
que ¢(S?) es umbilica con respecto al campo normal, considerando el subespacio afin
como ambiente. Por eso ¢(S?) es una esfera: S = {z € R? ||| z — z¢ ||= r} para
algin 7o € R® y r > 0 de dimensién dos en R™. Si ¢(S?) estd contenida en una esfera
{z € R* ||| z — zo ||= r} para algin zo € R* y r > 0 de dimensién 3 y satisface una
relacién de Weingarten, aplicamos la versién del Teorema 5.14 para el caso en que
el espacio ambiente tiene curvatura seccional constante de acuerdo a la Observacién
5.13. De esta manera obtenemos la misma conclusiéon para este caso; a saber, que
#(S?) es {z € R® ||| z — zp ||=r} para algiin zo € R® y r > 0.

Si una superficie tiene curvatura media constante con respecto a una campo normal
v, entonces satisface una condicién v-Weingarten. Por lo que se tienen las siguientes
dos generalizaciones del teorema de Hopf mencionadas en la introduccién.

Corolario 5.19 Sea ¢ : 5 — R™, n > 3 una inmersién inyectiva para la cual ezisten
un referencial ortonormal de n — 3 campos vectoriales paralelos

XS! T }Xn—l

normales a ¢(S?). Supongamos que la curvatura media con respecto a cada uno de
estos campos normales y de X, es constante.

Entonces ¢(S?) es una esfera: {x € R? ||| z — zo |= 7} para algin 2o € R® y r > 0.

La prueba es una consecuencia directa del Corolario 5.18.

Resultados para superficies inmersas en R*.

Corolario 5.20 Sea ¢ : S? — R* una inmersién diferenciable y v un campo difer-
enciable unitario, normal a ¢(S?). Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. Para todo punto v-umbilico existe una vecindad donde se satisface la condicion
v-Codazzi y la curvatura media H, con respecto a v es constante.

2. @(S?) es hiperesférica (hiperplana) y v es paralelo al campo radial (v es con-
stante).
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3. El campo v es umbilico paralelo.

4. El campo v es umbilico con curvatura constante.

Demostracién. Ya que H, es constante cerca de cada punto v-umbilico, ¢(S?)
satisface una condicién local v-Weingarten en todo punto v-umbilico y ademas se
cumple la condicién v-Codazzi en una vecindad de cada uno de estos puntos, el
Teorema 5.14 implica que ¢ (S?) es v-umbilica con curvatura constante y como la
reciproca es claramente cierta, se sigue que 1. es equivalente a 4. Como la imagen
de la inmersién esta contenida en R? un resultado de B. Y. Chen y K. Yano en
(Teorema 3.3 en [6]) demuestra la equivalencia de 2. y 3. La equivalencia de 3. y 4.
se encuentra demostrada en [44].

Note, que de este corolario concluimos, que en el Corolario 5.17, la condicién v-
Codazzi implica que v es paralelo.

Observacion 5.21 Las consecuencias del Teorema 5.14 en el caso en que el espacio
ambiente es 4 cobran una significacion geométrica especial, en vista de las equivalen-
cias de v-umbilicidad, asi como de hiperesfericidad citadas en la Observacion 5.8.

Ast, si una superficie de R* satisface las hipdtesis del Teorema 5.1/ en particular es
v-umbilica, entonces tiene dos campos ortogonales globalmente definidos de direccio-
nes asintoticas (definidas en la Seccion 2.6) y estd constituida totalmente de puntos
semiumbilicos (estas superficies tienen una familia “degenerada” de funciones “dis-
tancia al cuadrado” es decir tienen contacto no genérico con su hiperesfera focal en
cada punto, ver J. Montaldi [37]).
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Capitulo 6

Algunos comentarios finales

6.1 Problemas de realizacion.

El Teorema fundamental de las inmersiones isométricas resuelve un problema de
realizacién; un haz Riemanniano con ciertas condiciones (es decir la variedad Rie-
manniana M con una estructura adicional dada por una seccién simétrica del haz
Hom(TM x TM, E) que jugara el papel de segunda forma fundamental) y las condi-
ciones de compatibilidad ecuaciones de Gauss y Codazzi se realiza como una subva-
riedad Riemanniana de un espacio de curvatura constante. De hecho este teorema
pertenece a la clase mas general de problemas y teoremas de realizacién; como el
teorema de J. Nash [38], que afirma que toda variedad Riemanniana puede aplicarse
mediante un encaje isométrico en algin espacio Euclidiano (para una discusién com-
pleta del tema, asi como versiones mas desarrolladas de los resultados de Nash puede
verse [17]). Una vez que sabemos que una variedad Riemanniana estd inmersa en
algtn espacio Euclidiano de manera que su estructura intrinseca es respetada, nos
preguntamos por la posibilidad de reducir la codimensiéon manteniendo también algu-
nas de las propiedades extrinsecas de la inmersién inicial. Pueden encontrarse algunos
resultados de este tipo en [45] y [13]. La generalizacién de las condiciones de Gauss,
Codazzi y Ricci que damos en la Seccién 2.6, conduce a un concepto més general
de reduccién de codimensién (la inmersién en la direccién de un subhaz del haz nor-
mal de la subvariedad) que el presentado en [13] y plantea el estudio de conceptos
geométricos equivalentes a las condiciones anteriores.
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Existen importantes teoremas de realizacién propios de las superficies, enseguida
recordamos algunos de ellos.

El problema de H. Weyl en su formulacién original [2, 2, I, cap. 2]: Dada una métrica
Riemanniana de curvatura positiva sobre la esfera, jexiste una superficie convexa
(tinica, salvo movimientos rigidos) con esta métrica en R3? Este problema en su
formulacién actual:

Teorema. Una variedad bidimensional C**, de curvatura positiva, homeomorfa
a una esfera, admite una inmersion isométrica C** en R3como superficie convera
(tinica salvo movimientos rigidos). Si la métrica Riemanniana es analitica, la inmer-
sion es analitica. :

Ha sido resuelto recientemente de manera completa; Nirenberg (1953, [39]), Pogorelov
(1949, [40]).

En cuanto al caso de métricas con curvatura que no es positiva, esta el famoso Teo-
rema de Hilbert en R®: no eziste una superficie diferenciable completa isométrica al
plano de Lobachevskij. Existen resultados en esta direccién debidos principalmente
a N. V. Efimov (2, 2, I, cap. 3]: No existe una superficie completa C?-inmersa con
curvatura de Gauss negativa uniformemente separada de cero. El caso de realizacién
de superficies de curvatura negativa es mas delicado pues se tiene la siguiente conje-
tura [2, 2, I, cap. 1]: No eziste una variedad Riemanniana simplemente coneza con
curvatura negativa que admita una inmersion isométrica en algin R™ como superficie
de silla (para la definicién de superficies de silla en dimensiones mayores ver [2, 2, I,
cap. 1]).

Por otra parte, el problema de encontrar una inmersién X en R3, que realice

una forma cuadratica I definida positiva dada como su primera forma fundamental,
es conocido como el problema del encaje isométrico y tiene una larga historia en
la geometria diferencial. Se sabe que es localmente soluble cuando I es analitica o
cuando la curvatura de Gauss de I no es muy degenerada, pero el caso diferenciable
general permanece sin ser resuelto [4].
Elie Cartan estudi6 el problema de realizar una segunda forma fundamental dada I1,
por medio de una inmersién isométrica. Es decir realizar una variedad Riemanniana
bidimensional simplemente conezxa con un operador de forma dado de antemano como
una superficie en R® [5]. En otras palabras, dada una forma cuadratica I, Cartan
estudié la ecuacién IIx = II. El mostré que cuando I es analitica real y no es
degenerada, la ecuacion 11y = II es siempre localmente soluble. Poco se sabe de este
problema en el caso diferenciable o en un contexto global.

En un articulo reciente [4, (2001)], R. Bryant retoma el problema anterior de E.
Cartan en los siguientes términos:

Dada una variedad Riemanniana bidimensional simplemente conexa D y un endo-
morfismo S : TD — TD diagonalizable (“Operador de Forma”) definido en el haz
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tangente; se estudia el espacio de realizacion de estos objetos, asi como las propiedades
geométricas del mismo espacio. Se construyen ademas algunos ejemplos explicitos.

No todo endomorfismo S es realizable; por ejemplo, si S tiene sus autovalores iguales
(S = f 1) donde f es una funcién definida en D en cada punto, entonces S no puede
ser realizado, a menos que f sea constante positiva o cero ya que las tinicas superficies
totalmente umbilicas son los planos y esferas en R®. Por otra parte si f es constante,
entonces S es realizado por una inmersién de D en el plano o una esfera de radio
apropiado y el caso es trivial.

En un trabajo reciente [20] hemos obtenido, en el contexto de esta tesis, resultados de
realizacion de una forma cuadrdtica como segunda forma fundamental en una cierta
direccion v de una superficie en R

El articulo de J. Sotomayor en [48] también sugiere un problema de realizacién de
formas cuadraticas relacionado con nuestro trabajo. En este articulo se consideran
dos formas cuadraticas A y B, definidas en un abierto conexo del plano U, la primera
de ellas definida positiva. Con los coeficientes de estas formas se define formalmente
la curvatura media H, las curvaturas principales k; y k2 y la curvatura K (correspon-
diente a la Gaussiana), asi como las nociones de punto umbilico, lineas de curvatura
(con las ecuaciones formalmente idénticas a las clasicas) y con ellas las foliaciones
principales. Sotomayor prueba algunos resultados en este marco y llama superficie
de Codazzi a la terna (A, B,U) donde el par de formas que cumple la condicién de
Codazzi.

En el primer resultado Sotomayor proporciona una forma equivalente de las ecua-
ciones de Codazzi en términos de formulas integrales las aplicaciones de retorno de
las foliaciones principales.

Recordemos que la aplicacién de retorno o aplicacién de Poincaré relativa a las lineas
de curvatura principal, definida en una vecindad de un segmento transversal en un
punto de una linea de curvatura principal cerrada, es la aplicacién que asocia a cada
punto de la vecindad, el punto en que la linea vuelve a cortar el segmento. En el caso
en la aplicacion es la identidad, se define un cilindro de curvas cerradas.

El segundo resultado en este articulo de Sotomayor es una aplicacién del anterior a las
superficies de Codazzi de curvatura media constante y més generalmente a superficies
de Weingarten:

Las lineas de curvatura cerrada en estas superficies vienen en cilindros (en el sentido
dado arriba).

Estos resultados, que se habian probado en [25] y en [49] para superficies en R? se
pueden aplicar a las v-lineas de curvatura de superficies en R* que satisfagan la condi-
cién v-Codazzi; pues la primera forma fundamental y la segunda forma fundamental
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con respecto a v, son formas cuadraticas que definen una superficie de Codazzi. Ten-
emos que:

Para las superficies que satisfacen la condicion v-Codazzi y una condicién tipo v-
Weingarten: las v-lineas de curvatura cerrada forman cilindros.
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Apéndice A

Subvariedades Riemannianas

Para el elaborar éste apéndice nos basamos en el libro de M. Dajzer, Mauricio
Antonucci, Gilvan Oliveira, Paulo Lima-Filho y Rui Tojeiro [13]: Submanifolds and

Isometric Immersions.
Presentamos en las siguientes secciones los conceptos basicos que seran necesarios

mas adelante.

A.1 Conceptos basicos.

Sean M™ y N™*? variedades Riemannianas de dimensiones n y n + p, con métricas
(, my{( , )~ de M™y N™P respectivamente; la aplicacién diferenciable f :
M™ — N™P, cuya diferencial f, : T,M — Ty, N es inyectiva para toda p € M es
una inmersién isométrica de M™ en N™*P si

(X,Y)m = (£ (X), f« (V))n,
para toda p € M y para todo X y Y en T, M.

Sea f: M™ — N™P un encaje, para cada punto p € M y U C M vecindad de p,
podemos identificar U con f (U) y considerar el espacio tangente de M en p como un
subespacio del espacio tangente a f (p) en N y escribir

T,N = T,M & N, M,
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donde N,M es el complemento ortogonal de T,M en T,N. De esta descomposicién
obtenemos el haz vectorial NM = U,ep NpyM, llamado el haz normal a M. Tenemos
que el haz TN |jon= {X € TN : n(X) € f(M),donde 7 : TN — N es la
proyeccién} es la suma de Whitney del haz tangente TM con NM, esto es

TN |san=TM & NM.

Respecto a esta descomposicion las proyecciones tangente y normal son:
()" : TN |san— TM
( )L 51 3 ]f(M)"" NM .

La conexién Riemanniana de N™*? serd denotada por V. Sea f : M™ — N™t?
una inmersién isométrica, dados los campos vectoriales X,Y € T'M tenemos:

VxY = (VxY)T + (VxY)*.
Se sigue de la unicidad de la conexién de Levi-Civita que (?)T es la conexién de
Levi-Civita de M; la denotaremos por V.
Férmula de Gauss. De la descomposicién de VY se tiene la férmula:
VxY =VxY +a(X,Y), ' (A.1)

donde la aplicacién a : TM x TM — NM es denominada la segunda forma fun-
damental de la inmersién. Esta aplicacién es simétrica y bilineal sobre C*° (M): el
anillo de las funciones diferenciables sobre M. En particular, expresando « en un
sistema de coordenadas, para cada p € M y X,Y € TM el valor de a(X,Y) (p)
depende sélo de los valores de X y Y en p.

Considere los campos vectoriales X de TM y £ € NM y denote por S¢ la compo-
nente tangencial de —Vx&. Como

0=X(Y)=(Vx&,Y) + (£ VxY),
de la férmula de Gauss se tiene la igualdad
(SeX,Y) = (a(X,Y),&).

En particular la aplicacién S : TM x NM — T'M dada por S (X, ) = S¢X es bilineal
sobre C*° (M) y simétrica es decir, (S¢X,Y) = (X, S¢Y) para todo X,Y € TM.

La aplicacién S; es llamada la segunda forma fundamental en la direccion € o bien el
operador de forma en la direccion &.
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Férmula de Weingarten. La componente normal de V x¢, que se denota por V¢
define una conexién compatible sobre el haz normal NM. Decimos que V' es la
conexion normal de la inmersién f y se tiene la formula:

Vx€ = —SeX + V& (A.2)

A.2 Ecuaciones Gauss, Codazzi y Ricci.

Usando las férmulas de Gauss y Weingarten es posible derivar las ecuaciones de Gauss,
Codazzi y Ricci.

Ecuacién de Gauss.

(R(X,Y)Z,W)=(R(X,Y)Z,W)+ (a(X,W),a(Y,2)) — (a(X, 2),a(Y,W)),

donde R y R son los tensores de curvatura de M y N respectivamente y la definicién
de curvatura es:

(R(X,Y)Z,W)=(VxVyZ = VyVxZ -V ixy, W).

Ecuacién de Codazzi. Tomando la componente normal de R (X,Y’) Z, obtenemos
la ecuacion:

RX,Y)2)" = (V%a) (V,2) - (V$2) (X, 2), (A.3)
donde por definicién: (Vxa) (Y,2) = Vxa(Y,2) — a(VxY,Z) —a(Y,VxZ).

Observe que Vxa es C* (M) multilineal. Aqui V* puede verse como una conexién
en el haz vectorial normal Hom(TM x TM,NM).

Sea R el tensor de curvatura de NM es decir
R (X,Y)€ = VxVyl — VyVxE — V[lx,ylé,

paratodo X, Y e TMy € NM.
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Ecuacién de Ricci. De las férmulas de Gauss y Weingarten se sigue que la compo-
nente normal de R (X,Y) Z satisface la ecuacién:

R(X,Y)€)" =R (X,Y)E+a(SeX,Y) —a(X,5Y).

Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci para curvatura constante. Para las
subvariedades de un espacio de curvatura constante c las ecuaciones de Gauss, Codazzi

y Ricci son:

(R(X,Y)Z,W) =c((XAY)Z,W) + (a(X,W),a(Y,2)) - (a(X, 2),a(Y,W)),

(Vxa) (Y, 2) = (Vll,a) (X,2) (A4)
o equivalentemente

R*(X,)Y)¢=a(X,8Y)—a(S5:X,Y),
o equivalentemente
(ﬁ (X1 Y) €, C) = <RJ. (Xs Y) §s C) = ([SE'.' S(]X, Y>

donde X,Y e TMy & (e NMy

[Se, S¢] = SeS¢ — S¢S,
(XAY)Z=(Y,2)X - (X,2)Y

y

(VxS) (Y,€) = VxSY — S¢VxY — SvieY.

Ecuaciones de Gauss, Codazzi para curvatura cero. Usaremos frecuentemente
las ecuaciones de Gauss y Codazzi para subvariedades inmersas en R". Como la
curvatura de R" es idénticamente cero en este caso estas ecuaciones pueden escribirse
respectivamente como:

(R (XaY) Zs W) = (O.’(X,W),C!(Y, Z)) - (Cl (X._. Z)!“(KW)): (AG)
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(Vxa) (Y,2) = (Vya)(X,2), (A.7)
o equivalentemente,

(VxS) (¥,§) = (Vv8)(X,6),

R (X,)Y)¢ = a(X,SY)-a(S5X,Y),
o equivalentemente,
(RJ_ (Xa Y) £ C) = ([SE!SC]X!Y)

Observe que de esta tltima expresién de la ecuacién de Ricci se sigue que R = 0 si
y sélo si existe una base ortogonal de T, M que diagonaliza simultaneamente todos
los S¢, £ € N, M.

A.3 Haces Vectoriales.

Haces Vectoriales Riemannianos. Sean E y M variedades diferenciables y 7 :
E — M una aplicacién diferenciable.

Decimos que 7 : E — M es un haz vectorial de rango k cuando para cada z € M :

1. 771 (z) es un espacio vectorial de dimensién k,

2. eziste una vecindad abierta U de  en M, y un difeomorfismo¢ : 71 (U) —
U x R¥ cuya restriccion a 7! (y) es un isomorfismo sobre {y} x R* para cada
ye U

Dado un haz vectorial 7 : E — M y un subconjunto F' C E tal que la restriccién
7|p : F — M es un haz vectorial a su vez, decimos que F' es un subhaz vectorial
de E si la inclusién i : F — E aplica (7|r)”" (z) linealmente en 7! (z) para todo
z € M. El haz tangente TM = UgepmT.M de una variedad diferenciable M es un
haz vectorial y el haz normal NM de una inmersién isométrica f : M™ — M

un subhaz de THl M-

Sea 7 : E — M un haz vectorial, para cada £ € M al espacio E, = 7! (z) lo
denominamos la fibra de 7 sobre z, una seccion local sobre un abierto U C M es la
aplicacién diferenciable £ : U — FE tal que 7o £ = idy; si U = M decimos que la
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seccion es global. Se puede demostrar que para cada e € E existe una seccién ¢ tal
que £ (7 (€)) = e; en particular esto muestra que el conjunto I' (7) de secciones es no
vacio.

Sean m; : E' — M y my : E? — M haces vectoriales. Definimos una proyeccién
7 : Hom (E*, E*) — M poniendo 7! (z) = Hom (E}, E%) donde Hom (E., E?) es la
unién disjunta de espacios de aplicaciones lineales de El en E2 z € M. Dotando
Hom (E', E?) con la estructura natural inducida por la proyeccién se convierte en un
haz vectorial.

La suma de Whitney m @ 7, de los haces vectoriales m; : E* — M y my : E? —» M se
define como la proyeccién

m@®m: E'®E? > M,
dada por m @ 73 ((e1,€2)) = m1 (e1) = ™2 (e2) , donde
E'® E? = {(e1,e3) € E* x E : m (e1) = m2 (e)}
Dados dos haces vectoriales m; : E! — M; y m : E? — M, y un difeomorfismo

¢ : M, — M, decimos que una aplicacion diferenciable 5 : E' — E? es un isomorfismo
a lo largo de ¢ si para todo z € M;, tenemos

1. mogp=gom yo(m'(z)) =m;"(¢(z)) v
2. La restriccion ¢, : 771 (z) — 751 (¢ (z)) de ¢ a la fibra 77" (z) es un isomor-

fismo de espacios vectoriales.

Una métrica Riemanniana g sobre un haz vectorial 7 : E — M es una aplicacién
g:T'(m) xT'(m) - C* (M),

bilineal sobre el anillo C*° (M) de funciones diferenciables sobre M que es simétrica
y definida positiva.

Un haz vectorial m : E — M con su métrica Riemanniana es llamado haz vectorial
Riemanniano. '

Sea X (M) el conjunto de campos vectoriales diferenciables sobre M. Una conezién
lineal del haz m : E — M es una aplicacién R-bilineal

V : X(M)xT'(r) - T(n),
(Xag) '—’fo

que satisface para cada f € C* (M), X € X (M) y € € ' (n) las propiedades:
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1. Vix€ = fVx¢§
2. Vx (f€) = X (f) €+ fVxE.

De 1. puede verse que la aplicacion X — Vx& es C®° (M)-lineal y por lo tanto el
valor de Vx& en z € M depende sélo del valor de X en z. Por otra parte se puede
ver que el operador Vx : I'(m) — I'(7) es un operador local en el sentido de que el
valor de V x& depende sélo de los valores de £ en una vecindad de z.

Sea m : E — M un haz vectorial con conexién lineal V. Decimos que una seccién
& € I' (m) es paralela cuando V x& = 0 para todo X € X (M). Un subhaz vectorial F’
de E se dice paralelo si para toda seccién n de F' y todo X € X (M), tenemos que
V xn es una seccién de F.

Una conexién lineal se dice compatible con la métrica g cuando
Xg(&m) =9(Vx&n)+9(Vxm),
paratodo X € X (M) y é,ne T (n).

El tensor curvatura del haz vectorial m : E — M con conexiéon V es la aplicacién
R-trilineal

R:XM)xX(M)xT(r)—->T(n),
definida por
R(X,Y)€§=VxVyé—-VyVxé - Vixy). (A.8)
El tensor de curvatura es trilineal sobre C* (M). Cuando el haz es Riemanniano
se puede asociar con R el tensor:
R:X(M)x X (M) xT(n)xT'(r) - R,

dado por R (X,Y,&,m) = g(R(X,Y)&,n) donde g es la métrica de F.
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A.4 Teorema fundamental de las subvariedades.

Las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci son satisfechas por cualquier inmersion
isométrica f : M™ — N™P.  El Teorema fundamental de las subvariedades es un
reciproco local de este hecho cuando N™*? es una variedad completa y simplemente
conexa de curvatura seccional constante c. Mas ain, si M es simplemente conexa el
inverso es global. Denotaremos en este caso N™*?, por Q**?. Tenemos que Q**? es
el espacio euclidiano R™P, la esfera euclidiana S?*? o el espacio hiperbélico HP.

El teorema fundamental de las inmersiones es una generalizacién del clésico teorema
de Bonnet de superficies [53] que afirma que un par de formas (I, II) cuadréticas
definidas en una superficie simplemente conexa S, pueden realizarse por una inmersién
X y un campo normal N si y sélo si I es definida positiva y el par (I, I]) satisface
las ecuaciones de Gauss y Codazzi. Méas atin, X y N cuando existen, son tnicos bajo
isometrias de R3.

En la formulacién que hacemos enseguida del teorema observe que en las hipétesis,
el papel de la segunda forma fundamental en el haz Riemanniano lo juega una seccién
de Hom (TM x TM, E). Esto le da sentido a las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci

en este contexto.

Teorema Fundamental de las Subvariedades (TF). Sea M™ una variedad Rie-
manniana simplemente coneza, m : E — M un haz vectorial Riemanniano de rango p
con conexion compatible V' y sea a una seccion simétrica del haz Hom(TM x TM, E).
Definamos para cada seccion local § de E la aplicacion Sg : TM — T'M por:

(SEX:Y) = (Cl’ (X! Y)ag)v X:Y €eTM

1) Si a 'y V' satisfacen las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci para el caso de
curvatura constante ¢ (donde a y V' desempenian el papel de la sequnda forma fun-
damental y el de la conexion normal respectivamente), entonces eziste una inmersion
isométrica f: M™ — QPP y un isomorfismo de haces f:E— TM?' alo largo de
[, tal que para todo X,Y € TM y cualquier £,m secciones locales de E se tiene:

(£(&), f(m)=(&n)
fa(X,Y)=a(X,Y)
fV%E=Vx%f ()
donde & y V+ son la segunda forma fundamental y la conezion normal de f respec-

tivamente.
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i) Suponga que f y g son inmersiones isométricas de una variedad coneza M en
Q2*?. Denotemos por TM )9-, as y V}' el haz normal, la segunda forma fundamental
y la conexion normal de f respectivamente y por TM;L, ag Y V;' los objetos corres-
pondientes para g. Si existe un isomorfismo de haces ¢ : TM f— — TM_G:L tal que para

; 3 5
todo X,Y € TM y cualquier §,m € TM; :

(#(6),6m) = (€m)
‘:baf (Xs Y) = Q4 (X,Y)

¢’V%x§ = V;i'x‘}b(f) )
entonces eziste una isometria 7 : QP — QP tal que

g=T1of y TtlTMj— = ¢.

Aqui Q7P denota una variedad Riemanniana (n + p)-dimensional simplemente
conexa y completa con curvatura seccional ¢, es decir, la Esfera Fuclidiana SM?, el
espacio Euclidiano R™? o el espacio Hiperbdlico HM?.

El Teorema afirma que en las condiciones dadas, el haz vectorial Riemanniano F
se puede realizar como el haz normal de una subvariedad de un espacio de curvatura
constante. Note que f es un isomorfismo de haces (A.4) preservando la métrica y
aplicando a y V'x€ en la segunda forma fundamental & y la conexién de inducida de
la inmersioén.

La segunda parte del teorema se refiere a la unicidad de la inmersién. En efecto si
tenemos dos inmersiones f y g del haz (7 : E — M, V', a) en Q**? en las condiciones
de la primera parte, entonces los objetos ay, TM fl Y V} estaran relacionados con los

objetos correspondientes a g por un isomorfismo de haces ¢ : TM + — TM; satis-
faciendo la hipétesis de esta parte del teorema y por lo tanto, existira una isometria
del espacio 7 que aplica f (M) en g (M) y cuya diferencial coincide con ¢ cuando es
restringida a TMj-.
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Apéndice B
Marco Movil

Para el material de éste apéndice nos basamos en el libro de T. J. Willmore: [55],
Riemannian Geometry.

B.1 Conexiones y el marco mévil.

Ademés del uso de las conexiones se usa también otro método para estudiar las
variedades, el llamado método del marco mévil de E. Cartan . Por medio de este
método también es posible expresar las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci y los
demads conceptos importantes de la Geometria. En esta tesis hacemos uso de los
dos procedimientos, por lo que presentaremos el marco mévil y su relaciéon con las
conexiones tomando como base el desarrollo del tema presentado en el libro de T. J.
Willmore [55].

Sea N una variedad Riemanniana de dimensién n. Un referencial en un punto
p € N es una base del espacio tangente T,N. Sea X ={Xj,..., X,} un conjunto de
campos linealmente independientes definidos en un abierto U C N tal que en cada
punto p € U los vectores X; (p) forman un referencial en p. El conjunto de tales
referenciales constituyen lo que denominamos un marco mdvil en el sentido de E.
Cartan.
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Dada una conexién V de N en un sistema de coordenadas (zj,...,Z,), tenemos

Ve % = 3, %3 donde I'f; son funciones diferenciables. Denotemos por dz;
las formas duales de %, es decir: dz; (aix,-) =06;y0;;=0sit#jyd;=1si1=3.
Si definimos las formas w;; por:

Wi; = Z I‘iidmk,
k

vemos que, relativo a un sistema de coordenadas, una conexién determina una matriz
de 1-formas lineales las formas de conezion. Inversamente, se puede ver que una
matriz w;; de 1-formas, determina en un sistema de coordenadas un conjunto de n3
funciones y con ellas una conexién.

Si cambiamos de un referencial X ={Xj,..., X, } aotroreferencial X' = { X, ..., X.}
donde

X'=XB

y la matriz de cambio B es una matriz cuyas entradas son funciones, la ley de trans-
formacion de las componentes de la conexién clasica conduce a

w' = B'dB + B~'wB.

Tenemos asi, que a cada referencial mévil X corresponde una matriz de conezxién tal
b

que las matrices correspondientes a X y a otro referencial X'= XB estén relacionadas

con la férmula anterior.

Veamos cémo aparecen las nociones de torsion y curvatura en este enfoque del
marco moévil. Sea X un marco mévil cuya matriz de conexién es w;; y T el marco
dual correspondiente: (w;), es decir tal que w; (X;) = 4;;. Definimos un conjunto de
2-formas ©;, i = 1, ...,n y la matriz de 2-formas ();; por:

6,- = dw,-+Zw3-,:/\wj,
J

Q_ﬁ = dw_._;.-+>:wh/\wjk.
k

Las 2-formas ©; son llamadas formas de torsion y las 2-formas (;; formas de cur-
vatura. La justificacién de esta terminologia la daremos adelante. Se puede probar
que las formulas de transformacién para ©; y §2;; cuando el referencial cambia de X
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a X' con X' = XB son:
[©i] B[6i],
[Qij] = B7'[Q;] B,
w' = B 'dB+ B~ 'wB.

Asi, dada una conezion V en la variedad Riemanniana, podemos definir las formas
de conexion con el comportamiento bajo cambio de referencial dado por las formulas
de arriba. Inversamente, dada una matriz de 1-formas wj;, se definen las formas ©;
y Qi y podemos definir una conexion V como

Vij = iji (X) X,'.

Para un campo vectorial arbitrario Y = . b;X; definimos

VxY =Y db(X)X;+ > bVxX;,
J j

usando las relaciones de arriba se puede ver que esta definicién es consistente bajo
cambio de referencial. Definimos ahora

T(Xj,Xk) = Z:ei(xjaxk)xis
R(Xe X)) X; = > Qi(Xe, X)) Xi,

y se prueba su consistencia respecto a un cambio de referencial. Se extiende por
linealidad para obtener T (X,Y) y R(X,Y) Z y de esta manera tener las definiciones
para todo campo vectorial.

Si definimos ahora I';;, T}, v Ry por:

b = wi(Xk) owsi =) Tiw,
k
: 1 _
T = ©:i(X;,Xk) 06;= QZT}::%' A wg,
ik

o = Qi (Xk, Xi) o Q5= 9 ZR}M% Awy.
k,l

Obtenemos las:
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Ecuaciones de estructura.
wii = Y Tiwk, (B.1)
k

1 3
dwl-+2wj,-/\wj = 6£=§Z’1?kwj/\wk,
J 5k
1 :
du)ji +ZUJH ijk = jS = EZR;HLU;; /\w;.
k k1l

de aqui se pueden obtener las relaciones siguientes

T(X,Y) = Vi¥—-VyX-[X,Y],
R(X,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ—VixyZ,

que no son otras que la torsion y la curvatura definidas por la conexién.

Concluyendo, tenemos que a una conexién sobre la variedad Riemanniana le cor-
responde una matriz de 1-formas con una ley de cambio cuando se cambia de marco
y las ecuaciones de estructura dadas arriba donde las cantidades Ty;, Th, y Rjy son
ezactamente los coeficientes con respecto a un referencial de la conexion, la torsion
y las curvaturas relativas a esta conexion. Reciprocamente, dada una matriz de 1-
formas (wj;) es posible definir una conezion de manera que las cantidades I} T
y R}y que aparecen en las ecuaciones de estructura, son ezactamente los coeficientes
de la conexion, torsion y curvatura como se definen usualmente en términos de ésta.

B.2 Ecuaciones de estructura de una subvariedad.

Usaremos el método del marco mévil para obtener las ecuaciones de Gauss, Codazzi
y Ricci. Mostraremos que estas ecuaciones son consecuencia de las ecuaciones estruc-
turales de Cartan aplicadas a los haces tangente y normal de la subvariedad.

Comenzamos estableciendo el siguiente resultado fundamental:

Lema de Cartan. Sea P una variedad Riemanniana de dimension k y wy,...,w,
donde r < k, 1-formas definidas en P que son linealmente independientes en cada
punto p € N. Sean 0,,...,0, 1-formas sobre N tales que

i@,’ Aw; =0,
i=1
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entonces ezisten funciones h;;, C* sobre P con h;; = hj; tales que

T
93' = E h,’j(u‘g, == 1,...,7’.
i=1

Sea M™ una subvariedad de la variedad Riemanniana N™*?; supondremos que M
estd localmente encajada en N. Denotamos por F' (N, M) la subvariedad de marcos
ortonormales sobre N que consiste en los referenciales adaptados, es decir, referen-
ciales X = (Xx), k = 1,...,n + p de los cuales (X;), i = 1,...,n son tangentes a M y
(Xa), @ =n+1,...,n+ p son normales a M. Dos referenciales adaptados X y X se
relacionan por la ecuacién matricial:

X = XK

donde K es la matriz [ g g ] donde A, B son matrices ortonormales n Xn y p X p.

Haremos la convencidon de que los indices k,l,m;1,j y a, 8 varian en (1,...,n+ p),
(1,...,n) y (n+1,...,n+ p) respectivamente.

Recordemos que dada una conexién y un referencial existe una matriz de conexion
asociada que satisface las ecuaciones de estructura; en el caso especial en que la
conexion es la conexién de Levi-Civita, por ser esta simétrica y con torsién cero, las
formas de conexién satisfacen las ecuaciones:

a'u.rk+Zw;k Aw = 0,
l

W = —Wik.

Si restringimos a M las formas wy y wg; obtenemos una matriz de formas de conexién
sobre M. Esto porque la ecuacién dwy + ), wix A w; = 0 cuando es restrigida a M
nos da

dw; + iji ANw; = 0,
J
Wiy = —Wj

pues w, = 0 sobre M (recuerde que el indice o lo usamos para campos normales).

Segunda Forma Fundamental. Para los campos vectoriales tangentes a M se
tiene w, = 0. Tomando derivada exterior de esta ecuacién tenemos

0=dwa=—2wka/\wk22wa§ A w;.
k E
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Del lema de Cartan se sigue que
o= hiw;
J
para las funciones diferenciables h; que satisfacen

a _ o

Recordando (Apéndice B.1) que VxX; = 3, wji (X) X;, se tiene

ViXea=Y wai (X)X; +Zwa3 ) X3,
J

aqui V es la conexién de N. Poniendo X, = & en Vxf = —S5X + V£ ten-

emos ). wa;j (X)X; = —Sx, X y como wiy = ), hfw; los h; son precisamente
los coeficientes de la segunda forma fundamental en la direccién de X,. En efecto:
—Sxo Xi = —30; 2 hws (Xi) Xj = — 37, A3 X; y se tiene

(@ (X, X;) , X5) = (Sx, Xi, X;) = h.

De manera similar en la ecuacién,
dwy + E wie Awy = 0,
!

podemos restringir nuestra atencién a los campos normales. Es decir consideramos
esta ecuacion sobre el haz normal para obtener:

d‘-"'o:‘l‘zwla Awy :d“)a+zwﬁa/\wﬁ=01
l B

ya que w; = 0 sobre el haz normal. Més ain se tiene wag = —wp,. Asi la matriz
(wagp) es la matriz de conexién de la conexién normal V+.

Ecuaciéon de Gauss. La tercera ecuacién estructural para N es

dwrr + Y Wt Awim = O,
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donde ) es la forma de curvatura correspondiente a N. Restringiendo los indices a
los campos tangentes se obtiene

d“-’ji -+ Zwk,- A wjk + Zwm /\(JJJ’O, = Qj".
k o

La segunda ecuacién estructural para M es

dwj,- + ZQJ}“‘ A wjk = ng.
k

Ademés como

Zwﬂ.,- Nwja == ZZ hjwi A hjw = — Zth}‘chﬁwk A wy.
o

a k|l a kil

Asi tenemos

Qi = Qi == _ > hghSwi Aw.

a k|l

Recordando que Qj; (X;,Y;) = Rj,,, como los referenciales son ortonormales y usando
la relacién

(we Aw)) (X,Y) =we (X)wi (V) —wi (X)) wie (Y),
evaluamos ﬁji — ;i en los vectores X, X, para obtener

Ry~ Ripo= ) (haRS — hgh,) .

Como se tiene (a(X;, X;),Xp) = hfi y usando la ortonormalidad del referencial,

se comprueba que esta es precisamente la Ecuacion de Gauss (A.2) expresada en
términos de las componentes de la curvatura.

Ecuacion de Codazzi. Obtendremos ahora las ecuaciones de Codazzi por el método
del referencial movil. Restringiendo los indices en la tercera ecuacién estructural para
N (es decir poniendo ahi k =a y | = 1)

dw + Y Wit A wim = Qi
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obtenemos:

dwoi + Zwmi KNl = ﬁai es decir
m

ol

ai-

dwm' + iji /\waj =+ ngi /\wqg =
J B
Ademas

dwai = —d (E h;'}cwk) = — Z dhsc A w + Z h?‘jwkj A Wy,
k k

k.j

donde en el segundo término se ha usado la ecuacion estructural para M. También

tenemos
Z Wi A Woj = — Z Wi A h;'-‘kwk = Z h?kng A W,
J k.j gk
Z Wgi Nwag = Zwaﬁ A hﬁcwk =— Z hfkwga A wg.
8 kB k.8

Substituyendo arriba obtenemos:

Z (—d %+ Z hf}wkj + Z h_?kwji = Z hfkwﬂa) Awi = .
j J J¢]

k

Evaluamos esta relaciéon en los vectores X,., X; para obtener

dh?r (Xs) = dh?.; (Xr) +

Z(hﬁwﬂtﬁ (Xr) — hﬁ-“’ﬂﬂ (Xs)) +
B

Z(h%sz (Xr) = hijwr; (Xs)) +
j

D (hgwsi (Xs) — hwsi (X))
i

= R,

La ecuacion de Codazzi en términos de conexiones es
R (X,Y)2)" = (Vka) (Y, 2) - (V$a) (X, Z),
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donde
(Vxa) (Y,Z2) =Vxa(Y,Z)—a(VxY,Z) - a(Y,VxZ).
Evaluando en
X=X, Y=X,y7Z =X,
escribiendo (a (X;, X;), Xp) = hﬁ y tomando producto interno con X, se comprueba

que las ecuaciones coinciden.

Ecuacion de Ricci. Obtenemos ahora las ecuaciones de Ricci. Restringiendo los
indices de la tercera ecuacion estructural (poniendo ahora k = a y [ = f3)

dwlk + Ewmk N Wi, = QU::
m

al haz normal, obtenemos:

dwga +Ewm A wgi + Zwm ANwgy = Qﬁa
i ¥

donde v = n + 1,...n + p. Tenemos

Zw;a/\wg,- Z w,Athwk——Zhu kWi A\ Wi,
i

dwpa + Z“-’m Awgy = Qéa

4

aqui Q% denota la matriz de conexién del haz normal. De aqui

— Q== h&hGw; Aw;.

1,5,k

Evaluando en X,, X, obtenemos

Rgrs - ﬁrs = hg h’ﬁ h:'h’fs
que calculando, se puede ver que es la ecuacion de Ricci

(R(X,Y)2)" =R (X,Y)E+a(SeX,Y) — a(X, SY),
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después de evaluarla en el referencial.

Observacién B.1. Las ecuaciones de estructura de Cartan contienen toda la infor-
macion acerca de la curvatura y torsion de la subvariedad M respecto a la variedad
ambiente N. Es por eso que las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci correspondientes
a la curvatura de la subvariedad M en N se pueden extraer de ellas. Las ecuaciones
de Gauss y Ricci miden la diferencia de la curvatura de la variedad ambiente N y la
subvariedad inmersa M. En el primer caso con respecto a la curvatura tangencial, en
tanto que en el sequndo caso respecto a la curvatura normal. De esta manera estas
dos ecuaciones se pueden obtener de las ecuaciones de estructura de Cartan corres-
pondientes a la curvatura restringiendo el rango de los indices a las partes tangencial
y normal respectivamente. Por otro lado, la ecuacion de Codazzi corresponde formas
de conexion, cuyos subindices involucran al mismo tiempo la contribucion tangencial
y normal de la subvariedad M y la ecuacion de Ricci a a los subindices que involucran
la parte normal.

Observacion B.2. Asi como para los haces tangente y normal podemos asociar un
marco movil y sus ecuaciones de estructura, igual se puede hacer para un haz vectorial
Riemanniano abstracto, esta construccion no requiere nada adicional.

B.3 Ecuaciones de estructura para superficies en
Q‘n
c.

Veamos ahora cémo lucen las ecuaciones anteriores en el caso particular de superficies
inmersas en Q7.

Consideremos las ecuaciones de estructura de Q7. Dado un marco mévil {X;} de Q7,
las 1-formas w; cumplen la condicién w; (X;) = §;;.

De acuerdo a lo visto en la seccién anterior, correspondiente a este referencial y a la
conexién de Levi-Civita tenemos la matriz de formas de conexién w;; que satisfacen
las ecuaciones de estructura

wji = E LWk,
k

1 ,
dw,-+Z:wji ANw;j = 0; = 521?,:{0_5 N W,

J gk

1 .
dw_._sg + Z Wk NWwjk = QJ‘;‘ = 5 E R}Hwk A wy,
k k,l

89



que en este caso se reducen a
Wji = Z I‘}cjwk,
k
dw; + Zwﬁ Aw; = 0,
j

dwjg + Zwki Awjr = jS = aw; A wj,
k

pues la torsién es cero, la conexién es la de Levi-Civita y la curvatura seccional es
constante ¢. En particular las ecuaciones de estructura de R™ son:

L:in = Z Fijwk,
k
dw; + ZUJJ',' Awj = 0,
J

dwj,' + Zwk,: Awg; = 0.
k

Sea M? una superficie inmersa en Q7, M localmente encajada en Q7, consideremos
F (Qr, M?) la subvariedad de marcos en Q7 que consiste en los referenciales adaptados
X =(Xi), k=1,...,n, de los cuales (X3, X») , son tangentes a M? y (X,),a =3,...,n
son normales a M.

Haremos la convencién de que los indices k,l; i, j y a, B varian en (1,...,n), (1,2)
y (8, ...,n) respectivamente.

La matriz de conexién asociada a la conexién de Levi-Civita de Q7 satisface:
dwy, + E wr Awp = 0,
!
Wrt = —Wik.

Si restringimos a M? las formas wy y wy;, obtenemos una matriz de formas de conexién

sobre M?:
dw,-+2w;,v/\w; =
I Wi = —Wji,
pues w, = 0 sobre M.
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Para los campos vectoriales tangentes a M? se tiene w, = 0. Tomando derivada
exterior de esta ecuaciéon tenemos

= duy = —Ewak/\wkzzw,-a/\wi.
k i

Del lema de Cartan se sigue que
Wig = Z hi;ws,
J
para las funciones diferenciables hf; = hg;.
Como VxX; = Y, wi; (X) X; se tiene

VxXa = [wa1 (X) X1 + waz (X) Xa] + Y _ wap (X) Xp,
B

de donde
wa1 (X) X1 + wa2 (X) Xo = —Sx X,
y como
wie = hfjw + hfws,
W = hywi + hjws,

tenemos que, los h; son los coeficientes de la segunda forma fundamental en la direc-
ciéon de X, puesto que

Sx. X1 = hj Xy + kg X,

Sang hggXl + h?2X2.

I

Ecuacion de Gauss en el marco mévil. De:

Ej‘rs - R;fs = Z (h?sh?r - hﬁh?;) )

[+

tenemos
R%m . R;m = Z (hi2h3, — hi1h3,)
K = c+) (hiyhg (b)),
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donde K = Rj,, es la curvatura Gaussiana. Cuando Q7 = R™ la ecuacién de Gauss
es

K=Y (hfih3, — (h$)?).

Observe que la forma de curvatura dwis + Y, wk2 A wix puede escribirse en términos
de K pues

n
dwry + ) wig Awik = dwiy + ) Waz A Wia,
k

a=3
y como
wia = hjjwr + hjpw,,
waa = hywi + hjws,
tenemos
dwyg + Z Wa2 N\ Wiq
:
= dwiy — Z (hgyw1 + haowa) A (hfjwi + hipws)
a=3
n
= dor = 3 ((h5)? — Bhon Aws
a=3
= dwyp + (Z[hcﬁ 2~ (h?ﬂz]) wr Awy
a=3
= dwip + Kwi Aws

Por lo que la ecuacién de estructura correspondiente en el caso de superficies en
R™ se reduce a

dwip = —Kwy A we

Para superficies en R3 el ecuacién de Gauss se reduce a

K = hyyhgy — (h12)?,

92



donde los h;; son los coeficientes de la segunda forma fundamental y que se denotan
en la literatura clasica por:

hi=e hia=ha=f, hn=g,
en esta notacion la ecuacion de Gauss toma su forma tradicional:
K =eg— f2.

En esta tesis trabajaremos frecuentemente con superficies en R*, las ecuaciones son
en este caso

K =hh3, — (hiz)z + hiyha, — (hi‘2)2 )

denotando los coeficientes de la segunda forma fundamental en la direccién normal
X, usamos la notacién

= o {2 + .
h{) = €q, hiy = h3 = fay h3y = Ga,
la ecuacién de Gauss para superficies en R* suele ser escrita como:

K =eg— f2 +ex90— f3

Ecuaciones de Codazzi en el marco mévil. Recordemos que las ecuaciones de
Codazzi se obtienen restringiendo los indices en la tercera ecuacién de estructura, que
de esta manera se reduce a

dwal 4 Zwlm ANWma = Qala
m
d“-’a2 + Z Wom AWma = Qoﬁa

y en el caso en que el espacio ambiente es R™
d‘wal + Zwml ANWom = 01
m

m
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Separando la parte tangente y la normal obtenemos.

mn
dwia = wi2 Awae + E Wik A Wia,
k=3

™
dwye = wo Awig+ E Wok A Wiq-
k=3

Las ecuaciones de Codazzi de una superficie en R* son

dung = wig Awseg + wig Awys,
dwyz = wo Awig + wog Awys,

Y,
dwyy = wig A wyy + wiz Awsy,
dwyy = wig A wog + woz Away.

Finalmente las ecuaciones de Codazzi de una superficie en R3 son

dwiz = wig A wss,
dwys = woy Awis.

Ecuaciones de Ricci.Poniendo ahora k = a y [ = f3, en la ecuacién de estructura,
es decir restringiendo la ecuacién al haz normal, obtenemos

dwaﬁ + wp1 A wia +wpg A W + Zwm AWyg = ﬁag,
v

como

Y

donde 25 es la matriz de conexién del haz normal. De aqui, usando:

Wa = h’?lwl + h?2w21

obtenemos:
Qap — Qi-ﬁ = Wi Awig + woq Awog

= (nghfl, — Kby + W hG — hphfy ) wr A ws.
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En el caso en que el espacio ambiente es Q2 se cumplen trivialmente pues Qs =0=
Q33 y el lado derecho de la ecuacién anterior se reduce claramente a cero.

Si el espacio ambiente es R las ecuaciones de Ricci se reducen a
—dwap = —Slap = Wia Awip + waa A wsg,

o bien
dwop = Wa1 Awig + Waa A wag,

dwsy = (—h3 Ry + Rhty — A3 h, + h3,h%; ) wi A ws.

N = —h},hi, + hi ki — h3hs, + b3 hs,,

donde N es la curvatura normal. Denotando los coeficientes de la segunda forma
fundamental en la direccién normal X;, como

hfi = €, his = h3 = fo, h32 = o,
tenemos

N = (e3 —93) fa — (es — g4) f5.

Observacion B.3. Salvo por la notacion N es exactamente la curvatura normal
de una superficie presentada en la Seccion 2.6, donde se denota por K. En el la
Seccion 2.6 se da una interpretacion de N en términos de la elipse de curvatura.
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