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INTRODUCCION

Este trabajo trata de transformaciones que estdn definidas en un abierto
acotado de R? en si mismo, y cuyas caracteristicas fundamentales es que
son suaves por pedazos y que expanden su dominio. En el trabajo se da una
definicién precisa de este tipo de transformaciones.

El objetivo de esta tesis es hacer un andlisis de estas transformaciones
desde un punto de vista ergédico. El desarrollo de este anilisis estd basado en
el trabajo de tesis doctoral de G. Keller, el que tiene el mérito de generalizar
el trabajo que hicieron Laosta y Yorke para el caso unidimensional.

Cabe mencionar que en este enfoque ergddico, a diferencia de lo que
podriamos llamar el enfoque dindmico clasico, en el que se estudian los
conjuntos que se obtienen de iterar la transformacion en un solo punto, se
elige un conjunto de puntos y se analiza el comportamiento de éste bajo
iteraciones de la transformacién.

A la seleccién de un conjunto de puntos de un conjunto 2, se le puede
caracterizar por medio de una densidad definida sobre el mismo conjunto £2.
Al aplicarle a este conjunto de puntos una transformacién, obtenemos otro
conjunto de puntos, que también pueden identificarse con otra densidad.De
esta forma una transformacién induce una asociacién entre densidades, la
cual nos conduce al operador de Frobenius-Perron.

Histéricamente el concepto de densidad surgié recientemente para in-
tentar dar una descripcién unificada de los fenémenos que parecen ser
estadisticos en la naturaleza, por ejemplo en la teoria del gas diluido, en
mecénica cudntica, y en el campo de la demografia.

De estos y muchos otros ejemplos, asi como del desarrollo de la proba-
bilidad y estadistica, podemos asociar la apariencia de las densidades con
la descripcién de sistemas con algunos elementos de incertidumbre. Este
desarrollo se hizo en la mitad del siglo pasado gracias al estudio de Borel,
Rényi, Ulman y von Neumann, sin embargo estos conocimientos no son

vii



viii INTRODUCCION

conocidos de manera general fuera de este grupo pionero en el estudio y
desarrollo de la teoria ergddica.

Los 1iltimos anos han sido testigos del crecimiento en el interés de estudiar
a los sistemas fisicos, biolégicos y econdémicos usando densidades y el enfoque
ergddico. Algunos de los que han trabajado en este estudio son A. Lasota y
M. C. Mackey los cuales han desarrollado de una manera muy sencilla la
herramienta necesaria para estudiar transformaciones unidimensonales.

Si bien es cierto que este trabajo csta basado principalmente en la tesis
doctoral de G. Keller, la teoria bdsica acerca del operador Frobenius-Perron
y sus propiedades, la tomamos del libro de Lasota y Mackey. En el cual se
hace un desarrollo muy general y cuidadoso de la teoria ergddica.

En particular usamos un teorema muy importante acerca de la descompo-
sicién espectral de un operador que permite clasificar el comportamiento de
éste. Esta herramienta deifiere de la desarrollada por Keller, la cual se basa
en el teorma de Ionescu-Marinescu que trata de la convergencia en norma
de ciertas sucesiones de operadores.

A fin de aplicar el teorema de descomposicion espectral al operador
de Frobenius-Perron asociado a una transformacion dilatante, es necesario
desarrollar el concepto de variacién de una funcién en varias variables. Este
concepto lo define Keller en su tesis y menciona algunas de sus propiedades.
En este trabajo incorporamos estos resultados y los adecuamos para el caso
que nos interesa.

En el capitulo 1, se dan los conceptos y definiciones generales para
poder desarrollar la teoria del capitulo 2, asi como algunos ejemplos en
donde se calcula especificamente la forma que tiene el operador para ciertas
transformaciones conocidas.

En el capitulo 2, definimos la variacién de las funciones de dos variables
asi como algunas de sus propiedades. Definimos también lo que significa
que una transformacién sea a-dilatante y como es la expresion del operador
Frobenius-Perron para estas transformaciones.

Finalmente enunciamos los teoremas que nos permiten hacer la tan
esperada clasificacién del comportamiento ergddico tanto del operador como
de la transformacion asociadada a él



CApPITULO 1

PRELIMINARES

Empezaremos mostrando cémo las densidades pueden surgir de la operacion
de un sistema de tiempo discreto unidimensional, y como el estudio de dichos
sistemas puede facilitarse mediante el uso de las densidades.

Si dado un sistema que opera en una densidad como condicién inicial,
mejor que en un sélo punto, las densidades sucesivas estaran dadas por un
operador lineal integral, conocido como el operador Frobenius-Perron. Dicho
operador es 1til para el estudio de la evolucién de las densidades bajo la
operacion de sistemas deterministicos.

Primero desarrollaremos de una manera general el concepto de operador
de Markov y describiremos algunas de sus propiedades. La teoria de los
operadores de Markov es extremadamente rica y variada, hemos escogido
un acercamiento particular examinando el eventual comportamiento de las
densidades en un sistema dindmico.

1.1 EL OPERADOR FROBENIUS-PERRON

Definicién 1.1. Si A es una o-dlgebra de subconjuntos de X y si u es una
medida en A4, entonces la tercia (X, A4, 1) es llamada un espacio de medida.
Los conjuntos pertenecientes a A son llamados conjuntos medibles porque,
sobre ellos, estd definida la medida.

Definicién 1.2. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Cualquier operador
P: L' — L! que satisface:

i) Pf20,f20
i) [|IPfIl = IIAIl

es llamado un operador de Markov.
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Definicién 1.3. Si P es un operador de Markov y, para alguna f € L', Pf =
f, entonces decimos que f es un punto fijo de P.

Observacién. Si Pf = f entonces Pft = f+y Pf~ = f~, donde f*(z) =
max(0, £(x)) y £~ (x) = max(0, — f(x)).

Definicién 1.4. Sea (X, A, i) un espacio de medida cualquiera y conside-
remos ¢l conjunto D(X, A, i) definido de la siguiente forma: D(X, A, u) =
{fel(X,Au): f>0 y |f|l=1}. Cualquier funcién f € D(X, A, u)

es llamada una densidad.

Definicién 1.5. Una medida normalizada v es absolutamnente continua
respecto de 1 si v(A) = 0 siempre que p(A) =0, A € A.

Definicién 1.6. Si f € LY (X, A,u) y f > 0, entonces decimos que la
medida

wy(A) = ]A f(z) du(z)

es absolutamente continua con respecto de u, y f se llama la derivada de
Radon-Nikodym de pys respecto de p. En el caso en que f € D(X, A, p),
entonces diremos también que f es una densidad de puy y que py es una
medida normalizada.

Definicién 1.7. Sea (X, A, u) un espacio de medida y P un operador de
Markov, cualquier f € D(X, A, 1) que satisface Pf = f es llamada densidad
estacionaria de P.

Un caso muy importante en la clase de los operadores de Markov es el
llamado operador Perron-Frobenius.

Definicién 1.8. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Una transformacion
S: X — X es medible si

S~ '(A)€ A paratoda A€ A.

Definicién 1.9. Una transformacién medible S: X — X en un espacio de
medida (X, A, 1) es no singular si u(S~1(A)) = 0 para toda A € A tal que
u(A) =0.

Al aplicar una transformacién no singular a un conjunto con medida
distinta de cero, éste va a dar a otro conjunto también con medida distinta
de cero.

Consideremos una transformacién no singular S: X — X en un espacio
de medida dado. Definimos un operador P: L' — L! en dos pasos:
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1. Sea f € L' y f > 0. Escribimos
w)= [ f@)dula) (1.1)
S-1(A)
Puesto que
s (U4a) =UJs (4,
se sigue de las propiedades de la integral de Lebesgue que (1.1) define
una medida finita sobre A, que es absolutamente continua respecto

de p. Entonces, por el teorema de Radon-Nikodym existe un tinico
clemento en L', que denotamos por Pf, tal que

] Pf(z)dp(z) = / f(z)du(z) para toda A € A.
A 5-1(A)

2. Sea f € L! arbitraria, escribimos f = f* — f~ y definimos
Pf=Pf* - Pf-.

Por esta definicién tenemos que
[Pr@dua) = [ (@) -1 @) duto)
A S-1(A)
Mais precisamente,

/ Pf(x)du(z) = / f(z)du(z) para toda A € A. (1.2)
A 5-1(A)

Cabe mencionar algo muy importante, que la ecuacion (1.2) determina de
manera unica al operador P, lo cual diremos a continuacién en la siguiente
definicién.

Definicién 1.10. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Si S: X — X es
una transformacién no singular, el Gnico operador P : L' — L' definido por
la ecuacion

/ Pf(z)du(z) = / f(z) du(z) para toda A € A,
A 5-1(A)

es llamado el operador Frobenius-Perron correspondiente a S
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Proposicién 1.1. El operador P cumple las siguientes propiedades:
i) PAfi+A2f2) = MPfi+XPfo paratoda fi, f2 € L'; A, A2 € R.
i) Pf>0sif>0.

i) / Pf(z) du(z / f(z) du(z

w) SiS, = S ©---08 y P, es el operador Frobenius-Perron correspondiente
a S,, entonces P, = P™ donde P es el operador Frobenius-Perron

correspondiente a S.

Por estas propiedades puede verse que el operador Frobenius-Perron
describe la evolucion de f por la transformacion S. Ademds la propiedad (iv)
nos dice que estudiar el comportamiento de los iterados de la transformacién,
cs igual a estudiar el comportamiento de los iterados del operador.

El operador Frobenius-Perron es en particular un operador de Markov,
por lo que cualquier propiedad del operador de Markov es aplicable al
operador Frobenius-Perron.

En algunos casos especiales la ecuacién (1.2) nos permite obtener una
forma explicita de Pf. Si X = [a,b] es un intervalo en la recta real, y

= [a, z], entonces (1.2) se vuelve

f Pf(s)ds=/s_l([ ])f(s)ds.

Derivando

Pf(x) = d / f(s)ds, c.d. relativo a A (1.3)
dI 5-1([a,x])

Es importante notar que en el caso en que la transformacién S es dife-
renciable e invertible, es posible determinar la expresion explicita de Pf. Si
S es diferenciable e invertible, entonces debe ser monétona. Supongamos
que S es una funcién creciente, y S~! tiene derivada continua. Entonces,

S7Y([a,z]) = [S~(a), S (z)],

y de la ecuacién (1.3)

57Y(=z)
Pf@) =1 [ f(s)ds = £(57 )7 (ST @)

dx 5-1(a)
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Si S es decreciente, el signo del lado derecho de la ecuacién cambia.
Entonces, en el caso general unidimensional, para S diferenciable e invertible
con dS~!/dz continua,

57 @ (1.4)

Pf(z) = f(§7 ()

Proposicién 1.2. Sea S: X — X una transformacion no singular y P el
operador Frobenius-Perron asociado. Si f >0 y f € L', entonces

sop f C S (sop Pf) (1.5)

Mids general, para todo conjunto A € A se cumple la siguiente equivalencia:
Pf(x) =0 para x € A si y sélo si f(x) =0 para = € S~1(A).

Observacién. Si f € L! es arbitraria, entonces, en la proposicién anterior
solo tenemos: Si f(z) = 0 para toda z € S~1(A), entonces Pf(z) = 0 para
toda r € A. Pero la implicacion reciproca no es cierta.

Definicién 1.11. Sea (X, A, 1) un espacio de medida, S: X — X una
transformacién no singular, y f € L. El operador U: L — L*° definido
por

Uf(z) = f(S(2)),
se llama el operador Koopman de S.
Proposicion 1.3. El operador U cumple las siguientes propiedades:
i) UM fi+Adafe) = MU fi+AUfo para toda fi, fo € L%, A, A € R.
1) Para toda f € L%, [Uflpeo < [Ifll e
iii) Para toda f € L, g € L*, (Pf,9) = (f,Ug),
donde (f,9) = [x f(z)9(z) dp(z).
Nota. Esta tltima propiedad muestra que U es el operador adjunto de P.

Los siguientes son ejemplos en donde se calcula de manera explicita al
operador Frobenius-Perron.

Ejemplo 1.1. Sea S: [0,1] — [0,1] dada por: S(z) = 4z(1 — z).
La preimagen del intervalo [0, z] es

S74([0,2)) = [0,1/2 — (1/2)]vT==] | J1/2+ (1/2)VT =z, 1].
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Luego,

Pf(z) = —

d 1/2-1/2\1-z
dx /

1
f(u)du+ i/ f(u)du
dx 1/2+1/2/T—=x

[f(1/2-1/2v/1—2)+ f(1/2+1/2V1—2)] (1.6)

4\/1—_

La ecuacién (1.6) es una forma explicita del operador Frobenius-Perron
para una transformacién cuadrdtica. Para ver cémo funciona esta ecuacién,
tomemos una densidad inicial f(z) =1 para z € [0,1]. Entonces,

1

Pilz)= S

Si iteramos el operador P obtenemos:

P?f(z) = P(Pf(x))

1 1 i |

= -

WI-2 o/1-1/2+1/2vT=2 2/1-1/2-1/2/T—2
V2 1 " 1

81—z |\V1+vV1i-2z V1-V1-2z

Puede probarse que si f, es el limite de P*(z) cuando n — oo, entonces
Pf. = f., donde esta densidad limite estd dada por:

1

Bim = a/z(l—x)

Ejemplo 1.2. Sea S : [0,1] — [0,1] dada por: S(z) = rz mod 1 con r
entero.
La preimagen de un intervalo [0,z] C [0, 1] bajo S es:

o,e=U [52+7]

i=0

Entonces el operador Frobenius-Perron estd dado por:

Pf(z)= ’i/'/fﬂ‘/r f(u)d Zf( —) c.d. relativo a .
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1.2 TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS
DE MEDIDA

En esta seccion introducimos el concepto de transformaciones preservadoras
de medida, después definiremos tres niveles de comportamientos irregulares
que dichas transformaciones pueden presentar. Estos comportamientos son
ergodicidad, mezcla y exactitud. Nos enfocaremos en mostrar cémo los
operadores Frobenius-Perron y Koopman se utilizan en el estudio de dichos
comportamientos.

Todas estas nociones basicas surgen de la teoria ergédica. Hablando
rigurosamente, la preservacion de una medida inicial g por una transforma-
cion, corresponde al hecho de que la densidad estacionaria f(z) = 1 es una
densidad estacionaria del operador Frobenius-Perron, es decir, P1 = 1.

La ergodicidad, corresponde al hecho de que f(z) = 1 es la tnica densidad

estacionaria del operador Frobenius-Perron. Finalmente mezcla y exactitud
corresponden a dos distintos tipos de estabilidad de la densidad estacionaria
flz)=1.
Definicién 1.12. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y S: X — X una
transformacién medible. Se dice que S es preservadora de medida si
u(S71(A)) = p(A) para toda A € A. De manera equivalente se dice
que pu es tnvariante bajo S.

Teorema 1.1. Sea (X, A, u) un espacio de medida, S: X — X una trans-
formacidn no singular, y P el operador Frobenius-Perron asociado a S.
Consideremos f € L' no negativa. Entonces la medida py dada por

ur(4) = L £(z) du(z)

es invariante si y sdlo si f es un punto fijo de P.
Observacion. La medida p es invariante bajo S si y sélo si P1 = 1.

Ejemplo 1.3. Consideremos el espacio de medida ([0,1], B, ) donde B es
la o-4lgebra de Borel y p es la medida de Borel. Sea S(X) = rz mod 1
cuando 7 > 1. En el ejemplo 2 de la seccién anterior vimos que:

r—1

s7((o,z) = | [; ; $ g]

i=0
¥ que:

r—1 2
P =33 f(3+2).
i=0
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Entonces P1=15"7""1=1

Por lo tanto, la medida de Borel u es invariante bajo la transformacion.
Ejemplo 1.4. Las mismas condiciones que en el ejemplo anterior, pero para
la transformacién S(z) = 4z(1 — z).

Sabemos que

S7([0,2])) = [0,1/2 = (1/2)vT =) J[1/2 + (1/2)V1 =z, 1]
Y que

PF 1/2 - (1/2)V1—z) + f(1/2+ (1/2)V1—1z)].

1
T 4/T-z £
Claramente P1 = 5711-:;, por lo que la medida de Borel no es invariante

bajo S.
El problema en general es encontrar una medida que satisfaga Pf = f.
Este problema lo resolvié Von Neumann (1947), cuando S es la transforma-

cién anterior, y mostré que si

1

1
fu(=) = my/z(l — x)

entonces la medida

(A) = / dx
i Am/z(l—1)
es invariante bajo la transformacién S(z) = 4z(1 — z).
Ejemplo 1.5. (La transformacién del panadero)
Sea X: [0,1] x [0,1] el cuadrado unitario en el plano. La o-algebra de
Borel estd generada por todos los rectangulos de la forma [0,a] x [0,b] y la

medida de Borel p es la tinica medida en B tal que: u([0,a] x [0,b]) = ab.
Definimos la transformacién S: X — X por:

S(z,y) = { 2% 3Y) 0<z<1/2,0<y<1
' (2z-1,3y+1/2) 1/2<z<1,0<y<1

Calculemos el operador Frobenius-Perron de ésta transformacién. Analice-

mos los siguientes casos:
Caso1: 0<y<1/2y0<z<]1.
En este caso tenemos que

571([0,z] x [0,y]) = [0,2/2] x [0, 2y].
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Luego,

62 z/2 2y
PIEY) = 505 f ds [ f(s,t)dt = f((1/2)z,2y), 0<y<1/2y0<z<L.

Caso 2: 1/2<y<1,0<z<1.
En este caso tenemos que

S71([0,z]) x [0,9]) = ([1/2,1/2 + z/2] x [0, 2y — 1]).

2 1/24z/2 2y—1
Pf(x.y)zafay Uﬁ ds /0 f(s,t)dt]‘

Por lo tanto,

Luego,

/2,2 0<y<1/2
Pi(z,y) = 4 [E/2 %) y<1/
f1/2+x/2,2y—1) 1/2<y<1
Con lo que P1 =1 y por lo tanto la medida de Borel es invariante bajo
la transformacién del panadero.

Ejemplo 1.6. (El difeomorfismo de Anosov)
Sea S: T2 = R?/Z? — T? dada por S(z,y) = (z +y,v + 2y) mod Z2
El determinante jacobiano de la transformacién esta dado por:

11

J'=d«at1 5

I =71.
Los valores propios asociados a S son A\, = 3/2 — 325 yA=3/2+ -’é—g
con 0 < A\; < 1< )\y. Este difeomorfismo de Anosov es invertible en T2 y
S Y(z,y) = (2z —y,y—z) mod Z2.

Luego,
Pf(z,y) = f(2x —y,y — x)

Es claro que P1 = 1, y por lo tanto, S preserva la medida de Borel.
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1.3 ERGODICIDAD, MEZCLAS Y EXACTITUD

El que una transformacién S tenga una medida invariante, o el que el ope-
rador Frobenius-Perron asociado a S tenga una densidad estacionaria, no
implica que S tenga propiedades estadisticas interesantes. Por ejemplo, si S
es la identidad en X, esto es, S(z) = = para toda = € X, entonces

S71(A)=A (1.7)

para toda A C X. y en consecuencia, Pf = f para toda f € L!. Esta por
supuesto no es una transformacién interesante. Sin embargo, si la ecuacién
anterior se cumple para un subconjunto A de X, entonces la transformacién
S puede estudiarse por medio de sus restricciones T}, y T|x\4-

La igualdad (1.7) implica que S manda a A en si mismo, y que ningiin
elemento de X \ A es mandado en A. Un conjunto que cumple esta igualdad
se llama invariante; este concepto nos sirve para dar la siguiente definicion.

Definicién 1.13. Sea (X, A, ) un espacio de medida y sea S: X — X una
transformacién medible dada. Se dice que S es ergddica si cada conjunto
invariante A € A cumple que p(A) =06 pu(X \ 4) =0.

Teorema 1.2. Sea (X, A,u) un espacio de medida y S: X — X una
transformacion no singular. S es ergddica si y sélo si, para tode funcion
medible f: X — R,

f(S(z)) = f(z) para casi toda x € X,

implica que f es constante casi en todas partes.

Corolario 1.1. Sea (X, A, 1) un espacio de medida, S: X — X una trans-
formacién no singular, y U el operador Koopman respecto de S. Entonces,
S es ergddica si y sdlo si todos los puntos fijos de U son funciones constantes.

Teorema 1.3. Sea (X,.A,u) un espacio de medida y S: X — X una
transformacion no singular, y P el operador Frobenius-Perron asociado a
S. Si S es ergddica, entonces hay a lo mds una densidad estacionaria f,
de P. Es mds, si hay una tinica densidad estacionaria f. de P y f.(x) >0
casi en todas partes, entonces S es ergédica.

Definicién 1.14. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y sea S: X — X una
transformacién preservadora de medida. Se dice que S es mezclante si

nli.l'!;lo w(ANS™(B)) = p(A)u(B) paratodo A,B€ A
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Esta condicién tiene una interpretacion simple. Consideremos los puntos
x que pertenecen al conjunto AN S~™(B). Estos son los puntos tales que
z € Ay S"(z) € B. Entonces, por la definicién, conforme n — oo la medida
del conjunto de puntos es exactamente u(A)u(B). Esto puede interpretarse
como que los puntos que empiezan en A y que después de n iteraciones
terminan en B, estd dado exactamente por el producto de las medidas de A
y B, y es independiente de la posicion de A y B en X.

Es facil ver que cualquier transformacién mezclante es ergddica. Su-
pongamos que B € A es un conjunto invariante, asi que B = S™1(B) vy,
por inducciéon, B = S7*(B). Tomamos A = X \ B, por la definicién de
transformacion mezclante tenemos que,

0= lim u(ANS™(B)) = w(A)u(B) = (1 - u(B))u(B),

y entonces, p(B) o bien vale 0 6 1, lo que prueba la ergodicidad.

Muchas de las transformaciones que consideramos en los ejemplos an-
teriores son mezclantes, por ejemplo las transformaciones del panadero, la
cuadrética, difeomorfismo de Anosov y r-adica.

Definicién 1.15. Sea (X, .A, ) un espacio de medida y sea S: X — X una
transformacién preservadora de medida tal que S(A) € A para cada A € A.
Si

Jingop(S“(A)] =1 paratoda A€ A, u(Ad) >0

entonces decimos que S es ezacta.

Puede probarse, a partir de la definiciéon, aunque no es facil que la
exactitud de S implica que S es mezclante.

La condicién de exactitud tiene la siguiente interpretaciéon: Si empezamos
con un conjunto A de condiciones iniciales, de medida distinta de cero,
entonces después de un numero grande de iteraciones de la transformacién
exacta S, los puntos llenaran por completo el espacio X.

Observacion. Las transformaciones invertibles no pueden ser exactas. De
hecho, si S es una transformacion preservadora de medida invertible, tenemos
que u(S(A)) = u(S7'(S(A))) = w(A) y por induccién u(S™(A)) = u(A).
Lo cual contradice la definicion.

Los conceptos desarrollados en las secciones previas para clasificar di-
ferentes grados de irregularidad (ergodicidad, mezcla y exactitud) fueron
establecidos en términos del comportamiento de sucesiones de conjuntos. Pro-
bar que un operador posee una de estas condiciones, usando las definiciones,
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es sumamente dificil; es por eso que reformularemos los conceptos de ergo-
dicidad, mezcla y exactitud en términos del comportamiento de sucesiones
de iterados de los operadores Frobenius-Perron y Koopman, y mostraremos
c¢émo éstos pueden usarse para determinar ctiando una transformacién S
con medida invariante es ergodica, mezclante o exacta.

Teorema 1.4. Sea (X, A, u) un espacio de medida normalizado, S: X — X
una transformacion preservadora de medida no singular y P el operador
Frobenius-Perron correspondiente a S. Entonces,

a) S es ergddica si y sdlo si la sucesion {P" f} es débil Césaro-convergente
a 1en L', para toda f € D(X, A, p).

b) S es mezclante si y sélo si {P"f} es débilmente convergente a 1 en L,
para toda f € D(X, A, p).

¢) S es exacta si y sélo si {P™f} es fuertemente convergente a 1 en L',
para toda f € D(X, A, p).

Como P es lincal, la convergenciade {P" f} al para f € D, es equivalente
a la convergencia de {P"f} a (f,1) para toda f € L. Esta observacién es
véalida para todo tipo de convergencia, ya sea Césaro, débil o fuerte. Asi es
que podemos reescribir el teorema en la forma equivalente.

Corolario 1.2. Bajo las mismas hipdtesis que el teorema anterior, las
siguientes equivalencias se cumplen:

a) S es ergodica si y sdlo si

n—1
lim — > (P*f.g) = (f,1)(1,g) para f € L, g€ L™.
k=0

b) S es mezclante si y sélo si

Jim (P"f,9) = (f,1)(1, 9) para f€L',g€L™.

c) S es ezacta si y sélo si

Jim \P"f ~ (£, )] =0 para f € L*.

Como el operador Koopman y el Frobenius-Perron son adjuntos entre
si, entonces es posible reescribir las condiciones (a) y (b) del corolario en
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términos del operador Koopman. La ventaja de reformular estas condiciones,
es el hecho de que el operador Koopman es mucho mads facil de calcular que
el operador Frobenius-Perron. Desafortunadamente, la condicién (c) del
corolario no se puede reformular pues ésta no estd expresada en términos
del producto escalar.

Entonces, del corolario anterior, la siguiente proposicién puede estable-
cerse facilmente.

Proposicion 1.4. Sea (X, A, 1) un espacio de medida normalizado, S: X —
X una transformacion preservadora de medida no singular y U el operador
Koopman. Entonces,

a) S es ergddica st y solo si

n—1

lim = Z(f, U*g) = (f,1)(1,9) para toda f € L*, g € L*°.

b) S es mezclante si y solo si

lim (f,U™g) = (f,1)(1,9) para toda f € L*, g € L*™.
n—oo

Nota. Establecimos el teorema 1.4 y el corolario 1.2 en términos de los
espacios L' y L™ para subrayar el papel del operador Frobenius-Perron
como una transformacién de densidades. El mismo resultado puede probarse
usando espacios adjuntos L? y L?'; en este caso L' y L™ respectivamente.
Por otra parte, cuando verificamos las condiciones de la (a) a la (c) del
teorema 1.4 y del corolario 1.2, o las condiciones (a) y (b) de la proposicién 1.4,
no es necesario hacerlo para f € LP y g € L. Debido a las propiedades de
los operadores P y U, que son contracciones lineales, es suficiente checar
éstas condiciones para f y ¢ en subespacios densos lineales de L? y L¥,
respectivamente.

Ejemplo 1.7. (Rotaciones en S')

Sea S: 8! — S! dada por: S(e**) = €i(*+¢).

Caso 1: ¢ conmensurable con 27.

En este caso S no es ergddica.

Caso 2: ¢ no es conmensurable con 2.

Para probar que es ergddica usaremos la proposicién anterior.

Consideremos al conjunto {e*** : k € Z} que es linealmente denso en
LP(S'), 1 < p < 0.

n—1
lim © Y Ukg(a) = (1,0) (18)
k=0

n—20 T
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Sabemos que

oikz _ o—ikz etk 4 o—ikz
sinkr = —— coskr = ——
2i o 2
Es suficiente probar que la ecuacién (1.8) la cumple g(e'*) = exp(ikz) con k
arbitraria. Si k # 0, entonces

Uig(ci.r} — Q(Sf{eix}} — eik(z+19)

Luego,
1 n—1 1 n—1 1 e;nké 1
U ei: T UI eiT) = — eik(z+lo) — _eikz .
n(e™) ng 9(e™) N,{Z{; n etkd — 1
y
1/2

1 e ik i dx
. < _ ikz[ inkzd _ 111222
I0nllr < sz [ [ letetentee — P |

2
= nletke — 1|

Entonces, U, converge a cero en L2, También,
(1 )_‘/2ﬂeikxdﬂ: _ 1 [ezm'k =0
= g or ik e

Cuando k = 0, como g(x) = 1 entonces U, (z) = 1 y también

Por lo tanto, U, converge débilmente a (1,g) en L? y S es ergodica.

Ejemplo 1.8. S(z) =rz mod 1, r € N. Probaremos que S es exacta.
Por el corolario 1.2 es suficiente demostrar que {P" f} converge fuerte-

mente en L' a (f,1) para f en un conjunto linealmente denso en L”([0, 1]).

C([0,1]) es linealmente denso en L?([0,1]). Si f € C([0, 1]), entonces

r=1 .
Pf(z) = %Zf(§+-§).
i=0
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Aplicando 2 veces P, obtenemos,
1 T
P2f( Pfyl—-+=
i Z( n(z+2)
i
-5
= r
1« f j-r + i T
,,2
Si hacemos k = j - r + i, la expresion anterior queda de la forma
,_2—1 k
1 &
=0t (rz + rz) -
k=0

Donde 1/r? ¢s la longitud del subintervalo inducido por la particién homo-
genea 1/r. Por induccién se prueba que la expresion para n es,

Pﬂf f‘ﬂ Z f (T‘“ T“) 5

Cuando n — o0, el lado derecho de la ecuacién se aproxima a la integral
de Riemann de f sobre [0, 1]. Esto es,

lim P f( / f(s)d

n—oo

que es, por definicion, (f,1). Por lo tanto, S es exacta.

Ejemplo 1.9. (El difeomorfismo de Anosov).

Probaremos que S(z) = (z + y,z + 2y) mod 1 en cada entrada, es
mezclante.

Es suficiente mostrar que U™g(z,y) = ¢(S™(z,y)) converge débilmente
a (1,g) para g en un conjunto linealmente denso en LP([0,1] x [0,1]).
Observemos que si g(z,y) es periédica en z y y de periodo 1, entonces
9(S8(z,v)) = g(z +y,z + 2y), 9(S*(z, y)) = g(2z + 3y, 3z + 5y) y asi sucesi-
vamente.

Por induccién encontraremos que U g(z,y) = g(@zn—2T+as,_ 1Y, G2n 1 T+
a,,y), donde a, son los nimeros de la sucesién de Fibonacci dados por
a,=a, =1,a,;, =a, +a,_,. Sean

g(z,y) = exp[2mi(kz + ly)] y f(z,y) = exp[-27i(pz + qy)).
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Luego,
14

(f,U“g}=/ f exp[2ni(kay,_»+lay,_, —p)z+(kay,_, +la,,. —q)y] dz dy.
o Jo

Probaremos que

(f,U"g) = {1 si (kay,_, + la,, — p) = (kay,_, +la,, —q) =0
0 en otro caso
Para probar esto veremos que, para una n grande pasa que (ka;,_, +
la,, —p) 6 (kay,_, + la,, — q) es distinto de cero si al menos una de k,l,p,q
es distinta de cero.
Supongamos que k 6 [ es distinta de cero. Asumimos que k # 0 y que
(kas._, + la,,_, — p) = 0 para una infinidad de n. Entonces

e )

a'ln—'l a:n—]

Sabemos que

: Aop_2 2
lim —— =
n—00 Ug, ., 1+

)
3
!
8

Entonces,

e 2k
lim [k(«i—i)+£— < ]: +1.
n—o0 | \ @zn_, Qs 1+ 5
Sin embargo, este limite nunca vale cero, pues k y [ son enteros. De aqui
se tiene que, ka,,_, + la,,_, — p # 0 para una n grande. Para esa n grande,
concluimos que

1 sik=l=p=¢q=0
0 en otro caso

(f.U"g) = {
Pero

(1,9) = /01 /01 exp[2mi(kz + ly)] dzdy

_f1 k=1=0
T 10 k#00l#0
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Luego,

(1)1, g) = /0 j (1,g) exp|~2mi(pz + qu)] dzdy

_J{Lg) sip=qg=0
0 sip#Qoq#0
{1 sik=l=p=q=0

0 en otro caso

Entonces, (f,U"g) = (f,1)(1,9) y, en consecuencia, {U"g} converge
débilmente a (1, g). Por lo tanto, ¢l difecomorfismo de Anosov es mezclante.

1.4 PRECOMPACIDAD DEBIL Y FUERTE

La seccién anterior estuvo dedicada a examinar varios grados de comporta-
miento ergddico que las transformaciones preservadoras de medida pueden
presentar. El problema se redujo a encontrar una medida invariante para
encontrar la solucion a la ecuacién Pf = f. Quizé el camino méas obvio, aun-
que no el mas simple, es escoger una f € D(X, A, p) arbitraria y examinar
la sucesion {P"(f)} de iteraciones de f por el operador Frobenius-Perron.

Si {P™(f)} converge a f., entonces claramente {P"*!(f)} = {P(P"f)}
convergen simultaneamente a f. y Pf,. Sin embargo, probar que {P"f}
converge a una funcién f, es dificil.

En esta seccién examinaremos la convergencia de la sucesion {A, f} de
promedios definidos por

n—1
Anf =2 Y PHf. (19)

k=0

y mostrar cémo ésto puede usarse para demostrar la existencia de una
densidad estacionaria de P.

Mostraremos que bajo ciertas condiciones {P" f} tiene una nueva pro-
piedad llamada periodicidad asintética. Después definiremos el concepto
de estabilidad asintética de los operadores de Markov, que es una genera-
lizacién de la exactitud de los operadores de Frobenius-Perron. Finalmente
mostraremos c6mo la técnica de la funcién cota inferior puede usarse para
demostrar estabilidad asintética.

Tomaremos (X, A, 1) un espacio de medida y F un conjunto de funciones
en LP.
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Definicién 1.16. El conjunto F es llamado fuertemente precompacto si
toda sucesion de funciones {f,} con f,, € F, tiene una subsucesion {f,, }
que converge fuertemente a g en LP.

Definicién 1.17. El conjunto F cs llamado débilmente precompacto si toda
sucesion de funciones {f,} con f, € F, tiene una subsucesion { f,,} que
converge débilmente a g en LP.

Estas dos definiciones usualmente se aplican a conjuntos que consisten
simplemente de sucesiones de funciones. En este caso la compacidad de
F = {fa} simplemente significa que toda sucesion { f,, } tiene una subsucesion

convergente {f, }.
Damos aqui algunas condiciones suficientes para asegurar que un conjunto

en L! es débilmente precompacto:

1. Sea g € L' una funcién no negativa. Entonces el conjunto de funciones
f € L! tales que

|f(z)] € g(x) para = € X casi en todas partes, (1.10)
es débilmente precompacto en L*.

2. Sea M > 0 un mimero positivo y p > 1 dado. Si u(X) < oc, entonces
el conjunto de todas las funciones f € L! tales que

Iflle < M (1.11)
es débilmente precompacto en L!.

3. El conjunto de funciones F C L', u(X) < oc, es débilmente precom-
pacto si y solo si

a) Existe M < oc tal que ||f|| < M para toda f € F;y
b) Para toda e > 0 existe § > 0 tales que

]A /@)l du(z) < e si p(A) <8y f € F.

1.5 EXISTENCIA DE UNA DENSIDAD
ESTACIONARIA

El siguiente teorema es un caso especial del teorema ergédico original de
Kakutani y Yoshida. La utilidad del teorema recae en establecer una
condicién simple para la existencia de un punto fijo para un operador de

Markov.
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Teorema 1.5. Sea (X, A,pn) un espacio de medida y P: L' — L' un
operador de Markov. Si para una f € L' dada, la sucesién {A,f} es
débilmente precompacta, entonces ésta converge fuertemente a alguna f. €
L'; es decir, un punto fijo de P, Pf. = f.. Esto es, si f € D(X, A, p),
entonces f. es una densidad estacionaria.

El Teorema de Hahn-Banach es uno de los resultados clasicos en el
analisis funcional. Es usualmente establecido como una propiedad de espacios
vectoriales topolégicos; aqui lo daremos para espacios LP.

Definicion 1.18. Un conjunto E C LP es un subespacio vectorial de LP si
M f1 + A2 fz € E para todas fy, fo € E y todos los escalares Ay, As.

Definicién 1.19. Decimos que un subespacio vectorial de L? es cerrado si
lim,, oo fn € E para toda sucesién fuertemente convergente {f,} C E.

Observacion. Hemos reducido el problema de demostrar la existencia de una
densidad estacionaria f, para P, a simplemente demostrar la precompacidad
débil de la sucesion {A,f}.

Los siguientes corolarios se deducen de los criterios (1.10) y (1.11), que
implican que un conjunto sea débilmente precompacto.

Corolario 1.3. Sea (X,A,u) un espacio de medida, y P: L* — L' un
operador de Markov. Si para alguna f € D(X, A, p) hay una g € L! tal que

P"f < g c.d. relativo a p

para toda n, entonces hay una f. € D(X, A, pn) tal que Pf, = f., esto es,
f. es una densidad estacionaria.

Corolario 1.4. Las mismas condiciones que en el corolario anterior. Ahora,
st para alguna f € D(X, A, p) existe M >0 y p > 1 tales que

IP*flle < M
para toda n, entonces hay una f. € D(X, A, n) tal que Pf, = f,.

Hemos dado condiciones bajo las cuales la convergencia o la precompa-
cidad de {A, f} implica la existencia de una densidad estacionaria. Ahora
queremos saber cudndo la existencia de una densidad estacionaria, nos da
algunas pistas de las propiedades asintéticas de las sucesiones {4, f}.
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Teorema 1.6. Sea (X,A,p) un espacio de medida y P: L' — L' un
operador de Markov con una iunica densidad estacionaria f.. Si f.(x) >0
para toda x € X, entonces

n]ingo Anf = f. para toda f € D(X, A, p).

Corolario 1.5. Sea (X, A, ) un espacio de medida normalizado, S: X — X
una transformacion preservadora de medida y P el correspondiente operador
Frobenius-Perron. Entonces, S es ergodica si y solo si

n—1

lim —EP" f =1 para toda f € D(X, A, p).

1.6 PROPIEDAD RESTRICTIVA DEL OPERADOR

A continuacién reduciremos el problema de la precompacidad de la sucesién
de los promedios a encontrar una funcién que acota superiormente a los
P™f 6 una cota superior para ||[P"f||L». Mostraremos que si se cumplen
condiciones semejantes a las de los corolarios 1.3 y 1.4 para el operador
Frobenius-Perron, entonces { P" f} es asintéticamente peridédico. De manera
mas general, mostraremos que para casi todo tipo de cota superior en los
iterados P™f del operador de Markov P es suficiente para establecer que
{P"f} tendra un comportamiento regular.

Definicién 1.20. Sea (X, A, 1) un espacio de medida finito. Un operador
de Markov P es llamado restrictivo si existe d > 0 y k > 0 tales que para
toda f € D(X, A, 1) hay un entero positivo ny(f) para el cual

/P“f(x)d,ugk para n>n,(f) y w(E)<é
E

Notese que para toda densidad f, la integral en la desigualdad anterior
esta acotada por uno. Esta condicién de ser restrictivo, significa que even-
tualmente esta integral no puede estar cerca de uno para un conjunto E
suficientemente pequenio. La regla de ser restrictivo, evita la posibilidad de
que P" f eventualmente se concentre en un conjunto de una medida pequena.

Si el espacio X no es finito, extenderemos la definicién de restrictivo,
para prevenir que P™ f se disperce por todo el espacio.

Definicién 1.21. Sea (X, A, 1) un espacio de medida o-finito. Un operador
de Markov P es llamado restrictivo si existen 6 > 0 y k > 1 y un conjunto
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medible B de medida finita tales que para toda densidad f hay un entero
no(f) para el cual

f Phf(z)du<k para n>no(f) y w(E)<6.
(X\B)UE

Proposicién 1.5. Sea (X, A, ) un espacio de medida finito y P: L(X) —
LY(X) un operador de Markov. Asumimos que ezisten p > 1 y K > 0
tales que para toda densidad f € D(X, A, u) tenemos que P*f € LP paran
suficientemente grande, y

limsup |P" f|lr < K.

FEntonces, P es restrictivo.

Proposicién 1.6. Sea (X, A, p) un espacio de medida o-finito y P: L*(X) —

LY(X) un operador de Markov. Si exziste una h € L' y A < 1 tales que
limsup ||(P"f — h)¥||r» < A;

n—oo
entonces, P es restrictivo.

Esta proposicién tiene la siguiente interpretacion, digamos que para
aquellas regiones donde P™f > h, si el drea de la diferencia entre P*f y h
estd acotada por A < 1, entonces P es restrictivo.

1.7 EL TEOREMA DE DESCOMPOSICION ESPECTRAL

No es necesario verificar las condiciones de ser restrictivo para toda f €
D(X, A, 1), es suficiente para una clase de densidades f € Dy C D(X, A, u),
donde Dy es un conjunto denso en D(X, A, 1). Para ser mas precisos, damos
la siguiente definicién.

Definicién 1.22. Un conjunto Dy C D(X, A, 1) es denso en D(X, A, p) si
para toda h € D(X, A, 1) y € > 0 hay una g € Dy tal que ||h —g|| <e.

Teorema 1.7 (Descomposicién espectral). Sea P un operador de Mar-
kov restrictivo. Existen un entero r y dos sucesiones de funciones no negati-
vas g; € D(X, A,u) yki € L® i =1,...,7 y un operador Q: L* — L* tal
que para toda f € L*, Pf puede escribirse de la forma:

Pf(z) =Z/\i(f)gi($)+Qf($) (1.12)
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donde
() = /X F(@)ki(z) dp.

Las funciones g; y el operador Q tienen las siguientes propiedades:
i) gi(z)g;(z) =0 para toda i # j.

ii) Para cada entero i existe un unico entero a(i) tal que Pg; = g ;). Mds
atin i) # a(j) sii # j, y el operador P permuta las funciones g;.

i) ||[P*Qf|| — 0 si n — oc para toda f € L*.

De la representacién (1.12), se sigue que P"*! estd dada por
P f(z) =Y Xi(f)9an@) (@) + Qnf(2),
i=1

donde Q, = P"Q, y a™(i) = a(a™1(i)), ¥ |Qn(f)|| — O conforme n — c<.
Los términos de la suma anterior, son permutados con cada aplicacion de P,

y como 7 es finito, la sucesion

5
D Xi(f)gan(iy ()
i=1
debe ser periédica con periodo 7 < r!. Como {a”(1),...,a"(r)} es simple-
mente una permutacién de {1,...,r}, hay una tnica i correspondiente a
cada a™(z).

Entonces, esa suma se puede escribir como
r
Z Aa-n(i)(f)gi(z),
i=1

donde {a~™(i)} denota la permutacién inversa de {a" (i)}

La suma escrita de esta 1iltima forma, aclara c6mo las sucesivas aplicacio-
nes del operador P trabajan. Como las funciones g; tienen soportes ajenos,
cada aplicacién sucesiva de P, nos lleva a un nuevo conjunto de coeficientes
Aa-n(f) asociados con cada funcién g;(z).

Definicién 1.23. Una sucesién {P"} para la cual el operador P tiene una
descomposicién como en el teorema 1.7, se llama asintdticamente periddica.
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Usando estas nociones, el teorema de descomposiciéon espectral puede
refrasearse de la siguiente forma: Si P es un operador restrictivo, entonces
{P"} es asintGticamente periddica.

Si conocemos la representaciéon explicita (1.12) de Pf, para un operador
de Markov P conocido, entonces es facil verificar la existencia de una
medida invariante y por lo tanto determinar ergodicidad, mezcla o exac-
titud. Desafortunadamente, no siempre tenemos una representacion explicita
para un operador de Markov dado, pero a continuacién mostramos que
la existencia de la representacién (1.12) nos permite deducir propiedades

interesantes.
Ahora vamos a mostrar que cada operador de Markov restrictivo, tiene

una densidad estacionaria y después daremos una representacion explicita
para P"f cuando esa densidad estacionaria es constante.

Proposicién 1.7. Sea (X, A, u) un espacio de medida y P: L' — L' un
operador de Markov restrictivo, entonces P tiene una densidad estacionaria.

Demostracién. Sea f una densidad definida por
f@) =13 0@
- o :'::lg' ’

donde la existencia de r y las funciones g; estd dada como en el teorema 1.7.
Por la propiedad (ii) del mismo teorema,

Pi(@) =+ 3" gun(@)

y entonces, Pf = f. O

Ahora asumimos que la medida g estd normalizada, y analizamos las conse-
cuencias de la representacion P™ f cuando tenemos una densidad estacionaria
constante f = xx. Recordemos que, si P es el operador Frobenius-Perron,
ésto es equivalente a que u sea invariante.

La siguiente proposicion tiene el mérito de mostrar quienes son especifi-
camente las funciones g; y k; en el teorema de descomposicién espectral.

Proposicién 1.8. Sea (X, .A, 1) un espacio de medida finita y P: L' — L}
un operador de Markov restrictivo. Si P tiene una densidad estacionaria,
entonces la representacion para P**! toma la siguiente forma

P f(z) =3 Aa-n(i)(F)Xa(z) + Quf(z) para toda f € L',  (1.13)

i=1
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donde x 4,(x) = [1/u(A;)]xa,(z). Los conjuntos A; forman una particién
de X, esto es,

JAi=X y AinA; =0 parai # j.

Atin mds, pu(A;) = p(A;) donde j = o™ (i) para alguna n.

Ahora si podemos determinar la ergodicidad, mezcla o exactitud, para
operadores P que pueden escribirse en la forma de la ecuacion (1.12). Asu-
mimos que u(X) =1y que Pxx = xx. Recordemos que la permutacién
{a(1),...,a(r)} del conjunto {1,....r}, para el cual no hay un subconjunto
invariante, es llamada un ciclo o permutacion ciclica.

Teorema 1.8. Sea (X, A, ) un espacio de medida normalizado y P: L' —
L' un operador de Markov restrictivo. Entonces, P es ergddico si y sélo si
la permutacion {a(1),...,a(r)} del conjunto {1,...,r} es ciclica.

Demostracién. Escribimos la ecuacién (1.9) de los promedios A, f como

Anf(z) = _Z PI f(z)

n—2 r
- %f(ﬂ?) % % b 3 (Z Aa-1(i) (f)xa:(z) +ij(5€))

j=0 \i=1

r

2+ 3 |23 damso(9)] X Z Q;1() + 1)
i=1 =0

Donde hemos usado la representacién (1.13). Asi A, f se escribe como

r

Anf(z) = E = Z Aa-i () } xa,() + Qnf(z),

i=1

donde Q,, f(z) estd dada por

n—2
5 1
Qnfl@) =~ FZOQ,-)'(I) + f(z)
Ahora consideremos los coeficientes

1 n—-2
= Z Aa-i(i)(f)
=0
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Como mostramos anteriormente, la sucesion {A,-s(;)} es periédica en j, la
suma anterior siempre tiene limite, esto es

Xi(f) = lim —Z/\ -3 ) (f)-

n—oo 71

Asumimos que no hay subconjuntos invariantes de {1,...,r} bajo la per-
mutacién de . Entonces el limite debe de ser independiente de %, dado
que cada pieza de la suma de longitud r para diferente ¢ consiste de los
mismos niimeros, pero en diferente orden. Entonces, por la propiedad (iii)
del teorema 1.7,
2
Tlim Anf =Y N(f)xa.
i=1
Como a es ciclica, la proposiciéon 1.8 implica que u(A;) = p(A;) =1/r
para toda i,j y XA, = TXxA,, asi es que

lim A, f =rA(f)-

Entonces, para f € D(X, A, i), A(f) = 1/r porque P preserva normas y los
A; son ajenos. Y hemos demostrado que si la permutacién {a(1),...,a(r)}
del conjunto {1,...,r} es ciclica, entonces { P" f} es Césaro convergente a 1

y, por lo tanto es ergddica.

Para demostrar la otra implicacién, supongamos que {a()} no es una
permutacién ciclica. Entonces {a(7)} tiene un subconjunto invariante I.
Como una f inicial tomamos

T) = ZQ‘)ZA.- (x)

donde
1 # 0 si 7 pertenece al subconjunto invariante I
gi= de la permutacién de {1,...,7},
0 en otro caso.
Entonces,

lim Anf = ZA Nxac
donde X\;(f) # 0, si i estd contenldo en el subconjunto invariante I, y
Ai(f) = 0 en otro caso. Entonces el limite de A,, f conforme n — oo no es
una funcién constante respecto de z, entonces P no puede ser ergodico. O
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Teorema 1.9. Sea (X, A, 1) un espacio de medida normalizado y P: L' —
L' un operador de Markov restrictivo. Sir =1 en la representacién (1.12)
para P, entonces P es exacto.

Demostracién. Asumimos que r = 1, entonces por (1.13), tenemos
P f(z) = Mf)xx (z) + Qnf(z)
y por la propiedad (iii) del teorema 1.7,

lim P**1f = X(f), en L .

En particular, cuando f € D(X, A, p), A(f) = 1, puesto que P preserva
la norma. Entonces, para toda f € D(X, A, u), {P"f} converge fuertemente
a 1, y por tanto P es exacto y también mezclante. Od

Teorema 1.10. Sea (X, A, u) un espacio de medida normalizado y P: L' —
L' un operador de Markov restrictivo. Si P es mezclante, entonces r = 1
en (1.12).

Demostracion. Supongamos que P es mezclante y tomamos f € D(X, A, )
inicial dada por

f(z) = c1xa, (z), donde ¢; = 1/p(A;).

Entonces

P"f(z) = c1xa. (),
donde A, = Ayn(1). Como P es mezclante, { P" f} converge débilmente a 1.
Sin embargo, notemos que

casia™®(l)=1
p" =
(P xan) {0 sia™(1) #1
Entonces, { P"f} debera converger débilmente a 1 s6lamente si a”(1) =1
para toda n suficientemente grande. Usando el teorema 1.8, como « es
una permutacién ciclica, 7 no puede ser mayor que 1, entonces con ésto
demostramos que r = 1. O



CAPITULO 2

ANALISIS ERGODICO DE
TRANSFORMACIONES EN EL PLANO

El objetivo de este capitulo es estudiar las propiedades (en particular espec-
trales y ergddicas) de transformaciones expansivas y C? por pedazos de una
regién acotada del plano, que satisfacen ciertas condiciones de regularidad.

Primero vamos a dar una definicién para la variacion de una funcion en
dos variables, adoptando la nocién de variacién de funciones en una variable.
Esto estd basado en el trabajo que desarrollé en su tesis doctoral, Gerhard
Keller en 1979. A finales de la década de los anos 70 inicié el desarrollo
de la teoria de operadores, para analizar transformaciones lineales y hacer
un anélisis ergédico de las mismas; es por ésto que el trabajo de Keller,
estd escrito en un lenguaje muy complicado, y diferente al que actualmente
se usa. En este trabajo, slo pretendemos explicar de una manera mds
sencilla las ideas de Keller, para clasificar a las transformaciones y hacer un
andlisis espectral y ergédico, mediante el operador Frobenius-Perron para
transformaciones del plano en el plano.

2.1 VARIACION DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

Como sabemos, la variacién de una funciéon derivable f: I — R puede
calcularse mediante su derivada como vary f = [, |f'(z)| dz.

Por consecuencia nosotros quisieramos que para una funcién derivable
f: Q= R, donde Q es un abierto de R?, definir varq f como [, [V(f)||2 dA,
donde V(f) es el gradiente de una funcién f € L?, o bien por 32, Js |£¥—I dA.
Como no siempre podemos garantizar la existencia de las derivadas parciales,
necesitamos dar una definicién de variacién atin mds general. Para ésto
definimos los siguientes conjuntos.

Definicién 2.1. Sea 2 C R? un abierto acotado, y consideremos la medida

27
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de Lebesgue A en R? restringida a §2. Escribimos
C(Q) := {¢: @ — R | ¢ continua}
Co() := {0 € C(Q) | ¢}, = 0}
CY(Q) := {¢ € C(Q) | ¢ derivable ,§2 € C(Q), i = 1,2}

Do(R) := {¢ € C*(Q) | pjo = 0} = C*(2) N Co(R)
K(Q) := {¢ € C*(Q) | sop(¢) C Q es compacto}

Estos conjuntos seran considerados como espacios vectoriales normados
respecto a la norma || - || Relativo a esta norma, K(2) es denso en Cp(2).
lo mismo que C*(f) es denso cn C(9).

Escribiremos por Mp(Q2) := {¢: @ — R| ¢ cs acotado y medible}.

Para f € L'(f), las derivadas parciales estdn definidas en el sentido de
distribuciones en Dg(), ésto es:

gf Dy($2) — 1¢)9 ff—d/\ (1=1,2)

Las derivadas parciales no son necesariamente operadores continuos sobre
(Dg(2), || - |loo)- Entonces nosotros estamos interesados precisamente en las
f, donde las derivadas parciales son continuas. Mas precisamente, sea

CR(Q)* :={¢: CB(Q) — R : ¢ lincal, continua },
junto con la norma de operador,
[¥llcr(q)- = sup{l{¥, 9)| : & € Co(). [[¢]lo < 1}

Si el operador ‘;—%: Dy(R2) — R es acotado, éste se extiende a un operador
lineal continuo sobre Cp(§2) y podemos considerar % como elementos de
cR)”.

Ahora ya estamos en condiciones de definir el espacio de funciones de
variacién acotada sobre 2 denotado por VB({2) por

(Q) ] {f € LI(Q) af G CR(Q)* coni=1,2 y "f”yg(m. < 00}

donde

2
1llv By = 1l +
VB(2) LY(2) Z; dz; cRr(@)r
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Se puede ver que (VB(Q),]| - |lvs(a)) es un espacio de Banach.

Como los operadores positivos de CF(Q2)* corresponden a las medidas
finitas sobre €2, por el teorema de Riesz cada 9 € C§(2)* se extiende a un
operador lineal continuo sobre M (f2) con la norma:

1¥llerq)- = sup{[{¥, 8)|| ¢ € Mu(9), [|4llc < 1}

Observacién. El espacio V B(Q2) es denso en L'(£2) para la norma || - || L1(q)-
Pues C(Q) C VB() y C'(2) es denso en L}(f).

Desde un punto de vista geométrico la variacién || - ||y g, no es invariante
bajo las isometrias del plano. Como una primera forma de remediar ésto, es
definir el gradiente V f de una funcién f € L!(2), como un operador lineal
de Dy(2) en R? dado por

2L ¢ f2&dx
(Vf, é)a = (af‘ . f .
(2L, d)a Jo F 32 dA

Y por la variacién de f en §2, se podria tomar la expresion
sup{[[(V £, d)allz : ¢ € Do(R), lI4lloc < 1} (2.1)

Esta definicidon de variacion es invariante bajo isometrias del plano, sin
embargo queremos que también cumpla que para cualesquiera dos abiertos
Q1, Q2 C R?, que satisfagan 9NN, = @, cumplan que varg, (f)+varg, (f) <
varg(f) para cada f € L'().

Por lo tanto es necesario modificar la expresion (2.1), para que cumpla
dichas exigencias de la siguiente forma

Definicién 2.2. La variacién de f sobre 1 estd definida por

CEN()

Va(f) == sup{ 3 V£ é-xcallz : 6 € Do(C), llee < 1}

donde N(¢) := {C C Q| C es componente conexa de 2\ Z(4)} y Z(¢) :=
{z€|d(z) =0y Vo(z) = 0}

Lema 2.1. Propiedades elementales de la variacién
a) f € VB(R) si y sélo si Va(f) < oo para toda f € L}(Q)
b) Va(f +9) < Va(f) + Va(g) para f,g € L}(Q)

LAOTEL
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c) Vala- f) =la|- Va(f) cona€ R
d) Para los abiertos 2y, Q3 € Q2 C R? tales que 21N Q=0
Va, (f) + Va, (f) < Va(f) para toda f € L}(Q)
Demostracién. Los incisos (a), (b) y (c) resultan de la desigualdad del
tridngulo y de que las normas || - ||; || - ||2 son equivalentes en R2.
En el inciso (d), es claro que Vo(f) < oo, implica que f € VB(§};) para

i=1,2.
Para cualquier € > 0, existen ¢; € Do(€;) tales que

Va,(f) e+ D IV di-xcdallas gilleo < 1
CeN(ei)

con ¢ == ¥, Xa, - 6 de aqui se sigue que ¢ € Do(Q), [[¢flos < 1.
Entonces,

Vo, (f) + Vau () S 2e+ Y (VS i~ xc)aullz < 2¢ + Va(f).
CeN(¢:)

2.2 TRANSFORMACIONES a-DILATANTES

En esta seccién daremos las definiciones de las transformaciones a-dilatantes
y enunciaremos la proposiciéon que da las condiciones para que se cumpla la
desigualdad que acota a la variacion de dichas transformaciones a las que se
les aplicé el operador Frobenius-Perron.

Definicién 2.3. El operador Pr: L'(2) — L*(f2) determinado por
/ fdA:/Pde,\ f € L}(Q), A C Q medible
T-1(A) A

es el operador Frobenius-Perron asociado a T'.

Definicién 2.4. Sea Q un abierto acotado de R2. Decimos que una trans-
formacién T': 2 — Q es a-dilatante y C? por pedazos, si existe una familia
finita P = {P,..., Py} de subconjuntos abiertos de 2, tales que:

N
i) ANP=0,parai#jy | JP =%

i=1
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ii) Para cadai € {1,...,N}, P; y TP; son de frontera C? por pedazos.

iii) Para cada i € {1,.:.,Nl, existen abiertos P; D P, y C:‘,- D TP; y
difeomorfismos T;: P; — Q; de clase C?, tales que Ty, =Tip.

iv) (DT}, )Wl < atconi=1,...,Nyyé€TPF, donde a > 1 es
una constante.

Definicion 2.5. Bajo las mismas condiciones de la definicion anterior,
decimos que T es a-dilatante y analitica por pedazos si remplazamos ii), iii)

y iv) por:

ii') La frontera de cada P; y T'P; es una curva cerrada simple y analitica
por pedazos.

iii’) T; son transformaciones holomorfas en P; (identificando R? con C).

iv') |%| > aparacadai=1,...,N, donde ‘%i es la derivada compleja
de Ti‘

Observacién. Si (2 es el intervalo [0, 1], las transformaciones andlogas son
las monétonas por pedazos.

Para una transformacién 7' como la de las definiciones 2.4 y 2.5, el
operador Pr tiene la siguiente forma:

N
Pr(f) = Z(f o T;‘_l) -|det(DTp,)"| - xrr, casi donde quiera.  (2.2)

=1

Observemos que

N
J X o T 1etDT) e, A

i=1
N
=3 [ (FoT7!) 14et(DTR) - xzr, A
i=1
N
=3 (f 0 T51) - | det(DTp,) "] dA
TP.NA=T(P:NT-1(A))

i=1
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usando el teorema de cambio de variable

N
= [ . ia
i=1 P.ﬂT"‘(A)

= / fd.
T-1(4)

Por la unicidad de Prf tenemos que

N
Prf=3 (foTp)-|det(DTp}")|- Xxr,

i=1

Ejemplo 2.1. Sea F: ! — R? un difeomorfismo de clase C? entre Q y
F(9).
sup |DF7! |l2:=a < 1.
2€F(Q)
Entonces, T := F mod Z? es a-dilatante y C? por pedazos.

Dentro de las condiciones que necesitamos para enunciar la siguiente
proposicién estd la definicién que sigue:

Definicién 2.6. Sea  un abierto acotado de R? de frontera C2? por pedazos.
Decimos que un subconjunto S C 9Q es (w, 2)-regular, si S es la unién finita
de cubiertas I'; de clase C? y si existe §y > 0 tal que podemos construir cada
I'; de abiertos ;(d) C Q de la siguiente manera:

i) Sea A; 5 := {z € Q2 : dist(x,I';) < 6} con § < dp cualquiera. Sean a
y b los extremos de I';. Trazamos para a y b las rectas g, y g, tales
que go N y g» N sean dos curvas que en a y en b, respectivamente,
forman un dngulo w con I';. La regién abierta de A; ; situada entre las

rectas go y g es 2i(6).
ii) Para ¢ fija, las ©;(d) son ajenas dos a dos.

Proposicién 2.1. Sea Q un abierto acotado de R? de frontera C? por
pedazos, T: ! — §) una transformacién a-dilatante y C? por pedazos, que
satisface las siguientes condiciones:

Eristen dos familias (que pueden ser vacias) ¢ = {F1,...,Fr,} yg=
{G1,...,Gr,} de colecciones finitas de subconjuntos abiertos de 2 de frontera
C? por pedazos, tales que:
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i) F,F' € F;, F# F' implica FNF' =0 con F; € ¢
G,G' €G;, G#G" implicaGNG' =0 con G; € g

it) Para cada F € F;, F; € ¢, existe un subconjunto (w, F)-regular
Sp C OF que va a intervenir en la condicidn v).

i) Para cada G € G;, G; € g, existe un abierto G CG de frontera C? por
pedazos y un subconjunto (w,G)-reqular Sg C G, que va a intervenir
en la condicién iv).

iv) Para todai € N se tiene que si OP; \ T, (0Q) # 0. Entonces, existe
una descomposicién OP; \ T, * (9) = Uf;l Ci, tal que para cada Cj
se encuenira

a) UnFj € p yun F € F; tales que

/ do =0
Ci\(8(FNP;)NSF)

b) Oun G € g yun G € G; tales que

| - do = 0.
Ci\B((G\G)NP;)NSG)

Entonces, se cumple la siguiente desigualdad
Va(Prf) < B-Va(f) + Cll fllr @) (2.3)
donde 3 y C son constantes independientes de f, y0 < B <1, C > 0.

Las condiciones que establece esta proposicion se refieren bdsicamente a
regularidad, ya que nos interesa mantener controladas las fronteras de la
particién, como que no se vuelvan densas después de algunas iteraciones. Sin
embargo la demostracién es muy complicada y requiere de definir muchos
conceptos que no son necesarios para el objetivo de este trabajo, es mas,
se podria hacer otra tesis para explicar todas estas condiciones; es por eso
que aqui no la presentamos. Sélo tomamos la parte que nos es 1til para
poder enunciar mas adelante los resultados que nos interesan. La parte que
tomamos de esta demostracién es la desigualdad (2.3).

El siguiente teorema es muy importante, ya que es a partir de él que
podremos usar la herramienta que expusimos en el primer capitulo, para
finalmente enunciar los teoremas de clasificacion.
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Teorema 2.1. Sea ) un abierto acotado de R? de frontera C? por pedazos
y T: ) — Q una transformacion a-dilatante, C* por pedazos que satisface
las condiciones de la proposicion anterior. Entonces, el operador Frobenius-
Perron P asociado a T es restrictivo.

La representacién del operador Frobenius-Perron de la ecuacién (2.2), es
mas complicada que la que teniamos en el capitulo anterior. El efecto de ésto,
es que atin cuando escojamos una funcién f € L! inicial completamente suave,
Pf y todos sus subsecuentes iterados de f pueden ser discontinuos. Por
consiguiente, no tenemos un criterio simple para examinar el comportamiento
de P"f. Entonces debemos examinar la variacion de P f.

Demeostracion. Tomando la desigualdad de la proposiciéon anterior
Va(Prf) < Va(f) +C [ Jw)dy=BVa(f)+C
Q

pucs f € D(X, A, u).
Usando induccién en la desigualdad anterior, tenemos

n—1

Va(P"f) < B™Va(f) +C Y 4.
j=0
Si0 < <1, entonces
1

Va(P"f) < B™"Va(f) + CT:_ﬁ

por lo tanto, para cada f € D(X, A, i) de variacién acotada,

. : c
JLH(}OSUPVQ(P nN< 1-3 = K,

donde K es independiente de f. Ahora definamos al conjunto F por
F={9eD(X,An):Va(g) <K}.

De la tltima desigualdad se sigue que P™f € F para una n suficientemente
grande. Ahora queremos mostrar que F es débilmente precompacto. De la
definicién de la variaci6n, esté claro que para cualquier funcién positiva y
diferenciable g definida en {2,

9(z) — g(y) < Valg)
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para toda z,y € Q. Como g € D(X, A, ), hay alguna y € § tal que

9(y) <1, y entonces
g(z) < K +1.

Por el primer criterio de la seccién 1.4 para conjuntos débilmente precompac-
tos, la familia F es débilmente precompacta, y como la sucesién {P"f} C F,
entonces la sucesion es débilmente precompacta.

Falta probar que P es restrictivo. Por el inciso (b) del criterio 3 de la
misma seccién, tenemos la condicién para que {P" f} sea restrictiva y por
lo tanto P es restrictivo. O

Observacién. Como ya tenemos al operador Frobenius-Perron P restrictivo,
entonces podemos escribir a Pf como en la ecuacién (1.12) del teorema 1.7
de descomposicién espectral.

2.3 TEOREMAS DE CLASIFICACION

Gracias a toda la herramienta que hemos desarrollado y explicado a lo
largo de este trabajo, ahora podemos enunciar los siguientes teoremas que
clasifican, de manera ergédica, al operador Frobenius-Perron asociado a las
transformaciones a-dilatantes y por lo tanto a las transformaciones.

En esta seccién consideramos al operador P restrictivo y a la transforma-
cién T' a-dilatante, tal que satisface las condiciones de la proposicién 2.1.

En el capitulo 1 la proposicién 1.7 nos permite garantizar la existencia de
una densidad estacionaria. Como estamos trabajando en espacios de medida
en general, entonces podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.2. SiT es una transformacion a-dilatante, entonces el operador
Frobenius-Perron P asociado a la transformacion T tiene una densidad

estacionaria.

Observacién. Recordemos que la existencia de una medida invariante para
un operador Frobenius-Perron P asociado a una transformacion a-dilatante
T, queda garantizada con el teorema anterior, es decir, a la existencia de
una densidad estacionaria.

A partir de aqui usamos el teorema de descomposicién espectral como
base para clasificar al operador.

Teorema 2.3. Si tornamos una transformacion T a-dilatante, entonces el
operador Frobenius-Perron P asociado a dicha transformacion es ergédico,
si y solo si, la permutacion del teorema 1.8 es ciclica.
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Teorema 2.4. Sir =1 en la expresion (1.12) del teorema 1.7, entonces
tanto la transformacién T como P el operador Frobenius-Perron asociado,
son exactos.

Teorema 2.5. Sirt # 1 en la expresion (1.12) del teorema 1.7, entonces P
no es mezclante.

Las demostraciones de estos teoremas son analogas a las que hicimos en
el capitulo anterior, pues recordemos que estamos trabajando en espacios de
medida en general y por lo tanto las transformaciones dilatantes también
cumplen las condiciones de dichos teoremas.

Con estos teoremas hemos clasificado, desde un punto de vista ergddico,
a las transformaciones a-dilatantes que cumplen las condiciones de la propo-
sicion 2.1 a través del operador Frobenius-Perron P restrictivo asociado, de
acuerdo a su comportamiento y a ciertas condiciones de regularidad.
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