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Introduccion.

INETOAUCCION. ..ttt et sa e s e e e e e eaeaeseaeas s sasasasababasasasnsasasnsnsnsnsnsnss 1

Primera Parte. ;En qué sentido representa un problema filosdfico la

aplicabilidad de las MatemaAtiCas?........cceevvvieieceeiieceeere e 1

Segunda Parte. Nuevos planteamientos en torno a la aplicabilidad de las
MAIEMALICAS..........ccoeovveeeeeeei s sese s sacasaeseassessssesssesesessassssssesesesesesessarssssssens 11

Tercera Parte. Esquema global del presente trabajo.............cccceocuricecueennnee. 13

Primera Parte. ¢{ En qué sentido representa un problema filoséfico la

aplicabilidad de las matematicas?

¢Qué significa que las matematicas sean “aplicables”? Esta pregunta tiene al
menos dos vertientes. Por un lado podemos preguntarnos por aquello en su
naturaleza que confiere a las matematicas la posibilidad de ser aplicadas. Por otro
podemos constatar como un hecho el que las matematicas se aplican, y
preguntarnos por las implicaciones, las consecuencias de ese hecho. Podemos
examinar el entramado de esa situacién y analizarlo con miras a encontrar algtn
significado. Es a esta segunda posibilidad de analisis a la que este trabajo se

enfoca.

En un libro de fisica, a cualquier nivel, aparecen férmulas y simbolos matematicos
pagina tras pagina. Muchos economistas se esfuerzan en introducirlas, otros en
evitarlas. Bidlogos, socidélogos, médicos se encaran a ecuaciones diferenciales o a
métodos estadisticos méas o menos refinados. La historia de nuestra civilizacion se
encuentra inextricablemente mezclada con el desarrollo de la matematica

moderna y sus aplicaciones. No es aventurado decir que la aplicacién del célculo
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diferencial e integral fue tan importante como la invencién de la maquina de vapor,

por sus posibilidades de aplicacion.

La idea de aplicacion no se limita a las matematicas. La quimica, por ejemplo, se
aplica en la biologia, si por “aplicar” se entiende por un momento simplemente
constatar que en la préactica y teoria de la biologia aparece con frecuencia la
quimica. Por lo tanto es vélido preguntarse qué significa este hecho. La respuesta
es fundamentalmente técnica: gran parte de las relaciones en biologia son
quimicas, o se basan en procesos quimicos. A pesar de aspectos de interés, esta
pregunta no alcanza a representar un problema. En el caso de la aplicabilidad de
las matematicas la situacién es otra. No es posible dar una explicacién con
respuestas especificas a preguntas inmediatas [Folscheid y Wunenburger, pp.
342, 343]. Por ejemplo, no es suficiente con respuestas técnicas, sino que es
necesario abordar una cuestion compleja, que engloba y entrelaza diversos
circulos de preguntas que nacen y se ramifican en la reflexion sobre las

matematicas, la fisica y, mas que nada, la interaccién entre ambas ciencias.

No se trata de analizar el caso mas general, lo que significase el hecho de que las
matematicas se apliquen (en cualquier ciencia), sino lo que pueda significar que
las matematicas se aplican con éxito en la fisica. Inclusive, el nicleo de mi
esfuerzo se centra en un estudio de caso: la aplicacion de los espacios de Hilbert
en la mecanica cuantica, tanto en sus aspectos descriptivos como dentro del
contexto de descubrimiento de nuevas leyes fisicas. Ademas del interés intrinseco
de este caso y de su relevancia para la discusion, es mi conviccidon que es
conveniente acercarse a la problematica de la aplicabilidad de la matematica en

general a partir del estudio de casos significativos como estos.

La relacion entre las matematicas y la realidad ha estado siempre entre las
preocupaciones basicas de la filosofia de la matematica. Dentro de este ambito se
ha explorado con intensidad la idea de aplicacién. Este trabajo, sin embargo, parte
de un hecho, o si se quiere del asombro ante un hecho: las matematicas son



efectivamente aplicables y han sido aplicadas a la fisica'. Esto nos ubica en el
area de confluencia entre la filosofia de las matematicas, la de la fisica y la de la
filosofia de la ciencia. Desde esta perspectiva el anélisis se centra en la capacidad
de descripcidn de procesos y fendmenos expresandolos por medio de sistemas
matematicos y, sobre todo, en la aplicacién de las matematicas en el proceso de
descubrimiento de leyes fisicas. Esto también da otra razén para haber escogido a
la mecéanica cuantica como caso de estudio, pues relaciones fundamentales en
ella, como la ecuacién de Schrédinger, fueron descubiertas por medio de

analogias matematicas.

Fue el filésofo Mark Steiner’ el que llamé recientemente la atencién sobre la
aplicacion de analogias matematicas en el contexto de descubrimiento. De hecho
parece ser el Unico o casi el Unico que ha lanzado la discusién al respecto en este
contexto. Habiendo entre él y yo convergencia en cuanto al tema y discrepancias
basicas en cuanto a las conclusiones, y dada también la novedad de la cuestién,
opté por entablar una discusién directa y a fondo con ese autor como medio para
presentar sus puntos de vista, en especial aquellos novedosos, y llevar a cabo una

critica que me permitiese exponer y desarrollar mis propios puntos de vista.

A diferencia de la reflexion dentro de la filosofia de las matematicas, aqui hay
pocos caminos trazados, mas bien son senderos, direcciones, indicaciones, dudas
y asombros. El principio del camino esta dado por Frege [Frege]. Partimos, Steiner
y yo, de la premisa de que Frege nos ha ensefado cémo intervienen los
conceptos matematicos en el discurso de las ciencias empiricas. Mas alla
debemos arreglarnoslas en los fundamental con el apoyo que nos puede dar
nuestro conocimiento de la practica de la aplicacion de las matematicas en la

fisica y las indicaciones que matematicos y fisicos pudiesen proporcionar.

El objetivo mas general de esta tesis es mostrar cémo la aplicabilidad de las

matematicas en la fisica, en especial desde el punto de vista del contexto de

'Y, por supuesto, a muchos otros ambitos de las ciencias empiricas.

2 Profesor de la Universidad Hebrea de Jerusalén y autor de Mathematical Knowledge, ademas del
texto que aqui nos ocupa: The applicability of mathematics as a philosophical problem. Referencias
en la bibliografia.
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descubrimiento, lleva a una discusion no solo interesante, sino de importancia
para la filosofia de la ciencia. En el caso de Steiner la situacién es extrema, pues
esa aplicabilidad le da la pauta para plantear que el universo tiene caracteristicas
antropocéntricas, como se vera. Esto me lleva a exponer y criticar a fondo su
posicién, tanto para mostrar en qué sentido su camino, al menos tal como lo
presenta en [Steiner] no consigue llegar adecuadamente a su conclusién, como
para a lo largo de esa confrontacién ir delimitando mi propia posicién. El estudio
de caso me permite entonces argumentar que el interés filosdfico de la
aplicabilidad de las matematicas en la fisica radica en la profunda interaccién de la
una con la otra. Es ésta una situacion compleja, en la que multiples factores se
entrelazan y condicionan mutuamente, generando una serie de problemas,
planteamientos, dudas y afirmaciones que son los que van dibujando el problema
global. Tal como la discusién ird mostrando, el problema es multifacético y aunque
hay aqui y alla algunas ideas en el ambiente, en si, con excepcién del trabajo de

Steiner, ha sido poco explorado.

Quiero destacar que esta problematica afecta tanto a la matematica misma como
a la concepcion que tenemos de ella. Ya no es la blanca ave que sobrevuela el
pantano sin mancharse, sino que es también parte de ese medio y su misma
blancura no es independiente del ambiente en que se desplaza. Dicho menos
metafdéricamente, al final de este primer estudio habremos acumulado y articulado,
en ocasiones de manera preliminar, suficientes elementos como para afirmar que
las aplicaciones, en especial a la fisica, han dejado huella en ambas ciencias, y
que la filosofia de la ciencia y, desde su propia problematica, la de las

matematicas podrian tomar con interés lo que aprendemos de esta discusion.

Un ejemplo que se retomard en el texto puede aclarar este punto. Los
cuaterniones han sido analizados por la filosofia de las matematicas como un
ejemplo de desarrollo interno®. Por ejemplo, en algunos esquemas se pasa del
numero real o a los complejos (a, B), y de ahi a los cuaterniones ((c, B), (x, 8)).
Sin embargo, el desarrollo de los cuaterniones por Hamilton fue motivado de

? Agradezco a Axel Barcel6 haberme llamado la atencion al respecto.



manera decisiva por las necesidades de la fisica de su tiempo. En mi opinién
hariamos bien en no separar de manera tajante entre lo que tiene lugar al interior
de la matematica y la interaccion concreta de ella con otras ciencias, sino empezar
a considerar a ambas como aspectos de la misma situacién. Todavia habra que
analizar con mayor detenimiento los problemas que han ido surgiendo, yendo mas
alla de lo que aqui se hard. En este trabajo sélo llegamos de retorno al punto de
partida, al hecho de que las matematicas se aplican, pero este regreso nos
permite dar el cambio de direccion. Empezamos desde las matematicas hacia la
fisica, concluimos en el mismo punto, pero ahora viendo las cosas desde la
aplicacién en la fisica hacia las matematicas. Pienso que al llegar aqui habré
podido mostrar que vale la pena, en futuras indagaciones, avanzar en esa

direccion.

Para establecer de qué manera interviene la matematica en el contexto de
descubrimiento de leyes fisicas debemos comenzar por preguntarnos que significa
“aplicar las mateméticas en la fisica”. No se trata aqui de indagar sobre las
razones de esa aplicabilidad, sino preguntarnos de manera muy concreta como se
aplican en este caso®. Los aspectos mas generales fueron discutidos por Frege y
aceptamos como base la presentacion que lleva a cabo Steiner de ello en el
segundo capitulo de [Steiner]. Pero una vez que incursionamos en el caso
especifico de la fisica tenemos él y yo mucho por delimitar. Mi ventaja es que
Steiner ha hecho sehalamientos valiosos, pero que no puedo aceptar junto con
todo su sistema. Debo reubicarlos, a veces radicalmente, para poder enmarcarlos

en mis propios planteamientos.

No hay una sola manera de entender lo que significa “aplicar las matematicas a la
fisica”. Por ejemplo, es posible preguntarse si la matematica se aplica de la misma
manera que se “aplica” una llave de tuercas para apretar o aflojar una tuerca. Otra
opcién es pensar que tal vez la matematica sea un “lenguaje” de la ciencia, en
especial de la fisica, como se ha dicho tantas veces. Se puede también pensar

* Lo que con seguridad dara indicaciones valiosas sobre aplicaciones en otras ciencias.



que es una manera sumamente eficiente y condensada de presentar y organizar
nuestras ideas fisicas, pero sélo como una “taquigrafia”, eficiente pero a fin de
cuentas prescindible. O todo lo contrario, tal vez fuese /a manera o una “mejor”
manera de representar problemas fisicos reales. ;Los describe, los expresa?
¢ Construye o constituye esa realidad? ;En verdad tiene algo que ver con ella?
¢Es lo que permite a la fisica mentir eficientemente (como cierta filésofa sostiene)
sobre algo a lo gue quizd ni siquiera tengamos acceso mas que muy
indirectamente? O tal vez sea la esencia misma de la realidad...

Una de las tareas a que me enfrento es establecer en qué sentido se entendera en
el texto el concepto de “aplicacion”. Se hablara de calcular, describir, representar.
La nocion fundamental sera la de la matematica como medio de exploracion y

descubrimiento.

Steiner documenta (capitulos 4 a 6 de [Steiner]) como ha sido préactica exitosa
emplear analogias matematicas para establecer los sistemas matematicos que
expresan ciertas leyes fisicas del ambito cuantico, a partir de las expresiones de
leyes del ambito de la mecanica clasica. Esto es cualquier cosa menos trivial, ya

que son ambitos cualitativamente diferentes.

Esas analogias, segun él, se plantean con base en la “forma” matemética de las
leyes clasicas, utilizando manipulaciones sintacticas; serian entonces analogias
puramente formales. Esto no es totalmente correcto. Para empezar hay preguntas
apremiantes que no son tratadas a fondo por el autor, como aquello que pudiese
ser la “forma” en matematicas. Esto representa por si mismo un complejo circulo
de cuestiones. En mi opinién Steiner ha tocado un punto clave: las matematicas se
aplican también en el contexto de descubrimiento, pero no es algo “puramente
formal”. Depende mas que nada del sentido fisico, del sentido matematico y de la
interaccion entre ambas ciencias encaminada a encontrar la expresion adecuada y
significativa de algunas leyes fisicas, basandose en la experiencia y los datos que
se generan en la practica de la fisica, en los estimulos que ésta proporciona a la
matematica y los conceptos que esta Ultima proporciona a la fisica.



Es un camino hacia el descubrimiento de la expresion de leyes y procesos, no
hacia el descubrimiento de nuevos entes fisicos. La matematica permite también
describir nuevos entes, como las particulas infraatdmicas, y se estudiara esa
capacidad descriptiva. Esas leyes y su expresion matematica han intervenido, a
veces de manera decisiva, en descubrimientos de esas particulas.

ek

“Aplicable” significa “capaz de ser aplicado”. Suponiendo que se sepa qué significa
“ser aplicado”, ¢son “aplicables” las matematicas? Es un hecho que ciertas partes
de ella se aplican, otras no. Sin embargo, la historia muestra que tampoco es
posible descartar la posibilidad de que tal o cual concepto o teoria lo sea.
Asumiendo que se le pueda dar un sentido preciso, limitado o no, a la idea de
“aplicacién”, cualquier concepto, desarrollo o teoria matematicos podria llegar a
ser aplicado. Basandose en el hecho de que efectivamente hay conceptos y
teorias matematicas que se aplican, la matematica es, de manera global,

aplicable.

¢ Plantea esa aplicabilidad algtin problema filoséfico de interés? No es la pregunta
clasica acerca de la relacién entre matematica y realidad, que incluye ésta y otras
preguntas, por ejemplo como es posible aplicarla, su relacién con la verdad, la
cuestion acerca de la existencia de los conceptos matematicos, etc. El que la
pregunta que nos ocupa tenga una respuesta depende, entre otros aspectos, de
los aportes que la reflexién concreta sobre esas otras cuestiones proporcione, en
especial de las respuestas, asi sean parciales o exploratorias, que se den a ciertas
preguntas claves, como al origen de los conceptos matematicos o a lo que se

entienda por “aplicacion” en general.

Por ejemplo, supéngase que se absolutiza la respuesta de Aristoteles y se afirma
(dicho sea esquematicamente) que los conceptos matematicos surgen como
abstracciones de relaciones objetivas. La aplicabilidad se puede entender
entonces como un problema técnico, mas que filoséfico, de dilucidar las redes de
abstraccién que entrelazan lo objetivo con sus representaciones abstractas. En el

otro extremo se encontraria quien afirmara que los conceptos matematicos son
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invenciones puras del espiritu humano. La aplicabilidad equivaldria a constatar
que un cuadro de Picasso o una sinfonia de Mozart permitiesen construir un mejor
automdvil o disefar un chip Pentium 5. Habria un misterio en la exitosa aplicacion
de ese tipo de conceptos a aspectos cientificos. Entre estos dos extremos el

espectro ofrece una amplia gama de cuestiones.

Ahora bien, el circulo de cuestiones al que me enfrento en este trabajo ha
trasladado su centro, como se senalaba, a cuestiones de la interrelacion entre

matematicas y fisica, hacia el contexto de descubrimiento y la practica de la fisica.

*dk

En general, la aplicabilidad representa un problema mayor para aquellos que
asumen que los resultados de la actividad matematica son independientes de la

experiencia empirica [Thiel, p.35]. Esto lo expresé Einstein:

¢Cbémo es posible que la matematica, que es un producto del pensamiento
humano independiente de la experiencia, corresponda tan adecuadamente a los
objetos de la realidad? ;Puede entonces la razén humana, sin experiencia, tan
sblo por el pensar, analizar caracteristicas de las cosas reales? [Citado en
Thiel, p.24.]

Einstein tenia buenas razones para sentirse asombrado. En la segunda parte del
siglo XIX un joven profesor de matematicas, Riemann, casi proverbial ejemplo del
investigador encerrado en su torre de marfil, habia desarrollado un concepto

crucial para la teoria fisica de la que Einstein se ocupaba, el de tensor.
Otro gran fisico, Eugene Wigner, planteé el problema de la siguiente manera:

“La irrazonable efectividad de las matematicas en las ciencias naturales es un
don [giff] que ni entendemos ni merecemos” [Wigner].



Desde este punto de vista la aplicabilidad de las matematicas plantea problemas
que para Steiner® es factible caracterizar con la palabra “misterio”. El autor, sin

embargo, no aclara que entiende por esa idea.

No estamos frente a algo como las conjeturas de Hilbert, o el problema de los tres
(o mas) cuerpos, o el de Fermat, o la blsqueda de los llamados “eslabones
perdidos” en las cadenas evolutivas, por mas que no siempre estemos seguros de
poder encontrar la respuesta. Asumo que, en concordancia con usos cotidianos
del término, una cuestion es “misteriosa” si hay algo oculto que me impide
entenderla. Hay algo a lo que no tengo acceso. Pero para evitar connotaciones
que no vienen al caso [Ferrater, articulo Misterio], considero sélo misterios
solubles o potencialmente solubles, inclusive con los medios de la ciencia. Asumo
que Steiner estaria casi por completo de acuerdo, pues habla de “disipar el
misterio”, pero en el caso general requiere de una instancia mas alla de la ciencia,
el antropocentrismo, para explicar el “misterio” de la aplicabilidad de las
matematicas en el proceso de descubrir leyes fisicas a nivel cudntico aplicando
analogias matematicas. Como sea, para él el problema es a fin de cuentas

soluble.

Seria “misterioso” que la mateméticas sean aplicables, y por lo tanto es un hecho
a explicar el por qué efectivamente se aplican. Este misterio debe entenderse en
un sentido global. No es la aplicabilidad de un determinado concepto o teoria lo
que debe, desde este punto de vista, ser misterioso, sino la aplicabilidad de esa
ciencia en su conjunto. Aunque también radica parte del misterio en algunos

aspectos de la aplicacién de conceptos o teorias particulares.

Reduciéndonos a la aritmética, por ejemplo, hay serios cuestionamientos acerca
de las razones que se han dado para explicar por qué de la férmula “7 + 5= 12" es
posible deducir que si tengo siete manzanas sobre la mesa y afado cinco mas el
resultado sera doce manzanas. Pero también se han dado razones bastante
convincentes para explicar la aplicabilidad de la aritmética, la geometria y otros

casos. Por ejemplo, como se comentara brevemente mas adelante, la explicacion

® En conversaciones informales con fisicos ha surgido también esa palabra en el mismo contexto.
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de Frege acerca de la aplicabilidad de la aritmética es muy sdlida [Steiner, cap. 1].
La historia antigua da también sustento a buenas explicaciones en el caso de la
geometria. De existir aqui un misterio, no radicaria en la aplicabilidad del concepto
de suma de numeros naturales, sino en la aplicabilidad de la aritmética de manera
global. En general, aunque tal o cual caso concreto pueda explicarse, el misterio
parece radicar en por qué no es posible descartar que cualquier teoria o concepto
matematico pueda llegar a ser aplicado, y no sélo aquellos cuya relacién con
algunos aspectos de lo empirico pueda ser clarificada. La cuestion radica en la

aplicabilidad global de esta ciencia.

Esta situacion se exacerba conforme la matematica evoluciona y se aleja de
posibles relaciones con aspectos objetivos, para volverse una actividad que se
desarrolla, al menos en lo fundamental, de acuerdo a motivaciones internas. Si
bien pudiera ser que la aritmética se desarrolla porque tengo que saber cuantas
ovejas hay en un rebafio en el que nacieron tres y fueron sacrificadas dos, o
porque la necesidad de sembrar la cosecha en el momento adecuado del afo
requeria un manejo eficiente de las fechas, o el dlgebra basica era necesaria para
la contabilidad del comercio, no parece haber habido ninguna razén practica para
que Riemann y sus colegas se tuvieran que dedicar a desarrollar la idea de
“tensor”. Ha habido, como se comentara, otros desarrollos mas apegados a tal o
cual necesidad extra-matematica, pero esto no explica por qué otros son
igualmente aplicables, a pesar de haber sido desarrollados como “producto del

pensamiento humano independiente de la experiencia”.

Es por ello que, de haber algin problema filoséfico de interés, es preferible
concentrarse en los desarrollos que comienzan con Newton y Leibniz y alcanzan
su climax en lo que se entiende por “matematica pura” en el siglo XIX y en

especial a lo largo del siglo XX.

No se pretende dar una respuesta exhaustiva o, como en el caso de Steiner,
definitiva. Se trata de discutir la situacién a fondo, mostrar su relevancia filosdfica y

delimitarla frente a la problematica que arroja la existencia de un misterio en su
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aplicabilidad: En nuestra opinion no hay tal misterio, o, al menos, hay buenas

razones para dudar que lo haya.

Segunda Parte. Nuevos planteamientos en torno a la aplicabilidad de
las matematicas

En lo fundamental las ideas presentadas al final de la primera parte se irdn
desarrollando a lo largo de la confrontacion con una posicion extrema, la
presentada por el filésofo Mark Steiner en su libro The applicability of mathematics
as a philosophical problem [Steiner]®. En vez de tratar de disipar el misterio,
Steiner opta por exacerbarlo, por llevarlo al limite, a efecto de no dejar mas opcion
que buscar alguna explicacién a ese misterio fuera de las matematicas, fuera
mismo de la ciencia. Para este autor la raiz del problema radica en lo que él
considera un hecho: las matematicas tienen caracteristicas antropocéntricas en su
concepcion global. Como él mismo dice, para llegar a ello, sin embargo, tiene que
cascar mas de una “dura nuez filosdfica”. Pero una vez llegando a ese punto el
camino es claro. Si las matematicas son antropocéntricas, y si al aplicarlas’ es
posible llegar a conocimiento profundo del universo, al menos en la fisica, el
universo mismo tiene que tener caracteristicas también antropocéntricas, lo que
cerraria el circulo y disiparia el misterio. La aplicabilidad de las matematicas tiene
su razén Ultima en caracteristicas globales del mundo en que vivimos.

No es meta de este trabajo mostrar que el universo no sea antropocéntrico. Bien
podria serlo, aunque lo dudamos. Asi como Steiner sostiene que es plausible que
las matematicas sean antropocentricas [p. 66], sostenemos que lo contrario es lo
plausible, y su misma argumentacién, o mas bien sus debilidades, es lo que da pie
a un analisis que lleva a ello. Pero si no es plausible que las matematicas sean

antropocéntricas, la argumentacién pierde su fuerza. Es entonces cuando menos

© A partir de este punto las referencias a [Steiner] llevaran solamente la pagina o capitulo al que se
hace referencia. Toda otra cita llevara autor.
7 Aqui es fundamental aclarar en qué sentido se “aplican”.
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dudoso que las matematicas puedan dar argumentos para sustentar que el

universo es antropocéntrico.

El camino es largo, pero lo sentimos altamente interesante, tanto desde el punto
de vista de la filosofia como de las mismas matematicas y su historia. Esta
discusion ha permitido plantear o al menos empezar a plantear un par de

problemas desde una nueva perspectiva.

La estructura general de este trabajo se presenta en la primera parte del capitulo
1,

Para entender el significado de la aplicabilidad no basta con constatar que tal o
cual concepto matematico es aplicable en tal y cual area de la ciencia. Es
necesario, eso consideramos, una minima comprension de ese concepto, tal como
los matematicos lo perciben, y de la manera en que se aplica. Es por ello que se
ha concedido importancia a la definicién y discusion de algunos conceptos y a su
ubicacion histérica, con conciencia de que los aspectos historicos son de
importancia, en algunos casos indispensables, pero al igual que en ciencia,
“without a theory and mechanism, data and evidence drift aimlessly on a

boundless sea” [Shermer].

En este trabajo se presentaran algunos ejemplos que permiten vislumbrar
aspectos que la manera mas difundida de presentar la historia de las matematicas
no deja percibir. Con pocas excepciones esta historia se presenta como
acumulativa, progresiva y eminentemente teleoldgica: los conceptos en su forma
actual serian el fin Ultimo de una evolucién acumulativa que tiende a ellos. Dos de
los ejemplos que se analizan muestran que esto no es necesariamente asi. El
primero es el caso de la contraposicién entre la idea de infinitesimal y la de limite.
El segundo es el del surgimiento del concepto de vector frente al de un concepto
menos conocido, inclusive entre matematicos, el de cuaternién. Este dultimo
problema permite también introducir otros elementos de dlgebra lineal, como el de

tensor.
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Acepto que quiza sea un tanto desmedida la tendencia a poner ejemplos lo mas
concretos posible, o a comentar problemas aparentemente poco relacionados con
el tema principal de este trabajo, lo que puede hacer menos fluida la presentacion.
Sin embargo me parece es en esos casos donde es posible ver con mayor nitidez
aspectos sutiles tanto de los mismos conceptos como de la manera en que la
fisica y la matematica se entrelazan, que de otra manera no son perceptibles por
los no especialistas. Asi se pueden presentar los problemas ubicando de mas
adecuada manera el punto de vista que debe tomar quien se pregunta por las
cuestiones filoséficas que implica la aplicabilidad de las matematicas.

Tercera Parte. Esquema global del presente trabajo.

No es la relacién general entre matematicas y realidad la que nos ocupara. No se
habla de la “verdad” de proposiciones matematicas, ni del origen o esencia de sus
conceptos, fuera de algin comentario ocasional. Se hablara de un cierto aspecto
de esa relacién, la “aplicabilidad”, en especial a la fisica. La pregunta rectora, que
delimita el tema especifico del trabajo, es aquella acerca de la relevancia filosdfica
de esa aplicabilidad. Esta es todavia una cuestién demasiado general, por lo que
el andlisis se concentra en los aspectos mas concretos ya sefalados. Este
planteamiento se desarrolla a través de la discusién con las tesis de [Steiner].

Esa pregunta genera un circulo suficientemente amplio de cuestiones como para
poder afirmar que la reflexién filosdfica al respecto esta a la par de la reflexion

sobre cualquier otro aspecto de la relacién entre las matematicas y la realidad.

De una manera muy sucinta en [Steiner] se afirma que la unidad del corpus de las
matematicas actuales sélo puede ser entendida en términos de aspectos
antropocéntricos, en especial por nuestro sentido estético. Por lo que el
“misterioso” éxito de sus aplicaciones sélo puede ser entendido como indicando

que hay un componente antropocéntrico en el universo.

Mi posicién basica es una afirmacién de la relevancia del problema, pero partiendo

de otras premisas. Por mas que sea algo sumamente complejo, no parece ser
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necesario invocar aspectos no susceptibles de ser englobados en el pensamiento
cientifico, como el antropocentrismo, para poder afirmar que la reflexién sobre la
aplicabilidad de las matematicas es fructifera. En la discusion sobre las tesis de
Steiner la estrategia serd basicamente critica: ;jPueden esas tesis y su
argumentacion pasar por un andlisis detallado y mostrar suficiente poder de

convencimiento?

La discusion no puede darse en el vacio, es necesario especificar, si es posible
definir los conceptos que irdn apareciendo en la discusion. De ahi el siguiente

esquema de desarrollo del trabajo:
~ Presentacién general.
- Presentacion de los conceptos que intervendran con frecuencia en la

discusion, como lo que pueda ser un “célculo”, o de qué se quiere hablar al

mencionar la “forma” de un ente matematico.

« Presentacion de las tesis de Steiner y de la argumentacion que las

sustenta.
« Analisis critico de esas tesis.

« Un estudio de caso: La aplicacién de los espacios de Hilbert en la mecdanica

cuantica.
-~ Conclusiones.

La critica a Steiner culmina afirmando que la argumentacion del autor no tiene
suficiente poder de conviccién como para que un adherente de otras tesis tenga
que verse obligado a dudar, o renunciar, a sus creencias. El analisis de sus
argumentos indica que la validez de la tesis del antropocentrismo del universo
descansa en lo fundamental en la tesis del antropocentrismo de las matematicas.
Si esta tesis no es vdlida, la argumentacion presentada no puede sustentar la

validez de la tesis general.

Por lo tanto, una vez expuesta la argumentacion general, me concentro en la
sustentacion que da el autor a la tesis del antropocentrismo en matematicas: Las

matematicas son antropocéntricas porque los matematicos, al menos desde la
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segunda mitad del siglo XIX y a lo largo de todo el siglo XX han establecido que un
concepto es matematico (0 no) con base, en lo fundamental, en dos criterios de
seleccion que son “especificos de nuestra especie”. En primer lugar por el valor
estético que han concedido a esos conceptos. En segundo lugar por la capacidad
de algunos conceptos de ayudarnos a superar, mas o menos, “las limitaciones en
el poder computacional de nuestro cerebro” [p. 7]. El autor no discute otros
criterios de seleccion de conceptos, por lo que parecen ser estos, para él, los

decisivos, en especial el estético.

Sdlo de esta manera podria entonces explicarse que teorias aparentemente sin
nada que ver unas con otras® sean parte integral de las mateméticas y no, por
ejemplo, la teoria del ajedrez’. Entonces, dado que hay estrategias de
descubrimiento en fisica que se basan en la capacidad global de aplicar las
matematicas, mas que en la aplicabilidad de tal o cual parte de ellas, y esas
estrategias han tenido éxito, y globalmente las matematicas serian
antropocéntricas, entonces habria estrategias exitosas de descubrimiento que se
basan en caracteristicas especificas de nuestra especie. Este éxito sélo podria
entenderse si hubiera algo en el universo que “respondiese” a esas caracteristicas

propias de los seres humanos'’.

En el tercer capitulo de este trabajo las razones que da Steiner para sustentar la
tesis del antropocentrismo de las matematicas son sometidas a un detallado
analisis. Ese andlisis indica que, siendo estrictos, el autor no demuestra mas alla
de toda duda razonable su tesis; mas que una tesis es un principio que se
presenta como plausible. O, en el mejor de los casos, como una explicacién que
se asume como adecuada en vista de que no pareceria haber otras opciones
razonables. Por lo tanto, mi estrategia se basa en presentar con claridad el
esquema légico de Steiner, y en mostrar que hay otras posibles explicaciones que
son al menos tan plausibles como la suya y en mi opinién tal vez mas. No parece

haber manera de demostrar que el factor estético sea determinante como criterio

® Steiner no da ejemplos de esta teorias disimiles.
? Ejemplo que Steiner toma de [Hardy].
'® El argumento, como se verd, es mas complejo de lo que esta primera presentacién muestra.
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de seleccion de conceptos en matematicas, ni cudles pudiesen ser esas

“limitaciones en nuestro poder de célculo”.

En especial, como el estudio de caso muestra, la interaccion entre la fisica y las
matematicas, ademas por supuesto de otros factores, ha dado fuertes impulsos al
desarrollo de ambas ciencias, por lo que no queda mi propuesta en lo puramente
negativo, la pura critica a Steiner. A lo largo de esa discusién es posible acumular
elementos que van generando un contexto en el cual las preguntas primeras van
siendo sustituidas por circulos de cuestiones que van desarrollandose hasta
delimitar los principios basicos de un problema. Es en sus aspectos de interaccion
con otras ciencias, en especial la fisica, y en la reflexién de y sobre ella misma a lo
largo de su desarrollo donde se fundamenta la relevancia filoséfica de la

aplicabilidad de las matematicas.

Vale la pena mencionar explicitamente algunos de los circulos de problemas que
fueron surgiendo a lo largo de la discusion, pues no a todos se les pudo dar el
mismo tratamiento. En el primer capitulo se analiza con cierto detalle la idea de
aplicacién y hay una introduccién a lo que pueda ser la forma en matematica. En
el Ultimo capitulo se analiza un poco lo que pudiese ser el uso formal de las
matematicas de parte de los fisicos.

Todavia falta mucho por decir en cuanto a que signifique que un sistema
matematico “representa” a un sistema fisico. Lo mismo pasa con el factor estético
en matematicas, que aunque se menciona con frecuencia apenas se profundiza
en su significado, ya que esto llevaria por derroteros ajenos a las preocupaciones
que nos ocupan. Es innegable que hay aspectos que pueden inclusive indicar que
el factor estético, en ciertas ocasiones y circunstancias, pudiese ser un buen
indicador en busquedas y exploraciones, pero aun queda mucho por analizar

hasta poder establecer qué tan adecuado es y cuales son sus limites.

La seleccién de conceptos y los criterios empleados en ella son con seguridad un
campo fructifero donde las reflexiones de este trabajo pueden continuar y donde la

interrelacion con la filosofia “pura” de las matematicas puede ponerse de
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manifiesto. Seguramente hay criterios que se dan estrictamente al interior de la
practica matematica, pero uno de los objetivos de este trabajo es mostrar que la
practica de la fisica también influye o puede influir en esa seleccion, o al menos

dar estimulos significativos para ciertos desarrollos.

La apertura hacia esas problematicas es una de las contribuciones de este trabajo,
a pesar de dejarlos abiertos, 0 quiza precisamente por permitir abrirlos desde un

nuevo punto de vista.
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Capitulo 1



Capitulo 1. Tematica y objetivos. Primeros planteamientos
alrededor de la aplicabilidad de las matematicas

Organizacion de este capitulo.

Este capitulo tiene dos objetivos bdsicos. Por un lado introducir la problematica
que se va a analizar y establecer los objetivos del trabajo, dando también su

estructura general.

Por otro lado precisar el sentido de algunos conceptos e ideas que se manejaran a
lo largo del trabajo. Esta es la tarea de la segunda parte del capitulo. Dada su
extensién y la heterogeneidad de su contenido, en una primera lectura es factible
usarlo mas bien como una especie de diccionario. Por ejemplo, la idea de
“calcular” aparece reiteradamente en el trabajo, tal como asumo “funciona” en el
contexto de la fisica. Sin embargo, dada la proliferacion de “calculos”, desde
I6gicos hasta simbdlicos, no hay garantia de que el lector entienda la idea tal como
la uso. Por ello, quien proceda a la lectura de los capitulos posteriores sin leer
antes esa segunda parte, puede leer la Seccion 1 de la segunda parte cuando

sienta la necesidad de cotejar su posicion con la que aqui aparece.

Parte 1. Tematica, objetivos y estructura del trabajo

Seccidn 1. Delimitacion del problema.

¢Plantea la aplicabilidad de las matematicas alguna problematica filosofica? Hay
diversas maneras de plantear esa problematica dependiendo de lo que se
entienda por “aplicar las matematicas” y de la posicién que se asuma en cuanto al

origen de los conceptos matematicos.

Si la matemdtica se entiende como una actividad racional alejada de la

experiencia empirica y guiada por lineamientos propios, internos a ella, es
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sorprendente no sélo que sea “UtilI" en las ciencias naturales, sino que sea
indispensable para su desarrollo, en especial para la fisica, al menos tal como esta
ciencia se presenta hoy en dia. Esa actividad puede entenderse tanto como la
exploraciéon de un mundo “platénico”, fuera del espacio-tiempo, como la invencién
o generacién de conceptos racionales bajo ciertos lineamientos o restricciones, o

cualquier punto del espectro entre estas posiciones extremas.

Si, por otro lado, se piensa que las matematicas surgen del estudio de aspectos
objetivos, como mantener aspectos contables, dividir las extensiones abonadas
por las inundaciones del Nilo o predecir las fechas adecuadas para la siembra,
procediendo a partir de estas y situaciones parecidas por abstraccion u otros
procesos racionales, no queda por ello claro cémo se pueda dar una convergencia
tan adecuada entre conceptos avanzados y las necesidades de la fisica actual.
(Cémo es posible que reiterados procesos de abstraccidn, generalizacion,

especializacion y otros mantengan la direccién correcta hacia las aplicaciones?

Mas alla de si los conceptos matematicos tienen su origen ultimo en experiencias
empiricas o no, esta ciencia presenta hoy en dia una division mucho mas tajante
entre sus desarrollos internos y sus aplicaciones que por ejemplo la quimica y sus
aplicaciones en la biologia, o la geografia y sus aplicaciones en la historia. El
espacio histérico es un espacio geografico y la biologia puede verse, en mas de
un sentido, como quimica, pero la interaccién entre fisica y matematicas no es tan
clara conceptualmente, aunque sea un hecho que la fisica actual esta
matematizada de arriba abajo, mientras que podria parecer que la matematica

sigue adelante su desarrollo con independencia de cualquiera de sus aplicaciones.

Subseccion 1. Aplicar las matematicas e idea de representacion

Al hablar de aplicar las matemdticas se estara siempre hablando de dos éreas
diferenciables: las matematicas y aquella o aquellas ciencias donde se aplican, sin
que esto excluya algunos posibles casos donde las fronteras pudiesen ser algo
difusas, lo que no afecta la discusion de manera fundamental. El analisis se

concentra en las aplicaciones a la fisica tal como se entiende en la época moderna
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y en especial en la fisica cudntica, con sélo ocasionales referencias a otras areas

de la fisica u otras ciencias.

Lo anterior implica que se dara especial énfasis a la aplicabilidad de conceptos
que pueden llamarse “avanzados”, sin conferir especial atencion a la aplicacion de
conceptos como la suma usual de nimeros enteros (“5 + 7 = 127), pues se tiene la
conviccion de que es mas urgente hoy en dia pasar a esos conceptos avanzados,
sin menospreciar los problemas que los aspectos basicos plantean y seguiran
planteando. En este trabajo sélo se aludira de manera indirecta a estos Ultimos
problemas, por un lado cuando se proceda a la discusion del concepto de lo que
es un calculo; por otro cuando se hable de estructuras algebraicas, donde se
generaliza y jerarquiza la idea basica de “suma”.

ok

En general, al hablar de la “aplicacién de las matematicas” a, o en, una ciencia, en
especial la fisica, se tienen en mente al menos las siguientes posibilidades:

1. Se utilizan las matematicas para elaborar datos y llegar a conclusiones
expresadas en la mayor parte de los casos en forma numérica, con lo que
se pretende reproducir (aproximadamente) datos ya conocidos o llevar a
cabo predicciones cuantitativas. A este tipo de aplicaciones se las llamara

“calcular”, y se dird que la matematica se usa o utiliza para calcular.

2. Las matematicas se usan para describir algin fendmeno o, mas
adecuadamente, para describir clases de fenémenos. Un ejemplo es la
reproduccion de la trayectoria de una particula. Otro ejemplo es la
descripcion del estado de esfuerzos en un cuerpo sometido a ciertas
cargas, por medio de un campo tensorial. La teoria de la relatividad también
“describe” ciertos fendmenos, como la distribucion de los efectos
gravitatorios en el espacio, usando el mismo concepto matematico, campos

tensoriales.

3. Las matematicas se usan como medio de exploracién en la blsqueda de la
expresion de leyes fisicas. Un ejemplo que podria llamarse “paradigmatico”
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ha sido la manera en que se han determinado algunas leyes en mecanica

cuantica.

4. Las matematicas se usan para representar clases de fenédmenos de los
cuales no hay manera de tener una descripcién en términos de nuestra
experiencia. Este es el caso en mecénica cudntica, ya que, por ejemplo, no
es factible tener una “imagen” intuitiva de la gran mayoria de las particulas

subatémicas (quiza de ninguna).

5. En algunas areas las matematicas se usan para organizar y dar forma a
conjuntos de datos. Muchas de las aplicaciones de la estadistica se dan en
este sentido. Por darle un nombre, se llamard a este tipo de aplicacion

“administrativa”.

6. A un nivel mas avanzado de la reflexion, es posible plantear que las
matematicas se “usan”’ para constituir algunos aspectos de nuestra

experiencia. Este es un aspecto en que no se incursionara.

Sin excluir otras posibilidades, parecen ser las anteriores las principales formas de
entender habitualmente lo que significa aplicar las matematicas. Estas cinco
posibilidades pueden también ser punto de partida para preguntas que lleven a

otras maneras de entender lo que signifique “aplicar”.

El segundo y cuarto puntos arrojan problemas acerca de la distincion entre
“describir” y “representar”. Puede pensarse que la naturaleza de las matematicas
(y habria que aclarar qué se entiende por esto) no permite dar descripciones de
los fendmenos fisicos; inclusive la curva parabdlica mas refinada no puede
“describir’ una trayectoria objetiva, medible, de una particula, empezando porque
en la realidad no hay “particulas” sino sélo cuerpos con una cierta extension. Con
las matematicas no se podria hacer otra cosa que representar aspectos aislados
de los fenémenos. Pero también es factible asumir literalmente lo que las
matemadticas expresan, como algunos fisicos que afirman que tal o cual particula

' Las comillas indican que habria que aclarar con mayor precisién qué se quiere decir con el
término.
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subatémica no es otra cosa que tal o cual grupo algebraico. Ese grupo seria
entonces una descripcion perfecta, desde un punto de vista practico, de la

particula.

Uso del concepto de representacion

Como indica Ferrater Mora [Ferrater, p. 3076, 3er tomo], “el término
‘representacion’ es usado como vocablo general para referirse a diversos tipos de
aprehensién de un objeto (intencional)”. Sin embargo, de manera directa no me
ocupo de los “diversos tipos de aprehensién de un objeto”, sino de algo mas
concreto, casi “técnico”.

Por “una representacion matemética de un sistema fisico (suficientemente
delimitado)” se entiende un sistema de relaciones matematicas que permita
reproducir con un error aceptable la informacion pertinente a estados ya conocidos
del sistema fisico y predecir dentro de un cierto rango de tiempo estados futuros

del mismo, también con un error aceptable.

De esta manera he tratado de sefalar que no es objeto de la siguiente reflexién lo
que pudiese ser la “aprehensién de un objeto” matematico o fisico sino reflexionar
sobre las consecuencias de que podamos proponer, desarrollar, analizar y
elaborar un sistema matematico a efecto de obtener informacién sobre un sistema
fisico. Esta concepcion pretende ademas ubicar la manera en que la idea de
representacion matematica se usa en fisica sin caer en la idea ya mucho mas
precisa de “modelo matematico de un sistema fisico”, aunque sea comun hoy en
dia hablar de “modelaciéon matematica de un sistema fisico”. Los “modelos” serian
un subconjunto propio de las “representaciones”, por lo que he preferido
aprovechar la mayor riqueza de la idea de “representacion”, aun en el sentido

limitado que aqui se presenta, y no tocar el concepto de modelo.

Para los fines de este trabajo es necesario ademas aclarar en que sentido una
representacion matematica puede “predecir” o “reproducir” la informacién sobre un
sistema fisico. En la mayor parte de los casos se tiene ya o se tiende a buscar una
representacién cuantitativamente funcional. Se tiene una representacion de un
sistema Y de ese tipo si dado un conjunto de datos My[ty] medidos a partir de Y en
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el instante t; se tiene alguna manera de generar otro conjunto de datos M’y tal que
si se miden los mismos parametros de Y en t;, My[t;], hay un alto grado de
coincidencia entre ellos y M'y. La idea de aproximacién se precisa mas en la

segunda parte de este capitulo.

Por otro lado ha habido siempre representaciones cualitativas. La teoria de
sistemas dinamicos proporciona ejemplos significativos, como es el caso de la
llamada “teoria del caos”. Estas teorias proporcionan informacién acerca de la
manera en que se comportan los sistemas fisicos, como por ejemplo si son
estables o tienen singularidades, si hay puntos de equilibrio o atractores, sin que,
en general, sea posible deducir valores concretos comparables directamente con
mediciones, lo que no descarta cotejar de alguna manera el conocimiento que

ofrece el sistema matematico con el conocimiento fisico de tipos de sistemas.

Es necesario aclarar que hay representaciones de esos dos tipos, aunque en este
trabajo esa distincién no sea relevante. Casi todas las representaciones de que se

habla en este trabajo son del primer tipo, cuantitativas.

Maés relevante, aunque no decisiva, es la posibilidad de que una representacion
sea ademas una descripcién del sistema fisico. Si es posible establecer una
relacion entre los componentes del sistema matematico y aquellos del sistema
fisico, o al menos entre subsistemas de ambos, se dice que la representacion

“describe” al sistema fisico.

Los problemas que aqui se analizaran tienen mas que ver con la idea de
descripcién, o sea con la idea que las matematicas pueden decir algo acerca de
cémo son ciertos fenémenos, y no sélo como funcionan. La funcionalidad “pura” se
entiende en el sentido de la teoria de sistemas. Considérese un sistema objetivo?
como una caja negra, tal que toda influencia hacia ella es representable como una
sefial de entrada (“input”) al sistema, y toda respuesta como una sefal de salida
("output®). En algunos casos es posible encontrar una funcién f que relacione

correctamente esas entradas y salidas, lo que sin embargo no permite afirmar

2 Ya sea fisico, biolgico, social, etc.
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nada concreto acerca de la manera en que esa caja negra procesa la senal de
entrada. Esa funcion f da entonces la funcionalidad del sistema, pero no
necesariamente describe como es el sistema. Una de las funciones tradicionales
de las matematicas ha sido proveer relaciones cuantitativas entre dos series de
datos que pueden interpretarse como input y oufput de un sistema.

Delimitar entre descripcién y funcionalidad es (til, y permite plantear la posibilidad
de que las matemaéticas conjunten esos dos aspectos. En mecdénica cudntica, por
ejemplo, muchas veces no queda claro si el sistema matematico que representa
un cierto aspecto de esa ciencia esta describiendo lo que es tal o cual particula, o
unicamente ofreciendo un esquema que permite calcular cuando el sistema se
encuentre en uno u ofro estado, sin que esa posibilidad permite, sin embargo

afirmar algo acerca de cémo son esos sistemas.

ek

Hay que decir algo acerca de las peguntas que plantea la cuarta posibilidad, el
aspecto administrativo, pues parece encontrarse atras de lo que algunas
posiciones filoséficas, en especial algunos nominalistas, entienden por “aplicar las
matematicas”. En especial, este uso de ellas permite entender cémo pueden ser
Utiles sin que en ultima instancia sean conceptualmente necesarias, aunque si en
la practica, por su eficiencia en ese manejo “administrativo”. Se entenderia la
“matematizacion” como un proceso de poner en orden y estructurar los datos y las
relaciones conceptuales, como una manera eficiente de organizar y elaborar “lo
que se tiene” en una ciencia o parte de ella. Para algunos este seria su unico
papel, algo asi como la gerencia de administracion de una fabrica de productos
lacteos. El litro de leche concreto es precisamente eso, leche, y como tal no tiene
nada que ver con todo el papeleo que genera la administracién, y sin embargo
seria practicamente imposible tenerlo como una mercancia sin ese aparato

regulador, administrativo.

En este trabajo no se pretende analizar todas las posibilidades de entender qué
significa “aplicar” las matemaéticas, algunas posibilidades, cémo ésta (la

administrativa), no pueden ser consideradas. Esto, a pesar de que no es posible
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aislar nitidamente las diversas posibilidades de entender lo que pudiese ser
“aplicar las matemadticas” y este aspecto administrativo se encuentra presente en
gran parte de las aplicaciones, aun en las mas refinadas de la fisica®. Sin
embargo se parte de que las matematicas son algo cuya relevancia para la fisica
va mas alla de proporcionar una manera adecuada de organizar y administrar
datos. El conocimiento plasmado al aplicar un cierto concepto matematico esta
indisolublemente ligado a esos aspectos conceptuales, y sin ello no seria posible
utilizarlo para efectuar calculos o manejo de datos.

ek

Estas Ultimas ideas pueden ser retomadas desde un punto de vista mas radical.
Podria ser que precisamente por esa relevancia del aspecto conceptual, el uso de
un cierto concepto matematico para representar algo “objetivo” determinase la
manera en que ese algo es percibido. Las matematicas serian entonces
constitutivas de nuestra experiencia. Quiza al definir las relaciones infraatémicas
por medio de la teoria de grupos se esta definiendo lo que son las partes
constituyentes del 4tomo, o al menos la manera en que podemos entender o
conocer esa realidad. La discusién al respecto tiene facetas profundas, sin
embargo no cabe dentro de los objetivos de este trabajo. Con todo el interés que

esta idea conlleva, no sera posible tomarla en cuenta.

Lo mismo vale para tantas otras posibilidades que ni siquiera se han mencionado,
aunque hay un par de ellas que se quisiera descartar, en especial la concepcion
de la matematica como una “herramienta” o “lenguaje” de la fisica, de la ciencia en

general.

De todas esas posibilidades la que es fundamental para este trabajo es la tercera.
Es mérito de Steiner haber llamado la atencién hacia este punto: Las matematicas,
por su capacidad descriptiva y de representacion, permiten establecer estrategias

de descubrimiento en el mundo fisico.

% Es siempre necesario un manejo estadistico de los datos, por ejemplo.
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Supdngase que se sabe qué significa “describir matematicamente un fenémeno
fisico”. Por ejemplo, bajo una serie de premisas (el cuerpo es considerado una
masa puntual, al momento de dejarlo caer no se ejerce ninguna fuerza extra sobre
él, etc.), se puede describir con un sistema de ecuaciones® la manera en que un
cuerpo cae a la superficie de la tierra desde una altura h. Ese sistema establece
que ese movimiento sera rectilineo, sobre una linea que cruza el centro de la tierra
y con aceleracion constante. Hay buenas razones para asumir que en todo planeta
del sistema solar la caida de cualquier cuerpo, bajo las mismas condiciones, sera
igualmente descrita por esas ecuaciones. Aln sin tener tan buenas razones un
fisico puede asumir que la descripcion de esa caida no debe ser muy diferente en
cualquier otra galaxia. Quizad haya que afadir otro término, quiza la “forma” de la
ecuacion sea la misma, pero lo que aparece como constante en ella pudiese ser
variable (en ciertos limites), cosas por el estilo. Para usar una frase coloquial,
caidas son caidas, aqui y en China (o aqui y en Alfa Centauri, 0 en Andrémeda).
Esto equivale a decir que situaciones “parecidas” deberian ser descritas con
matematicas “parecidas”. Hasta qué punto esto es asi o no es parte de lo que

Steiner explora en su libro.

Esta posibilidad es atractiva porque combina dos posibilidades de entender lo que
es la aplicacién de las matematicas: descripcién y medio de exploracién, lo que
hace la discusién mas rica. Habra que discutir la idea de qué pueda significar que

dos entes sean “parecidos”.

Incorporando esta Ultima idea quedaria delimitada la primera parte del problema:
Qué se va a entender por “aplicar las matematicas” (en la segunda parte se
precisan mas algunas de estas ideas). En este trabajo se entiende por “aplicar las

matematicas” en primer lugar los diversos aspectos de lo que significa calcular

* De manera estricta lo que las ecuaciones establecen es el contexto en el cual esos fenémenos
puede darse, y lo que describe, en un sentido mds estricto, es la solucion de esas ecuaciones.
Pero si se quiere hablar de una descripcion en un sentido amplio, es valido decir que es el sistema
de ecuaciones, mas las condiciones iniciales y de frontera que incorporan los datos concretos, lo
que describe la situacion fisica.
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para reproducir datos o hacer predicciones cuantitativas. En segundo utilizar las
matematicas para describir o representar clases de fenémenos fisicos (y en otras
ciencias). Finalmente se aplican las matematicas al permitir establecer analogias
que sirven de estrategias de exploracién en algunas areas de la fisica. Esto, por
supuesto, no implica que no haya otras posibilidades, algunas de las cuales se
mencionaran ocasionalmente, pero son estas tres acepciones las de interés en

este trabajo.

Asi delimitado el problema, cada acepcion tiene diversas implicaciones filoséficas
(y de otros tipos). Esto vale en especial para las propuestas de Steiner.
Precisamente una de las principales objeciones que se hara a su analisis es no
haber explorado varios de los aspectos que sus propuestas implican. Para no caer
en lo mismo habra a veces que dejarse llevar por ciertas digresiones, que
esperamos poder mostrar no lo son tanto, sino que a fin de cuentas tienen que ver

con la discusion.

Subseccion 2. Aplicabilidad.

Como se sefala en la introduccion, “aplicabilidad” se entiende como “posibilidad
de aplicar”. Es un hecho que ciertas partes de las matematicas se aplican, al
menos en los sentidos mencionados en la seccion anterior. La aritmética, la
geometria, el algebra lineal, la teoria de conjuntos aparece en muchas areas de la
vida moderna, sobre todo desde que las computadoras se han vuelto

omnipresentes.

Pero también se constata que hay teorias matemaéticas que no se aplican en las
ciencias empiricas, ni en los sentidos mencionados ni en otros. Una gran parte del
corpus de las matemdticas puras actuales cae dentro de esta categoria®. Se
puede hablar con seguridad de la aplicabilidad del algebra lineal, pues no sélo se

ha aplicado ya, sino que se seguird aplicando. ;Es posible hablar de la

® Para no mencionar desarrollos muy actuales, la teoria de numeros trasfinitos de Cantor y sus
desarrollos posteriores no han encontrado aplicaciones en otras ciencias.

27



aplicabilidad de las matematicas de manera global? Si por ello se entiende que
algunas partes de ella se seguiran aplicando la respuesta es afirmativa, pero no es
tan claro si lo que se quiere decir es que cualquier parte de las matematicas tiene
la potencialidad de ser aplicada.

No parece haber criterios que permitan excluir a ciertos conceptos de ser
aplicados. Lo que en un momento formaba parte de lo mas “puro” de la
matematica, como la idea de tensor o ciertos grupos algebraicos, puede resultar
mas adelante ser lo adecuado para aplicaciones fisicas. O lo que ya se habia
descartado como “inadecuado” para ser aplicado, como la idea de cuaternién® en
teoria electromagnética, resulta ser un concepto adecuado en otras dreas, como la

robdtica.

Por otro lado, el mismo concepto de cuaternion es un buen ejemplo de que
tampoco hay criterios que permitan afirmar que tal o cual idea, concepto o teoria
es aplicable, al menos no que permitan afirmar donde o cuando lo sera. Los
cuaterniones fueron desarrollados teniendo en mente necesidades de la fisica, y al
final resulté que no eran satisfactorios para los desarrollos que se llevaban a cabo
en teoria electromagnética clasica en la segunda mitad del siglo XIX, y fueron
sustituidos por los vectores. Pero mas tarde “resucitaron”, primero en algunas

partes de la mecdénica cléasica y luego en robética.

La aplicabilidad de las mateméticas se entiende como la posibilidad de que
cualquiera de sus conceptos o teorias puede ser, o lo sea ya, aplicable. Esto no
debe implicar que a menor o mayor plazo, ni siquiera de manera tendencial, se
esté afirmando que todos sus conceptos o teorias llegaran a ser aplicados. Es
mas, con seguridad habra siempre un porcentaje alto de conceptos y teoria que no
se apliquen. Pero cada vez serdn mas los conceptos que se apliquen, habra cada
vez mas maneras de aplicarlos y algunas ideas seran aplicadas de diversas

maneras. Esta situaciéon es la que permite hablar de la aplicabilidad de las

® Este es un ejemplo que se seguird trayendo a colacién, por lo que mas adelante se dan las
definiciones requeridas. Los cuaterniones son los precursores del concepto de vector, y fueron
desarrollados en lo fundamental por Hamilton en la segunda mitad del siglo XIX.
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matematicas en un sentido global, aun cuando no hay manera de saber si tal o
cual concepto llegara alguna vez a ser aplicado.

i

En este trabajo parto del hecho de que la matematica se aplica. La matematica es
aplicable, tanto porque lo ha sido ya, continda siéndolo, y todo parece indicar que
cualquiera de sus partes tiene la potencialidad de ser aplicable.

Una pregunta inmediata es: ;Por qué son aplicables las matemaéticas? ;Qué hay

en la naturaleza de ellas que las hace aplicables?

No es nuestra tarea contestar esta pregunta en toda su generalidad, mas bien la
idea es problematizarla analizando algunas de las consecuencias del hecho de
que efectivamente las matematicas son aplicables, no tanto de las razones por las
cuales lo son. La cuestién es: ;Cudles son las consecuencias para el proceso de
conocimiento (fisico) de que las matematicas sean aplicables? Aun esta pregunta
es demasiado amplia. Haciendo explicito lo que se ha ido presentando, se puede
plantear de manera mas restringida el tema a tratar: ;Qué implica el que las
matematicas sean utiles tanto para describir fenémenos fisicos y predecir algunos
aspectos de su comportamiento, como en el contexto de descubrimiento de

nuevas leyes?

Para algunos esas implicaciones son muy profundas. Segun Steiner, por ejemplo,
bajo ciertas premisas, el hecho de que las matematicas sean aplicables puede
llevarnos a conocer aspectos fundamentales del universo, en especial una de las
que serian sus principales caracteristicas: el antropocentrismo. Para nosotros la
aplicabilidad de las matematicas no sustenta de manera adecuada, al menos no
con los argumentos presentados, la tesis del antropocentrismo del universo. Pero
esa aplicabilidad brinda claves sobre la manera en que las matematicas
proporcionan conocimiento sobre los aspectos fisicos del universo.
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Seccidn 2. Implicaciones de la aplicabilidad de las matematicas.

Subseccion 1. Aspectos generales. Diversas propuestas.
Como se ha mencionado, la aplicabilidad representa un problema mayor para
aquellos que asumen que los resultados de la actividad matematica son

independientes de la experiencia empirica [Thiel, p.35]. En palabras de Einstein:

¢,Como es posible que la matemética, que es un producto del pensamiento
humano independiente de la experiencia, corresponda tan adecuadamente a los
objetos de la realidad? ;Puede entonces la razén humana, sin experiencia, tan

sblo por el pensar, analizar caracteristicas de las cosas reales? [Citado en
Thiel, p.24.]

Otro gran fisico, Eugene Wigner, planted el problema de la siguiente manera:

“La irrazonable efectividad de las matematicas en las ciencias naturales es un

don [giff] que ni entendemos ni merecemos” [Wigner].

Desde este punto de vista la aplicabilidad de las matematicas plantea problemas
que Steiner caracteriza con la palabra “misterioc”. Como mencionaba en la
introduccidn, este autor no aclara en su libro qué entiende por esta idea, a pesar
de aparecer reiteradamente. Wigner califica la situacidén de “irrazonable”, mientras
que Einstein la presenta en forma de una pregunta. En lo particular, yo prefiero la
palabra “asombro”, también en el sentido cotidiano del término, sin mayores
pretensiones. Creo que seria traicionar el espiritu con que Steiner escribe el usar
otro término, a pesar de que no comparto ciertos ecos misticos que me parece
escuchar en su presentacion. Por ello, como igualmente se aclaraba, las palabras
“misterio” y “misterioso” seran entendidas como indicadoras de un enigma, algo
que en primera instancia no parece explicable, o que no se tienen suficientes
elementos como para explicarlo, pero que a mediano o largo plazo es

potencialmente soluble o explicable.
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Seria “misterioso” que sean aplicables. Pero el puro misterio’ o asombro no
constituye todavia un problema. Precisamente lo que hace Steiner es tratar de

llegar al fondo del misterio para ubicar €l o los problemas que estan detras.

;Desde qué posiciones podria no haber un problema, misterio o asombro
planteado por la aplicabilidad de las mateméticas? En una primera instancia, si se
ha dicho que ésta “representa un problema mayor para aquellos que asumen que
los resultados de la actividad matematica son independientes de la experiencia
empirica”. Por lo contrario, quienes piensen que los desarrollos matematicos no
son independientes de la experiencia empirica no deberian tener grandes
problemas con la posibilidad de aplicarla. Esa interaccién con la experiencia

podria darse de diversas maneras.

La historia de las matematicas permite afirmar tanto que en sus origenes
estuvieron muy cercanas a la experiencia empirica, como que a lo largo de su
desarrollo ha habido interacciones importantes con problemas planteados por
otras ciencias, en especial la fisica. ;Es suficiente esa interrelacién para afirmar
que la matematica ha quedado, en lo fundamental, determinada por ella? Una

respuesta afirmativa a esta pregunta aclararia las razones de su aplicabilidad.

La interrelacion entre las matematicas y la fisica permite explicar aspectos
importantes del desarrollo de ambas ciencias, como se vera en casos particulares.
O, mejor dicho, permite modular, matizar y profundizar algunas explicaciones, pero
no aclara muchos otros aspectos, como la naturaleza de los desarrollos dados en
la matematica pura y como llegan a ser aplicados. Inclusive conceptos muy
apegados a las necesidades de la fisica, como los espacios vectoriales, siguen un
desarrollo que no se rige por esas necesidades®, sino que queda determinado por
cualquier cosa que pudiesen ser las matematicas, y es gracias a que son

entidades matematicas que sus aplicaciones tienen la fertilidad observada.

7 - . 4 . . . .
He debido asumir que el autor considera que no es necesario dar una idea mdas precisa de la
Ealabra “mistario”. Mas adelante sera necesario ubicar mejor este concepto.
Al profundizar mas adelante en lo que es el digebra lineal se aclarara lo que se quiere decir aqui.
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La interaccion con otras ciencias no elimina el “misterio”, sino es precisamente eso
lo que lo ubica como un problema. Un concepto es aplicable y fecundo porque es
un concepto matematico, y no fisico. Por ejemplo, ain hoy en dia no es raro
encontrar en libros de fisica la idea de que un vector es “algo con magnitud,
direccién y sentido”. Esta no es una definicion matematica, sino una manera de
ubicar el concepto con ideas pertenecientes o cercanas a la fisica, y es mostrable
que la capacidad de representacién, e inclusive de célculo, que ofrece esta
manera de definir un vector es sumamente limitada. A pesar de haber ejemplos de
conceptos que aun antes de quedar plenamente encajados en el rigor matematico
fueron aplicados, es cuando el concepto se expresa en todo su rigor matematico

que es factible desentrafiar su potencialidad y aplicarlo con plena riqueza.

ek

En el caso del platonismo matematico el misterio se plantea en otro sentido.
¢, Cémo es posible que entes situados fuera del espacio-tiempo permitan calcular,
describir y representar con tanto éxito lo que ocurre en “este mundo”? Bien podria
ser que ambos mundos estén regidos por las mismas leyes, o que “este mundo”
sea un derivado o reflexién del platénico. En cualquier caso el misterio adquiere
una concrecion especifica como problema, aunque no es ésta la manera en que
se plantea el problema en este trabajo ya que parto de que efectivamente lo son
para analizar las consecuencias de ese h, con la mayor neutralidad posible con

respecto a posiciones basicas.

Tal vez una manera de eliminar o disipar el misterio de la aplicabilidad de las
matematicas sea negar que se requieran, aunque sea solo “a fin de cuentas”. Asi
como no porque un automoévil nos lleve mas lejos y mas rapido que nuestros pies
impliqgue que el automdvil sea algo imprescindible, por mas necesario que sea
para la vida moderna. Si no son mas que algo que nos hace ser mas eficientes,
pero conceptualmente prescindibles, no debe haber mucho misterio en que las
usemos. Esta no es una opcién congruente con las premisas ni de este trabajo ni
del de Steiner, ya que ambos asumimos implicitamente que las matematicas, en
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especial las matematicas modernas, son conceptualmente indispensables para la

fisica y la préactica de la fisica. Por ello no se profundiza en esta direccién.

Subseccion 2. Steiner: La aplicabilidad de las matematicas como indicador del posible

antropocentrismo del universo.

Se han ido presentando diversas razones que me llevaron a discutir esta manera
de entender la problematica de la aplicabilidad de las matematicas usando como
brdjula la discusion con las tesis de Mark Steiner en su libro The applicability of
mathematics as a philosophical problem [Steiner]. El problema principal radica en
que se opté por penetrar en el ambito de la filosofia de la ciencia, en el cual no
encontramos, en este ambito, otro interlocutor adecuado. Esto no quiere decir que
no haya habido andlisis de algunos de los aspectos que se tocan en esta
discusion, pero es con el Unico con quien coincidimos en la tematica general,

aunque discrepemos en aspectos fundamentales.

Su tesis mas radical es que la aplicabilidad de las matematicas implica que el
universo, el “mundo objetivo”, tiene un fuerte componente antropocéntrico, y, por
lo tanto, es un reto (challenge) para toda filosofia que rechace el
antropocentrismo. En especial para todo naturalismo, ya que segun él todo
naturalismo debe implicar, o tener como premisa, ser no-antropocéntrico. Esta es
la unica definicién de naturalismo con la que Steiner se compromete: una posicién
filoséfica que entre sus premisas basicas tiene la de que el universo es no-

antropocéntrico.

Explicar qué es lo que Steiner quiere es uno de los objetivos de este trabajo. En

una primera aproximacion, su posicion se puede resumir en los siguientes puntos:

a) Apoyandose en algunas partes de la obra de Peirce, en concreto en el volumen
7 de sus Collected Papers [Peirce], Steiner sostiene que nuestra especie tiene
limitantes en su capacidad de acceder al conocimiento fisico. Esa capacidad se
reduce al ambito de lo que podemos experimentar mdas o menos de manera
directa. No pareceria haber nada que nos permitiese tener acceso a “ambitos

alejados de nuestra experiencia”, como lo mas “grande” o lo mas “pequeiio” de
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nuestro universo. En especial corresponden a esta Ultima categoria los fendmenos

que estudia la mecanica cuantica.

Ahora bien, precisamente esta ciencia proporciona un buen ejemplo de que si
hemos llegado a acceder a conocimiento efectivo y eficiente en un area “alejada
de nuestra experiencia”. No hay por lo tanto una incapacidad absoluta de acceder
a alguna de esas areas, inclusive se constata que, una vez habiéndose dado el
acceso, el posterior desarrollo no es fundamentalmente diferente a desarrollos en

otras areas.

El problema se circunscribe entonces al paso de un &mbito al otro, o al menos es
ahi donde se manifiesta en toda su radicalidad. Segun la interpretacion y
elaboracién de las ideas de Peirce por Steiner, lo que llamaremos en lo que sigue
la “tesis de Peirce-Steiner”, ese paso tiene que ser totalmente fortuito. La Unica
manera de dar ese paso es tratar de adivinar (“guessing’) cuales pudiesen ser las
leyes que rigen ese ambito “alejado de nuestra experiencia”. Para Peirce-Steiner
no hay ninguna razén que permita afirmar que podemos desarrollar estrategias
eficientes de busqueda entre las innumerables posibilidades de expresar esas

leyes.

b) Pero hay una metodologia, una estrategia de busqueda que ha permitido tener
éxito con una mucho mayor probabilidad de la que seria de esperarse en una
busqueda aleatoria: el uso de analogias matematicas, como Steiner lo documenta
ampliamente, en especial en la mecanica cuantica. La aplicabilidad de las
mateméticas pareceria entonces dar un contraejemplo a la tesis de Peirce-Steiner.

La argumentacion de Steiner quiere fundamentar lo contrario, no solamente la
aplicabilidad de las matematicas no es un contraejemplo para su tesis, sino que es
factible conjuntar en un mismo sistema filoséfico ambas afirmaciones.

C) El punto clave es otra afirmacion: Las matematicas son, de manera global, una
actividad antropocéntrica, ya que los criterios de seleccion de sus ambitos de
estudio y desarrollo, en concreto los criterios de seleccion de conceptos, son
fundamentalmente estéticos, o son criterios de desarrollo basados en nuestra

incapacidad de llevar a cabo ciertos célculos. Lo unico que da cohesion a los
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desarrollos tan diversos que se observan en matematicas son entonces criterios
especificos de nuestra especie: nuestras preferencias estéticas y nuestra limitada

capacidad para calcular.

d) Por lo tanto, explicita o implicitamente, un elemento fundamental, la
matematica, de lo que ha permitido llegar a descubrimientos objetivos, relevantes
para la fisica, tiene caracteristicas antropocéntricas determinantes de su

naturaleza global.

e) Dado que Steiner considera la afirmacion anterior compatible con lo planteado
en al tesis Peirce-Steiner, hay que entender esta ultima en el siguiente sentido: No
hay en el mundo de la razén, del andlisis I6gico, de la investigacion cientifica, nada
que permita elaborar o descubrir estrategias que permitan efectuar el acceso, dar
el paso hacia ambitos alejados de nuestra experiencia. Dicho con otras palabras,
no hay en el conjunto de aquellos elementos cognitivos que nos ha brindado la
evolucién ninguno suficientemente eficiente para la exploracién de areas alejadas
de nuestra experiencia. Esto no quiere decir que esas estrategias deban ser
infalibles. Lo que se pediria de ellas es tener una tasa de éxito significativamente
por encima de una busqueda aleatoria. Pero eso es precisamente lo que, segun
esta posicién, no podemos alcanzar usando estrategias basadas en las
capacidades cognitivas que hemos obtenido a lo largo de nuestro desarrollo como

especie.

Pero hay otras posibilidades, como por ejemplo adivinar, tener la suerte de acertar
en lo que se buscaba. O, como lo sefala el uso de las matematicas, emplear
estrategias cuyo componente principal sea extra-racional. Es mas, por la gran
relevancia que Steiner le atribuye al antropocentrismo de las matematicas (de
hecho es su argumento principal), parece que la existencia de estrategias de
descubrimiento exitosas’ basadas en factores como el antropocentrismo, vy
deberia ser contemplado como un argumento a favor de la tesis de Peirce-Steiner.

® Sin que deban ser infalibles.
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f) Pero no se trata de justificar esa tesis, sino de que ella sirva de apoyo al
argumento siguiente: En una blsqueda que muy pocas posibilidades de éxito
deberia ofrecer, al menos algunas de las estrategias que llevan a resultados estan
basadas en las matematicas, y dado que éstas son globalmente antropocéntricas,
indirectamente esas estrategias de descubrimiento también lo son. El
conocimiento de un nimero considerable de leyes fundamentales del universo, o
la manera en que se llega a conocerlas, es posible gracias a algo que indica que

nuestra especie tiene un lugar privilegiado en el universo.

drkk

En minimas palabras, Steiner afirma que la aplicabilidad de las matematicas tiene

como consecuencia que debamos aceptar que el universo es antropocéntrico.

Alega que sus tesis so6lo pueden ser refutadas desde una postura dogmatica que
las niegue a priori [Steiner, p.72]. En este trabajo se muestra que esto no es asi,
primero en un sentido que se podria llamar “negativo”, ya que la presentacion y
defensa de esas tesis no son plenamente satisfactorias argumentativamente, lo
que permite no sélo plantear dudas acerca de su correccion, sino inclusive mostrar
que en la forma presentada tienen un inadecuado nivel de plausibilidad. El punto
clave radica, para Steiner, en la afirmacion de que las matematicas son

antropocéntricas, y es este punto el mas débil en la demostracion.

En un sentido mas propositivo las matematicas deben entenderse con una
actividad compleja, multifacética, no exenta de contradicciones internas y
problemas serios a lo largo de su desarrollo [Kline], y seria un tanto ilusorio que
pudiere encontrarse una propiedad de las matematicas que permitiese dar una
explicacion satisfactoria de las diversas posibilidades de aplicacién, como propone
Steiner: “To explain my data away, one must find a natural, or material, property of
mathematics as such, and then show how this property accounts for the success of
the mathematical discoveries to be outlined ...” [p. 8]. Es posible afirmar que hay
una amplia variedad de estimulos, motivaciones (entre ellas es innegable el factor
estético), razones del desarrollo de los conceptos matematicos que en una
compleja interaccién brindan claves para iluminar algunos aspectos de cémo las
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matematicas contribuyen al conocimiento fisico, y ademas sin necesidad de
introducir elementos extra-naturales, como podria ser alguna caracteristica
antropocéntrica del universo. Que estas ideas no disipan la problematica de la
aplicabilidad de las matematicas esta claro, pero si permiten enfrentarse a ella no
con la sensacién de un misterio, sino con el profundo asombro creativo que toda

pregunta profunda nos causa.

También debe decirse que no se pretende “explain away the data” que ofrece
Steiner. Al contrario, sus detallados andlisis de cémo se ha procedido en el camino
hacia cierto descubrimientos fisicos nos parecen de importancia para el estudio de
los procesos de trabajo en fisica, pero requiere otras interpretaciones, dado que

las de Steiner no resultan convincentes.

Subseccion 3. Objetivos y estructura del trabajo

1. Objetivos.
Los objetivos de este trabajo son entonces los siguientes:

~ Discutir algunas de las principales maneras de entender la aplicacion para
analizar con precision la aplicabilidad de las matematicas.

= Exponer y analizar el trabajo de Steiner.

- Hacer una critica de la argumentacién con la cual Steiner sostiene una de
sus tesis basicas: El caracter antropocéntrico de las matematicas,

mostrando que esa argumentacion es inadecuada.

« Hacer un estudio de caso bajo los lineamientos planteados. El caso a
analizar es la aplicacion del concepto de espacio de Hilbert en la mecanica

cuantica.

« Aprovechar la discusién para explorar algunas otras inquietudes acerca de

la aplicabilidad de las matematicas.
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2. Estructura.
En la introduccién se presentan las ideas generales de este trabajo.

En este primer capitulo se precisan los objetivos del trabajo, se presentan las
ideas que nos guian en el entender lo que es la aplicabilidad de las matematicas;
asi como dar un primera idea de la postura de Steiner, en el marco de una

introduccién a aspectos de la problematica de las matematicas aplicadas.

En el siguiente capitulo se analizara a fondo la argumentacién que se presenta en
[Steiner] a favor de la tesis del antropocentrismo de las matematicas. El
argumento de Steiner tiene metas mucho mas amplias: Mostrar que el universo
tiene componentes antropocéntricos. Pero es en su andlisis de las matematicas
donde reside la fuerza del argumento. Por ello, si es posible mostrar que esa tesis
no esta debidamente sustentada, la tesis principal pierde también apoyo. Esto no
decide a favor o no de un “misterio”. Pudiese ser totalmente “natural” la
aplicabilidad de las matematicas, o comenzar mucho antes de lo que Steiner
propone, digamos con “5+7=12". Ahora bien, el andlisis de estas tesis proporciona
elementos para entender algunos de los mecanismos de esa aplicabilidad y su

significado.

Un problema con Steiner, que es el que llevé a dedicarle un capitulo entero a la
exposicion de su trabajo, es que sus argumentos sustantivos son escuetos y dejan
puertas importantes abiertas que se deben explorar. Lo magro de la
argumentacion también tiende a inducir una cierta interpretacion de nuestra parte.

El tercer capitulo se ocupa del analisis y critica general de la sustentacion de la
tesis de Steiner sobre el antropocentrismo de las matematicas. La conclusion ya
se ha mencionado, esa sustentacion deja demasiadas preguntas abiertas, lo que
reduce de manera sustancial el poder de convencimiento que pudiesen tener, en
una argumentacién que de todas maneras, en el mejor de los casos, estaba
destinada por su autor a no mas que “mostrar la plausibilidad de la tesis” [p. 66], lo
cual no impide que Steiner tenga una profunda conviccion de lo correcto de ella.

En el cuarto capitulo se presenta un caso particular de aplicacion de las
matematicas, espacios de Hilbert en mecanica cuantica. Se pretende poner de
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manifiesto en un caso concreto que hay posibilidades de entender mecanismos de
la relacion entre las matematicas y la fisica de una manera que no requiere hacer
intervenir factores “sobrenaturales”, como el posible antropocentrismo del

universo.

El quinto capitulo es un collage de algunas ideas que si bien surgen en alguin
momento en la discusién anterior, no pudieron ser desarrolladas con mas
detenimiento. Se consideré interesante ampliarlas un poco mas. En primer lugar
debe plantearse una interpretacion del hecho que Steiner considera tan importante
como para dedicarle los capitulos mas detallados de su libro: el proceder formal de
los fisicos en el llamado “contexto de descubrimiento”. Ante la conviccion de
Steiner de que es un proceso formal de adivinanza, se sugiere que hay “buenas
razones” fisicas para proceder como se ha hecho. Enseguida se quiere abundar
un poco en la concepcién de algunos entes matematicos que tienen los fisicos y
algunas personas cercanas a ellos, como Steiner. Esa concepcién discrepa en

aspectos importantes de la que pudiese tener un matematico.

El sexto capitulo ofrece un resumen de las principales lineas de pensamiento que
se han desarrollado. La conclusion principal es que la tesis del antropocentrismo
de las matematicas no se sostiene adecuadamente, al menos con la
argumentacion ofrecida. Por lo tanto, no parece haber por este camino una sélida
justificaciéon del antropocentrismo del universo. Al menos en casos bien
documentados, los criterios para decidir si tal o cual concepto, tal o cual posible
teoria es incorporable o dejada de lado del corpus de las matematicas parecen ser
intrinsecos a esta misma ciencia o guiadas por necesidades de la fisica y no
definibles tnicamente en funcién de las preferencias estéticas de los practicantes
de las matematicas. Que hay un componente estético en el proceder de los
matematicos no se discute, sino el afirmar que ese es el componente fundamental

a la hora de incorporar elementos.

Se hace una breve relacion de los demas temas tocados.
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Seccion 4. Comentarios finales de esta parte.

Se ha establecido lo que se entiende en este trabajo por “aplicar las matematicas”.
La aplicabilidad de las matematicas es entonces la caracteristica global de esta
ciencia de poder ser aplicada. Dado el estatus sui generis de la matematica en el
concierto de las ciencias, esa aplicabilidad plantea una serie de problemas que
van desde cual pudiese ser la naturaleza de las matematicas que la permite, hasta
la propuesta de Steiner, segtn la cual esa situacién permitiria conocer al menos

una caracteristica general del universo.

En este trabajo se parte, como Steiner, del mero hecho de la aplicabilidad, se
explora la propuesta de este autor y gracias a esa discusion se ubica nuestra
posiciéon en un ambito desde el cual no se pretende hablar del universo o sus
caracteristicas, sino acerca de cémo la matematica contribuye a nuestro

conocimiento fisico.

Antes de pasar a la discusion propiamente dicha hay una serie de ideas que es

necesario ubicar con mayor precision. Ellas son:
« Laidea de calcular.

= Qué se entiende por la capacidad descriptiva de las matematicas, para ello
es necesario hablar de parecido entre entes fisicos, entre entes

matematicos y entre entes fisicos y matematicos.

« A lo largo del trabajo se habla reiteradamente de “los fisicos”, y “los
matemadticos” (también en singular). Se aclara brevemente que se quiere
decir con ello.

- De qué se habla al decir que “los fisicos proceden de manera formal’.
» Qué se entiende por “criterios de seleccion de conceptos en matematicas”.
« La matematica como lenguaje o herramienta de la ciencia.

El precisar estas ideas no implica, por supuesto, que se agote la discusion al
respecto. Quiza lo unico que se estd haciendo es dar pie a esa discusion, pero
dando, aunque sea sélo esquematicamente, una primera propuesta.
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Parte 2. Algunos conceptos.

Como a lo largo del trabajo va a ser necesario ir introduciendo diversos conceptos
matematicos, a efecto de no hacer demasiado pesado el fluir de la discusién se ha
optado por precisar en este capitulo algunas de las ideas que apareceran

reiteradamente en lo que sigue.

Como se aclaré al principio, es factible “saltarse” esta parte en una primera lectura
y usarlo como una especie de diccionario, conforme la lectura de los siguientes

capitulos lo vaya requiriendo.

Seccion 1. Calcular

Calcular no es simplemente efectuar operaciones y aplicar algoritmos. Un
requerimiento basico de un algoritmo es que dados los mismos datos de entrada
debe dar siempre los mismos datos de salida, cuando mucho aceptando ciertos
limites de precision, y éste no es siempre el caso, aun en calculos que parecerian
deterministicos. Hay ecuaciones que modelan turbulencias cuya solucién no es
Unica. Se tienen también los problemas planteados por la teoria de bifurcaciones y
su generalizacién, la teoria de catastrofes, las cuales, a pesar de ser teorias
deterministicas, se basan en la idea de que ciertos sistemas presentan puntos en
los cuales la evolucion de un sistema puede seguir dos 0 mas caminos, sin que

haya manera de predecir cual sera el escogido.

Calcular tampoco es la pura elaboracién de datos alfanuméricos’®, ya que ademas
de que entre otras posibilidades el resultado de un calculo puede ser una funcion,
al entender el calcular como una actividad racional se debe presuponer una
finalidad. Una computadora que llevara a cabo el siguiente programa:

' No deberia haber problema con la ampliacién del conjunto basico sobre el cual calcular a lo
alfanumeérico, para tomar en cuenta simbolos como "i", la raiz de menos uno, paréntesis, simbolos
como la integral y la derivada e inclusive, por qué no, cadenas légicas y de datos, aunque la
concepcion intuitiva de “calcular” asocia esta actividad casi Unicamente a nimeros.
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X.=0:
Xi=x+1;

No estaria, en esta concepcion, “calculando”, sino sélo manipulando unos datos
con ayuda de una operacion aritmética, ya que no hay ninguna condiciéon que

permita saber cuando finalizar las operaciones.

Se propone la siguiente definicién informal: Dado un conjunto M de funciones f con
dominio y rango en un conjunto €2 con elementos alfanuméricos de longitud finita
(pero que puede variar), y dado al menos un elemento x, de Q, o un conjunto finito
de ellos {xo, Xy, ..., X5}, calcular es el proceso de llevar a cabo un nimero finito de
operaciones partiendo de f(xg), o de {f(xo), f(x1). ..., f(x»)} usando cualquier tipo de
operaciéon matematica y conjugando posiblemente f con otras funciones de M
evaluadas también en un numero finito de elementos de Q, a efecto de encontrar
una funcion g de M evaluada igualmente cuando mucho en un ndmero finito de

elementos {yo, ¥1, --., ¥m}, O un indicador @ de que no es posible encontrar g.

Para entender el sentido de la definicién anterior lldmense “datos” a los elementos
de Q, alos {xp, X1, ..., Xn} “datos de entrada” y a los {yo, ¥1, ..., ¥m} “datos de salida”.
Tanto f como g, o ambas, pueden ser la identidad, o sea, no es imprescindible
agrupar esos datos en una funcién o un grafico, pero si debe tenerse la posibilidad
de que, aunque los datos concretos de entrada deban conocerse, y al menos debe
haber uno, puedan ser entendidos como valores en los cuales se define una

funcion o valores de una funcién. Lo mismo los datos de salida.

Calcular es entonces comenzar con al menos un dato concreto, expresable de
manera finita, y elaborarlo ya sea directa o indirectamente (por medio de una
funcién) hasta obtener tras un numero finito de pasos otros valores, también
posible pero no necesariamente agrupados en alguna funcién (una funcion de
interpolacién, por ejemplo), o un indicador de que el calculo no fue posible bajo las
condiciones especificadas. Esto implica que debe darse una condicién de
finalizacion. La condicion puede ser un niimero especificado de pasos, un tiempo

de célculo, una cierta precision de los datos de salida o una combinacién de estas

42



u otras condiciones. No siempre hay por qué analizar si con otras condiciones el

céalculo hubiese tenido un resultado.

En esta forma tan general, la definicion no es satisfactoria ni para un matematico,
ni un fisico ni un informatico'’, pero es posible particularizarla para que cubra los
intereses de cada uno de ellos, por lo que parece ser un concepto general
adecuado.

Para el matematico el problema principal es la limitacion de los elementos de
entrada y salida. No siente que deba tener que limitarse a nimeros racionales,
inclusive a numeros racionales de longitud finita. Pero el matematico aplicado
sabe que en la practica de otras ciencias los datos iniciales tal como se dispone de
ellos tienen esta forma, si son alfanuméricos. Ademas la definicién no excluye, por
supuesto, que a lo largo del proceso se manejen numeros reales; es mas, de
hecho deben aceptarse si se emplean conceptos como el de derivada o integral,
pues para definir estas operaciones el concepto de limite es imprescindible, y ello

implica que deben intervenir numeros reales.

Para el fisico el punto principal es que los datos de entrada y salida deben ser
siempre interpretables en términos de mediciones, al menos potencialmente. A
veces, por ejemplo, es necesario dar datos hipotéticos, pero que se asume tienen
la forma de datos reales. O quiza no se tenga la manera de cotejar los datos de
salida por diversas razones, que pueden ir desde la imposibilidad de efectuar la
medicion, como medir el peso de una estrella, hasta razones técnicas o incluso

financieras, pero siempre se asume que deben ser plausibles para ser aceptables.

Una preocupacion principal de los fisicos es calcular datos que les permitan ya
sea reproducir lo medido' o hacer predicciones. Dejando de lado o que sea
establecer leyes, describir o0 explicar, después de haber medido u obtenido datos
se procede a calcular, y de facto son los resultados del célculo los que sirven de

" Quien hace calculos por computadora tiene limitaciones técnicas méas severas, pero a efecto de
la presente discusion la diferencia con el matematico es mas bien técnica y no hay necesidad de
tratarla.

" Aqui el problema radica en qué pueda significar “reproducir lo medido”, lo que lleva al problema
de las aproximaciones, que se comentara en la siguiente subseccion.
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guia en los demas procesos tedricos y también los que permiten llevar a cabo los
aspectos mas practicos. Esto tomando en cuenta que la interpretacién de lo

medido o calculado requiere un marco tedrico.

Seccion 2. Una primera manera de entender lo que puedan ser los procedimientos
formales en la fisica.

Si se acepta lo presentado en la seccidén anterior, se tiene una primera posibilidad
de explicar qué es lo que lleva a los fisicos a emplear lo que se puede llamar
“procedimientos formales”. La cuestién no radica en si tal o cual persona creia o
no que el atomo reproducia un pequeno sistema solar, sino que se requeria
calcular y de algin lado habia que obtener no las “ecuaciones”, sino
procedimientos y procesos de célculo que permitiesen cotejar con mediciones. En
principio es factible imaginarse que ha de haber habido opciones razonables, a, b,
¢, etc.,, para encontrar los valores requeridos en la nueva mecanica, la cuantica;
se habrian probado todas, incluso aquellas con las cuales no era posible asociar
imagen o intuicion alguna. “Razonable” es aqui la palabra para indicar que esos
procedimientos de calculo pudiesen de alguna manera garantizar que los datos de
salida se encontrasen en rangos aceptables. El éxito (o sea la posibilidad de
predecir y reproducir en margenes adecuados de aproximacion) es, puede
especularse con plausibilidad, lo que llevd a aceptar sistemas matematicos,
primero en su forma de esquemas de calculo, como posibles descripciones de los

sistemas fisicos bajo estudio.

A partir del momento en que se descartdé el modelo del atomo como sistema
planetario la mecéanica cuantica ha carecido de intuiciones claras' que asociar a
sus ecuaciones. Dado que no se tiene la capacidad de relacionar los
procedimientos matematicos exitosos con entidades fisicas mas o menos
conocidas, o con derivados claros de ellas, se dice que se procede “formalmente”

al hacer predicciones o verificaciones usando exclusivamente esos procedimientos

'* Las ideas, por ejemplo, de “paquete de ondas”, o de una “nube probabilistica” son dificiles de
asociar con imagenes concretas.

44



matematicos. En nuestra opinién el uso del adverbio “formalmente” no es el

adecuado en este contexto.

Pero antes de pasar a analizar esa situacion es de interés hacer ver que también
pasé algo parecido con conceptos matematicos. Cuando Dirac introdujo su famosa
funcién delta no habia un concepto de “funcién™ que permitiera afirmar que
efectivamente era una funcion y no Unicamente un artificio que permitia llevar a
cabo ciertos célculos. El concepto de “funcién” que se podria llamar “usual”
adquiere sus caracteristicas modernas en la obra de Cauchy durante la primera
mitad del siglo XIX. Es atn hoy en dia la manera més comun de entender una
funcién, como una relacién entre dos conjuntos tal que a cada elemento del

primero se le asocia uno y sélo un elemento del segundo.

La delta de Dirac se define como la funcién que vale cero en cualquier punto,

menos en uno, X, toma los valores desde cero hasta un o

S5(x) :{a, Sf *=%0 | os valores de o més empleados son 1 o infinito.

0, si x#x,

La delta de Dirac es un ejemplo de un “nuevo” tipo de funciones, las llamadas
“funciones generalizadas” o “distribuciones”. Toda funcién “usual” es también una
distribucién, pero el conjunto de funciones generalizadas tiene mas elementos,
como esta delta de Dirac. Dirac no elabor6 una teoria de distribuciones, ni tenia
por qué, por lo que hasta cierto punto podria pensarse que esta funcidén es
también un artificio de representacién andlogo a la idea de pensar una particula en
mecanica clasica como algo “concentrado” en un punto. Quiza fue esta analogia
(“todo concentrado en un punto”) lo que permitid que esa entidad haya sido
aceptada en el ambito de la fisica, sobre todo mientras no se determinaba el
contexto matematico en el cual debia ubicarse. Pero si no hubiera funcionado en
los calculos dificiimente algo tan alejado de la concepcion clasica de funcién

hubiese sido aceptable.

Calcular es quiza el concepto mas basico de aplicacién de las matematicas. La
aplicabilidad de las matematicas significa en este primer sentido que es factible

emplearlas para calcular. Si se toma el concepto de tensor y de una manera
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simplista se supone que Riemann, en su torre de marfil y por las razones que
fueran, lo desarrolla, es entonces altamente sorprendente que cuando Einstein lo
necesita para sus calculos' ahi esté. Pero, ;qué pasa con la delta de Dirac? Fue
después, en lo fundamental con Sobolev y Schwarz, que se desarrollé la teoria
que enmarca ese concepto, la teoria de distribuciones o funciones generalizadas.
Pareceria que Dirac “se sac6 de la manga” la idea, pero no por gusto o elegancia,
sino porque la necesitaba, para calcular o para describir, y posiblemente para
ambos. Esto puede interpretarse como la generacién de conceptos en apego a
una cierta experiencia o a las necesidades de dar cuenta de ella. Es una de las
indicaciones de que pareceria haber “inyecciones” importantes de relacién con lo

empirico en la matematica.

El concepto de delta de Dirac permite entonces introducir la problematica de lo
que pueda ser lo formal en fisica por un lado. Por otro permite plantear algunas de
las cuestiones relacionadas con la generacién y aceptacion de conceptos
matematicos. Por ejemplo, ;se tendria que decir que esa delta sélo fue un
concepto matematico una vez que diversos estudiosos, por ejemplo Sobolev y
Schwarz, la estudiaron y les parecio elegante, bella? Pareceria mas bien que fue
introducido porque ofrecia un esquema adecuado de célculo. Adelantando un
poco, aqui Steiner, quien no ignora ejemplos de este tipo, introduce otra idea. Esta
claro que requerimos hacer célculos', pero seriamos entes bastante limitados al
respecto, por lo que tenemos que emplear “artificios” (por no decir “trucos”) para
de alguna manera llevarlos a cabo. Pero si fuéramos més capaces seguramente

los hariamos mejor, sin necesidad de esos artificios.

Surge una serie de preguntas: ;Cémo saber si se ha aceptado un concepto por su
belleza o por su conveniencia? ¢El aceptarlo por una razén excluye la otra o un
mismo concepto puede conjuntar tanto belleza como conveniencia? ;Son esos los
unicos criterios, y si hubiera otros cudles serian? De no haberlos habria que

aclarar por qué no hay otros- Un punto clave, para nosotros, es la imposibilidad

' También lo necesitaba en ofros sentidos.
'3 Steiner no da un concepto de lo que es calcular, pero suponemos que no estaria en desacuerdo
con la definicién dada aqui.
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de saber si efectivamente algo como la delta de Dirac es un artificio, una manera

eficiente o quiza la mejor manera de calcular ciertas cosas.

La idea de aplicar las matematicas para calcular hace surgir entonces una gran

parte de la problematica relacionada con su aplicabilidad.

Seccion 3. Descripcion, parecido, aproximacion.

En la pagina 23 (primera parte, primera seccién, primera subseccién de este
capitulo) se dio la idea mas general de representacién que sera empleada aqui.
Ahora hay que concretizar, hasta donde sea adecuado, esa nocion.

¢ Qué es una descripcion? ;Qué es una representacion? Para Hacking [Hacking,
p. 160]: “la gente hace semejanzas. Pinta cuadros, imita el cloquear de las
gallinas, moldea el barro, esculpe estatuas y martilla el bronce. Estos son los tipos
de representacion que empiezan a caracterizar a los seres humanos”. Es mas, ni
siquiera requiere que esas representaciones se ‘“parezcan” a algo, sino
simplemente que “parezcan reales”, donde el verbo “parecer’ se usa como
intransitivo, “reales” tendria mas bien una funcién adverbial. Hacking especula16
que es solo a posteriori que esos productos adquieren la funcién de representar
algo concreto. Si entendemos lo que quiere decir, una representacién seria un

ente (objeto o idea) “que se parece” a otro.

Brown [Brown, p. 47] es mas especifico. Un sistema matematico M representa a
un sistema N de otro tipo (no matematico) si existe un homomorfismo @ entre
ambos. Homomorfismo entendido informalmente como en matematicas. La idea
de una descripcidn no queda tan clara, pero parece ser que M describe N (M y N
en el mismo sentido de la oracion anterior) si N es como M: “a four-legged, blue,
wooden chair has the property four just as it has the properties blue and wooden”
[Brown, p. 55, cursivas de Brown]. Su explicaciéon es mas amplia, pero como no

'® Tampoco pretende que sea algo mas que una especulacion.

47



esta de acuerdo en que la matematica describe, sino que representa, no insiste

demasiado en el concepto.

Steiner escribe que “Frege treats the semantical applicability of mathematical
theorems; | will attend to the descriptive applicability — the appropriateness of
(specific) mathematical concepts in describing and lawfully predicting physical
phenomena” [p. 25, cursivas de Steiner]. Es fundamental que las matematicas
permitan hacer predicciones de manera sistematica (/awfuily), pero no basta,
deben “describir’, deben ser descripciones y ser funcionales. No hay claves mas
explicitas, pero su argumentacion requiere la idea de descripcion pues el fisico
tiende a usar analogias matemdticas para describir situaciones “parecidas”. Por
ejemplo, si un fisico piensa que el atomo “es como”, “es parecido” a un sistema
planetario y las ecuaciones de la teoria gravitatoria newtoniana “describen”
adecuadamente el comportamiento de un sistema planetario, entonces deberia ser
posible describir de manera parecida el comportamiento del atomo. La descripcion
seria una guia para plantear las analogias, tanto si es una descripcién fisica como

matematica.

Para Steiner el fisico no es un simple calculista, un pragmatico al que no le
interesa otra cosa que “tener éxito” en reproducir y predecir valores. Cuando el
fisico dice que tal cual funcién describe el movimiento de una particula es porque
el gréfico de la funcién reproduce (dentro de las debidas consideraciones y
aproximaciones) la forma de la curva descrita por una particula al moverse'’. La
velocidad promedio de la particula en un intervalo es aproximadamente la misma
que se obtendria al medir sobre el gréfico los intervalos correspondientes y
efectuar la division. En algin momento no vacila en usar, casi fortuitamente, la
palabra “correspondencia”.

Cabe preguntarse en qué sentido la matematica “describe” algo. Hay al menos dos
vertientes de esta situacion. Por un lado en qué sentido la matematica pudiese
describir sus objetos de estudio, como un nimero. En teoria de conjuntos hay
diversas posibilidades de entender o definir lo que es el cuatro. Puede ser la clase

"7 Aunque Steiner no usa estos ejemplos.
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de equivalencia de todos los conjuntos con la misma cardinalidad cuatro. O puede
ser un conjunto especial de esa clase, el conjunto
{@.{o}{o. o) {o.{0}.{2.{2}}}}, donde @ representa al conjunto vacio. Esa
cadena es una descripcién de lo que se entiende por el nimero cuatro, y puede
emplearse también en vez del numeral 4. Por otro lado habria que establecer que
se entiende por “dar una descripcién matematica de un fenémeno fisico”.

El lenguaje que utiliza un matematico al referirse a su actividad no es el de
describir ni representar. Habla de “definir’ o “caracterizar”. En general esta
plenamente convencido de la existencia de las entidades o relaciones que estudia,
pero se siente incomodo en el marco platonista, pues requiere tener la libertad de
alterarlas, cambiarlas, definirlas como le parezca mas adecuado. Un bidlogo no
tiene esa libertad con las ranas, o la tiene muy restringida. Si de su descripcion no
es posible reconocer que una rana tipica es efectivamente una rana estara en
problemas, de la misma manera que si su descripcién no lo ayuda, como guia, en
los casos problematicos. Un platonista podria decir que hasta cierto punto es lo
mismo con los conceptos matematicos, como en el caso del axioma de las
paralelas. Debe haber un sustrato objetivo detras del concepto de paralelidad que

permita asegurar que se habla de lo mismo, paralelas o ranas.

El matematico tendra toda la libertad que quiera de alterar la definicién o el axioma

correspondiente, pero entonces no estd hablando de lo mismo.

Quiza un teorema cayese mas dentro de la idea de “descripcién”. Al estudiar
estructuras algebraicas es fundamental saber si por ejemplo el elemento neutro es
unico o no. El teorema “El elemento neutro de un grupo es Unico” podria verse
como una descripcion de la funcién de ese elemento en esa estructura algebraica.

Este teorema dice como es el grupo.

Seccion 4.Analogias, parecido y aproximacion.

Como se indicd, una idea que aparecera reiteradamente a lo largo de la discusion

es la de “analogia”. Para poder establecer analogias es necesario tener claros los
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criterios bajo los cuales dos entidades pueden considerarse “parecidas” o

“analogas”. Steiner senala que ello implica una clasificacion.

Clasificar permite introducir una particién en un conjunto, o sea definir una serie de
subconjuntos de tal manera que todos los elementos del conjunto pertenecen a
uno de esos subconjuntos y sélo a uno. Una manera sistematica de introducir una
particion de ese tipo es definir sobre el conjunto una relacién de equivalencia, que
establezca que elementos son equivalentes a otros y cuales no. Las relaciones de
equivalencia son una manera de establecer un tipo de igualdad entre elementos.
En las ciencias empiricas este tipo de particiones se definen por semejanzas.
Ciertas caracteristicas permiten agrupar entes o fendmenos en subconjuntos.
Estas particiones no tienen la nitidez de las particiones matematicas. No se puede
excluir que algun ente quede fuera de los conjuntos ya formados, o que haya
entes cuya asignacion sea ambigua. Hay diversas maneras de entender este tipo
de situaciones desde un punto de vista matematico. Se puede usar la estadistica,
o la teoria de conjuntos borrosos. Otra opcién nos parece mas adecuada a la

presente discusion.

El concepto de “métrica” en matematicas tiene dos interpretaciones. Por un lado
es una distancia generalizada, pero también puede pensarse como una manera de
dar un indice a la manera en que dos entes difieren entre si, un parametro que

indica qué tanto “no son iguales”.

El concepto de métrica debe especificar en qué sentido esos entes pudiesen ser
iguales. Por ejemplo, si una métrica esta definida en términos de integrales, algo

bastante usual, digamos

I
b
d(f.g) =( [(f0- g(x))dX] ;

fy g pueden ser “iguales”, d(f, g) = 0, inclusive si f y g difieren en lo que se llama
“un subconjunto de medida cero de [a, bJ", o sea un conjunto que no contribuye a
la integral, en oposicién a la igualdad “comtn”, donde fy g son iguales si y sélo si

f(x) = g(x) para todo x en el intervalo [a, b].
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Una aproximacion a f es entonces cualquier otra funcion g tal que es posible dar
un e > 0, y g difiere de f en cuando mucho en &: d(f, g) <e. La dificultad de esta
definicién es que no proporciona clave alguna para determinar €, lo que para un
matematico no es en realidad un problema, sino precisamente una ventaja. Esto
se debe a que, en oposicién a ciertas concepciones, la matematica no es algo que
se ocupe de la “exactitud”. Decir, por ejemplo, que “2 + 2 es exactamente igual a
4” no es una afirmacién ni matematica ni metamatematica, en el sentido de que en
ninguno de esos dos contextos es posible asignarle un valor de verdad, si es que
se considera que el adverbio cumple con alguna finalidad es esa afirmacién. Ese
adverbio tiene sentido sélo en un contexto donde exista la posibilidad de que 2 + 2
no sea 4. En nuestra opinion su finalidad es senalar el asombro con el que las
matematicas se contemplan desde fuera de ellas, ya que en el mundo de la
experiencia si es posible que 2 + 2 no sea exactamente 4. Por ejemplo, cuando se
mezclan dos paquetes de aztcar de dos kilos. Como no es posible medir con total
exactitud, hay que dar un cierto margen de tolerancia. Pudiese ser que el criterio
de aceptacion de paquetes de azucar de mas de un kilo y menos de cinco fuese:
que cada paquete no varie mas de 25 gramos del peso ideal. O sea, todo paquete
de uno a cinco kilos debe pesar, respectivamente, 1 + 0.025, 2 + 0.025, 3 + 0.025,
4 + 0.025, 5 £ 0.025. Supdngase que se mezclan dos paquetes aceptables de 2
kilos, cada uno de los cuales pesa 1.975 kg. Al mezclarlos se tendran 3.950 kg, lo
que no es aceptable, pues el peso minimo de un paquete marcado como de 4 kg
es de 3.975. “2 + 2" no es, en este contexto necesariamente “4”, a veces sera solo

una aproximacién a “4”".

Pero desde dentro de las matematicas, o desde un contexto metamatematico, “2
+2 es 4” 0 “no es 4" (“0” exclusivo), y de acuerdo a la definicion empleada de la
operacion indicada por “+” sera una afirmacion cierta o no. Otra cosa es hablar de
si 3.9 es 0 no una aproximacion al resultado de 2 + 2. Sie = 0.2 lo es, si £ = 0.02
no. La matematica nos ensena coémo trabajar de manera correcta con
aproximaciones; no tiene, sin embargo, nada que ver con la “bondad” de ellas.

Quien debe determinar si la aproximacién es “buena” o “mala” (quiza seria mejor
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usar la palabra “adecuada”) es el fisico, el ingeniero, el bidlogo, el economista, y la

matematica debe, si se quiere que sea Uutil, dejar a quien la aplica esa libertad.

Si se toma en cuenta la idea de aproximacion en matematicas, o mas bien el
conocimiento que ellas brindan al respecto, el parecido entre dos entes deberia
presuponer al menos las siguientes consideraciones: un criterio de igualdad, una
manera de evaluar las diferencias dado ese criterio, y un indice de ellas. En
oposicién a lo que podria suponerse, las matematicas ensefian que lo eficiente es
medir las diferencias, y no las “semejanzas”, pues estas quedarian definidas como
“aquello que se da entre entes que son buenas aproximaciones unos de otros”.
Una “buena” aproximacion quedaria definido por algun valor predeterminado,
establecido de acuerdo a los criterios propios del ambito empirico en que se

trabajase.

En la préctica fisica no hay un concepto unificado de “parecido”. El espectro va
desde el uso riguroso de diversas métricas, hasta comparaciones como graficar
dos conjuntos de datos en papel trasltcido, encimarlos y ver “si se parecen”. Eso
en el caso de comparacién entre datos o conjuntos de datos. En el caso de
parecidos o similitudes entre situaciones fisicas también se usan diversos criterios.
Por ejemplo fenémenos como lo que pasa con una gota de tinta en un vaso de
agua y la manera en que la temperatura se distribuye en un cuerpo a partir de un
area concentrada de calentamiento son parecidos, pues se describen con las
mismas ecuaciones, son ambos fendmenos de difusién. Hay un criterio claro de
semejanza. Pero cuando se planteaba que el atomo “parece” un sistema
planetario en miniatura se le estaba dando peso a factores sélo vagamente
definidos o definibles, como la idea de que hay un nidmero limitado de
posibilidades de organizacion de fenémenos, ya sea porque el universo “se repite”
0 porque no tenemos mas que una capacidad limitada de organizar o estructurar
el universo fisico. Podria ser que una de las razones para creer esto ultimo es lo
altamente sorprendente que resulta constatar que fenémenos tan disimiles como
lo que pasa al echar una gota de tinta en un vaso de agua, lo que pasa al calentar

de manera puntual un cuerpo metalico homogéneo, o la manera en que el campo
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electromagnético se distribuye en el espacio a partir de una antena se representen

con las mismas ecuaciones.

No es esto, sin embargo, lo que preocupa u ocupa a Steiner. Para él estamos aun
mas limitados. Ni siquiera tratamos de describir de manera parecida fenémenos
parecidos. De Peirce deduce que no podemos saber si fendbmenos “alejados de
nuestra experiencia”, como aquellos de la mecanica cuantica, son “parecidos” en
algun sentido a los que mejor conocemos. Tratamos de adivinar qué pasa, y como
no tenemos otra posibilidad simplemente, sin justificacién adecuada, usamos lo
que conocemos y vemos qué pasa. Bajo estas premisas el resultado es ahora si
asombroso a un grado tal que llega a ser misterioso: Tenemos éxito. Si las
implicaciones de que sea posible aplicar una misma ecuacién (de manera
descriptiva) lo mismo a la tinta en el agua que a ondas electromagnéticas son
sorprendentes, que sea posible aplicar ecuaciones (mas o menos) “parecidas” a
las de la mecénica clasica en la mecanica cudntica tiene, tendria que ser algo
totalmente inesperado. De manera mas general, el puro hecho de que areas tan
alejadas de nuestra experiencia sean describibles utilizando (“aplicando”) los
medios proporcionados por una ciencia (las matematicas) que surge en el limitado
entorno humano no deberia ser considerado como algo simple y sencillamente
dado.

En la Seccién 4 se discute un poco mas lo que pueda ser la semejanza entre la

“forma” de sistemas matematicos.

Seccidn 5. Los fisicos y los matematicos.

Se habla reiteradamente de “los fisicos”, o “el fisico”, asi como del o los
“matematicos”. No se pretende insinuar que existe un ente ideal como el “fisico” o
el “matematico”. En ambos casos la idea estd dada en términos casi
demograficos, y se quiere decir “uno o varios elementos representativos y activos
de la comunidad de fisicos o matematicos”. Esto, por supuesto, implica la

necesidad de delimitar esas comunidades.
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En el caso de los matematicos se tiene, por ejemplo, el planteamiento de Jean

Dieudonné'®:

“Un matematico sera definido ... como alguien que ha publicado al menos la
demostracién de un teorema no trivial” [Dieudonné, p. 17].

Un “teorema no trivial” es aquel que va mas alld de obtener consecuencias
“faciles” de principios ya conocidos [ibid, p. 24]. Suponemos ademas que la revista
donde se ha publicado esa demostracion revisa la calidad de sus articulos y es
accesible de una u otra manera a practicamente cualquier persona trabajando en

el area.

Esta definicidn tiene una ventaja. Al reducir la comunidad de matematicos a su
nacleo “duro” permite ubicar con mayor claridad a aquellos cientificos que
decidirian en Ultima instancia si tal o cual concepto es 0 no “matematico”, lo que

seria una parte de su trabajo, en la discusion con Steiner la de mayor peso.

Una desventaja es que los problemas que surgen al calcular se dan con mayor
frecuencia y claridad en las aplicaciones, al menos hoy en dia'®, dada la naturales
tedrica de las investigaciones en matematicas puras. Definir a la comunidad de
matematicos de esa manera seria dejar de lado a gran parte de aquellas personas
que se dedican a las matematicas aplicadas. El desarrollador de un algoritmo o la
persona que colabora con un fisico utilizando resultados matematicos de alto nivel,
o ese mismo fisico, bien podrian no caer en la categoria de matematicos, aunque
hagan un “uso” continuo y creativo de las matematicas. Lo mismo pasaria con
profesores de matematicas, inclusive muchos de aquellos que trabajan en la

formacion de matematicos, fisicos o ingenieros.

Pero bien puede asumirse que es la comunidad de matematicos en el sentido de
Dieudonné la que da la “carta de naturalizacién” para que un concepto pueda ser
considerado como “matematico”, independientemente de dénde surja, por lo que

esa definicion es adecuada a muchos de los fines de este trabajo. En caso de

'® Destacado matematico francés del siglo XX.
' En otras épocas una de las tareas fundamentales de los matematicos era calcular.
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requerirse hablar de quienes se dedican a las matematicas pero no pertenecen a

la comunidad definida se hara explicito de quién se habla.

Esto sefala un problema de interés. ;Cémo, de donde surgen los conceptos o las
ideas que llevan a ellos? ;Cudles deben ser las caracteristicas de esos
conceptos, asi sean aun rudimentarios o en germen, para que puedan ser
considerados como candidatos viables? Steiner no le dedica espacio a estas

preguntas.

Para “los fisicos” se puede parafrasear la definicion de Dieudoné: Un fisico sera
definido como alguien que ha publicado al menos un articulo no trivial en revistas

de prestigio y arbitradas.

Dejando de lado la ambigliedad de hablar de revistas “de prestigio” y qué pueda
ser un resultado no trivial, esta definicién deja de lado a gente tan importante
como los laboratoristas, muchos de los que disefian experimentos, muchos de los

que aplican la fisica, profesores, etc. Pero al menos proporciona una ubicacién.

Cuando en este trabajo se hable de “el fisico” o “el matematico”, en plural o
singular, se estd hablando de representantes de la comunidad correspondiente en
un sentido estadistico. Por ejemplo, cuando se dice “el fisico procede
formalmente” se quiere decir que proceder formalmente es algo aceptado como
vélido en la comunidad de fisicos y que ademas se lleva a cabo con cierta
frecuencia. Es un proceder metodoldgico que forma parte del paradigma actual de

la fisica.

Seccidn 6. Procedimientos formales de los fisicos.

Es mostrable, y lo hace Steiner con lujo de detalles, que en algunos casos se ha
procedido en la busqueda de leyes fisicas basandose en similitudes con la forma
matematica de otras leyes, aun ahi donde pareceria no haber habido muchas
razones para suponer que esa estrategia fuese adecuada. Es mas, donde
pareceria haber habido justificacién para creer que precisamente no podria serlo.

Por ejemplo, se postularon leyes para el mundo cuantico baséndose en la
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mecanica clasica, que no obedece a ese tipo de mecanica. Steiner deduce de ahi
que si el formalismo y notacién de una ciencia con componentes antropocéntricos
fundamentales, como lo es en su opinién la matematica, ofrecen estrategias que
han llevado a descubrimientos importantes, entonces hay un componente

antropocéntrico en el universo en su totalidad.

A este argumento subyacen dos cuestiones: En primer lugar establecer si
efectivamente lo que se esta usando es solamente una “forma” o “notacién”, algo
por un lado convencional, arbitrario, y por otro lado regulado Unicamente por
reglas sintacticas. Por ejemplo las diferencias entre la manera de denotar la
derivada entre Newton y Leibniz.

En segundo lugar hay que analizar si efectivamente al proponer que una ley fisica
tenga una forma parecida o andloga a otra se esta procediendo con una estrategia
puramente matematica. Este circulo de problemas se tratard en los Ultimos

capitulos. Por el momento se profundizara un poco en los aspectos “formales”.
Implicaciones de la notacién matemadtica

Si, entre otras posibilidades, por un procedimiento puramente formal en la fisica se
entiende tomar algo de las matematicas (alin no queda claro qué) sin preocuparse
de su sentido o significado, se estd implicando que: a) hay algo en las
matematicas que trasciende ese aspecto puramente formal (el sentido o
significado); y b) ese algo no tiene relevancia para la fisica, al menos en las

situaciones en que se “procede formalmente”.

En [Feynman] se afirma sin titubeos que “los matematicos se ocupan Unicamente
de la estructura de las deducciones, poco les preocupa sobre qué hablan”. Steiner
no opina asi, para él si hay un sentido o significado en las matematicas, aunque
no profundiza en ello, pues segun él a fin de cuentas sea lo que sea los fisicos
pueden dejarlo de lado, al menos en ciertas ocasiones relevantes.

Cabe entonces hacerse una serie de preguntas, la primera de las cuales puede
ser qué tanto hay de “arbitrario” en la notacién matematica. Se admite sin
problemas que la notacién de ciertos entes basicos es en su mayor parte
convencional. Por ejemplo, para ciertas funciones es indistinto si se simboliza la
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derivada como f, —’,’1 f, o de alguna manera que se me ocurra en este momento,

como podria ser —— . El simbolo dx al final de la integral ha sido objeto de

cuestionamientos por mucho tiempo; hay quien denota los vectores con letras en

= =

negritas a, b, y, hay quien les pone una flecha encima, a, b, ¥, en Alemania hay o
habia preferencia por letras goticas. Una vez dejando atrds la aritmética basica
casi cada autor introduce preferencias personales en su manera de denotar. Sin
embargo, las relaciones entre simbolos no pueden ser arbitrarias. Por ejemplo un
operador tiene como argumento una funcién y no se puede decir que una
constante tenga como argumento a un operador, aunque si sea posible
“multiplicar” la funcién por una constante, lo que es otra cosa. La relacién entre un
operador y una funcién no depende de la notacién que se haya escogido, sino de

las respectivas definiciones.

Una ley fisica no se expresa con un solo elemento, sino siempre son varios
elementos con relaciones especificas entre si y muchas veces expresadas en
forma de una ecuaci6on®, que implica una relacién especifica entre las
combinaciones simbdlicas de una lado con el otro. Esas relaciones son
representables con simbologia arbitraria, pero no dependen de los simbolos

empleados.

Ademads una ecuacion no es un ente en si mismo, sino siempre dentro de un
contexto en el cual adquiere un significado. Por ejemplo, en la misma cadena de

simbolos a+ =y el “=" tiene un significado diferente si las letras griegas se

entienden como representando numeros y otro si se entienden como

representando matrices.

Ademas es posible diferenciar entre “ecuaciones” e “igualdades”. Una ecuacion es
una pregunta: ¢Existe algin ente que satisfaga la ecuacién, es decir, que la
convierta en una igualdad? O, si se prefiere plantearlo de manera mas precisa:
;Es factible sustituir consecuentemente un simbolo de la ecuacién por un

# En termodindamica son usuales también las desigualdades o “Inecuaciones”.
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elemento de un conjunto predeterminado tal que la igualdad planteada sea
verdadera? Una igualdad es una afirmacion ya evaluada que puede ser cierta o

falsa.

No solamente es necesario especificar entonces el conjunto de las posibles
soluciones, sino que debe establecerse también de qué manera interactian entre
si los diferentes elementos de la ecuacién. Para ello es necesario cuando menos
dar la estructura topolégica y/o algebraica subyacente a cada uno de los conjuntos
involucrados, o, si se prefiere trabajar con “flechas” (teorfa de categorias) en vez
de elementos, las relaciones categoriales correspondientes. Si ademas no sélo se
quiere constatar que existe (al menos) un elemento del conjunto determinado que
satisfaga la ecuacion®', sino que quiere saberse cudl es®, las exigencias son atin
mayores. Por ejemplo, las ecuaciones diferenciales clasicas® requieren
necesariamente la continuidad de las funciones solucién, mientras que en una
ecuacion integral la funcién que se esta integrando puede tener un nimero finito
de desigualdades puntuales o de salto, por lo que el conjunto de soluciones
incluye muchas funciones que no pueden ser consideradas en el conjunto de

soluciones de una ecuacion diferencial clasica.

Es inherente a las representaciones matematicas un cierto sentido que va mas alla
de la pura posibilidad de formalizar la cadena deductiva que lleva a obtener una
igualdad como 3 =3, 0 a = b. Ni al matematico ni al fisico les interesa solamente
que la primera y la segunda igualdad sean correctas (o0 no), sino también saber

que en el primer caso se habla de escalares y en el segundo de vectores.

Hasta aqui Steiner no deberia tener objecion. Bien podria decir que si lo anterior
es lo que se entiende por “sentido” o “significado”, ser o proceder formal es dejarlo
de lado y tomar en cuenta sélo las relaciones sintacticas, ya que es con ese
proceder formal con lo que trabaja el fisico en analogias, parecidos y metaforas
que hace de una ley a ofra. La idea de “forma” en matematicas requiere ser

#! Condiciones de existencia.
2 Resolver la ecuacion.
2 Aquellas cuyas soluciones son funciones clasicas, no distribuciones.
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analizada antes de poder decir con mayor precisién que significa que un fisico
proceda de manera “formal”. Pero aun si esto quedase claro, no quedaria claro de
que manera es posible prescindir del sentido del ente matematico para poder

establecer si describe o no un ente fisico. 47

Una idea basica que subyace a este trabajo es que el fisico requiere de ese
sentido para poder afirmar que una ecuacién (o una inecuacion u otro tipo de
sistema) es al menos tentativamente aplicable a una situacién fisica. En términos
de Steiner, para poder afirmar que un sistema matematico describe (o representa)
adecuadamente un sistema fisico. El sentido matematico es una condicién

necesaria, pero no suficiente, para la expresion del sentido fisico.

Por ejemplo, si una funcién polinomial p describe adecuadamente la trayectoria de
una particula, el uso de la primera derivada para representar su velocidad no
depende del hecho de que es posible obtener la derivada de p por un
procedimiento puramente sintactico®®, sino del significado del concepto de
derivada. A partir de un polinomio hay diversos procedimientos sintacticos que
conducen a otras funciones, pero el que se usa para describir la velocidad es el

adecuado por su significado.

Un fisico puede estar inseguro acerca de qué tipo de fuerza esta actuando en una
situacién dada, pero sabe que la manera en que un vector interactia con otros
entes es apropiada para describir o representar las relaciones que tienen lugar
cuando se constatan interacciones entre dos cuerpos. Aun en el caso en que esté
inseguro inclusive de que lo que esta constatando es efectivamente una fuerza,
puede proponer utilizar vectores porque sus propiedades matematicas permiten
describir, enmarcar o ubicar relaciones importantes entre los entes fisicos

observados, aunque a veces sea de manera sélo aproximada.

Por mas formalmente que opere, por mas uso de analogias, parecidos o
metaforas matematicas con que proceda, un fisico, y permitase la redundancia,

piensa fisicamente. Como senala Feynmann: “El fisico, ..., atina a todas sus

2 Existe un esquema de cdlculo para obtenerla.
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afirmaciones un significado [fisico]” [Feynman]. Esos entes matematicos con los
que trabaja siempre deben relacionarse de una u otra manera con mediciones o
posibilidades de medicién. Las relaciones entre los entes matematicos a los cuales
es posible asignar valores medidos deben ser tales que el resultado de los
calculos conduzca, asi sea sdélo como posibilidad, a confrontarse con alguna otra

medicion, por ejemplo al efectuar una prediccion.

Secciodn 7- Estructuras matemaéticas

Muchos matematicos tienen la conviccién de que el conocimiento profundo de las
relaciones estructuradas entre los elementos de una teoria es lo que les da
significado. Sin embargo, ese significado no depende sélo de la insercién en la
estructura, sino también de la definicion especifica y particular de cada entidad,
ésta no es Unicamente un punto de confluencia de relaciones, sino tiene, por
decirlo asi, vida propia, y con ella interviene en la estructura; las relaciones

estructurales son dinamicas y transmisoras.

Por ejemplo, en el marco del célculo basico es usual definir a la derivada de una
funcién real en un punto como un limite que para cada punto del dominio da otro
ndmero. La derivada de f(x) = 3x° en el punto xo = 2 es el nimero 72. A un mayor
nivel de conocimiento la derivada de cualquier funcion en un punto de su domino,
si existe, resulta ser una funcién lineal. Al regresar desde ese nivel al calculo
basico la concepcidn previa, derivada como nimero, no es invalidada sino que su
significado es reinterpretado a partir de la transmisién de conocimiento desde el
otro nivel, la derivada como funcién lineal. Esto es factible gracias a que es posible
definir, construir o descubrir otra relacion estructural: un isomorfismo entre R y las
funciones lineales sobre R. La relacién estructurada y dirigida permite ubicar el
significado de la primera propuesta, pero no es sdlo la red de relaciones lo que
lleva a ese significado, es determinante la naturaleza particular de esa nueva

concepcion de la derivada.

Aqui es también posible percibir algunas de las facetas de lo que pueda ser la

forma en matematicas. Una de las consecuencias de definir la derivada en un
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punto como funcién lineal es que se tiene entonces una “forma general” de la
derivada, que basta con interpretar adecuadamente en cada ambito para obtener
la férmula correspondiente. A su vez esta situacion puede verse desde las areas
particulares y expresarse como: La derivada tiene la misma forma en todos estos
ambitos diversos. Y entonces asombrarse de que una misma forma reaparezca en
uno y otro &mbito. Pero es el significado del concepto de derivada lo que permite
delimitar aquellos ambitos donde es posible definir ese concepto. El que se
mantenga “la misma forma” implica entonces no un proceso formal, sino la
expresion de que deben darse las mismas relaciones entre entes si se quiere

tener el mismo concepto, la derivada en un punto.

Seccion 8. Orden.

En diversas ocasiones se ha planteado que la matematica es el estudio de “las
estructuras”. Sin embargo, Steiner llama la atencién precisamente al hecho de que
no todo tipo de estructura es objeto de estudio de las matematicas, y todo su
trabajo se basa en una caracterizacion (como antropocéntricas) de las estructuras
especiales de que se ocupan los matematicos. @ No compartimos esta
caracterizacién, pero si la idea de que no todas las estructuras pueden ser

consideradas como posibles objetos de estudio de la matematica.

Dada una tendencia a asumir una postura naturalista, se siente la necesidad de
ubicar o vislumbrar una relacién con el mundo de la experiencia. Hay diversas
posibilidades, y no quiero mas que especular un poco en algo que de todas
maneras no corresponde estrictamente al tema de este trabajo. En nuestra opinién
la concepcidn basica de lo matematico surge de nuestro aprendizaje de lo que
pueda ser “orden”, entendido como relaciones claramente definidas en un conjunto
limitado, relaciones con un sentido que les da coherencia y, sobre todo, unidad.
Por ejemplo, bajo esta concepcién, aunque la construccién de los panales de las
abejas genera una estructura, es un orden cuando esa estructura se manifiesta
como algo con un cierto sentido que le da unidad. Si ademas es factible que se dé

esa unidad en términos de un nimero acotado de relaciones, sobre todo aquellas
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de una gran sencillez, entonces, pudiere pensarse, se tiene una experiencia que
podemos, en mayor o menor medida, expresar en el marco de lo que sean las

matematicas.

El percibir un orden va més alla del puro percibir regularidades, es darle a esas
regularidades un marco, un significado y un desarrollo posterior. Como habitante
de la ciudad, bien podria pasar un tiempo en una granja y percibir ciertas
regularidades en la conducta de los animales domésticos, pero dificiimente
sacaria las conclusiones profundas de esas regularidades que pudiese sacar
quien llevara toda su vida en la granja, ya que carezco del conocimiento que me
permite captar en toda su profundidad el orden subyacente a ellas. En ciertos
casos inclusive el conocer ese orden le permite al granjero innovar a partir de lo ya
dado. Pero una experiencia de ese tipo estd alejada de aquellas que pudiesen dar
lugar a la experiencia matematica, hay demasiadas relaciones, demasiados cabos
suelto, demasiada ambigliedad.

La restriccion de estructuras en general a “6rdenes” elaborados como estructuras
unificadas conceptualmente, reduce considerablemente el campo de eleccién para
los matematicos, y dado que en el proceso de conocimiento es posible separar y
unificar representaciones de aspectos parciales del mundo objetivo como esos
“ordenes”, es posible especular que el conocimiento de esos subsistemas de lo
real proporcione y haya proporcionado elementos importantes a las matematicas.

Esto por supuesto no resuelve el problema mas que muy vagamente, ya que, para
usar el ejemplo de Hardy retomado por Steiner, no explica por qué no son
consideradas como matematicas las estructuras de la teoria del ajedrez. Es solo
una manera de presentar un principio que guia una concepcion muy difundida en
la comunidad cientifica, que las matematicas representan algo objetivo de manera
racional, aunque, claro estd, hay muy diferentes maneras de presentar esta

situacién que no necesariamente coincide con lo expuesto en esta seccion.
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Seccion 9. La forma en matematicas.

Al hablarse de la “forma” de algo se esta indicando que hay algo que no es la
forma, el mismo Steiner habla del “significado matematico de alguna expresion (p.
)- Una manera de entender qué es la “forma” es en contraste con un cierto
“significado”. Por ejemplo se puede decir que cualquiera las matrices A y B
representan la misma transformacién lineal T: R?+ R? (mas adelante se comentara

un poco de esto).

e[l 7 smmsase ()0
o[ 3 ] onasse {2}

Por lo tanto se puede decir que A y B representan la forma de T en cada una de

las bases dadas.

Pero también puede decirse que la forma estricta que se tiene delante no es otra
cosa que la manera en que se acomodan esos numeros: El arreglo gréfico de 2

filas y 2 columnas en una cuadricula enmarcada por algun tipo de paréntesis.

Se tienen que tomar en cuenta también varios aspectos convencionales. Unos
autores usan paréntesis rectangulares para esas matrices, otros los paréntesis

usuales.

HHI

La manera en que se numeran los elementos de la matriz puede variar:
&; en contraste con a;

En el primer caso el primer indice indica las filas, en el segundo las columnas de la
matriz. Es notacién usar subindices, ya que por convencién los superindices

indican otra cosa, aunque no hay nada que impida usarlos en otro sentido.
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En cuanto a la notacién hay diversos aspectos y usos. En notacién polaca inversa
una suma como 5+7=12 toma la forma 5,7+12, los sumandos se dan primero
separados por algun simbolo convencional o un espacio y el signo + indica
“efectuar la operacién suma”, por lo que inmediatamente se da el resultado,
evitandose el uso del simbolo “=". La notacién polaca puede expresarse como
+(5,7)12 o +(5,7)=12, donde el signo + aparece como operador. Ademds el uso de
paréntesis, comas u otro simbolo o espacio para separar y agrupar es también

convencional.

Es interesante seguir contrastando con otras maneras de considerar lo que
pudiese ser la “forma” de algo. Un ejemplo cldsico y de importancia es el de la
relacion entre las funciones que representan a las funciones coénicas en dos
dimensiones y las ecuaciones diferenciales parciales que dependen de dos
incognitas.

La manera general de representar a esas conicas, el circulo, la elipse, la parabola

y la hipérbola, es por medio de la ecuacién general de segundo grado:
Ax? + By’ +Cxy + Dx + Ey + F =0 (3)
Que puede concretarse sélo de ciertas maneras en una formulacion explicita de

segundo grado. La solucién de una ecuacion de segundo grado esta dada por la

formula:

—b*+/b* —4ac (@)

2a

Yig=

El rango de valores del discriminante, o sea del subtérmino (b° — 4ac) indicara
tanto la existencia de soluciones como la posibilidad de encontrar ciertas “formas”
particulares de (3). La una corresponde a la representacion de elipses®, la otra de
parabolas, la ultima de hipérbolas. Por ejemplo, si la ecuacién representa
parabolas para ciertos rangos de valores de x es factible expresarla explicitamente

como

2 El circulo se considera como una elipse cuyos focos coinciden.
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y=ax +by+c. (5)

Si representa elipses toma la forma

:t_-. + _‘_ =R. (6)

Xz ¥y
X _Y _p. 7
- (7)

Por otro lado, usando el concepto de derivadas parciales, ciertas ecuaciones

diferenciales lineales de segundo orden se pueden escribir de la siguiente manera:

a)
b) 9 -H:if":g

c) =

No es sorprendente que en el primer caso se hable de ecuaciones elipticas, en el
segundo de ecuaciones hiperbdlicas y en el tercero de ecuaciones parabdlicas, ya
que la analogia entre segundo orden de la derivada parcial y segundo grado de la

variable es clara, asi como las relaciones entre variables y derivadas®.

Las soluciones correspondientes no tienen nada que ver con elipses, hipérbolas o
parabolas por lo que puede decirse que la analogia se refiere a la forma de las
ecuaciones y no a aquello que significasen. Sin embargo, precisamente por esto la
analogia no tiene trascendencia, es sélo una manera de dar unos nombres
distintivos y de distincién histérica a ciertos tipos de ecuaciones. Es dar nombre a

los elementos de una clasificacion.

26 5 " 3 - =
Se han presentado solo los casos mas sencillos, por no hacer pesada la presentacién, pero mas
que nada porque aun en casos con otros coeficientes las analogias siguen siendo las mismas.
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Hay un aspecto mas significativo. En oposicién a los aspectos de notacién
mencionados previamente, esta analogia se basa en criterios que no son
arbitrarios o convencionales. No basta con que haya una relacién formal entre
segundo orden de derivacién y segundo grado multiplicativo, sino que la relacién
entre las derivadas parciales esté dada, como en el caso de las variables elevadas
a una potencia, por una operacién de grupo interpretada como suma, y que en un
caso la relacién se dé entre una primera derivada y una segunda, ya que en el
caso de una parabola se da entre una variable elevada a potencia 1 y otra a
potencia 2. No se pueden forzar las ecuaciones para que tengan esa forma, sino

sélo constatarla.
En contraste, supéngase que se quiere forzar una analogia formal entre las

ecuaciones:

[(F)+g(0kix = A,

a+f=5.
Se puede proceder de la siguiente manera:

No hay nada que prohiba dejar de lado?” el simbolo dx en la primera ecuacion:
[(F+g)=A.

En la segunda se puede cambiar a notacién polaca:

e pf)=¢.

Se tiene entonces un operador primero, dos argumentos después con un simbolo
entre ellos, todo igualado a un parametro, y se podria hablar de una analogia entre
la forma de una y otra ecuacién. El ejemplo es un poco simple, pero ilustra la
diferencia. En este caso se procede de manera arbitraria (¢por qué no se aplicé
también notacién polaca en el argumento de la integral?) A efecto de obtener un

" Aunque a gran parte de los matematicos les parezca algo que no debe hacerse, incluido el autor
de estas lineas.
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parecido buscado. En el caso de las ecuaciones diferenciales la analogia es
constatada, no manipulada. Se basa en algo que no tiene que ver con el
significado de las dos diferentes clases de entes matematicos, y que se puede
llamar con justicia la forma de esos entes. Pero en oposicioén a lo arbitrario de
usar, por ejemplo, el signo & para denotar la primera derivada de x con respecto
al tiempo y no x’, estas formas se clasifican como analogas usando criterios que
no dependen de la subjetividad del matematico. O sea, si se cambiara
consecuentemente la notacién, esas analogias seguirian déndose,
independientemente del aspecto que la nueva notacién indujera. Dicho usandose
una metafora matematica, esas formas que permiten relacionar las ecuaciones
diferenciales con las ecuaciones de las cénicas son invariantes con respeto a

cambios arbitrarios (pero consecuentes) de notacién.

Seccion 10. Criterios de seleccion de conceptos en matematicas.

Hasta donde los historiadores pueden afirmarlo con certeza (véase, por ejemplo
[Collette]), parece haber consenso entre ellos de que la geometria surge como una
ciencia empirica. Que llevo a poner en el mismo saco los conceptos empleados en
ella y los conceptos numéricos y ponerle el mismo nombre a la actividad que se
ocupa de ellos es algo que se puede reconstruir con relativamente poca
especulacion. Esa reconstruccion requiere al menos dos saltos cualitativos. Por un
lado el paso de figuras geométricas “reales” a figuras ideales. Por otro la
aceptacién de otro tipo de nimeros ademads de los naturales. La misma geometria
tuvo mucho que ver en este Ultimo asunto, por cuestiones de proporcionalidad

entre segmentos, lo mismo que la determinacién de arménicos en musica.

Lo que si conlleva un grado mas alto de especulacion es tratar de elucidar si, por
ejemplo, las figuras geométricas fueron siendo introducidas con tales o cuales
criterios. En principio no hay por qué pensar en una sucesién de incorporaciones.
Quiza todo aquello que ya previamente, en situaciones empiricas, habia sido
aceptado fue a su vez tomado “en paquete”, Muchas veces el camino es el
opuesto: ya se tiene un cierto conjunto de objetos, y se trata de encontrar una
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definicion comun a ellos que permita ir incorporando nuevos elementos. Para
ubicar mejor el concepto de “criterio de aceptacion” es util pensar en estas
sucesiones. Podriase pensar que primero se aceptaron, digamos, los segmentos
de recta y los puntos como objetos validos. Por ello serian aceptables tridngulos y
rectangulos, pero no tan facilmente circulos, para los cuales habria que establecer
primero en que sentido se “componen” o son construibles a partir de esos objetos
primitivos. Sélo habiendo quedado claro que un punto (el centro) y un segmento
de recta (el radio) intervienen en esa figura el circulo pasaria a ser objeto valido. El
criterio seria entonces: los objetos de la geometria son todos aquellos que son
construibles con regla y compas ideales y de los cuales podemos construir
representaciones aceptables con regla y compdas reales. Se habrian tenido
entonces criterios objetivos para decidir si tal o cual concepto, el tridngulo, el

circulo, pertenece o no a las matematicas (la geometria).

Dada la geometria y aceptando que a ciertos segmentos de recta se les puede
asignar un numero natural, otras asignaciones serian consideradas como nimeros
si y solo si representan relaciones de proporcionalidad entre esos segmentos
bésicos. Por ello no se acaban de aceptar los irracionales como nimeros, no
pueden expresarse en términos de nimeros naturales. El nombre es altamente
significativo. El punto es que igualmente habria criterios claros y objetivos al
respecto. Lo que no es tan claro es si entre esos criterios se encuentra el estético,
o, para decirlo con una de las palabras de Steiner, habria que ver si el “gusto” de
aquellos dedicados a la matematica jugé un papel en la seleccién, y que

relevancia pudiese haber tenido.

Al menos entre los griegos se dio muy pronto una apreciaciéon de las diversas
relaciones entre la matematica y lo estético, la musica, las proporciones visuales.
En mi opinion, ya al menos desde Euclides, y posiblemente mucho antes, la
claridad, sencillez y profundidad de las demostraciones deben haber empezado a
inspirar sentimientos de elegancia y belleza entre los practicantes o estudiosos de
esta actividad. Pero si bien el que una relacién geométrica no viniera dada por un

nuimero racional inspiraba desagrado, no parece haber sido ese desagrado lo que
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llevé a no aceptar los nimeros irracionales, sino el hecho de que no pudieran ser

representables como relaciones entre nimeros naturales.

Siglos después a Newton le molestaban los numeros negativos pero llegdé a
usarlos. Se nos dice que los usé porque los necesitaba. Por lo tanto, con gusto o
disgusto, 0 como caso provisional porque no tenfa con qué reemplazarlos, Newton

los acepté como parte de las matematicas. El criterio seria entonces pragmatico.

La relacion de Leibniz con las matematicas tenfa mas en comun con lo que hoy en
dia llamariamos matematica pura. ¢ Por qué razon consideraba que la derivada de
una funcién era un ente matematico legitimo? Porque le resolvia un problema
matematico: cémo trazar la tangente a una curva en un punto dado. También se
tendria que llamar a esto un criterio pragmatico, aunque ya habria otros aspectos
que considerar. ;Por qué los matematicos de aquel tiempo estaban tan
interesados en ese problema? Hay toda una serie de razones histéricas, pero ya
no es descartable que hubiera una cierta predileccion por este y algunos otros
problemas porque les resultaran estéticamente atractivos. Claro, habria que
establecer hasta qué punto esta posibilidad tenia peso en la balanza. No hay
elementos que permitan suponer que haya sido decisiva.

Ademas una cosa es el problema y otra su solucién, sobre todo en el caso en que
la solucién parece ser Unica. En subestructuras de ciertas sociedades la Unica
opcidn para una mujer de tener relaciones sexuales era o es el matrimonio
convenido por la familia. Con todo lo atractivo que es el problema (encontrar la
manera de desarrollar su sexualidad) para un ser humano normal, esta solucién
no lo es tanto. No parece haber habido muchas opciones para Leibniz y sus
contemporaneos, o aceptaban la derivada o no, pero si no la aceptaban el
problema quedaba sin solucién. Lo mas que podian hacer era aceptar una u otra
forma de representarla: la de Newton o la de Leibniz. Pero no se pretendia estar

hablando de entes distintos.

Las cosas cambiaron radicalmente en los siglos posteriores, en especial a partir

de los desarrollos del siglo XIX y sobre todo en el XX. Segun algunos autores, en
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especial G. H. Hardy, un notable matemético inglés®®, y més ain para Mark
Steiner, filosofo, los criterios estéticos han ido tomando la delantera, al grado de
ser los fundamentales en la era moderna. Un matematico “puro” en el sentido
actual®, y Hardy calificaba bien para ello, le da carta de naturalidad a tal o cual
concepto o teoria porque en algun sentido le despierta un sentimiento de belleza,
de elegancia. Hay por supuesto un cierto “control” de la comunidad. Ya sea que el
concepto es tan atractivo que otros matematicos lo aceptan, o se debe convencer
de sus virtudes estéticas. Eso si, una vez satisfactoriamente aceptado y elaborado
sigue su vida propia. Suponemos, sin que estos autores lo digan explicitamente,
que si en algin momento de ese desarrollo el concepto perdiera su atractivo seria

desechado por esa sola y Unica razén™.

Ni Hardy ni Steiner son muy dados a ejemplificar, desafortunadamente. Hardy
introduce un ejemplo que retoma Steiner, el de la teoria del ajedrez. ;Por qué no
es una teoria matematica? Porque a los matematicos no les parece
suficientemente atractiva®'. Podria ser, pero una golondrina no hace un verano. Un
problema es la falta de documentacién. Si Riemann, quien para colmo murié
joven, optd por estudiar la idea de tensor porque le parecia muy atractiva
estéticamente, o porque la necesitaba para otro desarrollo, o porque sus
investigaciones en dreas cercanas lo llevaron a ello, o por una mezcla de todas
esas razones y otras (que sospechamos es lo que debié haber tenido lugar) no
hay manera de decidir. EI mismo Hardy no comenta hasta qué punto sus
discusiones y trabajo con Whitehead incluian consideraciones estéticas, y menos,
lo que seria altamente interesante, si tal o cual teoria fue dejada de lado por ellos

por “fea” o “desagradable” o al menos poco atractiva estéticamente.

2% Activo en la primera mitad del siglo XX. Fue uno de los primeros en declararse un “matematico
puro”. Es conocido ademds por haberle brindado al gran matematico hindi Rahamabruta la
oportunidad de desarrollarse, y por un libro que ha tenido gran influencia en la imagen actual que
se tiene de los matematicos, en el cual reflexiona acerca de sus experiencias como matematico, A
mathematician’s apology, y en el cual, como veremos, Steiner se apoya.
29 & - - x o % y

Riemann podria ser considerado uno de los primeros ejemplos paradigmaticos. Veremos que
para Steiner es necesario que ya en el siglo XIX hubiera este tipo de matematicos.

¢ Coémo el millonario que se divorcia de una mujer sélo porque dejé de ser bella?
3N : . o Py

Estrictamente hablando, Hardy no tendria problemas con que esa teoria fuera matematica, sélo
seria no-interesante, pero eso es suficiente para que un matematico serio no se ocupe de ella.
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Por ello en este trabajo se propone analizar dos casos bien documentados, cuya
discusion fue abierta y, sobre todo, donde hubo conceptos rivales: la sustitucidn
del concepto de infinitesimal por el de limite, y la del concepto de cuaternion por el
de vector. En especial este ultimo caso es relevante para los planteamientos de
Steiner, pues los espacios de Hilbert son antes que nada espacios vectoriales (y
no espacios “cuaternionales”). Si fuera evidente que el factor estético fue decisivo
en estos dos casos se habria encontrado elementos a favor de las tesis de
Steiner. No parece ser el caso, mas bien es factible mostrar es que en ninguno de
los dos casos fue el de mayor peso. En la discusién sobre los cuaterniones
inclusive fue nombrado explicitamente: La teoria de cuaterniones habria tenido,
segun algunos de sus defensores, mayor atractivo estético. Sin embargo fue la de

vectores la que se impuso.

Seccion 11. Las matematicas como lenguaje o herramienta.

Problematico es el decir que las matematicas son un o el lenguaje de las ciencias,
en especial de la fisica: ;Habria entonces “traducciones” a otros “lenguajes”?
¢ Cudles serian? Si hay algo que puede decirse de una y sélo una manera es
porque esa “manera de expresion” es fundamental para ello, por lo tanto si no
hubiera posibilidad alguna de “traducir’ lo que se dice usando la matematica se
tendria un punto a favor de la tesis de que las matematicas son algo significativo,
a diferencia de ser una “herramienta” (siempre reemplazable, siempre mejorable).

En cuanto al concepto de las matematicas como herramienta, una analogia
inmediata es la aplicaciéon de una llave de tuercas para cumplir una cierta funcién
(precisamente apretar tuercas). Se tiene un primer “ambito”, el del conjunto de
llaves de tuercas. Por otro lado el del conjunto de las tuercas, pero no el de todas
las tuercas posibles, sino solo el de aquellas bien hechas, en perfecto estado y a
las cuales es posible asignarles univocamente un numero, su medida, que
permitira saber qué herramienta usar. La “aplicacién” se entenderia como “uso de

una herramienta”.
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Pero mas alla de discutir qué pudiese ser una “herramienta”, o un “lenguaje” hay
un punto extrafo. Se tienen dos dreas extremas en lo que al uso de herramientas
se refiere: la técnica y el arte. Cuando aprieto un tornillo con el desatornillador
equivocado hay dos posibilidades. O es demasiado grande y debo forzar la
cabeza del tornillo, o es demasiado chico y continuamente se resbalara.
Supongamos que finalmente consigo apretarlo suficientemente. ;Qué ha pasado?
En ambos casos la herramienta ha danado al tornillo, en el primero al forzarlo, en
el segundo ha dejado la marca de las veces que se resbal6. Ambas situaciones
son incorrectas, puede incluso haber quedado indtil el tornillo, ya no sera posible
desatornillarlo. En contraste, si fue usado el destornillador correcto no habra
sefales, y seguird siendo posible desatornillarlo y volverlo a atornillar. La

herramienta correcta cumple su funcién sin dejar huella.

En otro caso, si quiero comprar un automévil y la pintura tiene las trazas de las
brochas usadas para aplicarla tampoco me parecera correcto y exigiré, con razon,
que se me dé otro auto. Pero ;qué serian los famosos girasoles de Van Gogh sin
las profundas trazas del pincel con que los pinté? La percepcion a que llevaron a
Occidente durante el Renacimiento las estatuas greco-latinas rotas y el haber
quedado incompletas obras como los Esclavos de Miguel Angel acabé por generar
con el tiempo, una sensibilidad hacia las huellas de la herramienta como medio de
expresién, al grado de que hay obras actuales que muestran estrictamente el

proceso de creacién como resultado final.

Con el lenguaje en poesia pasa algo parecido. Es en si parte esencial de la obra.
La poesia (bien) traducida sigue siendo poesia, pero ha adquirido otros matices.
Parte del surgimiento de la poesia no rimada se dio por la imposibilidad de
reproducir las rimas y métricas de un idioma en otro. En cambio se supondria que
un “lenguaje cientifico” deberia ser practicamente neutro, su mision es transmitir
un contenido, y mientras menos “ruido” transmita mejor. En mi opinién no es esto

lo que pasa con las matematicas.

Por ejemplo, la velocidad no es la distancia recorrida ni el tiempo transcurrido, sino

“la” relacion entre ellos. Aqui el articulo definido es engafnoso, ya que no hay una y
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solo una relacién entre distancia y tiempo. Bien podrian ser multiplicadas ambas
cantidades, o sumadas, o combinar con otras operaciones, primero obtener raiz
cuadrada y sélo entonces dividir. Un fisico diria inmediatamente que no pueden

ser sumadas pues las unidades de uno son metros, las del otro segundos®.

Ahora bien, lo que se quiere, y el nombre “dividir’ eso indica, es asignar a cada
medicién de espacio recorrido un tiempo. Se podria pensar que presentar la
informacién en forma de pares ordenados (dejando de lado por un momento el
problema de cémo ordenarlos) indica lo que se quiere. (100, 2) indicaria que se
recorrieron 100 metros en dos minutos. La manera de asignar unidades se puede
resolver como en una base de datos. La pregunta inmediata es ;para qué se
quiere la velocidad? En primer lugar para hacer predicciones. Si la distancia entre
tal y cual lugar es x, y voy a y velocidad, puedo saber en cuanto tiempo llegaré a
mi destino. La velocidad también es una medida de la energia del sistema pero
para velocidades constantes lo tnico que se obtiene son medidas relativas, tal
sistema va més rapido que aquel otro, por lo tanto el primero tiene mas energia
que el segundo. De manera estricta, el concepto que permite ubicar ambas
situaciones adecuadamente no es el de velocidad, sino el de aceleracion. Otra vez
interviene una division, y esta vez es dificil encontrar una manera de hacer estricta
referencia a los datos medidos. Una manera podria ser presentarlos en forma de
tripletas ordenadas, donde los dos primeros elementos serian pares ordenados
indicando el primero y segundo velocidad, el tercer elemento el tiempo entre las
mediciones. [(100,2), (200, 2), 2] indicaria que primero se midié una velocidad de
(100, 2), y que en los dos minutos posteriores se pudo constatar una velocidad de
(200, 2), suponiendo que la velocidad se midié sin dejar ningun tiempo entre

ambas mediciones, lo que no siempre es el caso, ni puede siempre serlo.

* Hay aqui, en mi opinion, una curiosa paradoja que valdria la pena explorar. En el caso especifico
de la aritmética usual la multiplicacion es interpretable como una suma abreviada. Si se asume que
es esta la matematica que se aplica al sumar distancias con distancias 0 masa con masa y no es
posible sumar gramos con centimetros, ¢por qué es posible multiplicarlos? Creo que las posibles
respuestas a esta pregunta pueden dar indicaciones valiosas en esta discusion.
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Ademas de la irremediable complicacién del manejo de semejantes entidades, que
serfa a fin de cuentas lo de menos®, el punto clave seria cémo deducir, sin
introducir nociones matematicas, valores representantes de la energia del sistema,
como la fuerza que se ha ejercido sobre él. Aqui hay un problema de inicio. La
ecuacién F = ma define el término F, mas que dar un balance entre dos
cantidades, F y a. Esto queda mas claro si se compara la ley de la inercia, “todo
cuerpo se mantiene en movimiento rectilineo a velocidad constante a menos que
se ejerza una fuerza sobre éI"*, con su contraparte aristotélica. “todo cuerpo
tiende a un estado de reposo”. Para un fisico pre-galileico una esfera que rueda
sobre una superficie lisa tenderd, de manera natural, a quedarse quieta, mientras
que un fisico modemo asume que, dado que se queda quieta tras un tiempo, hay
fuerzas como la de friccidn que se estan ejerciendo sobre ella. La segunda ley de
Newton lo que dice es como definir una entidad cuantificable tal que sea factible
conocer y en caso dado reproducir las proporciones en que ciertos elementos del
contexto en que se encuentra esa esfera participan en el cambio de estado de
ella. El conocimiento de esas relaciones viene precisamente dado por F = ma. Una
vez conocida esta ecuacién ya no es necesario entenderla como una definicién, y
puede verse como un balance, y quiza entonces establecer algoritmos que para
cada caso concreto permitan deducir “administrativamente” los valores requeridos

a partir de valores medidos.

Pero aun esto se debe llevar a cabo bajo la premisa de que siempre es posible
trabajar con valores promedio, y ya el mismo concepto de promedio no es

expresable en su generalidad sin intervencion de conceptos matematicos.

Dejando eso de lado, lo que las paradojas de Zendon muestran es que los puros
conceptos aritméticos (sin preguntar si son imprescindibles o necesarios) no
permiten expresar cuantitativamente la idea de movimiento. De ahi la necesidad

del célculo diferencial o algo equivalente.

* Eso sin meterse a los problemas de definir aspectos como el de orden de un par o tripleta
ordenados.
% Se ha escogido una formulacién elemental y poco rigurosa, pero clara.
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Si se considera que una herramienta es algo ajeno al producto final, de la misma
manera que el martillo puede ser imprescindible para hacer una silla, pero no es la
silla, y que ademas es “mejor’ herramienta” mientras menos huella deje sobre el
producto, es dificil entender en qué sentido la matemdtica pueda ser una
herramienta de la fisica, ya que no sdlo deja huella en ella, sino que en mas de un
sentido es parte integral del quehacer fisico y de la fisica (como resultado de ese
quehacer). La mecanica newtoniana no es el conjunto de resuitados y mediciones
alcanzados con ella, sino una serie de leyes casi puramente matematicas. Pero
esas leyes tampoco son de manera fundamental matematicas, como es
fundamental el lenguaje en la poesia, ya que de todas las posibilidades que ofrece
la matematica sdlo unas se escogen de acuerdo a criterios ajenos a la subjetividad
del fisico, pues deben respetar ineludiblemente ciertas entidades objetivas, las
mediciones®. Aqui suponemos que Steiner no estaria en desacuerdo con esta
concepcidn, ya que lo que él afirma no es que la fisica se construya o defina con

criterios antropocéntricos, sino la matematica.

El argumento propuesto, que la matematica no es neutral con respecto al
contenido fisico, puede sostenerse con mayor fuerza si se tiene una idea de la
ciencia en la cual no debe distinguirse entre los resultados de una ciencia y sus
métodos de trabajo. La fisica seria la ciencia de las mediciones tal y como se
realizan y como se elaboran, muy de acuerdo a la concepcion de la mecanica
cuantica como la actividad llevada a cabo con instrumentos tal como son, tal como
el fisico los emplea. La matematica aplicada a la fisica seria parte de ella, ya que
es parte de la actividad real del fisico, mas alla de que pueda plantearse la
posibilidad tedrica de su no necesidad. Algo que, de todas maneras, no parece

haber sido hasta el momento demostrado.

% Inclusive suponiendo que las mediciones en mecanica cuéntica no son totalmente objetivas, lo
cual no esta claro, hay que respetarlas, para las matematicas son un conjunto dado, mas alla de
cémo se obtuvieron o definieron. El fisico no usa espacios de Hilbert o cadenas de Markov “porque
le gustan® o le parecen bellas, sino porque tiene que usarlas. Steiner documenta casos en los
cuales fisicos notables confiesan que no entienden a fondo las matematicas que usan.
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Con la matematica se calcula, pero mas alla de los procedimientos especificos con
que se llevan a cabo las operaciones, calcular es tan parte de la fisica como medir
lo es, mas alla de si se usa tal o cual aparato. No parece aceptable decir que el
“medir” es una herramienta de la fisica, aunque use “herramientas” para medir (los
instrumentos). La fisica no es sélo calcular, pero es también hacerlo. Entender a
las matematicas como “herramienta” o “lenguaje” implica la idea de que pueden
ser consideradas como algo ajeno a la fisica, en principio sustituible si surge un
mejor instrumento o lenguaje, como fue sustituida la regla de cdlculo por la
calculadora, o el lenguaje de programacién Algol por Fortran. O inclusive dejado
de lado si se establece que no hay necesidad de ello, como las sangrias en
medicina. “[Por ello] me mantengo de alguna manera aferrado a la hipétesis de
que a fin de cuentas la fisica no necesita la matematica ... Pero esta especulacion

no es ni un apice mejor que el “me gusta” o “no me gusta” de otros” [Feynmann)].

Seccion 12. Naturalismo.

Como se menciond en la pagina 24, Steiner considera como el blanco principal de
sus ataques el “naturalismo”. Pero no enfrenta a esa doctrina de manera global,
sino que afirma que una premisa necesaria de todo naturalismo es su negacion
del antropocentrismo. Por lo tanto mas alla de como pueda estar definida en
concreto esa doctrina, perderia pie sustancialmente si se demostrase que el
universo tiene caracteristicas antropocéntricas. Es por ello que el autor no se

siente obligado a dar una definicion especifica del concepto de naturalismo.

De manera estricta, la argumentacion y el analisis que llevo a cabo en este trabajo
no requeriria tampoco ir mas alla en la delimitacion de “naturalismo”. Sin embargo,
dada la aparicién ocasional del término, es conveniente aclarar que por
“naturalismo” entiendo, de muy esquematica manera, una posicién desde la cual

se afirma que las explicaciones de fenémenos naturales®, en especial las

% Si este trabajo versara sobre el naturalismo, esta aclaracion de la idea de esa doctrina seria
deficiente. Habria que aclara qué es un fendmeno “natural”, y qué es lo que se contrapone a ello.
Para los fines de este trabajo es suficiente esta idea intuitiva.
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explicaciones cientificas, no requieren introducir conceptos que vayan mas alla de

lo que la ciencia postula.

Parte 3. Comentarios finales.

Siendo un tema clasico dentro de las reflexiones sobre la relacién entre la realidad
y la matematica, la aplicabilidad de esta ultima ha recibido poca atencién en los
ultimos afos, como una busqueda en los principales archivos electrénicos permite
constatar. Tras los ya clasicos textos de Lakatos, Putnam y otros no parecen
haberse planteado mds preguntas sobre interrelacion entre la ciencia y las
matematicas tal como ambas se practican hoy en dia. Steiner es uno de los pocos

que replantea el problema de la aplicabilidad y lo discute con profundidad.

Como se sefalaba en la introduccion, el contexto tanto cientifico como histdrico
nos parece forma la malla que sustenta la discusién posterior. Es por ello que en
la segunda parte de este capitulo hubo que ofrecer una presentacion mas o
menos formal de una serie de conceptos de la matematica y sobre la matematica y
sus aplicaciones que en una primera instancia parece un tanto heterogénea. La
necesidad de esta presentacion se da también por ausencias en la presentacion
de Steiner, lo que ademas permite, no se niega, explayarse en desarrollos que
quiza sean sélo de relevancia secundaria en la discusién. Esto, sin embargo,
enriquece el contexto y permite mostrar, asi sea sélo a vuelo de pajaro, los

diversos caminos que esta tematica permite explorar.
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Capitulo 2. Steiner o como puede la aplicabilidad de las
matematicas dar claves sobre caracteristicas globales del

universo

Introduccion.

Es un hecho que hay “aplicaciones de la matematica”. En la practica actual de
esta ciencia se constata una diferenciacién' entre dos ambitos, uno en el cual “se
hace matematica” o (y la diferencia pudiese ser interesante) “se hacen
matematicas”, y otro en el cual se toman esos desarrollos y se labora con ellos. La
pregunta es entonces cémo es posible que lo que surge en un ambito ajeno a la
experiencia empirica tenga tal efectividad en donde lo empirico es determinante.
Dado que la pregunta “esta en nuestro camino” y ni podemos darle una respuesta
inmediata o definitiva, ni podemos “darle la vuelta”, tenemos un problema al que

hay que enfrentarse,

Las preguntas se acumulan: ;Por qué se aplican? ;Cémo? ;Qué significa que
algo esté fuera del espacio-tiempo, 0 que no pueda ser influido por é|? Etcétera.

Este es el problema de Steiner: Cémo plantear el problema.

Adelanto su respuesta antes de exponer con detenimiento la manera de plantear
el problema: Las matematicas son aplicables porque hay un componente
antropocéntrico en el universo. En la forma que él lo plantea la manera de dar una
explicacién adecuada al problema de la aplicabilidad de las matematicas es
aceptar también como un hecho empirico que el universo tiene esa caracteristica

antropocéntrica (entre cualesquiera otras que tenga). De ahi el problema filosdfico:

' Esta diferenciacion tiene fronteras difusas.
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Para quien piense que el universo es no antropocéntrico no hay manera, segin

Steiner, de dar una explicacion adecuada de la aplicabilidad de las matematicas.

Como se vera al analizar la estructura logica de su argumentacion, el
antropocentrismo se introduce a partir de su concepcion de lo que son las
matematicas: Un conglomerado cuya Unica cohesion global viene dada por dos
caracteristicas especificas de nuestra especie, las preferencias estéticas de los
matematicos y nuestra incapacidad de llevar a cabo ciertos calculos. La
pertenencia o no al conglomerado de uno u otro elemento viene dada ya sea por
la posibilidad de que ese elemento despierte ciertos sentimientos de belleza o
elegancia en los matematicos, o por la capacidad de célculo que ese elemento
permite, aunque en casos fundamentales poco eficiente, pero “conveniente” para
nosotros.

De Hume se ha dicho que, con relacién a algunos aspectos de su teoria del
entendimiento humano, “desafortunadamente son tan cortas las partes tanto de la
‘Enquiry’ como del ‘Treatise’ en las cuales los elementos centrales de esa teoria
se presentan, que la longitud de lo presentado de ninguna manera corresponde a
su significado, y uno desearia, Hume hubiese expuesto las tesis centrales de su
teoria de manera mas detallada” [Gil, p.53]. No puede evitarse la misma inquietud
con respecto a Steiner. Por ello en algunos momentos es dificil evitar sentir que al
presentar sus argumentos quizd no se le esté haciendo justicia, pues no
proporciona todas las nociones que se sienten ser requeridas. Sin ir mas lejos es
factible percibir esta situacién al esquematizar su definicién de lo que son las
matematicas. Sea M el conjunto de todos los conceptos que pertenecen
actualmente sin duda alguna a las matematicas. Dado que es un conjunto finito
esta definido con claridad, en el peor de los casos enumerando sus elementos.
Steiner afirma que es posible definir ese conjunto con tan sélo dos predicados

unidos por la conjuncién légica “o™
M={p|pesunconceptoy (Pi(p) v P(p)) = V},

Donde P4(p) es el predicado “p es estéticamente satisfactorio”, y Ps(p) es “p es
conveniente para efectuar calculos”. Dada la ambigiedad de los predicados, y
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también dado que en realidad no se sabe a ciencia cierta de dénde deben tomarse
los p's, esta no es mas que una ilustracién que muestra esquematicamente el

aparente reduccionismo de la exposicion de Steiner.

Esta situacion tiene dos consecuencias para el presente trabajo. Por un lado
senala vertientes que deben ser exploradas si se quiere comprender con mayor
profundidad la problematica que representa la aplicabilidad de las matematicas, y
que Steiner no analiza, en ocasiones ni siquiera indica. Por otro implica un
problema de interpretacién. Por ejemplo, no es suficiente con la intuicion o
entendimiento implicito de la idea de “calcular’, sobre todo porque en estas
paginas se asume que todo célculo tiene una finalidad, se hace para algo, como
por ejemplo para encontrar la trayectoria de Neptuno o como parte de una
demostracién. Esto implica que, en primera instancia, todo célculo debe ser finito,
y que tiene un resultado claro, lo que se buscaba o una aproximacién a ello, o un
indicador de que el calculo no pudo tener éxito. No necesariamente todo estudioso
tiene que coincidir con esta restriccion®. Suponemos que Steiner, dada nuestra
lectura, sobre todo de los capitulos en que analiza el proceder de los fisicos con
detalle, estaria de acuerdo con la concepcién que aqui se presenta, pero no hay
elementos suficientes para poder afirmarlo con seguridad, aun siendo éste un

caso poco problematico.

Mas desconcertante es no saber a qué clase pertenecen los conceptos que
puedan ser candidatos a ser miembros de M. El autor menciona la idea de
“estructura”, de algo con estructura, pero no se compromete a fondo. Quiza, dado
que para él a fin de cuentas lo relevante es la seleccion de los conceptos de
acuerdo a criterios no objetivos, diera igual de dénde se tomen, siempre y cuando
los matematicos los acepten como pertenecientes a su ciencia. Esto es bastante
insatisfactorio, sobre todo porque no se hace explicito, pero Steiner bien podria

alegar que simple y sencillamente asi es, y que restringir la libertad de seleccion

2 puede haber calculos que se hagan simplemente “por hacer calculos”. L'art pour I'art, le calcul
pour le calcul. Sin embargo, atn en este caso dificilmente una entidad pensante podria llevar a
cabo, de una u otra manera, calculos infinitos. Por lo tanto se requeriria una condicién de
terminacion.
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de conceptos de los matematicos serfa un severo obstéculo al desarrollo de esa

ciencia, y, por supuesto, a su concepcion de lo que son las matematicas.

ki

La discusién se centrara primero en la estructura global del desarrollo de Steiner.
Esto permitira entender las razones que lo llevan a dar una cierta concepcién de lo
que significa aplicar las matematicas, y la relevancia que tiene el que Frege ya
haya dado avances significativos en otros sentidos, en especial aclarando de qué
manera participan en esquemas deductivos de las ciencias empiricas, lo que le
permite no ocuparse de ellos. Esta discusién ubicara también la importancia
relativa de los diferentes componentes y premisas, en especial se mostrara que la
premisa fundamental esta fundada en la postulacion de que las matematicas son
antropocéntricas, por lo que la critica, que se presentara en el siguiente capitulo,
se centrard en la argumentacion que la sostiene. Si esa premisa no es
convincente, tampoco lo es su principal conclusién, que el universo es

antropocéntrico.

El proceder de Steiner tiene tres partes. En la primera intenta establecer, basado
en ideas de Peirce, que hay limitaciones fundamentales en nuestra capacidad de
acceder por medio de mecanismos cognitivos creados por la seleccién natural a
verdades sobre areas alejadas de nuestra experiencia, y por lo tanto toda
estrategia que conduzca a ese conocimiento tendria que participar, de alguna
manera, de otro tipo de elementos cognitivos. En la segunda parte se afirma que
la matematica tiene caracteristicas globales antropocéntricas. Finalmente se
muestra que hay estrategias matematicas que han permitido llegar a

descubrimientos significativos en la mecanica cuantica.

De manera esquematica, conjuntando lo anterior Steiner afirma que debemos
deducir que el universo tiene un componente antropocéntrico importante, pues de
otra manera no se podria entender como una estrategia antropocéntrica tiene

éxito.

ke
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Antes de proceder es necesario plantear una pregunta: Dado que Peirce-Steiner
afirman que los mecanismos cognitivos creados por la seleccién natural no nos
proporcionan acceso a conocimiento de areas “alejadas de nuestra experiencia”,

¢ de qué otros mecanismos cognitivos disponemos?

Steiner no pretende dilucidar exhaustivamente esta pregunta. No niega que esta
bordeando la filosofia de la religién [p. 10], pero prefiere dejar ese Hintergedanke
de lado. Presenta sélo dos mecanismos concretos. El primero es el uso de
estrategias antropocéntricas como herramienta de exploracién por los fisicos,
como “puente” de acceso al conocimiento de esos ambitos. En segundo lugar, de
manera mas particular, esa estrategia utiliza recursos que rayan en la “magia”. A
reserva de aclarar un poco méas en qué consiste esto ultimo, he creido preferible
no profundizar en este rubro®, ya que en su conjunto lo basico y sistematico es el

uso de las estrategias antropocéntricas.

Esos mecanismos no pueden ser mecanismos légicos o racionales en el sentido
en que ese tipo de métodos es usado en la ciencia actual, ni son tampoco
mecanismos emocionales o intuitivos, si asumimos que nuestra racionalidad y
nuestras emociones e intuiciones han surgido a lo largo de nuestro desarrollo
como especie y no como “algo” que esta ahi, dado de alguna otra manera (por
ejemplo como regalo de los dioses o por arte de magia). Propongo usar la palabra
“extra-objetivo” para caracterizar de manera global esos mecanismos cognitivos a
los que hace referencia Steiner, a efecto de hacer menos pesada la exposicién,
sin que esto implique caracterizar lo “objetivo”, sino simplemente indicar aspectos
que trascienden las dreas de estudio de la ciencia (si es que la ciencia se ocupa
de algo “objetivo”). La dificultad, y de ahi la necesidad de una terminologia, radica
en que no estamos hablando de aspectos subjetivos, como lo estético o los gustos
del cientifico, sino de una relacién de esos aspectos subjetivos con caracteristicas
generales del universo no analizables con los métodos de la ciencia, en especial el

antropocentrismo. Bien podria haber elementos subjetivos determinantes en las

® En mi opinién Steiner utiliza la palabra “magia” con fines ilustrativos, casi provocativos, para
poner de manifiesto el dilema al que, segun él, un naturalista se enfrenta.
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matematicas sin que esto indicara nada relevante acerca del universo. Solo
cuando los aspectos subjetivos tienen repercusiones objetivas es posible postular

lo que propongo llamar entidades o caracteristicas “extra-objetivas”.

Quiza no sea muy afortunado usar el adjetivo “objetivo” como parte constitutiva de

la frase “extra-objetivo™.

La tesis de Peirce-Steiner es equivalente a afirmar que sélo gracias a mecanismos
extra-objetivos es posible acceder a conocimiento de “dreas alejadas de nuestra
experiencia”. Un ejemplo de esos mecanismos extra-objetivos es el uso de
estrategias antropocéntricas en la determinacion de leyes fundamentales de la

fisica cuantica.

Parte 1. Estructura I6gica de la argumentacién de Steiner.

En primer lugar quiero mostrar de la manera mas formal posible el desarrollo
I6gico de la argumentacién de Steiner, a efecto de destilar la estrategia con la que
se procede a su sustentacién, y ubicar las afirmaciones, las premisas y su
concatenacion para poder darles un cierto peso relativo. Al respecto es necesario

decir un par de palabras con respecto al estilo del autor.

Al contrastar con su libro anterior, Mathematical Knowledge, [Steiner, 1975], es
notorio que el autor ha tratado de dirigirse a un publico mas amplio, no
necesariamente de especialistas en filosofia de las matematicas. De ahi que
ciertas afirmaciones sean demasiado condensadas, o que ciertos puntos no sean
tratados in extenso, 0 que no se exploren algunas implicaciones de lo presentado,

quiza por llevar a aspectos demasiado especializados.

* A fin de cuentas, si la existencia de un dios fuese un hecho, se podria decir que (ese) dios existe
“objetivamente”. En una concepcién de ese dios como la cristiana, nuestra existencia depende del
dios, pero la del dios no de la nuestra.
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Dado que en este trabajo no se pueden dejar de lado esas implicaciones y a la
necesidad de profundizar en otras, hay una contraposiciéon entre el fluir de la
narrativa y su andlisis critico y detallado. Por ejemplo, Steiner menciona
repetidamente el concepto de “célculo”, o de “calcular”. Para él es suficiente con la
intuicién de ese concepto, pero un andlisis detallado no puede prescindir de dar
una nocion mas precisa del mismo, indicando inclusive que puede haber diversas
maneras de entenderlo. La situacion es todavia mas compleja en otros casos,

como el de la “forma” de los entes matematicos.

Habia que optar entre ir analizando secuencialmente lo que el autor plantea, o
extraer sus tesis principales y reacomodarlas a efecto de darle mayor unidad a
nuestra presentacion. Ambas posibilidades tienen complicaciones, por lo que se
opté por al primera a efecto de poner de manifiesto el “dialogo” con el autor. El
peligro, que no siempre pude y a veces no quise evitar es una cierta disgregacién
que no permite en todo momento mantener una concatenacién légica estricta
entre todas las partes. En vez de una fuerte corriente, el resultado final es mas
como un lago al que confluyen arroyuelos de diversas partes de un valle. Se ha
hecho un esfuerzo para que al final quede claro de qué “lago” se esta hablando.
Espero haberlo logrado.

ke

Las premisas mds generales, que delimitan el contexto dentro del cual se
consideran vélidas las afirmaciones posteriores, o en el cual funcionan, o deben
funcionar los argumentos que las sustentan son las siguientes:

« La argumentacion se refiere exclusivamente a la aplicabilidad de las

matematicas a la fisica.

» Se habla sélo de la fisica moderna, a partir de la segunda mitad del siglo
XIX y en especial de su desarrollo en las primeras dos terceras partes del

siglo XX, aproximadamente.

« El intervalo de tiempo histérico de desarrollo de las matematicas coincide
en lo fundamental con el anterior, pero es necesario hacer referencias que
llegan hasta Newton y Leibniz.

84



~ No se pretende hacer afirmaciones vaélidas para toda la fisica, sino sélo
para casos relevantes de areas “alejadas de nuestra experiencia”. “Nuestra
experiencia” es aquella de los “eventos [que tienen lugar] naturalmente en
nuestro ambiente humano” [p. 51]. Los objetos alejados de nuestra
experiencia son aquellos “alejados de la percepcion [y de] procesos que

pudieron haber participado en la seleccién natural” [p. 53].

« El ejemplo paradigmatico de un area “alejada de la experiencia humana” es
jemplo p g ) p

la mecanica cuantica, seguida por la fisica relativista.

« Se acepta ademas que Frege resolvié en lo fundamental el problema de la
aplicabilidad semdntica de las matematicas, por lo que esta claro de que
manera intervienen conceptos matematicos en deducciones empleadas en
las ciencias empiricas. Esto se discutird en la siguiente parte de este
capitulo. Es por ello que este problema puede ser dejado de lado para
concentrarse en la aplicabilidad descriptiva y de célculo de las matematicas,

en el sentido que se expuso en el capitulo anterior.

- Las matematicas son aplicables pues con ellas es posible describir
fenomenos fisicos y efectuar célculos que permiten reproducir y predecir

resultados de mediciones.

« La aplicabilidad de las matematicas significa que por el mero hecho de ser
matematico, un concepto es potencialmente aplicable, o al menos no hay

manera de excluir que lo sea.

Hasta aqui, y bajo las consideraciones hechas en el capitulo anterior, las premisas
y definiciones parecen aceptables como base para la discusién, con el comentario
de que hay mas maneras de entender lo que es “aplicar las matematicas”. La
argumentacién propiamente dicha comienza a partir de este momento. En una
primera instancia se presentaran las afirmaciones de manera esquematica, con el

fin de poner de manifiesto el esqueleto 1égico.
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Esquema légico.

En la argumentacion de Steiner se tienen dos lineas de pensamiento. Por un lado
se parte de que los seres humanos tenemos una incapacidad de acceso a dreas
“alejadas de nuestra experiencia”’; nada en nuestra evolucién bioldgica nos ha
preparado para tener conocimiento de, por ejemplo, los fendmenos infraatémicos.

Por otro lado se afirma que los criterios globales de pertenencia a las matematicas
son en lo fundamental estéticos o de conveniencia de célculo, por lo tanto son
criterios propios de nuestra especie, antropocéntricos. Enseguida se constata
como un hecho que en la fisica se han aplicado, con éxito mucho mas alla de lo
probable, criterios matematicos en la adquisicion de conocimiento sobre un area
“alejada de nuestra experiencia”, la mecanica cuantica. Para que un criterio
antropoceéntrico en fisica funcione es necesario que haya algo en el universo que
responda de la misma manera. Por lo tanto el universo debe tener caracteristicas

antropocéntricas.

La tesis de Peirce-Steiner lleva, en este contexto, por dos vertientes. En primer
lugar hacer plausible la idea de que es necesario invocar criterios extra-objetivos

para poder explicar algunos de nuestros desarrollos cientificos.

En segundo lugar evitar que nuestro conocimiento de la mecdnica clasica se
convierta en un contraejemplo. Si partimos de que la matematica es racional, y por
lo tanto sus posibles elementos subjetivos, como lo estético, no son
determinantes, y si estrategias basadas en ella han permitido acceso exitoso a un
“ambito alejado de nuestra experiencia”, quiere decir que no necesitamos invocar
elementos extra-objetivos, como el antropocentrismo, para explicar la eficiencia de
nuestro conocimiento. De ser asi a aplicabilidad de las matematicas podra ser un
problema todo lo complejo que se quiera, pero no un misterio, sino un asombro y
un reto. Mientras que si se parte de que s6lo mecanismos exira-objetivos pueden
explicar un éxito consistente, entonces, dado que la matematica tiene éxito como
mecanismo de exploracién, debe ella involucrar necesariamente un elemento
extra-objetivo. Steiner pretende mostrar que ese elemento existe y que es el

antropocentrismo.
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Enseguida presentamos el esquema Idgico de estas ideas.

Primera parte.
Afirmacion A. Nada en el desarrollo evolutivo de nuestra especie nos proporciona
la capacidad de llegar a conocer las leyes que rigen fendmenos alejados de

nuestra experiencia.

Steiner toma esta idea de Peirce, y aduce que tenemos limitaciones
fundamentales en nuestra capacidad de conocimiento del universo. Steiner ubica
esta incapacidad en el problema del acceso al conocimiento: ;Cémo obtener las
leyes basicas que permitan elaborar y desarrollar una teoria fisica como la

mecanica cuantica?

Para Steiner es un hecho que se tiene conocimiento profundo de la mecanica
cuantica. Ese no es el problema, sino intentar explicar como pudimos comenzar a

dar pasos correctos.

Corolario B. Los posibles mecanismos de acceso a conocimiento de areas

alejadas de nuestra experiencia sélo pueden ser extra-objetivos.
Primera deduccién.

Afirmacion C. Si una ley fisica de un ambito alejado de nuestra experiencia se
expresa en forma matematica, no puede haber ningun proceder cientifico (tal
como esos procederes se presentan en la fisica actual) que proporcione indicios
sobre la forma pudiese tener el sistema matematico que representa alguna ley de

ese ambito. Lo Unico que un cientifico puede hacer es tratar de adivinar esa forma.

Esta es una consecuencia de B, pero, como la estructura de la frase indica, hay
una premisa adicional: En algunos casos es factible suponer que aun en ambitos
alejados de nuestra experiencia las leyes fisicas, 0 algunas de ellas al menos, son

expresables matematicamente.

“Adivinar” parece significar en este contexto el intento de obtener una respuesta
correcta a algo sin necesidad de recorrer todas las posibilidades que ese algo
pudiese adoptar. De otra manera no tendria sentido usar esa palabra (guessing)
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en vez de, por ejemplo, “blsqueda aleatoria”. El fisico actual, el cientifico en
general, sabe o intuye, segun Steiner, que se enfrenta a algo mas alla de lo que su
experiencia puede hacerle comprensible: “... the nature of contemporary science,
which deals with objects beyond the realm of spatio-temporal experience” [p. 9.
Pero a menos que fuese un loco que se ocupa de problemas desesperadamente
irresolubles, siente, o deberia sentir que hay alguna manera® de obtener las
respuestas que busca, aunque ello deberia, en un sentido estricto, parecer
“magia” [p.136]. ¢Qué ofrece, entre otras cosas, la magia? Atajos, la posibilidad de
encontrar sin buscar, o reduciendo considerablemente la bisqueda sin necesidad
de conocer el orden subyacente a lo que se busca’, o sea, la magia permite
adivinar. El indicador mas adecuado de que se esta adivinando es encontrar sin
necesidad de saber a fondo por qué se encuentra. Suponemos que ésta es la

razén de que Steiner use esa palabra.

Aqui se presenta un punto delicado en la interpretacién del texto. Quien se
encuentra familiarizado con la practica de una ciencia dificilmente negara que en
ciertos momentos un cientifico pude dejarse llevar por el azar, tratando de adivinar
tal o cual aspecto del fendmeno que analiza. Pero tras admitir que puede haber
cierto grado de “adivinanza” en la busqueda cientifica, con toda seguridad anadira:

“Pero no es adivinar ciegamente™.

En mi opinién Steiner debe ser radical para que su argumentacion se afiance: Al
menos en ciertos momentos el cientifico, el fisico, se llega a encontrar en
situaciones para las cuales nada de lo previamente conocido le puede dar la més
minima indicacién de hacia donde dirigirse en su blsqueda. Lo unico que puede
garantizarle alguna posibilidad de éxito es acudir a factores que van mas alld de lo
que la ciencia puede ofrecer. El fisico, al menos en esos momentos, deposita su

confianza en la posibilidad de que nuestra especie ocupe un lugar privilegiado en

® No queda claro en que sentido esto es cierto.

® El proceder extra-objetivo.

’ Orden que quizé no sea cognoscible.

8 Agradezco a A. E. haberme sefialado esta situacion.
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el universo, y decide, de manera mas o menos conciente, aplicar en su busqueda
estrategias basadas en algo (las matematicas) que es en lo esencial también

antropocéntrico.

Segunda parte.

Afirmacion C. Las matematicas son antropocéntricas globalmente.

Ya se han dado las primeras indicaciones de lo que Steiner quiere decir con esto,
aunque hay que recalcar que en ningin momento afirma que los diferentes
componentes, como la aritmética o la teoria de grupos, sean antropocéntricos.
Enseguida se planteara qué quiere decir Steiner con esto y como lo sustenta-

Segunda deduccion.

Afirmacion D. Toda estrategia que se base fundamentalmente en la matematica
es antropoceéntrica, asi sea solo de manera implicita. Esto es especialmente claro
en el caso en que esa estrategia se base en procedimientos formales, o sea

procedimientos sintacticos y basados en la notacién usada.
D es entonces consecuencia de C..

Afirmacion E. Se tiene actualmente un conocimiento significativo de la expresion

matematica de algunas de las leyes que rigen la mecanica cuantica.

“Significativo” significa lo mismo que en estadistica: una desviacién de lo que seria
dable esperar si aquello que se estd analizando tuviera lugar sélo de manera
estrictamente aleatoria. Esta afirmacion es simplemente la constatacién de un

hecho

Afirmacién F. Esas leyes fueron descubiertas en lo fundamental gracias a

estrategias formales basadas en las matematicas.

Steiner define en el capitulo 3 qué entiende por esas estrategias, y ejemplifica su

uso en los capitulos 4 al 6.
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Afirmacion G. La fisica es entonces una ciencia que llega a (algunos) resultados
objetivos usando estrategias antropocéntricas.

G es entonces una consecuenciade D, Ey F.

Afirmacion H. Si una ciencia usa estrategias extra-objetivas, aunque sea sélo en
partes de ella, y obtiene resultados objetivos que sdélo se pudieron obtener gracias
a esas estrategias, entonces proporciona razones validas para suponer que hay

un componente extra-objetivo en el universo.
Si la afirmacién G fuese correcta, H permitiria deducir que:

Afirmacion |. Esas estrategias funcionan porque hay un componente
antropocéntrico en el universo.

Como se sefald, si A se aceptase como algo irrefutable, el mero hecho de
haberse obtenido conocimiento sobre el mundo cuantico indicaria que los
cientificos estarian usando estrategias exira-objetivos. Steiner afirma que eso fue
lo que pasd, que los fisicos abandonaron el naturalismo y buscaron estrategias
extra-objetivas, aunque quizd no siempre de manera consciente. Pero afirmar
simplemente que dado B entonces las estrategias matematicas de descubrimiento
tienen que ser extra-objetivas pareceria conllevar una contradiccion, ya que las
matematicas se consideran altamente racionales®. Es por ello que el peso
fundamental de la argumentacion recae en la afirmacién C. Si las matematicas no
son extra-objetivas, entonces proporcionan una demostracion de la no-validez de
B, pues muestran que hay estrategias racionales'® que llevan a descubrimientos

en éreas alejadas de nuestra experiencia.

En la segunda seccién de este capitulo se desglosan y detallan las afirmaciones y

deducciones de Steiner, brindandose especial atencién a sus argumentos acerca

¢ Suponiendo que la racionalidad es algo que se desarrollé o adquirimos en el proceso de
evolucion.
"%y, por lo tanto, estrategias que no requieren de aspectos extra-objetivos.
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del antropocentrismo de las matematicas, pues es ahi donde radica lo esencial de

su analisis.

Antes de proceder es necesario dilucidar lo que Steiner define como “naturalismo”.
Indica que es algo relacionado con los planteamientos de Quine, pero prefiere no
definirlo de manera general, sino plantearlo simplemente como una filosofia de la
ciencia que, entre otras cosas, es anti-antropocéntrica. Es decir, desde el punto de
vista del naturalismo la especie humana no deberia tener un lugar especial en el
universo. Digamos que se asume que el anti-antropocentrismo debe ser una
condiciéon necesaria para una filosofia que se llame a si misma naturalista,

independientemente de cémo se defina estrictamente el naturalismo.

Por lo tanto, si fuera factible mostrar que alguna actividad cientifica importante
tiene algin componente antropocéntrico esencial (o que al menos hasta el
momento no haya manera de verlo de otra forma), se habria establecido un serio
reto a cualquier filosofia “naturalista” de la ciencia. Steiner cree haber podido
establecer precisamente una situacién de este tipo gracias a las matematicas.
Dado que el naturalismo sostiene que la especie humana no puede tener una
situacion privilegiada en el universo. ;Qué pasa si se puede mostrar que existen
estrategias basadas en criterios como el estético que pueden conducir

eficientemente a conocimiento sobre fenémenos fisicos?

El naturalismo, tal como Steiner lo entiende, se veria cuestionado.

Parte 2. La argumentacion de Steiner.

Steiner ha escrito dos libros de filosofia de las matematicas, ademas de diversos
articulos al respecto. El primero, Mathematical knowledge [Steiner, 1975], esta
mas acorde a lo que pudiera llamarse la preocupacion “clasica” de la filosofia de
las matemdticas en el siglo XX, la discusién acerca de sus fundamentos. El
segundo, el interlocutor de estas paginas, The applicability of mathematics as a
philosophical problem [Steiner], es radicalmente distinto. En este dltimo se ha

dejado atras esa problematica “clasica”, no porque se pretenda haberla superado,
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sino porque se ha identificado un problema alejado de ella, aunque no fuera de
toda tradicion, pues la relacion de las matematicas con el mundo de la experiencia

siempre ha formado parte esencial de la preocupacién filosdfica.

La introduccion de [Steiner] es relevante para entender sus planteamientos, en
algunos casos es el lugar donde se exponen con mayor claridad. El capitulo
primero no es relevante a la discusién mas que en el sentido de que permite dejar
de lado ciertos problemas que de otra manera serian ineludibles. El segundo
capitulo se ocupa de precisar lo que se entiende por la aplicabilidad descriptiva, en
qué sentido ésta representa un misterio, y como habria que proceder para

disiparlo en casos especificos.

El capitulo tercero es el corazén filosdfico del andlisis. Se exponen las razones
para sostener que las areas alejadas de nuestra experiencia no son accesibles
usando las estrategias desarrolladas a lo largo de la evolucion de nuestra especie.
Se plantea en qué sentido las matematicas estan atras de estrategias formales de
descubrimiento y, sobre todo, se complementa y especifica lo dicho previamente
acerca de las razones por las cuales se considera que las matematicas son de
manera global antropocéntricas. El resto del libro, los capitulos cuatro al seis y los
apéndices, son un recuento detallado de cdmo se ha procedido de manera formal

para llegar a algunos de los descubrimientos principales de la mecanica cuantica.

En esta parte se hara una presentacion de las ideas de Steiner con respecto a la
aplicabilidad de las matematicas como problema filoséfico. Esta presentacion se
atendra mas al esquema légico de argumentacién que al orden en que Steiner

expone sus argumentos.

No se presenta mas que muy brevemente la parte historico-interpretativa del libro,
los capitulos 4 al 6 y los apéndices, ya que son en lo fundamental estudios de
caso, en los cuales los detalles son analizados con detenimiento. Pudiese parecer
contradictorio, pues aunque a pesar de que en estas paginas se esta en
desacuerdo con las tesis principales de Steiner acerca del antropocentrismo, y por
lo tanto con varias de sus interpretaciones especificas de los hechos histéricos, si
aceptamos como un hecho lo que el autor documenta: Los fisicos han procedido
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de manera sumamente formal en muchas ocasiones. El que las matematicas sean
una actividad de la cual sea posible dar cuenta de una manera naturalista no
implica que ese proceder quede automaticamente justificado, sino sefala que
inclusive dentro de un pensamiento naturalista o realista los problemas que

plantean las matematicas aplicadas son relevantes.

De las tesis de Peirce-Steiner acerca de la incapacidad de conocer areas fuera de
nuestra experiencia no nos ocuparemos mas que de presentarlas de manera
breve, no tanto porque carezcan de interés, sino porque mientras no se demuestre
que las matematicas son una actividad extra-objetiva'', esos mismos casos que
Steiner con tanto detalle presenta documentan que hay estrategias racionales que

permiten acceder a esas areas.

Seccidn 1. Necesidad de un concepto de la aplicacion de las matematicas. La
aplicabilidad semantica y su papel en las deducciones cientificas. Frege.
Aplicabilidad descriptiva.

Steiner afirma que hay que dar un concepto de lo que se entiende por aplicacién
para poder hablar de ella correctamente. En esto coincido plenamente con él. En
el capitulo anterior se dieron varios ejemplos de lo que puede entenderse por

aplicaciones de las matematicas.

Las matematicas son aplicadas en procesos deductivos. Puedo concluir que hay
siete frutas sobre una mesa si sé que hay tres manzanas y cuatro peras encima
de ella. Se dedujo la cantidad 7 de las premisas “hay 3" y “hay 4”, y de aplicar las
matematicas para obtener 7 = 4 + 3. Es lo que Steiner llama aplicabilidad
semantica. “But a semantical problem lurks. In the statement ‘7+5 = 12’ of “pure
mathematics,” the numeral ‘7’ purports to name a mathematical object, the number

7, but in ‘Seven apples were on the table,’ the term ‘seven’ looks like a predicate
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characterizing the apples. ... The philosophical problem is, then, ..., to find a
constant interpretation for all contexts ... in which numerical vocabulary appears.”

[Steiner, p. 16].

Los calculos ofrecen la posibilidad de deducir la cantidad de elementos en un
conjunto a partir de la manera en que han sido reunidos sus elementos. Si se
tienen entidades claramente individualizadas y que no interactdan unas con otras,
es posible deducir que si tengo primero cinco entidades y anado siete, el conjunto
final tendra doce elementos, y si he contado correctamente los primeros cinco y
los siguientes siete, no hay necesidad de contar los elementos del conjunto

resultante. Steiner ofrece un ejemplo andlogo para la multiplicacién.

A pesar de la sencillez de las operaciones aritméticas basicas no es inmediato
poder expresar con claridad las condiciones que los objetos de la experiencia
deben cumplir para poder aplicarlas. Dos atomos de oxigeno no forman un
conjunto en el mismo sentido que dos manzanas o, para usar un ejemplo de René
Thom, una bandera de dos, tres o cinco colores sigue siendo una sola bandera.

También se tiene el problema de la permanencia en el tiempo o en el espacio.

ET T

Supongamos que efectivamente es posible establecer una relacién entre entes
empiricos y aritméticos de manera que haya una correspondencia entre
operaciones aritméticas y numeros de elementos en ciertos conjuntos. Por
ejemplo, si se tiene que “3 + 4 = 77, y tengo tres manzanas sobre una mesa, y
anado cuatro peras, se puede asegurar que tengo siete frutas sobre esa mesa. La
premisa matematica es “3 + 4 = 7°. A pesar de ello el problema de fondo de la
aplicabilidad semantica no se elimina, pues en “3 + 4 = 77 los numeros 3, 4y 7
aparecen como sustantivos, mientras que en “4 peras” son adjetivos, por lo que

aparentemente hay una incompatibilidad.

"' Y una de las conclusiones principales es que “the burden of proof” ain radica en aquellos que lo
afirman.
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Frege resolvid este problema al mostrar que toda frase como “4 peras” es
transformable a “el nimero de peras es 4”, donde 4 aparece como sustantivo.
Toda frase en la cual un numeral aparece como adjetivo es transformable en una
frase equivalente en la cual el numeral aparece como nombre. Por lo tanto el uso
de los numerales en al matematica es consistente con lo que podemos llamar su

aplicacién empirica.

Al menos para las aplicaciones de la aritmética, uno de problemas mas acuciantes

de la aplicabilidad semantica queda aclarado en lo fundamental.

Pero ofras cuestiones quedan abiertas. Como el problema de la relaciéon de los
entes matematicos con los entes empiricos. Steiner lo llama el problema
‘metafisico’ de la aplicabilidad, y expone la respuesta de Frege a esta pregunta.
Las matematicas no se aplican directamente a objetos empiricos, sino a
conceptos. “Frege arguy6 que las leyes de la aritmética son leyes de segundo
orden gobernando cualesquiera otros conceptos. No sélo arguyd este punto (sino
que) construyé un sistema deductivo de la aritmética en el cual este caracter de
segundo orden es evidente. En el sistema de Frege los numerales aparecen en
predicados de segundo orden aplicando a conceptos ordinarios. En este sentido,
Frege “predica” numeros naturales de conceptos. Los conceptos (...) pueden ser
verdad de objetos fisicos. En pocas palabras, las entidades matematicas se
relacionan, no directamente con el mundo fisico, sino con conceptos, y (algunos)
conceptos, obviamente, se aplican a objetos fisicos. El misterio se desvanece asi

sin huella alguna” [pp. 21-22].

Mas alla de si efectivamente se han resuelto los problemas semantico y metafisico
de la aplicabilidad, el punto clave es que al dejar de lado esos problemas es
posible vislumbrar nuevas preguntas, nuevas rutas a explorar. Es precisamente
esto lo que Steiner quiere llevar a cabo. Hay que preguntarse de qué otra manera
es posible entender la aplicabilidad de las matematicas.

El punto de partida para sus indagaciones es la aplicabilidad descriptiva, la
capacidad de las matematicas de ofrecer una descripcién de ciertos aspectos
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fisicos y de poder emplearlas para hacer predicciones, usando la capacidad de
calculo que ofrece esa descripcion. Son esas predicciones las que permiten

corroborar lo adecuado de la descripcion.

Ni la aplicabilidad semantica ni la descriptiva agotan el espectro. Dentro de
cualesquiera ofras posibilidades, Steiner muestra cémo el uso de analogias
matematicas, basadas en su capacidad descriptiva, permiti6 acceder a
conocimiento basico de un drea alejada de nuestra experiencia, la mecanica

cuantica.

Seccion 2. Wigner. Por qué en casos particulares no es necesariamente
misterioso que se apliquen las matematicas. La suma y la multiplicacion.

El antecedente directo de Steiner en la problematica del posible misterio de la
aplicabilidad de las matematicas es el fisico hungaro-estadounidense E. Wigner.

Su planteamiento es bien conocido:

“La irrazonable efectividad de las matematicas en las ciencias naturales es un don

[giff] que ni entendemos ni merecemos” [Wigner).

Sin embargo, su manera de plantear el misterio es incorrecta, pues Steiner
muestra que su razonamiento tiene la siguiente forma [p. 45]:

Los conceptos Cy, Cp, ... C, son irrazonablemente efectivos.

Los conceptos C;4, Cs, ..., C, son matematicos.

Por lo tanto las matematicas son irrazonablemente efectivas.

“Podemos deducir Unicamente que algunos conceptos matematicos son irrazona-
blemente efectivos. Ademas, inclusive si los conceptos son “irrazonablemente

efectivos”, ;es su efectividad relacionada con ser matematicos?” [p. 46).

Es la dltima pregunta la que preocupa a Steiner. Inclusive cuando Wigner habla
del componente estético de los conceptos matematicos no queda claro si se esta
hablando de casos particulares o de algo que tenga que ver con la naturaleza mas

profunda de los entes matematicos. Recalca que en especial no se estan tomando
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en cuenta todos los casos en que conceptos matematicos pudiesen haber fallado
en su aplicacion. Debe quedar claro si la razén de ser “irrazonablemente efectivos”
es una caracteristica proveniente del puro hecho de ser “matematicos” o algo

quiza incidental, dependiendo del o los conceptos particulares.

Steiner se ocupa de dar ejemplos de conceptos matematicos particulares que son
descriptivamente aplicables. En algunos casos esa aplicabilidad es misteriosa, en
otros no. El misterio se disipa si es posible reducir las propiedades matematicas
de la descripcién a “propiedades fisicas que la naturaleza puede exhibir o no” [p.
32]. Si es posible parafrasear la situacion en términos no matematicos [p.29] no
hay ningtin misterio en esa aplicacién. Esta es la técnica que debe emplearse en
cada caso concreto. Steiner se aboca entonces a mostrar que en el caso de la
suma y multiplicacién basicas no hay “misterio”. Esto le permite dar un ejemplo de
la manera en que se pueden analizar otros conceptos matematicos particulares y
mostrar como su aplicacion es natural, no representa misterio, o de no ser posible
esa parafrasis si lo representa, aunque puede llegar el momento en que pueda

disiparse.

Con respecto a la suma es preciso primero establecer las condiciones bajo las
cuales pudiera llevarse a cabo. Esas condiciones equivalen a una cierta
estabilidad del mundo desde nuestro punto de vista, para que sea posible
distinguir objetos diferenciados, agruparlos y medirlos. Bajo esta condicién pesar
objetos implica aplicar la suma. Por ejemplo en una balanza si un objeto pesa lo
mismo que una pesa de 2 (kg) y otra de 4, su peso sera 2 + 4 = 6. Steiner
prosigue: “los numeros naturales describen, por leyes de la naturaleza, no
solamente los conjuntos de unidades de peso puestos en la escala, sino los
objetos que ellos ponen en equilibrio. La aritmética no es empirica, pero predice la
experiencia indirectamente ...”. Es posible entonces inducir “un isomorfismo entre
al estructura aditiva de los nimeros naturales y aquella de la magnitud, el peso” [p.
28].

Por lo tanto hay al menos un correlato fisico concreto de la adicion.
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Lo mismo pasa con la multiplicacion. Bajo las mismas premisas que en el caso
precedente, la relacion mas clara entre la multiplicaciéon y el mundo fisico es la
operacion de cubrir con mosaicos una superficie rectangular plana. Si nos
preguntamos cudntos mosaicos necesitamos, “la respuesta elemental es que si el
largo del piso es m unidades y el ancho es n unidades, el nimero necesitado es
usualmente nxm. Como al pesar, tenemos un isomorfismo. ... Que mxn cuenta
esos cuadrados es un isomorfismo con base empirica'” entre la estructura
multiplicativa de los nimeros naturales y la estructura geométrica bidimensional

del plano” [p. 29].

Una vez expuestos los dos casos, con mayor detalle del que aqui es posible
resenar, queda clara la estrategia que propone Steiner: El establecer una relacion
tipo isomorfismo entre un concepto matematico y conceptos directamente
relacionados con lo empirico, como pesar o contar el nimero de mosaicos en un
arreglo rectangular, elimina el misterio. De no haber un correlato fisico de un
concepto que, sin embargo, esta siendo aplicado si representa un misterio. Steiner
no niega que existe la posibilidad de que esas aplicaciones sean aclaradas en
algin momento posterior, pero mientras no sea asi son parte del misterio.

*kk

No es relevante para esta discusién si sus presentaciones de la suma y la
multiplicacion son mejores o peores que otras que se han dado. El caso es que el
autor consigue dos de sus metas. Primero mostrar que no toda aplicabilidad es
misteriosa, pero que también se da el caso contrario: en segundo lugar que es
posible dejar atras las cuestiones relacionadas con la aplicabilidad de conceptos
basicos, aun cuando queden problemas abiertos, y pasar a analizar conceptos
avanzados. En una primera instancia presenta la linealidad y la teoria de ases
fiborados como otros ejemplos de conceptos cuya aplicacion puede quedar

planteada en términos no matematicos, y por lo tanto no representan un misterio.

24 . An empirically based isomorphism”.
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Ejemplos del caso contrario son la teoria de funciones analiticas, la ley de inverso

del cuadrado de la distancia y los espacios de Hilbert en la mecanica cuéantica.

Mientras sea posible dar “condiciones en un lenguaje no matematico” [p. 29] bajo
las cuales una magnitud pueda tener una estructura aditiva, o la medicién de
cantidad de mosaicos una estructura multiplicativa, o en general de cémo ciertos
fenémenos se relacionan con conceptos matematicos, no hay misterio. El autor
senala que esto no debe entenderse en el sentido de un programa nominalista.
“No estoy interesado en traducir cualquier teorfa fisica a un lenguaje nominalista,
sino en explicar, en un lenguaje nominalista, las condiciones bajo las cuales un
concepto matematico sera aplicable en la descripcién” [Nota, p. 24].

Seccion 3. La linealidad. Puede haber misterio en lo particular, pero el

verdadero misterio radica en lo general.

Steiner sefnala que hay dos tipos de misterio en la aplicabilidad de las
matematicas. Por un lado se tienen los casos particulares, como la aplicacion de la
suma y la multiplicacién, del concepto de linealidad o de los espacios de Hilbert.
Ahi puede haber un misterio 0 no, la aplicacion de un concepto puede en algunos
casos tener una explicacion, en otros no. Inclusive en estos Ultimos no se puede
descartar que en algin momento se pueda llegar a explicarlos. En este sistema
hay reglas claras, se puede explicar o dar cuenta (expl/ain away) de una aplicacion

si es posible exhibir un correlato fisico del concepto.

Por otro lado se tienen los problemas que presenta la aplicabilidad global de las
matematicas, no la aplicacién de tal o cual concepto. Este es el verdadero
problema, y quiza la discusién pudiese ser mas directa concentrandonos en él.
Pero la relacién con la cuestion de los posibles misterios concretos es compleja, y
es necesario analizar aspectos de estos Ultimos casos, inclusive mas adelante la
discusién se concentra en preguntas mas radicales. En el capitulo 4 veremos

como el andlisis del problema representado por la aplicacion de los espacios de
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Hilbert a la mecanica cuantica permite abordar puntos clave tanto del problema

basico como de la manera en que Steiner presenta sus tesis.

Lo primero que quiere hacer Steiner es exponer criterios que permitan decidir
cuando una aplicaciéon puede o no representar un misterio. Para él la aritmética es
una manera de encontrar la cantidad de elementos en un conjunto a partir de
relaciones entre sus subconjuntos. A través de las relaciones de esos conjuntos
con la realidad fisica se muestra que hay una relacion clara entre conceptos
aritméticos y afirmaciones sobre objetos empiricos (“en esta mesa hay siete

frutas”).

Puede decirse que la linealidad es un caso paradigmatico, tanto en si mismo como
porque la linealidad es fundamental para entender otros problemas, en especial el
mencionado caso de la aplicacién de los espacios de Hilbert, a lo que se le dedica
un capitulo completo de este trabajo. Pero proceder sin tener una idea de lo que
es la linealidad y su relacion con el concepto de espacio vectorial no permite
entender cabalmente de qué se estd hablando. Por ello he aprovechado la
oportunidad para, aun a costa de la paciencia del lector, dar un minimo panorama

al respecto.

Si se quisiera partir de una discusién histérica para dilucidar las posibles
relaciones entre fisica y matematica, sobre todo las posibles influencias de la fisica
en el desarrollo de las matematicas, dos areas proporcionarian el mejor campo
para la discusion, las ecuaciones diferenciales y el concepto de vector. A pesar de
apoyarme en referencias histdricas, no es éste le camino principal por el que he
optado. Tampoco Steiner, en sus analisis historicos, presenta este aspecto del
problema, pues analiza la influencia de las matematicas en el desarrollo de la

fisica, no el caso contrario.

La definicién basica es la de linealidad.
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Definicion. Una funcién f: V — W, donde Vy W son espacios vectoriales definidos
sobre un cuerpo K de escalares, es lineal si para todos vi, v € Vy o, f € Kse

tiene
fovy + Bva) = of(vq) + Bf(v2).

Hay que enfatizar que la linealidad queda, por lo tanto, definida estrictamente para
funciones vectoriales, En las aplicaciones, y no sélo a la fisica, la linealidad se
entiende en un sentido un poco mas relajado. En especial se habla de “ecuaciones
lineales”™. Con rigor, sélo funciones pueden ser lineales o no, no ecuaciones. Sin
embargo, si una ecuacién puede ser llevada a la forma
P(x) =y, (1)

Y la funcién P es lineal, entonces se dice que la ecuacion es “lineal”. A su vez, sila
ley que rige algun fenémeno tiene la forma (1) con P lineal, se dice que el
fenémeno se comporta linealmente, o, alin mas relajado, que su comportamiento
es “lineal”. En la fisica los casos mdas importantes son aquellos en los cuales (1) es
una ecuacion diferencial, y el elemento x es una funcién. Este elemento es
llamado “solucién”, y es el que representa el comportamiento del sistema en cada
caso concreto. Esta identificacion requiere de informacidn especifica, que puede
provenir directa o indirectamente de mediciones, o de suposiciones compatibles
con el conocimiento que se tiene del sistema real. Esto se integra al sistema por
medio de las llamadas “condiciones iniciales y de frontera”, mas la geometria
especifica del caso que se esta analizando.

A su vez esa solucion puede ser lineal, o no.

Ya esta presentacién tan escueta permite identificar problemas relacionados con
la aplicabilidad. ¢ Qué es lo que describe un sistema fisico: la ecuacién diferencial o
sus soluciones? ;Es lineal el sistema porque la ecuacidén diferencial lo es, o es
lineal porque su trayectoria concreta es lineal? La primera describe clases de

fenémenos, la segunda, para la cual es imprescindible tener informacion

101



concreta'®, describe la ocurrencia particular de un fenémeno en un lugar

especifico del espacio-tiempo.

En realidad no es ésta una dicotomia, sino se esta constatando que hay diversos
niveles de descripcion (o representacion). Pero de no aclararse se dan situaciones
extrafnas. El mismo fendmeno, por ejemplo la trayectoria de los planetas alrededor
del sol, puede verse como lineal, si se habla en términos de F = ma, y como no

lineal, si se habla de elipses.

Regresando a la exposicién, una de las propiedades fundamentales de las
ecuaciones lineales es que en la ecuaciéon homogénea correspondiente a (1):

P(x) = 0, 2

La suma de cualesquiera dos soluciones (y por lo tanto la suma de cualquier
nimero de soluciones) es también una solucién. En (1) es necesario ademas tener
una solucion particular de ella, y todas las otras soluciones se obtienen sumandole
soluciones de la homogénea (2). No hay términos mixtos, las soluciones no

interactdan, solo se anaden aditivamente.

En fisica ciertos fenémenos pueden ser analizados bajo el supuesto de que las
causas que los producen son independientes unas de otras, s6lo se suman para
llegar al fenémeno. Esto es conocido como principio de superposicién. Las
funciones lineales representan este tipo de sistemas. Hay entonces un claro
correlato entre una situacion fisica y el concepto de linealidad. Steiner no emplea
la palabra “isomorfismo” en este caso, sin embargo en nuestra opinion deja clara

su propuesta.

Para Steiner la linealidad es un ejemplo de como es posible tener una relacién
mas amplia con lo real, pues ademas esta la relacién entre ella y los procesos que
transcurren “suavemente”, pues para curvas suaves es posible aproximar
adecuadamente pequenos trozos por funciones lineales. En el limite esta la
tangente, que viene dada por la derivada. De hecho, aunque Steiner no lo

menciona, una técnica usual en la practica de la fisica es la linealizacién, que

'3 En el caso fisico informacién medida o deducida de mediciones.
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consiste en sustituir localmente las curvas por sus derivadas. En este caso es aun
mas dificil pensar de qué manera construir un isomorfismo, pero aun asi esta claro
de cual es la relacion de que se esta hablando

Aqui hay, sin embargo, un problema que nos inquieta. Steiner dice que este tipo
de aproximaciones “es valido si la curva es suave, o al menos tiene partes suaves,
ciertamente una propiedad fisica. Por lo tanto tenemos una explicacion del
segundo papel' de la linealidad en ciencia: la suavidad de muchos procesos
naturales” [p. 31, cursivas de JC]. En fisica la suavidad de un proceso se define en
términos matematicos, una curva es suave (smooth) si es al menos una vez
continuamente diferenciable. Un fenémeno fisico a su vez es suave si esta
representado por una curva (u otro tipo de funcién para la cual sea aplicable)
suave. Lo opuesto a la suavidad no es lo discreto, como el ejemplo que da Steiner
de los fractales una pagina después pudiera hacerlo creer, sino la falta de
derivabilidad'®. Se han construido funciones, si se quiere artificiales y extrafas,
que son continuas en todo su dominio de definicion sin ser derivables en ninguin
punto. Por lo tanto no es obvio parafrasear la suavidad en términos no
matematicos, como algo “ciertamente fisico”. Lo que las paradojas de Zenon
mostraron no era la imposibilidad del movimiento, sino la necesidad del concepto
de limite o uno equivalente para poder expresarlo adecuadamente. Mas dificil sera
entonces definir lo que es un movimiento suave. No queda “ciertamente claro” lo
que Steiner quiere decir cuando afirma que la suavidad es un concepto
“ciertamente fisico”. No basta con que sea algo opuesto a lo discreto, como los
fractales, no basta con que un hablante competente del espafiol entienda lo que
se quiere decir por el adjetivo “suave” o en el caso del inglés la palabra “smooth”
para que sea factible parafrasear adecuadamente en términos no matematicos la

frase “un proceso fisico es suave”.

Fuera de plantear algunas dudas, no se pretende, por el momento, hablar ni a

favor ni en contra de los argumentos de Steiner. Por el contrario, su correlacién

:: El anglicismo se pretende como una manera de traducir lo mas literalmente.
Aunque por supuesto una representacion discreta no es diferenciable en un sentido clasico.

103



ente el principio de superposicion fisico y la linealidad es adecuada. Lo que se
esta senalando es que el problema es mas complejo y profundo de lo que las
pocas palabras que el autor le dedica parecieran indicar. No se ha profundizado

en la delimitacién conceptual.

Por su parte la idea de suavidad es la primera ocurrencia de un concepto
matematico cuya aplicacion genera situaciones conceptuales que no son, o al
menos todo indica que no lo son, “traducibles” a lo que podria llamarse un
lenguaje “nominalista”. Si se posee el aparataje conceptual del calculo diferencial

es factible explicar qué significa que un movimiento fisico sea suave.

Con esas dudas u otras, queda ya claro un primer aspecto de la estrategia de
Steiner. Requiere que el misterio de la aplicabilidad no radique, al menos no en lo
fundamental, en los casos concretos, sino en lo mas general: la naturaleza de las
matematicas. De esta manera evita las criticas que se pueden hacer a Wigner y
sobre todo plantea un reto mucho méas general por un lado y més especifico por
otro, ya que ubica con claridad la naturaleza del problema que pone sobre la

mesa.

Seccion 4. Correspondencia entre fisica y matematicas. El misterio de los
numeros complejos.

Otro ejemplo en el cual es factible entender cémo puede disiparse el misterio™® es
la correspondencia entre los conceptos de la teoria de campos de norma (gauge
field theory) y algunos conceptos de la teoria matematica de ases fibrados'’. Es
factible constatar una asombrosa correspondencia entre ambas, que Steiner
ofrece inclusive en forma de tabla, aunque todo parece indicar que la teoria de

ases fibrados, una teoria geométrica, no jugé papel alguno en el descubrimiento

'¢ Aunque no se entienda, de manera estricta, de qué se esta hablando. Steiner no aclara ni lo que
es la teoria fisica ni la matematica, alegando la complejidad de ambas.

'7 El sentido del ejemplo es doble. Primero dar otro caso de correspondencia entre fenémenos
fisicos y matematicos, y mostrar que lo avanzado y profundo (“arcane” [p.31]) de un concepto
matematico no debe ser una razén para dejarlo de lado en el analisis filoséfico.

104



de la teoria de gauge fields. Pero la fuerte correspondencia fisica de los conceptos
permite al menos intuir que puede haber alguna propiedad fisica atras de ellos, por
lo que esta situacion es a la vez un buen ejemplo de cémo disipar el misterio una
vez ya conocido el fenémeno fisico y su expresién matematica, y de cémo un
proceder formal llevé al descubrimiento fisico.

Ademas esta aplicacién permite poner de relieve un punto filosdfico importante: “la
naturaleza abstracta de un concepto matematico no ofrece limitaciones a su

reduccion a lo fisico” [p. 33].

Surgen problemas cuando se dan situaciones en las cuales la “aplicabilidad
descriptiva parece por ahora misteriosa” [p. 36]. Un primer caso es la aplicabilidad
de las funciones analiticas. Steiner menciona tres situaciones en las cuales la
descripcion o cdlculo de un fendmeno viene dado por medio de funciones

analiticas.

Se dice que una funcién cuyo dominio es el cuerpo de numeros complejos es
analitica, si es diferenciable. El punto clave es que una funcién de variable
compleja debe cumplir con requerimientos relativamente fuertes para ser
diferenciable, y por lo mismo, si es una vez diferenciable lo es infinitamente. Por lo
tanto, toda funcion de variable compleja diferenciable es expandible en una serie
de Taylor alrededor de los puntos donde es diferenciable. Esto es algo de lo que

permite aplicarlas con tanto éxito'®.

Se mencionan las aplicaciones a: la hidrodinamica (un caso clasico), la teoria
relativista de campos, y a un caso especial de la termodinamica, la temperatura
critica de un ferromagneto. En los dos primeros casos hay suficiente conocimiento
fisico que pudiese permitir una cierta justificacion, para cada caso concreto, de
esa aplicabilidad. El tercero queda como un mero artificio de calculo, esa
aplicacion es “totalmente misteriosa” [p. 38]. Ademads, y esto es lo principal, “no
tenemos una sola propiedad que corresponda a la analiticidad en todas las
aplicaciones.” [Ibid.]
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Detras de los comentarios anteriores se encuentra algo que ha dado lugar a
discusiones continuas a lo largo de los afios: la aplicacion de variable compleja a
casos reales. Los nimeros complejos han planteado siempre dudas en cuanto a
su significado fisico, y Steiner las comparte. El problema radica en cdmo entender

ai= +/-1 en un sentido fisico. ;Cémo es posible que se hagan célculos usando
ndmeros complejos (o sea entes de la forma a + i b, donde a y b son numeros
reales) y al final, dejando la parte imaginaria de lado, se obtengan numeros

fisicamente significativos?

De hecho, sin necesidad de recurrir a la mecanica cudntica y la teoria de espacios
de Hilbert (definidos sobre el cuerpo C de numeros complejos) bien podria Steiner
concretarse a la hidrodinamica, donde es usual un esquema que, de manera muy

simplificada, es del siguiente tipo:

Para calcular el valor X sustitiyase toda variable real por una variable compleja y

tratense las derivadas como derivadas de funciones de variable compleja.
Efectiense los calculos hasta llegar a (X + iY).
Témese solo el valor X.

La sustitucion en 1. es estrictamente formal. Dado que se asume que la parte

imaginaria no tiene sentido fisico, el proceder es “misterioso”.

En matematicas un ndmero complejo es tan valido y tan claro como un ndmero
natural o uno imaginario. Bien podria decirse que el fisico y el matematico “viven
en dos mundos distintos”®. Se da una situacién que podria ejemplificar algun
sentido de los que se han manejado del concepto de “inconmensurabilidad”. Todo
fisico actual conoce la definicién de nimero complejo, pero en general entiende
otra cosa que el matematico, o tal vez simplemente no consigue darle un
significado a ese ente, pues de cierta manera los nimeros complejos plantean un
reto a una tradicién que se remonta a Aristételes, quien “consideraba las

'® Entre otras ventajas se tiene la posibilidad de aproximar tanto como se quiera el valor de la
funcién tomando cada vez mas términos del desarrollo.
'* Como Steiner [nota, p. 7] comenta, esta situacién se da inclusive cuando la misma persona es

matematico y fisico.
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matematicas como una abstraccién idealizada de la ciencia natural y como tal las
premisas y definiciones no eran arbitrarias, sino estaba determinadas por nuestra
interpretacién del mundo de la percepcién de los sentidos” [Boyer, p.304]. Por lo
tanto, al igual que a lo largo de la historia de las matematicas, se sigue planteando
la necesidad de buscar “una explicacién que debe ser intuitivamente plausible,
mas que [solamente] autoconsistente légicamente” [Boyer, p. 305].. Es mas, se
tiene la misma situacién con el concepto de nimero real. En la practica efectiva de
la fisica tanto un tipo de nimero como el otro se entienden sélo como esquemas
de célculo que permiten llegar a nimeros racionales®® comparables o explicables
en términos de mediciones. Como en mecanica cuantica, el problema principal
parece radicar en la incapacidad de asociar a ciertas entidades matematicas
directa o indirectamente alguna imagen o intuicion relacionada a las areas “no
alejadas de nuestra experiencia”, en el sentido definido anteriormente, lo cual no

es el caso con los nimeros naturales, los enteros o los racionales.

Como en el caso de la linealidad, no se pretende llevar la discusion por estos
caminos, sino problematizarlos. Para Steiner lo importante es la posibilidad de
analizar los detalles de alguna aplicacién particular y buscar la manera de eliminar
el misterio, si es que lo hay, de por qué en ese caso concreto se usa tal o cual
concepto o formalismo. Pero el misterio fundamental es el de la aplicabilidad de

las matematicas en general, como "grupo“21 [p. 45].

Seccidn 5. Las tesis de Peirce-Steiner acerca de la incapacidad de acceder a
conocimiento de areas alejadas de nuestra experiencia.

Steiner habla con consistencia de “misterio”. El que ademas mencione que
algunas aplicaciones que llevan a descubrimientos son casi “magia” y rayan en la
“supersticién” permite confirmar que hay un trasfondo casi mistico, el cual ademas

2 0O sea, elementos de Q. Este es un punto interesante, ya que hay corrientes de pensamiento en
la fisica que no reconocen como vdlidos mas que a estos nimeros, pues es con ellos que se
expresan las mediciones,
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no niega [p.10], del cual no nos ocuparemos. Pero por lo mismo requiere
comenzar con alguna limitante fundamental, algo mas alla de nuestras
capacidades, ya que no puede haber “misterio” en algo que podemos resolver de

manera natural.

Basandose en Peirce [Peirce, Vol. 7, 7.506-508, 7.515, 7.678, 7.680] afirma que
no hay ninguna razén para asegurar que los seres humanos puedan tener una
capacidad “natural” o innata de formular teorias sobre objetos “alejados de la
percepcién y de procesos que pudiesen haber participado en la seleccién natural”
[p. 53]. En concreto, no pareceria haber manera natural de formular teorias
adecuadas sobre la fisica de las particulas elementales. En realidad tampoco
sobre la fisica que se ha dado en llamar “relativista”.

Esto, sin embargo, no prohibe que por alguna circunstancia u otra, como el azar,
sea posible arribar a una o varias de esas teorias, al menos de manera parcial.
Steiner concluye que dado que no es factible tener un acceso natural a la
formulacién de esas teorias, lo Unico que podemos hacer es adivinarlas. En este

contexto “descubrimiento” es sinénimo de “adivinanza exitosa”.
Como ya se comentd, no es nuestra tarea confrontarnos con estas tesis.

Peirce habla de nuestra tendencia natural a “conjeturar correctamente” [p. 49]
dentro del marco al que nuestra evolucion nos ha llevado. Fuera de ese marco no
hay manera de hacerlo. “Conjeturar correctamente” en ciencia es un proceder de
acuerdo a los lineamientos de la razén, no contra ella, no “irracionalmente”. Si el
cientifico se aleja del marco en que puede “conjeturar correctamente”, aun siendo
consciente de ello, no por ello cambiara su actitud y procedera en contra de los
lineamientos racionales, inclusive en los casos donde su “sentido comin” ya no
funcione. Lo que si pudiese suceder, y es lo que Steiner afirma a fin de cuentas,
es que introduzca elementos no contra la razén, sino de fuera de ella. Lo estético,

2! Literalmente “group”. Aparentemente se quiere decir las matematicas como conjunto, en total,
globalmente.
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por ejemplo, no es “irracional”’, aunque no tengamos (o no pudiésemos tener)

explicaciones totalmente racionales de ello®.

Seccién 6. Antropocentrismo y naturalismo. Estrategias antropocéntricas
implicitas, explicitas y encubiertas. Clasificacién y analogias.

El antropocentrismo es la doctrina que afirma que “el ser humano tiene un lugar
especial en el esquema de las cosas” [p. 5]. Hay algo en el universo que responde
de manera privilegiada a lo que son los seres humanos. Para cualquier cosa que
sea el “naturalismo” es fundamental negar esa posicion privilegiada: “I will define
naturalism to be opposition to anthropocentrism” [p. 55). Para Steiner, “el
naturalismo es un ideal regulativo tanto para la ciencia como para la filosofia” [p.

55].

En este trabajo consideramos que si bien el naturalismo como doctrina filosdfica
es mas que simplemente oponerse al antropocentrismo, si es esta oposicion una
premisa necesaria para €él. Por ello tampoco nos comprometemos con una u otra
definicién o presentacion del naturalismo vy, al igual que Steiner, sin profundizar en
la idea un tanto vaga de que el naturalismo no busca causas o explicaciones
“fuera de este mundo”, cuando se hable de naturalismo se entendera en oposicion

al antropocentrismo.

Lo antropocéntrico no siempre proviene de afirmaciones explicitas, sino puede
provenir de la manera en que se hacen las cosas. Seria extrano darse cuenta de
que tenga validez universal lo que se llegé a conocer por medio de métodos,
acciones o actitudes que tienen valor sélo para el homo sapiens. La manera en
que se procede para un cierto fin puede tener un fuerte componente

antropoceéntrico, con independencia de la meta que se persiga o de la doctrina que

%2 Lo cual de ninguna manera quiere decir que no haya mucho que la razén pueda decir al
respecto, y éste es precisamente el punto.
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se profese: “... cuando [estoy] estudiando a los cientificos, siempre observo la

conducta, no la doctrina” [p. 7]%°.

Una estrategia antropocéntrica es un proceder metodolégico que asume que de
alguna manera los seres humanos son centrales al problema que se quiere
resolver. Cuando el problema tiene que ver en lo fundamental con el ambito
humano la estrategia no puede dejar de lado nuestras caracteristicas especificas
como especie. Si la tarea es desarrollar un nuevo perfume hay aspectos objetivos
que no es posible dejar de lado. Sustancias como el alcohol permite mejor que
otras la volatizacion del aroma; otras permiten conservarlo mas tiempo, como el
esperma de ballena. Pero a fin de cuentas lo definitivo sera que el perfume agrade
a sus usuarios, y a las personas que estén a cierta distancia de ellas o ellos. En
contraste, un proceder culinario no seria aceptable como metodologia en quimica
o biologia, ya que lo culinario depende fundamentalmente de nuestros gustos, que
es algo propio de la especie, y el ideal regulativo naturalista en esas ciencias
indica que se debe proceder dejando de lado todo aquello que pueda ser

estrictamente especifico de nuestra especie.

Es mas, de acuerdo al naturalismo de no procederse asi se llegaria con alta
probabilidad a teorias falsas, segun implica Steiner. Por ejemplo, pongamos por
caso que quiero adivinar los resultados de los partidos de futbol para ganarme la
quiniela, pero mis criterios fueran de simpatia: apostaria a favor de los equipos
con los jugadores que me resultaran mas simpaticos. Como esta estrategia no
tiene que ver con las caracteristicas que definen el buen futbol, la probabilidad de
acertar al resultado correcto de manera estrictamente aleatoria y la probabilidad
condicionada de acertar el resultado correcto bajo la premisa adicional de serme
simpaticos tales o cuales jugadores serian practicamente idénticas. Por lo tanto, si
un naturalista (en el sentido de Steiner) tuviera que predecir el éxito de una
estrategia antropocéntrica en una cierta busqueda, se veria obligado a afirmar que

esa busqueda no puede tener mas éxito que una blisqueda aleatoria.

2 Steiner no es consecuente con este lineamiento metodolégico, ya que si bien lo aplica con
bastante rigor a los fisicos, no lo hace con los matematicos. Al exponer sus tesis sobre los criterios
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El carédcter antropocéntrico de una estrategia puede tener diversas modalidades.
El creacionismo es explicitamente antropocéntrico. El geocentrismo, aunque no
mencione a los seres humanos, lo es implicitamente, pero tampoco niega que lo
sea [p. 55]. El problema de fondo radica en doctrinas que son encubiertamente
antropocéntricas, y que pueden inclusive negar que lo son. “[Un] antropocentrismo
encubierto es [una] conducta (no necesariamente aquella de hacer aserciones)
que presupone alguna doctrina antropocéntrica. Esto es, la conducta de un agente
A es encubiertamente antropocéntrica si es irracional si A no tiene creencias
antropocéntricas. Nuestro ejemplo principal de antropocentrismo encubierto ...
sera la clasificaciéon de fenémenos con referencia a peculiaridades humanas” [p.

56].

Un cientifico puede entonces afirmar que su “ideal regulativo” es el naturalista y
proceder metodolégicamente de acuerdo a estrategias encubiertamente
antropocéntricas. Steiner afirma que éste ha sido el caso en la fisica, al menos a
partir del inicio del desarrollo de la mecanica cudntica, ya que estrategias
indispensables de descubrimiento en esta rama de la fisica se basan en la
conviccion de que nuestro conocimiento del mundo es expresable

matematicamente.

El punto clave es que esa conviccién no se ubica en los casos concretos. No es
que tal o cual fisico haya tenido confianza o certidumbre de que los espacios de
Hilbert son lo mas adecuado para expresar tal o cual aspecto tedrico de la
mecanica cuantica, sino que los fisicos en general partieron (y siguen haciéndolo)
de la conviccidon o certidumbre galileana de que “el libro de la naturaleza esta
escrito en matematicas”, mas allda de si en esta o aquella circunstancia lo
adecuado son esos espacios de Hilbert, las cadenas de Markov, la geometria
elemental, la Iégica matematica multivaluada o la topologia algebraica. Lo
fundamental es que hay un corpus con el que se puede trabajar siempre y en
cualquier parte de él.

de seleccién de conceptos en matematicas se retomara este punto.
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Para tratar de entender lo que Steiner quiere decir se puede contrastar con lo que
pasa en ofras ciencias o circunstancias. La quimica, por ejemplo, utiliza en
ocasiones estrategias tomadas de la biologia. Hay bacterias que degradan
sustancias de una manera muy eficiente. Un quimico puede entonces imitar el
proceder de la bacteria en la busqueda de procesos para degradar esa sustancia.
Pero el quimico utiliza estas estrategias sélo de manera ocasional, bajo ciertas
circunstancias. No hay un programa en la metodologia quimica que diga “jSiganse
los procesos biolégicos!” La misma fisica ha estudiado algunos procedimientos de
los quimicos con éxito, y viceversa. Pero el Unico caso en que hay una aparente
confianza ilimitada en otra ciencia de manera global es en la fisica con respecto a

las matematicas.

Al verse confrontado con &reas “alejadas de nuestra experiencia”, o sea, al tener
que penetrar alld donde las intuiciones e imagenes previas no eran aplicables, el
fisico procedié con éxito asumiendo, o teniendo la conviccién de que podia usar
sistemas matematicos “parecidos”, andlogos a los ya conocidos para explorar
esas dreas. Esto a pesar de que segun Peirce-Steiner no deberia tener ninguna
posibilidad de llegar a logro alguno. Los capitulos 4 al 6 presentan ejemplos
detallados de estos casos.

Este proceder es una instancia de lo que Steiner llama “pitagorismo”. Este
pitagorismo no es el pitagorismo historico, sino la idea de que estrategias
matematicas son adecuadas para explorar el mundo fisico. Steiner sefiala que un
pitagorismo conceptual afirma que “las propiedades Ultimas o ‘esencias reales’ de
las cosas no son otras que las estructuras matematicas y sus relaciones” [p. 5], y
puede haber posiciones aun mas radicales. Para él lo importante no es una u otra
version del pitagorismo, sino el hecho de que los fisicos adoptaron estrategias
pitagoricas, matematicas, en su proceder. El fisico propuso este o aquel sistema
no porgque hubiera razones fisicas para ello, sino porque habia alguna relacién de
semejanza, parecido o equivalencia matematica entre ese sistema y alguno ya

conocido previamente.
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Por ejemplo [p. 76], cuando una ecuacion diferencial tiene solucién, tiene en
general un gran numero de ellas (normalmente la cardinalidad del conjunto de
soluciones es la de los numeros reales). Para obtener una solucién Unica debo dar
un conjunto de datos (numéricos, geométricos y funcionales) A que identifican esa
solucién particular. Unas de esas soluciones pueden tener significado fisico
(describir o representar sistemas que aproximan adecuadamente casos
fisicamente posibles), otras no. Pero todas tienen en comun la propiedad de ser
soluciones de la misma ecuacién, y éste es un criterio matematico que las hace
“parecidas” o “andlogas”. Sea M el conjunto de todas los A matematicamente
posibles aplicables a la ecuaciéon diferencial E. Supéngase que se sabe que el
subconjunto M’ de M identifica soluciones que describen fendmenos fisicos
conocidos de un area “no alejada de nuestra experiencia”, y que el subconjunto
M” identifica soluciones que no tienen sentido en esa area. Si un fisico asume
que, dado que E describe adecuadamente una clase de fenémenos, entonces
también lo hara para describir fenémenos en una cierta area “alejada de nuestra
experiencia”’, aunque tenga que usar como condiciones de identificaciéon de
soluciones los elementos de M”, entonces esta usando una estrategia pitagdrica,
pues de la equivalencia o analogia matematica estd deduciendo la (posible)

equivalencia o analogia fisicas [p. 90].

Uno de los casos mas sencillos de una ecuacion diferencial que describe la

evolucion de un sistema fisico esta dado por la ecuacién:

%—Au{x,v,z;r)=§£—a:li+?-l—u+ﬁ:0

ot : ot Ix* oyt 97’
Bajo ciertas condiciones esta ecuacién describe la evolucién espacial de la
concentracién de una sustancia en otra, digamos una gota de tinta en un vaso de
agua. Pero se tiene que especificar la forma del recipiente, asi como la
concentracion inicial de la segunda sustancia y dénde se ubica (también dénde no
se ubica), mas las densidades correspondientes, las llamadas “condiciones

iniciales y de frontera”. Las concentraciones iniciales deben ser mayores que
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cero®®. Asumir que hay un ambito de la fisica donde concentraciones iniciales
menores que cero pudiesen tener significado fisico® seria proceder

pitagéricamente en el sentido de Steiner.

Dado que para Steiner es el proceder, la metodologia, la estrategia lo importante,
no insiste en uno u otro “tipo” de pitagorismo. Puede ser que en la doctrina del
fisico sea nuestro conocimiento del mundo lo que sélo es expresable matematica-

mente, o que el mundo sea, segun él, matematico [p. 5].

El caso extremo del pitagorismo es el formalismo, estrategia que se basa en la
notacién matematica, donde la forma de la ecuacion, no su significado, es lo que
proporciona las bases de la analogia [p. 5]. Aqui, para Steiner, el antropocentrismo
es frapante: Lo mas antropocéntrico permite llegar a descubrimientos relevantes
en nuestra exploracién del mundo objetivo.

En este punto un problema es la falta de un concepto preciso de lo que pudiese
ser la “forma” en matematicas. Como se discutié en el capitulo anterior, hay
diversas maneras de entender este concepto. Steiner no proporciona una
definicién, lo Unico que dice es que cualquier cosa que pudiese significar el
término ‘forma matemadtica’ (dada la multitud de ‘formas matematicas’
actualmente) esta vacio si no se introduce el sentido estético humano” [p. 66].
Esto es, en el mejor de los casos, incompleto. ;Por qué los matematicos deciden
incorporar a su area de estudio el concepto de grupo y no un cuarteto de Haydn o

un cuadro de Van Gogh?

Seccion 7. Por qué son antropocéntricas las matematicas.

La confianza, conviccién, certidumbre o lo que sea del fisico, en el momento de
incursionar en esa ferra incognita “alejada de nuestra experiencia’ radica
entonces, segln Steiner, en el corpus global, en la clase de entes, conceptos,

relaciones que llamamos “matematicas modernas”, y no en este o aquel concepto

24 Cero significaria simplemente que no hay una segunda sustancia, y la solucién idéntica a cero es
iguqlmente “realista”.

® Este es un caso particular hipotético, no tenemos conocimiento de que alguien lo haya
explorado.
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particular. El fisico sabe o intuye que mas que en la teoria de grupos o el calculo
diferencial lo que lo va a guiar es la posibilidad de aplicar cualquier concepto por el
hecho de que es un concepto matematico. Es la aplicabilidad de las matematicas

lo que le permitira, caso dado, tener éxito o acercarse a él.

Debe haber, por lo tanto, una idea razonablemente correcta de qué es lo que son
las matematicas. De la presentacién debe deducirse que para un fisico las
matematicas son aquel cuerpo tedrico que otro grupo de cientificos pone a su
disposicién, aquello que los mateméticos definen como perteneciente a su drea de
trabajo, ya que hoy en dia no hay otra manera de entender ese corpus como algo
coherente mas que de acuerdo a lo que esa comunidad concuerda en aceptar.
Podria decirse que pasa lo mismo con cualquier otra ciencia. La biologia es la
“ciencia de la vida” porque asi lo definieron quienes se ocupan de ella; La quimica
estudia tales o cuales fenémenos porque la comunidad correspondiente esta

consensualmente de acuerdo en que son los que un quimico debe estudiar.

Pero hay una diferencia notoria. Mientras que en las demas ciencias los criterios
para determinar las areas de estudio son, o deberian ser, primordialmente
objetivos, al menos los dos criterios basicos de determinacién de qué pertenece o
no al campo de estudio de las matematicas dependen de -caracteristicas
especificamente humanas. Por un lado nuestro sentido estético, por otro nuestra
limitada capacidad de calculo. El factor estético es el principal, y “para mi”, afirma
Steiner, “el sentido matematico se reduce a lo estético. Suponemos que debe
entenderse al sentido estético como la capacidad de detectar no solamente lo ya
dado, como el critico de arte ante una serie de obras, sino también
potencialmente, como el artista al ir elaborando su obra. Por lo tanto, el “sentido
matematico” seria la capacidad de detectar lo matematico tanto en lo ya dado,
como al analizar los resultados de los colegas, como potencialmente, al ir

desarrollando un concepto, una teoria.

La justificacion de su creencia de que el sentido estético es el principal criterio de
seleccién de conceptos en la matematica actual se reduce de manera estricta a

los argumentos presentados de la pagina 63 a la pagina 66. Primero se hara una
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exposicién de esos argumentos, para en el capitulo siguiente pasar a una critica
de ellos. En el apéndice 1 se presenta una traduccién completa de los parrafos

relevantes de esas paginas.

Subseccion 7.1. Las matematicas y lo estético.

Para usar un ejemplo que el autor toma de Hardy [Hardy, p. 88], las estructuras
conceptuales del juego de ajedrez no son objeto de estudio de las matematicas no
porque no pudiesen serlo, sino porque los matematicos no las aceptan como tales,
por cuestiones estéticas, de gusto. Por otro lado el estudiar el concepto de grupo
si es aceptado como matematicas porque responde a las motivaciones estéticas

de esa comunidad.

O sea, el antropocentrismo de las matematicas no radica en que este o aquel
concepto particular sea o no antropocéntrico, sino en que globalmente se anade
tal o cual ente a ellas con base en criterios validos solamente para la especie

humana. Desde un punto de vista naturalista serian un conglomerado arbitrario.

Steiner comienza preguntdndose ;qué hay de anti-naturalismo acerca de
analogias y taxonomias Pitagoricas?. Esta pregunta depende de otra, de mayor
peso: ;qué es la matematica? O, ;cudl es el criterio para [determinar qué]

conceptos son “matematicos”? [p. 63].

Como es natural, no seria de esperar que se pudiesen clasificar los conceptos
matematicos de acuerdo a un solo criterio. Steiner distingue tres tipos de
conceptos, “dependiendo de si son (o pretenden ser):

3. (1) Propiedades de objetos matematicos (p.e. “ndmero primo");
4. (2) Propiedades de conjuntos o sistemas (p.e. “grupo”);

5. (3) Propiedades de segundo orden o funciones (p.e. “el nimero de F-es”, “la
derivada de f").”

Dejando de lado si un concepto puede “pretender” o no pertenecer a una de esas
categorias, la distincién, al menos como hipétesis de trabajo, parece razonable, y

ademas aclara que podemos y debemos preguntarnos “;qué es lo que hace [de]
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un miembro de esa categoria un concepto matemadtico? Asi obtenemos tres
preguntas, y no deberiamos esperar que las respuestas sean las mismas” [p. 63].

Esta clasificacion no vuelve a aparecer en este capitulo, y mucho menos se
proporcionan tres diferentes intentos de respuesta. Dado que Steiner no vuelve a
ocuparse de ello, tampoco nosotros lo haremos. O sea que hasta el momento no
se han proporcionado argumentos a favor de la tesis del antropocentrismo de las

matematicas.

Aqui aparece el ejemplo del ajedrez, pero es otra vez una afirmacién, no una
explicacién. Pero continia y nos dice que los matematicos pudiesen en algin
momento aceptar al ajedrez (la teoria del ajedrez) en su ciencia “si surgieran
nuevos hechos estructurales acerca del ajedrez. Supdngase que cada posicién
ganadora tuviese una simetria geométrica. Un “teorema” de ese tipo podria ser
visto como matematicas. No es que ningin matematico espere algo asi: el
ajedrez, como muchos juegos de dos adversarios, es una abstraccién de la
guerra. El origen del ajedrez no da buenos augurios, por experiencias previas,

acerca de la riqueza tipica de los conceptos matematicos” [p. 64].

¢Podria deducirse de las afirmaciones anteriores que si pueden constatarse
ciertos “hechos” que permitiesen identificar a los conceptos matematicos. ¢;Esa
“riqgueza conceptual” por ejemplo? Esto no invalidaria per se la posicién de Steiner,
(aun la obra de arte tiene un sustrato material objetivo)®®, pero permitiria ubicar
con un poco mas de claridad de qué se esta hablando. Dado que no se profundiza
en este sentido nos vemos obligados a interpretarlo como algo deliberado de parte
del autor. Mientras menos se especifique cudles pudiesen ser los aspectos mas o
menos objetivos en los que el sentido estético de los matemdticos pudiese
apoyarse, mejor, ya que entonces el aspecto subjetivo adquiere mas y mayor

peso.

Entre esos factores mas o menos objetivos pudiera encontrarse el origen de los
conceptos matematicos en necesidades objetivas, como la necesidad de

% Al menos las obras “clasicas”.
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establecer un calendario confiable, o de repartir tanto las tierras como las
cosechas. Steiner ni niega que tal vez asi pudiese haber sido, “pero las
matematicas modernas se han alejado mucho de esas raices” [p.64]. Hoy en dia
tanto los criterios que permiten ubicar cudl es un concepto matematico y cual no,
asi como la motivacion para emprender desarrollos, estan dados en términos
internos a las matematicas, sin que sea posible reducirlos a necesidades
objetivas. Steiner cita a un conocido matematico, Saunders Mac Lane, quien
enumera algunos de los principales métodos que rigen el desarrollo actual de las
matematicas, como la generalizacion, axiomatizacion, invariancia, abstraccidn, etc.
E insiste en que “cualquier uso de la lista de Mac Lane para caracterizar a la
matematica como “objetiva” (no antropocéntrica) simplemente presupone la

cuestion” [p. 64], dado que esos procederes implican taxonomias matematicas.

Steiner reserva la posible interaccién con otras ciencias, en especial la fisica, al

segundo factor de su argumentacidn, la conveniencia de calculo.

Estas consideraciones eliminan, segun él, ciertos factores que pudiesen llamarse
“objetivos”, pero no proporcionan argumentos a favor de cuales son los demas

factores que intervienen en la seleccion de conceptos.

Ahora si puede hacerse la pregunta clave: “El que los conceptos matematicos
modernos surjan dentro de las matematicas (mas que empiricamente) es
importante; ;pero qué es lo que los hace matematicos?” Ya conocemos su
respuesta: “La mayoria de los matematicos aceptaria el punto de vista de Wigner
(Wigner 1967): las matematicas modernas expresan el sentido estético humano.
Los conceptos son seleccionados como matematicos porque dan lugar a teoremas

bellos y teorias hermosas” [p. 64".

El hecho que quiere constatarse no es cudl es la opinién de “la mayoria de los
matematicos”, sino que “los conceptos son seleccionados como matematicos
porque dan lugar a teoremas bellos y teorias hermosas”, y el que la mayoria de los
matematicos, o algunos de los mds importantes lo crean no es prueba concluyente
de que asi sea. Esa opinién pudiese sefalar un posible problema que fuese

interesante analizar, pero también pudiese ser que no, pudiese ser una
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concepcion errénea o basada en aspectos culturales o sociales alejados de la
reflexion sobre la practica de esa ciencia. Sin embargo, es fundamental el peso de
esa opinién en la argumentacion de Steiner, lo que los matematicos dicen es
importante: “la mayoria de los matematicos aceptaria el punto de vista de

Wigner...".
Dos citas son fundamentales para él:

“El matematico tiene una gran variedad de campos a los cuales dirigirse, y disfruta
de una muy amplia libertad en lo que hace con ellos. Para llegar al punto decisivo:
pienso que es correcto decir que su criterio de seleccion y también aquellos de
éxito son principalmente estéticos. ... Uno no sdlo espera de una teoria
matematica que describa y clasifique de una manera sencilla y elegante
numerosos casos [que son] a priori diversos. Uno espera también “elegancia” en
su formacidn estructural “arquitecténica”. ... Esos criterios son claramente aquellos
de cualquier arte creativo” [Von Neumann, 1956, pp. 2062].

“Los patrones matematicos, como los del pintor o el poeta, deben ser hermosos;
las ideas, como los colores o las palabras, deben entrelazarse de una manera
arménica. La belleza es la primera prueba: no hay un lugar permanente en el
mundo para matematicas feas. ... Puede ser dificil definir la belleza matematica,
pero lo mismo es verdad de cualquier otro tipo de belleza — podemos no saber
exactamente qué significa que un poema sea bello, peor eso no nos impide

reconocer uno cuando lo leemos” [Hardy, p. 85].

Para finalizar nos dice [p. 65): “que el factor estético en matematicas es
constitutivo ha venido a ser actualmente un truismo?” en la comunidad
matematica. En una encuesta en un nimero reciente de Mathematical Intelligencer
se pidi6 a los lectores que se ordenaran teoremas matematicos en razén de su
belleza. Quiza la pregunta estaba un tanto desviada al divorcias la belleza de un
teorema de la “arquitectura” de su demostraciéon. De todas maneras, dudo [i.e.,

*" En inglés “truism”. Opté por la traducci6n “truismo” tanto por respetar el estilo del autor como por
mi impresion de que no se tiene en espaiiol una palabra que reproduzca adecuadamente su uso en
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Steiner duda] que una revista periédica en cualquier otra ciencia llevara a cabo

una encuesta semejante” [p. 65].

Steiner continda de la siguiente manera: “Por lo tanto, parece plausible que la
mejor respuesta a la pregunta “; por qué es el ajedrez un juego, pero los espacios
de Hilbert (son) matematicas?” Dependera de lo estético. Lo que causé que los
matematicos enmarcaran los conceptos (de la manera en que) lo hicieron fue

frecuentemente su gusto” [p. 66].

A partir de este punto Steiner da por sentado que el principal factor que interviene
en la seleccion de conceptos en las matemadticas actuales es el estético. Debo
recalcar este punto para evitar en el lector la impresion de que quiza he dejado
algo en el tintero®®, de no haber dicho todo. Se debe concluir que Steiner
considera suficiente lo que ha argumentado para dar una base sdlida a su
afirmacién.

Sdlo otro factor mas parece intervenir en esta seleccion, nuestras limitaciones

para hacer ciertos célculos.

Subseccion 7.2. Conveniencia de calculo.

Como se senald, el uso que da Steiner a la palabra “conveniencia” (convenience)
difiere un tanto del uso mas usual de la palabra. “... el poder computacional de
nuestro cerebro es limitado. Por lo tanto, la conveniencia de calculo® se convierte
en una razon para estudiar un concepto. Esto es, los matematicos introducen
conceptos en las matematicas para hacer calculos mas faciles o convenientes. Si
tuviéramos cerebros mil veces mas poderosos presumiblemente no

necesitariamos esos conceptos particulares” [p. 7].

inglés. El anglicismo “truismo” indicaria entonces la idea de una afirmacién que es aceptada como
cierta sin que se sienta la necesidad de cuestionarla a fondo.
# para usar una expresion quiza obsoleta.
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En general, no se hace algo “por conveniencia” si se ve uno obligado a hacerlo.
Desde el punto de vista de la ingenieria sismica no “me conviene” construir un
edificio de treinta pisos en la colonia Roma de la ciudad de México, pero tal vez,
como ingeniero, lo tenga que hacer pues quien me paga asi lo ha decidido. A esa
persona, a su vez, si “le conviene” hacerlo ahi por razones comerciales, en vez de
optar por construirlo, como podria, en otro lugar con un suelo més “conveniente”

para el disefio de ingenieria.

La ventaja, para la posicién desde la que Steiner desarrolla su doctrina, es que la
palabra conveniencia “le conviene” precisamente por esa implicacién de que
puede haber otras posibilidades, de que a fin de cuentas quien introduce tal o cual
concepto pudiese tener la libertad de introducir otro o ninguno, de acuerdo a la
manera en que sintiese poder enfrentar mejor sus limitaciones. Al igual que el
autor opta por usar el concepto “adivinar” en vez de “busqueda aleatoria” o alguna
semejante, opta por implicar que Cardano introdujo el concepto de numero
imaginario por conveniencia [p. 67], y no escribir algo como “Cardano se vio en la
necesidad de introducir el concepto de nimero imaginario”, o “Cardano no tuvo

mas opcién que introducir el concepto de nimero imaginario”.

Estos comentarios no son a efecto de criticar el uso de esas dos palabras,
“adivinar” y “conveniencia”, sino para tratar de entender por qué Steiner las usa y

en qué sentido se da ese uso.

Habiendo aclarado ese uso, empieza a quedar claro qué es lo que Steiner quiere
decir cuando afirma que tal o cual concepto se introdujo en las matematicas “por
conveniencia”. “Nuestro poder de calculo, como cualquier poder humano, es
limitado; ayudas computacionales compensan” [p. 66]. Como ser humano, me veo
severamente limitado para llevar a cabo tal o cual calculo que necesito o deseo
hacer. Busco entonces alguna manera de encaminarme hacia la respuesta, y debo
introducir artificios, “cosas” artificiales (pues no son la manera “natural” de llevar a

cabo lo que deseo) que, por lo mismo, genero lo mas cémodas o convenientes

29 2 P = = - = = o o
En inglés “calculational comvenience”, cuya traduccion literal, dado el uso original del adjetivo,
seria “conveniencia computacional”, pero que hoy en dia trae asociaciones con las computadoras.
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para mi. El vecino, que hace calculos mentales mejor que yo, los hara diferentes,
mas adecuados a su capacidad; un hipotético habitante de Marte podria tal vez
usar el mismo artificio que yo, 0 que mi vecino, pero seguramente le serd mas
“conveniente” usarlo con modificaciones, o tirarlo a la basura y disefiar uno nuevo.
Un habitante de Alfa Centauri, con un cerebro “mil veces mas poderoso”, no
tendria necesidad ni del artificio mio, ni del vecino ni del marciano, simplemente

haria el calculo y ya.

Steiner nos recalca, apoyandose en un conocido libro de divulgacién, que lo
asombroso es que “un concepto introducido por conveniencia resulta tener la

‘magia’ caracteristica de las matematicas” [p.67].

Los numeros complejos, la idea de potencial y las series de Taylor son ejemplos
que se nos proponen como apoyo. En especial las series de Taylor serian
paradigmaticas, pues “son tan utiles que los cientificos las inventan aun cuando
no existen. Por ejemplo, pretenden que las constantes son variables y luego las
‘expanden’ en potencias de la constante. (Este es realmente un caso del

formalismo llevando al cientifico — la cola moviendo al perro ...)" [p. 68].

Sin embargo, quiza si podamos calcular bien, y sea sélo la manera de hacerlo lo
que es deficiente, de la misma manera que un hombre con una pata de palo bien
podria llegar a la cima del Everest, pero lo haria mejor con una buena prétesis

moderna y aun mejor con sus propias piernas.

Seccidn 8. Procedimientos formales en la fisica.

La parte mas detallada del libro de Steiner, los capitulos 3 al 6, presenta un
anadlisis de casos en los cuales fisicos de renombre han utilizado estrategias
matematicas formales como herramienta de exploracién, en especial en la
mecdnica cuantica. A pesar de diferir en algunas interpretaciones y en el objetivo,
coincidimos con él en que los fisicos han procedido de manera sumamente formal,
usando procedimientos matematicos y légicos (o relacionados con ellos) de una

manera que podriamos llamar “mecanica”.
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Para Steiner hay dos maneras fundamentales de proceder “formal”’. En primer
lugar proceder a lo largo de deducciones matematicas de una manera puramente

sintactica. Como por ejemplo en el caso de interpretar el simbolo % como una

division y por ello proceder como si “el denominador pudiese pasar al lado

izquierdo multiplicando”.

En segundo lugar, un proceder “formal”, segun este autor, es asumir que la forma
matematica de (algunas) leyes fisicas en un area de la fisica permite inferir la
forma de las leyes de otra drea. Y al decir que lo que permite esa analogia es la
“forma”, Steiner asume con claridad que en ese proceder no intervienen ni el
significado matematico de los conceptos, ni pueden ser analogias fisicas [p. 53,
54).

Steiner constata que hay ejemplos significativos de que esa manera “formal” de
proceder ha sido altamente eficiente. En su opinién no hay ninguna explicacion
racional del éxito de este proceder, y el presentar esto y analizarlo es tarea de
estos capitulos. Por el momento constatemos que esa manera de usar a las
matematicas se considera algo “formal”. La segunda modalidad de lo formal es el

proceder de manera puramente sintactica en deducciones.

Ahora bien, lo que pueda ser lo formal en la practica de la fisica es en nuestra
opinién algo mas complejo. En primer lugar no queda claro qué es o pudiese ser la
“forma” en matematicas. ;Cdémo, por ejemplo, se clasifican las diversas formas a
efecto de poder decir que dos de ellas son “similares”, “andlogas por al forma”? Y
si no se quiere hablar de clasificaciones, como definir una métrica en el conjunto
de “formas” para poder establecer una “distancia” entre ellas, como en la teoria de
aproximaciones, que nos diga cual es una buen aproximacion de otra? Es por ello
que a lo largo de este trabajo se ira hablando de la forma y de procederes

formales.

Donde tenemos una mayor coincidencia con Steiner es en su apreciacion y
presentacion del uso del proceder sintéctico, en el sentido de que es un proceder
formal, si es que bajo formal se entiende algo que esta vacio (empty) de
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significado y procede de manera automatica. Nuestra experiencia como expertos
en el campo de la aplicacién de las matemaéticas a la ingenieria y la fisica indica en

esa misma direccion.

Este es un punto que merece atencidn, pues aun sin que la matematica fuese una
actividad con cualidades extra-objetivosw, seria extrafio que un aspecto limitado
de ella, lo sintactico, fuese tan efectivo en la fisica. Sin embargo esto atin no toma
en cuenta que un fisico siempre tiene ciertos objetivos e intuiciones que lo guian,
tal vez no hacia un resultado en lo particular, sino en una cierta direcciéon que se

presenta como fructifera.

Dado que esta discusién histérica no contribuye a resolver el problema basico del
antropocentrismo 0 no de las matematicas, se ha preferido no hacer una resena
de la resefa de Steiner. La conclusién de estos capitulos es que hay que dar peso
en la discusién al asombro que causa constatar que ciertos procedimientos casi
puramente sintacticos contribuyan de manera significativa al proceso de
conocimiento de fendmenos fisicos. Si las matematicas fuesen antropocéntricas,
este hecho se interpretaria de una manera, pero mientras no se demuestre que lo

son hay otras posibilidades validas.

Parte 3. Conclusiones.

Asi pues, si hemos entendido correctamente a Steiner, no puede haber una
definicién en términos objetivos de lo que es globalmente la matematica actual, ni
siquiera de la manera un tanto imprecisa en que se caracterizan los fenémenos
que estudian la biologia, la economia o la sicologia. Seria un conglomerado de
teorias y sus conceptos, con mayor o menor grado de desarrollo, cuya cohesién
estaria dada, en los fundamental, por la respuesta estética que han encontrado en

una comunidad cientifica, la de los matematicos.

% Como el antropocentrismo.
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Un miembro de esa comunidad, entonces, no deberia dejarse llevar, al momento
de escoger posibles desarrollos, o desecharlos, mas que por el sentimiento de
belleza o elegancia que despiertan en él. “Beauty is the first test. There is no
permanent place in the world for ugly mathematics” [Hardy, p. 85]. Esto por
supuesto no implica que, ya en el trabajo, no deba seguir reglas y metodologias
muy estrictas. Tampoco implica que eso que desarrolla sea arbitrario y subjetivo.
Donde interviene el factor extra-objetivo es en la seleccién o rechazo, en la
definicién de “lo matematico” como concepto general.

El matematico actual, por lo tanto, no deberia dejarse llevar por consideraciones
ajenas a su propia actividad, a los criterios internos de trabajo de su ciencia. Esto
no implica que en algunos casos no pueda ayudar a sus colegas de otras areas,
pues por ciertas razones (que no quedan claras) tiene la capacidad de encontrar,
inventar o desarrollar®’ conceptos que son utiles en esas &reas. Pero no
desarrolla, inventa o encuentra conceptos para describir o representar lo que esos
colegas necesitan describir o representar. Esta es una consecuencia, cuando se
da, puramente asombrosa e ininteligible en términos racionales, y no es parte de
la actividad® del matematico trabajar en ese sentido. Lo que si puede hacer es
auxiliarlos cuando ciertos calculos no pueden llevarse a cabo. En ese caso se
introducen nuevos conceptos que, de la misma manera asombrosa, pueden llegar
a tener “la ‘magia’ caracteristica de las matematicas”.

De aceptarse esta concepcion, aquello que define a las matematicas, o al menos
aquello que permite saber si este o aquel concepto o teoria son matematicos y el
de mas alla no, seria algo indisolublemente ligado a caracteristicas especificas de

los seres humanos como especie.

Steiner procede entonces a proporcionar “la evidencia” [p. 75], sus estudios de
caso. Fisicos destacados, al momento de investigar y llegar a descubrimientos

objetivos de importancia, han procedido usando estrategias de exploracion

! De acuerdo a la doctrina de la que se parta.
% De manera estricta es probable que, segun lo que se deduce de la presentacion, ni siquiera le
sea posible trabajar en ese sentido, o, de hacerlo, dejaria de estar actuando como matematico.
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basadas en esa concepcién global de lo que son las matematicas. Por lo tanto,
para él, dado que algo que considera estrictamente antropocéntrico ha permitido
llegar a un conocimiento no sélo relevante, sino al que aparentemente no habria
manera de llegar, no hay mas conclusién posible que deducir que el universo tiene
un componente que le permite ser accesible a metodologias basadas en
caracteristicas propias de nuestra especie, y por ello ese componente es

antropocentrico.

El naturalista puede simplemente descartar [p. 72] lo que no le conviene, pues el
naturalismo no es una hipétesis, sino un “background belief’ [p. 72], o un ideal
regulativo. Pero, segin Steiner, negar lo que él nos estd proponiendo es
“irracional”’, pues al observar a los fisicos actuales constata que su “conducta va
en contra de sus creencias. O, dadas sus creencias, su conducta es irracional” [p.
73]. ¢Cudl es, segun Steiner, la creencia basica que lleva su conducta a lo
irracional? Creer que proceder pitagéricamente, matematicamente, es
“naturalista”. La ciencia y la filosofia pueden, y a veces deben, segin Steiner,
introducir conceptos extra-objetivos, pero no pueden permitirse ser irracionales,
anti-racionales. Dado que segun él es un hecho que hay algo extra-objetivo en la
matematica, es irracional no aceptarlo. Es entonces racional aceptar y actuar de
acuerdo a la constatacion de algo extra-objetivo.

No estamos sefialando una posible contradiccion, pues es racional aceptar un
hecho, por mas extrafio que parezca. Y si acepto un hecho es también racional
actuar en consecuencia. Pero, jacaso Steiner ha demostrado que el
antropocentrismo de las matematicas es un hecho? Tras un analisis critico, tema
del proximo capitulo, llegaremos a la conclusion de que en el mejor de los casos
es tan plausible que la matematica sea antropocéntrica como lo opuesto, y que en
nuestra opinién, al menos con base en sus argumentos, esta tesis de Steiner no

tiene un alto grado de convencimiento.
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Capitulo 3. ; Es antropocéntrica la matematica?

Introduccién.

Este capitulo se centra en el andlisis de la argumentacién presentada en [Steiner]
a favor de la tesis que afirma el antropocentrismo de las matematicas, cuya
justificacién se lleva a cabo caracterizando a esta ciencia de manera global

mediante los criterios de seleccién de conceptos como pertenecientes a ella o no.

Dada la diversidad de teorias que presenta la matematica actual Steiner sostiene
que lo Unico que permite unificar ese conjunto (la matematica) son los criterios que
permiten incluir o excluir conceptos de ella. Si esos criterios resultasen
antropocéntricos, el caracter global unificador de las matematicas lo seria también.
Por lo tanto toda estrategia de exploracion en cualquier otra area que se basase
no en tal o cual teoria, sino en las matematicas globalmente, también tendria un
caracter antropocéntrico. En este capitulo no se analizan las consecuencias que
tendrfa tal caracteristica global, sino si efectivamente es plausible asumir que las
matematicas son una actividad antropocéntrica. No se trata en una primera
instancia de demostrar que las matematicas no son antropocéntricas, sino de
someter la argumentacién con que Steiner sostiene su tesis a un andlisis critico
para entender como la justifica, y si esa justificacién fuese suficiente como para
convencer a alguien que considerase plausible que el universo, y en especial las

matematicas no tenga rasgos antropoceéntricos.

Por ejemplo, un destacado matematico y ensayista, Morris Kline, afirma que
aquello que caracteriza a las matematicas es su uso metodolégico de la razén:
"The distinguishing feature of mathematics is its method of reasoning” [Kline, 1961,
p.77]. “[Los griegos] made reason a vital factor in Western culture” [Ibid., p. 79], y
fueron las matematicas, en especial su método deductivo, aquello que moldeo esa
concepcion de la razoén [Ibid., p. 79]. Kline expone con claridad la idea de la

matematica como ejemplo paradigmatico de pensamiento racional.

129



La confrontacién con puntos de vista como el de Kline es otro punto clave de la
discusion con Steiner por dos motivos. En primer lugar porque su tesis del
antropocentrismo en matematicas no representa una concepcién con algun nivel
de consenso; es mas, es una idea que no parece haber sido planteada
previamente, y que introduce al elemento estético como predominante en la
determinacion global de lo que pudiesen ser las matematicas. En segundo lugar
Steiner esta convencido de que al menos entre fisicos modernos de alto nivel ha
habido una fuerte tendencia a utilizar estrategias basadas en las matematicas
precisamente por sus caracteristicas antropocéntricas. “The truly great discoveries
in contemporary physics were made possible only by abandoning — often covertly
and even unconsciously — the naturalistic point of view” [pp. 59 — 60]. Aqui se
tienen dos concepciones contrapuestas, ya que de acuerdo a la postura de Kline,
el uso de analogias matematicas no implica que se esté “abandonando el punto de
vista naturalista”.

Una de las conclusiones a que llegaremos en este capitulo es que ain en el mejor
de los casos, la argumentacion ofrecida en [Steiner] no ofrece una sustentacién

mayor o mas convincente que la de Kline, por ejemplo.

*hkk

Antes de pasar de lleno a la discusién especifica, es importante citar la nota al pie
que acompana al parrafo citado, tras la palabra “unconsciously”: “Behavior can
often go contrary to, be irrational in light of, one’s professed beliefs ... Since
practicing scientists often advocate naturalism, at least in my sense, ..., their
behavior in making discoveries is unintelligible, given their professed views. We
focus our attention here on what scientists do, not what they say” [nota 30 al pie, p.
60], (cursivas JC).

En los capitulos 4 a 6 y los apéndices de [Steiner] se describen con precisién
ciertos aspectos del quehacer de algunos cientificos (fisicos) a lo largo del proceso
que llevd a algunos de los descubrimientos basicos de la fisica del siglo XX. De
ahi Steiner obtiene ciertas conclusiones, como lo que esquematicamente hemos
llamado el “proceder formal” usando matematicas de esos cientificos. Esta tesis,
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ademas de haberme yo mismo planteado con anterioridad esa cuestion, recibe
una fuerte sustentacién de su presentacion de los hechos, o sea, de analizar lo

que los cientificos hacen, y no lo que dicen

No ocurre lo mismo cuando presenta tesis sobre las matematicas. Con respecto a
lo estético no lleva a cabo ningun andlisis de caso. S6lo se menciona el ejemplo
del ajedrez, del que Steiner simplemente afirma que no se ha seleccionado como
“matematica” por no presentar suficiente atractivo para los matematicos. Dada la
complejidad de la relacién entre lo estético y la matematica, se requeririan uno o
dos ejemplos significativos para indicar con claridad de qué se esta hablando. De
esta manera quedaria mas delimitada la diferencia entre lo que los matematicos
dicen, y lo que hacen. En especial se requeriria al menos un ejemplo (significativo)
de cémo se ha procedido en la seleccién de conceptos matematicos basandose

en un criterio estético.

Al contrastar con casos en donde otros criterios han sido decisivos, surge la duda
de si es posible dar los ejemplos que Steiner requiere. Es por ello que he juzgado
conveniente ofrecer algunos de esos casos en la ultima parte de este capitulo.

ok

Steiner elabora su argumentacién a lo largo de dos vertientes. La principal, acerca
del caracter estético de esa ciencia, y la concerniente a la introducciéon de

conceptos a efectos de realizar ciertos calculos.

La conclusién principal de nuestra parte es que la justificacién y las razones que
sustentan el antropocentrismo en matematicas dejan por un lado demasiadas
vertientes sin analizar, y por otro esas razones no comportan la suficiente fuerza
légica para ser convincentes, menos alin como para imponerse por su fuerza

deductiva como necesarias.

En lo relacionado al aspecto estético, el interés principal radica en los argumentos
presentados por Steiner en las paginas 63 a 66 de su libro, ya que, fuera de un par
de comentarios en la introduccién, en esa parte del capitulo 3 se concentran todos
sus argumentos a favor de la importancia del factor estético en matematicas. Por
ello, una vez contextualizando y ubicando dentro de lo discutido en nuestro
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capitulo anterior, paso a analizar sus argumentos frase tras frase. Para ello en
cada subseccion se presenta y analiza una cita. Sigo de manera estricta el orden

secuencial en el cual Steiner presenta sus ideas.

Seccion 1. Antropocentrismo del universo.

¢Por qué concentrarse en la tesis del antropocentrismo de las matematicas?
Debido a que es la pieza clave de la sustentacion de una tesis global: el universo
es antropocéntrico, o tiene rasgos antropocéntricos. Dado que cualquier creacién
humana puede tener rasgos antropocéntricos, no es inmediato el paso de
constatar como el antropocentrismo de algo particular, en este caso la
matematica, pueda proporcionar elementos suficientes como para afirmar que en
algo general, el universo, se constata también ese antropocentrismo. El esquema

es el siguiente:
Premisa 1. Las matematicas son antropocéntricas.

Corolario 1. Toda estrategia de accién basada en las matemadticas esta, por lo
tanto, prefiada de antropocentrismo, explicita o implicitamente.

Premisa 2. En areas alejadas de nuestra experiencia ésta no brinda ninguna
indicacion de cudl pueda ser la forma de las leyes fisicas correspondientes. De
tener una expresién matematica, no hay ninguna razén para asumir que deba
tener algo que ver con la forma de las leyes conocidas; es mas, en algunos casos

se ha asumido que no deberia tener la misma forma que leyes conocidas.

Corolario 2. Por lo tanto, nuestro conocimiento de las leyes fisicas de areas
alejadas de nuestra experiencia deberia ser, de darse, muy limitado y escaso.

Hecho 1. Nuestro conocimiento efectivo de al menos un drea alejada de nuestra

experiencia, la mecanica cudntica, no es ni limitado ni escaso.

Corolario 3. Por lo tanto, esos cientificos estdn empleando alguna estrategia que
les ha permitido una tasa de éxito demasiado improbable de haber sido el puro
azar lo que hubiera dado la pauta en esos descubrimientos.
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Hecho 2. En un nimero importante de esos descubrimientos es posible constatar
que las estrategias basicas para llegar a ellos estan basadas en las matematicas.

Corolario 4. Por lo tanto hay estrategias antropocéntricas que permiten efectuar

descubrimientos objetivos con efectividad.

Corolario 5. Por lo tanto hay algo en el universo que “responde” a caracteristicas

especificas de nuestra especie.

Conclusion. El universo tiene rasgos antropocéntricos.

Para Steiner un naturalista deberia aceptar como valido el corolario 2, ya que el
razonamiento de Peirce-Steiner lo que pretende mostrar no es una incapacidad
fundamental’, sino que para un punto de vista puramente racional? lo Gnico factible
de ser conocido en areas alejadas de nuestra experiencia es aquello que por azar
se llegue a entrever, lo que no puede ser ni cualitativa ni cuantitativamente
satisfactorio. De manera un poco mas estricta, la premisa 2 afirma que no puede
haber estrategias objetivas, como por ejemplo las racionales, que ofrezcan
mayores posibilidades de éxito en el proceso de descubrimiento de leyes fisicas
que una busqueda aleatoria. Si las Unicas estrategias viables participasen de
elementos extra-objetivos, esta premisa podria entonces seguirse sustentando.
Este camino le estaria vedado al naturalista, pues sus premisas le impiden aceptar
como validas estrategias no sustentadas por completo en aspectos objetivos, en
especial no debe aceptar estrategias basadas en la premisa de que hay algo en el
universo que responde directamente a caracteristicas especificas de nuestra
especie: “where the analogy is improper, as anthropocentric analogies are for the
naturalist, guessing by analogy can be just as irrational as projecting an
unprojectible hipétesis” [p. 59]. (Cursivas del autor.)

' Ya que Steiner estd muy bien enterado de los avances en mecanica cuantica, seria poco
congruente que afirmara a ultranza que es imposible obtener conocimiento profundo de areas
alejadas de nuestra experiencia.

2 Asumo a lo racional como parte de lo que ha sido generado y condicionado por la evolucion de
nuestra especie. En mi opinién, Steiner también lo asume. Un punto de vista puramente racional es
entonces ajeno a factores extra-objetivos, como cualquier otro punto de vista relacionado con
nuestra evolucion y las capacidades que en ella pudiésemos haber adquirido.
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Pero si las matematicas no fuesen antropocéntricas la premisa 2 no seria valida,
pues habria estrategias racionales® para investigar dreas “alejadas de nuestra
experiencia”. La posibilidad de que el argumento anterior permita asignarle un
valor de verdad a la conclusiéon depende en primera instancia de si las
matematicas son antropocéntricas o no. Si no se da una justificacién adecuada de
esta tesis, alguien que esté en contra del antropocentrismo del universo no puede
ser convencido con el esquema anterior, y el rechazar sus tesis no se da a partir
de una posicion dogmatica, a pesar de lo que dice Steiner. Para él el naturalismo
es un principio (background belief). Por lo que no puede ser refutado a pesar de
que “the evidence suggests .... that nature looks ‘user friendly’ to human inquiry”
[p. 72]). Cuando mucho se le puede presentar asi una “dificultad”, pero no aceptara
haber sido refutado, pues un “background belief operates by labeling certain

hypotheses or behaviors as inappropiate or irrelevant”. [p. 72].

Para Steiner no reconocer como valida la naturaleza fundamentalmente
antropocéntrica de la matematica, y por lo tanto de las estrategias basadas en ella,
es vivir en “a kind of intellectual schizophrenia. This is how | regard the position of
today’s naturalist physicists: their behavior goes counter to their beliefs. Given the

beliefs, their behavior is irrational” [p, 73].

Dados sus argumentos, su diagnéstico de “esquizofrenia intelectual” no parece

correcto.

Seccion 2. Andlisis.

La discusién comienza por los aspectos mas generales, para pasar después a la
discusion del aspecto estético y luego al de conveniencia de célculo. También se
presentan esquematicamente algunos ejemplos significativos.

La traduccién ininterrumpida del texto de las pp. 63, 64 y 65 estdn en el apéndice
1. Las citas se presentan en cursivas para diferenciarlas visualmente de mi texto.

3y, por lo tanto, estrategias basadas en capacidades adquiridas durante la evolucién.
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Subseccicn 1: Aspectos generales.

Primera parte: Cémo caracterizar globalmente a la matematica.

Como se ha sefialado, lo esencial para Steiner es la caracterizacion global de las
matematicas. Necesita encontrar una manera de hablar de sus aspectos basicos,
y piensa que los ah encontrado en los criterios de seleccién de conceptos. Es por

ello que comienza la defensa especifica de su tesis con la siguiente pregunta:

“Ahora, ;qué hay de anti-naturalista® acerca de analogias y taxonomias
pitagéricas?. Esta pregunta depende de ofra, de mayor peso: ;qué es la
matemadtica? O, ;cudl es el criterio para [determinar qué] conceptos son

‘matematicos’?’

O sea, si se puede mostrar que las matematicas son anti-naturalistas
(antropocéntricas) globalmente, quedaria claro que las estrategias basadas en ella
también lo son. Enseguida el autor hace equivalente la pregunta acerca de la
esencia de las matemaéticas con la pregunta acerca de cudles pudiesen ser los
criterios para decidir si tal o cual concepto es matematico o no.

Es evidente que si se conocen esos criterios, mucho se ha de poder decir de cual
fuese la esencia de las matematicas. Pero no queda claro si el conocer esos
criterios es suficiente para determinar la esencia de las matematicas. Pareceria
mas bien que pueden o pudiesen proporcionar elementos necesarios para
determinar esa esencia, y no forzosamente suficientes. Seria aceptable suponer
que al conocer esos criterios se proporcionan elementos para la determinacion de
esa esencia, en ocasiones quiza fundamentales, pero no siempre. Steiner puede
alegar que para poder decidir si un concepto es matematico o no tengo que saber
qué son las matematicas. Sin embargo una analogia puede indicar las dificultades

de esta propuesta.

Supdngase que hay que clasificar a los primates actuales. Hay una especie que
queda separada merced a un solo criterio: la carencia de pelo en casi todo el

cuerpo. Con ello puedo saber si tal o cual primate es homo sapiens o no, y sin

* Equivale a lo que he llamado exira-objetivo.
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embargo esa caracteristica poco me dice acerca de lo esencial de ser homo
sapiens.

Segunda parte. Diversidad de criterios.

A continuacién Steiner presenta una clasificacién “fregeana” de los conceptos

matematicos en tres categorias. No se sefala si se pretende exhaustiva o no.

“Desde un punto de vista Fregeano en sentido amplio, podemos distinguir tres

categorias de conceptos matemadticos, dependiendo de si son (o pretenden ser):
(1) Propiedades de objetos matemadticos (p.e. “numero primo");
(2) Propiedades de conjuntos o sistemas (p.e. “grupo”);

(3) Propiedades de segundo orden o funciones (p.e. “el numero de F-es’, ‘la
derivada de ).

El mismo Frege estaba interesado en las diferencias entre las categorias. Pero
también podemos preguntar, de cada categoria, ;qué es lo que hace [de] un
miembro de esa categoria un concepto matematico? Asi obtenemos tres

preguntas, y no deberiamos esperar que las respuestas sean las mismas”.

Los primeros dos tipos de conceptos estan claros. El tercero no tanto. ;Es lo
mismo una “propiedad de segundo orden” que una “funcion”? Parece ser que el
autor pretende con ello clasificar a los conceptos relacionados con propiedades
construidas sobre las dos anteriores categorias como propiedades de varios
elementos (“el nuimero de F-es”), o funciones construidas sobre objetos

matematicos (“la derivada de f").

Pero lo importante es la pregunta: “;qué es lo que hace [de] un miembro de esa
categoria un concepto matematico?”

El parrafo concluye con una frase significativa: ya que hay tres categorias de
conceptos en la matematica, con respecto a los criterios que permiten decidir si un
concepto es matematico o no, se tienen “tres preguntas, y no deberiamos esperar

que las respuestas sean las mismas”.
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Los criterios para seleccionar en una categoria no necesariamente deben ser los
mismos que en otra. Ese planteamiento implica, entre otras posibilidades, que hay
conceptos que no son conceptos matematicos pero susceptibles de ser
considerados como tales. Un primer problema radica en que no se sabe con
precision de dénde se van a tomar los conceptos (0 cémo se van a inventar) entre
los cuales es factible escoger y decidir si uno es matematico y otro no, y a qué

categoria pertenece.

Mas alla de si son 3 preguntas, o cuatro o dos, esta frase pone de relieve una
situacion que hay que tomar en cuenta: en un ambito tan complejo como la
matematica actual no es factible esperar que la respuesta a cudles son los
criterios de seleccion de conceptos sea la misma para en sus diferentes ambitos ni
para diversas clases de entes o relaciones. Esto me parece muy aceptable. Lo
desconcertante es que, a pesar de haberla senalado con claridad, Steiner no hace
esa distincién, sino que los dos unicos criterios que presenta se asumen

implicitamente como aplicables a toda la matematica.

Tercera parte. El ejemplo del ajedrez.

A partir de este momento no se vuelve a hacer referencia a esa clasificacion en
tres categorias. Steiner simple y sencillamente pasa a otra cuestion, y se pregunta
cual es la distincion entre un concepto como el de grupo y la teoria del ajedrez. Su
respuesta es categdrica: “la distincion entre matemadticas y ajedrez es una

predileccion de los matemdticos, mas que una distincion I6gica™

“Por ejemplo, dado (2) [0 sea la segunda categoria], podriamos preguntar por la
distincion entre el concepto de grupo y aquella de un juego como ajedrez. ;Por
qué el “teorema” de que el mate no puede ser forzado con un rey y dos caballos
contra un rey no es un teorema de las matemadticas (y ningun matemadtico que yo
consulté dice que lo es)? ;Por qué no son las nociones del ajedrez, como
“enroque”, ‘“captura al paso’, “coronacion de un pedn’, etc., de relevancia
matemadtica? Las filosofias estandar de la matemdtica — logicismo, formalismo o
intuicionismo — no tienen respuesta, ya que la distincion entre matemadticas y

ajedrez es una predileccion de los matematicos, mas que una distincion Iégica.
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Esta actitud de los matematicos cambiaria si surgieran nuevos hechos
estructurales acerca del ajedrez. Supdngase que cada posicion ganadora tuviese
una simetria geométrica. Un “tecrema” de ese tipo podria ser visto como
matematicas. No es que ningun matematico espere algo asi: el ajedrez, como
muchos juegos de dos adversarios, es una abstraccion de la guerra. El origen del
ajedrez no da buenos augurios, por experiencias previas, acerca de la riqueza

tipica de los conceptos matemadticos”.

La afirmacion “/a distincion entre matematicas y ajedrez es una predileccion de los
matemadticos, mds que una distincion Idgica’ no recibe ningun tipo de sustentacidn.
Es innegable que la teoria del ajedrez no se incluye entre las teorias mateméticas,
pero es factible pensar en diversas razones para ello, tan plausibles 0 mas (y en
todo caso mejor sustentadas) que la “predileccion de los matematicos”. De curiosa
manera, Steiner mismo propone una: La riqueza “tipica” o falta de ella. La riqueza
de un concepto es su potencialidad de generar teorias o partes de teorias, o de
llevarnos, dentro de una teoria a teoremas de interés o especialmente utiles. El
concepto de grupo da lugar a toda una teoria de gran profundidad. Los conceptos
de espacio vectorial y de funcién lineal dan lugar a toda el algebra lineal. El
concepto de producto interno o escalar no genera una teoria, pero si contribuye
notablemente a enriquecer las nociones de norma y métrica y permite definir
angulos entre vectores de cualquier tipo; entre otras posibilidades permite plantear
el teorema de representacion de formas lineales de Riesz, etc. Ahora bien, la
riqueza de un concepto o teoria no depende de mis gustos o predilecciones, y si
dejo de lado la teoria del ajedrez por su falta de riqueza conceptual es porque

simple y sencillamente esa teoria no tiene esa caracteristica.

Cuarta parte. Interludio: ; Es extra-objetivo lo esiético?

Al llegar a este punto no podemos dejar de lado una cuestién: Parece probable
que lo estético haya también surgido y se haya desarrollado dentro del proceso de
seleccion natural. Por lo tanto puede también tener o haber tenido un valor
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positivo® en ese proceso y sus cualidades no tener nada que ver con factores

extra-objetivos.

Esta objecion no es contemplada por Steiner, y las posibles razones de ello
iluminan con mayor claridad algunos aspectos de su sistema. Este autor no se
compromete con la manera o la razén por la cual surgié nuestro sentido estético.
La cualidad que le interesa es lo especifico de ese sentido. Da por supuesto que
dificilmente otra especie con un nivel evolutivo equivalente o mayor que el nuestro

coincida con lo que nosotros percibimos como "bello”.

No seria probable que, por ejemplo, el cuadro de Los Girasoles de Van Gogh les
parezca bello o, en un sentido mas general, estéticamente satisfactorio a una
especie de la proxima galaxia, y eso inclusive asumiendo que superficies pintadas

sean uno de sus medios de expresion artistica.

El aspecto extra-objetivo no radica en esa caracteristica “propia de la especie
humana”, sino en la posible reaccién o relacién del universo ante ella. Este es un
buen punto que, sin embargo, deja de lado otras posibilidades. Por ejemplo,
también podria pensarse que el sentido estético es sdlo el indicador de una
armonia o resonancia con el universo, de la misma manera que la frecuencia de
una senal de radio es un identificador especifico de ella, y lo especifico de nuestra
especie es lo que se transmite, pero esto es posible gracias que hay una relacién
objetiva con el universo gracias al conocimiento de las leyes fisicas objetivas que

permiten enviar y recibir la sefial.

Ahora bien, a pesar de las posibles respuestas de Steiner a esta objecién y a
subsecuentes contra-respuestas, no es éste el aspecto de mayor peso. Hasta
cierto punto es verosimil que nuestro sentido estético es especifico de nuestra

especie. Es algo que se puede conceder®.

® En el sentido de contribuir a una retroalimentacion positiva de ese desarrollo.

® Sin mas afan que complementar la serie de aspectos que sus argumentos conllevan, es
interesante constatar que para Steiner el sentido estético debe ser entonces neutral con respecto a
los mecanismos de la seleccién natural.
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Steiner debe pues demostrar, o al menos convencernos de que hay una relacion
privilegiada entre el universo en su totalidad y una caracteristica especifica,
particular y por lo tanto definitoria, de nuestra especie. Si lo estético manifiesta,
por algtin mecanismo, la capacidad de conducirnos hacia el conocimiento objetivo
ahi donde mecanismos objetivos, como aquellos basados en la razén, no pueden
hacerlo, seria indudable que habria que revalorar algunas concepciones.

El mecanismo de que se vale lo estético para irrumpir en nuestro conocimiento de
lo real es por medio de su capacidad de determinar qué es lo matematico. Si lo
matematico es globalmente algo estético y es precisamente su aplicacién global lo
que ha permitido tener éxito, Steiner puede sustentar adecuadamente su tesis.
Para ello descarta primero una relacién con lo empirico a través de los origenes
de la matematica, para pasar entonces al nucleo del argumento: la sustentacion
del caracter estético de criterios fundamentales de seleccion de conceptos en la

matematica (actual).

Quinta parte. La posible relacidn de los conceptos matematicos con lo empirico en su origen.

Un argumento que ha sido esgrimido en diversas ocasiones para sustentar la tesis
de una relacion directa entre lo empirico y lo matematico es el origen de la
aritmética y la geometria en actividades y necesidades practicas, como la
necesidad de un calendario confiable en la agricultura o cémo repartir las parcelas
y contabilizar lo que a cada uno corresponde. Esos origenes serian las raices de
donde sigue fluyendo a todo el edificio la relacién con lo objetivo. Al respecto nos

dice Steiner:

“Las matemdticas también tienen sus raices en diversas actividades humanas
(medir, contar, movimiento). Pero las matematicas modernas se han alejado

mucho de esas rafces. Como dice Mac Lane:

[Cita de Steiner]. La génesis de las estructuras matematicas mds complejas tiende a
tener lugar dentro de las matemadticas mismas. Aqui hay una variedad de procesos
que pueden generar nuevas ideas y nuevas nociones. Esos son: enigmas (36), el
proceso de completar (37), invariancia (37), estructuras comunes (analogias) (37),
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esfructuras intrinsecas (38), generalizacién (38), abstraccion (38), axiomatizacion

(39), el andlisis de las demostraciones (39).

(Nota a pie de pagina correspondiente a esta cita). Mac Lane 1986. Los numeros

en paréntesis son las referencias del autor a ese trabajo”.

Steiner no niega que en sus origenes haya habido una relacién clara entre
estudios de objetos reales y las matematicas, “pero las matematicas modernas se
han alejado mucho de esas raices”. Para él esa relacién con lo objetivo o empirico
se ha ido diluyendo conforme las matematicas adquirian las propiedades que
actualmente las caracterizan, hasta perder toda relacién con lo empirico por ese
lado. Las técnicas de desarrollo de esa actividad no hacen referencia mas que a

ella misma, no a una posible relacion con lo objetivo.

Dicho bajo una interpretacion un poco mas rigurosa, la pura relacién original con lo
empirico no garantiza que esa relacion se propague o que se siga dando. Esto es
aceptable, aunque hay que anadir que aceptar esta idea no implica que por ello se
deben dejar de lado otras maneras de relacionarse con lo objetivo. Tampoco se
esta diciendo nada acerca de posibles interacciones entre diferentes maneras de

relacionarse con lo empirico o con nuestra reflexién acerca de lo empirico.

Quinta parte. Las faxonomias.

Un punto basico para Steiner es el uso de taxonomias como criterios para decidir
cuando algo se “parece” o “es andlogo”. Si se usan criterios de clasificacion
basados en las matematicas la esencia de ellas debe tener algo que ver con lo
que se esta clasificando. O sea, si se usan criterios matematicos y estos son
antropocéntricos, aquello para lo que fueron empleadas las clasificaciones queda
también impregnado de antropocentrismo. Es por ello que tras la cita de Mac Lane

concluye:

“Ndtese que los procesos aqui enlistados presuponen un sistema de taxonomia o
clasificacion: considérese en particular “invariancia” y “analogia”. Asi pues, desde

nuestro punto de vista, cualquier uso de la lista de Mac Lane para caracterizar a la
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matematica como “objetiva” (no antropocéntrica) simplemente presupone la

cuestién (no afirmo que Mac Lane intentara hacer esto)”.

Quiero entender que segun Steiner esos procesos presuponen el mismo sistema
de clasificacién que las matematicas, y no es valido caracterizar como objetiva a la
matematica con criterios que son a su vez practicamente matematicos. Esto es

coherente con su sistema.

Subseccion 2..El factor estético.

Hasta aqui Steiner ha mencionado en diversas ocasiones al factor estético como
el principal criterio en la seleccién de conceptos como matematicos. Es a partir de
los siguientes parrafos que Steiner trae a escena sus principales razones para

sustentar esa tesis. Es indispensable la cita completa.

“El que los conceptos matematicos modernos surjan dentro de las matemadticas
(mas que empiricamente) es importante; ;pero qué es lo que los hace
matemadticos? La mayoria de los matematicos aceptaria el punto de vista de
Wigner [Wigner 1967]: las matemdticas modernas expresan el sentido estético
humano. Los conceptos son seleccionados como matemadticos porque dan lugar a
teoremas bellos y teorias hermosas. Que el proceso enlistado por Mac Lane
genere belleza es un hecho remarcable y contingente acerca de la historia de las

matemadticas. En las palabras de un gran matemadtico del siglo XX:

[Cita de Steiner]. El matematico tiene una gran variedad de campos a los cuales
dirigirse, y disfruta de una muy amplia libertad en lo que hace con ellos. Para
llegar al punto decisivo: pienso que es correcto decir que su criterio de seleccion y
también aquellos de éxito son principalmente estéticos. ... Uno no sdlo espera de
una teoria matematica que describa y clasifique de una manera sencilla y elegante
numerosos casos [que son] a priori diversos. Uno espera también “elegancia” en
su formacion estructural “arquitectonica’. ... Esos criterios son claramente aquellos
de cualquier arte creativo. [Von Neumann, 1956].
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Por supuesto G.H. Hardy es notorio por su concepcion de que la belleza es la

esencia de las matematicas:

[Cita de Steiner], Los patrones matematicos, como los del pintor o el poeta, deben
ser hermosos; las ideas, como los colores o las palabras, deben entrelazarse de
una manera armonica. La belleza es la primera prueba: no hay un lugar
permanente en el mundo para matemalticas feas. ... Puede ser dificil definir la
belleza matematica, pero lo mismo es verdad de cualquier otro tipo de belleza —
podemos no saber exactamente qué significa que un poema sea bello, pero eso
no nos impide reconocer uno cuando lo leemos [Hardy]

Que el factor estético en matemadticas es constitutivo ha venido a ser actualmente
un truismo en la comunidad matemadtica. En una encuesta en un numero reciente
de Mathematical Intelligencer se pidid a los lectores que se ordenaran teoremas
matemadticos en razon de su belleza (Wells 1988). Quiza la pregunta estaba un
tanto desviada al divorciar la belleza de un teorema de la ‘arquitectura” de su
demostracion. De todas maneras, dudo que una revista periédica en cualquier otra
ciencia llevara a cabo una encuesta semejante.

ek

El argumento se divide en tres partes. Primero se afirma algo acerca de la
comunidad de matematicos: Que una parte mayoritaria afirma que lo estético es
constitutivo. Enseguida se ejemplifica ese tipo de pensamiento con dos citas.
Finalmente se confirma esa afirmacion mencionando una encuesta de una revista.

Por ello dividimos en tres partes el andlisis.

Primera Parte. Lo que piensa la comunidad.

En primer lugar, para Steiner es un hecho que la mayoria de los matematicos
aceptaria que “las matematicas modernas expresan el sentido estético humano”.
Supdngase que esto efectivamente fuera cierto, ¢se deduciria de tal hecho que
efectivamente es asi? Steiner mismo ha dicho que una cosa es lo que los fisicos,

aln mayoritariamente, digan, y otra lo que hacen. ;O seria la comunidad
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matematica un caso especial? No parece haber razones para ello, Steiner al

menos no ofrece ninguna.

Queda ademas la pregunta abierta acerca de la verosimilitud de la afirmacion. No
parece haber sustento estadistico, de encuestas o de algtin otro tipo que permitan
afirmar que efectivamente esa es la opinién de “una parte mayoritaria” de los
matematicos. Esto sin negar que es indudable que la comunidad matematica tiene
una gran sensibilidad hacia aspectos estéticos, lo que se expresa habitualmente
con el concepto de “elegancia”. Tal demostracion es “elegante”, la otra no, etc. Por

ello es mas interesante la oracion con la que Steiner concluye el parrafo:

“Que el proceso enlistado por Mac Lane genere belleza es un hecho remarcable y
contingente acerca de la historia de las matematicas”.

Pareceria ser altamente asombroso que esos procesos produzcan precisamente
belleza, mientras que eso dejaria de ser misterioso si el criterio fundamental a lo
largo de esos procesos fuese precisamente lo estético. De manera natural todo
concepto matematico seria satisfactorio estéticamente, pues en primera instancia
por eso fue seleccionado.

Esto descuida algunos aspectos. En primer lugar, si bien seleccionar algo por bello
garantiza que serd estéticamente atrayente, el ser estéticamente atrayente no
implica que algo haya sido necesariamente seleccionado por su belleza. La
belleza puede ser una cualidad secundaria, pero siempre presente, de procesos

diversos.

En segundo lugar, no se ha analizado qué significa que un concepto matematico
sea estéticamente satisfactorio. Por ejemplo, desde algunos puntos de vista no
son fundamentalmente los conceptos lo que es “bello” o “elegante” en
matematicas, sino las demostraciones o las teorias. Debido a esto, entre otros
factores, no es facil delimitar lo que pudiese ser la belleza de un concepto. El
atractivo estético de un concepto como el de “producto interno” es méas detectable
ya que es una consecuencia casi inmediata de su definicién el que pueda ser
aprovechable para definir una métrica y una norma, algo “elegante”. Mientras que

el concepto de vector, aunque interviene en demostraciones, no es elegante en si
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mismo, pues esas demostraciones pueden serlo o no, mas alla de si interviene el
concepto de vector o no. La idea de “grupo” es ciertamente atractiva por su
elegancia, pero no necesariamente se asume que la idea de elemento inverso lo

sea.

No es pues clara la idea de qué pueda ser el atractivo estético de un concepto
matemadtico, y por lo tanto afirmar que los conceptos matematicos lo poseen es
una afirmacién demasiado ambigua. A lo que Steiner puede, por supuesto, replicar
que lo relevante no es dar una definicién, algo de cualquier manera sumamente
dificil, pues basta con constatar el hecho, y son experto como Von Neumann y
Hardy los que lo han constatado.

En pocas palabras, no queda claro qué pueda ser el factor estético en
matematicas. Por lo tanto no queda claro si al preguntarles a dos matematicos si
el estético es un elemento constitutivo de la matematica actual se refieran a lo
mismo al contestar. Tampoco queda claro por qué se afirma que una “mayoria” de
los matematicos contestaria afirmativamente. Inclusive, aun aceptando que
efectivamente asi fuera, la opinién mayoritaria sobre algo no es un factor riguroso

de demostracion.

Segunda parte. Von Neumann y Hardy.

Steiner presenta a continuacién lo que pareceria ser el nucleo principal de su

argumentacién, las citas de dos grandes matematicos, Von Neumann y Hardy.

Hardy es uno de los primeros ejemplos de lo que hoy en dia llamamos
“matematicos puros”. Von Neumann representa casi un arquetipo del “matematico
aplicado”, quien ademas hace contribuciones de primer nivel a la matematica pura.

Los dos se expresan con gran claridad acerca de la importancia del factor estético
en las matematicas modernas. Para ambos es algo fundamental, con diferencias
de matiz. Von Neumann habla inclusive de “criterios de seleccién”, mientras que
Hardy si parece admitir que en alguna etapa algo “feo” pudiese haber sido
considerado como matematico. Lo que Hardy no acepta es que continde asi

indefinidamente.
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“El matemadtico tiene una gran variedad de campos a los cuales dirigirse, y disfruta
de una muy amplia libertad en lo que hace con ellos. Para llegar al punto decisivo:
pienso que es correcto decir que su criterio de seleccion y también aquellos de
éxito son principalmente estéticos. ... Uno no sdlo espera de una teoria
malemdtica que describa y clasifique de una manera sencilla y elegante
numerosos casos [que son] a priori diversos. Uno espera también “elegancia” en
su formacion estructural “arquitectonica”. ... Esos criterios son claramente aquellos

de cualquier arte creativo”. [Von Neumann, 1956, 2062].

“Los patrones matematicos, como los del pintor o el poeta, deben ser hermosos;
las ideas, como los colores o las palabras, deben entrelazarse de una manera
armonica. La belleza es la primera prueba: no hay un lugar permanente en el
mundo para matemadticas feas. ... Puede ser dificil definir la belleza matematica,
pero lo mismo es verdad de cualquier otro tipo de belleza — podemos no saber
exactamente qué significa que un poema sea bello, pero eso no nos impide
reconocer uno cuando lo leemos”[Hardy, p. 85].

Las dos citas muestran que al menos dos matematicos del mas alto nivel
consideran fundamental el factor estético en la seleccion de conceptos en su
ciencia. Esto es un indicador confiable de que es de interés analizar lo que pueda
ser ese factor y de qué manera ha influido en la evolucion de las matematicas. En
especial seria necesario analizar el trabajar concreto de los matematicos para

entender los mecanismos por los cuales este factor se hace sentir en esa practica.

Lo que las citas anteriores no permiten es afirmar como un hecho que ese factor
sea el fundamental en la seleccion de conceptos. Para quien concuerde de
antemano con esa posicion las citas pueden ser convincentes, pero desde un
punto de vista neutral no proporcionan argumentos decisivos, aunque indican la

necesidad de un estudio mas profundo.

Hay al menos dos ejemplos significativos en los cuales el criterio estético no jugé
el papel primordial, y al menos en el segundo fue inclusive invocado por una de las

partes. Ellos son el concepto de infinitesimal y el de cuaternién. Dada su
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relevancia seran considerados con cierto detalle en la siguiente seccién, aunque
por el momento se opta por no interrumpir el analisis de los razonamientos de
Steiner. Un ejemplo importante, pero no tan concreto en cuanto a los criterios de
seleccién, sino mas bien en cuanto a su relacion con el mundo de la experiencia

es el de los numeros imaginarios. De ello se hablara mas adelante.

Tercera parte. Encuesta.

En lo que casi se puede considerar de anecdoético, Steiner relata como una revista
de matematicas hizo una encuesta entres sus lectores sobre la belleza de
teoremas. Fuera de indicar una alta sensibilidad hacia lo estético, que no hemos
negado, no vemos la contribucién de este sefialamiento a la sustentacion légica de
las tesis bajo escrutinio.

Subseccion 3. Conclusiones de Steiner.

“Por lo tanto, parece plausible que la mejor respuesta a la pregunta “;por qué es
el ajedrez un juego, pero los espacios de Hilbert (son) matemadticas?” Dependerd
de lo estético. Lo que causé que los matemdticos enmarcaran los conceptos (de la
manera en que) lo hicieron fue frecuentemente su gusto. ... Para mi, asi pues, el
sentido matemadtico se reduce a lo estético, mientras que el Pitagorismo histdrico,
limitado a una sola estructura (los numeros naturales), afirmaba lo inverso. Decir
que el sentido matemdtico se reduce a lo estético equivale a quitar al sentido
estético del dnico argumento para su objetividad — o sea, que el sentido estético
se basa en la objetividad de las formas matematicas, como los pitagdricos
argumentaban de hecho. Si la posicion pitagorica hoy en dfa “begs the question” —
si, como sostengo, el término “forma matemadtica” (dada la multitud de “formas
matematicas” actualmente) estd vacio si no se introduce el sentido estético
humano — entonces no hay escape de la conclusion de que el sentido estético
humano no es otra cosa que especifico-de-la-especie. Clasificaciones como bello /
feo son entonces antropocéntricas: Asi, finalmente, lo son las clasificaciones
matemalticas.”

ek
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Hay cuatro afirmaciones de interés en este parrafo.

1..Los matematicos han decidido frecuentemente que algo es matematico, o no,

por su gusto.
2. “Para mi el sentido matematico se reduce a lo estético”.

3. “El término ‘forma matematica’ ... esta vacio si no se introduce el sentido

estético humano”.
4. “El sentido estético humano ... es ... especifico de la especie”.
De ello se concluye que las clasificaciones matematicas son antropocéntricas.

Pero, ¢han quedado demostradas las afirmaciones 1 y 3? La segunda afirmacién
esta atenuada por presentar una opinién: “para mi ...". Sin embargo todo indicaria
a que Steiner afirma que “el sentido matematico se reduce a lo estético”. ;,Que
tanto apoyan las premisas planteadas esta conclusiéon? A partir de este momento
Steiner acepta como vdlida esa afirmacion, sin insistir mas en demostrarla. Por lo
tanto debe considerar como igualmente valido el proceso deductivo que presenta

para apoyarla, al menos sustancialmente.

¢ Qué se ha presentado? De manera condensada Steiner afirmoé que la mayoria de
los matematicos apoyaria la opinién de Wigner. Que los criterios de desarrollo en
las matematicas actuales son intra-matematicos. Que tanto Von Neumann como
Hardy pensaban que el aspecto estético es fundamental para las matematicas.
Finalmente, que una revista especializada organizoé una encuesta sobre la belleza

de los teoremas matematicos.

No se explica cémo se llegé a conocer la opinién de la mayoria, pero aun si asi
fuese esto no puede ser decisivo para determinar si efectivamente Wigner tiene o

no razon.

No queda claro en qué contribuye a la verosimilitud de la tesis principal el que una

ciencia proceda con criterios internos de desarrollo.

La opinion de Von Neumann y la de Hardy es indudablemente valiosa, y digna de
ser tomada en cuenta, pero tampoco es una demostracion de lo que se afirma.
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Lo de la encuesta es mas que nada anecdotico.

Los anteriores son argumentos con demasiado poca fuerza légica como para
sustentar satisfactoriamente una afirmacion acerca del factor estético como
fundamental en las matematicas actuales. Por lo tanto esta afirmacion tiene una
cierta probabilidad de ser cierta, pero al menos con base en los argumentos de
Steiner no se la puede considerar como una hipétesis mas probable que cualquier

otra, y quiza haya otras mejor sustentadas.

Ahora bien, el problema no radica en la debilidad o no de la deduccién de Steiner,
sino en que hemos asumido que la argumentacién se da en lo que pudiésemos
llamar una discusién “clasica”: a partir de las premisas se va elaborando una serie
de cadenas deductivas cuya conclusién es la tesis del antropocentrismo de las
matematicas, para de ahi deducir, dado el éxito de estrategias matematicas en al

fisica, que el universo debe tener caracteristicas también antropocéntricas.

De manera un tanto sorpresiva, esa construccion parece endeble. Es el andlisis
especifico el que finalimente permite ubicar adecuadamente lo que el autor
pretende, de lo cual nos ha dado ademas claves al calificar la situacién como
“plausible”, al emplear frases como “para mi ...". Ademas de otros detalles que
pudiesen parecer incongruentes, como plantear que lo importante es lo que el
cientifico hace, y no lo que dice, siendo que de los matematicos lo que le atane

son sus opiniones.

La visién cambia cuando queda claro que no es una argumentacién “clasica” lo
que pretende, sino que a fin de cuentas, en una postura radical, la tesis del criterio
estético como fundamental en las matematicas queda como lo que es: un
principio. No pretende, al menos implicitamente, dar una sustentacion légica de
esa tesis, sino asumirla y darle plausibilidad, credibilidad. Steiner no pretende
forzar en nosotros una conclusién légica que admitamos como necesaria’, sino
dar un contexto coherente en el cual, en su concepcién, esa tesis puede funcionar

como un principio.

7 Aunque nos parece claro que para Steiner esa idea tiene una gran fuerza légica.
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Subseccicn 4. Primeras conclusiones de la critica de [Steiner].

La afirmacién con que cierra la subseccion anterior permite localizar una ubicacién
I6gicamente coherente del antropocentrismo de las matematicas en el sistema
presentado en [Steiner]. Esta tesis se apoya en dos afirmaciones, la
preponderancia del criterio estético en el desarrollo de las matematicas actuales, y

la necesidad de introducir conceptos por conveniencia de célculo.

Si ambas premisas son ciertas, la tesis del antropocentrismo de las matematicas
recibe un fuerte sustento légico. Con respecto a la primera premisa hemos llegado
a la conclusién mencionada: se presenta como un principio, mas que como la
conclusion sumamente probable de un proceso deductivo.

Como veremos enseguida, la segunda premisa tampoco aporta la necesaria
fuerza légica y debe ser, en un enfoque radical, asumido también como un
principio.

Dada la importancia del antropocentrismo del universo, no parece adecuado
sustentarlo en la sola plausibilidad de su premisa fundamental, lo estético como
criterio basico para seleccionar conceptos como “matematicos”. Sobre todo si esa
plausibilidad no esta exenta de dudas serias. Steiner esta firmemente convencido,
su creencia es que efectivamente las matematicas tienen la caracteristica global
de ser antropocéntricas. La magra sustentacion de esa creencia impide asumirla
como justificada de manera adecuada. Queda por preguntarse si hay otras

posibilidades de dar esa justificacion.

Una manera eficiente, aunque inductiva, de proceder hacia la sustentacion de la
plausibilidad (que no necesariamente hacia una demostracion) seria usar la misma
metodologia que emplea Steiner para sustentar su tesis del manejo de los
formalismos en fisica: Dar una serie representativa de ejemplos detallados y
adecuadamente interpretados. Esta no fue la estrategia seguida por el autor.
Como se sefald, en la siguiente seccién se daran ejemplos donde no se cumplen

las expectativas de Steiner.

Un argumento global que no le daria tanto peso a la seleccién de conceptos, sino

que desviaria la fuerza argumentativa hacia la tesis de Peirce-Steiner de
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incapacidad de conocimiento basado en nuestras capacidades surgidas en la
evolucion de “dreas alejadas de nuestra experiencia” podria ser mas 0 menos el
siguiente. Admitase sin reservas la tesis de Peirce-Steiner y obsérvese que ciertas
estrategias matematicas han permitido incursionar con éxito en un area
definitivamente alejada de nuestra experiencia, como lo es la mecanica cuantica.
Para conciliar este hecho con esa tesis se podria optar por admitir que de alguna
manera la matematica no es totalmente racional. ;Dénde podria radicar, en ese
edificio aparentemente tan racional, ese factor que no lo sea? Al estudiar la
reflexion de los propios mateméticos acerca de su ciencia se observa que un
factor que aparece reiterativamente es el estético. Por lo tanto podria postularse
de manera plausible que, dadas las premisas, es ese factor el que permite

incursionar en dreas vedadas a nuestras capacidades objetivas®.

El problema fundamental de este tipo de argumentacion es que impone una
caracterizacién de las matematicas desde un ambito filoséfico. Las matematicas
deben tener una propiedad especial y especifica de nuestra especie ante la cual el
universo muestra una reaccion privilegiada, porque de otra manera, dada la tesis
de Peirce-Steiner, no habria manera de explicarse su éxito en las aplicaciones a
ciencias empiricas, en especial a la fisica. Pero si se asume que son una actividad
que es un ejemplo paradigmatico de capacidades surgidas en nuestra evolucion,
como la razén, entonces ellas mismas son un contraejemplo de la imposibilidad de
acceso racional a ambitos alejados de nuestra experiencia. Con todo, una
argumentacion con un fuerte manejo de la coherencia de una doctrina podria ser

interesante. Steiner tampoco sigue un camino de este tipo.

Aun falta analizar lo que ofrece el otro factor antropocéntrico, la conveniencia de
calculo. Tras ello es adecuado traer a colacién una serie de ejemplos histéricos,
aunque sea de manera muy breve, en los cuales es posible vislumbrar qué es lo
que ha llevado a los matematicos a seleccionar un concepto como matematico, y a

8 A riesgo de ser reiterativo, quisiera enfatizar que “capacidades objetivas” denotan las
capacidades surgidas a lo largo de nuestro proceso evolutivo.
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darle un lugar en ese conjunto. Dos pares de conceptos, infinitesimal y limite y

vectores y cuaterniones, son especialmente significativos.

Subseccion 5: Conveniencia de cdlculo dadas nuestras limitaciones.

Con todo y lo importante que pudiese ser lo estético, aun para una posicién como
la de Steiner no es posible negar que muchas veces algunos conceptos se
seleccionan o desarrollan en funcidn de necesidades tanto de la misma
matematica como de sus aplicaciones. La teoria de ecuaciones diferenciales, por
ejemplo, ha sido sometida a intensas exploraciones y desarrollos en funcién de las
necesidades de la fisica, que ha expresado gran parte de sus leyes usandolas.

Todo parece indicar’ que aqui radicaria el Gnico criterio no estético que pudiese
compararse en importancia al criterio de “belleza” o “gusto”. Pero no es del criterio
de necesidad en general del que Steiner habla. Son las necesidades de cdlculo las
que se ponen sobre la mesa. No se trata, por ejemplo, de la necesidad de la fisica
de tener un concepto de vector, o de la necesidad de un aparato légico adecuado
para las nuevas exigencias de rigor. No es un problema conceptual, sino

eminentemente préactico.

Para Steiner el punto clave radica en una incapacidad especifica de nuestro
cerebro de llevar a cabo ciertos calculos. Por ello debemos introducir una serie de
conceptos auxiliares que no habrian sido, de tener nosotros la capacidad
adecuada, considerados como posibles candidatos para la matematica. La otra
avenida por la que “llegan” conceptos a la matematica depende de nuestras
limitaciones, y por lo tanto es también especifica-de-la-especie, es un camino
antropocéntrico.

Steiner comienza su argumentacion en la introduccién [p. 7]:

“.., el poder computacional de nuestro cerebro esta limitado. Por lo tanto, la

conveniencia de cdlculo viene a ser una razon para estudiar un concepto. O sea,

? Para ser estricto, Steiner no explicita la relevancia relativa del criterio estético frente al de
“conveniencia”, pero al decir “para mi el sentido matematico se reduce a lo estético” queda claro
que lo principal es lo estético.
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los matematicos introducen conceptos en las matematicas para hacer calculos
mads fdciles o mas convenientes. Si tuviéramos cerebros mil veces mas poderosos,
presumiblemente podriamos no necesitar esos conceptos particulares. Asi pues,
tanto la belleza como la conveniencia (asi como nociones relacionadas como la
comprensibilidad) son nociones antropocéntricas o especificas-de-la-especie”.

La idea de Steiner queda plasmada con claridad en este parrafo, y la reafirma en

el capitulo 3 [p. 66]:

“Ademds de consideraciones estéticas para los conceptos matematicos, hay otra —
conveniencia. Nuestro poder de computo, como cualquier poder humano, estd

limitado: ayudas computacionales compensan’”.

Steiner proporciona unos ejemplos de los que quizd se puede deducir de qué
limitacién se trata. Presenta (sumariamente) el caso de los nimeros imaginarios,
los metodos potenciales y las series de Taylor. Una manera inmediata de hacer
convincente la correccion de su tesis seria mostrar que al menos uno de esos tres
ejemplos es prescindible en los cdlculos en que interviene, aunque no se pueda
mostrar cémo o con qué habria que sustituirlo. Por ejemplo, habria que plantearse
si el concepto de raiz cuadrada de un numero negativo es verdaderamente

necesario.

Pero por el momento no se trata de analizar cada ejemplo, lo que se hara con
mayor detalle en la cuarta parte de este capitulo., Sino tratar de entender a qué
limitaciones se refiere Steiner, o, tal vez a qué limitaciones parece referirse, ya que
su uso reiterativo de la palabra “calcular” no permite delimitar con suficiente
claridad si se refiere a “capacidad de calculo” o “generacion de conceptos

auxiliares en los calculos”.

Si se acepta que esos conceptos surgen de una limitacion de alguna capacidad
humana, entonces no es una limitacién en los célculos propiamente dichos, sino
en el marco conceptual que permite plantear en forma de un esquema computable
esos calculos. Lo que se estaria planteando es que un cerebro mas poderoso
podria pasar directamente al resultado que se requiere sin necesidad de insertar
un concepto extra en el planteamiento del problema. Esos conceptos le serian

153



superfluos. Aqui surgen una serie de preguntas. En el caso de los numeros
imaginarios hay que entender por qué surgen sélo como un subterfugio. Bien
podria ser que el concepto de numero imaginario sea necesario y correcto a

cualquier nivel.

Pero alin no queda claro si la cuestién radica en el cdlculo. Tomando sus palabras
strictu senso Steiner dice que una inteligencia mas poderosa podria calcular
directamente el resultado deseado. ;Es entonces una cuestion de poderio de
cdlculo? En ese caso hemos desarrollado prétesis: las computadoras. La idea de
prétesis se discute someramente mas adelante. ;O mas bien radica nuestra
incapacidad en no poder orientarnos en las practicamente infinitas avenidas por
las que nuestros célculos pueden transitar? ;O quiza radica el problema en que
no podemos hacer otra cosa que acercarnos al resultado, sin jamas arribar a él,
cémo el naufrago que sabe hacia donde queda la tierra firme, pero cuyas fuerzas

jamas le permitiran llegar a ella?

Veamos qué dice el autor.

Steiner nos recuerda que “los numeros imaginarios fueron introducidos por
Cardano como soluciones de ecuaciones cuadraticas’, y cita un conocido libro del

fisico Roger Penrose:

“Mientras que al principio podria parecer que la introduccion de esas raices
cuadradas fue simplemente un artificio — una invencion matemadtica disefiada para
llevar a cabo un propdsito especifico — mds tarde resulta claro que esos objetos
estdan consiguiendo mucho mds de aquello para lo cual fueron originalmente
disefiados. Como mencioné arriba, aunque el propdsito original de introducir los
numeros complejos fue permitir obtener raices cuadradas con impunidad, al
introducir tales ndmeros encontramos que recibimos, como una bonificacion, la
potencialidad de obtener cualquier ofra clase de raiz o de resolver cualquier
ecuacion algebraica. Mds tarde encontramos muchas otras propiedades mégicas
que poseen esos ndmeros complejos ... “[Penrose, p. ].

154



Por lo tanto, continua Steiner, “... un concepto introducido por conveniencia resulta
tener la “magia” caracteristica de las matemadticas. Pero lo mismo pasa en
aplicaciones a la fisica: un concepto matemadtico introducido por conveniencia

resulta tener ‘realidad fisica’”.

El problema principal radica en las razones que llevan a afirmar que, al menos en
su origen, el concepto de numero imaginario no es otra cosa que un “artificio”. En
el mismo sentido la derivada de una funcién en el punto x no seria otra cosa que
un artificio para calcular algunos de los parametros que caracterizan el
comportamiento local de la funcién. Newton lo que queria era calcular velocidades,
Leibniz trazar tangentes usando informaciéon numérica (la tangente de esas
rectas). La derivada se considera un desarrollo conceptual y no un artificio de
célculo. Los nimeros imaginarios mas que ser signo de una incapacidad que
contribuirian a superar'®, ponen de manifiesto nuestra capacidad de generar, crear
o descubrir conceptos apropiados para describir la realidad fisica. Lo mismo se
puede decir del concepto de limite con respecto a la serie de problemas que
plantean las paradojas de Zenén. Era necesario un concepto (el de limite) que
permitiese dar bases firmes y rigurosas a una representacion de la idea fisica de
continuidad, y no nuevos procedimientos de calculo. Fue posible generarlo
(inventarlo, descubrirlo) sin apelar a factores extra-objetivos ni directa ni

indirectamente.

Por otro lado, supdngase que efectivamente los nimeros complejos tienen un
origen antropocéntrico, y que por lo tanto la especie X, cuyos cerebros son mil
veces mas “poderosos” que los nuestros, no siente en ningin momento la
necesidad de echar mano de algo como los nimeros imaginarios para calcular. Al
no tener a su disposicion el concepto de nimero imaginario no tiene tampoco el
campo de numeros complejos y no hay manera de plantear el concepto de
espacio de Hilbert sobre el campo de los nimeros complejos. Este es el principal
espacio vectorial de la mecanica cudntica. Por lo tanto la especie X no llegara al

conocimiento de ese aspecto del mundo fisico, nosotros si.

'° De manera imperfecta.
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Pero eso no excluye que, precisamente por su “superior” inteligencia, la especie X
pueda llegar a conocer aspectos del mundo fisico igualmente fundamentales pero

inaccesibles para nosotros.

Pero este nivel de especulacion empieza a ser insatisfactorio, y mas bien indica la
falta de elementos mads firmes y claros en el nivel de discusién al que nos lleva

Steiner en este punto.

Es necesario regresar a lo que dice Steiner, reiniciando el transcurrir secuencial de

su exposicion.

“Tomemos el caso de los “numeros imaginarios”. Antes del siglo XIX tenfan poco
uso en la fisica. Entonces, funciones exponenciales con valores complejos
reemplazaron a las series trigonométricas para describir ondas, siendo mds fécil
calcular con exponenciales (la derivada de un exponencial es un exponencial). La
“parte imaginaria” de esas funciones no jugaba atn un papel”.

Entendemos que se quiere decir que se introdujeron las funciones exponenciales
con valores complejos por “conveniencia de calculo” para los fisicos. Se
introducen a la fisica como un “artificio”. Supdngase que efectivamente asi fue,
¢qué relevancia tiene este hecho para la seleccién de conceptos dentro de la
matematica? Los fisicos toman ese concepto ya en un estado avanzado de
desarrollo, en especial por Euler. Ya era un concepto considerado como parte
integral de la matematica en ese momento. Precisamente es la llamada “férmula

de Euler” la que da la relacion entre funciones trigonométricas y la exponencial:
e =cos(x) +isen(x).

No se esta hablando de seleccién de conceptos en la matemadtica, sino de utilidad
en la fisica. La utilidad de un concepto en la fisica no implica que haya sido
necesaria y exclusivamente esa utilidad lo que llevd a los mateméticos a
desarrollarlo. Menos aun cuando esa utilidad se entiende como utilidad de célculo,

no como la necesidad de un desarrollo conceptual interactivo que involucre ambas
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ciencias, ya que este desarrollo conceptual es un desarrollo creativo, y por lo tanto

es dificil interpretarlo como signo de una incapacidad.

La conveniencia de calculo de un concepto para la fisica no puede por si sola

determinar las razones por las cuales ese concepto es 0 no matematico.
El siguiente ejemplo es el de potencial:

“El concepto de un potencial (del cual campos pueden ser recuperados tomando
derivadas) también comenzo como una conveniencia computacional. ... Es obvio

que es mds fdcil calcular con la funcion escalar”.

Seria conveniente conocer la referencia de Steiner para la primera afirmacion. Lo
que no es obvio es la razén por la cual es “mas facil calcular con la funcién
escalar”. El problema es que se esta hablando de conceptos sin definirlos y/o dar
una idea intuitiva de ellos. ;De qué “funcién escalar se esta hablando, y por qué
seria “mas féacil calcular con ella’? ;Qué campos pueden ser recuperados? La

idea basica no es tan complicada.

Cierto tipo de ecuaciones diferenciales vectoriales admite soluciones escalares'’
relativamente sencillas: Esas ecuaciones se llaman entonces “potenciales”, y cada
una de esas soluciones un “potencial”. Algunas de las ecuaciones de la fisica son
potenciales. Dado que en este caso se tienen técnicas bastante eficientes para
encontrar soluciones, han sido mas estudiadas que otros casos. Pero esto no
implica que voy a imponer un método potencial de resolucion ahi donde no hay
potenciales. Lo que ofrecen los sistemas potenciales es una gran capacidad
descriptiva acompafada por una relativa facilidad de calculo, ahi donde son
aplicables. Es muy probable que, una vez habiendo obtenido éxito los métodos
potenciales, haya habido mayor interés en estudiarlos, lo que llevaria a mejores
aplicaciones, etc. Pero esto es otra vez ejemplo del tipo de interaccién que sefala

una relacién mas compleja que sélo la “conveniencia de célculo”.

ke

"' Las soluciones son funciones con contradominio en los reales o los complejos.
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El caso del que mas se ocupa Steiner es el de la serie de Taylor. Es innegable la
importancia en la fisica de este tipo de series, y en general de toda expansion en
series. También resultan ser un buen ejemplo de lo que pudiese ser un “manejo
formal”. Pero es también un buen ejemplo de lo complicado que resulta hablar de
ciertos conceptos, tanto matematicos como fisicos, sin dar una idea intuitiva o una
definicion con un cierto grado de profundidad. Para un fisico la siguiente
presentacién de “expansién de constantes” es tan general que raya en una
pérdida de sentido de lo que se dice. Lo que el autor quiere decir es: Las series
de potencias son tan convenientes para calcular que se usan inclusive ahi donde
su uso no parece estar justificado, y sin embargo funcionan. En palabras de

Steiner:

“Finalmente, considérese el concepto de una serie de Taylor, o sea, la expansion
de una funcién como una serie de potencias ... esta idea matemadtica tiene gran
uso en los calculos: calculamos el valor de una funcién a cualquier grado deseado
de aproximacion calculando los valores del nimero apropiado de términos de la
expansion. ... Las series de Taylor son tan utiles que los cientificos las inventan
cuando ni siquiera existen. Por ejemplo, pretenden que las constantes son
variables y las “expanden” en potencias de la constante. (Este es realmente el
caso del formalismo guiando al cientifico, la cola moviendo al perro - ... .)”

“Considérese la carga fundamental del electron, e. Los cientificos encuentran

inmensamente util escribir expresiones como ésta:
f)=>a,(x)e
i=0

[Donde i es un indice, no la raiz de —1. Nota de JC] derivada de pretender que la
carga es una variable. Cada uno de los coeficientes es una funcion de x. Como e
es conocido y suficientemente pequeno, la serie converge rdpidamente, es decir,
utilmente’[p. 68].
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Este es quiza uno de los mejores ejemplos de cémo se da un manejo formal a las
matematicas al ser usadas en la fisica. Tampoco se cuestiona el que las series de
Taylor proporcionan esquemas de célculo eficientes. Lo que es necesario analizar
no es si se usa o no, y como, en la fisica, sino si el concepto de serie de Taylor fue
introducido o aceptado en el cuerpo de las matematicas por su capacidad de
generar esquemas de calculo. ;Se acept6 la idea de serie de Taylor porque era
“conveniente” usarla para “expandir constantes”, o fue la riqueza del concepto de

serie de Taylor lo que acabd inspirando la idea de esa expansion?

Steiner continia constatando que las series de Taylor han tenido otros usos
formales en la fisica, como su uso para clasificar fenémenos'? en fenémenos de
primer orden, de segundo orden, etc., dependiendo de cuantos términos de la
serie se utilicen [p. 69]. Pero en ninguna parte se presenta o comenta cdmo fue
que ese concepto tuvo su génesis matematica. Steiner documenta manejos
formalistas de conceptos y métodos matematicos de parte de algunos cientificos.
Esto es algo que coincide con mis experiencias'™ en el campo de la matematica
aplicada, y que debe ser analizado. El problema radica en que eso no da claves
para entender como es que la serie de Taylor llega a ser un concepto matemadtico
y, por ello, no se proporcionan elementos que pudiesen justificar que la seleccién
de conceptos en matematicas se da por criterios antropocéntricos. Se esta
planteando un problema, el uso formal, cuando se deberia hablar de otro, los

criterios de seleccion de conceptos.

Steiner comenta entonces algo mas de ese uso formal, concluyendo que usar la
matematica en ese sentido es algo muy similar a lo que se concibe como “magia”
[p. 72]): “algunos de los mds grandes descubrimientos de nuestro siglo fueron
hechos estudiando las simetrias de notacién. Esperar que esto tuviera algun uso

es como esperar que funcione [la] magia”.

Enseguida afirma que

2 Aunque de manera estricta lo que se clasifica son aproximaciones de primer orden, segundo,
etc.
'3 Que asumo representativas.

159



“.. los fisicos se condujeron como si el naturalismo fuera falso. Pero también

afirmo que ellos tuvieron éxito al hacerlo”.

Supongo que la manera en que esa conducta se manifiesta es al emplear ese tipo
de “simetrias de notacién”'*. Esto implica que los fisicos que hicieron uso de esas
simetrias estaban mas o menos conscientes de que usaban “algo” que iba en
contra del naturalismo. O sea, “se condujeron como si el naturalismo fuera falso”,
ya que esperar que semejante estrategia funcionase seria tanto como “esperar

que funcione la magia”.

Conveniencia. Antes de concluir es adecuado analizar esta idea, que nos llevara a
plantear una pregunta importante: ;Cual es la diferencia entre un concepto tal cual

es y un concepto conveniente?

Steiner le estda dando un significado de alguna manera diferente a lo que
representa la “conveniencia”. En el sentido usual en el idioma inglés se entiende
por convenience, segin The new Webster Encyclopedic Dictionary, edicion de
1980:

Convenience, conveniency, ... , N.. The state or quality of being convenient; freedom
from discomfort or trouble; ease; comfort; that which is suited to wants; opportune

conjunction of affairs; opportunity.

Convenient, a. Suitable or proper; giving certain facilities or accommodation,

commodious; opportune; at hand or readily available (collog.).

Por ejemplo, si para ir a casa de un amigo hay dos caminos. El uno mas corto,
pero con mads transito; el otro mas largo, pero mas tranquilo. Entonces puedo,
segun las circunstancias, optar por el que me sea mas conveniente. Esta no
parece ser la interpretacién de Steiner, quien dice que lo conveniente es aquello

que nos permite superar mas o menos una limitacién. Como unas muletas, que si

" No queda claro que pudiesen ser esas “simetrias de notacion”. Parece ser que se estan
indicando similitudes entre las formas de denotar las cosas. Esto es especiaimente delicado
porque efectivamente ciertos descubrimientos fisicos se llevaron a cabo estudiando simetrias,
incluidas simetrias de “rotaciones”, la rotacién como operacién que define un grupo.
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bien no resuelven el problema de manera perfecta, permiten caminar a quien de
otra manera no podria hacerlo de manera auténoma. Ademas esas muletas estan
hechas para que sean seres humanos sus usuarios y no son adecuadas para
ofras especies. Son “convenientes” para nosotros. Es pensable que haya una
especie mas inteligente que nosotros, y que ademas tenga un medio de propulsion
tan eficiente que hiciera innecesario todo posible uso de una muleta. Por ello
jamas surge entre los miembros de esa especie el concepto de “muleta”. Por
desgracia, ese concepto hubiese sido parte indispensable de la llave que
permitiria acceder a un conocimiento de un &rea fundamental de la fisica. Ante esa
carencia esta especie no puede tener ese acceso. Segun esta concepcion,
algunos conceptos habrian entrado en las matematicas como conceptos-muleta.

Pero, ;Cémo reconocerlos? ;Cémo saber con precision cual fue el camino desde
la necesidad de calculo a la seleccién o creacién de un concepto? ;Coémo decidir
si las series de Taylor fueron introducidas para resolver un problema de cdlculo, o
ya estaban ahi, como los tensores, cuando surgié esa necesidad? En cada caso
es necesario indagar por el origen del concepto. Steiner no ofrece evidencia
histérica. En ninguno de los ejemplos se puede constatar que su origen haya
estado ligado de manera fundamental a necesidades de calculo, aunque si han
sido casos muy Utiles para calcular en la fisica. La excepcion podria ser el

concepto de nimero imaginario.

Podria parecer que los nimeros imaginarios surgen de la ‘necesidad’ de obtener
la raiz de nimeros negativos. Obtener esa raiz, sin embargo, no era preocupacion
de aquellos que la necesitaran en sus célculos, sino “necesidad”’® conceptual de
generalizar esa operacion a todo el ambito de los numeros reales. EI mismo
Steiner lo senala: “Before the nineteenth century, these [the imaginary numbers]
had little use in physics. Then complex-valued functions exponential functions
replaced trigonometric functions in describing waves, exponentials being easier to
calculate with” [p. 67]. Por lo tanto, esas funciones exponenciales ya estaban ahi

antes de ser usadas en calculos fisicos. Euler empez6 sus indagaciones al

'® Si es que esta palabra es correcta en este contexto.
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respecto en el siglo XVIIl. Esto no excluye que haya habido interés vy
retroalimentacién de parte de las ciencias fisicas, lo que dio impulsos positivos al
desarrollo de las funciones de variable compleja en general. Pero lo que se ve es
una compleja red de interrelaciones donde las necesidades de calculo
seguramente tuvieron cierta presencia, pero que no fueron determinantes en

ningin momento.

Hay otro punto que no considera Steiner. Si nada méas hay una manera de hacer
algo, tengo que hacerlo asi, me sea conveniente o no; lo debo hacer de esa
manera me sea inconfortable, inoportuno o no adecuado a mis deseos. Sdlo
donde hay diferentes maneras equivalentes de llevar a cabo algo hay
conveniencia y no necesidad. Inclusive en casos donde hay varias opciones no
todas ellas son equivalentes. Puesta, por ejemplo, una persona que carezca de un
pie a elegir entre una pata de palo o una de las mas modernas proétesis, tendera a
escoger esta Ultima, pues es la que mejor le permite superar su limitacion. gCual

es entonces el punto especifico de Steiner?

Lo adecuado pareceria ser el uso del concepto de prétesis, que cubriria tanto la
superacion de la limitacién como lo de ser algo especifico de la especie que lo
genera. El uso del concepto de conveniencia parece ser que indica el deseo de
Steiner de subrayar que, dentro de la limitacidn, hay posibilidades de eleccidn.
Pero, ;cémo proceder a la evaluacién de un concepto que estoy escogiendo entre
otros para realizar un célculo que no sé como llevar a cabo? ;En qué sentido es
conveniente usar los numeros imaginarios y no alguna otra posibilidad? ¢Cuales

otras posibilidades?

Sobre todo, ¢coémo se distingue entre un concepto que es un artificio de célculo y
otro que no lo es? ;Por qué aparecerian los nimeros imaginarios como artificio y
no los espacios de Hilbert o las geometrias no euclidianas?

ek

Dado que en ninguna otra parte posterior del libro se vuelve a argumentar a favor
del antropocentrismo de las matematicas, esta cita cierra esa argumentacion y a
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partir de ellas se asume ese antropocentrismo como suficientemente justificado.
Tan es asi que en esa misma pagina aclara que una tesis como esta si bien puede
causar dificultades al naturalismo, no puede refutarlo, pues el naturalismo no es a
fin de cuentas otra cosa que una “creencia” que “descarta a priori cualquier
conexién entre el cerebro humano y el universo en su conjunto, excepto aquellas
de las que puede dar cuenta la seleccién natural”.

Esto implica que tras la presentacién que se ha hecho en [Steiner] hasta la pagina
72, el autor opina que la Unica manera de no aceptar la tesis del antropocentrismo
en matematicas es acudir a “creencias basicas” (background beliefs). O lo que
seria lo mismo, la argumentacién se asume tan convincente que un naturalista no

tendria otra cosa que objetar que la confrontacién con sus creencias basicas.

El andlisis llevado a cabo en estas paginas indica, sin embargo, que la
argumentacion presentada adolece de debilidades, entre ellas es cuestionable que
varias de las mas relevantes razones empleadas sean pertinentes para sustentar
las tesis especificas de que se supone dan cuenta. Se acaba de ver un ejemplo.
En vez de sustentarse la tesis de la conveniencia de calculo como criterio de
seleccién en matemadticas se plantea el problema de la manera en que ciertos

conceptos y métodos son aplicados en /a fisica.

Por otro lado, Steiner es expresamente consciente de que es la conducta del
cientifico en su quehacer especifico lo que permite caracterizar ese quehacer, y no
lo que los cientificos dicen sobre ello. Tan es asi que en el caso de la fisica le da
un peso considerable al andlisis detallado de ejemplos histéricos caracteristicos.
Ese andlisis, por otra parte, falta totalmente en el caso de la sustentacion de la
predominancia del criterio estético en la seleccién de conceptos matematicos,
basandose la justificacion en citas de lo que dos matematicos ilustres, Hardy y
Von Neumann, dijeron sobre su actividad, mas la afirmacién de que habria un
consenso en la comunidad matemdtica acerca de la gran importancia del factor

estético en la practica de esa ciencia.

También presenté casos histéricos bien conocidos, que se profundizan en la
siguiente subseccidn, en los cuales podria indagarse sobre la manera en que ese
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factor estético ha influido en la practica de los matematicos. No se encuentra

evidencia de que tuviera un peso decisivo.

A lo largo de la exposicion de Steiner hay varios conceptos no adecuadamente
definidos y varias implicaciones cuyas consecuencias deberian haber sido

exploradas.

Los aspectos sefnalados le permitirian a un naturalista plantear objeciones serias a
la argumentacién de acuerdo a criterios racionales, en especial légicos, sin

necesidad de tener que acudir a la creencia o no en algunas afirmaciones basicas.

Steiner dice que “los fisicos se condujeron como si el naturalismo fuera falso. Pero
también afirmo que ellos tuvieron éxito al hacerlo“. Esto implica que para él los
cientificos tienen un grado elevado de conciencia de que el universo es
antropocéntrico. Por lo tanto buscan criterios antropocéntricos como guia para sus
acciones. Dado que esos cientificos tendrian un grado elevado de conciencia de
que las matematicas son una actividad globalmente antropocéntrica, esa
caracteristica los llevaria a usar criterios matematicos como guia. Esto ademas los
lleva con alta frecuencia al éxito. Sin embargo, su discurso seguia siendo
naturalista. La imagen de los fisicos, en especial de algunos de los mas
destacados entre ellos, como un grupo de personas altamente inteligentes pero
incapaces de expresar su profunda conviccién de que las matematicas son
antropocéntricas, llegando inclusive a afirmar precisamente lo contrario, es

perturbadora.

Seria incomprensible esa insistencia en negar un conocimiento que se ve
confirmado. Pero esto quiza fuese irrelevante, pues el problema no es la reaccién
de los cientificos a una situacion, sino “constatar un hecho”. Si se pudiera
constatar que las matematicas se utilizan porque los cientificos asumen que son
antropocéntricas, se habria dado un paso hacia una justificacion adecuada de que
efectivamente lo son. Steiner afirma que asi es, pero no proporciona sustento a
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esa afirmacion. Pareceria mas facil encontrar sustento a una tesis opuesta, segun

la cual los cientificos usarian las matematicas precisamente por su racionalidad'®.

Subseccion 6. Ejemplos.

Pocas historias han sido contadas tantas veces en la historia de las matematicas
como el nacimiento y desarrollo del célculo diferencial (e integral). A su vez pocas
historias han sido contadas con tan poco énfasis como el surgimiento del algebra
lineal y del concepto de vector. Sin embargo, un denominador comun en ambos
casos es una fuerte vision teleoldgica de ese desarrollo de parte de los
historiadores. Boyer y Crowe, [Boyer], [Crowe], se dan a la tarea de tratar de
entender ese desarrollo desde dentro mismo, sujeto a sus propias restricciones y
con vision que no implica una valorizacion o direccionamiento desde las
concepciones actuales. El erudito pesimismo de Kline en su libro ya clasico,
Mathematics, the end of certainty, [Kline], resulta también Gtil para dejar de lado la
idea de un desarrollo secuencial y acumulativo'’. Boyer y Crowe hacen historia,
Kline trata de defender una tesis, y en ese sentido estd mds cerca de un
planteamiento filoséfico. Ninguno de los tres plantea una interpretaciéon en el

sentido que aqui se ha analizado.

Se ha discutido bastante la contribucién de las necesidades de la fisica al
surgimiento, ya fuese como descubrimiento o invencién, del calculo diferencial y
de los espacios vectoriales. Esa aportacion es innegable, lo que podria ser
discutido por Steiner es su importancia relativa. Las necesidades de la mecanica
clasica en el primer caso y del electromagnetismo en el segundo dieron impulso a
los desarrollos matematicos, al grado de que al menos en el primer caso el
desarrollo fisico y el surgimiento de los conceptos matematicos estan fuertemente
entrelazados. Este no fue el caso de la mecénica cudntica. La teoria de matrices,
los espacios de Hilbert, las légicas multivaluadas ya estaban ahi (aunque tal vez
no totalmente en lo que pudiese ser un pleno estado de madurez) cuando los

'S Siendo ésta una manera de mantenerse dentro de lo objetivo y lo cientifico.
7 En un uso metaférico bien podria decirse que la historia de las matematicas ha recibido de
manera preferencial un enfoque “lineal”.
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fisicos las necesitaron. Un punto al que Steiner llama la atencion es que en casos
relevantes ya se disponia de los conceptos matematicos adecuados.

En este momento de la discusidn, sin embargo, lo que se analiza no es la
aplicacién o aplicaciones, sino cual pudo haber sido la contribucién del factor

estético, de las “preferencias” de los matematicos en diversas circunstancias.

Infinitesimales vs. limites.

Ya Cavalieri, en desarrollos previos a los de Newton y Leibniz, junto con muchos
otros, habia dado pasos fundamentales en el camino que condujo al calculo
diferencial™®. En él es notorio el uso del concepto de ‘“indivisible”, tomado
directamente de la traduccién al latin de la palabra griega “atomo”. La idea es que
los indivisibles forman un todo en analogia a como las hojas de papel forman un

libro, con la diferencia de ser “infinitamente pequefos”.

Leibniz, aun con conciencia de las dificultades que entrafiaba semejante concepto,
influye de manera fundamental para que “cantidades infinitamente pequefas”
adquieran carta de naturaleza en el pensamiento y explicaciones matematicos. Un
infinitesimal es una magnitud “infinitamente pequefia” pero que no es cero, aunque
practicamente no sea “nada” en tanto que magnitud. Son esos “fantasmas de

cantidades desaparecidas” de los que hablaba Berkeley.

La principal propiedad de los infinitesimales era la posibilidad de expresar la razén
de dos infinitesimales por medio de un nimero real. Si bien un infinitesimal no es
un numero real, su relacién como razén con otro era factible de ser obtenida. La

razén de uno y otro infinitesimal se podia expresar de manera andloga a una

3

razén entre dos cantidades, como una division: 2, No se sabia lo que era el

infinitesimal £ u otro infinitesimal, ¢, pero si podia decirse que £ era c-veces mayor

¢

que { sic==2.
4

'® Se deja de lado el célculo integral, que por mucho tiempo fue considerado casi exclusivamente
como un célculo inverso al diferencial.
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Un caso especial merece un nombre aparte. Un diferencial es una diferencia cuyo
resultado es precisamente un infinitesimal. Esas diferencias aparecian al
incrementar razones en infinitesimales. Se le da, por ejemplo, el incremento
infinitesimal £ a la variable x y se obtiene (x+&). La diferencia entre el valor original
y el incrementado es del tipo dx = [(x+&) —x] y es, por lo tanto, infinitesimal. Lo
mismo al incrementarse aquello, y, que dependia de x, dy= [y(x+&) —y(x)]. La
inmadurez del concepto de funcién impedia ademas presentar estas ideas con

algo de mayor claridad. La derivada quedaba entonces determinada por la razon

de esos dos infinitesimales, %

Un ejemplo concreto puede ayudar a entender tanto las ventajas como los
problemas del concepto de infinitesimal. Si se tiene una variable y su incremento
infinitesimal, (x + dx), es factible elevarla a una potencia, por ejemplo al cuadrado,

y operar formalmente para obtener:
(x+dx)2 =x* +2xdx+d*x.

Esto podria implicar que se sabe lo que significa multiplicar una variable real con
una variable infinitesimal, sumarlos, multiplicar un infinitesimal con otro. Pero no, el
procedimiento es puramente formal. La idea es proseguir las manipulaciones de
manera formal hasta eliminar los infinitesimales, como se muestra en el

procedimiento para encontrar una derivada.

Supongamos que se quiere obtener la derivada de f(x) = x°, para ello se
incrementa x infinitesimalmente y se evaltia f en ese “valor”, f(x+dx). Lo que se
compara con la funcion evaluada en x, f(x): f(x+dx) — f(x), y se obtiene su razén
con respecto a la diferencia entre la variable incrementada y sin incrementar,
((x+dx) — x):

fGtdn-f(x)
(x+dx)—x

Sustituyendo se obtiene
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fatdy-f(o) _ (+do’-2*
(I+u‘x}_x = A=

Expandiendo el término de arriba y eliminando x de abajo:

(x+ do)? —x* (X +2xdx+d’x)-x' _ 2xdx+d’x
x+dx—x dx dx

Donde en el denominador se quitaron los paréntesis y se elimino X° con —°. En el
numerador se puede factorizar dx, y dividirlo entre el dx del denominador, lo que
da uno, ya que eso si se sabe de los infinitesimales, su razén puede ser
expresada por un nimero real, y la misma cantidad entre la misma cantidad,

infinitesimal o no, da uno:

A2 +d))_driy, 0 (e dvy=2x+ d.
dx dx

Los infinitesimales son infinitamente pequefos, por lo que comparados con
cualquier nimero real son negligibles. El resultado de las manipulaciones es 2x,

que es la derivada correcta.

Hay sélo una manera de evaluar una operacion entre infinitesimales, su razén. Los
demds aspectos son puramente formales. Hoy en dia diriamos que este manejo

es, dentro de lo formal, simbdlico.

En gran cantidad de casos este tipo de manipulaciones guiadas por la regla
heuristica: “Introdizcanse infinitesimales y eliminense usando manipulaciones
simbdlicas”, dan el resultado correcto, y en los demdas casos simplemente no
llegan a la meta, pero no producen resultados incorrectos, si las manipulaciones
son llevadas a cabo correctamente. A pesar de ello, debido a su ambigledad, el
concepto de infinitesimal conduce indirectamente a errores, el mas problematico el

; ; dy o s
de confundir la cadena de simbolos _i_r con una division.
¢

El infinitesimal no es un concepto totalmente incorrecto, incluso puede llegar a ser
correcta y rigurosamente definido, como el desarrollo del analisis no estandar ha

mostrado. Tanto como elemento explicativo como operativo hubo éxitos

168



importantes apoyados en el uso de este concepto. Sobre todo su eficacia
reforzaba la idea de que la explicacion del éxito del calculo diferencial podia
encontrarse al menos en parte en objetos matematicos como el de infinitesimal y
el de diferencial. La falta de claridad de esos conceptos lleva a Kline a hablar de

“el desarrollo ilégico de un sujeto légico” [Kline, cap. V].

La fisica a su vez adopté varias de esas ideas. El método de incrementos
infinitamente pequenos pasé a ser utilizado en sus reflexiones tedricas, lo que se
refleja por ejemplo en el nombre de un famoso teorema. El teorema del trabajo
virtual. El trabajo es “virtual” porque se realiza sobre una distancia infinitesimal.

hkh

Por otro lado, el concepto de limite, heredero también de los métodos de
exhaustién de los griegos, ya estaba suficientemente claro, y a finales del siglo
XVIIl varios matematicos de renombre, en especial D'Alembert, llamaron la
atencién hacia él, sin poder aplicarlo con la generalidad requerida para
fundamentar el cdlculo. Es Cauchy en la primera mitad del siglo XIX quien,
aprovechando la precision alcanzada en el concepto de funcién puede al fin dar al
calculo el rigor que hoy en dia se considera una de sus mayores virtudes. El
concepto de limite proporciona la base fundamental de esa nueva estructura,

dando un cambio del objeto, el infinitesimal, hacia el proceso, el limite.

No se da una confrontacién directa entre los dos conceptos, sino que el de limite,
ya integrado en una estructura general, hace superfluo el de infinitesimal, que
desaparece de la teoria. En este caso su desaparicidon es radical, no queda una
teoria aparte de infinitesimales'®, como en el caso de las nuevas geometrias, sino
que se prescinde del concepto, y su continuidad se da solamente en areas
aledafas, como en algunos planteamientos fisicos, o en desarrollos muy

posteriores y que no inclinan la balanza a su favor.

La motivacién de los desarrollos que culminan con Cauchy es la necesidad de
incrementar cualitativa y cuantitativamente el rigor en matematicas. En este caso

'® Eso apenas ha sido desarrollado en el siglo XX. La influencia de esas ideas ha sido reducida.
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concuerdan la practica y la reflexién sobre ella. La busqueda del rigor era una
meta clara y consciente, y efectivamente se dieron pasos de gran significado en
ese sentido. El rigor no podia alcanzarse usando como concepto basico el de
infinitesimal. El aumento en las exigencias y en las posibilidades de satisfacer
esas exigencias es constatable. Incluso en obras posteriores de Cauchy, que no
estan a la altura de los estandares que él mismo habia consolidado [Kline, p. 176].
El rigor se convierte en un criterio de seleccion de conceptos.

¢Interviene en este caso el factor estético? Cauchy no parece haberse
manifestado al respecto, ni otros partidarios del concepto de limite, como Wallis,
Gregory o D’Alembert. El desarrollo del trabajo de Cauchy muestra con claridad
que el rigor se va buscando y encontrando, lo que las palabras de Cauchy
confirman. Si una motivacién como el atractivo estético del concepto hubiese sido
al menos tan importante como la del rigor, fuese extrafio que no hubiese quedado
reflejada en su obra y reflexién. Pero, podria alegarse, quiza el rigor no sea mas
que una manifestacién particular de lo estético, al menos en esta ciencia. Es dificil
concebir argumentos adecuados que defendiesen esa tesis. Se podria aceptar
que una demostracién rigurosa sera casi sin excepcién considerada mas elegante
que otra que lo sea menos. Pero el concepto de derivada ejercid una inmensa
fascinacion por casi dos siglos antes de poder ser definido de manera rigurosa. Tal
fascinacion no esta exenta de aspectos estéticos que no tenian nada que ver con

exigencias de rigor, tal como hoy se concibe.

En unos pocos casos inclusive la formulacion rigurosa es poco elegante, como las
técnicas e - & de los limites, aunque en ciertos casos particulares se hayan dado
maneras elegantes de establecer esa relacion. Kline lo afirma mas en general.
“Rigourous thinking can be an obstacle to creativity” [Kline, p. 176]. En caso de
tener que optar por uno u otra, lo estético tendria ciertamente mas que ver con la

creatividad que con el rigor.

Cuaterniones vs. Vectores.

Esta es una historia a la que se le ha brindado poca atencion, tanto por su mayor

grado de especialidad como por no haber estado en el centro de una revolucién
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cientifica como la newtoniana. Su trascendencia, sin embargo, apenas esta
ligeramente atras de la del calculo diferencial. Una fisica sin vectores es hoy

practicamente inimaginable.

Es una historia entrelazada con el desarrollo de la fisica, como la del calculo
diferencial. Varios de sus principales protagonistas fueron fisicos. Quiza Steiner
pudiese objetar este desarrollo por eso, alegando que quienes decidieron la
aceptacion de un concepto y su preponderancia sobre otro no eran todos
matematicos. Esto es disputable. Por mas que Hamilton haya sido un gran fisico
es también por derecho propio un matematico. A pesar de presentar ejemplos
fisicos, Grassmann es ante todo matematico en sus desarrollos, por no mencionar
mas que a dos de los protagonistas. A quienes desarrollan los espacios
vectoriales no se les puede negar ser matematicos, aunque no lo sean de tiempo
completo. De hacerlo habria que negarle también la calidad de matematico a

Leibniz, por ejemplo.

Steiner podria plantear que no es adecuado ubicar esta controversia dentro de un
andlisis del factor estético. Este podria ser un buen ejemplo de un concepto, el de
vector, que fue seleccionado por su conveniencia de célculo. En efecto, hay
ciertos cdlculos (no todos) que son mas cémodos con vectores, sin embargo, las
motivaciones que llevaron al desarrollo del algebra lineal eran de indole

conceptual, inclusive en sus aspectos fisicos.

Hay al menos tres maneras de entender el problema que estaba atras de la
busqueda o invencién de un nuevo tipo de concepto. Por un lado se tenia la
necesidad de caracterizar ciertas entidades fisicas que no podian seguir siendo
expresadas usando funciones escalares, que toman valores en los reales o los
complejos. Sobre todo habiéndose dado el paso a dos y tres dimensiones
geométricas. El concepto de velocidad es el ejemplo por excelencia; hoy se dice
que la velocidad es un campo vectorial, ;qué se podia decir de no tener un
concepto como el de vector?. Se tenia también el problema de representar los
giros espaciales con un concepto equivalente al de los nimeros complejos, que

permiten representar las rotaciones del plano.
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Ademas se deseaba generalizar a una tercera dimension la idea de numero. Esta
idea no debe entenderse en el sentido en que los nimeros racionales son una
generalizacion de los enteros, y estos de los naturales. Dejando de lado cémo se
haya llegado a esos conjuntos, hay dos caracteristicas que unen a los reales con
los complejos. En primer lugar los reales son isomorfos a un subconjunto de los
complejos, son a fin de cuentas parte de lo mismo, los nimeros. En segundo
poseen una estructura algebraica muy util y rica, la de campo. La blsqueda que
obsesioné a Hamilton y a muchos otros fue la bisqueda de nuevos “numeros”
que pudiesen ser tanto sumados como multiplicados. Se buscaba el eslabdn
tridimensional de la cadena que comienza con los reales y continia con los
complejos.

Un campo es una estructura que conjuga dos estructuras de grupo por medio de
una ley distributiva. El ejemplo clésico es el de los nimeros racionales (o los
reales) que tienen una estructura de grupo con respecto a la suma, otra con
respecto a la multiplicacién y estan relacionadas mediante la ley aritmética de
distribucion. En el conjunto de nimeros complejos se definen una suma y una
multiplicacién, se demuestra la ley distributiva. Deberia haber entonces ciertos

“nimeros” tridimensionales que pudiesen formar un campo.

Hamilton utilizé la representacién de los nimeros complejos como pares de

numeros reales:
(a,b)y=a+ib

(Donde el signo “=" debe entenderse como relacién de equivalencia). De esta

manera se puede prescindir del signo i =+/~1, y con ello también de toda alusién
a conceptos que no fueran referidos a los nimeros reales. Si el proceso habia sido
generar un numero complejo usando un par de numeros reales, bien podian
definirse unos nuevos “nimeros” usando un par de nimeros complejos:

((a,b).(c,d))=a+ib+ je+kd,

Donde ... etc. En el conjunto de esos nimeros se puede definir una suma y una
multiplicacion, y relacionarlas por una ley distributiva. Un primer aspecto novedoso
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fue la no-conmutatividad de la multiplicacion, lo que abria nuevas fronteras.
Ademas, los cuaterniones cumplieron con dar una representacion de las
rotaciones tridimensionales tridimensionales®. Técnicamente, se tiene un
isomorfismo entre O(3) y SU(2).

Pero no respondian de la misma manera a otras necesidades de los fisicos, no
quedaba claro cémo usar variables con valor en los cuaterniones que
representasen otros aspectos fisicos. Los cuaterniones resultaban confusos al
momento de representar variables tridimensionales. Los vectores por su parte no
permiten representar rotaciones directamente, sino que las rotaciones se
entienden como la accién de operadores sobre los vectores. No forman un campo,
sino un espacio vectorial en el que no se puede encontrar una estructura de grupo
multiplicativo compatible con la de la suma. Aun en el caso bidimensional, donde
es posible definir una multiplicacién, el producto cruz, no se puede conjuntar con la
suma para generar una estructura de campo. Otros productos no son verdaderas
multiplicaciones. El producto interno, por ejemplo, da como resultado no un vector,

sino un escalar.

En este sentido los vectores no son lo que Hamilton y sus contemporaneos
buscaban. Mas que nada porque no forman una estructura de campo. Por lo tanto
no queda claro si pueden identificarse con el concepto de “nimero”. En algunas
aplicaciones fisicas la falta de una verdadera multiplicacién de vectores se deja
sentir, en especial en electromagnetismo. A pesar de ello su capacidad de
representar adecuadamente aspectos relacionados con la dimensién del espacio,
como valor de variables, etc., los fueron haciendo cada vez mas aceptados. De

hecho fue gracias a este concepto que quedd claro lo que es la dimensién®'.

% Esos giros permiten describir adecuadamente ciertos aspectos de la cinematica de robots, por lo
que los cuaterniones han hecho un “comeback” a las matematicas aplicadas.

Hay aqui otro punto de interés para quien piense que la matematica es constitutiva de nuestra
experiencia. Como ya se comentd, en ciertas culturas la cantidad de elementos informativos
basicos difiere, como la orientacion en un plano por medio de las cuatro (y no dos) direcciones,
norte sur, este, oeste. Pudiese ser que en nuestra cultura la dimensién sea como es por haberse
dado como predominante el concepto de dlgebra lineal. Tal vez otro concepto matematico hubiese
dado otra percepcion de la dimension, como los cuaterniones.
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En oposicién a los infinitesimales, los cuaterniones siguieron siendo una parte
respetable, si bien secundaria, de las matematicas, mientras que el concepto de
vector se expandié en muchas de sus principales ramas, y es hoy en dia parte
constitutiva de ellas. Una pregunta decisiva, dentro de la fisica, era: ;Cual de los
dos conceptos en disputa era mas adecuado a las necesidades de la teoria
electromagnética? Junto con la necesidad matematica de un concepto adecuado
para representaciones tridimensionales. En esta disputa se llegd inclusive a
argumentar que los cuaterniones eran un concepto estéticamente mas

satisfactorio [Crowe].

La lucha por la seleccién de un concepto algebraico entre dos opciones, los
cuaterniones y los vectores, se dio tanto por medio de la palabra como en la
practica real de la fisica y las matematicas. La intensidad tanto de la discusion
como de la investigacion efectiva que se llevaba a cabo permite afirmar que si el
factor estético hubiese estado consciente de su lado los partidarios de los vectores
lo hubiesen invocado con seguridad como argumento, cuanto mas si hubiese sido
el principal criterio de seleccion. Lo mismo hubiesen hecho los partidarios de los

cuaterniones, los que aun esgrimiendo ese factor, no le dieron peso decisivo.

En este caso no debe confundirse lo “Gtil” de un concepto con la conveniencia de
calculo que pudiese ofrecer. El concepto de vector es util en primera linea porque
da una respuesta a necesidades conceptuales, y no sélo a las de los matematicos,
sino también a las de los fisicos. No se niega que quizé en gran parte sea mas
eficiente usar vectores que cuaterniones en los célculos; los cuaterniones tienen
también “ventajas”. Para llevar a cabo los calculos relacionados con
representaciones de giros en el espacio los cuaterniones son mas eficientes que
los vectores. Esto llevd a se empleo en la mecanica cuantica, como “célculo
espinorial”, donde han tenido gran auge. La conveniencia de calculo no pudo
haber sido el factor decisivo en la seleccion de uno u otro concepto, sino su
adecuacion conceptual en uno y en otro ambito, sin negar que tanto un concepto
como el otro son muy Utiles para calcular.

a2 4
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Los dos ejemplos analizados son los mas notorios casos en la historia de las
matematicas modernas de conceptos en confrontaciéon. Ni en uno ni en otro fue
predominante en la seleccion el factor estético. Ninguno de los dos casos es
secundario, ambos son conceptos fundamentales para las matematicas modernas.
Un analisis profundo desde los puntos de vista planteados en estas paginas daria,
con seguridad, claves importantes para entender el surgimiento de los conceptos
matematicos y los criterios de permanencia y seleccion. Para la presente discusién
baste con la constatacion hecha: En ningln caso hay evidencia de que el factor
estético haya sido el criterio basico de seleccioén, mientras que son documentables
como criterios de seleccién al menos el rigory la utilidad conceptual.

Geometrias no euclidianas.
Este es un concepto con una larga historia, pero cuya incorporacién a las
matematicas se da en un momento concreto, y los actores son conocidos. Bolyai,

Lobachetvski y, de una manera especial, Gauss.

La introduccion de las geometrias no euclidianas no sélo abrié un amplio campo
de investigacién, sino que mostré con claridad una técnica para introducir
conceptos contradictorios. Se mantienen separados los ambitos correspondientes,
las geometrias no euclidianas no acabaron con la euclidiana, ni la previa
existencia de ésta impidi6 (al menos a partir de cierto momento) que aparecieran

aquellas.

Si fuera factible mostrar que Lobachetvski y Boylai tenian una fuerte predileccién
estética por esas nuevas geometrias, entonces seria un gran punto a favor de
Steiner, ya que esas preferencias estéticas prevalecen aun a pesar de dificultades
I6gicas importantes. Sin embargo, hay consenso entre los estudiosos que la
motivacién principal era investigar hasta donde se podia llegar sin el famoso

quinto postulado.

En cuanto a Gauss las cosas no son tan claras. Mas tarde afirmé que él también
habia avanzado en el estudio de esas nuevas geometrias, pero su contribucién
fundamental fue el peso de su enorme prestigio en la aceptacién de ellas. Seria
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util analizar si fue su gusto, su preferencia estética, la que le impidid hacer

publicos sus estudios, o fueron consideraciones de otra indole.

Seccion 3. Conclusiones.

En oposicién a lo que afirma Steiner, no hace falta recurrir a creencias basicas,
por definicién practicamente irrefutables, para plantear serias dudas légicas, con
respecto a la tesis del antropocentrismo en matematicas y la justificacion que
ofrece. No se da una exposicién con la suficiente fuerza argumentativa como para
que un naturalista tuviese que recurrir a sus creencias basicas para justificar el

mantenerse en su postura.

Quiza la dificultad radica en que es Steiner el que esta recurriendo a sus creencias
béasicas y a mostrar la congruencia de esa posicion con una cierta interpretacion
de algunos procederes cientificos, en especial manejos formales de analogias

matematicas.

Dado que esa congruencia sélo se da en términos de una interpretacion que la
presupone, lo que el autor hace es confrontarnos con su creencia basica del
antropocentrismo de las matematicas. Sin embargo algunos de los argumentos

que presenta carecen de base conceptual fuera del sistema® que sustentan.

Es por todo ello que los sustentantes de la tesis del naturalismo no tienen por qué
verse obligados a recurrir a principios (background beliefs) ante el reto que
presenta Steiner. No se han presentado de su parte deducciones sustentadas en
premisas con una gran fuerza légica, ni para el caso de la preponderancia de los

criterios estéticos ni para los de “conveniencia” de calculo.

Steiner es claro en una cuestion: somos privilegiados en nuestra incapacidad.
Ante ello la reflexion sobre estos aspectos de la historia de las matematicas y
sobre su desempefo actual pone manifiesto una gran capacidad creativa, una
interaccidén profunda entre las matematicas y las otras ciencias, sobre todo con la

%2 Debo la frase a Marcuse [Marcuse], sin comprometerme con sus tesis.
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fisica. Esta interaccion no indica que ella sea la Unica fuente de desarrollos
conceptuales en las matematicas, indica mas bien que hay una multiplicidad de
factores que intervienen en esos desarrollos, en un complejo determinado en
momentos por aspectos puramente internos a las matematicas, en otros por esa
interaccion “hacia fuera”, con todas las proporciones pensables en medio.

El andlisis de esta situacién puede ser a su vez sumamente complejo, sin que ello
implique la necesidad de introducir factores extra-objetivos. Para apoyar las tesis
planteadas y mostrar al menos un atisbo de esa complejidad he escogido
desarrollar un ejemplo fundamental para Steiner: los espacios de Hilbert y su

aplicacion en la mecanica cuantica.
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Capitulo 4



Capitulo 4. Matematicas y formalismo en la fisica

Introduccién.

Este capitulo tiene como objetivo principal analizar algunos aspectos de un caso
concreto: El papel de las matematicas en la fisica cuantica. La idea es mostrar en
un ejemplo significativo que en un analisis orientado por las ideas que se han ido
desarrollando en los capitulos precedentes el “misterio” de la aplicabilidad de las
matematicas, tal como Steiner lo plantea, es disipable. Por ello es necesario
discutir de una manera mas especifica en qué consiste ese misterio en este caso,
tarea de esta introduccién. A lo largo de este planteamiento surgen varios
problemas, como la cuestion acerca de lo que pudiese ser la “forma” de un ente

matematico, que hacen necesarias un par de aparentes digresiones.

Este capitulo es el que maneja mas aspectos técnicos. ;No podria tal vez
reducirse ese nivel técnico y analizarse casos mas sencillos? De hecho, el misterio
pudiese comenzar mucho antes, por ejemplo con las aplicaciones de la aritmética
basica. Por dos razones se ha optado por permanecer en un nivel mas elevado.
Primero porque es de donde parte Steiner. Segundo por nuestras propias
predilecciones y porque el ejemplo de los espacios de Hilbert nos es bien
conocido. De hecho, se coincide con quienes creen que debe aumentarse el

campo de discusion sobre la matematica a dreas de mayor complejidad.

En la primera parte se procede a dar una breve introduccién a la idea de espacio
de Hilbert, para pasar a plantear, de manera esquematica, qué papel juega este

concepto en la mecanica cuantica, y si en algin sentido es misterioso o no.

El analisis permite contrastar con la manera en que Steiner desarrolla sus ideas,
quien presenta con detalle el desarrolio del trabajo y proceder de los fisicos,
mientras que en este trabajo se otorga un peso primordial a los conceptos

matematicos. Este contraste permite penetrar hasta el nuacleo l6gico del
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pensamiento de ese autor. A lo largo de los dos capitulos anteriores se ha
mostrado cuédl es la red de interrelaciones conceptuales y légicas que brinda
sustento a sus tesis principales. Hemos asumido que la argumentacién se da en lo
que pudiésemos llamar una discusion “clasica”; a partir de las premisas se va
elaborando una serie de cadenas deductivas cuya conclusion es la tesis del
antropocentrismo de las matematicas, para de ahi deducir, dado el éxito de
estrategias matematicas en la fisica, que el universo debe tener caracteristicas

también antropocéntricas.

De manera un tanto sorpresiva, esa construcciéon parece endeble. Es el analisis
especifico el que finalmente permite ubicar adecuadamente lo que el autor
pretende, de lo cual nos ha dado ademas claves al usar palabras como
“plausibilidad”, “en mi opinién”, etc. Ademas de lo que puede parecer
incongruente, como plantear que lo importante es lo que el cientifico hace, y no lo

que dice, siendo que de los matematicos lo que le atafie son sus opiniones.

La visién cambia cuando queda claro que no es una argumentacion “clasica” lo
que pretende, sino que a fin de cuentas, en una postura radical, la tesis del
antropocentrismo de las matematicas queda como lo que es: un principio. No
pretende, al menos implicitamente, dar una sustentacion estricta de esa tesis, sino
asumirla y darle plausibilidad, credibilidad. Steiner no pretende forzar en nosotros
una conclusién que admitamos como necesaria', sino dar un contexto coherente
en el cual, en su concepcion, esa tesis puede funcionar como un principio.
También es posible asumir que el autor puede tener en mente una especie de
argumento a la mejor explicacion, De estos aspectos se ocupa la Ultima parte de

este capitulo.

En [Steiner] no se niega que en casos particulares la aplicabilidad de las
matematicas sea “no misteriosa”. Para él el misterio se da cuando una situacién

fisica o una analogia entre aspectos fisicos es “inexpresable en ningin otro

1 . P - - .
Aunque nos parece claro que para Steiner esa idea tiene una gran fuerza de conviccién.
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lenguaje que no sea el de las matematicas puras” [p. 3]. Ese misterio se
desvanece cuando donde es posible expresar condiciones “en lenguaje no
matematico” para que una cierta propiedad fisica “tenga” una estructura
matematica [p. 29, ultimo parrafo). Por ejemplo, al cotejar el concepto fisico de la
sobreposicion con el de la linealidad se da la posibilidad de que la relacién entre
ambos sea tan “natural” que no haya “misterio”. En general no lo hay ahi donde
sea posible correlacionar una propiedad fisica con una matematica. La estrategia
para disolver el misterio en casos particulares deberia consistir en “hacer
corresponder conceptos matematicos con fisicos™, lo que inclusive permite
explicar la aplicabilidad de “conceptos matematicos mucho mas complejos™ que la
linealidad [p. 32]. Inclusive se llega a mencionar la palabra “correspondencia” Ibid.,

Ultimo parrafo).

Ahora bien, no siempre es factible encontrar esa relacién que permita darles un
sentido fisico a conceptos matematicos. Un aspecto del misterio de la aplicabilidad
de las matematicas consiste en el “uso”, la “aplicacion” de conceptos sin correlato

fisico que, sin embargo, conducen a predicciones 0 manipulaciones correctas.

El misterio tiene ese otro aspecto que se ha mencionado: El proceder formal de
los fisicos para descubrir cudles entidades matematicas son las que proporcionan
la descripcién y los resultados® requeridos. En el texto que ha sido nuestro
interlocutor se afirma que el antropocentrismo en matematicas es especialmente
patente ahi donde las analogias que condujeron a descubrimientos fisicos
(inclusive de gran importancia) estan referidas a la “forma” de los sistemas
matematicos involucrados. .

Una analogia “puramente formal” en el sentido que se toma en [Steiner] es, por
ejemplo, la de asumir que las ecuaciones que rigen el comportamiento mecanico

en el ambito cuantico tienen la misma “forma” que las ecuaciones que rigen algun

? “Matching mathematical to physical concepts”.

% “Far more arcane mathematical concepts”. Segun la Enciclopedia Britanica, “arcane” significa:
“known or knowable only to the initiate: secrete ...; broadly:mysterious, obscure”.

* Recordemos que para Steiner la pura descripciéon no basta, debe haber posibilidad de hacer
predicciones. En esto se coincide con él.
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fenémeno en el ambito macroscépico. No hay, se dice, ninguna razén para afirmar
que esto conduzca a algo correcto con mayor posibilidad que cualquier otra
opcién®. Ese proceso no se reduce a plantear la analogia, sino incluye
“manipularla” de manera puramente sintactica, lo que constituye el segundo
aspecto del desarrollo formalista de la analogia (el primero la apelacién a la
“forma”). Asumir que una analogia matematica en este sentido (referido a su pura
“forma” y manipulacién sintactica) pudiese dar la respuesta no es otra cosa que ...
magia: “Mostraré que los descubrimientos hechos de esta manera dependian de
una manipulacion simbdlica que raya en lo mégico. Digo “mdgico” porque el objeto
de estudio de la fisica llegd a ser cada vez mas el propio formalismo de la fisica,
como si simbolos fueran realidad — y la confusidn de simbolos con realidad es lo
que caracteriza en gran medida aquello que llamamos magia’ [Steiner, p. 136,

cursivas de JC].

La aplicacién de los espacios de Hilbert a la mecanica cuantica participa de ambas
formas del misterio: Por un lado es un concepto matematico que parece no tener
“correlato fisico”, y sin embargo funciona adecuadamente. Por otro lado el uso de
este tipo de espacios se puede interpretar tambien como una analogia, ya que los
espacios de Hilbert estan relacionados con los espacios que se usan en la fisica
clasica, en donde en ocasiones también se usan espacios de Hilbert. Steiner, hay
que decirlo, no estudia el caso de estas estructuras desde este Ultimo punto de

vista, sino como misterio en el sentido de una aplicacién no aclarada.

Primera Parte. Un ejemplo de analogia formal.

Steiner menciona que la forma de ecuaciones fundamentales de la mecanica
cuantica se ha derivado de manera formal de ecuaciones cldsicas, por medio del
llamado proceso de “cuantizacién”’. Este proceso representa lo que podemos
llamar un “ejemplo paradigmatico” de manipulaciones “formales” en la fisica.

Ademas, es un caso que ha sido muy trabajado, por lo que han quedado ya claras

® Por ejemplo escoger de manera aleatoria ciertas ecuaciones.
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sus ideas bdsicas y es posible, con un minimo de requisitos, dar una presentacion

clara y escueta de él.

En una primera instancia quiero presentarlo de la manera mas esquematica
posible, a fin de poner de manifiesto precisamente los aspectos formales, y como
pareceria no haber un “correlato fisico” de las manipulaciones formales
involucradas. Ahora bien, a lo largo de este capitulo iremos viendo como este tipo
de manipulaciones tienen un profundo significado fisico y matematico. Ain mas,
daré elementos que permiten vislumbrar como es la interaccion entre esas dos
areas del conocimiento lo que hace significativo el proceso.

Se podria ser sumamente radical al presentar el proceso de cuantizacion, y en vez
de hablar de “sustituir variables por operadores” se podria simplemente indicar
“sustitiyanse las p y q por los simbolos p y g”, etc. Esto, sin embargo, daria una
fuerte impresion de extrafeza, por lo que he optado por un nivel “medio” de
presentacion formal, dejando para un poco mas adelante dar las definiciones
requeridas con cierto rigor, como la de espacio de Hilbert. Pero invito al lector a
llevar a cabo el ejercicio de presentar la cuantizacion de una manera radicalmente

formal. El resultado seria un proceso que para un fisico careceria de significado.

Por el momento basta con lo siguiente: Una variable numérica (o “variable” a
secas) esta denotada por una letra como «, p, ¢, A, E y puede tomar valores en los
numeros reales o complejos. Un vector es un elemento de un espacio vectorial,
como un espacio de Hilbert. En mecénica cuéntica es usual usar la notacién® de
Dirac, en la cual esos vectores tienen la forma |cp>. Un operador es una funcién
definida en el espacio de Hilbert con valores en ese mismo espacio’.

*kd

Dado un cierto campo de estudio de la realidad, llamado “mecanica clasica”, se

sabe, por las razones que fueren, que el comportamiento de los objetos de estudio

® Para alguien no acostumbrado a esta notacién tal vez sea conveniente sustituir el simbolo | ¢> por
alguno mas familiar.
” También se pueden definir operadores con valores en algun otro espacio.
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esta regido por leyes expresadas matematicamente. Una de las fundamentales

tiene la forma de un esquema del tipo

M

o M= (1)
&?i d’l

Donde H = H(piq;), i = 1, 2, ..., n, siendo n el nimero de grados de libertad del

Pi==

sistema. H es el Hamiltoniano del sistema. Las p; son llamadas impulsos o
momentos, las g; representan coordenadas generalizadas. El punto encima de las

p y g indica la derivada con respecto al tiempo.

Existe otro objeto de estudio, la mecdnica cudntica, de la cual en principio no se
conoce mucho mas alla de su diferencia fundamental con la mecanica clasica. Se
plantea, como hipdtesis, que es posible caracterizar matematicamente la
mecanica cuantica. Esto, sin embargo, no implica que se pueda presuponer
alguna forma especifica de esa caracterizacion, o sea, todo sistema matematico®
pensable seria en principio un candidato igualmente viable (como posibilidad) para
proporcionar la forma de las leyes que rijan el comportamiento de los elementos o

subsistemas de mecanica cuantica.

Sin embargo, sin ninguna justificacién aparente, o con justificacién sumamente
endeble, se postula que la forma correcta de la caracterizacion de leyes de la
mecanica cuantica puede derivarse de la forma de sistemas de la mecanica
clasica como (1), sometiendo esos sistemas a manipulaciones sintacticas. Una de
ellas es la de sustitucion, que consiste basicamente en cambiar todas las
apariciones de un simbolo o grupo de simbolos por otro simbolo o grupo de
simbolos. Dada la importancia de esta operacion no es superfluo dar una

definicién que permita apreciar con rigor sus aspectos sintacticos® su aplicabilidad

¥ Se pueden presuponer aspectos muy generales, como un cierto grado de continuidad, sin que la
idea se altere de manera significativa.

° Al discutir este punto a lo largo del proceso de revision del trabajo surgié en un cierto momento la
duda de si en el sistema formal (A, R, L, S) se pudiesen generar todas las férmulas “vdlidas”, y si
ese proceso no estaria entonces en contradiccion con el teorema de incompletitud de Gédel. Debo
por ello recalcar que se estd hablando de procesos meramente de manipulacién de cadenas de
simbolos, sin que se pretenda generar sistemas completos. La pregunta acerca de la “completitud”
de los sistemas generados no se plantea en este contexto. Aqui una cadena es “valida” si es
derivable de S y tiene el valor 1.
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y su grado de generalidad, aunque la intuicion usual detrds del concepto de

“sustitucion” captura de manera adecuada la idea.

Regla 1. Sea dado un sistema formal (A, R, L, S), donde A es un conjunto no vacio
llamado “alfabeto” cuyos elementos se llaman “simbolos”, R un conjunto de
reglas de manipulacién de concatenaciones de elementos de A; S es un
subconjunto, también no vacio, de .AA) (el conjunto de todas las
concatenaciones de elementos de A), los elementos de .{A) se llaman
“cadenas de simbolos” o simplemente cadenas; L es una funcién de .{A)
en {0, 1} que le asigna el valor 1 a toda cadena derivable’® de S mediante
reglas de R y 0 a las demas. Las cadenas con valor 1 se llaman “cadenas o
férmulas validas bajo el sistema de axiomas S”. Cuando menos todos los
elementos de S son férmulas validas''. En R existe una regla que dice que
si F es una formula valida y F' es una férmula obtenida a partir de F
sustituyendo toda aparicion de un simbolo determinado por la misma
cadena vdlida, entonces F' es también una férmula valida. El sistema formal
se llama regular si existe al menos una férmula (concatenacién) con valor
0_12

Esta es la regla de sustitucion irrestricta. En la practica es usual definir como
sustituibles sélo a los elementos de un subconjunto propio™ de A. Esta es la regla
1' de sustitucién restringida. Estas definiciones deben entenderse sélo como
esquemas que permiten ubicar el problema de manera mas precisa. No se

pretende incursionar en otros aspectos.

'® “Derivable” significa que existe una secuencia de férmulas, cada una de las cuales se obtiene de
la anterior mediante la aplicacion de una regla. La férmula derivada es la dltima de la secuencia.

"' Rincluye la regla: “A % A”".

'? Esta ultima condicion implica que si el sistema formal es interpretado en términos de alguna area
de la ciencia, entonces existen formulas vélidas cuya interpretacion no corresponde a la realidad
de esa area. Tanto para Steiner como para nosotros el conjunto de todas las férmulas que
pudiesen poder interpretarse en términos de esa area pero que no son verdaderas es muchisimo
mayor que el de las formulas verdaderas en esa interpretacion.

'* Por ejemplo, en general los paréntesis no se sustituyen, aunque las férmulas que se utilizan para
sustituir si los pueden incluir.
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El formalismo que permite obtener leyes de la mecanica cudntica es por supuesto

bastante elaborado. De una manera esquematica consiste en lo siguiente':

Sustitiyase cada variable a por el operador a del espacio de Hilbert H en si

mismo.

Sustitliyase H por el operador funcional H. Si H es la funcién H(p, q) que toma

A AA

valores numéricos, H(p,q) es una funcién que tiene como valores operadores de

H en si mismo.
Sustitiyase el paréntesis de Poisson {H.,a} por el conmutador tHaJ multiplicado

por el factor (i#)". Por ejemplo, dado

A

g, {H,A}, se obtiene Ay, (m)"‘[f},ﬁ]_
dt dr

Un caso concreto de este proceso es el formalismo que permite derivar la
ecuacion de Schrédinger.
i ..
fh§|gv) =H(p.9)|p) ()
En el caso clasico, “para una particula de masa m en un campo de fuerza
K =—gradlU , con potencial U,
la ecuacion de movimiento de Newton es
m¥=K.

La energia E del movimiento esta dada por

E=F suw, )
2m

donde p=mi¥ denota el impulso” [Teubner, p. 528].

'* Agradezco al Dr. Shahen Hacyan sus acertadas explicaciones que me permitieron plantear con
precision este proceso.
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Ahora se establece el esquema de cuantizacién para este caso: “La ecuacién de
Schédinger (2), que fue formulada por Schrodinger en 1926, se obtiene a partir de
la férmula clasica de la energia, al llevar a cabo ahi la sustitucién

E cn'hg, p @ﬁ_gmd. (4)
i

De ahip’ pasaa -h’grad’ =—h'A” [Teubner, p. 529).

El resultado es

mgw):-%m)w]@. (5)

A
Si ahora definimos H =—2ﬁ—A + U, obtenemos (2).
m

En pocas palabras, en la ecuacion (3) se sustituyeron las variables E y p por los
operadores dados en (4). Esos operadores se deben aplicar a un vector |¢>..

ek

Planteado como simple manipulacién de cadenas de simbolos, no se requiere
asumir que las férmulas involucradas tengan sentido, sino que se procede porque
sintdcticamente es valido hacer esa manipulacién y en la concepcién de Steiner
esperar que corresponda a una realidad fisica seria tanto como esperar que una
partida de ajedrez se pudiese ganar escogiendo en cada paso de manera
aleatoria, de entre todas las que en ese momento sean realizables, la jugada a
efectuarse. La probabilidad de este evento, ganar el partido de esta manera, es

practicamente cero.

Esto cambiaria radicalmente si hubiera “buenas razones” para suponer que
efectivamente la forma de una y otra ley deban ser las “mismas”'®. Steiner parte
del principio de que no hay nada en nuestra experiencia ni en el proceso de
seleccion natural que nos condujo a nuestro estado actual que nos capacite para

'8 Técnicamente hablando, mas que tener la misma forma, habria que decir que existe una cadena
deductiva valida tal que la forma de una ley en un ambito se puede obtener a partir de la forma de
una ley del otro &mbito.

187



tener conocimiento de areas “alejadas de nuestra experiencia’. Sin embargo,
existe al menos un area radicalmente “alejada de nuestra experiencia” de la cual si
tenemos conocimientos efectivos, precisamente la mecanica cuantica. Como ya se
ha sefalado, Steiner no considera que esto sea una contradiccién (la mecénica
cuantica como contraejemplo de sus tesis). Siendo estrictos, no se afirma que
estemos imposibilitados de acceder a conocimiento de ambitos “alejados de

"6 sino solamente que no es posible acceder a ellos con los

nuestra experiencia
medios que hemos adquirido en el proceso de seleccion natural. En especial, si se
considera que nuestra capacidad de pensamiento racional es producto de nuestra
evolucién, no puede haber manera de emplearla para acceder a ese conocimiento.
Steiner afirma que el canal de acceso esta mas relacionado con lo que se ha dado
en llamar magia que con los procedimientos que se identifican con la ciencia en
general. Es mas, tal vez esa magia sea la Unica manera de dar el salto, por decirlo
asi, entre ciertos ambitos, aunque ya dentro de cada uno de ellos la adquisicién o

desarrollo del conocimiento proceda de manera habitual.

El salto mortal no esta en si en la sustitucion, sino en asumir que una vez dada la
manipulacion simbdlica mediante esa manipulacion la formula que se obtiene es
parte de un nuevo sistema que puede interpretarse como una representacion de
alguna ley de la mecanica cuantica. En aspectos significativos ese cambio de
ambito fue “formal”, y en esto coincidimos con Steiner, la nueva situacién sélo
puede ser expresada en términos matematicos con los que no se asocia ninguna
experiencia fisica. Esto ha llevado a identificar conceptos macroscépicos con
conceptos cuanticos, lo que ha problematizado la interpretacion de los sistemas
matematicos involucrados. A pesar del interés de estos problemas, nos desviarian
del curso que hemos tomado. En este momento la pregunta que nos guia es: ;Es
puramente formal el proceso que lleva, por ejemplo, de la férmula de la energia

clasica a la ecuacién de Schrodinger?

¢Qué se entiende de manera formal por un cambio de ambito? Dado el sistema
formal (A, S, R, L) a partir del cual se ha efectuado el proceso sintactico, se asume

'® De otra manera la mecanica cuantica si seria un contraejemplo.
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que es factible generar, o encontrar, un nuevo sistema formal (A’, S’, R’, L') con las
siguientes caracteristicas: a) Los conjuntos R y R’ se diferencian en un nimero
reducido de reglas; esa diferencia puede deberse a que una regla no tiene
exactamente una correspondiente en el otro conjunto, o alguna regla de uno no
existe en el otro. b) Una vez modificando adecuadamente R, se asume que existe
un sistema de axiomas S’ del cual es posible derivar las férmulas requeridas.

Si ademas existe una férmula en el primer sistema que sea un teorema, pero su
“traduccidén” (por sustituciones) al nuevo no sea teorema, el sistema formal original
y el nuevo son diferentes, y por lo tanto pudiese ser que el nuevo sistema
representase un ambito de la realidad diferente al ambito que es representado por
el primer sistema'’. Por ejemplo, en el caso considerado se presupone que si el
sistema formal de la mecanica clasica es regular, asi lo serd el nuevo sistema

formal, pero representa otro dmbito, el de la mecéanica cuantica.

*kok

De manera estricta ni la regla 1 ni la regla 1’ son reglas matematicas. [La
sustitucién en matematicas] es una operacién mas restringida. Un cambio de
variables en el dominio de una funcién puede parecer, de manera formal,

precisamente sdlo una sustitucién de un simbolo por otro, digamos:
x* +4x+4=0 se transforma en (2t +1)* +4(2r +1)+4 =0

sustituyendo x por (2t+1). Esto, sin embargo, no es mas que un caso de
composicién de funciones, (fog)x)=f(g(x)), y para que esta operacién sea
posible se necesita que el rango de una caiga dentro del dominio de definicion de
la otra, lo cual es una restriccién fuerte que no permite que toda férmula valida sea

sustituible en otra.

De manera estricta el paso de la formula de la energia a la ecuacién de
Schrodinger no es un proceso que pueda enmarcarse dentro de las matematicas,

lo que no afecta el que pueda hablarse de “analogia matematica”. Siempre y

'" O que no representase ninguin &mbito objetivo, por supuesto.
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cuando la forma “matematica” de una y otra férmula sea la misma, bajo la premisa
de saberse qué es la “forma matematica” de algo.

*dk

En este capitulo expondré como la aplicabilidad de los espacios de Hilbert y
algunos conceptos relacionados puede ser entendida en términos de relaciones
entre los conceptos matematicos y conceptos fisicos, en especial del significado
de los conceptos matematicos. Dada la complejidad de estas interrelaciones, no
pretendo agotar el tema, pero si avanzar lo suficiente como para poder afirmar que
no hay necesidad de postular “resonancias antropocentricas”™ entre las
matematicas y el universo en un andlisis profundo y de interés filoséfico de las

aplicaciones de la matematica a la fisica.

Segunda Parte. Otra vez la forma en matematicas.

En el primer capitulo se hablé de la forma en matematicas y sus muchos aspectos
posibles. También se mencionaba que las estructuras matematicas no consisten
unicamente en las puras relaciones entre entes, sino que cada ente participa como
entidad diferenciada y con ciertas caracteristicas en esa red de relaciones, y la
retroalimenta tanto por su ubicacion en la red como por su definicién concreta. La
posicion en la red, su ubicacién como nodo es lo que le permite relacionarse con
las demas entidades de una manera especifica. Lo que una ecuacién (o
inecuacién) muestra es una realizacién (o posible realizaciéon) concreta de las
relaciones estructurales. Esa ecuacion sigue siendo valida en un cierto sentido si
se abstrae del significado de los entes involucrados. Lo que queda se puede

entonces entender como la “forma” de las relaciones.

De aceptarse lo anterior, la forma seria la red concreta y local de relaciones y
canales a través de los cuales cada ente se interrelacionaria con aquellos a su

alrededor'®. Aunque quiza a costa de otros aspectos, al prescindir del significado

'® Aquellos en su misma teoria.
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de los entes, esa red gana en claridad de relaciones. Es esta simplificacion la que
permite ver similitudes formales entre entes conceptualmente distintos.

ek

No se ha profundizado todavia lo suficiente en lo que pudiese ser “1a” forma en
matematicas. No era ese tampoco el afan en este momento, sino problematizar el
concepto en oposicién al proceder sin definirlo con claridad, o al menos sin
delimitar adecuadamente la idea. Se podria replicar que no es necesario definir lo
que sea “forma” en general, sino basta con que en cada caso concreto lo que sea
eso quede determinado por criterios matematicos. Lo que a fin de cuentas decide
no es tal o cual definicién, sino el hecho de que cualquiera quede determinada por
criterios matematicos. Esto es todo lo que a Steiner le hace falta. Pero si no se
aclara lo que sea la “forma” no hay manera de distinguir en qué caso una analogia
se base puramente en la forma y no en otros aspectos, como lo podria ser un
significado de los conceptos matematicos. Si todo fuera forma no habria manera

de establecer un contraste con otras posibilidades.

Tercera Parte. Espacios de Hilbert y su aplicacion en la mecanica
cuantica.

Esta parte estd concebida como una introduccién a las ideas de espacios de
Hilbert y conceptos relacionados. Al final se discute qué tan misteriosa es su

aplicacion en la mecanica cuantica.

Hemos tratado de dar los elementos que le permitan a un no especialista tener
una comprensién de los conceptos involucrados en la discusion tanto desde el
punto de vista de un matematico como de las implicaciones filoséficas mas
particulares, que permiten presentar un contexto estricto y concreto en el cual

sustentar nuestras observaciones y conclusiones.

En especial esta presentacion mas a profundidad permite contrastar con los
argumentos de Steiner, los que se presentan bajo una nueva luz que permite, al
fin, hacer un planteamiento radical que nos lleve al nicleo légico de la
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fundamentacion de su tesis sobre el antropocentrismo de las matematicas. Esta es
la tarea a la que nos abocamos en la siguiente parte de este capitulo, una vez que
se ha analizado lo que pudiese haber de “misterioso” en la aplicabilidad de los

espacios de Hilbert.

Seccion 1. Espacios vectoriales y linealidad

Una de las palabras matematicas mds usadas fuera del ambito matematico es
“lineal”. Se habla por ejemplo de un “desarrollo lineal” de algo; se dice de algo con
un alto grado de complejidad que es “no lineal”, y de un proceso que es
demasiado sencillo, casi simplén, se dice que es “lineal”. Entre los pensadores
actuales no es raro menospreciar una descripcién de algin proceso como “lineal”,
siendo que para Leibniz era altamente positivo describir “linealmente” un proceso,

implicando que dicha descripcidn tenia la ventaja de ser sencilla.

En la matematica actual “lineal” es un adjetivo aplicado a cierto tipo de funciones.
No hay ninguna valorizacién en el hecho de que una funcién sea lineal o no. No es

“mejor” una funcion por serlo, ni “peor”.

Sin embargo, las “funciones lineales” (sean lo que sean) si juegan un papel
privilegiado. Esto se debe a que es factible dar una definicidon limitada de
“complejidad”: Una funcién fes mas “compleja” que otra funcién g, si se requieren
mdas parametros para dar una descripcion de f que de g. Esta definicion es
especialmente adecuada para caracterizar polinomios, y va perdiendo validez para
otros tipos de funciones. Digamos que una funcién es mas “sencilla” que otra si
para describirla es necesario un menor nimero de parametros. Como la anterior
ésta es una definicidn limitada, pero util para entender el papel de las funciones

lineales.

Supongase que se sabe lo que son las funciones lineales. En especial acéptese
que funciones como f(x) = 3x, g(x) = -66.6x, etc., son lineales. Si se considera el
conjunto de todos los polinomios no hay en él funciones mas sencillas que las

funciones constantes, como h(x) = 4, y las lineales, con la forma que se acaba de
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ejemplificar. En ambos casos se necesita s6lo un parametro para caracterizarlas,
como el 4 para h(x) y el 3 para f(x). Sin embargo, la no-dependencia de la variable
x en las funciones constantes las hace muy limitadas, mientras que las funciones
lineales ya pueden tener interés tanto tedérico como en aplicaciones de la

matematica.

En lo que sigue es necesario tener en mente que en general la linealidad
interviene en la fisica de una manera indirecta, ya que en ese campo lo importante
para la expresion de leyes o la descripcién de fenémenos no son las puras
funciones, sino ecuaciones (o inecuaciones). Se puede asumir que la mayor parte

de las ecuaciones que intervienen en la fisica tienen la forma:
P(w)=f, (5)

donde u es un elemento de un espacio W, f de Y, pudiendo en ocasiones coincidir
WyY, y P:W-oY es una funcion (en general un operador) entre esos dos
espacios, en gran parte de los casos un operador diferencial. Se dice que la
ecuacion (5) es lineal, si P es una funcién u operador lineal. Para cada f, el
conjunto de las u's que hacen valida (5) se llaman soluciones: ese conjunto puede
ser vacio. Un sistema matematico donde todas las ecuaciones que intervengan
sean lineales se llama sistema lineal.

Es necesario poner de relieve que las soluciones de un sistema lineal no tienen

que ser lineales. Por ejemplo, las soluciones de la siguiente ecuacion
y=y"=0 (6)

son funciones como y(x) = cos(x). Si (6) se presenta en la forma (5) tenemos

_d &
P()=0, P=—-—7,

y no es dificil demostrar que P es lineal, mientras que en general

cos(ax + fw) # acos(x) + feos(w).
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Si un cierto proceso, fisico por ejemplo, es describible por medio de un sistema
lineal, se tiene entonces una doble ventaja. Por un lado el sistema es mas
accesible y comprensible por su sencillez; por otro ya se tiene mas conocimiento
del sistema que en otros casos, pues los sistemas lineales han sido muy
estudiados. No es que una descripcion lineal de un proceso sea “mejor” o “peor”
que una no lineal, sino que esa descripcion es “conveniente” en bastantes

situaciones.

Lo anterior es mas profundo de lo que parece, pero para poder apreciarlo ya no es
posible evitar una caracterizacién rigurosa de lo “lineal”. Primero que nada hay que
deslindarse del sentido geométrico habitual. Si bien bajo ciertas condiciones hay
algunas funciones lineales cuya gréfica es efectivamente una linea, hoy en dia el

concepto se entiende de una manera mas abstracta y algebraica.

Lo anterior puede parecer extrafio a quien estd acostumbrado a pensar la
geometria en términos clasicos. Pero una fuerte corriente de pensamiento
matemédtico del siglo XX ha tendido a expresar lo geométrico en términos
algebraicos y topolégicos, llegando a eliminar casi por completo toda
representacion grafica, como en mas de una ocasion se senala en [Brown]. Hay
todo tipo de razones para ello, y también, como Brown reitera, a favor de los
diagramas. Este es otro de tantos problemas de interés que no pueden ser
tratados aqui. Mi propia concepcién de “rigor” se generd en esa corriente de
pensamiento, y si bien coincido con Brown en que “las matematicas son tan ricas
que ninguna forma de representacién puede esperar capturar” toda la riqueza de
sus conceptos [Brown, p.91], para efectos de la presente discusion considero mas

adecuado el planteamiento algebraico, por su mayor generalidad.

Para poder hablar de que un ente es “algebraico”, hay que hablar de conjuntos
con estructuras generadas por operaciones. “Estructura” se entiende aqui en el
sentido mas o menos usual de “sistema ordenado de relaciones entre los
elementos de un conjunto”. En dlgebra, esas relaciones estan dadas por lo que se
llama una “operacion”, que es, en su acepcién mas comun, una manera de

relacionar dos elementos de un conjunto con un elemento de ese mismo conjunto.
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Un punto clave es que todos los elementos del conjunto deben poder relacionarse

con todos los demas, si acaso con muy contadas excepciones'®.

Por ejemplo tomemos al conjunto N de los nimeros naturales, N = {0, 1, 2, ...}. Si
en N introducimos la suma aritmética, esta operacion define una estructura
algebraica\20 en ese conjunto llamada “estructura de semigrupo”. Con la misma
operacién, pero definida en el conjunto Z de todos los nimeros enteros, incluidos
los negativos, Z = {..., -2, -1, 0, 1, 2, ...}, obtenemos una estructura de “grupo” en
Z. En ciertas circunstancias, una misma operaciéon puede inducir estructuras
diversas en conjuntos diferentes, como se acaba de ver en relacién con la suma
de enteros en N y en Z. A su vez en un mismo conjunto se puede tener mas de
una operacién definida. En el conjunto Q de los ndmeros racionales, aquellos que
son division de dos numeros enteros (eliminando la divisién entre cero, por

supuesto), tanto la suma como la multiplicacién definen estructuras de grupo.

La combinacién de diversas estructuras simples da lugar a otros tipos de
estructuras. Una de esas combinaciones es lo que se llama “espacio vectorial”.
Dado un conjunto cualquiera, si en él es posible definir una operacion, que
llamamos “suma”, tal que se genere una estructura de grupo; ademas existe la
posibilidad de “multiplicar” todo elemento de ese conjunto por nimeros reales (que
en este contexto se llaman “escalares”), y finalmente ambas operaciones pueden
combinarse (“ley distributiva”), se dice que ese conjunto es un “espacio vectorial”.

Uno de los ejemplos mas sencillos de espacio vectorial es el conjunto que
acabamos de mencionar de todos los pares ordenados de ndmeros,. Para sumar

dos de esos pares sumamos el de arriba con el de arriba, el de abajo con el de

) 8 1 8+1 9 e s
abajo: + _|= =| |. Para multiplicarlos por un escalar multiplicamos
6) (2 6+2 8

ambos nuimeros por él:

'% La operacion “dividir’ debe excluir a un elemento (el cero) de participar como divisor.
2 La razén por la cual los matematicos tienden a incluir el cero en N es precisamente porque para
estas estructuras es necesario un elemento neutro, el cero.
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La ley que relaciona ambas operaciones indica que para multiplicar una suma por
un escalar, podemos primero multiplicar cada sumando por ese escalar:

-3 33 -3 33 ; ;
3 + =5 +5 , 0 viceversa, en estricta analogia con la
99.02) (0.009 99.02 0.009

ley distributiva que conocemos de la aritmética.

El conjunto de pares con las dos operaciones y esa ley distributiva es un espacio
vectorial, denotado R®.

La profundidad de estos conceptos algebraicos puede entenderse si se hace
énfasis en que lo importante es la posibilidad de definir la operacion, no la
naturaleza concreta de los elementos del conjunto. Los elementos de diversos
conjuntos pueden ser muy variados, e intervenir en muy diferentes areas de la
matematica o de la fisica, pero si es posible definir entre ellos una operacion, por
muy extrafia que parezca, que respete las caracteristicas esenciales de la suma,
entonces en ese conjunto tenemos, ademas de cualquier otra cosa, una estructura

de grupo o semigrupo, y todo lo que se sabe de esa estructura es valido.

Conservemos pues la idea de que si podemos “sumar” y “multiplicar por escalares”
los elementos de un conjunto, entonces se tiene un espacio vectorial. Ahora

considérense funciones entre espacios vectoriales.

Sea funa funcién que a cada elemento de un espacio vectorial V le asocia uno de
otro espacio vectorial W, fV — W. Si m es un elemento de V, al aplicarle f
obtenemos un elemento n = im) de W, llamado “imagen” de m bajo f.

La funcion f es lineal si y sélo si al aplicarle la funcién a una suma obtenemos la
suma de las respectivas imagenes: fim+p) = fim) + f(p); y ademas la imagen de la
multiplicacién de un elemento m por un escalar o es igual a la multiplicacién de la

imagen de m por o, lom) = affm). Esto suele condensarse en la férmula:

flom+Pp) = afim) + Bf(p), donde o, B son escalares. (1)
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Para un matematico una funcién es lineal si satisface la condicion (1), si no, no lo
es. Tal vez los elementos de V sean segmentos de recta, mientras que los
elementos de W sean ciertas funciones, o sean ciertas maneras de agrupar

numeros, no importa. Si fcumple con (1) es lineal.

Una funcién lineal esta intimamente ligada a la estructura algebraica del espacio
vectorial en que esta definida. Por ejemplo, una funcién de un espacio en si mismo
induce una particién del espacio en subespacios, correspondientes a los diferentes
valores propios de la funcién. Esta propiedad es fundamental para la mecanica

cuantica.

Una de las ensefianzas basicas que se dan a lo largo del estudio de la linealidad
es pues que no basta con dar como descripcion del fenémeno una trayectoria en
el espacio, por ejemplo, sino ademas se debe sefialar cuéles son las relaciones de
esa trayectoria con las estructuras de que estd dotado o con las que estd
relacionado ese espacio, y de no hacerse asi la representacién estara incompleta.
El significado de la linealidad no se agota en sus aspectos puramente formales, a
pesar de definirse mediante una relacion aparentemente sintactica, o sea la
condicién (1), sino que esos aspectos formales adquieren un significado en virtud
de nuestro conocimiento del concepto de linealidad. El concepto de funcidn lineal
es al menos tan fructifero e interesante como el de esas estructuras. Si ademas se
recuerda que las funciones lineales son de una gran sencillez, es comprensible

que hayan sido tan estudiadas.

Un caso concreto donde se puede apreciar la relevancia de las funciones lineales
se da en la teoria de las ecuaciones diferenciales. Puesto que gran cantidad de
leyes fisicas estan expresadas en términos de ecuaciones diferenciales es crucial
entender como se ubica su aplicacion a la fisica. Ademas, es un area donde
puede entenderse la necesidad de ser conceptualmente cuidadosos. Lo que hace
la ecuacion diferencial es preguntar, dada una cierta imagen, a qué posibles
elementos del dominio del operador pudiese corresponder esa imagen. Ese

operador puede, como se comento, ser lineal.
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Por mucho tiempo se prefirié usar sistemas lineales para describir los fenémenos
fisicos, aln a costa de restringir el dominio de la representacion. Los avances en
matematicas, tanto puras como computacionales, han ampliado enormemente
nuestra capacidad de manejo de sistemas no lineales y de hecho los desarrollos
mas pujantes en fisica se dan hoy en dia en aspectos no lineales. Sin embargo,
por facilidad de exposicién he preferido restringirme y no incursionar en esas

areas.

Hay una diferencia basica entre la concepcidén matematica de lo lineal y el empleo
no riguroso que se hace cuando, por ejemplo, un analista de procesos
socioldgicos o histéricos dice: “el proceso que condujo a ese desenlace no es
lineal”. En este caso se esta hablando metaféricamente, de una manera un tanto
vaga (pero con resonancias) de que un analisis demasiado simple, como una
cadena secuencial de eventos, dificilmente podra dar una explicacion del proceso.
Habria que tomar en cuenta relaciones y referencias internas entre los eventos,
etc. Las resonancias son aun geométricas, se piensa en el proceso no como una
linea recta que va de un punto al otro, sino como una complicada curva que

inclusive pudiese cortarse a si misma.

Es a este tipo de imagenes a las que se tuvo que renunciar en la matematica a
cambio de establecer un concepto riguroso y de una asombrosa generalizacion.
En matematicas aplicadas esto tiene, entre otras, una consecuencia que se debe
analizar. El rigor conceptual muestra que las estructuras basicas que se asumen
en un conjunto S limitan el tipo de relaciones que se pueden establecer entre S y
otros conjuntos. Por ejemplo, si S no es un espacio vectorial, no es posible definir
funciones lineales que lo tengan como dominio y/o rango. O en el caso contrario,
si se desea o necesita interpretar situaciones fisicas como funciones vectoriales,
se requiere que ciertos elementos fisicos sean interpretables como elementos de
un espacio vectorial. En otro caso, si en fisica cudntica todo se interpreta como
particulas aisladas, un espacio discreto puede ser un buen modelo, pero a cambio

no va a ser posible definir funciones continuas sobre ese espacio. Gracias a la
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claridad que conlleva el rigor se pudo ver que la representacion de ciertos
fenémenos no es independiente de la estructura algebraica o topoldgica. Por
ejemplo, si se quiere hablar de linealidad, esos conjuntos deben tener cuando
menos la estructura de espacios vectoriales, si no sélo se puede hablar de

“linealidad” en un sentido vago y metaférico.

Seccion 2. ;Qué son los espacios de Hilbert?

A lo largo de la discusidon de Steiner aparece repetidamente el concepto de
espacio de Hilbert, es necesario entender de qué se estd hablando. Si se es
estricto, un espacio puramente geométrico no ofrece la posibilidad de hacer
célculos de manera inmediata. O, como ya se sabia en la antigliedad, la relacion
entre la geometria y la aritmética dista mucho de ser trivial. Por dos puntos
distintos se sabe que pasa una linea recta, pero no sabemos qué pueda ser la
“suma” de dos puntos geométricos. Se pueden enumerar, eso si, y se puede saber
qué cantidad de puntos tiene un conjunto, pero lo que pudiese ser la suma de dos
puntos no esta definida. La idea genial que culminé con Descartes fue relacionar
cada punto con un sistema de coordenadas, a manera de poder utilizar las
posibilidades aritméticas para analizar lo geométrico. Pero siempre ha sido una
estructura que se sobreimpone, que se afade a lo geométrico sin mezclarlo con

ello. En otras palabras, ningtin axioma geométrico se refiere a coordenadas.

Este proceso culmina por el momento®' con los espacios vectoriales. Se desarrolla
por un lado la geometria, por otro lado una estructura que permite, entre otras
cosas, efectuar célculos. Entonces ambas estructuras se relacionan de manera
rigurosa y clara por medio de una categoria de funciones que a cada dos puntos
asocian un vector. De esta manera se pueden efectuar en muchos casos

demostraciones rigurosas de algunos teoremas geométricos y representar los

#! El uso de este tipo de ideas expresadas en palabras como “culminar” es comun en gran parte de
los libros de historia de las matematicas, las cuales se conciben como una ciencia acumulativa, el
progreso entendido como la lucha por tener los conceptos actuales como culminacién de todas esa
historia. Al no compartirse esa vision seria mejor no usar palabras como “culminar”.
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conceptos geométricos de modo algebraico a efecto de hacer los calculos
requeridos. Por ejemplo, para obtener el punto de interseccion de dos rectas se
plantean las representaciones vectoriales correspondientes (ecuacion vectorial de
la recta®®) y el punto de interseccién se calcula como la solucién de un sistema

algebraico.

Pero la estructura bdsica de espacio vectorial no cubre todos los aspectos
geométricos. Se deben anadir estructuras adicionales. Para recuperar el concepto
de longitud se usa el concepto de norma; para la idea de distancia el de métrica.
Pero con ninguna de las estructuras adicionales dadas por esas relaciones es
posible definir el concepto de éngulo. Es aqui donde el siguiente paso no sélo es
de una gran profundidad, sino de una elegancia suprema por su sencillez?®. Basta
con afnadir una estructura al espacio vectorial para poder representar toda la
problematica geométrica bdsica: La estructura inducida por la operacion llamada

“producto interno” o “producto escalar”.

En principio no es mas que una funcién que a cada dos vectores les asocia un
ntimero real®®. Por supuesto que no cualquier funcién de este tipo es un producto
interno, debe cumplir con ciertas condiciones. Una primera dificultad radica en la
nomenclatura. No hay una manera estandar de denotarlo. Las notaciones mas

usuales son:

u-v (de ahi que a veces también se llame “producto punto”), <ujv> (muy

usada por los fisicos), (u|v), etc. Aqui se emplea la tltima.

Es una funcién de dos argumentos. En primer lugar se exige que, si uno de ellos
se mantiene constante, la funcion sea lineal en el otro. Funciones de este tipo se

llaman bilineales, e indican, como en el caso lineal, que esta dada una profunda

# En los niveles previos a un estudio universitario no se habla de “ecuacién vectorial® de la recta,
sino sélo de “ecuacién de la recta”. Los conceptos son estrictamente equivalentes. El adjetivo
vectorial se usa aqui para enfatizar la relacion del espacio vectorial con el plano geométrico. El
lector que recuerde sus clases de geometria analitica puede pensarlo todo en funcién de esas
ensenanzas.
jj Se quiere sefialar una situacién en la que intervienen belleza y elegancia en matematicas.

No se ha querido insistir en el hecho de que los escalares también pueden ser nimeros
complejos.
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relacion con la estructura algebraica del conjunto. En general se pide que haya
conmutatividad, o sea (u|v) = (v|u)®. Se pide ain mas. En el caso en que las dos
variables tomen el mismo valor, o sea (u|u), (v|]v), se exige que el resultado sea un
numero mayor o igual a cero, y cero si y solo si el vector es el vector cero (el

elemento neutro).

Este producto permite introducir diversos conceptos geométricos en el espacio
vectorial, como la generalizacién de “tamanos”, “distancias” y éngulos. Por
ejemplo, para representar la geometria plana habitual no hace falta mas que

anadir a R? el siguiente producto interno:

e

Se define la “distancia” (métrica) entre dos vectores como

M-

y la “longitud” de un vector por

R

El angulo entre dos vectores diferentes del vector cero queda definido por

et

bINd.

Lo anterior debe dar una idea de cémo las diversas estructuras se van
entrelazando. El caso presentado es sélo uno de los posibles. Hay espacios en los

cuales es posible tener métricas con valores negativos, como el espacio de

% En el caso de usar nimeros complejos como escalares esta relacién ya no es tan sencilla.
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Minkowski. Hay espacios en los cuales no es posible definir una métrica. En R? se

tiene la posibilidad de definir otras métricas o normas.

Teniendo esas estructuras, uno de los conceptos mas usados es el de
ortogonalidad, que es la generalizacion del concepto de perpendicularidad entre
rectas. Debido a la manera en que se definen los angulos, la ortogonalidad
presupone una condicion sumamente sencilla: Dos vectores diferentes son
ortogonales si su producto interno es igual a cero: (vlw) = 0. La gran ventaja de
esto es que puede definirse en espacios que poco tiene que ver con la geometria
habitual, y donde la intuicion geométrica usual no proporciona claves de

entendimiento, en especial en espacios cuyos elementos son funciones.

De manera estricta, un espacio de Hilbert es un espacio vectorial definido sobre
los nimeros oomplejosz‘5 con producto interno. Los espacios de Hilbert que se
aplican en la fisica son muchas veces espacios funcionales y en ocasiones tienen
dimension infinita

La palabra “dimensién”, como ya se vio en cierta medida en el caso de la palabra
“lineal”, trae consigo una intuicién que trasciende con mucho lo matematico. En
politica se habla de la “dimension humana” de un conflicto; en critica literaria no
seria dificil encontrar una observacién como “el uso innovador de la metéfora le

anade nuevas dimensiones a la poesia de fulano”.

En la vida occidental diaria damos por sentado que vivimos en un “espacio
tridimensional”. Esto puede parecernos lo mas evidente, pero hay o ha habido
culturas para las cuales hay otras direcciones: adelante, atras, lado derecho, lado
izquierdo, arriba y abajo. De hecho, en la vida cotidiana usamos cuatro
direcciones, adelante y atras, derecha e izquierda, para ubicarnos en una
superficie mas o menos plana, como la ciudad. Para ubicar una calle, por ejemplo,
decimos “tres cuadras a la derecha y luego una a la izquierda”, y no algo como
“tres cuadras en direccion lateral positiva y una en direccién negativa”. Tampoco

decimos “el florero esta en direccién frontal negativa”, sino “el florero esta atras de

# Lo que se llama “espacio vectorial complejo”.
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mi”. El que efectivamente el espacio tenga tres dimensiones no es tan evidente

como pareceria.

Si a una persona con cierta cultura se le preguntara qué significa eso de “espacio
tridimensional”, es bastante probable que dijera algo como: “significa que para
ubicar algo en el espacio no necesito mas que tres datos”. Un poco mds cercano a
lo que se entiende en matematicas seria: “para ubicar un punto en el espacio no
necesitamos mas que tres numeros referidos a unos ejes de coordenadas”.

Pareceria que la dimensién es un concepto geométrico, puesto que lo referimos a
un “espacio de puntos”. Quiza si no hubiese sido por ideas aparentemente
extrafias como “dimensién infinita”, el concepto de dimensién pudiese haber
evolucionado en un sentido geométrico, pero hoy en dia se considera un concepto

eminentemente algebraico.

Si un vector se puede obtener como el resultado de multiplicar otros vectores por
escalares, y luego sumarlos, decimos que ese primer vector es generado por
aquellos vectores que intervienen en la suma. Una de las propiedades mas
asombrosas de un espacio vectorial es que siempre se puede encontrar un cierto
subconjunto de vectores que generan a todos los demas. Se puede escoger ese
subconjunto de manera que tenga un ndmero relativamente pequefio de
elementos, comparado con el niimero total de vectores en el espacio vectorial. Por

1) (0
ejemplo, se puede demostrar que el siguiente subconjunto de R* {[OMIJ}

genera a todos los otros vectores de R?. Hay muchos otros pares de vectores que

8)(1
también lo hacen, como {[6}(2]} En general es demostrable que basta con dos

vectores (que cumplan ciertas condiciones, por supuesto) para generar todos los

vectores de R2. Por eso decimos que ese espacio es de dimensién 2.

Esto lo que quiere decir es que esos subconjuntos representan a todo el espacio
por medio de sumas y multiplicaciones por escalares, o, lo que es lo mismo, hay
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ciertas propiedades del espacio vectorial en su totalidad que no hace falta
estudiarlas en todos y cada uno de los vectores, sino que es suficiente analizar

esos subconjuntos generadores.

La ventaja fundamental de plantear las cosas de esta manera es que se puede
hablar de cualquier nimero de dimensiones sin problemas. Si en cierto espacio
vectorial se necesitan subconjuntos de cuando menos 8 elementos para generar a
todos los vectores, entonces el espacio vectorial tiene dimensién 8. Si necesito
cuando menos 233 elementos en ese subconjunto, el espacio tiene dimensién
233. Una intuicién geométrica no permite esta libertad tan rigurosamente limitada.
Si se conciben las dimensiones como “direcciones”, no hay manera de imaginarse
233 direcciones; un concepto basado en esas intuiciones dificilmente podria tener

el rigor que las matematicas modernas exigen.

Es mas, nada impide hablar de sumas con numeros cada vez mas grandes de

sumandos, hasta llegar a un numero infinito de ellos®.

Al mencionar la palabra “infinito” nos metemos en aspectos controvertidos que, sin
embargo, en la practica usual de las matematicas no representan mayor problema.
La mayor parte de la comunidad admite sin reservas que se dispone de conjuntos
con un ndmero infinito de elementos, y se trabaja con ellos. Desde un punto de
vista filoséfico esto pareceria conllevar necesariamente un compromiso con una
cierta ontologia de los objetos matematicos®®, pero en su gran mayoria a los
matematicos los tiene sin cuidado la manera de existir de esos objetos, su
concrecién como entes. Si estan fuera del espacio-tiempo, como plantean algunos
platonistas, o si un concepto matematico existe de la misma manera que un
concepto tedrico, o cualquier otra posibilidad, no quita el suefio mas que a unos
pocos, ya que estrictamente hablando todas esas concepciones son equivalentes

" 0, desde otro punto de vista, se esta efectuando un paso de lo discreto a lo continuo, lo que
Lléjmina ciertos aspectos de los espacios cuyos elementos son funciones.

Para poder contar algo, primero tengo que tener, de alguna manera, ese algo. Por supuesto que
esos "algos” no tienen necesariamente que ser concebidos como existentes en el mundo objetivo.
Puedo tanto hablar de cinco manzanas, como de cinco particulas elementales o de cinco entes
abstractos, como cinco numeros. Por ello en ciertos momentos para poder hablar de que tengo
cinco entes pareceria necesario decir qué clase de entes son esos, como existen de manera que
pueda contarlos.
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pues no hay, desde el punto de vista matematico, ninguna razoén para preferir una
u ofra, basta con la pura disponibilidad de los entes basicos. La matematica, como
la ciencia que es actualmente, no se compromete con posturas ontolégicas
definidas®. Dijérase que trata de mantenerse neutral al respecto. Simplemente se
admite que se dispone de conjuntos con un numero finito o infinito de elementos®;
si ademas esos conjuntos tienen una estructura de espacio vectorial es entonces
factible hacer todo tipo de sumas, inclusive algunas con un numero infinito de

sumandos.

En especial todo polinomio puede pensarse como si a elementos del siguiente
conjunto P =: {l.x..rz.x".f,..,} los multiplicaramos por algin escalar y luego los
sumaramos. Recordemos que 0 es un escalar valido, por lo que un polinomio

como 3+ x* —5x' puede representarse como
3(1)+0(x) + 1(x*) + (=5)(x") +0(x*) + 0(x) + ..

Por ello, P genera todos los polinomios, y ademas tiene un numero infinito de
elementos, ya que con un namero finito de ellos siempre es posible encontrar un
polinomio de grado mayor a ese niumero que no quedaria representado por sumas
y multiplicaciones por escalares de elementos de P. El conjunto de todos los

polinomios es un espacio vectorial de dimension infinita.

Pero, puede objetarse, en el caso de espacios vectoriales como R? la ventaja de
trabajar con esos conjuntos generadores es clara: El nimero de elementos en
ellos es abrumadoramente menor que la cantidad total de vectores en el espacio.
¢ Existe alguna ventaja en trabajar con conjuntos generadores si tienen un nimero

infinito de elementos?

% Lo cual no quiere decir que esto sea algo que no interesa o no tiene importancia. Muchos de los
problemas con los nimeros complejos surgieron de la incapacidad de decir qué eran esos entes.
El término “numero imaginario” indicaba precisamente que la forma de existencia de esos “objetos”
Ejarecia diferente a la de los nimeros previamente conocidos.

Para algunos filésofos la situaciéon es otra. Putnam, por ejemplo, plantea que lo que las
matematicas ofrecen son posibilidades. Pero ningun matematico diria, por ejemplo: “si existiese un
conjunto adecuado, se le podria asignar una estructura de espacio vectorial, y entonces habria la
posibilidad de definir un subconjunto que tuviese la propiedad de ser un conjunto generador”. No,
en matematicas se dice “en un espacio vectorial como R? hay un conjunto generador”.

205



Este es otro de los puntos més especificos de la matematica. Las sumas infinitas,
que llamamos “series”, han estado con nosotros al menos desde el siglo XVI, pero
sucesiones infinitas de nimeros se han estudiado, implicita o explicitamente,
desde la antigliedad, en especial por Arquimedes (aunque no en la forma en que
ahora se conocen). O sea, la matemdtica se ha tenido que enfrentar con el
problema del infinito desde ese tiempo. Pero a diferencia de las reflexiones al
respecto que se han dado en la teologia o la filosofia, éste fue un problema
eminentemente técnico: como efectuar calculos, manipulaciones, deducciones con
entes que tenian un nimero infinito de elementos, de una u otra manera. El
problema fundamental no era si existian o no, o cémo. Simple y sencillamente uno
se los encontraba en el camino y habia que hacer algo con ellos. La pregunta era

cémo caracterizar ese “infinito” de manera préctica.

En cuanto a las manipulaciones y deducciones la respuesta que se considera hoy
en dia como adecuada fue el concepto de limite, que tiene su propia problematica.
Por otro lado se seguia encontrando el problema de caracterizar la cantidad de
elementos en conjuntos infinitos. Una de las respuestas (hay mas) fue dada por
Kronecker: Un conjunto tiene un ndmero infinito de elementos si tiene al menos un
subconjunto propio con el cual es posible ponerlo en correspondencia biunivoca.
¢ Qué significa esto en un caso concreto? Un subconjunto propio de los nimeros
naturales es el conjunto de todos los nimeros pares. Denotemos este conjunto por
N2. N2 es un subconjunto propio de N porque existen elementos de N que no son
elementos de N, precisamente los numeros impares, pero todos los elementos de
N2 son elementos de N. Como estamos acostumbrados a conjuntos con un
numero finito de elementos, podriamos pensar que N tuviese menos elementos
que N. Sin embargo, en un sentido muy especifico de la palabra “contar” resulta

que ambos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos.

Contar significa enumerar, o sea a cada elemento de un conjunto irle asignando
un elemento, y sdlo uno, de los numeros naturales en el orden que estos vienen
dados. En matematicas esto se lleva a cabo definiendo una funcion que a cada
elemento del conjunto le asigna uno y sélo un nimero natural. Por decirlo asi,

poniéndoles una etiqueta en la cual esta escrito un nimero, se puede usar cada
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etiqueta solo una vez, y a cada elemento del conjunto se le puede “poner” solo
una etiqueta. Ahora se puede tratar de enumerar en este sentido los numeros
pares. Se sabe que todo numero par puede dividirse entre dos, y el resultado es
un numero natural: 2/2 =1, 4/2 = 2, 6/2 = 3, etc. Asigno ahora ese nimero natural
a cada numero par. Esta claro que a cualquier nimero par le puedo asignar de
esa manera un nimero natural. Por otro lado cualquier nimero natural nos da un
ndmero par si lo multiplicamos por 2: 1(2) = 2, 2(2) = 4, 2(3) = 6, etc. O sea, a todo
numero natural se le asigna de manera unica un numero par. De esta manera
hemos “contado” todos los nimeros pares, pues les hemos asignado de manera
Unica un nimero natural. No ha sobrado ni un nimero natural, ni ha faltado o
sobrado algun numero par de habérsele asignado un nimero natural. Por lo tanto
hay tantos numeros pares como numeros naturales. En matematicas se prefiere,
en vez de usar la expresion “ambos conjuntos tienen la misma cantidad de
elementos”, emplear la frase “ambos conjuntos tienen la misma cardinalidad’,

cuando se habla de conjuntos infinitos.

Pero N, deberia ser “méas chico” que N, pues le falta una inmensa cantidad de
ndmeros (los impares). De muy curiosa manera, esto no le causa problemas a un
matematico, por mas contraintuitivo que parezca. El que haya conjuntos con esa
propiedad no es un problema, acabamos de ver un ejemplo. Por otro lado, si un
conjunto tiene un nimero finito de elementos esto nunca puede darse. Por lo tanto

esa propiedad caracteriza a los conjuntos con un nimero infinito de elementos.

No es este el momento de discutir las consecuencias de plantear de esta manera
lo que pudiese ser “el infinito”. En una primera instancia para un matematico no
basta que esta definicion sea ldgicamente correcta (no conduce a
contradicciones), sino que ademas le sea dtil (incluso conceptualmente). Por
ejemplo, regresando al caso de un espacio vectorial de dimensién infinita, el
conjunto generador puede tener un nimero infinito de elementos, y sin embargo,
como hemos visto, puede ser un subconjunto propio del espacio vectorial. Sin
entrar en mas detalles técnicos, aun en el caso de un conjunto generador con un
numero infinito de elementos es sumamente ventajoso poderse reducir a esos

elementos, pues en todo el espacio vectorial hay muchisimos mas elementos que
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los que pudiese contener el subconjunto generador. Entre otras razones, una de
las ventajas de tener una base de este tipo es que en muchos casos es posible
caracterizar algoritmicamente a los vectores de ella, y, por ello, poder hacer

calculos con ellos.

Analizar el conjunto generador de un espacio vectorial, tanto en el caso finito como
en el otro, no es sdlo una cuestion de cantidad. Es analizar un subconjunto que
concentra, por decirlo asi, gran parte de la informacién esencial sobre el espacio

vectorial.

Por ejemplo, al usar coordenadas para ubicar los puntos del espacio lo esencial no
se limita a asignarle tres numeros a ese punto. Si los ejes de coordenadas son
rectilineos hay que saber a qué angulo se encuentran unos con respecto a los
otros. Pero también tenemos coordenadas curvilineas, como la representacion
polar de los nimeros complejos y otras. Tanto en uno como en otro caso hay que

definir un punto como “origen”.

O sea, los tres numeros sdlo adquieren significado en el contexto de un sistema
de referencia. Los conjuntos generadores del espacio vectorial proporcionan esos
sistemas. La dimensién es una caracteristica del espacio vectorial que se

transfiere al espacio geométrico.

Ahora ya se puede dar una definicion bastante adecuada de lo que se entiende
por un espacio de Hilbert: Es un espacio vectorial de dimension posiblemente
infinita en el cual esta dado un producto interno. O sea, un espacio vectorial que
permite representar cualitativa y cuantitativamente una geometria, con la
peculiaridad de poder tener dimension infinita. Muchas veces es un espacio cuyos

elementos son funciones, un espacio funcional.

Una geometria en un espacio funcional de dimensién infinita es algo para lo cual la
geometria intuitiva no nos prepara. La concepcién cotidiana de espacio no da
claves al respecto. Dado que se tienen propiedades geométricas que podemos
caracterizar con dimension igual a 1, a 2, a 3, no hay ninguna dificultad légica en

generalizar el concepto de dimensién a cualquier numero natural. Desde ese
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punto de vista, esto pudiese parecer un artificio puramente formal, sintacticamente

correcto pero formal.

De ser asi, seria en verdad asombroso poder representar fenémenos reales con
esos conceptos, reunidos bajo el nombre de “espacio de Hilbert”. Sin embargo,
hay buenas razones que indican que estos conceptos generales no son un artificio
formal, sino que permiten ampliar la capacidad del sistema cognitivo empleado en
el andlisis de nuevas estructuras, relaciones, objetos. Porque no es lo formal lo
fundamental. El caso de la dimension es un buen ejemplo de que lo relevante,
tanto en matematicas como en fisica, son las diversas interpretaciones
conceptuales. La dimensién puede entenderse espacial y geométricamente, o de
manera mucho mas general como indice de los grados de libertad de un sistema,

0 en otros sentidos.

Aqui se vuelven a delimitar concepciones diversas. El que las matematicas sean
utiles y ocupen un papel en el conocimiento del universo es un hecho. Frente a
quienes sustentan que hay o debe haber una explicacién de este hecho en
términos objetivos o naturalistas, Steiner sostiene que esa coincidencia de la
matematica y el mundo es “misteriosa”, a menos que se acepte que hay algo en el
universo que responde globalmente a caracteristicas propias de nuestra especie.

Seccion 3. Operadores lineales.

El formalismo de espacios de Hilbert involucra tanto a los espacios como a las
funciones entre ellos, y de manera especial a las funciones de un espacio en si
mismo. Como vimos en la analogia formal presentada en la primera parte de este
capitulo, la “traduccion” se lleva a cabo precisamente sustituyendo variables por
operadores, y como tal parece ser un claro ejemplo de una analogia “puramente”
matematica. Esto, sin embargo, no es tan claro como pudiera parecer. Es
necesario ubicar el problema con mayor precisién para poder pasar a plantear

otras posibles explicaciones.
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De manera muy puntual habria que plantear, por ejemplo, si es “misterioso”,

i i . s ; o o o 7l
“formal”, el sustituir la variable numérica E por el operador diferencial ’hj' o

sustituir p por __rgrad. Pero se trata de dar una vision mas amplia, enfocada a
i

entender lo que son los operadores y a partir de ello tratar de entender las razones
de su capacidad de expresar aspectos de la fisica. Esta vision es la que permite
explicar, entre otros aspectos, la aparicion de los vectores |(p> en las formulas
finales, ya que el operador debe estar aplicado a algun elemento de su dominio, y
como “funcionan” esas férmulas. El camino pareceria ser aun un poco largo, pero
habiendo sido fascinante para matemaéticas y fisica deberia poder serlo también

desde la filosofia.

Los elementos de los espacios de Hilbert pueden ser muy diversos, tanto como los
elementos de diferentes espacios vectoriales. Entre otras posibilidades pueden ser
funciones, como el espacio de todos los polinomios. También se pueden tener
espacios de funciones continuas o integrables en un intervalo, y de todas las

funciones lineales con dominio y rango en los reales.

Entre espacios de Hilbert, como con otros conjuntos, se pueden definir funciones.
Mientras se trate de espacios cuyos elementos sean nimeros, diadas o triadas de
numeros, o segmentos de recta, se puede mantener la intuicién que se obtiene del
conocimiento de funciones con dominio y rango en los reales, pero en la historia
de las matematicas causé bastante extrafieza poder definir funciones en espacios
cuyos elementos eran a su vez funciones, a las que se hacia referencia como
“funciones de funciones”. Es por ello que se les dio nombres especiales:
operadores, funcionales, etc. Hoy en dia se tiene ya suficiente claridad del
concepto de funcién, por lo que no representa ningln problema definir funciones
entre cualquier tipo de espacios, pero aun se mantiene las palabras “operador” y
“funcional” para designar ciertos tipos de relaciones entre espacios de funciones
(lamados espacios funcionales, y de ahi que el andlisis avanzado se llame hoy

analisis funcional).
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En especial, se pueden definir funciones (operadores) lineales entre espacios de
Hilbert. Denotemos los espacios de Hilbert por H y M. Sea F una funcién lineal con

dominioHyrangoM, F H—> M.

Toda funcién lineal tiene una intima relacion con la estructura de espacio vectorial
de los conjuntos en que esta definida. Cada funcion lineal de un espacio en si
mismo puede quedar perfectamente definida por una cierta estructuracion del
espacio vectorial. De manera un poco mas estricta a cada funcidn lineal le
corresponde una y solo una organizacién®' del espacio vectorial en subespacios.
Cualquier cosa que sea esa “organizacion”, viene dada o representada por un

conjunto generador del espacio vectorial.

Operadores lineales y bases. Sea entonces F un operador lineal tal que su
dominio y rango coinciden, F: H — H. En general, al aplicarle F a un vector b e H,
se obtiene otro vector w que no tendra mas relacion con b que ser precisamente
su imagen bajo F, F(b) = w. Por otro lado siempre se podran encontrar® ciertos
elementos de H con la siguiente propiedad: F(v) = av, donde o es un escalar, real
o complejo. Por supuesto que puede existir también algun otro vector d tal que
haya otro escalar B y tengamos F(d) = Bd. Es mas, bajo ciertas premisas puede
haber un gran nimero de esos vectores y escalares (el nimero posible de
escalares depende de la dimension del espacio). Pero lo fundamental es que el
conjunto de todos esos escalares define perfectamente a la funcién lineal. Dicho
con un poco mas de rigor, a cada funcioén lineal definida en H (con dominio y rango
en H) le corresponde uno y sélo un conjunto de escalares «;, llamados valores

propios de esa funcién, con la propiedad de que existe al menos un elemento v de

' Es quiza mas exacto decir que a cada funcién lineal de un espacio en si mismo se le puede
asociar una manera de organizar ese espacio en subespacios, los subespacios de vectores
propios correspondientes a valores propios. Pero lo importante es simplemente la idea de que se
induce una estructura particular de subconjuntos del espacio, que es lo que aqui se esta llamando
“organizacion” del espacio vectorial, asociada a una cierta serie de numeros, el espectro del
operador.

% En matematicas se dice “... existe v € H tal que ...". Esto puede parecer una afirmacién
tipicamente platonista, en cuyo caso la neutralidad con respecto a posiciones ontoldgicas
pareceria, a su vez, quedar en entredicho. Pero la afirmacion de existencia se puede quiza
interpretar como una afirmacion de posibilidad légica. Afirmar la existencia de ese tipo de vectores
no implica necesariamente asumir una u otra postura ontolégica.
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H diferente de cero tal que F(v) = ;v. Ese conjunto se llama espectro de F, y cada

escalar se llama un valor propio de F.

Si se conoce F se puede encontrar su espectro, pero también si se conoce el
espectro se puede reconstruir F. Dependiendo tanto de como esta definida F como
de la dimensién de H, el espectro puede tener un nimero finito o infinito (contable)

de elementos; o sea, F puede tener un numero finito o infinito de valores propios.

A su vez, los vectores tales que F(v) = av se llaman vectores propios de F
correspondientes al valor propio o;. Otro punto clave es el siguiente: A cada valor
propio le corresponde un conjunto de vectores propios, y ese conjunto es un
subespacio del espacio de Hilbert. Es también posible formar una base de H con
vectores propios de F. Es por esto que cada funcidn lineal caracteriza de manera
Gnica una organizacién de H dada por una base y una estructuracion en
subespacios, y viceversa. De otra manera, si se conoce una base construida con
vectores propios de F, se puede reconstruir F, y si se conoce F se puede construir

esa base.

Con esto se han reunido casi todos los elementos que permiten discutir el papel
de los espacios de Hilbert en la mecanica cuéantica. Falta un concepto, que ya no

es de algebra, el de “estado” de un sistema.

Seccion 4. El concepto de “estado”.

En su sentido mas técnico y especifico, el concepto de “estado de un sistema”
pertenece a la teoria de sistemas. En la fisica, sin embargo, se maneja de manera
mas basica, en muchos casos haciendo implicita referencia a la intuicién cotidiana.
Pareceria quedar claro de qué se habla cuando se menciona “el estado de salud
de fulano”, o “el estado de la economia de un pais”, y de ahi tener una idea de lo

que se habla al mencionar “el estado de un sistema fisico”.

De una manera un poco mas rigurosa, el estado de un sistema descrito por n
parametros es el valor que toman esos parametros en un momento dado. Son los

valores que permiten describir la configuracion de un sistema en un instante
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particular. Para dar una descripcion o definicion general de un sistema es
indispensable dar el conjunto de todos sus estados, en el caso matemdtico, o, en

un caso empirico, al menos dar una aproximacién o visién global de ese conjunto.

La dindmica de un sistema estd dada por una funcién tal que, bajo cualquier
entrada al sistema (inpuf) en un cierto estado, permite calcular tanto el estado
siguiente en que se encontrard el sistema, como la salida (outpuf)
correspondiente®. Muchos sistemas fisicos pueden entenderse como sistemas sin
entradas ni salidas, por lo que su dindmica estd dada estrictamente por una
funcidn de ftransicion temporal de estados. Esa funcién se entenderia o

interpretaria como una ley fisica que describe el comportamiento del sistema.

El movimiento de una particula en el campo gravitatorio de la tierra es un buen
ejemplo. El estado de este sistema estd dado por seis parametros, tres para
determinar la posicién, tres las velocidades o impulsos. Las leyes de Newton rigen
la dindmica del sistema en el sentido de que dado el valor de esos seis
pardmetros en un cierto momento es posible determinar el estado del sistema para

cualquier tiempo t (pasado, presente o futuro).

El problema radica en lo que se exija de la funcidn de transicién de estados. En un
caso discreto, o sea donde el nimero de estados es finito, basta con dar una
tabla. En el caso de sistemas continuos™, al menos en la fisica, para poder saber
coémo se da esa transicién, hay que poder calcular cémo obtener un estado con la
informacién del precedente. Calcular, sin embargo, no es algo que pueda llevarse
a cabo en todas sus modalidades en todos los conjuntos. Se requiere poder definir
las estructuras algebraicas necesarias. Una de las estructuras minimas requeridas
en la fisica es la de espacio vectorial. Es por ello que, por ejemplo en el caso de la
trayectoria de una particula, esos seis valores se interpretan como los
componentes de un vector en R® y el conjunto de estados del sistema es el

conjunto de todos los vectores de R, o sea el espacio vectorial R®.

% Esta dinamica se da en forma de un par de funciones, una de las cuales permite obtener el
siguiente estado, y otra la salida correspondiente.
* 0 de sistemas discretos con un niimero muy grande, no manejable, de estados.

213



Con esto se han dado elementos basicos que permiten discutir el papel de los

espacios de Hilbert en ciertos aspectos de la mecéanica cuantica.

Seccion 5. Espacios de Hilbert en la mecadnica cuantica.

Los espacios de Hilbert no estaban ahi, en la historia de la mecanica cuéntica,
desde el principio. En una primera instancia lo que estaba a disposicion eran
diversas entidades matematicas conocidas por su exitosa implementacién en otras
areas de la fisica. Por ejemplo desarrollos en series de Fourier, inclusive con
algunas ideas de ortogonalidad entre las funciones de la serie. Sin embargo, por
mas refinadas y exitosas, esas entidades no permitian una representacion

adecuada de fenédmenos que habian venido a ser claves.

Uno de esos fenémenos era la aparicion de lineas de emision y absorcién en los
espectros de elementos quimicos. Estas lineas podian ser asociadas con numeros
reales, dada la secuencialidad del espectro fisico. Hoy en dia se dice que esos
valores representan los valores propios de un operador definido en un espacio de
Hilbert adecuado. Heisenberg y sus colegas no utilizaban el concepto de operador,
pero si el de matriz, aunque de manera elemental®, y fueron desarrollando, y mas
tarde aprendiendo calculo matricial®®. Esas matrices tienen valores y vectores

propios.

E primer uso de matrices no provino de su concepcién como representaciones de
operadores lineales, sino de que esos arreglos permitian un manejo mas eficiente
de la informacién de que se disponia. En su Biografia de la Fisica, Sir J. Jean
caracteriza la situacion diciendo que era conveniente manejar ciertos datos o
parametros “intimamente relacionados” [Jean, 19.., p. ] de manera conjunta. Una
vez agrupados, se tenian entidades que no eran caracterizables con escalares,
como la temperatura, o por medio de coordenadas vectoriales, como una fuerza.

El estado del sistema quedaba determinado por conjuntos de nimeros que no

% Es conocida la anécdota de que Bohr, al recurrir a colegas matematicos, encontrara ya
desarrollado el calculo matricial.
% Operaciones con y entre matrices.
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admitian una representacion o una “forma” vectorial; la manera de organizar los
datos debia ser diferente. Se empezé a vislumbrar el potencial de esa eleccion
constatando que una vez puesta la informacion en forma de arreglos tipo matricial
era factible, al menos de manera formal, realizar operaciones entre esos arreglos y
otros de tipo vectorial.

llya Prigogine, ganador de un premio Nobel en quimica, dice que “la transicién de
funciones a operadores fue forzada sobre nosotros por los experimentos
espectroscdpicos que revelaron la existencia de niveles de energia” [Prigogine, p.
50]. Prigogine pone de relieve, aunque de manera sumamente esquematica un
problema concreto que puede proporcionar mas claridad en las relaciones entre
las dos ciencias en cuestion.

Como se dijo antes, un valor propio de un operador F: V — W es un escalar « tal
que F(v) = av. El conjunto de todos esos valores propios del operador lo identifica

plenamente, es como su huella digital.

Las lineas de emisién y absorcién, por su parte, son un fenémeno que aparece
cuando se analiza la luz que emiten los elementos fisicos al ser excitados
energéticamente. Al descomponer esa luz en las bandas de diferente frecuencia
(colores) se observan, siempre en los mismos lugares para el mismo elemento,
unas lineas oscuras llamadas lineas absorcion, o una lineas brillantes, llamadas
de emision. Estas lineas son el resultado de fendmenos que tienen que ver con los
“saltos” entre los niveles de energia en el atomo. Si se ubica el lugar de esas
lineas en una escala numérica como R, la sucesidn de esos numeros identifica
con exactitud a cada elemento. Esto es lo que permite, analizando la luz que llega

de ellas, establecer los elementos de que se componen.

Si bien la idea de “matriz” parece haber sido introducida en un principio mas que
nada, como Steiner relata, como un arreglo cémodo de los datos referentes a un
ente fisico, poco a poco su riqueza conceptual fue quedando de manifiesto. Pauli
aplica el método de Heisenberg al atomo de hidrégeno con éxito. Poco después
Schrédinger pudo mostrar que el espectro puede interpretarse como el conjunto

de valores propios de un operador diferencial de un espacio de Hilert complejo en
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si mismo. Este tipo de operadores involucra derivadas ya sea temporales o
espaciales o ambas. Son esos operadores los que definen las ecuaciones
diferenciales que, junto con las diversas condiciones iniciales y de frontera forman
los sistemas que describen gran cantidad de los sistemas fisicos de interés en las

diversas areas de la fisica.

Hoy en dia entendemos a las matrices como representaciones de operadores
lineales. Los valores propios de un operador son los mismos para todas las
matrices que lo representan. Si se conocen los valores propios es posible
reconstruir el operador. Dado que la idea de matriz ya habia sido introducida, fue
sélo cuestién de un breve tiempo antes que alguien” llegara a la idea de que la
sucesion de valores asociada con las lineas de emisién y absorcién de un
elemento podia ser interpretada como la sucesién de valores propios de un
operador (su espectro), y tratara de encontrar la matriz correspondiente (una
representacion de un operador determinado). Cuando se constato que el resultado
era fisicamente util, “la transiciéon de funciones a operadores fue forzada sobre
nosotros por los experimentos espectroscopicos que revelaron la existencia de
niveles de energia”, pues ante el éxito de la identificacion de las lineas de emision
y absorcién con el espectro de un operador, ya no era posible mas que constatar

la utilidad (¢ la imprescindibilidad?) del concepto de operador en la fisica.

Una analogia con una idea biolégica puede aclarar lo anterior. En la moderna
teoria de la evolucion no se afirma que haya estructuras biolégicas que surgen
“para algo”, sino que esas estructuras empiezan a surgir en virtud de cambios
aleatorios en el material genético (mutaciones). Si contribuyen a una mejor
adaptacion® seran conservadas y desarrolladas. Es el caso por ejemplo de las
plumas. La evidencia apunta a que surgen en el contexto de un mejor aislamiento
frente a cambios climaticos. Pero ya una vez presentes (en estado tal vez
rudimentario) resultaron utiles para un desarrollo que condujo a su empleo en los

mecanismos de vuelo.

*%7 No me ha sido posible ubicar con cierta exactitud cuando o por quién se da esta situacién. La
lectura de historia de esa época da mas la impresion de que fue algo que “estaba en el aire”.
* Ocasionalmente son neutrales y simplemente permanecen.
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De la misma manera podria pensarse que las matrices se introdujeron en la
mecanica cuantica por un uso menor, casual: servir de esquemas de organizacién
de datos. Como las plumas rudimentarias, una vez presentes pudieron encontrar
otro uso que llevé a un desarrollo de mayor importancia. La idea de espectro
matematico, los niveles de energia y otras circunstancias (tanto fisicas como
matematicas) ejercieron una “presién evolutiva” que, en los términos de Prigogine,

“forzd” sobre nosotros la transicion de funciones a operadores.

Lo anterior no pretende ser mas que meramente ilustrativo, por mas que la idea
tenga repercusiones interesantes y quizd valga la pena, en algin momento
posterior, desarrollarla. Por ahora lo que interesa es constatar otro mecanismo de

interaccién entre la fisica y la matematica.

Seccion 6. Analogias matemadticas.

Lo anterior forma parte significativa del contexto en el que proponemos analizar
una de las tesis basicas de Steiner. Segun él no podia haber habido una razoén
significativa para usar analogias matematicas como herramienta de exploracion.
Para un ente racional no deberia haber habido ninguna razén que lo condujera a
escoger esa opcion y no cualquier otra. Segun Steiner esa deberia ser la posicion
de los estudiosos de la mecanica cuantica. Sin embargo, penetran en un ambito
nuevo y pronto aprenden que sus leyes basicas deben ser fundamentalmente
diferentes de las conocidas, y sin embargo escogen la “forma” de las leyes
conocidas como punto de partida. Esta contradiccién desapareceria si la
conviccién de los fisicos fuera que ciertas relaciones quedan fuera de aquellas que
se dan entre objetos de “nuestro” espacio-tiempo, y por lo tanto fuera de los
cauces “normales” de investigacion. Bajo esta premisas seria valido asumir
conductas sustentadas en la conviccion de que hay caracteristicas de este
universo que no son explicables en términos naturalistas, como el
antropocentrismo. El cientifico seria por conviccion antropocéntrico y s6lo de
palabra naturalista. Esto quedaria probado por su preferencia por analogias
matematicas. Steiner afirma con claridad que éste ha sido el caso entre fisicos
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modernos de relevancia®. De palabra son naturalistas pero proceden “como si” el
universo fuera antropocéntrico, pues utilizan analogias matematicas. De manera
implicita esto implica que en el sistema de Steiner esos fisicos saben o intuyen
que las matemdticas son antropocéntricas. De alguna manera deben o deberian

saberlo.

Pero aun admitiendo que pudiese ser considerada extrana o limitada la estrategia
de incursionar en ambitos nuevos postulando que va a funcionar lo que ya
funciono en areas muy diferentes, hay posibilidades de explicacion de ese tipo de
estrategias que no requieren la introduccion de agentes extra-naturales. Hay
principios heuristicos que indican la conveniencia de usar de nuevo lo que ya en

alguna ocasion fue til [Ayres].

Estos se basan en la repeticién de situaciones, como en aquellas denominadas
“de causa-efecto”. Bajo ciertas condiciones la probabilidad de ocurrencia de un
evento es practicamente 1. La velocidad con la que un objeto llega al suelo esta
predeterminada por su velocidad inicial y la distancia que recorra. La velocidad al
hacer contacto con el piso es predecible con una gran exactitud. Este es un caso
extremo, pero que indica hasta qué nivel de confiabilidad puede tener el suponer
gue una situacion se repita y, por lo tanto, tenga sentido reaccionar ante ella de
una manera experimentada con anterioridad y que ha llevado a una respuesta
adecuada; exagerando la intencionalidad se podria decir que ha llevado a una

respuesta exitosa.

Pocas veces tiene una situacion real la nitidez de un experimento fisico, por lo que
el principio rector debe debilitarse a “ante situaciones similares procédase de tal o
cual manera”. A pesar de la ambigliedad del concepto de similitud, este principio
sigue siendo dutil, la probabilidad de que reaccionar de la misma manera conduzca
al “éxito” ya no es 1, pero sigue siendo alta en muchos casos. Por ello es valido
preguntarse si es algo poco racional que un fisico incursionando en la mecanica
cuantica decida expresar sus preguntas en términos de sus previos

conocimientos. Steiner afirma que en un area “alejada de nuestra experiencia” esa

* por ejemplo, afirma que Yang, en sus busquedas, fue “claramente antropocentrista” [p. 70].
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estrategia deberia ser dejada de lado, para enfatizar que ese ambito no se

comporta como lo ya conocido.

Steiner mismo acepta que a fin de cuentas los fisicos tuvieron éxito aplicando sus
analogias matematicas. Lo mas inmediato seria ver esto como una confirmacion
del mencionado principio heuristico: se aplicé lo ya conocido a un campo que,
dentro de sus diferencias sustanciales, se intuia similar (de alguna manera quiza
no clarificada) y se tuvo éxito. Steiner afirma que no fue este el caso. Lo que se
aplicé no fue ese principio, sino el conocimiento o la intuicién de los fisicos de que
el antropocentrismo de las matematicas permitia un acceso privilegiado al
conocimiento de &mbitos “alejados de nuestra experiencia”. Esta es, en pocas
palabras, la diferencia entre su posicién y aquella que me parece tanto o mas
sustentada. La concepcion y resultados de la fisica previa son un punto obligado
de referencia de la nueva: “El plan de Bohr habia consistido en mantener la
particula-electrén y modificar la mecanica newtoniana; Born y Jordan mantuvieron
la mecanica newtoniana (por lo menos en la forma) y modificaron la particula-
electron, sustituyéndola por algo que era desconocido, pero que seria,
ciertamente, mas complejo que una simple particula” [Jeans, 1968, p. 382]. Pero
no parece convincente afirmar que esto se debe a un conocimiento o intuicién de
un cierto antropocentrismo del universo reflejado en la forma de las leyes de la

mecanica newtoniana.

Seccion 7. Operadores.

Las funciones mas habituales en la fisica por mucho tiempo eran aquellas donde
el valor de la o las variables, y de sus imagenes, estan dadas por un escalar o un
conjunto de ellos*, por ejemplo el tiempo en el primer caso y la posicion espacial
en el otro. Uno de los grandes avances de la matematica del siglo XIX, en especial
en el area de lo que seria el dlgebra lineal, fue haber sentado las bases para
entender que una funcién puede estar definida sin problemas en un conjunto de

“ Conjunto muchas veces dado en forma de vector.
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funciones. Aun hoy dia para algunos de nosotros es motivo de asombro constatar
como una variable toma como valores funciones, e inclusive de manera continua.

Asombro comparable al de pasar de la aritmética al dlgebra elemental®.

En fisica, la variacion de parametros como el tiempo, la posicién espacial, la
temperatura, la velocidad es fundamental para poder describir el estado de un
sistema. La conjuncién de la variacién e interrelacién de esos parametros esta
dada por una funcién F que determina el paso del estado Q; en el tiempo t; al
Estado Qi,1 en el tiempo t,1. ;Qué pasa en casos donde ademads lo que varia es
ese manera de conjuntar globalmente los valores de los parametros? Si al pasar al
estado Qi,4 la funcién F pudiese transformarse también en otra funcion, digamos
F’. Para describir esta evolucién hay que considerar una funcion de los posibles
cambios de estado mas una funcién de las funciones que regulan esos cambios
de estado. O sea, una funcién (llamada operador) cuyo dominio de variacion tiene

a su vez funciones como elementos

El uso del concepto de operador no es algo que se adivina o se encuentra
casualmente, sino que es una respuesta a una pregunta que surge en el proceder
del fisico: Si cada estado del sistema estd dado (representado, descrito) por una
funcién ;qué debo usar para representar la variacién de esos estados? Un
operador, porque un operador es precisamente una funcion cuyo dominio es un
conjunto de funciones. Esta no es una respuesta trivial, como lo pone de
manifiesto el hecho de que los operadores estaban implicitos en las ecuaciones
diferenciales sin ser reconocidos como tales. El fisico clasico usaba matematicas
que son interpretables en términos de operadores. El problema no se habia
planteado a la manera del parrafo anterior, sino como el de determinar las
condiciones que debia cumplir una funcion que representase al sistema buscado,
como ser dos veces continuamente diferenciable, o tal que su derivada cumpliese

esta o aquella condicién en la frontera.

*! Dicho sea marginalmente, lo que percibe gran parte de los alumnos de la escuela elemental no
es asombro, sino una creciente dificultad. Superar esta situacion es una de las tareas abiertas de
la pedagogia de las matematicas.
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Desde este punto de vista la naturalidad del uso de este concepto no se da en
funcién de que tenga “un claro correlato fisico”, sino en términos de la blsqueda
de un conocimiento fisico. Se busca una cierta descripcién o representacion, y el
concepto se aplica porque es la respuesta, o una posible respuesta, a la pregunta
que se esta haciendo un fisico frente a ciertas situaciones fisicas. Las relaciones y
objetos con los que se confronta la fisica rara vez tienen una unica manera de ser
representados matematicamente, pero dado que un fisico tiene ciertos objetivos
en mente hay ciertos desarrollos matematicos mas apropiados, mas “naturales”,
que otros para conjugarlos con el resto de su conocimiento y poder delimitar con
mayor precisiéon el problema bajo andlisis. Esta exigencia pragmatica lleva a
ejercer una cierta presion sobre los aspectos matematicos.

Una de las razones para el desarrollo de un concepto matematico como el de
vector, y mas adelante el de tensor, fue la necesidad de darle una representacién
adecuada a objetos y situaciones que aparecian reiteradamente en la fisica®.
Estaba claro cémo interpretar cantidades escalares y su evolucion, pero ;cémo
representar objetos que tienen “magnitud, direccién y sentido”, dicho con las

palabras que atin hoy en dia utilizan algunos fisicos e ingenieros?.

A mediados del siglo X1X Hamilton cree haber encontrado la solucién al desarrollar
el concepto de cuaternion. Por ahora baste con decir que los cuaterniones son un
concepto parecido al de vectores, con algunas diferencias especificas. La
diferencia fundamental radica en que ademas de poderse sumar los cuaterniones
pueden multiplicarse entre si dando como resultado otro cuaternién. Lo tnico
parecido para vectores es el producto cruz, pero éste es una propiedad unica de
ciertas dimensiones, como la tercera. Ademas la multiplicacién de cuaterniones no
siempre es asociativa. Los cuaterniones tuvieron bastante éxito en la fisica, pero
se mantenia abierta la discusién pues para algunos no resultaban totalmente
satisfactorios, dandose una serie de esfuerzos para delimitar otro concepto, hasta

que se consiguio con el de vector. El problema no acabé ahi.

“2 Esta manera de plantear la situacion es no-Steineriana,
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En la fisica hay entidades que no pueden describirse ni como escalares ni como
vectores. Por ejemplo, en mecénica del medio continuo se requieren basicamente
tres numeros*, en el caso homogéneo y constante, para describir el estado de
esfuerzos de un cuerpo. Pero la informacién proporcionada por ellos no puede
organizarse como un elemento del espacio vectorial tridimensional, sino que debe
organizarse en forma de arreglo cuadratico (una matriz), rellenando con ceros los
espacios faltantes. En tal situacién se encontraban los pioneros de la mecanica
cuantica. Ciertos conjuntos de datos sobre ciertos sistemas atomicos no podian
manejarse ni como escalares ni como vectores. La necesidad de expresar esa
situacién llevé a esos investigadores a utilizar una idea de matriz, que lleva
implicito el concepto de operador lineal. En oposicion al caso de los vectores,
resulté haberse ya desarrollado con anterioridad el concepto de matriz y de varias

de sus propiedades algebraicas.

Es necesario aclarar qué es un cuaternion, dado que podemos asumir una mayor
familiaridad con el concepto de vector. Una idea basica del concepto de cuaternion
es que reproduce el proceso que permite pasar de numeros reales a complejos,
una pareja de nimeros reales es un complejo. De la misma manera, una pareja de
ndmeros complejos es un cuaternion®®. Por lo mismo un cuaternién es

representable por cuatro numeros reales ordenados.

Esto dltimo es una ventaja y una desventaja. Hay situaciones fisicas que requieren
en principio sdlo tres nimeros para ser identificadas, como la posicion de una
particula en un cierto instante. ;Qué hacer con el cuarto nimero? Pero en otras
situaciones es Util, como para indicar angulos de giro u origen de un giro o una
traslacién. Esta propiedad, que los acerca més a los operadores ortogonales* que

* Ya que es simétrico y tiene determinante positivo, existe una representacion matricial del tensor
de esfuerzos con los tres valores propios del tensor en la diagonal principal y ceros en las demas
Edommnentes.

El proceso puede repetirse y formar nuevos niimeros como pareja de cuaterniones, con los que
a su vez se forman otras parejas, etc.
“Ya que estos operadores representan rotaciones.
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a los vectores, los hizo resurgir, tras una pausa, en la mecanica cuantica como

“espinores”, y con su mismo nombre en la robética y control de satélites.

Funciones con dominio en los cuaterniones son tan posibles como las funciones
vectoriales, pero habria unadiferencia formal interesante. Dadas las diferencias
entre vectores y cuaterniones, la representacion matricial de algunas de esas
funciones seria un poco mas compleja que una matriz. Esto tendria algunas
consecuencias: Por ejemplo, la definicion de linealidad, que se puede expresar de

manera muy formalista, sufriria ciertas modificaciones sustanciales

Pareceria que la introduccién de las matrices en la mecdnica cuantica se da en
primer lugar por razones de organizacion y manejo de datos, y sélo posteriormente
como representacion de operadores, de manera similar a como una caracteristica
fisica se desarrolla en el curso de la evolucién por razones que muchas veces
poco o nada tienen que ver con el uso final que se le da, como las plumas, que
surgen como Esto daria sustento a la idea de que hay conceptos mas adecuados
que otros para representar lo que un fisico requiere, pues en algunas areas de la
fisica esos arreglos tomaron precisamente la forma adecuada para ser
representaciones de operadores sobre espacios vectoriales, y no sobre espacios
de cuaterniones. Lo que no depende de que haya una predileccion estética entre
los matematicos por el concepto de “vector”.

Claro estd que puede alegarse que Bohr si conocia los vectores, por lo que
pudiese haber habido una propensién a ciertos arreglos, Inducida por el uso de
ese concepto. La pregunta es entonces: ;Se tendrian los mismos conceptos
fisicos en la mecanica cuantica® si los conceptos de algebra lineal, tensor y
matriz, no hubiesen sido aplicados en ella sino los conceptos de algebra de
cuaterniones? A pesar del interés de esta cuestién no es nuestra tarea profundizar

en ella. Se deja abierta, como tantas otras.

“¢ ¥, de manera natural, también en otras areas de la fisica con otros conceptos matematicos.
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Seccion 8. El “misterio” de la aplicacion de espacios de Hilbert en la mecénica
cuantica.

Para especificar el papel de los espacios de Hilbert se comienza “precisando las
asociaciones entre entes matematicos y cantidades fisicas relevantes que estan

en la base de la teoria.
a) A cada sistema fisico S se le asocia un espacio de Hilbert H.

b) Los estados de un sistema fisico individual S estdn descritos por vectores

normalizados*’ en el espacio H [...].

c) Los observables fisicos del sistema estan representados por operadores

autoadjuntos del espacio H” [Giradi, en [Boniolo 1997, p. 353]].

El que un vector esté normalizado significa que su longitud es 1.* Esta es una
convencién que permite simplificar calculos y tomar ventaja de algunos teoremas
de una manera mas adecuada, pero su mayor importancia radica en que puede
interpretarse como manera de expresar que un sistema se encuentra en un cierto

estado con probabilidad 1.

Técnicamente, un operador A es autoadjunto si <A(p|¢> = <{p1A¢>. Esto tiene
diversas condiciones, la mas importante en este caso es que esta propiedad
garantiza que todos los valores propios de A son reales. De otra manera no seria
posible asociar el espectro de A (el conjunto de todos sus valores propios) al
espectro fisico, por ejemplo. La propiedad fisica, las posiciones de las lineas de

absorcion o emision, determina esa caracteristica del ente matematico.

Si el estado del sistema en cada instante estd dado por un vector de H, la
evolucién del sistema esta dada por una funcién G del parametrot X R en H. G
depende también al menos de un cierto vector vo de H llamado “condicidn inicial”.
Puede llamarse “ley” a G, y G evaluado en v la “particularizacién de esa ley a un
caso concreto”. El cambio o evolucion de G debe permitir cierto nivel de prediccién

e Con mayor precision, por conjuntos de vectores médulo una fase, lo que denomina “rayos”.

® Todo vector puede ser normalizado, o sea, siempre es posible encontrar una transformacion
lineal que a todo vector le asocie otro vector cuya Gnica caracteristica diversa al original es tener
longitud 1. En general no se usa el concepto de “longitud”, sino su generalizacion, el de “norma”.
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de los estados subsiguientes, ya sea deterministica o probabilisticamente. En este
caso G es llamado “operador de evolucidn®, y corresponde al tipo de
representacion introducida por Heisenberg. En la representacion de Schrodinger
son los estados los que cambian o, como se acostumbra decir, “evolucionan”.

La situacidn es andloga a la de la fisica clasica. Dado que los parametros del
sistema fisico estan dados por mediciones cuantitativas, y que toda prediccion
debe hacerse también en términos cuantitativos, es fundamental poder hacer
calculos, por lo que otra vez el concepto de espacio vectorial es parte del juego.
Es mds, de hecho muchos espacios de la mecénica clasica son, por definicion,
espacios de Hilbert, pues es gracias al producto interno que se manejan aspectos

geomeétricos.

Ademas, también en la mecanica cldsica el estado del sistema fisico esta dado por
un vector, y su evolucion es igualmente una trayectoria calculable gracias a una
funcién de t y de un vector que representa las condiciones iniciales. El punto a) de
la cita con que comienza este apartado es perfectamente aplicable a muchos de
los sistemas clasicos. La normalizacion mencionada en el punto b) no es algo

esencial, por lo que el resto del parrafo seria igualmente aplicable.

La diferencia radica en el punto c¢). En mecdnica cuantica sélo se puede
determinar el estado del sistema por medio de un operador autoadjunto, llamado
observable, que representa la accion que un observador ejerce sobre el sistema a
efecto de llevar a cabo una medicién, inmersos tanto ese observador como el
fendmeno observado en un sistema regido por ciertas leyes comunes a ambos

(considerados como sistemas fisicos).

Cada uno de esos operadores, como se comentd, determina una base particular
del espacio, un sistema de referencia que lleva, por decirlo asi, la huella del acto
de haber hecho esa observacion, representada por el operador. Lo que es medible
entonces es una serie de valores que se interpretan como valores propios de un
operador. Esta serie de valores, como sefaldbamos, permite reconstruir al
operador, denotémoslo por A. Teniendo A se tienen también sus vectores propios,
y con ellos se construye una base del espacio de Hilbert.
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En H existen vectores v con la propiedad Av = A.v, donde A es un escalar. Cada
uno de esos escalares se llama valor propio de A, y los vectores correspondientes
se llaman vectores propios de A correspondientes al valor propio A. El conjunto
correspondiente a cada valor propio es un subespacio de H, y por ello es posible
dar una base de ese subespacio. El conjunto formado por los elementos de cada
una de las bases de todos los subespacios correspondientes a todos lo valores

propios de A forma una base de todo H.

Todo vector de H tiene entonces una representacion en términos de esa base. Se
podria decir que de esta manera todo vector de H estd siendo representado
“desde el punto de vista proporcionado por A”. Al efectuar otra observacion, a la
que corresponde otro operador B, se obtiene otra informacion, pues el vector de
estado del sistema se contempla “desde otro punto de vista”. El conjunto de
observables u operadores es lo que permite obtener la informacién maxima del

sistema, es lo que Steiner llama “principio de maximalidad”:

“Si un espacio de Hilbert H representa un sistema cudntico Q, entonces cada
base, o conjunto de ‘gjes’, de H corresponde a una propiedad fisica de Q, y cada
propiedad fisica de Q corresponde a una base, o al menos a un subconjunto de
una base, de H”[p. 39].

Dicho sea de otra manera, toda la informacion factible de ser obtenida (¢ maxima?)
sobre un sistema cuantico se obtiene estableciendo los operadores adecuados
sobre ese espacio de Hilbert. Una vez que se tiene el conjunto de observables se

puede obtener toda la informacién posible sobre ese sistema.

Un observable es entonces una de esas propiedades fisicas. Los operadores
autoadjuntos que las representan permiten acceder a la informacién

correspondiente®®,

* A qué informacion tenemos acceso? Aqui se engrana otro circulo de problemas relacionado
con la intervencion del observador. ;Ha alterado nuestra intervencion aquello que podemos saber
del sistema cuantico? En caso de ser asi, podemos preguntar de qué manera reflejan esos
operadores nuestra intervencion, entre ofras cuestiones. No corresponde al presente trabajo
incursionar en esta problematica.
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En la fisica son fundamentales las cantidades invariantes, que se mantienen bajo
cambios de base, como el determinante del operador. Sin embargo, hay ciertos
aspectos de la informacién que se puede “leer” de un sistema que se ponen de
relieve en una base y no es otras. En ciertos casos el proceso de pasar de un
observable a otro puede interpretarse como un cambio de base, un proceso que
inclusive es algoritmizable: hay procedimientos de calculo para pasar de una base
a otra. ;Coémo es posible, se pregunta Steiner, que baste con un cambio formal de
coordenadas para poder obtener ofra informacién fisica? Este es el principal

problema:

“... podemos ‘obtener’ (read off) informacion acerca del mundo — de una manera
no fisica y sin embargo también no deductiva — del formalismo. De esta manera se
adquiere un sentido para la naturaleza misteriosa del concepto de espacio de
Hilbert en su aplicacion a la fisica” [Steiner, p. 177].

Basta con efectuar un cambio de base en el espacio H para obtener informacion
fisica sobre el sistema (cuantico) representado por H. Ya que un cambio de base
significa unicamente dar una matriz no singular (con determinante diferente de
cero) y efectuar con ella una serie de operaciones, es algo puramente formal
(segun Steiner) que, sin embargo, conduce a obtener informacién fisica

contrastable, directa o indirectamente, con mediciones.

Pero aun dejando de lado esos problemas (habria inclusive que plantearlos con
mayor rigor y claridad), hay aqui una cuestion de fondo: Si bien puede haber
procesos cuyo resultado final quede planteado de manera puramente “formal”,
esto no significa que el proceso que llevé a esos resultados haya sido

necesariamente también “formal”.

Por ejemplo, se acostumbra escribir las unidades de la aceleracion como m/seg’.
Esto es una manera formal de decir que la aceleracién representa la tasa de
cambio de la velocidad con respecto al tiempo, o sea, sus unidades son metro
sobre segundo sobre segundo, (m/seg)/seg. Lo que puede rescribirse formalmente
como m/seg”. Y esto es formal porque elevar segundos al cuadrado no tiene un

sentido fisico directo, aunque sea una manipulacion formalmente correcta. Tan
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correcta que es congruente con toda la fisica involucrada. Tampoco es una
manipulacién matematica, ya que la matematica actual no se ocupa de las
unidades fisicas. Es simplemente una manera simbdlica y eficiente de expresar un
resultado fisico, lo que no implica de ninguna manera que la deduccién o estudio

de ese fenémeno fisico hayan sido algo puramente formal.

Es innegable que hay un fuerte trabajo de ajuste, de prueba, inclusive de prueba y
error, pero todo bajo el signo de los aspectos fisicos que se busca representar.
Esos aspectos son la “brdjula” que guia el proceso. A su vez, lo que proporciona
los medios para sobrepasar los “obstaculos” y variaciones del camino son las
matematicas. Inclusive, y tal vez esto sea de mayor importancia, permiten
expresar de manera concreta los diversos objetivos fisicos. El interés de esta
situacion es suficiente como para presentar un ejemplo un tanto extenso, pero

ilustrativo y significativo.

Supdngase que se (re-)quiere mover un cuerpo rigido Q de tal manera que todo
punto del cuerpo se desplace con la misma velocidad en la misma direccién. Esto
no es facil, ya que la mayor parte de los movimientos, representados por funciones
f, no sélo producen un desplazamiento del cuerpo, sino giros o vibraciones. ;Qué

forma debe tener el movimiento fpara evitar esos desplazamientos adicionales?

Dado un punto pp de Q que se toma como referencia (como el centro de masa o el
centro geométrico), la velocidad de cualquier otro punto p del cuerpo viene dada

por

v(p)=v, +r(p)xa(p), (1)
donde v, es la velocidad de py, r(p) el vector de posicién de p con respecto a po y
«w(p) es la velocidad angular de p. Es demostrable que en este caso

w(p)= ; rotv(p). (2)

A su vez este Ultimo término, el llamado rotacional de v, rot v, es, para cada punto

p, el vector con coordenadas
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dv, dv, dv, dv, dv, v,
dx, dx, dx, ox, ox, o
donde a su vez vy, Vo, v3 son las funciones que dan las coordenadas de v para

cada punto p.

Una condicion necesaria y suficiente para que el movimiento buscado tenga la

propiedad deseada es
v(p)=v,.

Dado que el vector de posicion no es el vector cero, esta condicion implica que la
velocidad angular de cualquier punto p sea cero, lo que en virtud de (2) implica a

su vez la condicion:
rot v(p) =0, (3)

para todo punto p.

Dado que v es la derivada temporal f, y que el rotacional involucra derivadas de v,
de (3) se pueden derivar condiciones que f debe cumplir de acuerdo al objetivo
fisico. O sea, la condicién (3) expresa de manera concreta y rigurosa la exigencia
fisica propuesta, la ausencia de giros o vibraciones en un desplazamiento.

ek

En el caso de la mecanica cuantica, el operador autoadjunto A se establece con
base en su capacidad de representar un aspecto fisico del sistema bajo estudio y

con base en las exigencias fisicas del caso.

El que, al final, haya efectivamente una matriz tal que es factible efectuar un
cambio de coordenadas de la base correspondiente a "A" y aquella
correspondiente a "B" es, desde el punto de vista matematico, un lema resultante
de la unidad profunda de los conceptos algebraicos involucrados (en especial del
de base). Los conceptos matematicos nunca estan aislados de una teoria. En
especial los operadores y sus representaciones matriciales son definibles sélo
como parte integral de un espacio vectorial. Cualquier aplicacién descriptiva que

se haga de ellos conlleva un cierto espacio vectorial y, al menos, toda una
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concepcidén algebraica (y usualmente una concepcion topoldgica). De otra manera
ni siquiera como descripcién serviria. Los desarrollos tedricos matematicos estan
implicitos en esa descripcidn, y por ello, mas que como un misterio, esta relacion
debe interpretarse fisicamente como manifestacion de la unidad profunda de las
diversas maneras en podemos representar un sistema fisico que se manifiesta

ante nosotros.

Si se quisiera presentar la informacién que determina a una funcion continua de un
intervalo [a, b] en los reales por medio de una tabla, ésta deberia tener un nimero
infinito de entradas. Es mas, ni siquiera habria manera de dar una estructura a esa
tabla, pues precisamente la demostracion de que R tiene una cardinalidad mayor a
la de N se basa en que no es posible dar una tabla estructurada de los nimeros
reales, pues en ese caso serian enumerables con N. La informacién especifica
que proporciona una funcién de ese tipo no puede entonces quedar explicita en
una tabla. Todo esquema de calculo es potencial y no necesariamente agota el
sentido completo de la funcién. Es factible que otro esquema finito, otra forma o
simbologia, puedan iluminar mejor otros aspectos de la funcién (y disminuir la
claridad de algunos que en otro esquema pudiesen ser mejor analizados).

Por ejemplo, dada una funcién lineal de un espacio de dimensién finita en si
mismo, es equivalente dar una representacion matricial que dar su espectro.
Pareceria ser algo superfluo tener dos representaciones de la misma cosa si
ambas proporcionaran exactamente la misma informacién. Sin embargo, es
extremadamente Util tanto en matematicas puras como en la fisica poder disponer

de ambas representaciones.

El subconjunto de todos los vectores unitarios en un espacio de Hilbert representa
el conjunto de todos los posibles estados de un sistema fisico. Toda la informacion
del sistema esta representada por esos vectores, dada una funcion de transicion
de estados que permita representar la dinamica, o sea la secuencia continua de
estados que representa su evolucién. La unica diferencia entre un cambio de

coordenadas y la evolucion de un sistema cuyos estados estan representados por
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vectores unitarios es la interpretacion que se hace de ello. Ambos estan dados por

operadores autoadjuntos®, en la representacion de Heisenberg.

En el caso de la representacion de Schrodinger el que un observable esté dado
por un operador autoadjunto A significa tanto que el sistema cuyo estado era el
vector v cambia al estado Av, como el vector v pasa a tener la representacion Av
en el sistema de coordenadas {wy, wz} donde Av=w;y Av= Wy, ¥y {v, W2]esla
base en que estaban expresadas las coordenadas de v.

ek

Puede parecer efectivamente misterioso que haya un ente matematico que
permita describir con tal capacidad una realidad fisica, tal como hasta el momento
se ha presentado en el caso de los espacios de Hilbert. Como se mencioné “a
cada sistema fisico S esta asociado un espacio de Hilbert H”. Podria parecer
entonces que el espacio de Hilbert contiene toda la informacion sobre el sistema,
cuando en realidad es sélo una parte de ella. ¢Se diria de un espacio geométrico
tridimensional que contiene toda la informaciéon sobre el movimiento de una
particula sélo porque representa el conjunto de todas y cada una de las posiciones
posibles de la particula? No, sin la ley que rige el transito de una posicién a la que
sigue, la dinamica, no hay manera de caracterizar a un sistema. No hay duda
alguna de que cualquier trayectoria que pudiese seguir la particula es un
subconjunto de ese espacio geométrico. Pero ;jcudl de todas? Inclusive,
determinar una sola trayectoria es poco util. Las leyes que rigen al sistema son

necesarias.

La forma matematica de esas leyes no queda determinada por la estructura de
espacio de Hilbert. El “formalismo de espacio de Hilbert” aplica a cualquier sistema
determinado por operadores lineales o por campos tensoriales. Por ejemplo, si lo
que se quisiera analizar fuese un sistema donde el papel de los campos que
decrecen de acuerdo a una ley cuadratica fuera sustituido por campos que

decreciesen de acuerdo a una tercera potencia, o0 a una primera, y ese andlisis se

* Dicho con mas rigor, ambos estan dados por una familia monoparamétrica continua de esos
operadores, donde el parametro se interpreta como el tiempo.
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hiciese por operadores autoadjuntos, aplicaria exactamente el mismo “formalismo
de espacio de Hilbert”, pero no habria manera de “deducir del formalismo”
informacién sobre sistemas objetivos. El formalismo no puede por si mismo
proporcionar informacion, sino ser la metodologia para obtenerla en su aplicacién
en sistemas particulares que mantengan una relacion especial (de correlacion,
descriptiva, expresiva u otra) con una clase de sistemas fisicos. Se debe cotejar

con los datos conocidos.

¢;Qué es lo que proporcionan entonces los espacios de Hilbert? Como ya se
comentd, siendo espacios vectoriales lo que proporcionan es un marco
estructurado tanto para definir ciertos conceptos como para efectuar célculos.

En el concepto de espacio vectorial no intervienen mas que operaciones bdsicas,
sencillas, que responden a las necesidades mas elementales del trabajo de los
fisicos. Lo interesante, incluso asombroso, es que la estructura determinada por la
combinacion de esas dos operaciones, la de espacio vectorial, sea tan rica. En
una primera instancia esa estructura permite un manejo sumamente organizado y
controlado de sus unidades basicas, los vectores, por lo que, si es factible
interpretarlos como representando la informacidén de sistemas fisicos, el manejo y
la organizacion de esos datos se lleva a cabo por medio de la estructura

algebraica con gran efectividad.

Lo anterior no debe entenderse sé6lo en un sentido técnico sino en términos de la
adecuacion de dos areas del conocimiento bajo la premisa de requerimientos
basicos. Esa adecuacién brinda argumentos a favor de una relacién, directa e
indirecta, compleja, con altas y bajas, entre conceptos matematicos y entidades
fisicas. Ademas de lo hasta ahora dicho, para explorar esta posibilidad habria aun
que hacerse, entre otras, mas preguntas concretas, como, por ejemplo, jpor qué
fue el concepto de espacio vectorial el que ha intervenido en algunos desarrollos
fundamentales de la fisica moderna y no el de espacios de cuaterniones? ;Por

qué reaparecio en otros desarrollos, pero ahora como “espinor”?

En el caso del infinitesimal vs. limite la cuestion puede también formularse de otra

manera: ¢Puede haber ensayos, antecesores o diferentes versiones de los
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conceptos matematicos? En 1975 Steiner opinaba que si: “[This is merely the
Quine-Neurath point that] we use our bad concepts to make good ones. We pull
ourselves up by our own bootstraps. Once we have the good concepts, however,
they remain independent; we know how to use them in their own right” [Steiner,
1975, p.36].

No se ha resuelto de manera categdrica la cuestién de un posible “misterio” de la
aplicabilidad de los espacios de Hilbert a la fisica. Ciertos hechos de la historia de
la mecanica cudntica pueden interpretarse como indicadores fisicos de la
necesidad o posibilidad de usar espacios de Hilbert y operadores, como las lineas
de emisién y absorcion del espectro de un elemento o la necesidad de emplear
arreglos matriciales para “administrar’ la informacion. Este dltimo caso permite
inclusive pensar una analogia que quiza valiese la pena explorar en algun
momento. En la teoria de la evolucién es basico eliminar toda teleologia. No se
desarrollaron las plumas con el objetivo de volar, sino que por razones mas
inmediatas, como proteccién frente al frio, fueron surgiendo, y ya de avanzadas en
su desarrollo encontraron una nueva e inesperada utilidad. De la misma manera
se podria pensar que las matrices se introducen por una necesidad inmediata y

mas tarde son tiles de otra manera.

Pero no es el caso ahora especular, sino plantear la posibilidad de contraponer a
la propuesta de Steiner otras opciones. Esto ha permitido explorar diversos
aspectos del problema de la aplicabilidad de las matematicas, tanto a nivel global
como a partir de conceptos particulares. El problema se presenta ahora con una

mayor complejidad.

Es esta complejidad lo que permite volver a llegar, desde este caso particular, a lo
que nos parece el nicleo basico del pensamiento de Steiner y que ya se menciond

en el capitulo anterior.

233



Cuarta Parte. Conclusiones: Otra vez se encuentra la estructura logica
radical de la presentacion de Steiner.

Como se ha comentado, Steiner no niega que haya aplicaciones “no misteriosas”,
inclusive ofrece algunos ejemplos. Tampoco niega que casos que hoy dia
pareciesen misteriosos en algin momento puedan dejar de serlo. Es por ello que
la idea de presentar de manera detallada el caso de los espacios de Hilbert, sobre
todo en sus aspectos matematicos, no es la de ofrecer un contraejemplo que
pudiese minar la estructura légica de su argumentacién, sino indicar que es la
comprensién de los conceptos matematicos lo que en mayor medida permite
entender las razones de su aplicabilidad, y no necesaria ni exclusivamente el
encontrarles un “correlato fisico”. La aplicacion de la linealidad no deja de ser
misteriosa sélo porque se constate un correlato fisico, sino porque proporciona
una estructura axiomatica en la cual enmarcar con la precision requerida nuestro

conocimiento del principio fisico de superposicion.

Por otro lado, la presentacién mas a fondo de los conceptos permite ir
discerniendo y delimitando los problemas filoséficos que surgen, y la riqueza de
ellos, riqueza que ofrece muchas mdas posibilidades y caminos de los que es
posible explorar en este trabajo, pero en los casos que ha sido posible se han ido
indicando. Esto ha permitido enriquecer el contexto, lo que a su vez permite ver

con mayor claridad, en contraste, el trasfondo radical de lo que Steiner plantea.

En especial, nos permite volver a plantear una duda, ;por qué los argumentos de
Steiner parecen poco desarrollados? Ello se debe, como se indicaba, a que en
realidad no funcionan como elementos de cadenas deductivas estrictas, sino como
elementos de un contexto en el cual el autor sostiene que su tesis no sélo es
plausible, sino que el sistema generado teniendo como principio el

antropocentrismo de las matematicas es coherente.

Ahora bien, en el fondo lo que la discusién sobre espacios de Hilbert permite
poner de manifiesto es la inmensa capacidad representativa o descriptiva de los
conceptos matematicos. Una de las dudas que surgen con respecto a la posicién

de Steiner proviene de una controversia conocida por el naturalista. ¢Es preferible
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una explicacién basada en parametros ocultos (para decirlo en el lenguaje de la
fisica) que una haciendo apelacion a aquello que se conoce, o0 es pensable sea
conocido? ;Es preferible pensar que la matematica tiene esa capacidad de
expresion porque se ha desarrollado en un intercambio fructifero con el resto de
nuestro conocimiento, aunque quizé cada vez de manera mas mediata, o pensar
que hay una caracteristica del universo (el antropocentrismo) explicable a fin de

cuentas en términos de alguna entidad o propiedad sobrenatural?

Al preguntarnos sobre la necesidad o no de introducir entidades fuera del espacio-
tiempo hemos llegado al nucleo I6gico de la presentacion que hace Steiner de sus
ideas. Ha usado la palabra “plausible”. Ha dicho con toda claridad que “para él” el
sentido matemaético se reduce a lo estético. No argumenta formando una cadena
légica completa o completable para exhibir una tesis como necesaria dadas las
premisas, sino para darle plausibilidad a una afirmacion, para darle sentido y
credibilidad a un principio.

En primer lugar la tesis Peirce-Steiner seria superflua si la argumentacién fuese
radicalmente estricta. Es suficiente con constatar que de una premisa
antropoceéntrica exitosa en ciencia, analogias matematicas, se puede llegar de
alguna manera a postular esa misma caracteristica del universo. Un universo
donde estrategias antropocéntricas son utiles, o aplicables con altas
probabilidades de éxito, no esta en contradiccién con un universo donde también
sea igualmente Util otro tipo de estrategias. Basta con que las estrategias
antropocéntricas sean al menos tan eficientes como cualquier otra para que la
tesis del antropocentrismo del universo reciba un buen espaldarazo (aunque es

discutible si seria definitivo).

Por lo tanto, para la deduccién l6gica de la tesis del antropocentrismo del universo
basta con la tesis del antropocentrismo de las matematicas. No haria falta postular
o insistir en alguna incapacidad humana de acceder a conocimiento de areas
alejadas de nuestra experiencia. Lo que esta incapacidad proporciona es hacer

ese antropocentrismo mas plausible.

235



;Cudl ha sido la sustentacion de la tesis del antropocentrismo de las
matematicas? Que el criterio fundamental de introduccion de conceptos en
matematicas es el estético. ;Cual ha sido la sustentacion de esta afirmacion?
Yendo a lo mas radical, todo se reduce por un lado a la constatacion de que en la
comunidad de matematicos hay un consenso mas o menos global de que hay un
factor estético importante en la practica y percepcion de esta ciencia por sus
practicantes. Por otro a la opinién de tres grandes matematicos modernos acerca
de la relevancia de ese factor. Todo esto puede y debe ser considerado
seriamente como un indicador de alguna problematica, pero su fuerza
argumentativa pareceria poca, a menos que Steiner asuma que no haya otra
explicacion mejor®’. Ya que si Steiner pretende estar empefiado en poner a un
naturalista genérico (a cualquier naturalista) en un predicamento, no ha tenido
éxito, pues no ha dado argumentos capaces de poner la estructura logica del
naturalista en problemas tan serios como para no tener mas remedio que
presentar principio contra principio. La fuerza de su argumentacién no es tal que
permita ubicarse en la estructura légica de su contendiente, y desde ahi
fundamentar deductivamente sus afirmaciones y, con ello, generar una
contradiccion dentro del sistema de su adversario naturalista, a la que éste no
tendria mas remedio que oponer un principio dogmatico. En la pagina 72 afirma
que la unica manera de que un naturalista pueda contestarle es negar ciertos
aspectos a priori, es confrontar al adversario con un background belief, o sea, un
conjunto de principios. Esto es lo que el autor no ha conseguido.

Una manera de ubicarse en la estructura logica de un contendiente es encontrar
una serie finita y clara de principios admitidos como validos tanto por una como
por otra parte, y a partir de ellos demostrar deductivamente ya sea que la tesis
propia es cierta, o que las tesis del adversario no lo son (o ambos). Desde una
perspectiva estricta, las premisas presentadas, como la opinién de tres
matematicos, no son suficientes para sustentar al antropocentrismo de las

matematicas como conclusidén. Steiner parte de que son convincentes. Mientras

*! Agradezco al Dr. Axel Barcel6 haberme ayudado a encontrar la expresion correcta.
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Steiner no amplie su argumentacion no ha conseguido dar una deduccién o al
menos una propuesta légica que tenga suficiente fuerza como para que su
adversario se vea cuestionado a fondo. Stricto sensu el antropocentrismo de las
matematicas se presenta como un principio y no como una consecuencia
Iégicamente necesaria de las premisas de que Steiner parte. No parece haber
habido argumentos de suficiente peso de su parte, sobre todo a favor de su
concepcion de las matematicas, que hagan preferible renunciar a una explicacién

mas apegada al resto de nuestro conocimiento, como el naturalismo.

LA g

Una conclusion especifica se puede ya establecer tras lo dicho en éste capitulo y
el anterior. La tesis del antropocentrismo del universo se sustenta de manera
fundamental en la tesis del antropocentrismo de las matematicas. Pero ésta dltima
no se presenta como un teorema dentro de un sistema deductivo estricto, sino
pareceria que se presenta como un principio (un “axioma”) suficientemente
convincente. Sin embargo, como se acaba de comentar, Steiner podria objetar
que mas que un principio, su afirmacién forma la base de un sistema que
proporciona la mejor explicacién disponible. De manera estricta, Steiner no habla
en ningun momento de un “argumento a la mejor explicacién”, pero creo hacerle
justicia afirmando que para él el antropocentrismo proporciona una (en varios
sentidos) mejor explicacién de la efectividad de la aplicacion de las matematicas
otras posiciones, a pesar de que no lleva a cabo mas confrontacién con otras
posiciones que sefalar que el naturalismo no puede dar una explicacién adecuada

de ese hecho.

Pero se ha visto que la tesis del antropocentrismo de las matematicas no es mas
convincente, quizd menos, que otras opciones. No se consiguio, de su parte,
enfrentar al naturalista a un misterio de magnitud tal que hubiese que invocar
aspectos extra-objetivos como Unica opcion para explicarlos. Hay otras

posibilidades.
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Con esto se ha cumplido con uno de los objetivos del presente trabajo. Ahora bien,
lo que se buscaba no era simplemente explicitar el esquema légico de un cierto
autor, analizarlo y establecer si ese esquema deductivo cumplia o no con
sustentar o al menos hacer plausible una cierta tesis. Se trata de aprovechar esa
discusion para analizar algo mas amplio, el problema filoséfico que la aplicabilidad
de las matematicas representa o puede representar hoy en dia. No bastaba con
mostrar que una tesis esta sustentada o no, sino mostrar que hay mas elementos
a favor de un planteamiento complejo e interesante del problema que no requiere
y tampoco implica la introduccién de factores extra-objetivos. En el siguiente y
ultimo capitulo, ademas de poner sobre la mesa algunos aspectos que considero
son relevantes y que no pudieron ser discutidos con profundidad, se retoman los
aspectos positivos de la discusion para hacer un balance de lo que se ha
analizado y enfatizar cémo se han dado avances con respecto a los demas

objetivos planteados al principio del trabajo.
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Capitulo 5



Capitulo 5. Conclusiones. El proceder formal en la fisica.

Primera Parte. Contribuciones y conclusiones.

¢Representa un problema filoséfico la aplicabilidad de la matematica? La
discusion ha mostrado que ésta es una pregunta compleja. La relacion de las
matematicas con el mundo de la experiencia o con lo objetivo ha estado siempre
entre las preocupaciones de la reflexion filoséfica sobre ellas. Su aplicabilidad es
un aspecto de esa relacidon que ha ido adquiriendo un perfil cada vez mas
especifico conforme la nocién de aplicacién ha tomado el sentido (o los sentidos)
que tiene hoy en dia. El concepto de “matematicas aplicadas” es moderno, aunque
tenga antecedentes previos. Para poder ubicar qué tipo de problema filoséfico
pudiese representar esa idea, la de las matematicas aplicadas, hay que precisar

qué se entiende o se quiere entender por “aplicar”.

Ese no es el Unico problema que aparece al preguntarse lo que pudiese
representar esa aplicabilidad. Diversas preguntas surgen conforme la reflexion
avanza. Por ejemplo, habria que preguntarse si es la aplicabilidad de la
matematica en su totalidad, como ente global, lo que puede llegar a ser un
“problema”, o es la posibilidad de aplicar tal o cual concepto lo que causaria esa
problematica. Otro aspecto que podria ser considerado es el planteado por la
evolucion del concepto, lo que conlleva contrastar con algunos aspectos
histdricos. La enumeracion de preguntas podria prolongarse, pero no es el caso.
Lo que hay que poner de manifiesto es la complejidad del entramado atras de la
reflexion sobre la pregunta acerca del significado de la aplicabilidad de las
matematicas. Segun Steiner la problematica filosdfica surge de una respuesta a
esa pregunta: ese significado viene dado porque hay (gracias al antropocentrismo)
una relacién especial entre el universo y las matematicas. Creo que la discusién

ha puesto sobre la mesa suficientes argumentos como para poder afirmar que la
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falta de respuestas definitivas es una de las razones en las cuales fundamentar la

relevancia filosofica del problema.

Sin embargo, es posible que a lo largo del camino haya yo caido ocasionalmente
en digresiones que pudiesen oscurecer un tanto el hilo argumentativo del discurso.
Por ello es necesario preguntarse si ha contribuido la discusion de los capitulos
anteriores a desbrozar el camino. Podria parecer que hemos discutido una serie
de problemas particulares motivados por la critica a un autor que afirma que
efectivamente esa aplicabilidad representa un problema filosdéfico (al menos para
ciertas corrientes de pensamiento). La critica culmina con la aseveracion de que
las tesis de ese autor no han quedado suficientemente fundamentadas, lo cual
implicaria que el problema que plantea quizd no fuese un problema
adecuadamente planteado. ;Significaria esto que no se han dado pasos firmes
hacia una respuesta positiva, hacia la afirmacién de que la aplicabilidad de las

matematicas representa un problema filosdfico de interés?

Por lo contrario, tanto este trabajo como el de Steiner muestran que ya el mero
hecho de tratar de plantear correctamente el problema involucra preguntas no soélo
interesantes en si mismas, sino relevantes para la filosofia de la fisica y la de
cualquier otra ciencia donde aparezcan las matematicas, asi como ideas no

negligibles en planteamientos de filosofia de la ciencia en general’.

' Por ejemplo, segin un conocido matematico francés, [Ekeland, pp. 106-109], nuestra nocién de
causalidad esta entrelazada con la aplicacion de un concepto matematico, el de sistemas
completamente integrables. Esos sistemas son aquellos para los cuales las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange admiten una solucién general [Ibid., p.106]. Sélo una parte bastante
pequena de los sistemas fisicos puede ser representada por sistemas de ese tipo. Para los demés
sistemas, los no-integrables, no se dispone de soluciones generales, y por ello sdlo pueden
encontrarse algunas soluciones particulares con gran esfuerzo de célculo. Esto motivé una fuerte
concentracion en los sistemas integrables, lo que a su vez llevé a darles una importancia excesiva
que condujo a una nocién especial de causalidad: “C'est sur la notion de causalité que I'éducation
implicite donnée par les systémes complétement intégrables a laissé les traces plus profondes. Ce
qu'aurait di nous apprendre la mécanique classique, c'est que tout est cause de tout : on ne peut
pas isoler de filieres de causalité particuliéres qui ferant dépendre certains événements de certains
autres, et non de la totalité du devenir. Or c'est tout le contraire qui s'est passé : en raison de
I'attention exclusive portée sur les systemes complétement intégrables, on a accrédité I'idée que les
evénements s'arrangent naturellement on chaines, ou chaque maillon est la cause du suivant et
l'effet du précédent, et que ces chaines se déroulent parallélement les unes aux autres. “ [Ibid., p.
108].
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Con respecto a las tesis de Steiner, lo que analicé fue una tesis particular, una
manera de enfocar el problema. Las debilidades de ese enfoque fueron puestas
de manifiesto. Al menos en su forma actual esa tesis no tiene suficiente fuerza
Iégica como para constituir un problema para otras maneras, otras posibilidades
de enfocar el circulo de problemas relacionado con la aplicabilidad de las

matematicas

Como se mostré, hay diferentes maneras de plantear cudles pueden ser los
criterios de seleccion de conceptos en matematicas. Por ejemplo los criterios
basados en aspectos racionales serian predominantes para alguien como Kline,
quien, haciéndose eco de toda una corriente de pensamiento, afirma que las
matematicas representan algo esencial para el pensamiento racional. Esto dltimo y
la profunda interaccion con la fisica indican con claridad una base
fundamentalmente objetiva del desarrollo de esta ciencia. Es a partir de esta idea
que se fueron analizando los problemas particulares, como el de la aplicabilidad
de los espacios de Hilbert.

En mi opinién, al menos los siguientes aspectos de la discusion son pertinentes a
una reflexién filosdfica interesante y seguramente Util en otras areas de la filosofia

de la ciencia.

Los diferentes conceptos de ‘aplicacion”. Steiner insiste, con razén, en la
necesidad de establecer los diferentes sentidos de lo que pueda ser “aplicar las
matematicas”. En concreto aplicarlas a la fisica. Esto le permite, pbr un lado,
delimitarse frente a ciertas problematicas clasicas. Por otro, ubicar con precision
de qué problemas si se ocupa e inclusive caracterizar un tipo de aplicacién
diferente, la de la matematica como fuente de “instrumentos de exploracion” de
nuevas leyes y conceptos en la fisica. En este trabajo se ha profundizado en la

caracterizacion del concepto de aplicacion.

Los problemas planteados por conceptos particulares. Para Steiner una aplicacion
particular deja de ser “misteriosa” en el momento en que se puede mostrar un

“correlato fisico” de ella. Dejando de lado lo que pudiese significar ese misterio, en
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mi opinién el asombro y el interés que la aplicacion de un cierto concepto causan
va mas alla de la nocion de “correlato fisico”. Los problemas planteados por la
linealidad, por ejemplo, no se disipan en el momento en que establecemos su
relacién con el principio fisico de superposicién de soluciones®.

El problema “global’. Creo que es mas adecuado pasar a la problematica global a
partir de reflexiones concretas. Si hay suficientes casos de problemas planteados
por conceptos particulares, la idea global de aplicabilidad no puede estar exenta
de interés. Lo que no parece facil es ubicar una sola razén, o una razén
fundamental que determine el interés por esa pregunta. Steiner afirma que es el
antropocentrismo la razén fundamental de que esa pregunta tenga interés
filoséfico. Ya hemos visto su argumentacién, y sigue siendo mas plausible pensar
que la aplicabilidad de las matematicas es interesante por diversas razones,
algunas de las cuales han sido analizadas o comentadas en este trabajo, muchas
otras ni siquiera mencionadas. A su vez esa diversidad se conjuga, o debe
conjugarse, de la misma manera que la diversidad de instrumentos y sonidos de

una orquesta se conjugan para ofrecernos una sinfonia.

La profunda interaccion de la fisica y las matemadticas a lo largo de su historia.

Esta interaccion muestra como ambas ciencias se han influido mutuamente.

La idea de analogia matemdtica en las ciencias. Esta es una contribucién de
Steiner que atin debe explorarse con profundidad, tanto en si misma como por sus

implicaciones.

Los problemas planteados por procedimientos formales de los fisicos. Mas de la
mitad del libro de Steiner se ocupa de presentar casos detallados de esa manera
de proceder. En este trabajo esos problemas han estado implicitamente atras de
algunas reflexiones, y de manera explicita se les dedica la segunda parte de este

capitulo.

2 El problema de la causalidad planteado por Ekeland surge precisamente por esta propiedad
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La contribucion principal de este trabajo radica en el andlisis de los problemas
planteados por conceptos y casos particulares, lo que a su vez encontré
resonancia en una mayor precision de la idea de aplicar las matematicas y en
posibles caminos hacia una comprensién global de lo que significa la aplicabilidad
de las matematicas. La aplicaciéon de las matematicas en la fisica implica un
complejo proceso de interaccién y mutuo condicionamiento entre ambas ciencias
que a su vez puede influir, en mayor o menor medida, en desarrollos puramente

matematicos y fisicos, propios de cada una de ellas.

Como se sefalaba en la introduccién, es mejor enfocar el estudio de los
problemas planteados por la aplicabilidad de las matematicas en la fisica a partir
de la practica concreta de las aplicaciones, tal como se dan en el proceder fisico.
De esta manera es posible ir dandole un sentido al entramado de interacciones y
mutuas dependencias entre esas dos ciencias, y a partir de esa vision empezar a
delimitar la problematica global. Al menos por el momento, es necesario entender
como y, hasta donde sea posible, por qué los espacios de Hilbert proporcionan un
marco adecuado para expresar y explorar la mecanica cuantica; por qué los
nimeros complejos permiten modelar aspectos de la hidrodinamica; por qué gran
parte de las leyes fisicas encuentran su expresion en ecuaciones diferenciales;
etc. , hasta poder formular con precision, de acuerdo a las diversas ensefanzas
de esos casos, cudl es la problematica general. Por ejemplo, tanto el aplicar las
matematicas para calcular como para establecer analogias estén intimamente
relacionados con la capacidad de representacion de ellas, y por ello pudiesen
verse como dos aspectos de lo mismo, siendo que no es lo mismo aplicar las
matematicas para hacer predicciones cuantitativas comprobables (calcular) como
aplicarlas como medio de exploracion cualitativo (exploracion por medio de
analogias).

Esto, por supuesto, no significa que debamos renunciar a entender los aspectos
generales hasta dilucidar adecuadamente todos o casi todos los casos
particulares. Nuestra comprension de lo qué es la matematica, de lo qué es la
fisica y sus interacciones ya permite formular planteamientos acerca de algunos
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de los problemas globales que hacen de esta problematica un caso significativo de
estudio de la filosofia de la ciencia.

*h

Los aspectos histéricos no fueron tratados como problemas histéricos o filoséficos
en si, pero intervinieron frecuentemente en la discusién. Lo mismo pasé con la

idea de analogia matematica, que merece mas atencion de la que se pudo darle.

El dltimo circulo de problemas, centrado en ciertas manipulaciones simbdlicas de
parte de los fisicos, o de algunos fisicos, es de interés tanto para la filosofia de la
fisica como para la de la matematica. Para efectos de este trabajo no ha sido un
punto muy discutido, a pesar de que Steiner le dedica varios capitulos. La
inquietud al respecto me lleva a dedicarle unas cuantas paginas, sin animo de
agotar el tema, antes de pasar a los ultimos comentarios. Esta tematica permite

también resumir buena parte de las ideas aqui vertidas.

Segunda Parte. Proceder formal de los fisicos.

Steiner dedica los tres ultimos capitulos del libro a dar cuenta detallada de cémo
un cierto tipo de proceder fue fundamental en una serie relevante de
descubrimientos fisicos a lo largo del siglo XX. El llama a ese proceder un
“proceder formal’. Lo ‘formal’ significa que en algunos puntos clave del
planteamiento de nuevas leyes se dieron pasos basados en una pura
manipulacion sintactica de elementos matematicos, o que se asumid la forma de
una ley a partir de la forma de otra, sin poder dar una interpretacion fisica de las

razones para proceder asi.

Con diferencias en el énfasis, y sobre todo en la interpretacion final, las
inquisiciones histdricas de Steiner parecen describir adecuadamente lo que tuvo

lugar. El hecho con el que nos confronta Steiner es:

Hay ambitos de la fisica en los cuales se ha dado al menos un descubrimiento
importante gracias a haber procedido en lo fundamental de acuerdo a

metodologias que involucran solamente la forma del conocimiento matematico.
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Un ejemplo clasico es el del proceso llamado “cuantizacion”: Se toma una
ecuacion valida en la mecanica clasica que esté en funcion de las posiciones e
impulsos de una particula, y se hace una sustitucién de esas variables por una
funcién “parecida” cuyas variables son operadores que actian sobre un espacio
de Hilbert. Todo esto sin explicitar razones fisicas que indiquen la pertinencia de

esa sustitucion.

Llegar, pues, a descubrimientos fisicos relevantes usando aspectos formales de
otra ciencia®, sin interpretacion fisica, no deberia menos que causar asombro.
Steiner pretende hacer llegar las raices de esta situacion hasta caracteristicas
generales del universo. En su caso el asombro desapareceria debido a que la
aplicabilidad de las matematicas esta condicionada por algo muy general: Si el
universo fuese antropocéntrico, no seria de extrafar que estrategias
antropocéntricas fueran eficaces. Quien no acepte el antropocentrismo debe
proponer y analizar otras opciones de interpretacion de ese hecho. Eso es lo que

presento en esta parte.

Hay efectivamente un alto grado de manejo formal en la practica de la fisica, que
se da sobre todo en aspectos basicos. Un ejemplo muy representativo es el

manejo del simbolo d—‘ . Se procede con él como si fuera una division, como en el
X

siguiente desarrollo:

yix)=4

4y _y
dx

dy = 4dx (1)
[dy = 4 [ax
y(x)=4x+C

Esto no tiene ningin sentido conceptual, ya que ese simbolo no representa una

division, sino un limite, y no se debe separar como si se tuvieran un numerador y

* De manera estricta, usando aspectos formales de dos ciencias, la matematica y la l6gica.
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un denominador. Se esta abusando de una notacién que es soélo algoritmica: el
método empleado en (1) permite calcular la funcién buscada en muchos casos de
interés para la fisica. El tener éxito parecer ser entonces suficiente razén para
llevar a cabo un proceso de manera formal, sin atenerse al significado matematico

del simbolo.

Ademds del anterior, documentables desde libros de texto hasta las propias
reflexiones de algunos fisico, pasando por la practica cotidiana, hay suficientes
ejemplos representativos que permiten afirmar que es una practica usual en la
fisica moderna aprovechar los aspectos algoritmicos, de caiculo, de ciertos
conceptos matematicos sin tomar en cuenta y a veces contraponiéndose al
significado matematico de esos conceptos. Las practicas que documenta Steiner
son complementarias a esta manera de proceder. La alta tasa de éxito en las
manipulaciones formales bésicas da un sustento heuristico a extrapolarlas a otros

aspectos, como el uso de analogias matematicas.

En lo que sigue daré argumentos conducentes a mostrar que esas practicas
formales se encuentran enmarcadas en una clara concepcion del problema fisico.
Esto, por su parte, puede dar claves acerca de la manera en que el conocimiento
matematico expresa el conocimiento fisico. La concentracién casi exclusiva en los
aspectos de calculo no ha permitido, en parte de los casos, obtener el mejor
provecho fisico de la profundidad de los conceptos matematicos que se manejan.
El conocimiento profundo de un concepto matematico debe encontrar un puente
hacia el conocimiento fisico ahi donde aparece. En mi opinién en casos
significativos la fisica no ha aprovechado adecuadamente el conocimiento
matematico. Claro esta que sustentar esta afirmacion rebasa los limites y la
tematica de este trabajo, por lo que debo restringirme a un par de ejemplos que
indiquen lo que quiero decir. Es necesario remarcar que a largo plazo la tendencia

es a incorporar los ultimos desarrollos matematicos.
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En algunos libros de texto* avanzados, tanto de teoria de la relatividad como de
mecanica del medio continuo, véanse por ejemplo [Das], [Foster], [Mould],
[Narasinham], se encuentra todavia como definicion de “tensor” algo en el

siguiente tenor:

“Un tensor es un arreglo de n por n nimeros ay que al cambiar de base mediante

la matriz C = (c;) cambian a ajj = Z{Z("'m au)cﬁ], donde las c'x son las
1 k

componentes de la matriz inversa de C. Usando la convencion de Einstein de

sumas sobre indices repetidos se tiene a',=(c', a,)c,.”

Sobre esta definicion se construyen otras, como la de tensor covariante o
covariante segun la posicidon de los indices, o las diferentes operaciones que

pueden llevarse a cabo son esos arreglos.

Esas definiciones no son incorrectas, y en principio son suficientes para llevar a
cabo cualquier calculo requerido. Sin embargo dejan de lado los aspectos
algebraicos. No se pone el énfasis en la estructura generada por esas
operaciones, sino en la posibilidad de efectuar calculos especificos, siendo que
desde el punto de vista matematico lo que da validez a los calculos es el marco

estructural, mucho mas fructifero que el simplemente calcular.

En mi opinidn la fisica se enriquece cuando se deja de lado el puro hecho de
poder calcular con tensores para pasar a fundamentar la fisica correspondiente en

las estructuras algebraicas que conllevan y definen al concepto de tensor.

Otro caso, que afortunadamente ha sido superado, es pasar de la definicion de
vector como “algo con magnitud, direccion y sentido”, al concepto de vector como

elemento de un espacio vectorial.

* Considero mas representativo de las corrientes de pensamiento los libros de texto, pues es con
ellos que se forman los nuevos fisicos.
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Seccion 1. ¢Qué tan formal es el proceder de los fisicos?

Supédngase que en un area de la fisica es valida una ley con la forma:
e’ +pg+3=0, p=plgr1), (1)

Donde p es una funcién de g, que representa las variables o los conjuntos de
variables que junto con el tiempo f intervienen en el problema. La funcién
exponencial aparece en el primer término, el segundo es una multiplicacién y el
tercero una constante numérica. La suma de los tres términos debe dar entonces

cero.

¢ Qué significaria proceder por analogia a partir de esa ecuacion como
herramienta de exploraciéon en otro ambito fisico? Una posibilidad es, si (1)
corresponde a la mecdnica clasica y se quiere obtener un analogo cuantico, usese
un cambio de las variables numéricas por operadores (dicho con rigor: campos de
operadores), el resultado es una nueva ecuacion que deberia funcionar
andlogamente como ley. Adaptese, de ser necesario, la nueva expresién por
medio de reglas sintacticas para ver si es posible que dé cuenta de los fenémenos
registrados en la mecanica cuantica, o permita hacer predicciones comprobables.

Esta formulacion soslaya, sin embargo, dos preguntas fundamentales. Primero la
pregunta por la razén de escoger precisamente las ecuaciones de la mecénica
clasica, y no las de, digamos, el electromagnetismo como base de la analogia.
Dicho de manera general, si hay n ambitos previos de la fisica, A1, Az, ..., A, Y UN
nuevo ambito B, del cual, como dice Steiner, no se sabe mucho mas que su
diferencia fundamental con los A;, ;cémo saber de cual de los A; es posible inferir
analogias con cierta posibilidad de ser correctas? Y aun habiendo ubicado un
ambito como prometedor, ;cémo es posible seleccionar de entre todas las leyes
validas en ese ambito la ley fisica particular en cuya forma se base la analogia?
De ser congruentes con los planteamientos de Steiner no habria ninguna manera

objetiva de darle preferencia a uno u otro ambito, una u otra ley.

Pero los fisicos de sus ejemplos, que consideramos representativos, no parecen

tener muchas dudas, o al menos saben grosso modo cual ambito esta relacionado
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con B. Tampoco parece ilimitado el conjunto del cual escoger las leyes fisicas a

emplear en las analogias.

Para evitar, en una primera instancia, involucrar aspectos concernientes a la fisica,
y sin embargo dar una idea de la magnitud del problema, es conveniente
restringirse al ambito estricto de las analogias matematicas. Supéngase que por
alguna razon ya se ha establecido que la ecuacién (1), que representa una ley
fisica del area A; de la fisica, debe ser adecuada como base para establecer una
ley en el ambito B. Surge entonces la pregunta de cudl analogia debe emplearse.
La mecanica cuantica ha mostrado la posibilidad de sustituir a p y g por sus
equivalentes como operadores, Py Q. Pero esa no es la Unica posibilidad. Sipy g
son escalares, podriase sustituirlas por sus equivalentes vectoriales, py g. O, en
ofra sustitucién clasica, podrian seguir considerandose escalares pero
pertenecientes a otro cuerpo, por ejemplo pasar de reales a complejos.

O manteniendo el mismo cuerpo de escalares, podriase dar una formulacion

integral, como:
I(e" +pg+ 3}1{; =0, p=plq.),

Lo que permitiria pasar al dominio de las funciones integrables, o sea, se permite
ahora un numero finito de discontinuidades de primer orden (aquellas que tienen
lugar en un conjunto de medida cero, como un “salto” en los valores de la funcién)
en el integrando. Otra opcién también usada es sustituir formalmente el término de
la izquierda por cualquier otra expresion con la misma solucién, o con una solucion
que pueda verse como aproximada, aunque quedase en otro espacio, como en un
espacio de interpolacion.

No hay una, ni siquiera sélo un nimero pequeno de posibilidades de analogias
matematicas. Las posibilidades son multiples, en varias direcciones, de diversa
indole. Decir, como dice Steiner, que se procede por medio de analogias
matematicas es dejar dos posibilidades abiertas. En primer lugar no hay manera
de saber cudl es la analogia adecuada, y en principio se deberia estar probando el

mayor numero de posibilidades, sin saber a ciencia cierta cudl es la adecuada. La
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segunda es que hay criterios o al menos lineas directrices que permiten dejar de

lado casi todas esas posibilidades y concentrarse en algunas que permiten

entrever mayores probabilidades de llegar a lo buscado.

Dado que hay un éxito que sobrepasa lo puramente aleatorio, debe haber alguna

o algunas estrategias que orientan al fisico. Se tienen diversas posibilidades, y a

efectos de la presente discusién la pura presencia de diversas posibilidades es

significativa®. Por ejemplo:

1.

La informacién que se puede obtener sobre el ambito B indica que hay
rasgos de semejanza con ambitos ya conocidos. Dado que precisamente se
esta buscando, y no se tiene, la expresion matematica de las leyes de B, la
semejanza no puede basarse mas que en consideraciones fisicas. Esa
semejanza dard lineas directrices en la direccién y manera de uso de las

analogias matematicas.

Los rasgos de semejanza entre dos ambitos pueden ser de tipo cualitativo.
En este caso al experiencia y la intuicién juegan un papel fundamental, y en
ocasiones pudiesen ir aparentemente contra la informacion cuantitativa de
que se dispone. Steiner nos da un buen ejemplo de esta situacion al
mostrarnos como se usaron en mecanica cuantica ecuaciones de la misma
“forma” que en la mecanica clasica, a pesar de que la informacién concreta

de que se disponia senalaba diferencias basicas entre esos ambitos.

En la practica real de la fisica es usual combinar ambas estrategias, la
basada en aspectos cuantitativos y la basada en aspectos cualitativos. De

hecho, en muchos casos es dificil separar esos aspectos.

Estrategias heuristicas. Es este un rubro sobre el cual cabria una amplia
discusion, lo que no puede ser el caso en este trabajo. En una primera
instancia so6lo se habla de metodologias generales de resolucién de
problemas, en el sentido presentado en [Ayres y Nalebuff]. En especial es

® Como sefalé anteriormente, si Steiner tiene en mente algo parecido a un argumento a la mejor
explicacion, plantear opciones vélidas resta fuerza a sus conclusiones.
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pertinente a la presente discusion el siguiente principio: “Toma lo que ya
conoces como correcto y construye sobre eso” [Ayres y Nalebuff, p. 96].
Esto puede tomarse en dos sentidos. Uno mas restringido, donde se toma
lo que se conoce sobre el problema especifico. De manera mas amplia se
puede plantear el principio heuristico de interés de la siguiente manera: Si
una estrategia ya conocida te ha dado resultado en una situacién X, y hay
la posibilidad de que el ambito X’ sea “similar” en algun sentido a X, usa la
misma estrategia, con posibles cambios. En concreto, si determinada
formulacién matematica ha sido empleada con éxito en la mecanica clasica,
y hay indicios, asi sean puramente cualitativos, de que en mecanica
cuantica ciertos sistemas pudiesen ser similares a los previamente
considerados, usa la misma formulacién, o alguna similar, para tratar de

encontrar la representaciéon matematica adecuada.

5. En este trabajo no se ha considerado la posibilidad de que las matematicas
sean constitutivas de nuestra experiencia. Quiza haya sido, por ejemplo, la
eleccion un tanto arbitraria de las leyes de la mecanica clasica como base
de las analogias en mecanica cuantica lo que determiné que nuestra vision
del mundo se desarrollara en la direccion actual, a partir de las relaciones
matematicas empleadas. Sin embargo, las razones que pudiesen haber
llevado a esa aplicacién o a alguna otra no tienen porque ser arbitrarias o
basarse en criterios subjetivos. También en este caso hay diferentes
opciones para explicar el mismo hecho desde diversos puntos de vista y
con la misma plausibilidad. No cabe en este trabajo una discusion de estos
problemas, pero con seguridad algunas de las consideraciones aqui

presentadas podrian ser relevantes en ella.

En mi experiencia como “matematico aplicado” la tercera tesis es la que se
presenta como mas adecuada a un cientifico, en especial a un fisico. También,

como se ha visto, la cuarta opcién ha sido empleada con éxito.
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Ahora bien, si bien para esta discusién es relevante que haya diversas
posibilidades en las estrategias con las cuales se pueden enfrentar nuevos
conocimientos fisicos, esto no elimina de manera inmediata algunos de los
aspectos extrainos del hecho presentado: ese proceder formal. Su descripcién se

vuelve mas compleja.

Hay aun que aclarar bajo qué criterios pudiesen clasificarse fenémenos fisicos
como “similares”, dado que el problema se planted en lo referente a la matematica.
Esos criterios deben ser los criterios mas generales de la fisica, aquellos que
permiten entender a esta ciencia como unidad. La ventaja en este caso es que se
ha establecido con un alto grado de claridad lo que es la fisica en general, o de
qué se ocupa la fisica. Los planteamientos correspondientes acerca de las
matematicas son mas ambiguos. No es factible dar en unas pocas palabras esa
caracterizacion, pero en el quehacer del fisico es percibible, por ello se procede a
dar una descripcion interpretativa de qué es lo que tiene lugar cuando se habla de
que los fisicos proceden formalmente con cierta frecuencia en su proceder de

blsqueda.

Seccion 2. Una propuesta.
Es postulable el siguiente esquema mas amplio y modificado del hecho que

Steiner presenta:

A partir de cierto nivel de evidencia acumulada, empieza a perfilarse un nuevo
ambito B como posible area de exploracion para la fisica. Esa exploracion
primaria® permite una clasificacién tentativa de B como similar a un ambito mas
conocido, digamos Ax. Esta clasificacion se basa en consideraciones fisicas y

heuristicas.

Si investigaciones posteriores permiten dar mayor plausibilidad a la clasificacion,

es posible tratar de identificar relaciones fisicas similares en uno y otro ambito. Es

® Aqui se estd abstrayendo del “cémo” es que se llega a esa acumulacién inicial de evidencia y
como se lleva a cabo esa exploracion primaria. Esos aspectos serian de interés para la filosofia de
la fisica, pero para este trabajo se asume que se llega a esa evidencia y que es factible proseguir
explorando ese campo, aun no delimitado con precision.
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entonces cuando surge la posibilidad de establecer analogias matematicas, ya
que si se sabe que las relaciones de tipo ¥ en A estan regidas por el sistema
mateméatico ¢ y que ademas son “similares” a las relaciones de tipo ® en B, es
factible suponer que si existiese un sistema matematico ¢ que rigiese a las ®,
entonces deberia haber alguna semejanza entre ¢ y ¢. La clasificacion de
fenédmenos como “fisicamente similares” debe dar una idea de cudles serian los
tipos de relacién formal ente esos dos sistemas, junto con un detallado estudio de
las caracteristicas fisicas de los fenémenos.

dedd

Las ideas mencionadas acerca de las relaciones formales pueden quedar un poco
mas claras si se concretiza a un nivel mas cercano a la practica actual. Por
ejemplo, al identificar las variables fisicas independientes y dependientes en B y
analizar cémo condensar en cada una de ellas la informacién fisica apropiada y
disponible, se puede establecer formalmente qué tipo de variable debe ser. Una
vez que un cierto tipo de fenémeno ha sido identificado como factible de ser
estudiado, se puede establecer qué informacién se requiere para fijar su
comportamiento en el tiempo. Si una ocurrencia particular del fenémeno queda
adecuadamente caracterizada con un numero, se asociara con una variable real,
escalar. Si dos 0 mas numeros son requeridos para esa caracterizacion, surgira la
posibilidad de que sea una variable vectorial. Ya con cuatro nimeros puede darse
también la posibilidad de que no sea vectorial, pudiendo serlo, sino tensorial.
Discernir cual de estas posibilidades es la adecuada puede resolverse de
diferentes maneras formales. Una de ellas es la conveniencia o necesidad de
calculo. Ciertos arreglos se conjugan de maneras mas adecuadas que otras, o
proporcionan tras combinarse un tipo especifico de variable, que depende de las

necesidades o la congruencia fisicas.

Un operador puede interactuar, operar con un vector, siendo el resultado un
vector. La interaccién entre dos vectores puede dar un escalar, si se usa el
producto interno. Por lo tanto, si se observa que un cierto campo de propiedades

altera un fenémeno vectorial dando como resultado otro del mismo tipo, se puede
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concluir que el campo de propiedades fisicas tiene la posibilidad de ser expresado
como un campo de operadores. En otro caso fisico, se pudiese estar tratando de
predecir la concentracién de una sustancia en otra. Esa concentracion se expresa
en general normalizada al intervalo [0, 1], o al intervalo [0, 100]. El campo de
concentraciones sera un campo escalar. Sin embargo, en la determinacién del
escalar buscado intervienen variables vectoriales, en especial la velocidad del
fluido. Es muy util el producto interno para poder llegar a un escalar a partir de
vectores. Por lo tanto hay que determinar qué variables estan interactuando con la
velocidad para poder establecer si esa interaccién se da con un escalar como
resultado. De ahi es posible deducir formalmente que la otra variable debe ser
también vectorial, y que las multiplicaciones deberan equipararse con productos

internos.

Hay otras posibilidades, pero es importante tener en cuenta que en el proceso de
identificacion se pueden dar razonamientos formales motivados por
consideraciones extra-matematicas, en este caso fisicas, a efecto de llegar a un

resultado preestablecido por esos requerimientos o determinaciones..

Una vez que se ha determinado el tipo de las diversas variables, es factible tratar
de establecer qué tipo de transformacién formal podria usarse para pasar de la
ecuacion que representa a una ley a un andlogo en el otro ambito. Supéngase que
en un caso concreto se ha identificado que la variable independiente en la
manifestaciéon del fenémeno en B es tensorial, y la dependiente escalar. Sus
analogos en Ay sean uno vectorial y el otro escalar. Una de las opciones
inmediatas es pensar que quizd para generar la ecuacién andloga en B sea
adecuado tomar la misma ecuacion que en Ag pero efectuando una
transformacién a variables tensoriales, de manera parecida a como una
transformada de Laplace le asocia a cada elemento de un cierto conjunto de
funciones otra funcién, pero definida en otro espacio, donde las variables y las
relaciones entre ellas no son del mismo tipo, pero la asociacion permite alternar

entre ambas formulaciones y obtener informacién de una y otra.

ek
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La heuristica puede ser muy formal en cuanto a los aspectos matematicos. Muy
formal en primer lugar porque no se procede de una manera que los matematicos
consideren rigurosa. Se sustituye o altera sin justificar las razones o exhibir el
significado matematico de lo que se hace. Se procede lo mas apegado a ciertas
reglas, de manera mecanica, dejado de lado otras, junto con parte sustancial del
conocimiento matematico. Dos ejemplos relativamente sencillos proporcionan una
muestra adecuada de lo que se entiende por proceder formal de acuerdo a esta

. v g ; ; ; dy
interpretacion. El primero es el ya mencionado del manejo del simbolo d como
X

una division.

Otro ejemplo muestra que no porque haya una cadena de frases simbdlicas
manipuladas de manera sintactica que conducen a una respuesta correcta se
garantiza que el proceso esté correcto, mucho menos riguroso. Una cosa son las
reglas formalmente correctas y otra la correccion del proceso en su totalidad. Esto
puede verse en el caso de la definicion del uso del operador V. se considera al

operador V como una entidad abstracta de tres componentes escritos uno encima

del otro:

a -
ox,
0

V= i 1
ox, |’ (1)
a_
dx,

que interactia formalmente con los elementos de un espacio vectorial sin ser
elemento de ese espacio. Por ejemplo, sea u una funcién del espacio de puntos E*
en R. Para cada punto su gradiente es un vector de R®, denotado en coordenadas:

grad u(x)=| — (x)
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Si se utiliza de manera formal la definicion de producto interno de R® se obtiene el
llamado laplaciano de u:

’u 9'u d'u

Au=(Vegrad u)= + +
= egnei i) ox* oy’ a9’

Este proceder es formal porque toma solo el aspecto manipulatorio de una
operacion que solo puede ser definida en una estructura vectorial adecuada. Para
empezar un producto interno es una operacion que a cada dos elementos de un
mismo espacio vectorial les asigna un escalar. El operador V puede ser elemento
de un espacio vectorial de operadores, pero de ninguna manera se encuentra en
el mismo espacio vectorial que el vector v e R®. Se deja de lado todo aquello que
le da sentido a un producto interno para quedarse con una pura regla sintactica Se
ha pasado al ambito de la pura manipulacién simbdlica.

drkok

Aun matizando y tratando de verlo de una manera mas compleja, es un hecho el
que una ciencia, la fisica, ha utilizado como herramienta de exploracién aspectos
formales del manejo de relaciones matematicas.

La extraneza que causa la anterior afirmacién proviene del uso de procesos
formales (en un uso un tanto ambiguo de la palabra se habla de procesos
sintacticos) sin justificacion fisica para llegar a resultados predecibles,
confirmables. Pareciera que sin una guia confiable, el proceder formal no fuese
capaz de distinguir el camino correcto entre la madeja de posibles combinaciones
sintacticas, lo cual es precisamente uno de los pilares del argumento de Steiner.

¢ Cémo es posible, entonces, que esos procederes lleven al éxito?

Hay que preguntarse dos cosas. En primer lugar si esas manipulaciones
sintacticas en verdad no tienen nada que ver con ideas fisicas. Por ejemplo, al
menos algunas de esas manipulaciones se hacen con la clara intencién de llegar a
un resultado fisico especificado.

En segundo lugar habria que tratar de entender en qué medida esas

manipulaciones pudiesen carecer de significado matematico, o sea, en qué
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medida pudiesen ser puramente “formales”. Esto se ha discutido en gran parte de
este trabajo. Esta discusion ha indicado cuan problematico es dar un concepto de
forma en matematicas que diferencie con precision entre forma y significado, caso
de que fuera posible establecer ese concepto. Seria inclusive cuestionable que un
concepto o procedimiento que careciese por completo de toda referencia a un
significado matematico pudiese ser considerado precisamente como algo
matematico. Inclusive para poder negar todo significado matematico ese concepto
o procedimiento debe tener (al menos) la posibilidad de hacer referencia a lo
matematico, cuando no la posibilidad de ser o haber sido un ente matematico. Por

. . . : dy : I
ejemplo, la manipulacién del simbolo d_ como si fuese una divisiéon no se hace
X

para obtener el resultado de ninguna division sino siempre dirigida por la

conciencia de que ese simbolo representa una derivada.

Desde un punto de vista estricto, esa manipulaciéon no sélo es puramente

i . z dy s ;
sintactica, sino trasgresora. El simbolo E‘— no representa una division, sino un
ax

limite, y no debe ser tratado como una divisién. Esta trasgresion sélo tiene sentido
dentro de las matematicas. El afirmar que el significado de este simbolo puede ser
“dejado de lado” y tratarlo como una divisién sigue siendo una afirmacién que se
da en funcién estricta de lo matematico, aunque sea trasgrediéndolo.

Tercera Parte. Lo formal y lo fisico

Supdngase que en el mencionado ambito B se puede caracterizar a un aspecto de
un fenémeno como algo similar a una velocidad. ¢Hay criterios fisicos para ello, 0
es algo arbitrario asumir esa semejanza? En principio todo proceso que tiene lugar
en el tiempo es factible de ser analizado con respecto a la relacién de cambio
temporal. Si se establece que la funcién V que representa esos aspectos es (o
puede ser) vectorial, varia con el tiempo, V = V(t), existe un campo U = U(t) que

proporciona los cambios espaciales y es tal que para cada punto e instante se
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tiene EU =V, es entonces una posibilidad que V tenga las caracteristicas fisicas
or

de una velocidad. Por lo tanto, no es dificil que en B haya aspectos de algun
fendmeno que presentan, tanto desde el punto de vista fisico como matematico,

similitudes fisicas y matematicas con lo que es una velocidad.

El fisico sabe que la velocidad no es algo que se da por si solo, sino que es un
parametro que interactua con otros, y por lo tanto su comportamiento no puede ser
arbitrario, sino que se da en un contexto que por un lado lo condiciona y por otro lo
hace intervenir en otras representaciones. O sea, la velocidad interviene en ciertas
leyes fisicas. Son estas leyes las que se estan buscando y para las cuales se

postula una cierta forma matematica.

¢ Hasta qué punto es arbitraria esa forma? Es ésta otra manera de preguntar por lo
que sea la forma en matematicas. Un problema bdsico radica en la imposibilidad
de separar nitidamente lo que es forma y contenido (o cualquier otro nombre que
quiera darsele). Hacerlo es, en mi opinién, un error de Steiner. En un proceder
puramente sintactico el alfabeto carece de significado, es sélo un conjunto de
simbolos que pueden combinarse de acuerdo a ciertas reglas para formar
“palabras” validas. Estas cadenas de simbolos pueden, a su vez, ser elaboradas y

manipuladas para llegar a nuevas palabras vélidas.

En oposiciéon, los simbolos matematicos basicos sélo pueden manipularse
adecuadamente bajo la premisa de tomar en cuenta su significado. Por ejemplo,

las dos cadenas

ax _ & dx e
ay dy

pueden entenderse como cadenas del mismo tipo, constantes multiplicando a
escalares igualadas a otra constante. O diferentes, en la primera constantes
multiplicando a escalares, la segunda como una derivada. En el primer caso la

manipulacion formal

ax=avd; dx=dve
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es valida, no lo es para la segunda igualdad.

Las manipulaciones formales que se llevan a cabo en la fisica muchas veces no
respetan esta situacion, pero tampoco pueden desentenderse por completo de
ella. Ciertos tipos de simbolos sélo pueden interactuar de una forma especifica
con otros. Esta frase puede escribirse también como: Ciertos tipos de simbolos
solo pueden interactuar de una manera especifica con otros. Al cotejar ambas
frases se tiene otro planteamiento para la forma en matematicas: La forma como
“manera de interactuar”. Una cierta cadena de simbolos tiene la forma que
corresponde a la manera de interactuar de las entidades que esos simbolos

representan. Por ejemplo, dados los simbolos
“.l’.x,f,A,=‘(,) ]

en el contexto de un primer curso de analisis vectorial, la siguiente cadena es
valida:

Au(t,x)= f(t,x),
mientras que en el mismo contexto la siguiente cadena no lo es:
u(t,A) = f(t,x),
ya que u no puede tener como argumento un operador.
En matematicas el significado restringe y modula la sintaxis. Esto se puede ver

con claridad en el siempre util ejemplo del simbolo j: Desde un punto de vista

sintactico, dicho simbolo es equivalente a cualquier otro del tipo ? y por lo tanto
X

ser susceptible al mismo tipo de manipulaciones. Pero el significado de ese
simbolo introduce otra regla que indica que esta excluido de algunas de esas
manipulaciones. En otros casos el significado modula la sintaxis, como en el caso

de N, el conjunto de los nimeros naturales, en donde no es correcto escribira—b
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cuando a < b. La prohibicién de dividir entre cero’ proviene del hecho de que el

cero es el elemento neutro de la suma.

Por ello todo proceso de manipulacién sintdctica en fisica, por mas que introduzca
elementos y reglas ad hoc debe llevar como resultado® a una cadena de simbolos

no sdlo sintacticamente correcta, sino con un doble significado: Debe ser primero

. . ; i y dy
una cadena de simbolos con algtn sentido matematico, el simbolo E puede ser

y es manipulado como una division, pero si aparece o reaparece en alguna
expresion fisica significativa se interpreta como una derivada. En segundo lugar
debe ser también algo significativo desde el punto de vista de la fisica. Pero sélo
expresiones matematicamente correctas son empleadas en las representaciones
resultantes. Aun el procedimiento mas formal o mas trasgresor debe concluir en

una expresion correcta para poder ser significativo en la fisica.

El significado matematico de las cadenas simbdlicas no puede dejarse de lado
totalmente, ni aun en los casos aparentemente mas formales. No cualquier
manipulacién formal conduce a una expresién matematicamente correcta. Obtener
como resultado una expresion correcta implica someterse de una u otra manera a
restricciones que no son puramente sintacticas, sino que implican el conocimiento
del significado matematico de los simbolos involucrados.

dkk

Hay un ejemplo representativo en mecanica cuantica. En fisica cuantica es usual
usar la siguiente nomenclatura para denotar el producto interno de dos vectores u

y v. (u|v). Se ha encontrado conveniente separar de manera formal ese producto
interno en dos partes: (u| y |v). Esta manera de establecer esta separacién no

tiene sentido matematico y sin embargo funciona. ;Por qué? Porque las reglas
sintacticas con las que se manipulan esos simbolos respetan el significado
matematico que tendrian de estar correctamente definidos, y sobre todo, porque

” O de asignarle un simbolo especial, «, a esa divisién.
* Quiza algunos pasos intermedios carezcan de significado, pero no el resultado.
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ahi donde esa simbologia debe proporcionar una manera de hacer calculos, se

recupera la forma original y significativa de la expresion matematica.

Un fisico puede ser poco riguroso, puede ser formal, puede plantear analogias
poco claras o alterar y simplificar sus manipulaciones, pero al momento de
establecer una ley fisica no puede transgredir el significado matematico de los
simbolos empleados ni de las relaciones entre ellos. Esto también le permite
reubicar cierto tipo de errores que pudiese haber cometido. Si el resultado no tiene
sentido matematico puede retroceder en su cadena de deducciones, implicaciones
o intuiciones en una busqueda de aquello que ha llevado al error matematico, lo
que en principio debe poder llevarse a cabo. Por otro, caso de partir de una
analogia, o sea, dando una propuesta de cual podria ser el resultado final, puede

construir uno o varios caminos que lleven a él a partir de un sistema conocido.

Estas situaciones pueden tener consecuencias de interés para un andlisis de lo
que pudiese ser el conocimiento matematico.

ke

Las consideraciones anteriores indican que en muchos casos lo que parece un
proceder puramente formal tiene detras fundamentos y justificacion tanto dentro
de las matematicas como de la fisica, pero lo fundamental, aqui y en general en
las mas diversas aplicaciones, viene dado por algo que no es precisamente ni
mateméticas ni fisica puras, sino algo que surge de su interaccién. No se descarta
un cierto grado de formalismo puro, convencional o basado en consideraciones
estéticas, o inclusive con un cierto toque de arbitrariedad, pero no parecen ser las
razones fundamentales o las directrices determinantes en procesos como los que
describe Steiner. Lo arbitrario tiene una contribucién al permitir considerar diversos
angulos de un fenémeno, pero esa ambigliedad esta limitada y dirigida por
consideraciones matematicas, fisicas, heuristicas (como la ya sefialada) y mas
que nada por la profunda y compleja interaccion de todos los factores
involucrados, lo que ya no se puede reducir a una explicacion basada en uno solo

de ellos.
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El hecho que nos ocupa, procedimientos formales que conducen a
descubrimientos fisicos, sigue estando ahi, pero esos procedimientos no son
independientes ni del significado matemaético de las cadenas simbdlicas, ni de los
objetivos fisicos que se persiguen. También ha sido posible formular algunos
principios heuristicos con base en la experiencia de trabajo, como, dicho en muy
pocas palabras, usar o aplicar aquello que ya antes ha dado resultado. Dado que
no resulta asombroso que el conocimiento fisico contribuya a ampliar y definir sus
propios desarrollos, ni que principios heuristicos tan generales sean
razonablemente efectivos, queda sélo preguntas con la que todo estudio de las
matematicas aplicadas acaba por enfrentarse: ;Por qué la fisica no puede
transgredir las matematicas? ;Qué es lo que las hace tan adecuadas para las
tareas de la fisica? Lo que inevitablemente lleva a preguntarse qué es el
conocimiento matemdtico y de qué manera participa en el desarrollo de otras
areas del conocimiento. ;Son las matematicas soélo un marco adecuado para
ordenar nuestro conocimiento fisico, como una buena caja donde puedo separar
eficientemente los diferentes tornillos, tuercas, clavos? ;O hay algo en ellas de
especial relevancia para el conocimiento empirico? De ahi a preguntarnos por la

naturaleza de las matematicas hay sélo un paso.

No es esta ultima pregunta a la que dedicamos este trabajo. Lo que si se tuvo en
mente fue, a partir de una discusion puntual con Steiner, tratar de ubicar puntos de
interés para una posible discusion acerca de lo que el conocimiento matematico

contribuye en sus andanzas por el mundo de la fisica.

Cuarta Parte. Comentarios finales.

Con respecto a Steiner se ha dicho ya que si bien sus conclusiones no son
convincentes, hay una gran riqueza en su trabajo y tiene, sobre todo, la virtud de
haber puesto sobre la mesa de una nueva manera un problema que ha sido poco
analizado en los dltimos tiempos: la relevancia filosofica de la aplicabilidad de las
matematicas, como un subtema con interés propio y actual de la relacién entre las
matematicas y la realidad, en general como un subtema con caracter propio de la

262



filosofia de la ciencia. En especial ha mostrado que las implicaciones de esa
aplicabilidad pueden tener un significado muy amplio. La contribucion bdsica de

este trabajo ha sido de delimitacion y profundizacion de ciertos temas.

Un pilar basico de nuestro conocimiento fisico es nuestro conocimiento
matematico. Nuestro conocimiento matematico ha seguido senderos
profundamente influidos por nuestras indagaciones fisicas. La aplicabilidad de las
matematicas debe entenderse y analizarse en este contexto.

Quisiera concluir haciendo referencia a algo que se mencioné en el capitulo

anterior.

Los conceptos matematicos sélo tienen sentido en el entramado de una teoria.
Ese sentido es fundamental para establecer su significado. Ese significado
interviéne, de una u otra manera, en toda aplicaciéon. Aunque no siempre es
aparente, es toda la teoria lo que esta sustentando esa aplicacién, no tal o cual
concepto. Cada vez que se aplica el concepto de vector es toda el algebra lineal la
gue se encuentra atras, y cuando no es asi, el concepto de vector ni siquiera sirve
como descripcion, como en la desafortunada definicion de vector como “algo con
magnitud, direccién y sentido”. Los desarrollos tedricos matematicos estén
implicitos en esa descripcion, y por ello, mas que como un misterio, esta relacion
debe interpretarse fisicamente como manifestacién de la unidad profunda de las
diversas maneras de representar un sistema fisico que se manifiesta ante

nosotros.
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