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Introduccién

Generalmente, cuando sabemos que ciertas propiedades o resultados son vali-
dos para casos particulares, surge el interes por saber si es posible hacer exten-
siones de tales resultados a situaciones mds generales, con el objetivo de poder
aplicarlos en la solucién de una gama mds amplia de problemas. Esto mismo
sucede en Matemédticas cuando tenemos resultados tedricos que nos permiten de-
cir algo sobre algiin conjunto de entes matematicos y queremos saber si es posible
afirmar lo mismo para un conjunto més grande, o mas aun, averiguar qué tanto
podemos decir al respecto a medida que agregamos o quitamos hipétesis.

Cuando tenemos un conjunto de variables aleatorias (X;):-, que son inde-
pendientes y con igual funcién de distribucién F, y nos preguntamos por el
comportamiento asintético del méximo M,, = max (X;,...,X,) de n de ellas,
a medida que n crece, la Teoria de Valores Extremos (TVE) cldsica nos da
la respuesta a ésta y algunas otras preguntas al respecto, como por ejemplo,
el comportamiento de la distribucién de excesos F, = P{X —u <z | X > u}
para umbrales u grandes, las propiedades del proceso que cuenta el nimero de
excesos a umbrales altos y su intrinseca relacién con el mdximo, asi como con
las estadisticas de orden. De manera més precisa, si M,, 4 X,n— o0 (M),
converge en distribucién a la variable aleatoria X) donde X es no degenerada,
entonces el Teorema de Fisher-Tippet nos dice que la funcién de distribucion
de M, (debidamente normalizado) debe ser una de las de Valores Extremos, es
decir, Gumbel, Fréchet o Weibull. Si denotamos por NV, el mimero de veces que
se excede un cierto valor u, por las variables aleatorias X, ..., X, y el mimero
promedio de excesos a u,, se estabiliza, para n suficientemente grande, alrededor
de alguna constante 0 < 7 < oo, entonces N, 4N , donde N es un proceso
de Poisson sobre (0,1] con intensidad 7. Estos interesantes resultados y otros

més, también son validos en el caso en que (X;);-, es estacionaria y satisface dos

il



v Introduccidn

condiciones, una que involucra un cierto tipo de independencia asintética, y la

otra que anula la posibilidad de excesos por pares a umbrales altos.

El objetivo principal de este trabajo es revisar las condiciones necesarias bajo
las cuales los resultados centrales de la TVE pueden ser extendidos al caso més
general en el que (X;);°, no necesariamente sea estacionaria, ademds de analizar
hasta donde es posible lograrlo, las diferencias entre el caso estacionario y el no
estacionario, asf como presentar ejemplos interesantes en los que se verifiquen
tanto los resultados y como su aplicacién. Tal generalizacién en los resultados
da pie y sustento a la aplicacién de los métodos y técnicas de la TVE en tareas
en las que se requieran buenas estimaciones sobre la ocurrencia de observaciones
muy grandes, que en general son muy poco probables pero de magnitudes im-
portantes, por lo que conocer el comportamiento distribucional en el drea de la
cola nos permite describir de manera méds adecuada los efectos de los eventos ex-
tremos. El sector asegurador y financiero de toda sociedad est4 siempre preocu-
pado por la latente posibilidad de la ocurrencia de eventos extremos (siniestros
con grandes reclamaciones y catdstrofes financieras), por lo que obtener buenas
estimaciones sobre las medidas de riesgo que se utilicen permitirdn hacer reservas
y previsiones adecuadas con el objeto de estar preparados en caso de que alguno
de estos eventos suceda. Cabe mencionar que la TVE permite obtener buenos
estimadores de las dos medidas de riesgo mds utilizadas, el Valor en riesgo (VaR)
y la Esperanza Condicional de la Cola (ES), siendo ésta iiltima una medida de
riesgo coherente, y cuyas estimaciones en general resultan ser mds adecuadas
que cuando suponemos que los datos provienen de una distribucién Normal (ver
51)-

Este documento consta de tres capitulos y un apéndice, y a continuacién
procederemos a dar una descripcién sobre la estructura y organizacién de éstos.
Para poder abordar el caso de sucesiones no estacionarias es necesario conocer
con detalle tanto los resultados como las condiciones que se requieren para exten-

der la TVE del caso independiente e idénticamente distribuido al estacionario,
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esto debido a la posible similitud entre la técnica usada y la que se requerird para
pasar de este iltimo al caso no estacionario. Por tal motivo, el primer capitulo
pretende ser un resumen de la TVE en el caso estacionario. Revisamos resultados
bésicos como el Teorema de Fisher-Tippet, que caracteriza la distribucién asin-
tdtica no degenerada del maximo, v la Aproximacion de Poisson, que relaciona
la estabilizacién del mimero promedio de excesos a umbrales con la probabil-
idad de que el méximo no los exceda, y que més generalmente, nos permite
decir cudl es la distribucién asintética del proceso que cuenta el mimero de ex-
cesos a umbrales altos de nuestra muestra aleatoria. Para hacer la extension del
Teorema de Fisher-Tippet al caso estacionario necesitamos de una condicién de
independencia asintética o leve dependencia, conocida como Condicién D (u,),
y para extender también la Aproximacién de Poisson requerimos que ademaés se
satisfaga una cierta condicién de antiagrupamientos de la sucesién estacionaria
denominada Condicién D' (u,). Cuando sélo se satisface la primera condicién,
en general, no es posible evitar los agrupamientos sobre ciertos umbrales y surge
entonces el concepto de indice extremo de un sucesién estacionaria, el cual de-
sempena un papel determinante cuando comparamos la distribucion asintética
del maximo de la sucesién estacionaria con la que éste tendria si las variables

aleatorias en cuestion fueran independientes.

En el segundo capitulo centraremos nuestra atencién en la extensién de los
resultados de la TVE vistos en el Capitulo 1 a alguna situacién més general.
Para empezar, las sucesiones de variables aleatorias con que trabajaremos serdn
lo mds generales posibles (no estacionarias) y con distribuciones marginales no
necesariamente iguales. Ademads, las sucesiones de umbrales que consideraremos
podrén ser distintas para cada variable aleatoria de la sucesién (X;)Z,, por
lo que los eventos que determinan al mdximo serdn el caso particular cuando
trabajemos con una unica sucesién de umbrales. De nuevo, cuando compara-
mos la distribucién limite del méximo de nuestra sucesién general con la que

éste tendria si ademds las variables aleatorias fueran independientes (la suce-
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sién independiente asociada) requerimos de ciertas condiciones para garantizar
el mismo comportamiento asintético distribucional. A una de estas condiciones
se le conoce como Condicién A, la cual nos garantiza que la distribucién limite
del maximo sea no degenerada, y otras dos, la Condicion D {u,;} que es del
tipo de leve dependencia y una de antiagrupamientos a umbrales altos llamada
Condicion D' {u,;}. Veremos que la familia a la que pertenece la distribucion
limite del maximo de variables aleatorias independientes pero no idénticamente
distribuidas es mds grande que la familia de distribuciones de Valores Extremos,
pero en el caso en que la sucesion es no estacionaria pero con iguales marginales
podremos tener una versién extendida del Teorema de Fisher-Tippet. Una vez
derivada la Aproximacién de Poisson, trabajaremos con el respectivo proceso de
excedentes, el cual resultard converger a un proceso de Poisson no homogéneo.
De nuevo, como en el caso estacionario, si s6lo se satisface la Condicion D {un; }
surge la nocién de indice extremo, el cual desempenard un papel parecido, pero

no igual, que el que este concepto tiene en el caso estacionario.

En el tercer capitulo aplicaremos y corroboraremos, mediante tres ejemplos de
familias de sucesiones no estacionarias, los resultados de la TVE obtenidos en el
segundo capitulo. En la primera seccién consideraremos las sucesiones generales
no estacionarias max-autorregresivas (X;)i, , conocidas como max-AR(1), con
el propdsito de estudiar el comportamiento asintético de M, y evaluar el indice
extremo. En la segunda seccién examinamos el comportamiento extremo de
sucesiones gaussianas no estacionarias, y como era de esperarse, de nuevo como
en el caso estacionario, las restricciones se hardn sobre la sucesién de covarianzas.
En la ultima seccién estudiamos una clase de distribuciones multivariadas cono-
cidas como Farlie-Gumbel-Morgenstern para discutir las propiedades extremas
de sucesiones de variables aleatorias con dicha distribucién. Veremos que el
comportamiento extremo de esta sucesién es como el que tendria si no existiera
dependencia entre sus componentes.

Finalmente, en el Apéndice revisamos conceptos basicos sobre procesos pun-
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tuales y en particular el Proceso de Poisson. asf como un resultado importante
que caracteriza la convergencia débil de este 1ltimo y que resulta de gran utili-
dad en las demostraciones sobre la convergencia del proceso de excedentes a un

proceso de Poisson.



Capitulo 1
TVE en el caso estacionario

Antes de estudiar la Teorfa de Valores Extremos (TVE) para el caso de sucesiones
de variables aleatorias (v.a.) no estacionarias (caso general), debemos tratar
primero los resultados mds importantes de la TVE en el caso estacionario, que
incluye al caso de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(v.a.iid.). En este tltimo destaca un resultado central de la TVE: el Teorema de
Fisher-Tippet, que nos dice explicitamente la forma funcional de la distribucién
asintGtica no degenerada del maximo A, de n v.a. (debidamente normalizado)
a medida que n crece. Cuando la sucesién de v.a. es estacionaria, también es
posible obtener una versién del resultado tan importante antes mencionado. Las
condiciones y restricciones que se piden para su validez pueden no cumplirse en
general, asf que surge la nocién de indice extremo de la sucesién estacionaria.
Por tal razén, en la seccion 1 revisaremos los conceptos y resultados princi-
pales de la TVE en el caso de v.a.i.i.d. Una vez hecho esto, en la seccién 2 de
este capitulo haremos la extensién del Teorema de Fisher-Tippet del caso inde-
pendiente e idénticamente distribuido al estacionario, para lo cual requerimos de
una condicién de independencia asintética o leve dependencia, a saber la Condi-
cion D (u,). En la seccién 3 revisaremos una Condicién de antiagrupamientos

de la sucesion estacionaria conocida como la Condicion D' (u,), que junto con

1



2 CAPITULO 1 TVE EN EL CASO ESTACIONARIO

D (u,), hace que otro resultado del caso independiente, la Aproximacién de Pois-
son, también se satisfaga. En la seccion 4 introducimos el concepto de sucesién
independiente asociada y verificamos que bajo D (u,) y D' (u,) los resultados
del caso independiente y el estacionario son idénticos; por otro lado, si sélo se
cumple la Condicién D (u,) en general no podemos evitar los agrupamientos
sobre ciertos niveles y entonces surge la nocién de indice extremo de la suce-
sién estacionaria y revisamos los resultados y el papel tan importante que juega
este concepto. En la seccién 5 de manera muy somera revisamos el Teorema
de Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan (GBPdH) que nos dice cudl es la dis-
tribucion asintética de los excesos por encima de umbrales altos. Finalmente,
en la 1ltima seccién revisaremos el comportamiento asintético de la distribucién
del mimero de excesos dado un cierto umbral. Este capitulo pretende ser un
resumen de la TVE en el caso estacionario y es tomado principalmente de [5],
[6] v [18]. Cabe mencionar que en la medida de lo posible se demuestran los
resultados presentados, pero esto con el fin de comparar la técnica usada en el
caso estacionario con la que se usard en los siguientes capitulos para el caso no

estacionario.

1.1 Resultados basicos de la TVE para v.a.i.i.d.

Sea (X;);2, una sucesién de v.a.i.i.d.. denotamos al méximo de n de ellas como
M, = max (X,,...X,). El objetivo es estudiar la distribucién de M, y todas

sus propiedades inherentes cuando n — 2.
Si conocemos lo que pasa con M, es posible derivar facilmente propiedades

parecidas para el minimo de las primeras n observaciones usando la relacién
m, =min (X;....,X,) = —max(—-X;,..., -X,).
De la definicion de M, tenemos que

P{M,<z}=P{X,<12,..., X, <2} =F"(2),
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donde F es la funcién de distribuciéon comuin de cada X;.

El primer resultado que presentaremos es uno muy ttil y, en general, aplicable

=]

a cualquier sucesion de reales (u,),_,.

Teorema 1 (Aprozimacidn de Poisson) Sea (X, );.., una sucesion de v.a.i.i.d.,

oo
n=

entonces para 0 < 7 < 00 una sucesién de reales (uy),_, se tiene que

limn(l—F(u,))=r1 (1.1)
sty solo si
Im P{M, St} =¢" (1.2)
Demostracion.

Casol. 0 < 7 < 00.
(=) Supongamos cierta la expresién (1.1). Sea (un),., una sucesién de

mimeros reales, entonces

por lo que

lim P {M, < u,} = lim F" (u,) = lim (1— (1 — F (u,)))"

n—oo n—00 n—oo

o= Tiid (1 = +o(l)) =T
n—oo T T

(«=) Si ahora suponemos (1.2), podemos asegurar que

lim (1 - F(u,)) =0,

n—oo

ya que si no fuera cierto entonces tendrfamos que existen (un, );—, ¥ € > 0 tales
que para toda n > 0 natural existe n, > n para la cual 1 - F (u,,) > €, con lo que
P{M,, <u,}=F"(u,,) < (1—¢€)"™ — 0,n — oo, que es una contradiccién

a nuestra hipotesis. También observamos que la hipétesis se puede escribir como

limnln(l - (1 - F(u,))) = -7,

n—oo
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lo que nos lleva a que
n(l—F(u,))=7+o0(1)

pues sabemos que In (1 +z) =~z siz — 0.

Caso 2. T = oo (por contradiccién)

(=) Primero supongamos que se cumple (1.1) pero lim P{M, <u,} # 0.
Existe entonces (nx)._, sucesién de naturales tal que o

lim P{M,, <u,}=e " paraalguna 7’ < oo,

Ny —00

que como antes, implicarfa que limn (1 — F (u,)) = 7" < o0, lo cual es una
contradiccién.
(<) Similarmente, si ahora es cierta (1.2), pero limn(1— F (u,)) # T,
TL—D0
entonces existe (u,,)p., una sucesion de reales tal que
lim n(1— F (uy,)) = 7' para algin 7' < oo,

T =400

lo cual segin el Caso I nos llevaria a que lim P{M,, <u, } = e ™ >0, que

T —00

contradice lo supuesto. m

El resultado anterior nos dice que, a medida que n crece, el mimero promedio
de excesos a u, en la muestra se ubica alrededor de una constante, si y sélo si,
la probabilidad de que el maximo no exceda a u,, se estabiliza también alrededor
de una cierta constante que depende directamente de esta primera.

Si denotamos zp = sup {z|F (z) < 1}, llamado el punto final de la distribu-

cién F, obtenemos a partir del teorema anterior el siguiente corolario.

Corolario 2 (1) M, — zp con probabilidad 1 si n — oo.
(71) Sizp < 00, F(zp—) <1 (F tiene un salto en su punto final derecho) y

para alguna sucesion (u,),., sucede que
P{M, < u,} - r,n — o0,

entoncesr=0o0r=1.
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Demostracién.
(z) Sea u,, = u < zp para todo natural n, entonces 1 — F (u,) > 0, de donde

limn (1 — F (u,)) = 7 para 7 = oo,

n—oo
asi que lim P {M, < u} = 0 segiin el Teorema 1. Dado que P {M,, > zp} =0
para ca&a Drcw, tenemos que M, — zp en probabilidad. Tenemos ademds, que
(M), es una sucesién monétona, por lo que converge casi seguramente, y
entonces M,, — zp,n — 00 casl seguramente.

(i) Supongamos que zp < c0 y F(zp—) < 1. Sea (u,);., una sucesién de
reales tal que P {M, < u,} — r,n — oo para alguna 0 < r < 1, es decir,

P{M, <u} - e",n— o0
para alguna 0 < 7 < oo, es decir,
n(l — F(u,)) — 7,n — 00,

por el Teorema 1.

Si sucede que wu, < zp para una infinidad de valores de n, entonces 7 = oo,
pues 1 — F(u,) >1— F(zp—) > 0, con lo que tenemos r = 0.

En el otro caso, cuando u, > zp para n suficientemente grande tenemos
n(l—F(u,)) =0,asfquer=0,yenestecasor=1. m

El Corolario anterior es el caso de en el que la distribucién del médximo es
degenerada. Nuestro prop6sito es aproximar la distribucién de M, de manera
asintética mediante alguna distribucién no degenerada. Primero precisaremos la

idea de la aproximacion.

Definicién 3 Diremos que F' pertenece al dominio de atraccion para mdrimos
de G, lo cual escribiremos como F € D (G), si existen sucesiones (a, > 0);—, y

(bn)oe, de reales, tales que

P {an (M, — b,) < z} % G (2)
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i i — . L
La notacion — significa que la convergencia ocurre en los puntos de continuidad

de G, y se conoce como convergencia en distribucidn.

Existe un tipo de funciones de distribucién que juegan un papel importante
en el desarrollo de la TVE, ya que més adelante veremos que la familia a la que

pertence G coincide con este tipo de distribuciones.

Definicién 4 Se dice que la distribucion no degenerada G es maz-estable si para

cadan = 2,3,... existen reales a, > 0 y b, tales que G™ (anz + b,) = G (z).

El siguiente teorema nos damos cuenta que es posible caracterizar las dis-

tribuciones limite del maximo debidamente normalizado.

Teorema 5 (i) Una funcién de distribucion no degenerada G es maz-estable, si
y sdlo, si existe una sucesion (Fy,)o., de funciones de distribucion y (an > 0);_,
y (bn)oo, tales que
1
y 24 (—-—x + bﬂk) Zitix (z),n — o0

Qnk
para cada k = 1,2, . ..

(i1) En particular, si G es no degenerada, D (G) es no vacio si y sélo st G
es maz-estable. Entonces ademds G € D(G). Ast la clase de distribuciones
no degeneradas G tales que P{a, (M, —b,) <z} — G(z) (para Xy, Xs,...
v.a.1.1.d.) coincide con la clase de distribuciones maz-estables.

Demostracién.
(i) Dado que G es no degenerada, también G es no degenerada para cada
k. asf que si F, (ﬁx + b,,k) 5 6% (z),n — oo para cada k = 1,2, ..., tenemos

que por el Teorema de Khintchine (Teorema 1.2.3 de [18])
G* (z) = G (axz + By)

para alguna a; > 0y /., con lo que G es max-estable.
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Si ahora suponemos que G es max-estable, entonces
1
G"|—z+b,) =G (z)

Qn

oo

para alguna (a, > 0);—; ¥ (bn)ov;-
Sea F, = G™, entonces

-

F, (iar + bnk) = (G"’“ (ix + bnk)) =lolt Seli s e

nk Ak

o0

(17) Supongamos que G es max-estable, es decir, existen sucesiones (a, > 0),,

y (bn):2, tales que
G™ (anz +by) = G (z) 5 G (z) ,n — 0,

con lo que tenemos que g € D (G).
Si D (G) es no vacio, tenemos que existe F' € D (G), tal que

F" (ix+bn) 4G ().

an
Entonces

ok (i;r. + bnk) %G (2),

Ak
asi que

1 TR

Fp| —z 4+ b | — G* ()

Anj

para F,, = F, y por (i) tenemos que G es max-estable y
P {a (My — b,) < 7} = F" (im+bn) 4 Ga).
ayn

]

Corolario 6 Si G es max-estable, entonces eristen funciones reales a(s) >0y

b(s), definidas para s > 0, tales que

G (a(s)z+b(s)) =G (z) para todos los reales z,s > 0.
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Demostracion.
Dado que G es maz-estable, tenemos que existen (a, > 0)re, y (bn)ie, tales

que G™ (a,x + b,) = G (z), asi que para s > 0,
G (apng)z + bng)) = G (2),

Y como h:l ~ n para n suficienternente grande, sucede que
G" (apusj + b)) — G* (2),

por lo que de nuevo por el Teorema Khintchine (Teorema 1.2.3 de [18]) tenemos

que ezisten a (s) > 0 y b(s) tales que
G(a(s)z+b(s) = G* (),
pues G+ (z) es no degenerada, lo anterior para cada s > 0. W

Definicién 7 Decimos que dos distribuciones G, y G, son del mismo tipo si

G2 = Gy (az + b) para algin a > 0 y b, mimeros reales.

En el sentido de esta definiciéon, G es max-estable si G y G™ son del mismo
tipo para cada n = 2,3, .. .. Equivalentemente, si existe una sucesion (F,),. ; de

distribuciones tales que
Fo (an +by) = Gi (z) ¥ Fo (anz + B,) = Ga (3),

con a,, @, >0y Gy, Gy no degeneradas, entonces ambas son del mismo tipo.
El siguiente teorema es uno de valores extremos que nos dice explicitamente

la forma funcional que tienen las distribuciones max-estables.

Teorema 8 Cada distribucion maz-estable coincide con G (ax + b) para algin
a > 0 y b reales, donde G es alguna de las tres distribuciones: Gumbel (A),
Fréchet (®,), Weibull (V,,), donde

Gumbel: A(z) =e ¢, —o0 < 2 < o0;
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0, z <0,
Fréchet: @, (z) =

e * ", para alguna a > 0, = > 0;

e~ =2 para alguna a > 0, z <0,
Weibull: ¥, (z) =

L #iz 0

Reciprocamente, las distribuciones Gumbel (A), Fréchet (®,) y Weibull (V,)
son distribuciones maz-estables.

Demostracién.

(<) Supongamos que G es una de las tres distribuciones:
Para el tipo Gumbel A (z),

b £ nn n el 3 nn e nn=Iinmn
G"’($+lnﬂ)=(e'°{+' 1) M i I G (z).

Para el tipo Fréchet @, (2),

, 0", z<0 0, <0
G" (n_Za:) = o = G (z).
e_"(_" ”) z>0 e =D 250

Tenemos entonces que G es max-estable.

(=) Ahora, supongamos que G es max-estable. entonces existen las funciones

a(s) > 0y b(s) definidas para s > 0, tales que

G*(a(s)r+b(s)) = G (z) para cualesquiera z,s > 0,



].0 CAPITULO 1 TVE EN EL CASO ESTACIONARIO

asi que para 0 < G (z) < 1 tenemos
—sInGa(s)z+b(s))=—-InG (x),

es decir,

In(—InG(a(s)z+b(s))) —Ins=—In(—InG(z)).

Definamos V (z) = —In(—InG (z)). Dado que la propiedad max-estable para
n = 2 implica que G no tiene saltos en cualquier extremo finito superior e inferior

y que V (z) es no decreciente, sudece que
inf {V (2)} = —o0 y sup{V (2)} = +oo.

Entonces existe U (y), la funcién inversa de V (z), definida para todo real y.

Dado que se cumple
V(a(s)z+b(s))—Ins=V (),

entonces segiin una propiedad de la inversa generalizada (Lema 1.2.1 (z) de [18]),

5 U+ ) =b(s) = U ).
Podemos pues, escribir que
U(y) -U(0)= aéls) (U(y+Ins) - U (lns)).

Si hacemos z = Ins, @(z) = a(e*), y U (y) = U (y) — U (0), entonces

U(y)a(z) = U (y+z) — U (z) para cualesquiera reales y, z
Asi i o ) )

Uly)a(z)+U(2) =U(y+2)=U(2)a(y) +U(y),

es decir,
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Tenemos los dos siguientes casos:
Casol. a(z) =1 para todo z.
Aquil(y)=U (y + z) — U (2), 0 sea que para todos los reales y, z se cumple

Uy+2)=U(y) +U(2),

cuya tinica solucién mondétona creciente es

U (y) = ry para alguna r > 0.
Entonces U (y) — U (0) = ry, por lo que
V3 y) =U(y) =ry+U(0),

y como V! es continua tenemos que z = V=1 (V (z)) = vV (z) + U (0). Asi que

tenemos 1
~In(-nG (@) =V(z) =~ (z - U(0)),

—emH(z=U(0)
de donde G (z) =e™°

Dado que G no tiene saltos en ningin punto final finito inferior y superior,

cuando 0 < G (z) < 1.

la expresién es vilida para cualquier real z, y por lo tanto G (z) = e ", para
—00 < T < 00.

Caso2. a(z) # 1 para alguna z.

Podemos entonces escribir U (y) = 1—?%—(-)5 (1—a(y)) = c(1—a(y)), donde
e = 1_%% # 0, ya que [7{2) = 0 nos llevarfa a que ﬁ(y) = () para toda y, lo
cual implicaria que U (y) = U (0) constante.

Escribimos por tanto,
c(l—a(y+z)-c(l-a(z)) =c(l-a(y))a(z),

que simplicando queda como

a(y+z) =a(y)a(z) para cualquier y, z reales.
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Debido a que a es monétona, la ecuacion funcional anterior tiene solucién moné-
tona no constante

a(y) = e™ parar # 0.

Entonces

V3 =U@=UE+U0)=c(1-€")+U(0).

Debemos notar que dado que V es creciente, asf{ también U lo es, por lo que
c<0sir>0,ye>0s17<0.

Tenemos pues,
2=V (V(z))=c (1 _ erv(x)) +U(0) = C(l - (- lnG(l‘))_r) +U ().,

y despejando
1

G (z) = e~ (1-2E-vON)™"

donde 0 < G(z) < 1 es continua en cualesquiera puntos finales finitos y por
tanto la expresién anterior vale para todo real z.

Si ¢ < 0, sabemos que 7 > 0, por lo que G (z) = e™* " con a = 1 y para
z > 0, mientras que G (z) = 0 en otro caso.

Si ¢ > 0, entonces r < 0, para cuando z < 0 se tiene G (z) = ¢~ ("*)", con
a=-yG(z)=1,paraz>0. m

Podemos ahora probar facilmente uno de los resultados centrales de la TVE,

debido al cudl A, ¢, v ¥, son conocidas como Distribuciones de Valores Ex-

tremos.

Teorema 9 (Fisher-Tippet) Sea M,, = max (X, ..., Xy,), donde (X;)7, es una
sucesion de v.a.i.i.d. Si existen sucesiones de reales (a, > 0)i. | y (by)oe, tales
que

P {an (M, — b,) < 2} 5 G (2)

para alguna distribucion G no degenerada, entonces G es una Distribucion de

Valores Extremos. Reciprocamente, cada Distribucién de Valores Extremos puede
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aparecer como limite de mdzimos debidamente normalizados, de hecho, sucede

cuando G es la distribucidn de cada X;.

Demostracién.

Si P{an (M, — b,) £ =} L@ (x), tenemos que se satisfacen las condiciones
del Teorema 5 y por tanto G' es max-estable, asi que el Teorema 8 nos dice
que G es una Distribucién de Valores Extremos. Reciprocamente, si G es una
Distribucién de Valores Extremos, entonces es max-estable por el Teorema 8, y
usando la parte (¢z) del Teorema 5 tenemos que G € D (G). =

Las distribuciones de Valores Extremos se pueden reescribir en una sola ex-
presién mediante el uso de la llamada funcién de distribucién de Valores Ex-

tremos Generalizada (VEG) que a continuacién definimos.

Definicién 10 La Distribucion de Valores Extremos Generalizada (VEG) estd
dada por

e'“"’ir}_é siE#0
He (z) =
eF siE=0

donde 1 4+ Ex > 0 y £ es el parametro de forma.

De la definicién de H¢ tenemos las siguientes relaciones:

=0 Gumbel H,(z) = A (z)
£>0 Fréchet H (IT"l) =, (2)
£<0 Weibull H, (i’;—ﬂl) =V_y ()

Esencialmente, casi todas las distribuciones continuas comunes en Estadistica
estdnen D (H) para alguna €. La distribucién normal, por ejemplo, se encuentra
en D (Hy) (caso Gumbel), clase de distribuciones conocidas como de cola ligera.
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Las distribuciones en D (H,) para £ > 0 (caso Fréchet) son conocidas como
distribuciones de cola pesada. Esta clase incluye, por ejemplo, las distribuciones
Pareto y t de Student.

Gnedenko (1943) demostré que para £ > 0, se satisface que F' € D (H), siy
solosi, 1 — F (x) = 2Tt L (z), para alguna funcién positiva L (z) bien definida tal
que Ili_‘r&%é—? =1, ¢ > 0 (decimos que L es de variacién lenta en co). Entonces
para este caso tenemos que la distribucién H, tendrd j-ésimo momento finito si

s 1
I &

1.2 Teorema de Fisher-Tippet para variables aleato-
rias estacionarias

Antes de preguntarnos sobre las condiciones bajo las cuales el Teorema de Fisher-
Tippet y la Aproximacién de Poisson pueden extenderse al caso estacionario
debemos revisar algunas condiciones de independencia asintética. Entre los casos

mads sencillos de dependencia tenemos la llamada m-dependencia.

Definicién 11 Se dice que la sucesion de variables aleatorias (X,),, es m-
dependiente, para algin natural m, si X; y X; son independientes para cua-

lesquiera indices i, j tales que |t — j| > m.

Ejemplo 12 Definiendo X, = max(Yy,...,Yn+k), para algin natural k fijo,
donde (Y, )., es una sucesion de v.a.i.i.d., tenemos inmediatamente que (X, )n-,

n=

es k-dependiente.

Por notacién y comodidad escribiremos F;, ;, (u) envezde F,, ;. (u.... u),
la distribucién conjunta n-dimensional evaluada en el vector u = (u,....u).
Ahora definimos un tipo de independencia asintética que precisamente nos per-

mitird demostrar la extension del Teorema de Fisher-Tippet al caso estacionario.
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Definicién 13 Sean (X,).., una sucesion de v.a. y (un),., una sucesion de

reales, la condicion D (u,) se satisface si para cualesquiera enteros
T&UHy &€ oua Ry y €k Jo' S W,
para los cuales j; — 1, > 1, se cumple que
| B iipnieita Vi) = i (0) Pt ()| £ i (1.3)
donde ay,, — 0,n — oo para alguna sucesion l, = o(n)

Ejemplo 14 Consideremos X,, = max (Yy, ..., Yask-1). n > 1, donde (Y,)io,
es una sucesion de v.a.i.i.d. con distribucién comin V/'F, para k > 2. En este

contexto, tenemos que

P{X, <z} = P{max(Ya,. -, Yass-1) S 2} = P{¥a €%;..., Yait-1t S 2}
=P{Y, <z} PV <z}=YF.--VE=F
k—veces

oo

Ast que entonces (X,),—, tiene distribucion F y cumple con la condicién
D (un) paral 2 k y ani =0, ya que Fy i, 1,5, (4n) = Fyy i, (Un) Fiy, .5, (un)
cuando j, — i, > k — 1 por ser (X,)o., una sucesion (k — 1)-dependiente, seqin

lo visto en el Ejemplo 12
Ahora precisamos el concepto de sucesién estacionaria.

Definicién 15 Decimos que (X, )i, una sucesion de v.a. es estacionaria si
(Xiyy-- s Xin) ¥ (Xiygmoy - - - Xipym) tienen la misma distribucion para cualquier

eleccion de n, iy,...,1,, y M.

En lo que resta de este capitulo trabajaremos con sucesiones de variables

aleatorias estacionarias.
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En esta seccién pretendemos demostrar una extensién del Teorema de Fisher-
Tippet para una sucesién estacionaria que cumple con la condiciéon D (u,), el
cual primero enunciaremos pero serd probado como consecuencia de algunos
resultados muy técnicos, por lo que la demostracién se puede revisar al final de
esta seccion. Pero la técnica usada en las demostraciones de tales resultados es
importante porque cuando trabajemos con sucesiones no estacionarias veremos

que existe mucha semejanza en la manera de probar los resultados.

Teorema 16 (Fisher-Tippet caso estacionario) Sea (X,),—, una sucesion de
v.a. estacionaria y (an > 0)o—, y (bn)or, sucesiones de reales dadas tales que
P{a, (M, - b,) < z} % G (), para alguna G (z) distribucion no degenerada.
Supongamos que D (u,) se cumple para u, = 7= + b, para cada real z, entonces

G (z) es una distribucién de Valores Extremos.

Observacién 17 Por el Teorema 8, demostrar esta generalizacion del Teorema
de Fisher-Tippet bajo tales condiciones, es equivalente a demostrar que la dis-

tribucion G es maa-estable, lo cual a su vez es equivalente, segiin el Teorema 5,
a que

P{Grnk (lll')fﬂ - bnk} S I} - G% (I) yn— o0
para cada k = 1,2,.... Entonces pretendemos probar que si esto se vale para

k=1, se debe cumplir que

P{Mﬂksi+bnk}—P’"{M,,gf—+bnk}—»0._n—»oo. (1.4)
Ak Ank
para k = 2,3, ...

Denotaremos

M (E) = max{X; |i € E},

para E un conjunto de enteros y (X, ),-, sucesién de v.a. estacionaria. Con-

sideraremos un intervalo como un conjunto finito de enteros {i,,...,7,}, cuya
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longitud serd i, —i, + 1. Ademads, si {j)....,Jj2} es otro intervalo tal que j; > i,
diremos que ambos intervalos estdn separados por j; — 1s.
El siguiente lema nos da una idea de c6mo la condicién D (u,) establece un

cierto "grado de independencia”.

Lema 18 Supongamos que D (u,) se cumple para alguna (u,),_, sucesion de
reales. Sean n, r, y k enteros fijos y Ey, ..., E. subintervalos de {1,...,n},

donde E, y E; estan separados por al menos k, para cada i # j. Entonces

P h {M(E;) < un}) - HP {M(E;) <un}| < (r = 1) ani, (1.5)

donde a, ;. estd definida como en la Definicion 13.

Demostracién. (Por induccién sobre )
Sea E; = {kj,...,l;}, donde k; < [; < k3 <l <--- <k, <, renumerando
si es necesario. Por notacién, ademds, sea D; = {M (E;) <wu,}, j=1,...,7

Para r = 2, tenemos que
P(D, N D,) — P(Dy)P(D5)

= IFkl ..... liika,...l2 (uﬂ) Ce Fki,...,h (un) Fkg ..... lo (un)| S Cin ke

ya que ks — I} > k, y aplicando la definicién de D (u,) .

Supongamos el resultado cierto para r — 1, entonces

(o) -firos

<

+

P (hpj) -P Cdpj) P(D,)

=1

< anp+ (r—2)ani (1) = (r— 1) ang,

i |
pues JE; C{ky,.ooiber}ybr—bLaa 2k =
=i
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Dado que para cualquier entero k tenemos que [%] kL<n< ([ﬂ + 1) k, es
posible dividir los primeros [I‘k-] k enteros en 2k intervalos consecutivos, de la
manera siguiente:

Para n suficientemente grande, sea m tal que k < m < [’;‘] y definamos

: n [n
I = {(_}"1) [IJ +1,...,7 {Z] —m},
L [n
I —{j[k] m—l—l,...,][kJ}
con longitudes [f] — m y m respectivemente, para 1 < j < k.

También consideramos el resto de los indices,
L = {-1) [F] +m+ 1,k 5]},
Ry = {k[;:-] +1,...k [E] +m}.

A continuacién enunciamos y probamos el siguiente lema

Lema 19 Con la notacidn anterior, si se satisface la condicion D (u,) para

alguna sucesion de reales (un)ne,, entonces
(1)
k
Ay (ﬂ {M(I;) < un}) — P{M, < u,}
=1
< (k+1)P{M (1) S u, < M(I})},
(22)
k
}P (n {M(1;) < u,,}) — P {M, < up}| < (k—1) anm,
j=1
(iii)

P*{M (1)) < un} - P"'{M[.ﬁ] < uH < kP{M (L) < un < M (I])}.
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Asi, sumando las tres expresiones resulta que

P{M, < up} — P* {Mm < un}

< (2k+1)P{M (L)) € up < M(I})} + (k= 1) atpm,

por la desigualdad del triangulo.

Demostracion. ;
(i) Tenemos que {M, < u,} C (| {M(;) < u,} y ademds,
i=1

k+1

(ﬂ{m ) < up} — {M, <u,,}) U{M ) <un < M(L)},

ya que si se da la diferencia, debe ocurrir que M ([;) < u, < M (I ) para
alguna j < k, o si no, X; < u, para 1 < j < k[%] pero X; > u, para alguna
k[2]4+1<j < ([2] +1) k. lo cual nos llevarfa a que M (1) < u, < M (If,,).
pues m > k.

Entonces usando el hecho de que (X)), es estacionaria, tenemos que

0 < P m {ﬂf < un}) P {Mn S ur!}

<(k+1)P{M (L) <u, <M(I])}.

(22) Dado que los intervalos Iy, I, . .., I} estdn separados por m, tenemos que

como consecuencia del lema anterior,

1 ) Ky on

‘ (ﬁ{M( <un})—Pk{Mn§un} < (k-

J=1
(211) Se sigue de la desigualdad

0<yr -2 ="+ 22+ +y" P+ ) (y-2) <k(y-12),
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cuando 0 < z < y < 1 y del hecho de que

P{M (1) < tn < M (I})} = PAM (1) S un} = P{Mpp) S un} 2 0.

Con ayuda del resultado anterior probaremos el lema siguiente, el cual nos
permitird llegar a la expresién (1.4).
Lema 20 5S¢ D (u,) se cumple, r < 1 es un entero fijo, y n > (2r+ 1)mk,

entonces con la notacidén anterior

P{M (L) < un < M (I})} < ?—1_+ 2ranm.

Ademis,
P{M, < u,} - P* {M[%] < u,.} =0, 5 — 60, (1.6)
Demostracién.
Dado que [#] > (2r + 1) m, podemos escoger intervalos By, ..., E, de longi-
tud mde I; = {1,2,..., [#] —m}, de manera que estén separados uno del otro

y de I} por al menos m, donde k < m < [f]

Entonces

P{M (L) <u, <M(I})} <P (h {M(E,) < un} {M(I]) > u-n})

s=1

=P (ﬂ (M (E,) < un}) - P (ﬂ {M(E.) < un} {M(I}) < un}) ,

s=1

pero por ser (X,,),~, estacionaria, tenemos que
P{M (E;) < up} = P{M (I]) < u,} = p, digamos.
Asf
P{M (L) <u, < M (I})} < ]i[P{I'J (Bs) Sta}+(r—1)onm

a=1

—P{M(I}) < un} [P {M (E:) < un} + ranm
s=1

IA

pr—p 4+ 2ran m,
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pero p’ —p™t < %, pues 0 < p < 1, por lo que

1
P{M(I,) <u, < M(I])} < = + 2rag m.
Entonces con lo anterior tenemos que

lim sup

n—0Q

P{M, < u,} - P* {ﬁfk’{%] < “n}‘

1 ' 2k +1
< (2k+1) (; + 2rlim snpan.:,,) + (k — 1) limsupa,,, = =

N—+00 n—oo

donde lim supay,;, =0, l, =m=o0(n).
n—oo

Haciendo r — oo, obtenemos que

P{M, < up} = P*{ Mgy Sun} = 0,n — oo,

Ahora estamos en condiciones de demotrar el Teorema de Fisher-Tippet en
el caso estacionario.
Demostracién. (Del Teorema 16)

Sea u, = 7_’"; + by, entonces por el Lema 20
P { Mg < wpr} — P {M, < up} — 0,n — o0,
es decir,

P{Mnk o +bnk} — p* {Mn o +bnk} —0,n — o0,
(190 Upk

que se satisface para toda k, lo cual nos dice que G es max-estable, como vimos
en la Observacién 17, ya que P {au(Mp — b)) <z} — Gi(:r). Entonces G

debe ser una distribucién de Valores Extremos, segin el Teorema 8. m
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1.3 La Condicién D' (u,) y la convergencia de
P{M, < un}

En la seccién anterior demostramos una extensién del Teorema de Fisher-Tippet
cuando la sucesion es estacionaria pero satisface la Condicién D (u,), asi que a
simple vista podemos pensar que esta condicién es suficiente para que se cumpla
la Aproximacién de Poisson (Teorema 1), pero en realidad no basta con ella
y debemos pedir una hipétesis adicional. Cuando (X,),., es estacionaria la
equivalencia entre (1.1) y (1.2) no es cierta en general, como vemos en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 21 Considerernos el Ejemplo 14 para k > 2. Si suponemos que se

cumple (1.2) entonces

P{M, < un,} = P{max(Xy,...,X,) < u,}
= P{nla’x (yl's Yn7}/;l+1|"'ayn+k—1)su‘ﬂ}
= P{max(¥1,...,Y,) < tn. Yos1 < tny. .o, Yogro1 <t}
= P{max(Y,.. }F" ' (up) — €7 %,n = 00
ya que

nP{Y; > up} = n(l—pi (un))
_ n(l—F (un)) ol e

14+ FE () +e+ P (n) K

1

en el entendido de que F (u,) — 1,n — oo, pues u, — g st n — co. Para
que utilizando el hecho de que (Yy)o, es sucesion de v.a.i.i.d. asequremos que

se cumple P {max (Y;,....Y,)} = e %,n — c0.

En este ejemplo sucede que P {M, < u,} — e~% > e 7 porque k > 2. Pero

también nos deja claro que la condicién D (u,,) no es suficiente para que se de la
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equivalencia, ya que si suponemos que se cumple la expresion (1.2), solamente
podemos asegurar que P {M, < u,} > e 7, tal como podemos observar en el de-
sarrollo de la demostracién del Teorema 23. Tendremos la igualdad si suponemos

cierta una hipotesis adicional, la cual establecemos en la siguiente definicién.

Definicién 22 La condicion D' (u,) se satisface para la sucesidn estacionaria
(Xn)oey Y la sucesion (uy,)., de reales si
(%]
lim suanP{Xl > Up, Xj > Un} — 0, 8tk — oc.

n—og _',":'2

Podemos observar que de cumplirse n (1 — F (u,)) — 7,n — oo, entonces

3
D'(u,) acota la probablidad de que haya mds de un excedente por Xi,..., X 2]

hay en promedio I excedentes de u, en el bloque X, . ‘.,X[!]‘ La condicién
13

Conviene mencionar que el mimero de excedentes define un proceso puntual (ver
Apéndice) que converge débilmente a un proceso Poisson, suponiendo D (u,)
D' (u,), como veremos en la ltima seccién de este capitulo.

[=. =]

Ademds, ésta es una condicién de antiagrupaminetos para la sucesion (X,,) - |

estacionaria, pues si se cumple D' (u,,) entonces

E Z Iixsun Xj5un) | = Z E (I{x:>un,X;5un})

1<i<j<[2] 1<i<j<[%]

g0
= P(Xy > t,, Xj > un) — 0,n — o0,
1 j=itl

es decir, la aparicién de excedentes a u, por pares (X;, X;) es en promedio im-

iz

1

]

probable si n — o0, 0 sea, en promedio habrdn pocas acumulaciones o "clusters"
si n es grande.

En general verificar la Condicién D’ (u,,) es muy dificil, pero para sucesiones
estacionarias gaussianas ésta se satisface si la sucesién de covarianzas cumple

ciertas condiciones (ver [18]), que en la practica no son dificiles de verificar.
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Teorema 23 (Aprozimacion de Poisson caso estacionario) Sea (un),., suce-
sién de reales tales que D (uy) y D' (uy) se satisfacen para la sucesion de v.a.

estacionaria (X,)o—,. Sea 0 < 7 < oo, entonces

P{M, <u,} = e ",n— oo, (1.7)
st y solo s,
n(l- F(u,)) - 7,n — oo. (1.8)
Demostracién. .
Como {M[%] > un} = J[j {X; > un}, entonces

(]
ZP{X Sud— Y PLXi > un, X; > un)

léz(;([ ]

(]
< P{M[%] >un} < Z;P{Xj > un}, (1.9)
J‘=
pero como (X)), es estacionaria tenemos

(]
Z:P{X,- >} = [ ] (1= F(un)),

£ (]

Y P{Xi>unX;>u} = ) Y P{Xi>un, X; > un}
i=1 j=i+l
(#]-1 (%]
&% > P {X1 > tn, X > un}
=1 k=2
]
} P{X, > tn, X > un}, (1.10)
k=2

1<i<i<(]

Ea

,_
Il

-

)
=2

>3

<|
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con lo que por (1.9) y (1.10)

mn

i H (1—F(u)) < P{M[_:_] < up

IA
—
|
—
| =
—
—_—
—
|

—_—
=

=

—
S

(2]
+E] 2P{X,>un,X3->u“}, (1.11)

g=

(2
donde lim sup [f] > P{Xi>u., X; >u,} =0(3), pues se cumple D' (u,).
j=2

Ti—020

(<=) Supongamos que se cumple (1.8), entonces es inmediato que

[%] (1= F(uy)) — %,n — 00,

con lo que obtenemos las desigualdades

IA

T G
1-— T lim inf P {M'[%] < uﬂ}

N—o0

IA

; T 1
limsupP { Migy <tupep <l——+4o0|-],
[:.-] k k

n—oo

pero como la condicién D (u,) se satisface tenemos que
P{My < un} = P*{Mg) Sun} = 0,n - oo,

segun el Lema 20.

Entonces

(1- %)k < liminfP {M, < u,}

k n—oo

IA

1V £
limsupP {M, < u,} < (1 - % +o0 (E)) .

TN—00

de donde haciendo k — oo

lim P{M, < u,} =e"".

n—oo
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(=) Si ahora suponemos que se cumple (1.7), por la condicién D (u,) tenemos
que

P {M[:} < un} — e F.n— oo.

Utilizando (1.11) tenemos que

T 1
I E}iminfn (1 = F (ua))
1
5 Elimsnpn(l — F(uy))
_z 1
< L=e *+O(E)‘ (1.12)

pues [2] ~ 2 para n grande.

Si aplicamos la regla de L’Hopital tenemos que

Bl—et) = Bof—r—"=
por lo que multiplicando por k y haciendo k& — oo en la desigualdad (1.12)
llegamos a que lim n (1-F(u,)=7. m
Cabe menci;;n;; que si n(1 — F (u,)) — oo,n — oo se satisface, entonces la
condicién D’ (u,) no necesariamente se satisface, atin para el caso independiente.
Lo anterior se debe a que el Teorema anterior nos dice que (1.7) y (1.8) son
equivalentes si se cumplen D (u,) y D' (u,) simultdneamente, pero la primera se
satisface automdticamente en el caso independiente y es posible encontrar una
sucesién de reales (u,).., adecuada que para 7 = oo satisfaga (1.7) pero no

(1.8), como queda reflejado en el siguiente resultado.

Corolario 24 Sea (X,),, una sucesidn estacionaria y supongamos que para T

arbitrariamente grande eziste una sucesion de reales (v, )i, tal que

n(l—F(v,))— 7,n — oo,
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y ademds se satisfacen las condiciones D (v,) y D' (v,). Entonces para cualquier

sucesion de reales (uy),. , tenemos que

P{M, < u,} - 0,n — oo

sty solo st

n(l — F(u,)) — co,n — o0.

Demostracién.

Sea 7 < oc.

Si suponemos que n (1 — F (u,)) — 0o,n — oo, entonces claramente u, < v,
para n suficientemente grande.

Por el teorema anterior
limsupP {M, < u,} < im P{M, <v,} =¢7",
n—oo n—oo

pues se cumplen las condiciones D (v,) y D' (v,).
Asi que si 7 — oo, entonces

P{M, < u,} — 0,n— oo.

Supongamos ahora que P {M,, < u,} — 0,n — oco. Para 7 > 0 tomemos las
sucesion (v,)o.; tal que n (1 — F (v,)) — 7,n — co. Entonces como se cumplen
D (va) y D' (vn),

P{M, <v,} =€ >0,n— o0.

Asi que u, < v, para n suficientemente grande, con lo que
n(l — F(u,)) >2n(l-F(v,) — 7,n — oo.
Dado que esto sucede para toda 7 > 0 arbitrariamente grande. entonces

n(l — F (up)) — c0,n — 0.
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Ejemplo 25 Por el Teorema 23 podemos ver que para la sucesion (X, )i, del
Ejemplo 14, con k = 2, la condicion D' (u,) no debe cumplirse, a pesar de que
D (uy,) st se satisface.
Dado que X, y X; son independientes para j > 3, tenemos que
(2]
-nZP {X5 > Xy > )

3j=2
(2]
nP{X| > u,, X3 > up} +nZP {X1 > un, X; > un}

J=3

= nP {max (Y1,Y2) > un,max (Y2,Y3) > un} +n ([E} - 2) P2 {X, > u,}

=n(P{Ya>unYs<u,}+P{Ya>u, oY1 > un,;’g > Uu,})
+h[F = F@)] [([] -2) - F )]
=n(P{Ya>u,, Y3 <u,} + P{Ya>u, oY) > u,, Yy > us}) + %2 +o0(1),
cuando n — oo. Donde
nP{Ys > u,,Ys < up} ~nP{Y) > u,} — %,n — 00,
con lo que la condicion D' (u,) no se satisface. De hecho,

n ‘T
E (Zf{m“mxwun}) =nP{Xy > un, Xz > tn} > 5

=]
nos dice que el promedio de excedentes por pares (X;, X;41) se estabiliza alrededor

de 5 > 0. Los mdzimos aparecen en "clusters" de tamarnio 2.

1.4 Sucesiones independientes asociadas y el indi

extremo

oo
Definicién 26 Denotaremos por (Xﬂ) a la sucesién de v.a.i.i.d. que tienen
n=1

la misma distribucion F que una sucesion estacionaria (X,).-, dada. A (Xﬂ)

n=1



1A SUCESIONES INDEFENDIENTES ASOCIADAS ¥ EL INDICE EXTREMO 29

se le conoce como sucesion independiente asociada a (X,),.,, y escribiremos

;’\7" = max ()‘\“1,5{“'“)

Para nuestros propésitos deseamos averiguar si existe cierta similitud entre
la distribucién limite no degenerada de la sucesién independiente asociada y la

correspondiente a la sucesién estacionaria en cuestion.

Teorema 27 Sea (X,)7, una sucesion estacionaria que satisface las Condi-

n=1

ciones D (uy) y D' (u,). Entonces para r > 0 tenemos que

P{M, < u,} —»r,n— oo

st y solo si
P{Iffn Sun} — 7, — 0.

El mismo resultado se cumple parar = 0 si las Condiciones D (u,) y D' (u,,) son
reemplazadas pidiendo que para T > 0 arbitrariamente grande exista (v,)5., que
satisfaga n (1 — F (v,)) — 7,n — oo y las Condiciones D (v,) y D' (v,) sean

vilidas.

Demostracién.
Claramente
P{M,rl < un} —r=e " ,n— 0o,

si y s6lo si,

1_1-"(1;“)—;%,73—»00,

e o0
aplicando el Teorema 1 con 7 = —Inr, ya que (X") es una sucesién de
n=1
v.a.iid. Lo anterior también es cierto para P {M, < u,} si usamos el Teorema
23

Para el caso r = 0, aplicamos el Corolario 24. m
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Teorema 28 Sea (X,))_, una sucesidn estacionaria que satisface las Condi-
ciones D (u,) y D' (un), donde u, = = + b, para cada real z, y (a, > 0);2, y

(ba)o2., son sucesiones de reales. Entonces
P{an (M, —b,) <2} 5 G (2),
para alguna distribucidn G no degenerada, si y sélo si,
P {a,, (.H,, - b,,) & 1‘} A G(x).

Demostracion.

Si G (x) > 0, el resultado es cierto por la primera parte del Teorema 27,
haciendo r = G (z).

En el caso en que G (2) = 0, dado que G es continua (pues necesariamente
es una distribucién de Valores Extremos), tenemos que dado 0 < 7 < oo existe
2o tal que G (zo) = e 7.

Asf que como en particular para v, = 3% + b, se satisfacen D (v,) y D' (vn),

tenemos que si suponemos que se cumple

P {Mn < un} —e T, n—oo

P{M, <u,} —»e",n— o0,

entonces por el Teorema 23 o por el Teorema 1, segiin sea lo supongamos, lleg-
amos a que n (1 — F (v,)) — 7,n — oo. Entonces la equivalencia, en este caso,
es consecuencia de la segunda parte del Teorema 27. m

Si la Condicién D (u,) se satisface para una apropiada (u,),.,, los teoremas
vistos hasta ahora nos dicen que cualquier distribucién limite no degenerada
para el maximo de la sucesion estacionaria (X,)._, debe ser una de Valores
Extremos. Pero es ain mads interesante observar el papel que desempena D’ (u,),

ya que cuando se anade a la Condicién D (u,,), tenemos que la existencia de una
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distribucién limite para el mdximo ﬁ}" de la sucesion independiente asociada.
implica una distribucién limite del mismo tipo para M,,.

Recordemos que como hemos visto, la expresién (1.8) junto con la Condicién

D (uy,), sélo son suficientes para garantizar que ]i’rlzlirong{M,, <u,} =2e”. En

o

el siguiente resultado podemos ver cémo P{M, < u,} puede converger a e~

para algtin real 1 < # < 1, sin pedir que se cumpla la Condicién D’ (u,,).

Teorema 29 Para7 > 0 sea (u, (7));., una sucesion de niimeros reales definida
tal que n (1 — F (u, (7)) — 7.,n — oo y la Condicién D (u,) se satisfacen para

cada 7. Entonces existen constantes 8, 8',0 <8 < ' < 1 tales que

—

limsupP{M, < u, (1)} =€ "

y liminf P{M, < u,(7)}= g,

n—oo

Ast que si existe T* > 0 tal que P{M, < u,(7*)} converge, entonces § = 6" y
lim P{M, < u, (1)} = e para toda v > 0.

n—oo

Demostracién.
Como antes, dado que D (u, (7)) se satisface, tenemos que

P{M, < u,(r)} - P* {MIE] < u, (T)} — 0,7 — o0,

donde k es fijo.
Supongamos que limsupP{M, < u,(7)} = ¥ (7), entonces por lo anterior
n—00

tenemos que
limsupP{Aff[E] Sua (1)} = Y (7).
k

n—oo
Ahora necesitamos hacer una observacién técnica. Sean (u, )., (vn)5., dos
sucesiones de mimeros reales y ki, ...k, enteros distintos en {1,2,..., Kn}.

para alguna constante K, tal que m < Kn, entonces, si por ejemplo u, > v,.

P (ﬁ{xh < u“}) - P (ﬁ{xk. < TJn}) < P (O{v,, < Xi, < un})

1=1
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< Kn(F (u,) — F(v,)),
con lo que llegamos a que

| Fy...bin (tin) = Fiy...m (Un)| € Kn|F(un) — F(vn)|,

por ser (X, ),-, estacionaria.

Entonces
[P {Myg) < wn (0} = P{Mg) <y (}) ]
< & (0= (ug (7)) - 0 - F o)

-1

Eall

(1+o(1))—-:—1(1+o(l))

[

Eol

0(l1) — 0,n — oo.
Asi que dado que limsupP {M[g] < u[ﬂ (%)} =1 (%), tenemos por la obser-

n—oo k
v&i6n anterior que

T i
i 3 0 < n \ T. — PR

limsupP {M(y) < wn () § =¥ (7)

lo que nos permite escribir ¢ (F) = Y% (1) paratoda 7> 0, k=1,2, ...
Observemos que dado que para toda 7 < 7 sucede que para n suficiente-

mente grande u, (7') > u, (7), entonces 3 (7) es no creciente y positiva, pues
liminf P{M,, < u,} > e~7 como ya se habfa mencionado antes. Con lo anterior,

n—og
i % 1 i 2 3
la ecuacion funcional ¥ (3) = 4% (7), con ¥ positiva y no creciente, tiene como
linica solucién
e"<Y(r)=e?, cond>0.

Asi que
limsupP{M, < u, (1)} =

n—0o

para algin 0 < § < 1.
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De manera andloga llegamos a que liminf P{M, < u, (7)} = ¢ %", donde
n—>
0<i<y <.
Si sucede que P{M, < u,(7)} converge para alguna 7 > 0, entonces nece-

. it _n
sariamente e ™" = 797 con lo que

=0y lim P{\, <u,(r)}=e?"

Tl=—2C

para toda 7 > 0. m

Esto nos motiva para dar la siguiente definicion.

Definicién 30 (Indice Extremo) Decimos que (X,)or, una sucesion de v.a.

tiene indice extremo 8 (0 < 6 < 1) si para cada 7 > 0 existe una sucesién
(un (1));=, de reales tal que

() n(1 = F(u, (7)) = 7,n — <
(1) P{M, < u, (1)} = €. n — .

Observacién 31 Es importante destacar que si (1) se cumple para alguna 7* > 0
entonces se satisface también para toda T > 0. En efecto, verificamos que para
Uy, (1) = Ufn,] (7*) cuando n — .

T [n . T .,

(1= F(un (M) ~ % |27 (1= F (4 (1)) » Z7* =7

T* L T T
Por el Teorema 29, si (i) se satisface y se cumple la Condicién D (u, (7)) para
cada T, y P{M, < u, (7*)} converge para alguna 7* > 0, entonces (ii) se satis-
Jace para algin 0 < 8 < 1 y toda 7 > 0, con lo que (X,)., tiene indice extremo

0.

Teorema 32 Sea (X,)o., estacionaria con indice extremo 6. Si (v,),—, es una
sucesion de reales y 0 < r < 1, entonces
(1) Para @ > 0,
P{j}’,, < t‘,,} — 7 — 00
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sty solo si
P{M,<v,} -1 n—o0

(¢7) Para 8 =0, si
liminf P{M, < v,} >0

entonces
lim P{JM,, < vn} =1

n—oo

y st limsupP{M, < v,} <1 entonces

n—>o0

lim P{ﬁﬁi, LU} =10;

n—oo

Demostracién.
(z) Supongamos que 6 > 0.
(=) Si P{ﬁn < vn} — rdonde 0 < r < 1, tomemos 7 > 0 tal que e™™ < 7.
Entonces como
F {fv}’n < u, (TJ} —e",n— o0

P{ﬂffn < ’u,,} —r>e",n— o0

podemos asegurar que para n suficientemente grande v, > u, (7). Asi que

tenemos

liminfP {M, < v,} > lim P {M, < u, (1)} =7,

T—+00 n—

para toda 7 > 0 tal que e™™ < r, por lo que

liminfP {M, < v,} >

TL— 00

Si ahora tomamos 7 > 0 tal que e™™ > r donde 0 < r < 1, para n suficiente-

mente grande tenemos v, < u, (7) pues

P {ﬁn < Uy (T)} — e ",n— 00
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}?
P{ﬁn < vn} —r<e ,n— o0

con lo que

limsupP {M, < v} < lim P{M, <u, (1)} =¢ ",

y por lo tanto
limsupP {M,, < v} < 7°.

Observando que de las dos desigualdades obtenidas lim P {M, < v,} vale
1 =7% parar =1, y cuando r = 0 vale 0 = 7%, combinando los dos limites

obtenemos que
lim P{M, <v,} =r® para0<r < 1.

n—00

(<=) Si ahora suponemos cierto que lim P {M, < v,} = r?, de una manera
n—oo

andloga a la anterior podemos demostrar que lim P {HH < v,,} =,

n—0o

(71) Supongamos que # = 0.
Sea u, (7) tal que lim P {M, < u,(7)} =1 para cada 7 > 0.

Si liminf P {f'-»s",1 < u,[} =7 >0y 7estal quer > e 7, tenemos que para n
n—oa
suficientemente grande v, > u, (7), pues sabemos ademds que

lim P f’ujfn < u, (1‘)} =e .
Por lo anterior tenemos

liminfP {M, < v,} > lim P{M, <u, (1)} =1,
n—oo n—oo

con lo que necesariamente lim P {M, <v,} =1.
Si ahora sucede que limsupP {M,, < v,} < 1, es inmediato que para 7 sufi-

Tt— 00

cientemente grande v, < u, (7), asi que obtenemos

lim P {.-W,, < U”} < liminf P {ﬂn < Un (‘r)} =

n—0o n—oo
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entonces haciendo 7 — oo, llegamos a que

lim P { M, < v} =0.
n—o00

De este teorema se desprende el siguiente corolario, que nos da condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de la distribucién asintética para M,

del mismo tipo que la correspondiente para M,,.

Corolario 33 Sea (Xn):f':] una sucesion de v.a. estacionaria con indice extremo
0 > 0, entonces M, tiene una distribucion limite no degenerada, si y sélo si, ﬁn
también la tiene, y son entonces del mismo tipo, es decir, existen reales a > 0
y B tales que G (ax + B) = G* (z), donde G y G* son las distribuciones limite
de M, y ﬁm respectivamente. La misma normalizacion puede ser usada, o
un conjunto de constantes puede ser alterado para dar precisamente la misma

distribucion limite.

Demostracién.
Supongamos que P {an (ﬂn - bn) < :c} — G (z), para G distribucién no

degenerada, entonces segin (i) del Teorema 32 tenemos que
P{an (M, —b,) <z} — Gl (z),

aplicada a u, = 2= + b,.
Recordemos que como G es de valores extremos y asi max-estable (Teorema
8), entonces GY es también del mismo tipo.

Si ahora sucede que

lim P {a, (M, —b,) <z} — H (),

n—og

con H (x) no degenerada, de la misma manera que antes, tenemos que

lim P {an (Effn - b") < :r:} — H¥ (z),

n—oc



LA SUCESIONES INDEFENDIENTES ASOCIADAS Y EL INDICE EXTREMO 737

y por ser Hi (z) la distribucién Ifmite los méximos de una sucesién de v.a.i.i.d.,
debe ser distribucion de Valores Extremos y por tanto max-estable (Teorema 8).

Para ver que sucede con la normalizacién, supongamos que
P{a,, (Hn - b,,) < ::.‘} - G (z).
entonces por lo antes demostrado,
P{a, (M, -b,) <z} — G(ax +0),
donde G? (z) = G (az + b) para reales a > 0 y b. Entonces podemos escribir que
P{o, (M, - 8,) <z} - G(z),
con o, = aa,, B, = b, — ;f':, segiin el Teorema de Khintchine (Teorema 1.2.3
de [18]). m

Corolario 34 Sea (X,),, estacionaria con indice extremo § = 0 y que satisface
D (un (7)) para u, (1) tal que n (1 — F (u, (7)) = 7,n — o0, para 0 < 7 < oo,

entonces no es posible tener
g d d
P{an (M, —bn) <2} % G (@) y Plan (M b)) S 2} 5 H (2)
para G y H distribuciones no degeneradas.

Demostracién.

Supongamos lo contrario, es decir, es posible tener ﬁ:fn y M, ambos con
distribuciones limite no degeneradas.

Sea v, = 2 + by, ocurre que por el teorema anterior parte (it), H(z) =1
cuando G (z) > 0. Asf tenemos que 7o = inf{z | G(z) >0} <oy H(z) =1
para T > 1.

Dado que G es de valores extremos y tiene punto final finito, debe ser del tipo
Frechét @, (Corolario 1.6.3 de [18]), i.e. G (z) = v (a(z — z¢)) donde ¥ (z) = 0
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paraz <0yt (z) =e* " paraz > 0, y alguna @ > 0. Por el Teorema 1.2.3

de [18], si 7,, = u, (1), entonces

P{M, < v,x} = ¢ (z).

Ademss
P{ﬁ?n ! +bn} — Y (a(z —1n)),
aﬂ
por lo que
Va ' = @,n = 00,
¥
7;1(b11 e (J) — —aIp,n — CO.

Entonces

P{M, <7z} > H (z +Io),

= an

Dado que D (u,) se debe satisfacer cuando u, = iﬂ + b, entonces H es

ya que P{J’Mn <=z +bn} 4, H (z).

distribucién de Valores Extremos y por tanto continua, asf que
P{M, <0} = H(zp) =1,n — oc.
Pero F™ (0) = P{M, <0} — ¢ (0) = 0,n — oo, por lo que
P{M,<0}<P{X;<0}=F(0)<1,n— o0

lo cual es una contradiccién, pues P{M, <0} - 1,n —co. =
Recomendamos ver (1], [3], [6], [9], [18], [19], ¥ [22] para casos interesantes
de sucesiones estacionarias en las que se puede verificar si se cumplen o no las
Condiciones D (u,) v D' (u,,), y ademds calcular el indice extremo, segin sea el
caso. Debido a que algunos requieren de tratamientos muy particulares y como

estamos interesados en el caso general no estacionario sélo damos las referencias.
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LA LA DISTRIBUCION PARETO GENERALIZADA Y EL TEOREMA DE GBPDH
1.5 La Distribucién Pareto Generalizada y el

Teorema de GBPdH

Daremos una breve introduccion sobre la distribucién Pareto Generalizada (DPG).
asf como el papel que desempena en otro resultado central de la TVE conocido
como el Teorema de Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan (GBPdH), y gracias
al cual se deriva un método de estimacion de altos cuantiles conocido como
Modelo de Picos sobre el Umbral (POT) que puede ser de gran utilidad en la
Administracién de Riesgos (para revisar algunas aplicaciones de este método ver
[5] y [6])-
Para precisar la nocién de exceso tenemos la siguiente definicion.

Definicién 35 Sea X una v.a con funcion de distribucion F y extremo derecho

zp. Para todo u fijo, u < xp, decimos que
F(z)=P{X-u<z|X>u}.2>0
es la funcion de distribucion de exceso sobre el umbral u de la v.a. X.

Una propiedad importante de F, es que su definicion nos permite escribir

que
Flu+y)=Fu)Fu(y),0<y<zr—u

Definicién 36 La funcidon media de exceso de una v.a. X con distribucion F

estd dada por
e(W)=E(X-u|X>u)

La siguiente familia de distribuciones se relaciona con los excesos por encima

de un umbral alto.
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Definicién 37 (Distribucion Pareto Generalizada) La funcién de distribucion

Ge¢ defimida como

1—(14&2)7¢ si€#£0
G (z) =
l—e™ st€=0

donde
>0 si€>0

05:r5~é si€E <0

se conoce como la Distribucion Pareto Generalizada (DPG). Si z lo reemplazamos
por % para los reales v y > 0, obtenemos la familia G, g con pardmetros de

localizacion y escala, también referida comoDPG.

Cabe mencionar que G¢ 3 juega un papel importante en la practica, y se
puede reescribir como

1
T 3

Gea(a)=1- (1+63) ze D).
donde

[0,00) si€>0

D (& B) =

[0, —§] si€<0
A continuacién enunciamos un resultado bdsico en la TVE que establece la
relacion entre el dominio de atraccién del maximo de la distribucion VEG D (H)

y la DPG.

Teorema 38 (Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan (GBPdH)) Sea§ real. Son

equivalentes:

(i) F e D(He).
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(i1) Existe una funcion positiva bien definida a (u) tal que para 14+£x > 0 se
tiene que
1-F(u+za(u) = (1+&x)7¢ si€#0

nl—]-i[}}[‘- =5 (u) = GE _'r) —

et siE=0

(212) Parax, y >0,y +# 1,

U (sz) — U (s) ;::11 sif#0

Inz : =y
iy s1€=0

donde U (t) = F~' (1—1),¢t>0, con F7' (t) =inf {z|F (z) >t} y0 <t < 1.

No demostraremos este teorema y solamente haremos observaciones intere-
santes respecto a este resultado central. Entonces derivar alguna extensién del
Teorema de Fisher-Tippet para el caso no estacionario, pero donde las variables
aleatorias tengan igual distribucién, nos permitird utilizar el método POT para

la estimacion de altos cuantiles.

Observacién 39 Haciendo cdlculos de manera directa

l——F(u+m(u))_P(X)-u-f-xa(u)): X—-u ¥ Y
-Fw  P(X>uw P(a(u) i )

por lo que el Teorema 38 implica que dada la v.a. X con distribucion F' € D (He),

entonces

_ (1+€2)78 si€#0
lim P S u}:-:|X>u =
AT L

e " st&E=0

nos da una aproximacion (en escala) a la distribucion de los excesos sobre un
umbral alto u, donde el factor de escala es a (u). Esta importante relacion puede

reescribirse como

lim |F, (z) = Gep (z)] = 0.

U—I
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También podemos establecer algunas propiedades de la DPG, que resultan

itiles en la derivacién del Modelo POT.

Teorema 40 (Propiedades de la DPG) Supongamos que X tiene una DPG con

pardmetros £ y 3, entonces:
(7) Para cada real § tenemos que F € D (H¢) st y solo si

lim sup |F,(2) — Gep (z)] =0
USTF)<z<zp—u
para alguna funcion positiva 3.
(it) Siz; € D(&,8) parai = 1,2, entonces
'GF".E 8 (.’L‘] + .’L‘g) —
—_—— L = GE"{} £x (.’I.’Q} .
Gl (z1) e
(i17) Supongamos que £ < 1. Entonces para u < T
3
e(u)=E(X —-ulX >u) = '£1+££u,ﬁ+u§ > 0.
Demostracién.
(7) De acuerdo con la primera parte del Teorema 38
. X—-u . 1= F(u+za(u))
lim P = ]
uir:ll‘:lp ( g(u) = er 2 u) uLTF 1-— F(u)
(1+€2) € si€#0
e si€ =
que se puede reescribir como
-4
(1 e gﬁ) Si€#0
lim P(X —u>z|X >u) =

U—Ip -
e * sie=0

(1.13)

(1.14)

(1.15)
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por lo que
lim |F, (z) — Ge g (;1:)[ =10,

U—IT P

donde f (u) = a (u).
Como la DPG es continua entonces

lim sup |F,(z) = Gepq (2)] = 0.

USTF<s<zp—u
r E
1+6—
(1+€3)

_ £ T2 §x122 )]_
- [Hﬁ ($‘+6+£r1 * Breén

= [1 + %(-’B] +I2)} :a&'g (.’L‘l +:€2).

e
e

Gesiea; (22) Gep (1) = (1 + Eﬁ +€ )

s

(22i) Por la definicién de e (u) tenemos que

Z '—IF L= F(I)—L r—1u I IF—”-

e(u) = [( )d?(u) = (( ) F(: )i (F(.’B)d&?)
1 o 1T

= ?{u) ((xp—u)—{F(I)dx) ZWZF(I)d:I

para 0 < u < zp, con X v.a. positiva con distribucién F' y esperanza finita.

Pero

[ - [ (1+65) te (6_(5_) (14 ;;) ) T

u u

(-5 s) -

pues rp = —? paraé <0,y zp=o00si € >0, pero 1 — % < 0.

-
‘\..______,/
‘CD
Q
m
=
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Asi que

O _B+éu
()= 5 (u)/G"" (@) de = T2,

para 3+E&u>0. =

De la propiedad (7) tenemos que para una funcién 3, que puede estimarse de

los datos. podemos escribir
F,(z)=P{X-u>z|X>u} = Ges(x), >0,

es decir. la DPG es una aproximacién adecuada de la distribucién de exceso F,
para u grande.

La propiedad (##7) nos dice que la funcién media de exceso e (1) es una funcién
lineal, de manera que un umbral u aceptable para estimar e (u) deberfa ser alguno
en el que el estimador en uso sea aproximadamente una funcién lineal alrededor

de u.

1.6 Proceso puntual de los excedentes

En el Ejemplo 131 del Apéndice introducimos el concepto de proceso puntual de

excedentes de un umbral u, por las v.a. X;,..., X, a saber,

N ()= 8 (Y gxisunhs =12, (1.16)
i=1
1, size A
Donde para cada A € B((0,1]) definimos 6, (A) = , la medida
0,siz¢g A

de Dirac.
También indicamos su relacién tan estrecha con la TVE, ya que si denotamos

por X, <--- < X;, = M, las estadisticas de orden de la muestra X;,..., X},
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entonces

{N.(0,1] =0} = {M, < u,}, (1.17)
{Na(0,1] < k} = {Xin < un}.

De las dos expresiones anteriores, concluimos que saber algo sobre la distribucion
asintética de N, nos permite no sélo saber c6mo se comporta la distribucién de
M, a medida de que n crece, sino que podemos decir también qué pasa con las
estadisticas de orden.

En esta seccién demostraremos la convergencia débil de la sucesion (N;):2, de
tales procesos puntuales a un proceso Poisson homogéneo N sobre el espacio de
estados E = (0, 1]. Los conceptos bésicos sobre procesos puntuales y el proceso

Poisson pueden revisarse en el Apéndice.

1.6.1 Caso para v.a.i.i.d.

Supongamos que (X;)2, es una sucesién de v.a.iid. y sea (u,)..; una suce-
sion de reales. Por el Teorema 1, para cualquier 0 < 7 < oo, tenemos que

P{M, <u,} - e ",n— oo, siy sblo si,

E [Z l{Xl.M“}} =nF (u,) = 7,n — 0. (1.18)
i=1
Esta ultima condicién nos asegura que hay, en promedio, 7 excedentes de los
umbrales u,, por Xi,...,X,. Ademds, como veremos en el siguiente teorema,
implica la convergencia débil de (N;);2, en M, (E), el espacio de todas las me-

didas puntuales sobre E (ver Apéndice).

Teorema 41 Sea la sucesion (X;)i-, de v.a.i.i.d. con funcidn de distribucion
comin F. Supongamos que (u,),—, es una sucesién de reales tal que (1.18) se
satisface para alguna 0 < 7 < oco. Entonces el proceso puntual de excedentes

(N2, dado por (1.16), converge débilmente en M, (E) a un proceso Poisson

i=1
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homogéneo N sobre E = (0, 1] con intensidad 7 (N es un PPM(7|-|) con |-| la
medida de Lebesque, ver Apéndice).

Demostracion.

Podemos suponer que el proceso limite N es un proceso Poisson homogéneo
sobre [0,00). En este caso, por el Ejemplo 136, tenemos que N debe ser sim-
ple. Entonces podemos aplicar el Teorema 143.y por ende. solamente debemos

verificar que se cumplen las expresiones (.6) y (.7) del Apéndice.

Para cada A = (a,b] C (0,1]

n [nd]
E[NR {A)] =FE [Z 6ﬁ (A) 1{X4>Un}:| =F Z I{Xi}un} =FE Z 1{X.>nu
i=1 a<i<h i=[na]+1
[nt) B
= > E[lxouy] = ([nb] — [na]) F (un) (1.
i=[na]+1

(% [nb] -—%[na]) nF (u,) = (b—a)T=7|A|=E[N(4)],n -

que prueba (.6).
Como N, (A) = Z!’_‘__h[]mi +1 L{Xi>un}, tenemos que N (A) se distribuye binomial

con pardmetros ([nb] — [na), F (u,)), entonces

—_— Linb)—L[na
nF(uu))"Ibl e

n

P{N,(A)=0} = (1-TF(u))™ ™ = (1 _

— e 79 5 .
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Sea k > 1y B = |J*,(c;, ] de intervalos (c;, d;] disjuntos entre si tales que

a<c <dp <--- <cp <di <D, entonces para n suficientemente grande

P{N.(B)=0} = P{Nn(c.d]=0,i=1,...,k}
= P{ max ngu,,,izl,...,k}

[nc;|<ji<[nd,]

k ;
= P max X;<u,p= P{N,(c;,d] =0
,1;[ {[ﬂf-‘|1<j£[ﬂd.] ] = } E {Na( ] }

k

= He—T(d"—Ea) i Tildi—a) — e8I
1=0

= ¢ FWB) = p{N(B) =0},

que prueba (.7). =

Ejemplo 42 Aplicando el Teorema 41 y (1.17) tenemos que

k-1
. 7!
P{Xpn <tp}=P{N,(0.1] <k} = P{N(0,1] <k} = Zﬁ,n — 00,
1=0
lo que nos dice cdmo se comporta la distribucidn de la estadistica de orden
Xikn cuando n crece si (1.18) se satisface. De hecho, cuando k = 1 tenemos

P{M, <u,} — e ",n — oo, es decir, se cumple el Teorema 1.

Ejemplo 43 (Distribucion limite para las estadisticas de orden) Sea (X;)i,
sucesion de v.a.1.i.d. y supongamos que existen sucesiones (an > 0)7—; y (bn)ney
de nimeros reales tales que P{a, (M, —b,) <z} 4 H (z), entonces para si
aplicamos el ejemplo anterior a up, = = +b, y 7 =7 () = —In H () tenemos

que para cada k > 1

k—1

P{ay (Xim —ba) <2} = H® (z) = H () Y

1=0

(—In H (x))!

2 (1.20)
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que interpretamos como cero si H (z) = 0. Al revés, st para alguna k > 1
tenemos que P {a, (Xgn — bn) < 2} — G (z), para alguna G no degenerada, en-
tonces por el Teorema 9, G = H®) para alguna distribucion de valores extremos

H y (1.20) se satisface para toda k > 1.

1.6.2 Caso estacionario

En la Seccion 3 fue posible extender el Teorema 1 al caso en el que la sucesion
de v.a. (X;)Z, es estacionaria (Teorema 23), pidiendo que se satisfacieran las
Condiciones D (u,) y D' (u,) (definidas en las Secciones 2 y 3, respectivamente),
respecto a alguna sucesién de reales (u,),. ;. En este sentido, es de esperarse

que el Teorema 41 pueda extenderse al caso estacionario.

Teorema 44 Sea (X;);°, una sucesién de v.a. estacionaria y (un)n., una suce-
sion de reales que satisface (1.18) y las Condiciones D (u,) y D' (u,). Sea (N;)i,
la sucesion de procesos de excedentes definidos por (1.16). Entonces N, 4N
en M, (E), donde N es un proceso Poisson homogéneo sobre E = (0,1] con

intensidad .

Demostracién.

De nuevo, aplicaremos el Teorema 143 del Apéndice y entonces serd necesario
probar las expresiones (.6) y (.7) del Apéndice. En nuestro caso, siguen siendo
vélidas las lineas de (1.19) y por lo tanto, (.6) se satisface automdticamente.
Resta entonces probar (.7) usando D (u,) y D' ().

Para facilitar los cédlculos, podemos considerar conjuntos simples de la forma
B = (¢1,d1] U (co,da] con 0 < ¢; < d; < ¢p < dp < 1. El caso general se hace por
analogia.

Sea (a, b] C (0, 1], entonces

P {N,(a,b] =0} = P{qn;]a}[c ]X,- < un} — e =% = P{N(a,b] = 0},
) (1.21)
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ya que (X;)Z, es estacionaria, y aplicando el Teorema 23.

Como se satisface D (u,), tenemos que

P{Nn (B) = 0} = P{Nn(cl,dlj = 0' Nn((lg,dgl = 0}
= P{ max X; <wu,, max X; < n,,}
a<y<d 2<% <dp
= P{ max X; < un}P{ max X,; < 'u,,} +o(l).
f-'l‘(‘,ljsdl cz‘(ﬁﬁdz
pues la distancia entre los conjuntos {[n¢;| + 1,..., [ndy]} y {[nco] + 1,.... [nd]}

excede (ey — dy)n > [,, = o(n) que implica a,,, — 0. Entonces por (1.21).
P{N.(B) =0} —e h—=algrlra) = ¢~18 = p{N (B) = 0] ,

quedando asi probada (.7) del Apéndice. m
También en el caso estacionario es posible decir qué pasa con las estadisticas

de orden, como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 45 Denotemos por X, , < -+ < Xy, a las estadisticas de orden de
Xi1,...,X,.. Bajo los supuestos del Teorema 44, tenemos que

k=1 _,
P{Xin < tn} = PANA0,1] <K} = PAN(0,1] <k} =¢™ Y Tn— o0,
i=0
Como en la Seccién 4, podemos ahora determinar la distribucion limite de
X . utilizando el concepto de sucesién independiente asociada (“E,) dada la
i=1

oo
=11

sucesion estacionaria (X;) y denotaremos por X xn a la estadistica de orden

asociada correspondiente a Xj .

Ejemplo 46 (Distribucidn limite para las estadisticas de orden) Sea (X;)Z, una
sucesion estacionaria tal que existen sucesiones (a, > 0)7, y (b,)._, de miimeros

reales tales que P {a, (M, —b,) < z} <, H (x), para alguna H distribucion de
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o0

Valores Extremos. Supongamos que (uy),._, dada por u, = ia: + by, satisface las

condiciones D (u,) y D' (u,). Entonces para cada k > 1 se satisfacen

tod

“\ (~InH (z))!

P{(i" (Xk.n = bn) = .'L'} == H(I) . 7!

ii
o

7!

P {an ()?k,,, - bn) < :r} — H (z) AZ_I: M
=0

1=
Este resultado nos confirma la fuerte similitud que existe entre el comportamiento
asintdtico de las estadisticas de orden de la sucesion estacionaria (X;)Z, y las

(= o]
correspondientes de su sucesion independiente asociada (X,-) , claro estd, si
=1

se cumplen las Condiciones D (u,) y D' (uy,).



Capitulo 2

TVE para sucesiones de variables

aleatorias no estacionarias.

En el capitulo anterior revisamos los resultados centrales de la TVE para suce-
siones de variables aleatorias estacionarias (incluido el caso de v.a.ii.d.), las
cudles por supuesto eran idénticamente distribuidas, més precisamente, dada la
sucesion estacionaria (X;)-, y una sucesién de reales (u,).-, estudiamos las
propiedades asintéticas de P {M,, < u,} = P{X; < u,,1 <i < n} ysurelacién
con [T, P{X; <wu,} = F"(u,) cuando n es suficientemente grande, obser-
vando que para n fijo u, es una cota superior en los eventos {X; < u,} que no
depende de 1, es decir, (u,),., funciona como un conjunto de barreras contantes
para (X;)ie,-

Dado que el objetivo principal de este documento es tratar las extensiones
de los resultados del caso estacionario a alguna situacion méds general, en este
capitulo estaremos interesados en sucesiones de variables aleatorias (X;);2, cua-
lesquiera, en general no estacionarias y no necesariamente con distribuciones
marginales F; (z) = P {X; < z} idénticas. Ademds, iremos un poco mads lejos al
considerar barreras no constantes {u,;,1 <i <n,n > 1} que dependen de i y n.

Sea pues (X;);-, una sucesién de v.a. con funcién de distribucién marginal

51
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F, (z) = P{X; < z} para cada i. Nos centraremos en la aproximacién asintética
de probabilidades del tipo

Pn‘{u,”} = P{XI S ”nl-l S i S TL}

mediante

Pn.{u,,.} — P{)E: S uniul S ! S FI} = EE(“:::'}

donde (‘:’,)i] es la sucesién asociada de variables aleatorias independientes
con F;(z) =P {.5(:,- < I} para cada i. Entonces daremos condiciones suficientes
para que la sucesién (X;), . con respecto a {un;.7 < n,n > 1} dada, satisfaga
Bty = :6,,‘{3,“} — 0,n — oo. Pondremos nuestra atencién solamente en el
caso interesante en el que ﬁn,{u"i} tienda a un valor diferente de 0 o 1, es decir,
desecharemos el caso degenerado.

Para conseguir el objetivo deseado necesitaremos tres condiciones. La primera
condicién nos asegurard que ﬁn‘{um } tiende a un valor entre 0 v 1, ademds de que
relaciona a (F;);Z, con {u,,7 < n,n > 1}. La segunda condicién es andloga a la
Condicién D (u,,) del Capitulo anterior y por ende nos sirve para que las variables
aleatorias cuyos indices estdn sufientemente separados, sean asintéticamente in-
dependientes. La tercera condicién necesaria nos dice que las contribuciones
significativas a P, (u,,) provienen solamente de aquellos términos cuyos fndices
difieren en una cantidad suficientemente grande: este tipo de condicién es similar
a D' (u,) vista en el Capitulo 1.

En el caso que u,; = u, para toda i > 1, tenemos que P, (,,} nos da
la distribucién del maximo parcial M,, = max {Xj....,X,}. Como vimos en el
primer apartado del Capitulo 1, la TVE cldsica caracteriza la posible distribucién

asintdtica de M, cuando n — oo, donde las Xs son v.a.i.i.d., es decir,

P{a, (M, —b,) <z} = [F (u, (2))]" = G (x)
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donde G (-) es una Distribucién de Valores Extremos, (a, > 0).—; y (bn)re,
sucesiones normalizadoras, y u, (z) = f + by,.

Vimos que el mismo resultado es cierto ain si (X;);-, es una sucesion esta-
cionaria que satisface restricciones de dependencia débiles (D (u,) y D' (uy)).

Para probar este resultado demostramos que
P{M, < up ()} = [F (ua (2))]" +0(1). (2.1)

El mismo procedimiento puede ser usado para el caso de una sucesién de
variables aleatorias idénticamente distribuidas pero no estacionaria, es decir, se
puede demostrar que para n — oo,

PiX; £ ugpi<nk= f[F{um:) +o(1)

i=1

bajo ciertas condiciones (ver [11]).
Es importante observar que la expresién anterior puede incluir algunos casos
en los que las variables aleatorias no son idénticamente distribuidas y es posible
—~ oo
hacer transformaciones adecuadas via normalizacién. Por ejemplo, si (X,—)
i=1
es cualquier sucesién normal no estacionaria con u, = E (X,-), o2 =Var (X;)

y M, = max {)?1, s )?n}, entonces

P{ﬁngun} - P{f{’,- gum,z‘gn}zP{()?,-—m) Jo: < (s — 1) J05,i <
= P{X: <umi <1},

donde un; = (uni — p;) Jo: y (Xi)ie, es una sucesién normal estdndar no esta-
cionaria.

Sin embargo, no siempre es posible hacer tales transformaciones, y por lo
tanto supondremos que las distribuciones marginales son distintas. Debido a tal
grado de generalizacion, no estaremos exentos de limitaciones en los resultados

a obtener, tal como veremos en la extension del Teorema de Fisher-Tippet para
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el caso mds general, ya que en este caso la distribucién limite resultante no est4
perfecta y explicitamente caracterizada como en los Teoremas 9 y 16, sino que
pertenece a cierta familia de distribuciones que contiene de manera propia a la
de Valores Extremos, pues existen casos en que la distribucién limite de méximo
no resulta ser una de Valores Extremos.

Este capitulo estd dividido en cuatro secciones. En la primera definimos
condiciones de independencia asintética y de antiagrupamientos, en el contexto
no estacionario general, que nos permiten extender la Aproximacién de Poisson.
En la seccion 2 estudiamos los resultados que se cumplen cuando la condicién de
antiagrupamientos no se satisface pero si la de independencia asintética y surge
la nocién de indice extremo, el cual resulta jugar un papel importante y andlogo
al del caso estacionario, aunque tiene un comportamiento un poco diferente al
del indice extremo de una sucesién estacionaria. Para la tercera seccién dejamos
el problema de determinar la distribucién limite del méximo y precisamos el
andlogo al Teorema de Fisher-Tippet para sucesiones no estacionarias. En la
tltima seccién trataremos el proceso puntual que definen los excedentes de una
sucesion no estacionaria sobre un cierto conjunto de barreras {u,;,1 < n,n > 1},
asf como las condiciones suficientes para su convergencia distribucional y algunas
variantes que se pueden hacer a tales condiciones con el fin de que sean més féciles
de verificar en la préctica.

Este capitulo es tomado principalmente de [11], [12] y [14].

2.1 Resultados bajo las Condiciones D ({u,;}) y
D' ({uni})

En esta seccion revisaremos los resultados que se cumplen bajo ciertas condi-
ciones parecidas a las que fueron necesarias para desarrollar la TVE en el caso

estacionario, como se vié en el Capitulo 1.
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Definamos zq; = sup {z | F; () < 1} y sea F; (z¢,—) = 1 para cada i. Supon-

dremos que

Fn.max = sup {?l (um) ‘i < “} L 0} n — 00, (22)

que es equivalente a que
Uni — Tg4, N — 00, uniformemente en 1,

donde F; (z) = 1 — F, (z) para toda i. Ademds, centraremos nuestra atencién
en el caso en el que [T, F; (un) tiende a un valor diferente de 0 o 1, para que
la distribucién limite sea no degenerada.

Las definiciones siguientes nos dardn las condiciones necesarias para probar
que

Pt = J| 2 (ths) = 0,1 = o0 (2.3)
i=1

Definicién 47 Para cada natural n > 1 sean (un)'_, una sucesion de nimeros
reales y Fr = Ff ({uni}) = S0, Fi(un). Decimos que (X;)i2, satisface la
Condicion A si

limsupF, <ococ y liminfF; >0 (2.4)

Observacion 48 Trivialmente (2.3) se cumple para subsucesiones (ng)p., tales

que F;, — 0,k — oo porque en este caso sucede que . fune} 1 y ademds,

H::] F; (um,t‘J = EE:‘;C‘ ]"F'(“"*") —el=1.

Observacion 49 Por la expresion (2.2) tenemos que F; (un) — 0,n — 0o ya
que 0 < F, (uni) < fn‘,m para toda n. Entonces

T

n ™
HF" (i) = Heln(l—"ﬁi(u,.‘)) s He—(1+o(1})?.(u,,.) = e~ (1+o()F;
i=1

i=1 i=1

yaqucﬂl;r—ll—rl‘:z:—'o.
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Ast que si Fy — 7,n — 00 con 0 < 7 < 0o, entonces

T

HR (uni) = €77,n — o0.

i=]
En este sentido, la Condicion A es necesaria si queremos garantizar la conver-

gencia de [['_, F; (uni) a un valor diferente de 0 o 1.

Definicién 50 Dada la sucesion de reales (un;);_, para cada natural n > 1,
decimos que (X;)Z, satisface la Condicion D ({un;}) si para cualesquiera enteros
1<4 <dp <0 <4y < J1 < J2 <+ < Jg < n tales que j) — i, > m, se cumple
que

s;13:>|P(B(I UJ))—-P(BI))P(B(J))| < anm

para los conjuntos I = {iy,...,4,}, J = {j1,...,Jq}, B(I) = {Xi < uni,i € I},
B(J) = {Xi S tni,t € J}, y @pms — 0,n — 0o para alguna sucesion (my,)r-

tal que m: Fax — 0,1 — 00.

Observemos que a,,,, puede ser tomada tal que a,,,, sea no decreciente en
m para n fijo. A los conjuntos de enteros I, J los llamaremos "intervalos", los
cuales estdn separados por al menos m.

En el siguiente Lema mostramos c6mo esta condicién nos da un cierto grado

de independencia.

Lema 51 Sean n, r naturales fijosy Jy, ..., J, intervalos de {1,...,n} tales que
Ji y J; estdn separados por al menos m para i # j. Si se satisface la Condicién

D ({uni}) para sucesion (un;),—, ,n > 1 de reales dada, entonces

P(QB( ) HP

con oy, definida como en la Definicion 50.

<(r—1)anm

Demostracion. (Por induccidn sobre r)
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Sea i = Wiieiile)s # = Lyesns rital quek <L < ks <la<...<k. <V,
renumerando si es necesario.
Para v = 2 claramente tenemos que por definicion si se cumple D ({uni}),
entonces
|P (B (/1) NB(J2)) = P(B()) P(B(J2)) < anm
ya que ky — Iy > m.

Supongamos el resultado cierto para v — 1, entonces tenemos que

(mB )_EP(B 7

1) PB(2)

Qnm + (T = 2) Qnm (1) = (r = 1) @um

Hp(nzw) -1 PEu|r

i=1

IIDI

(Qrw)- S(

i =1
pues (N} B(J;) = U J‘-) y sucede que |J J; y J. estdn separados por al
i=1

i=1

menos m. ®
Continuamos para establecer una tercera condicién.

Definicién 52 Seann, r naturales cuaiesquz'em e I un subconjunto de {1,...,n}
de la forma {iy <1 <15} tal que Y., Fi (un;) < 1F;. Decimos que la sucesion
de v.a. (X;)2, satisface la Condicion D' ({u,}) respecto a (uni)i—y,n > 1 si

i . oo ) .
exriste una sucesion (a;,,)m:l de niimeros reales y una funcién g (r) tales que

maxmmz ZP {Xi > uni, Xj > Unj} < 0f,, (2.5)
1<jeEl"
donde
lim limsupra;, . =0

r—00 n—00
y el min en (2.5) se toma sobre subconjuntos I* C I tales que existe ng (r) que

cumple

_ 7
Z Fi(un) < 9(r) para toda n 2 ng ()
-
iel-1t
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limg(r) = 0.

Esta condicién acota la probabilidad de agrupamientos de mds de un exce-
dente en intervalos pequenos. Ademds, nos permite determinar la distribucién
asintética para el mimero de excedentes de una manera similar a lo visto en el
Capitulo 1. Naturalmente, la Condicién D' ({un;}) es mds débil que la condicion
simple

m?xgjgp { X >t Xj >t} S 05 (2.6)

donde I es como en la definicién de D' ({un;i}) y

. . K _
lim lim supra;, . = 0.

T—0C n—no

La ventaja de la Condicién D' ({u,}) es que la desigualdad (2.6) no necesaria-
mente puede ser satisfecha para I, sino que para cada [ existe un subconjunto
"asociado" I* que difiere de [ sélo en algunos puntos "no muy importantes", pero
tal que la doble suma sobre I* es esencialmente menor y satisface la desigualdad
(2.6). Por su parte, la Condicién D ({un:}) establece un tipo de independencia
asintética (o de leve dependencia) en la sucesion (X;)-, para eventos del tipo
de B (I), es decir, una independencia asintética para los méximos por bloques
(subintervalos) conforme el tamano de n crece. El papel que juegan estas condi-
ciones es andlogo al que desempenan las condiciones D (u,,) v D' (u,) que se
utilizan para establecer la version del caso estacionario del Teorema de Fisher-
Tippet como remarcamos en el Capitulo 1.

En el caso estacionario ademés de probar la expresion (2.1) demostramos que
dada una sucesién de reales (u,).- , tales que D (u,) y D’ (u,) se satisfacen para

la sucesién estacionaria (X,);_,, entonces para 0 < 7 < og,

P{M,<u,} > e ",n—>
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si y sélo si

n(l—F(u,)) = 7,n—

resultado que se conoce como Aproximacion de Poisson (Teorema 23). Ahora
enunciamos la extension de este resultado para el caso no estacionario pero
pospondremos la demostracién al final de algunos lemas que utilizaremos para

tal efecto.

Teorema 53 (Aprozimacién de Poisson caso no estacionario) Sea (X;):-, una
sucesion de v.a. que satisface las Condiciones A, D ({uni}) y D' ({uni}) con
respecto a la sucesion (un;)._,, n > 1. Entonces se satisface (2.3) y ademds,

para 0 < 7 < 00

F: — 7,n— oo, (2.7)

st y sdlo si

Pafun} = €711 — 00, (2.8)

Primero necesitamos establecer algunos puntos importantes sobre notacion
para posteriormente establecer los resultados que nos permitirdn probar el Teo-
rema 953.

Dividamos el conjunto {1,...,n} en r intervalos [;, [ = 1,...,r tal que
I1={1,‘..,2.;} )

11 s F.
Fn,l =§Ff(uni) S Tn

Fn‘l %+ ‘Fiﬁ—l (un‘i1+1) >

(es decir, tomamos 7, tan grande como sea posible) para r y n naturales fijos.
Sea Iy = {i, + 1,...,i>} tal que
12 . F‘
Fn.? = Z Fi' (uni) S -

r

1=11+1
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con 73 tan grande como sea posible. Repitiendo este proceso r veces, construimos
los intervalos I; = {4y + 1,...,%} con ¢, <m,
1
= ¥ s
Foy = E Fi(un) < f,
=i+

Fpi+ Fip1 (tni41) > == (4 es lo mas grande posible)
T

zr:Fn,f o i?‘ (um') S Fr:
=1

=1
Sea 0 < £ < 1. Dividamos cada intervalo [; en dos subintervalos I;; e I;5
donde [;; = {4y —m+1,...,%4} contiene los tltimos m; indices de I; y por

suparte /;, los restantes, tal que

*

= F
E Filuw) e
, T
i€l o
y de nuevo my; es lo mds grande posible.
Naturalmente tenemos que my; > 1, para n suficientemente grande, pues

sucede que F (un;) < Fpmax — 0,n — 00. Pero como m; es elegido lo més

grande posible tal que

*

Z Fi (ni) + Fi (niy—m,) > €2,

4 T
i€l 2

¥y como
Z F:' (um') S mfﬁn,maxa

13

tenemos que

*
T

s == 2
m.fpn,max + Fn,max >E = 3

es decir, &
E *
an,max

Ahora enunciamos y probamos varios lemas.
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Lema 54 Sie =e(n) con
e(n) F; — 0,n — oo,
entonces para cualquier natural v
P {X,- < Ui, 1 € IL‘F,l IM} = Biions) — 0,m—> 00;
=1
Demostracién.
Dado que
Pofuny = P{Xi Suny;1<i<n}=1-P{X;>u,pa i} 21— Xn:?,- ()

i=1

n

=il Zr: Z Fi (us) + Z Z F (uni) + Z F; ()

I=1 el =1 iclps i=ip 1
r r e T w
> P{xz- < uniyi € U L.I} =YY Filuw)— ) Filuw)
=1 1=1 i€l - PR

de manera directa tenemos que

0<P {Xi < Uniy 1 € U fs.l} ~Pifiny SO Filun) + Y Fi(umi)
=1

I=1 i€l 2 i=ip+1

T F‘ T - . n _
< ZETH + Z Fi (uns) = € (n) F + Z Fi (tni) -
=1 =ir+1 i=ip41
Por hipétesis € (n) F,; — 0,n — oo, y como por construccién de los intervalos [;
(7 es lo més grande posible)

*

?:1 — L'l S Ft'H-l (un,iﬁ—l) S Fﬂ.max:

y asf también

n r
§ Ft’ (“m’) :Ex_ E Fn,l San,max —DO,R""CKJ
i=ip+1 i=1

Entonces para n suficientemente grande el lado derecho de la desigualdad tiende

a cero y asi el resultado queda demostrado. =
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Observacién 55 Como no pedimos ninguna restriccion sobre la dependencia de
— oo
X;, el Lema 54 se satisface para la sucesion independiente asociada (Xi) )
i=1
Lema 56 (i) Si P, ,,} — € 7.n — oo entonces liminfF; > 0
n—oc
(7i) Supongamos que se satisface la Condicion D ({un:}) y sea r fija. Sea
e(n) = (m; + 1)?,1_,“;,,(-;"}1—,, donde m;}, estd dado en la definicion de la Condicion

D ({uni}), entonces e (n) — 0,n — oc y=(n) F;; — 0,n — oco.

Demostracién.
(i) Como Py (u,} = 1 — P{X; > uy; para alguna i} > 1 — F}}, tenemos que
F: >1- P, y por tanto

liminfF; >1— lim P, gy, =1—-€¢7 >0

n—0o

(i) Como se satisface la Condicién D ({uy;}) . entonces m}, Fpax — 0,1 — 00
y asf

€ (ﬂ) Fr: = Tm':: Fﬂ.mz\x + rFu,max = 0. n — 0.

Por (i) y de nuevo bajo D ({u,}). es claro que z(n) — 0.n — co. ®
Finalmente, un resultado para verificar un 1ltimo paso en la demostracién

pendiente del Teorema 53.

Lema 57 Supongamos que se satisfacen las Condiciones A y D' ({un:}), en-

tonces
limlimsup [ [ P (B (1.1)) = [] [] £ (ww)| =0.
el e N 1=1iel,
Demostracién.

Por la construccién de [; tenemos que para cada l

*
L

1—-P(B(11))=P{X; >un pa. i} < Z Fi (un) < i (2.10)

r
I'Ed';l]
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Asi que por la Condicién D' ({u,;}) sabemos que para cada [ existe un subcon-

junto I}, C I tal que

g(‘r) > Z F:‘ (uni) = Z fi (um') . Z Fi (uni)

r . 2
:Eh,|—.’;‘1 €0, IE!:"I

}f
Z ZP {X; > Unpi, X}' > ’U.nj} = Q‘;‘r
i<jel;,

para n > ng (r). Donde lim g (r) = 0 = lim limsupra;, .

Por lo que, por la desigualdad de Bonferroni (ver Proposicién 69 y desigual-
dad (2.17)), paracada 1 < (< r

1-P (B (I!‘,I)) = Z.F: (um-) > ZF‘ (‘U.m') == Z ZP {X,, - L‘.m',XJ = ‘h‘,nj}

i€l; i€l i<jel},
= g(r) .
> ol o e SENTA
2 > Filun) === -,
i€l
Entonces . .
{1 e P(B (Ifl))) S Z Z ?i (“ni) = Sn,r
=1 =1 i€l ,
y . .
D A=PBUEI)2Y (1=P(B(L)))) 2 Sar —g(r) —ray,.
=1 I=1
Entonces

T
e~ (1+dr)Sn.r < HP (B (Il,l)) < e~ Snrta(r)tras .
=1

donde d, = O (1) — 0,7 — oo por (2.10).

De manera similar obtenemos que para todon y r

"
6_(]+CTI}SH,F S H H F(un{) S e'—sn,f'

I=14€l,

donde ¢, = O (Fpmax) — 0,7 — o0,
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Dado que limg(r) = limlimsupra},, = limd, = 0 = lim¢, y ademds,

00 5 e T—00 n—oo

limsupS,,, < limsupF < oo por satisfacerse también la Condicién A, tenemos
n—oo n—o0

el resultado deseado. m
Si suponemos la expresién (2.8) en vez de la Condicion A tenemos el siguiente

resultado.

Lema 58 Supongamos que se satisfacen las Condiciones D ({un:}) y D' ({uni})

T

y que ademds P {un) — €77,n — 00, entonces

limsupF,; < co.

n—o0

Ahora estamos en condiciones de probar la Aproximacién de Poisson en el
caso no estacionario
Demostracién. (Del Teorema 53)

Tomamos € = € (n) = (m}, + I)Fﬂ_m“r}-.l—,f, donde m? es dado por D ({un}),
entonces por el Lema 56 (i) tenemos que € (n) — 0,n — oo para cada r y
e(n) Fr — 0,n — oo.

Por (2.9) tenemos que para toda !

eF}

m 2> —= —1=m
TFn,max

ne

es decir, los intervalos I;; y Iy, estdn separados por al menos m;, para todo

l # I'. Entonces por el Lema 51

0 < Pn_{u,“-} — 11:11 P (Bm)

< ’P (IC]IB(JO) _;EIIP(B“}| + [ Prfuni) —P(QB(JO)‘
& ) s B it —P(QB(J;)) .

A medida que n — oo, por la Condicién D ({u,;}) el primer término tiende a

cero y el segundo por el Lema 54 también. Asi que tenemos que para toda r

Paiuay = H P(Biy)| =0.

lim
n—0g
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Con esto, y dado que se cumplen las condiciones A y D' ({uni}), el Lema 57 nos
lleva a que
rlg{.lohm sup [ Pn fun} — H H E} ()
B I=11i€l;,
Pero el Lema 54 (que en particular vale bajo independencia segiin la Observacion
55) nos dice que para cualquier r

H [1 Fi(un:) — [ Fi (uni) = 0,7 — o0,

=1 !Efg 1 =1
y por lo tanto

— 0,n — oo.

Pn,{u".} - HE (um')

i=1

Finalmente, verifiquemos la equivalencia entre (2.7) y (2.8).

Si suponemos que se cumple (2.7) para 0 < 7 < oo entonces por la Obser-
vacion 49 tenemos que [, F; (un;) — € 7,n — oo y entonces por la propiedad
triangular P, (.} — e 7, n — oo.

Ahora supongamos que se cumple (2.8), entonces por la parte (i) del Lema
56 y el Lema 58 tenemos que 0 < ligr_ligff" < limsupF, < oo y por tanto
(Fy)ae es una sucesion acotada con limite superior gl_r':i?ermr positivos, asi que si
suponemos que (2.8) no se satisface, tenemos que existe una subsucesion (nx)g
tal que F;; — n con 0 <7 # 7y por lo tanto, tenemos Pnh{u"kl} — e MF£e™,
cuando k — oo, que es una contradiccién a (2.8). =

En la siguiente seccién usaremos un resultado que se da como consecuencia

inmediata de combinar los Lemas 51 y 54.

Lema 59 Supongamos que se cumplen las Condiciones A y D ({uni}), y con-

sideremos los intervalos I; definidos como antes, entonces para cualquier natural

P.- 1P (B (1)

r

=0

lim sup

n—0C
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Demostracién.

Observando que

< +

P,—P (ﬂs (f:)) P (ﬂB (m) -[IP®B@W),

el Lema 54 nos dice que el segundo sumando tiende a cero y para el primer

B H P (B (1))
1=1

sumando usamos el Lema 51. =
El siguiente resultado caracteriza el comportamiento de los extremos de

subintervalos.

Corolario 60 Si (X;)2, es una sucesién de variables aleatorias que satisface

las condiciones A, D ({uni}) y D' ({uni}) con respecto a la sucesion (uni)_;,

n > 1y si ademds existe una sucesion (I,)ne., de subintervalos I, C {1,...,n},
n > 1 tal que
ZF‘- (Uni) > 7'\n— 00 cont' <7 (2.11)
i€l
entonces

Po(I)=P{X;Supi€l,} > e ,n—o00

Demostracion.
En virtud del Teorema 53 basta probar que las condiciones D ({uni}) v

D' ({uni }) se cumplen respecto a la sucesion

~ Ui, Sii€ I,

Uni =
T, sii ¢ Iﬂ

Entonces B (I) = {X; < Uniyi€ I} = B(INI,) para todo I C {1,...,n}y
?n,max ({ﬁn:}) = max {?z (a‘in) !1‘ S n} S max {?l (uiﬂ) si S n} = ?ﬂ,max ({uni})s

por lo que autométicamente se cumple la Condicién D ({tin; })-
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Sea I un subintervalo de {1,...,n} tal que 3., Fi (tin:) < 23 i) Fii (i)
Entonces Zte; i (Uni) < },F‘ y como se cumple D' ({um} ) tenemos por tanto

que existe I* C I tal que
ZZP {XI > Upi, Xj > unj} = ﬂr-;,r
i<jelr

[)(.}1'{)

SN P > Ui X > Ui} = )Y P{X: > i, X > 1)

1<jel" 1<jel*Niy

S Y PX: > i X > tng)

i<jel*

IA

Y como ademaés

Z F; (Un) < Z Fi (i)

iel-I* iel-I
tenemos que la Condicién D ({#,;}) se cumple con los mismos valores a;,, y

g(r).

2.2 Resultados bajo la Condicién D ({uy;})

Con las construcciones y resultados de la seccién anterior discutiremos el compor-
tamiento asintético de P, 1, .} sin suponer que se cumple la Condicién D’ ({un;}).
La TVE para el caso estacionario nos dice que si u, (7) es tal que cumple la expre-
sién (2.7) y la Condicién D ({u, (7q)}) se satisface para cierto 7y > 0, entonces

existen constantes 6,6',0 < 8 < §' < 1 tales que

limsupP {X; < u,(1),i<n} = e (2.12)
liminfP {X; < wu,(7),i<n} = e (2.13)

para todo 0 < 7 < 7¢ (ver Teorema 29).
La notacion u, (7) = u, indica el valor de 7 en (2.7). Observemos que si

(2.7) se cumple para u, (7¢), 7o > 0, entonces también se cumple para cualquier
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7 > 0 con uy () = Upnr/ro) (70), como verificamos en la Observacién 31. Ademds,
si el limite en (2.12) existe para alguna 7* > 0, entonces § = ¢’ se llama el fndice
extremo de la sucesién estacionaria y ademds lim P{X; < u, (1),i <n} ="

n—oo

para toda 7 > 0 (ver Teorema 29).
Para el caso no estacionario también definimos el concepto de indice extremo.

Definicién 61 Sea (X;)-, una sucesién de variables aleatorias y para cada
n > 1 sea (un; (79))in, una sucesion de relaes, para o > 0, definimos el indice

extremo de (X;)2,, siempre que exista el limite, como
1 .
6= —T—ln(lim P{X;gun‘-(rg),zgn})_ (2.14)
0 n—oo

Sabemos que en el caso estacionario el indice extremo 6 no depende de 7y y
la sucesion (u,),., es de constantes. En virtud de que estamos suponiendo que
(Xi)i2, no es estacionaria es de esperar que la sucesion (u,),_, dependa de 7¢ y
que el comportamiento de € tenga variantes respecto del caso estacionario, como

lo veremos con un ejemplo.

Ejemplo 62 Sea (Y;), una sucesion de v.a.i.i.d. con funcion de distribucion

marginal F' continua y definamos w,, (1) = " (Z), para T > 0. Sea
Xi = Y+t 2 1.

Entonces

Py, <F'(3),1<j=[G+1 /A <[(n+1)/2}

_ F[(,.H_l)fg] (?-I (z)) _ (] _ E)[(ﬂr+l}/2| = (3'_%71?1 —t
n n

P{X; S us(7),i <n}

Asi que para u, (1) = ol (£),7 >0 tenemos que 6 = 3-

u, (27) para i timpar
Si ahora tomamos uy; () = , donde xq es el punto
o para i par

final de F'. En este caso

P{X;<uy(r),i<n}=P{Y; <u,(2r),1<j<[(n+1)/2]} = e ",n— o0,
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con lo que para esta u,; particular = 1. Si definimos otras sucesiones u},; (T)
de la misma manera, iguales a u, (7) para algunas i's e iguales a zo para las
restantes i's, tendremos diferentes valores de 8 < 1. Asi que el indice extremo

depende de la forma que tenga uy; (7).

Otro problema que tiene el indice extremo en el caso no estacionario es su
dependencia con 7. Como hemos comentado antes, sabemos que en el caso
estacionario cuando se cumple la Condicién D (u,) tenemos que 6 (u, (7)) = 6
para cualquier familia {u, (7),7 < 79}, por lo que en este caso ¢ no depende de
7 ni de la construccién de la sucesién (u, (7))p., (ver Capitulo 1). En el caso
no estacionario el indice extremo es en general dependiente del valor de 7, para

ello veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 63 Continuando con el Ejemplo 62, para 7o > 0 definamos

(

u, (270) para i impar, i < in

Il
Iy .

Uni (To) o para t par, 1 < %n

u, (10)  paragn <i<n.

.

Definimos la familia de sucesiones

Uni (To) parai<s
Uni (7) = , T <To
T para s <i1<mn

donde s es tomado en su valor mazimo tal que Y, ., F; (uni (7)) < ;';F,:T. Clara-

mente, dado que u, (1) = F ' (Z), tenemos que se cumple (2.7) para cualquier

uni (7) y

P{X; < u,(m0),i <n} =
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3 +1 241
ZP{}GSun(QTo)‘jSQ—; }P{YJSHR(TQ),22 <jSE'—;§'—1}

( 2T)[rl/4+]f21 Vs T [n/4] 1y 1, ~H
= et 1"_) — e 2Te"i" =e 47, n — 00.
n m

Andlogamente,

P{X;<u,(r),i<n}—e",n— o0, para7 < 57o-

Entonces tenemos que 0 (un; (10)) = 2 pero 6 (uni (7)) = 1 para 7 < 379. Es

decir, el indice extremo tiene una clara dependencia con 7.

Las caracterfsticas caéticas del indice extremo no son exclusivas de los ejem-
plos anteriores, para el indice extremo particular 8 (u, (7)), sino que existen
muchos ejemplos mds. No obstante, como veremos en los Ejemplos 83, 84 y 85,
el indice extremo puede no depender ni de 7 ni de u,; (7), y por lo tanto se le
puede interpretar como en el caso estacionario en algunos casos.

Ahora discutiremos algunas propiedades generales del indice extremo para
sucesiones no estacionarias. El primer resultado nos dice que el indice extremo

no puede ser superior a 1, justo como en el caso estacionario.

Lema 64 Sea (X;):-, una sucesion de variables aleatorias que satisface la Condi-
cion D ({un;i}) para la sucesion (uni)i—,,n > 1 tal que (2.7) se satisface para

algin T > 0, entonces

liminfP {X; < upii <n} >e™".

n—o0o

Demostracién.

Por el Lema 59 tenemos que para los intervalos [

P{X; < um,i<n}-[[P(B(L)) - 0,n — 0.

=1
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Pero por la construccién de los intervalos [; tenemos que para cada 1 <! <r

P(B(I) = P{X, Sumi€ [} 21~ Y Fi(u) 21~ ~Fy,

=

por lo que

r

[[PB @) > (1~§F;)r ~(1-I) a0

=1
Dado que esto ocurre para cualquier r arbitraria, tenemos lo que buscamos ya

que

Y i i pEL
(1——) — e .r— 00.
e

n
Observacién 65 Por la definicion de indice extremo,

e > liminfP {X; < up.i <n} > e, 7 >0,

n—00

lo cual implica que 6 < 1.
Lema 66 Sean (X;);~, y (tni)ie, ., n > 1 como en el Lema 64 con 7 > 0. Sea
(up)iy ,n > 1 otra sucesién que también satisface (2.7) con el mismo valor 7.

Si para cada n

Uni < U, para toda i < n 0 Up = U, para toda 1 < n,

— “nis

entonces
(2) La Condicion D ({u;}) también se satisface.

(#1) Si0 = 0 (un;) ewiste, entonces 0 (ul;) = 6.

Demostracién.
(#) Sean I c {1,...,n}, B*(I) = {X; € uj;.i € I}. Entonces si un; < up;

0< P(B"(1)~P(B(N) <Y (Filun) = Fi(u)) < 3 (Fi(wni) = Fi(w3,)

1€l
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que tiende a cero porque se satisface (2.7), y entonces tenemos que también
D ({u;;}) se satisface. El caso u,; > u}, es similar.

(21) Por la parte (z) tenemos que si [ = {1,...,n} entonces

[P{X; <ul.i <n}—P{X; <up,i<n} —0,n— co.

Para cada n > lIsean (un)., y (uh;)i, sucesiones de reales. Definamos

=

I, = {t <n|uyu <ul,} y establezcamos la condicién

Z?,— (uni) = 0.n— 00 o ZWF_‘- (up;) — 0,m — oo. (2.15)
1ely, igln

Teorema 67 Sea (X;);Z, una sucesién de variables aleatorias y para cadan > 1
la sucesion (un;)l, que cumple (2.7) parat > 0. Sea (u};),,n > 1 que satisface
(2.7) y (2.15) para el mismo valor de .

(2) Si la Condicion D ({u,;}) se satisface, entonces también D ({u};}).

(21) St 0 = 6 (un;) existe, entonces 0 (u};) = 6.

Demostracidn.
Para el caso } .., F, (u};) = 0(1) definamos

uy, parai€ [,

Uni =

Toi paraa' ¢ In

Dado que se cumple (2.15) tenemos que

0< Y Filun) =D Filll) = Y Filun) =0(1).
i=1 i=1 i¢ln

Entonces ()", ,n > 1 satisface (2.7) con el mismo valor 7. Por el Lema 66, la

Condicién D ({u,;}) se satisface y 6 (u,;) = 6 porque u,; > u,; para toda i < n.
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Pero también u,; > u,; para toda i < n, asi que de nuevo por el mismo lema se

cumplen los dos resultados buscados.

Para el caso ) ., F, (un) = 0(1), en (2.15) definimos

u;, parai¢ I,

—~ ]
ul“ S

To; parai el

y procedemos de manera andloga. =

Este Teorema nos lleva a un Corolario para el caso de sucesiones de vari-
ables aleatorias estacionarias. Para ello, supongamos que existe el indice ex-
tremo 6 = 6 (u, (7)) para la sucesién estacionaria (X;);o, y la sucesién de

oc

reales (u, (70));_,. v definamos la clase

(Uni)iey,n > 1 tal que (2.7) y (2.15) para alguna 7,
B (un (10)) =

0 < 7 < 1o donde uy; = uy () = Upnr/rq) (T0)

Corolario 68 Sea (), sucesion estacionaria tal que 0 = 6 (u, (7o) existe
y (2.7) se satisface con u, (7o) donde 79 > 0. Entonces para cualquier suce-
10N (Uni)i—; € 3 (un (7)) tenemos que 6 (un;) = 6 y la Condicion D ({un;}) se

satisface si D (u, (70)) se cumple.

Este resultado. consecuencia directa del teorema anterior, nos dice que @ no
sélo describe el comportamiento extremo con respecto a una sucesion (un;) de
constantes (que no dependiente de 7), sino también para ciertas sucesiones no
constantes. Ademas, el ejemplo discutido muestra que si (uni);;l ¢ B (un (10)),
entonces el indice extremo 6 (u,;) puede ser diferente de 6 (u, (7¢)). En el Teo-
rema siguiente estableceremos una condicién suficiente para la existencia del
indice extremo. Para ello, primero definiremos cierta notacién y condiciones

adicionales.
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Para k > 1, sea

SOM =33 P{X > iy, Xy > Uiy}

1) <ig <o ig €S

Supongamos que para un valor de 8, 0 < 6 < 1,

B, = limsup {rn?.x {Enér} |rS& (1) =0 (1 — 9}|}} —-0,r—o0c (2.16)

ysif <l
v, = limsup {mj\x {miel}rSf‘a) (I")}} — 0,r — 20,

n—0o

donde I e I* estdn definidos como en la Condicién D’ ({u,;}) y ademds sucede que
(1) — 2. n — oo. Es obvio que (2.16) generaliza a la Condicién D' ({un;}).
Recordemos de la seccién 2.1 que la Condicién D ({u,;}) involucra trabajar
con los conjuntos B (I) = {X; < un;, 1 € I} donde I es algin un conjunto de
ndices 4; < --- < i,. Para poder acotar probabilidades sobre estos conjuntos, y
que a la vez involucremos términos S (1), es de utilidad el siguiente resultado

elemental.

Proposicién 69 (Desigualdad de Bonferroni) Sea (2, F, P) espacio de proba-
bilidad (ver Apéndice) y A,,... A, € F eventos. Entonces

S P{A}-X P{A:N A;} < P{U~, A}

i<j

<Y P{A)-SP{ANA}+ T P{ANANAY.

i< i<j<k

Observacién 70 Sipara cada I = {i; < --- < i,} tomamos A;, = {X,, > wn, }
entonces B (I) = N’'_ A = (U'_,A;,)" y entonces la desigualdad de Bonferroni

nos dice que

SN -8R <1~ P{BIN} <8P (=8P +58(1).  (217)



2.2 RESULTADOS BAJO LA CONDICION D{({Upn;}) 75

Teorema 71 Sean (X;);2, una sucesion de variables aleatorias y (uni);—, .7 > 1
sucesion de reales que satisfacen las Condiciones D ({uni}), (2.7) y (2.16) para
cierto 8 y 79 > 0. Entonces 0 (un; (7)) = 6 para toda 0 < 7 < 7¢, donde

Uni (To) parai<s
Un; (T) =
To para s <i<n

con s tomado en su valor mazimo tal que Y, Fi (uni (1)) < T—LF,:T.

Demostracién.
(z) Usando la misma construccién de intervalos de la Seccién 2.1. sabemos

que para cada [ existe I tal que

0< P(B(I) - P(B(L) < SV (- I7) < ~g(r)

-

para todo n > ng (1) y

L= S + S = S (I7) < P(B(I))) £ 1= S0 (1) + S (I7).

por (2.17).
Asf que por (2.16) tenemos que para cada [
lu%ﬁ—%-%—gi r) < hm mfP (B (1)) < limsupP (B (1)) < 1-.’2? 3, QS")_

Si tomamos el producto de P (B ([;)) sobre 1 <[ < r y luego hacemos r — oo

=070 < lim me P(B(I})) < limsup H P (B (L)) < e,

=1 i=1
y aplicando el Lema 59 tenemos que
lim P, = lim HP(B(L«)) =7 r o .

n—oo n—oo
=1
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(1) Sean los intervalos I; como en (i) que dependen de 7 y denotemos
r" = [r7/7¢]. Entonces por la definicién de s como su méximo valor posible,

tenemos
r'+1

J;ZUI;C {1,.,.,8} =L TE UI,-
=1 =1

Pero

0<P(B(J)—P(B(J) <SSV (Iiy) < 1F,; — 0,1 — o0.
b i
Entonces repitiendo la parte (i) con v obtenemos que

lim P (B (J')) = e,

N—00

lo cual implica que 6 (u,; (7)) =6. =

2.3 Distribuciones limite para el maximo

En esta seccién consideraremos la convergencia de la distribucién del méximo
M, = max{X,,...,X,} donde (X;)Z, es una sucesién general de variables
aleatorias. Para el caso de variables aleatorias independientes (ver [7]), y como
vimos en el Capitulo 1, aiin para el caso estacionario (ver [18]), tal convergencia
estd perfectamente caracterizada. Supondremos de nuevo que la expresién (2.2)
se satisface, una restriccién sobre la uniformidad de las distribuciones marginales
F;.

El siguiente resultado cldsico de la TVE (Teorema 3.10.2 de [7]) generaliza
al de Fisher-Tippet para el caso de sucesiones (X;);-, de variables aleatorias
independientes con distribuciones marginales F; (z) = P {X; < z} y caracteriza

la distribucion limite de M, sin darnos la forma explicita de ésta.

Teorema 72 Sea (X;)Z, una sucesion de v.a. independientes y supongamos

que existen sucesiones normalizadoras (a, > 0).-,, (b,),_, tales que para todo
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0<t<l,
[n]

lim Z?; (anz +by) =w(t,2) ¥ Fpmax — 0,n — 0. (2.18)

n—oo £
1=1

Entonces
P{(My—b,) /an <z} = [] Fi (anz + by) 5 H (z) = ™) n - 00 (2.19)
i=1
y ocurre alguna de las tres situaciones siguientes

(7) InH (z) es concava o (2.20)
(1) 2o (H) < 00 y InH (2o (H) — e™*) es concava paraz > 0, o

(74i) 1 (H) < oo y InH (zy (H) + %) es edncava para x > 0,
donde zo (H) =sup{z | H (z) <1} yz, (H) =inf {z | H (z) > 0}.

Antes de dar un ejemplo para verificar el teorema anterior, revisaremos un

resultado util.

Lema 73 Sea P (z) una funcidn positiva, no decreciente y diferente de la fun-
cidn constante. Supongamos que eristen sucesiones de reales (a, > 0)o, y
(bn)oe, tales que lim Y i | F;(anz+b,) = P(z), y para z fija y cada € > 0,
existe N tal que f;':_(.;iz +b,) <€ paran > N y toda k < n. Entonces

lim H}-ﬂ- (anz + by) = e,
i=1
Demostracion.
Por expansion de Taylor de la funcién h (z) = —In (1 — ) alrededor de cero

tenemos que
oo

1
—In(l—:z:)zz-—:c”,0<;r<1.
p

p=l
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Sea 0 < £ < 1, sabemos por hipétesis que existe N tal que F; (a,x + b,) < € para
n>N ytoda k <n, asi que

—Zlnl— (anz + by) ZZ [F; (anz + by) Zi F; (anz +b,)]"
i=1 p=1 i=1 p=1
< Z[F (anz + by) Zs"l . x+ by)l.
p=1

Entonces para toda 0 < e < 1

oo

0< - i (1 = F; (an + ba) i anx+b]<(1—lg—1)2|ﬂ(anx+bn)],

i=1

—

i=

y por lo tanto, haciendo € — 0,

[=+] o0

lnﬁ(l — Fi(anz +b,)) =) In(1 = F;(anz +b,)) = — ) _ Fi(anz +b,) = =P (1).

i=1 =1

Ejemplo 74 Sea G una funcién de distribucion tal que G (0) =0 y para z > 0
satisface G (z) > 0 y llm T;((:_}} = 2" para alguna v > 0. Sea (\;)ic, una sucesion
de reales positivos tal que Yol Al =00y A = O(X,X)). Definamos la
sucesion independiente (X;), donde F;(y) = 1 — G (—\y) es la funcion de
distribucion de X; para cada i > 1. Entonces la cola de F; satisface para cada

y < 0 la propiedad

im f_-'-{-ti) =i, (2.21)
t—0— F:' (t)
Nos preguntamos por la distribucién de M, = max {X;, ..., X,} cuandon — oo,

(con las constantes normalizadoras adecuadas).
sl 1 ey gre 1
Para cada n > 1, sea a, = inf {1‘ | T = Do b & r:(x—)}' Como sucede
que Y oo Al = o0, tenemos a, — 0,n — oo. Entonces tenemos que

Yoy G (Mianz Z; , G (Mianz)
G (an+) S IAT‘ZG (Aianz) < G(an—) 3 i A7’
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y por como definimos G y a, tenemos

a,.)\.:c}
" = i G /\ n
‘ n‘_.“i.‘oz,_ X Zﬁ Glant) = H,OZ n)

=1

1 G (apAiT)
< lim =77
=0 Z:—l 1 i=1 G (aﬂ_)

y por lo tanto para cada z > 0

lim ZG(Aian:c) =l

n—oo £

Por hipdtesis, max\; = o(3"%, Al), y haciendo ¢, > - A\l = max);, tenemos
¢n=o(1)yas£;mm cadai<n -

G (Manz) < G(¢,z) =0(1),
es decir, para cada € > 0 existe N tal que G (\ja,z) < € paran > N y toda
i < n. Entonces por el Lema 78 tenemos que

lim HG(/\,an:c) =&,

n—oo
=1

Esto significa que para la sucesion independiente (X;);~, y cada y <0

w(l,y) = lim _Z'F',- (any) = lim ZG(A.—an (—9) = (-

P{Mﬂ<aﬂy}_HF(an$) HG At (=) = €0 — o0,
i=1

que concuerda concuerda con el Teorema 72.
Como caso particular, consideremos que r es un entero positivo y G® (0) =
parap = 0,1,...,7 — 1, y G (2) > 0 y continua para 0 < z < a. Entonces
aplicando la regla de L "Hopital v veces, cada F; satisface (2.21), pues
G Fity) o GEAty) L )T GO (“ity)

T R B b R0 ( ) ES 0

£STA TESIS NO SALE

DETARIRI IOTECA

FAia B u S OB Ba~ TR
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Cabe mencionar que la propiedad 2.21 la satisfacen varias funciones de distribu-
cidn, como por ejemplo, la Weibull, Uniforme, Beta y en general, todas las que
pertenezcan al dominio de atraccion del mdazimo D (¥, (z)) (ver Teorema 1.6.2

de [18] y notar que en nuestro ejemplo zp = 0)

Con los resultados de la Seccion 2.1 y el Teorema anterior obtenemos trivial-

mente el siguiente corolario para una sucesién general no estacionaria.

Corolario 75 (Fisher-Tippet caso no estacionario) Si la sucesion de variables
aleatorias (X;);-, satisface las condiciones D ({un}), D' ({un}) y la expresion
(2.18) con respecto a u, (z) = a,x + b, para toda x, entonces

P{(M, —b,) Jan < 2} 5 H (z) = e 0 — o0,
donde H (z) satisface (2.20) .

Observacién 76 El Corolario anterior nos dice que la distribucion de M,, con-
verge a la misma a la que converge ﬁn = max {jfl, e 5{’“} donde (52,) es

1=

una sucesion de variables aleatorias independientes con P {}?, < :.':} = F;(z).

St suponemos que P {X; < 2} = F (x) para toda i, entonces

ettt g E#£0
H(z) = He (z) = )
e si€E=0

osea, H coincide con la Distribucion de Valores Extremos Generalizada He (ver
Definicién 10) y tenemos por tanto la extension del Teorema de Fisher-Tippet

para el caso no estacionario pero idénticamente distribuido.

En general no existe un criterio con el cual podamos decidir si para una
sucesion cualquiera (ﬂ-);"‘il de funciones de distribucién, el maximo M, (de-

bidamente normalizado) converge a alguna funcién de distribucién limite. Por



2.3 DISTRIBUCIONES LiMITE PARA EL MAXIMO 81

ejemplo, consideremos para cada natural k > 1, Fj (z) =V (k":.c), donde V (z)
es cualquier funcién de distribucién tal que V (0) = 0y V (z) > 0 para z > 0,
y. a medida que  — 0, V (2) = o(27). donde r > 0. Es claro que para que H
sea no degenerada necesitamos que a, = O (n™") y b, = 0. De hecho, cualquier
distribucion G puede ser el limite en la expresion (2.19), por ejemplo, tomando

para cada i > 1 la distribucion F; =G® cona; >0y >0, a; = L.

Observacion 77 En el Ejemplo 74 la distribucién limite de M, resultd ser del
tipo Weibull U, () con a = r > 0, es decir una de Valores Erxtremos. Pero en
general no podemos asequrar que H sea del tipo He (la Observacion 76 nos lo
asequra solo en el caso no estacionario idénticamente distribuido y bajo ciertas
condiciones). Los siguientes dos Teoremas (ver [15]) nos muestran que la familia
a la que la funcion H del Teorema 72 pertenece es una familia mucho mds grande

que la de las distribuciones de Valores Extremos.

Teorema 78 Sea P (x) absolutamente continua, no decreciente, y positiva para
2 > 0, con P(0+) = 0, y supongamos que xP' (x) es no decreciente y crece
a 1 para x > 0. Entonces eristen una sucesion de distribuciones (F});2,, una

sucesion de reales (a, > 0)>_,. y un numero N tal que F; (a,z) < € paran > N

y toda i < n,
y tal que
lim [[1 - Fi (aa2)] =7, z > 0. (2.22)
i=1
Demostracion.

Para 2 > 0 sea F;(z) = zP'(iz). : = 1,2,.... Sea a, = i, n=12...

Entonces tenemos que

ZF (anz) = Z %P’ (%) ~ /01 zP' (zy)dy = P (z)
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y ademds F; (a,z) < £ foax ) 2 (.93:)) = 0 (1) para toda ¢, y asf para todo £ > 0
existe NV tal que F; (a,z) < € paran > N y toda ¢ < n. Entonces aplicando el
Lema 73 tenemos (2.22). m

Observemos que si 2P’ (z) > 1 para = > xy, el Teorema sigue siendo vélido
y para ello definimos

zP' (iz), 0<izr <z
Fi(z) =

_ 1ir+Ig i
+ 1+ir+xo? To S T

y de nuevo a, = 1.

Como un caso especial podemos tomar P (z) positiva, convexa paraz > 0y
P(0+)=0.
Teorema 79 Si P(z) es convera y mondtona creciente de 0 a oo sobre todos

los reales, entonces existen una sucesién de distribuciones (F})i-,, una sucesion

de reales (b,)>,, y un niimero N tal que F; (anz) < € paran > N y toda i < n,

y tal que
lim H [1 - F (anz)] = e 7). (2.23)
Demostracion.
Sea F; (z)inf {z | P(z +In(:+ 1)) — P(z +In3), 1},i=1,2,..., y tomemos
b,=—In(i+1),n=1,2,.... Entonces para n suficientemente grande,

- - n+1 n+1
;E(l+b“):§[P(x_lnz+l)-P( —1In - )J

= P(z)-P(z—In(n+1))=P(z)+0o(1).
Para cada ¢ < n tenemos que

1
F;(z 4+ b,) < max [P(:.-:—ln?‘l%-l) —P(J:—lnnf )J
i<n 1+ 1 1
= P(:::)—P(r—lnn+1) =o(l).
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Entonces aplicando de nuevo el Lema 73 tenemos que (2.23) se satisface. ®

Observacién 80 Para cada P (z) dada como en los dos teoremas anteriores
definimos la sucesion (X;)i2, de v.a. independientes donde la distribucidn de
cada X; sea V;(y) = 1 — F,(—y), con la sucesion (F;);-, de distribuciones
definidas en cada caso, en dichos teoremas. Entonces el limile en la expresion
(2.19) resulta ser e="(=¥) y por lo tanto puede ser diferente de H¢ (ver Definicion
10) para toda todo real €.

Regresemos al caso no estacionario tomando una sucesién de v.a. no esta-
cionarias (X;),. Consideremos el caso en el que la Condicién D' ({u,}) no
se satisface. Esto nos sugiere inmediatamente aplicar los resultados de la Sec-
cién 2.2 al caso particular de sucesiones de constantes que satisfagan (2.18). A
pesar de esto, daremos otro tratamiento considerando sucesiones (X;)-, que

satisfagan que para toda t € [0,1] y A >0,
P {M(nt,n(t-i—&)} S un} - P{Mn& S ufﬂ]’ - U,ﬂ. — 00, (224)

donde My m = max {X;, k <1 <m} y u, = u, (2) = a, + by

Ahora estamos en condiciones de establecer una extension mds a los resulta-
dos cldsicos de la TVE, en este caso generalizamos el Teorema 29, para mostrar el
papel tan importante que puede desempenar el indice extremo en el caso general

no estacionario cuando no depende ni de 7 ni de u,; (7).

Teorema 81 Sea la sucesidn de variables aleatorias (X;);o, que satisfacen la
Condicion D ({u,}), (2.18) y (2.24) para toda x. St

w(t,z) =tw(l,z) para toda z y w(l,z) continua, (2.25)
entonces ezisten 8, 8" con 0 < 0 < ' <1 tales que

limsupP {M, < u, (z)} = e %1% = H? (2) (2.26)

—00
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liminfP {M, < un (z)} = e ¥*0® = H? (1) (2.27)

n—00

para toda x. Ast que si P {M, < u, (z)} converge, entonces 6 =6y
P{M, < u, (z)} % H’ (z) ,n — oc.

Demostracién.

Para r fija definamos los intervalos I, = (nt;—;,nt;], en donde t;, = { para
1<l <r.

Dado que F; — w(1,z),n — oo sucede que por (2.25) tenemos que

ZF(un — w(l z),n — oo.
iel;

Si usamos los Lemas 51 y 54 obtenemos que también
A= p (B (IIQJII,)) = ;f]lP(B(h)) +o(1),n — o0.
Si ahora usamos (2.24) tenemos que para toda [
P(B(L)) - P(B (1)) — 0,n — oo.

Definamos v (1) = limsupP {M,, < u, (z)} donde 7 = w(1,z), en realidad
n—oo

1 (7) depende de = solamente a través del valor de 7 segin el Lema 66. Entonces

llmsin{Mn,arSuH{ )} = limsupP (B (I,)) = %"/ (1),

n—oo

y por la continuidad de w (1,z) sabemos que existe z, tal que se satisface que
w(l,z,) =1w(l,z).
Si procedemos de la misma manera que en la demostracién del Lema 66

obtenemos que

P{Af"/,- < uy, (1:)} P{ afe S Uap x)} — 0,n — oo,
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lo cual implica que
#
() (;’) = limsupP {Mn < Uy (Ir)} — wllr (T)
n—og

Esta ultima ecuacion funcional tiene como solucién
pr)=e? 001,

y con esto probamos (2.26). De la misma manera podemos demostrar (2.27) y

utilizando el Lema 64 tenemos que ' < 1. =

Observacién 82 FEntre otras cosas, el resultado anterior nos dice que para el
caso de sucesiones de v.a. idénticamente distribuidas (X;);o, (pero no esta-
cionarias) podemos asegurar que bajo ciertas condiciones la distribucidn ltmite
de \, es He para algin real & (ya que como vimos en el Capttulo 1, HY resulta
ser del mismo tipo que H ya que ésta iltima es una distribucion de Valores Ex-
tremos y por tanto maz-estable), es decir, que si F es la distribucion de cada
X;. entonces F € D (H¢) y por tanto es aplicable el Teorema de GBPdH (38),
con lo que la wmplementacion de los métodos de la T'VE para estimar las medi-
das de riesgo VaR, y ES, usando conjuntos de datos no estacionarios puede ser

adecuada como en el caso estacionario (ver [5]).

Este teorema queda perfectamente ilustrado en el siguiente ejemplo mediante

una sucesién 2-dependiente (ver Definicién 11) no estacionaria.

Ejemplo 83 Sea (Y;);2, una sucesién de v.a.i.i.d. con distribucién exponencial

o0

con pardmetro A = 1. Consideremos la sucesion (X;);-, definida para cadai > 1

como Xo;_1 =Y; y Xoi = Xo;—y +a cona>0. Tenemos que

¥
F1(y)=P{X2='—1Sy}=fO efdr=1—eYy>0

Fy)=P{Xa<yl=P{Xa1+a<y}=1-€e""y>a.
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Si tomamos uy, (z) = Inn + z, entonces

[nt]

wua)=3&§:E@Mwn=gﬂi§]Gumum+?u%wm

¥ nt —Inn-=z —Inn—z+a t - a
= lim [?](e +e +)=~2—c (1+e€%),

TL—00

que claramente satisface (2.18) y (2.25). Ademds, por como se construys (X;),
tenemos que es 2-dependiente y por ende cumple la Condicion D ({u,}) (ver
Ejemplo 14) y podemos verificar que también (2.24) se satisface. Encontramos

fécilmente que

P{M, < up(2)} = (P{X1 < un (), Xz < un (2))™* = (B3 (un ()))"*

2 1 e 1
= (1 g Inn—v.r+a)"'1‘ — (l _ _e—:c+a) -y 6_58_:+a,'ﬂ. Ny
T

FEntonces
e—%c‘“"‘ . e—ﬂw(l.z} . e-ﬂ%e“(l+e“)

implica que
0 F (1+4¢%) me 79,

Ast que el indice extremo resulta ser

1

0=0(a) = ——,

que es independiente de z y 2 = 6(0) <0 (a) < 1.

Otro ejemplo interesante para este resultado es uno de la clase de sucesiones

de cadenas-dependientes.

Ejemplo 84 (DENZEL y O’BRIEN [{])Sea (J;)i~, una cadena de Markov ho-

mogénea con los enteros positivos como el espacio de estados, matriz de transi-

cion P = (P,;) y distribucién estacionaria inica m = (m;)oeg. Sea (X;)iz, una
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sucesion de variables aleatorias definida sobre el mismo espacio de probabilidad

y relacionada con la cadena como sigue:
P{Jn :ijﬂ Sx I Xls"~:"X.?l-‘ll‘]ﬂ!“'rjﬂ"-l . ?} — P{J” :j-.-"(‘n S-T | Jn—l = 1}
= P,H;(z) para cadan > 1,

donde H; es una funcidn de distribucidn continua por la derecha para cada i.
A la sucesion (X;);-, se le conoce como cadena-dependiente debido a que los
valores que toma son condicionalmente independientes dados los valores de la

cadena (J;)72,. En efecto,
PUK S =1 2ot | diipemainid = [IPLN S m | St}
i=1

También se le conoce como sucesion de variables aleatorias definida sobre una
cadena de Markov.

Sea = (1 S o0t T T S SER | L ) Sea y; tal que
yo =00, H (yn) = mi+ma+- -4 =1=(n+1)""/2
que tenga las mismas raices que w, y P = kB + (1 — k) I. donde I es la matriz
identidad y k € (0,1]. Entonces 7P = w. Esta cadena de Markov satisface la
Condicion de Doeblin (para algunar y s ye > 0. 3 _, P}, > € para toda i),
pues |P"* — x| < (1 — k)". Si definimos

. Definamos la matriz B tal

0 para r < Yny
Ho(z) =94 773 (H(z) — H (Yae1)) parayn_, <z <yn >
1 para r > Yy

entonces Y .o, TiH; (z) = H (z) para toda x, donde H es cualquier distribucion

continua.
Observamos que ) P;; H (z) = kH (z) + (1 — k) H; (z). que para k < 1 no

converge a cero st T — xg. De hecho,

P{X;>c|Xy>ch=kH()+(1-k)Y 7, (H, () (H ()™
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que para ¢ = y, tiene el valor kH (c)+(1 — k), por lo que para k < 1 no converge
a cero st T — Iy.
Para demostrar la convergencia de P {M, < u, (1)}, sea 7 > 0 y definamos

J(n) = [n®/7%] y va (T) = yj(n). Entonces

H(va(r)) = 1= (147 ()% 2 1= = = H (ua (7)),

y ast u, (1) < v, (7). Pero

B

P{L.<l|Jpa}=k(m+-+m)+(1—=k)=1-k(1+1)"2, si J,_, <L
por lo que

P{Mﬂ < Vn (T)} o P{max(Jﬂl"'!Jn—l)_Slj(n)}
[1-k@+5@)E]" [1-a+j@).

Entonces limsupP {M, < u, (1)} = e™*" ya que

N—o0

P{M, < up (1)} < P{M, < v, (1)} = ™ ,n > o0.
Si ahora consideramos v, (T) = Yjm)—1, y procedemos de la misma forma,

liminfP {M, < u, (1)} =e™*".

n—o00

Observamos que si H es tal que H™ (a, + b,z) — ® (z) entonces
P{M, < a, + bz} — 9" (z),

para k € (0,1].
En este caso hemos encontrado que el indice extremo es 0 = k, que no depende

del valor de T y puede tomar cualquier valor 0 < 6 < 1.

Continuando con el ejemplo anterior podemos encontrar un caso interesante
en el que el indice extremo toma el valor cero, que aunque en la practica no

tenga mucho sentido, si lo tiene desde el punto de vista tedrico.
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Ejemplo 85 Construyamos una sucesion de cadena-dependiente con la propiedad
de que P{M, < u, (1)} — l.n — o0, es decir, cuando 8 = 0. Considere-

mos la matriz de transicion P tal que Pivy = piyy > 0y Po = 1 — pisy,
para cada i > 0. Sean By = 1 y 8, = [l—, Pr.. Se puede demostrar que si
§ = Y09 B; < oo, entonces 7, = 13,. Si tomamos pr = k(k + 2)~"! tenemos

quemy=(k+1)" = (k+2) ' =(k+ 1) k+2), y T2 m = (k+ 1)L

Para simplificar los cdlculos consideremos

y entonces H (z) = 3, mH, (z) = D inteper i = ([z] + 2)~'. Aqui tenemos que

u, (1) = [3 - 2]. Por conveniencia restringimos nuestra atencion en 7 =1, y
Sea P{Jy =0} =1 y definamos Ty = min{i | J; =0}, y Y1 = Jpy—1. En-

tonces P {Y; > k} = 8. Andlogamente, denotaremos T,y =min{i |t > T, y J; =

y Y1 = Jn,,,—1. Finalmente. definimos N; = max {i | T; < j}. Entonces

veremos que P {M, < u, (1)} — 1.n — oo.

P{M,<n—2|No}=(1-B,y)" = (1 - 2mp_y)™
y por tanto

P{M,<n—2)}=E(P{My<n—2|N.}) = E[(1-2ma)™].

Pero por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros (LFGN)
-'\rn c.5. 1
? — g = 5,?’1 — OQ,

YTy = o(i), por lo que P{M, <u,(1)} = 1,n — oo, y entonces § = 0.
2.4 Proceso puntual de los excedentes

Haber probado el Teorema 53. que es una generalizacién del Teorema 1, nos

lleva a pensar que también podemos extender al caso no estacionario resultados
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sobre la convergencia débil del proceso puntual definido por los excedentes de

Xi...., X, sobre los reales u,, . .., u,, (ver Apéndice) que estd dado por
No) =D 0 () lpgsunpsn = 1,2, (2.28)
i=1
l, ssxze A
donde ¢ es la medida de Dirac, a saber, 4, (A) = , A e B((0,1]).
0, sizg A

Asf para cada B € B((0,1]) y n > 1,

No(B) =D 85 (B) Yxisumd = 3 Lixisumit = D Lixioumsh-
=1

&GB {Eﬂﬂ
De nuevo, la relacién de N,, con la TVE radica en el hecho de que

(M.0.1] =0} = { X S woi £ € 0.1} = (K S w1 i 5 0)
y entonces P {N,(0,1] = 0} = P, u,,}, que son las probabilidades cuyo compor-
tamiento asintético son nuestro principal interés en este documento, como los
destacamos al inicio de este capitulo.

De nuevo supondremos que se satisface la expresion (2.2) y que Y7, (1 — F; (uni))

es acotada para todo n > 1, como al principio del capitulo. Es decir,

Fn.max = sup (1 —d (uni)} —+0,n — oo (229)
i<n
y mn
limsupz (1 — F; (uni)) < 00. (2.30)

En la Seccién 1.6 vimos que N, converge en distribucién a un proceso Poisson
homogéneo, tanto para el caso de v.a.iid. como el estacionario, para lo cual
las Condiciones D (u,,) y D' (u,) fueron indispensables. En el caso general en
que (X;)Z, no es necesariamente estacionaria, es de suponerse que D ({uni}) ¥

D' ({u,;}) serdn necesarias para establecer resultados andlogos.
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Al inicio de este capitulo, definimos que se satisface la Condicién D ({uni})

si para cualesquiera naturales 1 < ¢; <#y <-++1, < jy < -+ J; < M, 1 —1p = M,

P {Xﬁ. S uﬂi}.rh S P, XJ] S unj;uf S Q}

< T,
-~ P{X;, Stn b L9} P{X; <t < q} -
y existe (m,)-, tal que si n — oo,
Qnmn — 0 y M F o max — 0. (2.31)
De aqui en adelante usaremos una sucesion de reales (kn):’:I tal que
knttnm, — 0 y koM F o maxe — 0. (2.32)

En vez de la Condicién D' ({u;:}) usaremos otra, que es andloga, llamada

D* ({uni}) y que ahora definimos.

Definicién 86 Sea (X;), una sucesidén de v.a. y (un)._,,n > 1 de nimeros

reales. Supongamos que existe una sucesion de reales (a},),-, tal que para toda
n fija
D" P{Xi > Ui, Xj < tniy Xjp1 > Unji1} < 0 (2.33)
i<jel
para cualquier intervalo I = {i € N |4, <1 <13 < n} con
> P{X; >um-}5iZP{x,->um-}. (2.34)
i€l kn i<n

Decimos que (X;)i-, satisface la Condicion D* ({un:}) respecto a (uni)iy,n > 1
s

-
kna,, — 0,n — o0,

donde k, satisface (2.32).
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Esta nueva condicién restringe la oscilacién rapida de los excedentes, aunque
puede en cierta forma puede ser debilitada usando la definicién de D’ ({un;}),

pero las demostraciones son menos técnicas si usamos (2.33) con (2.34).

Lema 87 Supongamos que se cumplen D ({un:}) vy (2.32), y sean B; = B;,,
J < ky, subintervalos de (0, 1] ajenos entre si. Entonces

P {X,— < Upi 1 € U nB_,} — [I P{X; € tni,i € nB;}| < knnym, — 0,n — o

3<kn J<kn

Demostracion.
Caso 1.
Si los B; estdn separados uno de otro por al menos Z*, entonces por ser

ajenos

P {X‘f < um-,z' € U ?’].Bj} r= H P{X, < um-‘i S HBJ}

J<kn J<kn

> P{X: % s, € Unggn, 7By } Tligrr P 4% S vy € 1By}
I<kn—1 | P {X, 0 Um',i € UH]SjSkn TLBJ} H;‘g P{X: < Upiyt € 'RBJ'}
(considerando [[,coar = 1). Por la Condicién D ({uni}), el valor absoluto de
cada término de la suma estd acotado por @, m,,. Entonces el resultado es con-
secuencia de (2.32).

Caso 2.
Si alguna de las B; no estdn separadas por al menos ™2, entonces definimos

B} = B; — (d; — ™2, d;] para B; = (c;,d;]. Asf que por el Caso 1

P{X,;Sum-,ie U nB;} — [I P{X: < tni,i € nB}}| < knGn.mn,

1<kn 1<kn

donde |J* y []" denotan la unién y el producto, respectivamente, de las B} tales

que B; # 0. Si B; = 0, entonces P {X; < un;, 1 € nB;} < My P, = 0 (R%):
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Finalmente, tenemos el resultado deseado observando que

0< P{X, <Up,i € Y nBJ'}—P{X,- < uxii€ |J nBJ-} < koM Frmax — 0
J<ky

JSkn

y andlogamente,

0< I P {X, < Uy, i € nBJ’-‘}— [T P{X: € uni-i € nB;} < knyMnFnmax — 0,
J<kn 1<kn
usando la desigualdad |[[, z; — [[;%| < >, i — ui|. que es vélida para todo
Tl € (01] ]
Ahora analizaremos la convergencia de P{X; < u,.1 € nB,;} suponiendo

ademds, la Condicién D* ({u,;}). Para ello presentamos el siguiente lema.

Lema 88 Supongamos que las Condiciones D ({uni}) y D™ ({un:i}) se satisfacen,

entonces para toda 0 <t <1
P{X; < Uni,i < nt} — e+, (2.35)

si y solo si.
> P{X; < tniy Xis1 > Uninn} — p(t), (2.36)
i<nt

donde p (1) < oo, y obviamente, i es una funcién no decreciente y no negativa.

Demostracién.
Sea 0 < t < 1. Dividamos (0,¢] = B en k, subintervalos B; = Bj (n) tales

que

S (1= B () € 7= 3 (1= F (i) (2.37)

i€B,; ™ i<nt

que puede hacerse definiendo nB; = {1,....7;} tal que (2.37) se satisface y el
indice i; es tomado en su valor maximo, es decir. tal que

Y (1= B () + (1 = B (o)) 2 - 30 (1= R, (238)

n
1=nB) 1<nt
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entonces nB; = {i; +1,...,13} con i, elegido en su valor mdximo como i,
y seguimos este proceso sucesivamente (como lo hicimos en la primera seccién
de este capitulo). Notemos que n (B - Us<x, BJ-) = {ig, 1 [0l]) =
posiblemente es no vacio. Pero por la manera en que elegimos 1, . . . i, , tenemos
que por (2.38) y (2.32),

Z (]- _E(UTIIJ) S Z(l_ ‘le Z Z um ) (239)

Enfy <nt i<kn 1€ENB;

< knﬁn,max — 0,n — oo.
(«<=) Supongamos que se satisface (2.36). Entonces para cada j < k,

1= P{X; < tpii €nB;j} € Frmax+ Z P {Xi < tni, Xig1 > Unita}

1enB;

S 7 Z 1 - um (240)

ni{nf

por la expresién (2.37). y

1-P {X; < up;. 7 € nB;}

Z P{X; € Unis Xip1 > Unisa}

i€nB;

= D P{Xi <, Xip1 > Unipn, Xo < Uty Xip1 > Ungia} - (241)
i<lenB;

Por la construccion de los subintervalos Bj, las probabilidades de excedentes en

Bj estdn uniformemente acotadas por (2.37), y entonces para toda € > 0 existe

N tal que 1 — P{X; < u,.i € nB;} < e paran > N y toda j < k,, por ende,

podemos usar el mismo argumento que en la demostracién del Lema 73, aplicado

al—P{X, <u,.1 €nB;} en vezde F; (a,x + b,), y escribir

[1 P{X: < tp.i € nB;} = ¢~ O+o) T ka1 PAXiSunisienB;)]
1=kn
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= ¢ ) E;ckn Liens, P{Xi€tuni Xy 41>t 4140 (knFrmax ) +O(knay)

= el=1H+o(1) X P{XiSuni Xig1>unq1 po(l) _, e—#('-)_

Tenemos entonces que por el Lema 87, se cumple (2.35).
(=) Supongamos que se satisface (2.35). entonces el Lema 87 y (2.37) impli-
can, de igual manera que para los B; de la parte (<), que
1'[ P{X, < Upiyi € RB}'} — c—(l+o(l))ZJS,‘"|1—P{X.5u,mi6n!35}] 3 E—-_u(t)_
JSkn

Si usamos las desigualdades (2.40) y (2.41), tenemos que

Z Z P {Xl S Uni, Xw'.-!—l > un.i+l} 2 Z [1 . P{Xz S um':i S nBj}] - knﬁn,max

1%kn ‘-IenBj i<kn

— u(t).

Andlogamente, con la Condicién D* ({u,;}), la cota superior converge también

a jt(t). Finalmente, por la construccién de los B;, observamos que
ZP{X'x E um:sX‘:'+l > u'n,!:+l}_Z Z P {Xx S u‘m'a-.\'l'—l-l > un.i+l} S kn?n,max:
1<nt JSkn 1€EnB;

asi que como el lado derecho converge a cero, tenemos que se cumple la expresién
(2.36). m

Observacién 89 El conjunto By = {i), +1,...,[nt]} tiende a O a medida que

n — oo, esto por (2.39). Este hecho lo usaremos mds adelante.

Con la misma técnica de la demostracién anterior, tenemos el siguiente coro-

lario.

Corolario 90 Sea (X;), una sucesion de variables aleatorias y (uni),_; . n > 1
sucesion de reales tal que las Condiciones D ({uni}) y D™ ({uni}) se satisfacen.

Entonces
P{Xi < tupi,i <n} — eV > 0,n - o0,
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sty sdlo s,

ZP{Xi < Uniy Xig1 > Unipa} — p(1),n — oo.
1<n
No obstante, estos mismos resultados implican también una afirmacién més

fuerte sobre el proceso puntual de excedentes N, definido por
Na() =85 () L gumsmr Xioumpy B = 1,2, (2.42)
i=1

Es decir, para cada B € B((0,1]) y n > 1,

Ny (B) = Z 1{-"'&—15%.:‘—1.)""3‘1&“.‘}-

ienB

Para que el tratamiento sea m4s sencillo y facilite las aplicaciones, supondremos

que g es una funcién continua.

Teorema 91 Sea (X;), una sucesion de variables aleatorias tal que las Condi-
ciones D ({uni}) y D* ({uni}) se satisfacen para los reales (un;i)iy ,n > 1. Sea
(f\:',-)_ 1 la sucesion de procesos de excedentes definidos por (2.42). Entonces la

expesion (2.36) es equivalente a

N. 2N, (2.43)
donde N es un proceso Poisson sobre E = (0,1] con medida de intensidad la

funcion continua p(-) y p(1) < oo.

Demostracién.
(=) Supongamos que (2.36) se satisface. De nuevo, haremos uso del Teorema

143, como en la Seccién 1.6, ya que en este caso por ser g continua se satisface
la condicién (.2) del Apéndice y entonces N es simple, por lo tanto, para probar

(2.43) debemos verificar las expresiones (.6) y (.7) del Apéndice.
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Para cualquier A = (a,b] C (0, 1]

E[N } Y Py S g, X > i)

1EnA

= Z PEXLy il Xy 3 Mind}

[nal+1<i1<[nb]

Z P{Xi 1 € Unj1,X: > Uni} — Z P{Xi 1 € Wni-1-Xi> Uni}

1<i<|nb| 1<i<[nal
= ) = pla) = B [ {)b]] E[ Oa]] E[ (A)]

quedando asf probada la condicién (.6) del Apéndice.
Los Lemas 87 y 88 implican que también para todo B = U;‘zl(cj.dj] con
a<c<d <--<c¢<d.<bycadak>1,

P{Kfn(s) = 0} = f[lp{x,- < Uniy € (¢5,d;]} + 0 (1)

e~ Zialuld)-ue;)l = ~E[NB)] = p {g; (B) = 0} _

y con esto se satisface la condicion (.7) del Apéndice.
(<) Supongamos ahora que se satisface (2.43). Sea B = (0,t], para0 < ¢ < 1.

Entonces
P{N.(B) =0} = P{Xi < uni,i <nt} —» P{N(B) =0} =e¥,n — oc.

Entonces, por el Lema 88, se satisface (2.36). =
Bajo una condicién extra el proceso puntual de excedentes N, es asintética-

mente idéntico a N,. Denotaremos

”Nn - ( ~ N, (Ak)) . (N,, (A1) = R, (.4k_1)) ‘

{4}

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones finitas de la forma
0 =AyC A C .- C A, = (0,1] con Ax € B((0,1]). Asf que H\” — “i.
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representa la variacién total entre N, y f\}n, por analogia con el concepto de
variacién total para una funcién F : R — R sobre [a, b] que sabemos se define

como ||F||® = sup Yok |[F (tk) = F (tx-1)| ., donde el sup se toma sobre todas las
Ly

particiones finitas a = ty < t; < .-+ < t, = b. Asi para dos procesos puntuales
N y M tales que N (A) > M (A) para todo A € B((0, 1]), tendremos que

IV = M]|| = N ((0.1]) — M ((0,1]) .

Teorema 92 Para cadan > 1 sea (un:)r, sucesion de reales y (X;)2, una suce-
sion de variables aleatorias que satisface las Condiciones D ({uni}) y D* ({tni})-
Supongamos (2.36), con p continua, y que para toda 0 <t <1

> P{Xi>un} = A(t),n — 00, A(1) < 0. (2.44)

i<nt

Entonces FE [ = ﬁn

wmplica que

] — 0,n — oo es equivalente a (1) = A(1l). FEsto

1(t) =A(t) para toda 0 <t <1

N. 5N,
donde N es un proceso Poisson sobre E = (0,1] con medida de intensidad

definida por la funcién A (-).

Demostracién.
Para cualquier B C (0, 1], por las definiciones de ambos procesos, es claro

que N, (B) > N, (B). Entonces

E[ [N(Ol] 01]]—»,\ 1) — p(1) = 0,n — o0,

segtin las hipétesis.

Reciprocamente,

f:"[HN”— m [ ((0,1)) = N, (0,11)}40.?1—.00‘
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implica, por (2.36) y (2.44), que A (1) = u(1).
Dado que para cada 7 < n, con n fijo,

0 S P{X: > um'} - P{X:—l S Uni—1, X:' > uni} 1
tenemos que

Y P{Xi > tni} - ZP{X;'—l < Uni-1, Xi > Uni}

1<nt 1<nt

es una funcién no negativa y no decreciente en t. Asi que por (2.36) y (2.44),
0<A@) —p(t) A1) —pu(1)=0

implica que A (t) = pu(t) para toda 0 <t < 1. Entonces el Teorema 91 nos dice
que N, % N donde N es un proceso Poisson sobre E = (0, 1] con medida de

intensidad g (-) = A(-). m

Observacién 93 Segin el Teorema anterior, para probar que se satisface que
E[|No = Nn

(2.44) se satisfacen para t = 1.

} — 0,n — o0, es suficiente verificar que las expresiones (2.36) y

La Condicion D* ({u,;}) hace que, asintéticamente, en intervalos pequenos
haya a lo més un excedente. Como no hay estacionariedad, las acumulaciones de
excedentes estén definidas con respecto a los subintervalos B; que construimos
en la demostracion del Lema 88 (con ¢t = 1). Entonces definimos el proceso
puntual de acumulacién de excedentes N como

N (B) =Y lwuynmyz0p. B € B((0,1])
3<kn
Demostraremos que este proceso puntual en (0, 1] converge también al proceso
Poisson N del Teorema 91. Observamos que los excedentes que se dan en By
estdn excluidos en N. Pudimos haberlos incluido, pero no lo hicimos en vista
de la Observacion 89, ya que obtendriamos la misma convergencia a N si los

incluyéramos.
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Teorema 94 Sea (X;)7Z, una sucesion de variables aleatorias que satisface las
Condiciones D ({uni}) y D* ({un;i}) respecto a (un;),,n > 1. Entonces (2.36),
con ju continua, es equivalente a que N, % N, donde N es un proceso Poisson
sobre E = (0, 1] con medida de intensidad definida por . Ademds, paran — oo,

ocurre que I ”;\-’,} = J{',. [ = ),

Demostracién.

(=) Supongamos que se satisface (2.36). Otra vez, con la misma justificacién
que en la demostracién del Teorema 91, para demostrar la convergencia débil
de (N})Z, a N. es necesario demostrar las expresiones (.6) y (.7) del Apéndice,
segiin el Teorema 143. Para cualquier B = (¢, d] C (0, 1], por (2.37), tenemos
que
E[N;(B)] = > P{Na(B;NB)#0}= Y P{N.(B))#0}+0(1)

15kn i<kn,B;NB#£@

Z Z P{X: S uni:X1+1 > un.i+l} +O(1)‘

J<kn B;NB#2 i€nB;

usando también (2.40) y (2.41). La suma del lado derecho converge a i1 (d) — p (¢)
vaque P{N, (B;) # 0} — 0,n — oc para cada j < k, y porque hemos supuesto
(2.36). Entonces

E[N; (B)) - u(d) - u(9) = E [N (B)],

quedando probada la expresién (.6) del Apéndice.
Ahora bien, usando el Lema 88 tenemos que para cualquier B que sea unién

finita de intervalos (¢, d;] C (0. 1],
P{N:(B) =0} = P{N, (B) = 0}+0(1) — e Zilud)-n(e)] — p{j}n (B) = 0} ,

y con esto hemos probado la expresion (.7) del Apéndice.
(«=) Ahora supongamos que N <2 N. Sucede que para cualquier B = (0,1]

P{N:(B) =0} = P{N,(B) =0} +0(1) — e,
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entonces por el Lema 38 se satisface (2.36).
Finalmente para probar la propiedad de la variacion total, definamos un

proceso puntual N, mediante

;&:” (B) = Z —F\‘}n (Bj) I Z 1{)(,'“>un‘;”1}’

1<kn.B,NB#2 0<i<kn -1

donde para cada | < k,,, {; + 1 es el primer punto de By, y tomamos 79 = 0. Asi

N. (B) > N, (B) para cualquier B C (0,1] y por lo tanto

E [ A

n:| [ ((0,1]) = UI]}—PU,?I——*DO,
pues E {fﬂ\—’n ((0, 1])} — 4 (1). segin el Teorema 91, y

B[R (©.1)] = 32 & [ (8)]+0 (6Fnme) = B [ M (0. 1)] +01) = (1)
>
I
1

Como también N, (B + (B) para cualquier B C (0, 1], entonces de nuevo,
E[ N, - N2 } _

)
E|
que también £ (N (( (j

N
((0. 1] N; ((0,1]) ] pero por la parte (=) tenemos
)

1)) = (1), por lo tanto debe suceder

E Hl\ _ N,

]—»O,n—-—»oo.

Ahora trataremos de establecer los resultados anteriores para casos méds par-
ticulares, en los que la no estacionariedad de la sucesién (X;)-, con respecto a
los excedentes no sea tan fuerte. Para ello, en vez de usar los bloques B; con
longitudes que varian dependiendo de F; (), y debido a que (uni)i_, ,n > 1
no es constante, los B; pueden ser definidos por una longitud fija f: Hacer esto
es razonable para sucesiones estacionarias o casi estacionarias. En vez de k.o,

en la definiciéon de la Condicién D* ({u,,}), definimos

E E P{Xi > tni, Xi4j < Unjitjs Xiaj41 > Unttjs1}

I€n—ry jSra—1
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donde r, = [ﬁ] Entonces diremos que se satisface la Condicién D ({un;}) si
an, — 0,n — oco. Verificar esta condicién es mas facil, ya que los B; utilizados
son més simples, aunque los términos considerados en D ({u,:}) son mds que en
D* ({un:}). No obstante, estos mimeros son asintéticamente del mismo orden

o(g).

De manera similar al Lema 88, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 95 Supongamos que se satisfacen las Condiciones D ({un;i}) y D* ({uni}).

Entonces para toda 0 <t < 1,
P{X; < upi,i € n(0,8]} — e con pu(1) < oc
es equivalente a la expresién (2.36), donde p (-) es una funcién continua.

Observacién 96 La cota de la expresién (2.37) en el Lema 88 resulta ser en
este caso 1 — P{X;— < Upiyt € (Jﬁl f—]} y es o(1), uniformemente en j < ky,,

ya que i es continua.

Entonces también podemos derivar las mismas conclusiones sobre los procesos
puntuales estudiados, las cuales se siguen por el Lema anterior, y establecemos
en el siguiente Teorema.

Teorema 97 Sea (X;)-, una sucesién de variables aleatorias tal que se satis-
facen las Condiciones D ({un;}) y D ({uni}) con respecto a (un:), ,n > 1. Sea
i una funcion continua y p (1) < oo.

(7) La expresion (2.36) es equivalente a N, 4 N, donde N es un proceso

Poisson sobre E = (0, 1] con medida de intensidad definida por p (-).

(22) Si(2.36) y (2.44) se satisfacen, entonces E [ IN,1 — N,

}—rU.n—»ooes

: b = 3 ;
quivalente a que A (1) = (1), y entonces N, — N, con N un proceso Poisson

como en (i).
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(217) Para el proceso de acumulaciones de excesos N definido por

Ny (B) = Y Yn, (o=t i1)s0)

J<kn

tenemos que (2.36) es equivalente a N} <" N, donde N es un proceso Poisson

al

Para concluir esta seccién, revisaremos un ejemplo en el que mostraremos
como la Condicién D ({uns}) es més facil de verificar que la Condicién D* ({un:}).

como en (i), y se sigue

n]—rO,nu»oo.

Ejemplo 98 Sea (Y;):2, una sucesion de variables aleatorias independientes
donde Y; tiene distribucién exp (v;) tal que v; — v > 0,1 — oo. Ademds
supongamos que |y; —7| = o(ﬁ). Entonces definimos la sucesion (X;)io,
definida para cada 1 > 1 como Xoi_1 = Yi y Xoi = Xoi1 +a; con a; > 0
tal que a; — a > 0,1 — oco. Un caso particular de esta sucesion es el Ejem-
plo 83. Obviamente, (X;)2, es una sucesion 2-dependiente (ver Definicién 11),
por tanto se satisface D ({un;}) automdticamente, y ademds es no estacionaria.
Para verificar la Condicién D ({uni}) notemos que para cualquier k, — oo con

un () = > Inn + 2 sucede que

Oy < 2 Z Z P {Yyz > un (2) — a2y, Yiyaii > Un () — a4}

;<r“/2

Y Pli>um@-a} | +o(1)=0(2)+o()

n‘(z‘(nﬂ
1
=0(—)+o(l)=0(1)
k.
porque P{Y; > u, (z) — a;} < & < para toda 1 > nd, con alguna constante positiva

C y § > 0, suficientemente pequenia, usando las hipdtesis.



104 CAPITULO 2 TVE PARA SUCESIONES DE VARIABLES ALEATORIAS NO ESTACIONARIAS.

Observamos que

Z P{Xi < un(2), Xis1 > ua(z)}

j<nt
= Y [Plun() - @ <Yi S up ()} + P{Yi S un (2) — a3, Yigs > un (2)}]
né<i<nt/2
e Z [(1 - c—‘:.hu(r}) _ (1 _ c—’r.(uu(x}~a.}) + (1 . e—‘r.(un(z)—n:J) e—‘r.uu(r}]
nd<i<nt /2
» Z ((’.-—Ix & ]) e~ Yilun(z)—ai) _ Z e~ Nilun(@)=ai) 4 o (1)
né<i<nt/2 no né<i<nt/2
t
— —2'(3‘_1:-'—?“ + 0(1) 5
ya que v; — v >0 ya; — a > 0. Entonces
t — a
p(t) = 3¢ T

que es una funcidn continua en t. Ast que por el Teorema 97 tenemos que los
procesos puntuales Kf’n y N convergen al proceso Poisson N. Podemos ver que

A(1) # (1), ya que por cdlculos similares

lim 3 P{Xir1 > un (2)}

i<nt
YT ARy 3 puldes)
" =tic1<nt j=2i<nt
= lim [n_t} (e—‘r(ilnn+z) + e-"‘r(:t'lnn-f—a:—a)) - -Ee—"” (1 +eu‘y) = A (t)
n—oo | 2 2

lim P{M, < u,(z)} = lim [] P{Xoi1 < un(z),Xoi <uy(z)}

n—oo N—0C Qigni‘.

= lim H {1 _ {.)_'Tj(,%jlnﬂ+z—aj)]

N0 j_ni<nt

n/2
lim (1 - le_"("_'”) =g 2¢ ",

Il

n—oo T
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como en el Ejemplo 83, en el que v, =v =1 y a; = a para toda 1.

El tndice extremo resulta ser

gl 1
TA() T 14ee’

que no depende ni de t ni de x.

El tamano de la acumulacién es 1 con probabilidad 1 —e™7*, y es igual a dos
con probabilidad €7, asintéticamente. En este sentido tenemos que el tamano
promedio de la acumulacion es 1+ e~ = 3.

Observacién 99 Este ejemplo nos muestra que ain en el caso no estacionario
el indice extremo puede proporcionarnos informacién del tamano promedio de
acumulacién o "cluster” sobre umbrales altos como en el caso estacionario, en
el que se demuestra que el indice extremo es el rectproco del tamario medio de
"cluster” (ver la interpretacion de la ecuacion 8.3 de [6]). En general, esta

afirmacion es vilida cuando el indice extremo no depende ni de t ni de x.



Capitulo 3
Algunos casos no estacionarios

El propésito de este capitulo es ejemplificar la teorfa desarrollada para sucesiones
no estacionarias en el capitulo anterior analizando tres casos muy particulares
de sucesiones de v.a. no estacionarias. En la primera seccién consideraremos
las sucesiones generales no estacionarias max-autorregresivas (X;);-, definidas
por X; = Z;ymax{X;_;,Y;} donde (Y;)2, es sucesién de v.a.iid. y (Z)r,
una sucesién de v.a. independientes 0 < Z; < 1, independiente de (Y;);Z,,
para estudiar el comportamiento asintético de M,, = max {X;,7 < n} y evaluar
el mdice extremo para el caso en el que la distribucién marginal de Y; es de
variacion regular en oo (decimos que una funcién positiva L, Lebesque mebible
sobre (0,00), es de variacién regular en oo con indice a € R si nh_’rgo%(%! = %,
t>0).

Para la segunda seccién examinamos el comportamiento extremo de suce-
siones gaussianas no estacionarias, y como era de esperarse, de nuevo, como en
el caso estacionario, las restricciones se hacen sobre la sucesién de covarianzas.

En la iltima seccién estudiamos una clase de distribuciones multivariadas
conocidas como Farlie-Gumbel-Morgenstern para discutir las propiedades ex-
tremas de sucesiones de v.a. con dicha dsitribucién. Veremos que el compor-

tamiento extremo de esta sucesién es como el que tendrfa si no existiera depen-

107
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dencia entre sus componentes. Con esto tenemos que en general encontrar que
el indice extremo de una sucesién es igual a 1 no nos garantiza que las v.a. de
la sucesién sean independientes entre si.

Para este capitulo utilizamos las referencias [2], [18] y [10], para cada seccién,

respectivamente.

3.1 Sucesiones max-AR(1) no estacionarias

Sean (Y;)2, v (Z:):Z, dos sucesiones independientes de variables aleatorias inde-
pendientes, donde las ¥; son idénticamente distribuidas con funcién de distribu-
cién comun G (-) y cada Z; tiene distribucién F;. Supondremos que para toda

1> 1, P{0 < Z; <1} = 1. Definimos la sucesién max-AR(1) mediante

X@ Sii=0,
Xi= (3.1)
Z‘vma.x{X;_l,K-} 5112 l,

con Xj cualquier variable aleatoria. Denotemos por H;(:) a la distribucién
marginal de X;.
De aquf en adelante supondremos que para alguna a > 0,

G" (anz) — P0u (z) = , T — 00,

para alguna sucesién normalizadora de constantes (a, > 0)7-,. Es decir, G
pertenece al dominio de atraccién de la distribucién de Valores Extremos Fréchet

(ver Definicién 3), y lo denotamos

GeD(®,). (3.2)

También supondremos que

supE (Z,B) < 1 para alguna f < a, (3.3)

i>1
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lo que implica que
supE (Z8) =5 < 1.

i>1

Aunque los resultados que obtengamos para sucesiones max-AR(1) no esta-
cionarias parten de suponer (3.2), también se aplican para los casos en que G
pertence al dominio de atracecién del maximo Weibull y Gumbel, como vemos
en los dos modelos siguientes:

(I) Sea G € D(¥,) para alguna a > 0, donde ¥, (z) = e 7" 2 < 0
(Weibull), con zg =sup {z | G (z) < 1} =0y (X;);Z, como en (3.1). Definimos
V= —;,17, & = zi. donde ahora P{Z; > 1} =1y SIE?E(Z?) < 1 para alguna
B>aytodai,y X§= —X—‘U. Entonces X = XL‘ resulta estar definida como en
(3.1) con G* € D (®,) y G* es la funcién de distribucién de Y;" para cada .

(II) Sea G € D (A), donde A (z) =e™* (Gumbel), con 7o = o0 y tomando
X; = Z + max(X,_,,Y;). Supongamos que G"(anz +b,) > A(z) donde
tomamos a,, = é y alguna b,,. Entonces definimos Y;* = e¥s, Zr = ety Xr= eXs,
donde P {Z; <0} = 1. Con esto, transformamos la sucesién (.X;);2, en la suce-
sién (X[)i2, que satisface (3.1) para Y;* con funcién de ditribucién G* € D (®,,)

para toda.i.
3.1.1 Distribucién Limite del maximo y cdlculo del indice

extremo

Discutiremos el comportamiento limite del méximo M, = max{Xi,..., X, }.
Usaremos la misma normalizacién a,, de la sucesién (Y,),—,, para demostrar que

iMn tiene también distribucién asintética Fréchet.

Lema 100 Supongamos que la condicidn (3.2) se satisface, entonces para cualquier

x>0 yj >0
nP{Z;...2;_;Yi; > anx} = 2 °E(27)---E (Z{;) .n — oo,

uniformemente en i.
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Demostracién.
Como G € D (®,), tenemos que la distribucién G es de variacién regular con

exponente —a (ver [8]), asf que
n[l -G (any)] = y %, n— oo,

uniformemente para toda y > yo > 0. Entonces para todaz >0y 0<wv <1,

tenemos obviamente z /v > z y asi
T — [ g
n[l—‘G(an—)} -z %% n— o0
v
uniformemente para toda v. Para toda € > 0 existe ng tal que
[nP{Zi-- Z; ;Y ; > anz} —27°E(Z7)--- E (22;)]

S [f n {1 _G(an;)J —I_QZ?"-Z?__;; dR (Z,;)"-dﬂ_j (Z,;_J)
Z,;"'Zg_j

< //EdF; (Z,‘)-"d.ﬂ_j (Z,;_J') = £ para todanzng,

usando la cota uniforme para v = z;---z_; € [0,1]. =

De aqui en adelante supondremos que para alguna j > 0,
1 - {3 (=3
2 > E(2)---E(2%;) — ¢y — oo, (3.4)
i=j+1
Teorema 101 Supongamos que se satisfacen (3.2) y (3.4) para j = 0. Entonces
P{M, < a,z} = e " n— o0

para toda x > 0, donde (a,)., es la sucesidn normalizadora en (3.2).

Demostracién.
Dado que Z; € [0, 1]

M“ = max {X[}, JYI, s X“} = max {Xﬂ. ZlY], 998 'Zﬂ}/ﬂ}
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y consecuentemente
P{M, < a.z} = P{Xo € anz} [] P{Z:Y; < anz}-
351

Por el Lema 100 tenemos que para cada 7 > 1 podemos aproximar uniforme-

mente a P {Z;Y; > a,z} mediante 127*E (Z2), y por lo tanto

n 1
lim E P{ZY; > anz} = lim E -z °E(Z?) =1
n—oo n—00 T

i=1 i=1

por (3.4). Esto es equivalente, segin el Teorema 72, a que

P{M, < a,z} = €™ "®,n — oco.

oo

Sabemos que si para una sucesién estacionaria existe (u, (7))r-, una sucesién
de reales tal que
n (1= F(u, (7)) = 7,n — oc,
y si ademds las Condiciones D (u, (7)) y D' (u, (7)) se satisfacen, entonces

P{M, <u, (1)} = e, n— o,

donde 0 < # <1 es una constante que no depende de 7, como observamos en el
Teorema 29, y ya habiamos comentado en el Capitulo 2. Si § = 1 entonces los
excedentes no forman acumulaciones o "clusters", es decir, el tamafnio promedio
de "cluster" es asintéticamente igual a 1 con probabilidad 1. Para la sucesién
max-AR(1) este serfa el caso si G € D(A) (Gumbel) o G € D (¥,) (Weibull).
Es por eso que estos casos del dominio de atraccién del maximo de G son menos
interesantes para nuestros propésitos de tratar sucesiones no estacionarias.
Como vimos en el Capitulo 2, para sucesiones estacionarias (X;);-, el indice
extremo se define de una manera similar, reescribiendo la expresion (2.14) junto

con la igualdad (2.7),

b fine In P{M, < u, (1)}
n—oo Y. 1- Hiu, (7))’
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donde H; es la distribucién marginal de X;. Aquf 6 puede depender de 7 como
vimos en varios ejemplos del Capitulo 2. Sin embargo, para muchas sucesiones
no estacionarias # no depende de 7 y entonces podemos utilizar la misma in-
terpretacién que se tiene para el indice extremo en el caso estacionario. De-
mostraremos que el indice extremo existe para la sucesion de max-AR(1) y que
ademds su valor no depende, en ninguna forma, ni de 7 ni de u, (7).

Usaremos el siguiente resultado para la funcién de variacién regular G.

Lema 102 Supongamos que se cumple la condicién (3.2). Entonces para cualquier

x>0 ye >0 fijos, existe ng tal que para todan > ny y toda 0 < 2 < 1
)
(1—¢g)2*"z7"<n [1 -G (a“—)} < (14¢€)2"cz7%
z

Este resultado es consecuencia de la representacién de funciones de variacién

regular (ver [8]). Usando este lema probaremos el resultado necesario para

obtener el resultado principal de esta seccion.

Lema 103 Sea (X;):-, una sucesién maz-AR(1) definida en (3.1). Supongamos
que (3.2), (3.3) y (3.4) se satisfacen para toda j > 0, entonces para toda z > 0
(2)

n

> 1 - Hi(anz)] - Zip{zi---zi_jy,-_j > aaz}| = 0,n — 00

i<n i=1 j=0

(42)
P{Z;---Z; ;Y ;> apz} = z™° ch < 00,1 — 00

3=0

—

n ot

i=1 7

It
o

i en consecuencia

'lan;c Z [1— H;(a,z)] = r‘“icj.
i=0

<n
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Demostracién.
(¢) Por la definicién de la sucesién (X;);-, tenemos

Xi=max{Z;-- - 1 Xo,Zi-+ Z\NN, Z; - ZaYs, ..., Z;Yi} .

7
Sea Z}; = kI:[ Zi. Entonces

1 - H;(a,z) = ( {Z_J,Y:J>an3:}) (14+0(1))

uniformemente en 7, y utilizando la desigualdad deBonferroni (Proposicién 69),

tenemos
i-1 j-1
ZP{ ) ;> anz) — ZZP{Z_“Y_J>&J:Z Y,-_k>a,,r}
i=1 k=0
S 1 (I.“I <ZP{ i—ji '_J >ﬂn$}

De la misma manera que en la demostracién del Lema 100, si usamos el Lema
102 y hacemos ¢ = e« — § > 0, encontramos que paratodal < j <i—-1y
I=k=s1—-1,

P{Z_”Y_J > n®, Zy_yiYi-k > a,,:r}
< o2 (1+e) B (27) - B (22,) B (2%) - B (25).

Por (3.3) escribimos § = supE (Zf) < 1. Entonces también E (Zfﬁ) <sy

i>1
1i—1 3-1 -1
Y Y Pz Y v em B Y > oz} Sz B0 2 (1422 ) 55
j=1 k=0 i=1

Si tomamos la suma sobre 1 < i < n, obtenemos

n i—-1 j-1
PizZr. jiYioj > 0T, 27 Yk >a,,:.c} <z %07 %(1+¢)
i=1 j=1 k=0 '
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Entonces para n — oo

n i—1

D - Hi(awz)] =Y ) P{Z-- ZiYij > auz}| 0

i<n i=1 3=0
tomando de nuevo la sumatoria sobre toda 1.
(1) Observemos que

n 1-1

ZZP{ =3 'J>a“$} Z ZRP{Z_J,Y-_J>Q,,:I}

=1 3=0 =0 i=7+1
Por el Lema 100 cada término nP {Z;_;,Yi_; > anz} converge uniformemente
eniaxr ®E(Z8)---FE (Z‘-_J-), asf que con (3.4) tenemos que para j > 0

mn

hml Z nP{Z_”Y‘ g an:c}

Al l—j+]
= lim ; Z z~*B(28)--E(22;) =% %; (3.5)
i=j+1

Dado que s’*! < §7*!, tenemos que por cumplirse (3.3) entonces Y 7, ¢; < 0.

Por tanto, para cualquier § > 0 existe jy tal que

':5?',‘."0
ag.
Lrs
Asi
*ﬂzcjgz ZB’(& (3.6)
—JD i=jo

De nuevo por el Lema 102, existe ng tal que para toda n > ng, cualesquiera

0< By zi;<1,ytodoj>0ye<min(a- 1),
n [1 -G (an;)] <(1+e) 2z <(1+6)(z-z4)z"
2itt Zieg
y en consecuencia
(14¢)FE (Z:g) - B (Z”’_J) ">
Z {1 +5)E(zf) FHze, (3.7)

nP{Z

i—3,8

IA

Yo 5> (L".L'}
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Para j, tal que se cumple (3.6), podemos elejir por (3.5) una n; > ng tal que

paratoda j < joyn=>mn,

s . §
= E nP{Z; ;Y ;> ez} —a % < —:
i=j+1 Jo

Entonces tenemos que para toda n > n,

nP{Z: giemg > anz}) —a~ ZCJ

= 1=j+1

Jo—1 n
g

=
3=0 i=j+1
Zc, + Z Z nP{Z} ;.Y ; > anz}
J=jo Jj=jo  i=j+1

Entonces I i":}}l (l Y s iP {2y Y >0 )~ :.c“'cj) < § y ademés sucede

n

que r~“ z;‘zju ¢; < 6 por la eleccién de jp y (3.6). Finalmente, por la expresion

(3.7), tenemos para n > n,

Z ZnP{ —j > anz} <

n - n

A
(%]
‘ 8
]
ity
+
2,
b
—~
SN
~
by
—
SN
=
Z

J=jo  i=j+1 J=Jo i=j+1
< (1+e)z ) ~—IF
J=Jo
o
< [(lL+g)z™ =< 24,

usando también (3.6).

Entonces para todo 6 > 0

Z ZnP{ IR AR S S ch < 46,

=0 i=j+1 3=0
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y por lo tanto, si n — oo,

n

i—1 n n
YN P{z-Z ¥ > auz) = Z% Y nP{Z.;Yi;> taz}
3=0 i

i=1 j=0 i=j+1
n

— G E ¢; < oo.
=0

Observacién 104 En la demostracion del lema anterior podemos observar que

n ([l — H; (ap,z)] = O (z7°), uniformememente en i.

Si combinamos el Lema con los resultados del Teorema 101 y la parte (i7)
del Lema 103 y lo visto en la Seccién 2.2 tenemos inmediatamente el siguiente

resultado.

Teorema 105 Sea la sucesion (X;);o, maz-AR(1), definida por la expresion
(3.1), que cumple (3.2), (3.3) y (3.4) para cada j > 0. Entonces (X,)r-, tiene

indice extremo
Co

Z;’io ¢
Observacién 106 El tndice extremo de (X;);-, lo obtenemos a partir de su

definicion:

0=

lim —InP{M, <un(7)} _j,p-cz® i

n—oo _

r}Ln;oZign [1—-Hu,(r)] 2 Z;iocj - E;iocj'

Y como observamos, no depende de z. en particular, si Z; = C con probabilidad
1, para toda i, entonces E (Z&) = C® = ¢y y ¢; = C*U+). Esto implica que
CQ

o0 ey
j=1C%

0= =1-C",

valor que coincide con el que obtendriamos si hubieramos supuesto que (X;)-,
es estacionaria. Tal resultado se mantiene si solamente pedimos E (Z¢) = C*

para toda i > 1.
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Es posible derivar un resultado que corrobora al Teorema 92, y cuya de-

mostracién se puede ver en [2].

Teorema 107 Supongamos que la sucesion maz-AR(1) (X;)i2, definida en (3.1)
cumple (3.2), (3.3) y (3.4) para cada j > 0, y que ademds E (Z{*) — ¢,i — 00,
entonces

d
N,—= Nn—- o

donde N es una Proceso Poisson con medida de intensidad A (t) = ct™* y un

tamario de cluster con distribucion geométrica (k) =1—c* k> 1.

3.2 Sucesiones Gaussianas no estacionarias

Sea (X;)i-, una sucesién normal (en general no estacionaria) con medias y
varianzas arbitrarias, y correlaciones ry; = Corr(X;, X;). Dada la sucesién
de reales (um-):’=1 ,n = 1 nos preguntamos por la distribucién asintética de
P{X; < uni,i <n} a medida que n — oo.

Podemos estandarizar la sucesién (X;)i-, utilizando v,,; = "‘7‘%—%, asf que
supondremos que cada X; tiene media 0, varianza 1 y la misma estructura de
correlacién. Entonces para cada 7 > 1 tenemos P {X; < z} = ¢ (z), donde ® es
la funcién de distribucién normal estdndar.

En todo este apartado trabajaremos con restricciones sobre las correlaciones
ri; tal que satisfagan |r;;| < p;;_; cuando 7 # j, para alguna sucesioén (p;)2; tal
que p, < l paran > 1y p,logn — 0,n — oo, que es una generalizacién obvia
de la condicién r,logn — 0,n — oo utilizada para sucesiones normales en el
caso estacionario (ver [18]).

Primero estableceremos las condiciones bajo las cuales se cumple el Teorema

53 para el caso particular de sucesiones gaussianas no estacionarias.
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Lema 108 Sea la sucesién de constantes (tni)i_y vn = 1 tales que para n — oo,

sucede que A, = 1131? Un; — 00. Entonces, para 0 < 7 < o0,
<i<n

[1®(uni) — €7 ,n— oc,

51y solo si.

n

Z (1 —®(tpi)) = 7,n— o0.

1=1
Demostracién.
Si usamos el hecho de que In (1 — z) = —x+1 (z) donde, para z > 0 pequena,
[¢ (z)| < Az? para alguna A > 0. ficilmente observamos que

iln[l—(l— (uni)) Z(l— (i) +th1— (uni)),
i=1

donde

n
S0 - 0w,
i=]1

y por lo tanto,

n

<4Z1- (ai))? S AL =@ (Aa)) D (1= ® (uns)),

i=1

mn

lnf[l@(u,“)sl:~2(l—¢ Uni }[1-%0 1)],

i=1
para que entonces la equivalencia sea obvia. m
Ahora probaremos un lema que nos permitird probar un resultado importante

al final de esta seccién.

Lema 109 Sea la sucesion (ug)ic, ,n > 1 tal que Y, (1 — P (un:)) es acotada,

YA, = nun l Uni — 0O, N — 0. Supongamos que las correlaciones ri; satisfacen
1<
Irs] < 6 pam 15 j, donde 6 < 1 es una constante. Entonces

_ "‘?u*'"?l
S= 3 frgle Tl - 0.n— o,
1<i<j<n
li=3l€7n

4 _ G
donde ,, = "™, para cualquier n < 1y = 3122
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Demostracién.
Claramente 2
-+ .
5(1) <4é § ]7’: 2(1+ i
1<i<j<n
li=7l<9,
ademds ( )
u®fu min ’ B wl .
_mi nj £ ni'ing " oo ST
e FN <Le 144 <e THe + e 148,

por lo que, para cierta constante K,

n

uz-
SW < 26y, Ze = zaqrnzum ™ E Ui < Ky Ane 0 > (1 @ (u,

1=1
i _“2'
ya que wu,; > A\, — 00,n — 00, implica que%%——} es uniformemente acotado
. _ 2 .
en i, y ze~ %" decrece para z suficientemente grande.

Pero como estamos suponiendo que Y ., (1 — @ (u,;)) es acotada, entonces
S < Ke™a\,e™m%: = K e omXn 0,n — oo,

porque g —n >0y A, = 00o,n — 00. W
Ahora podemos probar que para el caso de sucesiones gaussianas (en general

no estacionarias) la Aproximacion de Poisson (Teorema 1) sigue siendo vilida.

Teorema 110 Supongamos que las correlaciones r; de la sucesion normal (X;),

son tales que |ry| < py;_; para i # j donde p, < 1 para todan > 1y
polnn — 0,n — oco. Sea la sucesién de constantes (uni)i,,n > 1 tal que
S (1= @ (un)) es acotada y A, = 113;%;““" > c(lnn)é para alguna ¢ > 0.
Entonces

P{X; < tpiyi < 0} — [] © (ums) — 0,1 — 0. (3.8)
=1

Si ademds, para alguna 7 > 0,

Z(l-‘i’(um-)) — T, N —* 00, (3.9)

i=l
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entonces

P{X; <un,i<n}—e . (3.10)

Demostracién.
Claramente, por el Lema 109 claramente S{" — 0,n — oco. Escribimos

u,znflnz
2 2{ 14|y
5P = E I e (] ’]ja

1<i<j<n
[i=31>7n

2 2 2

Pero v, = ¢™n > " = <y denotando 6, = supp;, tenemos que para
jzz

p= n<?

Sf) <6, Z e 2(1555) <6, (Ze'zfua,j) )
1<i<j<n i=1
li=jl>ne"

Si definimos uy, tal que 1 — @ (u,) = £ podemos escribir

2 2
ul W2, u? ul.
SY(IZ} < 5p( § e 20+5p) 4 Z 6_21+6p)) stp (ne_?h“pi = Z e_z(1+.s,,)
Ui ZUn Uni<Un Up; <Un
2
n
2 n _u2 1 _"2'
< Spule'n’r | —e _2n+2—-e 2| —-0,n— 00,
Un i=1 Uni

ya que d,u? ~ 26,Inn = gf;cfplnp — 0,n — oo pues también p = n®" — oo,

y ademds aplicando (4.34) de [18], una propiedad de la cola de la distribucién
Normal,

i=]

no_sd =1 % =
ae 2+ Tl SK[n(l—@(un))+§(l—¢(un;)) < o0.

Hemos demostrado que S 82 5 0,n— 00, por lo que

Z Irijle 061 = 81 4+ 5B 0,0 — .

1<i<j<n
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Si aplicamos el Lema de la Comparacién Normal (Teorema 4.2.1 de [18]) tomando
las Y; como variables aleatorias normales estandar independientes tenemos que
directamente (3.8) se cumple.

Finalmente, si ademds (3.9) se cumple para alguna v > 0. entonces por el
Lema 108 que []i_; ® (un;) — e 7,n — oc. Entonces como se cumple (3.8),

tenemos que es inmediato (3.10) se cumple trivialmente. m

3.2.1 Distribucién asintética del maximo

Los resultados anteriores pueden ser usados para obtener la distribucién asin-
tética del maximo en muchos casos de interés. Nos preocuparemos por el com-
portamiento del maximo M,, = max {Y}....,Y,} de una sucesién normal (Y;)>.,
dada por Y; = X; + m;, donde (X;);Z, es una sucesién normal no estacionaria
definida como antes (E (X;) = 0, Var (X;) = 1, Cov (X;, X;) = r3;), y (mi)iy
es una sucesion de reales que funciona como componente deterministico. Por
supuesto, E (Y;) = m;, Var(Y;) = 1, Cov(}:.Y;) = ri;. supondremos que las

constantes m; son tales que
B, = max |my;| = o((]og n)%) .n— oc. (3.11)
1<i<n

Esta restriccién es bastante 1til en la practica e incluye una amplia variedad de
casos con tendencia acotada y no acotada de las m!s. Por simplicidad en los
célculos es que convenimos en establecer (3.11) como cierta.

Demostraremos que la distribucién limite del maximo que se tiene en el caso
de v.a.iid. sigue siendo vdlida en la convergencia M, con las constante b,
reemplazada por b, + m}, donde m;, es tomada tal que |m;,| < 3, v

Is an(mi=mi)=5mi=ma)® _, 1 n — oo, (3.12)

n

i=1

donde a} = a,—In (In -2-:—) (las constantes normalizadoras a,, y b, son las del caso

estacionario). La solucién m;, de (3.12) puede ser un problema mimerico dificil,
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aunque para n suficientemente grande una solucién con |m;,| < 3, claramente
existe bajo (3.11), pues por ejemplo, ¥ (z) = n" 'Y I e gon(mi=z)(1-3a7 (mi—2)
satisface 9 (3,) < 1 < ¥ (—4,) cuando ;ﬁ* < 1. En algunos casos es posible
encontrar una forma explicita para m;, por ejemplo cuando (m;)-, es acotada.

Con esta notacién establecemos el siguiente resultado.

Teorema 111 Sea (Y;):2, definida por Y; = X; + m; donde (X;)7Z, es una
sucesién normal con media 0, varianza 1 y correlaciones ry; tales que |ry;| < p;_y,
para i # j con p, < 1 y p,logn — 0,n — oo. Sea (m;);-, una sucesion
de reales que satisface (3.11) y m,, definida por (3.12). Entonces el mdximo
M, = max {Y3,...,Y,} satisface

P{an(My —b, —m}) <z} > e, (3.13)
donde a, = (2Inn)? y b, = (2lnn)? — 1 (2Inn) "% (In (Inn) + 47) .

Demostracién.
Sea un; = u, + m: —m; donde u, = ai" + b,. Entonces

Plapn(Mp—b,—m}) <z} =P{Y;<u,+m,, it <n}=P{X; < un,i<n}.

Como |m}| < f3,, para n suficientemente grande Y Un ~ (2In n)% (ecuacion 2.13
de [5]), tenemos que rzu{n Wi = {21nn) (I4+0(1)). Entonces, debido a que

min ,; — 00, N — 00,

1<ign
= 1 s e'%“i-‘ 1 B_%“?‘ - ( 0)-4( .y
(1 _ q) 'U. Y gln(mi—mp)—z(mi—mg
; m Vgﬂg Uni \/2?’!’ Un ;
(3.14)
pues
E_li mn—m,-'_ Kﬁ”l—ro‘n—»oc
Un Un (lnn)§

uniformemente en i < n.
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Si usamos los valores a,, = (2In n)% yb, = (2 lnn)%—% (2lnn)~ 2 (In (Inn) + 4m)
en u, = = + b, tenemos que
9 .
[tn (m; — my) — a;, (M —my)| = |(un — @) (M —my)| < — |ua —ap| < -i“,
B (logn)?
Entonces por (3.11) y (3.14) .
(1= @ () ~ (1 - Ze Hm=mi=gm=mi) 7 (1) = 7%,

i=1
usando (3.12) y el hecho de que n (1 — @ (u,)) — 7,n — oo por la definicién
de a, y b, del caso estacionario. Entonces tenemos que (3.9) se satisface para
7 =e"* y por el Teorema 110. se cumple (3.13). m
Podemos generalizar el Teorema 110 si la restriccién 1miér) Up; > c(In n)% la
reemplazamos por 1mln Un; — 00.n — 00. Para tal efecto, a los mimeros reales
(i), .n > 1 los debemos agrupar en ciertos conjuntos de la siguiente manera.
Seane¢; = A\, = lrglélnum- y dividamos {1,.. ., n} en los conjuntos Ji, ..., J;, como

sigue:
=i |a Lup £24), di= max, ¢ = min {uy; | Un; > di},
i€
Jo={i]cs S upi <20}, dy= max, 3 = min {uni | uni > da},
e

y asi sucesivamente, hasta que J; es obtenido con lmax Upi € Jp. Asi Ji es un
conjunto no vacio de enteros {1,...,n} tal que los valores minimo y méximo
de u,; para 1 € Ji son ¢, di. respectivamente, donde dp < 2¢; y claramente

Cr+1 > 2¢4 para cad k. Finalmente por notacién escribimos
Po=) (1-9(un)).k=12,...,L.
£y
El siguiente Lema demuestra que los conjuntos Ji, que hacen una pequena con-

tribucion a Y (1 — @ (u,;)). pueden ser descartados.
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Lema 112 Con la notacién anterior escribamos A = {k | P> e~i%, 1< k< L}

y supongamos que A, = 1Ill_i<n Uni — 00,2 — 00 Y D 1y (1 — P (uni)) es acotada.
<i<n

Entonces

0< P{X, <uni€ Y Jk} - P{X; <up,i<n}—0,n— oo, (3.15)

ksA

keA i=1

OSU{Q)(um),?‘E UJk}—]n_[fb(uni)—»O,n-—»oo. (3.16)

Demostracién.
La diferencia de probabilidades en (3.15) claramente es no negativa y se

encuentra dominada por

P ( U U {X, > um-}) < ZP]E (317)

k#A kedy kg A

Perosiké Ay k> 1, como ¢ > 2¢k_,,

1.2
3Ck-1

< KXe 3% (1 — @ (cemy)) < KApe 2% P,

1 . _12 €
Pk < eTi% < g7 %1 = CL_1€ 2C%k—1
Ck—1

porque ze~3*" decrece para = grande, y 1 — ® (cx—;) es un término en la suma
de P._1.Como Yf_ P = -7, (1 — ® (un)) es acotaday P, < e 4% sil ¢ A,
entonces

0 < P{Xf < Ui € Y Jk}—P{XiSUm,iSﬂ}
keA

[A

L
S R <KMe Y Pt o on o,
keA k=1

es decir, se cumple (3.15). La segunda conclusién (3.16) la tenemos como conse-
cuencia inmediata de aplicar la expresion (3.15) a variables aleatorias normales

independientes. m
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En vista de este lema, para demostrar (3.8) sélo basta que probemos que
P {Xt- Sup,t € |J Jk} = | {‘b(um-} 1€ U Jk} — 0,n — oc. (3.18)

keA i keA

Esto es consecuencia directa de los dos siguientes lemas.

Lema 113 Supongamos que las correlaciones i; satisfacen |rij| < p;;_; donde
fn — 0,n — oco. Si ademds, A\, = 1121_i<n Uni — 00, — 00 Y 3y (1= D (uni))
=isn
es acotada. Entonces para k,m € A,k <m,
2 4.2

Uni Tl

Skym = Z Irijl e *\UHMl) < KeT®* PP,

Tn<li=7<wn,m
1€k, jE€Jm i<]

donde vy, = €™ para 1 como en el Lema 109, Y wpm = €8,

Demostracion.
De nuevo denotamos 0, = supp; y tenemos
jzz
u‘z‘-nl-ui-
Sk.m < JTH Z 8_2 Hital
Il‘—jl{i-'n.r_-:
1€Jg JEIm i<
Pero
n2-+u2j u2-+u2- 2 2
—_ni'"n e eniT¥ng u 1 1 B 1 5
e 20+5y,) <e 2(1-dy,) < e‘__?"eidia"‘n_‘fcgﬂ(l_&’n) < e__?le_cﬁ‘(i_ié"‘n)

porque di < 2¢; < 2¢p,.
Si multiplicamos esta tltima cota por f“; > 1 y sumamos sobre el rango

indicado de ¢ y j obtenemos

Z die _%hi _2(1_5 2 (1_5
Sk‘m S 51-'.“ —-e_‘zﬁne c’“(? ‘26'711) S Kwn,mdkpke_cm(z ga‘Tn)‘
u .
li—jl<wnm
€S, JEIm 1<]

_1 1,2
ero como P, > e im Whom = €8m d;. < 2¢,. < 2¢,,, entonces
1,1m )

: S N

> —ct (L_1_1_5 =132
Sk,m. S Rcmpkpnie Cm(g g 2‘51") S Ke 16‘\"PkPnn

para alguna constante K, porque ¢,, > A, y 4, — 0,n —oco. m
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Lema 114 Supongamos que |ri;] < p;_j donde p,Inn — 0,n — oo, y ademds
An = i Up; — 00,7 — 00 y Y20, (1 — @ (un)) es acotada. Entonces, para
k<m,

uli+ud
Sf:,rn = Z |‘f',;j] e 2f1+]r,_,!j < ﬁﬂPkPnn

wn,m<|i—jl<n
ey JEIm

donde w,, ,, = e8¢m y B3, — 0,n— oo,con 3, que sdlo depende de n.

Demostracién.
De nuevo denotando 6, = supp;, y por argumentos similares a los de la
jzz

demostracién del lema anterior

Snm < O (Z ¢~ #ni(1-bunm ) > e~ 1uhs(1- anm))

iEJk EJm

< K., dgdy Py Pre 24 m)ionm < K5, d2 e @nbonm PP,
Pero
Vi md?n < 460, Con = 400 (BN Wy ) = 326, INwy,

1.2 142 "
donde w, = w,,, = €8 > e5* — o0o,n — 00, por lo tanto, para la sucesién

B = 32K4,,e* - Inw,, que depende sélo de n y tiende a cero si n — oo,

S} < BuPiPr.

Utilizando estos lemas podemos demostrar que el Teorema 110 sigue siendo
valido si la condicién de que A, = 1‘212 up; esté acotado por debajo por ¢(In n)

se reemplaza por una mds simple, \,, — co,n — oo.

Teorema 115 Supongamos que (r;;) las correlaciones de la sucesion normal

(Xi)2, satisfacen |ry| < p,_; para i # j donde p, < 1 para toda n > 1y

puInn — 0,n — oco. Sea la sucesién de constantes (un;),—,,n > 1 tales que
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Yo (1 —®(uy)) es acotada y A, = D Uy — 00,1 — 00, Entonces (3.8)
se cumple. Si ademds, (3.9) se satisface para alguna T > 0, entonces también
(3.10).

Demostracién.

Sea A definida como en el Lema 112, entonces tenemos que por los Lemas

113, y 114 que

u?“-+'-l?|'
S rle TR <o 3 AR o),

1<i<j<n k,meA

‘IJEU::EA I

donde €, — 0,n — 00. Pero 3", 4 PiPrn < [X0, (1 — @ (uw))]* < oo por
hipétesis, asf que €, .cq PiPm + 0(1) — 0,n — co. Entonces de nuevo
utilizando el Lema de la Comparacién Normal tenemos que se cumple (3.18) y
asf por el Lema 112 se satisface (3.8).

Finalmente, si ademis (3.9) se satisface entonces también (3.10) por el Lema

108. m

3.3 Sucesiones Farlie-Gumbel-Morgenstern

Definicién 116 Una distribucién Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) en R™,

para n > 1, se define respecto a las funciones de distribucion univariadas F;.

1 < n, por
H(zy,...,2;) = (1+ > a(.k)Fj(x;) Fe( ﬂrk)HF (z:)
1<i<k<n

para todos los vectores © = (zy,...2,) € R™ donde los n(n—1) /2 términos

a(j, k) son ciertos nimeros reales tales que H es una funcion de distribucion.
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Con esta definicion, las distribuciones marginales univariadas de H resultan
ser las F; dadas. Las contantes a (j, k) son admisibles si las 2" desigualdades

1+ > eea(h) >0
1<i<k<n

se satisfacen para toda ¢; con valor —M; o 1 —m;, donde 1/; v m; son. respec-

tivamente, el supremo y el infimo del conjunto
{F;(z),—c0 <z <o0}\{0,1}.

Si F; es absolutamente continua, entonces M; = 1y m; = 0. asi que =; = *1.
Estas desigualdades indican que los coeficientes estdn acotados.

1
(min { My, M;, (1 —m;) , (1 — mi)})*

la(j,k)| <

Definicién 117 Sea una sucesién de v.a. (X;)io,, donde para cada i la dis-
tribucion marginal de X; es F;, diremos que es una sucesién FGM si para cada
n > 1, la distribucidn conjunta de X;,, ... X;, estd dada por la distribucion FGM

H‘il,...i“ (Ilu s I (1 + Z ?'_‘,la z’k ‘Fi ( ? ) ],__[
1<i<k<n

donde a (j,k) = a(k,j).
La funcién a (-) tal que para cadan > 1y {71,...,1,} las desigualdades

1+ Y eyenalisi) >0

1<i<k<n

se satisfagan para toda ;.
La sucesion FGM es estacionaria si y s6lo si las distribuciones marginales son

todas iguales,
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y la funcién a (7, k) depende solamente de 7, & a través de su diferencia:

a(j, k) =a(j—k) para toda j # k.

En general, consideraremos sucesiones FGM (X;)~

X, no idénticamente distribuidas. Sea la sucesion de reales (uni)._,,n > 1,

, Do estacionarias y con las

supondremos que se cumple la condicién (2.2), es decir,
Finax =sup {F; (i), i <n} = 0,n = 00

En el siguiente Lema demostraremos que la Condicién D ({u,;}) se satisface

si se cumple la simple condicién
sup |a(j,k)] — 0,n — o0 (3.19)

j—k>n
En general no se sabe si esta condicién se cumple para todas la sucesiones

FGM. Sin embargo, veremos que bajo esta condicién la distribucién limite de

M,, se deriva del comportamiento lfmite de []_, F; (u, (2)).

Lema 118 Supongamos que la sucesion FGM (X;):=, satisface las condiciones
(2.2) y (3.19). Entonces la Condicion D ({un;:}) sa satisface para cualquier suce-

sion de reales (uq;), ,n > 1 tales que

mn
lim sup Zf{ (uni) < 00. (3.20)
e =1
Demostracién.
Tenemos que para cualquier I C {1,...,n},

P{X; <uylel}= (1+ > a(l.V)Fy (unt) Fr (tn ) T1 Ei (un)

l<tiel lel
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Como se cumple (3.19) podemos asegurar que

Z a (l‘ J’) ?I (um'} FI’ (uni")

I<ller
S Z |(l (f if)[ -F-' (uni) ‘_Fmax + Z EFI (unf] F!" (um”)
I<lell'—1<ly I<llell'-l>lg

Il
m

mn 2
(5)

para cualquier € > 0 y [y tal que |a (I,!')] < € para !’ — | > lo. Si ahora usamos
la desigualdad (3.20) , sucede que la iltima suma converge a 0 si n — co. Esto

de manera uniforme para cualquier I C {1,...,n}. Ademds esto implica que

0 (soﬁm Y F (un;)) +0

=1

|P{X;SuM,IEIUJ}—P{X;Su,,;,le]}P{X;gu,,,g,le.]}l
<(1+0(1) = (1+0(1))) I] Fi(wu),
leluJ

uniformemente para todo I = {i; <...<%,} y J = {j1,...,Jq} ¥ cualquier m
tal que j; — i, > m. Es decir, se cumple la Condicion D ({un}). =
En este sentido, podemos formular una proposicién general que se satisface

cualquier sucesiéon FGM no estacionaria que satisface (3.19).

Proposicién 119 Sea (X;);-, una sucesion FGM que satisface las expresiones
(2.2), (3.19) y (3.20) con respecto al alguna sucesion (un),..,. Entonces

P{M, <u,(z)} - ln_[ F; (u, (z)) — 0,n — oo. (3.21)
i=1
Si ademas, Iim []_, F; (u, (z)) = G (z), entonces
P{M, < u,(z)} 5 G (z),n — oo.

Demostracién.
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Por la estructura de la sucesién FGM tenemos

P{M, < u, (z)} = (1 + Z a(j, k) F; (un (2)) Fr (un (:s))) ﬁ F; (un (2))

1<i<k<n

(14+o0(1 ﬂF(uH (x))

si y s6lo si

> a(j,k)F; (un () Fi (un (z)) = 0(1), (3.22)

1<i<k<n

que es cierto por el Lema 118. m
Entonces tenemos que el comportamiento extremo de la sucesion FGM es
idéntico al que tendria la misma sucesién pero con v.a. independientes. Debe-
mos observar que G no necesariamente resulta ser una distribucién de Valores

Extremos atin bajo normalizaciones adecuadas (ver Observacién 77).

Ejemplo 120 Sea (X;);2, una sucesion de v.a. donde la funcion de distribucion

deX;esFi(z)=1—e*,z>0sitiestmpary F;(z)=1—e*"" 2> sii es

par, con a > 0. Entonces para u, (z) = Inn + = tenemos que

G(z) = lim ]_[ F; (u, (z)) = lim [(1 - c"""(l)) (1- e_""(xH")}%

n-—coc T OO
3 n n , | 2 L -
= lim (1 —e~ Inn-:r) 2 (1 —e lnn—::+a) 2 — lim (1 ——g = 1 — Zg~%ta
n—oo n—oo n n

1l -z _%E—z+u . e—%e"’(l-&-e")_

Il
m
»ls
L}
2]

Ejemplo 121 Si ahora para cada i tenemos que F;(z) = e™*,2 < 0 es la

funcion de distribucion de X,—, donde (X;);~, es una sucesidn de reales positivos,
tenemos que para u, () = zn Y

G(z) = lim HF (un (z)) = lim HE:A"U“(I) = lim eXi=1Aiun(z)

n—oo ; n—oo 1 —oo

lim etszl*-‘xz‘ﬂ =%,z <0.

N—0o0
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La demostracién de la proposicién anterior también nos dice que (3.21)
implica a (3.22). En el caso estacionario la expresion (3.22) nos dirfa que
D icken @ (k) = o0 (n?), porque por (3.20) tenemos que lim supnF (uy, (z)) < oo,

=00

y con esto sucede que F (u, (z)) = O (1).

n

Observacion 122 Se cree que en la mayoria de los casos (3.22) implica a la
Condicion D ({un}), aunque no se ha encontrado un contraejemplo al respecto.
Sin embargo, con un poco de detalle, veremos que en el caso estacionario (3.22)
siempre se satisface. Sabemos que las constantes a (j, k) deben cumplir

1+ > gma(ik) >0 (3.23)

1<i<k<n

para cualquier €; con valores —Al; o 1 — m;. Como estamos suponiendo que
(Xi)Z, es estacionaria tenemos que M; = M y m; = m para toda j > 1. Para

cualquier eleccion de € = (g1, ....2,) € R", definimos los conjuntos

J- = {(j.k) | g5 < 0,ex <0},
It = {(j.k) | &; > 0,ex < 0},
I =

(j.k) | z; < 0.2x > 0},
J* = {(j.k) | £; > 0,e, > 0} .

Entonces (3.23) se puede escribir como

> M (1-m)a(jk)

i<k, k)eJ-tugt-
- > a-mPah)- Y. M@k <1

i<k (k) €T j<k.(jk)ES=
Ahora sumemos sobre todas esas ecuaciones cuando £ € R™ tal que satisface

que card{j | £; < 0} = n*. Algunas pueden coincidir, pero eso no importa. Ast

S=S—5-5< (“)

n"

obtenemos
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El elemento a (j, k) con 1 < j < k < n aparece 2(1:‘.'_21) veces en la primera suma

S1, (".%) veces en Sy, y (27%) en Ss. Entonces tenemos para la suma S sobre

n* 2

las () elecciones de €

3 u(j,k)cs(;‘,)'

1<j<k<n

c=2M(1-m) (;’__21) —(1—m?) (n; 2) - M? (;‘__22)

Simplificando,

donde

IM(1-m)(n—2)! (1-m)?(n—2) M2 (n —2)!
m*—Dn—n"=1)! n'ln-n"—-2) (n—2)!(n—n
(n—2)2M(1wm)n‘(n—n‘)—(l—m)g(n—n‘—1}(n-n’)~M2n‘(n"—1)

n*—1 n* (n —n*)
_ [(n=2\ M7+ (1 -m)’ (n—n*) — ((1 - m) (n — n*) — Mn*)?
n* —1 n* (n —n*) '
Si tomamos n® = [ﬁ%] ~ An, con 0 < A < 1, la constante ¢ es positiva,
porque
(1=m)(n—n*)— Mn*)? < 4
y ast
. n—2\Mn*+(1-m)*(n—n*)—4
~\n*-1 n* (n —n*)
2, » I R
_ (n\M™n + (1 =m)" (n—n") 4>0
n* n* (n—1)
para valores grandes de n. Entonces tenemos que
) n*(n—1)
al(g, k) < =0(n
Z Vik)s M+ (1-m)*(n—n*) —4 )

1<j<k<n
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Siej =1—m, tenemos una cota superior para (3.23),

~(1-m?< Y alihk).

1<j<k<n
Entonces se sigue (3.22).

Observacién 123 Finalmente, probaremos que una condicion mds débil implica

a la Condicion D ({u,;}), a saber

> 1a G k) F; (un () F (un (2)) = 0(1) ,n — 0. (3.24)
1<j<k<n
Denotemos u,, = u, (z) para cualquier  fija. Definamos A = {X; < wu,, 1€ I}
y B = {X; <u,,j€J} donde I y J son subconjuntos ajenos de {1,...,n},
separados por m usada en la Condicion D ({un}).
Sea S(I) = Y, xerla (G, k)| Fj (un (z)) Fi (un (z)) = 0(1) para cualquier
I c{l1,...,n}. Entonces por (3.20)

’P{ADB}—_]'[ Fi(u)| < S(1UJ)
P{A}P{B}— ] Fi(u,)|<S(I)+S(J)+S(I)S(J),
ieluJ

las cuales son o (1). Como esto se mantiene para todo I, J, se satisface D ({un}).
Aqut la separacion de I y J no fue utilizada, lo que nos muestra la diferente

naturaleza de las condiciones (3.22) y (3.24).
Como en el Lema 118, podemos demostrar que (3.19) y (3.20) implican (3.24).

En este trabajo escrito presentamos tres ejemplos de sucesiones de v.a. no
estacionarias, pero existen otros ejemplos para procesos estocdsticos. Un caso
interesante es el que trata Niu (ver [20]) para un tipo de serie de tiempo no
estacionaria. El considera una clase de series de tiempo de la forma Y; = p, +£,,

donde (&,) es una sucesién de promedios maéviles infinitos de v.a. independientes
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con probabilidades de cola de variacion regular. En ese articulo, estudia la TVE
de (Y3), y bajo ciertas condiciones prueba resultados del proceso puntual de
excedentes sobre los promedios méviles. Aplica sus resultados en el andlisis de

datos de concentraciones de ozono en la troposfera.
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3.4 Conclusiones

Cuando tenemos una sucesion de variables aleatorias estacionaria que presenta
leve dependencia (que precisamos con la condicién de independencia asintética
D (uy)) y no muestra tendencia a formar agrupamientos de valores grandes (més
precisamente la condicién de antiagrupamientos D’ (u,)) sabemos que el com-
portamiento del mdximo de la sucesién estacionaria es el mismo que tendria
dicha sucesién si las variables aleatorias fueran independientes, el cual se en-
cuentra perfectamente caracterizado por los resultados centrales de la Teorfa de
Valores Extremos (TVE) para el caso de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.). En la prdctica, es posible tener la condi-
cién de leve dependencia, pero en cambio es muy dificil que la condicién de
antiagrupamientos se satisfaga (como podemos ver, por ejemplo, en las series de
datos financieros), y entonces debemos ser cuidadosos con el problema de agru-
pamientos ("clusters") de valores grandes. No obstante, sabemos que aiin en
tales condiciones podemos decir mucho sobre el comportamiento asintético del
maximo si conocemos el indice extremo de la sucesién estacionaria en cuestién
(de hecho, en este caso la distribucién limite no degenerada del médximo debida-
mente normalizado resulta ser la que se tendria para v.a.iid. pero elevada a
la potencia el valor del indice extremo), razén por la cual este es un concepto

importantisimo cuando trabajamos con sucesiones estacionarias.

Como enfatizamos en la parte introductoria de este trabajo, estamos in-
teresados en el caso de sucesiones aleatorias en general no estacionarias (en-
tonces no necesariamente las variables aleatorias en cuestién serdn idénticamente
distribuidas o independientes entre sf), con el objetivo de estudiar el compor-
tamiento asintético del maximo de variables aletorias en el contexto méas general
posible. Ante la busqueda de tal nivel de generalizacién era razonable esperar
que algunos resultados no pudieran extenderse intactos, tanto en las hip6tesis

requeridas como en sus implicaciones y conclusiones, perdiendo tal vez un poco
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de precisién respecto a los resultados que se tiene para el caso estacionario.

Precisaremos las principales conclusiones a las que llegamos una vez cul-
minada la realizacién de este trabajo, pero antes convenimos retomar el con-
texto en el que venimos trabajando. Dada una sucesién de variables aleato-
rias (X;)Z,, donde F; es la distribucién marginal de X;, y mimeros reales
(uni)'—, ,m > 1, fue nuestro interés principal estudiar las propiedades asintéticas

i=1>

de probabilidades P, ..} = P {Xi < tn;,1 < i < n}, a medida que n crece, en
comparacién con f’n.{u.,.-} = [1L, F (un:); notando que para el caso particular
en el que u,; = u, para toda i, P, (,) se convierte en P{M, < u,}, donde
M, = max(X,,...,X,). Denotamos por )-Zt-)ix’l a la sucesién de variables
aleatorias independientes donde f,- también tienelziistribucién marginal F;, que
llamamos sucesién independiente asociada a (X;);Z,, y por M,, al correspondiente
m&ximo.

Resulté que para asegurar el mismo comportamiento asintético distribucional
entre M, y ﬂad—'-,l (el méximo de la sucesién en cuestion y el de la sucesion inde-
pendiente asociada) fueron necesarias una condicién de leve dependencia y otra
de antiagrupamientos andlogas a las que se requieren en el caso estacionario,
llamadas Condicién D {u,;} y Condicién D' {u,;}, respectivamente. La primera
nos garantizé que para indices suficientemente separados las variables aleato-
rias correspondientes fueran asintéticamente independientes y la segunda por su
parte, nos asegura que las contribuciones significativas a P, (y,;} provienen sola-
mente de aquellos términos cuyos indices difieren en una cantidad suficientemente
grande (pocos clusters de valores grandes). Para garantizar que la distribucién
limite de M, fuera no degenerada fue necesario un requerimiento adicional cono-
cido como la Condicién A. Es importante enfatizar que la distribucién limite
de M, no necesariamente es una de Valores Extremos, ya que verificamos que
ni siquiera la distribucién limite de M, lo cumple en general, y pertenece a una
familia m4s grande de distribuciones. No obstante, si se cumplen todas las condi-

ciones mencionadas anteriormente, pudimos obtener la extensién del Teorema de
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Fisher-Tippet al caso de variables aleatorias no estacionarias pero idénticamente
distribuidas, y pudiendo asegurar que en este caso caso la distribucién limite de
M, si fuera una de Valores Extremos.

Surge la pregunta de por qué tuvimos que pedir la Condicién D’ {u,;} para
tener la extensién del Teorema de Fisher-Tippet, cuando en el caso estacionario
s6lo fue necesaria la condicién de leve dependencia. La razén de esta desven-
taja es que en el contexto general no estacionario el indice extremo, que surge
cuando no se satisface la condicién de antiagrupamientos, suele depender tanto
de los umbrales (uy,; (7)), ,n > 1 como del valor 7 donde se estabiliza el mimero
promedio de excesos a tales umbrales. Al respecto revisamos ejemplos en los que
el indice extremo presenta un comportamiento cadtico, pero no obstante, tam-
bién vimos ejemplos en los que el indice extremo se comporta tan bien como en
el caso estacionario al no depender ni de la sucesién de umbrales ni de 7, y nos
da informacién importantisima para conocer la distribucion limite del méximo.
Cabe mencionar que establecimos condiciones suficientes para la existencia del
indice extremo y su buen comportamiento, y en tal caso en que no depende ni
de 7 ni de u, (1) poder derivar el mismo papel que desempena en el caso esta-
cionario. Entonces bajo tales condiciones, aunque no se satisfaga la condicién de
antiagrupamientos, y en el caso en que las variables aleatorias sean idénticamente
distribuidas la distribucién limite de M, resulta ser del mismo tipo de alguna
de Valores Extremos y por ende el Teorema de Gnedenko-Balkema-Pickands-de
Haan resulta ser aplicable y entonces la implementacién de los métodos de la
TVE para estimar las medidas de riesgo VaR, y ES, usando conjuntos de datos
no estacionarios puede ser adecuada como lo es en el caso estacionario (ver [5]).

La convergencia distribucional del proceso puntual del mimero de excesos
a umbrales pudo caracterizarse pero difiere del caso estacionario en el hecho
de que se da la convergencia a un proceso Poisson no homogéneo, siendo que
para el caso estacionario éste es homogéneo. La medida de intensidad A (t) del

proceso de Poisson resulta ser la funcién a la que converge el mimero promedio
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de excedentes tomando bloques con nt observaciones para 0 < ¢ < 1, observando
que A(t) = A (el caso del proceso Poisson homogéneo) cuando la sucesion es
estacionaria.

Los ejemplos estudiados en el dltimo capitulo, a diferencia de los revisados
cuando conclufamos los resultados buscados, muestran como verificar las condi-
ciones necesarias para nuestras extensiones de la TVE del caso estacionario al no
estacionario requiere muchas veces de poner restricciones sobre las sucesiones,
dependiendo del caso particular con que trabajemos, y nos lleva a dedicar es-

fuerzos mayores para analizar casos especificos.
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Apéndice: Proceso Poisson

.1 Conceptos bdsicos sobre procesos Puntuales

y el Proceso Poisson

Empezaremos este apartado mencionando conceptos bésicos de probabilidad,
necesarios para abordar un poco sobre procesos puntuales, en particular el pro-
ceso Poisson, y luego concentrarnos en aspectos de convergencia débil de este

ultimo.

Definicién 124 Dado un conjunto X, una coleccidn no vacia A C 2% se llama
o-dlgebra de subconguntos de X, si y solo si,

(iJoe A

(17) X\A € A para todo A € A

(211) Si Ay, A, ... € A entonces |-, An € A.

A la pareja (X, A) se le llama espacio medible. Si (X, .A) y (Y, D) son espacios
de medida, decimos que una funcién f : X — Y es medible, si y sélo si, para
todo A € A sucede que f~!(A) € D.

Para cualquier coleccién C C 2%, la o-dlgebra generada por C, que denotamos
o (C), se define como la minima o-dlgebra que contiene a C. La interseccion de

todas las o-4lgebras que contienen a C coincide con o (C). Si S es algin espacio

141
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métrico o topol6gico denotamos a su o-dlgebra de Borel por B(S) y se define

como el o-dlgebra generado por los abiertos de .S (su topologia).

Definicion 125 Dado un conjunto X y una o-dlgebra A de subconjuntos de X,
decimos que una funcion p: A — [0, 00] es una medida, si y sélo si,

(#) n(@) =0

(22) Si Ay, As,... € Ay AinNA; = 0 para cualesquiera i # j, entonces
1 (Unz 4n) = 3502, 1 (An).

A la tercia (X, A, ) se le llama espacio de medida.

Definicién 126 Una medida de probabilidad definida sobre un o-dlgebra F de
subconjuntos de Q es una funcion P : F — [0, 1] que satisface

(G) P(0)=0y P(Q) =1

(2) P(Ujey An) = >oney P (An) para cualesquiera Ay, Ay, ... € F tales que
AinA;i=0sii#].

En este apartado nuestro principal objetivo es revisar la convergencia débil
(o0 en distribucién) para procesos puntuales, que es un poco diferente al concepto
de convergencia débil para medidas de probabilidad (y asi de la convergencia en

distribucién para v.a.) que conocemos y recordamos a continuacién.

Definicién 127 Dadas p, jty, ft, . .. medidas de probabilidad sobre R decimos

que (p1;)7=, converge débilmente a p, que denotamos ft, 4 u, siy sélo si,

[1@ @)~ [ £@nz)n— oo,
para toda funcién f de valores reales continua y acotada en RY.

Definicién 128 Sean X, X;, X, ... v.a. con valores en R?. Decimos que (X;)7-,

e d : "
converge en distribucion a X, que denotamos como X, — X, st y sélo s,

d
Px, — Px,
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donde Py (A) = P (X' (A)). Px, (A) = P(X;'(A)) para todo A € B(R?),
son las medidas de probabilidad inducidas por las respectivas v.a.

Consideremos una sucesién de vectores aleatorios (X,)n., en el conjunto £

llamado espacio de estados y definamos para cada A C F
N (A) =card{i| X; € A},

es decir, N (A) cuenta el mimero de X/s que caen en A. Podemos observar que
N (A) = N (A.w) es aleatorio para cada conjunto A dado y, bajo condiciones
generales, N (..w) define una medida aleatoria de contar con dtomos X, sobre
algun o-dlgebra A. Esta es la idea intuitiva del significado del proceso puntual
N.

Para nuestros propdsitos, el espacio de estados E' es un subconjunto de al-
giin espacio Euclidiano finito-dimensional que puede incluir puntos con alguna
coordenada infinita, y £ cuenta con su g-dlgebra de Borel B (£). Es conveniente
escribir un proceso puntual usando la medida de Dirac §, para x € E definida
como

1, sizeA
5, (A) = A€ B(E). (1)

0, siz¢g A
Dada una sucesién (z;)22, en E,
m(A) = ZJI‘ (&) = Z l1=card{i|z; € A}, A€ B(E),
i=1 t|r, €A

define una medida de contar sobre B(E) la cual es llamada medida puntual si
m(K) < oo para todo compacto K € E. Sea M, (E) el espacio de todas las

medidas puntuales sobre E con una o-dlgebra apropiada M, (E).
Definicién 129 Un proceso puntual sobre E es un mapeo medible

N (QF, P)— (M, (E), M, (E)).
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Observacién 130 1) La o-dlgebra M, (E) contiene todos los conjuntos de la
forma {m € M, (E) | m(A) € B} para A € B(E) y cualquier conjunto de Borel
B C [0,00], es decir, es la o-dlgebra mds chica que hace medible al mapeo dado
por ma : m — m(A) para toda A € B(E).

2) De la definicién anterior tenemos que un proceso puntual es funcidn aleato-
ria tiene medidas puntuales como valores. Es conveniente pensar un proceso
puntual como una coleccion (N (A)) yepp) de las v.a. N (A). Los procesos pun-
tuales son medidas aleatorias especiales (ver [16]).

3) Los procesos puntuales en los que estamos interesados pueden escribirse

N= iaxi
i=1

para una sucesion (X;);2, de v.a. Entonces para cada w € €,

en la forma

N(Aw) = Zaximm), A€eB(E).

define una medida puntual sobre B (E).

4) Supongamos que m = Y .o 8, es una medida puntual sobre E. Sea
(i, )re, una subsucesion de (z;)i=, que contiene todos los valores distintos que
no se repiten. Definimos la multiplicidad de z;, como

ng =card{k |k 21, z; = z;,. },

y entonces m = Y2 | 4., .

St np = 1 para toda k, entonces m se llama medida puntual simple, y en
cualquier otro caso, muiltiple. Andlogamente, si las realizaciones del proceso
puntual N son medidas puntuales simples, entonces N es un proceso puntual

simple, y mailtiple en cualquier otro caso. Se puede demostrar que un proceso

puntual N es simple si

P{(N({z)}))<1,z€E} =1. (.2)
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Ejemplo 131 (Proceso puntual de excedentes) Sean un nimero real u y (X;)22,

una sucesion de v.a. Entonces
m
Nﬂ (.) = Zé‘,_‘. (‘) I{X,'}u}\ n= 1|2r b |
i=1

con espacio de estados E = (0,1], cuenta el nimero de excedentes del umbral
u por las v.a. Xi,...,X,. A este proceso puntual se le conoce como proceso

puntual de excedentes. Observamos que
N,(0,1] =c«:1:r‘d{z'|0<1 <1 yX;)u} =card{i <n|X;>u}.
n
La relacién con la TVE es inmediata pues

{N,(0,1] =0} = {card{i <n|X; >u} =0}
= {Ninguna X;, i < n, excede a u} = {M, <u}.

{N.(0,1) < k} = {card{i < n| X; > u} <k}
= {Menos de k de las X;, i < n, excede a u} = {Xpn < u},

donde M, = max{X;,... X} y Xk, es la k-ésima estadistica de orden mds

grande de la muestra X, ... X,,.

Ejemplo 132 Sea (Y;)Z, una sucesién de v.a.i.i.d. positivasy tomemos la suma

T.=Y1+--+Y,, n>1. Definamos
N(@t)=card{i|T; <t},t>0. (.3)

A este proceso le podemos relacionar el proceso puntual

oo

N(A) =) ér(A4), A€ B([0,00)), (.4)

i=1
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ya que cast sequramente,
N[O => or(0.f]) = > 1=card{i|T:€[0,t]} = N(t).t>0.
i=1 iITi€0.t)
En este sentido, cada proceso (.3) corresponde a un proceso puntual. El proceso

puntual (.4) es simple ya que 0 < T} < Ty < -+ con probabilidad 1.

Hemos visto que las realizaciones de un proceso puntual N son medidas
puntuales. Por lo tanto, la distribucién de N estd definida sobre subconjuntos

de medidas puntuales, es decir,
Pyv(A)=P{Ne€ A}, Ae M, (E).

Aunque esta distribucién no es facil de visualizar, la distribucién de N se en-
cuentra determinada de manera tnica por la familia de las distribuciones de los

vectores finito-dimensionales
(N (AIJS"'sN(Aﬂl)) (5)

para cualquier eleccién de Ai,...,A,, € B(E) (ver Lema 12.1 de [17]). La
coleccién de tales distribuciones se llama distribuciones finito-dimensionales del
proceso puntual y es més facil de imaginar que la distribucién de Py. Observe-
mos que (.5) es un vector de v.a. de valores enteros y queda completamente

determinado por las probabilidades
P{N (A1) =k .+ s N(An) =kn}, ki 20,8 =1,...,m,

y para su caracterizacion es conveniente usar un concepto andlogo a la transfor-

mada de Laplace, en el caso de v.a., que sea aplicable a procesos puntuales.

Definicién 133 Sea una funcidn g > 0 medible sobre E, la funcional de Laplace

del proceso puntual N se define como

Uy (g)=E [a szdN] = /ﬂ , me—fs o(@)dm(=) gy (m) .
(5
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Cabe mencionar que la integral [._gdN estd bien definida como una inte-

gral Lebesgue-Stieltjes. Escribiendo N = ), dx, para vectores aleatorios con

Jaan=3g(x),
; i=1

y en particular [, dN = [.1,4dN = N (A).

valores en E. tenemos

Observacién 134 Si consideramos el caso especial g =tls, t >0y A € B(E),

tenemos que
Uv(g)=FE [e‘fﬁ ”"dN] =E [e"fﬁl"dN} = E [e7tNA)],

que es la transformada de Laplace de la v.a. N (A). Si ahora suponemos
que Ay,...A, € B(E) y tomamos las funciones g = Y v, zla, z > 0,
parai = 1,...,m, obtenemos la transformada de Laplace conjunta de las dis-
tribuciones finito-dimensionales de los vectores (.5). Entonces tenemos que las
distribuciones finito-dimensionales determinan la distribucion de N, reciproca-
mente, las distribuciones finito-dimensionales son determinadas de manera inica
por sus transformadas de Laplace, y por lo tanto, la funcional de Laplace deter-

mina de manera unica la distribucién de N.
Ahora estamos en posibilidades de definir adecuadamente el Proceso Poisson.

Definicién 135 Un proceso puntual N se llama proceso Poisson con medida de
intensidad pt (que escribimos PPM(u)) si se satisfacen
(1) Para cada A € B(E),

) e'“{“”ﬂ%t, sip(A) < oo
P{N(A)=k}= k20
0, st p(A) = o0

(11) Para cualquier m > 1, st Ay,...,An € B(E) son tales que A;NA; =10

para i # j. entonces N (Ay)...., N (A,,) son v.a. independientes.
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El nombre de medida de intensidad se debe a que E [N (A)] = u(A) (para A
fijo N'(A) tiene distribucién Poisson con pardmetro p (A) y por consiguiente un

proceso PPM(1) queda determinado por su medida de intensidad p).

Ejemplo 136 (PPM Homogéneo) Sabemos que un proceso Poisson homogéneo
(N (r))tzo es un proceso con incrementos independientes y estacionarios tal que

N (t) tiene distribucion Poisson(At). Entonces

P{N(r):k}=e-*"(’\k—?k,k=o,1,....

Como (N (t)),5o €s un proceso no decreciente y si ademds definimos la medida
N(s,t] = N(t) — N (s) para todo 0 < s < t < oo, sabemos que podemos ex-
tenderla, por el Teorema de extension de Carathéodory (ver [17]), y definir asi
un proceso puntual N sobre B ([0, 00)). Asi que para toda m > 1 y cualesquiera
Ay, ..., Ay subconjuntos de [0,00) tales que A;NA; =0 si1# 3, tenemos que
P{N(A) =ky,....N(An) =kn} = e—*lﬂllw . -e*”-“'m'M,
k! k!

conk, > 0,i=1,....m. dado que cada A; lo podemos aproximar por intervalos
de la forma (a,b], 0 < a < b < 00, y (N (t)),5 tiene incrementos independientes
y estacionarios. Aqui |-| denota la medida de Lebesque en [0, 00).

Usando el Ejemplo 132, tenemos que un proceso Poisson homogéneo con
intensidad X se puede definir como un proceso puntual simple N = Y~ dr,
donde T; =Y, +---+Y; y las Y!s son v.a.i.i.d. de una distribucién exponencial

con media +. Observamos que N tiene medida de intensidad
p(A)=A|A| = A/ dr, A € B([0,00)).
A

Ahora supongamos que .V es PPM() |-|) con espacio de estados E C [—o0, 00]*,
donde A > 0 y |-| denota la medida de Lebesgue sobre E. Como una forma de

generalizar al proceso Poisson homogéneo en [0, 00), llamamos a PPM(A |-|) un
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proceso Poisson homogéneo con intensidad A. Mds ain, si la medida de inten-
sidad g de un PPM es absolutamente continua con respecto a la medida de

Lebesgue, es decir, existe una funcion f > 0 tal que
n(4) = [ f@ s, A€ B(E),
A

entonces se dice que f es la tasa o intensidad del PPM.
Alternativamente, podemos definir un PPM(u) por su funcional de Laplace,

ya que resulta ser
Ty (g) = - Je(1-e2)auta

para toda funcién g > 0 medible (usando el Lema 5.1.12 de [6]).

.2 Convergencia débil de procesos Puntuales

Una vez revisados los conceptos bdsicos de procesos puntuales y en particular
del Proceso Poisson, estudiaremos un poco sobre convergencia débil de procesos
puntuales, que es una herramienta bdsica para trabajar con la teorfa asintotica
de valores extremos.

Primero tratemos de precisar el concepto de convergencia débil de procesos
puntuales. Sean una sucesién de procesos puntuales N, Nj, Ny, ... definidos sobre
el mismo espacio de estados F C [—o0, oo]d. Por la seccién anterior, sabemos
que la distribucién de estos procesos puntuales en M, (E), el espacio de todas
las medidas puntuales sobre E, estd determinada por sus distribuciones finito-
dimensionales. Es razonable pensar que para que haya convergencia débil de
(N;)2, a N, deberfa suceder que para cualquier eleccién de conjuntos de Borel

Ay, ..., A, € B(E) y cualquier entero m > 1,
P{N,(A1),...-Nu(Am)} = P{N (A1),...N (An)}, n — .

Pero sucede que la convergencia de las distribuciones finito-dimensionales en

general no es suficiente para la convergencia débil. Por eso conviene ver primero
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una definicién de convergencia débil en espacios métricos generales, a diferencia

de la convergencia débil para sucesiones de v.a. ordinarias que conocemos.

Definicién 137 Sea K un espacio con métrica p y que cuenta con la o-dlgebra
generada por los subconjuntos abiertos con respecto a p. Ademds, sean A, Ay, As, . ..
elementos aleatorios que toman valores en K. La sucesion (A;)-, converge dé-
bilmente a A, que denotamos A, 4 A, si para cada funcién acotada. continua

y de valores reales sobre K se satisface

E[f(An)] = E[f (A)].n — oo.

Entonces si a M, (E) le damos una métrica apropiada de manera que sea un
espacio métrico completo, podemos definir convergencia débil en M, (E) en el

sentido de la definicién anterior.

Definicién 138 (Convergencia vaga) Sean yu, ji,, jio, . . . cualesquiera medidas en
M, (E). Decimos que la sucesién de dedidas (y,)i=, converge vagamente a la

medida yi, que denotamos i, — i, si

/gtzmn(dx)—»/g(xmfzx),woo.
E E

para toda funcién g > 0 continua con soporte compacto.

Decimos que una funcién g de valores reales tiene soporte compacto si existe
un compacto K C FE tal que g (z) = 0 para toda z € K¢, el complemento de K.
Este tipo de convergencia es muy similar a la nocién de convergencia de
medidas de probabilidad sobre espacios métricos. Sin embargo, si (y;);, es una
sucesion de medidas sobre B (E) y p,, — j, entonces g no necesariamente es una
medida de probabilidad sobre B (E) o puede suceder que no se de la convergencia

débil de medidas de probabilidad, como vemos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 139 Supongamos que E = (—00,00), pt,, = 0,, n > 1 (la medida de
Dirac concentrada en n y definida por (1)) y p = 0, la medida nula. Tenemos

que (y,)=, no converge débilmente, pero en cambio

[ 9@ @) =g 0= [ (@) (dz).n— o0,
E E
es decir, 1, — 1.

Para nuestros propositos el siguiente criterio es muy 1til (ver Proposicién 3.12
de [21]). Recordemos que en un conjunto en un espacio métrico es relativamente

compacto si su cerradura es un compacto.

Proposicién 140 (Criterio de convergencia vaga) Son equivalentes:
(2) o = p,m — oo.
(i7) Para cada conjunto relativamente compacto B € B (E) tal que p (0B)

(OB es la cerradura de B) se tiene

0

lim p, (B) = p(B).

n—oo

Observacién 141 Con la proposicién anterior, si E C (—o0, 00) entonces para
demostrar p,, — p es suficiente demostrar que p,(a,b) — u(a,bl,n — oo para

todos los intervalos (a,b] donde a y b no son dtomos de pi.

Existe una métrica d,, (g, v) que metriza la convergencia vaga en M, (E) y
que hace a M,, (E) un espacio métrico separable y completo. No daremos dicha
métrica pues no es nuestro propésito profundizar en este aspecto.

Ahora podemos definir convergencia débil para procesos puntuales en el sen-
tido de la Definicién 137, la cual no resulta muy clara. En el caso de procesos
puntuales esta definicién de convergencia débil es equivalente a la convergencia
de las distribuciones finito-dimensionales ( ver [16], [17] y [21]) y es por eso que

manejaremos la siguiente definicion.
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Definicién 142 (Convergencia débil de procesos puntuales) Sean N, Ny, N, . . .
procesos puntuales sobre el espacio de estados E C [—o0, oo]d con la o-dlgebra
B(E). Decimos que (N;)i, converge débilmente a N en Mp (E), que denotamos
N, .4 N, si

P{Nn(A1),...No(An)} = P{N (A1),...N(An)},n— o0

para cualesquiera conjuntos A; € B(E) que satisfagan P {N (0A;) =0} = 1,

t=1Lcoyms mZ L

Sisuponemos E = (a, b, la convergencia de las distribuciones finito-dimensiona
puede verficarse sorprendentemente usando solamente el siguiente resultado, que
es un caso especial de un teorema debido a Kallenberg (Teorema 4.7 de [16]),

que establecemos para intervalos semicerrados.

Teorema 143 (Convergencia débil a un proceso puntual simple sobre un inter-
valo) Sean N, Ny, Ny, ... procesos puntuales sobre E = (a,b] C (—00,00) donde
N es simple. Supongamos que se satisfacen

(i) Para todos los intervalos A = (¢,d] cona < c <d <b,

E[Nn (A)] = E[N (4)],n — oo, (-6)

11) Para todas las uniones B = kz ¢, d;] de intervalos (c;, d;] disjuntos
=1

tales quea<cy <dy <--- < <d. <bycada k> 1,
P{N,(B) =0} = P{N (B) =0} ,n — oo, (.7)
Entonces N, 4 N oen M, (E).

Observacién 144 El punto (i) nos asequra que para cada sucesion de naturales
existe una subsucesion (ni),., tal que Ny, tiene como limite algin proceso pun-
tual simple, ast que el Teorema 12.8 de [17] y (1) tmplican que N tiene la misma

distribucion que dicho limite.
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