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Introducción 

Generalmente, cuando sabemos que ciertas propiedades o resultados son váli­

dos para casos particulares , surge el interes por saber si es posible hacer exten­

siones de tales resultados a situaciones más generales, con el objetivo de poder 

aplicarlos en la solución de una gama más amplia de problemas. Esto mismo 

sucede en Matemáticas cuando tenemos resultados teóricos que nos permiten de­

cir algo sobre algún conjunto de entes matemáticos y queremos saber si es posible 

afirmar lo mismo para un conjunto más grande, o más aún, averiguar qué tanto 

podemos decir al respecto a medida que agregamos o quitamos hipótesis. 

Cuando tenemos un conjunto de variables aleatorias (X;)~ 1 que son inde­

pendientes y con igual función de distribución F , y nos preguntamos por el 

comportamiento asintótico del máximo Mn = max (X1, ... , Xn) de n de ellas, 

a medida que n crece, la Teoría de Valores Extremos (TVE) clásica nos da 

la respuesta a ésta y algunas otras preguntas al respecto, como por ejemplo, 

el comportamiento de la distribución de excesos Fu = P {X - u :::; x 1 X > u} 

para umbrales u grandes, las propiedades del proceso que cuenta el número de 

excesos a umbrales altos y su intrínseca relación con el máximo, así como con 

las estadísticas de orden. De manera más precisa, si Mn ..'!:...X, n---+ oo ((Mn): =l 

converge en distribución a la variable aleatoria X) donde X es no degenerada, 

entonces el Teorema de Fisher-Tippet nos dice que la función de distribución 

de Mn (debidamente normalizado) debe ser una de las de Valores Extremos, es 

decir , Gumbel, Fréchet o Weibull. Si denotamos por Nn el número de veces que 

se excede un cierto valor Un por las variables aleatorias X 1, .. . , Xn y el número 

promedio de excesos a Un se estabiliza, para n suficientemente grande, alrededor 
d 

de alguna constante O < T < oo, entonces Nn ---+ N, donde N es un proceso 

de Poisson sobre (O, 1] con intensidad T. Estos interesantes resultados y otros 

más, también son válidos en el caso en que (Xi)~ 1 es estacionaria y satisface dos 

1!1 
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condiciones, una que involucra un cierto tipo de independencia asintótica, y la 

otra que anula la posibilidad de excesos por pares a umbrales altos. 

El objetivo principal de este trabajo es revisar las condiciones necesarias bajo 

las cuales los resultados centrales de la TVE pueden ser extendidos al caso más 

general en el que (X;) : 1 no necesariamente sea estacionaria, además de analizar 

hasta donde es posible lograrlo, las diferencias entre el caso estacionario y el no 

estacionario, así como presentar ejemplos interesantes en los que se verifiquen 

tanto los resultados y como su aplicación. Tal generalización en los resultados 

da pie y sustento a la aplicación de los métodos y técnicas de la TVE en tareas 

en las que se requieran buenas estimaciones sobre la ocurrencia de observaciones 

muy grandes, que en general son muy poco probables pero de magnitudes im­

portantes, por lo que conocer el comportamiento distribucional en el área de la 

cola nos permite describir de manera más adecuada los efectos de los eventos ex­

tremos. El sector asegurador y financiero de toda sociedad está siempre preocu­

pado por la latente posibilidad de la ocurrencia de eventos extremos (siniestros 

con grandes reclamaciones y catástrofes financieras) , por lo que obtener buenas 

estimaciones sobre las medidas de riesgo que se utilicen permitirán hacer reservas 

y previsiones adecuadas con el objeto de estar preparados en caso de que alguno 

de estos eventos suceda. Cabe mencionar que la TVE permite obtener buenos 

estimadores de las dos medidas de riesgo más utilizadas, el Valor en riesgo (VaR) 

y la Esperanza Condicional de la Cola (ES), siendo ésta última una medida de 

riesgo coherente, y cuyas estimaciones en general resultan ser más adecuadas 

que cuando suponemos que los datos provienen de una distribución Normal (ver 

[5]). 

Este documento consta de tres capítulos y un apéndice, y a continuación 

procederemos a dar una descripción sobre la estructura y organización de éstos . 

Para poder abordar el caso de sucesiones no estacionarias es necesario conocer 

con detalle tanto los resultados como las condiciones que se requieren para exten­

der la TVE del caso independiente e idénticamente dist ribuido al estacionario, 
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esto debido a la posible similitud entre la técnica usada y la que se requerirá para 

pasar de este último al caso no estacionario. Por tal motivo, el primer capítulo 

pretende ser un resumen de la TVE en el caso estacionario. Revisamos resultados 

básicos como el Teorema de Fisher-Tippet, que caracteriza la distribución asin­

tótica no degenerada del má-ximo, y la Aproximación de Poisson, que relaciona 

la estabilización del número promedio de excesos a umbrales con la probabil­

idad de que el máximo no los exceda, y que más generalmente, nos permite 

decir cuál es la distribución asintótica del proceso que cuenta el número de ex­

cesos a umbrales altos de nuestra muestra aleatoria. Para hacer la extensión del 

Teorema de Fisher-Tippet al caso estacionario necesitamos de una condición de 

independencia asintótica o leve dependencia, conocida como Condición D (un), 

y para extender también la Aproximación de Poisson requerimos que además se 

satisfaga una cierta condición de antiagruparnientos de la sucesión estacionaria 

denominada Condición D' (Un). Cuando sólo se satisface la primera condición, 

en general , no es posible evitar los agrupamientos sobre ciertos umbrales y surge 

entonces el concepto dé índice extremo de un sucesión estacionaria, el cual de­

sempeña un papel determinante cuando comparamos la distribución asintótica 

del máximo de la sucesión estacionaria con la que éste tendría si las variables 

aleatorias en cuestión fueran independientes. 

En el segundo capítulo centraremos nuestra atención en la extensión de los 

resultados de la TVE vistos en el Capítulo 1 a alguna situación más general. 

Para empezar, las sucesiones de variables aleatorias con que trabajaremos serán 

lo más generales posi bies (no estacionarias) y con distribuciones marginales no 

necesariamente iguales. Además, las sucesiones de umbrales que consideraremos 

podrán ser distintas para cada variable aleatoria de la sucesión (X;)~l> por 

lo que los eventos que determinan al máximo serán el caso particular cuando 

trabajemos con una única sucesión de umbrales. De nuevo, cuando compara­

mos la distribución límite del máximo de nuestra sucesión general con la que 

éste tendr ía si además las ,·ariables aleatorias fueran independientes (la suce-
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sión independiente asociada) requerimos de ciertas condiciones para garantizar 

el mismo comportamiento asintótico distribucional. A una de estas condiciones 

se le conoce como Condición A, la cual nos garantiza que la distribución límite 

del máximo sea no degenerada, y otras dos , la Condición D { Uni} que es del 

tipo de leve dependencia y una de antiagrupamientos a umbrales altos llamada 

Condición D' {un;}. Veremos que la familia a la que pertenece la distribución 

límite del máximo de variables aleatorias independientes pero no idénticamente 

distribuidas es más grande que la familia de distribuciones de Valores Extremos, 

pero en el caso en que la sucesion es no estacionaria pero con iguales marginales 

podremos tener una versión extendida del Teorema de Fisher-Tippet. Una vez 

derivada la Aproximación de Poisson, trabajaremos con el respectivo proceso de 

excedentes, el cual resultará converger a un proceso de Poisson no homogéneo. 

De nuevo, como en el caso estacionario, si sólo se satisface la Condición D { Uni} 

surge la noción de índice extremo, el cual desempeñará un papel parecido, pero 

no igual, que el que este concepto t iene en el caso estacionario. 

En el tercer capítulo aplicaremos y corroboraremos, mediante tres ejemplos de 

familias de sucesiones no estacionarias, los resultados de la TVE obtenidos en el 

segundo capítulo. En la primera sección consideraremos las sucesiones generales 

no estacionarias max-autorregresivas (Xi):1 , conocidas como max-AR(l) , con 

el propósito de estudiar el comportamiento asintótico de Mn y evaluar el índice 

extremo. En la segunda sección examinamos el comportamiento extremo de 

sucesiones gaussianas no estacionarias, y como era de esperarse, de nuevo como 

en el caso estacionario, las restricciones se harán sobre la sucesión de covarianzas. 

En la última sección estudiamos una clase de distribuciones multivariadas cono­

cidas como Farlie-Gumbel-Morgenstern para discutir las propiedades extremas 

de sucesiones de variables aleatorias con dicha distribución. Veremos que el 

comportamiento extremo de esta sucesión es como el que tendría si no existiera 

dependencia entre sus componentes. 

Finalmente, en el Apéndice revisamos conceptos básicos sobre procesos pun-
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t ua.les y en part icular el Proceso de Poisson, as í como un resultado importante 

que caracteriza la. convergencia débil de este último y que resulta de gran utili­

dad en las demostraciones sobre la convergencia del proceso de excedentes a un 

proceso de Poisson. 



Capítulo 1 

TVE en el caso estacionario 

Antes de estudiar la Teoría de Valores Extremos (TVE) para el caso de sucesiones 

de variables aleatorias (v.a.) no estacionarias (caso general), debemos tratar 

primero los resultados más importantes de la TVE en el caso estacionario , que 

incluye al caso de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas 

(v.a.i.i.d.). En este últ imo destaca un resultado central de la TVE: el Teorema de 

Fisher-Tippet, que nos dice explícitamente la forma funcional de la distribución 

asintótica no degenerada del máximo Mn den v.a. (debidamente normalizado) 

a medida que n crece. Cuando la sucesión de v.a. es estacionaria, también es 

posible obtener una versión del resultado tan importante antes mencionado. Las 

condiciones y restricciones que se piden para su validez pueden no cumplirse en 

general, así que surge la noción de índice extremo de la sucesión estacionaria. 

Por tal razón, en la sección 1 revisaremos los conceptos y resultados princi­

pales de la TVE en el caso de v.a.i.i.d . Una vez hecho esto, en la sección 2 de 

este capítulo haremos la extensión del Teorema de Fisher-Tippet del caso inde­

pendiente e idénticamente distribuido al estacionario, para lo cual requerimos de 

una condición de independencia asintót ica o leve dependencia, a saber la Condi­

ción D (un) . En la sección 3 revisaremos una Condición de antiagrupamientos 

de la sucesión estacionaria conocida como la Condición D' (un), que junto con 

1 
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D (un), hace que otro resultado del caso independiente, la Aproximación de Pois­

son, también se satisfaga. En la sección 4 introducimos el concepto de sucesión 

independiente asociada y w rificamos que bajo D ( U 11 ) y D' (un) los resultados 

del caso independiente y el estacionario son idénticos; por otro lado, si sólo se 

cumple la Condición D (U n) en general no podemos evitar los agrupamientos 

sobre ciertos niveles y entonces surge la noción de índice extremo de la suce­

sión estacionaria y revisamos los resultados y el papel tan importante que juega 

este concepto. En la sección 5 de manera muy somera revisamos el Teorema 

de Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan (GBPdH) que nos dice cuál es la dis­

tribución asintótica de los excesos por encima de umbrales altos. Finalmente, 

en la últ ima sección revisaremos el comportamiento asintótico de la distribución 

del número de excesos dado un cierto umbral. Este capítulo pretende ser un 

resumen de la TVE en el caso estacionario y es tomado principalmente de [5], 

[6] y [18]. Cabe mencionar que en la medida de lo posible se demuestran los 

resultados presentados, pero esto con el fin de comparar la técnica usada en el 

caso estacionario con la que se usará en los siguientes capítulos para el caso no 

estacionario. 

1.1 Resultados básicos de la TVE para v.a.i.i.d. 

Sea (Xi ): 1 una sucesión de v.a .i.i.d., denotamos al máximo den de ellas como 

Mn = max (X1, ... Xn). El objetivo es estudiar la distribución de Mn y todas 

sus propiedades inherentes cuando n ---+ ::x:J. 

Si conocemos lo que pasa con Afn es posible derivar fácilmente propiedades 

parecidas para el mínimo de las primeras n observaciones usando la relación 

m n = min (X¡ ... . , Xn) =- max (-X¡ , . .. , -Xn). 

De la defini ción de lvfn tenemos que 
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donde Fes la función de distribución común de cada Xi. 

El primer resultado que presentaremos es uno muy útil y, en general , aplicable 

a cualquier sucesión de reales (Un):'= 1 . 

Teorema 1 (Aproximación de Poisson) Sea (Xn):'= 1 una sucesión de v.a.i.i. d. , 

entonces para O ::; T ::; oo una sucesión de reales ( un):'=1 se t'iene que 

lim n(1- F(un)) = T (1.1) 
n~oo 

si y sólo si 

lim p {Mn::; Un}= e-T. 
n~oo 

(1.2) 

Demostración. 

Casal. O::; T < oo. 

(=>) Supongamos cierta la expresión (1.1). Sea (un) :=l una sucesión de 

números reales, entonces 

( 1 - F (un)) = ; + o ( ~) , 

por lo que 

lim P {Mn::; Un}= lim pn (un)= lim (1- (1 - F (un))t 
n-+cx::> n-+ cx;¡ n --+oo 

= lim (1-!._+o(~)) n =e-T. 
n~oo n n 

( {:=) Si ahora suponemos ( 1.2) , podemos asegurar que 

lim (1- F (un))= O, 
n~oo 

ya que si no fuera cierto entonces tendríamos que existen (un. ): 1 y e > O tales 

que para toda n > O natural existe nk > n para la cual 1- F (un.) > e, con lo que 

P { lvfn• ::; Un•} = pn• ( Un•) < ( 1 - e) n• ---> O, n ---> oo, que es una contradicción 

a nuestra hipótesis. También observamos que la hipótesis se puede escribir como 

lim nln (1- (1- F (un)))= -T, 
n~oo 
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lo que nos lleva a que 

n (1- F (un))= T +o (1) 

pues sabemos que ln ( 1 + x ) ~ :r si x ---+ O. 

Caso 2. T = oo (por contradicción) 

( =?) Primero supongamos que se cumple ( 1.1) pero lim P {M" ::; u,J =f. O. 
n~oo 

Existe entonces (nk):=l sucesión de naturales t al que 

lim P { Mnk ::; Unk} = e-r' para alguna T
1 < oo, 

nk----+oo 

que como antes , implicaría que lim n (1- F (un)) = T
1 < oo , lo cual es una 

n~oo 

contradicción. 

(<=)Similarmente, si ahora es cierta (1.2) , pero limn(1- F(un)) =f. T , 
n--+oo 

entonces existe (unJ;:1 una sucesión de reales tal que 

lim n (1- F (unk)) = T
1 para algún T

1 < oo, 
nk----+oo 

lo cual según el Caso 1 nos llevaría a que lim P { Mnk :S Unk} = e-r' > O, que 
nk---+oo 

contradice lo supuesto. • 

El resultado anterior nos dice que, a medida que n crece, el número promedio 

de excesos a Un en la muestra se ubica alrededor de una constante, si y sólo si, 

la probabilidad de que el máximo no exceda a Un se estabiliza también alrededor 

de una cierta constante que depende directamente de esta primera. 

Si denotamos XF = sup {xiF(i) < 1} , llamado el punto final de la distribu­

ción F, obtenemos a partir del teorema anterior el siguiente corolario. 

Corolario 2 (i) Mn---+ XF con probabilidad 1 sin---+ oo . 

(ii) Si XF < oo, F (xF-) < 1 (F tiene un salto en su punto final derecho) y 

para alguna sucesión (un):=l sucede que 

P {Mn::; Un}---+ r, n---+ 00, 

enton ces r = O o r = l. 
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Demostración. 

(i) Sea Un= u< XF para todo natural n, entonces 1- F (un) >O, de donde 

lim n (1- F (un))= T para T = oo , 
n~oo 

así que lim P { Mn ~ u} = O según el Teorema l. Dado que P { Mn > xF} = O 
n~oo 

para cada n, tenemos que Mn ---> XF en probabilidad. Tenemos además, que 

(Mn):=l es una sucesión monótona, por lo que converge casi seguramente, y 

entonces Mn ---> x F, n ---> oo casi seguramente. 

(ii) Supongamos que XF < oo y F (xF-) < l. Sea (un):=l una sucesión de 

reales tal que P {Mn ~un}---> r, n---> oo para alguna O~ r ~ 1, es decir , 

para alguna O~ T ~ oo, es decir, 

n (1- F (un))---> T, n---> oo, 

por el Teorema l. 

Si sucede que Un < x F para una infinidad de valores de n, entonces T = oo, 

pues 1 - F (un) > 1- F (xF-) 2 O, con lo que tenemos r =O. 

En el otro caso, cuando Un 2 x F para n suficientemente grande tenemos 

n(l- F(un)) =O, así que T =O, y en este caso r =l. • 

El Corolario anterior es el caso de en el que la distribución del máximo es 

degenerada. Nuestro propósito es aproximar la distribución de Mn de manera 

asintótica mediante alguna distribución no degenerada. Primero precisaremos la 

idea de la aproximación. 

Definición 3 Diremos que F pertenece al dominio de atracción para máximos 

de G , lo cual escribiremos como FE D (G), si existen sucesiones (an > o):=l y 

(bn):=l de reales, tales que 
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La notación _:!:_, significa que la convergencia ocurre en los puntos de continuidad 

de e , y se conoce como convergencia en distribución. 

Existe un tipo de funciones de distribución que juegan un papel importante 

en el desarrollo de la TVE, ya que más adelante veremos que la familia a la que 

pertence e coincide con este tipo de distribuciones. 

Definición 4 Se dice que la distribución no degenerada e es max-estable si para 

cada n = 2, 3 , ... existen reales an >o y bn tales que en (anX + bn) =e (x) . 

El siguiente teorema nos damos cuenta que es posible caracterizar las dis­

tribuciones límite del máximo debidamente normalizado. 

Teorema 5 ( i) Una función de distribución no degenerada e es max-estable, si 

y sólo, si existe una sucesión (Fn);:1 de funciones de distribución y (an > O)~=l 

y (bn):= l tales que 

Fn -x + bnk --+ ek (x), n--+ oo ( 
1 ) d 1 

ank 

para cada k= 1, 2, ... 

(ii) En particular, si e es no degenerada, D (e) es no vacío si y sólo si e 

es max-estable. Entonces además e E D (e). Así la clase de distribuciones 

no degeneradas e tales que P{an(Mn-bn) ::;x}--+ e(x) (para X1 , X2 , ·· · 

v. a. i. i. d.) coincide con la clase de distribuciones max-estables. 

D emostración. 

( i) Dado que e es no degenerada, también e-k es no degenerada para cada 

k, así que si Fn ( a~k X+ bnk) _:!:_, ei (x) 'n--+ 00 para cada k= 1, 2, ... , tenemos 

que por el Teorema de Khintchine (Teorema 1.2.3 de [18]) 

para alguna Ctk > O y (3k, con lo que e es max-estable. 
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Si ahora suponemos que e es max-estable, entonces 

para alguna (an > o):=l y (bn):=l' 

Sea Fn = en, entonces 

1 

F,, (-
1 

X+ bnk ) = (enk (-
1 

X+ bnk)) I =(e (x))t _'!:_, et (x), n----+ OO. 
ank ank 

7 

(ii) Supongamos que e es max-estable, es decir, existen sucesiones (an > o):=l 

y (bn):=l tales que 

d 
en (an x + bn) =e (x)----+ e (x), n----+ oo, 

con lo que tenemos que g E D (e). 

Si D (e) es no vacío, tenemos que existe F E D (e), tal que 

Entonces 

pnk (-
1
- x + bnk) _'!:_, e (x), 

ank 
así que 

( 
1 ) d 1 Fn - x + bnk ----+ ei (x) 

ank 
para F,, = pn, y por ( i) tenemos que e es max-estable y 

• 
Corolario 6 Si e es max-estable, entonces existen funciones reales a ( s) > O y 

b (s), definidas paras> O, tales que 

es (a (s) X+ b (s)) = G (x ) para todos los reales X, S> O. 



8 CAP IT t: LO 1 TVE EN EL CASO ESTACIONARIO 

Demostración. 

Dado que e es max-estable, tenemos que existen (an > 0):=1 y (bn) :=l tales 

que en (anX + bn) =e (x), así que para S> o, 

efnsj ( a¡nsjX + b¡nsJ ) = e (x) , 

y como ~ ~ n para n suficientemente grande, sucede que 

en (a¡nsjX + b¡nsJ) .:!_.e~ (x), 

por lo que de nuevo por el Teorema Khintchine (Teorema 1.2.3 de (18}) tenemos 

que existen a ( s) > O y b ( s) tales que 

e (a ( s) x + b ( s)) = e~ ( x) , 

pues e~ ( x ) es no degenerada, lo anterior para cada s > O. • 

Definición 7 Decimos que dos distribuciones e 1 y e2 son del mismo tipo si 

e2 = e1 (ax + b) para algún a > O y b, números reales. 

En el sentido de esta definición, e es ma.x-estable si e y en son del mismo 

tipo para cada n = 2, 3, .... Equivalentemente, si existe una sucesión (Fn) :=l de 

distribuciones tales que 

con an , an > O y e 1 , e2 no degeneradas, entonces ambas son del mismo tipo. 

El siguiente teorema es uno de valores extremos que nos dice explícitamente 

la forma funcional que tienen las distribuciones ma.x-estables. 

Teorema 8 Cada distribución max-estable coincide con e ( ax + b) para algún 

a > O y b reales, donde e es alguna de las tres distribuciones: Gumbel (A) , 

Fréchet ( <I> a), Weibull ( w"'), donde 

Gumbel: A (x) =e-e-x, - oo < x < oo; 
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{ 

O, 
Fréchet: <I> o ( x) = 

e-x-", para alguna o: > O, x > O; 

:r: :::; o' 

{ 

e-(-x)", para alguna o:> O, x :::; O, 
Weibull: Wa (x) = 

1, X> O. 

9 

Recíprocamente , las distribuciones Gumbel (A) , F'réchet ( <I> a) y Weibull ( w o) 

son distribuciones max-estables. 

Demostración. 

( <=) Supongamos que e es una de las tres distribuciones: 

Para el tipo Gumbel A (x) , 

en ( l ) ( -e- (x+ ln n)) n -ne-(x+in n) -e-(x+in n-In n) e ( ) 
x+nn=e = e =e = x. 

Para el tipo Fréchet <I>a (x) , 

x::; o x::; o ~ { -""0,· ,-· 
=e (x). 

x> O e , x> O 

Para el tipo Weibull W0 (x), 

x::;o 

{ 

o, 

- - nn- 1(-x)" e , 

x:SO 
=e (x). 

x>O x> O 

Tenemos entonces que e es max-estable. 

( =}) Ahora, supongamos que e es max-estable, entonces existen las funciones 

a (s) > O y b (s) definidas paras> O, tales que 

e s (a (s) X + b (s)) =e (x ) para cualesquiera X, S> O, 
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así que para O< G (x ) < 1 tenemos 

- s ln G (a ( s) x + b ( s)) = - ln G ( x) , 

es decir, 

ln (- ln G (a ( s) x + b ( s))) - ln s = - ln (- ln G ( x)) . 

Definamos V(x) = -ln(-lnC(x)). Dado que la propiedad max-estable para 

n = 2 implica que G no tiene saltos en cualquier extremo finito superior e inferior 

y que V ( x) es no decreciente, sudece que 

inf {V (x)} = -oo y sup {V (x)} = +oo. 

Entonces existe U (y), la función inversa de V (x), definida para todo real y. 

Dado que se cumple 

V (a (s) x + b (s)) -lns =V (x), 

entonces según una propiedad de la inversa generalizada (Lema 1.2.1 (i) de [18]) , 

1 
a (s) (U (y+ lns)- b(s)) =U (y). 

Podemos pues, escribir que 

1 
U(y)- U(O) = a(s) (U(y+lns)- U(lns)). 

Si hacemos z = ln s, a (z) =a (ez), y fJ (y) =U (y)- U (0) , entonces 

f) (y) a (z) = f) (y+ z)- f) (z) para cualesquiera reales y, z. 

Así 

fJ (y) a ( z) + fJ ( z) = fJ (y + z) = fJ ( z) a (y) + fJ (y) , 

es decir , 

f) (y) (1- a (z)) = f) (z) (1- a (y)). 
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Tenemos los dos siguientes casos: 

Casal. a (z) = 1 para todo z. 

Aquí fJ (y)= fJ (y+ z)- fJ (z), o sea que para todos los reales y, z se cumple 

f) (y + z) = f) (y) + f) ( z) ' 

cuya única solución monótona creciente es 

fJ (y) = ry para alguna r > O. 

Entonces U (y) -U (O) = ry, por lo que 

v-1 (y) =U (y) = ry +U (O) , 

y como v- 1 es continua tenemos que x = v-1 (V (x)) = rV (x) +U (0). Así que 

tenemos 
1 

-ln(-ln G(x)) = V(x) =- (x- U(O)), 
T 

- l( x-U(O)) 
de donde G (x) =e-e r cuando O< G (x) < l. 

Dado que G no tiene saltos en ningún punto final finito inferior y superior, 

la expresión es válida para cualquier real x, y por lo tanto G ( x) = e-e-x , para 

-00 <X < OO. 

Caso2 . a (z) 1: 1 para alguna z. 

Podemos entonces escribir U(y) ~~~(~) (1-a(y)) = e(1-a(y)), donde 

e = ~~~(~) :f: O, ya que fJ (z) = O nos llevaría a que fJ (y) = O para toda y, lo 

cual implicaría que U (y) =U (O) constante. 

Escribimos por tanto, 

e ( 1 - a (y + z)) - e (1 - a ( z)) = e ( 1 - a (y)) a ( z) ' 

que simplicando queda como 

a (y+ z) =a (y) a (z) para cualquier y, z reales. 
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Debido a que a es monótona, la ecuación funcional anterior tiene solución monó­

tona no constante 

a (y) = e''Y parar =1= O. 

Entonces 

v- 1 (y) =U (y) = iJ (y)+ U (O) =e (1 - ery) +U (O) . 

Debemos notar que dado que V es creciente, así también U lo es, por lo que 

e < O si r > O, y e > O si r < O. 

Tenemos pues, 

X = V - ! (V (X)) = e ( 1 - e r V ( x) ) + U (O) = e ( 1 - ( - In G ( x )) - r) + U (O) , 

y despejando 

( 
1 )_1 

G (x ) =e- !-~(x- U(O)) r' 

donde O < G ( x) < 1 es continua en cualesquiera puntos finales finitos y por 

tanto la expresión anterior vale para todo real x. 

Si e < O, sabemos que r > O, por lo que G (x) = e-x-" con o = ~ y para 

x > O, mientras que G (x) =O en otro caso. 

Si e > O, entonces r < O, para cuando x :S O se tiene G (x) = e-(-x)", con 

o= -~ , y G (x) = 1, para x > O. • 

Podemos ahora probar fácilmente uno de los resultados centrales de la TVE, 

debido al cuál A, <l>0 y ll1 o son conocidas como Distribuciones de Valores Ex­

tremos. 

Teorema 9 (Fisher-Tippet) Sea Mn = max (X1 , . .. , Xn) , donde (X;): 1 es una 

sucesión de v. a. i.i. d. Si existen sucesiones de reales (an > o):=I y (bn) :=I tales 

que 

para alguna distribución G no degenerada, entonces G es una Distribución de 

Valores Extremos. Recíprocamente, cada Distribución de Valores Extremos puede 
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aparecer como límite de máximos debidamente normalizados, de hecho, sucede 

cuando G es la distribución de cada Xi. 

Demostración. 

Si P { an (Mn - bn) ::=; x} ~ G (x) , tenemos que se satisfacen las condiciones 

del Teorema 5 y por tanto G es max-estable, así que el Teorema 8 nos dice 

que G es una Distribución de Valores Extremos. Recíprocamente, si G es una 

Distribución de Valores Extremos, entonces es max-estable por el Teorema 8, y 

usando la parte (ii) del Teorema 5 tenemos que G E D (G). • 

Las distribuciones de Valores Extremos se pueden reescribir en una sola ex­

presión mediante el uso de la llamada función de distribución de Valores Ex­

tremos Generalizada (VEG) que a continuación definimos. 

Definición 10 La Distribución de Valores Extremos Generalizada (VEG) está 

dada por 

donde 1 + ~x > O y~ es el parámetm de forma . 

De la definición de H~ tenemos las siguientes relaciones: 

~=0 Gumbel Ha (x) =A (x) 

~>o Fréchet H~ ( x~l) = <I>1 (x) 
( 

~ < 0 Weibull H~ ( -<~+ll) = w_l (x) 
< 

Esencialmente, casi todas las distribuciones continuas comunes en Estadística 

están en D (H~) para alguna~· La distribución normal, por ejemplo, se encuentra 

en D (Ha) (caso Gumbel), clase de distribuciones conocidas como de cola ligera. 
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Las distribuciones en D ( H~) para ~ > O (caso Fréchet) son conocidas como 

distribuciones de cola pesada. Esta clase incluye, por ejemplo, las distribuciones 

Pareto y t de Student . 

Gnedenko (1943) demostró que para~> O, se satisface que FE D (H~) , si y 
1 

sólo si , 1 - F (x) = .T - ~ L (x), para alguna función positiva L (x) bien definida tal 

que lim LL((x t)) = 1, t > O (decimos que L es de variación lenta en oo). Entonces 
x-ex> x 

para este caso tenemos que la distribución H~ tendrá j-ésimo momento finito si 
. 1 

J < E. 

1.2 Teorema de Fisher-Tippet para variables aleato­

rias estacionarias 

Antes de preguntarnos sobre las condiciones bajo las cuales el Teorema de Fisher­

Tippet y la Aproximación de Poisson pueden extenderse al caso estacionario 

debemos revisar algunas condiciones de independencia asintótica. Entre los casos 

más sencillos de dependencia tenemos la llamada m-dependencia. 

Definición 11 Se dice que la sucesión de variables aleatorias (Xn):'= 1 es m­

dependiente, para algún natural m, si Xi y X 1 son independientes para cua­

lesquiera índices i, j tales que li- ji > m. 

Ejemplo 12 Definiendo Xn = max (Yn , ... , Yn+k) , para algún natural k fijo , 

donde (Yn):'=1 es una sucesión de v.a.i.i.d., tenemos inmediatamente que (Xn) :'= 1 

es k-dependiente. 

Por notación y comodidad escribiremos F i 1 , in (u) en vez de F; 1 , i n (u , . .. , u) , 

la distribución conjunta n-dimensional evaluada en el vector u = (u , ... , u). 

Ahora definimos un tipo de independencia asintótica que precisamente nos per­

mitirá demostrar la extensión del Teorema de Fisher-Tippet al caso estacionario. 
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D efinición 13 Sean (Xn):'= 1 una sucesión de v.a. y (un):'=l una sucesión de 

reales, la condición D (un) se satisface si para cualesquiera enteros 

1 ::::; i 1 < . .. < ip < j 1 < . . . < ]q :::=; n , 

para los cuales j 1 - ip 2': l, se cumple que 

donde CXn,ln --+ O, n--+ oo para alguna sucesión ln =o (n) 

Ejemplo 14 Consideremos Xn = max (Yn, . . . , Yn+k- ¡) , n 2': 1, donde (Yn):'=1 

es una sucesión de v.a.i.i.d. con distribución común W , para k 2': 2. En este 

contexto, tenemos que 

P{max(Yn , . . . , Yn+k-1) :::=; x} = P{Yn :::=; X, ... , Yn+k- 1 :::=; x} 

P{Yn::::; x} ···P{Yn+k-1::::; x} =~= F 
k-veces 

Así que entonces (Xn):'= 1 tiene distribución F y cumple con la condición 

D (un) para l 2': k y CXn.l =O, ya que F; 1 , ,ip,j1 , ,jq (un)= F; 1 , ,ip (un) Fj 1 , ,jq (un) 

cuando j 1 - ip >k- 1 por ser (Xn):'=l una sucesión (k- !)-dependiente, según 

lo visto en el Ejemplo 12 

Ahora precisamos el concepto de sucesión estacionaria. 

D efinición 15 Decimos que (Xn):'=l una sucesión de v. a. es estacionaria si 

(X; 1 , ••• , X ;J y (X; 1 +m, .. . , Xin+m) tienen la misma distribución para cualquier 

elección de n, i 1 , ... , in, y m. 

En lo que resta de este capítulo trabajaremos con sucesiones de variables 

aleatorias estacionarias. 
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En esta sección pretendemos demostrar una extensión del Teorema de Fisher­

Tippet para una sucesión estacionaria que cumple con la condición D (un) , el 

cual primero enunciaremos pero será probado como consecuencia de algunos 

resultados muy técnicos, por lo que la demostración se puede revisar al final de 

esta sección . Pero la técnica usada en las demostraciones de tales resultados es 

importante porque cuando trabajemos con sucesiones no estacionarias veremos 

que existe mucha semejanza en la manera de probar los resultados. 

Teorema 16 (Fisher-Tippet caso estacionario} S ea (Xn) := I una sucesión de 

v.a. estacionaria y (an > o):=I y (bn);::'= 1 sucesiones de reales dadas tales que 

P{an (Mn- bn) ::::; x} ..:!... G (x), para alguna G (x ) distribución no degenerada. 

Supongamos que D (un) se cumple para Un= ..E..+ bn para cada real x, entonces 
an 

G ( x ) es una distribución de Valores Extremos. 

Observación 17 Por el Teorema 8, demostrar esta generalización del Teorema 

de Fisher- Tippet bajo tales condiciones, es equivalente a demostrar que la dis­

tribución G es max-estable, lo cual a su vez es equivalente, según el Teorema 5, 

a que 

para cada k = 1, 2, . .. . Entonces pretendemos probar que si esto se vale para 

k = 1, se debe cumplir que 

para k= 2, 3, .. . 

Denotaremos 

M (E)= max {Xi 1 i E E} , 

para E un conjunto de enteros y (Xn):= l sucesión de v.a. estacionaria. Con­

sideraremos un intervalo como un conjunto finito de enteros { i 1, .. . , i2}, cuya 
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longitud será i2 - i 1 +l. Además, si {j 1 , ... , ]2} es otro intervalo tal que j 1 > i2, 

diremos que ambos intervalos están separados por j 1 - i 2 . 

El siguiente lema nos da una idea de cómo la condición D ( u,J establece un 

cierto "grado de independencia" . 

Lema 18 Supongamos que D (u,) se cumple para alguna (u,)~= l sucesión de 

reales. Sean n, r, y k enteros fijos y E 1 , . .. , Er subintervalos de {1 , ... ,n}, 

donde E, y EJ están separados por al menos k, para cada i -=1 j. Entonces 

donde Gn.k es tá definida como en la Definición 13. 

Demostración. (Por inducción sobre r) 

Sea Ej = {kJ , . .. , lJ}, donde k1 :::; [¡ < k2 :::; l2 < · · · < kr:::; ln renumerando 

si es necesario. Por notación, además, sea DJ ={M (EJ) :::; u,} , j = 1, ... , r. 

Para r = 2, tenemos que 

ya que k2 - l1 2: k, y aplicando la definición de D (u,) . 

Supongamos el resultado cierto para r - 11 entonces 

P(r]v,)-}]P(D,) ~ 

P (r]v} P (j]v,) P(D,) + P (i]v,)- }]P(D1) P(D,) 

:S a,,k + (r- 2) a,,k (1) = (r- 1) a,,k, 
r- 1 

pues U E j ~ {k¡ , ... 1 lr- ¡} y kr - l,._ 1 2: k. • 
j= l 
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Dado que para cualquier entero k tenemos que [ ¡ J k :S n < ( [ ¡ J + 1) k, es 

posible dividir los primeros [¡] k enteros en 2k intervalos consecutivos, de la 

manera siguiente: 

Paran suficientemente grande, sea m tal que k <m < [¡], y definamos 

Ij { (j -1) [~] + 1, ... ,j [~] -m}, 
Ij {j[~] -m+ 1 , ... , j[~]} 

con longitudes [¡] -m y m respectivemente, para 1 :S j :S k. 

También consideramos el resto de los índices, 

h+l {(k-1) [~]+m+ 1, . .. ,k [~]}, 

Iic+ 1 {k[~]+1, ... ,k [~]+m}. 
A continuación enunciamos y probamos el siguiente lema 

Lema 19 Con la notación anterior, si se satisface la condición D (un) pam 

alguna sucesión de reales (un)~=!, entonces 

( i ) 

( ii) 

(iii) 

O S P (6 {M(I,) S u"))- P{Mn S u") 

:S (k+ 1) P {M(!¡) :S Un< M(!¡)}, 

1 pk {M (J¡) :S Un} - pk { M[¡z] :S Un} 1 :S kP {M([¡) :S 'Un :S M(!;)} · 
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Así, sumando las tres expresiones resulta que 

:::; (2k + 1) P {M(!¡) :::; Un:::; M(!;)}+ (k - 1) Dn,m 1 

por la desigualdad del triángulo. 

Demostración. 
k 

(i) Tenemos que {Mn:::; Un} e n {M(Ij):::; Un} y además, 
j=l 

19 

ya que si se da la diferencia, debe ocurrir que M (Ij) :::; Un < M (Ij) para 

alguna j :::; k, o si no, xj :::; Un para 1 :::; j :::; k[¡] pero X; > Un para alguna 

k [ ¡] + 1 :::; j :::; ( [ ¡] + 1) k, lo cual nos llevaría a que M ( h+ 1) :::; Un < M (!k+ 1) , 

pues m> k. 

Entonces usando el hecho de que (Xn)~=l es estacionaria, tenemos que 

( ii) Dado que los intervalos ! 1 , 12 , ... , h están separados por m, tenemos que 

como consecuencia del lema anterior, 

p (6 {M(!,) <:Un) ) - P' { Mn <:Un) <: (k - 1) Ün,m· 

( iii) Se sigue de la desigualdad 
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cuando O :S x :S y :S 1 y del hecho de que 

P {M(/¡) :S Un :S M(!~)}= P {M (Ir) :S U11 }- P { M[r] :S Un} 2 O . 

• 
Con ayuda del resultado anterior probaremos el lema siguiente, el cual nos 

permitirá llegar a la expresión (1.4). 

Lema 20 Si D (un) se cumple, r < 1 es un entero fijo , y n > (2r + 1) mk, 

entonces con la notación anterior 

P {M(!¡) :S Un < M(!~)} :S ~ + 2mn,m · 
T 

Además, 

(1.6) 

Demostración. 

Dado que [ ¡ J 2 (2r + 1) m, podemos escoger intervalos E1, ... , Er de longi­

tud m de [¡ = { 1, 2, .. . , [ ¡ J - m}, de manera que estén separados uno del otro 

y de I¡ por al menos m, donde k< m < [¡]. 
Entonces 

P {M (I ,) <;u, < M(!;)) ,S P (ó { M(E, ) S u, ), {M(!;) > u,,) ) 

~ P (ó {M(E, ) <; u,))- P (ó {M(E, ) S u,) , {M (I;) S u,)) , 
pero por ser (Xn):=! estacionaria, tenemos que 

p {M (Es) ::; Un} = p {M un ::; Un} = p, digamos . 

Así 
r 

P {M([¡) :S Un< M(!~)} < TIP {M (Es) :S Un}+ (r- 1) an,m 
s=! 

-P{M(J;) :S Un} TIP{ M(Es) :S Un} +ran,m 
s= ! 

:S pr - p r+! + 2ran,m, 
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pero pr - pr+ ! :::; ,~ 1 , pues O :::; p :::; 1, por lo que 

Entonces con lo anterior tenernos que 

( 
1 ) 2k + 1 :S (2k + 1) - + 2rlirn supa n,ln +(k - 1) lirn supan,ln = --, 
r 11.---+CXJ n-oo ,. 

donde lim supo:n,ln = O, ln = m = o ( n) . 
n ---->oo 

Haciendo r ----> oo, obtenemos que 

• 
Ahora estamos en condiciones de demotrar el Teorema de Fisher-Tippet en 

el caso estacionario. 

Demostración. (Del Teorema 16) 

Sea Un = ~ + bn, entonces por el Lema 20 an 

es decir , 

que se satisface para toda k , lo cual nos dice que G es máx-estable, como vimos 

en la Observación 17, ya que P{andMn - bnk ) :::; x} ----> Gt (x) . Entonces G 

debe ser una distri bución de Valores Extremos , según el Teorema 8. • 
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1.3 La Condición D' (un) y la convergencia de 

P{Mn <Un} 

En la sección anterior demostramos una extensión del Teorema de Fisher-Tippet 

cuando la sucesión es estacionaria pero satisface la Condición D (un) , así que a 

simple vista podemos pensar que esta condición es suficiente para que se cumpla 

la Aproximación de Poisson (Teorema 1) , pero en realidad no basta con ella 

y debemos pedir una hipótesis adicional. Cuando (Xn):;"=1 es estacionaria la 

equivalencia entre ( 1.1) y ( 1.2) no es cierta en general, como vemos en el siguiente 

ejemplo. 

Ejemplo 21 Consideremos el Ejemplo 14 para k > 2. Si suponemos que se 

cumple ( 1. 2) entonces 

ya que 

P {max (X¡ , . .. , Xn) :'S Un} 

P {max (Y¡, . .. , Yn , Yn+J, .. . , Yn+k - J) :'S Un} 

nP {Y¡ > Un} n (1- pi (un)) 

n(1- F(un)) 

en el entendido de que F (un) --> 1, n --> oo, pues Un --> XF sin --> oo . Para 

que utilizando el hecho de que ( Yn) :;"= 1 es sucesión de v. a. i. i. d. aseguremos que 

se cumple P {max (Y1, ... , Yn)} --> e-'k, n--> oo. 

En este ejemplo sucede que P {Mn :S un} --> e-'k ::=: e-r porque k::=: 2. Pero 

también nos deja claro que la condición D (un) no es suficiente para que se de la 
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equivalencia, ya que si suponemos que se cumple la expresión (1.2), solamente 

podemos asegurar que P { Mn :::; un } 2 e-T, tal como podemos observar en el de­

sarrollo de la demostración del Teorema 23. Tendremos la igualdad si suponemos 

cierta una hipótesis adicional, la cual establecemos en la siguiente definición. 

D efinición 22 La condición D' (u,) se satisface para la sucesión estacionaria 

(X,)::"= 1 y la sucesión (u,) ::"=1 de reales si 

[;;] 
lim supn ¿p {X¡ > u,, xj >u,}--> O, si k--> OO . 

71---+00 j=2 

Podemos observar que de cumplirse n (1 - F (un)) --> T , n --> oo , entonces 

hay en promedio f excedentes de Un en el bloque X 1, ... , X[ ;; ]· La condición 

D'(un) acota la probablidad de que haya más de un excedente por X 1 , ... , X¡;; ]· 
Conviene mencionar que el número de excedentes define un proceso punt ual (ver 

Apéndice) que converge débilmente a un proceso Poisson, suponiendo D (un) 

D' (un), como veremos en la última sección de este capítulo. 

Además, ésta es una condición de antiagrupaminetos para la sucesión (X,) ::"= 1 

estacionaria, pues si se cumple D' (un) entonces 

E ( L J{X;>un,Xj>Un }) = L E (J{ X;>un ,Xj>Un} ) 

l ~i<j ~ [ ;;] l ~i<j~ [;;] 

[;;] - 1 [%] 
= L L P(X1 > u, , XJ >un)--> O,n--> oo, 

i= l j =i+ l 

es decir , la aparición de excedentes a u, por pares (Xi, XJ) es en promedio im­

probable sin--> oo, o sea, en promedio habrán pocas acumulaciones o "clusters" 

si n es grande. 

En general verificar la Condición D' (un) es muy difícil , pero para sucesiones 

estacionarias gaussianas ésta se satisface si la sucesión de covarianzas cumple 

ciertas condiciones (ver [18]), que en la práctica no son difíciles de verificar. 
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Teorema 23 (Aproximación de Poisson caso estacionario) Sea (un)::"=l suce­

sión de reales tales que D (un) y D' (un) se satisfacen para la sucesión de v.a. 

estacionaria (Xn):'= 1 . Sea O :S: T < oo, entonces 

si y sólo si, 

n (1- F (un))---> T, n---> 00. 

Demostración. 
[!! l 

Como {M¡~] > Un}= ú
1 

{Xj >un}, entonces 

[~] 

LP{Xj > Un} - L P{X; > Un,Xj >Un } 
j=l 

[ ~ ] 

:S: P {M[~] >Un } :S: Lp {Xj > un} , 
j = l 

pero como (Xn)::"= 1 es estacionaria tenemos 

y así 

[~] 

Lp {Xj >Un}= [¡] (1- F (un)), 
j=l 

L P {X; > Un,Xj >Un} 
l :S::i <j :S:: [ ~] 

[~]-1 [~] 

L L P{X; > Un,Xj > Un} 
i=l j=i+l 

[~]-1 [~ ] 

< L LP{X¡ > Un, Xk > Un} 
i = l k=2 

[~] 

(l. 7) 

(1.8) 

(1.9) 

< [¡] Lp {X¡ >Un, Xk > Un} , (1.10) 
k=2 
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con lo que por (1.9) y (1.10) 

1- [~] (1- F (un)) < P {M[~ ] ::=;Un } 

< 1- [~] (1- F(un)) 

[ ~ ] 

+ [~] Lp {X; > U11 , Xj >Un}, (1.11) 
] =2 

[f] 
donde lim sup [f] 2::: P {X; > Un, Xj >un} =o (t) , pues se cumple D' (un). 

n---.<X> j=2 

(<==)Supongamos que se cumple (1.8), entonces es inmediato que 

con lo que obtenemos las desigualdades 

1- ~ :::; li~~fp { M[f] :::; Un} 

:::; li~~s~pP { M[f]:::; Un}:::; 1 - Í +o (~), 
pero como la condición D (un) se satisface tenemos que 

según el Lema 20. 

Entonces 

(1 - i;)k < li~~fP{Mn:::; un} 

< li~~s~pP { Mn ::=; Un} ::=; ( 1 - i; + O (~)) k , 
de donde haciendo k ___... oo 

li m P {M,::=; Un}= e-T . 
n~= 
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(::::}) Si ahora suponemos que se cumple (l. 7), por la condición D (un) tenemos 

que 

P{ lvf[%] :=::;un }-; e-i,n -; oo. 

Utilizando ( 1.11) tenemos que 

1 
1 - e-i < -liminfn (1- F (un)) 

k n-oo 

1 . 
< -hm supn (l - F(un)) 

k n~oo 

< 1 - e- i +o ( ~) , (1.12) 

pues [ ¡) ;::;:; ¡ para n grande. 

Si aplicamos la regla de L'Hopital tenemos que 

( 
T) (1-e-f ) T 

lim k 1 - e- k = lim 1 = lim Te k = T , 
k -HX> k-+oo - k--+oo 

k 

por lo que multiplicando por k y haciendo k -; oo en la desigualdad (1.12) 

llegamos a que lim n (1- F (u,))= T. • 
n~oo 

Cabe mencionar que sin (1- F (un))-; oo, n-; oo se sat isface, entonces la 

condición D' (un) no necesariamente se satisface, aún para el caso independiente. 

Lo anterior se debe a que el Teorema anterior nos dice que (1.7) y (1.8) son 

equivalentes si se cumplen D (un) y D' (un) simultáneamente, pero la primera se 

satisface automáticamente en el caso independiente y es posible encontrar una 

sucesión de reales (un):=! adecuada que para T = oo satisfaga (1.7) pero no 

(1.8), como queda reflejado en el siguiente resultado. 

Corolario 24 Sea (Xn):=l una sucesión estacionaria y supongamos que para T 

arbitra'riamente grande existe una sucesión de reales (vn ):=l tal que 

n ( 1 - F ( Vn) ) -; T, n -; oo, 
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y además se satisfacen las condiciones D ( v,) y D' ( v, ). Entonces para cualquier 

sucesión de reales (u,) :=;"= 1 tenemos que 

si y sólo si 

n (1- F (u, ))---+ oo , n---+ oo . 

Demostración. 

Sea T < oo . 

Si suponemos que n (1 - F (un)) ---+ oo, n ---+ oo , entonces claramente Un S Vn 

para n suficientemente grande. 

Por el teorema anterior 

limsupP {M, S Un} S lim P {Mn S Vn} = e-7
, 

n-->00 

pues se cumplen las condiciones D (v,) y D' (v,). 

Así que si T ---+ oo, entonces 

Supongamos ahora que P { Mn S un} ---+ O, n ---+ oo. Para T > O tomemos las 

sucesión (vn):=;"=1 tal que n (1- F (v,))---+ T , n---+ oo. Entonces como se cumplen 

D (v, ) y D' (vn), 

Así que Un S Vn para n suficientemente grande, con lo que 

n (1- F (un)) 2: n (1- F (vn))---+ T , n---+ 00. 

Dado que esto sucede para toda T > O arbitrariamente grande, entonces 

n (1 - F (Un) ) ---+ oo, n ---+ oo . 

• 
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Ejemplo 25 Por el Teorema 23 podemos ver que para la sucesión (Xn):,; 1 del 

Ejemplo 14, con k = 2, la condición D' (Un) no debe cumplirse, a pesar de que 

D (un) sí se satisface. 

Dado que X1 y Xj son independientes para j 2 3, tenemos que 

[~] 

n ¿P{Xt > Un,Xj > Un} 
j=2 

[ ~] 

nP {X¡ > 1ln, x2 >Un}+ n ¿p {X¡> Un , xj >Un} 
j=3 

= nP {max (Y¡ , Y2) >Un , max (Y2 , Y3) >Un}+ n ( [~] - 2) P 2 {Xt >un } 

n (P {Y2 > Un , Y3 :::; Un}+ P {Y2 >Un O Yí > Un, Y3 >Un} ) 

+k[~(l-F(un))] [([~] -2)(1-F(un))] 
T2 

= n (P {Y2 >Un, Y3 :::; Un}+ P {Y2 >Un o Y1 > Un, Y3 > Un})+ k+ O (1), 

cuando n --. oo. Donde 

T 
nP {Y2 >Un, y3:::; Un}"' nP {Yt >'Un} --- 2' n--- oo, 

con lo que la condición D' (un) no se satisface. De hecho, 

E ( t, l¡x,>""'x,, >•"l) ~ nP {X, > u. , X2 > u,} ~ ~ 
nos dice que el promedio de excedentes por pares (Xi, Xi+¡) se estabiliza alrededor 

de i >O. Los máximos aparecen en "clusters" de tamaño 2. 

1.4 Sucesiones independientes asociadas y el índi 

extremo 

Definición 26 Denotaremos por ( Xn) ~=l a la sucesión de v. a. i. i. d. que tienen 

la misma distribución F que una sucesión estacionaria (XrJ:=t dada. A ( Xn) ~= t 
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se le conoce como sucesión independiente asociada a (Xn);:o=l' y escribiremos 

Mn = max (X\ , ... ' xn). 

Para nuestros propósitos deseamos averiguar si existe cierta similitud entre 

la distribución límite no degenerada de la sucesión independiente asociada y la 

correspondiente a la sucesión estacionaria en cuestión. 

Teorema 27 Sea (Xn) ;: 1 una sucesión estacionaria que satisface las Condi­

ciones D (un) y D' (un)· Entonces parar> O tenemos que 

si y sólo si 

P { Mn :::::; Un} ---> r , n ---> OO. 

El mismo resultado se cumple parar = O si las Condiciones D (un) y D' (un) son 

reemplazadas pidiendo que para T > O arbitrariamente grande exista ( vn);:o=l que 

satisfaga n ( 1 - F ( vn)) ---> T , n ---> oo y las Condiciones D ( vn) y D' ( vn) sean 

válidas. 

Demostración. 

Claramente 

si y sólo si, 

T 
1- F (un)--->-, n---> oo, 

n 

aplicando el Teorema 1 con T = - ln r , ya que (.Xn) ~= l es una sucesión de 

v.a.i.i.d. Lo anterior también es cierto para P { Mn :::::; un} si usamos el Teorema 

23. 

Para el caso r = O, aplicamos el Corolario 24. • 
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Teorema 28 Sea (Xn) := I una sucesión estacionm~ia que satisfa ce las Condi­

ciones D (un) y D' (un), donde Un = :n + bn para cada Teal x, y (an > o):=l y 

(b )00 son sz¿cesiones de Teales. Entonces n n=l 

para alguna distribución G no degenemda, si y sólo si, 

P { an ( Mn - bn) :::; x} ~ G ( x). 

Demostración. 

Si G (x) > O, el resultado es cierto por la primera parte del Teorema 27, 

haciendo T = G (x). 

En el caso en que G (x) =O, dado que G es continua (pues necesariamente 

es una distribución de Valores Extremos) , tenemos que dado O < T < oo existe 

Xo tal que G (x0) =e- T. 

Así que como en particular para Vn = 3L + bn se satisfacen D (vn) y D' (vn) , 
an 

tenemos que si suponemos que se cumple 

o 

entonces por el Teorema 23 o por el Teorema 1, según sea lo supongamos, lleg­

amos a que n (1 - F (vn)) -> T, n-> oo. Entonces la equivalencia, en este caso, 

es consecuencia. de la. segunda parte del Teorema 27. • 

Si la Condición D (un) se satisface para. una. apropiada ( un):=l, los teoremas 

vistos hasta ahora nos dicen que cualquier distribución límite no degenerada 

para el máximo de la sucesión estacionaria (Xn) := I debe ser una de Valores 

Extremos. Pero es aún más interesante observar el papel que desempeña D' (un), 

ya que cuando se añade a la Condición D (un) , tenemos que la existencia de una. 
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distribución límite para el máximo Mn de la sucesión independiente asociada. 

implica una distribución límite del mismo tipo para Mn· 

Recordemos que como hemos visto, la expresión (1.8) junto con la Condición 

D (u, ), sólo son suficientes para garantizar que liminfP{Mn ::; un} 2: e- 7
. En 

n~oo 

el siguiente resultado podemos ver cómo P{ 111n ::; un} puede converger a e-e-:-

para algún real 1 ::; e ::; 1, sin pedir que se cumpla la Condición D' (u, ). 

Teorema 29 Para 7 > O sea (un (7)) ~= 1 una sucesión de números reales definida 

tal que n (1- F (un (7))) -+ 7, n-+ oo y la Condición D ('un) se satisfacen para 

cada 7. Entonces existen constantes e, e' J o ::; e ::; e' ::; 1 tales que 

n~oo 

Y liminfP{Mn < Un (7)} = e-O'r_ 
n~oo 

Así que si existe 7* > o tal que p { Mn ::; Un ( 7*)} converge, entonces e = e' y 
lim P{Mn ::; Un (7)} = e-Or para toda 7 > O. 

11-+00 

Demostración. 

Como antes, dado que D (Un ( 7)) se satisface, tenemos que 

donde k es fijo. 

Supongamos que limsupP{Mn ::; Un (7)} = 'ljJ (7) , entonces por lo anterior 
n~oo 

tenemos que 

limsupP{M[nJ ::; Un (7)} = '1/Jt (7). 
n-+oo k 

Ahora necesitamos hacer una observación técnica. Sean ( un)~=l, ( vn )~= l dos 

sucesiones de números reales y k1 , . .. , km enteros distintos en { 1, 2, ... , K n}, 

para alguna constante K , t al que m ::; K n, entonces, si por ejemplo Un 2: Vn , 
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con lo que llegamos a que 

por ser (Xn):;= l estacionaria. 

Entonces 

/P {M[*] :S Un (T)}- P {M[*] :S u[*](~)}/ 

< [~] /(1-F(u[*] (~))) -(1-F(un (T)))/ 

= [~] [;] (1 +o (1))-; (1 +o (1)) 

= o(1)-----+ O,n -too. 

Así que dado que li~~s~pP {M¡*] :S u[.¡;] (jJ} = 1/J (¡J, tenemos por la obser­

v~ón anterior que 

lo que nos permite escribir 1/J (f) = 'lj;Í (T) para toda T > O, k= 1, 2, . .. 

Observemos que dado que para b da T
1 < T sucede que para n suficiente­

mente grande Un (T') > Un (T), entonces 1/J (T) es no creciente y positiva, pues 

liminfP{Mn :S un} 2: e-r como ya se había mencionado antes. Con lo anterior , 
n - ex:> 

la ecuación funcional 1/J (jJ = 1/J Í ( T) , con 1/J positiva y no creciente, tiene como 

única solución 

Así que 

lim supP{Mn :S Un (T)} = e - Or 
n~oo 

para algún o ::; e ::; l. 
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De manera análoga llegamos a que liminfP{ J\111 < u, (T)} = e-0
\ donde 

n~:xJ 

o ::::; e ::::; e' ::::; 1. 

Si sucede que P { 111n :S Un ( ' )} converge para alguna T > O, entonces nece­

sariamente e-OT = e-O'T, con lo que 

e= e' y lim P{.II,::::; u, (T)} = e-OT 
n-x 

para toda T > O. • 

Esto nos motiva para dar la siguiente definición. 

Definición 30 (Índice Extremo) Decimos que (Xn):=! una sucesión de v.a. 

tiene índice extremo e (O ::::; e ::::; 1) si para cada T > o existe una sucesión 

(Un ( T) ):=! de reales tal que 

( i) n ( 1 - F (Un ( T))) ---> T, rz --> X 

(ii) P{Mn :S Un (T)}---> e-th· ,n --> Xl. 

Observación 31 Es importante destacar que si ( i) se cumple para alguna T* > O 

entonces se satisface también para toda T > O. En efecto, verificamos que para 

Un (T) = u¡~ 7 ·] (T*) cuando n ~ x . 

Por el Teorema 29, si ( i) se satisface y se cumple la Condición D (Un ( T)) para 

cada T, y P{Mn :S Un (T*)} converge para alguna T* >O, entonces (ii) se satis­

face para algún o ::::; e::::; 1 y toda T > O, con lo que (Xn):=! tiene índice extremo 

e. 

Teorema 32 Sea (Xn):=l estacionaria con índice extremo e. Si (vn) :=l es una 

sucesión de reales y O :S r :S 1, entonces 

(i) Para e> O, 

P {.\In :S L"n } __, r, n __, oo 



34 C' AI'ÍT U LO 1 TVE EN E L CASO ESTAClONAI\10 

si y sólo si 

(ii) Para() = O, si 

liminfP{Mn ::=; Vn } >O 
n~oo 

entonces 

lim P {M n ::=; Vn} = 1 , 
n~oo 

y si limsnpP{Mn ::=; vn} < 1 entonces 
n~oo 

lim P{Mn ::=; Vn} =O. 
n~oo 

Demostración. 

( i) Supongamos que () > O. 

(::::}) Si P { Mn :::; Vn} -+ r donde O < r ::=; 1, tomemos T > O tal que e-r < r . 

Entonces como 

y 

p { .Mn:::; Vn} -> r > e-r, n-+ 00 

podemos asegurar que para n suficientemente grande Vn :2: Un ( T). Así que 

tenemos 

liminfP {Mn ::=; Vn} :2: lim P {Mn ::=;Un (T)} = e-Br, 
n--+ CXl n---+CXJ 

para toda T > O tal que e-r < r, por lo que 

liminfP{Mn ::=; Vn} :2: r0. 
n~oo 

Si ahora tomamos T >O tal que e-r > r donde O :::; r < 1, paran suficiente­

mente grande tenemos Vn ::=; Un ( T) pues 
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y 

con lo que 

limsupP {Mn :S Vn} :S lim P {Mn :S Un (T)} = e- 0
T , 

n~oo 
n~oo 

y por lo tanto 

n~oo 

Observando que de las dos desigualdades obtenidas lim P { Mn :::; vn } vale 
n~oo 

1 = r 8 para r = 1, y cuando r = O vale O = r 8 , combinando los dos límites 

obtenemos que 

lim P {Mn :S Vn } = r8 para O< r < l. 
n~oo 

( {::::) Si ahora suponemos cierto que lim P { Mn :::; vn} = r8
, de una manera 

n~oo 

análoga a la anterior podemos demostrar que lim P {Mn :::; vn} = r. 
n~oo 

( ii) Supongamos que e = O. 

Sea Un (T) tal que lim P {Mn:::; Un (T) } = 1 para cada T > O. 
n~oo 

Si lim inf P { 111n :::; Vn } = r > O y T es tal que r > e-T, tenemos que para n 
n~oo 

suficientemente grande Vn 2 Un ( T), pues sabemos además que 

Por lo anterior tenemos 

liminfP{Mn :S Vn } 2 !imP{Mn :S Un(T)} = 1, 
n---.(X) n---;oo 

con lo que necesariamente lim P { Mn :::; Vn} = l. 
n~oo 

Si ahora sucede que lim supP { Mn :::; vn } < 1, es inmediato que para T sufi-
n~oo 

cientemente grande Vn :::; Un ( T) , así que obtenemos 
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entonces haciendo T----> oo, llegamos a que 

lim P {Mn ::; v,} =O. 
n->oo 

• 
De este teorema se desprende el siguiente corolario , que nos da condiciones 

necesarias y suficientes para la existencia de la distribución asintótica para Mn 

del mismo tipo que la correspondiente para Mn · 

Corolario 33 Sea (Xn);:'=1 una sucesión de v. a. estacionaria con índice extremo 

B > O, entonces Mn tiene una distribución límite no degenerada, si y sólo si, Jo.![" 

también la tiene, y son entonces del mismo tipo, es decir, existen reales a > O 

y /3 tales que G (ax + /3) = G* (x), donde G y G* son las distribuciones límite 

de Mn y Mn, respectivamente. La misma normalización puede ser usada, o 

un conjunto de constantes puede ser alterado para dar precisamente la misma 

distribución límite. 

Demostración. 

Supongamos que P { an (Mn- bn) ::; x} ----> G (x) , para G distribución no 

degenerada, entonces según ( i) del Teorema 32 tenemos que 

P{an (Mn- bn) :S x}----> G8 (x) , 

aplicada a Un = ~ + bn. 
an 

Recordemos que como G es de valores extremos y así max-estable (Teorema 

8), entonces G8 es también del mismo tipo. 

Si ahora sucede que 

lim P{an (Mn- bn) :S x}----> H (x ) , 
n -oo 

con H (x) no degenerada, de la misma manera que antes, t enemos que 
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y por ser Ht (x) la distribución límite los máximos de una sucesión de v.a.i.i.d. , 

debe ser distribución de Valores Extremos y por tanto max-estable (Teorema 8). 

Para ver que sucede con la normalización, supongamos que 

P { an (M n - bn) ~ .T} -7 G (X) . 

entonces por lo antes demostrado , 

donde G 0 (x) = G (ax + b) para reales a> O y b. Entonces podemos escribir que 

con Ctn = aan , !3n = bn- _b_ , según el Teorema de Khintchine (Teorema 1.2.3 
aan 

de [18]). • 

Corolario 34 Sea (Xn)::'=1 estacionaria con índice extremo B = O y que satisface 

D (un (T)) para Un (T) tal que n (1- F (un (T))) -7 T, n -7 oo, para O< T < oo, 

entonces no es posible tener 

para G y H distribuciones no degeneradas. 

D emostración. 

Supongamos lo contrario, es decir, es posible tener .M11 y lvfn ambos con 

distribuciones límite no degeneradas. 

Sea V11 = ~ + bn , ocurre que por el teorema anterior parte (ii), H (x) = 1 

cuando G (x) > O. Así tenemos que x0 = inf{x 1 G (x) > O} < oo y H (x) = 1 

para x 2 x0 . 

Dado que G es de valores extremos y tiene punto final finito , debe ser del tipo 

Frechét <I>o (Corolario 1.6.3 de [18]) , i. e. G (x) = 1/J (a (x - x0 )) donde 1j; (x) = O 



38 C A PIT u L O 1 T VE EN EL CASO ESTACIONAHIO 

para x :S O y 7/J (x) = e- x-o para x > O, y alguna a > O. Por el Teorema 1.2.3 

de [18], si In =Un (1) , entonces 

Además 

por lo que 
- 1 - 1 

f n an ----)a, n----) oo, 

y 

Entonces 

P{Mn :S rnx}.:!., H (~ +xo) , 

ya que P { Mn :S a: + bn} .:!., H (x). 

Dado que D (Un) se debe satisfacer cuando Un = e + bn) entonces H es 

distribución de Valores Extremos y por tanto continua, así que 

P{Mn :S O}----. H(xo) = 1, n----. oo. 

Pero pn (O)= P {Mn :S O}----. 7/J (O)= O, n----. oo, por lo que 

P{Mn :S O} :S P{X1 :S O}= F(O) < 1, n----. oo 

lo cual es una contradicción, pues P { Mn ::; O} ----. 1, n ----. oo. • 

Recomendamos ver [1], [3], [6], [9], [18], [19], y [22] para casos interesantes 

de sucesiones estacionarias en las que se puede verificar si se cumplen o no las 

Condiciones D (un) y D' (un) , y además calcular el índice extremo, según sea el 

caso. Debido a que algunos requieren de tratamientos muy particulares y como 

estamos interesados en el caso general no est acionario sólo damos las referencias. 
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1.5 La Distribución Pareto Generalizada y el 

Teorema de GBPdH 

Daremos una breve introducción sobre la distribución Pareto Generalizada (DPG) , 

así como el papel que desempeña en otro resultado central de la TVE conocido 

corno el Teorema de Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan (GBPdH), y gracias 

al cual se deriva un método de estimación de altos cuantiles conocido como 

Modelo de Picos sobre el Umbral (POT) que puede ser de gran utilidad en la 

Administración de Riesgos (para revisar algunas aplicaciones de este método ver 

[5] y [6]) . 

Para precisar la noción de exceso tenemos la siguiente definición. 

Definición 35 S ea X una v. a con función de distribución F y extremo derecho 

XF. Para todo u fijo , u< XF, decimos que 

Fu (x) = P {X - u :S: x iX > u} , x 2:: O 

es la función de distribución de exceso sobre el umbral u de la v. a. X. 

Una propiedad importante de Fu es que su definición nos permite escribir 

que 

F (u+ y)= F (u) Fu (y), O :S: y < XF- u. 

Definición 36 La función media de exceso de una v. a. X con distribución F 

está dada por 

e (u) = E (X- u 1 X > u) 

La siguiente familia de distribuciones se relaciona con los excesos por encima 

de un umbral alto. 
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Definición 37 (Distribución PaTeta Genemlizada} La fun ción de distribución 

G ~ definida como 

donde 

{ 

1-(1 +~x)-i si~~ O 
G~ (x) = 

1- e-x si~ = O 

x2: 0 si ~ 2:: O 

O < x < _l si e< O - - ( <, 

se conoce como la Distribución PaTeta Genemlizada (DPG). Si x lo Teemplazamos 

poT x~v pam los Teales V y f3 > o, obtenemos la familia G(,v,{3 con paTámetms de 

localización y escala, también Tef erida comoDPG. 

Cabe mencionar que G~ ,O,f3 juega un papel importante en la práctica, y se 

puede reescribir como 

donde 

1 

G(,f3 (x) = 1- (1 + ~~ ) - z ,x E D (~ , /3) , 

{ 

[O,oo) si~ 2:: O 
D (~, /3 ) = 

[O, - ~ J si ~ < O 

A cont inuación enunciamos un resultado básico en la TVE que establece la 

relación entre el dominio de atracción del máximo de la distribución VEG D (H() 

y la DPG. 

Teorema 38 (Gnedenko-Balkema-Pickands-de Haan (GBPdH}) Sea~ real. Son 

equivalentes: 

(i) FE D (H~). 
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( ii ) Existe una función positiva bien definida a (u) tal que para 1 + ~x > O se 

tiene que 

. 1- F (u+ xa (u)) _ { (1 + ~x) -i 
hm 1 F ( ) = G~ (x) = 

u___,xp - U 
e-x 

si ~ =1- O 

si~= O 

(iii) Para x, y> O, y =1- 1, 

. U(sx)-U(s) {~:::::~si~ =l-O 
hm = 

s---->ooU (sy)- U (s) 1 . ' 
..!!..:!: szC=O lny <, 

donde U (t) = F - 1 (1 - t) , t > O, con F- 1 (t) = inf {xiF (x) 2: t} y O< t < l. 

No demostraremos este teorema y solamente haremos observaciones intere­

santes respecto a este resultado central. Entonces derivar alguna extensión del 

Teorema de Fisher-Tippet para el caso no estacionario, pero donde las variables 

aleatorias tengan igual distribución, nos permitirá utilizar el método POT para 

la estimación de altos cuantiles . 

Observación 39 Haciendo cálculos de manera directa 

1- F (u+ xa (u)) = P (X> u+ xa (u)) = p (X - u > x !X >u) 
1 -F(u) P(X>u) a(u) ' 

por lo que el Teorema 38 implica que dada la v.a. X con distribución FE D (H~), 

entonces 

(
X-u ) { (1+~x) -i si~ =l- O 

lim P -(-) > x!X > u = 
u---oxp a u 

e-x si~= O 

nos da una aproximación (en escala) a la distribución de los excesos sobre un 

umbral alto u, donde el f actor de escala es a (u). Esta importante relación puede 

reescribirse como 

lim IFu (x)- G~ ,(j(u) (x)l = O. 
u---oxp 
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También podemos establecer algunas propiedades de la DPG, que resultan 

útiles en la derivación del Modelo POT. 

Teorema 40 (Propiedades de la DPG) Supongamos que X tiene una DPG con 

parámetros ~ y f3, entonces: 

( i) Para cada real ~ tenemos que F E D (HE.) si y sólo si 

lim sup JFu (x)- GU3(u) (x) J =O 
U--+XFQ < x < xp-u 

(1.13) 

para alguna fun ción positiva (3 . 

(ii) Si Xi E D (~ , (3) para i = 1, 2, entonces 

Gf. ,f3 (x 1 + x2) _ G (x ) 
G ( ) 

- f,{3+f.x 1 2 · 
[,{3 X¡ 

(1.14) 

(iii) Supongamos que~< l. Entonces para u < Xp 

f3 +~u 
e (u)= E (X- uiX >u)=~, /3 +u~> O. (1.15) 

Demostración. 

( i) De acuerdo con la primera parte del Teorema 38 

. (X-u ) . 1-F(u+ xa(u)) 
hm P -( -) > x iX > u = hm F ( ) 

u-xp a u u->xp 1 - u 

que se puede reescribir como 

{ 

1 

1 +~TI -~ si~# O u~~F P (X -U > xiX > u) = ( a u ) . 

e-x SI~= 0 
= Gf.,a(u) (x) , 
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por lo que 

lim !Fu (x)- Gcf3 (u) (x)l =O, 
U-+ X p 

donde f3 (u)= a (u). 

Como la DPG es continua entonces 

lim sup !Fu (x)- Gcf3 (u) (x)l =O. 
u-+XFO< x <xF-u 

( ii) 

- - ( X2 )-z( X¡)-z 
G~ .f3Hx 1 (x2) G~ ,{3 (x¡ ) = 1 + ~ f3 +~X¡ 1 + ~/3 

= [ 1 + { ( x¡ + x 2(3 + ~X¡X2 )] - t 
(3 (3 +~X¡ (3 +~X¡ 

[ 
~ ] - t -

= 1 + /3 (x¡ + x2 ) = Gcf3 (x 1 + x2) . 

( iii) Por la definición de e (u) tenemos que 

Xp ( Xp ) F(x) 1 xp 

e (u) = j(x - u)d=--==-- (x-u)F(x) 1 - JF(x)dx 
F(u) F(u) u 

u u 

( 

Xp ) Xp 

= ~ (xp-u)-JF(x)dx = ~JF(x)dx , 
F(u) F(u) 

u u 

para O <u< xp, con X v.a. positiva con distribución F y esperanza finita. 

Pero 

pues X p = -~ para ~ < O, y Xp = oo s i ~ 2 O, pero 1 - z < O. 
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Así que 
Xp 

1 ¡- (3 +~u 
e (u)= Gc/3 (u) G~./3 (x) dx = ~, 

u 

para :3 + ~u > O. • 

De la propiedad (i) tenemos que para una función (3 , que puede estimarse de 

los datos, podemos escribir 

Fu (x) = P {X - u> x iX >u}~ G~./3 (x) , x > O, 

es decir , la DPG es una aproximación adecuada de la distribución de exceso Fu 

para u grande. 

La propiedad ( iii) nos dice que la función media de exceso e (u) es una función 

lineal, de manera que un umbral u aceptable para estimar e (u) debería ser alguno 

en el que el estimador en uso sea aproximadamente una función lineal alrededor 

de u. 

1.6 Proceso puntual de los excedentes 

En el Ejemplo 131 del Apéndice introducimos el concepto de proceso puntual de 

excedentes de un umbral Un por las v.a. X 1 , ... , Xn, a saber, 

n 

Nn (·) =L o*(·) 1{X;>un}> n = 1, 2 , .... (1.16) 
i=l 

{ 

1, si x E A 
Donde para cada A E !3 ((0, 1]) definimos Ox (A) = 

O, si x t/:. A 

, la medida 

de Dirac. 

También indicamos su relación tan estrecha con la TVE, ya que si denotamos 

por X n,n ::; · · · ::; X 1,n = !VIn las estadísticas de orden de la muestra X¡ , .. . , X n, 
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entonces 

{Nn(O , 1] =O} 

{Nn(O , 1] <k} 

{M,~ un}, 

{Xk,n ~Un}· 

45 

( 1.17) 

De las dos expresiones anteriores, concluimos que saber algo sobre la distribución 

asintótica de Nn nos permite no sólo saber cómo se comporta la distribución de 

.\!, a medida de que n crece, sino que podemos decir también qué pasa con las 

estadísticas de orden. 

En esta sección demostraremos la convergencia débil de la sucesión (NJ~ 1 de 

tales procesos puntuales a un proceso Poisson homogéneo N sobre el espacio de 

estados E= (0, 1]. Los conceptos básicos sobre procesos puntuales y el proceso 

Poisson pueden revisarse en el Apéndice. 

1.6.1 Caso para v.a.i.i.d. 

Supongamos que (X;):1 es una sucesión de v.a.i.i.d. y sea (un)~=! una suce-­

sión de reales. Por el Teorema 1, para cualquier O ~ T ~ oo, tenemos que 

P {.\!, ~ un} --> e- T, n --> oo , si y sólo si, 

(1.18) 

Esta última condición nos asegura que hay, en promedio, T excedentes de los 

umbrales u, por X 1 , .. . , Xn· Además, como veremos en el siguiente teorema, 

implica la convergencia débil de (N;)'~ 1 en MP (E), el espacio de todas las me-­

didas puntuales sobre E (ver Apéndice). 

Teorema 41 Sea la sucesión (X;) : 1 de v.a.i.i.d. con función de distribución 

común F. Supongamos que (un ) ~= ! es una sucesión de reales tal que (1.18) se 

satisface para alguna O < T < oo. Entonces el proceso puntual de excedentes 

(:\';) ~ 1 . dado por (1.16) , converge débilmente en MP(E) a un proceso Poisson 
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homogéneo N sobre E= (0, 1] con intensidad T (N es un PPM(r 1·1) con 1· 1 la 

medida de Lebesgue, ver Apéndice). 

D emostración. 

Podemos suponer que el proceso límite N es un proceso Poisson homogéneo 

sobre [0, oo). En este caso, por el Ejemplo 136, tenemos que N debe ser sim­

ple. Entonces podemos aplicar el Teorema 143.y por ende, solamente debemos 

verificar que se cumplen las expresiones (.6) y (.7) del Apéndice. 

Para cada A= (a, b] e (0, 1] 

E [Nn (A)] = E [t J* (A) 1{X;>un}l =E [ L 1{X; >un)l =E [ . ~ 1{X;>un 
t= l a<;<Sb t=[naJ + l 

[nbj 

L E [1{X;>un )] = ([nb]- [na]) F (un) (l. 
i= [naJ + l 

(
1 1 ) -;, [nb]-;, [na] nF (un)--> (b - a) T = T IAI =E [N (A)] , n--> ex 

que prueba (.6). 

Como Nn (A) = :z::::J:r~aJ+I 1{X; >un), tenemos que N (A) se distribuye binomial 

con parámetros ([nb]- [na] , F(un)), entonces 

P{Nn(A)=O} 

- l[nbj - _!_ [naj 

(1 - F(un)) [nbJ- [naJ = ( 1 - nF~un) ) n n 

--> e- r(b - a),n--> OO . 
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Sea k ~ 1 y B = U7= 1 (e; , d;] de intervalos (e; , di] disjuntos entre si tales que 

a < c1 < d1 < · · · < ck < dk :::; b, entonces para n suficientemente grande 

P{Nn(B)=O} P { Nn (e; , d;] =O, i = 1, . . . , k} 

p { max Xj :S 'U 11 , i = 1, ... , k} 
[nc;]<i<::[nd,] 

fi p { max xj:::; Un} = fi p {Nn(c; , d;] =O} 
Í= ] [nc;]<;<::[nd;] i= l 

k 

~ I1 e-T(d;-c;) = e-TL7=1 (d;-c; ) = e-T]B] 

i = Ü 

e-E[N(B)J = P {N (B) =O}, 

que prueba (. 7). • 

Ejemplo 42 Aplicando el Teorema 41 y (1.17) tenemos que 

k-! 1 

p {Xk ,n :S Un}= P { N 11 (0 , 1] < k}~ P {N(O , 1] < k}= e-T 2::: 7

1
' , n ~ oo, 

z. 
i=Ü 

lo que nos dice cómo se comporta la distribución de la estadística de orden 

Xk,n cuando n crece si (1.18) se satisface. De hecho, cuando k = 1 tenemos 

P{Mn:::; un}~ e-T , n ~ oo, es decir, se cumple el Teorema 1. 

Ejemplo 43 (Distribución límite para las estadísticas de orden) Sea (X;);:1 

sucesión de v.a.i.i.d. y supongamos que existen sucesiones (an > 0):'=1 y (bn):'=I 

de números reales tales que P { an ( Mn - bn) :::; x} __<!__. H ( x), entonces para si 

aplicamos el ejemplo anterior a Un= 2i... + bn y T = T (x) = - In H (x) tenemos 
an 

que para cada k ~ l 

~ . (k) _ ~(-lnH(x))! 
P{an(Xk,n - b" ) :Sx } ~ H (x) - H(x) ~ 

1 
, 

z. 
i=Ü 

( 1.20) 
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que interpretamos como cero si H ( x) = O. Al revés, si para alguna k 2: 1 

tenemos que P { an (Xk,n - bn) ::; x} --> G (x ), para alguna G no degenerada, en­

tonces por el Teorema 9, G = H(k) para alguna distribución de valores extremos 

H y (1.20) se satisface para toda k 2: l. 

1.6.2 Caso estacionario 

En la Sección 3 fue posible extender el Teorema 1 al caso en el que la sucesión 

de v.a. (x;): 1 es estacionaria (Teorema 23) , pidiendo que se satisfacieran las 

Condiciones D (un) y D' (un) (definidas en las Secciones 2 y 3, respectivamente), 

respecto a alguna sucesión de reales (un):=!· En este sentido, es de esperarse 

que el Teorema 41 pueda extenderse al caso estacionario. 

Teorema 44 Sea (Xi): 1 una sucesión de v.a. estacionaria y (un):=! una suce­

sión de reales que satisface (1.18) y las Condiciones D (un) y D' (un)· Sea (Ni): 1 

la sucesión de procesos de excedentes definido s por (1.16) . Entonces Nn ~ N 

en .AJP (E), donde N es un proceso Poisson homogéneo sobre E = (0, 1] con 

intensidad T. 

Demostración. 

De nuevo, aplicaremos el Teorema 143 del Apéndice y entonces será necesario 

probar las expresiones (.6) y (.7) del Apéndice. En nuestro caso, siguen siendo 

válidas las líneas de (1.19) y por lo tanto, (.6) se satisface automáticamente. 

Resta entonces probar (.7) usando D (un) y D' (un). 

Para facilitar los cálculos, podemos considerar conjuntos simples de la forma 

B = (c1 , d¡] U (c2 , d2] con O < c1 < d1 < c2 < d2 ::; l. El caso general se hace por 

analogía. 

Sea. (a , b] e (0, 1], entonces 

p {Nn(a , b] =O} = p { max xi::; Un} ____, e-T(b- a) = p {N(a, b] =O} , 
i::;[nb] - [naJ 

(1.21) 
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ya que (X;): 1 es estacionaria, y aplicando el Teorema 23. 

Como se satisface D (un), tenemos que 

P{ Nn (B)=O} 

pues la distancia entre los conjuntos {[nc¡J + 1, ... , [nd¡J} y {[nc2] + 1, . . .. [nd2]} 

excede (c2 - d1) n > ln =o (n ) que implica Dn,ln ---+O. Entonces por (1.21 ) , 

quedando así probada ( .7) del Apéndice. • 

También en el caso estacionario es posible decir qué pasa con las estadísticas 

de orden, como vemos en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 45 Denotemos por X n,n :::; · · · :::; X 1,n a las estadísticas de orden de 

X ¡, . . . , X n . Bajo los supuestos del Teorema 44, tenemos que 

k - ! 
T! 

P {Xk,n :::; un}= P {Nn (O , 1] < k}---+ P {N (O , 1] < k}= e-T L --:-¡- , n----> oo. 
z. 

i=Ü 

Como en la Sección 4, podemos ahora determinar la distribución límite de 

X k,n ut ilizando el concepto de sucesión independiente asociada ( .~Y¡) :
1 

dada la 

sucesión estacionaria (X;) : 1 , y denotaremos por Xk ,n a la estadística de orden 

asociada correspondiente a X k,n · 

Ejemplo 46 (Distribución lím ite para las estadísticas de orden) Sea (X¡)~ 1 una 

sucesión estacionaria tal que existen sucesiones (an > o):=J y (bn):'= 1 de números 

reales tales que P { an ( Mn - bn) :::; x} ~ H ( x) , para alguna H distribución de 
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Valores Extremos. Supongamos que (Un)~= ! dada por Un = a~ X+ bn satisface las 

condiciones D (un) y D' (un) . Entonces para cada k 2: 1 se satisfacen 

~ (- ln H ( x))! 
P {an (Xk ,n - bn) :S x}--> H (x ) ~ 

1 l. 
i = O 

{ ( 
- ) } k - I ( - ln H ( x))! 

p an xk,n - bn ::; X __, H(x) L i! . 
i = O 

Este resultado nos confirma la fuerte similitud que existe entre el comportamiento 

asintótico de las estadísticas de orden de la sucesión estacionaria (X;) :': 1 y las 

correspondientes de su sucesión independiente asociada (X;) :
1

, claro está, si 

se cumplen las Condiciones D (Un) y D' (Un). 



Capítulo 2 

TVE para sucesiones de variables 

aleatorias no estacionarias. 

En el capítulo anterior revisamos los resultados centrales de la TVE para suce­

siones de variables aleatorias estacionarias (incluido el caso de v.a.i.i.d.), las 

cuáles por supuesto eran idénticamente distribuidas , más precisamente, dada la 

sucesión estacionaria (Xi):1 y una sucesión de reales (un):'=1 estudiamos las 

propiedades asintóticas de p { Mn ::::: Un } = p { xi ::::: Un, 1 ::::: i ::::: n} y su relación 

con rr=l p {Xi :::::Un} = p n (u,J cuando n es suficientemente grande, obser­

vando que para n fij o Un es una cota superior en los eventos { Xi :'::: un} que no 

depende de i, es decir , (un):'=l funciona como un conjunto de barreras contantes 

para (X;): 1 . 

Dado que el objetivo principal de este documento es tratar las extensiones 

de los resultados del caso estacionario a alguna situación más general, en este 

capítulo estaremos interesados en sucesiones de variables aleatorias (Xi):1 cua­

lesquiera, en general no estacionarias y no necesariamente con distribuciones 

marginales Fi ( x) = P { X i :::; x} idénticas. Además, iremos un poco más lejos al 

considerar barreras no constantes { Uni, 1 :'::: i :'::: n, n 2: 1} que dependen de i y n. 

Sea pues (Xi): 1 una sucesión de v.a. con función de distribución marginal 

51 
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F; (x) = P {X;~ x} para cada i. Nos centraremos en la aproximación asintótica 

de probabilidades del t ipo 

P n ,{u, ,) = P {X;~ vn ,· 1 ~ i ~ n} 

mediante 

Pn,{u";) = P {x; ~Un;, 1 ~ i ~ n} = fi F; (u,;) 
1= 1 

donde (X; ) :
1 

es la sucesión asociada de Yariables aleatorias independientes 

con F; (x) = P {X;~ x} para cada i . Entonces daremos condiciones suficientes 

para que la sucesión (X;): 1 , con respecto a { 11ni : i ~ n, n 2 1} dada, satisfaga 

Pn ,{u,;) - Pn,{u,i) ---+ O, n ---+ oo . Pondremos nuest ra atención solamente en el 

caso interesante en el que Pn,{u,;) t ienda a un valor diferente de O o 1, es decir, 

desecharemos el caso degenerado. 

Para conseguir el objetivo deseado necesitaremos tres condiciones. La primera 

condición nos asegurará que P n,{u,,) t iende a un valor entre O y 1, además de que 

relaciona a (F;): 1 con {Un; , i ~ n , n 2 1} . La segunda condición es análoga a la 

Condición D (un) del Capítulo anterior y por ende nos sirve para que las variables 

aleatorias cuyos índices están sufientemente separados, sean asintóticamente in­

dependientes. La tercera condición necesaria nos dice que las contribuciones 

significativas a Pn,{u,;) provienen solamente de aquellos términos cuyos índices 

difieren en una cantidad suficientemente grande: este tipo de condición es similar 

a D' (Un) vista en el Capítulo l. 

En el caso que Un; = Un para toda i 2 1, tenemos que P n,{u,;) nos da 

la distribución del máximo parcial Mn = max { X 1, . .. , X n}. Como vimos en el 

primer apartado del Capítulo 1, la TVE clásica caracteriza la posible distribución 

asintót ica de M, cuando n---+ oo, donde las X¡ s son v.a. i.i .d., es decir , 
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donde G (·) es una Distribución de Valores Extremos, (an > o):=l y (bn):=! 

sucesiones normalizadoras , y Un (x) = 2:.. + bn· 
a n 

Vimos que el mismo resultado es cierto aún si (X;):': 1 es una sucesión esta-

cionaria que satisface restricciones de dependencia débiles ( D (Un) y D' (un)). 

Para probar este resultado demostramos que 

P {Mn::; Un (x)} = [F (un (x))]" +O (1). (2.1) 

El mismo procedimiento puede ser usado para el caso de una sucesión de 

variables aleatorias idénticamente distribuidas pero no estacionaria, es decir, se 

puede demostrar que para n --+ oo, 

n 

p {X; ::; Un;, i ::; n} = I1 F ( Uni) +o (1) 
i=l 

bajo ciertas condiciones (ver [11]). 

Es importante observar que la expresión anterior puede incluir algunos casos 

en los que las variables aleatorias no son idénticamente distribuidas y es posible 

hacer transformaciones adecuadas via normalización. Por ejemplo, si (X;) :
1 

es cualquier sucesión normal no estacionaria con f-l; = E (X;) , a7 = V ar (X;) 
y Mn = max { X1, ... , Xn }, entonces 

donde Uni 

c10nana. 

P {X; :S Uni , i :S n} = P { (X; - f-l;) /a i :S ( Uni - f.L;) /a i, i :S n, 
P {X; ::; Uni , i ::; n} , 

(un;- f.L;) /a; y (X;):':1 es una sucesión normal estándar no esta-

Sin embargo, no s1empre es posible hacer tales transformaciones , y por lo 

tanto supondremos que las distribuciones marginales son distintas. Debido a tal 

grado de generalización, no estaremos exentos de limitaciones en los resultados 

a obtener, tal como veremos en la extensión del Teorema de Fisher-Tippet para 
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el caso más general, ya que en este caso la distribución límite resultante no está 

perfecta y explícitamente caracterizada como en los Teoremas 9 y 16, sino que 

pertenece a cierta familia de distribuciones que contiene de manera propia a la 

de Valores Extremos, pues existen casos en que la distribución límite de máximo 

no result a ser una de Valores Extremos. 

Este capítulo está dividido en cuatro secciones. En la primera definimos 

condiciones de independencia asintótica y de antiagrupamientos, en el contexto 

no estacionario general, que nos permiten extender la Aproximación de Poisson. 

En la sección 2 estudiamos los resultados que se cumplen cuando la condición de 

antiagrupamientos no se satisface pero sí la de independencia asintótica y surge 

la noción de índice extremo, el cual resulta jugar un papel importante y análogo 

al del caso estacionario, aunque tiene un comportamiento un poco diferente al 

del índice extremo de una sucesión estacionaria. Para la tercera sección dejamos 

el problema de determinar la distribución límite del máximo y precisamos el 

análogo al Teorema de Fisher-Tippet para sucesiones no estacionarias. En la 

últ ima sección trataremos el proceso puntual que definen los excedentes de una 

sucesión no estacionaria sobre un cierto conjunto de barreras { Uni , i ~ n, n 2: 1} , 

así como las condiciones suficientes para su convergencia distribucional y algunas 

variantes que se pueden hacer a tales condiciones con el fin de que sean más fáciles 

de verificar en la práctica. 

Este capítulo es tomado principalmente de [11], [12] y [14] . 

2.1 Resultados bajo las Condiciones D ( { Uni}) y 

D' ( { Uni}) 

En esta sección revisaremos los resultados que se cumplen bajo ciertas condi­

ciones parecidas a las que fueron necesarias para desarrollar la TVE en el caso 

estacionario, como se vió en el Capítulo l. 
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Definamosxo ,; =sup{x 1 F;( x ) < 1}ysea F;(x0,;- ) = 1paracadai. Supon­

dremos que 

F n ,max = Slip { F; ( U;n) ' i :S n} ---> O, n ---> oo, (2.2) 

que es equivalente a que 

Uni ---> xo,;, n ---> oo, uniformemente en i, 

donde F; (x) = 1 - F; (x) para toda i. Además, centraremos nuestra atención 

en el caso en el que Il7= 1 F; (Un;) tiende a un valor diferente de O o 1, para que 

la distribución límite sea no degenerada. 

Las definiciones siguientes nos darán las condiciones necesarias para probar 

que 
n 

Pn,{uni} - rr F; ( Uni) ---> o, n ---> 00 (2.3) 
i = l 

Definición 47 Para cada natural n 2: 1 sean (un;): 1 una sucesión de números 

reales y F: = F: ( {un;}) = 2::=7=1 F ; (Un;). Decimos que (X;):1 satisface la 

Condición A si 

limsupF~ < oo y lim infF~ > O (2 .4) 
n n 

Observación 48 Trivialmente (2.3) se cumple para subsucesiones (nk);:, 1 tales 

que F: ---> O, k ---> oo porque en este caso sucede que P { } ---> 1 y además, 
k nk, Unk 

Iln• F (u ·) = eL:7:, In F; ( un.,i) ---> e o = l. 
t=l t nklt 

Observación 49 Por la expresión (2 .2) tenemos que F; (un;) ---> O, n---> oo ya 

que o :S F; (Un;) :S F n ,max para toda n. Entonces 

n n n rr F; (un;) = rr eln(l -f\(unil ) = rr e -(l+o(l ))F\(uni) = e-(l+o( l ))F,;' 

i=l i= l i=l 

ya que l n(~+x) ---> 1, X---> O. 
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Así que si F; _, T , n _, oo con O< T < oo, entonces 

n 

IJ F; (un;) _, e-r, n _, oo . 
i= l 

En este sentido, la Condición A es necesaria si queremos garantizar la conver­

gencia de rr=i F; (Un;) a un valor diferente de o o l. 

Definición 50 Dada la sucesión de reales (un;)Z: 1 para cada natural n 2: 1, 

decimos que (X;):':1 satisface la Condición D ( {un;}) si para cualesquiera enteros 

1 :S i¡ < i2 < · · · < ip < j 1 < j 2 < · · · < jq :S n tales que j 1 - ip 2: m , se cumple 

que 

sup IP (B (I U J))- P (B (!)) P (B (J))i :S an,m 
/ ,J 

para los conjuntos 1 = {i1, ... ,ip}, J = {j1 , .. . ,jq}, B (!)={X; :S Un;,i E/} , 

B(J) ={X; :S Un;, i E J}, y an,m;. _, O, n _, oo para alguna sucesión (m~)~=l 

tal que m~F max _,O, n _, OO. 

Observemos que an,m puede ser tomada tal que a n,m sea no decreciente en 

m para n fijo . A los conjuntos de enteros ! , J los llamaremos "intervalos", los 

cuales están separados por al menos m. 

En el siguiente Lema mostramos cómo esta condición nos da un cierto grado 

de independencia. 

Lema 51 Sean n , r naturales fijos y J1 , ... , lr intervalos de {1, . .. , n} tales que 

J; y J1 están separados por al menos m para i f. j . Si se satisface la Condición 

D ( { Uni}) para sucesión ( Uni) ~= 1 , n 2: 1 de reales dada, entonces 

con an,m definida como en la Definición 50. 

D emostración. (Por inducción sobre r) 
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Sea J; ={k; , .. . , l;}, i = 1, ... , r tal que k¡:=:::; 11 < k2 :=:::; l2 < . . . < kr :=:::; lr, 

renumerando si es necesario. 

Para r = 2 claramente tenemos que por definición si se cumple D ( {Un;}) , 

entonces 

ya que k2 - 11 ~ m . 

Supongamos el resultado cierto para r - 1, entonces tenemos que 

1 p Có! B ( J;)) - iá p ( B ( J;)) 1 ::; 

lp (él B (J;)) - p Co: B (J;)) p (B (Jr))/+/P Co: B (J;)) -~o: p (B (Ji))¡ p ( 
:=:::; O'n,m + (r- 2) O'n,m (1) = (r- 1) O'n,m 

pues n~,:::-¡1 B ( J;) = B CQ J;) y sucede que ~9: J; y Jr están separados por al 

menos m. • 

Continuamos para establecer una tercera condición. 

Definición 52 Sean n, r naturales cualesquiera e I un subconjunto de {1, ... , n} 

de la forma { i 1 ::; i ::; i2} tal que LiE 1 F i ( Uni) ::; ~ F;. Decimos que la sucesión 

de v. a. (X;) : 1 satisface la Condición D' ( {un;}) respecto a ( Un;)7=1, n ~ 1 si 

existe una sucesión ( a~,r) :r=l de números reales y una función g ( r) tales que 

(2.5) 

donde 

lim lim supra~,r = O 
r --+oo n--+oo 

y el min en (2.5) se toma sobre subconjuntos I* e I tales que existe n 0 (r) que 

cumple 
"' - g(r) ¿ F; (uni)::; --para toda n ~no (r) 

r 
iEf - J• 
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y 

lim g (r) =O. 
r~oo 

Esta condición acota la probabilidad de agrupamientos de más de un exce­

dente en intervalos pequeños. Además, nos permite determinar la dist ribución 

asintótica para el número de excedentes de una manera similar a lo visto en el 

Capít ulo l. Naturalmente, la Condición D' ( {uní}) es más débil que la condición 

simple 

mrx.I:.I:P{Xi > Uni, X j > Unj } :::; a:~ . r 
i<jE / 

donde 1 es como en la definición de D' ( {un;}) y 

lim lim supm~ r = O. 
r__.oo n-.....oo ' 

(2 .6) 

La ventaja de la Condición D' ( {un;}) es que la desigualdad (2.6) no necesaria­

mente puede ser satisfecha para / , sino que para cada 1 existe un subconjunto 

"asociado" ! * que difiere de 1 sólo en algunos puntos "no muy importantes ", pero 

tal que la doble suma sobre / * es esencialmente menor y satisface la desigualdad 

(2.6) . Por su parte, la Condición D ( {uní}) establece un t ipo de independencia 

asintótica (o de leve dependencia) en la sucesión (X i);':1 para eventos del t ipo 

de B (!) , es decir , una independencia asintótica para los m<Lximos por bloques 

(subintervalos) conforme el tamaño de n crece. El papel que juegan estas condi­

ciones es análogo al que desempeñan las condiciones D ( U11 ) y D' (Un) que se 

ut ilizan para establecer la versión del caso estacionario del Teorema de Fisher­

T ippet como remarcamos en el Capítulo l. 

En el caso estacionario además de probar la expresión (2. 1) demostramos que 

dada una sucesión de reales (un)~= l t ales que D (un) y D' (un) se sat isfacen para 

la sucesión estacionaria (Xn)~= l' entonces para O :::; T < oo, 
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si y sólo si 

n (1- F (un))--> T, n --> oo 

resul tado que se conoce como Aproximación de Poisson (Teorema 23). Ahora 

enunciamos la extensión de este resultado para el caso no estacionario pero 

pospondremos la demostración al final de algunos lemas que ut iliza remos para 

tal efecto. 

Teorema 53 (Aproximación de Poisson caso no estacionario) Sea (X;): 1 una 

sucesión de v. a. que satisface las Condiciones A, D ( {un;}) y D' ( {Un; }) con 

respecto a la sucesión ( Un; )Z: J! n 2 l. Entonces se satisface (2.3) y además, 

para O :S T < oo 

F~--> T, n--> oo, (2 . 7) 

si y sólo si 

(2.8) 

Primero necesitamos establecer algunos puntos importantes sobre notación 

para posteriormente establecer los resultados que nos permitirán probar el Teo­

rema 53. 

Dividamos el conjunto {1 , ... , n} en r intervalos /¡, l 

/¡ = {1 , . . . , i¡} 

y 
- F* 

Fn ¡ + F; 1+! (uni 1+I) > __.!!. , , r 

1, ... , r tal que 

(es decir , tomamos i 1 t an grande como sea posible) para r y n naturales fijos. 

Sea !2 = {i1 + 1, . .. , i 2 } tal que 
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con iz tan grande como sea posible. Repitiendo este proceso r veces, construimos 

los intervalos l¡ = { i1_ 1 + 1, .. . , it} con ir ::; n, 

y así 

- F* 
Fn,l + F ;1+ I (un,i1+1) > ---.!!. (i1 es lo más grande posible) 

r 

r ir 

L Fn,l = L Fi (un;) :S F~ . 
1= 1 i= l 

Sea O < E < l. Dividamos cada intervalo !1 en dos subintervalos It ,1 e ft. z 

donde !¡_2 = { i 1 - m1 + 1, ... , i 1} contiene los últimos m1 índices de l¡ y por 

suparte ! 1,1 los restantes, tal que 

- F* 
""' F (u ·) < E---.!!. 6 t na_ r 

iE lt ,2 

y de nuevo m 1 es lo más grande posible. 

Naturalmente tenemos que m1 2:: 1, para n suficientemente grande, pues 

sucede que F ( Uni ) ::; F n ,max ---+ O, n ---+ oo. Pero como m¡ es elegido lo más 

grande posible tal que 

y como 

tenemos que 

es decir , 

L F; (uni)::; m¡Fn,max. 
iE l t,2 

- - F* 
m¡Fnmax + Fnmax >c---.!!. , , ' r 

EF* 
m¡+ 1 > n 

- rFn,max 

Ahora enunciamos y probamos varios lemas. 

(2.9) 
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Lema 54 Si E= E (n) con 

E (n) F~ ----+ O, n----+ oo , 

entonces para cualquier natural r 

P {x; :S Un;, i E Ú Il ,l} - Pn,{u,;) ----> O, n----> OO . 
l=l 

Demostración. 

Dado que 
n 

i=l 

2': P {X; :S Un;, i E DI /1,1} - t L F; (un;)- . t F; (uni) 
l=l tEf1 .2 t=tr+ l 

de manera directa tenemos que 

O :S P {X; :S Un; , i E 
1
º /¡,¡} - Pn,{un;) :S t L F; (un; )+. t F; (um) 

1= 1 t E !1 .2 t=tr+ l 

Por hipótesis E (n) F; _,O, n _, oo, y como por construcción de los intervalos / 1 

(i1 es lo más grande posible) 

y así también 
n 

F* - -
.....!!:.- Fn,l :S F;1+1 (un,i 1+1) :S Fn,max , 
r 

r 

Entonces para n suficientemente grande el lado derecho de la desigualdad tiende 

a cero y así el resultado queda demostrado. • 
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Observación 55 Como no pedimos ninguna restricción sobre la dependencia de 

X; , el Lema 54 se satisface para la sucesión independiente asociada (X;) :
1 

. 

Lema 56 (i) Si P,,,{un;} --+ e-r, n- oo entonces lim infF,~ > O 
n-oc 

( ii) Supongamos que se satisfa ce la Condición D ( {u,;}) y sea r fija . Sea 

E ( n) = (m~ + 1) F n ,max r )~ , donde m;, está dado en la definición de la Condición 

D ( {un;}) , entonces E (n) --+O, n--+ x y~ (n) F;,--+ O, n --+ oo. 

D emostración. 

(i) Como P n,{un;) = 1- P {X;> u,; para alguna i} > 1 - F; , tenemos que 

F; ~ 1 - Pn y por tanto 

liminfF; ~ 1- lim P, {u,;) = 1 - e-r > O 
n-+oo n-+ex> 

( ii ) Como se satisface la Condición D ( {u,;}), entonces m~F max --+ O, n--+ oo 

y así 

E (n) F; = rm~Fn.max + rFn,max --+ O, n--+ OO. 

Por (i) y de nuevo bajo D ( {u,;}), es claro que ~ (n) --+O, n--+ oo . • 

Finalmente, un resultado para verificar un último paso en la demostración 

pendiente del Teorema 53. 

Lema 57 Supongamos que se satisf acen las Condiciones A y D' ( {un;}) , en­

tonces 
r r 

limlim sup IJP (B(Iu)) - IJ IJ F;(un;) =0. 
,·~oo n~oo 1= 1 1= 1 i E l1 ,I 

D emostración. 

Por la construcción de !1 tenemos que para cada l 

- F* 
1 - P (B (!¡_¡)) = P {X;> u ,; p.a. i} S L F; (un;) S rn. (2. 10) 

iEl¡,¡ 
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Así que por la Condición D' ( {un;}) sabemos que para cada l existe un subcon­

junto I t1 e /1 ,1 tal que 

y 

g (r) 
-- > 

r 

LLP{X; > Uni , X j > Unj}:::; a~,r 
i<jEI1~ 1 

paran~ no (r). Donde lim g (r) =O= lim lim supm~,r· 
r-+oo r-+oo n--+oo 

Por lo que, por la desigualdad de Bonferroni (ver Proposición 69 y desigual-

dad (2. 17)), para cada 1 :::; l :::; r 

Entonces 

y 
r 

1= 1 

Entonces 

L - g(r) • > F; (un; )---- anr· r , 
iEl¡,¡ 

r r 

1= 1 1=1 iEI1,1 

r 

1= 1 

r 

1=1 

donde dr =O U) -> O, r-> oo por (2.10). 

De manera similar obtenemos que para todo n y r 

r 

e-( 1+cn)Sn,1' :::; rr rr F (un;) :::; e -Sn ,r 

1=1 i E I 1, 1 

donde Cn = O ( F n,max) -> O, n-> OO. 
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Dado que lim g ( r) = lim lim supra~ r = lim d, = O = lim e,.. y además, 
r--+oo r- oo n--+oo ' r----+ oo n--+oo 

lim supSn,r < lim supF; < oo por satisfacerse también la Condición A, tenemos 
n-+oo n --+oo 

el resultado deseado. • 

Si suponemos la expresión (2.8) en vez de la Condición A tenemos el siguiente 

resultado. 

Lema 58 Supongamos que se satisfacen las Condiciones D ( {un;}) y D' ( {un;}) 

y que además Pn,{uni} --> e-r, n --> oo, entonces 

lim supF~ < oo. 
n--+oo 

Ahora estamos en condiciones de probar la Aproximación de Poisson en el 

caso no estacionario 

Demostración. (Del Teorema 53) 

Tomamos E= E(n) =(m~+ l)Fn,maxr),;, donde m~ es dado por D({un;}) , 

entonces por el Lema 56 (ii) tenemos que E (n) --> O, n --> oo para cada r y 

E (n) F,: -->O, n--> oo. 

Por (2.9) tenemos que para toda l 

EF* 
m¡ 2: n -1 =m~ , 

rFn,max 

es decir, los intervalos / 1,1 y / 1, ,1 están separados por al menos m~ para todo 

l #l'. Entonces por el Lema 51 

O< /Pn,{uni}-
1
QP(Bl,l)l 

< lp (ó
1 
B (J¡)) -

1
Q P (B, ,I)I + /Pn ,{und- P (ü B (J¡)) 1 

< (r- 1) I:Yn,m + /Pn ,{uni}- P (ó B (J¡)) / · 

A medida que n --> oo , por la Condición D ( {un;}) el primer término tiende a 

cero y el segundo por el Lema 54 también. Así que tenemos que para toda r 

lim IPn,{uni}- IÍ P (Bl ,I)I = O. 
n --+oo l= l 
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Con esto, y dado que se cumplen las condiciones A y D' ( { Uni}), el Lema 57 nos 

lleva a que 

limlimsup Pn,{uni}- IJ IJ F;(Uni) =0. 
r---+OC> n---+:::x:: 

1= 1 iE I, _, 

Pero el Lema 54 (que en particular vale bajo independencia según la Observación 

55) nos dice que para cualquier r 

r n 

TI TI F; (un;)- TI F; (uni) ---+O, n---+ oo, 
1=1 iEIL .l i=l 

y por lo tanto 
n 

Pn,{un;}- II F; (uni) ---+ O,n ---+ OO. 

i=l 

Finalmente, verifiquemos la equivalencia entre (2.7) y (2.8). 

Si suponemos que se cumple (2.7) para O < T < oo entonces por la Obser­

vación 49 tenemos que TI~=l Fi (Un;) ---+ e-r, n ---+ oo y entonces por la propiedad 

triangular Pn,{uni} ---+ e- r, n---+ oo. 

Ahora supongamos que se cumple (2.8) , entonces por la parte (i) del Lema 

56 y el Lema 58 tenemos que O < lim inf F~ :::; lim supF~ < oo y por tanto 
n~oo n~oo 

(F~)~=l es una sucesión acotada con límite superior e inferior positivos, así que si 

suponemos que (2.8) no se satisface, tenemos que existe una subsucesión (nk):1 
tal que F~k ---+ r¡ con O < r¡ #- T y por lo tanto, tenemos P { . } ---+ e-r¡ #- e-r , 

nk, Unkt 

cuando k ---+ oo, que es una cont radicción a (2 .8). • 

En la siguiente sección usaremos un resultado que se da como consecuencia 

inmediata de combinar los Lemas 51 y 54. 

Lema 59 Supongamos que se cumplen las Condiciones A y D ( { Uni}), y con­

sideremos los intervalos 11 definidos como antes, entonces para cualquier natural 

r 
T 

lim sup Pn- IJ P (B (!¡)) =O 
1= 1 
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Demostración. 

Observando que 

el Lema 54 nos dice que el segundo sumando tiende a cero y para el primer 

sumando usamos el Lema 51. • 

El siguiente resultado caracteriza el comportamiento de los extremos de 

subintervalos. 

Corolario 60 Si (Xi): 1 es una sucesión de variables aleatorias que satisface 

las condiciones A, D ( {un;}) y D' ( {un;}) con respecto a la sucesión ( Uni)~=J! 

n 2: 1 y si además existe una sucesión (In):=l de subintervalos In e {1 , ... , n}, 

n 2: 1 tal que 

entonces 

Demostración. 

L Fi (uni )-+ T
1

, n-+ oo con T
1 :S T 

iE l n 

(2.11) 

En virtud del Teorema 53 basta probar que las condiciones D ( { Uni}) y 

D' ( { Uni}) se cumplen respecto a la sucesión 

_ { Un;, 
Uni = 

xo,;, 

si i E In 

Entonces B (!)={X; :S Uni , i E!}= B (In In) para todo I e {1 , ... 'n} y 

Fn,max ({un;})= max { F;(u;n), i :S n} :S max { F; (u;n) , i :S n} = Fn,max ( {Un;}), 

por lo que automáticamente se cumple la Condición D ({un;}). 
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Sea I un subintervalo de {1 , ... , n} tal que L iE I F; (u,; ) :::; ~ LiEin F; (u,;). 

Entonces LiEI F; (u,;) :::; ~ F; y como se cumple D' ( {u,;}) tenemos por tanto 

que existe !* e I t al que 

pero 

¿ ¿p {X;> u,;, x j > Unj } :::; a:;,,r 
i<jE l" 

LLP{X; > U,;, X j > Unj} 
i<jE I " 

Y como además 

iE l - f• 

< LLP{X; > u,;, X j > u, j} 
i < jEl" 

iEJ-J• 

tenemos que la Condición D ({u,;}) se cumple con los mismos valores o~,r y 

g (r). • 

2.2 Resultados bajo la Condición D ( { Uni}) 

Con las construcciones y resultados de la sección anterior discutiremos el compor­

tamiento asintótico de Pn,{un;} sin suponer que se cumple la Condición D' ( {u,;}). 

La TVE para el caso estacionario nos dice que si u, ( T) es tal que cumple la expre­

sión (2.7) y la Condición D ({u, (To)}) se satisface para cierto To > O, entonces 

existen constantes e, e', o:::; e:::; e' :::; 1 tales que 

limsupP {X;:::; u, (T), i:::; n} 

lim inf P {X; :::; u, ( T) , i :::; n} 
n~oo 

para todo O < T :::; To (ver Teorema 29). 

(2.12) 

(2.13) 

La notación u, (T) = u, indica el valor de T en (2.7). Observemos que si 

(2. 7) se cumple para u, ( To ) , To > O, entonces también se cumple para cualquier 
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T > O con Un (T) = u¡nT/To ] (To), como verificamos en la Observación 31. Además , 

si el límite en (2 .12) existe para alguna T* >O, entonces e= e' se llama el índice 

extremo de la sucesión estacionaria y además lim P {X; :::; Un ( T) , i :::; n} = e -OT 
n~oo 

para toda T > O (ver Teorema 29). 

Para el caso no estacionario también definimos el concepto de índice extremo. 

Definición 61 Sea (X;):, 1 una sucesión de variables aleatorias y para cada 

n 2 1 sea (un; (To))~= l una sucesión de relaes, para To > O, definimos el índice 

extremo de (X;):, 1, siempre que exista el límite, como 

e= _2_ In ( lim p {X;:::; Uni (To) 'i:::; n}). 
To n--+oo 

(2.14) 

Sabemos que en el caso estacionario el índice extremo e no depende de To y 

la sucesión ( un):;=I es de constantes. En virtud de que estamos suponiendo que 

(X;) :, 1 no es estacionaria es de esperar que la sucesión (un) :;=l dependa de To y 

que el comportamiento de e tenga variantes respecto del caso estacionario, como 

lo veremos con un ejemplo. 

Ejemplo 62 Sea (Yi):,1 una sucesión de v. a. i . i. d. con función de distribución 

marginal F continua y definamos Un ( T) = F -
1 

( ~) , para T > O. Sea 

X;= Y¡(i+l)/2J,i 2 l. 

Entonces 

P { Yj:::; F - 1 (;J , 1 :::; j = [(i + 1) /2] :::; [(n + 1) /2]} 

1( +1)/2] (-- 1 (7)) ( 7)i(n+l)/ 2] _lT pn F - = 1-- ->e 2 , n-> c 
n n 

Así que para Un (7) = F-
1 (~) '7 >o tenemos que e=~-

{ 

Un (27) para~ zmpar 
Si ahora tomamos Uni ( T) = , donde X o es el punto 

xo para i par 

final de F. En este caso 

P {X; :::; Un; ( T) , i :::; n} = P {Yj :::; Un (27) , 1 :::; j :::; [ ( n + 1) / 2]} -> e-T, n -> oo , 
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con lo que para esta Uni particular e = l . Si definimos otras sucesiones u~i ( T) 

de la misma manera, iguales a Un ( T) para algunas i' s e ig·uales a X o para las 

restantes i' S 1 tendremos diferentes valores de e < l. Así que el índice extremo 

depende de la form a que tenga Uni ( T) . 

Otro problema que tiene el índice extremo en el caso no estacionario es su 

dependencia con T. Como hemos comentado antes, sabemos que en el caso 

estacionario cuando se cumple la Condición D (Un) tenemos que e (Un ( T)) = e 
para Cualquier familia {Un ( T) , T :S To} 1 por lo que en este caSO e nO depende de 

T ni de la construcción de la sucesión (un (T)) :=l (ver Capítulo 1). En el caso 

no estacionario el índice extremo es en general dependiente del valor de T, para 

ello veamos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 63 Continuando con el Ejemplo 62, para To > O definamos 

Un (2T0 ) para i impar, i :S 1n 
Uni (To) = xo para i par, i ::; ~n 

para ~n < i ::; n. 

Definimos la familia de sucesiones 

Un;(T) = , T :S TQ 
{ 

Uni(To) parai:Ss 

Xo para s < i :S n 

dondes es tomado en su valor máximo tal que Lis;s Fi (uni (T)) :S ~F~T. Clara­

mente, dado que Un (T) = F-
1 (~) , tenemos que se cumple (2.7) para cualquier 

Uni (T) y 

P {X; :S Un (To) , i :S n} = 
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Análogamente, 

Entonces tenemos que e (uni (To)) = ~ pero e (uni (T)) = 1 para T < ~To. Es 

decir, el índice extremo tiene una clara dependencia con T . 

Las características caóticas del índice extremo no son exclusivas de los ejem­

plos anteriores, para el índice extremo particular e (Un ( T)), Sino que existen 

muchos ejemplos más . No obstante, como veremos en los Ejemplos 83, 84 y 85, 

el índice extremo puede no depender ni de T ni de Un; ( T), y por lo tanto se le 

puede interpretar como en el caso estacionario en algunos casos. 

Ahora discutiremos algunas propiedades generales del índice extremo para 

sucesiones no estacionarias. El primer resultado nos dice que el índice extremo 

no puede ser superior a 1, justo como en el caso estacionario. 

Lema 64 Sea (X;):,1 una sucesión de variables aleatorias que satisface la Condi­

ción D({un;}) pam la sucesión (un;)7= 1 ,n 2: 1 tal que (2 .7) se satisface pam 

algún T > O, entonces 

lim infP {X; :S Un;, i :S n} 2: e-r. 
n~oo 

Demostración. 

Por el Lema 59 tenemos que para los intervalos l¡ 

r 

P {X; :S Un; , i :S n}- IT P (B (!¡))--->O, n---> oo. 
1= 1 
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Pero por la construcción de los intervalos !1 tenemos que para cada 1 :S l :S r 

por lo que 

Dado que esto ocurre para cualquier r arbitraria , tenemos lo que buscamos ya 

que 

• 
Observación 65 Por la definición de índice extremo, 

e-eT 2 liminfP {X; :S Un;, i :S n} 2 e-T , T > O, 
n-oo 

lo cual implica que e ::::: l. 

Lema 66 Sean (X;): 1 y (un;)~= ! , n 2: 1 como en el Lema 64 con T > O. Sea 

(u~;)~=t , n 2 1 otra sucesión que también satisface (2.7) con el mismo valor T . 

Si para cada n 

Un; :S u~; , para toda i :S n o Un; 2 U~; , para toda i :S n, 

entonces 

(i) La Condición D ( {u~;}) también se satisface. 

( ii) Si e = e (Un; ) existe, entonces e (u~;) = e. 

D emostración. 

(i) Sean I e {1 , ... , n} , B* (!)={X; ::::; u~;, i E !}. Entonces si un; :S u~; 

n 

O :S P (B* (I))-P (B (!)) :S L (F\ (un, ) -F\ (u~;) ) :S L (F'; (un;)- F ; (u~;)) 
iEI i = l 
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que tiende a cero porque se satisface (2.7), y entonces tenemos que también 

D ( {u~;}) se satisface. El caso Uni 2: u~; es similar. 

( ii) Por la parte ( i) tenemos que si I = { 1, ... , n} entonces 

• 
Para cada n 2: lsean ( u,;)7= 1 y ( u~J: 1 sucesiones de reales. Definamos 

In = { i :S n 1 Un; :S u~;} y establezcamos la condición 

2:::: F; ( Uni ) -> O, n -> 00 

iEln 

o 2:::: F; (u~;) -> O, n -> oo. 

i!/Jn 

(2.15) 

Teorema 67 Sea (X;): 1 una sucesión de variables aleatorias y para cada n 2: 1 

la sucesión (un;):1 que cumple (2.7) para T >O. Sea (u~;)~=l, n 2: 1 que satisface 

(2.7) y (2.15) para el mismo valor de T. 

( i) Si la Condición D ( {u,;}) se satisface, entonces también D ( {u~;}). 

( ii) Si e = e ( Uni) e.Tiste, entonces e (u;,;) = e. 

Demostración. 

Para el caso Li~tin F; (u~;)= o(1) definamos 

{ 

u~; 
Uni = 

xo,; 

para i E In 

para i rj. In 

Dado que se cumple (2 .15) tenemos que 

n n 

O :S L F ; (u~;)- L F; (un;)= L F ; (u~;) =o (1). 
i=l i=l 

Entonces (un;): 1 , n 2: 1 satisface (2.7) con el mismo valor T. Por el Lema 66, la 

Condición D ({un;}) se sa tisface y e (u,;) =e porque un; 2: u;,; para toda i :S n. 
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Pero también U71 ; 2: 11 11 ; para toda i :::; n , así que de nuevo por el mismo lema se 

cumplen los dos resultados buscados. 

Para el caso L ,EJ, F, (un;) =o (1), en (2 .1 5) definimos 

para i E In 

y procedemos de manera análoga. • 

Este Teorema nos lleva a un Corolario para el caso de sucesiones de vari­

ables aleatorias estacionarias. Para ello, supongamos que existe el índice ex­

tremo e = e (Un ( •o)) para la sucesión estacionaria (X;):¡ y la sucesión de 

reales (Un ( To) ) ~=I, y definamos la clase 

{ 

(un;)~ 1 , n 2: 1 tal que (2.7) y (2.15) para alguna T,} 
(3 (un (To)) = . 

O < T < To donde u~i =Un (T) = U[m/Tol (To) 

Corolario 68 Sea (X;)~ ¡ sucesión estacionaria tal que e = e (un (To)) existe 

y (2.7) se satisface con Un (To) donde To > O. Entonces pam cualquier suce­

sión ( Uni)7=1 E f3 (Un ( To)) tenemos que e (Un;) = e y la Condición D ( { Uni}) se 

satisface si D (un (To)) se cumple. 

Este resultado, consecuencia directa del teorema anterior, nos dice que e no 

sólo describe el comportamiento extremo con respecto a una sucesión (un;) de 

constantes (que no dependiente de T), sino también para ciertas sucesiones no 

constantes. Además , el ejemplo discutido muestra que si ( un;)7=1 tt (3 (Un ( To)), 

entonces el índice extremo e (un;) puede ser diferente de e (un (To)) . En el Teo­

rema siguiente es tableceremos una condición suficiente para la existencia del 

índice extremo. Para ello, primero definiremos cierta notación y condiciones 

adicionales. 
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Para k 2: 1, sea 

s~k) (!) = L L ... L p {X;¡ >UnÍ¡> ... ' X ;.> Un;. }. 
i¡ <i2< .. ·<ikE I 

Supongamos que para un valor de e, O ~ e ~ 1, 

/3,. = limsup {max {~in jrS~2 ) (!*)- To (1- e)¡}} _,O, ,._, 00 
n~oo 1 l E l 

(2. 16) 

y si e< 1 

rr = lim sup {max {minrS~3 ) (!*)}} -> O, r -> oo, 
n~oo 1 !" E l 

donde I e J• están definidos como en la Condición D' ( {un;}) y además sucede que 

s~l) (!) _, 7' n _, OO. Es obvio que (2. 16) generaliza a la Condición D' ( {Un;}). 

Recordemos de la sección 2.1 que la Condición D ( {un;}) involucra trabajar 

con los conjuntos B (!) = {X;~ Un;, i E I} donde I es algún un conjunto de 

índices i 1 < · · · < ip· Para poder acotar probabilidades sobre estos conjuntos , y 

que a la vez involucremos términos s~k ) (!), es de utilidad el siguiente resultado 

elemental. 

Proposición 69 (Desigualdad de Bonferroni) Sea (rl, :F, P ) espacio de pmba­

bilidad (ver Apéndice) y A 1 , .. . An E :F eventos. Entonces 

n 

I: P {A;}-I: P {A; n Aj} ~ P {u?= 1A; } 
i= l i < j 

n 

~ L:P{A;}-L:P{A;nAj} + ¿ P{A; n A j nAk}. 
i= l i<j i<j < k 

Observación 70 Si para cada I = { i 1 < · · · < in} tomamos A;r = {X;r >Unir } 

entonces B (!) = n~= 1 Ai,. = (U~= 1 A;rt y entonces la desigualdad de Bonferroni 

nos dice que 

(2. 17) 
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Teorema 71 Sean (X;):,1 una sucesión de variables aleatorias y (u,;)~ 1 . n ;::: 1 

sucesión de reales que satisfacen las Condiciones D({un;}), (2.7) y (2 .16) para 

cierto e y To >O. Entonces e (uní (T)) =e para toda o< T::; To, donde 

{ 

Uni (To) para i::; s 
Uní (T) = 

xo pam s < i ::; n 

con s tomado en su valor máximo tal que Li~s F; ( Uni ( T)) :S r
1
0 F; 1. 

Demostración. 

(i) Usando la misma construcción de intervalos de la Sección 2.L sabemos 

que para cada l existe I¡* tal que 

O::; P (B (It))- P (B (!1)) ::; S~1 l (!1 - It) ::; ~g (r) 
r 

para todo n 2: no (r) y 

1- sCll (!*) + sC2l (!*)- s<3l (!*) < P (B (!*)) < 1 - sCll (!*) + s<2l (!*) n l n l n 1- l- n l n J· 

por (2 .17). 

Así que por (2 .16) tenemos que para cada l 

Toe f3r 'Yr g (r) Toe 3r g (r) 
1- - - ---- - ::; liminfP (B (!1))::; limsupP (B (!1)) ::; 1--+-+-. 

r r r r n-oo n-oo r r r 

Si tomamos el producto de P (B (!¡))sobre 1 ::; l::; r y luego hacemos r--+ oo 

00 00 

y aplicando el Lema 59 tenemos que 

r 

lim Pn = lim IJ P (B (!¡)) = e- IJro, T--+ 00. 
n-+oo n-oo 

l = l 



76 CAPIT U LO 2 TVE PAHA SU CE S IONE S D E VAH IABLI; S ALI·: ATOIUAS NO ES TA CIONARIAS . 

( ii) Sean los intervalos /¡ como en ( i) que dependen de To y denotemos 

r' = [n /To] . Entonces por la definición de s como su máximo valor posible, 

tenemos 
r' r'+l 

J' = U /¡ e { 1, ... , s} = J e U /¡. 
l=l 1= 1 

Pero 

o S p (B (J'))- p (B (J)) S s~l) (/r'+l) S ~F: _,o, r _,OO. 
r 

Entonces repi t iendo la parte (i) con r' obtenemos que 

lim P (B (J')) = e-th, 
n__.oo 

lo Cual implica que e (Uni (T)) =e . • 

2.3 Distribuciones límite para el máximo 

En esta sección consideraremos la convergencia de la distribución del máximo 

Mn = max { X 1, ... , Xn} donde (X;)::: 1 es una sucesión general de variables 

aleatorias. Para el caso de variables aleatorias independientes (ver [7]) , y como 

vimos en el Capítulo 1, aún para el caso estacionario (ver [18]), tal convergencia 

está perfectamente caracterizada. Supondremos de nuevo que la expresión (2.2) 

se sat isface, una restricción sobre la uniformidad de las distribuciones marginales 

Fj . 

El siguiente resultado clásico de la TVE (Teorema 3.10.2 de [7]) generaliza 

al de Fisher-Tippet para el caso de sucesiones (X;):::1 de variables aleatorias 

independientes con distribuciones marginales F; (x) = P {X; S x} y caracteriza 

la distribución límite de Mn , sin darnos la forma explícita de ésta. 

Teorema 72 Sea (X;): 1 una sucesión de v.a. independientes y supongamos 

que ex"isten sucesiones normalizadoras (an > o):=l' (bn):=l tales que para todo 
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o< t < 1, 

[ntJ 

lim ""F; (an.T + bn) = w (t , .T ) y Fn,max ----+ O, n----+ OO. 
n---+oo L__¡ 

(2.18) 
i=l 

Entonces 

p {(Mn- bn) fa,:::; .T} =TI F; (an.T + bn).:!:., H (.T) = e- w(l ,x) , n----+ 00 (2.19) 
i=l 

y ocurre alguna de las tres situaciones siguientes 

(i) ln H (.T) es cóncava o 

(ii) .To (H) < oo y ln H (.Lo (H) -e-x) es cóncava para .T > O, o 

(iii) .T¡ (H) < oo y ln H (.T 1 (H) +ex) es cóncava para .T >O, 

donde .To ( H) = su p { .T 1 H ( .T) < 1} y x ¡( H) = inf { .T 1 H ( .T) > O}. 

(2.20) 

Antes de dar un ejemplo para verificar el teorema anterior, revisaremos un 

resultado útil. 

Lema 73 Sea P ( x) una función positiva, no decreciente y diferente de la fun­

ción constante. Supongamos que existen sucesiones de reales (an > o):=l y 

(bn):=l tales que lim L7=1 F;(a,x + bn) = P (x), y para x fija y cada E > O, 
n->oo 

existe N tal que F; (a,x + bn) <E paran> N y toda k ::=; n. Entonces 

n 

lim II F; (anX + bn) = e-P(x). 
n->oo 

i=l 

Demostración. 

Por expansión de Taylor de la función h (x) = -ln (1- x) alrededor de cero 

tenemos que 
00 1 

- ln (1 - x) = L -xP , O< x < l. 
p=l p 
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Sea O < E < 1, sabemos por hipótesis que existe N tal que F; (anx + bn) < E para 

n > N y toda k :S n , así que 

n n oo
1 

n oo 

L L- [F; (an X + bn)JP :S L L [F; (an X + bn)JP i=i p=i p i=l p = l 

-Lln (1- Fi (an x + bn)) 
i = l 

n oo 
1 

n 

< L [F; (anX + bn)] L Ep- i = 
1

_ EL [F; (an X + bn) ] . 
i=l p=l i=l 

Entonces para toda O < E < 1 

y por lo tanto, haciendo E --+ O, 

i=l i = l i = l 

• 
Ejemplo 74 Sea G una fun ción de distribución tal que G (O)= O y para x > O 

satisface G (x) >O y lim c;j(t;)) = xr para alguna r > O. S ea (A;): 1 una sucesión 
t --> 0+ 

de reales positivos tal que I:: 1 A~ = oo y An = O (I;~ 1 An . Definamos la 

sucesión independiente (X;): 1 donde F; (y) = 1 - G ( -A;y) es la fun ción de 

distribución de X; para cada i 2: l. Entonces la cola de F; satisface para cada 

y < O la propiedad 

l
. F;(ty) _ r 
1m-=-- -Y . 

t-->O- F;(t) 
(2.21) 

Nos preguntamos por la distribución de Mn = max {X1, ... , Xn} cuando n--+ oo, 

(con las constantes normalizadoras adecuadas). 

Para cada n 2: 1, sea an = inf { x 1 e(!+) :S I:7=1 A~ :S e(! - )}· Como sucede 

que I:: l A;· = oo, ten emos an --+o, n--+ OO. Entonces ten emos que 
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y por como definimos G y an tenemos 

y por lo tanto para cada x > O 
n 

lim "'"'G (>.;anx) = xr . 
n~oo L._.¡ 

i=l 

79 

Por hipótesis, m<ax>.; = o o:=7=1 >.D, y haciendo <Pn L::7=1 ).~ = m<ax>.;, tenemos 
t_n t_n 

Ón = o ( 1) y así para cada i ~ n 

es decir, para cada E: > O existe N tal que G ( >.;anx) < E: para n > N y toda 

i ~ n. Entonces por el Lema 73 tenemos que 

n 

lim I1 G (>.;anx) = e-xr. 
n--+oo 

i=l 

Esto significa que para la sucesión independiente (X;):1 y cada y < O 
n n 

w (1, y)= lim "'"'F; (any) = lim "'"'G (>.;an (-y))= ( -yr 
n-+ oo L._.¡ n-+oo L._.¡ 

i=l i=l 
y 

n n 

i=l i=l 

que concuerda concuerda con el Teorema 72. 

Como caso particular, consideremos que r es un entero positivo y G(y) (O) =O 

para p = O, 1, . . . , r- 1, y G(r) (x) > O y continua para O < x < a. Entonces 

aplicando la regla de L 'Hopital r veces, cada F; satisface (2.21), pues 

. F;(ty) . G(->.;ty) . (>.;yrc<rl(->.;ty) r 
hm -=-- = hm = hm r = y ' y < o. 

t--+O- F; (t) t--+O- G ( -A;t) t--+O- (>.;) G(r) ( ->.;t) 

ESTA TESIS NO SALE 
DE LA .. BI~H.IOTEf'A 
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Cabe mencionar que la propiedad 2.21 la satisfacen varias fun ciones de distribu­

ción, como por ejemplo, la Weibull, Unifo7'me, Beta y en general, todas las que 

pertenezcan al dominio d~:; atracción del má..'rimo D (Wa (x)) (ver Teorema 1.6.2 

de {18/ y notar que en nuestro ejemplo XF = O} 

Con los resultados de la Sección 2.1 y el Teorema anterior obtenemos trivial­

mente el siguiente corolario para una sucesión general no estacionaria. 

Corolario 75 (Fisher- Tippet caso no estacionario) Si la sucesión de variables 

aleat01'ias (X;)~ 1 satisface las condiciones D ( {un}) , D' ( {un}) y la expresión 

(2.18) con respecto a Un (x) = anx + bn , para toda x, entonces 

donde H (x) satisface (2.20). 

Observación 76 El Corolario ante7'ior nos dice que la distribución de Mn con­

verge a la misma a la que converge Mn = max {X\ , ... , Xn} donde (X;) :
1 

es 

una sucesión de variables aleatorias independientes con P {X; :S: x} = F; (x). 

Si suponemos que P {X; :S: x} = F ( x) para toda i, entonces 

osea, H coincide con la Distribución de Valores Extremos Generalizada Hr. (ver 

Definición 1 O} y tenemos por tanto la extensión del Teorema de Fisher-Tippet 

para el caso no estacionario pero idénticamente distribuido. 

En general no existe un criterio con el cual podamos decidir si para una 

sucesión cualquiera (Fj)';
1 

de funciones de distribución, el máximo Mn (de­

bidamente normalizado) converge a alguna función de distribución límite. Por 
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ejemplo, consideremos para cada natural k ::::: 1, Fk(x) = V(kkx), donde V(x) 

es cualquier función de distribución tal que V (O) = O y V (x ) > O para x > O, 

y, a medida que x __, O, V (:r) = o (:r') . donde r > O. Es claro que para que H 

sea no degenerada necesitamos que an = O (n- n) y bn =O. De hecho, cualquier 

distribución G puede ser el límite en la expresión (2 .19) , por ejemplo, tomando 

para cada i ::::: 1 la distribución F; =ca, con a:; > O y ¿: 1 a:; = l. 

Observación 77 En el Ejemplo 74 la distribución límite de Mn resultó ser del 

tipo Weibull w,. ( x) con a: = r > O, es decir una de Valores Extremos. Pero en 

general no podemos asegurar que H sea del tipo H~ (la Observación 76 nos lo 

asegura sólo en el caso no estacionario idénticamente distribuido y bajo ciertas 

condiciones) . Los siguientes dos Teoremas (ver (15}) nos muestran que la familia 

a la que la función H del Teorema 72 pertenece es una familia mucho más grande 

que la de las distribuciones de Valores Extremos. 

Teorema 78 Sea P (x) absolutamente continua, no decreciente, y positiva para 

x > O, con P ( 0+) = O, y supongamos que x P' ( x) es no decreciente y crece 

a 1 para x > O. Entonces eristen una sucesión de distribuciones (F;): 1, una 

sucesión de reales (an > 0)::"=1, y un número N tal que F; (an x ) <e paran > N 

y toda i ::; n , 

y tal que 
n 

lim rr [1 - F; (anx)] = e-P(x)' X> O. 
n~oo 

i= 1 

D emostración. 

Para x > O sea F; (x) = xP' (ix ). i = 1, 2, . ... Sea an 

Entonces tenemos que 

(2.22) 

~,n=1 , 2 , .... 

n n :r (i x ) t ~ F; (anx) = ~ -:¡;P' -;; c-v Jo xP' (xy) dy = P (x) 
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y además F; (anx ) :S-"'- (maxP' (sx )) =o (1) para toda i , y así para todo E> O 
n O<s<;;! 

existe N tal que F; ( anx) < E para n > N y toda i :S n . Entonces aplicando el 

Lema 73 tenemos (2.22). • 

Observemos que si xP' (x ) > 1 para x 2 x 0 , el Teorema sigue siendo válido 

y para ello definimos 

y de nuevo a11 = l.. 
n 

{ 

x P' (ix ) , 
F;(x) = 

l.+~ 
i l +ix+xo' 

O :S ix < xo 

Xo :S ix 

Como un caso especial podemos tomar P (x) positiva, convexa para x > O y 

P(O+) =O. 

Teorema 79 Si P ( x ) es convexa y monótona creciente de O a oo sobre todos 

los reales, entonces existen una sucesión de distribuciones (F;):l' una sucesión 

de reales (bn):=l' y un número N tal que F; (anx) <E paran > N y toda i :S n , 

y ta l que 
n 

lim TI [1 - F; (anx)] = e-P(x) 
n~oo 

(2.23) 
i=l 

Demostración. 

Sea F; ( x ) inf { x 1 P ( x + In ( i + 1)) - P ( x + In i) , 1}, i = 1, 2, . .. , y tomemos 
X 

bn =-In (i + 1) , n = 1, 2, . . .. Entonces paran suficientemente grande, 
n t [ p ( x - In 7::) -P ( x - In n ; 

1
)] 

P ( x ) - P ( x - In ( n + 1)) = P ( x ) + o ( 1) . 

Para cada i :S n tenemos que 

F; (x + bn) :S max [p ( x -In n + 1) - P ( x- In n + 1)] 
t <;; n t + 1 t 

( 
n+ 1) = P ( x) - P x - In -n- = o ( 1) . 
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Entonces aplicando de nuevo el Lema 73 tenemos que (2.23) se satisface; • 

Observación 80 Para cada P (x ) dada como en los dos teoremas anteriores 

definimos la sucesión (X;)~ 1 de v.a. independientes donde la distribución de 

cada Xi sea Vi (y) = 1 - Fi (-y) , con la sucesión (Fi)~ 1 de distribuciones 

definidas en cada caso, en dichos teoremas. Entonces el límite en la expresión 

(2.19) resulta ser e-P( -y) y por lo tanto puede ser difer-ente de HE. (ver Definición 

1 O) para toda todo r-eal ~. 

Regresemos al caso no estacionario tomando una sucesión de v.a. no esta­

cionarias (Xi)~ 1 . Consideremos el caso en el que la Condición D' ( {un}) no 

se satisface. Esto nos sugiere inmediatamente aplicar los resultados de la Sec­

ción 2.2 al caso particular de sucesiones de constantes que satisfagan (2.18) . A 

pesar de esto, daremos otro tratamiento considerando sucesiones (Xt)~ 1 que 

satisfagan que para toda tE [0, 1] y 6. >O, 

p { M(nt,n(t+D.)] ::; Un} - p { MnD. ::; Un} -+ O, n -+ oo, (2.24) 

donde M(k ,m] = max {Xi, k < i :S m} y u, = Un (x) = an + bnx · 

Ahora estamos en condiciones de establecer una extensión más a los resulta­

dos clásicos de la TVE, en este caso generalizamos el Teorema 29, para mostrar el 

papel tan importante que puede desempeñar el índice extremo en el caso general 

no estacionario cuando no depende ni de T ni de Un; ( T). 

Teorema 81 S ea la sucesión de variables aleatorias (X;)~1 que satisfacen la 

Condición D ({un}) , (2.18) y (2.24) para toda x . Si 

w (t , x ) = tw (1 , x) para toda x y w (1 , x) continua, (2.25) 

entonces existen e, e' con o ::; e ::; e' ::; 1 tales que 

limsupP {Mn :S u, (x )} = e-Ow(i ,x) = H 0 (x) (2.26) 
n~oo 
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y 

liminfP{Mn :S Un(x)} = e - O'w( l ,x) = H0' (x ) (2.27) 
n~oo 

para toda X . Así que si p { Mn ::; Un (X) } converge, entonces e = e' y 

Demostración. 

Para T fija definamos los intervalos ! 1 = (nt1_ 1 , ntt] , en donde t1 = ~ para 

l :Sl:Sr. 

Dado que F~---+ w (1 , x), n---+ oo sucede que por (2.25) tenemos que 

""- 1 ¿ F; (un (x))---+ -w (1 , x ) , n---+ oo. 
iE/¡ í 

Si usamos los Lemas 51 y 54 obtenemos que también 

Si ahora usamos (2.24) tenemos que para toda l 

P (B (It))- P (B (h)) ---+ O, n---+ oo. 

Definamos 'lj; (T) = limsupP{Mn :S un(x)} donde T = w (l, x ), en realidad 
n~oo 

'ljJ ( T) depende de x solamente a través del valor de T según el Lema 66. Entonces 

lim supP { Mn/r :S Un (x)} = lim supP (B (h)) = 1/;1/ r (T) , 
n~oo n~oo 

y por la continuidad de w ( 1, x) sabemos que existe Xr tal que se satisface que 

w(l ,xr ) = ~w( l ,x). 

Si procedemos de la misma manera que en la demostración del Lema 66 

obtenemos que 

p { Mn¡r::; Un (x) } - p { i\!In;r· ::; Un¡,- (x)} ---+O, n---+ oo, 



;.:¡ IJJ; THlBl"CIO:>ES l.IMJTE PA R A EL MÁXJMO 85 

Jo cual implica que 

1/J ('!
1
--. ) = limsupP {Mn :S Un (x,. )} = 1j;1fr (T) . 

n-+oo 

Esta últ ima ecuación funcional t iene como solución 

y con esto probamos (2.26). De la misma manera podemos demostrar (2.27) y 

utili zando el Lema 64 tenemos que B' ::; l. • 

Observación 82 Entre otms cosas, el resultado anterior nos dice que pam el 

caso de sucesiones de v.a. idénticamente distribuidas (X;):,1 (pero no esta­

cionarias) podemos asegurar que bajo ciertas condiciones la distribución límite 

de .\In es H( pam algún real~ (ya que como vimos en el Capítulo 1, H 0 resulta 

ser del mismo tipo que H ya que ésta última es una distribución de Valores Ex­

tremos y por tanto max-estable) , es decir, que si F es la distribución de cada 

X ;. en tonces F E D (H() y por tanto es aplicable el Teorema de GBPdH (38), 

con lo que la implementación de los métodos de la TVE pam estimar las medi­

das de riesgo VaR9 y ES9 usando conjuntos de datos no estacionarios puede ser 

adecuada como en el caso estacionario (ver [5]) . 

Este teorema queda perfectamente ilustrado en el siguiente ejemplo mediante 

una sucesión 2-dependiente (ver Definición 11) no estacionaria. 

Ejemplo 83 Sea (Y;):, 1 una sucesión de v. a. i. i. d. con distribución exponencial 

con parámetro ,\ = l. Consideremos la sucesión (X;):,1 definida pam cada i 2: 1 

como X2;- 1 = Y; y Xz; = Xz;- 1 +a con a > O. Tenemos que 

y 

F2 (y)= P {Xz; :S y}= P {Xz;- 1 +a :S y}= 1 - e-y+a, y 2: a. 
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Si tomamos Un ( x ) = In n + x, entonces 

[ntJ 

w(t ,x) = lim ~ F;(un(x))= lim [nt ] (F 1 (un(x))+F2(un(x))) 
n-+oo ¿ n--+oo 2 

i= l 

= lim - (e- lnn-x + e- lnn-x+a) =-e-x (1 +ea)' 
[
nt ] t 

n~oo 2 2 

que claramente satisface (2. 18) y (2.25) . Además, por como se construyó (X;): 1 

tenemos que es 2-dependiente y por ende cumple la Condición D ( {un}) (veT 

Ejemplo 14) y podemos verificar que también (2.24) se satisfa ce. Encontramos 

fácilmente que 

P{Mn :S Un(x)} ~ (P{X¡ :S Un(x) , X2 :S Un(x)}t12 
= (F2(un(x))t12 

(1 - e- lnn-x+ar /2 = (1 - ~e-x+a) n/ 2 --+ e-~ e-x+a, n--+ OO. 

Entonces 

implica que 

Así que el índice extremo resulta ser 

1 e= e (a) = , 
1 + e-a 

que es independiente de X y ~ = e ( Ü) :S e (a) :S l. 

Otro ejemplo interesante para este resultado es uno de la clase de sucesiones 

de cadenas-dependientes. 

Ejemplo 84 (DENZEL y O 'BRIEN (4/)Sea (J;)':0 una cadena de MaTkov ho­

mogénea con los enteros positivos como el espacio de estados, matriz de tmnsi­

ción P = (P;j) y distribución es tacionaria única 1r = (n;):0 . Sea (X;) : 1 una 
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sucesión de variables aleatorias definida sobre el mismo espacio de probabilidad 

y relacionada con la cadena como sigue: 

p Un= j , Xn:::; X 1 X¡ , ... ' x,_ ¡, lo , ... ' ln-1 = i} P { Jll = j , Xn :::; X 1 l n- 1 = i} 

P;; H ; (x) para cada n 2 1, 

donde H; es una función de distribución continva por la de1·echa para cada i. 

A la sucesión (X;): 1 se le conoce como cadena-dependiente debido a que los 

valores que toma son condicionalmente independientes dados los valores de la 

cadena (1;):0 . En ef ecto, 
n 

P {X; :::; X;, i = 1, 2, ... , n 1 lo .11 , ... , ln- d = 11 P {X; :::; X; 1 l;_¡} . 
i=l 

También se le conoce com o sucesión de variables aleatorias definida sobre una 

cadena de Markov. 

Sea 1r = ( 1- 2-112, 2- 112 - 3- 112 , . . . , i-112 - (i + 1)- 112 
. . .. ) . Sea y; tal que 

Yo= oo, H (Yn) = 7f¡ +1r2+· · ·+ 1fn = 1-(n + 1f112
. Definamos la matriz B tal 

que tenga las mismas raíces que 1r, y P = kB + (1 - k) I . donde I es la matriz 

identidad y k E (0, 1] . Entonces 1rP = 1r. Esta cadena de Markov satisface la 

Condición de Doeblin (para alguna r y s y E: > O, I:;=l P;j > E para toda i), 

pues IIPt- 1rJJ:::; (1- k)". Si definimos 

o para x :::; Yn - 1 

Hn (x ) = 7f~ 1 (H (x)- H (Yn-d) para Yn - 1 <X:::; Yn ' 

1 para X> Yn 

entonces I:: 1 7r;H; (x) = H (x) para toda x, donde H es cualquier distribución 

continua. 

Observamos que I:i P;jH (x) = kH (x) + (1- k) H ; (x) , que para k < 1 no 

converge a cero si x--> x0 . De hecho, 

P {X2 >e 1 X1 >e} = kH (e)+ (1- k) 2:::: ÍÍj rifJ (c))
2 rif (c)r

1
, 
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que para e= Yn tiene el valor kH (e) + (1- k) , por lo que para k< 1 no converge 

a cero si x --> xo. 

Para demostrar la convergencia de P { Mn ::; Un ( T)}, sea T > O y definamos 

j(n) = [n2
/T

2
] yv11 (T) =yj(n)· Entonces 

1 T 
H ( Vn ( T)) = 1 - ( 1 + j ( n)) - 2 2': 1 - - = H (Un ( T)) , 

n 

y así Un ( T) ::; Vn ( T). Pero 

p {Jn::; ll ln-d =k (7r1 + .. . + 1f¡) + (1- k)= 1- k (1 + l)-~' si ln- 1 ::; l , 

por lo que 

P {max (Jo, . . . , ln-d ::; j (n)} 

[ ']n-1 [ '] 1- k (1 + j (n))-2 1- (1 + j (n))-2 . 

Entonces limsupP{Mn::; Un (T)} = e-kT ya que 
n~oo 

Si ahora consideramos Vn (T) = Yi(n) - 1, y procedemos de la misma forma, 

liminfP {Mn::; Un (T)} = e-h 
n~oo 

Observamos que si H es tal que Hn ( an + bnx) --> <P ( x) entonces 

para k E (0, 1]. 
En este caso hemos encontrado que el índice extremo es e = k , que no depende 

del valor de T y puede tomar cualquier valor 0 < e ::; l . 

Continuando con el ejemplo anterior podemos encontrar un caso interesante 

en el que el índice extremo toma el valor cero, que aunque en la práctica no 

tenga mucho sentido, sí lo tiene desde el punto de vista teórico. 
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Ejemplo 85 Construyamos una sucesión de cadena-dependiente con la propiedad 

de que P { Mn :::; Un ( T)} -+ L n -+ oo, es decir, cuando () = O. Considere­

mos la matriz de transición P tal que Pi,i+I = Pi+! > O y Pio = 1 -Pi+! , 

pam cada i 2: O. Sean /30 = 1 y /3; = fl~= I Pk . Se puede demostrar que si 

s = 'L~o /3i < oo, entonces íT; = ~B;- Si tomamos Pk = k (k+ 2)-
1 

tenemos 

que íTk =(k+ 1) - 1 -(k+ 2)- 1 = (k+ l f 1 (k+ 2) - 1
, y 'L~k íTi =(k+ 1)- 1

. 

Para simplificar los cálculos consideremos 

{ 

1, X> Í 
H; (x) = - , 

O, X< i 

y entonces H (x) = 'Li íTi H i (x) = 'Li=[xJ+ l íTi = ([x] + 2) -
1

. Aquí tenemos que 

Un (T) = [~- 2]. Por conveniencia restringimos nuestra atención en T = 1, y 

veremos que P { Mn :::; Un (1)} -+ 1, n-+ oo . 

Sea P{Jo =O}= 1 y definamos T¡ = min{i / Ji = 0}, y Y1 = lr1-I - En­

tonces P {Y1 2: k} = /3 k. Análogamente, denotaremos Tn+I = min { i / i > Tn y J; = 
y 1~,+ 1 = l r.,+ 1 _ 1 . Finalmente, definimos NJ = max{i / Ti:::; j}. Entonces 

P {Mn::::: n- 2 / ;Yn} = (1 - /3n _1(" = (1- 2íTn-l)N" 

y por tanto 

P {Mn:::; n- 2} = E (P {Mn:::; n- 2/ Nn}) =E [(1 - 2íTn_¡)Nn ] . 

Pero por la Ley Fuerte de los Grandes Números {LFGN) 

Nn c.s . 1 
- -+ íTo = - n -+ oo. 
n 2' · 

y íT n- 1 = o ( ~) J por lo que p {M n ::::: Un ( 1)} -+ 1' n -+ 00' y entonces () = o. 

2.4 Proceso puntual de los excedentes 

Haber probado el Teorema 53 , que es una generalización del Teorema 1, nos 

lle\·a a pensar que también podemos extender al caso no estacionario resultados 
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sobre la convergencia débil del proceso puntual definido por los excedentes de 

X, , . . . , Xn sobre los reales un1 , ... , Unn (ver Apéndice) que está dado por 

n 

(2.28) 
i = l 

si x E A 
donde ó es la medida de Dirac, a saber, Óx (A) = 

{ 

1, 
, A E !3((0, 1]) . 

o, si x rf_ A 

Así para cada BE B ((O, 1]) y n 2 1, 

n 

De nuevo, la relación de Nn con la TVE radica en el hecho de que 

{Nn (O , 1] =O}= {X;::; Un;,~ E (0, 1]} ={X; ::; Un;, 1 ::; i::; n} 

y entonces P {Nn (O , 1] = O}= Pn,{un;)' que son las probabilidades cuyo compor­

tamiento asintótico son nuestro principal interés en este documento, como los 

destacamos al inicio de este capítulo. 

De nuevo supondremos que se satisface la expresión (2.2) y que .L7=1 (1 - F; ( uni)) 

es acotada para todo n 2 1, como al principio del capítulo. Es decir , 

y 

Fn,max = sup (1- Fi (un;))----. O, n----. oo 
i~n 

n 

limsup L (1- Fi (un;))< 00. 
n-+cx:> i=l 

(2.29) 

(2.30) 

En la Sección 1.6 vimos que Nn converge en distribución a un proceso Poisson 

homogéneo, tanto para el caso de v.a.i.i.d. como el estacionario, para lo cual 

las Condiciones D (un) y D' (un) fueron indispensables. En el caso general en 

que (X;):':, no es necesariamente estacionaria, es de suponerse que D ( {un;}) y 

D' ( {un;}) serán necesarias para establecer resultados análogos. 
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Al inicio de este capítulo, definimos que se satisface la Condición D ( {Un;}) 

si para cualesquiera naturales 1 :=:;: i 1 < i 2 < · · · ip < j 1 < · · · )q :=:;: n, j 1 - ip ;::: m, 

y existe (mn):'=I tal que sin -too, 

y mnF n,max -t O. (2.31) 

De aquí en adelante usaremos una sucesión de reales (kn) :'= I tal que 

y (2.32) 

En vez de la Condición D' ( {Un;}) usaremos otra, que es análoga, llamada 

D* ( {Un;}) y que ahora definimos. 

Definición 86 Sea (X;): 1 una sucesión de v.a. y (unir=I , n ;::: 1 de números 

reales. Supongamos que existe una sucesión de reales (a~) := I tal que para toda 

n fija 

L P{X; > Un;,Xj :=:;: Uni,Xj+l > Un,j+¡} :=:;:O'~ 
i <jE I 

para cualquier intervalo I = { i E N 1 i 1 :=:;: i :=:;: i 2 :=:;: n} con 

(2.33) 

(2.34) 

Decimos que (X;): 1 satisface la Condición D* ( {un;}) respecto a (un;)~=l , n;::: 1 

sz 

donde kn satisface (2.32). 
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Esta nueva condición restringe la oscilación rápida de los excedentes, aunque 

puede en cierta forma puede ser debilitada usando la definición de D' ( {Un;}) , 

pero las demostraciones son menos técnicas si usamos (2.33) con (2.34) 0 

Lema 87 Supongamos que se cumplen D ( {un;}) y (2032) , y sean Bj = B1,n, 

j ::::; kn subintervalos de (0, 1] ajenos entre si. Entonces 

Demostración. 

Caso l. 

Si los Bj están separados uno de otro por al menos 

aJenos 

!!!:.n. 
n' entonces por ser 

(considerando TI1 so a1 = 1) o Por la Condición D ( { Uni}) , el valor absoluto de 

cada término de la suma está acotado por nn,mn o Entonces el resultado es con­

secuencia de (2.32). 

Caso 2. 

Si alguna de las Bj no están separadas por al menos ~, entonces definimos 

Bj = Bj - (dj- ~ ' dj] para Bj = (cj, dj]o Así que por el Caso 1 

P{X;::::; un;,iE lJ nBj}- TI P{X;::::; un; , iEnBj} ::::; knnn,m,, 
j$kn j$kn 

donde u· y TI* denotan la unión y el producto, respectivamente, de las Bj t ales 

que Bj-=/- 0. Si Bj = 0, entonces P{X;::::; Un;,i E nB;}::::; mnFn,max = o(k;; 1
) 0 
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Finalmente, tenemos el resultado deseado obsen·ando que 

y aná logamente, 

. 
O :S Il P{X; :S ttn;,i E nBj}- Il P{X, :S u,;.i E nBj } :S knmnFn,max--> O, 

j 5 kn j5kn 

usando la desigualdad lll; x; - Ili y;j :S L ; lx; - yJ que es válida para todo 

X;, y; E (0, 1]. • 

Ahora analizaremos la convergencia de P {X; :S Uni, i E nB j } suponiendo 

además, la Condición D* ( {uní}). Para ello present amos el siguiente lema. 

Lema 88 Supongamos que las Condiciones D ( { 11ni}) y D * ( {Uní}) se satisfacen, 

entonces para toda O < t :S 1 

si y sólo si, 

P {X < u · i < nt}--> e-11 (t)_ t _ nz, _ 

L p {X; :S Uní , xi+i > lln,i + ¡} --> f..L (t) ' 
i5nt 

(2 .35) 

(2.36) 

donde¡..¿ (1) < oo, y obviamente, ¡..¿ es una función no decreciente y no negativa. 

Demostración. 

Sea O < t :S l. Dividamos (0, t] = B en kn subintervalos Bj = Bj (n) tales 

que 
1 L (1- F; (un;)) :S k L (1- F; (un;)) , 

iEBj n i<nt 

(2.37) 

que puede hacerse definiendo nB1 = {1 , ... , i¡} tal que (2 .37) se satisface y el 

índice i 1 es tomado en su valor máximo, es decir. tal que 

(2.38) 
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entonces nB2 = {i1 + 1, ... , i 2 } con i2 elegido en su valor máximo como i 1, 

y seguimos este proceso sucesivamente (como lo hicimos en la primera sección 

de este capítulo). I\'otemos que n ( B- Uj~k" Bj) = {ik" + 1, ... , [nt]} = Bo 

posiblemente es no vacío. Pero por la manera en que elegimos i1 , .. . ik", tenemos 

que por (2.38) y (2.32) , 

L (1 - F; (un;)) < L (1- F; (un;)) - L L (1- F'; (un;)) (2.39) 
iEnBo i<nt 

< knF n ,max --> O, n --> OO. 

( <= ) Supongamos que se satisface (2.36). Entonces para cada j :::; kn 

1 -P{X;:::=;u,; , iEnBj } :::=; F n, max+ L P{X; ::=;U71;, X;+¡ >Un,i+¡} 
iEnBj 

por la expresión (2.37) , y 

1-P{X<u .iEnB} t _ nt- J 

> L p {X; :::; Un;, xi+! > Un ,i+d 
iE nBj 

(2.40) 

- L p {X;:::; Un; , xi+! > Un ,i+l · X¡ :::; Un¡, xl+l > Un,l+d. (2.41) 
i< IEnBj 

Por la construcción de los subintervalos Bj , las probabilidades de excedentes en 

Bj están uniformemente acotadas por (2 .37) , y entonces para toda e> O existe 

N tal que 1- P {X;:::; u,;, i E nBj } <e paran 2: N y toda j:::; kn , por ende, 

podemos usar el mismo argumento que en la demostración del Lema 73, aplicado 

a 1 - P {X; :::; U 111 . i E nBj} en vez de F; (anx + bn), y escribir 

fl P {X < ¡· E nB;·} = e-(l+o( ! )) L: ,$ kni!-P{X;~Uni ,iEnBj ) ] 
i _11m · 
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Tenemos entonces que por el Lema 87, se cumple (2 .35). 

(::::} ) Supongamos que se satisface (2.35), entonces el Lema 87 y (2 .37) impli­

can, de igual manera que para los Bi de la parte ( <=) , que 

11 p {X; :S Uni, i E nBj} = e-(l+o(!))Lj$kn[1-P{X;:Sttni.iEnBj} ] --7 e-ll(l) 

j:S kn 

Si usamos las desigualdades (2.40) y (2.41), tenemos que 

->¡.t(t). 

Análogamente, con la Condición D* ( {Un;}) , la cota superior converge t ambién 

a f.L (t). Finalmente, por la construcción de los Bj, observamos que 

así que como el lado derecho converge a cero, tenemos que se cumple la expresión 

(2.36) .• 

Observación 89 El conjunto B 0 = {ikn + 1, ... , [nt]} tiende a 0 a medida que 

n -> oo, esto por (2.39). Este hecho lo usaremos más adelante. 

Con la misma técnica de la demostración anterior, tenemos el siguiente coro­

lario. 

Corolario 90 Sea (X;)::1 una sucesión de variables aleatorias y (un;)~ 1 , n:::: 1 

sucesión de reales tal que las Condiciones D ( {un;}) y D* ( {un;} ) se satisfacen. 

Entonces 
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si y sólo si, 

2:::: p {X; :S Uni , Xi+I > Un,i+¡} ->!J. (1), n-> OO. 

i:=;n 

No obstante, estos mismos resultados implican también una afirmación más 

fuerte sobre el proceso puntual de excedentes Ñ, definido por 

n 

Ñn (-) = 2:::: 5* (-) 1{ X;_¡~Un,i -I ,Xi>uni}> n = 1 , 2, .... 
i= l 

Es decir , para cada B E B ((0, 1]) y n 2: 1, 

Ñn (B) = 2:::: 1{x;_¡ ~un,i-J,X;>uni}· 
iEnB 

(2.42) 

Para que el tratamiento sea más sencillo y facilite las aplicaciones, supondremos 

que ¡..t. es una función continua. 

Teorema 91 Sea (X;):':1 una sucesión de variables aleatorias tal que las Condi­

ciones D ( {u,;}) y D* ( {un;}) se satisfacen para los reales ( u,;f=1 , n 2: l. Sea 

(Ñ;):
1 

la sucesión de procesos de excedentes definidos por (2.42) . Entonces la 

expesión (2.36) es equivalente a 

(2.43) 

donde N es un proceso Poisson sobre E = (0, 1] con medida de intensidad la 

función continua ¡..t. ( ·) y ¡..t. ( 1) < oo . 

Demostración. 

( =>) Supongamos que (2.36) se satisface. De nuevo, haremos uso del Teorema 

143, como en la Sección 1.6, ya que en este caso por ser ¡..t. continua se satisface 

la condición (.2) del Apéndice y entonces N es simple, por lo tanto, para probar 

(2 .43) debemos verificar las expresiones (.6) y (.7) del Apéndice. 
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Para cualquier A = (a , b] e (0, 1] 

E [Ñn (A)] = ¿ p { Xi- 1 :S Un,i- 1, xi >Un;} 
iEnA 

L p {Xi- 1 :S Un,i- 11 Xi > Uni} 

[naJ+ l :Si:S[nbJ 
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L P{Xi- 1 :S Un ,i-J,Xi >Un;}- L P{Xi- 1 :S Un,i-l ·Xi >Un;} 
l :Si:S[nbj l :Si:S[naJ 

----> !-l(b)- /-l(a) =E [Ñ((O ,b])] - E [Ñ((O,a])] =E [Ñ(A)], 

quedando así probada la condición ( .6) del Apéndice. 

Los Lemas 87 y 88 implican que también para todo B 

a < c1 < d1 < · · · < ck < dk :S b y cada k 2: 1, 

P { Ñn (B) =O} = jú P {Xi :S Uni , i E (cj, dj ]} +O (1) 

----> e- L.:7= ¡[!1(dj) -l' (cj)J = e-E[Ñ(B)j = p { Ñ (B) = 0}. 

y con esto se satisface la condición (. 7) del Apéndice. 

( <= ) Supongamos ahora que se satisface (2.43). Sea B = (0, t], para O < t :S l. 

Entonces 

Entonces, por el Lema 88, se satisface (2.36). • 

Bajo una condición extra el proceso puntual de excedentes Nn es asintótica­

mente idéntico a Nn· Denotaremos 

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones finitas de la forma 

(/) = Ao e A¡ e ... e An = (0, 1] con Ak E B((O , 1]). Así que IIAn- A-n ll 
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representa la variación total entre Nn y Nn , por analogía con el concepto de 

variación total para una función F : IR ----. IR sobre [a, b] que sabemos se define 

como /IF /1 ~ = snp Lk /F (tk)- F (tk_¡)¡ , donde el snp se toma sobre todas las 
{tk) 

particiones fini tas a = t0 < t 1 < , , · < tn = b, Así para dos procesos puntuales 

N y M ta les que N (A) 2': M (A) para todo A E B ((0 , 1]) , tendremos que 

/IN- MI/ =N ((0, 1])- /IJ ((0, 1]), 

Teorema 92 Para cada n 2': 1 sea ( Uni)7= 1 sucesión de reales y (Xi):': 1 una suce­

sión de variables aleatorias que satisface las Condiciones D ( { Uni}) y D* ( { Uni}), 

Supongamos (2,36) , con J1- continua, y que para toda O < t :S 1 

L P {Xi > Uni}---> A (t), n---> oo, .\ (1) < 00, 

i:Snt 

Entonces E [/INn - Ñn/1] ---> O, n ---> oo es equivalente a f.1, (1) 
implica que 

J1- ( t) = .\ ( t) para toda O < t :S 1 

y 

(2A4) 

.\ ( 1), Esto 

donde N es un proceso Poisson sobre E = (0, 1] con medida de intensidad 

definida por la función .\ ( ·) . 

Demostración. 

Para cualquier B e (0, 1], por las definiciones de ambos procesos, es claro 

que Nn (B) 2': Ñn (B), Entonces 

E [1/Nn - Ñn/1] =E [Nn ((0, 1])- Ñn ((0, 1])] --->A (1)- f.1, (1) =O, n---> 00 , 

según las hipótesis, 

Recíprocamente, 

E [[[Nn- ÑniiJ =E [Nn ((0, 1])- Ñn ((0, 1])] ---> O, n---> 00 , 
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implica, por (2.36) y (2.44) , que ,\ (1) = 11 (1). 

Dado que para cada i :::; n , con n fijo , 

tenemos que 

i :S nt i:<=;nt 

es una función no negativa y no decreciente en t . Así que por (2 .36) y (2.44) , 

o :::; ,\ (t)- f.L(t):::; ,\ (1)- J1(1) =o 

implica que ,\ (t) = 11 (t) para toda O < t :::; l. Entonces el Teorema 91 nos dice 

que Nn ~ N donde N es un proceso Poisson sobre E = (0, 1] con medida de 

intensidad 11 (-) = ,\ (-) . • 

Observación 93 Según el Teorema anterior, para probar que se satisface que 

E [iiNn- ÑniiJ ---t O, n---too , es suficiente verificar que las expresiones (2.36) y 

(2.44) se satisfacen para t = l. 

La Condición D* ( { Uni}) hace que, asintóticamente, en intervalos pequeños 

haya a lo más un excedente. Como no hay estacionariedad , las acumulaciones de 

excedentes están definidas con respecto a los subintervalos Bj que construimos 

en la demostración del Lema 88 (con t = 1). Entonces definimos el proceso 

puntual de acumulación de excedentes N~ como 

N~ (B) = L 1{ Nn(B1nB)¡io0} 1 BE !3 ((0, 1]) 
j :'ó kn 

Demostraremos que este proceso puntual en (0, 1] converge también al proceso 

Poisson Ñ del Teorema 91. Observamos que los excedentes que se dan en Bo 

están excluidos en N,:. Pudimos haberlos incluido, pero no lo hicimos en vista 

de la Observación 89, ya que obtendríamos la misma convergencia a N si los 

incluyéramos. 
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Teorema 94 Sea (X;)~ 1 una sucesión de variables aleatorias que satisface las 

Condiciones D ( {u,;}) y D· ( {u,;}) respecto a ( u,i)~=l , n 2 l. Entonces (2.36), 

con f.-L continua, es equivalente a que N~ _:!:_, Ñ , donde Ñ es un proceso Poisson 

sobre E= (0 , 1] con medida de intensidad definida por f.-L. Además, paran---+ oo, 

ocurre que E jjN,:- ¡\-,¡¡__. O. 
Demostración. 

( =*) Supongamos que se satisface (2.36). Otra vez, con la misma justificación 

que en la demostración del Teorema 91 , para demostrar la convergencia débil 

de (Nt)'; 1 a Ñ , es necesario demostrar las expresiones (.6) y (.7) del Apéndice, 

según el Teorema 143. Para cualquier B = (e, d] e (0, 1], por (2.37), tenemos 

que 

E[N~ (B)] = L P{Nn (Bj n B) -=f O}= 

usando también (2.40) y (2.41). La suma del lado derecho converge a /1 (d)- /1 (e) 

ya que P { Nn (Bj) -=f O} ---+ O, n ---+ oo para cada j :S kn y porque hemos supuesto 

(2.36). Entonces 

E [N~ (B)] ---+ /1 (d) - 1-l (e) =E [Ñ (B)] , 

quedando probada la expresión (.6) del Apéndice. 

Ahora bien, usando el Lema 88 tenemos que para cualquier B que sea unión 

finita de intervalos (e¡, di] e (0, 1], 

P{N~ (B) =O}= P{ Nn (B) = O}+o(1)---+ e-l:dll(dt) - p(ctl l = P{Ñn (B) =o} , 

y con esto hemos probado la expresión (.7) del Apéndice. 
d -( <==) Ahora supongamos que N~ ---+ N. Sucede que para cualquier B = (0, t] 

P {N~ (B) =O} = P {cVn (B) = O} + o (1) ---+ e-p(tJ, 
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entonces por el Lema 88 se sa tisface (2.36) . 

Finalmente para probar la propiedad de la variación total , definamos un 

proceso puntual Nn mediante 

iv" (B) = 

donde para cada l:::; kn, i, + 1 es el primer punto de B1, y tomamos i 0 =O. Así 

S;n (B) :2: Ñn (B) para cualquier Be (0, 1] y por lo tanto 

pues E [Ñn ((0 , 1])] -> f..L (1), según el Teorema 91 , y 

E [Nn ((0, 1])] = LE [Ñn (Bj)] +0 (knFn ,max) =E [Ñn ((0, 1])] +o (1)-> f..L (1). 
)'Óokn 

Como también Nn (B) :2: N~ (B) para cualquier B e (0, 1], entonces de nuevo, 

E [jjRn- N~IIJ =E [Rn ((0, 1])- N~ ((0, 1])], pero por la parte(*) tenemos 

que también E (N,: ((0. 1])) -> f..L (1), por lo tanto debe suceder 

• 
Ahora trataremos de establecer los resultados anteriores para casos más par­

ticulares, en los que la no estacionariedad de la sucesión (Xi):1 con respecto a 

los excedentes no sea tan fuerte. Para ello, en vez de usar los bloques Bj con 

longitudes que varían dependiendo de Fi ( Uni), y debido a que ( Uni);';, 1 , n :2: 1 

no es constante, los B1 pueden ser definidos por una longitud fija k
1
". Hacer esto 

es razonable para sucesiones estacionarias o casi estacionarias. En vez de kna~ 

en la definición de la Condición D* ( {un;}) , definimos 

Cin = L L p {X¡ > Unt, xl+j:::; Un,l+j, Xt +j+I > Un,l+j+d 
l'S:_n-rn j :S rn- 1 
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donde r n = [k: J . Entonces diremos que se satisface la Condición jj ( { Uni}) si 

Cin -+ O, n -+ oo. Verificar esta condición es más fácil , ya que los BJ utilizados 

son más simples, aunque los términos considerados en jj ( { 11n;}) son más que en 

D* ( {un;}). No obstante, estos números son asintóticamente del mismo orden 

o ( ~:). 
De manera similar al Lema 88, obtenemos el siguiente result ado. 

Lema 95 Supongamos que se satisfacen las Condiciones D ( {Un;}) y D* ( {un;}) . 

Entonces para toda O < t ~ 1, 

P {X;~ Uni, i E n(O, t]}-+ e- J.L(t) con f.L (1) < oo 

es equivalente a la expresión (2.36) , donde f.L ( ·) es una función continua. 

Observación 96 La cota de la expresión (2.37) en el Lema 88 resulta ser en 

este caso 1- P { Xi ~ Uni, i E(~, tJ} y es o (1), uniformemente en j ~ kn , 

ya que f.L es continua. 

Entonces también podemos derivar las mismas conclusiones sobre los procesos 

puntuales estudiados, las cuales se siguen por el Lema anterior, y establecemos 

en el siguiente Teorema. 

Teorema 97 Sea (Xi): 1 una sucesión de variables aleatorias tal que se satis­

facen las Condiciones D ( {un;}) y jj ( { Uni}) cori respecto a ( Un;):1 , n ;::: l. Sea 

f.L una función continua y f.L (1) < oo. 

( i) La expresión (2.36) es equivalente a Ñn _:!_. Ñ , donde N es un proceso 

Poisson sobre E= (0, 1] con medida de intensidad definida por J.L(-). 

(ii) Si (2.36) y (2.44) se satisfacen, entonces E [IINn- JVnll] -+O, n-+ oo es 
d - -

quivalente a que), (1) = f.L (1), y entonces Nn-+ N , con N un proceso Poisson 

como en (i). 
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( iii) Para el proceso de acumulaciones de excesos N~ definido por 

d -
tenemos que (2.36) es equivalente a N~ ----> N, donde N es un proceso Poisson 

como en ( i) , y se sigue 

Para concluir esta sección, revisaremos un ejemplo en el que mostraremos 

como la Condición i5 ( {un;}) es más fácil de verificar que la Condición D* ( {un;}). 

Ejemplo 98 Sea (Yi):':1 una sucesión de variables aleatorias independientes 

donde Y; tiene distribución exp (r;) tal que /; ----> ¡ > O, i ----> oo. Además 

supongamos que Ir;- 11 = o C~J. Entonces definimos la sucesión (X;):': 1 

definida para cada i 2': 1 como x2i- 1 = Y; y x2i = x2i-1 + a; con a; > o 
tal que a; ----> a > O, i ----> oo. Un caso particular de esta sucesión es el Ejem­

plo 83. Obviamente, (X;):':1 es una sucesión 2-dependiente (ver Definición 11) , 

por tanto se satisface D ( {un;}) automáticamente, y además es no estacionaria. 

Para verificar la Condición D ( {Un;}) notemos que para cualquier kn ----> oo con 

Un ( x) = l ln n + x sucede que 
"Y 

Dn ::; 2 2.::: 2.::: p { Y¡l/21 > Un (X) - a[l/21' Y¡l/21+1 > Un (X) - a[l /21+1 } 
l j 'S_rn/2 

O ( ~ n•En/{Y; >Un (x) ~a;}) +o(!)~ O Cl +o(!) 

= O ( :n ) + O ( 1) = O ( 1) 

porque P {Y; > un (x)- a;} :S~ para toda i 2': n 6
, con alguna constante positiva 

C y 5 > O, suficientemente pequeña, usando las hipótesis. 
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Observamos que 

L p {X; ::::; Un (x) , xi+I >Un (x)} 
j ~nt 

L [P {un (x)- a;< Y; ::=:; Un (x) } + P {Y; ::=:; Un (x)- a; , Yi+I >Un (x)}] 
n• <i~nt/2 

L [(1 - e-"¡,1Ln(x))- (1- e - "f;(u,(x) - a, ) ) + (1- e-"!;(un(x) - a,) ) e - "(;Un(x)] 

n• < i~nt/2 

¿ ( e: + 1) e-,;(un(x)-a;) = ¿ e-,;(un(x)-a;) +o (1) 

n• < i~nt/2 n ~ . n• <i~nt/2 

t 
= 2e- ,.x+ra +o (1) , 

ya que r; ---+ 1 > O y a; ---+ a > O. Entonces 

fJ, (t) = ~e-rx+ra, 

que es una fun ción continua en t . Así que por el Teorema 97 tenemos que los 

procesos puntuales Nn y N~ convergen al proceso Poisson N. Podemos ver que 

,\ ( 1) =1- p, ( 1) , ya que por cálculos similares 

y 

J~~ LP{Xi+I > Un(x)} 
i~nt 

lim ~ 
n->oo L 

j=2i-I~nt 

-~ . (..L In n+x) 
e 1 'YJ + ¿ e -"! j (:tlnn+x-aj ) 

j=2i~nt 

lim P {Mn ::=:;Un (x )} lim TI p {X2i-I ::::; Un (x) , x2i::::; Un (x)} 
n->oo n-+00 2i~nt 

( 
1 

) 

n/2 

l
. 

1 
-~ (x-a) _ l e-~(z - a) 

1m --e ' =e 2 , 
n~oo n 
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como en el Ejemplo 83, en el que/; = ¡ = 1 y a; =a para toda i. 

El índice extremo resulta ser 

e= J-L (t) = 1 
.A(t) 1+ e-ra' 

que no depende ni de t ni de x . 

El tamaño de la acumulación es 1 con pmbabilidad 1 - e-'a, y es igual a dos 

con probabilidad e'a, asíntóticamente. En este sentido tenemos que el tamaño 

promedio de la acumulación es 1 + e-'a = ~. 

Observación 99 Este ejemplo nos muestra que aún en el caso no estacionario 

el índice extremo puede proporcionamos info-rmación del tamaño pmmedio de 

acumulación o "cluster" sobre umbrales altos como en el caso estacionario, en 

el que se demuestra que el índice extremo es el recíproco del tamaño medio de 

"cluster" (ver la interpretación de la ecuación 8.3 de (6)). En general, esta 

afi-rmación es válida cuando el índice extremo no depende ni de t ni de x. 



Capítulo 3 

Algunos casos no estacionarios 

El propósito de este capítulo es ejemplificar la teoría desarrollada para sucesiones 

no estacionarias en el capítulo anterior analizando tres casos muy particulares 

de sucesiones de v.a. no estacionarias. En la primera sección consideraremos 

las sucesiones generales no estacionarias max-autorregresivas (X;):1 definidas 

por X; = Z;max{X;_1 , Y;} donde (Y;):1 es sucesión de v.a.i.i.d. y (Z;):1 

una sucesión de v. a. independientes O ~ Z; ~ 1, independiente de (Y;): 1> 

para estudiar el comportamiento asintótico de Mn = max {X;, i ~ n} y evaluar 

el índice extremo para el caso en el que la distribución marginal de Y; es de 

variación regular en oo (decimos que una función positiva L, Lebesque mebible 

sobre (O, oo) , es de variación regular en oo con índice a E lR si lim LL((tx)) = to., 
n-+oo x 

t > 0). 

Para la segunda sección examinamos el comportamiento extremo de suce­

siones gaussianas no estacionarias, y como era de esperarse, de nuevo, como en 

el caso estacionario, las restricciones se hacen sobre la sucesión de covarianzas. 

En la última sección estudiamos una clase de distribuciones multivariadas 

conocidas como Farlie-Gumbel-Morgenstern para discutir las propiedades ex­

tremas de sucesiones de v.a. con dicha dsitribución. Veremos que el compor­

tamiento extremo de esta sucesión es como el que tendría si no existiera depen-

107 



108 C AI'fT li i.O :1 ALG UNOS C ASOS NO E STACIONAHI O S 

dencia entre sus componentes. Con esto tenemos que en general encontrar que 

el índice extremo de una sucesión es igual a 1 no nos garantiza que las v.a. de 

la sucesión sean independientes entre si. 

Para este capítulo utilizamos las referencias [2], [18] y [10], para cada sección, 

respectivamente. 

3.1 Sucesiones max-AR(l) no estacionarias 

Sean (Yi) : 1 y (Z;): 1 dos sucesiones independientes de variables aleatorias inde­

pendientes, donde las Y; son idénticamente distribuidas con función de distribu­

ción común G (-) y cada Z; tiene distribución F;. Supondremos que para toda 

i ~ 1, P {O :S Z; :S 1} =l. Definimos la sucesión max-AR(1) mediante 

X;= { Xo 

Z; max {X;_1, Y;} 

si i =O, 
(3.1) 

si i ~ 1, 

con Xo cualquier variable aleatoria. Denotemos por H; (-) a la distribución 

marginal de X;. 

De aquí en adelante supondremos que para alguna a > O, 

X :S O, 
, n ---. oo , 

x>O 

para alguna sucesión normalizadora de constantes (an > o):=l· Es decir, G 

pertenece al dominio de atracción de la distribución de Valores Extremos Fréchet 

(ver Definición 3) , y lo denotamos 

(3.2) 

También supondremos que 

~~fE ( zf) < 1 para alguna (3 < a , (3.3) 
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lo que implica que 

supE (Z;"') = s < l. 
;;::: ¡ 
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Aunque los resultados que obtengamos para sucesiones ma.\:-AR(1) no esta­

cionarias parten de suponer (3.2) , también se aplican para los casos en que e 
pertence al dominio de atraccción del máximo Weibull y Gumbel. como vemos 

en los dos modelos siguientes: 

(I) Sea e E D ('lia) para alguna a > O, donde 'li0 (x) = e-(-x)", x ::::; O 

(Weibull) , con x 0 = sup {x 1 e (x ) < 1} =O y (X;): 1 como en (3.1) . Definimos 

Y,*=-{;;, Z;* = 1-: donde ahora P{Z; 2 1} = 1 y supE(Z;"') < 1 para alguna 
t 1 i 2:: 1 

(3 > a y toda i , y Xó = - )
0

• Entonces X;* = ). resulta estar definida como en 

(3.1) con e• E D (<Pa) y e· es la función de distribución de Y,' para cada i. 

(I I) Sea e E D (A), donde A (x ) =e-e-x (Gumbel) , con x0 = oo y tomando 
d 

X ; = Z; + max (X;_ 1 , Y;). Supongamos que en (anx + bn) ---> A (x) donde 

tomamos an = l. y alguna bn Entonces definimos Y* =e Y; Z* = eZ; y X* = ex; 
a · t ' t t ' 

donde P { Z; ::::; O} = l. Con esto, transformamos la sucesión (X¡) ;': 1 en la suce-

sión (Xt): 1 que satisface (3.1) para Y;* con función de ditribución e· E D (<Pa) 

para toda.i . 

3.1.1 Distribución Límite del máximo y cálculo del índice 

extremo 

Discutiremos el comportamiento límite del máximo Mn = max {X1, .. . , Xn} ­

Usaremos la misma normalización an de la sucesión (Yn) ;:"=1 , para demostrar que 

.lMn tiene también distribución asintótica Fréchet. 
a n 

Lema 100 Supongamos que la condición (3.2) se satisface, entonces para cualquier 

x> O yj2 0 

uniformemente en i. 
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Demostración. 

Como G E D (<I>a), tenemos que la distribución G es de variación regular con 

exponente -o: (ver [8]), así que 

uniformemente para toda y ~ y0 > O. Entonces para toda x > O y O :S v :S 1, 

tenemos obviamente x/v ~ x y así 

uniformemente para toda v. Para toda E > O existe no tal que 

inP{Z; ···Z;-iYi - i > anx } - x - <> E(Zn· · ·E(Z;a_i )i 

< j · · · j In [1- G ( an Z;. -~ z;_J]- x-<>zf · · · zf_j¡ dF; (z; ) · · · dFi-j (z; - j ) 

< j · · · j EdF; (z; ) · · · dF;- j (z;-j) =E para toda n ~ no, 

usando la cota uniforme para v = z; · · · Zi-j E [0 , 1] . • 

De aquí en adelante supondremos que para alguna j ~ O, 

(3.4) 

Teorema 101 Supongamos que se satisfacen (3 .2) y (3.4) para j = O. Entonces 

para toda x > O, donde (an):= I es la sucesión normalizadora en (3.2) . 

Demostración. 

Dado que Z; E [O , 1] 
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y consecuentemente 
n 

P { Mn :S anX } = P {X o :S anX } [1 P { Z; Y; :S anX } . 
i=l 

Por el Lema 100 tenemos que para cada i 2 1 podemos aproximar uniforme­

mente a P { Z; Y; > a11 X} mediante ~x-a E (Z;"' ), y por lo tanto 

n n 
1 

lim """"'p { Z;Y; > anX } = lim """"'- x-a E (zn = X- 0 Co 
n ___. oo L........t n --+ oo L........t n 

i= l i= l 

por (3.4) . Esto es equivalente, según el Teorema 72, a que 

• 
Sabemos que si para una sucesión estacionaria existe (Un ( T) ):=1 una sucesión 

de reales tal que 

n (1- F (un (T))) --> T, n--> oo, 

y si además las Condiciones D (Un ( T)) y D' (Un ( T)) se satisfacen, entonces 

donde O :S e :S 1 es una constante que no depende de T , como observamos en el 

Teorema 29, y ya habíamos comentado en el Capítulo 2. Si e = 1 entonces los 

excedentes no forman acumulaciones o 11 clusters 11
, es decir , el t amaño promedio 

de 11 cluster 11 es asintóticamente igual a 1 con probabilidad l. Para la sucesión 

max-AR(1) este sería el caso si G E D (A) (Gumbel) o G E D (wa) (Weibull). 

Es por eso que estos casos del dominio de atracción del máximo de G son menos 

interesantes para nuestros propósitos de tratar sucesiones no estacionarias. 

Como vimos en el Capítulo 2, para sucesiones estacionarias (X;):': 1 el índice 

extremo se define de una manera similar , reescri hiendo la expresión ( 2. 14) junto 

con la igualdad (2.7) , 

. - lnP {Mn :S Un (T) } e= hm ' 
n~oo ¿ i$n [1 - H ;Un (T)] 
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donde H; es la distribución marginal de X;. Aquí e puede depender de T como 

vimos en varios ejemplos del Capítulo 2. Sin embargo, para muchas sucesiones 

nO estacionarias e no depende de T y entonces podemOS utilizar la misma in­

terpretación que se t iene para el índice extremo en el caso estacionario. De­

mostraremos que el índice extremo existe para la sucesión de max-AR(1) y que 

además su valor no depende, en ninguna forma, ni de T ni de Un (T) . 

Usaremos el siguiente resultado para la función de variación regular G. 

Lema 102 Supongamos que se cumple la condición (3.2). Entonces para cualquier 

x > O y E > O fijos, existe n0 tal que para toda n 2:: n0 y toda O 'S z 'S 1 

Este resultado es consecuencia de la representación de funciones de variación 

regular (ver [8]). Usando este lema probaremos el resultado necesario para 

obtener el resultado principal de esta sección. 

Lema 103 Sea (X;) : 0 una sucesión ma:r-AR(1) definida en (3.1). Supongamos 

que (3.2) , (3 .3) y (3.4) se satisfacen para toda j ;:::: O, entonces para toda x > O 

(i) 

n i-1 

L [1- H; (anx )]- L L P {Z; · · · Zi-jYi-j > anx } __,O, n __, oo 
i=l j=O 

( ii) 
n i - 1 n 

L L p {Z; ... z i-jYi-j > anx}--; x - Q L Cj < oo, n--; 00 

i= l j=O j=O 

y en consecuencw 

n 
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Demostración. 

(i) Por la definición de la sucesión (X;):o tenemos 

j 

Sea Ztj = TI Zk- Entonces 
k=i 

uniformemente en i, y utilizando la desigualdad deBonferroni (Proposición 69), 

tenemos 
i- 1 i-1 j-1 

L P { Z;'-j,;Yi- j > anX }- L L P { Z;'-j,iYi-j > anX, Z;'- k,iYi-k > anX} 
j=O j=1 k=O 

i - 1 

< 1 - H; (anx ) :S L P { Z;'- j,iYi-j > anX} . 
j = Ü 

De la misma manera que en la demostración del Lema 100, si usamos el Lema 

102 y hacemos E = a - (3 > O, encontramos que para toda 1 :S j :S i- 1 y 

o :S k :S j- 1, 

P { Z;'_j,iY; -j > anX, Z;'- k,iYi - k > anX} 

< x-2"'n- 2 (1 + E)
2 E ( Z;213 ) ·· · E ( z}! k) E ( Z;2! k_ 1) ···E ( Z;2!j) . 

Por (3 .3) escribimos s =~~fE ( zf) < l. Entonces también E ( zJ13 ) :S s y 

i- 1 j-1 i-1 

L L P { Z;'-j ,iYi-j > anx, Z;'- k,iYi-k > anX} :S x-
2
<>n-

2 (1 + E)
2 Li?+1

. 

j= 1 k = O j=1 

Si tomamos la suma sobre 1 :S i :S n , obtenemos 

n i - 1 j - 1 n i- 1 

L L L p { zi·-j,iYi- j > anx , Zt-k,iYi - k > anx} < x - 2<>n-2 (1 + E)
2 L L i?+1 

i = 1 j = 1 k=O i = 1 j=1 
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Entonces para n ---+ oo 

n i - 1 

~ [1- Hi(anx)J-~ ~ P {Z; · · · Z;-jYi- i > anx} ---+ 0 
i=1 j=O 

tomando de nuevo la sumatoria sobre toda i. 

(ii) Observemos que 

n i-1 n 
1 

n 

~ ~ p { Zt- j,iYi-j > anX} = ~;, ~ nP { zi·- j,iYi - j > anX}. 
i=1 j=O j=O i= j+l 

Por el Lema 100 cada término nP { Zt-j,iYi-i > anx} converge uniformemente 

en i a x-a E (Zf) · ··E ( Zt_j), así que con (3.4) tenemos que para j :;:::: O 

1 n 

lim- ""' nP { Zt- j;Yi-j > anx} 
n--+oo n .L..t 1 

i=j+l 

1 n . 

lim- ~ x-a E (Zt) ···E (Zt-i) = x-aci. 
n--+oon 

i=j+l 

(3.5) 

Dado que si+ l < si+1 , tenemos que por cumplirse (3.3) entonces ¿:1 C; < OO . 

Por tanto, para cualquier o > O existe j 0 tal que 

Así 
00 

si o 
--- < xao. 
1 - S 

00 

x-a ~ Cj :S X-a ~ sJ < O. 
j=jo j=jo 

(3.6) 

De nuevo por el Lema 102, existe n0 tal que para toda n > no, cualesquiera 

O :S z;, ... , Zi-j :S 1, y todo j :;:::: O y E: :S min (a- /3, 1) , 

y en consecuencia 

nP { Z;'- i,;Yi- i > anx} < (1 + t:) E ( zf) ···E ( z f_i ) x - a 

< (1 + t:) E ( zf) s:J+lx-a. (3.7) 
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Para j 0 tal que se cumple (3.6), podemos elejir por (3.5) una n 1 :::: n 0 tal que 

para toda j < Jo y n :::: n 1 

Entonces tenemos que para toda n:::: n 1 

Entonces 1 2::~~~1 
( ~ ¿~=j+l nP { Zt-j,)i-j > anx} - x-°Cj) 1 < o y además sucede 

que x-a L:7=io Cj < o por la elección de Jo y (3.6). Finalmente, por la expresión 

(3.7), tenemos paran:::: n 1 

t~ t nP{Zi*-j,iYi-i >anx} < tx~a t (1+c)E(zf)-··E(zf-i) 
j=jo i=j+l j=jo i=j+l 

usando también (3.6). 

Entonces para todo o > O 

n . 

< (1+c)x-a¿n-Jsj 
. . n 

J=Jo 

si o 
< ( 1 + E) x - a -

1 
_ :::; 2o, 

-S 
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y por lo tanto, si n ----> oo, 

• 

n i-l 

L L P {Z; · · · Zi-JYi-J > anx} 
i = l j = O 

n 

----> x - "' L cJ < oo. 
j = O 

Observación 104 En la demostración del lema anterior podemos observar que 

n [1- H;(an x)] =O (x - a), uniformememente en i. 

Si combinamos el Lema con los resultados del Teorema 101 y la parte (ii) 

del Lema 103 y lo visto en la Sección 2.2 tenemos inmediatamente el siguiente 

resultado. 

Teorema 105 Sea la sucesión (X;):':0 max-AR(l) , definida por la expresión 

(3 .1) , que cumple (3.2), (3.3) y (3.4) para cada j 2: O. Entonces (X;) :':0 tiene 

índice extremo 

Observación 106 El índice extremo de (X;):':0 lo obtenemos a partir de su 

definición: 

Ca 

y como observamos, no depende de X. en particular, si Z; = e con probabilidad 

1, para toda i, entonces E (Zi) = C"' =Ca y Cj = ca(j+l). Esto implica que 

C"' e = "'oo C<>J = 1 - C"', 
L..,] = ! 

valor que coincide con el que obtendríamos si hubieramos supuesto que (X;)~0 
es estacionaria. Tal resultado se mantiene si solamente pedimos E ( Zf) = ca 
para toda i 2: l. 
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Es posible derivar un resultado que corrobora al Teorema 92, y cuya de­

mostración se puede ver en [2]. 

Teorema 107 Supongamos que la sucesión max-AR(l) (X;):1 definida en (3 .1) 

cumple (3.2), (3.3) y (3.4) para cada j 2: O, y que además E (Zf)--> e, i--> oo, 

entonces 
d 

Nn --> N, n --> oo 

donde N es una Proceso Poisson con medida de intensidad ,\ (t) = ct-o: y un 

tamaño de cluster con distribución geométrica 7r (k) = 1 - ck, k 2: l . 

3. 2 Sucesiones Gaussianas no estacionarias 

Sea (X;): 1 una sucesión normal (en general no estacionaria) con medias y 

varianzas arbitrarias, y correlaciones r;j = Corr (X;, Xj)· Dada la sucesión 

de reales ( un;)7= 1 , n 2: 1 nos preguntamos por la distribución asíntótica de 

P {X; :S un;, i :S n} a medida que n--> oo . 

Podemos estandarizar la sucesión (X;)~ 1 utilizando v,; = ~' así que 
,_ Var(X;) 

supondremos que cada X; tiene media O, varianza 1 y la misma estructura de 

correlación. Entonces para cada i 2: 1 tenemos P {X; :S x} = <I> ( x), donde <I> es 

la función de distribución normal estándar. 

En todo este apartado trabajaremos con restricciones sobre las correlaciones 

r;j tal que satisfagan Jr;jJ < P¡i-jl cuando i =f. j, para alguna sucesión (p;): 1 tal 

que Pn < 1 para n 2: 1 y Pn log n --> O, n --> oo, que es una generalización obvia 

de la condición r n log n --> O, n --> oo utilizada para sucesiones normales en el 

caso estacionario (ver [18]). 

Primero estableceremos las condiciones bajo las cuales se cumple el Teorema 

53 para el caso particular de sucesiones gaussianas no estacionarias. 
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Lema 108 Sea la sucesión de constantes ( un;);~ I , n 2 1 tales que paran---+ oo, 

sucede que An = min U71 ¡ ~ oo. Entonces, para O :::; T:::; oo, 
l $i$ n 

n n <f> (Uni ) ~ e- T, n---> 00 , 

•=1 
si y sólo si, 

L (1- <I> (un; ))---> T , n---+ oo . 
i=l 

D emostración. 

Si usamos el hecho de que In (1- x) = -x+'ljJ (x) donde, para x > O pequeña, 

1'1/J (x)l < Ax2 para alguna A > O. fácilmente observamos que 
n n n 

Lln [1- (1- el> (ttm ))] =-L (1- <!>(un;))+ L '1/J (1- el> (un;)), 
i= l i= l i=l 

donde 
n n n 

L '1/J (1- el> (un;)) :::; AL (1- el> (un;)) 2
:::; A (1- el> (,\n)) L (1- el> (un;)), 

i=l i=l i= l 

y por lo tanto, 

para que entonces la equivalencia sea obvia. • 

Ahora probaremos un lema que nos permitirá probar un resultado importante 

al final de esta sección. 

Lema 109 Sea la sucesión (un;):':1 , n 2 1 tal que I:: 1 (1- el> (un;)) es acotada, 

y An = min Un; ---+ oo , n ---+ oo. Supongamos que las correlaciones r;j satisfacen 
l $i$n 

lrij 1 :::; o para i =f. j , donde o < 1 es una constante. Entonces 

u~i + t¿~j 

S,~ 1 ) = L lr;jl e 2
(

1+'1 1) ---+O. n---+ oo, 
I$i<j$n 
li-j iSI"n 

donde I n = e'7.;.; , para cualquier r¡ < r¡0 = ~ : ~~ . 
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Demostración. 

Claramente 

además 

l :Si<j :Sn 
li - j i:Sin 

por lo que, para cierta constante K, 

i= l i=l 

u~i+u~j 
lrij 1 e- 2(J+ó) 

i= l 
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u2 

ya que Uni 2 An ----t CXJ , n ----t CXJ, implica que ~~~;~u: es uniformemente acotado 

en i, y xe-1Jox
2 

decrece para x suficientemente grande. 

Pero como estamos suponiendo que 2:::7=1 (1 - <1> (Un;)) es acotada, entonces 

porque r¡0 - r¡ > O y An ----t CXJ, n ----t CXJ . • 

Ahora podemos probar que para el caso de sucesiones gaussianas (en general 

no estacionarias) la Aproximación de Poisson (Teorema 1) sigue siendo válida. 

Teorema 110 Supongamos que las correlaciones r;j de la sucesión normal (X;):1 

son tales que lrij 1 ::; P¡i-jl para i =1- j donde Pn < 1 para toda n 2 1 y 

Pn ln n ----t O, n ----t CXJ. Sea la sucesión de constantes (un;)7= 1 , n 2 1 tal que 
1 

2:::7=1 (1- <l>(un; )) es acotada y An = 1~iJlnUni 2 c(lnn)2 para alguna e> O. 

Entonces 
n 

P {X; ::; Un;, i::; n}- TI <1> (un;) ----t O, n ----t CXJ. (3.8) 
i=l 

Si además, pam alguna T 2 O, 

n 

L (1- <1> (un;) ) ----t T , n ----t CXJ, (3.9) 
i=l 
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entonces 

(3.10) 

D emostración. 

Claramente, por el Lema 109 claramente 5Al) ---+ o, n ---+ OO. Escribimos 

5(2) = 
n 

l $i<j$n 
li-jl>"l'n 

2 
nc TJ, y denotando lix = suppj, tenemos que para 

l$i<j$n 

li -jl>nc2~ 

j?:_x 

Si definimos Un tal que 1 - 4> (un) = ~ podemos escribir 

s;'' :5 ó, e~~ e- ,¡:J;, 1 + ""~" e-,¡ :J;,) ) ' :5 li e ( ne- .¡.'}.,) + ""~" e- •1 :Ji, 1) ' 

< 8Pu~eu~óp (!!_ e-if + t ~e-~) 
2 

---+ O, n ---+ oo, 
Un i= l Um 

ya que 8pu; rv 28p ln n = ¿~r¡(jP lnp ---+ O, n ---+ 00 pues también p = n2
TJ ---+ oo, 

y además aplicando (4.34) de [18], una propiedad de la cola de la distribución 

Normal, 

n _ _4 n 1 -~ [ n l 
Un e 2 + 8 Uni e 2 :S: K n (1- 4> (un))+ 8 (1- 4> (un;)) < oo. 

Hemos demostrado que 5~1 ), 5,~2 ) ---+ O, n ---+ oo , por lo que 

u~i+u~j 

L hj l e- 2
(

1+ijl) = 5~!) + 5~2)---+ O, n---+ OO . 

l $i<j$n 
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Si aplicamos el Lema de la Comparación Normal (Teorema 4.2.1 de [18]) tomando 

las Y¡ como variables aleatorias normales estándar independientes tenemos que 

directamente (3.8) se cumple. 

Finalmente, si además (3.9) se cumple para alguna T 2': O, entonces por el 

Lema 108 que fE=l <P (un; ) ----> e-r, n ---+ x. Entonces como se cumple (3.8) , 

tenemos que es inmediato (3.10) se cumple trivialmente. • 

3.2.1 Distribución asintótica del máximo 

Los resultados anteriores pueden ser usados para obtener la distribución asin­

tótica del máximo en muchos casos de interés. ~os preocuparemos por el com­

portamiento del máximo Mn = max {Y1 .... , Yn} de una sucesión normal (Yn):=! 

dada por Y; = X;+ m;, donde (X;): 1 es una sucesión normal no estacionaria 

definida como antes (E(X;) =O, Var(X;) = 1, Cov(X;,Xj) = r;j), y (m;): 1 

es una sucesión de reales que funciona como componente determirústico. Por 

supuesto, E(Y;) =m;, V ar(Y;) = 1, Cov(Y, Yj) = rij· supondremos que las 

constantes m; son tales que 

Pn = max lm;l =o ((log n) ~ ) . n----> oo . 
! ~ t ~n 

(3.11) 

Esta restricción es bastante útil en la práctica e incluye una amplia variedad de 

casos con tendencia acotada y no acotada de las m;s . Por simplicidad en los 

cálculos es que convenimos en establecer (3.11) como cierta. 

Demostraremos que la distribución límite del máximo que se tiene en el caso 

de v.a.i.i.d. sigue siendo válida en la convergencia Mn con las constante bn 

reemplazada por bn +m~ donde m~ es tomada tal que lm~l ~ Pn y 

(3.12) 

donde a~ = an - In ( ln 2:n) (las constantes normalizadoras an y bn son las del caso 

estacionario). La solución m~ de (3 .1 2) puede ser un problema númerico difícil, 
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aunque para n suficientemente grande una solución con Jm~l :::; !3n claramente 

existe bajo (3.11), pues por ejemplo, -¡j; (x ) = n - 1 ¿:,
1 
ea~(m;-x) (!-~a~- 1 (m;-x ) ) 

satisface 'ljJ (!3n ) :::; 1 :::; 'ljJ ( -!3n) cuando ~ < l. En algunos casos es posible 

encontrar una forma explícita para m; , por ejemplo cuando (m;):':1 es acotada. 

Con esta notación establecemos el siguiente resul tado. 

Teorema 111 S ea (Yi):':1 definida por Y; = X; + m; donde (X;):': 1 es una 

sucesión normal con m edia O, varianza 1 y correlaciones r;j tales que Jr;jl < P¡i- JI 

para i =f j con Pn < 1 y Pn log n --+ O, n --+ oo. Sea ( m;):': 1 una sucesión 

de reales que satisface (3 .11) y m~ definida por (3.12). Entonces el má:rimo 

Mn = max {Y¡ , . . . , Yn} satisface 

(3.13) 

1 1 1 

donde an = ( 2 ln n )2 y bn = ( 2 ln n )2 - ~ ( 2 ln n) - 2 (ln (ln n) + 4 1r) . 

Demostración. 

Sea Uni = Un + m~ - m; donde u , = ..E.. + bn. Entonces a, 

1 

Como Jm~ 1 < !3n para n suficientemente grande, y Un ""' (2ln n )2 (ecuación 2.13 
1 

de [5]) , t enemos que minuni = (2lnn)2 (1+o(l)). Entonces, debido a que 
! :5 t:5n 

min Uni --+ oo, n --+ oo, 
!:5iSn 

pues 

1 

U ni 1 1 m~ - m; 1 K /3 n O - - 1 = :::; ---1 --+ ,n--+oo 
Un Un (ln n)2 

uniformemente en i :::; n. 
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1 1 1 

Si usamos los valores an = (2ln n)'i y bn = (2ln n)2 -~ (21n n)-2 (In (In n) + 47r) 

en Un = ..:E... + bn tenemos que 
an 

lun (m;- m~)- a~ (m;- m~) l = l(un- a~) (m;- m~)l :::; 
13

2
n lun- a~l :::; K f3n 1 

(log n)2 

Entonces por (3.11) y (3.14). 

usando (3. 12) y el hecho de que n ( 1 - <P (un)) ---> T , n ---> oo por la definición 

de an y bn del caso estacionario. Entonces tenemos que (3.9) se satisface para 

T =e-x y por el Teorema 110, se cumple (3.13). • 
1 

Podemos generalizar el Teorema 110 si la restricción min Uni > e (In n) 2 la 
I<i<n 

reemplazamos por min Uni ---> 00 , n ---> OO . Para tal efecto,-a los números reales 
1:5t:5n 

(un;)7=I , n 2:: 1los debemos agrupar en ciertos conjuntos de la siguiente manera. 

Sean c1 = An = min Uni y dividamos { 1, ... , n} en los conjuntos 11 , . .. , J L como 
1:5i:5n 

sigue: 

]¡ = { i 1 C¡ :::; Un; :::; 2C¡} , d1 = max, 
iE)¡ 

d2 = max, 
iEh 

C2 = min { Uni 1 Uni > d¡} , 

y así sucesivamente, hasta que J L es obtenido con max Uni E J L. Así ]k es un 
l$i:5n 

conjunto no vacío de enteros {1 , ... , n} tal que los valores mínimo y máximo 

de Uni para i E Jk son ck , dk , respectivamente, donde dk :::; 2ck y claramente 

ck+I > 2ck para cad k. Finalmente por notación escribimos 

pk = L (1 - <P ( Uni)) , k = 1, 2, .. . , L. 
iEJk 

El siguiente Lema demuestra que los conjuntos Jk , que hacen una pequeña con­

tribución a ¿ (1 - <P (u,;)), pueden ser descartados. 
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Lema 112 Con la notación anterior escribamos A= {k 1 Pk 2 e-ic¡, 1 ~k~ L} 
y supongamos q11e An = 

1
:2;i,P.n Uni---> oo , n---> oo y L~=l (1- <I> (uni)) es acotada. 

Entonces - -

y 

O~ P {x, ~ Uni ,i E U Jk}- P{X; ~ Un;,i ~ n}---> O, n--> oo, 
k EA 

O~ TI {<I> (um) , i E U Jk} - TI <I> (uni)--> O, n---> OO. 
í kEA i=l 

Demostración. 

(3.15) 

(3.16) 

La diferencia de probabilidades en (3.15) claramente es no negativa y se 

encuentra dominada por 

(3.17) 

Pero si k t/:. A y k> 1, como ck > 2ck_ 1 , 

porque xe-~x
2 

decrece para x grande, y 1 - <I> (ck-d es un término en la suma 

de Pk- l·Como :Lf=l Pk = :L:1 (1- <I> (uni)) es acotada y P1 ~ e-i.A~ si 1 t/:. A, 

entonces 

0 < P{X;~Un;,iE U ]k}-P{Xi~Uni , i~n} 
k EA 

L 

< L Pk ~ K Ane-~.A~ L Pk + e-i.A~ ---> O, n---> oo, 

k~A k=l 

es decir , se cumple (3.15). La segunda conclusión (3.16) la tenemos como conse­

cuencia inmediata de aplicar la expresión (3.15) a variables aleatorias normales 

independientes. • 
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En vista de este lema, para demostrar (3.8) sólo basta que probemos que 

P {xi S Uni, i E U Jk} - f1 {1> (u,;) , i E U Jk} __,O, n __, oo. (3.18) 
kEA i kEA 

Esto es consecuencia directa de los dos siguientes lemas. 

Lema 113 Supongamos que las correlaciones r;j satisfacen Jr;j J S P¡i -JI donde 

Pn __, O, n __, oo. Si además, An = min Uni __, oo, n __, oo y L~= l ( 1 - 1> ( Uni) ) 
l<i<n 

es acotada. Entonces para k , m E A, k -S m, 

1'n<li-jl<wn,m 
iEJ.,jElm,i<j 

u; 1 +u~ 

lrij 1 e 2( 1+ r ,J 

donde In = e1JA~ parar¡ como en el Lema 109, y Wn,m = e~c;;,. 

Demostración. 

De nuevo denotamos bx = suppJ y tenemos 
j'2:_x 

Pero 

porque dk S 2ck S 2em. 

li-jl<wn,m 
iE J.,j El m,i<j 

Si multiplicamos esta última cota por !!:J... > 1 y sumamos sobre el rango 
Uni 

indicado de i y j obtenemos 

Sk,m S b,n L 
li-jl<wn ,m 

iEJ.,jElm,i<j 

para alguna constante K , porque Cm 2 ,\, y J,n __,O, n __, oo . • 
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Lema 114 Supongamos que /r;il :S P¡i-il donde Pn In n---> O, n---> oo, y además 

An = min Uni ---> oo, n ---> oo y 2:::::7= 1 ( 1 - <P ( Uni)) es acotada. Entonces, para J<i<n 
k :S m,--

sk¡ = ,m 

Wn,m < li - jl ::ó=n 
iE Jk>j EJm 

donde Wn,m = e~c;n y !3n---> O, n---> oo,con !3n que sólo depende den. 

Demostración. 

De nuevo denotando Ox = suppi, y por argumentos similares a los de la 
j?_x 

demostración del lema anterior 

s~.m < Own ,m (2:::: e-~u~,(l-Ówn,m)) ( L e-~u~j(l -Ówn,m)) 
tE)k JEJm 

< K' d d n n e-H~+d~)ówn,m <K' d2 e-d~Ówn,m n n . 
Uwn ;rn k mF"kFm - Uwn,m m F"kFm 

Pero 

1 2 1 >? . donde Wn = Wn,m = escm 2 es n ---> 00, n ---> 00, por lo tanto, para Ja SUCeSIÓn 

!3n = 32K Own e32ówn ..l. In Wn, que depende sólo de n y tiende a cero si n ---> oo, 
Wn 

• 
Utilizando estos lemas podemos demostrar que el Teorema llO sigue siendo 

1 

válido si la condición de que An = min Uni esté acotado por debajo por e (In n) 2 
l::O:i::O:n 

se reemplaza por una más simple, An ---> oo, n ---> oo. 

Teorema 115 Supongamos que (r;i) las correlaciones de la sucesión normal 

(X;): 1 satisfacen /r;il :S P¡i-il para i =f j donde Pn < 1 para toda n 2 1 y 

Pn In n ---> O, n ---> oo. Sea la sucesión de constantes (uni)7=J , n > 1 tales que 
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L~=I (1- <I> (un;)) es acotada y An = min Uni ---+ oo, n ---+ oo. Entonces (3.8) 
l~t~n 

se cumple. Si además, (3.9) se satisface para alguna T > O, entonces también 

(3.10). 

Demostración. 

Sea A definida como en el Lema 112, entonces tenemos que por los Lemas 

113, y 114 que 

u~.¡+u~i 

L jr;jje 2 (~+hl) :SEn L hPm+o(1) , 
!~i<j~n k,mEA 

i,jE u kEA Jk 

donde En ---+ O, n ---+ oo. Pero Lk,mEA PkPm :S [L~=I (1- <I> (un;))] 2 < oo por 

hipótesis, así que En Lk,mEA PkPm +o (1) ---+ O, n ---+ oo. Entonces de nuevo 

utilizando el Lema de la Comparación Normal tenemos que se cumple (3.18) y 

así por el Lema 112 se satisface (3.8). 

Finalmente, si además (3.9) se satisface entonces también (3.10) por el Lema 

108. • 

3.3 Sucesiones Farlie-Gumbel-Morgenstern 

Definición 116 Una distribución Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) en JR:n , 

para n 2 1, se define respecto a las funciones de distribución univariadas F;. 

i :S n, por 

H (x1 , ... , Xn) = (1 + L a (j, k) Fj (xj) Fk (xk)) TI F; (x;) 
!~i<k~n t = l 

para todos los vectores x = (x 1, . .. xn) E JRn donde los n (n- 1) /2 términos 

a (j, k) son cie'rtos números reales tales que H es una función de distribución. 
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Con esta definición, las distribuciones marginales univariada.s de H resultan 

ser las F1 dadas. Las contantes a (j, k) son admisibles si las 2n desigualdades 

1 + L EjEka(j , k) 2:0 
l $i<k$n 

se satisfacen para toda Ej con valor - M1 o 1 - m 1, donde J/1 y m1 son. respec­

tivamente, el supremo y el ínfimo del conjunto 

{F1 (x) , - oo < x < oo} \ {0, 1} . 

Si F1 es absolutamente continua, entonces M1 = 1 y m1 = O, así que ~1 = ± l. 

Estas desigualdades indican que los coeficientes están acotados. 

Definición 117 Sea una sucesión de v.a. (X;)~ 1 , donde para cada i la dis­

tribución marginal de X; es F;, diremos que es una sucesión FGM si para cada 

n 2: 1, la distribución conjunta de X; 1 , ... X;n está dada por la distribución FGM 

donde a (j , k) =a (k , j). 

La función a ( ·) tal que para cada n 2: 1 y { i1 , . .. , in} las desigualdades 

1 + L E;jE;ka (ij, ik) 2: 0 
l $ i<k$n 

se satisfagan para toda E 1. 

La sucesión FGM es estacionaria si y sólo si las distribuciones marginales son 

todas iguales, 

F;(-) = F(-) , i 2: 1 
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y la función a (j , k) depende solamente de j , k a través de su diferencia: 

a (j , k) =a (j -k) para toda j -:1 k . 

En general, consideraremos sucesiones FGM (Xi ): 1 no estacionarias y con las 

X i no idénticamente distribuidas. Sea la sucesión de reales (uni ) ~= I , n 2': 1, 

supondremos que se cumple la condición (2.2), es decir , 

F max = Slip { Fi ( Uin) ' i ::::: n} --+ O, n --+ 00 

En el siguiente Lema demostraremos que la Condición D ( { Uni }) se satisface 

si se cumple la simple condición 

sup /a (j, k)/ --+O, n--+ oo (3. 19) 
j-k>n 

En general no se sabe si esta condición se cumple para todas la sucesiones 

FGM. Sin embargo, veremos que bajo esta condición la distribución límite de 

Mn se deriva del comportamiento límite de 0~= 1 Fi (un (x)). 

Lema 118 Supongamos que la sucesión FGM (Xi): 1 satisface las condiciones 

(2.2) y (3 .19) . Entonces la Condición D ( { Uni}) sa satisface para cualquier suce­

sión de reales (uni ): 1 , n 2': 1 tales que 

n 

(3.20) 

Demostración. 

Tenemos que para cualquier 1 e { 1, . .. , n} , 
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Como se cumple (3.19) podemos asegurar que 

L a(l , l')F¡(Un¡)Ft,(Unt' ) 
l<I'Ef 

< L Ja(l,l')JF¡(un¡)Fmax+ L t:F¡(Unt)Fl'(unl') 
l< l' Ef ,l' - l $10 l < l' Ef ,l' - l > lo 

O (toFm., t. F¡ (u"1)) +O (o (t. F, (u",))') 

para cualquier E > O y lo tal que Ja (l, l') J < E: para l'- l > l0 . Si ahora usamos 

la desigualdad (3.20) , sucede que la última suma converge a O si n -+ oo . Esto 

de manera uniforme para cualquier 1 e { 1, ... , n}. Además esto implica que 

JP {X¡ :S: Unt , lE 1 U J}- P {Xt :S: un~, lE 1} P {X¡ :S: un~, lE J}J 

:S: (1 +O (1)- (1 +O (1)) 2
) TI Fl (unl), 

IE!UJ 

uniformemente para todo 1 = {i1 < .. . < ip} y J = {j1 , ... ,jq} y cualquier m 

t al que j 1 - ip 2': m. Es decir , se cumple la Condición D ( {un;}). • 

En este sentido, podemos formular una proposición general que se satisface 

cualquier sucesión FGM no estacionaria que satisface (3.19). 

Proposición 119 Sea (X;): 1 una sucesión FGM que satisface las expresiones 

(2.2) , (3.19) y (3.20) con respecto al alguna sucesión (un):=¡· Entonces 

n 

P {Mn :S: Un (x)}- TI F;(un (x))--> O, n--> OO. (3.21) 
i= l 

Si además, lim TI: 1 F; (un (x)) = G (x ), entonces 
n~oo 

d 
P {Mn :S: Un (x)}-+ G (x ) , n--> OO. 

Demostración. 
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Por la estructura de la sucesión FGM tenemos 

n 

(1 +o (1)) TI F; (un (x)) 
i = l 

si y sólo si 

L a (j, k) Fj (un (x)) Fk(un (x)) =o (1), (3.22) 
l :S:i<k:S:n 

que es cierto por el Lema 118. • 

Entonces tenemos que el comportamiento extremo de la sucesión FGM es 

idéntico al que tendría la misma sucesión pero con v.a. independientes. Debe­

mos observar que G no necesariamente resulta ser una distribución de Valores 

Extremos aún bajo normalizaciones adecuadas (ver Observación 77). 

Ejemplo 120 Sea (X;):1 una sucesión de v. a. donde la función de distribución 

de X; es F; (x) = 1- e-x, x 2 O si i es impar y F; (x) = 1- e-x+a, x 2 a si i es 

par, con a > O. Entonces para Un ( x) = In n + x tenemos que 

n n 
G (x) = lim TI F; (un (x)) = lim [(1- e- un(x)) (1- e-un(x)+a)] 2 

n--+oo i= 1 n--+oo 

n n ( 1 )':}( 1 l. (1 - lnn-x)2 (1 - lnn-x+a)2 _ ¡· 1 -x 1 -x+a 1m - e - e - 1m - -e - - e 
n---+oo n-+cx::> n n 

Ejemplo 121 Si ahora para cada i tenemos que F; ( x) = e>-;x, x ::; O es la 

función de distribución de X;, donde (,\;): 1 es una sucesión de reales positivos, 

tenemos que para Un ( x) = ¿::¿ >.; x 

G (x) = lim TI F; (un (x)) = lim TI e>.;un(x) = lim eL~= l >.;un(x) 
n--+oo i= 1 n--+oo i = 1 n--+oo 

l
. ~x¿:n_ ,>.; X O 1m e L..i=l Ai •- = e , x ::; . 

n~oo 
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La demostración de la proposición anterior también nos dice que (3.21) 

implica a (3 .22). En el caso estacionario la expresión (3.22) nos diría que 

Lj<k:Sn a (j, k) = o (n2
) , porque por (3.20) tenemos que lim supnF (un (x)) < oo, 

n~oo 

y con esto sucede que F (Un ( x)) = O ( ~) . 

Observación 122 Se cree que en la mayoría de los casos (3.22) implica a la 

Cond·ición D ( {un;}) , aunque no se ha en contrado un contraejemplo al respecto . 

Sin embargo, con un poco de detalle, ¡·eremos que en el caso estacionario (3.22) 

siempre se satisfa ce. Sabemos que las constantes a (j , k) deben cumplir 

1 + L EjEka(j , k) 2 0 
l :S i<k:Sn 

(3.23) 

para cualquier E j con valores - Afj o 1 - mj. Como estamos suponiendo que 

(X;): 1 es estacionaria tenemos que Mj = M y mj = m para toda j 2 l. Para 

cualquier elección de E= (E1, ... , En ) E JR.n, definimos los conjuntos 

J- {(j.k)IEj<O,Ek<O} , 

J+- {(j,k )l =:j> O.Ek<O} , 

r + {(j.k )I =:J<O,Ek>O } , 

j++ {(j,k ) 1 Ej > O,Ek > O}. 

Entonces (3.23) se puede escribir como 

L M ( 1 - m) a (j , k) 
j<k ,(j,k) EJ-+uJ + -

j<k ,(j. k )E J +- j <k ,(j ,k)EJ--

Ahora sumemos sobre todas esas ecuaciones cuando E E JR.n tal que satisface 

que card {j 1 Ej < O} = n*. Algunas pueden coincidir, pero eso no importa. A sí 

obtenemos 
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El elemento a (j , k) con 1 :::; j < k :::; n aparece 2 (;-::_2¡} veces en la primera suma 

51 , ('~-: 2) veces en 52 , y (;.-::_2
2) en 53 . Entonces tenemos para la suma S sobre 

las e~ ) elecciones de E 

L a(j,k)c::;(:.), 
I :Sj< k :Sn 

donde 

( 
n - 2 ) (n - 2) ( n - 2 ) e = 2M (1-m) n* _ 1 - (1-m2

) n* - M 2 
n* _ 2 . 

Simplificando, 

e= 
2M(1-m)(n-2)! (1-m) 2 (n-2)! M2 (n - 2)! 

(n*- 1)! (n- n*- 1)! n•! (n- n•- 2)! (n - 2)! (n - n*)! 

( 
n- 2) 2M (1-m) n* (n- n*) - (1- m) 2 (n - n*- 1) (n - n*) - M 2n* (n*- 1) 
n*-1 n*(n-n•) 

( 
n- 2) M 2n* + (1- m) 2 (n- n*)- ((1-m) (n- n*)- Mn*) 2 

n*-1 n*(n-n* ) 

Si tomamos n* = [c 1~!;;~l ] "' .\n, con O< .\ < 1, la constante e es positiva, 

porque 

((1-m) (n - n*)- Mn*) 2
:::; 4 

y así 

e 2': ( 
n- 2) M 2n* + (1- m) 2 (n- n*) - 4 
n*-1 n*(n-n*) 

( 
n) M 2n* + (1- m)

2 
(n- n*) - 4 > 

0 
n* n*(n -1) 

para valores grandes de n. Entonces tenemos que 

"' ( . k) n * ( n - 1) 0 ( ) 
L a J, :::; u-2 • (1 - ) 2 ( - *) - 4 = n . 

l :Sj<k:Sn 11'1 n + m n n 
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Si t:1 = 1 -m, tenemos una cota superior para (3.23), 

- (1- m) - 2
::; ¿::= a (j , k). 

!$j<k$n 

Entonces se sigue (3.22) . 

Observación 123 Finalmente, probaremos que una condición más débil implica 

a la Condición D ( {un;}) , a saber 

2:::= la (j, k)l Fj (un (x)) Fk (un (x)) =o (1) , n---> 00. (3.24) 
1$j<k$n 

Denotemos Un =Un (x) para cualquier x fija. Definamos A = {X;::; Un , i E 1} 

y B = {X1 ::; Un,j E J} donde I y J son subconjuntos ajenos de {1, .. . , n} , 

separados por m usada en la Condición D ( {Un}) . 

Sea S (I) = L_j<kEI la (j, k)l Fj (un (x)) Fk (un (x)) = o (1) para cualquier 

I e {1 , ... , n}. Entonces por (3.20) 

I
P{AnB}- TI F;(un)l::; S(IuJ) 

i E/UJ 

y 

IP {A} P {B}- ;lL F; (un)¡ :S s (I) + s (J) + s (I) s (J), 

las cuales son o ( 1) . Como esto se mantiene para todo I, J, se satisface D ( {Un}) . 

Aquí la separación de I y J no fue utilizada, lo que nos muestra la diferente 

naturaleza de las condiciones (3 .22) y (3.24). 

Como en el Lema 118, podemos demostrar que (3.19) y (3 .20) implican (3.24) . 

En este trabajo escrito presentamos tres ejemplos de sucesiones de v.a. no 

estacionarias , pero existen otros ejemplos para procesos estocásticos. Un caso 

interesante es el que trata Niu (ver [20]) para un tipo de serie de tiempo no 

estacionaria. Él considera una clase de series de tiempo de la forma Yi = 11t +~t , 

donde (~t) es una sucesión de promedios móviles infinitos de v.a. independientes 
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con probabilidades de cola de variación regular. En ese artículo, estudia la TVE 

de (Y¡), y bajo ciertas condiciones prueba resultados del proceso puntual de 

excedentes sobre los promedios móviles. Aplica sus resultados en el análisis de 

datos de concentraciones de ozono en la troposfera. 
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3.4 Conclusiones 

Cuando tenemos una sucesión de variables aleatorias estacionaria que presenta 

leve dependencia (que precisamos con la condición de independencia asintótica 

D (un)) y no muestra tendencia a formar agrupamientos de valores grandes (más 

precisamente la condición de antiagrupamientos D' (un)) sabemos que el com­

portamiento del máximo de la sucesión estacionaria es el mismo que tendría 

dicha sucesión si las variables aleatorias fueran independientes, el cual se en­

cuentra perfectamente caracterizado por los resultados centrales de la Teoría de 

Valores Extremos (TVE) para el caso de variables aleatorias independientes e 

idénticamente distribuidas ( v.a.i.i.d.). En la práctica, es posible tener la condi­

ción de leve dependencia, pero en cambio es muy difícil que la condición de 

antiagrupamientos se satisfaga (como podemos ver, por ejemplo, en las series de 

datos financieros), y entonces debemos ser cuidadosos con el problema de agru­

pamientos ("clusters'') de valores grandes. No obstante, sabemos que aún en 

tales condiciones podemos decir mucho sobre el comportamiento asintótico del 

máximo si conocemos el índice extremo de la sucesión estacionaria en cuestión 

(de hecho, en este caso la distribución límite no degenerada del máximo debida­

mente normalizado resulta ser la que se tendría para v.a.i.i.d. pero elevada a 

la potencia el valor del índice extremo), razón por la cual este es un concepto 

importantísimo cuando trabajamos con sucesiones estacionarias. 

Como enfatizamos en la parte introductoria de este trabajo, estamos in­

teresados en el caso de sucesiones aleatorias en general no estacionarias (en­

tonces no necesariamente las variables aleatorias en cuestión serán idénticamente 

distribuidas o independientes entre sí) , con el objetivo de estudiar el compor­

tamiento asintótico del máximo de variables aletorias en el contexto más general 

posible. Ante la búsqueda de tal niYel de generalización era razonable esperar 

que algunos resultados no pudieran extenderse intactos, tanto en las hipótesis 

requeridas como en sus implicaciones y conclusiones, perdiendo tal vez un poco 
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de precisión respecto a los resultados que se tiene para el caso estacionario. 

Precisaremos las principales conclusiones a las que llegamos una vez cul­

minada la realización de este trabajo, pero antes convenimos retomar el con­

texto en el que venimos trabajando. Dada una sucesión de variables aleato­

rias (X;):, 1 , donde F; es la distribución marginal de X; , y números reales 

( Uni):1 , n 2': 1, fue nuestro interés principal estudiar las propiedades asintóticas 

de probabilidades Pn, {uni) = P {X; ~ Uni , 1 ~ i ~ n}, a medida que n crece, en 

comparación con .Pn,{un;} = rr=l Fi (un;); notando que para el caso particular 

en el que Uni = Un para toda i, Pn,{un;} se convierte en P {Mn ~un}, donde 

Mn = max (X1 , . . . , Xn) · Denot~mos por (X;) :
1 

a la sucesión de variables 

aleatorias independientes donde X; también tiene distribución marginal F; , que 

llamamos sucesión independiente asociada a (X;):,1, y por Mn al correspondiente 

máximo. 

Resultó que para asegurar el mismo comportamiento asintótico distribucional 

entre Mn y Mn (el máximo de la sucesión en cuestión y el de la sucesión inde­

pendiente asociada) fueron necesarias una condición de leve dependencia y otra 

de antiagrupamientos análogas a las que se requieren en el caso estacionario , 

llamadas Condición D { Uni} y Condición D' {U ni}, respectivamente. La primera 

nos garantizó que para índices suficientemente separados las variables aleato­

rias correspondientes fueran asintóticamente independientes y la segunda por su 

parte, nos asegura que las contribuciones significativas a Pn,{uni} provienen sola­

mente de aquellos términos cuyos índices difieren en una cantidad suficientemente 

grande (pocos clusters de valores grandes). Para garantizar que la distribución 

límite de Mn fuera no degenerada fue necesario un requerimiento adicional cono­

cido como la Condición A. Es importante enfatizar que la distribución límite 

de Jl;fn no necesariamente es una de Valores Extremos, ya que verificamos que 

ni siquiera la distribución límite de Mn lo cumple en general, y pertenece a una 

familia más grande de distribuciones. No obstante, si se cumplen todas las condi­

ciones mencionadas anteriormente, pudimos obtener la extensión del Teorema de 
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Fisher-Tippet al caso de variables aleatorias no estacionarias pero idénticamente 

distribuidas, y pudiendo asegurar que en este caso caso la distribución límite de 

Mn si fuera una de Valores Extremos. 

Surge la pregunta de por qué tuvimos que pedir la Condición D' {un;} para 

tener la extensión del Teorema de Fisher-Tippet, cuando en el caso estacionario 

sólo fue necesaria la condición de leve dependencia. La razón de esta desven­

taja es que en el contexto general no estacionario el índice extremo, que surge 

cuando no se satisface la condición de antiagrupamientos, suele depender tanto 

de los umbrales (un; ( T) )7=1 , n ~ 1 como del valor T donde se estabiliza el número 

promedio de excesos a tales umbrales. Al respecto revisamos ejemplos en los que 

el índice extremo presenta un comportamiento caótico, pero no obstante, tam­

bién vimos ejemplos en los que el índice extremo se comporta tan bien como en 

el caso estacionario al no depender ni de la sucesión de umbrales ni de T, y nos 

da información importantísima para conocer la distribución límite del máximo. 

Cabe mencionar que establecimos condiciones suficientes para la existencia del 

índice extremo y su buen comportamiento, y en tal caso en que no depende ni 

de T ni de Un ( T) poder derivar el mismo papel que desempeúa en el caso esta­

cionario. Entonces bajo tales condiciones, aunque no se satisfaga la condición de 

antiagrupamientos, y en el caso en que las variables aleatorias sean idénticamente 

distribuidas la distribución límite de Mn resulta ser del mismo tipo de alguna 

de Valores Extremos y por ende el Teorema de Gnedenko-Balkema-Picka.nds-de 

Haan resulta ser aplicable y entonces la implementación de los métodos de la 

TVE para estimar las medidas de riesgo VaR.z y ESq usando conjuntos de datos 

no estacionarios puede ser adecuada como lo es en el caso estacionario (ver [5]). 

La convergencia distribucional del proceso puntual del número de excesos 

a umbrales pudo caracterizarse pero difiere del caso estacionario en el hecho 

de que se da la convergencia a un proceso Poisson no homogéneo, siendo que 

para el caso estacionario éste es homogéneo. La medida de intensidad ,\ ( t) del 

proceso de Poisson resulta ser la función a la que converge el número promedio 
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de excedentes tomando bloques con nt observaciones para O < t ::; 1, observando 

que A ( t) = A (el caso del proceso Poisson homogéneo) cuando la sucesión es 

estacionaria. 

Los ejemplos estudiados en el últ imo capítulo, a diferencia de los revisados 

cuando concluíamos los resultados buscados, muestran como verificar las condi­

ciones necesarias para nuestras extensiones de la TVE del caso estacionario al no 

estacionario requiere muchas veces de poner restricciones sobre las sucesiones, 

dependiendo del caso particular con que trabajemos, y nos lleva a dedicar es­

fuerzos mayores para analizar casos específicos. 
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Apéndice: Proceso Poisson 

.1 Conceptos básicos sobre procesos Puntuales 

y el Proceso Poisson 

Empezaremos este apartado mencionando conceptos básicos de probabilidad, 

necesarios para abordar un poco sobre procesos puntuales, en particular el pro­

ceso Poisson, y luego concentrarnos en aspectos de convergencia débil de este 

último. 

Definición 124 Dado un conjunto X , una colección no vacía A e 2x se llama 

a-álgebm de subconjuntos de X , si y sólo si, 

(i) 0 E A 

(ii) X\A E A para todo A E A 

(iii) Si A1, A2, ... E A entonces U~=1 AnEA. 

A la pareja (X, A) se le llama espacio medible. Si (X, A) y (Y, V) son espacios 

de medida, decimos que una función f : X ---+ Y es medible, si y sólo si, para 

todo A E A sucede que ¡-1 (A) E V. 

Para cualquier colección C e 2x, la a -álgebra generada por C, que denotamos 

a (C) , se define como la mínima a-álgebra que contiene a C. La intersección de 

todas las a-álgebras que contienen a C coincide con a (C). Si S es algún espacio 

141 



142 AP8NDICF;, P HOC'E SO POISSON 

métrico o topológico denotamos a su a-álgebra de Borel por B (S) y se define 

como el a-álgebra generado por los abiertos de S (su topología). 

Definición 125 Dado un conjunto X y una a-álgebra A de subconjuntos de X, 

decimos que una función f.l : A---. [0, oo] es una medida, si y sólo si, 

(i) f.l(0) = o 
( ii) Si A 1, A 2 , . .. E A y A; n Aj = 0 para cualesquiera i i- j , entonces 

f.l (U:=I An) = I::=l f.l (An) · 

A la tercia (X , A, f.l) se le llama espacio de medida. 

Definición 126 Una medida de probabilidad definida sobre un a-álgebra F de 

subconjuntos de O es una función P: F ___... [0, 1] que satisface 

(i) P (0) =O y P (O) = 1 

(ii) P (U:= 1 An) = z:=1 P (An) para cualesquiera A¡, A2 , ... E F tales que 

A; n A j = 0 si i -:¡. j. 

En este apartado nuestro principal objetivo es revisar la convergencia débil 

(o en distribución) para procesos puntuales, que es un poco diferente al concepto 

de convergencia débil para medidas de probabilidad (y así de la convergencia en 

distribución para v.a.) que conocemos y recordamos a continuación. 

Definición 127 Dadas f.l, /1¡, 112, ... medidas de probabilidad sobre JRd decimos 

que (f.LJ:1 converge débilmente a f.l, que denotamos f.ln -.'!... f.L, si y sólo si, 

J f (x) f.ln (dx) ----> J f (x) f.l (dx), n---> oo, 

para toda función f de valores reales continua y acotada en JRd . 

Definición 128 Sean X , X 1, X2, .. . v.a. con valores en JRd . Decimos que (X;): 1 

converge en distribución a X , que denotamos como Xn -.'!... X , si y sólo si, 
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donde Px (A) = P (X - 1 (A)), Pxn (A) = P (X,:;-1 (A)) para todo A E B (JR.d), 
son las medidas de probabilidad inducidas por las respectivas v. a. 

Consideremos una sucesión de vectores aleatorios (Xn) ~= I en el conjunto E 

llamado espacio de estados y definamos para cada A e E 

N (A) = card{i 1 X; E A} , 

es decir , N (A) cuenta el número de x:s que caen en A. Podemos observar que 

N (A) = N (A. 0 .. :) es aleatorio para cada conjunto A dado y, bajo condiciones 

generales , N ( .. "-') define una medida aleatoria de contar con átomos Xn sobre 

algún ()-álgebra A. Esta es la idea intuitiva del significado del proceso punt ual 

N . 

Para nuestros propósitos , el espacio de estados E es un subconjunto de al­

gún espacio Euclidiano finito-dimensional que puede incluir puntos con alguna 

coordenada infinita , y E cuenta con su ()-álgebra de Borel B (E). Es conveniente 

escribir un proceso puntual usando la medida de Dirac bx para x E E definida 

como 

.. { 1, si :T E A 
óx (A)= 

O, si x 'f. A 

A E B(E). ( .1) 

Dada una sucesión (x;)~ 1 en E , 

oc 

m(A) = Lbx; (A)= L 1 = card{i 1 X; E A}, A E B(E) , 
i=l ilx;EA 

define una medida de contar sobre B (E) la cual es llamada medida puntual si 

m (K) < oo para todo compacto K E E. Sea Mp (E) el espacio de todas las 

medidas puntuales sobre E con una (/-álgebra apropiada M p (E). 

Definición 129 Un proceso puntual sobre E es un mapeo m edible 
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Observación 130 1) La a-álgebra Mp (E) contiene todos los conjuntos de la 

forma {m E Mp (E) 1 m (A) E B} para A E B (E) y cualquier conjunto de Borel 

B e (0, oo], es decir, es la a-álgebra más chica que hace medible al mapeo dado 

por 1r A : m __, m (A) para toda A E B (E). 

2) De la definición anterior tenemos que un proceso puntual es función aleato­

ria tiene m edidas puntuales como valores. Es conveniente pensar un proceso 

puntual como una colección (N (A)) AEB(E) de las v. a. N (A). Los procesos pun­

tuales son medidas aleatorias especiales (ver (16}). 

3) Los procesos puntuales en los que estamos interesados pueden escribirse 

en la forma 
00 

i=l 

para una sucesión (X;): 1 de v.a. Entonces para cada w E D, 

00 

N (A ,w) = L 0x;(w) (A) , A E B (E) , 
i = l 

define una medida puntual sobre B (E). 

4) Supongamos que m = L.::: 1 Ox; es una medida puntval sobre E. Sea 

(x;J;::1 una subsucesión de (x;):1 que contiene todos los valores distintos que 

no se repiten. Definimos la multiplicidad de x;. como 

n; = card {k 1 k::::=: 1, x; = x;.}, 

y entonces m = L.:;;::1 Ox;•. 

Si nk = 1 para toda k, entonces m se llama medida puntual simple, y en 

cualquier otro caso, múltiple. Análogamente, si las realizaciones del proceso 

puntual N son medidas puntuales simples, entonces N es un proceso puntual 

simple, y múltiple en cualquier otro caso. Se puede demostrar que un proceso 

puntual N es simple si 

P{N({x}) :S 1, x E E}= l. ( .2) 
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Ejemplo 131 (Proceso puntual de excedentes) Sean un número real u y (X;)~ 1 
una sucesión de v. a. Entonces 

n 

Nn(-)=Lb-;;(-)l{X; >u}l n=l,2, . .. , 
i=l 

con espacio de estados E = (0 , 1], cuenta el número de excedentes del umbral 

u por las v. a. X 1 , ... , X n. A este proceso puntual se le conoce como proceso 

puntual de excedentes. Observamos que 

Nn(O, 1] = card { i 1 O<~:::; 1 y X;> u}= card {i:::; n 1 X ;> u}. 

La relación con la TVE es inmediata pues 

{Nn(O , 1] =O} { card { i :::; n 1 X; > u} = O} 

{Ninguna X;, i:::; n, excede a u}= {Mn:::; u}. 

y 

{Nn(O, 1] <k} { card { i :::; n 1 X ; > u} < k} 

{Menos de k de las X; , i:::; n, excede a u}= {Xk ,n :::; u} , 

donde Mn = max { X 1 , ... Xn} y Xk ,n es la k-ésima estadística de orden más 

grande de la muestra X 1, ... Xn· 

Ejemplo 132 Sea (Y;)~ 1 una sucesión de v.a.i .i.d. positivas y tomemos la suma 

Tn = Y¡ + · · · + Yn, n 2: l. Definamos 

N (t) = card{i 1 T; < t}, t >O . (.3) 

A este proceso le podemos relacionar el proceso puntual 

N(A)=Lbr,(A), AEB([O,oo)), ( .4) 
i=l 
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ya que casi seguramente, 

00 

N [0, t] = .L)r, ((0, t]) = 2:= 1 = card {i 1 T; E (0, t)} =N (t) , t ~O. 
i=l ijT;E[O,tj 

En este sentido, cada proceso (.3) corresponde a un proceso puntual. El proceso 

puntual (.4) es simple ya que O< T1 < T2 < · · · con probabilidad 1. 

Hemos visto que las realizaciones de un proceso puntual N son medidas 

puntuales. Por lo tanto, la distribución de N está definida sobre subconjuntos 

de medidas puntuales, es decir, 

PN (A)= P {N E A}, A E Mp (E) . 

Aunque esta distribución no es fácil de visualizar, la distribución de N se en­

cuentra determinada de manera única por la familia de las distribuciones de los 

vectores finito-dimensionales 

(N (A¡) , .. . , N (Am)) (.5) 

para cualquier elección de A1, ... , Arn E B (E) (ver Lema 12.1 de (17]). La 

colección de tales distribuciones se llama distribuciones finito-dimensionales del 

proceso puntual y es más fácil de imaginar que la distribución de PN. Observe­

mos que (.5) es un vector de v.a. de valores enteros y queda completamente 

determinado por las probabilidades 

P {N (A¡) = k1 , ... , N (Am) =k"'}, k; ~O, i = 1, ... , m , 

y para su caracterización es conveniente usar un concepto análogo a la transfor­

mada de Laplace, en el caso de v.a., que sea aplicable a procesos puntuales. 

Definición 133 Sea una función g ~ O medible sobre E , la funcional de Laplace 

del proceso puntual N se define como 

WN(g)=E[e-fsgdN] = { e-fs g(x )dm(x)dPN(m). 
}Mp(E) 



. 1 CONCEPTOS 0..\SICOS Sú BH E PROCESOS PJ;NTUALES Y EL I'HO CESO I'OIS SON 147 

Cabe mencionar que la integral f E gdN está bien definida como una inte­

gral Lebesgue-Stieltjes. Escribiendo N = I::: 1 Oxi para vectores aleatorios con 

valores en E, t enemos 

1 gdN = f g(X;), 
E i=l 

y en particular fA dN =fE IAdN =N (A). 

Observación 134 Si consideramos el caso especial g =tiA, t:?: O y A E l3 (E), 

tenemos que 

Ws (g) =E [e- fEttAdN] =E [e-tfEtAdN] =E [e-tN(A)], 

que es la transformada de Laplace de la v.a. N (A) . Si ahora suponemos 

que A1, ... Am E l3 (E) y tomamos las funciones g = I:;Z:,1 z; IA" z; :2: O, 

para i = 1, ... , m , obtenemos la transformada de La place conjunta de las dis­

tribuciones finito-dimensionales de los vectores ( .5) . Entonces tenemos que las 

distribuciones finito-dimensionales determinan la distribución de N, recíproca­

m ente, las distribuciones finito-dimensionales son determinadas de manera única 

por sus transfm·madas de Laplace, y por lo tanto, la funcional de Laplace deter­

mina de manera unica la distribución de N. 

Ahora estamos en posibilidades de definir adecuadamente el Proceso Poisson. 

D efinición 135 Un proceso puntual N se llama proceso Poisson con medida de 

intensidad J1. (que escribimos PPM(JJ.)) si se satisfacen 

(i) Para cada A E l3 (E), 

P {N (A) = k} = . , k :2: O. 
{ 

e-~"(A) (l'(:,))k, si J1. (A) < oo 

O, si J1. (A) = oo 

(ii) Para cualquier m:?: 1, si A 1 , .. . , AmE l3 (E) son tales que A n Ai = 0 

para i-=/= j, entonces N (A 1) , ... , N (Am) son v.a. independientes. 
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El nombre de medida de intensidad se debe a que E [N (A)] = J.l (A) (para A 

fijo N (A) tiene distribución Poisson con parámetro J.L (A) y por consiguiente un 

proceso PPM(J.L) queda determinado por su medida de intensidad J.L). 

Ejemplo 136 (PPM Homogéneo) Sabemos que un proceso Poisson homogéneo 

(N ( t)) t;:: o es un proceso con incrementos independientes y estacionarios tal que 

N (t) tiene distribución Poisson(>..t) . Entonces 

{ 
T - "}- - >-.t()...t)k -P 1\ (t) -k -e 

1 
, k- O, 1, . . .. 

k. 

Como (N ( t)) t;::o es un proceso no decreciente y si además definimos la medida 

N(s , t] = N (t) -N (s) para todo O :S s < t < oo, sabemos que podemos ex­

tenderla, por el Teorema de extensión de Carathéodory (ver {17}) , y definir así 

un pmceso puntual N sobre B ([0, oo)). Así que para toda m 2 1 y cualesquiera 

A1, ... , Am subconjuntos de [O , oo) tales que A; n Aj = 0 si i -=f. j , tenemos que 

P { V (A ) =k N (A ) =k } = ->-.IArl (>../A 1 /)k . .. e- >-. IAml (>../Am/)k 
- 1 1 , ... ' m m e k 1 k 1 ' 

1· m· 

con k1 2 O, i = 1, .... m. dado que cada A; lo podemos aproximar por intervalos 

de laforma (a , b], O :S a< b < oo, y (N(t))t ;::o tiene incrementos independientes 

y estacionarios. Aquí/·/ denota la medida de Lebesque en [0, oo). 

Usando el Ejemplo 132, tenemos que un proceso Poisson homogéneo con 

intensidad )... se puede definir como un proceso puntual simple N = 2::::1 8r,, 

donde T; = Y1 + · · · + Y; y las Y;' s son v. a. i. i. d. de una distribución exponencial 

con m edia ±. Observamos que N tiene medida de intensidad 

11 (A)= >../A/= >..1 dx, A E B ([O, oo)) . 

Ahora supongamos que _V es PPM(>../· /) con espacio de estados E e [-oo, oo]d, 

donde )... > O y /·/ denota la medida de Lebesgue sobre E. Como una forma de 

generalizar a l proceso Poisson homogéneo en [0 , oo), llamamos a PPM(>../·/) un 
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proceso Poisson homogéneo con intensidad A. Más aún, si la medida de inten­

sidad ¡.t de un PPM es absolutamente continua con respecto a la medida de 

Lebesgue, es decir, existe una función f 2 O tal que 

11 (A)= 1 f (x) dx, A E B (E), 

entonces se dice que f es la tasa o intensidad del PPM. 

Alternativamente, podemos definir un PPM(¡.t) por su funcional de Laplace, 

ya que resulta ser 
W N (g) =e- JE(l -e-g(z))dl-'(x) 

para toda función g 2 O medible (usando el Lema 5.1. 12 de [6]) . 

. 2 Convergencia débil de procesos Puntuales 

Una vez revisados los conceptos básicos de procesos puntuales y en particular 

del Proceso Poisson, estudiaremos un poco sobre convergencia débil de procesos 

puntuales, que es una herramienta básica para trabajar con la teoría asintótica 

de valores extremos. 

Primero tratemos de precisar el concepto de convergencia débil de procesos 

puntuales. Sean una sucesión de procesos puntuales N , N1 , N2 , ... definidos sobre 

el mismo espacio de estados E e [-oo, oo]d. Por la sección anterior, sabemos 

que la distribución de estos procesos puntuales en Mp (E) , el espacio de todas 

las medidas puntuales sobre E, está determinada por sus distribuciones finito­

dimensionales. Es razonable pensar que para que haya convergencia débil de 

(N;)~ 1 a N, debería suceder que para cualquier elección de conjuntos de Borel 

A1 , ... , Am E B (E) y cualquier entero m 2 1, 

p { Nn (A¡) ' ... Nn (Am) } -t p { N (A¡) , ... N (Am) } ' n-tOO. 

Pero sucede que la convergencia de las distribuciones finito-dimensionales en 

general no es suficiente para la convergencia débi l. Por eso conviene ver primero 
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una definición de convergencia débil en espacios métricos generales, a diferencia 

de la convergencia débil para sucesiones de v.a. ordinarias que conocemos. 

Definición 137 Sea K un espacio con métrica p y que cuenta con la a-álgebra 

generada por los subconjuntos abiertos con respecto a p. Además, sean rl. , A 1 , A2, ... 

elementos aleatorios que toman valores en K. La sucesión (A;) ~ 1 converge dé­

bilmente a A, que denotamos An ~ A , si para cada fun ción acotada, continua 

y de valores reales sobre K se satisface 

E[! (An)] __,E[! (A)] , n __, oo. 

Entonces si a Mp (E) le damos una métrica apropiada de manera que sea un 

espacio métrico completo, podemos definir convergencia débil en MP (E) en el 

sentido de la definición anterior. 

Definición 138 (Convergencia vaga) Sean f.L , ¡.L1 , ¡.L2 , ... cualesquiera medidas en 

MP (E). Decimos que la sucesión de dedidas (f.li ):, 1 converge vagamente a la 

medida f.L , q1¿e denotamos f-ln ~ f.L, si 

para toda fun ción g 2 O continua con soporte compacto. 

Decimos que una función g de valores reales tiene soporte compacto si existe 

un compacto/{ e E tal que g (x) =O para toda x E K c, el complemento de K. 

Este tipo de convergencia es muy similar a la noción de convergencia de 

medidas de probabilidad sobre espacios métricos. Sin embargo, si (f.li):, 1 es una 

sucesión de medidas sobre B (E) y f.ln ~ f.l , entonces f.l no necesariamente es una 

medida de probabilidad sobre B (E) o puede suceder que no se de la convergencia 

débil de medidas de probabilidad, como vemos en el siguiente ejemplo. 
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Ejemplo 139 Supongamos que E = ( -oo, oo), 11n = Ón, n 2: 1 {la medida de 

Dime concentmda en n y definida por ( .1)) y 11 = O, la medida nula. Tenemos 

que (11;):1 no converge débilmente, pero en cambio 

l g (x) 11n (dx ) = g (n)--> O= l g (x) p (dx) , n--> oo , 

es decir, 11n ~ 11 · 

Para nuestros propositos el siguiente criterio es muy útil (ver Proposición 3.12 

de [21]). Recordemos que en un conjunto en un espacio métrico es relativamente 

compacto si su cerradura es un compacto. 

Proposición 140 (Criterio de convergencia vaga) Son equivalentes: 

( i) 11n ~ 11, n --> OO. 

( ii) Para cada conjunto relativamente compacto B E B (E) tal que 11 (8B) = O 

(8B es la cerradura de B) se tiene 

lim f.Ln (B) = f1 (B). 
n~oo 

Observación 141 Con la proposición anterior, si E C ( - oo, oo) entonces pam 

demostrar 11n ~ 11 es suficiente demostmr que 11n(a , b] --> 11(a, b], n --> oo para 

todos los intervalos (a , b] donde a y b no son átomos de 11 · 

Existe una métrica dv (11 , v) que metriza la convergencia vaga en Mp (E) y 

que hace a MP (E) un espacio métrico separable y completo. No daremos dicha 

métrica pues no es nuestro propósito profundizar en este aspecto. 

Ahora podemos definir convergencia débil para procesos puntuales en el sen­

tido de la Definición 137, la cual no resulta muy clara. En el caso de procesos 

puntuales esta definición de convergencia débil es equivalente a la convergencia 

de las distribuciones finito-dimensionales ( ver [16], [17] y [21]) y es por eso que 

manejaremos la siguiente definición. 
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Definición 142 (Convergencia débil de procesos puntuales) Sean N, N1 , N 2 , . .. 

procesos puntuales sobre el espacio de estados E e [ - oo, oo]d con la a-álgebra 

B (E). Decimos que (N; )~ 1 converge débilmente a N en Mp (E) , que denotamos 

Nn _:!:.N, si 

para cualesquiera conjuntos A; E B (E) que satisfagan P { N (8A;) =O} 1, 

i = 1, .. . , m , m 2: l. 

Si suponemos E = (a, b] , la convergencia de las distribuciones finito-dimensiona 

puede verficarse sorprendentemente usando solamente el siguiente resultado, que 

es un caso especial de un teorema debido a Kallenberg (Teorema 4.7 de [16]) , 

que establecemos para intervalos semicerrados. 

Teorema 143 (Convergencia débil a un proceso puntual simple sobre un inter­

valo) Sean N , N 1 , N2, .. . procesos puntuales sobre E = (a, b] e ( -oo, oo) donde 

N es simple. Supongamos que se satisfacen 

( i) Para todos los intervalos A = (e, d] con a < e < d ~ b, 

E [Nn (A)]-> E [N (A)], n-> oo, (.6) 

(ii) Para todas las uniones B = U~1 (Ci, d;] de intervalos (e;, d;] disjuntos 

tales que a < c1 < d1 < · · · < ck < dk ~ b y cada k 2: 1, 

P{Nn(B) =O}-> P{N(B) =O} , n-> oo. (. 7) 

d 
Entonces Nn-> N en Mp (E) . 

Observación 144 El punto ( i) nos asegura que para cada sucesión de naturales 

existe una subsucesión (nk)~ 1 tal que Nnk tiene como límite algún proceso pun­

tual simple, así que el Teorema 12.8 de (17) y ( ii) implican que N tiene la misma 

distribución que dicho límite. 
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