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Introducción. 

El presente trabajo tiene por objetivo desarrollar las ideas expuestas en el artícu­
lo "The unstable equivariant fixed point index and the equivariant degree", pre­
sentado por los autores Wadaw Marzanto-wicz y Carlos Prieto, que está por 
aparecer en J . London Math. Soco 2004. 

En el capítulo 1 de la tesis se recuerda la noción de grupo topológico, que a su 
vez servirá para introducir el concepto de G-acción, que es fundamental para la 
comprensión de las definiciones de grado e índice de punto fijo equivariantes. 

En el capítulo 2 se estudia el grado equivariante definido por Ize, Massabó y 

Vignoli y se demuestran algunas de las propiedades que éste tiene. 

El tercer capítulo se centra en la definición del índice de punto fijo equivariante, 
auxiliándose del concepto de una RO-homología y la construcción de Grothendieck. 
Esta construcción permite asociarle a un semi grupo un grupo de una forma uni­
versal. Después se exponen propiedades que tiene este índice. 

Por último se comparan ambos conceptos: el de grado con el de índice de punto 
fijo equivariantes. 

1 
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Capítulo 1 

Conceptos preliminares. 

1.1. Símbolos Básicos 

A lo largo del texto se usarán los siguientes símbolos y términos. El término 
espacio significa espacio topológico, el término aplicación significa una función 
continua entre espacios. El símbolo ~ entre dos espacios significa que ellos son 
homeomorfos, ~ entre aplicaciones o entre espacios significa que ellas son ho­
motópicas o homotópicamente equivalentes, y ~ entre grupos (abelianos o no 
abelianos), anillos, algebras, espacios vectoriales, campos, etc ... , significa que son 
isomorfos. El símbolo o denota composición de funciones. 

1.2. Grupos topológicos 

Considérese conjuntos dotados de una estructura algebraica y de una estructura 
topológica. Para que estas dos estructuras definidas sobre un mismo conjunto 
den origen a un nuevo tipo de estructura (algebraica-topológica) deben estar 
relacionadas, es decir, deben verificarse ciertas condiciones de compatibilidad. 
En esta sección se introducen los conceptos básicos para el estudio de estos 
conjuntos. 

DEFINICIÓN 1.2.1 Se llama grupo topológico a una terna (G, m, T) donde G 
es un conjunto, m : G x G ~ G es una operación y T una familia de subcon­
juntos de G, tales que se cumplen las siguientes condiciones: 

3 



4 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES. 

1. (G, m) es un grupo. 

2. (G, r) es un espacio topológico de Hausdorff. 

3. Si en G x G se considera la topología del producto, las fun ciones 

m: G x G ~ G definida por m(gl,g2) = glg2 

y 
¿ : G ~ G definida por ¿(g) = g-l 

son continuas, es decir, se exige que las operaciones del grupo (multiplicar 

y tomar inversos) sean aplicaciones continuas. 

En general se denotará simplemente con G el 9rupo topológico (G, m, r), el ele­
mento e denotará el neutro de G. 

Observación 1.2.2 

1. La continuidad de m en la Definición 1.2.1 puede enunciarse así: 

• Si 91 Y 92 son dos elementos del conjunto G, para toda vecindad W 
del elemento gl g2 existen vecindades U y V de los elementos 91 y 92 
respectivamente tales que UV e W, donde UV = {uv I u E U, v E V}. 

y la continuidad de ¿ puede enunciarse así: 

• Si 9 es un elemento del conjunto G, para toda vecindad U del elemento 
g-l existe una vecindad W del elemento 9 tal que U- l e W donde 
U- l = {u- l I u E U}. 

2. En la Definición 1.2.1 (3), la continuidad de ¿ y m es equivalente a la 
continuidad de la función 

• Si gl Y 92 son dos elementos del conjunto G, para toda vecindad W 
del elemento 9lg:;1 existen vecindad~s U y V de los elementos gl y 92 
respectivamente tales que UV- l e W. 

NOTACIÓN 1.2.3 
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1. IR denota al campo de los números reales. 

2. e = {a + bi I a, b E IR} tal que i 2 = -1, denota el campo de los números 
complejos, nótese que e es isomorfo como espacio vectorial real a IR2 por 
el isomorfismo a + bi f----t (a, b); en general en es isomorfo a IR2n por el 
isomorfismo 

3. Al conjunto lHl = {a + bi + cj + dk I a, b, e, d E IR} sujeto a las identidades 

i2 = j2 = k2 = -1, ij = -ji = k, jk = -kj = i, ki = -ik = j 

se le llaman los cuaterniones. lHl es una álgebra sobre los reales que como 
espacio vectorial real es isomorfo a IR4 por el isomorfismo 

(a + bi + cj + dk) f----t (a, b, e, d), a,b,c,d E IR. 

4. Mn(lF) (donde lF E {IR,e, IHl}) denota al espacio vectorial sobre lF de las 
2 

matrices de n x n con entradas en lF, y que es isomorfo a lFn vía el 
isomorfismo 

al
n 

) a2n 
: f----t (an, al2,· .. , aln, ... , anl, an2, .. . , ann ). 

ann 

5. G Ln (lF) = {A E Mn (lF) I det A =/: O} e Mn (lF) denota al conjunto de ma­
trices invertibles, el cual es un grupo bajo la multiplicación de matrices que 
se le conoce como grupo generol lineal (en principio esta construcción 
sólo es válida para los campos conmutativos lF = IR Y lF = e, en donde el 
determinante está bien definido). 

6. §n = {x E IRn+l Illxll = 1} denota la n-esfera unitaria en IRn+l . 

Se dan a continuación algunos ejemplos importantes de grupos topológicos. 

EJEMPLOS 1.2.4 
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1. lR, e y 1HI son grupos topológicos abelianos con respecto a la suma y la 
topología euclidiana. 

2. Cualquier grupo abstracto es un grupo topológico con respecto a la topología 
discreta, al cual se le llama grupo discreto. 

3. Los conjuntos lR* = lR - {O}, C* = e - {O} Y 1HI* = 1HI - {O} son grupos 
topológicos con respecto a la multiplicación y la topología euclidiana. 

4. Si G es cualquier grupo topológico y H es un subgrupo (algebraico), en­

tonces H es un grupo topológico con respecto a la topología de subespacio. 
En particular §o = {-1, 1} subgrupo de lR* , §l = {z E e I Izl = 1} 
subgrupo de C* y §3 = {h E 1HI I Ihl = 1} subgrupo de 1HI* son grupos 
topológicos. 

2 
5. GLn(lR) tiene la topología inducida por la inclusión en lRn y así GLn(lR) 

es un grupo topológico pues la multiplicación de matrices está dada por las 
operaciones elementales. Análogamente GLn(e) tiene la topología inducida 

2 n 2 2n2 
por la inclusión en en (e ~ lR ) Y asíGLn(C) es un grupo topológico 
(la continuidad del producto es evidente, mientras que la continuidad de la 
inversa se sigue de la continuidad del determinante y de la adjunta clásica). 

Sea G un grupo topológico y sea go un elemento fijo de G. La aplicación constante 
g ~ go Y la aplicación identidad g ~ g son aplicaciones de GaG, éstas 
inducen una aplicación g ~ (go, g) de GaG x G. Componiendo esta última con 
la multiplicación continua m: G x G --+ G, se obtiene la aplicación 190 : G --+ 
G, definida por 190 (g) = gog, llamada aplicación de traslación izquierda. 
Similarmente se construye la aplicación de traslación derecha D 90 : G --+ G 
definida por D 90 (g) = ggo· Éstas tienen la siguiente propiedad importante. 

Proposición 1.2.5 Las aplicaciones de traslación son homeomorfismos. 

Demostración: 

Para toda 9 E G se tiene 

y 



1.2. GRUPOS TOPOLÓGICOS 7 

por lo tanto IgO o IgO-1 = le Y Ig0 -1 oIgO = le, es decir, la aplicación Ig0 es 
biyectiva. Ahora 19O-1 es continua pues es también composición de aplicaciones. 
Así Ig0 es un homeomorfismo de G en G. Similarmente se demuestra que DgO es 
un homeomorfismo de G en G, donde DgO-I es su inversa. Obsérvese que ni Ig0 
ni Dgo son isomorfismos de grupos .• 
Como consecuencia de esta Proposición cualquier grupo topológico G es un es­
pacio homogéneo, esto es, dados a, b E G existe un homeomorfismo G -t G que 
manda a en b (ha-lo bien Da-lb). Por ello se usa la traslación para trasladar 
la información topológica de un punto a otro en cualquier grupo topológico, es 
decir, las propiedades topológicas de G son las mismas alrededor de cualquiera 
de sus puntos, entonces basta con enunciar y demostrar sus propiedades locales 
para un elemento solamente, por ejemplo el elemento e. 

NOTACIÓN 1.2.6 Si A, B ~ G y 9 E G donde G es un grupo topológico, sean 

1. Ag = {ag I a E A} Y gA = {ga I a E A} . 

2. AB = UbEB Ab = UaEA aB . 

3. A n = {al a2 ... an I ai E A con i E {1, ... , n}}. 

4. A-I = {a- l I a E A}. 

Lema 1.2.7 Sea G un grupo topológico, A, B ~ G Y 9 E G. Se cumplen: 

1. Si A es abierto, entonces Ag y gA son abiertos. 

2. Si A es cerrado, entonces Ag y gA son cerrados. 

3. Si A es abierto, entonces AB y BA son abiertos. 

4. Si A es abierto, entonces A-I es abierto. 

Demostración: 
(1) Sea A ~ G un abierto y como Ig : G -t G es un homeomorfismo entonces 
19 es abierta y así Ig(A) = gA es abierto. Análogamente Dg(A) = Ag es abierto 
ya que D 9 es abierta. 
(2) La prueba es similar, tómese A un cerrado en G, Ig, Dg : G -t G son 
aplicaciones cerradas por que son homeomorfismos y así 19(A) = gA y Dg(A) = 
Ag son cerrados. 
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(3) Ahora AB = UbEB Ab como A es abierto entonces Ab es abierto para todo 
b E B Y así AB es abierto, ya que es unión arbitraria de abiertos , análogamente 
BA = UbEB bA es abierto ya que es unión arbitraria de abiertos. 
(4) La aplicación ¿ : G ---t G definida por ¿(g) = g-1 de hecho es un homeomor­
fismo con inversa ella misma, de aquí que si A es abierto entonces ¿(A) = A - 1 

es abierto . • 
o 

Proposición 1.2.8 Sea G un grupo topológico, H un subgrupo de G y e EH, 
o 

donde H denota el interior topológico de H. Entonces H es abierto y cerrado 

en G. 

Demostración: 
o 

Primero se demuestra que H es abierto, es decir, H =H. Tómese h E H y ya 
o 

que por hipótesis tenemos e EH, existe un abierto U de G tal que e E U ~ H, 
por otro lado la aplicación de traslación izquierda es un homeomorfismo y por lo 
tanto es abierta; en consecuencia, como U es abierto en G, se tiene que h(U) = 
hU es abierto y nótese además que h E hU pues e E U. Por lo tanto, para todo 

o 

h E H existe un abierto hU tal que h E hU ~ H es decir, h EH, por lo tanto 
H es abierto. Ahora si H es abierto entonces gH es abierto para toda 9 E G y 
por lo tanto UgH#eH gH es un abierto, pues es una unión arbitraria de abiertos, 
pero G - eH = UgH#eH gH, por lo tanto eH = H es cerrado .• 

DEFINICIÓN 1.2.9 Un homomorfismo entre grupos topológicos 1 : G ---t 

G' es una aplicación continua que a la vez es un homomorfismo de grupos. La 
función f es un isomorfismo de grupos topológicos si f es un isomorfismo 
de grupos y tanto f como 1-1 son aplicaciones. 

Sea G un grupo topológico y H un subgrupo de G, defínase G/ H = {H g I g E G} 
el conjunto de las clases laterales derechas de H y la función q : G ---t G/ H 
definida por g f---7 H 9 que se llama proyección canónica. Dótese a G/ H con 
la topología cociente bajo q, a continuación se verá bajo qué condiciones G/ H 
es un grupo topológico. 

Proposición 1.2.10 Sea G un grupo topológico y H un subgrupo cerrado de G. 

1. Si H es normal en G , entonces el cociente G/Hes un grupo topológico y 
q : G ---t G/Hes un homomorfismo de grupos topológicos. 
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2. La proyección canónica q : G --t G/Hes una aplicación abierta. 

Demostración: 
Se verá primeramente que q : G --t G/Hes abierta (lo cual resulta ser inde­
pendiente de la normalidad de H). En efecto, basta ver que para U ~ G abierto, 
el conjunto q-I(q(U)) también es abierto, lo cual es consecuencia de la siguiente 
serie de igualdades: 

q-I(q(U)) = {g E G I q(g) = q(u) para algún u E U} 

= UUEU{g E G I q(g) = q(u)} 

= UuEU {g E G I H 9 = Hu} 

= U UEU Hu = HU = UhEH hU. 

Ahora, suponiendo que H es normal, para ver que la inversa G/ H ~ G/Hes 
continua obsérvese que el siguiente diagrama es conmutativo 

G-----+) G 

q! q! 
¡; 

G/H ) G/H 

Así que dado que q es una identificación, la continuidad de qo¿ implica la de l. 

Similarmente, en el diagrama conmutativo 

G x G ___ m ___ )~ G 

qXq! q! 
m 

G/H x G/H ) G/H 

tenemos que q x q es abierta (al ser producto de funciones abiertas) y por lo 
tanto es una identificación. De este modo, al igual que en el caso anterior, la 
continuidad de m se sigue de la continuidad de qom. Solo falta ver que G/ H 
es de Hausdorff. Se demostrará primero que G/Hes TI; en efecto, como D 9 

es un homeomorfismo entonces D 9 es una función cerrada, puesto que H es un 
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cerrado en G, en consecuencia Dg(H) = Hg = q- I(q(g)) es cerrado, así todo 
punto q(g) de G/Hes cerrado. Por ello se concluye que G/Hes TI . De hecho 
con las hipótesis dadas G/ H resulta ser regular. 
Denótese por e G / H al elemento H e = H en G/ H y sea F un cerrado en G/ H tal 
que e

G
/ H ~ F . Se demostrará que existen abiertos ajenos que separan a e

G
/

H 

y F (ésto concluirá la demostración en vista de la homogeneidad de G/ H, es 
decir, en vista de que las propias traslaciones derechas D 9 : G ~ G pasan al 
cociente para definir homeomorfismos Dg : G/H ~ G/H) . 
Puesto que F es cerrado en G/ H entonces q-I (F) es cerrado en G pues q es 
continua y nótese que e ~ q-l(F), de lo contrario e

G
/ H = q(e) E F que es una 

contradicción debido a la construcción. En consecuencia existe U abierto en G 
tal que 

(1.1) 

por la Observación 1.2.2 existe un abierto W de G tal que 

e E W ~ U Y WW- 1 ~ U. 

Considérense los conjuntos A = HW y B = q-l(F)W, enseguida se verá que 
q(A) y 9(B) son los abiertos ajenos que separan a eG / H ya F. Tal demostración 
se realiza en seis partes. 

1. Los conjuntos A y B son abiertos (en vista del Lema 1.2.7(3)). 

2. El conjunto q-l(q(A)) = A y el conjunto q-l (q(B)) = B, es decir son 
saturados. 

Si 9 E q-I(q(A)) => q(g) = q(a) para algún a E A = HW 

wEW 
=> Hg = Ha donde a = hw para algún h E H y 

=> Hg = H(hw) = Hw y nótese que 9 E Hg 

=> 9 E Hw ~ HW 

por lo tanto q-l(q(A)) ~ A y como siempre se tiene que A ~ q-l(q(A)) 
por ello se tiene la igualdad. 

SigEq-l(q(B)) => q(g)=q(b) paraalgún bEB=q-l(F)W 

=> Hg = Hb donde b = yw para q(y) E F y w E W 
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=} Hg = Hyw nótese que 9 E Hg por lo que 
9 E Hyw, 

=} gw- I = hy para algún h E H 

=} q(gw- I) = q(hy) = H(hy) = Hy = q(y) E F 

=} gw- I E q-I(F) es decir 9 E q-I(F)W = B 

entonces q-l(q(B)) ~ B Y siempre se da que B ~ q-l(q(B)) por lo tanto 
se tiene la igualdad. 

3. Los conjuntos q(A) y q(B) son abiertos (en vista de la parte (1) anterior 
y la Proposición 1.2.10(2)). 

4. El elemento eG / H E q(A). 

Ya que e E H n W entonces e E HW = A Y así q(e) = eG / H E q(A). 

5. El conjunto F esta contenido en q(B). 

Como e E W entonces q-I(F) ~ q-I(F)W = B Y así F = q(q-I(F)) ~ 
q(B) (nótese que la última igualdad se da puesto que q es suprayectiva). 

6. Se tiene la igualdad q(A) n q(B) = ~. 

Supóngase que existe un x E q(A) n q(B); entonces x = q(a) = Ha para 
algún a E A = HW, es decir, a = hw para algún h E H Y algún w E W, 
por otro lado también se tiene que x = q(b) = Hb para algún b E B = 
q-I(F)W, es decir, b = yWI para algún y E q-I(F) Y algún WI E W; 
así H(hw) = x = H(yw¡) que equivale a tener Hw = HyWI entonces 
YWI = hIw para algún h l E H; entonces h¡ly = WW¡I E WW- I ~ U Y 

ciertamente h¡ly E Hq-I(F), pero Hq-I(F) es la saturación de q-I(F) 
misma que coincide con q- I (F) en vista de la parte (2) arriba, por lo tanto 
h¡ly E U Y h¡ly E q-I (F) es decir Un q-I (F) :¡. ~ que es una 
contradicción por (1.1) .• 

1.3. Variedades 

En esta sección se analiza el concepto general de variedad topológica y se in­
dicará el significado de variedad con estructura diferencial. 
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DEFINICIÓN 1.3.1 Un espacio topológico de HausdorjJ, 2-numerable X es una 
variedad sin frontero de dimensión n, o una n-variedad, si cada punto 
x E X tiene una vecindad V homeomorfa a un abierto U e ]Rn. 

Sea X una n-variedad. La variedad X se puede cubrir con una colección de 
abiertos VA tales que hay un homeomorfismo C{JA : VA --+ UA e ]Rn. A cada 
pareja (VA' C{JA) se le llama carta de la variedad X. El homeomorfismo C{JA permite 
darles coordenadas a los puntos de VA, a saber, si Pk : ]Rn --+ ]R es la proyección 
en la k-ésima coordenada y C{Jt = Pk o C{JA, entonces para cada punto x E VA, la 
n-tupla (C{Ji(x), . .. , C{J~(x)) asigna coordenadas al punto x. A éstas se les llama 
coordenadas locales de x respecto de la carta (VA' C{JA)' 

A una colección de cartas {(VA,C{JAn tales que {VA} es una cubierta de X se le 
llama atlas de la variedad X. 
Sea A un atlas en la variedad X y sean (VA' C{JA) Y (VI" C{J¡t) dos cartas en A; al 
homeomorfismo 

se le llama cambio de coordenadas. Estos cambios de coordenadas son horneo­
morfismos entre abiertos de ]Rn que pueden satisfacer condiciones adicionales. 

DEFINICIÓN 1.3.2 Sea A un atlas para la variedad X. Si los homeomorfismos 
r~ son diferenciables de clase Cr (COO

, analíticos, holomorfos, etc,), se dice que 
A es una estructuro Cr (COO

, analítica, holomorfa, etc.) y de la variedad se 
dice que es de clase Cr (COO

, analítica, holomorfa, etc.). A una variedad de clase 
COO también se le llama variedad lisa. 

NOTA 1.3.3 En el caso de una variedad holomorfa, por ejemplo, se requiere que 
n sea par, es decir, n = 2m y tómese un homeomorfismo fijo ]Rn ~ cm, de 
modo que los cambios de coordenadas son homeomorfismos entre abiertos de Cm 
y tiene sentido exigir que sean funciones holomorfas. Si éste es el caso, se dice 
que X es una m-variedad holomorfa. 

EJEMPLOS 1.3.4 

1. El espacio topológico ]Rn es una n-variedad. Si se elige como un atlas de 
]Rn al que tiene como cartas la colección de todos los abiertos, junto con 
la identidad de cada uno de ellos, éste determina una estructura analítica 
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en ]Rn (por lo tanto, de clase Cr , r :S 00 J. Más generalmente, cualquier 
abierto en ]Rn es una variedad con cualquiera de las estructuras. 

2. El espacio topológico Cm es una m-variedad. Si se elige como un atlas 
al que tiene como cartas a la colección de todos los abiertos, junto con la 
identidad de cada uno de ellos, entonces Cm es una m-variedad holomorfa. 

3. Recuérdese la proyección estereográfica 

p : §n _ N --+ ]Rn 

donde N = (0,0, ... ,1) E ]Rn+I, tal que, si x = (Xl, X2, .. . , Xn+I) E §n -

N, 
~ (Xl X n ) 

p(X) = 1 ' .. . , 1 ' 
- Xn+I - Xn+I 

que es un homeomorfismo con inverso dado por 

si 

ii= (YI,Y2,···,Yri) E ]Rn. 

La esfera §n es una variedad. Se puede cubrir con dos cartas, a saber 
VI = §n - N Y V2 = §n - S, donde N = (0,0, ... ,1) es el polo norte 
y S = (0,0, . . . , -1) es el polo sur. El homeomorfismo <PI : VI --+ ]Rn 

es la proyección estereográfica p definida arriba, y <P2 = <PI o a, donde 
a : V2 --+ VI es la aplicación antípoda tal que a(x) = -x. De hecho, con 
este atlas, §n es una variedad lisa. 

Considérese el espacio Mn(]R) (resp.Mn(C)). En 1.2.3 se notó que se tienen los 
siguientes homeomorfismos 

Las funciones determinante 

son continuas, por lo que los subconjuntos 
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son abiertos y, por lo tanto, subvariedades de IRn
2 

y de IR2n
2 

de dimensiones n 2 

y 2n2 , respectivamente. 
Dada una matriz real A (resp. compleja) de n x n, se puede interpretar a sus 

a2t 

(
ah) 

columnas como vectores A i = : . Los vectores A l . .. A n son linealmente 

ant 

independientes si y sólo si A E GLn(IR) (resp. A E GLnUC)). Supóngase un 
poco más; a saber, que estos vectores forman una base ortonormal, es decir, 
satisfacen las n(n

2
+1) ecuaciones (Ai,Aj ) = Jij , 1:S i:S j:S n, donde (- , -) 

representa el producto escalar usual en IRn (resp. el producto hermitiano usual 
en en). Ordenándolas adecuadamente, estas ecuaciones (de las cuales, en el 
caso complejo, n de ellas tienen valores reales, y n(n

2
+l) - n = n(~-l), valores 

complejos) producen aplicaciones 

n(n+l) 
t.pR : G Ln (IR) ---+ IR-2 - , 

dadas por A ~ «(Ai , Aj)), que de hecho son lisas, y se puede probar que tienen 
n(n

2
+ 1) 2 

a 15 E IR (resp. JI E IRn 
) que es el punto dado por la delta de Kronecker 

Jij , i:S j = 1, ... ,n, como valor regular. ASÍ, t.p; l(J) = On (resp. t.pc 1W) = Un) 
es una subvariedad de GLn(IR) (resp. de GLn(C)) de codimensión n(n

2+l) (resp. 
n2). ASÍ, dim On = n2 - n( n

2
+l) = 2n2-2n

2-n = n2;n = n(n
2
-1) (resp. dim 

Un = 2n2 
- n 2 = n 2

). 

El subconjunto On e GLn(lR) (resp. Un e GLn(C)) es, de hecho un subgrupo. 
Está caracterizado de la siguiente forma: Una matriz A E GLn(IR) (resp. A E 

GLn(C)) es tal que A E On (resp. A E Un) si y sólo si AA' = 1, donde A' es la 
matriz transpuesta (resp. transpuesta conjugada) de A, e 1 representa la matriz 
identidad. 

DEFINICIÓN 1.3 .5 El grupo On = {A E GLn(lR) I AAt = I} se llama grupo de 
matrices ortogonales de n x n o n-grupo ortogonal y el grupo Un = {A E 

GLn(C) I AA' = I} se llama grupo de matrices unitarias de n x n o n­
grupo unitario. El primero es una variedad de dimensión n(~-l) y el segundo 
es una variedad de dimensión n2

). 

D EFINICIÓN 1.3.6 Un grupo de Lie es un grupo topológico G que es variedad, 
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tal que la aplicación 

J.L:GxG--+G 

dada por 

es diferenciable. Se sigue entonces que las traslaciones por la izquierda 190 : 

G --+ G, 190 (g) = gog; Y las traslaciones por la derecha D 90 : G --+ G, 
D90(g) = ggo son difeomorfismos. 

Observación 1.3.7 Los grupos GLn(IR), GLn(C), On y Un son grupos de Lie. 

Demostración: 
Por lo anterior, y siguiendo una demostración similar en el caso complejo, se 
tiene que los grupos arriba mencionados son variedades. Ahora, dado que las 
multiplicaciones y los determinantes están dadas por suma de productos de 
elementos en IR o e, según el caso, la correspondiente aplicación J.L es lisa .• 

1.4. G-Acciones 

Los grupos de transformaciones describen simetrías (continuas) de objetos geo­
métricos. En esta sección se introducen las nociones y notaciones básicas que 
serán usadas a lo largo del texto. 

DEFINICIÓN 1.4.1 Dado G un grupo topológico y X un espacio topológico. Una 
acción izquierda de G en X (también, una operación izquierda de G en X) es 
una aplicación 

p:GxX--+X 

tal que 

1. p(g,p(h,x» = p(gh,x) Vg , h E G, x E X. 

2. p(e, x) = x Vx E X, e E G la unidad. 

Un G-espacio izquierdo es una pareja (X, p) que consiste de un espacio X 
junto con una acción izquierda p de G en X . Usualmente se denota al G-espacio 
(X, p) sólo por X . Es conveniente denotar p(g, x) por gx. Las reglas 1 y 2 de la 
definición anterior toman la forma g(hx) = (gh)x y ex = x . 
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La traslación izquierda Lg : X --+ X, x f---t gx por 9 es un homeomorfismo de 
X con inversa Ly-1. Esto sigue de las reglas LgLh = Lgh , Le = idx , las cuales 
son sólo reformulaciones de 1.4.1. 
Considérese la función 

TJ : G --+ Homeo(X) 

9 f---t Lg 

(donde Homeo(X) es el grupo de los homeomorfismos de X en sí mismo) ésta 
es un homomorfismo de grupos. 
La acción es llamada efectiva si el núcleo de TJ es {e}. Ésta es llamada trivial 
si el núcleo es G. Una acción es llamada libre si gx = x siempre implica que 

9 = e. 
Dado un G-espacio X, R = {(x, gx) I x EX, 9 E G} es una relación de equiva­
lencia en X. El conjunto de clases de equivalencia XmodR se denota por X/G. 
La función cociente q : X --+ X / G es usada para proveer a X / G con la topología 
cociente. Este espacio es llamado el espacio de órbitas del G-espacio X. 
La clase de equivalencia de x E X es llamada la órbita Gx alrededor de x. Una 
acción de G en X es llamada transitiva si X consiste de una sola órbita, es 
decir, si dados x, y E X existe 9 E G tal que gx = y. 

Proposición 1.4.2 Para cada x EX, el conjunto Gx = {g E G I gx = x} es 
un subgrupo cerrado de G . Este subgrupo es llamado el grupo de isotropía de 
x o del G-espacio X en x. 

Demostración: 
El elemento e E Gx ya que ex = x. Sean g, h E Gx , (gh)x = g(hx) = gx = x, 
por lo que gh E Gx . Por último, si gx = x, multiplicando por g-l del lado 
izquierdo se tiene x = g-lgx = g-lx por lo que g-l E Gx . Que Gx es cerrado 
en G es consecuencia de lo siguiente. Sea h E G - Gx , por lo tanto hx = y f; x. 
Como G es de Hausdorff, existen abiertos U y V de G tales que x E U, Y E V 
Y U n V = 0; como JL : G x G --+ G es continua, existen abiertos A y W de G 
tales que h E A, x E W y AW e V. Sea 9 E A, gx E AW e V, si gx = x E U 
entonces U n V f; 0, lo cual es una contradicción, por lo que 9 E G - Gx y 
así h E A e G - Gx . Se concluye que Gx es cerrado en G . • 
Si H es un subgrupo de G entonces 

XH = {x E X I hx = x "Ih E H} 
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es llamado el espacio de puntos fijos de X bajo H. Los puntos en XC son 
llamados puntos estacionarios del G-espacio, o puntos fijos de la acción de 
G. 

DEFINICIÓN 1.4.3 Si X es un G-espacio y Y e X es un subespacio, Y es G­
invariante o G -subespacio si para toda 9 E G Y Y E Y la relación gy E Y 
vale. 

Proposición 1.4.4 Sea X un G-espacio y sea Y e X G-invariante. Entonces 
la cerradura topológica Y de Y, es G -invariante. 

Demostración: 
Como Lg : X ---t X es un homeomorfismo se cumple que: gY = Lg(Y) 
Lg(Y) = gY = Y .• 

EJEMPLOS 1.4.5 

1. El grupo aditivo IR actúa sobre el espacio topológico IR a través de (g , x) f-t 

9 + x; esta acción es libre. 

2. Sea G = Z2 el grupo con dos elementos {-1, 1} Y sea X = §n. Entonces 
se tiene una acción de grupo 

tal que (-l)x = -x. A esta acción se le llama acción antípoda en la 
n-esfera. 
Bajo esta acción, las órbitas de §n son las parejas de puntos {x, -x} y el 
cociente §n /Z2 = IRlP'n, es el espacio proyectivo real. 

3. El grupo §l actúa en 

por (( , (zo, . . . , zn» f-t ((zo, ... , (zn). Esta acción es libre y el espacio de 
órbitas es el espacio proyectivo complejo ClP'n. 

4. Sea V un espacio vectorial complejo de dimensión m y sea Gk(V) = {W e 
V I W subespacio lineal y dim W = k} , donde dim W es la dimensión 
compleja de W. Si Mon(Ck, V) es el subconjunto de Hom(Ck, V) de los 
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monomorfismos con la topología relativa, Hom(Ck, V) tiene la topología de 
Ckm ) se tiene una aplicación suprayectiva 

dada por a t---+ a(Ck). Dése a GdV) la topología cociente. A Gk(V) se 
le llama variedad de Gmssmann compleja de k-planos en V. Será de 
especial interés la variedad de Grassmann de k-planos en Cn, G k (Cn) . 

Dado 'Y E GLk(C) , se tiene que, si a E Mon(Ck,Cn), entonces q(a) 
q( a o 'Y). Más aún, si q( a) = q((3) , entonces, dada una base {VI ,' . " vd 
de a(Ck) = (3(Ck), se define 'Y E GLk(C) tal que 'Y((3-IVi) = a-1vi, por 
tanto, (3 = a o 'Y. Así, se tiene que la aplicación 

dada por (a, 'Y) I---t (a o 'Y) es una acción de grupo, y el espacio de órbitas 

obtenido de identificar a con a o 'Y, para a E Mon(Ck, cn) Y 'Y E GLk(C) , 
es homeomorfo a Gk(Cn). 

5. Una representación real (compleja) del grupo topológico G en el es­
pacio vectorial real (complejo) V de dimensión finita, es una acción con­
tinua (} : G x V ~ V tal que, para cada 9 E G, la traslación izquierda 
Lg : V ~ V es un operador lineal continuo. También se llama a V o a 
(V, (}) un espacio de representación. 
Si V = IRn, entonces una representación es un homomorfismo continuo 
9 t---+ Lg de Gen GLn(IR). En particular, se tiene la representación canónica 

y similarmente para GLn(C) y subgrupos de GLn(IR) y GLn(C). 
El conjunto de puntos fijos V H de una representación Ves un subespacio 
lineal porque 

V H = n ker(Lh - id). 
h E H 
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Si un grupo G actúa en un espacio de representación V por aplicaciones or­
togonales (o aplicaciones unitarias) L g, entonces la esfera unitaria S (V) = 
{v E V : (v, v) = 1} de V es G -invariante y se tiene una acción inducida 
de G en S(V) . 

6. Una representación compleja de Zm en en esta dada por 

donde 6, ... , ~n son m-ésimas raíces de la unidad. Si las ~j son m-ésimas 
raíces primitivas de la unidad, es decir ~j = exp(21fiajjm) con aj primo a 
m, entonces la acción en la esfera unitaria es libre. En este caso, el espacio 
de órbitas es denotado por 

L2n-l( ) m;al,··· ,an 

y es llamado espacio lente. 

7. Si un grupo de Lie compacto G actúa en ]Rm por aplicaciones ortonorma­
les L g, y IILg( x )1I = IIxll; entonces se denota por M a la pareja (G , ]Rm) 

y se dice que M es un G-módulo de dimensión m. Obsérvese que para 
un G-módulo M el homomorfismo continuo g H Lg de G en GLm(]R), 
realmente lo es de G en Om Y el conjunto S(]Rm) es G-invariante. 

8. Sea G un grupo de Lie compacto, y sea M un G-módulo de dimensión 
m . Se denota por §M la m-esfera obtenida como la compactación por un 
punto de M = ]Rm con la G-acción, extendida al punto al infinito que 
queda fijo. Es decir 

está dada por 

p,(g,x) = {
9X, 

00, 

si x E ]Rm, 

si x = oo. 

Dado un G-espacio X y un punto Xo E X, el cual es punto fijo, a la pareja (X, xo) 
se le llama G-espacio punteado y al punto Xo se le llama punto base del G­
espacio punteado. Nótese que para un G-módulo M , (§M , 00) es un G-espacio 
punteado. 
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DEFINICIÓN 1.4.6 La M -suspensión de un G-espacio punteado (X, xo) es defini­
da por §M 1\ X donde 

con la acción de G en §M 1\ X inducida por la acción diagonal en §M x X. 
Denotamos por ( 1\ x a la imagen de «(, x) E §M X X en §M 1\ X. 

NOTACIÓN 1.4.7 Y',t! X = Y', M X = §M 1\ X 

EJEMPLO 1.4.8 Y',M§N ~ §MElJN 

Demostración: 
Considérese la aplicación f : §M x §N -----t §MElJN dada por 

{

«(,O, si «(,O E M EB N, 

f«('~) = 00, si (= 00 

00, si ~ = oo. 

Tal aplicación es suprayectiva, además como §M x §N es compacto y §MElJN 

es de Hausdorff (porque M EB N es localmente compacto), se tiene que f es 
identificación. Aún más, como f«(,oo) = f(oo,~), define un homeomorfismo 
¡: Y',M§N -----t §MElJ N . • 

DEFINICIÓN 1.4.9 Un G-módulo M es iN'educible si cada vez que se cumple 
M =:! MI EB M2 entonces MI = O Ó M 2 = O equivalentemente MI =:! M Ó M2 =:! M. 

1.5. Aplicaciones G-equivariantes 

DEFINICIÓN 1.5.1 Supóngase que X y Y son G-espacios. Una aplicación f : 
X -----t Y es llamada aplicación G-equivariante o G-aplicación si para toda 
g E G y x E X la relación f(gx) = gf(x) vale, y es llamada G-invariante si 
para toda g E G Y x E X la relación f(gx) = f(x) vale. 

Una G-aplicación f : X -----t Y induce una aplicación 

f /G : X/G -----t Y/G, Gx H Gf(x) . 
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Si I : X --+ Y es equivariante, entonces, "Ix E X, Gx e G ¡(x). Si la igualdad 
vale "Ix EX, I es llamada isovariante. 
Supóngase que {Xj I j E J} es una familia de G-espacios. Se define una G-acción 
en el producto topológico TIjEJ X j por 

(g, (Xj : j E J)) t-+ (gXj : j E J), 

la cual es llamada la acción diagonal. 

DEFINICIÓN 1.5.2 Dos G-aplicaciones lo, f¡ : X --+ Y son llamadas G-ho­
motópicas si existe una G-homotopía, de lo a f¡, es decir, una aplicación 
equivariante 

F: X x [0,1] --+ Y 

tal que F(x,O) = lo(x), F(x,l) = f¡(x), donde [0,1] tiene la G-acción trivial 
y X x [0,1] la acción diagonal. Cada aplicación !t : x t-+ F(x, t) es entonces 
una G-aplicación. Como es usual, se puede mostrar que la relación de ser G­
homotópicas es de equivalencia. Se usa el símbolo [X, y]G para el conjunto de 
clases de G-homotopía de G-aplicaciones X --+ Y. Se escribe lo ~G f¡ si lo 
y f¡ son G-homotópicas. Se denota por [f)G E [X, y]G a la clase {g I I ~G 9 : 
X --+ Y}. 

Análogamente se tiene la siguiente definición: 

DEFINICIÓN 1.5.3 Sea X un G espacio y A e X un espacio G-invariante, se 
dice que (X, A) es una pareja de G-espacios . Para (X, A) Y (Y, B) parejas de 
G-espacios, una G-aplicación de parejas, denotada por I : (X, A) --+ (Y, B) 
es una G-aplicación I : X --+ Y tal que I(A) e B. 

DEFINICIÓN 1.5.4 Dos G-aplicaciones de parejas lo , f¡ : (X, A) --+ (Y, B) son 
llamadas G-homotópicas si existe una G-homotopía de parejas, de lo a f¡, 
es decir, una aplicación equivariante 

F: (X, A) x [0,1) --+ (Y, B) 

tal que F(x, O) = lo(x), F(x, 1) = f¡ (x), F(a, t) E B para todos a E A, t E [0,1] 
donde [0, 1] tiene la G-acción trivial y X x [O, 1) la acción diagonal. Cada apli­
cación!t : x t-+ F(x, t) es entonces una G-aplicación de parejas. Se usa el símbo­
lo [X, A; Y , B]G para el conjunto de clases de G-homotopía de G-aplicaciones de 
parejas (X, A) --+ (Y, B). Se escribe lo ~G f¡ si lo y f¡ son G-homotópicas. 
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DEFINICIÓN 1.5.5 A una G-aplicación de parejas I : (X,xo) --+ (Y,Yo), es 
decir, tal que I(xo) = Yo , se le llama G-aplicación punteada; así como a 
una G-homotopíade parejas F: (X,xo) x [0, 1] --+ (Y,Yo), es decir, tal que 
F(xo, t) = Yo, t E [0,1] se le llama G-homotopía punteada. Se usa el símbolo 
[X , Y]~ para el conjunto de clases de G-homotopía de G-aplicaciones punteadas 
(X , xo) --+ (Y, Yo). Se escribe lo -::=0 f¡ si lo y f¡ son G-homotópicas. Se denota 
por [/]0 E [X, Y]~ a la clase {g I I -::=0 9 : (X, xo) --+ (Y, yo)} . 

DEFINICIÓN 1.5.6 Se dice que un G-espacio topológico X es G-contraíble si la 
aplicación identidad idx : X --+ X es G-homotópica a la aplicación constante 
cXQ : X --+ X tal que cXQ (x) = Xo E X . Aquí, Xo debe ser un punto fijo de la 
acción. 

DEFINICIÓN 1.5.7 Dos G-espacios X y Y son G-homotópicamente equiva­
lentes (o del mismo tipo de G-homotopía), en símbolos X -::=0 Y, si existen 
G-aplicaciones I : X --+ Y Y 9 : Y --+ X tales que 

gol -::=0 idx Y I o 9 -::=0 idy. 

A cada una de tales G-aplicacines I y 9 se le llama equivalencia homotópica 
y se puede escribir I : X -::=0 Y o 9 : Y -::=0 X; cada una de ellas es G-inverso 
homotópico de la otra. 

EJEMPLO 1.5.8 Si X es un G-espacio contraz'ble, entonces es G-homotópica­
mente equivalente a un G-espacio singular (un punto), es decir X -::=0 *, ya que 

si idx -::=0 cXQ ' entonces las aplicaciones equivariantes I : X --+ * y 9 : * --+ X 
tales que g( *) = xo son inversos homotópicos, pues gol = cXQ -::=0 idx y 

lo 9 = id •. 

DEFINICIÓN 1.5.9 Sea I (X , xo) --+ (Y, Yo) una G-aplicación punteada. Se 
define 

~M 1: ~MX --+ ~My 

dada por 
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Sea G un grupo topológico y f : G ----+ IR una función real. Para go E G se de­
finen las funciones Rgof Y Lgof por (Rgof)(g) = f(ggo) Y (Lgof)(g) = f(g01g). 
Se tiene el siguiente teorema del que se omite la demostración. Ésta puede con­
sultarse en el libro de Pontriagin [7). 

Teorema 1.5.10 Sea G un grupo topológico compacto. Entonces existe una 
única función real 1 (llamada la integral de Haar) definida en funciones reales 
continuas f en G, tal que 

1. 1(f¡ + fz) = 1(f¡) + l(fz)· 

2. l(cf) = cl(f) , donde c E IR . 

3. Si f(g) ~ O para todo 9 E G, entonces 1(f) ~ O. 

4. 1(1) = l. 

5. I(Rgo f) = 1(f) = I(Lgo f) para toda go E G. Se denota 1(f) = fG f(g)dg 
o por f f(g)dg .• 

El siguiente teorema es una versión equivariante del lema de extensión de Tietze, 
frecuentemente conocido como teorema de extensión de Tietze-Gleason. 

Teorema 1.5.11 Sea G un grupo de Lie compacto que actúa en un espacio 
normal X y sea A ~ X un subespacio cerrado invariante. Sea {} : G ----+ GLn(lR) 
una representación de G y sea ep : A ----+ IRn equivariante; esto es ep(g( a)) = 
(}(g) . ep( a) . Entonces existe una extensión equivariante 'ljJ : X ----+ IR n de ep. 

Demostración: 
Por el Teorema de extensión de Tietze ep se extiende a una función ep' : X ----+ IRn. 
Para producir una extensión equivariante simplemente se define para cada x 

donde la integral es la integral de Haar en G aplicada componente a componente. 
Entonces para h E G se calcula 
'ljJ(hx) = f {}(g-1)ep'(g(hx))dg 

= f {}(h(gh)-1)ep'(gh(x))dg 
= f {}(h){}((gh) - 1 )ep'(gh(x))dg 
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= (!(h)1/J(x) 
por la linealidad y la invariancia de la integral bajo traslaciones derechas (por 
h). Entonces 1/J es equivariante. Más aún, para a E A se tiene que 
1/J(a) = J (!(g-l )<p'(g(a))dg 

= J (!(g-l)<p(g(a))dg 
= J <p(a)dg = <p(a) J dg 
= <p(a) 

por la equivariancia de <p y la normalización de la integral. Entonces 1/J extiende 
a <p. Finalmente 1/J es continua por 1.5.10 .• 

Lema 1.5.12 Sea X un espacio normal y sea G un grupo de Lie compacto que 
actúa en X. Sean A y B subespacios cerrados G -invariantes de X tales que 
AnB = 0. 
Entonces existe una aplicación de Urysohn G-invariante <p : X --+ [0 , 1] tal que 
<p(x) = ° si x E A Y <p(x) = 1 si x E B . 

Demostración: 
Sea r.p : X --+ [0, 1] cualquier aplicación de Urysohn relativa a A y B ; entonces 
la aplicación de Urysohn G-invariante requerida esta dada por 

<p(x) = J r.p(gx)dg 

donde la integral es la integral de Haar en G .• 
La siguiente proposición es muy útil porque permite construir vecindades G­
invariantes. 

Proposición 1.5.13 Sean X y G como en la proposición 1.5.12 y sean A e X 
un conjunto cerrado G-invariante y U e X abierto G-invariante tales que A e 
U. Entonces existe un subconjunto abierto V G-invariante tal que A e V e V e 
U. 

Demostración: 
En efecto, sea <p : X --+ [0,1] una aplicación de Urysohn G-invariante tal que 
<p(x) = ° si x E A y <p(x) = 1 si x E X-U. Ahora, considérese el conjunto 
V = <p-l([O, ~]). El cual cumple A e V e V e U. Sea v E V ... 3x E [O,~] tal 
que <p(v) = x. Se quiere que gv E V Vg E G, pero <p(gv) = <p(v) = x por ser <p 
G-invariante; así gv E <p- l(x) e <p-l([O,~]) entonces V es G-invariante .• 
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Por último, considérese la siguiente proposición que es de gran utilidad para los 
capítulos restantes. 

Proposición 1.5.14 Existe un homeomorfismo equivariante canónico entre §M 

y S(M EB IR) que envía el punto 00 E §M a (0,1) E M x IR donde IR tiene la 
G-acción trivial. 

Demostración: 
Sea x E IRm y considérese la (inversa de la) proyección estereográfica 

II : §M -+ S(M EB IR) 

definida por 

_ _ ( 2i IIxll- 1) 
x I-t II(x) = Ilxll + l' Ilxll + 1 ' 00 I-t (0,1) 

con inversa 
e : S(M EB IR) -+ §M 

definida por 

y I-t e(iJ) = (1 Yl , . . . '1 Yn ) , 
- Yn+! - Yn+! 

(0,1) I-t 00 

para y E M EB IR con Ilml = 1, Y = (Yl, . . . , Yn+!). Se tiene así que II es un 
homeomorfismo, y ya que IIgml = Ilml para toda 9 E G se tiene que II es G­
invariante .• 
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Capítulo 2 

El grado equivariante. 

2.1. Construcción del grado equivariante 

En esta sección, se da la definición del grado equivariante, como está dado en 
[5]. 
Sea G un grupo de Lie compacto, y sean M y N G-módulos con acciones ortonor­
males de G, de dimensiones m y n, respectivamente. Para una aplicación equi­
variantel: V ----+ M, donde donde VeN es un abierto G-invariante y el 
conjunto Z = 1-1(0) es compacto, las siguientes condiciones valen: 

1. Reduciendo V si es necesario, se puede suponer que V es acotado, que 1 
está definida en V y que el conjunto nulo de 1, Z = 1-1 (O) está contenido 
en V. 

2. Tomando R suficientemente grande tal que V e BR, donde BR denota la 
bola abierta centrada alrededor del origen con radio R en N. (Nótese que 
B R es G-invariante ya que G actúa ortonormalmente). 

3. Usando el teorema de extensión de Tietze-Gleason 1.5.11, se extiende 1 
a una aplicación 1 : BR ----+ M. Denótese por Z el conjunto nulo de j, 
1-1(0) = Z = Z U Z', donde Z' e B R - V. 

4. Después, tomando un conjunto abierto V' tal que Ve V' e V' e BR, V'n 
Z = Z, y usando el lema 1.5.12 se construye una aplicación G-invariante 

27 
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rp : BR ---+ [0, 1] tal que rpIBR-V' = 1 Y rplv = O. 

5. Se define F: [0,1] X B R ---+ IR x M por 

F(t, x) = (2t + 2rp(x) - 1, j(x)). 

6. Como F(t ,x) = O si y sólo si t = ~ y x E Z, entonces F no tiene ceros en 
la frontera 8([0,1] x BR) ~ §N Y entonces F determina, por restricción, 
una aplicación 

F ' : §N ---+ (IR x M) - {O} ---+ §M, 

donde la segunda aplicación es la retracción usual sobre la esfera unitaria 
de IR x M, que por la observación 1.5.14 coincide equivariantemente con 
§M. 

DEFINICIÓN 2.1.1 La clase de homotopía (no estable) dega(J)= [F,]a E [§N,§M]? 

es el grado equivariante de f. Donde [§N , §M]? denota el conjunto de clases 
de G -homotopía de G -aplicaciones punteadas de §N a §M, donde cada una de 

estas esferas tiene a 00 como punto básico. 

NOTA 2.1.2 La propiedad de escisión del grado dada en 2.2 (más adelante) 
garantiza que la definición dada es independiente de la reducción mencionada 
en 1. 

La figura 2.1 ilustra la construcción. 
Obsérvese que a cualquier aplicación f definida como en 2.1.1 le corresponde un 
elemento [F,]a E [§N , §M]? Lo siguiente es mostrar que esta correspondencia 
es independiente de las elecciones hechas en la construcción anterior. 

Proposición 2.1.3 La clase de homotopía no depende de: 

1. la aplicación G-invariante rp, 

2. la elección de la vecindad G-invariante V' de V, 

3. la extensión G-equivariante j de f, 

4· la elección de la bola abierta B R que contiene a V. 
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Figura 2.1: Construcción 

Demostración: 
(1) Dadas epo, epI : BR --+ [0, 1) dos aplicaciones de Urysohn G-invariantes tales 

que epoIBR-v' = 1, epolv = 0, epIIBR-v' = 1 Y epdv = 0, considérese la aplicación 
epT : BR --+ [0, 1)' r E [0, 1) definida por 

epT(X) = r epl (x) + (1- r)epo(x) . 

Sea FT : [0,1) x BR --+ IR x M, r E [0,1)' definida por 

FT(t, x) = (2t + 2epT(X) - 1, j(x)). 

Claramente, FT (t , x) = ° si y sólo si t = ~ y x E Z . Por consiguiente, FT no 
tiene ceros en la frontera. 
Más aún, 

{

(1 ' j(x)) , 

FT(O,x) = :j:. 0, ~ 

( -l,J(x)), 

{

(3,j(X))' 

FT (l , x) = :j:. 0: 

(1, f(x)) , 

si x E (BR - V'), 

si x E V' n (BR - V), 

si x E V, 

si x E (BR - V'), 

si x E V' n (BR - V), 

si x E V, 
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para cualquier T E [0,1]; de aquí que H : ([0,1] x B R ) x [0, 1] --t IR x M 
dada por H((t, x), T) = Fr(t, x) es una G-homotopía entre Fo y FI. Entonces 
[Fo]G = [FI] G; esto es, la clase de G-homotopía de F no depende de la elección 
de la aplicación de Urysohn. 
(2) Supóngase primero que existen dos vecindades abiertas invariantes V~ , V{ 
de V tal que V~ e V{ e BR. 
Dadas epo, epI las aplicaciones G-invariantes asociadas a V~, V{ respectivamente, 

es decir epOIBR-V~ = 1, epo lv = 0, epI IBR-V{ = 1 Y epI lv = 0, considérese la 

aplicación epr(x) = Tepl (x) + (1 - T)epo(X), para x E B R , T E [0, 1] Y la G­
homotopía H : ([0,1] x B R ) x [0,1] --t IR x M entre Fo Y FI dada por 

H((t, x), T) = Fr(t, x) = (2t + 2epr(x) - 1, J(x)). 

Esto da inmediatamente que [Fo] G = [F¡JG. Véase la figura 2.2 

Figura 2.2: 

En el caso cuando V~, V{ son arbitrarias, se usa el argumento anterior aplicado 
a V~ n V{ y a cada V~ y V{. 
(3) Dadas dos extensiones G-equivariantes Jo , }¡ de f se puede elegir una vecin­
dad abierta G-invariante V' de V tal que V' n Zr = Z VT E [0, 1]. Donde 
Zr = J;I(O) y la aplicación G-equivariante f"-r esta dada por Jr(X) = TJI(X) + 
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(1 - T)Jo(X). Esta vecindad V' existe porque la compacidad de UTE[O,I] Z~ y la 
cerradura de V aseguran una distancia positiva; véase la figura 2.3. 

Figura 2.3: 

La aplicación JT(X) induce una G-homotopía H«t,X),T) = FT(t,x) = (2t + 
2¡p(x) -l'!T(x)) entre Fo Y F1 , ya que no se anula en la frontera (H«O, x), T) = 
FT(O, x) = (2¡p(x) - 1, JT(X)) , H«l, x), T) = FT(l , x) = (1 + 2¡p(x) , JT(X))), y la 
afirmación se sigue. 

(4) Dada BRo e B R , O:=:; Ro :=:; R, tal que Ve BRo. Sean Jo y J dos extensiones 
de f a BRo Y BR respectivamente. Por (2) y por (3) se puede suponer que existe 
una vecindad abierta G-invariante V' de V tal que V' n Zo = Z = V' n 2 donde 
20 = J01(0) Y 2 = J-l(O), y tal que JI-B = Jo. Dada € > O tal que si x E V' 

, RO 

entonces IIxll :=:; Ro - €, considérese la G-aplicación hT : BRo --+ M dada por 

hT(x) = f(~f;::¡X), para cualquier T E [0,1]' donde 

{
l, 

ex T x -( , ) - 1 (R-Ro)(lIxlI-Ro+ f) 
+ T fRo ' 

si IIxll :=:; Ro - €, 

si Ro - € :::; Ilxll :=:; Ro· 

Para cualquier T E [0,1], la aplicación ST(X) = ex(T, x)x es un homeomorfismo G­
equivariante de BRo en BR que deja fijo a BRo-f y SI (BRo ) = BR. De aquí que, 
hT es una extensión G-equivariante de f a BRo para cualquier T E [0,1]. En­
tonces, por (3), como ho = 11-B = lo, la clase de G-homotopía [Fo]G de Fo 

RO 

inducida por lo coincide con la clase [F1]G, donde F1 es inducida por h1 . Más 
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aún, si se extiende h1 como una constante fuera de B Ro, se obtiene una extensión 
G-equivariante h1 de f a B R. Entonces, aplicando (3) una vez más se tiene que 
[F¡Ja = [Ff , donde F1 , F son las aplicaciones inducidas por h1 y ¡ respec­
tivamente. (Aquí se identifican, por medio de Sr, los dos grupos de clases de 
aplicaciones G-homotópicas definidas en los cilindros [0,1] x BRo Y [0, 1] X BR) . 

• 
2.2. Propiedades del grado equivariante 

En lo que sigue, para cualquier G-módulo M = (G, lRm
), §M+1 denota la com­

pactación por un punto del G-módulo M EB lR. 

Observación 2.2.1 §M 1\ §1 ~ §M+! .• 

La siguiente es una lista de las propiedades principales de este grado equivarian­
te: 

1. Propiedad de existencia de ceros. Si dega(J) i= 0, entonces existe 
x E V tal que f(x) = O. 
Demostración: 
Supóngase que \:Ix E V f(x) i= 0, luego el conjunto nulo de f , Z = f- 1 (0) 
es vacío; entonces la extensión ¡ de f se anula solamente en Z' ~ B R - V. 
Por lo que F(t , x) = ° {:} x E Z' Y t = -~. Se concluye que F no se 
anula en [0,1] x B R Y F' se puede extender a Bn+! ~ [0,1] X B R . Así, 
dega(J) = [F,]a = O .• 

2. Propiedad de invariancia G-homotópica. Sea {Ir : V ----t M}o::S;r9' 
una familia de aplicaciones G-equivariantes parametrizadas continuamente 
que cumplen f;l(O) e V para toda T E [0,1]. Entonces el grado dega(Jr) 
no depende de T E [0,1] . A una tal homotopía fr se le llama homotopía 
admisible. 
Demostración: 
Para cada T E [O, 1] sea Fr : [O, 1] x B R ----t lR x M la extensión de fr defini­
da por Fr(t,x) = (2t+2<pr(x) -l,j,(x)). Sea H: ([0, 1] x BR) x [O, 1]----t 
lR x M dada por H (( t, x), T) = Fr (t, x), la cual es una G-homotopía entre 
Fo Y F1 · Entonces [Fo]a = [Fr]a = [F1 ]a \:IT E [0,1] .• 



2.2. PROPIEDADES DEL GRADO EQUIVARIANTE 33 

3. Propiedad de escisión. Sea I : V --t M equivariante tal que I(x) f O 
en V - Vo, donde Vo e Ves abierto y G-invariante. Entonces 

Véase la figura 2.4. Demostración: 

Figura 2.4: 

Sea ¡: B R --t M la extensión G-equivariante de I a B R , sea V' abierto 
tal que Ve V' e V' e B R y v'nz = z, y sea t.p : B R --t [O, lj aplicación 
G-invariante tal que t.pIBR-V1 = 1 Y t.plv = O. Entonces degaU) = [F'ja, 
donde F ' está definida como en 2.1.1. Obsérvese que la aplicación ¡ es 
también una extensión de la restricción Ilvo' V' cumple con Vo e V' e 
V' e BR , y t.p es también una aplicación asociada a Ilvo tal que t.pIBR-V1 = 
1 Y t.plvo = O. Entonces, como degaUl vo ) es independiente de la elección 
de V' y t.p, se sigue que [F'la =degaUlvo)' • 

4. Propiedad de Suspensión. Sea I : B R --t M G-equivariante tal que 
/-1(0) e BR. Entonces 

donde ~ : [§N , §Mj? --t [§N+l, §M+lj? es el homomorfismo de suspensión 
dado por [/ja I----t [id§l A !la. 
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Demostración: 

Para 1 : B R --t M, la G-aplicación 'P = O; por lo que F(t,x) = (2t-
1,/(x)). Se observa que ésta no se anula en la frontera 8([0,1] x B R ) . 

Entonces dega(J) = [FI§N jO = [2t - 1, I]a = [idl§' 1\ ljO = ~[JjO . • 

Observación 2.2.2 Sea 1 : V --t M una aplicación G-equivariante tal 

que 1-1 (O) e V y supóngase que existe una extensión G-equivariante 
1 : B R --t M de 1 a B R ::J V tal que 1-1 (0) e V. Entonces con­
sidérese la clase de G-homotopía [.na E [§N, §M]:. En este caso, usando 

las propiedades de suspensión y escisión se obtiene 

Corolario 2.2.3 Sea 1 : V --t M una aplicación G-equivariante tal 
que 1-1(0) e V, sean]; : B R --t M V e BR e N extensiones G­
equivariantes de 1 a B R y sean gi : [0,1] x BR --t IR, i = 0, 1 aplicaciones 
G-invariantes. Supóngase además que las aplicaciones Fi : [0 , 1] X BR --t 

IR x M, i = 0,1 definidas por Fi (t , x) = (gi(t,X) , ];(x)), i = 0,1 son 
G-homotópicas en [0,1] x V y tal que Fi(t,x) -::/:- ° para toda (t,x) E 

[0, 1] X (BR - V) . Entonces ~[Fo]a = ~[F¡Ja . 

Demostración: 

Sea W = (0,1) x V. Como dega (Folw) =dega(Ft!w) entonces aplicando 
la observación 2.2.2 a W , Fa Y F1 respectivamente, tenemos 

dega(Filw) = dega(Fi) = ~[Fi]a, 

ya que Fi(t , x ) -::/:- ° para toda (t, x) E ([0, 1] x BR) - W . • 

5. Propiedad de aditividad. Sea 1 : V --t M G-equivariante tal que 
1-1(0) e V = VI UV2 , donde V1,V2 e V son abiertos G-invariantes tal que 
VI n V 2 = 0. Entonces 

donde [FjO , [F¡Ja y [F2 ]a son las clases de homotopía G-equivariantes 
inducidas por 1, Ilv, , y IIv

2 
respectivamente. 
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Figura 2.5: 

Véase la figura 2.5. Demostración: 
Sea [F]G la clase de homotopía G-equivariante inducida por la aplicación F : 
[0, 1] x BR -+ IR x M definida por F(t, x) = (2t + 2<p(x) - 1, f(x)). Donde <p es 
una aplicación G-invariante asociada a V' abierto, acotado G-invariante tal que 
V e V' y V' = V{ u V~ con V{ n V~ = 0, donde V{ y V~ son las correspondienes 
vecindades G-invariantes de VI y V2 respectivamente. Considérese la siguiente 
G-homotopía, 7 E [0,1] 

H
' ( ) = {(2t + (1 - 2t7)(2<p(x) - 1), j(x)), 
T t, x A 

((1 - 7)(2t + 2<p(x) - 1) + 7, f(x)), 

Obsérvese que en 7 = O se tiene 

H
'( ) _ {(2t + 2<p(x) -l,j(x)) = F(t , x), 
o t,x - A 

(2t + 2<p(X) - 1, f(x)) = F(t, x), 

si O ~ t ~ t, 
si t ~ t ~ 1. 

si O ~ t ~ t, 
si t ~ t ~ 1. 

En 7 = 1, se obtiene que [F]G es inducida por la aplicación 

'( ) {(2t + (1- 2t)(2<p(x) -l),j(x)), si O ~ t ~ t, 
H 1 t , x = A • 1 

(1, f(x)) , SI 2" ~ t ~ 1. 

Nótese que si se cambia la variable t por 1- t en la aplicación de arriba, la nueva 
aplicación que se obtiene induce la clase -[FjG (la inversa de [F]G). Considérese 
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la aplicación 

rpt ,x = A ( ) { 
(2t + (1 - 2t)(2<p(x) - 1), j(x)), 

(2(1 - t) + (2t - 1)(2<pl (x) - 1), f(x)), 

si O ::; t ::; ~, 

si ~ ::; t ::; 1. 
(2 .1) 

Esta aplicación induce la clase de homotopía [F]G - [FIjO. Ahora considérese la 
G-homotopía HT : [0,1] x B R --+ IR x M definida por 

HT(t , x) = (1, j(x)), si t E [0 , 1]' x E BR - V' Y T E [0,1], 

Para x E V{ 

{ 

(2t + (1 - 2t)(2<pl (x) - 1), j(x)), 

H T (t , x) = (T + (1 - T) (2<pl (x) - 1),j (x)), A 

(2(1- t) + (2t -1) + (2<pl(X) -l),f(x)), 

Para x E V; 

HT t ,x = A ( ) { 
(2t + (1 - 2t)(2<p2(X) - 1), j(x)), 

(1 , f(x)), 

si O ::; 2t ::; T, 

si T ::; 2t ::; 2 - T , 

si 2 - T < 2t < 2. 

si O ::; t ::; ~, 

si ~ ::; t ::; 1. 

Es fácil verificar que HT está bien definida (<PIVi = <Pi) Y es continua. Nótese que 
Hl coincide con la aplicación definida por 2.1 

HI(t , x) = (1 , j(x)) , si t E [0, 1], x E BR - V', 

Para x E V{: 

H1(t ,x) = {(2t + (1- 2t)(2<pl(X) -l),j(x)) , A 

(2(1 - t) + (2t - 1)(2<pI (x) - 1), f(x)), 

si O ::; 2t ::; 1, 

si 1 ::; 2t ::; 2. 

Para x E V;, 

HI(t, x) = {(2t -: (1 - 2t)(2<p2(X) - 1), j(x)), 
(1, f(x)), 

si O ::; t ::; ~, 

si ~ ::; t ::; 1. 

Obsérvese que la restricción de Ho a [0, 1] x V; induce la clase [F2]G. 

Ho(t , x) = {(1, j(x)) A 

(2<pl(X) -l,f(x)) , 

si t E [0,1], x E B R - V', 

si O ::; 2t ::; 2 Y x E V{. 
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Ho t,x = A _ ( ) {
(2t+(1-2t)(2<P¡(X)-1),!(X)), siO:::;t:::;~YXEV~, 
(1, f(x)) si ~ :::; t :::; 1 Y x E Vr 

Entonces la aplicación Ho puede ser vista como una extensión de F2 , la cual no se 
anula en [O, 1j x E R - V'. Por el corolario 2.2.3 se obtiene que I:([FjG - [F¡jG) = 
I:[F2 jG; como I: es un homomorfismo de grupos, se tiene la afirmación .• 
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Capítulo 3 

El Índice de punto fijo 
equivariante. 

3.1. Construcción de Grothendieck 

En esta sección se describe una construcción básica, conocida como la construc­
ción de Grothendieck. Ésta asigna un grupo a un semigrupo en una forma uni­
versal, y generaliza en algún sentido la construcción de los enteros a partir de 
los números naturales así como la construcción de los racionales a partir de los 
enteros. 
Se entiende por un semigrupo una terna (A , *, e) , donde * : A x A --+ A es 
una operación asociativa y e es neutro para *. 

Proposición 3.1.1 Si A es cualquier semigrupo abeliano, se le puede asociar un 
grupo abeliano A', único salvo isomorfismo, y un homomorfismo de semigrupos 
a : A --+ A' tal que se tienen las siguientes propiedades universales: 
Si G es cualquier grupo abeliano y , : A --+ G es cualquier homomorfismo de 
semigrupos, entonces existe un único homomorfismo de grupos " : A' --+ G 
este diagrama de semigrupos conmuta: 
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El par (A', a) es llamado la construcción de Grothendieck asociada al semi­
grupo A. 

Demostración: 
Se define una relación de equivalencia en A x A por (al,bl ) '" (a2,b2) si existe 
c E A tal que al + b2 + c = a2 + bl + e. Entonces sea A' = A x Al "'. Si se 
denota la clase de equivalencia de (a, b) por (a, b), entonces la suma en A' esta 
definda por (a , b) + (a' , b') = (a + a', b + b'), el negativo de (a, b) es (b , a). Como 
A es abeliano, claramente A' es un grupo abeliano. Se define a : A --+ A' por 
a(a) = (a, O) . 
Sea (G, +) un grupo abeliano y , : A --+ G cualquier homomorfismo de semi­
grupos. Defínase , ' : A' --+ G por: (a, b) I---i ,(a) -,(b) . 

Obsérvese que " está bien definida. Si (a, b) = (a', b') entonces existe e E A 
tal que a + b' + e = a' + b + e, y por lo tanto ,(a + b' + e) = ,(a' + b + e), 
que por ser, homomorfismo de semigrupos se tiene que ,(a) + ,(b') + ,(e) = 
,(a') + ,(b) + ,(e); como G es grupo abeliano, (se puede restar) y la igualdad 
,(a) -,(b) = , (a') -,(b') que por definición es ,'(a,b) = ,'(a',b'), por lo que 

" está bien definida. 
A continuación se demuestra que " es homomorfismo de grupos abelianos. Sean 
(a, b), (a' , b') E A', entonces 

,'((a, b) + (a', b')) = ,'((a + a', b + b')) = ,(a + a') -,(b + b') 

que por ser G grupo abeliano y , homomorfismo de semigrupos las siguientes 
igualdades valen: 
,(a + a') - , (b + b') = ,(a) + ,(a') -,(b) -,(b') 

= ,(a) -,(b) + ,(a') -,(b') 
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= ),'( (a , b)) + ),'( (a', b')) . 
Obsérvese ahora que)" es único. Supóngase que existe )''' : A' --+ G homomor­
fismo de grupos tal que el siguiente diagrama conmuta: 

De la conmutatividad de los diagramas tenemos las siguientes igualdades 

)" o o:(a) = )"(a, O)) = ),(a) = )'''(a, O)) =)''' o o:(a). 

Recordando que el inverso de (O, b) es (b, O), Y como )" y )''' son homomorfismos 
de grupos, se tiene que: 
)"(a, b)) = )"(a, O) + (O, b)) 

= )" (a, O)) + )" (O, b)) = )" (a, O)) - )" (b, O)) 
= )'''(a, O)) - )'''(b , O)) = )'''(a, O)) + )'''(O,b)) 
= )'''(a, O) + (O,b)) = )'''(a, b)). 

Por lo tanto )" = )''' .• 
Abusando de la notación, para cualquier a E A se usa también a para denotar 
su imagen o:(a) E A' . Claramente se tiene que (a,b) = a - b E A' . 

Observación 3.1.2 al = a2 E A' si y sólo si existe a E A tal que al + a = 

a2 + a E A. 

Demostración: 
(=}) Supóngase que al = a2 E A', esto es (al , O) = (a2 , 0) , por lo que existe 

a E A tal que al + ° + a = a2 + ° + a E A. 
( <=) Supóngase que existe a E A tal que al + a = a2 + a E A, por lo tanto 
(al,O) = (a2,0), es decir al = a2 E A' . • 

Proposición 3.1.3 o: : A --+ A' es inyectiva si y sólo si la ley de cancelación 
vale en A. 

Demostración: 
( <=) Supóngase o: : A --+ A' inyectiva. Sean al, a2 E A tales que al + a = 
a2 + a E A, por la observación anterior se tiene que al = a2 E A', como o: es 
inyectiva, entonces al = a2 E A. Es decir vale la ley de cancelación en A. 
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(=» Sean al,a2 E A tales que o:(al) = 0:(a2). Por la observación anterior existe 
a E A tal que al + a = a2 + a E A. Como la ley de cancelación vale en A se tiene 
que al = a2 , por lo que o: es inyectiva .• 
Considérese ahora el conjunto M = {[M] I M es G-mÓdulo}. Donde [M] es la 
clase de e-isomorfismo de un e-módulo M. Sean M y N dos e-módulos de 
dimensiones m y n respectivamente. La suma directa de dos e-módulos M EB N 
es un e-módulo con la acción diagonal y de dimensión m + n. Es claro que M 
junto con la suma [M] + [N] = [M EB N] como operación, es un semigrupo con 
neutro el espacio O. 
Aplíquese la construcción de Grothendieck al semigrupo M. La relación de equiv­
alencia en M x M esta dada por ([M], [N]) '" ([M'], [N']) si existe [L] E M 

tal que [M] + [N'] + [L] = [M EB N' EB L] = [M' EB N EB L] = [M'] + [N] + [L]. 
Entonces sea RO(e)=M x MI "'. Siguiendo la notación de la clase de equiva­
lencia de ([M], [NJ) por (M, N), entonces la suma en RO(e) esta definida por 
(M, N) + (M', N') = (M EB M', N EB N') , y el negativo de (M, N) es (N, M). 
El homomorfismo de semigrupos o: : M ~RO(e) manda la clase de un e­
módulo M en (M,O) , entonces (M,N) = (M,O) - (N,O) . Denótese a (M,O) = 
(M), se tiene que (M, N) = (M) - (N) ERO(e). 

NOTACiÓN 3.1.4 Para p ERO(e), denotamos por p+ 1 a (M, N) + (IR, O), Y por 
p - 1 a (M, N) + (O, IR) . 

3.2. RO-Homología 

DEFINICiÓN 3.2.1 Dado un grupo de Lie compacto e, sea e - TOP2 la cate­
goría de parejas (X, A) de e-espacios topológicos y e-aplicaciones de parejas 
f : (X,A) ~ (Y,B). Más aún, sea A la categoría de grupos abelianos y ho­
momorfismos. Una RO(e) teoría de e-homología graduada es una colección de 
funtores covariantes 

h~ = hp : e - TOP2 ~ A 

y transformaciones naturales 

Op : hp+l ~ hp o T 

para p E RO( e), donde T : e - T 0P2 ~ e - T 0P2 es el funtor que envía la 
pareja (X, A) a la pareja (A, 0) Y la e-aplicación de parejas f : (X, A) ~ (Y, B) 
a flA , tal que satisface los siguientes axiomas: 
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1. Homotopía. Si fo '::::.G ft : (X, A) -t (Y, B) (una G-homotopía de pare­

jas), entonces 

fo. = ft. : hp(X, A) -t hp(Y, B) 

para toda p E RO( G). 

2. Escisión. Para cualquier par de G-espacios (X, A) Y un subconjunto U e 
A G-invariante que satisface U e AO y (X - U, A - U) E G - TOP2 , la 
inclusión j : (X - U, A - U) -t (X, A) induce un isomorfismo 

hp(X - U, A - U) ~ hp(X, A) 

para toda p E RO(G). 

3. Exactitud. Para cualquier par de G-espacios (X, A) se tiene una sucesión 

exacta larga 

donde i : (A,0) y (X,0) Y j : (X, 0) y (X, A) son las inclusiones, y se 

escribe hp(X) en vez de h p(X,0). 

4. Suspensión. Para cualquier G-módulo M irreducible y cualquier G-espacio 
punteado X existe un isomorfismo natural 

para cualquier representación M de G y hp(X) = hp(X,xo ). Equivalente­
mente existe un isomorfismo natural 

Proposición 3.2.2 Sea X un G-espacio entonces hp(X, X) = O 

Demostración: 

Como i = idx : (X, 0) -t (X,0) entonces i. = lhp(x) es un isomorfismo y de 
la sucesión exacta larga se obtiene el resultado . • 
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3.3. El Índice de punto fijo equivariante 

En esta sección se define el índice de punto fijo equivariante estable, lG (cp) , el 
cual es un elemento del (N - M)-grupo de homología h%_M(*) donde hG es 
alguna RO(G) teoría de homología graduada y N - M E RO(G) es el elemento 
(N) - (M) = (N, M) E RO(G) representado por la diferencia virtual de N y M . 
Sea G un grupo de Lie compacto. Tómese una aplicación equivariante cp : V --t 

K EB M' , donde K , M' Y N' son G-módulos, y V e K EB N' un conjunto abierto 
G-invariante tal que el conjunto de puntos fijos F =Fix(cp) = {(K, n) E V e 
K EB N ' 1 cp(K , n) = (K , O) E K EB M /} e Ves compacto. Por lo tanto existe R > O 
tal que Fe B R ; sea C = N - V, como F es cerrado y V es abierto en N se tiene 
que C = C e AO = A = N -F, por lo cual, la inclusión (N -C, A-C) y (N, A) 
es una escisión. Aún más, (N - C, A - C) = (V, V - F) . Considérese el siguiente 
diagrama 

(1) 
(N, N - BR)('----~> (N, N - F) ~(----..J)(V, V - F) 

(2) f j-~ 1 
(N, N - 0)- - - - - - - - .- - - - - - - - ~ (M, M - O) 

t" 

donde j: V --t M es tal que j(K,n) = (K,O) E K EB M' , (K ,n) E V e K EB N'. 
Por lo que (j - cp)(K, n) = (K, O) - cp(K, n) = (O, O) E M <===> (K, n) E F, es decir 
j - cp : (V, V - F) --t (M, M - O) esta bien definida. Análogamente la inclusión 
N - BR y N - F define una inclusión de parejas L(N, N - B R) y (N, N - F) . 
La inclusión (2) es una equivalencia G-homotópica en el segundo témino de la 
pareja con inversa G-homotópica r¡ : N - O --t N - BR, dada por 

{
(K,n) 

r¡(K,n) = R~ 
~, 

si 1 (K,n) 1> R, 

si 1 (K,n) 1::; R. 

De los axiomas de homotopía y escisión en la definición 3.2.1 , se observa que 
las inclusiones (1) y (2) inducen isomorfismos en homología. Entonces la flecha 
punteada i~ induce en homología un homomorfismo 
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donde p E RO(G), el cual, después de desuspender por N y M con los isomor­
fismos 

y 

a M : h~+(N)(M,M - O) --+ h~+(N)-(M)(*), 

determina un homomorfismo ¡~ : h~(*) --+ h~+(N)_ (M)(*) tal que conmuta el 
diagrama 

y, tomando la imagen del elemento 1 E h~(*), también un elemento ¡G(<p) = 
¡~(1) E hrN)-(M) (*)' 

DEFINICIÓN 3.3.1 Al homomorfismo de grupos ¡~ se le llama homomorfismo 
índice de <p y al elemento ¡G(<p) índice (de punto fijo) de <p. 

Particularmente interesante es el caso donde h? es la homotopía estable equiva­
riante 7rft . Donde 1T7t(N)(X) = {§N ,X}G = colimK[§NE9K,~KX)G, y K varía 

sobre un conjunto cofinal de G-mÓdulos. 7r7t(N)(X,A) = 1T7t(N)(XUCA), donde 
C A es el cono de A. Entonces el índice ¡G (<p) es un elemento estable en 

G () {§N §M}G l ' [§NE9K §ME9K)G 7rst (N)-(M) * = , = co lmK , . 

3.4. Propiedades del Índice 

La siguiente es una lista de las propiedades principales de este índice de punto 
fijo equivariante: 

1. Propiedad de existencia de puntos fijos . Si ¡G (<p) f:. O, entonces exis­
te (1\:, n) E V e K (f) N' tal que <p(I\:, n) = (1\:, O) , es decir, F =Fix(<p) f:. 0. 
Demostración: 
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Supóngase que V(K"n) E V cp(K"n):j:. (K"O) E K EB M', luego el conjunto 

de puntos fijos de cp, Fix(cp) es vacío, así N - F = N Y considerando el 
diagrama 

(N,N) +<------)(V, V) 

j j-~! 
(N, N - 0)- - --:- - - ~ (M, M - O) 

'", 

al pasarlo a homología se tiene 

0= hp(N, N) ==== hp(V, V) = O 

f o. ! 
(i", J. ( hp(N,N-O) ) hp M,M-O) 

es decir, el homomorfismo índice factoriza a través del grupo trivial, por 
lo que (i~). = O. , Y como consecuencia ¡;; es el homomorfismo cero, luego 
entonces ¡G (cp) = O .• 

2. Propiedad de escisión. Sea W e K EB N' abierto G-invariante tal que 
Fix(cp) e W e V , entonces ¡G(cp) = ¡G(cplw). 
Demostración: 
Considérese el siguiente diagrama conmutativo 
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Al pasarlo a homología se tiene 

donde el isomorfismo en la última flecha de arriba es por la propiedad de 
escisión de la teoría h, por lo que ¡G ('P) = ¡G ('PI w ) .• 

3. Propiedad de aditividad. Si V = Ui:,¡ Vi con Vi abierto G-invariante 
para toda i, Fi =Fix('Plv;) es compacto para toda i, y Fi nFj = 0 si i i- j, 

entonces ¡G('P) = L::'¡ ¡G('Plv;). 
Demostración: 
Sea W j una vecindad abierta G-invariante de Fi tal que W i n W j = 0 si 
i i- j con Wj e Vi (esta construcción es posible gracias a la propiedad 
de Hausdorff y la compacidad de Fi ). Considérese el siguiente diagrama 
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conmutativo 

Al pasar a homología 

Por la propiedad de escisión, se sabe que ¡o (cp) = ¡o (cpluwJ, del diagrama 
se tiene ¡O(cpluwJ = ¿::l ¡O(cplwJ, y de nuevo por la propiedad de 
escisión se tiene ¿::l ¡O (cplwJ = ¿::l ¡O(cplvJ ; se tiene entonces la 
igualdad deseada .• 
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4. Propiedad de invariancia homotópica. Sea H : V x [O, 1) ----+ M, con 
V e (K EB N') = N abierto G-invariante y Fix(Ht ) compacto para toda 
t E [0,1), entonces ]G(Ho) = ]G(H¡). A una tal homotopía se le denomina 
admisible. 
Demostración: 
Las hipótesis permiten hablar de IG(Ht ) para toda t E [0,1) . Se observa 
que por la propiedad de homotopía de h (3.2.1 ,1) (j - Ht}. no depende en 
realidad de t , pues j - H t ~ j - H t , para cualesquiera t, t' E [0,1). Se tiene 
así que ]G(Ho) = ]G(H¡) . • 

NOTA 3.4.1 Se puede establecer en forma análoga una proposición de in­

variancia homotópica más general: Si H : V ----+ M es tal que V e 
N x [0,1) Y Ht = Hlvn(Nx{t})es tal que Fix(Ht} es compacto (homotopía 
admisible), entonces ]G (Ho) = ]G (H¡). 

Para probarlo se observa que es posible encontrar W e N tal que V e 
W x [O, 1)' extender H a W x [O, 1) controlando los puntos fijos y aplicar 

la propiedad anterior de invariancia homotópica, así como la de escisión 
y aditividad. 
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Capítulo 4 

Comparación del grado con 
el Índice. 

4.1. Funtor de homotopía reducida graduado 

DEFINICIÓN 4.1.1 Dado un grupo de Lie compacto G, considérese G - TOp2. 
Un Juntor de G -homotopía reducida graduado con una sucesión natural 
para parejas de espacios, es un funtor covariante 

que consta de transformaciones naturales 

para p E R e RO(G) , R algún subsemigrupo de RO(G), R = {(N) I N es 
G-módulo} , donde T: G - ToP2--'t G - TOP2 es el funtor que envía la pareja 
(X, A) a la pareja (A,0) Y la G-aplicación de parejas J : (X, A) --'t (Y, B) a 
JIA, tal que satisfacen los siguientes axiomas: 

1. Homotopía. Si Jo '==a f¡ : (X, A) --'t (Y, B) (una G-homotopía de pare­
jas), entonces 

para toda p E R. 
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2. Exactitud. Para cualquier par de G-espacios (X, A) se tiene una sucesión 
exacta larga 

donde i : (A,0) y (X,0) Y j : (X,0) y (X, A) son las inclusiones, y se 
escribe kp(X) en vez de kp(X, 0). 

Los grupos de homotopía equivariante 1T~, o cualquier homología reducida equi­
variante h~ son ejemplos de este tipo de funtores. Ver [1] (3.4.6) página 83. 

Observación 4.1.2 Si X es un G-espacio contrazole entonces hp(X) = O. 

4.2. Comparación del grado con el Índice 

Recuérdese la definición 2.1.1 , donde G es un grupo de Lie compacto, M y 
N G-módulos con acciones lineales ortonormales de G, de dimensiones m y n, 
respectivamente, 1 : V -+ M una aplicación equivariante, VeN es un abierto 
G-invariante cuyo conjunto nulo Z = 1-1 (O) es compacto, se tiene el grado 
dega(f) como la clase de homotopía equivariante de una aplicación F' : §N -+ 
§M. 

Siguiendo en orden la construcción del grado equivariante en esa definición hasta 
el punto 4, considérese el homeomorfismo lineal][])l = [-1,1] -+ [0,1], t f-t ~, 
para cambiar la aplicación F del punto 5 a una aplicación <.t> : ][])1 x B R -+ IR x M. 
Entonces 

<.t>(t, x) = (t + 2<p(x), f(x)). 

Obsérvese que <.t>(t, x) = O si y sólo si t = O Y x E Z. Se puede extender la 
aplicación <.t> a una aplicación P : IR x N -+ IR x M 

El conjunto Z p-1 (O) 

si I ti::; 1 Y I xl::; R 

si I ti:::: 1 y Ixl::; R 

si I ti::; 1 Y Ixl:::: R 

si I ti:::: 1 y I xl:::: R 

{O} x Z. Por lo que se tiene una aplicación de 
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parejas F : (IR, IR - O) x (N, N - Z) -t (IR x M, (IR x M) - O). Nótese primero 
las siguientes igualdades: 

(IR, IR - O) x (N, N - BR) = (IR x N, IR x (N - B R) U (IR - O) x N) 

= (IR x N, IR x N - (O x B R », 
(IR, IR - O) x (N, N - Z) = (IR x N, IR x (N - Z) U (IR - O) x N) 

= (IR x N, IR x N - (O x Z», 
(IR, IR - O) x (M, M - O) = (IR x M, IR x (M - O) U (IR - O) x M) 

= (IR x M, (IR x M) - O). 

Entonces el diagrama 

idx¡ 
(IR, IR - O) x (V, V - Z) ---+) (IR, IR - O) x (M, M - O) 

~r F 11 

(IR, IR - O) x (N, N - Z) ) (IR x M, (IR x M) - O) 

conmuta. 
Si (t, x) E IR x V, entonces 

F(t,x) = {(t;!(X» si 1 t 1::; 1, 

( m' ! ( x ) ) si 1 t 1 ~ 1. 

Se tiene la aplicación de parejas d¡ : (IR, IR - O) x (N, N - BR) -t (IR x M, (IR x 
M) - O) definida por el siguiente diagrama 

¡-
(IR, IR - O) x (N, N - Z) ---~) (IR x M, (IR x M) - O) 

j 
(IR, IR - O) x (N, N - B R ) 

-"" 

-
Proposición 4.2.1 La aplicación d¡ : (IR, IR-O) x (N, N -BR) -t (IR x M, (IR x 
M) - O) induce en clases de homotopía el elemento 

degG(f) E [(IR x N, (IR x N) - O); (IR x M, (IR x M) - O»)G ==' [§N , §M)~. 
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Demostración: 
Sea k* cualquier funtor de homotopía reducida graduado con una sucesión exacta 
natural de parejas de espacios. 
Considérese el siguiente diagrama 

donde las flechas horizontales en la parte izquierda están dadas por el morfis­
mo de conexión op, son isomorfismos ya que IR x N y IR x M son contrafbles. 
La flecha (1) es un isomorfismo dado por la equivalencia homotópica canónica. 
Los isomorfismos (2) y (3) se siguen de las inclusiones de las esferas unitarias 
S(N EB IR) y S(M EB IR) en (IR x N) - O y (IR x M) - O, respectivamente, que son 
equivalencias homotópicas equivariantes, y estas esferas son G-homeomorfas a 
§N y §M, respectivamente, como se vio en la proposición 1.5.14. 
En el caso especial de kp = 7rrN ) = [§N , -¡?, el homomorfismo dí corresponde 
a un homomorfismo 

[§N, §N¡? -+ [§N, §M)? , 

que envía [idsN) a degc(f) ya que 

Dado cualquier elemento [a) E [§N, §M)?, éste induce un homomorfismo a* 
h?(§N) -+ h?(§M). 

Corolario 4.2.2 Sean N! = K EB M' Y N = K EB N' G-módulos, y sean 1 : 
V -+ M , 11 e N tal que Z = 1-1 (0) es compacto, y j : 11 -+ M tal que 
j(""n) = (""O) . Entonces, 1 E hf!(*) e:! hf!(§O) e:! hrN)(§N), degc(f)*(l) = 
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J0(j - f) E h?N/§M) ~ h?N)_(M) (§o) ~ h?N)_(M)(*). En particular, si h? es 

la teoría de homotopía estable equivariante, entonces dego(f)* (1) E {§N, §M}O 
que es la estabilización de dego(f) E [§N, §Ml?, el cual se le llama gmdo 
estable. 

Demostración: 
Considérese el siguiente diagrama conmutativo: 

idxf 
(JR, JR - O) x (V,v - Z) ---~) (JR, JR - O) x (M, M - O) 

~f F 11 

(JR, JR - O) x (N, N - Z) ) (JR x M, (JR x M) - O) 

j 
_ .... 

- -d¡ 

(JR, JR - O) x (N, N - BR) 

Entonces, al pasar a homología, después de desuspender el producto con (JR, JR -
O) en la izquierda y tomando K = O; se tiene que j = O Y cp = j - f . Se tiene 
entonces el siguiente diagrama: 

( ) 
(j- cp).=f. ( ) hp V,V-Z ---~) hp M,M-O 

~f 
hp(N,N - Z) 

j 
hp(N,N - BR) 

~f 
hp(N, N - O) 

Por lo que F = Z, es decir, Fix(cp) = f-l(O). 
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de aquí que ¡/_/(1) = ¡G(j - 1). Ahora tomando kp = I{N) , el homomorfismo 
dí en el diagrama 

kp((IR x N) - O) 
~ 

~ i (1) 

(2) 

kp+1(IR x N,IR x N - (O x BR)) ----=--kp(IR x N - (O x BR)) 

! ! 
kp+1(IR x N , IR x N - (O x Z)) 

~ 
> kp(IR x N - (O x Z)) 

! F. ! (Fil. 

kp+l (IR x M , (IR x M) - O) 
~ 

> kp((IR x M) - O) 
~ 

E 
(3) 

envía 1 a ¡G(j - 1) E h7N) (SM) ~ h7N)- (M/SO) ~ h7N)-(M)(*) .• 
Tenemos así: 

kp(SN) 

d' I 

kp(SM) 

Teorema 4.2.3 Sean M = K ffi M' Y N = K ffi N' G-mÓdulos. La estabilización 
del grado equivariante de una G-aplicación f : V ~ M, VeN, coincide con 
el índice de punto fijo equivariante de j - f : V : ~ M .• 
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