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Introduccion.

El presente trabajo tiene por objetivo desarrollar las ideas expuestas en el articu-
lo “The unstable equivariant fized point index and the equivariant degree”, pre-
sentado por los autores Waclaw Marzanto-wicz y Carlos Prieto, que estd por
aparecer en J. London Math. Soc. 2004.

En el capitulo 1 de la tesis se recuerda la nocién de grupo topoldgico, que a su
vez servird para introducir el concepto de G-accién, que es fundamental para la
comprensién de las definiciones de grado e indice de punto fijo equivariantes.

En el capitulo 2 se estudia el grado equivariante definido por Ize, Massab6 y
Vignoli y se demuestran algunas de las propiedades que éste tiene.

El tercer capitulo se centra en la definicién del indice de punto fijo equivariante,
auxilidndose del concepto de una RO-homologia y la construccién de Grothendieck.
Esta construccién permite asociarle a un semigrupo un grupo de una forma uni-
versal. Después se exponen propiedades que tiene este indice.

Por 1ltimo se comparan ambos conceptos: el de grado con el de indice de punto
fijo equivariantes.
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Capitulo 1

Conceptos preliminares.

1.1. Simbolos Basicos

A lo largo del texto se usardn los siguientes simbolos y términos. El término
espacio significa espacio topoldgico, el término aplicacién significa una funcién
continua entre espacios. El simbolo = entre dos espacios significa que ellos son
homeomorfos, ~ entre aplicaciones o entre espacios significa que ellas son ho-
motdpicas o homotépicamente equivalentes, y = entre grupos (abelianos o no
abelianos), anillos, algebras, espacios vectoriales, campos, etc..., significa que son
isomorfos. El simbolo o denota composicién de funciones.

1.2. Grupos topolégicos

Considérese conjuntos dotados de una estructura algebraica y de una estructura
topoldgica. Para que estas dos estructuras definidas sobre un mismo conjunto
den origen a un nuevo tipo de estructura (algebraica-topolégica) deben estar
relacionadas, es decir, deben verificarse ciertas condiciones de compatibilidad.
En esta seccién se introducen los conceptos bésicos para el estudio de estos
conjuntos.

DEFINICION 1.2.1 Se llama grupo topolégico a una terna (G, m,7) donde G

es un conjunto, m : G X G — G es una operacion y 7 una familia de subcon-
juntos de G, tales que se cumplen las siguientes condiciones:
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1. (G,m) es un grupo.
2. (G, 1) es un espacio topoldgico de Hausdorff.

3. Sien G x G se considera la topologia del producto, las funciones

m:GxG— G definida por m(g1,92) = 9192

L:G — G definida por 1(g) =g~

son continuas, es decir, se exige que las operaciones del grupo (multiplicar
y tomar inversos) sean aplicaciones continuas.

En general se denotard simplemente con G el grupo topoldgico (G, m,T), el ele-
mento e denotard el neutro de G.

Observacién 1.2.2
1. La continuidad de m en la Definicion 1.2.1 puede enunciarse asi:

= Si g1 Yy g2 son dos elementos del conjunto G, para toda vecindad W
del elemento g192 existen vecindades U y V de los elementos g1 y go
respectivamente tales que UV C W, donde UV = {uv | u € U,v € V}.

Y la continuidad de 1 puede enunciarse asi:

= Si g es un elemento del conjunto G, para toda vecindad U del elemento
g~ ! existe una vecindad W del elemento g tal que U~' C W donde
U?={u?|ueci}.

2. En la Definicion 1.2.1(3), la continuidad de + y m es equivalente a la
continuidad de la funcion

p:GxG— G definida por p(g1,92) = g195 "

= Si g1 y g2 son dos elementos del conjunto G, para toda vecindad W
del elemento g19, ! ezisten vecindades U y V de los elementos g1 y go
respectivamente tales que UV~ C W.

NOTACION 1.2.3
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R denota al campo de los niimeros reales.

C={a+bi|a,be R} tal que i® = —1, denota el campo de los nimeros
complejos, nétese que C es isomorfo como espacio vectorial real a R? por
el isomorfismo a + bi — (a,b); en general C" es isomorfo a R*™ por el
isomorfismo

(a1 + b1ty ...y an + bpi) — (a1,...,an, by, ..., by), a;, b; € R.

Al conjunto H = {a + bi + ¢j + dk | a,b,c,d € R} sujeto a las identidades
P=2=k>=-1, ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=—ik=j

se le llaman los cuaterniones. H es una dlgebra sobre los reales que como
espacio vectorial real es isomorfo a R* por el isomorfismo

(a+ bi + cj + dk) — (a,b,c,d), a,b,c,d € R.

M, (F) (donde F € {R,C,H}) denota al espacio vectorial sobre ]1:‘ de las
matrices de n x n con entradas en F, y que es isomorfo a F" wvia el

isomorfismo
aj; Qa2 cee Qip
az1 G22 ... Q2pn
=¥ (a117a12) ey Qiny e 30n1,002, - - -, ann)-
Gnl1 Qp2 ... Qnp

GL,(F) = {A € M,(F) | det A # 0} C M, (FF) denota al conjunto de ma-
trices invertibles, el cual es un grupo bajo la multiplicacion de matrices que
se le conoce como grupo general lineal (en principio esta construccion
solo es vdlida para los campos conmutativos F = R y F = C, en donde el
determinante estd bien definido).

S" = {z € R""! | ||z|| = 1} denota la n-esfera unitaria en R™**.

Se dan a continuacién algunos ejemplos importantes de grupos topolégicos.

EJEMPLOS 1.2.4
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1. R, C y H son grupos topoldgicos abelianos con respecto a la suma y la
topologia euclidiana.

2. Cualquier grupo abstracto es un grupo topoldgico con respecto a la topologia
discreta, al cual se le llama grupo discreto.

3. Los conjuntos R* = R — {0}, C* = C - {0} y H* = H — {0} son grupos
topoldgicos con respecto a la multiplicacion y la topologia euclidiana.

4. Si G es cualquier grupo topoldgico y H es un subgrupo (algebraico), en-
tonces H es un grupo topoldgico con respecto a la topologia de subespacio.
En particular S° = {—1,1} subgrupo de R*, S' = {z € C | |z| = 1}
subgrupo de C* y S* = {h € H | |h| = 1} subgrupo de H* son grupos
topologicos.

5. GLy,(R) tiene la topologia inducida por la inclusion en R™ y asi GL,(R)
es un grupo topologico pues la multiplicacion de matrices estd dada por las
operaciones elementales. Andlogamente GL,,(C) tiene la topologia inducida
por la inclusion en c” ((C"2 ~ R2 ) y asi GL,(C) es un grupo topoldgico
(la continuidad del producto es evidente, mientras que la continuidad de la
inversa se sigue de la continuidad del determinante y de la adjunta cldsica).

Sea G un grupo topoldgico y sea go un elemento fijo de G. La aplicacién constante
g — go y la aplicacién identidad g — ¢ son aplicaciones de G a G, éstas
inducen una aplicacién g — (go, g) de G a G x G. Componiendo esta, 1iltima con
la multiplicacién continua m : G x G — G, se obtiene la aplicacién I, : G —
G, definida por I,,(g) = gog, llamada aplicacién de traslacién izquierda.
Similarmente se construye la aplicacion de traslacién derecha D,, : G — G
definida por Dy, (g9) = ggo- Estas tienen la siguiente propiedad importante.

Proposicién 1.2.5 Las aplicaciones de traslacién son homeomorfismos.

Demostracion:
Para toda g € G se tiene

(g © Lpe—1)(0) = Tgs(Tpo-2{9)) = Ly (05" 9) = 90lg5 'g) =1

(Igg-1 0 Iy )(9) = Ipo-1(I4o(9)) = Ipo-1(g09) = 95 " (909) = g
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por lo tanto Iy, o Iy -1 = 1g y Iz -1 0 I, = 1g, es decir, la aplicacién Iy, es
biyectiva. Ahora I, -1 es continua pues es también composicién de aplicaciones.
Asi I, es un homeomorfismo de G en G. Similarmente se demuestra que D, es
un homeomorfismo de G en G, donde D, -1 es su inversa. Obsérvese que ni I,
ni Dy, son isomorfismos de grupos. B

Como consecuencia de esta Proposicién cualquier grupo topolégico G es un es-
pacio homogéneo, esto es, dados a,b € G existe un homeomorfismo G — G que
manda a en b ([,-1 0 bien D,-13). Por ello se usa la traslacién para trasladar
la informacién topoldgica de un punto a otro en cualquier grupo topolégico, es
decir, las propiedades topolégicas de G son las mismas alrededor de cualquiera
de sus puntos, entonces basta con enunciar y demostrar sus propiedades locales
para un elemento solamente, por ejemplo el elemento e.

NOTACION 1.2.6 Si A,B CG y g€ G donde G es un grupo topoldgico, sean
1. Ag={ag|la€ A} y gA={ga|ac€ A}.

AB = Uyep Ab = U,ea 0B-

A" ={a1a2---an|a; €A con i€ {l,...,n}}.

A'={a"!|ac 4}.

e

Lema 1.2.7 Sea G un grupo topolégico, A,B C G y g € G. Se cumplen:

1. Si A es abierto, entonces Ag y gA son abiertos.

2. Si A es cerrado, entonces Ag y gA son cerrados.

3. Si A es abierto, entonces AB y BA son abiertos.

4. Si A es abierto, entonces A~ es abierto.
Demostracion:

(1) Sea A C G un abierto y como I, : G — G es un homeomorfismo entonces
I, es abierta y asi I,(A) = gA es abierto. Andlogamente D,(A) = Ag es abierto
ya que Dy es abierta.

(2) La prueba es similar, témese A un cerrado en G, I;,D, : G — G son
aplicaciones cerradas por que son homeomorfismos y asi Ij(A) = gA y Dy(A) =
Ag son cerrados.
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(3) Ahora AB = |J,c g Ab como A es abierto entonces Ab es abierto para todo
b € By asi AB es abierto, ya que es unién arbitraria de abiertos, analogamente
BA = |J,cp bA es abierto ya que es unién arbitraria de abiertos.

(4) La aplicacién ¢ : G — G definida por ¢(g) = g~! de hecho es un homeomor-
fismo con inversa ella misma, de aqui que si A es abierto entonces ((A) = A~}
es abierto. B

o
Proposiciéon 1.2.8 Sea G un grupo topolégico, H un subgrupo de G y e €H,

o
donde H denota el interior topoldgico de H. Entonces H es abierto y cerrado

en G.

Demostracion: .

Primero se demuestra que H es abierto, es decir, H =H. Témese h € H y ya
que por hipdtesis tenemos e EI(} , existe un abierto U de G tal que e € U C H,
por otro lado la aplicacién de traslacién izquierda es un homeomorfismo y por lo
tanto es abierta; en consecuencia, como U es abierto en G, se tiene que I} (U) =
hU es abierto y nétese ademas que h € hU pues e € U. Por lo tanto, para todo

h € H existe un abierto hU tal que h € hU C H es decir, h EIOI, por lo tanto
H es abierto. Ahora si H es abierto entonces gH es abierto para toda g € G y
por lo tanto |J gH#eH gH es un abierto, pues es una union arbitraria de abiertos,
pero G — eH = UgH¢eH gH, por lo tanto eH = H es cerrado. B

DEFINICION 1.2.9 Un homomorfismo entre grupos topoldgicos f : G —
G’ es una aplicacién continua que a la vez es un homomorfismo de grupos. La
funcion f es un isomorfismo de grupos topolégicos si f es un isomorfismo
de grupos y tanto f como f~! son aplicaciones.

Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G, definase G/H = {Hg | g € G}
el conjunto de las clases laterales derechas de H y la funcién q : G — G/H
definida por g — Hg que se llama proyeccién candnica. Détese a G/H con
la topologia cociente bajo g, a continuacién se verd bajo qué condiciones G/H
es un grupo topoldgico.

Proposiciéon 1.2.10 Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo cerrado de G.

1. Si H es normal en G, entonces el cociente G/H es un grupo topolégico y
q: G — G/H es un homomorfismo de grupos topoldgicos.
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2. La proyeccion candnica q : G — G/H es una aplicacion abierta.

Demostracion:

Se vera primeramente que q : G — G/H es abierta (lo cual resulta ser inde-
pendiente de la normalidad de H). En efecto, basta ver que para U C G abierto,
el conjunto ¢g~!(g(U)) también es abierto, lo cual es consecuencia de la siguiente
serie de igualdades:

g7 '(q(U)) = {g € G | q(9) = q(u) para algiin u € U}
= Uuevig € Gl a(9) = q(uv)}
=Uuevi{9 € G| Hg = Hu}

= Uyev Hu = HU =,y hU.

. : z
Ahora, suponiendo que H es normal, para ver que la inversa G/H — G/H es
continua obsérvese que el siguiente diagrama es conmutativo

G———¢
| |
G TG H

Asi que dado que ¢ es una identificacién, la continuidad de go: implica la de 7.
Similarmente, en el diagrama conmutativo

GxG = G

S

G/H x G/H — > G/H

tenemos que g x ¢ es abierta (al ser producto de funciones abiertas) y por lo
tanto es una identificacién. De este modo, al igual que en el caso anterior, la
continuidad de T se sigue de la continuidad de gom. Solo falta ver que G/H
es de Hausdorff. Se demostrard primero que G/H es T; en efecto, como D,
es un homeomorfismo entonces D, es una funcién cerrada, puesto que H es un
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cerrado en G, en consecuencia Dy(H) = Hg = q~(q(g)) es cerrado, asi todo
punto ¢(g) de G/H es cerrado. Por ello se concluye que G/H es T;. De hecho
con las hipétesis dadas G/ H resulta ser regular.

Denétese por e, al elemento He = H en G/H y sea F un cerrado en G/H tal
que e, , ¢ F.Se demostrard que existen abiertos ajenos que separan a e,
y F (ésto concluird la demostracién en vista de la homogeneidad de G/H, es
decir, en vista de que las propias traslaciones derechas D, : G — G pasan al
cociente para definir homeomorfismos D, : G/H — G/H).

Puesto que F' es cerrado en G/H entonces ¢~ !(F) es cerrado en G pues q es
continua y nétese que e ¢ ¢~ (F), de lo contrario e, ,u = q(e) € F que es una
contradiccién debido a la construccién. En consecuencia existe U abierto en G

tal que
ecU y Ung'(F)=¢ (1.1)

por la Observacién 1.2.2 existe un abierto W de G tal que
ecWCU y WWTlcU.

Considérense los conjuntos A = HW y B = q~!(F)W, enseguida se vera que
q(A) y g(B) son los abiertos ajenos que separan a e, ,u Y @ F. Tal demostracién
se realiza en seis partes.

1. Los conjuntos A y B son abiertos (en vista del Lema 1.2.7(3)).

2. El conjunto ¢ 1(q(4)) = A y el conjunto q~(g(B)) = B, es decir son
saturados.
Sigeqt(q(A) = q(9) =qa) paraalgin a€ A= HW

= Hg = Ha donde a = hw para algin h€ Hy
weWw

= Hg= H(hw) = Hw y nétese que g € Hg
= g€ Hw C HW

por lo tanto ¢~ (g(A4)) C A y como siempre se tiene que A C ¢~ 1(q(A))
por ello se tiene la igualdad.

Sigeq(q(B)) = q(g9) =q(b) paraalgin be B=q }(F)W
= Hg= Hb donde b=yw para q(y) e Fywe W
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= Hg = Hyw nétese que g € Hg por lo que
g € Hyw,

= gw™! = hy para algiin h € H
= q(gw™') =q(hy) = H(hy) = Hy =q(y) € F
= gw ! €q}(F) esdecir g€ q ' (F)W =B

entonces ¢~ (g(B)) C B y siempre se da que B C ¢~ !(¢(B)) por lo tanto
se tiene la igualdad.

3. Los conjuntos q(A) y ¢(B) son abiertos (en vista de la parte (1) anterior
y la Proposicién 1.2.10(2)).

4. Elelemento e, , € q(A).
Ya que e € HNW entonces e € HW = Ay asi q(e) = e, € q(4).

5. El conjunto F esta contenido en ¢(B).

Como e € W entonces ¢~} (F) C ¢ }(F)W = By asi F = q(¢"!(F)) C
q(B) (nétese que la tdltima igualdad se da puesto que g es suprayectiva).

6. Se tiene la igualdad q(A) N¢(B) = ¢.

Supdngase que existe un z € g(A) N q(B); entonces z = g(a) = Ha para
algin a € A = HW, es decir, a = hw para algin h € H y algin w € W,
por otro lado también se tiene que x = q(b) = Hb para algin b € B =
q Y (F)W, es decir, b = yw; para algin y € ¢ !(F) y algtin w; € W;
asi H(hw) = ¢ = H(yw;) que equivale a tener Hw = Hyw,; entonces
yw; = hjw para algin hy € H; entonces hl“ly = wwl_1 EWW-lCU y
ciertamente hy'y € Hq '(F), pero Hq '(F) es la saturacién de ¢~!(F)
misma que coincide con ¢! (F) en vista de la parte (2) arriba, por lo tanto
hi'ye U y hi'y € ¢Y(F) esdecir UNg ' (F) # ¢ que es una
contradiccién por (1.1). B

1.3. Variedades

En esta seccién se analiza el concepto general de variedad topoldgica y se in-
dicara el significado de variedad con estructura diferencial.
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DEFINICION 1.3.1 Un espacio topoldgico de Hausdorff, 2-numerable X es una
variedad sin frontera de dimension n, o una n-variedad, si cada punto
z € X tiene una vecindad V homeomorfa a un abierto U C R".

Sea X una n-variedad. La variedad X se puede cubrir con una coleccién de
abiertos V) tales que hay un homeomorfismo ¢y : Vi — Uy C R". A cada
pareja (Vy, @) se le llama carta de la variedad X . El homeomorfismo ¢, permite
darles coordenadas a los puntos de V), a saber, si py : R — R es la proyeccién
en la k-ésima coordenada y % = py o ¢,, entonces para cada punto z € Vj, la
n-tupla (¢} (z),...,¢%(z)) asigna coordenadas al punto z. A éstas se les llama
coordenadas locales de z respecto de la carta (Vy, ¢)).

A una coleccién de cartas {(Vi,pa)} tales que {V)\} es una cubierta de X se le
llama atlas de la variedad X.

Sea A un atlas en la variedad X y sean (Vi,¢x) y (Vy, ) dos cartas en A; al
homeomorfismo

T =wuoey 1 oa(VuNWa) — 0u(V, NV3)

se le llama cambio de coordenadas. Estos cambios de coordenadas son homeo-
morfismos entre abiertos de R"™ que pueden satisfacer condiciones adicionales.

DEFINICION 1.3.2 Sea A un atlas para la variedad X . Si los homeomorfismos
'y"} son diferenciables de clase C" (C*, analiticos, holomorfos, etc,), se dice que
A es una estructura C™ (C*°, analitica, holomorfa, etc.) y de la variedad se
dice que es de clase C" (C*°, analitica, holomorfa, etc.). A una variedad de clase
C™® también se le llama variedad lisa.

NoOTA 1.3.3 En el caso de una variedad holomorfa, por ejemplo, se requiere que
n sea par, es decir, n = 2m y témese un homeomorfismo fijo R" ~ C™, de
modo que los cambios de coordenadas son homeomorfismos entre abiertos de C™
y tiene sentido exigir que sean funciones holomorfas. Si éste es el caso, se dice
que X es una m-variedad holomorfa.

EJEMPLOS 1.3.4

1. El espacio topolégico R" es una n-variedad. Si se elige como un atlas de
R" al que tiene como cartas la coleccidn de todos los abiertos, junto con
la identidad de cada uno de ellos, éste determina una estructura analitica
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en R" (por lo tanto, de clase C", r < 00). Mds generalmente, cualquier
abierto en R™ es una variedad con cualquiera de las estructuras.

2. El espacio topoldgico C™ es una m-variedad. Si se elige como un atlas
al que tiene como cartas a la coleccion de todos los abiertos, junto con la
identidad de cada uno de ellos, entonces C™ es una m-variedad holomorfa.

8.  Recuérdese la proyeccion estereogrifica
p:S"—- N —R"

donde N = (0,0,...,1) € R™*, tal que, si & = (x1,22,...,Tns1) € S” —

Hy T T
—» 1 n
) = goeoy ,
p(@) = (3= = T
que es un homeomorfismo con inverso dado por
2y1 2y 91> - 1
p(m = ( l 2 1 D Sl 2 i - | 2 )
7% + 72+ 17 |92 +1

St
:[7: (y17y23"'ayn) (= R"™.

La esfera S™ es una variedad. Se puede cubrir con dos cartas, a saber
Vi=8"-NyV, =8"-8, donde N = (0,0,...,1) es el polo norte
y S = (0,0,...,—1) es el polo sur. El homeomorfismo ¢; : Vi — R"
es la proyeccion estereogrdfica p definida arriba, y w2 = 1 o a, donde
a:Vy — Vi es la aplicacion antipoda tal que a(z) = —x. De hecho, con
este atlas, S" es una variedad lisa.

Considérese el espacio M, (R) (resp.M,(C)). En 1.2.3 se noté que se tienen los
siguientes homeomorfismos

Ma(R) ~ R™, M, (C)~C" ~R>™.
Las funciones determinante
detg : M,(R) — R, detc : M,(C) — C
son continuas, por lo que los subconjuntos

GL,(R) = detz*(R—0), GL,(C)=detz'(C-0)



14 CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES.

2 2
son abiertos y, por lo tanto, subvariedades de R™ y de R?*"" de dimensiones n2

y 2n?, respectivamente.
Dada una matriz real A (resp. compleja) de n x n, se puede interpretar a sus
a4

) az;
columnas como vectores A* = . . Los vectores A! ... A™ son linealmente

Ani

independientes si y sélo si A € GL,(R) (resp. A € GL,(C)). Supéngase un
poco mads; a saber, que estos vectores forman una base ortonormal, es decir,
satisfacen las ﬂ"QLl) ecuaciones (A, A7) = 6;;, 1 < i < j < n, donde (—,—)
representa el producto escalar usual en R" (resp. el producto hermitiano usual
en C"). Ordendndolas adecuadamente, estas ecuaciones (de las cuales, en el
caso complejo, n de ellas tienen valores reales, y ﬂl‘;—ll —-n = L";—Q, valores
complejos) producen aplicaciones

n(n+1)

¢r :GLa(R) — R™7 ",  (resp. ¢c:GLn(C) — R™)

dadas por A — ((A, A%)), que de hecho son lisas, y se puede probar que tienen
ade Rﬂ%ﬂl (resp. &' € an) que es el punto dado por la delta de Kronecker
dij, 1 < j=1,...,n, como valor regular. Asi, R 1 (6) = Oy, (resp. pgt(8") = U,)
es una subvariedad de GL,(R) (resp. de GL,(C)) de codimensién 1("2—“1 (resp.
n?). Asi, dim O, = n? — "("2+1) = 2"2_2"2_" = "22"" = "("2—1) (resp. dim
U, = 2n? — n? = n?).

El subconjunto O,, C GL,(R) (resp. U, C GL,(C)) es, de hecho un subgrupo.
Esté caracterizado de la siguiente forma: Una matriz A € GL,(R) (resp. A €
GL,(C)) es tal que A € Oy, (resp. A € U,) si y s6lo si AA* = I, donde A* es la
matriz transpuesta (resp. transpuesta conjugada) de A, e I representa la matriz
identidad.

DEFINICION 1.3.5 El grupo O, = {A € GL,(R) | AA* = I} se llama grupo de
matrices ortogonales de n x n o n-grupo ortogonal y el grupo U,, = {A €
GL,(C) | AA* = I} se llama grupo de matrices unitarias de n X n o n-
grupo unitario. El primero es una variedad de dimension 3(712_—12 y el seqgundo
es una variedad de dimensién n?).

DEFINICION 1.3.6 Un grupo de Lie es un grupo topolégico G que es variedad,
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tal que la aplicacion

p:GxG—G

dada por

p(z,y) — xy ',

es diferenciable. Se sigue entonces que las traslaciones por la izquierda Iy, :
G — G, I;(9) = g90g9; y las traslaciones por la derecha Dy, : G — G,
Dy, (g9) = ggo son difeomorfismos.

Observacién 1.3.7 Los grupos GL,(R), GL,(C), O, y U, son grupos de Lie.

Demostracion:

Por lo anterior, y siguiendo una demostracién similar en el caso complejo, se
tiene que los grupos arriba mencionados son variedades. Ahora, dado que las
multiplicaciones y los determinantes estdn dadas por suma de productos de
elementos en R o C, segin el caso, la correspondiente aplicacién p es lisa. B

1.4. G-Acciones

Los grupos de transformaciones describen simetrias (continuas) de objetos geo-
métricos. En esta seccién se introducen las nociones y notaciones basicas que
seran usadas a lo largo del texto.

DEFINICION 1.4.1 Dado G un grupo topoldgico y X un espacio topoldgico. Una
accion izquierda de G en X (también, una operacion izquierda de G en X ) es
una aplicacion

p:GxX —X

tal que
1. p(g,p(h,z)) = p(gh,z) Vg,h € G, z € X.
2. ple,z) =z Vz € X, e € G la unidad.

Un G-espacio izquierdo es una pareja (X, p) que consiste de un espacio X
Junto con una accion izquierda p de G en X. Usualmente se denota al G-espacio
(X, p) sélo por X. Es conveniente denotar p(g,z) por gz. Las reglas 1 y 2 de la
definicion anterior toman la forma g(hz) = (gh)r y ex = z.
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La traslacién izquierda L, : X — X, x — gz por g es un homeomorfismo de
X con inversa Lg_x. Esto sigue de las reglas LyLy = Lgp, L. = tdx, las cuales
son sblo reformulaciones de 1.4.1.

Considérese la funcién

n: G — Homeo(X)
g— L,

(donde Homeo(X) es el grupo de los homeomorfismos de X en si mismo) ésta
es un homomorfismo de grupos.

La accién es llamada efectiva si el nicleo de 7 es {e}. Esta es llamada trivial
si el nicleo es G. Una accién es llamada libre si gr = z siempre implica que
g=e.

Dado un G-espacio X, R = {(z,9z) | z € X,g € G} es una relacién de equiva-
lencia en X. El conjunto de clases de equivalencia XmodR se denota por X/G.
La funcién cociente ¢ : X — X/G es usada para proveer a X /G con la topologia
cociente. Este espacio es llamado el espacio de 6rbitas del G-espacio X.

La clase de equivalencia de ¢ € X es llamada la érbita Gz alrededor de z. Una
accién de G en X es llamada transitiva si X consiste de una sola drbita, es
decir, si dados z,y € X existe g € G tal que gz = y.

Proposiciéon 1.4.2 Para cada z € X, el conjunto G, = {9 € G | gz = x} es
un subgrupo cerrado de G. Este subgrupo es llamado el grupo de isotropia de
z o del G-espacio X en x.

Demostracion:

El elemento e € G, ya que ez = z. Sean g,h € G, (gh)z = g(hz) = gz = =,
por lo que gh € G,. Por iltimo, si gr = z, multiplicando por g~! del lado
izquierdo se tiene £ = g~'gz = g~ 'z por lo que g~! € G,. Que G, es cerrado
en G es consecuencia de lo siguiente. Sea h € G — G, por lo tanto hx =y # z.
Como G es de Hausdorf, existen abiertos U y V de G talesquez € U,y € V
yUNV =0; como i : G x G — G es continua, existen abiertos A y W de G
talesque he A,z e Wy AW CV.Seage A, gre AW CV,sigr=xz €U
entonces U NV # 0, lo cual es una contradiccién, por lo que g € G — G, y
asi h € A C G — G;. Se concluye que G es cerrado en G. B

Si H es un subgrupo de G entonces

XH ={re X |hz=2zVhe H}
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es llamado el espacio de puntos fijos de X bajo H. Los puntos en X¢ son
llamados puntos estacionarios del G-espacio, o puntos fijos de la accién de

G.

DEFINICION 1.4.3 Si X es un G-espacio y Y C X es un subespacio, Y es G-
invariante o G-subespacio si para toda g € G yy € Y la relaciéon gy € Y
vale.

Proposicién 1.4.4 Sea X un G-espacio y sea Y C X G-invariante. Entonces
la cerradura topoldgica Y de Y, es G-invariante.

Demostracion:
Como L, : X — X es un homeomorfismo se cumple que: gY = L,(Y) =
L(Y)=gY=Y.1

EJjEMPLOS 1.4.5

1.  El grupo aditivo R actia sobre el espacio topoldgico R a través de (g,z) —
g+ z; esta accion es libre.

2. Sea G = Zy el grupo con dos elementos {—1,1} y sea X = S™. Entonces
se tiene una accion de grupo

ZzXSn—)Sn

tal que (—1)x = —xz. A esta accidn se le llama accidon antipoda en la
n-esfera.

Bajo esta accidn, las drbitas de S™ son las parejas de puntos {z,—z} y el
cociente S™ |Zs = RP", es el espacio proyectivo real.

3. El grupo S' actia en
§*"* = {(20,---,20) | )_ sl =1} c C*H

por (¢, (z0y---5,2n)) > (C20,--.,C2n)- Esta accidn es libre y el espacio de
orbitas es el espacio proyectivo complejo CP".

4. SeaV un espacio vectorial complejo de dimension m y sea G, (V) = {W C
V | W subespacio lineal y dimW = k}, donde dimW es la dimensién
compleja de W. Si Mon(C*,V) es el subconjunto de Hom(C*,V) de los
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monomorfismos con la topologia relativa, Hom((C'c , V) tiene la topologia de
i ) se tiene una aplicacién suprayectiva

q: Mon((Ck, V) — Gr(V)

dada por a — a(CF). Dése a Gi(V) la topologia cociente. A Gi(V) se
le llama variedad de Grassmann compleja de k-planos en V. Serd de
especial interés la variedad de Grassmann de k-planos en C", G (C").

Dado v € GLi(C), se tiene que, si a € Mon(CF,C"), entonces q(a) =
g(a o). Mds ain, si g(a) = q(B), entonces, dada una base {vy,- - -, v}
de a(CF) = B(C*), se define v € GLx(C) tal que v(8~'v;) = a~v;, por
tanto, f = a o+y. Asi, se tiene que la aplicacion

Mon(C*,C") x GL,(C) — Mon(C¥,C™)
dada por (a,vy) — (a o) es una accién de grupo, y el espacio de drbitas
Mon(C¥,C")/GLk(C),

obtenido de identificar o con a oy, para a € Mon(C¥,C") y v € GLi(C),
es homeomorfo a Gy (C").

Una representacion real (compleja) del grupo topoldgico G en el es-
pacio vectorial real (complejo) V de dimensidn finita, es una accién con-
tinua 0 : G x V. — V tal que, para cada g € G, la traslacién izquierda
Ly : V — V es un operador lineal continuo. También se llama a V o0 a
(V, 0) un espacio de representacion.

Si V. = R", entonces una representacidn es un homomorfismo continuo
g L, de G en GL,(R). En particular, se tiene la representacién candnica

GL.(R) x R* — R", (A4,2) = Az

y similarmente para GL,(C) y subgrupos de GL,(R) y GL,(C).
El conjunto de puntos fijos VH de una representacion V es un subespacio
lineal porque
VH = (] ker(Ly — id).
heH
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Siun grupo G actia en un espacio de representacion V por aplicaciones or-
togonales (o aplicaciones unitarias) L,,entonces la esfera unitaria S(V) =
{v €V :(v,v) =1} de V es G-invariante y se tiene una accion inducida
de G en S(V).

6. Una representaciéon compleja de Z,, en C" esta dada por
Zn xC* —C*,  (k,(21,-.-,20)) » (EF21,...,E52,)

donde &, ..., &, son m-ésimas raices de la unidad. Si las §; son m-ésimas
raices primitivas de la unidad, es decir §; = exp(2mia;/m) con a; primo a
m, entonces la accion en la esfera unitaria es libre. En este caso, el espacio
de orbitas es denotado por

B s s o)
y es llamado espacio lente.

7. Si un grupo de Lie compacto G actia en R™ por aplicaciones ortonorma-
les Ly, y ||Lg(2)|| = ||z||; entonces se denota por M a la pareja (G,R™)
y se dice que M es un G-mddulo de dimension m. Obsérvese que para
un G-mddulo M el homomorfismo continuo g — Ly, de G en GL(R),
realmente lo es de G en O, y el conjunto S(R™) es G-invariante.

8. Sea G un grupo de Lie compacto, y sea M un G-mddulo de dimensidon
m. Se denota por SM Ia m-esfera obtenida como la compactacion por un
punto de M = R™ con la G-accién, extendida al punto al infinito que
queda fijo. Es decir

p:Gx8¥ — 8™

estd dada por
gr, siz €R™,
(g, z) = ,
00, S§iT = 00.

Dado un G-espacio X y un punto zo € X, el cual es punto fijo, a la pareja (X, zo)
se le llama G-espacio punteado y al punto z, se le llama punto base del G-
espacio punteado. Nétese que para un G-médulo M, (SM ,00) es un G-espacio
punteado.
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DEFINICION 1.4.6 La M -suspension de un G-espacio punteado (X, o) es defini-
da por SM A X donde

SMAX =SM x X/(SM x {zo} U {0} x X)

con la accién de G en SM A X inducida por la accién diagonal en SM x X.
Denotamos por { Az a la imagen de (¢,z) € SMx X enSMAX.

NOTACION 1.4.7 EMX =EMX =S¥ A X
EJEMPLO 1.4.8 SMSN » gMON

Demostracion:
Considérese la aplicacién f : SM x SV — SM®N dada por

(€,€), si((,)eM®N,
f((,)=qo0, si¢=o00
00, si € = oo.
Tal aplicacién es suprayectiva, ademas como SM x SN es compacto y gMoN
es de Hausdorff (porque M @& N es localmente compacto), se tiene que f es
identificacién. Aun mdés, como f({,00) = f(00,£&), define un homeomorfismo
f:mMgN _, gMeN g

DEFINICION 1.4.9 Un G-méddulo M es irreducible si cada vez que se cumple
M = M,® M, entonces My = 0 6 My = 0 equivalentemente My = M 6 Ms = M.
1.5. Aplicaciones G-equivariantes

DEFINICION 1.5.1 Supdngase que X y Y son G-espacios. Una aplicacion f :
X — Y es llamada aplicacion G-equivariante o G-aplicacion si para toda
9 €G yzxz € X la relacion f(gx) = gf(x) vale, y es llamada G-invariante si
para toda g € G y x € X la relacion f(gz) = f(z) vale.

Una G-aplicacién f : X — Y induce una aplicacién

fIG:X/G —Y/|G, Gz~ Gf(x).
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Si f: X — Y es equivariante, entonces, Vr € X, G; C Gj(g). Si la igualdad
vale Vz € X, f es llamada isovariante.
Supéngase que { X | j € J} es una familia de G-espacios. Se define una G-accién
en el producto topolégico [] ;. ; X; por

(9, (z; : 5 € J)) = (925 : j € J),
la cual es llamada la accion diagonal.

DEFINICION 1.5.2 Dos G-aplicaciones fo,fi : X — Y son llamadas G-ho-
motdpicas si eriste una G-homotopia, de fo a fi, es decir, una aplicacion
equivariante
F:Xx[0,1] —Y

tal que F(z,0) = fo(z), F(z,1) = fi(z), donde [0,1] tiene la G-accion trivial
y X x [0,1] la accidn diagonal. Cada aplicacion f; : x — F(x,t) es entonces
una G-aplicacion. Como es usual, se puede mostrar que la relacion de ser G-
homotdpicas es de equivalencia. Se usa el simbolo [X,Y]¢ para el conjunto de
clases de G-homotopia de G-aplicaciones X — Y. Se escribe fo ~¢ f1 si fo
y f1 son G-homotdpicas. Se denota por [f]¢ € [X,Y]% a la clase {g | f ~c g :
X —Y}

Anélogamente se tiene la siguiente definicién:

DEFINICION 1.5.3 Sea X un G espacio y A C X un espacio G-invariante, se
dice que (X, A) es una pareja de G-espacios. Para (X, A) y (Y, B) parejas de
G-espacios, una G-aplicacion de parejas, denotada por f: (X,A) — (Y, B)
es una G-aplicacion f : X — Y tal que f(A) C B.

DEFINICION 1.5.4 Dos G-aplicaciones de parejas fo, f1 : (X, A) — (Y, B) son
llamadas G-homotdpicas si existe una G-homotopia de parejas, de fy a fi,
es decir, una aplicacion equivariante '

F:(X,A4) x[0,1] — (Y, B)

tal que F(z,0) = fo(z), F(z,1) = fi(z), F(a,t) € B para todos a € A, t € [0,1]
donde [0,1] tiene la G-accién trivial y X X [0,1] la accidn diagonal. Cada apli-
cacion fy : x — F(z,t) es entonces una G-aplicacion de parejas. Se usa el simbo-
lo [X, A;Y, B]® para el conjunto de clases de G-homotopia de G-aplicaciones de
parejas (X, A) — (Y, B). Se escribe fo ~c f1 si fo y fi son G-homotdpicas.
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DEFINICION 1.5.5 A una G-aplicacion de parejas f : (X,z9) — (Y,y0), es
decir, tal que f(zo) = yo, se le llama G-aplicacion punteada; asi como a
una G-homotopia de parejas F : (X, zo) % [0,1] — (Y, y0), es decir, tal que
F(zo,t) = yo, t € [0,1] se le llama G-homotopia punteada. Se usa el simbolo
[X,Y]¢ para el conjunto de clases de G-homotopia de G-aplicaciones punteadas
(X,z0) — (Y,y0). Se escribe fo ~c f1 si fo y f1 son G-homotdpicas. Se denota
por [f]¢ € [X,Y]¢ ala clase {g | f ~c g: (X,20) — (Y,0)}-

DEFINICION 1.5.6 Se dice que un G-espacio topoldgico X es G-contraible si la
aplicacion identidad idx : X — X es G-homotdpica a la aplicacion constante
Czo 1 X — X tal que czo(z) = 20 € X. Aqui, o debe ser un punto fijo de la
accion.

DEFINICION 1.5.7 Dos G-espacios X y Y son G-homotdpicamente equiva-
lentes (o del mismo tipo de G-homotopia), en simbolos X ~¢ Y, si existen
G-aplicaciones f : X — Y yg:Y — X tales que

gofx~gidx y fog~gidy.

A cada una de tales G-aplicacines f y g se le llama equivalencia homotdpica
y se puede escribir f : X ~cY 0g:Y ~g X; cada una de ellas es G-inverso
homotdpico de la otra.

EJEMPLO 1.5.8 Si X es un G-espacio contraible, entonces es G-homotdpica-
mente equivalente a un G-espacio singular (un punto), es decir X ~¢g *, ya que
siidx ~g Cz,, entonces las aplicaciones equivariantes f : X — xyg:x — X
tales que g(¥) = xo son inversos homotdpicos, pues go f = ¢z, ~¢ idx y
fog=id,.

DEFINICION 1.5.9 Sea f : (X,z9) — (Y,y0) una G-aplicacién punteada. Se
define

EMrsgMyY o TMY

dada por
SMF(¢ A ) = idgu () A £(2).
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Sea G un grupo topoldgico y f : G — R una funcién real. Para go € G se de-
finen las funciones Ry, f y Lg, f por (Rgo £)(9) = £(990) ¥ (Lo f)(9) = f(95 ' 9)-

a

Se tiene el siguiente teorema del que se omite la demostracién. Esta puede con-
sultarse en el libro de Pontriagin [7].

Teorema 1.5.10 Sea G un grupo topoldgico compacto. Entonces existe una
tnica funcion real I (llamada la integral de Haar) definida en funciones reales
continuas f en G, tal que

1. I(fi + f2) = 1(f1) + I(f2)-

2. I(cf) = cI(f), donde c € R.

5. 5 Flg) > U para tode g € G, entonees I(F) > 0.
L Fiy=1.

5. I(Ry,f) = I(f) = I(Ly, f) para toda go € G. Se denota I(f) = [ f(g)dg
o por [ f(g)dg. @

El siguiente teorema es una version equivariante del lema de extensién de Tietze,
frecuentemente conocido como teorema de extensién de Tietze-Gleason.

Teorema 1.5.11 Sea G un grupo de Lie compacto que actia en un espacio
normal X y sea A C X un subespacio cerrado invariante. Sea o : G — GL,(R)
una representacion de G y sea p : A — R" equivariante; esto es p(g(a)) =
0(g) - ¢(a). Entonces existe una extensién equivariante v : X — R™ de ¢.

Demostracion:
Por el Teorema de extensién de Tietze ¢ se extiende a una funcién ¢’ : X — R".
Para producir una extensién equivariante simplemente se define para cada z

Y(z) = / o(g7")¢' (9z)dg

donde la integral es la integral de Haar en G aplicada componente a componente.
Entonces para h € G se calcula
¥(hz) = [ o(g7")¢' (9(hz))dg

= [ e(h(gh)~")¢' (gh(z))dg

= [ e(h)e((gh)~")¢' (gh(z))dg
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= o(h)y(z)

por la linealidad y la invariancia de la integral bajo traslaciones derechas (por
h). Entonces 1 es equivariante. Mas ain, para a € A se tiene que
P(a) = [o(g7")¢' (9(a))dg

= [o(97")p(9(a))dg

= [p(a)dg = ¢(a) [ dg

= p(a)
por la equivariancia de ¢ y la normalizacién de la integral. Entonces v extiende
a . Finalmente 1 es continua por 1.5.10. B

Lema 1.5.12 Sea X un espacio normal y sea G un grupo de Lie compacto que
actia en X. Sean A y B subespacios cerrados G-invariantes de X tales que
ANnB=0.

Entonces eziste una aplicacién de Urysohn G-invariante ¢ : X —» [0, 1] tal que
pr)=0size Ayp(r)=1size€B.

Demostracion:
Sea @ : X — [0, 1] cualquier aplicacién de Urysohn relativa a A y B; entonces
la aplicacién de Urysohn G-invariante requerida esta dada por

d@=/ﬁ@@@

donde la integral es la integral de Haar en G. B
La siguiente proposicién es muy util porque permite construir vecindades G-
invariantes.

Proposiciéon 1.5.13 Sean X y G como en la proposicion 1.5.12 y sean A C X
un conjunto cerrado G-invariante y U C X abierto G-invariante tales que A C
U. Entonces existe un subconjunto abierto V G-invariante tal que ACV CV C

U.

Demostracion:

En efecto, sea ¢ : X —> [0,1] una aplicacién de Urysohn G-invariante tal que
p(x) =0siz € Ay o(z) =1si z € X —U. Ahora, considérese el conjunto
V =¢71([0,3]). El cual cumple ACV CV CU.Seav €V . 3z € [0,1] tal
que p(v) = z. Se quiere que gv € V Vg € G, pero ¢(gv) = ¢(v) = z por ser ¢
G-invariante; asi gv € ¢! (z) C ¢™1([0, 3]) entonces V es G-invariante. B
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Por ltimo, considérese la siguiente proposicién que es de gran utilidad para los
capitulos restantes.

Proposicién 1.5.14 Eziste un homeomorfismo equivariante candnico entre SM
y S(M ® R) que envia el punto co € SM a (0,1) € M x R donde R tiene la
G-accion trivial.

Demostracion:
Sea £ € R™ y considérese la (inversa de la) proyeccién estereografica

m:s¥ — S(MaoR)

definida por

22 ||Z] -1
12+ 17 [12]] + 1

fr—-)H(:E’)z( ), oo — (0,1)

con inversa
0:S(MaeR) — SM

definida por

-~ N Yn

— O(y) = ssesav 3 0,1) — oo
# (:’D (1 — Yn+1 1= yn+l) ( )

paray € M@ R con ||g]l = 1, ¥ = (y1,---,Yn+1)- Se tiene asi que II es un

homeomorfismo, y ya que ||g7]] = ||7]| para toda g € G se tiene que II es G-

invariante. B
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Capitulo 2

El grado equivariante.

2.1. Construccion del grado equivariante

En esta seccién, se da la definicién del grado equivariante, como estd dado en
(5]

Sea G un grupo de Lie compacto, y sean M y N G-mddulos con acciones ortonor-
males de G, de dimensiones m y n, respectivamente. Para una aplicacién equi-
variante f : V — M, donde donde V C N es un abierto G-invariante y el
conjunto Z = f~1(0) es compacto, las siguientes condiciones valen:

1. Reduciendo V si es necesario, se puede suponer que V es acotado, que f
esta definida en V y que el conjunto nulo de f, Z = f~1(0) est4 contenido
en V.

2. Tomando R suficientemente grande tal que V C Bg, donde Bgr denota la
bola abierta centrada alrededor del origen con radio R en N. (Nétese que
Bp es G-invariante ya que G actda ortonormalmente).

3. Usando el teorema de extensién de Tietze-Gleason 1.5.11, se extiende f
a una aplicacién f : Bg — M. Denétese por Z el conjunto nulo de f,
fF0)=Z=2ZuUZ' donde Z' Cc B - V.

4. Después, tomando un conjunto abierto V' tal que V. C V' C V' C Bg, V'N
Z = Z, y usando el lema 1.5.12 se construye una aplicacién G-invariante

27
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¢ : Bg — [0,1] tal que ‘P|E—v' =1y yly=0.

5. Se define F': [0,1] x Bg — R x M por

~

F(t,z) = (2t + 2p(z) — 1, f(x)).

6. Como F(t,z) =0siysélosit =3y € Z, entonces F no tiene ceros en
la frontera 9([0,1] x Bg) ~ SV y entonces F' determina, por restriccién,
una aplicacién

F':8YN — (R x M) — {0} — SM,

donde la segunda aplicacién es la retraccién usual sobre la esfera unitaria
de R x M, que por la observacién 1.5.14 coincide equivariantemente con
B

DEFINICION 2.1.1 La clase de homotopia (no estable) deg(f)= [F']¢ € [SV,sM)¢
es el grado equivariante de f. Donde [SY,SM]G denota el conjunto de clases

de G-homotopia de G-aplicaciones punteadas de S™ a SM™, donde cada una de
estas esferas tiene a 0o como punto bdsico.

NOTA 2.1.2 La propiedad de escision del grado dada en 2.2 (mds adelante)
garantiza que la definicion dada es independiente de la reduccién mencionada
en 1.

La figura 2.1 ilustra la construccién.

Obsérvese que a cualquier aplicacién f definida como en 2.1.1 le corresponde un
elemento [F']¢ € [SY,SM]S. Lo siguiente es mostrar que esta correspondencia
es independiente de las elecciones hechas en la construccién anterior.

Proposicién 2.1.3 La clase de homotopia no depende de:
1. la aplicacion G-invariante o,
2. la eleccion de la vecindad G-invariante V' de V,
8. la extension G-equivariante f de f,

4. la eleccion de la bola abierta Br que contiene a V.
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Figura 2.1: Construccién

Demostracion:

(1) Dadas o, 91 : B — [0, 1] dos aplicaciones de Urysohn G-invariantes tales
que olg=_y» = 1, wolyr = 0, p1|g;_y» = 1y ¢1ly7 = 0, considérese la aplicacién
¢r : Bg — [0,1], 7 € [0,1] definida por

¢r(z) = 1o1(x) + (1 — 7)epo().
Sea F, : [0,1] x Bk — R x M, 7 € [0, 1], definida por
F.(t,z) = (2t + 20, (z) — 1, f(z)).

Claramente, F;(t,z) = 0 si y sélosit =  y z € Z. Por consiguiente, F; no
tiene ceros en la frontera.
Mas ain,
(1,f()), size(Br-V),
F.(0,z) =<{ #0, sizeV'N(Bg-V),
(-1,f(z)), sizeV,

(3,f(z)), size (Br-V"),
Fr(L,z) = { #0, siz € V'N(Br-V),
(1, f(z)), sizeV,
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para cualquier 7 € [0,1]; de aqui que H : ([0,1] x Bg) x [0,1] — R x M
dada por H((t,z),7) = F;(t,z) es una G-homotopia entre Fy y F;. Entonces
[Fo]¢ = [F1]%; esto es, la clase de G-homotopia de F no depende de la eleccién
de la aplicacién de Urysohn.

(2) Supéngase primero que existen dos vecindades abiertas invariantes Vj, V/
de V tal que Vj C V{ C Bg.

Dadas g, ¢ las aplicaciones G-invariantes asociadas a V{, V' respectivamente,
es decir ‘POIE—VO' = 1, poly = 0, 901"5;—v1' =1y pily = 0, considérese la
aplicacién ¢, (z) = 7p1(z) + (1 — 7)po(z), para ¢ € Bg, 7 € [0,1] y la G-
homotopia H : ([0,1] x Bg) x [0,1] — R x M entre Fy y F; dada por

H((t,x),7) = Fr(t,z) = (2t + 2, (x) — l,f(z))

Esto da inmediatamente que [Fp]® = [F1]¢. Véase la figura 2.2

Figura 2.2:

En el caso cuando Vj, V] son arbitrarias, se usa el argumento anterior aplicado
alVynVlyacadaVjy V/.

(3) Dadas dos extensiones G-equivariantes fo, fi de f se puede elegir una vecin-
dad abierta G-invariante V' de V tal que V"N Z, = Z Vr € [0,1]. Donde
Z, = f; 1(0) y la aplicacién G-equivariante f, esta dada por f,(z) = 7 (z) +



2.1. CONSTRUCCION DEL GRADO EQUIVARIANTE 31

(1 — 7)fo(z). Esta vecindad V' existe porque la compacidad de Ure[O,l] Z! yla
cerradura de V aseguran una distancia positiva; véase la figura 2.3.

Figura 2.3:

La aplicacién f,(z) induce una G-homotopia H((t,z),7) = F.(t,z) = (2t +
20(z) — 1, f-(z)) entre Fy y Fi, ya que no se anula en la frontera (H((0,z),7) =
Fr(0,2) = (2¢(z) — 1, f+(2)), H((1,2),7) = Fr(1,2) = (1 + 2¢(2), f~())), y la
afirmacién se sigue.

(4) Dada Bg, C Br,0 < Ry < R, tal que V C Bg,. Sean foy f dos extensiones
de f a Br, y Br respectivamente. Por (2) y por (3) se puede suponer que existe
una vecindad ablerta G-invariante V' de V tal que Vin ZO Z =V"nZ donde
Zo = o)y Z = f10), y tal que fIBno = fo. Dada € > 0 tal quesiz € V'

entonces ||z|| < Ro — €, considérese la G-aplicacién Ry : Br, — M dada por
hy (@) = M, para cualquier 7 € [0, 1], donde

a(7,z)

(o) =1 S
a(r,T) = = =
1+ 7ERlel-Fotq) - g Ry — ¢ < ||z]| < Ro.

Para cualquier 7 € [0, 1], la aplicacién S; (z) = a(7, )z es un homeomorfismo G-
equivariante de Bg, en Bg, que deja fijo a Br,_. y S1(Br,) = Br. De aqui que,
TL,. es una extensién G-equivariante de f a Bpg, para cualquier 7 € [0,1]. En-
tonces, por (3), como hy = _ﬂg;o— = fo, la clase de G-homotopia [F]¢ de Fy

inducida por ﬁ) coincide con la clase [F1]¢, donde F; es inducida por h1. Més
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atin, si se extiende h; como una constante fuera de Bp,, se obtiene una extensién
G-equivariante BI de f a Bg. Entonces, aplicando (%) una vez mas se tiene que
[F1]¢ = [F]°, donde Fy, F son las aplicaciones inducidas por h1 y f respec-
tivamente. (Aqui se identifican, por medio de Sy, los dos grupos de clases de
aplicaciones G-homotépicas definidas en los cilindros [0, 1] x Bg, y [0,1] x Bg).
|

2.2. Propiedades del grado equivariante

En lo que sigue, para cualquier G-médulo M = (G, R™), S+ denota la com-

pactacion por un punto del G-médulo M & R.
Observacién 2.2.1 S¥ AS! ~SM*+ @

La siguiente es una lista de las propiedades principales de este grado equivarian-
te:

1. Propiedad de existencia de ceros. Si degg(f) # 0, entonces existe
z € V tal que f(z) =0.
Demostracion:
Supéngase que Yz € V' f(x) # 0, luego el conjunto nulo de f, Z = f~1(0)
es vacio; entonces la extension fde f se anula solamente en Z' C B — V.
Por lo que F(t,z) =0 & z € Z' yt = —3. Se concluye que F no se
anula en [0,1] x Bg y F' se puede extender a B"t! ~ [0,1] x Bg. Asi,
dega(f) = [F1° =0.m

2. Propiedad de invariancia G-homotépica. Sea {f; : V — M}o<r<1,
una familia de aplicaciones G-equivariantes parametrizadas continuamente
que cumplen f71(0) C V para toda 7 € [0,1]. Entonces el grado degg(f,)
no depende de 7 € [0,1]. A una tal homotopia f. se le llama homotopia
admisible.

Demostracion:

Paracada T € [0,1] sea Fy : [0,1]x Bg — Rx M la extensién de f, defini-
da por F,(t,z) = (2t +2¢,(z) — 1, f,(z)). Sea H : ([0,1] x Bg) x [0,1] —
R x M dada por H((t,z),7) = Fr(t,z), la cual es una G-homotopia entre
Fy y Fy. Entonces [Fp)¢ = [F;]¢ = [F]° Vr € [0,1].8
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3. Propiedad de escisién. Sea f : V — M equivariante tal que f(z) # 0
en V — Vp, donde Vy C V es abierto y G-invariante. Entonces

degg(f) = dege(fly,)-

Véase la figura 2.4. Demostracion:

Figura 2.4:

Sea, f: Br — M la extensién G-equivariante de f a Bg, sea V' abierto
talque VC V' c V' C Bry V'NZ = Z, y sea ¢ : By —> [0, 1] aplicacién
G-invariante tal que ¢|g—_y» = 1y ¢|ly7 = 0. Entonces deg(f) = [F")€,
donde F' esta definida como en 2.1.1. Obsérvese que la aplicacién f es
también una extensién de la restriccién f |V—0, V' cumple con Vy C V' C
V! C Bg, y @ es también una aplicacién asociada a f IVO tal que ‘Plﬁ_v' =
1y ¢lyz = 0. Entonces, como degg(fly;) es independiente de la eleccién
de V' y ¢, se sigue que [F']¢ =degg(fly;)- W

4. Propiedad de Suspensién. Sea f : By — M G-equivariante tal que
f71(0) C Bgr. Entonces

degg(f) = =[f]°,

donde £ : [SV,SM]¢ — [SVH, SMH1C es el homomorfismo de suspensién
dado por [f]% +— [idg: A f]°.
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Demostracion:

Para f : Bg — M, la G-aplicacién ¢ = 0; por lo que F(t,z) = (2t —
1, f(z)). Se observa que ésta no se anula en la frontera 9([0,1] x Bg).
Entonces degg(f) = [Flgn]¢ = [2t — 1, f1° = [id|g: A f]° = Z[f]°. W

Observacién 2.2.2 Sea f : V — M una aplicacidn G-equivariante tal
que f~1(0) C V y supdngase que existe una extension G-equivariante
f:Br — M de f a Bg O V tal que f~1(0) C V. Entonces con-
sidérese la clase de G-homotopia [f]c: € [SV,SM]C. En este caso, usando
las propiedades de suspensidn y escision se obtiene

~ ~ ~

degg(f) = degg(fly) = degg(f) = S[f]°.

Corolario 2.2.3 Sea f : V — M una aplicacion G-equivariante tal
que f~1(0) C V, sean f; : B — M V C Br C N estensiones G-
equivariantes de f a Bg y sean g; : [0,1] x Bg — R, i = 0, 1 aplicaciones
G-invariantes. Supéngase ademds que las aplicaciones F; : [0,1] x B —
R x M, i = 0,1 definidas por Fi(t,z) = (gi(t,x),ﬁ(:c)), i = 0,1 son
G-homotdpicas en [0,1] x V y tal que Fi(t,z) # 0 para toda (t,z) €
[0,1] x (Bg — V). Entonces L[Fy]¢ = L[F]C.

Demostracion:
Sea W = (0,1) x V. Como degg(Fo|yr) =dega(Fil35) entonces aplicando
la observacién 2.2.2 a W, Fy y F) respectivamente, tenemos

degg (Filyy) = degg (F;) = B[F;],
ya que Fj(t,z) # 0 para toda (t,z) € ([0,1] x Bg) —W. R

Propiedad de aditividad. Sea f : V — M G-equivariante tal que
f71(0) c V =V, UVs, donde V;,V5 C V son abiertos G-invariantes tal que
V1NV, = 0. Entonces

S[FI¢ = 2[R]° + 3[R]%,

donde [F]%, [F1]9 y [F3]€ son las clases de homotopia G-equivariantes
inducidas por f, fly , y fly, respectivamente.
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Figura 2.5:

Véase la figura 2.5. Demostracion:

Sea [F]¢ la clase de homotopia G-equivariante inducida por la aplicacién F' :
[0,1] x BR — R x M definida por F(t,z) = (2t + 2¢p(z) — 1, f(z)). Donde ¢ es
una aplicacién G-invariante asociada a V' abierto, acotado G-invariante tal que
VeV yV' =V UVJ con V/ NV] =@, donde V{ y V son las correspondienes
vecindades G-invariantes de V; y V5 respectivamente. Considérese la siguiente
G-homotopia, 7 € [0,1]

i) = | @+ 1-2020(@) -1, f@), si0<i<y,
o (A =7t +20(2) - 1) +7,f(2)), siz<t<]
Obsérvese que en 7 = 0 se tiene
: (2t +2p(z) = 1, f()) = F(t,2), si0<t<y,
Hy(t,z) = R
(2t +2¢(z) - 1, f(z)) = F(t,z), siz<t<1
En 7 = 1, se obtiene que [F]° es inducida por la aplicacién
i < (@ Q- 2C0@ -1, f@), so<i<,
(17 f(il?)), si % S t S 1.

Nétese que si se cambia la variable ¢ por 1 —1 en la aplicacién de arriba, la nueva
aplicacién que se obtiene induce la clase —[F]¢ (la inversa de [F]¢). Considérese
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la, aplicaciéon

#(E, 5] = {(2t + (1 - 20)(20(2) — 1), f(2)), 0

<t< i

5 - Lk (2.1)
(2(1 - t) + (2t - 1)(2901 (:17) - 1)’f(1:))7 <t 1.

Esta aplicacién induce la clase de homotopia [F]¢ — [F;]. Ahora considérese la
G-homotopia H; : [0,1] x Bg — R x M definida por

t<
<

H,(t,z)= (1, f(z)),site 0,1,z € B - V' y r €[0,1],
Paraz € V]

(2t + (1 - 2t)(2¢1(z) — 1), f(z)), si0<2 <,
H.(t,2) = { (r+ (1 - 7)(2p1(2) — 1), f(2)), sir<2<2-7,
21 —t) + (2t — 1) + 2¢1(z) — 1), f(z)), si2—7<2<2.
Paraz € V]

Ho(tz) = § BT A =20@p2(2) = 1), f(=)), si 0
Tl fe), i1

Es fécil verificar que H estd bien definida (p|y- = ;) y es continua. Nétese que
H; coincide con la aplicacién definida por 2.1

Hi(t,z) = (1, f(z)),sit € [0,1], 2 € By - V",

Para z € W:
Hy(t.z) = (2t + (1 - 26)(2p1(2) — 1), f(x)), si0<2<1,
TPTT A - 0+ @ - Dei(@) - 1), fla)), sil<2t<2.
Para z € 72’,
Hy(t,7) = { (2t + (1= 20)(2p2(x) = 1), f(2)), si0<t<,

Obsérvese que la restriccién de Hy a [0, 1] x V3 induce la clase [F3]C.

Ho(t, ) = (/) site 0,1,z €Br—T77,
olt,x) = 2¢p1(z) =1, f(z)), si0<2<2yzel].
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Hyt,o) = { @+ (1 -202n(@) -1, f@), si0<t<iyzel,
S 1, f(2)) sil<t<lyzeT].
Entonces la aplicaciéon Hy puede ser vista como una extension de F», la cual no se

anula en [0,1] x Bg — V. Por el corolario 2.2.3 se obtiene que X([F]¢ — [F,]%) =
Y[F3]%; como ¥ es un homomorfismo de grupos, se tiene la afirmacién.l
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Capitulo 3

El indice de punto fijo
equivariante.

3.1. Construccion de Grothendieck

En esta seccién se describe una construccion bésica, conocida como la construc-
cién de Grothendieck. Esta asigna un grupo a un semigrupo en una forma uni-
versal, y generaliza en algin sentido la construccién de los enteros a partir de
los numeros naturales asi como la construccién de los racionales a partir de los
enteros.

Se entiende por un semigrupo una terna (A4, *,e), donde * : A x A — A es
una operacion asociativa y e es neutro para *.

Proposicién 3.1.1 Si A es cualquier semigrupo abeliano, se le puede asociar un
grupo abeliano A’, tinico salvo isomorfismo, y un homomorfismo de semigrupos
a: A — A tal que se tienen las siguientes propiedades universales:

Si G es cualquier grupo abeliano y v : A — G es cualquier homomorfismo de
semigrupos, entonces ezxiste un unico homomorfismo de grupos 7' : A' — G
este diagrama de semigrupos conmuta:

39
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El par (A', a) es llamado la construccion de Grothendieck asociada al semi-
grupo A.

Demostracion:

Se define una relacién de equivalencia en A x A por (a1, b1) ~ (a2, bs) si existe
c € Atal que a3 + b2 + ¢ = as + by + c. Entonces sea A’ = A x A/ ~. Si se
denota la clase de equivalencia de (a, b) por (a,b), entonces la suma en A’ esta
definda por (a,b) + (a’,b') = (a+a',b+ V'), el negativo de (a,b) es (b,a). Como
A es abeliano, claramente A’ es un grupo abeliano. Se define a : A — A’ por
a(a) = (a,0).

Sea (G, +) un grupo abeliano y v : A — G cualquier homomorfismo de semi-
grupos. Definase 7' : A’ — G por: (a,b) — y(a) — v(b).

Obsérvese que ' esta bien definida. Si (a,b) = (a’,b') entonces existe ¢ € A
tal que a + b +c¢c = a' +b+ ¢, y por lo tanto y(a + b +¢) = y(a' + b+ ¢),
que por ser v homomorfismo de semigrupos se tiene que y(a) + y(b') + v(c) =
v(a') + v(b) + v(c); como G es grupo abeliano, (se puede restar) y la igualdad
v(a) — y(b) = y(a') — v(b') que por definicién es v'{a,b) = v'{(a’,b'), por lo que
~' estd bien definida.

A continuacién se demuestra que 4’ es homomorfismo de grupos abelianos. Sean
(a,b), (a',b') € A’, entonces

7' ((a,b) + (@', ¥)) =7 ((a+a',b+ V) =v(a+a’) —y(b+)

que por ser G grupo abeliano y v homomorfismo de semigrupos las siguientes
igualdades valen:
v(a+a') = y(b+¥) =1(a) +v(a’) — () — ¥ (¥)

=7(a) —v(b) + v(a') = ¥(¥)
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=v'({a, b)) +7'({a', ¥)).
Obsérvese ahora que 7' es dnico. Supéngase que existe 7" : A’ — G homomor-
fismo de grupos tal que el siguiente diagrama conmuta:

A———G
al ’
A

De la conmutatividad de los diagramas tenemos las siguientes igualdades
7' 0 afa) = v'({a,0)) = v(a) = v"({a,0)) =" 0 a(a).

Recordando que el inverso de {0, b) es (b,0), y como 4’ y 4" son homomorfismos
de grupos, se tiene que:
7' ({a, b)) =v'({a,0) + (0, b))

=7'((a,0)) +v'({0,8)) = 7'({a,0)) — ¥'((b,0))

=7"({a,0)) — v"((6,0)) = v"({a, 0)) +~"({0, b))

=7"((a,0) + (0,b)) = 7"({(a, ).
Por lo tanto v =+".
Abusando de la notacién, para cualquier a € A se usa también a para denotar
su imagen a(a) € A’. Claramente se tiene que (a,b) =a—be A’.

Observacién 3.1.2 a; = a; € A’ si y sdlo si existe a € A tal que a3 + a =
az+a€ A.

Demostracion:

(=) Supdngase que a; = as € A’, esto es (a;,0) = (az,0), por lo que existe
a€Atalquea; +0+a=as+0+ac€ A.

(<) Supédngase que existe a € A tal que a; + a = az + a € A, por lo tanto
(a1,0) = (a2,0), es decir a; =az € A'.

Proposicién 3.1.3 a: A — A’ es inyectiva si y sélo si la ley de cancelacion
vale en A.

Demostracion:

(<) Supéngase a : A — A’ inyectiva. Sean ay,a; € A tales que a; + a =
as + a € A, por la observacién anterior se tiene que a; = as € A’, como « es
inyectiva, entonces a; = ay € A. Es decir vale la ley de cancelacién en A.
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(=) Sean a;,ay € A tales que a(a;) = a(as). Por la observacién anterior existe
a € Atal que a; +a=az+a € A. Como la ley de cancelacién vale en A se tiene
que a; = as, por lo que «a es inyectiva. B

Considérese ahora el conjunto M = {[M] | M es G-mé6dulo}. Donde [M] es la
clase de G-isomorfismo de un G-médulo M. Sean M y N dos G-médulos de
dimensiones m y n respectivamente. La suma directa de dos G-médulos M & N
es un G-mdédulo con la accién diagonal y de dimensién m + n. Es claro que M
junto con la suma [M] + [N] = [M & N] como operacién, es un semigrupo con
neutro el espacio 0.

Apliquese la construccién de Grothendieck al semigrupo M. La relacién de equiv-
alencia en M x M esta dada por ([M],[N]) ~ ([M'],[N']) si existe [L] € M
tal que [M]+ [N'|+[L] =M@ N' &Ll =[M&NeaL|=[M]+[N]+[L]
Entonces sea RO(G)=M x M/ ~. Siguiendo la notacién de la clase de equiva-
lencia de ([M],[N]) por (M, N), entonces la suma en RO(G) esta definida por
(M,N)+ (M',N'"y=(M & M',N & N'), y el negativo de (M, N) es (N, M).
El homomorfismo de semigrupos a : M —RO(G) manda la clase de un G-
médulo M en (M, 0), entonces (M, N) = (M,0) — (N, 0). Denébtese a (M,0) =
(M), se tiene que (M,N) = (M) — (N) eRO(G).

NOTACION 3.1.4 Para p €RO(G), denotamos por p+1 a (M, N)+(R,0), y por
p—1a(M,N)+ (0,R).

3.2. RO-Homologia

DEFINICION 3.2.1 Dado un grupo de Lie compacto G, sea G — Tops la cate-
goria de parejas (X, A) de G-espacios topoldgicos y G-aplicaciones de parejas
f:(X,A) — (Y,B). Mds ain, sea A la categoria de grupos abelianos y ho-
momorfismos. Una RO(G) teoria de G-homologia graduada es una coleccion de
funtores covariantes
hf:h,,:G—'Tom——)A
y transformaciones naturales
0,, 2 hp.+.1 ey hp oT

para p € RO(G), donde T : G — Tops— G — T opa es el funtor que envia la
pareja (X, A) a la pareja (A,0) y la G-aplicacion de parejas f : (X, A) — (Y, B)
a f|a, tal que satisface los siguientes aziomas:
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1. Homotopia. Si fo ~¢ f1:(X,A) — (Y, B) (una G-homotopia de pare-
jas), entonces
fox = frx t hp(X, A) — h,(Y, B)

para toda p € RO(G).

2. Escision. Para cualquier par de G-espacios (X, A) y un subconjunto U C
A G-invariante que satisface U C A° y (X —U,A-U) € G —Tops, la
inclusion j : (X —U,A—U) — (X, A) induce un isomorfismo

ho(X —U,A-U) = h,(X, A)
para toda p € RO(G).

3. Ezactitud. Para cualquier par de G-espacios (X, A) se tiene una sucesion
ezacta larga

B i O, A et () 2 B LK) Ry B A 22

donde 1 : (A,0) = (X,0) yj: (X,0) = (X,A) son las inclusiones, y se
escribe h,(X) en vez de h,(X,0).

4. Suspensidon. Para cualquier G-mddulo M irreducible y cualquier G-espacio
punteado X eziste un isomorfismo natural

oM : By ary (BM X) — hp(X)

para cualquier representacion M de G y BP(X ) = hy(X, zo). Equivalente-
mente existe un isomorfismo natural

o™ 2 by (ay (M, M = 0) x (X, A)) — hy(X, A).
Proposicién 3.2.2 Sea X un G-espacio entonces h,(X,X) =0
Demostracion:

Como i = idx : (X,0) — (X,0) entonces i, = 1;,(x) es un isomorfismo y de
la sucesién exacta larga se obtiene el resultado. B
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3.3. El Indice de punto fijo equivariante

En esta seccién se define el indice de punto fijo equivariante estable, I¢(y), el
cual es un elemento del (N — M)-grupo de homologia h§_,,(x) donde h® es
alguna RO(G) teoria de homologia graduada y N — M € RO(G) es el elemento
(N)— (M) = (N, M) € RO(G) representado por la diferencia virtual de N y M.
Sea G un grupo de Lie compacto. Témese una aplicacién equivariante ¢ : V —»
K ® M', donde K, M' y N’ son G-mé6dulos, y V C K & N' un conjunto abierto
G-invariante tal que el conjunto de puntos fijos F' =Fix(p) = {(k,n) € V C
K®N'| p(k,n) = (xk,0) € K@ M'} CV es compacto. Por lo tanto existe R > 0
tal que F C Bgr;seaC = N —V, como F es cerrado y V es abierto en N se tiene
que C =C C A° = A= N—F, por lo cual, la inclusién (N -C, A—C) < (N, A)
es una escisiéon. Aun mas, (N —C,A—C) = (V,V — F). Considérese el siguiente
diagrama

(N,N — BRY——> (N,N = F) «—2 v,V - F)
(2)f j—vl
o g SR s e > (M, M —0)

te

donde j : V. — M es tal que j(k,n) = (k,00 € Kd M', (k,n) e VC K& N'.
Por lo que (j — ¢)(k,n) = (k,0) — p(k,n) = (0,0) € M < (k,n) € F, es decir
J—¢:(V,;V—F)— (M, M —0) esta bien definida. Andlogamente la inclusién
N — Bg < N — F define una inclusién de parejas ¢«(N, N — Bg) < (N,N — F).
La inclusién (2) es una equivalencia G-homotépica en el segundo témino de la
pareja con inversa G-homotépican: N — 0 — N — Bg, dada por

(k,m) si|(k,n) |> R,
17('9, n) = { K,n <
Rygor st | (k,n) |< R.
De los axiomas de homotopia y escisién en la definicién 3.2.1, se observa que
las inclusiones (1) y (2) inducen isomorfismos en homologia. Entonces la flecha
punteada i, induce en homologia un homomorfismo

(ip)« : hG vy (N, N = 0) — hS, ny (M, M - 0),



3.4. PROPIEDADES DEL INDICE 45

donde p € RO(G), el cual, después de desuspender por N y M con los isomor-

fismos
o™ hG, vy (N, N — 0) — hS (%)

o™ hGy vy (M, M = 0) — BS, vy gy (),

determina un homomorfismo Ig : hf(*) — hf+ (NY—( M)(*) tal que conmuta el
diagrama

(iy)-
hv oy (N, N = 0) ——=— h{\ () (M, M —0)

1UN laM
16

hg () - B (o) ()

y, tomando la imagen del elemento 1 € hS (%), también un elemento I¢(p) =
Ig(l) € h?N)_(M)(*).

DEFINICION 3.3.1 Al homomorfismo de grupos Ig se le llama homomorfismo
indice de ¢ y al elemento I¢(p) indice (de punto fijo) de .

Particularmente interesante es el caso donde h¢ es la homotopia estable equiva-
riante mgj. Donde 75 ny(X) = {SV, X}G = colimg[SV¥K 2K X]C y K varia
sobre un conjunto cofinal de G-médulos. 78 (N) (X, A) =75 (X UCA), donde
CA es el cono de A. Entonces el indice I¢(ip) es un elemento estable en

7Gvy—any (¥) = {SY,8M}% = colimg [SVEK, MEK]G,

3.4. Propiedades del indice

La siguiente es una lista de las propiedades principales de este indice de punto
fijo equivariante:

1. Propiedad de existencia de puntos fijos. Si I¢(p) # 0, entonces exis-
te (k,n) € V C K & N' tal que ¢(k,n) = (k,0), es decir, F =Fix(yp) # 0.
Demostracion:
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Supédngase que Y(k,n) € V p(k,n) # (k,0) € K & M', luego el conjunto
de puntos fijos de ¢, Fix(y) es vacio, asi N — F = N y considerando el
diagrama

(N, N) (V. V)
)
(N,N-0)— — rhulnle (M,M —-0)
al pasarlo a homologia se tiene
0= hy(N,N) ho(V,V) =0
T ")
hy(N,N — 0) —22 (M, M - 0)

es decir, el homomorfismo indice factoriza a través del grupo trivial, por
lo que (i,)+ = O«, y como consecuencia If," es el homomorfismo cero, luego
entonces I9(p) =0 .1

Propiedad de escisiéon. Sea W C K @ N' abierto G-invariante tal que
Fix(¢) C W C V, entonces I¢(p) = I%(p|w).

Demostracion:

Considérese el siguiente diagrama conmutativo

(V7V_F)
Jj—¢
JJ (G-9)lw
(W,W — F) (M, M -0)
B 1
/
/
/
(N,N —F) 27
Ve
/.
Jo
(N,N — Bg) -
//
/
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Al pasarlo a homologia se tiene

(i) x=(ip |y )«

h,(N,N —0)

donde el isomorfismo en la tltima flecha de arriba es por la propiedad de
escisién de la teorfa h, por lo que IG(p) = I¢(p|w). B

3. Propiedad de aditividad. Si V = U2, V; con V; abierto G-invariante
para toda i, F; =Fix(y|v;) es compacto para toda i,y F;NF; =0 sii # j,
entonces 1¢(p) = 10, I%(¢|v;)-

Demostracion:

Sea W; una vecindad abierta G-invariante de F; tal que W; N W; = 0 si
i # j con W; C V; (esta construccién es posible gracias a la propiedad
de Hausdorff y la compacidad de F;). Considérese el siguiente diagrama
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conmutativo
Uz, (W, W; — F)
U(i—e)lw;
id
(U, Wi, U W; — F) —— 20 20 ar — o)
i
7/
> <
(N, N —F) P
4
/
J 7 eluw;
(N,N-Bgr) .~
& s
r 4
7/
o
(N,N —-0)
Al pasar a homologia
en, h, (Wi, W; — F})
" (G-9)lw,)s
((G=¥)luw;)+
ho (U2, Wi, (U Wi) — F) ———"5 (M, M - 0)

IR

(iwluwi )‘z(iQ\alw‘. )»

h,(N,N —0)

Por la propiedad de escis

escisién se tiene Y v, I%(¢p|w;)

igualdad deseada. B

i6n, se sabe que I () = I%(¢|uw; ), del diagrama
se tiene I%(pluw,) = Sim, I%(¢lw;), y de nuevo por la propiedad de
S I%(¢lv;); se tiene entonces la
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4. Propiedad de invariancia homotépica. Sea H : V x [0,1] — M, con
V C (K@ N') = N abierto G-invariante y Fix(H;) compacto para toda
t € [0,1], entonces I¢(Hy) = I°(H,). A una tal homotopia se le denomina
admisible.
Demostracion:
Las hipé6tesis permiten hablar de I¢(H;) para toda t € [0,1]. Se observa
que por la propiedad de homotopia de h (3.2.1,1) (j — H¢)+ no depende en
realidad de ¢, pues j — H; ~ j — Hy para cualesquiera t,t’ € [0, 1]. Se tiene
asi que IG(H()) = IG(Hl) |

NoOTA 3.4.1 Se puede establecer en forma andloga una proposicién de in-
variancia homotdpica mds general: Si H : V. — M es tal que V C
N x [0,1] y H; = H|yn(nx{t})€s tal que Fix(H;) es compacto (homotopia
admisible), entonces 1¢(Hy) = IC(H,).

Para probarlo se observa que es posible encontrar W C N tal que V C
W x [0,1], extender H a W X [0, 1] controlando los puntos fijos y aplicar
la propiedad anterior de invariancia homotdpica, asi como la de escision
y aditividad.
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Capitulo 4

Comparacion del grado con
el indice.

4.1. Funtor de homotopia reducida graduado

DEFINICION 4.1.1 Dado un grupo de Lie compacto G, considérese G — Tops.
Un funtor de G-homotopia reducida graduado con una sucesion natural
para parejas de espacios, es un funtor covariante

kf:k,,:G—’Topg—>A
que consta de transformaciones naturales
Op i kpy1 — kpoT

para p € R C RO(G), R algin subsemigrupo de RO(G), R = {{(N) | N es
G—mddulo}, donde T : G — T opp— G — T op, es el funtor que envia la pareja
(X,A) a la pareja (A,0) y la G-aplicacidon de parejas f : (X,A) — (Y, B) a
fla, tal que satisfacen los siguientes aziomas:
1. Homotopia. Si fo ~¢ f1 : (X, A) — (Y, B) (una G-homotopia de pare-
jas), entonces

f(]* = fl* : kp(Xa A) = kp(Ya B)
para toda p € R.

51
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2. Ezactitud. Para cualquier par de G-espacios (X, A) se tiene una sucesion
ezacta larga

j O, ix o Op—1
2y Ry (X, A) > kp(A) y kp(X) —L ko (X, A) —s

donde i : (A,0) < (X,0) yj: (X,0) — (X, A) son las inclusiones, y se
escribe k,(X) en vez de k,(X,0).

Los grupos de homotopia equivariante 7&, o cualquier homologia reducida equi-
variante h¢ son ejemplos de este tipo de funtores. Ver [1] (3.4.6) pagina 83.

Observacion 4.1.2 Si X es un G-espacio contraible entonces h,(X) = 0.

4.2. Comparacion del grado con el indice

Recuérdese la definicién 2.1.1, donde G es un grupo de Lie compacto, M y
N G-médulos con acciones lineales ortonormales de G, de dimensiones m y n,
respectivamente, f : V — M una aplicacién equivariante, V. C N es un abierto
G-invariante cuyo conjunto nulo Z = f~1(0) es compacto, se tiene el grado
dege(f) como la clase de homotopia equivariante de una aplicacién F” : s 3
sM
Siguiendo en orden la construccién del grado equivariante en esa definicién hasta
el punto 4, considérese el homeomorfismo lineal D! = [—1,1] — [0,1], t L
para cambiar la aplicacién F del punto 5 a una aplicacién @ : D' x B — Rx M.
Entonces R

®(t,z) = (t + 2¢(), f(z))-
Obsérvese que ®(t,z) = 0siysélosit = 0y ¢ € Z. Se puede extender la
aplicacién @ a una aplicacién F:RxN—RxM

®(t,z)  si|t|<ly|z|<R
- £ i > <
e L I L
®(t,Ri%) si|t|<ly|z|>R
®(

tRE) siltlzly|z|>R

_l“

El conjunto Z = F~1(0) = {0} x Z. Por lo que se tiene una aplicacién de
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parejas F : (R,R —0) x (N, N — Z) — (R x M, (R x M) — 0). Né6tese primero
las siguientes igualdades:

(R,R —0) x (N, N — Bg) = (R x N,R x (N — Bg) U (R —0) x N)
=(Rx N,Rx N — (0 x Bg)),

(R,R—0)x (N,N—Z2)=(Rx N,Rx (N —Z)U(R-0) x N)
=R xN,Rx N —(0x Z2)),

(R,R—0) x (M, M —0) = (R x M,Rx (M—0)U(R—0) x M)
= (R x M, (R x M) —0).

Entonces el diagrama

tdx f

(R,R —0) x (V,V — Z) (R,R — 0) x (M, M —0)

R,R-0)x (N,N—-2)—E s (Rx M, (R x M)-0)

~

conmuta.
Si (t,z) € R x V, entonces

Fz) = {&fE@ sty
’ (fp f@) sift|>1.

Se tiene la aplicacién de parejas dy : (R,R—0) x (N, N — Bg) — (Rx M, (R x
M) — 0) definida por el siguiente diagrama

R,R-0)x (N,N-2)—F s (Rx M, (R x M) —0)
(R R~ 0) X (N, N = B)

Proposicién 4.2.1 La aplicacion dy : (R,R—0)x(N,N—Bg) — (RxM, (Rx
M) —0) induce en clases de homotopia el elemento

dega(f) € [(R x N, (R x N) —0); (R x M, (R x M) —0)]g = [SV,sM]¢.
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Demostracion:
Sea k, cualquier funtor de homotopia reducida graduado con una sucesion exacta
natural de parejas de espacios.
Considérese el siguiente diagrama
k(R x N) = 0) <——— k,(S")
& [(1)
kpi1(R x N,R x N = (0 x Bg)) — k,(R x N — (0 x Bg))
l .
kpi1(Rx N,Rx N — (0 x Z)) —k,(R x N — (0 x Z))
lf. (F)).

kpp1 (R x M, (R x M) —0) ——> k,((R x M) —0) %_ k,(SM)

donde las flechas horizontales en la parte izquierda estdn dadas por el morfis-
mo de conexién J,, son isomorfismos ya que R x N y R x M son contraibles.
La flecha (1) es un isomorfismo dado por la equivalencia homotépica canénica.
Los isomorfismos (2) y (3) se siguen de las inclusiones de las esferas unitarias
S(IN®R)y S(M®R)en (Rx N)—0y (R x M) — 0, respectivamente, que son
equivalencias homotépicas equivariantes, y estas esferas son G-homeomorfas a
SN y 8M | respectivamente, como se vio en la proposicién 1.5.14.
En el caso especial de k, = W(GN) =[S, -], el homomorfismo d} corresponde
a un homomorfismo
[s™,5V1¢ — [8%,8M)¢,

que envia [idgn] a degg(f) ya que

dylidsn] = [dy o (ids)] = [Flsn] = [®|sv] = dege(f). W

Dado cualquier elemento [a] € [SY,8M]¢, éste induce un homomorfismo a, :
hG(SN) — S (s™).

Corolario 4.2.2 Sean M = K® M' y N = K & N' G-mddulos, y sean f :
V — M,V C N tal que Z = f~1(0) es compacto, y j : V. — M tal que
j(k,n) = (,0). Entonces, 1 € h§(x) = h§ (%) = h{\,(SV), dega(f).(1) =
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IG(j-f) e E?M(SM) = E?N>_<M)(SO) = h?N)_<M>(*). En particular, si hC es
la teoria de homotopia estable equivariante, entonces dega(f)«(1) € {SV,8M}¢
que es la estabilizacidn de degg(f) € [SV,SM]C, el cual se le llama grado
estable.

Demostracion:
Considérese el siguiente diagrama conmutativo:

(R,R—0) x (V,V - 2) — 2 (R,R—0) x (M, M —0)

-| ~ |

R,R-0)x (N,N-2)—E s (Rx M,(Rx M)-0)

(R,R - 0) x (N, N — Bg)

Entonces, al pasar a homologia, después de desuspender el producto con (R, R —
0) en la izquierda y tomando K = 0; se tiene que j =0y ¢ = j — f. Se tiene
entonces el siguiente diagrama:

(G—¢)s=Ff«

h,(V,V — Z) hy,(M,M —0)

£

hy(N,N - 2)

h,(N,N — Bg)

IR

hy(N,N —0)
Por lo que F = Z, es decir, Fix(p) = f71(0).

KGyy (N, N = 0) — 2 hG. (M, M — 0)

laN laM
I8

Ry oy (%)
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de aqui que I ;(1) = I¢(j — f). Ahora tomando k, = TL<GN>, el homomorfismo
d} en el diagrama

Ko((R x N) = 0) <———k, (8")

> ()
kpi1(R x N,R x N — (0 x Bg)) — k,(R x N — (0 x Bg))

kpi1(R X N,Rx N — (0 X Z)) —> k,(R x N — (0 x Z))

lﬁ. (F)).

Epy1(R X M, (R x M) —0) ——> k,((R x M) — 0) «—s)— k,(SM)

enviala I(j — f) € (N>(SM) = h(N) (M)(SO) (N) (M)( )
Tenemos asi:

Teorema 4.2.3 Sean M = KeM' y N = K®N' G-mddulos. La estabilizacion
del grado equivariante de una G-aplicacion f: V. — M,V C N, coincide con
el indice de punto fijo equivariante de j — f:V :— M. R
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