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Introducción 

Un resultado clásico de la teoría de anillos conmutativos debido a Matlis 

[10] es que si R es un anillo neteriano conmutativo, entonces la correspon

dencia entre el conjunto de clases de isomorfismo de R-módulos inyectivos 

inescindibles y el conjunto de ideales primos de R que asigna a cada clase el 

único primo asociado a cualquiera de sus representantes, es una biyección. 

Esta asignación es conocida en la literatura como la correspondencia local de 

Gabriel. 

Si se suprime la hipótesis de que R sea conmutativo, entonces el resultado 

deja de ser cierto en general. 

En [7], Gabriel prueba que si R es neteriano izquierdo y R satisface la 

condición" H", entonces la correspondencia es biyectiva. 

Un resultado mas fuerte es debido a Krause [8] donde prueba que si Res nete

riano izquierdo, entonces R tiene correspondencia local de Gabriel biyectiva 

si y sólo si R es completamente acotado izquierdo. Posteriormente Beachy 

[3], obtiene una caracterización de los anillos neterianos izquierdos comple

tamente acotados en términos de teorías de torsión hereditarias. 

Resultados muy recientes que caracterizan anillos no necesariamente nete

rianos ni conmutativos con correspondencia local de Gabriel biyectiva pueden 

verse en [1],[6]. 

El presente trabajo esta basado en el artículo "M-injective Modules and 
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Prime M -ideals" de John A. Beachy publicado en Comunications in Algebra 

Vol. 30, No. 10,pp. 4649-4676, 2002. 

:-':uestro marco de referencia será la categoría O"[M] asociada a un módulo 

JI en donde cierto tipo de submódulos de M jugaran el papel de ideales del 

anillo. estos submódulos los llamaremos M-ideales de M. 

El teorema principal establece una correspondencia biyectiva entre los módulos 

inyectivos inescindibles de O"[M] y los M-ideales primos para M un módulo 

neteriano que satisfaga: 

(i) La condición H y 

(ii) Hom(J/, X) =1= ° para todo módulo no cero X en O"[M] . 

En el primer capítulo se define el concepto de anulador en M de una fa

milia arbitraria de módulos e, denotado por AnM(e), para M un R-modulo 

izquierdo como la intersección de los núcleos de morfismos que van de M a 

los objetos de la familia . Haciendo una generalización del hecho de que los 

ideales de un anillo R corresponden a los anuladores en R de módulos izquier

dos. se define un M-ideal de M como el anulador en M de una cierta familia 

de módulos y se probará que este submódulo de M es el anulador en M de 

una familia de R-módulos contenida en O"[M]. Se dará una caracterización de 

los JI-ideales en términos de radicales resultando que un submódulo de M 

es un M-ideal si y sólo si existe un radical de R-Mod que aplicado a M sea el 

submódulo. Se extenderán propiedades básicas de los ideales como que la in

tersección de cualquier familia de M-ideales es un M-ideal y que un K-ideal 

de cualquier M-ideal K es también un M-ideal de M. Se definirá el producto 

(N· X) de un M-ideal N por cualquier R-módulo X como Anx(eN) donde 

eN es una cierta familia de R-módulos relacionada con N y probaremos algu

nas consecuencias esperadas como que un M-ideal N anula a un modulo X 

si y sólo si N esta contenido en el anulador en M de X y que el producto de 

dos M-ideales es un M-ideal contenido en la intersección, además de algunas 
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propiedades técnicas que nos serán útiles en los capítulos siguientes. 

El capítulo 2 esta centrado en el concepto de módulo M-primo que se 

define como un R-modulo X tal que: 

(i) Hom( AI. X) -# O Y 

(ii) AnM(X) = AnA[(Y) para todo submódulo Y ~ X 

t al que Ho m(M. Y) -# O. 

Esta es una generalización de los módulos primos (llamados aquí R-primos) 

estudiados en [5], usando el producto definido en el capítulo 1, caracterizare

mos a los módulos M-primos como aquellos módulos X tales que toda vez 

que un M-ideal N anule a X, entonces esto implica que N anula a todo 

submódulo Y ~ X tal que M . Y -# o. 
Usando este resultado probaremos que para un módulo X, 

con Hom(M, X) -# O, son equivalentes: 

(i) X es .M-primo. 

(ii) tr M (X) es .M-primo. 

(iii) M· X es M-primo. 

En seguida estudiaremos el caso particular cuando M mismo es M-primo y 

probaremos que esto ocurre cuando f (M) cogenera a M para todo 

0-# f E End(M). 

Siguiendo la analogía con la situación en los ideales del anillo, en el tercer 

capítulo llegamos al concepto de M-ideal primo definiéndolo, usando los con

ceptos de los capítulos 1 y 2, como el anulador en M de un modulo M-primo. 
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Probaremos la existencia de M-ideales primos asociados a un módulo X en 

el caso cuando M es neteriano, así mismo algunas propiedades que extienden 

las ya conocidas para ideales primos tales como que todo M-ideal máximo 

es primo o que todo M-ideal primitivo es primo. 

Al final del capítulo probaremos que si M es un módulo artiniano finitamente 

generado y O es un M-ideal máximo, entonces 1\1 es un modulo semisimple 

homogéneo (suma directa de un solo tipo de modulo simple). 

Ahora volvemos nuestra atención en el capítulo 4 a los módulos de longi

tud finita y al radical de Jacobson de M. El teorema central de este capítulo 

establece que que M es de longitud finita si y sólo si todo M-ideal N es 

finitamente generado y MINes finitamente cogenerado. 

En el capítulo 5 bajo la hipótesis de que M sea casi-proyectivo en O'[M] se 

puede probar que los M-ideales son precisamente los submódulos totalmente 

invariantes de M, además que si N y K son M-ideales, entonces N + K 

también. 

Usando la hipótesis mas fuerte de que M sea proyectivo en O'[M] resulta que el 

producto definido en el capítulo 1 es asociativo, también una caracterización 

de los M-ideales primos completamente análoga al caso de los ideales primos 

del anillo, es decir, un M-ideal P de M es primo si satisface las siguientes 

condiciones equivalentes: 

(i) P es un M-ideal primo. 

(ii) N · K ~ P implica que N ~ P ó K ~ P para N y K M-ideales con K 

M -generado. 

(iii) MIP es un módulo M-primo. 

Finalmente en el capítulo 6 probaremos que la correspondencia local 

Gabriel se tiene en O'[M] cuando M es neteriano y satisface: 



INTRODUCCIÓN IX 

(i) La condición H 

(ii) Hom(M, X) # O para todo O # X E o-[M]. 

Para esto probaremos que cuando M cumple estas hipótesis entonces todo 

módulo uniforme distinto de cero en o-[M] tiene un único M-ideal primo aso

ciado, así que la correspondencia que a cada módulo M-inyectivo inescindible 

(por lo tanto uniforme) en o-[M] le asocia su único M-ideal primo esta bien 

definida. usando el teorema de Krull-Schmidt-Azumaya en R-Mod probare

mos que la correspondencia es inyectiva. Por ultimo el teorema de Matlis 

garantiza que si M es neteriano, entonces todo módulo no cero de o-[M] con

tiene un submódulo uniforme y esto nos da la suprayectividad de la 

correspondencia. 

Por ultimo haremos algunas generalizaciones de las propiedades de los submódulos 

completamente invariantes de módulos neterianos que cumplan la condición 

H . 

En el capítulo A (Apéndice) , presentamos algunos resultados relevantes 

relativos a las categorías del tipo o-[M] así como resultados de la teoría general 

de anillos y módulos empleados en este trabajo. 



Capítulo 1 

M-ideales 

Los ideales bilaterales del anillo R corresponden a los anuladores de R

módulos izquierdos. Para establecer una analogía entre los ideales bilaterales 

de R y los "M-ideales" de M observamos que para todo X E R-Mod: 

AnR(X) = {r E R I rx = O para toda x E X} = n Nuc(J) 
f EHom (R,X ) 

Mas aun es posible observar lo siguiente: 

Observación 1.0.1. Sea e una clase de R-módulos izquierdos. Entonces: 

AnR(e) = {r E R I rm = O para toda m E M Y M E e} = 

= n{Nuc(J) 11 E Hom(R, M) y M E e} 

Prueba. Si r E AnR(e) y 1 E Hom(R, M) se tiene que 1(r) = r 1(1) = O 

entonces, rE n{Nuc(J) 11 E Hom(R, M) y M E e}. 

Inversamente si r E n{Nuc(J) 11 E Y M E e} y m E M con M E e para el 

morfismo 1m : R --+ M dado por 1m(l) = m se tiene O = 1m(r) = rm por 

lo tanto r E AnR(e). O 

Esto motiva la siguiente definición . 
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Definición 1.0.2. Sean M E R-Mod y C e R-Mod cualquier familia de 

R-módulos izquierdos, definimos el anulador de C en M como: 

AnM(C) = n{Nuc(J) I f E Hom(M, e) y e E C} 

Anlvf(C) también se le conoce como rechazo de C en M . 

Definición 1.0.3. Un submódulo N de M es llamado un M-ideal de M, si 

existe una clase C de módulos en a[M] tal que N = AnM(C). 

Observación 1.0.4. Un submódulo N ~ M es un M-ideal si y sólo si 

N = AnM(C) para alguna clase C en R-Mod . 

Prueba. Si N = AnM(C) con C ~ a[M] entonces C ~ R-Mod. Inversamente 

supongamos que N = AnM(C) para alguna clase C en R-Mod, consideremos 

C'= {lm(J) I f E Hom(M, e), e E C}, si x E AnM(C) y f E Hom(M, e') 
con e' en C' entonces e' = lm(g) para alguna 9 E Hom(M, e) con e en C 

es decir f : M -t lm(g) ~ e, como x E AnM(C) entonces f(x) = O por 

lo tanto x E AnM(C/). Ahora bien, si x E AnM(C/) y f E Hom(M, e) con e 
en C se tiene que lm(J) E C' entonces f E Hom(M, lm(J)) con lm(J) E C' 

por lo tanto f(x) = O es decir x E AnM(C) , se sigue entonces que N es un 

M-ideal ya que N = AnM(C) = AnM(C/) con C' ~ a[M] . O 

Ejemplo 1.0.5. Sea 1 ~ R un ideal izquierdo de R. Entonces 1M es un 

M-ideal de M. 

Consideremos C = {e E R - Mod I le = O} , afirmamos entonces que 

1M = AnM(C) . Sean rm E 1M y f : M -t e con e E C. f(rm) = 

r f(m) = O ya que r E 1 y f(m) E e por lo tanto rm E AnM(C). Ahora si 

m E AnM(C), para 7r: M -t MIIM tenemos 7r(m) = m + 1M = O ya que 

MIIM E C por lo tanto m E 1M. 

Observación 1.0.6. Sea M E R-Mod, si p E R-pr (La reticula de prerradi

cales asociada a R) es un radical entonces p(M) = AnM(C) donde C = lFp . 
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Prueba. AnM(C) = n{ Nuc(J) I fE Hom(M, C) con CE C}, 

sea f E Hom(M, C) con C E C, f(p(M)) ~ p(C) = O ya que C E C por lo 

tanto p(M) ~ Nuc(J) es decir p(M) ~ AnM(C). 

Por otro lado sea 7f : M ~ .\1/ p(.\1) la proyección canónica. Como p es un 

radical M / p( M) E C, además p( M) = N uc( 7f) entonces 

AnM(C) ~ Nuc(7f) = p(M). O 

Como consecuencia, si p es un radical entonces 

p(M) = n{N ~ M I M/.V E IFp } ya que si M/N E IFp se sigue que N = 

N uc( 7f) con 7f : M ~ M/N la proyección canónica. Por otro lado si 

K = Nuc(J) con f E H om(M, C) C E C entonces M/ K ~f(M) ~ C de 

donde p(M/K) = p(J(M)) ~ p(C) = O por lo tanto M/K E C. 

Para cada clase C de R-módulos, el AnM(C) define un prerradical del cual 

se pueden extraer algunas propiedades que nos ayudaran a caracterizar a los 

M-ideales. 

Definición 1.0.7. Sea C una clase de R-módulos izquierdos. Definimos el 

radical cogenerado por C como radc(M) = An¡\f(C) para todo módulo M si 

C consta de un solo elemento K usaremos la notación radJ( 

En efecto radc( _ ) es un radical. 

(i) Para todo M E R-IVlod , radc(M) = AnM(C) ~ M. 

(ii) Sea f : M ~ M' , basta mostrar que radc(M) ~ radc(M' ). Si 

m E AnM(C) = n{Nuc(J) I f E Hom(M,C) , CE C} Y g: M' ~ C 

con C E C. g(J(m)) = O entonces f(m) E AnM'(C) = radc(M' ) por lo 

tanto radc ( _ ) es un prerradical. 

(iii) Sea M E R-Mod. radc(M/radc(M) = AnM/radc(M)(C) = n{Nuc(J) I 
f E Hom(M/radc(M)' C) con C E C} para f : M ~ C definimos 

el morfismo J : M/radc(M) ~ C como: J(x + radc(M)) = f(x) , 
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afirmamos que j esta bien definida. Si :1" - x' E rade( JI) entonces 

j(x - x' + radc(M)) = f(x - x') = O ya que f E H om(M. C). 

Sea m+rade(M) E n{ Nuc(J) I f E Hom(JJ/radc(l'vI) , C) ,O = j(m+ 

radc(M)) = f(m) entonces m E Nuc(J) de donde rn + rade(M) = O 

por lo tanto radc(M/radc(M)) = O lo que prueba que radc (_ ) es un 

radical. 

En términos de la notación de [10], cuando C consta de un solo elemento K 

entonces rad¡d- )= wó<. 
En general , radc(- )= !\{ Wó< I K E C} La siguiente proposición da una 

caracterización de los M -ideales. 

Proposición 1.0.8. Sea N S;; M un submódulo de JJ. Las siguientes condi

ciones son equivalentes. 

(i) N es un M -ideal. 

(ii) Existe un radical p tal que N = p(M) . 

(iii) g(N) = O para toda 9 E Hom(M, M/,V). 

(iv) N = AnM(M/N). 

Prueba. (i) =? (ii): Como N es un M-ideal. existe C S;; a[M] tal que 

N = AnM(C) = rade(M) con rade( _ ) un radical. 

(ii) =? (iii): Sean 9 E Hom(M, M/N) y p el radical tal que p(JI) = N. 

g(N) = g(p(M)) S;; p(M/N) = p(M/p(M)) = O ya que p es un radical, por 

lo tanto g(N) = O. 

(iii) =? (iv): Si f E Hom(M, M/N) , como f( N) = O entonces N S;; Nuc(J) 

por lo tanto N S;; An M (M/N) . Ahora bien consideremos 7r : Al -+ M/N la 

proyección canónica, ya que N = Nuc(7r) se tiene que Antv¡(M/N) S;; N por 

lo tanto AnM(M/N) = N. 

(iv) =? (i): Es claro ya que M/N E a[M]. o 
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Puesto que los M-ideales son imágenes de radicales tenemos: 

Observación 1.0.9. La intersección de cualquier familia de M-ideales es un 

M-ideal. 

Prueba. Si {Mo}oEA es una familia de M-ideales entonces, para toda o: E .\ 

existe Po un radical tal que Po(M) = Mo, como nOEA Po es un radical. se 

sigue que nOEA (Mo ) es un M-ideal. 

o 

Corolario 1.0.10. Sea N ~ M un submódulo de M, son equivalentes: 

(i) g(N) = O para toda 9 E Hom(M, M/N). 

(ii) El morfismo canónico cp : Hom(M, M/N) -+ Hom(N, M/N) es igual 

a cero. 

Prueba. (i) ::::} (ii): Sea 9 E Hom(M, M/N), como cp(g) = 9 o i donde i es 

la inclusión de N en M, por (i) se tiene que 9 o i(N) = g(N) = O es decir 

cp == O. 

(ii) ::::} (i): Sea 9 E Hom(M, M/N), g(N) = cp(g)( _V ) = O. O 

Corolario 1.0.11. Un submódulo N ~ M de III es un M-ideal si y sólo 

si el morfismo canónico 'ljJ : Hom(M/N, M/N) -+ Hom(M, M/N) es un 

isomorfismo. 

Prueba. Aplicando el funtor H om( _, M/N) a la sucesión exacta 

O~N~M~M/N~O 

obtenemos 

O ~ Hom(M/N, M/N) ~ Hom(M, M/N) ~ Hom(N, M/N) 

exacta. Por lo tanto, por el corolario (1.0.10) Y la proposición (1.0.8) tenemos 

que N es un M-ideal si y sólo si 'ljJ es un isomorfismo. O 
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Proposición 1.0.12. Sea K un M -ideal y N ~ K entonces: 

(i) KI-V es un M/N-ideal en M/N. 

(Ii) Si .V es un !\--ideal en K entonces N es un M -ideal. 

Prueba. (i) Consideremos el morfismo 

.;: Hom(i\J/N. (jI/N)/(K/N)) ----t Hom(K/N, (M/N)/(K/N)) 

que es equivalente al morfismo 

cp: Hom(M/N,M/K) ----t Hom(K/N,M/K) 

Sean 9 E H om(!1! /Y JI/K) Y 7r : i\J ----t M/N la proyección canónica . 

.; (g) = 9 o i donde i : !\-¡ N ----t M/N es la inclusión, como 

9 o ¡o 7r : M ----t M / l\- por la proposición (1.0.8) 9 o i o 7r(1<) = O por lo 

tanto -,;(g) = 9 o i = O se sigue de los corolarios anteriores que K / N es un 

JII-Y-ideaI. 

(i i ) Basta mostrar que 

<.p : Hom(M, M/N) ----t Hom(N, M/N) 

es igual a cero . Sea 9 E Hom(M, M/N) , consideremos 

7r: M/N ----t (M/N)/(K/N) ~ M/K 

la proyección canónica. 

Como K es un M-ideal cp: Hom(M, M/K) ----t Hom(K,M/K) es igual a 

cero de donde <p(7rog) = 7rogoiK = O como 7rogoiK(N) ~ 7rogoiK(K) = O 

entonces 

7r o 9 o i K (1<) = (g(K) + K/N)/ K/N = {O} 

es decir g(K) ~ K/N por lo tanto la restricción 9 IK: K ----t K/N. 

Por otro lado como jV es un K-ideal el morfismo 

(: Hom(K, K/N) ----t Hom(N,K/N) es idénticamente cero, entonces 

g(N) = 9 IK (N) = 9 IK oiN(N) = «(g IK )(N) = O 
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es decir O = g(N) = 9 o iN(N) = <p(g)(N) por lo tanto <p(g) = O lo que 

prueba que N es un M-ideal. O 

N uestro siguiente paso es definir un producto entre los M -ideales de M , 

basándonos en la siguiente observación: 

Observación 1.0.13. Sea 1 ~ R un ideal izquierdo de R. Para ¡..,[ E R

Mod, 1M = AnM(C) donde C = {W E R-:dod I In- = O} . En efecto, ya que 

si 9 E Hom(M,C) , g(IM) = Ig(M) = O entonces 1M ~ AnM(C). 

Por otro lado c.omo I(MIIM) = O , tenemos que MIIM E C y como 

1 M = N uc( 7r) donde 7r : M ----+ Mil M es la proyección canónica, entonces 

AnM(C) ~ 1M. 

La condición IW = O puede reescribirse como f(1) = O para todo 

f E Hom(R, W), tomando esta idea definimos el producto de N ~ M un 

submódulo de M y cualquier X E R-Mod como sigue: 

Definición 1.0.14. Sea N ~ M un submódulo de .\1, para cada X E R-Mod 

definimos N . X = Anx(CN) donde 

CN = {W E R - Mod I f(N) = O para todo f E Hom(M, W)} 

Proposición 1.0.15. Sea N ~ M, N . X = O si y sólo si f(N) = O para 

todo f E Hom(M, X). 

Prueba. :::}) Sean fE Hom(M, X) y 9 E Hom(X ,C) con 

e E CN . 9 o f(N) = O ya que C E CN se tiene que 

f(N) ~ n{Nuc(f) I f E Hom(M, X) con C E CN} = N· X = O 

~) La condición f(N) = O para todo fE Hom(M, X) implica que X E CN 

es decir que N· X = Anx(CN) ~ Nuc(Idx ) = O por lo tanto N· X = o. O 
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Observación 1.0.16. Ya que f(N) = O para todo f E H 0111(:1/, C) con 

CE CN entonces N ~ AnM(CN) = N, M, 

Proposición 1.0.17. La clase CN = {W E R-Mod I f( JY) = O para todo 

f E H om(M, W)} es cerrada bajo productos dir'ec tos y submódulos. 

Prueba. Submódulos: Sea lV ' ~ vV un submódulo de ll ' E Cy . Si f E 

Hom( M, W') como W E CN entonces f( N) = O por lo tanto \{"' E Cs . 

Productos directos: Sea {Wo}c'EA una familia de R-módulos en Cs ~. f E 

H om(M, fLn lVo ) , Consideremos el siguiente diagram a conmutat iyo : 

Para cada ex E A, 7ro o f(N) = O ya que Wo E CN pero esto implica que 

f( N) = O. o 

Como consecuencia, N . X es el menor submódulo Y de 0\ tal que _y . 

(X/Y) = O, ya que si Y ~ X es un submódulo de X tal que .Y. (0\/1
0
) = O 

entonces f(N) = O para todo f E Hom(Af , X/Y) es decir que o\/}o E CI\" ' 

Como y = Nuc(7r) donde 7r : X --t X/Y es la proyección canónica , entonces 

N ·X =Anx (CN)~Y . 

Observación 1.0.18. Puesto que N · (_) = an( _) (CN ) = radcs ( _ ) es un 

radical, entonces, X o ~ X implica que N· X o ~ N . X y si f : 0\ --t Y es 

un morfismo, entonces f(N . X) ~ N· Y. 

Proposición 1.0.19. Sea N ~ M un submódulo de M. Entonces para todo 

X E R-Mod N . X = O si y sólo si N ~ AnM(X). 

Prueba. N· X = O si y sólo si f(N) = O para todo f E H om(JI, X) si y 

solo si N S;;; AnM(X), O 
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Corolario 1.0.20. Si N <:;;: M es un submódulo de M. Entonces N es un 

M-ideal si y sólo si N· (M/N) = o. 

Prueba. =?) Si N es un M-ideal entonces N = AnM(M/N) por lo tanto 

N·(M/N)=O. 

<=) N· (M/N) = O implica que N <:;;: AnM(M/N) y como siempre se tiene 

que AnM(M/N) <:;;: Nuc(7r) = N donde 7r : M -----+ M/N es la proyección 

canónica se tiene que N = AnM(M/N) condición que equivale a que N sea 

un M-ideal. O 

Denotamos como l'::::(M) a la clase de torsión de la teoría de torsión 

generada por M. La cual resulta ser la mínima clase de torsión que contiene 

aMo 

Esta clase se construye haciendo lF::::(M) = {W E R-Mod I Hom(M, W) = O} 

y l'::::(M) = {X E R-Mod I Hom(X, W) = O V W E lF::::(M)}. 

Usando el producto que hemos definido podemos obtener la siguiente 

descripción para l'::::(M). 

Proposición 1.0.21. Sea M E R-Mod. Entonces 

l'::::(M) = {X E R - Mod 1M · X = X} 

Prueba. Sea X E l'::::(M). Siempre se tiene que M . X <:;;: X , ahora sea 

j E Hom(X, C) con C E CM como Hom(M, C) = O entonces C E lF::::(M) y 

se debe tener que H om(X, C) = O por lo tanto j(X) = O lo cual implica que 

X <:;;: Anx(CM) = M . X. 

Inversamente si X E R-Mod es tal que M· X = X y j E H om(X, F) con F E 

lF::::(M) , se afirma que F E CM ya que F E lFCM implica que Hom(M, F) = O 

es decir g(M) = O para todo 9 E Hom(M, F) por lo tanto F E CM . Ahora 

como X = M· X, se sigue que j(X) = O concluimos que X E l'::::(M). O 
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Observación 1.0.22. Si p es un prerradical en R-Mod. Tenemos 

p(R)X S p(X) para todo X E R-r-./lod , ya que si se considera el modismo 

cp : R(Xl ----+ X dado por (Tx)xEX f-----+ ¿ .",EX Tx .Y se tiene que cp(p(R(Xl)) = 
cp (p(R)U< l) = p(R)X y como p es prerradical p(R)X <;;; p(X) . 

Para poder ext ender este resultado a arA!] tenemos: 

Lema 1.0.23. Sea .V <;;; M si p es un radical tal que N <;;; p(M)] entonces 

N· X <;;; p(X) para todo X E R-Mod. 

Prueba. Sea f E H om (M, X j p( X)) como p es un radical f (N) <;;; f (p( M)) <;;; 

p(Xjp(X)) = O. entonces f(N) = O para todo f E Hom(M,Xjp(X )) es de

cir N· (Xj p(X)) = O por lo tanto N . X <;;; p(X) ya que N . X es el mínimo 

submódulo de .\" ta l que N · (XjN· X) = O. O 

Como consecuencia el radical N·( _ ) es el menor radical p de R-Mod para 

el cual N <;;; p(.\I ) puesto que si p es tal que N <;;; p(M) entonces por el lema 

(1.0.23) y como .\" <;;; N · M , se sigue N <;;; N· M <;;; p(M). 

Por lo tanto la propiedad del lema (1.0.23) reescrita para a[M] es que si 

N es un M-ideal ~. p es un radical tal que N = p(M), entonces N · X <;;; p(X) 

o que p(M) . X <;;; p(X) para todo X E R-Mod . 

Ahora extenderemos algunos resultados conocidos para los ideales 

bilaterales del anillo a los M-ideales, en particular que el producto de dos 

M -ideales es un JI -ideal contenido en la intersección. 

Proposición 1.0.24. Sean N, K <;;; Jo.! submódulos de M entonces: 

(i) Si N <;;; /\- entonces N . X <;;; K . X 't:j X E R-Mod. 

(ii) Si K es un .VI-ideal] también N . K . 
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(iii) El submódulo N· M es el menor M -ideal que contiene a N. 

(iv) Si N es un M -ideal, entonces N . K ~ N n K . 

Prueba. (i)SeaN ~ K basta probar que N ~ K·M = A.nM(CK ) ya que por 

el lema ( 1.0.23) N· X ~ K· X para todo X E R-Mod. Sea J E H om(M, C) 

con e E CJ\. J(N) ~ J(K) = O, por lo tanto N ~ AIl.\J(CJI) = K . M . 

(ii) Como K es un M-ideal existe p radical tal que p(JI) = K . Consideremos 

N . p( _ ) que es un radical ya que es composición de radicales además N . 

p(M) = N· K por lo tanto de la proposición (1.0.8) .\" . 1\- es un M-ideal. 

(iii) N ~ ~v . M es claro, supongamos entonces que L es un M-ideal tal 

que N ~ L , por (i) N· (MIL) ~ L· (MIL) = O ya que L es un M-ideal, 

por lo tanto N . M ~ L ya que N . M es el menor submódulo de M tal 

que N· (MIY) = o. (iv) Siempre se tiene N· I{ ~ J{ para mostrar la otra 

contención, como K ~ M entonces N . K ~ N . M ya que la multiplicación 

define un radical. N un M-ideal implica N· M ~ N pues .V· M es el menor 

.i\1-ideal que contiene a N por lo tanto N· K ~ N, concluimos entonces que 

N· K ~ K n N. o 

Proposición 1.0.25. Sea X un R-módulo, entonces: 

(ii) Si N ~ M sean T = LfEHom(M,X) J(N) y A = AnM(X), entonces 

AnR(T) = AnR((N + A)IA). 

(iii) AnR(trM(X)) = AnR(MIAnM(X)). 

Prueba. (i) J E H om( M, X) puede verse como un morfismo 

J E Hom(M,trM(X)), además si J E Hom(M, tr ·\J(X)) también puede 

verse como un morfismo J E H om( M, X), por lo tanto 

n{Nuc(J) I J E Hom(M,X)} = n{Nuc(J) I J E Hom(M,trM(X)} 
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Por otro lado J E Hom(M, X) podemos tomarlo como un modismo J E 

Hom(M, M . X) esto ya que 9 o J(M) = O para todo 9 E Hom(X, C) con 

C E CM implica que J(JI!) ~ M . X Y también para J E Hom(M, j\I . X) 

puede verse como un modismo J E Hom(M. X) por lo tanto 

n{Nuc(f) I J E Hom(M, X)} = n{ Nu c(f) I J E Hom(M, JI· ./Y)} 

y esto prueba (i). 

(ii) Sean l' E AnR(T) y (TI + a) + A con 17, E H Y a E A. 

g(1'n) = 1'g(n) = O para toda 9 E H om(M. _\) es decir 1'n E A por 

lo tanto 1'((17, + a) + A) = (m + 1'a) + A = A. Se sigue entonces que 

AnR(T) ~ AnR((N +A)/A). Por otro lado si r E AnR((N +--1)/)A y m E T. 

m E T implica m = f¡ (17,1) + 12(n2) + ... + Jk(lIk) con Ji E H om(JI, X) 

y ni E N, entonces rm = f¡(ml) + .. . Jk(1'llk) como l' E ATlR((N + A)/A) 

tenemos que 1'ni E AnM(X) para toda i de donde 1;(1'17,;) = O por lo tanto 

mi E AndT) concluimos entonces que AnR(T) = AnR((N + A)/A). 

(iii) Sean l' E AnR(trM(X)) , m+AnM(X)~· 9 E Hom(M, X). 

g(1'm) = 1'g(m) = O es decir 1'm E AnM(X) entonces r(m + An.¡\[(X)) 

AnM(X) por lo tanto l' E AnR(M/An¡\[(X)). 

Inversamente si l' E AndM/AnM(X)) y m E tr·\! (X) entonces m = JI (m¡)+ 

12(m2)+' .. + Jn(mn) con Ji E Hom(M, X) y mi E M. Como rE AnR(M/AnMI 

se sigue que 1'm¡ E AnM(X) entonces Ji(1'mi) = O para toda i de donde 1'm = 

O por lo tanto l' E AnR(t1'M (X)). Concluimos entonces que AnR(t1'M (X)) = 

AnR(M/AnM(X)). O 



Capítulo 2 

Módulos M -primos 

Un módulo X se dice que es un módulo primo si X es distinto de cero y 

AnR(Y) = AnR(X) para todo submódulo Y S;; X. Para poder definir lo que 

se entiende por módulo M-primo observamos que la condición X =1= O con 

X E 0"[ M] no basta ya que no podemos garantizar que H om( M, X) =1= O, 

entonces tenemos la siguiente: 

Definición 2.0.26. Un R-módulo X es un módulo M-primo si 

Hom(Af, X) =1= O y AnM(Y) = AnM(X) para todo submódulo Y S;; X tal 

que Hom(M, Y) =1= o. 

En el caso M = R se tiene que Hom(M, X) = Hom(R,X) =1= O para 

todo módulo distinto de cero X, por tanto el concepto de módulo R-primo 

se reduce a la definición de módulo primo en R-Mod. 

El siguiente resultado da una caracterización de los módulos R-primos que 

posteriormente extenderemos a módulos M-primos. 

Proposición 2.0.27. Sea X un R-módulo. Las siguientes condiciones son 

equivalentes. 

(i) X es un módulo R-primo. 
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(ii) IY = O implica que IX = O para todo 1 ~ R ideal izquierdo de R y 

todo submódulo no cero Y ~ X . 

(iii) Para toda a E R-AnR(X) y toda O -# x E X existe rE R con arx -# O. 

(iv) IY = O implica que IX = O para todo 1 ideal bilateral de R y todo 

submódulo no cero }' ~ X . 

Prueba. (i) =? (ii) Sea 1 ~ R un ideal izquierdo de R y O -# y ~ X tal que 

IY = O. De donde 1 ~ AnR(Y) = AnR(X) por lo tanto I X = O. 

(ii) =? (iú) Sea a E R - ...l.nn(X) y O -# x E X. Supongamos que para todo 

r E R arx = O, se tendría que a E AnR(R.'E) como AnR(Rx)Rx = O por (ii) 

AnR(RX)X = O de donde a E AnR(X) lo cual no puede ser. Por lo tanto 

existe r E R tal que arx -# O. 

(iii) =? (iv) Sea 1 ~ R ideal bilateral de R y O -# y ~ X tal que IY = O, 

si 1 í. AnR(X) entonces existe r E 1 - AnR(X) tomemos y E Y Y -# O por 

(iii) existe s E R con rsy -# O. Como 1 es bilateral rs E 1 lo que implicaría 

IY -# O lo cual es contrario a la suposición, por lo tanto 1 ~ AnR(X) con lo 

cual se tiene que I X = O. 

(iv) =? (i) Para todo Y ~ X , Y -# O siempre se tiene ...l.nR(X) ~ AnR(Y). 

Por otro lado como AnR(Y) es un ideal bilateral de R y AnR(Y)Y = O por 

(iv) AnR(Y)X = O, lo que quiere decir que AnR(Y) ~ AnR(X) se tiene 

entonces AnR(Y) = AnR(X). Por lo tanto X es un módulo R-primo. 

o 

Extendemos ahora el resultado para módulos M-primos. 

Proposición 2.0.28. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier 

R-módulo X tal que Hom(M, X) =1= O. 

(i) X es un módulo M -primo. 
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(ii) N· Y = O implica que N· X = O para todo N ~ M Y todo Y ~ X con 

M·Y"#O. 

(iii) Pam todo m E M - AnM(X) y todo 0"# f E Hom(M,X) existe 

9 E Hom(M, f(M)) tal que g(m) i O. 

(iv) N . Y = O implica que N . X = O para todo M-ideal N ~ M Y todo 

O "# y ~ X con Y M -generado . 

Prueba. (i) ~ (i i ) Sean N ~ Y Y ~ X tal que M . Y "# O Y N· Y = O. 

Como M· Y "# O se debe tener Hom(M, Y) "# O entonces por (i) AnM(Y) = 

...111 .\1 (X) además N·Y = O implica que N ~ AnM(Y) de donde N ~ AnM(X) 

por lo tanto N . X = O. 

(ii) ~ (iii) Sean m E M - AnM(X) y f E Hom(M, X). Supongamos 

que g(m) = O para todo 9 E Hom(M, f(M)) entonces m E AnM(J(M)). 

Como f(M) "# O, entonces M . f(M) "# O por lo tanto por (ii ) AnM(J(M)) . 

f(JI) = O implica que AnM(J(M)) . X = O Y de aquí AnM(J(M)) . X ~ 

An¡\f(X) lo cual no puede ser ya que m ti. AnM(X). Por lo tanto existe 

g E Hom(M, f(M)) tal que g(m) "# O. 

(iii) ~ (iv) Sea N ~ M un M-ideal y O "# Y ~ X un submódulo M

generado tal que N . Y = O. Supongamos que N í AnM(X) tomemos 

entonces m E N -AnM(X). Como Y es M-generado tenemos un epimorfismo 

<p : M(f3) ----t Y la condición Y "# O implica que para alguna inclusión io : 

M ----t M(3) se tiene <poio "# O entonces por (iii) existe 9 E hom( M, <poio (M) 

tal que g(m) "# O, es decir, existe 9 E Hom(M, Y) tal que g(N) "# O de 

donde N . Y "# O lo cual contradice la suposición, se debe tener entonces que 

N ~ An¡\f(X) por lo tanto N . X = O. 

(iv) ~ (i) Sea Y ~ X con Hom(M, Y) "# O para fE Hom(M, Y) f(M) "# O 

se tiene AnM(X) . f(M) = O por la condición (iv) como AnM(Y) es un M

ideal y f(M) es un módulo M-generado entonces AnM(Y) . X = O por lo 

tanto AnM(Y) = AnM(X) lo que prueba que X es un módulo M-primo. O 
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Corolario 2.0.29. Sea X un módulo JI-primo. Un submódulo Y S;;; X es 

M-primo si y sólo si Hom(M, Y) 1: O. 

Prueba. Sea Y <:;:; X tal que Hom(J!. n 1: O Y P <:;:; ) ' con N· Y' = O por 

('ii) del teorema anterior N . X = O además N . ) ' <:;:; .Y . X. Por lo t anto 

N·Y= O. 

E n la otra dirección es claro. o 

Corolario 2.0.30. Las siguientes condiciones son equi va lentes pa ra un módulo 

X tal que Hom(M, X) 1: o. 

(i) X es un módulo M-primo. 

(ii) M· X es un módulo M-primo. 

(iii) trM (X) es un módulo M-primo. 

Prueba. (i) =} (ii) Como M ·X <:;:; X basta probar que Hom(M, M ·X) 1: O. 

Por hipótesis existe f E Hom (M, X) f 1: O. Sea 9 E Hom(X, e) con e E 

Ckl , entonces 9 o f(M) = O de donde f(JI) <:;:; JI!. X , por tanto Hom(M, M · 

X) 1: O lo cual, por el corolario (2.0.:29). implica que JI . X es un módulo 

M -primo. 

(ii) =} (iii ) Como 9 o f( M) = O para todo 9 E H om(.\., e) con e E CM 

Y todo f E H om(M, X) se tiene que tr Al (X) <:;:; M . X , entonces, como 

a nteriormente, basta proba r que Hom(M, trM(X)) 1: O, pero esto es claro 

ya que por hipótesis H om(M, X) 1: O. Por lo tanto tr¡\[ (X) es un módulo 

M-primo. 

(iii) =} (i) Sea Y <:;:; X M -generado y distinto de cero. Si N es un M -ideal 

t a l que N . Y = O. Como Y es M-generado se tiene Y <:;:; tr Al (X) . Ahora 

trM (X) M-primo implica que N ·trM (X) = O y esto si y sólo si f(N) = O para 

f E Hom(M, tr M(X)) es decir que f(·V) = O para todo f E Hom(M, X), 

por lo tanto N · X = O. La condición (iv) de la proposición (2.0.28) implica 

que X es un módulo M-primo. O 
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Observación 2.0.31. Si X no contiene submódulos M-generados propios 

distintos de cero, por la condición (iv) de la proposición (2 .0.28) sería sufi

ciente mostrar que N· Y = O implica que N . X = O con N un M-ideal y Y 

un submódulo de X Al-generado lo cual siempre se da, por lo tanto dichos 

módulos son M-primos. 

Observación 2.0.32. Si R es un anillo simple entonces todo R-módulo dis

tinto de cero es R-primo. 

Ya que para X i= O un R-módulo no se puede tener RY = O con Y <;;;; X 

distinto de cero, como el otro ideal bilateral del anillo es O y OY = O siempre 

implica OX = O de la condición (iv) de la proposición (2 .0.27) se sigue que 

X es un módulo R-primo. 

Análogamente: 

Observación 2.0.33. Si M no contiene M-ideales propios distintos de cero, 

entonces todo módulo X con Hom(M, X) i= O es M-primo. 

AquÍ no es posible que se de AnM(Y) = M con Y <;;;; X Y Hom(M, Y) i= O 

por tanto el único caso es AnM (Y) = O Y AnM (X) = O lo que implica que X 

es un módulo M-primo. 

En el siguiente ejemplo se muestra que un módulo M-primo no es nece

sariamente R-primo. También que un módulo R-primo no es necesariamente 

M-primo. 

Ejemplo 2.0.34. Sea M = Zpoo en Z-Mod. Para todo O i= N <; M se tiene 

M/N ~ M, entonces AnM(M/N) = AnM(M) = O i= N por tanto N no 

puede ser un M-ideal, además como M es divisible, entonces todo módulo 

M-generado es divisible. Ahora los submódulos de M son de la forma Zpk 

que no son divisibles se sigue entonces de la observación (2.0.31) que M es 

M-primo. 

Por otro lado M no es Z-primo ya que M contiene elementos de orden pk 
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para todo natural k entonces Anz(M) = O, además Anz(N) =1- O para todo 

N ~ M, entonces M no puede ser Z-primo. 

Sean J, J dos ideales de Z con J =1- O. Si se tiene J J = O, se sigue que J = O. 

Entonces JZ = O por lo tanto Z es un módulo Z-primo, sin embargo Z no es 

M-primo ya que Hom(M, Z) = O pues Z no contiene submódulos divisibles 

distintos de cero. 

Observación 2.0.35. De hecho se tiene que Hom(Zpoo , X) = O para todo 

Z-primo. 

Prueba. Sea f : Zpoo ---* X con X Z-primo. Como Jm(J) ~ Zpoo /Nuc(J) 

si Nuc(J) es un submódulo propio entonces Jm(J) ~ Zpoo ~ X como 

H om(Z , Zpoo ) =1- O y X es Z-primo implicaría que Z es un módulo Z-primo lo 

cual probamos en el ejemplo anterior no se da, por lo tanto Nuc(J) = Zpoo 

de donde f = O. O 

Proposición 2.0.36. Sea X un módulo M-primo. Si Hom(M, Y) =1- O para 

todo O =1- Y ~ X, entonces tr M (X) es un módulo R-primo. 

Prueba. Sean J ~ R un ideal, Y ~ trM (X) con Y =1- O e IY = O. Debemos 

mostrar que Jtr M (X) = O. Sea f E Hom(M, Y) , f(lM) = J f(M) ~ JY = O 

es decir que J M ~ AnM(Y) = AnM(trM (X)) , entonces si g : M ---* tr!v! (X) 

se tiene g(lM) = O = Jg(M) como todo morfismo de M en X se puede 

ver como uno de M en trM(X) se sigue que Jh(M) = O para todo h E 

Hom(M,X) de donde JtrM(X) = O por lo tanto trM(X) es R-primo. O 

Bican define a M como módulo primo si radN = radM para todo O =1- N ~ 

M y prueba que un módulo satisface la definición si y sólo si esta cogenerado 

por cada uno de sus submódulos distintos de cero. 

La siguiente proposición establece una conexión con la definición dada aquí. 

Proposición 2.0.37. Las siguientes condiciones son equivalentes para un 

módulo X =1- o. 
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(i) Cada submódulo no cero de X cogenera a X. 

(ii) X es M -primo para todó módulo JI tal que a[ M] = a[X] y X es M

generado. 

(iii) X es M -primo para cada módulo .H tal que H om(Jf, X) -# O. 

Prueba. (i) =} (iii) Sea Y ~ X Y #- O, si r E AnJ'v/(}·) y 9 : M --+ X, 

entonces para todo f E Hom(X, 1") se tiene f o g(r) = O es decir g(r) E 

Anx(Y) = O ya que Y cogenera a .\, pero esto es para todo 9 E Hom(M, X) 

por lo tanto r E AnM(X) se sigue que .-1n¡\[(X) ~ AnM(Y). Como siempre 

se da la otra contención, se tiene que M es M-primo pues por hipótesis 

Hom(M, X) -# O. 

(iii) =} (ii) Es claro. 

(ii) =} (i) Sea Y ~ X consideremos el módulo M = X EB Y. Entonces X es 

M-generado y a[M] = a[X] ya que 1" E a[X], Por hipótesis X es M-primo, 

por lo tanto AnM(Y) = AnM(X) = O esto implica que 1- cogenera a X. O 

Corolario 2.0.38. Sea X E R-r.Iod tal que Hom(M, X) #- O entonces X es 

M-primo si todo O -# y ~ X con 1- -'I-generado cogen era a X. 

Prueba. Sea Y ~ X tal que Hom(JI.l-) -# O obsérwse que AnM(Y) 

AnM(trM (Y)) . Si r E AnM(trM () O)) , f E Hom(M, X) y g E Hom(X, trM (Y)) 

entonces gof(r) = O como tr M (Y) es JI-generado por hipótesis Anx (tr M (Y)) = 

O se tiene que f(r) = O. Por tanto,. E AnM(X) de donde AnM(Y) 

AnM(X) lo que prueba que X es JI-primo. o 

Definición 2.0.39. Un módulo X -# O se dice que es semi compresible si 

para cada O -# Y ~ X existe un monomorfismo f : X --+ yn en una suma 

directa finita de copias de Y. 

Observación 2.0.40. Cada módulo X -# O semicompresible es R-primo. 
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Prueba. Sea O -¡. Y <;;;; X Y I <;;;; R tal que IY = O por hipótesis existe 

j : X ---+ Y" un monomorfismo para algún natural n entonces IY = O 

implica Iyn = O por tanto IX = O de donde X es R-primo. O 

Corolario 2.0.41. Si X es scmicompresible o X ~ RI P para P un ideal 

primo ne R , entonces X es un módulo M-primo si y sólo si Hom(M, X) -¡. O. 

Prueba. =» Es claro. 

~) Hom(M, X) -¡. O Y X semicompresible se sigue que todo submódulo de 

X distinto de cero cogen era a X por lo tanto por la proposición (2.0 .37) (iii ) 

X es ~1J-primo . 

Ahora , si X ~ RI P con P un ideal primo, sea Y I P <;;;; RI P con Y I P -¡. O 

consideremos JIP = n{Nuc(J) I j E Hom(RIP, YIP)}. Queremos mostrar 

que J I P = O para esto definimos jy : R ---+ Y I P dada por jy(r+ P) = ry+ P 

para O -¡. Y E Y. 

j esta bien definida ya que si r - r' E P , entonces (r - r')y E P pues P es 

un ideal bilateral, de donde ry + P = r'y + P para este morfismo tenemos 

0= jy(J I P) = Jy + P es decir Jy E P para toda y E P por tanto JY <;;;; P. 

Como P es primo esto implica que J <;;;; P o Y <;;;; P pero suponiendo Y I P -¡. O 

se deduce JI P = O, por tanto Y I P cogenera a RI P y de (2 .0.37) se sigue 

que X = RI P es M-primo. O 

Proposición 2.0.42. El módulo M es M -primo si y sólo si j (M) cogenera 

a M para todo j -¡. O con j E EndR(M). 

Prueba. =» Es claro pues todo submódulo cogenera a M. 

~) Sea r E n{Nuc(J) I j E Hom(M,Y)} y 9 E Hom(M,j(M)) con 

O -¡. j E EndR(M) se sigue que g(r) = O por el corolario(2.0.38) se tiene que 

M es M-primo. O 

Definición 2.0.43. Un R-módulo X es llamado monoforme si cada homo

morfismo no cero j : Y ---+ X con Y <;;;; X es un monomorfismo. 
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Ejemplo claro de módulos monoformes son los módulos simples. 

Corolario 2.0.44. Si M es un módulo monoforme entonces M es un módulo 

M-primo. 

Prueba. Sea O -¡. f E EndR(M) como M es monoforme f debe ser un 

monomorfismo entonces n{ Nuc(g ) 19 E Horn(M, f(M))} = ° por lo tanto 

f(M) cogen era a JJ. Se sigue de la proposición (2 .0.42 ) que M es M-primo. 

D 

El siguiente t eorema muestra que bajo ciertas condiciones las propiedades 

que estamos considerando se pueden traducir a propiedades del anillo de 

endomorfismos. 

Teorema 2.0.45. Si JJ es M-primo y casi-proyectivo, entonces EndR(M) 

es un anillo primo. hwersamente . si S = EndR( M ) es un anillo primo y 

H orn( M , K) -¡. O para todo submódulo distinto de cero J( ~ M, entonces M 

es un módulo i\J-primo. 

Prueba. =» Sean l . J ~ S ideales bil ate ra les tales que l J = O Y 

supongamos que l -¡. O es d ecir que existe gEl 9 -¡. O pa ra f E J considere

mos <p : Al ---+ l m (g) y el diagrama : 

¡c . 

M -g Im(g) ---+- O 

Por hipótesis existe;; : M ---+ M tal que 9 o rp = <p como gEl entonces 

9 o rp = <p E 1 por otro lado f E J implica que <p o f = ° se sigue entonces 

que f(M) ~ AnM(lm(g)) = AnM(JI) = O pues M es M-primo por lo que 

f(M) = O es decir J = O por lo tanto S = EndR(M) es un anillo primo. 

<=) Sea O -¡. K ~ M Y O -¡. f E S , por hipótesis Horn(M, K) -¡. 0, tomemos 
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o =1= 9 E H om( M, K) como S es un anillo primo entonces S f S 9 =1= O por lo 

tanto existe h E EnddM) talque fhg =1= O. 

Ahora si i : K y M es la inclusión, como g(M) E K se sigue que fhg(K) ~ 

fhi(K) por lo tanto fhi i- O Y fh : M --t f(Jl1), entonces f(M) cogenera 

a M (ver apéndice). Por lo tanto M es M-primo. O 

Proposición 2.0.46. Si P es un M -ideal entonces MI P es un módulo M

primo si y sólo si MI P es un módulo MI P -primo. 

Prueba. =}) Sea O =1= NI P ~ MI P tal que H om( MI P, NI P) =1= O 

observemos que 

AnM/p(NIP) = n{Nuc(J) I f E Hom(MIP,NIP) = 

= (n{I{ ~ M I KIP = Nuc(J), fE Hom(MIP, NIP)}) IP = K 

para f E Hom(M, NI P) definimos 9 : MI P --t NI P como 

g(m + P) = f(m). 

f esta bien definida pues si m-m' E P como P = AnM(MI P) = AnM(NI P) 

por ser P un M-ideal y MIP un módulo M-primo entonces f(m - m') = O, 

es decir g(m + P) = f(m) = f(m') = g(m' + P). Sea ahora k + P E K 

entonces f(k) = g(k + P) = O de donde k E AnM(N I P) = P, entonces 

k E P o bien que K ~ P por lo tanto AnM/p(N I P) = O lo que implica que 

NIP cogen era a MIP probando que MIP es un módulo MIP-primo. 

-<=) Sabemos que P = AnM(MIP) ~ AnM(NIP). Sea m E AnM(NIP) y 

9 : MI P --t NI P consideremos 7r : M --t MI P la proyección, entonces 

9 o 7r(m) = O de donde m + PE AnM/p(NIP) = O es decir m E P por lo 

tanto AnM(MIP) = AnM(NIP). O 



Capítulo 3 

M -ideales Primos 

Definición 3.0.47. Un M-ideal P se dice que es un M -ideal primo si existe 

un módulo M-primo X tal que P = AnM(X). 

La siguiente proposición muestra que en la definición el módulo X es un 

elemento de o[M] . 

Proposición 3.0.48. Si P es un M -ideal primo entonces P = AnM(Y) con 

y un módulo M -primo y M -generado. 

Prueba. Sea X un módulo M-primo tal que P = AnM(X), como X es 

un módulo M-primo entonces trM(X) es también M-primo y M-generado, 

además 

sea Y = tr M (X) . o 

A continuación consideramos M -ideales primos asociados a un módulo. 

Definición 3.0.49. Sea P un M-ideal primo, decimos que P es un M-ideal 

primo asociado al módulo X si P = AnM(Y) para un submódulo M-primo 

Y~X. 
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Proposición 3.0.50. Sea M un R-módulo neteriano y X un R-módulo 

izquierdo, si H om(M, X) -¡ O, entonces X tiene un M -ideal primo 

asociado. 

Prueba. Sólo basta mostrar que X contiene un submódulo M-primo. Sea 

F = {Y ~ X I Hom(M, Y) -¡ O} 

observemos que X E F formamos ahora 

X E F implica que AnM(X) E F' como M es neteriano existe Yo E F tal 

que AnM(YO) es un máximo de P . 

Afirmamos que Yo es un módulo M-primo, en efecto Hom(M, Yo) -¡ O pues 

Yo E F y para Y ~ Yo con Hom(M, Y) -¡ O si AnM(YO) ~ AnM(Y) como 

AnM(Y) E P entonces AnM(YO) no sería máximo en P lo cual no es posible 

por lo tanto AnM(Yo) = AnM(Y) lo que prueba que Yo es un módulo M

primo. Un M-ideal asociado a X es AnM(YO). O 

El radical de Jacobson del anillo R se define generalmente como la inter

sección de los ideales izquierdos máximos de R y se prueba que que es igual a 

la intersección de los ideales primitivos de R. La definición se extiende para 

módulos, definiendo el radical de Jacobson J(M) de un módulo M como la 

intersección de los submódulos máximos de M o como M en caso de que M 

no contenga submódulos máximos. 

Observación 3.0.51. Para toda X E R-Mod. J(X) = Anx(S) donde S es 

la clase de los R-módulos simples. 

Prueba. Sea Y ~ X un submódulo máximo de X entonces X/Y es un 

módulo simple. Además Y = Nuc(7f) la proy~cción canónica 7f : X ---t X/Y , 

entonces Anx(S) ~ Y, por lo tanto Anx(S) ~ J(M). 
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Ahora, si Y = Nuc(J) con f E H om(X, S) y S un módulo simple, entonces 

y es un submódulo máximo de X ó y = X por lo tanto J(M) ~ Y de donde 

J(M) ~ Anx(S). O 

Usando el concepto de M-ideal podemos definir la idea de M-ideal 

primitivo de donde se sigue que J(M) es igual a la intersección de los M

ideales primitivos. 

Definición 3.0.52. Un M-ideal P es un M-ideal primitivo si P = AnM(S) 

para un módulo simple S. 

Proposición 3.0.53. Sea M E R -Mod. Entonces 

J(M) = n{N ~ M I N es un M - ideal prúnitivo} 

Prueba. Sea N ~ M un M-ideal primitivo entonces existe un módulo simple 

S tal que N = AnM(S). Si O f. f E Hom(M, S) como S es simple S = 

f(M) ~ M/Nuc(J) , donde Nuc(J) es un submódulo máximo de M por lo 

cual J(M) ~ Nuc(J) de donde f(J(M)) = O es decir J(M) ~ AnM(S) = N 

por lo tanto 

J(M) ~ n{N ~ M I N es un M - ideal primitivo} 

Inversamente, como J(M) = AnM(S) con S la clase de módulos simples, si 

S es un simple, entonces para toda f E H om(M, S) se tiene J(M) ~ Nuc(J) 

por lo tanto J(M) ~ AnM(S) que es un M-ideal primitivo entonces 

J(M) = n{N ~ M I N es un M - ideal primitivo} 

o 

Decimos que un M-ideal de M es máximo si es un elemento máximo entre 

los M-ideales de M. La siguiente proposición muestra que algunos resultados 

esperados se tienen . 
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Proposición 3.0.54. Sea P un M -ideal propio de M. 

(i) Si P es un M -idéal máximo, entonces P es un M -ideal primo. 

(ii) Si P es un M -ideal primitivo , entonces P es un M -ideal primo. 

Prueba. (i) Como P es un M-ideal entonces P = AnM-(MjP). Sea O -::1 

NjP ~ MjP Y tal que Hom(JI , :VjP) -::1 O. Se tiene P = AnM(MjP) ~ 

AnM(NjP). 

Por otro lado como Hom(JI , NjP) -::1 O entonces AnM(NjP) -::1 M, pero P 

es M-ideal máximo, se debe tener entonces An!lf(JvljP) = AnM(NjP) por 

lo tanto M j P es un módulo M-primo es decir P es un M-ideal primo. 

(ii) Como P es un M-ideal primitivo, existe S simple tal que P = AnM(S) 

pero S es un módulo M-primo pues no tiene submódulos distintos de cero 

propios por tanto P es un Al-ideal primo. o 

Un módulo semisimple M es homogéneo si es una suma directa de módulos 

simples isomorfos dos a dos. 

Proposición 3.0.55. Sea :\1 un R-módulo artiniano y jinitamente 

generado . Si O es un M -ideal máximo, entonces M es un módulo semisimple 

homogéneo. 

Prueba. M finitamente generado implica que existe Mo ~ M máximo, con

sideremos S = MjMo que es un módulo simple. Ahora AnM(S} -::1 M 

pues Hom(M, S) -::1 O, como O es un M-ideal máximo O = AnM(S) = 

n{Nuc(J) I J E Hom(M, S)} por hipótesis M es artiniano entonces O = 

Nuc(J¡) n Nuc(h) n ... n Nuc(Jn) con Ji -::1 O que es el núcleo del morfismo 

cp : M --+ sn inducido por los {Ji}i=l por lo tanto cp es un monomorfismo, 

mas aún cp es sobre pues Im(Ji) = S para toda i, por lo tanto M ~ sn lo 

que prueba el resultado. o 



Capítulo 4 

Módulos de Longitud Finita 

En este capítulo usando el concepto de M-ideal podemos obtener alguna 

información de los módulos de longitud finita. 

S denotará a la clase de módulos simples en a[M] y J el radical cogenerado 

por S. (J(X) = Anx(S)) . 

Observación 4.0.56. Para todo X E a[M]' J(X) es la intersección de todos 

los submódulos máximos de X. 

Prueba. En efecto 

J(X) = Anx(S) = n{Nuc(J) I f E Hom(X, S) y S E S} 

para cada f E Hom(X, S) f =1= O como S es simple S = f(X) ~ X/Nuc(J) 

por tanto Nuc(J) es un submódulo máximo de X. 

Inversamente si Y ~ X es un submódulo máximo de X para 7r : X ~ X/Y 

tenemos Nuc(7r) = Y además X/Y E S por lo tanto 

J(X) = n{Y ~ X I y es maximo de X} 

o 

La siguiente es una versión del Lema de Nakayama en a[M]. 
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Proposición 4.0.57. Si X es jinitamente generado y X E a[M] entonces 

J(M) . X = X implica que X = O. 

Prueba. Sea X E a[J!] finitamente generado y tal que J(M) . X = X. 

X finitam ente generado implica que existe X o ~ X máximo, de donde X/ X o 
es un módulo simple en a[M]' pero por la forma en que está definido J(X) 

se tiene que .leY ) ~ X ahora , si suponemos que X =f- O como J(M) ~ J(M) 

entonces por el lem a (1.0 .23) J(M) . X ~ J(X) =f- X lo cual no es posible ya 

que habíamos supuesto J(M) . X = X por lo tanto X = O. O 

Definición 4.0.58. en submódulo Y ~ X es superfluo si Y + X' X 

implica que X = X ' para todo X' ~ X. 

Corolario 4.0.59. Sea N un M-ideal. 

(i) Si N ~ J(J1) entonces N . X es un submódulo superfluo de X para 

todo módulo finit a m ente generado X E a[M]. 

(ii) Inversamente si JI es finit am ente generado y N . X es un submódulo 

superfluo en X para todo módulo finit amente generado X E a[M] 

entonces _y ~ J(J1) . 

Prueba. (i) Sea }" ~ X tal que (N · X) + Y = X. Si x + Y E X/Y por 

hipótesis x = x' + y con x' E N . X y Y E Y entonces x + Y = x' + Y . 

Por otro lado si fE Hom(X/Y, C) con e E CN entonces para 7r : X ~ X/Y 

la proyección se tiene f o 7r(X') = f(x' + Y) = O pues x' E N . X pero en

tonces x' E Nuc(f) es decir x' + Y E Anx/y(CN) = N· (X/Y) de donde 

X/Y ~ N·(X/Y) ~ J(M)·(X/Y) ~ X/Y por lo tanto J(M)·(X/Y) = X/Y 

como X E a[M] y finitamente generado, también X/Y E a[M] y es finita

mente generado , entonces por el teorema anterior X/Y = O es decir X = Y 

por lo tanto N . X es un submódulo superfluo de X. 
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(ii) Sea M' ~ M máximo y supongamos . que N . M ct. M' entonces 

(N· M) + M' = M como M E CT[M] Y es finitamente generado por hipótesis 

N· M es superfluo en M entonces /0.1 ' = !vI lo cual no puede ser pues M' era 

máximo por lo tanto N· M ~ M' pero esto pasa para cualquier submódulo 

máximo M'. Se debe tener entonces que N . M ~ J(M) ahora como N es 

un M-ideal se sigue que N = N· M ~ J(M) . D · 

Definición 4.0.60. Si N es un M-ideal las potencias sucesivas de N se 

definen como: 

N 2 = N· N Y por inducción para todo k 2': 3 definimos N k = N· N k
-

1
. 

Un M-ideal N es nilpotente si existe n E N tal que Nn = o. 

Proposición 4.0.61. Si M E R-Mod es un modulo de longitud finita y J(M) 

es el radical de Jacobson de M, entonces J(M) es nilpotente. 

Prueba. Consideremos la cadena descendente de submódulos de M: 

J(M) 2 J(M)2 2 J(M) 3 2 ... 

M artiniano implica que existe n E N tal que 

J(Mt = J(M)"+1 = J(M)n+2 = ... 

Por otro lado M neteriano implica que J(M)n es finitamente generado y 

pertenece a CT[M]' como J(M)·J(M)n = J(M)n por (4.0.56) se tiene J(M)n = 

O. O 

Lema 4.0.62. Sea X E R-Mod, entonces Soc(X) = n{Y ~ X 11/ esencial 

en X} . 

Prueba. Sea S ~ X simple y T = n{Y ~ X 1 y esencial en X}. 

Para E ~ X esencial, E n S i= O entonces E n S = S es decir S ~ E por lo 

tanto Soc(X) ~ T. 
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Por otro lado sea N C;; T consideremos un pseudo-complemento L para N en 

X , entonces N EB L es un submódulo esencial de X de donde T C;; N EB L. 

Ahora (T n L) n N = O Y si t E T entonces t = n + l con n E N C;; T 

Y 1 E L se sigue que l E T n L es decir t E (T n L) + N esto prueba que 

T = (T n L) 8 N por lo tanto N es sumando directo de T entonces T es 

un submódulo semisimple de X pero esto implica que T C;; Soc(X) lo que 

prueba el resultado. o 

Proposición 4.0.63. Sea X E R-Mod. Las siguientes condiciones son equiv

alentes. 

(i) .\ contiene un submódulo artiniano esencial. 

(ii) Si una familia de submódulos de X tiene intersección igual a cero, 

entonces existe una subfamilia finita con intersección igual a cero. 

(iii) Soc(.\) es un submódulo esencial de X y Soc(X) es finitamente 

genemdo. 

Prueba. (i) =? (ii) Sea {X¡}iEI una familia de submódulos de .\ tal que 

n iE I -\i = O Y _V C;; X un submódulo artiniano esencial. 

Consideremos la familia {N n X¡}iEI de submódulos de N, entonces 

iEl iEI 

Como ¡Ves artiniano, existe J' C;; J con l' finito tal que niEI,(N n Xi) = O, 

entonces O = niEI,(NnXi) = Nn(niEl' Xi), ahora N esencial en M implica 

que n EI' Xi = O. 

(ii) =? (iii) Sea f : X --+ ITiEI E(Si) un monomorfismo donde Si es simple 

para toda i E J, entonces 

0= Nuc(J) = n NUC(Ji) 
iEI 
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donde Ji = Ti;! Y Tii : fIiEI E(Si) ---t E(Si) las proyecciones. 

Por hipótesis existen i 1, . . , i k tales que 

0= Nuc(h) n .. . n NUC(JiJ 
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por lo tanto el morfismo l' : X ---t E(SiJ EB ... EB E(Si.,) inducido por 

{h , ... , h.} es un monomorfismo. Como Soc( __ ) es un prerradical exacto 

izquierdo entonces 

k 

Soc(X) = X n Soc(EB E(SiJ) = X n (Sil EB ... EB SiJ S;;; Sil EB ... EB Sik 
j= l 

Por lo tanto Soc(X) es esencial en X y Soc(X) es finitam ente generado. 

(iii) =} ('i) Si Soc(X) S;;; X es finitamente generado entonces 

con Si simple entonces Soc(X) es artiniano y por hipótesis es esencial. O 

Un módulo que satisfaga las condiciones de la proposición (4.0.63) se 

llama finitamente cogenerado. 

Proposición 4.0.64. S ea M E R-Mod. Supongamos que todo M -ideal de 

M es jinitamente generado y que M es un generador de a[ M], entonces M 

es de longitud jinita si y sólo si para cada M -ideal N el cociente M/N es 

jinitamente cogenerado. 

Prueba. =}) Como M es artiniano entonces M/N es finitamente cogenerado 

para todo N S;;; M , en particular si N es un M-ideal. 

~) Como J(M)· __ es un radical entonces J(M) . (J(M)k-l/J(M)k) = O 

por lo tanto existe un monomorfismo rp : J(M)k-l / J(M)k ---t Il. Wo con 

Wo E CJ(/If) . Afirmamos que si W E CJ(M) entonces W es un módulo 

M/J(M) - generado. 

En efecto sea W E CJ(M) , para toda x E W existen {JI, 12 , ... , Jn} S;;; H om(M, W) 
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y {mI, m2, ... , mn} ~ M tales que x = J¡ (m¡) + h(m2) + ... + Jn(mn). 

Para cada i consideremos el siguiente diagrama 

M -----!J.. MI J(M) ~ O 

Ji 1 
w 

como J¡(J(M)) = O existe Ji: MIJ(M) -+ vV tal que Ji o 7r = Ji por lo 

tanto .1: = JI (m¡) + .. . + Jn(mn ) es decir que W es un módulo MI J(M)

generado. 

Por otro lado MI J(M) se puede sumergir en un producto directo de módulos 

simples pero por hipótesis MI J(M) es finitamente cogen erado por lo tanto 

MI J (Id) se sumerge en una suma directa fini ta de módulos simples por lo 

tanto Al I J(M) es semisimple. Como consecuencia la subcategoría a[M I J(M)] 

consta de módulos semisimples. 

Como se había probado, W E CJ(M ) implica que W es un módulo en a[M I J(M: 

y por tanto semisimple, además J(M)k - 1 I J(M)k y TIo Wo pero por hipótesis 

J(M)k-1 I J(M)k es finitamente cogenerado por lo tanto se sumerge en una 

suma directa finita de módulos simples entonces J(M)k - 1 I J(M)k es de lon-

gitud finita, por lo tanto M es de longitud finita. o 

Proposición 4.0.65. Sea M de longitud finita y Hom(M, N) =1 O para 

todo O =1 N ~ M M -ideal. Si M es un módulo M -primo entonces M es 

semisimple homogéneo. 

Prueba. Por la proposición (4.0.60) J(M) es nilpotente digamos J(Mt = 

o. Entonces J(M) . J(M)n-1 = J(M)n = O pero J(M) =1 O por hipótesis 

Hom(M, J(M)) =1 O Y como M es M-primo se tiene que AnM(J(M)) = O 

además J(M) ~ AnM(J(M)) entonces J(M) = O. 

Definimos rp: M -+ EBM.,maximo MIMo como rp(m) = (m+Mo)o, Nuc(rp) = 
J (M) = O por tanto rp es un monomorfismo, además, para toda a, MIMo es 
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un módulo simple, es decir que M es un submódulo de una suma directa de 

módulos simples por lo tanto semisimple. Como M es de longitud finita, M 

es una suma finita de simples. 

Supongamos ahora que M contiene dos submódulos simples no isomorfos, 

sean S y T las correspondientes componentes homogéneas de M. Como T es 

un sumando directo de M, entonces T = f(M) donde f es el endomorfismo 

de M dado por f = i7r, entonces Hom(M, T) i- O. 

Por la proposición (2.0.42) T cogenera a M pero entonces T cogenera a S 

es decir S es un submódulo de un producto directo finito de copias de T 

entonces los simples que generan a S y T deben ser isomorfos, por lo tanto 

M debe ser homogéneo. O 

El siguiente ejemplo muestra un módulo M de longitud finita que es M

primo pero no semisimple. 

Ejemplo 4.0.66. Sea F un campo y R = (~ ;) el anillo de ma',ices 

'"angul",cs inferio,es de 2x2 sob,e F. Sea M el ideal i'quierdo (~ ~) 

y N el submódulo (; ~). 

En efecto M, N son ideales izquierdos de R ya que: 
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Ahora consideremos el ideal M, la retícula de submódulos de M es O ~ 

N ~ M por lo tanto M no es semisimple. Además para los módulos simples 

N y M/N se tiene que Hom(M/N, N) = O Y Hom(N, M/N) = O esto pues si 

(: n E M entonces 

(: n= (: ~)(: n= (: n 
Si f : M/N ---+ N entonces f esta dada por 

por lo tanto f = O, entonces N y M/N no pueden ser isomorfos. 

De aquÍ concluimos que N no es un módulo M-generado pues si lo fuera 

existiría <p : M(a:) ---+ N epimorfismo, es decir que para alguna inclusión 

ia: : M ---+ M(a:) se tendría <p o ia: f O Y N simple implicaría que <p o ia: es 

epimorfismo es decir que N ~ M/Nuc(<poia:) con Nuc(c.p o ia:) máximo en M 

por lo tanto N uc( <p o ia:) = N entonces M y M/N serían isomorfos lo cual 

no puede ser, por lo tanto M no tiene submódulos propios distintos de cero 

M-generados lo cual implica que M es M-primo. Adicionalmente M/N y N 

no son isomorfos de donde Hom(N, M/N) = O. Por la proposición (l.0.8) 

tenemos que N es un M-ideal. 



Capítulo 5 

Módulos Proyectivos 

En esta sección veremos que simplificaciones obtenemos en el caso de que 

M es un módulo proyectivo en O"[M] . Algunos resultados son válidos con la 

hipótesis mas débil de que M sea casi-proyectivo. 

Proposición 5.0.67. Si M es casi-proyectivo, entonces un submódulo N <;; 

M es un M -ideal si y sólo si N es un submódulo totalmente invariante de 

M. 

Prueba. =» Si N <;; M es un M-ideal, entonces _y = AnM(M/N) = 

radMIN(M) es decir N es la imagen de M bajo un radical y por tanto un 

submódulo totalmente invariante de M . 

<=) Sea N un submódulo totalmente invariante de M y f E Hom( M , M/N) 

considere el siguiente diagrama: 

Por hipótesis existe 1 E EndR(M) tal que f = 7r o 1 entonces f(N) = 

7rO l(N) <;; 7r(N) = O ya que N es totalmente invarian~ por lo tanto feY) = O 

es decir N es un M-ideal. O 
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El siguiente ejemplo muestra que en general no todos los submódulos 

totalmente invariantes de M son M-ideales. 

Ejemplo 5.0.68. Sea M = Zpoo en la categoría Z-Mod en el ejemplo (2.0.34) 

se probamos que ningún submódulo propio distinto de cero N ~ M es un 

M·-ideal. 

Por otro lado si f E Endz(M) y O i- N S;; Al, entonces N ~ Zpk para alguna 

k E N por lo tanto f(N) ~ N ya que los elementos de f(N) tienen orden 

menor o igual que pk, entonces N es un submódulo totalmente invariante de 

M que no es un M-ideal. 

Ejemplo 5.0.69. Si M = RI J donde J es un ideal de R entonces a[M] = 

O"[RI I] = RI J-Mod. Como RI I es libre en RI I-Mod , por lo tanto proyectivo 

en particular casi-proyectivo en R-Mod, entonces los M-ideales de RI J coin

ciden con los ideales de RI J ya que son los submódulos totalmente invariantes 

de RIJ. 

Proposición 5.0.70. Sean K y N submódulos de M. Si M es casi-proyectivo 

entonces: 

(i) Supongamos que N ~ K Y que N es un M -ideal. Si K I N es un (MI N)

ideal en MI N, entonces K es un M -ideal. 

(ii) Si N Y K son M -ideales, entonces N + K es un M -ideal. 

Prueba. (i) Sea f E EndR(M) como M es casi-proyectivo y N es total

mente invariante entonces MINes casi-proyectivo (ver apéndice), f induce 

un epimorfismo 7 : MI N ~ MI N dado por 

7(m + N) = f(m) + N. 

7 está bien definida pues si m - m' E N con N totalmente invariante se tiene 

que f(m - m') E N por lo tanto f(m) + N = f(m' ) + N. 

KIN es por hipótesis un M-ideal por lo tanto un submódulo totalmente 
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invariante de M/N es decir j(K/N) = (J{K) + N)/N ~ K/N de donde 

f(K.) + N ~ K por lo tanto f(K) ~ K, entonces K es un submódulo total

mente invariante de M y por lo tanto un M-ideal. 

(ii) Si f E EndR(M) entonces f(N + K) = f(N) + f(I{) ~ N + K pues N y 

J{ son totalmente invariantes por lo tanto N + K también, es decir, N + K 

es un M-ideal. D 

Observación 5.0.71. En la siguiente proposición la condición 

Hom(M, N) i- O para submódulos totalmente invariantes N es necesaria 

pues para los módulos del ejemplo (4.0.66) se tiene que 

AnR(N) = (; ~) =M además si 

(: ~) (: ~) -( Sk: ht ~) = (~ ~) 

entonces r = O po, lo tanto AnR(M) <; (~ ~ ) 

de donde AnR(N) i- AnR(M) por lo tanto M no es R-primo sin embargo 

M es casi-proyectivo y M-primo pero Hom(M,N) = O. 

Proposición 5.0.72. Sea M un módulo M -primo, si M es casi-proyectivo 

y Hom(M, N) i- O para todo O i- N ~ M submódulo totalmente invariante, 

entonces M es un módulo R-primo. 

Prueba. Sea 1 ~ R un ideal de R y O i- N e M tales que IN o. 
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Consideremos K = {m E M 11m = O} observemos que N ~ K entonces 

K i- O además si f E EndR(M) y m E K entonces 1 f(m) = f(1m) = O de 

donde f(m) E K por lo tanto K es un submódulo totalmente invariante de 

M. Por hipótesis Hom(M, K) i- O como M es un módulo M-primo entonces 

AnM(1{) = O es decir K cogenera a M esto implica que existe r.p : M -----t Ka 

monomorfismo para algún conjunto cx. 

Multiplicando por 1 se tiene que 1 M ~ 1(1(0.) = (1 K)o. = O de donde se 

sigue que M es R-primo. O 

El siguiente ejemplo muestra que el inverso de la proposición (5.0.72) no es 

válido. Es decir exhibe un módulo M que no es M-primo, sin embargo M es 

R-primo y casi-proyectivo además, Hom(M, N) i- O para todo N submódulo 

de M. 

Ejemplo 5.0.73. Sea R un anillo simple con dos módulos simples no iso

morfos SI y 52. (Ejemplos de anillos de este tipo pueden encontrarse en [9]). 

Sea M = SI EB 52 es claro que AnR(Si) = O = AnR(M) por lo tanto M es 

R-primo. 

Por otro lado Hom(M, N) i- O para todo O i- N ~ M además, M no es 

M-primo pues SI no cogen era a M, en tal caso cogen eraría también a 52, lo 

cual no puede ser por lo tanto AnM(S¡) i- AnM(M) = O es decir M no es 

M-primo. 

Para los siguientes resultados se necesita la hipótesis de que M sea proyec

tivo en a[M]. 

Lema 5.0.74. Supongamos que M es proyectivo en a[M] y sea N ~ M. 

Si p : X -----t Y es un epimorfismo con X E a[M] entonces p manda de 

manera suprayectiva a 

¿jEHom(M,X) f(N) en ¿jEHom(M,y) f(N). 
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Prueba. Sea y = L:~1 fi(mi) con fi E Hom(M, Y) y mi E N ~ M. Con

sideremos el siguiente diagrama: 

",. 

X~Y~O p 

como X E a[M] y M es proyectivo en a[M]' para cada i existe Ji : M ---t X 

tal que p o Ji = fi por lo tanto P(L:7=1 Ji(mi)) = L:7=1 f i(md = y con 

Ji E H om(M, X) lo que prueba el resultado. o 

Proposición 5.0.75. Supongamos que M es proyectivo en a[M] y sea N un 

submódulo de M. Las siguientes condiciones son validas para todo módulo 

X E a[ M] y todo submódulo Y ~ X. 

(i) N . X == L:fEHom(M,X) f(N). 

(ii) N· (X/Y) = O si y sólo si N . X ~ Y. 

(iii) Si N = AnM(X/Y), entonces AnM(X/(N . X)) = N. 

Prueba. (i) Sean f E Hom(M, X) y g E Hom(X,C) con e E CN si Y = 

L:fEHom(M,X) f(N) entonces g o f : M ---t C. Por lo tanto g o f(N) = O es 

decir f(N) ~ Anx(CN ) = N· X entonces Y ~ N· X. 

Por otro lado consideremos 'Ir : X ---t X/Y. Por el lema (5.0.74) 

O = 'Ir ( L f (N)) = L f (N) 
fEHom(M,X) fEHom(M,X/YJ 

es decir f(N) = O para toda f E Hom(M, X/Y) , entonces N . X ~ Y Y por 

lo tanto N . X = Y. 

(ii) =}) Si N· (X/Y) = O, entonces, como N· X es el menor submódulo de 

M con esta propiedad, se sigue que N . X ~ Y. 
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~) Si N·X ~ y y fE Hom(M, X/}"), para 7r: X -+ X/Y Y n E N por el 

lema (5 .0.74) se tiene f(n) = 7r(I:::l fi(ni)) con fi E Hom(M, X) y ni E N 

entonces por (i) f(n) E 7r(j\l . X) ~ 7r(Y) = O por lo tanto f(N) = O es decir 

N· (X/Y) = O. 

(iii) Sea N = AnAl (X/Y) y A = An¡\f(X/(N· X)) como M es proyectivo en 

o-[M] por (ii) N· (X/(N . X)) = O lo que implica que N ~ A. 

Inversamente como A· (X/(.V · X)) = O se tiene que A· X ~ N· X por otro 

lado N· (X/Y) = O implica que N . X ~ Y entonces .-1. . X ~ Y de donde 

A· (X/Y) = O es decir A ~ AnAf(X/Y) = N. O 

Observación 5.0.76. Si M es proyectivo en o-[M] y N . X = O entonces 

N . (X/Y) = O para todo }' ~ X en particular N . f(X) = O para todo 

f E H om(X, J() con J( E R-.\10d . 

Observación 5.0.77. Si N es un M-ideal y X = (M/N){a) para algún 

conjunto a, entonces :V . X = N· [(M/N){a)] = [N· (M/N)Fa) = O ya que 

N· __ es un radical. . 

Observación 5.0.78. En particular si X E 0-[ M/N]' entonces X ~ J( con J( 

un módulo M-generado por lo tanto N · X ~ N . J( = N· ((M / N){a) / J() = O 

pues por la proposición (5.0.7.:5) (ii) , N·(M/N){a) = O ~ J( es decir N·X = O. 

Corolario 5.0.79. Si M es proyectivo en o-[M] y N ~ M , entonces AnM(M/N) 

es el mayor M-ideal contenido en N. 

Prueba. Si J( ~ M es un M-ideal tal que J( ~ N como K es un M-ideal 

J(. M = J( ~ N por la proposición (5 .0.75) (ii) se tiene que J(. (M/N) = O 

es decir J( ~ AnM(M/N). O 

A continuación mostraremos que la multiplicación definida en el capítulo 

2 es asociativa cuando M es proyectivo en o-[M]. 
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Proposición 5.0.80. Supongamos que M es proyectivo en O"[M] y sean 

K, N ~ M submód11:los de M entonces. 

(K· :V) . X = K· (N· X) 

para todo X E O"[M] . 

Prueba. Para mostrar que (K· N) . X ~ K· (N· X) sea .1; E (K· N) . X 

entonces por la proposición (5.0.75) (i) 

x = ¿7=¡ Ji(mi) con Ji E Hom(M, X) y mi E K· N. 

Para cada i mi = ¿7~ ¡ % (kij) con gij E H om( M, N) Y kij E K entonces 

x = ¿~¡ 1;(¿7~¡ gij(kij)) = ¿~t ¿7~¡ Ji o gij(kij ) 

basta probar que Ji o 9ii E Hom(lII , N· X). 

Como gij(kij ) E N Y 1; E Hom(M, X) entonces Jiogij(kij ) E ¿hEHom(M,X) h(N) = 
N· X por lo tanto x E K· (N· X). 

Para la otra contención sea 1· E K . (N . X) entonces x = ¿~t Ji(mi) con 

Ji E H om(M, N . X) Y mi E K. 

Consideremos primero el caso de un solo elemento m E K Y un solo morfismo 

J E Hom(M, N· X). 

Sea h : M(Hom(M,X)) --t X dada por h((m¡ )¡E( Hom(M,X)) = ¿¡EHom(M,X) J(m¡). 

Si 9 es la restricción de h a N(Hom(M,X)) por la proposición (5.0.75) (i) la 

imagen de 9 es N· X. 

Como M es proyectivo en 0"[.11] para J se tiene el siguiente diagrama: 

M 

~7 / 1¡ 
N(Hom(M,X)) ~ N . X --O 

Entonces existe] : M --t Jy(Hom(M,X)) tal que 9 o ] = J tenemos entonces 

](m) = ¿7=t Aj o 'TrJf(m) para algún conjunto finito de proyecciones 'Trj 

M(Hom(M,X)) --t N e inclusiones Aj : M --t M(Hom(M,X)). 
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Observemos que 7fj o j : M ~ M Y para cada j 7fj o j(M) ~ N. 

Como m E K entonces podemos considerar 7f o f(m) como elemento de 

K· N = ¿dEHom(M,N) d(K). 

Por otro lado hO).j : M ------7 X Y entonces hO).j 07fj o j(m) E hO).j(K· N) lo 

que implica que hO).jo7fjof(m) E (I('N)·X finalmente f(m) = hof(rn) = 

¿]=¡ h o).j o 7fj o j(m) y por lo tanto f(m) E (I<. N) . X. 

Ahora para el elemento .1: E K· (N· X) con x = ¿~=1 fi (mi) Y para morfismos 

fi : M ------7 N . X lo anterior muestra que x E (K· N) . X lo que completa la 

prueba. O 

Teorema 5.0.81. Sea P ~ M un M -ideal y supongamos que M es pmyectivo 

en a [M]. Las siguientes condiciones son equivalentes. 

(i) P es un M -ideal primo. 

(ii) N· K ~ P implica que N ~ P o K ~ P para cualesquiera M -ideales 

N y K con K un módulo M -generado. 

(iii) MI P es un módulo M -primo. 

Prueba. (i) => (ii) Sean N y K dos M-ideales de M con K M-generado 

tales que N· K ~ P . Por hipótesis existe un módulo M-primo X tal que 

P = AnM(X). 

Supongamos que K 1:. P es decir que existe f E H om(M, X) talque f(K) i
O. f induce un morfismo j : MI P ------7 X dado por j(m + P) = f(m) . 

j está bien definida ya que si m-m' E P entonces f(m-m /) = O por lo tanto 

f(m) = f(m /) como N· K ~ P por la proposición (5.0.75) (ii) N· (KI P) = O 

ahora por la observación (5.0.76) N ·j(KI P) = O. 

Por otro lado como K es un módulo M -generado, entonces K I P también lo 

es por lo tanto j (K I P) es un módulo M -generado. 

Como f(K) i- O entonces f(KI P) = f(K) i- O se sigue entonces de la 

proposición (2.0.28) (iv) que N . X = O es decir N ~ AnM(X) = P. 
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(ii) => (iii) Sea P <;;;; K <;;;;M Y supongamos que K I P es un módulo M

generado de MIP distinto de cero tal que N· (KIP) = O con N un M-ideal. 

Como KI P es un módulo M-generado existe <p : M(o) --7 KI P epimorfismo. 

Consideremos el siguiente diagrama 

Como M es proyectivo en a[M] entonces M(o) también, por lo tanto existe 

cp : M(o) --7 K I P tal que 7r o cp = <p donde 7r es la proyección canónica. Se 

tiene entonces KI P = 7r o cp(M(o) ) = cp(M(o)) + PI P con cp(M (o) ) = L un 

submódulo de M que es M-generado. 

Por otro lado como KI P f O entonces L í P en vista de que N· (KI P) =0 

entonces N· ((L + P)IP) = O lo que implica que N· L <;;;; N· (L + P) <;;;; P. 

Consideremos ahora el submódulo L . M el cual es el menor M-ideal que 

contiene a L. Ya que M es proyectivo en a[M] y L es M-generado se sigue 

de la proposición (5.0.75) (i) que L · M es M-generado. 

Mas aún, de la proposición (5.0.80) se sigue que N· (L· M) = (N· L) . M, 

como N· L <;;;; P y p. M = M ya que P es un M-ideal , entonces 

N· (L · M) = (N· L) . M <;;;; p . M = P 

Por lo tanto L· M es un M-ideal M-generado tal que N · (L: M) <;;;; P , 

pero L . M í P . Por la hipótesis se tiene entonces que N <;;;; P de donde 

N· (MI P) = O finalmente de la proposición (2 .028) (iv) se sigue que MI P 

es un módulo M-primo. 

(iii) => (i) Como MI P es un módulo M-primo y P es un M-ideal entonces 

P = AnM(MI P) por lo tanto P es un M-ideal primo. O 

Proposición 5.0.82. Sea N un submódulo de M y sea I un ideal izquierdo 

de R entonces. 
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(i) El ideal izquierdo N . R es un ideal bilateral de R, además si N es un 

Al -ideal entonces (N . R) Al ~ N. 

(ii) El submódulo J M es un M -ideal, además si J es un ideal bilateral de 

R entonces (I M) . R ~ J. 

(iii) Si M es proyectivo en a [.H] entonces (J H) . X = J (N . X) pam todo 

XEa[M]. 

Prueba. (i) Como N· __ define un radical en R-Mod. entonces N . R es 

un ideal bilateral de R. 

Si N es un M-ideal, por la observación (l.0.22) aplicada al radical N· __ 

tenemos que (N· R)M ~ S· M = N. 

(ii) Por el ejemplo (l.0.5) JJI es un M-ideal como J M ~ J M e J( __ ) es 

un radical entonces por el lema (l.0.23) se tiene que (I M)· R ~ J R = J. 

(iii) Por la proposición (5.0.75) (i) se tiene que 

(IN)· X = f(IN)=J = J(N· X) 
fEHom(M ,X) fEHom(M ,X) 

o 



Capítulo 6 

La correspondencia local de 

Gabriel 

En este capítulo probaremos que la correspondencia local de Gabriel se tiene 

para módulos neterianos que cumplan: 

(i) La condición H. 

(ii) Hom(M, X) -=J O para todo X E a[M]. 

Antes extenderemos algunos resultados conocidos de los anillos neterianos. 

6 .1 Módulos N eterianos 

Proposición 6.1.1. Sea M un módulo neteriano y X un cociente de una 

suma directa finita de copias de M entonces existe una cadena de submódulos 

tal que para cada 1 ~ i ~ n + 1 el cociente X;j X i - 1 es un módulo M -primo. 
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Prueba. Como X es M -generado, entonces existe <p : Mn --+ X un epimor

fismo entonces para alguna inclusión i : M --+ Mn se debe tener <p o i -# O 

por lo tanto H om(M, X) -# O entonces, por la proposición (3.0.50) X con

tiene un submódulo M-primo XI. 

Por otro lado como M es finitamente generado por ser neteriano, entonces 

X es finitamente generado, además M neteriano implica que X es neteriano 

y por lo tanto X/XI también es neteriano mas aún X/XI es M -generado 

(cociente de X) se sigue de la proposición (3 .0.50) que X/XI contiene un 

submódulo M-primo X2/ Xl' Por inducción obtenemos una cadena 

Como X es neteriano entonces existe Xn ~ X tal que X n = X n +k para toda 

1 ~ k por lo tanto 

es la cadena buscada con X;j XiI un módulo M-primo. o 

Definición 6.1.2. Se define el radical primo de un módulo, denotado como 

P(M), como la intersección de todos los M-ideales primos de M. 

Observación 6.1.3. Existe otra definición del radical primo de M como la 

intersección de todos los submódulos R-primos de M . 

Estas dos definiciones difieren como lo muestra el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 6.1.4. Consideremos R, M Y N como en el ejemplo (4.0.66) por la 

observación (5.0.71) sabemos que M no es un submódulo R-primo de M como 

tampoco los submódulos N y O por lo tanto la intersección de los submódulos 

primos de M es igual a M. 

Por otro lado en el ejemplo (4.0.66) probamos que N es un M-ideal además 

N es máximo, entonces por la proposición (3.0 .54) (i) se tiene que N es un 
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M-ideal primo. Como M es un módulo M-primo entonces O = AnM(M) es 

un M-ideal primo. Podemos concluir entonces que P(M) = O i= M lo que 

muestra que, en efecto, las dos definiciones son distintas. 

Observación 6.1.5. Sea C la clase de todos los módulos M-primos entonces 

P(M) = radc(M). 

Prueba. Sea P un M-ideal primo. Entonces existe X un módulo M-primo 

tal que P = AnM(X) pero es claro que radc(M) = AnM(C) ~ AnM(X) = P 

de donde radc(M) ~ P(M) . 

Por otro lado si j : M ----7 C con C E C entonces j(P(M)) ~ j(AnM(C)) = 

O por lo tanto P(M) ~ radc(M) lo que prueba el resultado. O 

Observación 6.1.6. Sea X E R-Mod. Si Y ~ X es tal que X/Y es un 

módulo M-primo entonces radc(X) ~ Y . Además P(M) . X ~ Y. 

Prueba. Consideremos la proyección 7r : X ----7 X/Y, como X/Y E C 

entonces radc(X) ~ Anx(X/Y) ~ Nuc(7r) = Y. 

Como P(M) = radc(M) por el lema (1.0.23) se tiene que P(M) . X e 
radc(X) ~ Y . o 

Proposición 6.1. 7. Si M es un módulo neteriano entonces el radical primo 

P(M) es un M -ideal nilpotente. 

Prueba. Por la proposición (6.1.1) es posible construir una sucesión de 

submódulos 

tal que cada uno de los cocientes sea un módulo M-primo. Probaremos 

por inducción que P(M)i ~ Mi Para i = 1 P(M) ~ MI ya que M/MI es 

un módulo M-primo y entonces P(M) ~ AnM(M¡) ~ Nuc(7r) = MI . Si 

suponemos que P(M)i ~ Mi entonces 
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Por lo tanto p(M)n ~ Mn = O es decir p(M)n = O. o 

6.2 La correspondencia de Gabriel 

Definición 6.2.1. Un módulo X E CT[M] se dice que es finitamente M

generado si existe un epimorfismo f : JlJn ----7 X para algún natural n. 

Se dice que es finitamente M-anulado si existe un monomorfismo 

9 : M / AnM (X) ----7 xm para algún natural m. 

Definición 6.2.2. Un módulo M se dice que satisface la condición H si todo 

módulo finitamente M-generado es finitamente M-anulado. 

Notemos que si M = R Y R es un anillo totalmente acotado (ver [5]) y 

neteriano entonces R satisface la condición H. Lo mismo es valido si M es 

un módulo artiniano ya que en este caso M / K es finitamente cogenerado. 

En los siguientes resultados sobre la correspondencia de Gabriel además 

de la condición H supondremos que H om(M, X) -¡. O para todo módulo 

X E CT[M]. 

El siguiente ejemplo muestra que esta hipótesis es mas débil que suponer que 

M es un generador en CT[M]. 

Ejemplo 6.2.3. Sea F un campo y R el anillo de matrices triangulares in

feriores de 3x3 con entradas en F, denotemos como J al radical de Jacobson. 

de R. Sean 

el = (~ ~ ~) , e2 = (~ ~ ~) , e3 = (~ ~ ~) 
O O O O O O O O 1 

Consideremos 
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y el siguiente monomorfismo i : Re2 ----+ Re¡ dado por 

Observemos entonces que R = Re¡ EBRe2EBRe3 es isomorfo a un submódulo 

se Re¡ EB Re¡ EB Re3 

Sea M = Rel EB (Red Je2) EB Re3, entonces 

R ~ Rel EB Rel EB (RedJe2) EB (Re2/Je2) EB Re3 EB Re3 = M 2 

De aquí que O"[M] = R-Modo Afirmamos que todo módulo simple de 

R-Mod es un cociente de Mo 

En efecto, notemos que los ideales máximos de R son: 

El radical de Jacobson de Res 

( 
O O O) 

J = F O O o Consideremos es submódulo de Rel, K = 

F F O 

Por lo tanto los módulos simples de R-Mod son: 

Por otro lado M es artiniano puesto que Red Je2 y Re3 son submódulos 



50 6.2. LA CORRESPONDENCIA DE GABRIEL 

simples y la retícula de módulos de Re¡ es 

0<;;; (
000) (000) 000 e FOO 

FOO FOO 

Por lo tanto M es artiniano esto implica que M 2 y por tanto R <;;; M 2 

también son artinianos. Por lo tanto todo O f. X E R- :\'1od . X contiene un 

módulo simple y por lo tanto Hom(M, X) f. O. 

Por otro lado M no es un generador de R-Mod. Esto se sigue del hecho 

de que H om(Re¡, Re2) = O. Para probar esto notemos que 

AnR(e¡) = (~ ; ~) y que si x E Re2 , entonces x = 

OFF 

Si a f. O Y b = O, entonces AnR(x ) = (~ ~ ~) . 
F O F 

(
O O O) 
O a O . 

O b O 

si a = O y b f. O, entonces AnR(x) = (~ ; ~) finalmente 

F F O 

si a f. O Y b f. O, tenemos que AnR(x) = (~ ~ ~) en cualquier 

F O O 

caso tenemos que AnR(e¡) í AnR(x) para todo x E Re2 por lo tanto 
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Hom(Re¡, Re2) = O Además J e2 = (~ ~ ~) es el único submódulo 

O F O 

máximo de R e2 entonces (Re2 / J e2 ) EB Re3 es un módulo semisimple y por 

tanto no puede generar a Re2 ya que R e2 no es semisimple puesto que 

por lo tanto M no es un generador de O'[M]. 

Lema 6.2.4. Supongamos que M es un módulo neteria710 tal que H om(lII, X) f. 
O para todo O f. X E O'[M]. Entonces todo módulo uniforme distinto de cero 

en O'[M] tiene un único M -ideal primo asociado. 

Prueba. Sea X f. O un módulo uniforme en O' [lII]' C01110 Hom(M, X) f. O 

entonces por la proposición (3.0.50) X contiene un submódulo M primo Y 

tal que P = AnM(Y)' Supongamos que existe Q = --l. 1l.\l(Y' ) otro M-idea l 

primo asociado a X como X es uniforme entonces O' n Y' ) =1= O Y por lo 

tanto Hom(M, Y n Y') f. O. Ahora como Y y Y' son módulos iVI-primos se 

tiene que 

Por lo tanto M tiene un único M-ideal primo asociado. o 

Teorema 6.2.5. Sea M un módulo neteriano. Si 1II satisface la condición H 

y H om(M, X) f. O para todo X E O'[M] entonces existe una correspondencia 

biyectiva entre el conjunto de clases de isomorfismo de módulos M -inyectivos 

inescindibles en O'[M] y el conjunto de los M-ideales primos. 
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Prueba. Sea V un módulo M-inyectivo inescindible en a[MJ . Entonces Ves 

uniforme (ver Apéndice). Por el lema (6 .2.4) V tiene un único M-ideal primo 

asociado por lo tanto la función que le asigna a V su M-ideal primo asociado 

esta bien definida. Por el corolario (2.0 .29) podemos suponer sin perdida de 

generalidad que P = AnM(V¡) donde VI es un submódulo M-primo que es 

cociente de M. Como M satisface la condición H y VI es fini tamente M 

generado se sigue que VI es finitamente M-anulado por lo tanto existe un 

monomorfismo 

o ----+ M / P ----+ V~ ----+ V n 

de M / P es una suma directa finita de copias de V. Considerando este mor

fismo en R-Mod. induce un morfismo 

0----+ E(M/P) ----+ E(Vr 

entre las respectivas cápsulas inyectivas en R-Mod. Como V es uniforme, 

entonces E(V) es un R-modulo inyectivo inescindible y por lo tanto, por el 

teorema de Krull-Schmidt-Azumaya (ver [2]) E(M / P) es isomorfo a una 

suma directa de copias de E(V). Si X es un módulo M-inyectivo ine

scindible en a[M] con P su M-ideal primo asociado obtenemos análogamente 

un monomorfismo 

o ----+ M / P ----+ X m 

para algún natural m. Como X es uniforme nuevamente por el teorema de 

Krull-Schmidt-Azumaya E(M / P) es isomorfo a una suma directa de copias 

de E(X) y por lo tanto E(V) ~ E(X) de donde (ver A.2.8) 
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de aquí que la correspondencia es illyectiya. Para probar ahora que la cor

respondencia en sobre sea P un M-ideal primo entonces existe X E O"[M] 

tal que X es M-primo y P = AnM(X). Por hipótesis H om(M, Y) 1= O para 

O 1= Y ~ X por lo tanto Y es M-primo, además AnM(X) = AnM(Y) para 

todo submódulo no cero Y de X esto implica que P es un 111 -ideal primo 

asociado a Y. Consideremos X la cápsula inyectiva de X en O"[M] por el Teo

rema de Matlis (A .3.8) .Y = EBoEA 1\"0 donde 1\"0 es un módulo M-inyectivo 

inescindible en O"[M]. Como X es esencial en "~ entonces para toda a E A 

O 1= (X n Ka) ~ X de donde AnM (X n 1\"0 ) = P , además X n Ka ~ Ka 

por lo tanto P es un M-ideal primo asociado a Ka un módulo M-inyectivo 

inescindible en O"[M] . Esto prueba que la correspondencia es biyectiva. O 

La siguiente proposición muestra que bajo las hipótesis del teorema (6 .2.5) 

los M-ideales primos pueden describirse mas detalladamente . La hipótesis 

Hom(M, X) 1= O es necesaria, esto lo muestra el módulo M del ejemplo 

(4 .0.66). M satisface la condición H ya que es artiniano, O es un M-ideal 

primo pero M no es semicompresible ya que Hom(M, N) = o. 

Proposición 6.2.6. Sea M un módulo neteriano que satisface la condición 

H y tal que Hom(M, X) 1= O para todo X E O"[l\l]. Si P es un M-ideal primo 

entonces M / P es un módulo semicompresible. 

Prueba. Supongamos que P es un ",-1-ideal primo con P = AnM(X) para 

un módulo M-primo X E O"[M] . Por hipótesis existe 01= h E Hom(M,X) y 

por el corolario (2.0.29) h(M) es M-primo. Como P = AnM(h(M)) podemos 

suponer sin perdida de generalidad que X es finitamente M-generado. En

tonces X es finitamente M -anulado ya que }f satisface la condición H, por lo 

tanto existe un monomorfismo f : Al/ P ----7 xm para algún natural m. Sea 

ahora L ~ M / P distinto de cero, como "H / P es neteriano, por el corolario 

(A.3.9) L contiene un submódulo uniforme K . Por hipótesis H om(M, K) 1= O 
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por lo tanto podemos suponer sin perdida de generalidad que K es un cociente 

de M. Consideremos 1; : MI P -----+ X las componentes del monomorfismo 

J : MIP -----+ xm entonces n::¡ NUC(Ji) = O como K es uniforme entonces 

(I( n .Vuc(J¡)) = O implica que para alguna i, J( n NUC(Ji) = O pero en

tonces Ji IK: J( -----+ X es un monomorfismo de donde J( es isomorfo a un 

submódulo de X y como Hom(M, J() =1- O entonces An¡\f(J() = P , ya que X 

es M-primo. Finalmente como K es cociente de !VI entonces es finitamente 

J1-generado. M cumple la condición H por lo tanto !( es finitamente an

ulado, es decir existe un monomorfismo g : MI P -----+ J(n ~ Ln para algún 

nat ural n de aquí se sigue que MI P es semicompresible. O 

Lema 6.2.7. Sea !vI un módulo neteriano casi-proyectivo que satisface la 

condición H . Si P es un submódulo totalmente invariante máximo de M 

entonces MI P es un módulo semisimple homogéneo. 

Prueba. Sea P e M un submódulo totalmente invariante máximo de M. 

Como 1\1 es neteriano existe un submódulo máximo K de M tal que P ~ K e 
1\11. Consideremos J : M -----+ MI K un morfismo arbitrario y 7f¡ : M -----+ 

MI P , 7f2 : MI P -----+ MI K las proyecciones canónicas. Consideremos el 

siguiente diagrama, 

M 
7 

11 

M~M/P~MIK~O 
71'"1 1'1'"2 

como 1\1 es casi-proyectivo existe f E End(M) tal que 7f27flf = J. Como P es 

totalmente invariante entonces 7f¡J(P) = O de donde J(P) = 7f27f¡f(P) = O 

por lo tanto P ~ AnM(M/K) pero como P es un M-ideal máximo (ver 

proposición 5.0.67) entonces P = AnM(MIK). Por otro lado M/K es finita

mente Jll-generado y por hipótesis M/ K es finitamente anulado por lo tanto 

M / P es un submódulo de una suma directa finita de copias del módulo simple 

M / K por tanto MI P es semisimple homogéneo. O 
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Las siguientes proposiciones generalizan propiedades de los anillos nete

rianos totalmente acotados a módulos neterianos casi-proyectivos que satis

facen la condición H. 

Proposición 6.2.8. Sea M un módulo neteriano casi-pmyectivo que sat

isface la condición H . Si todo M -ideal primo es un submódulo totalmente 

invariante máximo , entonces M es de longitud finita. 

Prueba. Por la proposición (3.0.5) M contiene un submódulo M-primo MI' 

Además por el corolario (2.0.29) podemos suponer sin perdida de generalidad 

que 1I!1 es un cociente de M. Consideremos el epimorfismo f : M ---+ MI 

Y sea 7 : M/ P ---+ MI donde P = AnM(M¡) el morfismo definido como 

7 (m + P) = f (m) el cual esta bien definido y es un epimorfismo, es decir MI 

es un cociente de M/ P. Por el lema (6.2.7) M/ P es un módulo semisimpl.e 

homogéneo y entonces MI es neteriano y semisimple por lo tanto de longitud 

finita. Análogamente a la prueba de la proposición (6.1.1) es posible construir 

una sucesión de submódulos 

0= Mo e MI e M 2 e ... e Mn-l e M n = M 

tal que cada cociente sea un módulo M-primo de longitud finita y por lo 

tanto M tiene longitud finita. o 

Proposición 6.2.9. Sea M un módulo casi-pmyectivo que satisface la condi.ción. 

H. Si N ~ M es un submódulo totalmente invariante de M, entonces M/N 

satisface la condición H . 

Prueba. Sea X un módulo finitamente M/N-generado, con un epimorfismo 

f : (M/N)k ---+ X, entonces X es finitamente M-generado y por lo tanto 

finitamente M-anulado ya que M satisface la condición H, por lo tanto existe 

un monomorfismo f : M/AnM(X) ---+ xn para algún natural n. 

Afirmamos que N ~ AnM(X) y además (M/N)/AnM/N (X) ~ M/AnM(X). 
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Como M es casi-proyectivo entonces es Mk-proyectivo (ver Apéndice). Para 

un modismo 9 E Hom(M, X) consideremos el diagrama 

entonces existe 9 : M ----+ M k tal que J7fg = 9 , como N = AnM(M/N) 

por ser un M-ideal (ver proposición 5.0.67) se tiene que 7fg(N) = O de donde 

N <;;: Nuc(g) por lo tanto N <;;: An¡\f(X). 

Sea <p : M/AnM(X) ----+ (M/N)/AnMjN(X) el modismo dado por <p (m + 

AnM(X)) = (m + N) + AnMjN(X) . 

Si m - m' E AnM(X) entonces para todo morfismo h E Hom(M/N,X) se 

tiene que h((m - m)' + N) = O por lo tanto (m - m') + N E AnMjN(X), es 

decir que <p esta bien definida. Sea m+AnM(X) E Nuc(q;) entonces m+N E 

AnMjN(X), Para todo morfismo p E Hom(M, X), como N <;;: AnM(X) se 

tiene que el morfismo p : M/N ----+ X dado por p( x + N) = p( x) esta bien 

definido, como O = p(m + N) = p(m) entonces m E AnM(X) es decir <p es 

un monomorfismo. 

Claramente <p es un epimorfismo y por lo tanto M/AnM(X) ~ (M/ N)AnMjN(X) 

Se sigue de esto que M/N satisface la condición H. O 



Apéndice A 

La Categoría o-[M] 

A.l Propiedades de (J[M] 

Definición A.I.1. Sea M en R-Mod. Un módulo X se dice que esta gen

erado por M o que M genera a X si existe un epimorfismo cp : MUJ) ----+ X 

para algún conjunto (3. Un módulo Y se dice que esta subgenerado por M o 

que M subgenera a Y si Y es un submódulo de un módulo M-generado. 

Observemos que los cocientes y las sumas directas de módulos M -generados 

son también M-generados. 

A la subcategoría plena de R-Mod cuyos objetos son los módulos sub

generados por M la denotaremos como a[M]. Las siguientes proposiciones 

resumen las propiedades mas importantes de a[M] que se usaron a lo largo 

de este trabajo. 

Proposición A.1.2. Sea M un R-módulo izquierdo, entonces: 

(i) Si N E a[M] y N' es cualquier submódulo de N entonces N' E a[M] y 

N/N' E a[M]. 

(ii) Si {No}oEA es una familia de módulos en a[M] entonces EBoEA No 

pertenece a a[M] y es igual al coproducto de la familia en a[M]. 
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(iii) Los conjuntos 

M e = {U ~ M(N) I Ufinitamente generado} y M z = {Rm I m E M(N)} 

son conjuntos de generadores en O"[M] . 

(iv) Si {Na} aEA es una familia de módulos en 0"[ M]' entonces el producto 

de la familia existe y esta dado por 
M 

II Na = tr(Ue1 II NaJ 
A A 

donde Ue = EB{U I U E M e}. 

Prueba. (i) Sea N' ~ N con N E O"fM] . Como N es un módulo subgenerado 

por M entonces N' ~ N ~ K con K un módulo M-generado se sigue de la 

definición que N E O"[M] . 

K M-generado implica que K/N' es también M-generado y como N/N' ~ 

K/N' tenemos que N/N' E O"[M]. 

(ii) Sea {Na}aEA una familia de módulos en O"[M] y Na ~ Ma con Ma módulo 

M-generado 1 entonces EB A Na ~ EB A Ma Y además EB A Ma en un módulo 

M-generado por lo tanto EBA Na E O"[M]. 

(iii) Es suficiente probar que para cada N E O"[M], todo submódulo cíclico 

Rn ~ N, n E N, esta generado por M z (y por lo tanto por Me): Por 

definición existe un módulo M-generado N con N ~ N. 

Sea <p : M(l3) ---7 N un epimorfismo y sea m E M(fJ) tal que <p(m) = n E N. 

Entonces m E M(N) , es decir, Rm E M z y la restricción <p IRm: Rm ---7 Rn 

es un epimorfismo. 

(iv) Sea {Jo : X ---7 Na} una familia de morfismos en O"[M] y X E O"[M]. 

Por la propiedad del producto en R-Mod, tenemos el siguiente diagrama 

conmutativo: 
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donde f es el morfismo inducido por los {Jo}A . Como X E a[M] entonces 

f(X) también esta en a[M], es decir 

A A 

Por lo tanto tr(Ue, TIA No) junto con las restricciones de las proyecciones 

canónicas 7ro es el producto de {No}A en a[M]. O 

En a[M]' el producto de cualquier famili a de módulos no necesariamente 

coincide con el producto en R-Mod , por ejemplo, si IP' = {p E Z I p es primo} 

y M = EBpEIP Zp , entonces Zp E a[M] y por lo tanto TI~IPZp E a[M] . 

Ahora, usando el hecho de que cualquier suma directa de grupos de torsión 

es de torsión y que cocientes de un grupo de torsión, nuevamente es de 

torsión, concluimos que TI~IPZp E a[M] es un grupo de torsión (como grupo 

abeliano), por lo tanto TI~IP Zp E a[ M], no puede ser isomorfo a TIpEIP Zp E 
Z-Mod que no es de torsión. 

A.2 Módulos Inyectivos en O"[M] 

Un resultado importante para poder probar que la correspondencia de Gabriel 

es suprayectiva es el Teorema de Matlis que probaremos en la siguiente 

sección. Daremos aquí algunos resultados preliminares sobre módulos M

inyectivos. 

Definición A.2.1. Sean M y E R-módulos. E es un módulo M-inyectivo 

si para todo submódulo K ~ M Y 9 E Hom(K, E), 

i 
O ----- K ----- M 

91 ..... . 
JO . 9 

E 

existe un morfismo 9 : M ~ E tal que gi = 9. 

Un módulo E es un modulo auto-inyectivo ó casi-inyectivo si E es E-inyectivo. 
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Un módulo E E O"[M] es inyectivo en O"[M] si E es N-inyectivo para todo 

N E O"[M]. 

Observación A.2.2. Como sabemos el [untar H om( ,E) es exacto izquierdo. 

Entonces el módulo E es .M -inyectivo si y solo si el [untar H om( ,E) es ex

acto con respecto a todas las sucesiones exactas 

f 9 
O~f{~M~N~O 

Observación A.2.3. Se sigue de la definición que si E es un módulo inyec

tivo en O"[M] entonces toda sucesión exacta 

O~E~N~K~O 

en O"[M] se escinde y por lo tanto E es sumando directo de cualquier módulo 

en O"[M] que lo contenga. 

La siguiente proposición muestra que los módulos M-inyectivos también 

son inyectivos respecto a submódulos y cocientes de M. 

Proposición A.2.4. (i) Sea E un módulo M -inyectivo y 

f 9 
O~M'~M~M"~O 

es una sucesión exacta en R-Mod, entonces E es un módulo M' y M"_ 

inyectivo. 

(ii) Sea {M,d A una familia de R-módulos, si E es un módulo M).. -inyectivo 

para toda A, entonces E es un módulo EBA M)..-inyectivo. 

Prueba. (i) Sean M' como en las hipótesis, f{ ~ M' Y 9 E Hom(K, E) 

considera 
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E M-inyectivo implica que existe 9 E Hom(M, E) talque (gJ)i = 9 por lo 

tanto E es M'-inyectivo. 

Sea L ~ M" consideremos el siguiente diagrama 

o 

1 
L 

1i 

O ~ M' ~ Al ~ A1" ~ O 
f 9 

formando el producto fibrado de los morfismos (i , g) obtenemos el siguiente 

diagrama conmutativo y exacto 

O O 

1 1 
O~M'~P-+L~O 

11 1 1 i 
O ~ M' ~ 1'/ ~ M" ~ O f 9 

como E es M-inyectivo, aplicando el funtor exacto Hom( ,E) obtenemos el 

siguiente diagrama conmutativo y exacto 

O ~ Hom(M" , E) ~ Hom(M, E) ~ Hom(M', E) ~ O 

t 1 1 11 

O ~ Hom(L, E) -+ Hom(P, E) ~ Hom(M', E) 

1 
O 

como el diagrama anterior es conmutativo y exacto entonces z es un epimor

fismo por lo tanto E es un módulo M"-inyectivo. 

(ii) Sean E M).-inyectivo para toda A E A, M = EBA M). y K ~ M. Para 
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un morfismo 9 : K ---7 E, consideremos el conjunto 

:F = {h: L ---7 E I K ~ L ~ M Y H IK= g} 

definamos un orden en :F como 

:F es inducti,·o. En efecto sea 

(h¡ : L¡ ---7 E) < (h2 : L2 ---7 E) < ... < (hn : Ln ---7 E) < ... 

una cadena en:F. Sea h : U~l Li ---7 E dado por: para cada .1: E U:1 Li 

x E Lj para alguna j entonces h(.1:) = hj(x) E E. Ya que para toda k > j 

hk ILj = hj el morfismo esta bien definido, entonces h : U:¡ Li ---7 E E :F 

es una cota para la cadena por lo tanto el Lema de Zom implica que existe 

(ha: Lo ---7 E) máximo de :F. 

Afirmamos que M = Lo. 

Para cada A E .'\ se tiene el diagrama 

O--LonM)..--M).. 

1 . hA 

Y 
Lo--~) E 

ho 

por hipótesis E es M)..-inyectivo por lo tanto existe h).. : M).. ---7 E tal que 

el diagrama conmuta. Ahora consideremos h* : Lo + M).. ---7 E dado por 

h*(l + m)..) = ho(l) + h)..(m)..), este morfismo esta bien definido ya que si 

[ - [' = m).. - m~ E Lo n M).. entonces ho(l-[') = h)..(m).. - m~) por lo tanto 

(h* : M).. ---7 E) E :F Y es mayor que (ha : Lo ---7 E), por ser este un 

máximo de :F se debe tener (h* : Lo + M).. ---7 E) = (ha: Lo ---7 E), en 

particular Lo + Al).. = Lo es decir M).. ~ Lo pero esto es cierto para toda A 

por lo tanto Lo = M entonces h* completa el diagrama 

E 
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lo cual implica que E es M -inyectivo. o 

Proposición A.2 .5. El producto de una familia de módulos M -inyectivos 

es M -inyectivo. 

Prueba. Sea {Mo} A una familia de submódulos M-inyectivos en a[M] con

sideremos: 

o 'J{ i 'M 

11 
TI~ Mo 

ITa 1 
Mo 

como Mo es M -inyect ivo, entonces existe fo : M ----t NIo un morfismo 

tal que f o i = 'Tr o f donde 'Tr o son las proyecciones canónicas restringidas a 

tr(Ue , TIA Mo) = TI~ Mo· 

La familia {fo} A induce J : M ----t TI~ Mo con 'Troj = f o, por lo tanto 

'TroJi = foi = 'Trof por lo tanto f = Ji , es decir TI~ Mo es M-inyectivo. O 

Proposición A.2.6. Sea E E a[M]' entonces E es un módulo inyectivo en 

a[M] si y solo si E es M -inyectivo. 

Prueba. =}) es claro. 

~) Sea N E a[M]' es decir, N es un submódulo de un cociente de una suma 

directa de copias de M por la proposición (A.2.4) E es N-inyectivo por lo 

tanto inyectivo en a[M] . O 

Definición A.2.7. Sea N E a[M]' el módulo denotado N E a[M] es la 

cápsula inyectiva de N en a[M] ó cápsula M-inyectiva, si N es inyectivo en 

a[M] y N ~ e N. 

La siguiente proposición muestra que todo módulo N E a[M] tiene cápsula 

M-inyectiva, en general la cápsula inyectiva en R-Mod de N no coincide con 

N. 
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Proposición A.2.8. Todo módulo N E O"[MJ tiene cápsula inyectiva N en 

O"[MJ y esta es única salvo isomorfismo, mas aun si E(N) es la cápsula 

inyectiva de N en R-Mod, entonces N = trM (E(N)). 
~ ~ 

Prueba. Probaremos primero la unicidad, sean NI y N2 dos cápsulas inyec-

tivas de N en 0"[ MJ consideremos 

i ~ 

O~N~NI 

j 1 / 1 

N2 

como N2 es inyectivo en O"[MJ existe </J : NI ---7 N2 tal que </Ji = j, como 

N uc( </J) n N = O N ~e NI implica que N uc( </J) = O por lo tanto </J es mono. 

Por otro lado N ~e NI implica que </J(NI) ~ NI es esencial en N2 además 

</J(NI) es un sumando directo de N2 por lo tanto </J(N¡) = N2 lo que prueba 

la unicidad. 

Para probar la existencia sean N E O"[MJ Y E(N) la cápsula inyectiva de N 

en R-Mod. 

Afirmamos que N ~ trM(E(N)), En efecto : Como N E O"[M], entonces 

N ~ X con X un modulo M-generado, consideremos el diagrama: 

O~N i) X 

i'l ,,' 
F-' " f 

E(N) 

Como E(N) es inyectivo en R-Mod, existe f : X ---7 E(N) tal que hace el 

diagrama conmutativo. 

Además como X es M-generado, entonces f(X) es M-generado y de aquí que 

N ~ f(X) ~ trM(E(N)). Por una sencilla modificación de este argumento, 

obtenemos que trM (E(N)) es un módulo M-inyectivo. 7(M) ~ trM (E(N)) 

por lo tanto trM (E(N)) y por lo tanto una cápsula inyectiva para N en o-[MJ. 

Se sigue de la unicidad que N ~ trM (E( N)). O 
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Como consecuencia, si E es un módulo inyectivo y E E a[MJ entonces 

E=E. 

A.3 El Teorema de Matlis 

Un estudio mas amplio de a[i'!] se encuentra en [l1J , solo mencionaremos 

algunas propiedades mas de los módulos inyectivos en a[MJ . 

Proposición A.3.!. Sea E 'Un mód'Ulo inyectivo en a [M], entonces E es 

uniforme si y solo si E es inescindible. 

Definición A.3.2. Vn módulo M es localmente neteriano si todo submódulo 

finitamente generado de l\J es neteriano. 

Proposición A.3.3. Sea M un módulo localmente neteriano. Entonces todo 

submódulo y todo cociente de 111 es localmente neteriano, además, cualquier 

suma directa finita de copias de M es localmente neteriano. 

Prueba. Sea 1II un módulo localmente neteriano y N ~ M. Entonces clara

mente todo submódulo finitamente generado de N es submódulo de M y por 

hipótesis neteriano, por lo tanto N es localmente neteriano. 

Sea ahora K /N ~ M/N un submódulo finitamente generado. Entonces ex

isten {Xl + N, ... ,xn + N} ~ K/N tales que 2:~=I(Rx¡ + N)/N = K/N, 

por hipótesis , para toda i , Rx¡ es neteriano por lo tanto (Rx¡ + N)/N Y 

EB~=I(Rx¡ + N)/N también son neterianos. 

Como 2:~¡ (RXi + N)/N = K/N es un cociente de EB~=¡ (RXi + N)/N, en

tonces también es un modulo neteriano, por lo tanto K/N es localmente 

neteriano. 

Sea Mn una suma directa finita de copias de M y N ~ Mn finitamente 

generado. Entonces N = 2:;:¡ RX¡ con x¡ = (Xii, ... x¡n) E Mn. Además 

RX¡ ~ RXil 81, ... , 81Rxin que es un modulo neteriano, ya que por hipótesis 



66 A.3 . EL TEOREMA DE MATLIS 

para toda i, RXij es neteriano. De aquí concluimos que N = L;:1 Rx¡ que 

es un cociente de EB::1 RXi que es neteriano. Por lo tanto Mn es localmente 

neteriano. o 

Observación A.3.4. Todo R-módulo izquierdo neteriano es localmente ne

teriano. En la categoría de los grupos abelianos tenemos que Q y Zpx son 

ejemplos de módulos localmente neterianos que no son neterianos. 

En general, si R es un anillo neteriano izquierdo, entonces todo R-módulo 

izquierdo es localmente neteriano. 

Lema A.3.5. S ea {U;}¡ una familia que geneTa a CT[111]. Un módulo E E 

CT[M] es 111 -inyectivo (inyectivo en CT[Af]J si Ji solo si paTa todo submódulo 

e ~ Ui y morfismo f : e ----+ E, existe J : Ui ----+ E tal que Ji = f· 

Prueba. ::::}) Es claro. 

~) Consideremos: 

con e E CT[M]. Sea 

E 

e = {g : D ----+ E I e' ~ D ~ e y gi = J} 

e es no vació ya que (J : e ----+ E) E e, definimos un orden parcial en e 
como 

Si 

(g1 : Di ----+ E) < (g2 : D2 ----+ E) < ... 
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es una cadena en e, definimos 9 : U N Di ~ E como 9(di) = 9i(di ) para 

di E Di· El morfismo 9 esta bien definido ya que 9j ID¡= 9i para todo 

j > i. Además (9 : U N Di ~ E) E e por lo tanto la cadena tiene una cota 

superior, a saber 9, aplicando el lema de Zom obtenemos (90 : Do ~ E) un 

máximo de e. 
Afirmamos que Do = G. Supongamos que Do 1= G, entonces probaremos que 

i es un isomorfismo. Supongamos que no , entonces si para todo I : Ui ~ G 

se tiene que 1mb) ~ G' como {U;}¡ genera a cr[M] se tendría que C' = G, 

es decir que i es un isomorfismo, lo cual no puede ser por lo tanto existe 

"( : Ui ~ G tal que 1mb) 1=. G' . Construyendo el producto fibrado de b,j) 

obtenemos el diagrama: 

o ----+- K ----+- "(- 1 (G' ) ----+- 1mb) n G' ----+- O 

11 1 1J 

O ----+- K --..¡p.. Ui --:-'"1 -----;p., 1mb) --..¡p., O 

Como ,,(- I(e/) es un submódulo de Ui por hipótesis existe 3 : C¡ ~ E tal 

que el siguiente diagrama conmuta 

O ' ,,(- I(G' ) ----- [Ji 

1 
1mb) n C' 

(3 

J1 
G'_--..¡p., E 

f 

Como (3 restringida a K es cero, (3 se puede factorizar atraves de 1mb) por 

(3': 1mb) ~ E 

O ----+- K ----+- Ui ~ 1m ( "() ----+- O 

(3 1 
(3' 

E 
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Además como h : ,-¡(el) --+ 1mb) n C' es un epimorfismo, el siguiente 

diagrama conmuta: 

1m(,) ne/~el (A.l) 

j1 11 

1mb) -fj-'-) E 

Consideremos la sucesión exacta: 

o ----+ 1mb) n e' ----+ 1mb) E9 e' ----+ 1mb) + C' ----+ O 

Usando la conmutatividad de el diagrama (A.l) se sigue que (- (3, 1) : 1mb)E9 

e' --+ E induce cp : 1mb) + e' --+ E tal que rpi = j por lo tanto 

(rp : 1mb) + e' --+ E) > (go : Do --+ E) lo cual no es posible ya que 

(go : Do --+ E) es máximo. Por lo tanto i es un isomorfismo, es decir 

Do = e entonces E es inyectivo en cr[MJ . o 

El siguiente corolario nos sera de utilidad para probar el teorema de Matlis 

y se sigue del hecho de que 

Me = {U C;;; M( l'1 ) I U jinitamente generado} 

es un conjunto que genera a cr[MJ . 

Observemos que si lVl es localmente neteriano, entonces por la proposición 

(A.3.~) todo elemento de Me es neteriano. 

Corolario A.3.6. Sea M un modulo localmente neteriano. Entonces la 

unión de una cadena de módulos M-inyectivos es M-inyectivo. 

Prueba. Sea 

una cadena de módulos inyectivos y MI = UN Mi . Por el lema (A.3.4) basta 

probar que para todo j : Y --+ M' existe J : X --+ M' tal que Ji = j con 
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y ~ X Y X E M e. 

M' 
Como X es neteriano entonces Y es finitamente generado y por lo tanto 

j(Y) es finitamente generado, se sigue entonces que j(Y) ~ Mi para alguna 

i, como Mi es M-inyectivo entonces existe 7 : X --t Mi ~ 1U' tal que 

Ji = j , por lo tanto M' es M-inyectivo. o 

Definición A.3.7. Un anillo R es local si para todo rE R se tiene que r es 

invertible ó que 1 - r es invertible. 

Teorema A.3.8 (Matlis). S ea M un módulo localmente neteriano. en

tonces todo módulo inyectivo en a[M] es una suma directa de módulos ine

scindibles con anillo de endomorfismos local. 

Prueba. Sea E un módulo M-inyectivo en a[M] . 

(i) Afirmamos que E contiene un submódulo inescindible M-inyectivo, en 

efecto: Si E no es inescindible, entonces existe L =1= E un sumando directo 

de E. Tomemos e E E - L Y consideremos el siguiente conjunto 

Le = {L' ~ E I L' es M - invectiva, e ti. L'} 

Le es no vació ya que L E Le. Este conjunto ordenado con la inclusión es in

ductivo ya que por el corolario (A.3.6) la unión de una cadena de submódulos 

M-inyectivos es M-inyectivo, por lo tanto por el Lema de Zorn existe un el

emento máximo Lo E Le M-inyectivo, entonces E = Lo EB F para algún 

F ~ E. F es inescindible ya que de lo contrario, si F = Fl EB F2 entonces 

(Lo+Fl)n(Lo+F2) = Lo por lo tanto e ti. Lo+Fl o e ti. Lo+F2 , en cualquier 

caso si e ti. Lo + Fi entonces Lo + Fi E Le para i = 1 a 2. Como Lo es máximo 

concluimos que Fl = O o F2 = O. 

'(,:"," 1'''- rrES L,~' ~ S NO SALE 
DE 1 .. 1\ BIBIJOTrr.A 
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(ii) Finalmente, aplicando nuevamente el lema de 20m, podemos encon

trar una familia independiente máxima {Ha}>. de submódulos inescindibles 

de E, sea G = EBA Ha, por el corolario (A.3.6) G es M-inyectivo, es decir 

E = G (Jj H. También Hes M-inyectivo, siguiendo un razonamiento análogo 

al de (i) H contiene un sumando directo inescindible, pero esto contradice 

el hecho de que G sea máximo. Por lo tanto E == G es una suma directa de 

módulos M -inyectivos inescindibles. 

Por otro lado cada sumando directo inescindible E' de E es uniforme. Para 

todo f E End(E' ) t enemos Nuc(J) n Nuc(l - 1) = O. Si Nuc(J) = O en

tonces f(E' ) es M-inyectivo y por lo tanto sumando directo de E', pero E' 

es uniforme por lo tanto f (E') = E', es decir f es un isomorfismo y por lo 

tanto invertible. 

Si Nuc(J) ¡:. O, entonces Nuc(l - 1) = O Y análogamente 1 - f es un isomor

fismo y por lo tanto invertible, de donde se sigue que End(E' ) es un anillo 

local. O 

Corolario A.3.9. Si M es un módulo localmente neteriano entonces todo 

módulo distinto de cero en O"[M] contiene un submódulo uniforme. 

Prueba. Sea N E O"[M], consideremos N la cápsula inyectiva de N en O"[M]. 

Por el Teorema de Matlis, N = EBA No donde No es un módulo M-inyectivo 

inescindible en O"[M], por lo tanto uniforme. Por otro lado N ~e N implica 

que O ¡:. (N n No) ~ N es uniforme por lo tanto N contiene un submódulo 

uniforme. O 
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