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Introduccion

Un resultado clasico de la teoria de anillos conmutativos debido a Matlis
[10] es que si R es un anillo neteriano conmutativo, entonces la correspon-
dencia entre el conjunto de clases de isomorfismo de R-médulos inyectivos
inescindibles y el conjunto de ideales primos de R que asigna a cada clase el
inico primo asociado a cualquiera de sus representantes, es una biyeccion.
Esta asignacion es conocida en la literatura como la correspondencia local de
Gabriel.

Si se suprime la hipétesis de que R sea conmutativo, entonces el resultado
deja de ser cierto en general.

En (7], Gabriel prueba que si R es neteriano izquierdo y R satisface la
condicién "H", entonces la correspondencia es biyectiva.

Un resultado mas fuerte es debido a Krause [8] donde prueba que si R es nete-
riano izquierdo, entonces R tiene correspondencia local de Gabriel biyectiva
si y s6lo si R es completamente acotado izquierdo. Posteriormente Beachy
(3], obtiene una caracterizacién de los anillos neterianos izquierdos comple-

tamente acotados en términos de teorias de torsion hereditarias.

Resultados muy recientes que caracterizan anillos no necesariamente nete-
rianos ni conmutativos con correspondencia local de Gabriel biyectiva pueden

verse en [1],[6].
El presente trabajo esta basado en el articulo “M-injective Modules and
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Prime M-ideals”de John A. Beachy publicado en Comunications in Algebra

Vol. 30, No. 10,pp. 4649-4676, 2002.

Nuestro marco de referencia serd la categoria o[M] asociada a un médulo

A en donde cierto tipo de submdédulos de M jugaran el papel de ideales del

anillo. estos submédulos los llamaremos M-ideales de M.

El teorema principal establece una correspondencia biyectiva entre los médulos
invectivos inescindibles de o[M] y los M-ideales primos para M un mddulo

neteriano que satisfaga:
(i) La condicién H vy
(it) Hom(M,X) # 0 para todo médulo no cero X en o[M].

En el primer capitulo se define el concepto de anulador en M de una fa-
milia arbitraria de médulos C, denotado por Any,(C), para M un R-modulo
izquierdo como la interseccién de los niicleos de morfismos que van de M a
los objetos de la familia. Haciendo una generalizacion del hecho de que los
ideales de un anillo R corresponden a los anuladores en R de médulos izquier-
dos. se define un )M-ideal de M como el anulador en M de una cierta familia
de médulos v se probara que este submédulo de M es el anulador en M de
una familia de R-médulos contenida en o[M]. Se dard una caracterizacién de
los M-ideales en términos de radicales resultando que un submédulo de M
es un M-ideal si y sélo si existe un radical de R-Mod que aplicado a M sea el
subméddulo. Se extenderan propiedades basicas de los ideales como que la in-
terseccion de cualquier familia de M-ideales es un M-ideal y que un K-ideal
de cualquier M-ideal K es también un M-ideal de M. Se definiri el producto
(N - X) de un M-ideal N por cualquier R-médulo X como Anx(Cy) donde
Cy es una cierta familia de R-médulos relacionada con N y probaremos algu-
nas consecuencias esperadas como que un M-ideal N anula a un modulo X
si v s6lo si N esta contenido en el anulador en M de X y que el producto de

dos M-ideales es un M-ideal contenido en la interseccion, ademas de algunas
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propiedades técnicas que nos serdn ttiles en los capitulos siguientes.

El capitulo 2 esta centrado en el concepto de moédulo M-primo que se

define como un R-modulo X tal que:
(i) Hom(M. X)#0y

(i1) Anp(X) = Any,(Y) para todo submédulo YV C X
tal que Hom(M.Y") # 0.

Esta es una generalizacion de los médulos primos (llamados aqui R-primos)
estudiados en [3]. usando el producto definido en el capitulo 1, caracterizare-
mos a los mdédulos M-primos como aquellos médulos X tales que toda vez
que un M-ideal N anule a X, entonces esto implica que N anula a todo
submédulo Y C X tal que M -Y # 0.

Usando este resultado probaremos que para un médulo X,

con Hom(M,X) # 0, son equivalentes:

(i) X es M-primo.
(ii) tr™(X) es M-primo.
(iii) M - X es M-primo.

En seguida estudiaremos el caso particular cuando M mismo es M-primo y
probaremos que esto ocurre cuando f(M) cogenera a M para todo
0 # f € End(M).

Siguiendo la analogia con la situacion en los ideales del anillo, en el tercer
capitulo llegamos al concepto de M-ideal primo definiéndolo, usando los con-

ceptos de los capitulos 1 y 2, como el anulador en M de un modulo M-primo.



VIII INTRODUCCION

Probaremos la existencia de M-ideales primos asociados a un médulo X en
el caso cuando M es neteriano, asi mismo algunas propiedades que extienden
las ya conocidas para ideales primos tales como que todo M-ideal maximo
es primo o que todo M-ideal primitivo es primo.

Al final del capitulo probaremos que si M es un médulo artiniano finitamente
generado y 0 es un M-ideal mdximo, entonces M es un modulo semisimple

homogéneo (suma directa de un solo tipo de modulo simple).

Ahora volvemos nuestra atencion en el capitulo 4 a los médulos de longi-
tud finita y al radical de Jacobson de M. El teorema central de este capitulo
establece que que M es de longitud finita si y sélo si todo M-ideal N es

finitamente generado y M/N es finitamente cogenerado.

En el capitulo 5 bajo la hipétesis de que M sea casi-proyectivo en o[M] se
puede probar que los M-ideales son precisamente los submédulos totalmente

invariantes de M, ademads que si N y K son M-ideales, entonces N + K

también.

Usando la hipdtesis mas fuerte de que M sea proyectivo en o[M] resulta que el
producto definido en el capitulo 1 es asociativo, también una caracterizacién
de los M-ideales primos completamente analoga al caso de los ideales primos
del anillo, es decir, un M-ideal P de M es primo si satisface las siguientes

condiciones equivalentes:
(i) P es un M-ideal primo.
(i) N-K C P implicaque N C P 6 K C P para N y K M-ideales con K
M-generado.
(i1i) M/P es un médulo M-primo.

Finalmente en el capitulo 6 probaremos que la correspondencia local

Gabriel se tiene en o[M] cuando M es neteriano y satisface:
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(i) La condicién H
(ii) Hom(M,X) # 0 para todo 0 # X € o[M].

Para esto probaremos que cuando M cumple estas hipdtesis entonces todo
mddulo uniforme distinto de cero en o[M] tiene un tnico M-ideal primo aso-
ciado, asi que la correspondencia que a cada médulo M-inyectivo inescindible
(por lo tanto uniforme) en o[M] le asocia su tinico M-ideal primo esta bien
definida. Usando el teorema de Krull-Schmidt-Azumaya en R-Mod probare-
mos que la correspondencia es inyectiva. Por ultimo el teorema de Matlis
garantiza que si M es neteriano, entonces todo médulo no cero de o[M] con-
tiene un submaédulo uniforme y esto nos da la suprayectividad de la
correspondencia.

Por ultimo haremos algunas generalizaciones de las propiedades de los submédulos
completamente invariantes de médulos neterianos que cumplan la condicién

H.

En el capitulo A (Apéndice), presentamos algunos resultados relevantes
relativos a las categorias del tipo o[M] asi como resultados de la teoria general

de anillos y médulos empleados en este trabajo.



Capitulo 1

M-1deales

Los ideales bilaterales del anillo R corresponden a los anuladores de R-
modulos izquierdos. Para establecer una analogia entre los ideales bilaterales

de R y los “M-ideales” de M observamos que para todo X € R-Mod:

Anp(X)={r€R|rz=0paratodaz € X}= ()| Nuc(f)
feHom(R,X)

Mas aun es posible observar lo siguiente:

Observacién 1.0.1. Sea C una clase de R-médulos izquierdos. Entonces:
Ang(C)={r€e R|rm=0paratodam e M y M € C} =
=[N Nuc(f) | f € Hom(R,M) y M € C}

Prueba. Sir € Ang(C) y f € Hom(R, M) se tiene que f(r) =rf(1) =0
entonces, r € [{{Nuc(f) | f € Hom(R,M) y M € C}.

Inversamente si r € (J{Nuc(f) | fey M € C} y m € M con M € C para el
morfismo f,, : R — M dado por f,,(1) = m se tiene 0 = f,,,(r) = rm por

lo tanto r € Ang(C). O

Esto motiva la siguiente definicion.



Definicién 1.0.2. Sean M € R-Mod y C C R-Mod cualquier familia de

R-médulos izquierdos, definimos el anulador de C en M como:
Any(C) = (){Nuc(f) | f € Hom(M,C) y C € C}
Anar(C) también se le conoce como rechazo de C en M.

Definicién 1.0.3. Un submddulo N de M es llamado un M-ideal de M, si

existe una clase C de médulos en o[M] tal que N = Any(C).

Observacién 1.0.4. Un submddulo N C M es un M-ideal si y sélo si
N = Anp(C) para alguna clase C en R-Mod.

Prueba. Si N = Anp(C) con C C o[M] entonces C C R-Mod. Inversamente
supongamos que N = Any,(C) para alguna clase C en R-Mod, consideremos
C'={Im(f) | f € Hom(M,C), C € C},siz € Any(C) y f € Hom(M,C")
con C' en C' entonces C' = I'm(g) para alguna g € Hom(M,C) con C en C

es decir f : M — Im(g) C C, como z € Anys(C) entonces f(z) = 0 por
lo tanto € Anps(C'). Ahora bien, siz € Anp(C') y f € Hom(M,C) con C
en C se tiene que Im(f) € C' entonces f € Hom(M, Im(f)) con Im(f) € C'
por lo tanto f(z) = 0 es decir z € Any(C) , se sigue entonces que N es un

M-ideal ya que N = Anp(C) = Anp(C') con C' C o[M]. O

Ejemplo 1.0.5. Sea I C R un ideal izquierdo de R. Entonces IM es un
M-ideal de M. _

Consideremos C = {C € R — Mod | IC = 0}, afirmamos entonces que
IM = Any(C). Seantm € IMy f : M — C con C € C. f(rm) =
rf(m) =0yaquer € Iy f(m) € C por lo tanto rm € Any(C). Ahora si
m € Anp(C), para m : M — M/IM tenemos 7(m) =m+ IM = 0 ya que
M/IM € C por lo tanto m € IM.

Observacién 1.0.6. Sea M € R-Mod, si p € R-pr (La reticula de prerradi-
cales asociada a R) es un radical entonces p(M) = Anpy(C) donde C = F,.
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Prueba. Any(C) = {Nuc(f) | f € Hom(M,C) con C € C},

sea f € Hom(M,'C) con C € C, f(p(M)) C p(C) =0 yaque C € C por lo
tanto p(M) C Nuc(f) es decir p(M) C Anp(C).

Por otro lado sea 7 : M — M /p(M) la proyeccién canénica. Como p es un
radical M/p(M) € C., ademas p(M) = Nuc(n) entonces

Anp(C) C Nuce(m) = p(M). O

Como consecuencia, si p es un radical entonces
p(M) =N C M | M/N € F,} ya que si M/N € F, se sigue que N =
Nuc(m) con # : M — M/N la proyecciéon canénica. Por otro lado si
K = Nuc(f) con f € Hom(M.C) C € C entonces M/K =f(M) C C de
donde p(M/K) = p(f(M)) C p(C) = 0 por lo tanto M/K € C.

Para cada clase C de R-médulos, el Anys(C) define un prerradical del cual
se pueden extraer algunas propiedades que nos ayudaran a caracterizar a los

M-ideales.

Definicién 1.0.7. Sea C una clase de R-médulos izquierdos. Definimos el
radical cogenerado por C como rade(M) = Anj(C) para todo médulo M si

C consta de un solo elemento K usaremos la notacién radg

En efecto rade( - ) es un radical.
(i) Para todo M € R-Mod. rade(M) = Anp(C) C M.

(i) Sea f : M — M' . basta mostrar que rade(M) C rade(M'). Si
m € Any(C) = ﬂ{x\uc(f | f € Hom(M,C),C€C}yg: M — C
con C € C. g(f(m)) = 0 entonces f(m) € Anpp(C) = rade(M’') por lo

tanto rade( - ) es un prerradical.

(111) Sea M € R-Mod. Tadc(ﬁf/?'adc(ﬁf AnM;,adc(M) C) ﬂ{Nuc f) |
f € Hom(M/rad¢(M).C) con C € C} para f : M —> C definimos
el morfismo f : M/rade(M) — C como: f(z + rade(M)) = f(z),



afirmamos que f esta bien definida. Si x — 2’ € rad¢()M) entonces
flz —2' +rade(M)) = f(z — 2') =0 ya que f € Hom(M.C).
Sea m+rade(M) € N{Nuc(f) | f € Hom(M/rade(M),C) .0 = f(m+
rade(M)) = f(m) entonces m € Nuc(f) de donde m + rade(M) = 0
por lo tanto rade(M /rade(M)) = 0 lo que prueba que rade (- ) es un
radical.

En términos de la notacién de [10], cuando C consta de un solo elemento K

entonces radg (- )= wl.

En general , rade(- )= AMwl | K € C} La siguiente proposicién da una

caracterizacion de los M -ideales.

Proposicién 1.0.8. Sea N C M un submodulo de ). Las siguientes condi-

ciones son equivalentes.

(i) N es un M-ideal.

(ii) Eziste un radical p tal que N = p(M).
(iiz) g(N) = 0 para toda g € Hom (M, M/N).

(iv) N = Any (M/N).
Prueba. (i) = (i): Como N es un M-ideal. existe C C o[M] tal que
N = Anpy(C) = rade(M) con rade( - ) un radical.

(1) = (i17): Sean g € Hom(M,M/N) y p el radical tal que p(M) = N.
g(N) = g(p(M)) C p(M/N) = p(M/p(M)) = 0 va que p es un radical, por
lo tanto g(N) = 0.

(77) = (iv): Si f € Hom(M,M/N), como f(N) = 0 entonces N C Nuc(f)
por lo tanto N C Anp(M/N). Ahora bien consideremos 7 : M/ — AM/N la
proyeccién canonica, ya que N = Nuc(w) se tiene que Any (M/N) C N por
lo tanto Any(M/N) = N.

(iv) = (2): Es claro ya que M/N € o[M). O
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Puesto que los M-ideales son imédgenes de radicales tenemos:
Observacién 1.0.9. La interseccién de cualquier familia de M-ideales es un
M-ideal.

Prueba. Si {M,}.ca es una familia de M-ideales entonces, para toda o € .\
existe p, un radical tal que po(M) = M,, como (), Po € un radical. se

sigue que (), (M,) es un M-ideal.
O

Corolario 1.0.10. Sea N € M un submédulo de M, son equivalentes:
(1) g(N) =0 para toda g € Hom(M, M/N).
(i) El morfismo canénico ¢ : Hom(M, M/N) — Hom(N,M/N) es igual
a cero.

Prueba. (i) = (i2): Sea g € Hom(M, M/N), como ¢(g) = g ot donde i es
la inclusién de N en M, por (7) se tiene que g o i(N) = g(N) = 0 es decir
p=0.

(iz) = (7): Sea g € Hom(M, M/N), g(N) = ¢(g)(.V) = 0. O
Corolario 1.0.11. Un submédulo N C M de A es un M-ideal si v solo
si el morfismo canénico ¢ : Hom(M/N, M/N) — Hom(M,M/N) es un

isomorfismo.

Prueba. Aplicando el funtor Hom(-, M/N) a la sucesién exacta

0 N M M/N 0

obtenemos
0—— Hom(M/N,M/N) - Hom(M,M/N) i Hom(N,M/N)

exacta. Por lo tanto, por el corolario (1.0.10 ) y la proposicién (1.0.8) tenemos

que N es un M-ideal si y sélo si 9 es un isomorfismo. O



Proposicién 1.0.12. Sea K un M-ideal y N C K entonces:

(1) K/N es un M/N-ideal en M/N.

(ii) Si N es un K-ideal en K entonces N es un M-ideal.
Prueba. (i) Consideremos el morfismo

2 Hom(M/N.(M/N)/(K/N)) — Hom(K/N,(M/N)/(K/N))
que es equivalente al morfismo
o : Hom(M/N,M/K) — Hom(K/N, M/K)
Sean g € Hom(M/N.M/K) v m: M — M/N la proyeccion canonica.
~(g) =goidondei: N/N — M/N es la inclusién, como
goiom : M — M/K por la proposicién (1.0.8) goion(K) = 0 por lo
tanto (g) = g oi = 0 se sigue de los corolarios anteriores que K/N es un
M/ N-ideal.
(17) Basta mostrar que
¢ : Hom(M,M/N) — Hom(N, M/N)
es igual a cero. Sea g € Hom(M, M /N), consideremos
7: M/N — (M/N)/(K/N)= M/K
la proveccién canoénica.
Como K es un M-ideal ¢ : Hom(M,M/K) — Hom(K, M/K) es igual a
cero de donde ¢(nog) = mogoix =0 comomogoix(N) Crogoixg(K) =0
entonces
mogoig(K) = (¢9(K) + K/N)/K/N = {0}

es decir g(K') C K/N por lo tanto la restricciéon g |g: K — K/N.
Por otro lado como N es un K-ideal el morfismo

¢:Hom(K,K/N)— Hom(N, K/N) es idénticamente cero, entonces

g(N)=g |k (N) =g |k oi~n(N) ={(9|x)(N) =0
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es decir 0 = g(N) = goin(N) = ¢(g)(V) por lo tanto ¢(g) = 0 lo que
prueba que N es un M-ideal. 3 O

Nuestro siguiente paso es definir un producto entre los M-ideales de M,

basdndonos en la siguiente observacion:

Observacién 1.0.13. Sea I C R un ideal izquierdo de R. Para M € R-
Mod, IM = Anp(C) donde C = {W € R-\od | IT1" = 0}. En efecto, va que
sig€ Hom(M,C), g(IM) = Ig(M) = 0 entonces IM C Any(C).

Por otro lado como I(M/IM) = 0 , tenemos que M/IM € C v como
IM = Nuc(rn) donde 7 : M — M/IM es la proveccién canénica, entonces
Any(C) CIM.

La condicion IW = 0 puede reescribirse como f(/) = 0 para todo
f € Hom(R,W), tomando esta idea definimos el producto de N C M un
submédulo de M y cualquier X € R-Mod como sigue:

Definicién 1.0.14. Sea N € M un submoédulo de 1/, para cada X € R-Mod
definimos N - X = Any(Cy) donde

Cy={W €€ R— Mod| f(N) =0 para todo f € Hom(M, W)}

Proposicién 1.0.15. Sea N C M, N-X =0 st y solo si f(N) = 0 para
todo f € Hom(M, X).

Prueba. =) Sean f € Hom(M,X)y g € Hom(X,C) con
C €Cyn. go f(N) =0 yaque C € Cy se tiene que

F(N) € (Y{Nue(f) | f € Hom(M,X) con C €Cy}=N-X =0

<) La condicién f(N) = 0 para todo f € Hom(M, X) implica que X € Cy
es decir que N - X = Anx(Cy) C Nuc(Id,) =0 porlotanto N- X =0. O



Observacién 1.0.16. Ya que f(N) = 0 para todo f € Hom()M.C) con
C € Cy entonces N C Anpy(Cy) = N- M.

Proposicién 1.0.17. La clase Cy = {W € R-Mod | f(N) = 0 para todo
f € Hom(M, W)} es cerrada bajo productos directos y submdadulos.

Prueba. Submddulos: Sea W' C W un submodulo de 11" € Cy. Si f €
Hom (M, W') como W € Cy entonces f(N) = 0 por lo tanto 11" € Cy.
Productos directos: Sea {W,}aea una familia de R-mddulos en Cy v f €

Hom(M, [],cx Wa). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

M—5T1, W,
f°¢l..|. ‘\ lwn
Wa
Para cada a € A, 1, 0 f(N) = 0 ya que W, € Cy pero esto implica que
f(N)=0. O

Como consecuencia, N - X es el menor submédulo Y de X tal que N -
(X/Y) =0, yaquesiY CJX es un submédulo de X tal que N - (X/Y) =0
entonces f(NN) = 0 para todo f € Hom(M, X/Y) es decir que X/} € Cy.
Como Y = Nuc(r) donde 7 : X — X/Y es la proyeccion canénica, entonces

N-X = ARA(CN) cY.

Observacién 1.0.18. Puesto que N - (.) = an(y(Cy) = rade.( - ) es un
radical, entonces, Xy C X implicaque N- Xo CN-Xysif: X — Yoes
un morfismo, entonces f(N-X)C N Y.

Proposicién 1.0.19. Sea N C M un submddulo de M. Entonces para todo
X € R-Mod N - X =0 si y sélo si N C Anp(X).

Prueba. N - X = 0siy sélosi f(N) =0 para todo f € Hom(M. X) si v
solo si N C Anp (X). 0
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Corolario 1.0.20. Si N C M es un submédulo de M. Entonces N es un
M-ideal si y sélo si N - (M/N) = 0.

Prueba. =) Si N es un M-ideal entonces N = Any(M/N) por lo tanto
N-(M/N)=0.

<) N-(M/N) = 0 implica que N C Any(M/N) y como siempre se tiene
que Any(M/N) € Nuc(n) = N donde 7 : M — M/N es la proyeccion
candnica se tiene que N = Anp(M/N) condicién que equivale a que N sea

un M-ideal. O

Denotamos como Tz a la clase de torsién de la teoria de torsion
generada por M. La cual resulta ser la minima clase de torsion que contiene
aM.

Esta clase se construye haciendo Fz(y) = {W € R-Mod | Hom(M, W) = 0}
y Tz(v) = {X € R-Mod | Hom(X, W) =0V W € Fz) }-
Usando el producto que hemos definido podemos obtener la siguiente

descripcién para Tz(ay).

Proposicién 1.0.21. Sea M € R-Mod. Entonces

TE(M)'——{XER—MOdlM-X:X}

Prueba. Sea X € Tz(y. Siempre se tiene que M - X C X | ahora sea
f € Hom(X,C) con C € Cy como Hom(M,C) = 0 entonces C' € Fz(py) y
se debe tener que Hom(X, C) = 0 por lo tanto f(X) = 0 lo cual implica que
XCAnx(Cy)=M-X.

Inversamente si X € R-Mod estalque M- X = Xy f € Hom(X,F)con F €
F=z(m), se afirma que F' € Cy ya que F € F,, implica que Hom(M,F) =0
es decir g(M) = 0 para todo g € Hom(M, F) por lo tanto F € Cys. Ahora
como X = M - X, se sigue que f(X) = 0 concluimos que X € Tz(y. O
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Observacion 1.0.22. Si p es un prerradical en R-Mod. Tenemos

p(R)X C p(X) para todo X € R-Mod, va que si se considera el morfismo
@ : RY) — X dado por (r;)zex = Y cx T2 se tiene que p(p(R™))) =
o(p(R)™)) = p(R)X v como p es prerradical p(R)X C p(X).

Para poder extender este resultado a o[M] tenemos:

Lema 1.0.23. Seca N C M si p es un radical tal que N C p(M), entonces
N-X C p(X) para todo X € R-Mod.

Prueba. Sea f € Hom(M, X/p(X)) como pes un radical f(N) C f(p(M)) C
p(X/p(X)) = 0. entonces f(N) = 0 para todo f € Hom(M, X/p(X)) es de-
cir N - (X/p(.X)) = 0 por lo tanto N - X C p(X) ya que N - X es el minimo
submédulo de X" tal que N - (X/N - X) = 0. O

Como consecuencia el radical N-( _) es el menor radical p de R-Mod para
el cual N C p(\/) puesto que si p es tal que N C p(M) entonces por el lema
(1.0.23) ¥y como N C N - M, se sigue N C N - M C p(M).

Por lo tanto la propiedad del lema (1.0.23) reescrita para o[M] es que si
N es un M-ideal v p es un radical tal que N = p(M), entonces N-X C p(X)
o que p(M) - X C p(X) para todo X € R-Mod.

Ahora extenderemos algunos resultados conocidos para los ideales
bilaterales del anillo a los M-ideales , en particular que el producto de dos

M-ideales es un \/-ideal contenido en la interseccion.

Proposicién 1.0.24. Sean N, K C M submddulos de M entonces:
(i) Si N C K entonces N- X C K-XV X € R-Mod.

(it) Si K es un M-ideal, también N - K.
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(ii) El submddulo N - M es el menor M-ideal que contiene a N.
(iv) Si N es un M-ideal, entonces N- K C NNK.

Prueba. (i) Sea N C K basta probar que N C K'-Af = Any/(Ck) va que por
el lema (1.0.23) N- X C K- X para todo X € R-Mod. Sea f € Hom(M,C)
con C € Cx. f(N) C f(K) =0, por lo tanto N C Any (CM) =K - AL

(i1) Como K es un M-ideal existe p radical tal que p(.\/) = K. Consideremos
N - p( - ) que es un radical ya que es composicién de radicales ademds N -
p(M) = N - K por lo tanto de la proposicién (1.0.8) .V - A es un M-ideal.
(111) N C N - M es claro, supongamos entonces que L es un M-ideal tal
que NC L, por (i) N-(M/L) CL-(M/L) =0 ya que L es un M-ideal,
por lo tanto N - M C L ya que N - M es el menor submddulo de M tal
que N - (M/Y) = 0. (iv) Siempre se tiene N - ' C R para mostrar la otra
contencién, como K C M entonces N - K C N - M va que la multiplicacién
define un radical. N un M-ideal implica N- M C N pues V- M es el menor
M-ideal que contiene a N por lo tanto N - K C NV, concluimos entonces que

N-KCKnN. O
Proposicién 1.0.25. Sea X un R-mddulo, entonces:
("3) ARM(}() = ARM(U‘M(X)) = AﬂM(ﬁ'f X}

(i) Si N C M sean T = 3 cpommx) J(N) y A = Anp(X), entonces
Ang(T) = Ang((N + A)/A)

(iii) Ang(trM (X)) = Anp(M/Any(X)).

Prueba. (i) f € Hom(M, X) puede verse como un morfismo
f € Hom(M,trM(X)), ademds si f € Hom(M,tr* (X)) también puede

verse como un morfismo f € Hom(M, X), por lo tanto

({Nuc(f) | f € Hom(M, X)} = [ {{Nuc(f) | f € Hom(M,tr™ (X)}
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Por otro lado f € Hom(M, X) podemos tomarlo como un morfismo f €
Hom(M, M - X) esto ya que go f(M) = 0 para todo g € Hom(\X,C) con
C € Cp implica que f(A) € M - X y también para f € Hom(M, M - X)

puede verse como un morfismo f € Hom/(\. X) por lo tanto
({Nuc(f) | f € Hom(M, X)} = [ [{Nue(f) | f € Hom(M. M- X)}

vy esto prueba (i).

(43) Sean r € Ang(T)y (n+a)+ Aconne Nyace A

g(rn) = rg(n) = 0 para toda ¢ € Hom(M.\) es decir rn € A por
lo tanto r((n + a) + A) = (rn+ra) + 4 = 4. Se sigue entonces que
Ang(T) C Ang((N+ A)/A). Porotro ladosir € Ang((N+4)/)AvmeT.
m € T implica m = fi(n1) + fa(na) + ... + fi(ny) con f; € Hom()M, X)
y n; € N, entonces rm = fi(rny) + ...fr(rng) como r € Ang((N + A)/A)
tenemos que rn; € Any(XX) para toda ¢ de donde f;(rn;) = 0 por lo tanto
rn; € Ang(T) concluimos entonces que Ang(7T) = Ang((N + A4)/4).

(i47) Sean r € Ang(trM(X)). m + Any(X) v g € Hom(M. X).

g(rm) = rg(m) = 0 es decir rm € Any(.X') entonces r(m + Any (X)) =
Anp(X) por lo tanto r € Ang(M/An (X)).

Inversamente si T € Ang(M/Anp (X)) y m € tr¥(X) entonces m = f,(m,)+
fo(ma)+...4 fn(my) con f; € Hom(M,X)ym; € M. Comor € Ang(M/Anyi
se sigue que rm; € Any(X) entonces f;(rm;) = 0 para toda ¢ de donde rm =

0 por lo tanto r € Ang(tr™(X)). Concluimos entonces que Ang(tr™(X)) =
ARR(M/A’RM(X))‘ O



Capitulo 2
Modédulos M-primos

Un moddulo X se dice que es un moddulo primo si X es distinto de cero y
Ang(Y) = Ang(.Y) para todo submédulo Y C X. Para poder definir lo que
se entiende por médulo M-primo observamos que la condiciéon X # 0 con
X € o[M] no basta ya que no podemos garantizar que Hom(M, X) # 0,

entonces tenemos la siguiente:

Definicion 2.0.26. Un R-médulo X es un médulo M-primo si
Hom(M.X) # 0y Anp(Y) = Anpy(X) para todo submédulo YV C X tal
que Hom(M,Y) # 0.

En el caso M = R se tiene que Hom(M,X) = Hom(R,X) # 0 para
todo médulo distinto de cero X, por tanto el concepto de médulo R-primo
se reduce a la definicién de médulo primo en R-Mod.

El siguiente resultado da una caracterizacién de los médulos R-primos que

posteriormente extenderemos a médulos M-primos.

Proposiciéon 2.0.27. Sea X un R-mddulo. Las siguientes condiciones son

equivalentes.

(i) X es un mddulo R-primo.
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(ir) 1Y = 0 implica que IX = 0 para todo I C R ideal 1zquierdo de R y

todo submaddulo no ceroY C X.
(iii) Para todaa € R— Ang(X) y toda 0 # x € X exister € R con arz # 0.

(w) IY = 0 implica que 1X = 0 para todo I ideal bilateral de R y todo

submodulo no cero Y C X.

Prueba. (i) = (i) Sea I C R un ideal izquierdo de R ¥ 0 # Y C X tal que
1Y = 0. De donde I C Ang(Y) = Ang(X) por lo tanto I X = 0.
(22) = (2212) Seaa € R — Ang(X) y 0 # x € X. Supongamos que para todo
r € R arx = 0, se tendria que a € Ang(Rz) como Ang(Rz)Rx = 0 por (i)
Ang(RX)X = 0 de donde a € Ang(X) lo cual no puede ser. Por lo tanto
existe r € R tal que arz # 0.
(i7) = (iv) Sea I C R ideal bilateral de Ry 0 # Y C X tal que IY = 0,
si I ¢ Ang(X) entonces existe r € I — Ang(X) tomemos y € Y y # 0 por
(722) existe s € R con rsy # 0. Como I es bilateral rs € I lo que implicaria
IY # 0 lo cual es contrario a la suposicién, por lo tanto I C Ang(X) con lo
cual se tiene que /X = (.
(iv) = (i) Para todo Y C X , Y # 0 siempre se tiene Ang(X) C Ang(Y’).
Por otro lado como Ang(Y) es un ideal bilateral de R v Ang(Y)Y = 0 por
(iv) Ang(Y)X = 0, lo que quiere decir que Ang(Y) C Ang(X) se tiene
entonces Ang(Y) = Ang(X). Por lo tanto X es un médulo R-primo.

O

Extendemos ahora el resultado para médulos M -primos.

Proposicion 2.0.28. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier

R-mddulo X tal que Hom(M,X) # 0.

(1) X es un mddulo M-primo.
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(1) N -Y =0 implica que N - X = 0 para todo N C M y todo Y C X con
M-Y #0.

(iii) Para todo m € M — Any(X) y todo 0 # f € Hom(M,X) existe
g € Hom(M, f(M)) tal que g(m) # 0.

(iv) N -Y = 0 implica que N - X = 0 para todo M-ideal N C M vy todo
0#Y C X conY M-generado.

Prueba. (1) = (#2) Sean NCyY C Xtalque M-Y #0y N-Y = 0.
Como M Y # 0 se debe tener Hom(M,Y) # 0 entonces por (i) Anp(Y) =
Any(Y) ademas N-Y = 0 implicaque N C Any(Y) dedonde N C Any(X)
por lo tanto N - X = 0.

(i1) = (iii) Sean m € M — Any(X) y f € Hom(M,X). Supongamos
que g(m) = 0 para todo g € Hom(M, f(M)) entonces m € Anp(f(M)).
Como f(M) # 0, entonces M - f(M) # 0 por lo tanto por (iz) Anp(f(M)) -
f(M) = 0 implica que Any(f(M)) - X = 0y de aqui Anpy(f(M))- X C
Any(X) lo cual no puede ser ya que m ¢ Any(X). Por lo tanto existe
g € Hom(M, f(M)) tal que g(m) # 0.

(it7) = (iv) Sea N C M un M-ideal y 0 # Y C X un submédulo M-
generado tal que N -Y = 0. Supongamos que N ¢ Anp(X) tomemos
entonces m € N—Anp(X). Como Y es M-generado tenemos un epimorfismo
@ : M® — Y la condicién Y # 0 implica que para alguna inclusién i, :
M — M) se tiene poi, # 0 entonces por (i11) existe g € hom(M, pois (M)
tal que g(m) # 0, es decir, existe ¢ € Hom(M,Y) tal que g(N) # 0 de
donde N -Y # 0 lo cual contradice la suposicién, se debe tener entonces que
N C Anp(X) por lo tanto N - X = 0.

(tv) = (i) Sea Y C X con Hom(M,Y) # 0 para f € Hom(M,Y) f(M) #0
se tiene Anpy(X) - f(M) = 0 por la condicién (iv) como Anp(Y) es un M-
ideal v f(M) es un médulo M-generado entonces Any(Y) - X = 0 por lo
tanto Any(Y) = Anp(X) lo que prueba que X es un médulo M-primo. O
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Corolario 2.0.29. Sea X un médulo M-primo. Un submédulo YV C X es
M-primo si y sélo si Hom(M,Y") # 0.

Prueba. Sea Y C X tal que Hom()M.Y) #0y Y ' C Y con N-Y' =0 por
(72) del teorema anterior N - X = 0 ademds N -} C N - .X. Por lo tanto
N-Y =0.

En la otra direccién es claro. O
Corolario 2.0.30. Las siguientes condiciones son equivalentes para un médulo

A tal que Hom(M, X) # 0.

(i) X es un médulo AM-primo.

(i) M - X es un médulo M-primo.
(iii) ¢r*(X) es un médulo M-primo.

Prueba. (i) = (iz) Como M -X C X basta probar que Hom(M, M-X) # 0.
Por hipotesis existe f € Hom(M,X) f # 0. Sea g € Hom(X,C) con C €
Car, entonces go f(M) = 0 de donde f()M) C M -\, por tanto Hom(M, M -
X) # 0 lo cual, por el corolario (2.0.29). implica que 1/ - X es un médulo
M -primo.

(iz) = (2ii) Como g o f(M) = 0 para todo g € Hom(X,C) con C € Cy
y todo f € Hom(M,X) se tiene que tr*(X) C M - X, entonces, como
anteriormente, basta probar que Hom (M, trM (X)) # 0. pero esto es claro
ya que por hipétesis Hom(M, X) # 0. Por lo tanto ¢tr*(X) es un médulo
M-primo.

(11i) = (i) Sea Y C X M-generado y distinto de cero . Si N es un M-ideal
tal que N -Y = 0. Como Y es M-generado se tiene Y C trM(X) . Ahora
trM(X) M-primo implica que N-tr™(X) = 0y esto si y sélosi f(N) = 0 para
f € Hom(M,tr™(X)) es decir que f(.V) = 0 para todo f € Hom(M, X),
por lo tanto NV - X = 0. La condicién (iv) de la proposicién (2.0.28) implica

que X es un moédulo M-primo. |
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Observacién 2.0.31. Si X no contiene submdédulos M-generados propios
distintos de cero, por la condicién (iv) de la proposicién (2.0.28) seria sufi-
ciente mostrar que N - Y = 0 implica que N - X =0 con N un M-ideal y Y
un submdédulo de X M-generado lo cual siempre se da, por lo tanto dichos

modulos son M-primos.

Observacién 2.0.32. Si R es un anillo simple entonces todo R-médulo dis-
tinto de cero es R-primo.

Ya que para X # 0 un R-médulo no se puede tener RY = 0 con Y C X
distinto de cero, como el otro ideal bilateral del anillo es 0 v 0Y = 0 siempre
implica 0X = 0 de la condicién (:v) de la proposicién (2.0.27) se sigue que

X es un modulo R-primo.
Anédlogamente:

Observacién 2.0.33. Si M no contiene M-ideales propios distintos de cero,
entonces todo médulo X con Hom(M, X') # 0 es M-primo.

Aqui no es posible que se de Any(Y) =M conY C X y Hom(M,Y) # 0
por tanto el dinico caso es Anp(Y) =0y Anp(X) = 0 lo que implica que X

es un médulo M-primo.

En el siguiente ejemplo se muestra que un médulo M-primo no es nece-
sariamente R-primo . También que un médulo R-primo no es necesariamente

M-primo.

Ejemplo 2.0.34. Sea M = Z,~ en Z-Mod. Para todo 0 # N C M se tiene
M/N = M, entonces Any(M/N) = Anpy(M) = 0 # N por tanto N no
puede ser un M-ideal, ademds como M es divisible, entonces todo médulo
M-generado es divisible. Ahora los submddulos de M son de la forma Z,«
que no son divisibles se sigue entonces de la observacién (2.0.31) que M es
M -primo.

Por otro lado M no es Z-primo ya que M contiene elementos de orden p*
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para todo natural k entonces Anz(M) = 0, ademas Ang(N) # 0 para todo
N C M, entonces M no puede ser Z-primo.

Sean I, .J dos ideales de Z con J # 0. Si se tiene I.J = 0, se sigue que I = 0.
Entonces IZ = 0 por lo tanto Z es un médulo Z-primo, sin embargo Z no es
M-primo ya que Hom(M,Z) = 0 pues Z no contiene submodulos divisibles

distintos de cero.

Observacién 2.0.35. De hecho se tiene que Hom(Z,~, X') = 0 para todo

Z-primo.

Prueba. Sea f : Zyo — X con X Z-primo. Como I'm(f) = Zy~/Nuc(f)
si Nuc(f) es un submédulo propio entonces Im(f) = Zy~ C X como
Hom(Z,Z,~) # 0y X es Z-primo implicaria que Z es un médulo Z-primo lo
cual probamos en el ejemplo anterior no se da, por lo tanto Nuc(f) = Zpe
de donde f = 0. O

Proposicién 2.0.36. Sea X un mddulo M-primo. St Hom(M,Y') # 0 para

todo 0 #Y C X, entonces tr™ (X) es un mddulo R-primo.

Prueba. Sean I C R un ideal, Y C trM(X) con Y # 0 e IY = 0. Debemos
mostrar que ItrM(X) = 0. Sea f € Hom(M,Y), f(IM) =1f(M)CIY =0
es decir que IM C Anp(Y) = Anp(trM (X)), entonces si g : M — trM(X)
se tiene g(IM) = 0 = Ig(M) como todo morfismo de M en X se puede
ver como uno de M en trM(X) se sigue que Th(M) = 0 para todo h €
Hom(M, X) de donde Itr™(X) = 0 por lo tanto tr™(X) es R-primo. O

Bican define a M como médulo primo si rady = radys paratodo0 # N C
M y prueba que un médulo satisface la definicién si y solo si esta cogenerado
por cada uno de sus submédulos distintos de cero.

La siguiente proposicion establece una conexion con la definicion dada aqui.

Proposicion 2.0.37. Las siguientes condiciones son equivalentes para un

mddulo X # 0.
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(i) Cada submddulo no cero de X cogenera a X.

(i) X es M-primo para todo mddulo M tal que o[M] = o[X] y X es M-

generado.
(i11) X es M-primo para cada mddulo M tal que Hom(\M, X) # 0.

Prueba. (i) = (i) Sea Y C X Y #0.sir € Any(Y)vg: M — X,
entonces para todo f € Hom(X.}") se tiene f o g(r) = 0 es decir g(r) €
Anx(Y) = 0 ya que Y cogenera a .\, pero esto es para todo g € Hom(M, X)
por lo tanto r € Any (X)) se sigue que An (X) € Any(Y). Como siempre
se da la otra contencion, se tiene que M es M-primo pues por hipoétesis
Hom(M, X) # 0.

(722) = (22) Es claro.

(#1) = (i) Sea Y C X consideremos el médulo M = X @Y. Entonces X es
M-generado y o[M] = o[X] ya que } € o[X], Por hipétesis X es M-primo,
por lo tanto Anp(Y) = Ana(X) = 0 esto implica que Y cogenera a X. O

Corolario 2.0.38. Sea X € R-Mod tal que Hom(M, X) # 0 entonces X es

M-primo si todo 0 # Y C X con Y M-generado cogenera a X.

Prueba. Sea Y C X tal que Hom(1.Y) # 0 obsérvese que Anp(Y) =
Anp(trM(Y)) . Sir € Anpy (¢rM(Y)) . f € Hom(M, X) v g € Hom(X,trM(Y))
entonces gof(r) = 0 como tr™(Y) es M-generado por hipétesis Any (trM(Y)) =
0 se tiene que f(r) = 0. Por tanto r € Any(X) de donde Anpy(Y) =
Anp(X) lo que prueba que X es M-primo. O

Definicién 2.0.39. Un médulo X" # 0 se dice que es semicompresible si
para cada 0 # Y C X existe un monomorfismo f : X — Y™ en una suma

directa finita de copias de Y.

Observacion 2.0.40. Cada médulo X' # 0 semicompresible es R-primo.



20

Prueba. Sea 0 # Y C X y I C R tal que IY = 0 por hipétesis existe
f: X — Y un monomorfismo para algin natural n entonces IY = (

implica IY™ = 0 por tanto IX = 0 de donde X es R-primo. ]

Corolario 2.0.41. Si X es semicompresible 0 X' = R/P para P un ideal

primo de R. entonces X es un moédulo M-primo si y s6lo si Hom(M, X') # 0.

Prueba. =) Es claro.

<) Hom(M,X) # 0 y X semicompresible se sigue que todo submddulo de
X distinto de cero cogenera a X por lo tanto por la proposicién (2.0.37) (i)
X es M-primo.

Ahora, si X = R/P con P un ideal primo, sea Y/P C R/P con Y/P # 0
consideremos J/P = ({{Nuc(f) | f € Hom(R/P,Y/P)}. Queremos mostrar
que J/P = 0 para esto definimos f, : R — Y/P dada por f,(r+P) = ry+P
para0#yeY.

f esta bien definida ya que si r — v’ € P, entonces (r — ')y € P pues P es
un ideal bilateral, de donde ry + P = r'y + P para este morfismo tenemos
0= f,(J/P) = Jy+ P es decir Jy € P para toda y € P por tanto JY C P.
Como P es primo esto implicaque J C P oY C P pero suponiendo Y/P # 0
se deduce J/P = 0, por tanto Y/P cogenera a R/P y de (2.0.37) se sigue
que X = R/P es M-primo. O

Proposicién 2.0.42. El mddulo M es M-primo si y sélo si f(M) cogenera
a M para todo f # 0 con f € Endg(M).

Prueba. =) Es claro pues todo submdédulo cogenera a M.
<) Sear € ({Nuc(f) | f € Hom(M,Y)} y ¢ € Hom(M, f(M)) con
0 # f € Endgr(M) se sigue que g(r) = 0 por el corolario(2.0.38) se tiene que

M es AM-primo. O

Definicién 2.0.43. Un R-mddulo X es llamado monoforme si cada homo-

morfismo no cero f: Y — X con ¥ C X es un monomorfismo.
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Ejemplo claro de médulos monoformes son los médulos simples.

Corolario 2.0.44. Si )M es un médulo monoforme entonces M es un médulo

M-primo.

Prueba. Sea 0 # f € Endgr(M) como M es monoforme f debe ser un
monomorfismo entonces (J{Nuc(g) | g € Hom(M, f(A))} = 0 por lo tanto
f(M) cogenera a M. Se sigue de la proposicion (2.0.42) que M es M-primo.

0

El siguiente teorema muestra que bajo ciertas condiciones las propiedades
que estamos considerando se pueden traducir a propiedades del anillo de

endomorfismos.

Teorema 2.0.45. St M es M-primo y casi-proyectivo. entonces Endr(M)
es un anillo primo. Inversamente . st S = Endg(M) es un anillo primo y
Hom(M, K) # 0 para todo submddulo distinto de cero K C M, entonces M

es un mddulo M -primo.

Prueba. =) Sean I..J C S ideales bilaterales tales que I.J =0y
supongamos que I # 0 es decir que existe g € [ ¢ # 0 para f € J considere-

mos ¢ : M — Im(g) v el diagrama:

M

v l"’

A
.’lf—gﬂ-fm(g)—r-(}

Por hipoétesis existe 7 : M — M tal que go @ = p como g € I entonces
go@ = ¢ € I por otro lado f € J implica que ¢ o f = 0 se sigue entonces
que f(M) C Anpy(Im(g)) = Anp(M) = 0 pues M es M-primo por lo que
f(M) =0 es decir J =0 por lo tanto S = Endg(M) es un anillo primo.

«<)Sea0# K C My 0# f €S, por hipétesis Hom(M, K) # 0, tomemos
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0 # g € Hom(M, K) como S es un anillo primo entonces SfSg # 0 por lo
tanto existe h € Endr(M) talque fhg # 0.

Ahora sii: K < M es la inclusion, como g(M) € K se sigue que fhg(K) C
fhi(K) por lo tanto fhi # 0y fh: M — f(M), entonces f(M) cogenera

a M (ver apéndice). Por lo tanto M es M-primo. O

Proposicién 2.0.46. Si P es un M-ideal entonces M/P es un modulo M-
primo s1 y solo si M/P es un mddulo M/P-primo.

Prueba. =) Sea 0 # N/P C M/P tal que Hom(M/P,N/P) # 0

observemos que

Anpyp(N/P) = [ {{Nuc(f) | f € Hom(M/P,N/P) =

= (N{x € M | K/P = Nuc(f), f € Hom(M/P, N/P)}) [P =K

para f € Hom(M, N/P) definimos g : M/P — N/P como

g(m + P) = f(m).

f esta bien definida pues si m—m’ € P como P = Anpy(M/P) = Anpy(N/P)
por ser P un M-ideal y M /P un médulo M-primo entonces f(m —m') = 0,
es decir g(m + P) = f(m) = f(m') = g(m' + P). Sea ahora k + P € K
entonces f(k) = g(k + P) = 0 de donde k € Any(N/P) = P, entonces
k € P o bien que K C P por lo tanto Anpyp(N/P) = 0 lo que implica que
N/P cogenera a M/P probando que M/P es un médulo M /P-primo.

<) Sabemos que P = Anp(M/P) C Anpy(N/P). Sea m € Anpy(N/P) y
g : M/P — N/P consideremos m : M — M/P la proyeccién, entonces
gom(m) = 0 de donde m + P € Anpyp(N/P) = 0 es decir m € P por lo
tanto Anp(M/P) = Anpy(N/P). O



Capitulo 3

M-ideales Primos

Definicién 3.0.47. Un M-ideal P se dice que es un M-ideal primo si existe

un médulo M-primo X tal que P = Any (X).

La siguiente proposicién muestra que en la definicién el médulo X es un

elemento de o[M].

Proposicién 3.0.48. Si P es un M-ideal primo entonces P = Anp(Y) con
Y un médulo M-primo y M -generado.

Prueba. Sea X un médulo M-primo tal que P = Any(X), como X es

un médulo M-primo entonces tr*(X) es también M-primo y M-generado,

ademads
P = Any(X) = Anpy(trM (X))

sea Y = trM(X). O
A continuacion consideramos M-ideales primos asociados a un médulo.

Definicién 3.0.49. Sea P un M-ideal primo , decimos que P es un M-ideal
primo asociado al médulo X si P = Any(Y) para un submédulo M-primo

Y X,
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Proposicién 3.0.50. Sea M un R-mddulo neteriano y X un R-modulo
izquierdo, si Hom(M, X) # 0, entonces X tiene un M-ideal primo

asociado.
Prueba. Sélo basta mostrar que X contiene un submaédulo M-primo. Sea

F={Y C X | Hom(M,Y) # 0}

observemos que X € F formamos ahora
f! — {Aﬂﬂ;(}/) | Y e }_} Q SUbR(AI)

X € F implica que Any(X) € F' como M es neteriano existe Yy € F tal
que Anyy(Yp) es un maximo de F'.

Afirmamos que Yj es un médulo M-primo , en efecto Hom(M, Yy) # 0 pues
Yo € FyparaY C Y, con Hom(M,Y) # 0 si Anp(Ys) G Anp(Y) como
Anp (YY) € F' entonces Anpy(Y)) no seria méximo en F' lo cual no es posible
por lo tanto Any(Yy) = Anpy(Y) lo que prueba que Y es un médulo M-

primo. Un M-ideal asociado a X es Any(Yp). O

El radical de Jacobson del anillo R se define generalmente como la inter-
seccion de los ideales izquierdos médximos de R y se prueba que que es igual a
la interseccién de los ideales primitivos de R. La definicion se extiende para
moédulos, definiendo el radical de Jacobson J(M) de un médulo M como la
interseccién de los submédulos maximos de M o como M en caso de que M

no contenga submaédulos maximos.

Observacién 3.0.51. Para toda X € R-Mod. J(X) = Anx(S) donde S es

la clase de los R-médulos simples.

Prueba. Sea Y C X un submédulo maximo de X entonces X/Y es un
médulo simple. Ademés Y = Nue(r) la proygccién canénican : X — X/Y,
entonces Anx(S) C Y, por lo tanto Anx(S) C J(M).
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Ahora, si Y = Nuc(f) con f € Hom(X,S) y S un médulo simple, entonces
Y es un submédulo maximo de X 6 Y = X por lo tanto J(M) C Y de donde
J(M) C Anx(S). O
Usando el concepto de M-ideal podemos definir la idea de M-ideal
primitivo de donde se sigue que J(M) es igual a la interseccién de los M-

ideales primitivos.

Definicién 3.0.52. Un M-ideal P es un M-ideal primitivo si P = Any(S)
para un modulo simple S.

Proposicién 3.0.53. Sea M € R-Mod. Entonces

J(M) =N € M|N es un M — ideal primitivo}

Prueba. Sea N C M un M-ideal primitivo entonces existe un médulo simple
S tal que N = Anp(S). Si 0 # f € Hom(M,S) como S es simple S =
f(M) =2 M/Nuc(f), donde Nuc(f) es un submédulo maximo de M por lo
cual J(M) C Nuc(f) de donde f(J(M)) = 0 es decir J(M) C Anp(S) =N

por lo tanto
J(M) C [N € M| N esun M — ideal primitivo}

Inversamente, como J(M) = Anp(S) con S la clase de médulos simples, si
S es un simple, entonces para toda f € Hom(M, S) se tiene J(M) C Nuc(f)
por lo tanto J(M) C Anp(S) que es un M-ideal primitivo entonces
J(M) = n{N C M | N es un M — ideal primitivo}
O
Decimos que un M-ideal de M es maximo si es un elemento méaximo entre

los M-ideales de M. La siguiente proposicion muestra que algunos resultados

esperados se tienen.
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Proposicién 3.0.54. Sea P un M -ideal propio de M.
(i) Si P es un M-ideal mdzimo, entonces P es un M-ideal primo.
(i) Si P es un M-ideal primitivo, entonces P es un M-ideal primo.

Prueba. (i) Como P es un M-ideal entonces P = Anp(M/P). Sea 0 #
N/P C M/P y tal que Hom(M,N/P) # 0. Se tiene P = Any(M/P) C
Anp(N/P).

Por otro lado como Hom(\M, N/P) # 0 entonces Anx(N/P) # M, pero P
es M-ideal méaximo, se debe tener entonces An(M/P) = Any(N/P) por
lo tanto M/P es un médulo M-primo es decir P es un M-ideal primo.

(71) Como P es un M-ideal primitivo, existe S simple tal que P = Any(S)
pero S es un moédulo M-primo pues no tiene submédulos distintos de cero

propios por tanto P es un M-ideal primo. O

Un mdédulo semisimple M es homogéneo si es una suma directa de médulos

simples isomorfos dos a dos.

Proposicién 3.0.55. Sea M un R-mddulo artiniano y finitamente

generado. Si 0 es un M-ideal mdzimo, entonces M es un moédulo semisimple

homogéneo.

Prueba. M finitamente generado implica que existe My C M maximo, con-
sideremos S = M/M, que es un mdédulo simple. Ahora Anp(S) # M
pues Hom(M,S) # 0, como 0 es un M-ideal mdximo 0 = Any(S) =
(W Nuc(f) | f € Hom(M,S)} por hipétesis M es artiniano entonces 0 =
Nuc(fi) N Nue(fz) N...N Nue(f,) con f; # 0 que es el nicleo del morfismo
@ : M — S™ inducido por los {f;}, por lo tanto ¢ es un monomorfismo,
mas aun ¢ es sobre pues Im(f;) = S para toda i, por lo tanto M = S lo

que prueba el resultado. a



Capitulo 4

Moédulos de Longitud Finita

En este capitulo usando el concepto de M-ideal podemos obtener alguna
informacién de los médulos de longitud finita.

S denotaré a la clase de médulos simples en o[M] y J el radical cogenerado

por 8. (J(X) = Anx(S)).

Observacién 4.0.56. Para todo X € o[M], J(X) es la interseccién de todos

los submédulos maximos de X.
Prueba. En efecto
J(X) = Anx(8) = [ {{Nuc(f) | f € Hom(X,S) y S € S}

para cada f € Hom(X,S) f # 0 como S es simple S = f(X) & X/Nuc(f)
por tanto Nuc(f) es un submédulo maximo de X.

Inversamente si Y C X es un submédulo maximo de X paraw: X — X/Y
tenemos Nuc(w) =Y ademas X/Y € S por lo tanto

J(X) ﬂ{Y C X | Y es mazimo de X}

La siguiente es una versién del Lema de Nakayama en o[M].
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Proposicién 4.0.57. Si X es finitamente generado y X € o[M] entonces
J(M)-X = X implica que X = 0.

Prueba. Sea X\’ € o[\/] finitamente generado y tal que J(M) - X = X.

X finitamente generado implica que existe Xy, C X maximo, de donde X/ X,
es un modulo simple en o[M]. pero por la forma en que esta definido J(X)
se tiene que .JJ(.X') € .\ ahora, si suponemos que X # 0 como J(M) C J(M)
entonces por el lema (1.0.23) J(M) - X C J(X) # X lo cual no es posible ya

que habiamos supuesto J(AM) - X = X por lo tanto .X = 0. O

Definicion 4.0.58. Un submddulo Y € X es superfluo si ¥V + X' = X

implica que X' = \' para todo X' C X.
Corolario 4.0.59. Sea /N un M-ideal.

(i) Si N C J(M) entonces N - X es un submddulo superfluo de X para

todo maédulo finitamente generado X € o[M].

(ii) Inversamente si M es finitamente generado y N - X es un submédulo
superfluo en .\’ para todo médulo finitamente generado X € o[M]

entonces N C J(\/).

Prueba. (i) Sea Y C X talque (V- X)+Y =X. Siz+Y € X/Y por
hipétesisz =2'+ yconz’ e N- X vy €Y entoncesz +Y =z2'+ Y.

Por otroladosi f € Hom(X/Y,C) con C € Cy entonces param : X — X/Y
la proyeccién se tiene fow(z') = f(z'+Y) = 0 pues 2’ € N - X pero en-
tonces =’ € Nuc(f) es decir 2’ +Y € Anx;y(Cy) = N - (X/Y) de donde
X/Y CN(X/Y)C JM)(X/Y) C X/Y porlo tanto J(M)-(X/Y) = X/Y
como X € o[M] v finitamente generado, también X/Y € o[M] y es finita-
mente generado. entonces por el teorema anterior X/Y = 0 es decir X =Y

por lo tanto N - X' es un submédulo superfluo de X.
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(i) Sea M' C M maéaximo y supongamos que N - M ¢ M' entonces
(N-M)+M' =M como M € g[M] y es finitamente generado por hipétesis
N - M es superfluo en M entonces M’ = M lo cual no puede ser pues M’ era
maximo por lo tanto N - M C M’ pero esto pasa para cualquier submédulo
maximo M’'. Se debe tener entonces que N - M C J(M) ahora como N es

un M-ideal se sigue que N = N - M C J(M). O

Definicién 4.0.60. Si N es un M-ideal las potencias sucesivas de N se

definen como:
N? = N - N y por induccién para todo k > 3 definimos N¥ = N - N*¥-1,
Un M-ideal N es nilpotente si existe n € N tal que N* = 0.

Proposicién 4.0.61. Si M € R-Mod es un modulo de longitud finita y J(M)

es el radical de Jacobson de M, entonces J(M) es nilpotente.

Prueba. Consideremos la cadena descendente de submddulos de M:
J(M) 2 J(M)? D J(M) D ...
M artiniano implica que existe n € N tal que
J(MP* = J(M)* = (M) = ...

Por otro lado M neteriano implica que J(M)" es finitamente generado y
pertenece a o[ M|, como J(M)-J(M)" = J(M)" por (4.0.56) se tiene J(M)" =
0. a

Lema 4.0.62. Sea X € R-Mod, entonces Soc(X) = (){Y C X | Y esencial
en X}.

Prueba. Sea S C X simpley 7' =[){Y C X | Y esencial en X}.
Para F C X esencial, ENS # 0 entonces ENS = S es decir S C E por lo

tanto Soc(X) C T.
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Por otro lado sea N C T consideremos un pseudo-complemento L para N en
X. entonces N @ L es un submodulo esencial de X de donde T C N & L.

Ahora (TNL)NN =0ysit € Tentoncest =n+lconne€ NCT
viIeLsesiguequel € TNLesdecirt e (T'NL)+ N esto prueba que
T =(T'NnL)s N por lo tanto N es sumando directo de 7" entonces T es
un submoédulo semisimple de X pero esto implica que 7" C Soc(X) lo que

prueba el resultado. [1]

Proposicion 4.0.63. Sea X € R-Mod. Las siguientes condiciones son equiv-

alentes.
(i) X contiene un submddulo artiniano esencial.

(11) St una familia de submodulos de X tiene interseccion igual a cero,

entonces existe una subfamilia finita con interseccion igual a cero.

(ii1) Soc(X) es un submddulo esencial de X y Soc(X) es finitamente

generado.

Prueba. (;) = (i7) Sea {X,}ic; una familia de submdédulos de X tal que
MNiz; -Yi =0y N C X un submédulo artiniano esencial.
Consideremos la familia {/N N X;};c; de submédulos de N, entonces
NNnX)=Nn()X)=0
i€l il
Como N es artiniano, existe I' C I con I’ finito tal que [, (N N X;) = 0,
entonces 0 = [),.,,(NNX;) = NN (¢, Xi), ahora N esencial en M implica
que [y Xi = 0.
(i) = (i) Sea f : X — [].c, £(S;) un monomorfismo donde S; es simple
para toda 7 € I, entonces

0 = Nuc(f) = [ Nue(f;)

i€l
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donde f; = 7, f y m; : [I;e; E(S:) — E(S;) las proyecciones.

Por hipdtesis existen i, .., 7 tales que
0 = Nuc(fi,) N...N Nue(fi,)

por lo tanto el morfismo f' : X — E(S;,) @ ... ® E(S,,) inducido por
{fi,+-. fi,} es un monomorfismo. Como Soc(-.) es un prerradical exacto

izquierdo entonces

t

Soc(X) =X N Soc(@ E(S;)) =X N (S;, ®..0S5,)C S, @..0 S,
j=1
Por lo tanto Soc(X) es esencial en X y Soc(X) es finitamente generado.

(i22) = (1) Si Soc(X) C X es finitamente generado entonces
Soc(X)=51D S0 ... 0 Sk
con S; simple entonces Soc(X) es artiniano y por hipétesis es esencial.  [J

Un médulo que satisfaga las condiciones de la proposicién (4.0.63) se

llama finitamente cogenerado.

Proposicion 4.0.64. Sea M € R-Mod. Supongamos que todo M-ideal de
M es finitamente generado y que M es un generador de o[M], entonces M
es de longitud finita si y solo si para cada M-ideal N el cociente M /N es

finitamente cogenerado.

Prueba. =) Como M es artiniano entonces M /N es finitamente cogenerado
para todo NV C M, en particular si N es un M-ideal.

<) Como J(M)-__ es un radical entonces J(M) - (J(M)*-1/J(M)*) = 0
por lo tanto existe un monomorfismo ¢ : J(M)*=1/J(M)* — [], Wa con
W, € Cyunr)- Afirmamos que si W € Cyy entonces W es un médulo
M/J(M) — generado.

En efecto sea W € Cj(nry, para todaz € W existen {f, fa, ..., fa} € Hom(M, W)
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¥ {mi,ma, yma} © M tales que & = fy(my) + fo(ms) + .+ fu(ma).

Para cada i consideremos el siguiente diagrama

M—3>M/J(M) —>0
fi 2
PR

W
como f;(J(M)) = 0 existe f, : M/J(M) — W tal que fiom = f; por lo
tanto @ = f,(7) + ... + f,(M,) es decir que W es un médulo M/J(M)-
generado.
Por otro lado M /J(M) se puede sumergir en un producto directo de médulos
simples pero por hipétesis M/.J(M) es finitamente cogenerado por lo tanto
M/J(M) se sumerge en una suma directa finita de médulos simples por lo
tanto M /J(M) es semisimple. Como consecuencia la subcategoria o[M/.J(M))
consta de modulos semisimples.
Como se habia probado, W € C (5, implica que W es un médulo en o[M/J(M
y por tanto semisimple, ademés J(M )~ /J(M)* < [], W, pero por hipétesis
J(M)*=1/J(M)F es finitamente cogenerado por lo tanto se sumerge en una
suma directa finita de médulos simples entonces J(M)*~1/J(M)¥ es de lon-

gitud finita, por lo tanto M es de longitud finita. O

Proposiciéon 4.0.65. Sea M de longitud finita y Hom(M,N) # 0 para
todo 0 # N C M M-ideal. Si M es un mddulo M-primo entonces M es

semisimple homogéneo.

Prueba. Por la proposicién (4.0.60) J(M) es nilpotente digamos J(M)" =
0. Entonces J(M) - J(M)"! = J(M)® = 0 pero J(M) # 0 por hipétesis
Hom(M,J(M)) # 0 y como M es M-primo se tiene que Anp(J(M)) =0
ademas J(M) C Anp(J(M)) entonces J(M) = 0.

Definimos ¢ : M — @, 0zimo M/Ma como p(m) = (m+M,)q, Nuc(yp) =
J(M) = 0 por tanto ¢ es un monomorfismo, ademds, para toda a, M/M,, es
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un moédulo simple, es decir que M es un submédulo de una suma directa de
modulos simples por lo tanto semisimple. Como M es de longitud finita, M
es una suma finita de simples.

Supongamos ahora que M contiene dos submdédulos simples no isomorfos,
sean S y T las correspondientes componentes homogéneas de M. Como T es
un sumando directo de M, entonces T' = f(M) donde f es el endomorfismo
de M dado por f = um, entonces Hom(M,T) # 0.

Por la proposicién (2.0.42) T cogenera a M pero entonces T cogenera a S
es decir S es un submédulo de un producto directo finito de copias de T'
entonces los simples que generan a S y T deben ser isomorfos, por lo tanto

M debe ser homogéneo. O

El siguiente ejemplo muestra un moédulo M de longitud finita que es M-

primo pero no semisimple.

F

el anillo de matrices
F

Ejemplo 4.0.66. Sea F' un campoy R = (

F 0
triangulares inferiores de 2x2 sobre F. Sea M el ideal izquierdo ( - )

0

0

y N el submédulo . s
F 0

En efecto M, N son ideales izquierdos de R ya que:

(20 (50 () (50
w=(r2)(7a)-(50)
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Ahora consideremos el ideal M, la reticula de submddulos de M es 0 C
N C M por lo tanto M no es semisimple. Ademads para los médulos simples
N y M/N se tiene que Hom(M/N,N) =0y Hom(N, M/N) = 0 esto pues si

-0

! € M entonces

s 0

r 0\ [0 10 (r0
s0/) \so 10/ \so

Si f: M/N — N entonces f esta dada por

A Gl Co)G ) (o)l
(00 (2e)-(3)

por lo tanto f = 0, entonces N y M/N no pueden ser isomorfos.
De aqui concluimos que N no es un médulo M-generado pues si lo fuera
existiria ¢ : M@ — N epimorfismo, es decir que para alguna inclusién
ia : M — M@ se tendria poi, # 0y N simple implicaria que ¢ o i, es
epimorfismo es decir que N = M /Nuc(poi,) con Nuc(¢oi,) maximo en M
por lo tanto Nuc(p oi,) = N entonces M y M/N serian isomorfos lo cual
no puede ser, por lo tanto M no tiene submédulos propios distintos de cero
M-generados lo cual implica que M es M-primo. Adicionalmente M/N y N
no son isomorfos de donde Hom(N, M/N) = 0. Por la proposicién (1.0.8)

tenemos que N es un M-ideal.



Capitulo 5
Moédulos Proyectivos

En esta seccién veremos que simplificaciones obtenemos en el caso de que
M es un médulo proyectivo en o[M]. Algunos resultados son validos con la _
hipétesis mas débil de que M sea casi-proyectivo.

Proposicién 5.0.67. Si M es casi-proyectivo, entonces un submddulo N C
M es un M-ideal st y solo st N es un submddulo totalmente invariante de
M.

Prueba. =) Si N C M es un M-ideal, entonces N = Anyp(M/N) =
radyyn(M) es decir N es la imagen de M bajo un radical y por tanto un
submddulo totalmente invariante de M.

<) Sea N un submddulo totalmente invariante de M v f € Hom(M.M/N)

considere el siguiente diagrama:

M
7. l’f
o
M —> M/N —0

Por hipétesis existe f € Endgr(M) tal que f = 7o f entonces f(N) =
mof(N) C ©(N) = 0 yaque N es totalmente invariante por lo tanto f(.V) = 0
es decir N es un M-ideal. a
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El siguiente ejemplo muestra que en general no todos los submédulos

totalmente invariantes de M son M-ideales.

Ejemplo 5.0.68. Sea M = Z,~ en la categoria Z-Mod en el ejemplo (2.0.34)
se probamos que ningin submaédulo propio distinto de cero N C M es un
M-ideal.

Por otro lado si f € Endz(M) y 0 # N C M, entonces N = Z,« para alguna
k € N por lo tanto f(N) C N ya que los elementos de f(N) tienen orden
menor o igual que p*, entonces N es un submédulo totalmente invariante de

M que no es un M-ideal.

Ejemplo 5.0.69. Si M = R/I donde I es un ideal de R entonces o[M]| =
o[R/I] = R/I-Mod. Como R/I es libre en R/I-Mod, por lo tanto proyectivo
en particular casi-proyectivo en R-Mod, entonces los M-ideales de R/I coin-

ciden con los ideales de R/I ya que son los submédulos totalmente invariantes

de R/I.

Proposicion 5.0.70. Sean K y N submddulos de M. Si M es casi-proyectivo

entonces:

(i) Supongamos que N C K y que N es un M-ideal. Si K/N esun (M/N)-
ideal en M /N, entonces K es un M -ideal.

(i) Si N y K son M-ideales, entonces N + K es un M-ideal.

Prueba. (i) Sea f € Endr(M) como M es casi-proyectivo y N es total-
mente invariante entonces M/N es casi-proyectivo (ver apéndice), f induce
un epimorfismo f : M/N — M/N dado por

f(m+ N) = f(m) + N.

f estd bien definida pues si m —m’ € N con N totalmente invariante se tiene
que f(m —m') € N por lo tanto f(m)+ N = f(m') + N.

K/N es por hipétesis un M-ideal por lo tanto un submddulo totalmente
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invariante de M/N es decir f(K/N) = (f(K) + N)/N C K/N de donde
f(K)+ N C K por lo tanto f(K) C K, entonces K es un submédulo total-
mente invariante de M y por lo tanto un M-ideal.

(1) Si f € Endr(M) entonces f(N+K) = f(N)+ f(K) C N+ K pues Ny

K son totalmente invariantes por lo tanto N + K también, es decir, N + K

es un M-ideal. .

Observacién 5.0.71. En la siguiente proposicién la condicion
Hom(M,N) # 0 para submoédulos totalmente invariantes N es necesaria

pues para los médulos del ejemplo (4.0.66) se tiene que

Si r 0 04 = s = B entonces h = 0 es decir
s h t 0 ht 0 0 0

F 0
Ang(N) = ( 5 )=M ademas si

r 0 k0 rk 0\ (00
s h t 0 sk+ht 0 0 0
entonces 7 = 0 por lo tanto Ang(M) C ¢ 3
. RSN B P
de donde Ang(N) # Ang(M) por lo tanto M no es R-primo sin embargo

M es casi-proyectivo y M-primo pero Hom(M,N) = 0.

Proposicién 5.0.72. Sea M un mddulo M-primo, si M es casi-proyectivo
y Hom(M, N) # 0 para todo 0 # N C M submddulo totalmente invariante,

entonces M es un mddulo R-primo.

Prueba. Sea ] C R un ideal de Ry 0 # N C M tales que IN = 0.
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Consideremos K = {m € M | Im = 0} observemos que N C K entonces
K # 0 ademés si f € Endg(M) y m € K entonces If(m) = f(Im) = 0 de
donde f(m) € K por lo tanto A es un submdédulo totalmente invariante de
M. Por hipétesis Hom(M, K) # 0 como M es un médulo M-primo entonces
Anp(K) = 0 es decir K cogenera a M esto implica que existe ¢ : M — K®
- monomorfismo para algin conjunto a.

Multiplicando por I se tiene que IM C I(K*) = (IK)* = 0 de donde se

sigue que M es R-primo. O

El siguiente ejemplo muestra que el inverso de la proposicién (5.0.72) no es
valido. Es decir exhibe un médulo M que no es M-primo, sin embargo M es
R-primo y casi-proyectivo ademas, Hom(M, N) # 0 para todo N submédulo
de M.

Ejemplo 5.0.73. Sea R un anillo simple con dos médulos simples no iso-
morfos S, y S;. (Ejemplos de anillos de este tipo pueden encontrarse en [9]).
Sea M = S, & S, es claro que Ang(S;) = 0 = Ang(M) por lo tanto M es
R-primo.

Por otro lado Hom(M, N) # 0 para todo 0 # N C M ademds , M no es
M-primo pues S; no cogenera a M, en tal caso cogeneraria también a S, lo
cual no puede ser por lo tanto Anp(S;) # Anpy (M) = 0 es decir M no es

M-primo.

Para los siguientes resultados se necesita la hipdtesis de que M sea proyec-

tivo en o[M].

Lema 5.0.74. Supongamos que M es proyectivo en o[M] y sea N C M.
Sip: X — Y es un epimorfismo con X € o[M] entonces p manda de

manera suprayectiva a
ZIEHom(M,X) f(N) en ZfeHom(M,Y) f(N).
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Prueba. Sea y = Y, fi(m;) con fi € Hom(M,Y) y m; € N C M. Con-

sideremos el siguiente diagrama:

Tl
;
X—=Y—>0

como X € o[M]y M es proyectivo en o[M], para cada i existe f, : M — X
tal que po f; = f: por lo tanto p(3_1, fi(m:)) = 31, fi(mi) = y con
f: € Hom(M, X) lo que prueba el resultado. O

Proposicién 5.0.75. Supongamos que M es proyectivo en o[M] y sea N un
submddulo de M. Las siguientes condiciones son validas para todo mddulo

X € o[M] y todo submédulo Y C X.

() N-X =3 ictomm,x) f(N)-
(ii) N-(X/Y)=0siysélosi N-XCY.
(111) Si N = Anp(X/Y), entonces Anp(X/(N - X)) = N.

Prueba. (i) Sean f € Hom(M,X)y g € Hom(X,C) con C € Cy si Y =
> reromm,x) S (V) entonces go f : M — C. Por lo tanto go f(N) = 0 es
decir f(N) C Anx(Cy) = N - X entonces Y C N - X.

Por otro lado consideremos 7 : X — X /Y. Por el lema (5.0.74)

O—fr( Yo W= Y W)
I

€Hom(M,X) fEHom(M,X/Y)

es decir f(N) = 0 para toda f € Hom(M,X/Y), entonces N - X CY y por

lotanto N- X =Y.
(17) =) Si N - (X/Y) = 0, entonces, como N - X es el menor submédulo de

M con esta propiedad, se sigue que V- X CY.
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<)SiN-XCYyfe Hom(M,X/Y),paraw: X — X/Y yn € N por el
lema (5.0.74) se tiene f(n) = 7(31", fi(n;)) con f; € Hom(M,X) y n; € N
entonces por (1) f(n) € 7(N-X) C n(Y) =0 por lo tanto f(N) = 0 es decir
N-(X/Y)=0.

(71i) Sea N = Any(X/Y) y A= Any (X/(N - X)) como M es proyectivo en
o[M] por (i) N - (X/(NV-X)) =0 lo que implica que N C A.

Inversamente como A - (X/(.V-.X)) = 0 se tiene que A- X C N- X por otro
lado N - (X/Y) = 0 implica que N -.X C Y entonces 4+ X C Y de donde
A-(X/Y) =0 es decir A C Anp(X/Y) = N. O

Observacién 5.0.76. Si M/ es proyvectivo en o[M] v N - X = 0 entonces
N - (X/Y) = 0 para todo Y C X en particular N - f(X) = 0 para todo
f € Hom(X, K) con K € R-Mod.

Observacién 5.0.77. Si N es un M-ideal y X = (M/N)® para algiin
conjunto a, entonces N - X = N - [(M/N)®] = [N - (M/N)]® = 0 ya que

N-__es un radical.’

Observacion 5.0.78. En particular si X' € o[M/N], entonces X C K con K
un médulo M-generado por lo tanto N-X C N-K = N-((M/N)®/K) =0
pues por la proposicion (5.0.75) (ii), N-(M/N)® = 0 C K es decir N-X = 0.

Corolario 5.0.79. Si M es proyectivo en o[M]y N C M, entonces Any (M/N)

es el mayor M-ideal contenido en N.

Prueba. Si K C M es un M-ideal tal que K € N como K es un M-ideal
K -M = K C N por la proposicion (5.0.75) (iz) se tiene que K - (M/N) =0
es decir K C An(M/N). 0

A continuacién mostraremos que la multiplicacion definida en el capitulo

2 es asociativa cuando M es proyectivo en o[M].
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Proposicién 5.0.80. Supongamos que M es proyectivo en o[M] y sean
K,N C M submddulos de M entonces.

(K-N)-X=K-(N:X)
para todo X € o[M].

Prueba. Para mostrar que (K -N)- X C K -(N-X)seaz € (K-N)-X
entonces por la proposicién (5.0.75) (z)

x=3 ", film;) con f; € Hom(M,X)ym; € K-N.

Para cada 1 m; = Z;;, gi;(kij) con g;; € Hom(M,N) y k;; € K entonces
g= Yo i35 95lks)) = Lins Xoili fiogilhs)

basta probar que f; o g;; € Hom(M, N - X).

Como g;;(ki;) € Ny fi € Hom(M, X) entonces f;og;;(ki;) € Zheh’am(M,,\'J h(N) =
N - X por lo tanto z € K - (V- X).

Para la otra contencién sea r € K - (N - X) entonces z = Y -, fi(m;) con
fi€e Hom(M,N - X) y m; € K.

Consideremos primero el caso de un solo elemento m € K y un solo morfismo

f € Hom(M,N - X).

Sea h : MHom(M:X)) — X dada por h((my) fe(Hom(Mm,x)) = 2 retromr,x) (M)
Si g es la restriccién de h a NHom(M.X)) hor 1a proposicién (5.0.75) (i) la
imagen de g es N - X.

Como M es proyectivo en o[M] para f se tiene el siguiente diagrama:

M

= g
&7 f l
IV(HM(N!-X}) = N-X—(

Entonces existe f : M — NHomMX) ta] que go f = f tenemos entonces

f(m) = i—1Aj o m;f(m) para algin conjunto finito de proyecciones ; :
MHom(M.X)) _, N e inclusiones A; : M — M(Hom(M. X))
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Observemos que 7; 0 f : M — M y para cada j ; o f(M)C N.

Como m € K entonces podemos considerar 7 o f(m) como elemento de
K-N= Edeﬂam(M,N) d(K). B

Por otro lado ho\; : M — X y entonces hoAjomjo f(m) € ho);(K-N)lo
que implica que ho,\jo:rrjc:)_‘(m) € (K-N)-X finalmente f(m) = ho f(m) =

*_ ho)jom;o f(m)y por lo tanto f(m) € (K- N)-X.

Ahora para el elemento 2 € K-(N-X) conz = Y, fi(m;) y para morfismos
fi : M — N - X lo anterior muestra que z € (K - N)- X lo que completa la

prueba. O

Teorema 5.0.81. Sea P C M un M-ideal y supongamos que M es proyectivo

en o[M]. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(i) P es un M-ideal primo.

(i) N - K C P implica que N C P 0 K C P para cualesquiera M-ideales
N y K con K un mddulo M-generado.

(i1i) M/P es un mddulo M-primo.

Prueba. (i) = (it) Sean N y K dos M-ideales de M con K M-generado
tales que N - K C P. Por hipdtesis existe un médulo M-primo X tal que
P = Any(X).

Supongamos que K ¢ P es decir que existe f € Hom(M, X) talque f(K) #
0. f induce un morfismo f : M/P — X dado por f(m + P) = f(m).

f estd bien definida ya que si m—m' € P entonces f(m—m') = 0 por lo tanto
f(m) = f(m') como N-K C P por la proposicién (5.0.75) (i) N-(K/P) =0
ahora por la observacién (5.0.76) N - f(K/P) = 0.

Por otro lado como K es un médulo M-generado, entonces K /P también lo
es por lo tanto f(K/P) es un médulo M-generado.

Como f(K) # 0 entonces f(K/P) = f(K) # 0 se sigue entonces de la
proposicion (2.0.28) (zv) que N - X = 0 es decir N C Anpy(X) = P.



CAPITULO 5. MODULOS PROYECTIVOS 43

(27) = (ii1) Sea P C K C M y supongamos que K/P es un médulo M-
generado de M /P distinto de cero tal que N - (K/P) =0 con N un M-ideal.
Como K/P es un médulo M-generado existe o : M® — K /P epimorfismo.

Consideremos el siguiente diagrama

M@
P l
y v
S
K—>K/P—0

Como M es proyectivo en o[M] entonces M(® también, por lo tanto existe
?: M@ — K/P tal que 7 o % = ¢ donde 7 es la proyeccién candnica. Se
tiene entonces K/P = m o p(M®) = p(M(®) + P/P con 3(M®)) = L un
submddulo de M que es M-generado.

Por otro lado como K/P # 0 entonces L ¢ P en vista de que N - (K/P) =0
entonces N - ((L + P)/P) =0 lo que implicaque N-LC N-(L+ P) C P.
Consideremos ahora el submédulo L - M el cual es el menor M-ideal que
contiene a L. Ya que M es proyectivo en o[M] y L es M-generado se sigue
de la proposicién (5.0.75) (¢) que L - M es M-generado.

Mas aiin, de la proposicién (5.0.80) se sigue que N - (L-M) = (N-L)-M,
como N-LC Py P-M=M yaque P es un M-ideal, entonces

N-(L-M)=(N-L)-MCP-M=P

Por lo tanto L - M es un M-ideal M-generado tal que N - (L- M) C P,
pero L - M ¢ P. Por la hipGtesis se tiene entonces que N C P de donde
N - (M/P) = 0 finalmente de la proposicién (2.028) (iv) se sigue que M/P
es un médulo M-primo.

(#42) = (i) Como M /P es un médulo M-primo y P es un M-ideal entonces
P = Anp(M/P) por lo tanto P es un M-ideal primo. O

Proposicién 5.0.82. Sea N un submodulo de M y sea I un ideal izquierdo

de R entonces. .
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(i) El ideal izquierdo N - R es un ideal bilateral de R, ademds st N es un
M-ideal entonces (N-R)AMTCN.

(11) El submddulo IM es un M-ideal, ademds si I es un ideal bilateral de

R entonces (IM)-R C I.

(111) Si M es proyectivo en o[M] entonces (IN)- X = I(N - X) para todo
X € o|M].

Prueba. (i) Como N-__ define un radical en R-Mod. entonces N - R es

un ideal bilateral de R.
Si N es un M-ideal. por la observacién (1.0.22) aplicada al radical N-__
tenemos que (N - R)M C N - M = N.

(i1) Por el ejemplo (1.0.5) 1M es un M-ideal como IM C IM e I(_) es
un radical entonces por el lema (1.0.23) se tiene que (IM)-RC IR =1.

(iii) Por la proposicién (5.0.75) (7) se tiene que

(IN)-X= > fUN)=I > =IN-X)

feHom(M.X) feHom(M,X)



Capitulo 6

La correspondencia local de
Gabriel

En este capitulo probaremos que la correspondencia local de Gabriel se tiene

para modulos neterianos que cumplan:
(i) La condicién H.
(ii) Hom(M, X) # 0 para todo X € o[M].

Antes extenderemos algunos resultados conocidos de los anillos neterianos.

6.1 Mobdulos Neterianos

Proposicién 6.1.1. Sea M un mddulo neteriano y X un cociente de una

suma directa finita de copias de M entonces ezxiste una cadena de submddulos
0=XCX;CXC..CX,CXpn=X

tal que para cada 1 <1 < n+1 el cociente X;/X;_, es un modulo M-primo.
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Prueba. Como X es M-generado, entonces existe ¢ : M™ — X un epimor-
fismo entonces para alguna inclusién ¢ : M —» M™ se debe tener p o7 # 0
por lo tanto Hom (M, X) # 0 entonces, por la proposicién (3.0.50) X con-
tiene un submaédulo M-primo X,.

Por otro lado como M es finitamente generado por ser neteriano, entonces
X es finitamente generado, ademds M neteriano implica que A" es neteriano
y por lo tanto X/X; también es neteriano mas atin X/X, es M-generado
(cociente de X) se sigue de la proposicion (3.0.50) que X'//X contiene un

submédulo M-primo X,/X;. Por induccién obtenemos una cadena
Xi€CXpC X3C ..

Como X es neteriano entonces existe X, C X tal que X,, = X, para toda

1 € k por lo tanto
U=J\’0§X1§X2§...§Xn=}{
es la cadena buscada con X;/X;, un médulo M-primo. a

Definicién 6.1.2. Se define el radical primo de un mdédulo, denotado como

P(M), como la interseccion de todos los M-ideales primos de M.

Observacién 6.1.3. Existe otra definicién del radical primo de M como la
interseccién de todos los submédulos R-primos de M.

Estas dos definiciones difieren como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.1.4. Consideremos R, M y N como en el ejemplo (4.0.66) por la
observacién (5.0.71) sabemos que M no es un submédulo R-primo de M como
tampoco los submédulos N y 0 por lo tanto la interseccién de los submaddulos
primos de M es igual a M.

Por otro lado en el ejemplo (4.0.66) probamos que N es un M-ideal ademds

N es maximo, entonces por la proposicién (3.0.54) (i) se tiene que N es un
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M-ideal primo. Como M es un médulo M-primo entonces 0 = Anp (M) es
un AM-ideal primo. Podemos concluir entonces que P(M) = 0 # M lo que

muestra que, en efecto, las dos definiciones son distintas.

Observacién 6.1.5. Sea C la clase de todos los médulos M-primos entonces

P(M) = rade(M).

Prueba. Sea P un M-ideal primo. Entonces existe X un médulo M-primo
tal que P = Anp(X) pero es claro que rade(M) = Anp(C) C Anpy(X) = P
de donde rade(M) C P(M).

Por otro lado si f : M — C con C € C entonces f(P(M)) C f(Any(C)) =
0 por lo tanto P(M) C radc(M) lo que prueba el resultado. O

Observacién 6.1.6. Sea X € R-Mod. Si Y C X es tal que X/Y es un
moédulo M-primo entonces rade(X) C Y. Ademas P(M)- X CY.

Prueba. Consideremos la proyeccién = : X — X/Y, como X/Y € C
entonces rade(X) C Anx(X/Y) C Nuc(n) =Y.
Como P(M) = rade(M) por el lema (1.0.23) se tiene que P(M) - X C
rade(X) CY. O
Proposicién 6.1.7. §i M es un mddulo neteriano entonces el radical primo
P(M) es un M-ideal nilpotente.
Prueba. Por la proposicion (6.1.1) es posible construir una sucesién de
submodulos

OzMn(_:Mn—lg"-(_:Mlg.MO:M
tal que cada uno de los cocientes sea un médulo M-primo. Probaremos
por induccién que P(M)* C M; Para i = 1 P(M) C M, ya que M/M, es
un médulo M-primo y entonces P(M) C Anpy(M;) C Nue(n) = M;. Si

suponemos que P(M)' C M; entonces

P(M)Hl ZP(M}'P(M)’:QP(M)‘M:‘(_:M:‘-H
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Por lo tanto P(M)"™ C M, = 0 es decir P(M)" = 0. O

6.2 La correspondencia de Gabriel

Definicién 6.2.1. Un médulo X € o[M] se dice que es finitamente M-
generado si existe un epimorfismo f : A/™ — X para algin natural n.
Se dice que es finitamente M-anulado si existe un monomorfismo

g: M[/Anpy(X) — X™ para algiin natural m.

Definicién 6.2.2. Un médulo M se dice que satisface la condicion H si todo

modulo finitamente M-generado es finitamente M-anulado.

Notemos que si M = R y R es un anillo totalmente acotado (ver [5]) y
neteriano entonces R satisface la condicion H. Lo mismo es valido si M es
un médulo artiniano ya que en este caso M/K es finitamente cogenerado.

En los siguientes resultados sobre la correspondencia de Gabriel ademas
de la condicién H supondremos que Hom(M,X) # 0 para todo médulo
X € o[M].

El siguiente ejemplo muestra que esta hipdtesis es mas débil que suponer que

M es un generador en o[M].

Ejemplo 6.2.3. Sea F' un campo y R el anillo de matrices triangulares in-

feriores de 3x3 con entradas en F, denotemos como J al radical de Jacobson.

de R. Sean

€ = 00’0 y €3 = y €3

=

o~ o

c o o
I

o o o

c o o

- o o

Consideremos
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F 00 0 0 0 0 0 0
Rey=| F 00 |,Re=|0F 0)|,R3=]|00 0
F 0 0 0 F 0 00 F

y el siguiente monomorfismo i : Re; — Re; dado por

0 0 0 0
—= | d 0 0 | C Re.
e 0 e 0 0

Observemos entonces que & = Re,@®Reo® Rej es isomorfo a un submadulo

se Re, @ Re, & Rej
Sea M = Re, & (Rey/Je;) @ Res, entonces
R C Re, ® Re, ® (Rey/Jes) ® (Rea/Jez) & Res & Rez = M?
De aqui que o[M] = R-Mod. Afirmamos que todo médulo simple de

R-Mod es un cociente de M.
En efecto, notemos que los ideales maximos de R son:

0O 0 0 F 00 F 0 0
I, = F F 0 |, L= F F 0 |,I1= F 0 0
F F F F F 0 F F F
El radical de Jacobson de R es
0 0 0 000
J=| F 0 0 |. ConsideremosessubmédulodeRe;, K=| F 0 0
F F 0 F 00

Por lo tanto los médulos simples de R-Mod son:
R/fz = M/(R81®R63] ~ R/Ig = M/[RE]@(RBQ/JGQ)] y R/Il = M/[K@(RGQ/JE:‘g)@RE;;]

Por otro lado M es artiniano puesto que Rey/Jey y Rez son submddulos
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simples y la reticula de mddulos de Re, es

o o

C Re,

S e
N

0 0
F 0
F 0

|
o o e
o o o

Por lo tanto M es artiniano esto implica que M? y por tanto R C M?
también son artinianos. Por lo tanto todo 0 # X € R—Mod. X contiene un
moédulo simple y por lo tanto Hom (M, X) # 0.

Por otro lado M no es un generador de R-Mod. Esto se sigue del hecho

de que Hom(Re,, Re;) = 0. Para probar esto notemos que

0

0

™ o

0 0
Ang(e;) =1 0 0 | v que si z € Res, entonces x =
0 F
F 0 0

Sia#0yb=0, entonces Ang(z)=| F 0 0
F 0 F

sia=0yb#0, entonces Ang(z) = |. F F finalmente

"y
"3
o o

sia#0yb#0, tenemos que Ang(z)=| F en cualquier

o o o
o o O

caso tenemos que Ang(e;) € Ang(z) para todo x € Re, por lo tanto
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0 0 0
Hom(Re,, Rey) =0 Ademés Je; = | 0 0 0 | es el tinico submddulo
0 F 0

maximo de Rey entonces (Res/Jey) @ Rez es un modulo semisimple v por

tanto no puede generar a Re; ya que Re; no es semisimple puesto que

0 0 0
Soc(Re;) =1 0 0 0 | # Req
0 F 0

por lo tanto M no es un generador de o[M].

Lema 6.2.4. Supongamos que M es un modulo neteriano tal que Hom(M, X') #
0 para todo 0 # X € o[M]. Entonces todo mddulo uniforme distinto de cero

en o[M] tiene un inico M-ideal primo asociado.

Prueba. Sea X # 0 un médulo uniforme en o[M], como Hom(M,X) # 0
entonces por la proposicién (3.0.50) X contiene un submédulo M primo Y
tal que P = Any(Y). Supongamos que existe Q@ = Any(Y”) otro M-ideal
primo asociado a X como X es uniforme entonces (Y} N}Y’) # 0 v por lo
tanto Hom(M,Y NY’) # 0. Ahora como Y y Y’ son médulos M-primos se
tiene que

P=AnylY) =Anx(Y NY') .= Anp(¥Y') = Q

Por lo tanto M tiene un tnico M-ideal primo asociado. O

Teorema 6.2.5. Sea M un mddulo neteriano. Si M satisface la condicion H
y Hom(M, X) # 0 para todo X € o[M] entonces existe una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de clases de isomorfismo de mddulos M -inyectivos

inescindibles en o[ M] y el conjunto de los M-ideales primos.
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Prueba. Sea U un médulo M-inyectivo inescindible en o[M]. Entonces U es
uniforme (ver Apéndice). Por el lema (6.2.4) U tiene un tinico M-ideal primo
asociado por lo tanto la funcion que le asigna a U su M-ideal primo asociado
esta bien definida. Por el corolario (2.0.29) podemos suponer sin perdida de
generalidad que P = Anp (U)) donde U es un submédulo M-primo que es
cociente de M. Como M satisface la condicion H y U; es finitamente M
generado se sigue que U; es finitamente M-anulado por lo tanto existe un
monomorfismo
00— M/P—U'—U"

de M/P es una suma directa finita de copias de U. Considerando este mor-

fismo en R-Mod. induce un morfismo

0 — E(M/P) — E(U)"

entre las respectivas capsulas inyectivas en R-Mod. Como U es uniforme,
entonces F(U) es un R-modulo inyectivo inescindible y por lo tanto, por el
teorema de Krull-Schmidt-Azumaya (ver [2]) E(M/P) es isomorfo a una
suma directa de copias de E(U). Si X es un moédulo M-inyectivo ine-
scindible en o[M] con P su M-ideal primo asociado obtenemos andlogamente
un monomorfismo

0— M/P— X"

para algiin natural m. Como X es uniforme nuevamente por el teorema de
Krull-Schmidt-Azumaya E(M/P) es isomorfo a una suma directa de copias
de E(X) y por lo tanto E(U) = E(X) de donde (ver A.2.8)

X = trM(E(X)) 2 trM(E(U)) = U
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de aqui que la correspondencia es inyectiva. Para probar ahora que la cor-
respondencia en sobre sea P un M-ideal primo entonces existe X € o[M]|
tal que X es M-primo y P = Any(.X'). Por hipétesis Hom(M.Y) # 0 para
0 # Y C X por lo tanto Y es M-primo. ademés Anp(X) = Anp(Y) para
todo submaédulo no cero Y de X esto implica que P es un M-ideal primo
asociado a Y. Consideremos X la capsula invectiva de X en o[M] por el Teo-
rema de Matlis (A.3.8) X = PB.cs Ko donde K, es un médulo M-inyectivo
inescindible en o[M]. Como X es esencial en .\ entonces para toda « € A
0# (XNK,) CX dedonde Any (X NA,) = P, ademds X N K, C K,
por lo tanto P es un M-ideal primo asociado a K, un médulo M-inyectivo

inescindible en o[M]. Esto prueba que la correspondencia es biyectiva.  [J

La siguiente proposicién muestra que bajo las hipétesis del teorema (6.2.5)
los M-ideales primos pueden describirse mas detalladamente. La hipétesis
Hom(M,X) # 0 es necesaria , esto lo muestra el médulo M del ejemplo
(4.0.66). M satisface la condicién H va que es artiniano, 0 es un M-ideal

primo pero M no es semicompresible va que Hom(M,N) = 0.

Proposicién 6.2.6. Sea M un mddulo neteriano que satisface la condicion
H y tal que Hom(M, X) # 0 para todo X € o[M]. Si P es un M-ideal primo

entonces M /P es un mddulo semicompresible.

Prueba. Supongamos que P es un M-ideal primo con P = Any(X) para
un médulo M-primo X € o[M]. Por hipétesis existe 0 # h € Hom(M, X) y
por el corolario (2.0.29) h(M) es M-primo. Como P = Any(h(M)) podemos
suponer sin perdida de generalidad que X' es finitamente M-generado. En-
tonces X es finitamente M-anulado va que )M satisface la condicién H, por lo
tanto existe un monomorfismo f : M//P — X™ para algiin natural m. Sea
ahora L C M/P distinto de cero, como )M /P es neteriano, por el corolario
(A.3.9) L contiene un submédulo uniforme K. Por hipétesis Hom(M, K) # 0
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por lo tanto podemos suponer sin perdida de generalidad que K es un cociente
de M. Consideremos f; : M/P — X las componentes del monomorfismo
f:M/P — X™ entonces (-, Nuc(f;) = 0 como K es uniforme entonces
(K N Nuce(f;)) = 0 implica que para alguna 7, K N Nuc(f;) = 0 pero en-
tonces f; |x: K — X es un monomorfismo de donde K es isomorfo a un
submaddulo de X v como Hom(M, K) # 0 entonces Any (K) = P, ya que X
es M-primo. Finalmente como K es cociente de M entonces es finitamente
M-generado. M cumple la condicion H por lo tanto A" es finitamente an-
ulado, es decir existe un monomorfismo ¢ : M/P — K™ C L™ para algin

natural n de aqui se sigue que M /P es semicompresible. O

Lema 6.2.7. Sea M un mddulo neteriano casi-proyectivo que satisface la
condicion H. Si P es un submddulo totalmente invariante mdzrimo de M

entonces M /P es un médulo semisimple homogéneo.

Prueba. Sea P C M un subméddulo totalmente invariante maximo de M.
Como M es neteriano existe un submédulo maximo K de M talque P C K C
M. Consideremos f : M — M/K un morfismo arbitrario y m; : M —
M/P . m : M/P — M/K las proyecciones canénicas. Consideremos el

siguiente diagrama,

M

B,

ﬁq:%] M/P——> M/K 0

como M es casi-proyectivo existe f € End(M) tal que 7w, f = f. Como P es
totalmente invariante entonces 7, f(P) = 0 de donde f(P) = mym f(P) =0
por lo tanto P C Anp(M/K) pero como P es un M-ideal méaximo (ver
proposicién 5.0.67) entonces P = Any(M/K). Por otro lado M/K es finita-
mente M-generado y por hipdtesis M /K es finitamente anulado por lo tanto
M /P es un submédulo de una suma directa finita de copias del médulo simple

M/K por tanto M/P es semisimple homogéneo. O
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Las siguientes proposiciones generalizan propiedades de los anillos nete-
rianos totalmente acotados a médulos neterianos casi-proyectivos que satis-

facen la condicién H.

Proposiciéon 6.2.8. Sea M un mddulo neteriano casi-proyectivo que sat-
isface la condicion H. Si todo M-ideal primo es un submddulo totalmente

wmvariante mazimo , entonces M es de longitud finita.

Prueba. Por la proposicién (3.0.5) M contiene un submédulo M-primo M, .
Ademas por el corolario (2.0.29) podemos suponer sin perdida de generalidad
que Af, es un cociente de M. Consideremos el epimorfismo f : \[ — M,
ysea f : M/P —s M, donde P = Anp(M,) el morfismo definido como
f(m+ P) = f(m) el cual esta bien definido y es un epimorfismo, es decir M,
es un cociente de M/P. Por el lema (6.2.7) M/P es un modulo semisimple
homogéneo y entonces M, es neteriano y semisimple por lo tanto de longitud
finita. Andlogamente a la prueba de la proposicién (6.1.1) es posible construir

una sucesion de submaodulos
O=MyCcMiCMyC..CM,,CM,=M

tal que cada cociente sea un médulo M-primo de longitud finita y por lo

tanto M tiene longitud finita. O

Proposicion 6.2.9. Sea M un mddulo casi-proyectivo que satisface la condicion
H. Si N C M es un submddulo totalmente invariante de M, entonces M/N

satisface la condicion H.

Prueba. Sea X un médulo finitamente M /N-generado, con un epimorfismo
f : (M/N)* — X, entonces X es finitamente M-generado y por lo tanto
finitamente M-anulado ya que M satisface la condicién H, por lo tanto existe
un monomorfismo f : M/Any(X) — X™ para algiin natural n.

Afirmamos que N C Any(X) y ademés (M/N)/Anpn(X) = M/Anp(X).
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Como M es casi-proyectivo entonces es M*-proyectivo (ver Apéndice). Para
proy

un morfismo g € Hom(M, X) consideremos el diagrama

M

9

g .-

ME = (M/N)F 5—X —=0

entonces existe g : M — M* tal que frg = g, como N = Anp (M/N)
por ser un M-ideal (ver proposicion 5.0.67) se tiene que 7g(/N) = 0 de donde
N C Nuc(g) por lo tanto N C Any(X).

Sea ¢ : M/Anpy(X) — (M/N)/Anpyn(X) el morfismo dado por ¢(m +
Any (X)) = (m+ N) + Anpyn (X).

Si m —m' € Any(X) entonces para todo morfismo h € Hom(M/N, X) se
tiene que h((m — m)’ + N) = 0 por lo tanto (m —m') + N € Anpyn(X), es
decir que ¢ esta bien definida. Sea m+ Anx (X) € Nuce(¢) entonces m+N €
Anpyn(X). Para todo morfismo p € Hom(M, X), como N C Any(X) se
tiene que el morfismo p : M/N — X dado por p(z + N) = p(z) esta bien
definido, como 0 = p(m + N) = p(m) entonces m € Any(X) es decir ¢ es
un monomorfismo.

Claramente  es un epimorfismo y por lo tanto M/Any (X) = (M/N)Anyyn(X)
Se sigue de esto que M/N satisface la condicién H. O



Apéndice A

La Categoria oM |

A.1 Propiedades de o[M]

Definiciéon A.1.1. Sea M en R-Mod. Un médulo X se dice que esta gen-
erado por M o que M genera a X si existe un epimorfismo ¢ : M¥) — X
para algin conjunto 4. Un médulo Y se dice que esta subgenerado por M o

que M subgenera a Y si Y es un submddulo de un médulo M-generado.

Observemos que los cocientes y las sumas directas de médulos M-generados

son también M-generados.
A la subcategoria plena de R-Mod cuyos objetos son los mdédulos sub-
generados por M la denotaremos como o[M]. Las siguientes proposiciones

resumen las propiedades mas importantes de o[M] que se usaron a lo largo

de este trabajo.
Proposiciéon A.1.2. Sea M un R-mddulo izquierdo, entonces:
(i) Si N € o[M] y N' es cualquier submddulo de N entonces N' € a[M] y
N/N' € o[M].

(i) Si {Na}aca es una familia de mddulos en o[M] entonces €D, Na

pertenece a o[M] y es igual al coproducto de la familia en o[M].
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(#i) Los conjuntos
M, = {U € MW | U finitamente generado} y M, = {Rm | m € MM}
son conjuntos de generadores en o[M].

(iv) Si {Na}aca €s una familia de médulos en o[M], entonces el producto

de la familia existe y esta dado por

M
[T Mo = trthe [T Vo)
A A

donde U, = P{U | U € M.}.
Prueba. (i) Sea N’ C N con N € o[M]. Como N es un médulo subgenerado

por M entonces N' C N C K con K un médulo M-generado se sigue de la
definicién que N € o[M].

K M-generado implica que K/N’ es también A -generado y como N/N' C
K/N' tenemos que N/N' € o[M].

(¢2) Sea { Na }aca una familia de médulos en o[M] v N, € M, con M, médulo
M-generado , entonces @A N C @A M, v ademas @A M, en un modulo
M-generado por lo tanto @ , N, € o[M].

(117) Es suficiente probar que para cada N € o[)], todo submédulo ciclico
Rn C N, n € N, esta generado por M, (y por lo tanto por M,): Por
definicién existe un médulo M-generado N con N C N.

Sea ¢ : M®®) — N un epimorfismo y sea m € M) tal que p(m) =n € N.
Entonces m € MM | es decir, Rm € M, y la restriccién ¢ |rRm: Rm — Rn
es un epimorfismo.

(i) Sea {fs : X —> N,} una familia de morfismos en o[M] y X € o[M].
Por la propiedad del producto en R-Mod, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo:
m,
HA No — No

1.4

X $
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donde f es el morfismo inducido por los {f,}4. Como X € o[M] entonces

f(X) también esta en o[M], es decir
f(X) € tr(Me, [ Na) = tr(@e, [] Na)
A A

Por lo tanto tr(U,, [[, Na) junto con las restricciones de las proyecciones

candnicas 7, es el producto de {N,} 4 en o[M]. O

En o[M], el producto de cualquier familia de médulos no necesariamente
coincide con el producto en R-Mod, por ejemplo, si P = {p € Z | p es primo}
y M = @,cpZy, entonces Z, € o[M] y por lo tanto H;'EE,ZP € a[M].
Ahora , usando el hecho de que cualquier suma directa de grupos de torsion
es de torsion y que cocientes de un grupo de torsion, nuevamente es de
torsion, concluimos que H;’éﬂ, Z, € o[M] es un grupo de torsién (como grupo
abeliano), por lo tanto H:‘;P Zy € o[M], no puede ser isomorfo a [ ,.pZ, €

Z-Mod que no es de torsion.

A.2 Mébdulos Inyectivos en o[M]

Un resultado importante para poder probar que la correspondencia de Gabriel
es suprayectiva es el Teorema de Matlis que probaremos en la siguiente
seccion. Daremos aqui algunos resultados preliminares sobre médulos M-
inyectivos.

Definicién A.2.1. Sean M y E R-moédulos. E es un médulo M-inyectivo
si para todo submédulo K C M y g € Hom(K, E),

Jr——

yl 2
£ 9

E

existe un morfismo g: M — F tal que gi = g.
Un médulo E es un modulo auto-inyectivo 6 casi-inyectivo si F es E-inyectivo.
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Un médulo E € o[M] es inyectivo en o[M] si E es N-inyectivo para todo
N € o[M).

Observacién A.2.2. Como sabemos el funtor Hom/( , E) es exacto izquierdo.
Entonces el médulo E es AM-inyectivo si y solo si el funtor Hom( , E) es ex-
acto con respecto a todas las sucesiones exactas

0— K —o M Lo N—0

Observacién A.2.3. Se sigue de la definicion que si £ es un médulo inyec-

tivo en o[M] entonces toda sucesion exacta

0 E N K 0

en o[M] se escinde y por lo tanto E es sumando directo de cualquier médulo
en o[M] que lo contenga.

La siguiente proposicion muestra que los médulos M-inyectivos también

son inyectivos respecto a submodulos y cocientes de M.

Proposicién A.2.4. (i) Sea E un mddulo M -inyectivo y

f g

0 M M M" 0

es una suceston exacta en R-Mod, entonces E es un mddulo M’ y M"-

inyectivo.

(it) Sea {My,}x una familia de R-mddulos, si E' es un mddulo M) -inyectivo

para toda A, entonces E es un médulo €@, My-inyectivo.

Prueba. (i) Sean M’ como en las hipétesis, K C M' y ¢ € Hom(K, E)

considera

0—K—>M——M
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E M-inyectivo implica que existe g € Hom(M, E) tal que (gf)i = g por lo
tanto E es M'-inyectivo.

Sea L € M" consideremos el siguiente diagrama
0
L

|

0—>M'—> M —5>M"—>0

formando el producto fibrado de los morfismos (z, g) obtenemos el siguiente

diagrama conmutativo y exacto

como E es M-inyectivo, aplicando el funtor exacto Hom( , E') obtenemos el

siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 —> Hom(M", E) —> Hom(M, E) —> Hom(M', E) — 0

| J |

0— Hom(L,E) — Hom(P, E) —— Hom(M', E)

l

0

como el diagrama anterior es conmutativo y exacto entonces 7 esun epimor-
fismo por lo tanto E es un médulo M"-inyectivo.
(i) Sean E Mj-inyectivo para toda A € A, M = @, M, y K C M. Para
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un morfismo g : K — E, consideremos el conjunto
F:{h:L-ﬁE’KngMyHl;(:g}
definamos un orden en F como
(h]iLl ——)EJ((’IQZLQ—?E]@L] (_:Lgyhg IL1=h1
F es inductivo. En efecto sea
(h1: Ly — E)<(hg: Ly — E)<..<(hy: L, — E) <..
una cadena en F. Sea h : |J2, L; — E dado por: para cada z € (J;, L
x € L; para alguna j entonces h(z) = hj(z) € E. Ya que para toda k > j
hi |r,= h; el morfismo esta bien definido, entonces h : Ule Li— FeF
es una cota para la cadena por lo tanto el Lema de Zorn implica que existe
(ho : Ly — FE) méximo de F.
Afirmamos que M = L.
Para cada A € A\ se tiene el diagrama
0—LoNM,—M

J Efu
Y

Ly E

ho

por hipétesis E es My-inyectivo por lo tanto existe hy : My — E tal que
el diagrama conmuta. Ahora consideremos h* : Lo + M, — E dado por
h*(l + my) = ho(l) + ha(m,), este morfismo esta bien definido ya que si
l—1U'"=my—m\ € LyN M, entonces ho(l — ') = hy(my —m}) por lo tanto
(h* : My — E) € F y es mayor que (hy : Ly — E), por ser este un
méximo de F se debe tener (h* : Lo+ My — E) = (hg : Ly — E), en
particular Ly + M, = Lg es decir M), C Ly pero esto es cierto para toda A

por lo tanto Ly = M entonces h* completa el diagrama

—=8—=N

gl
ril

E
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lo cual implica que E es M-inyectivo. O
Proposicién A.2.5. El producto de una familia de modulos M -inyectivos
es M -inyectivo.

Prueba. Sea {M,} 4 una familia de submédulos M-inyectivos en o[M] con-

sideremos:

0 K——M
|
[Ti Ma -,

ﬂﬂly’ .I

M,
como M, es M-inyectivo, entonces existe f, : M — M, un morfismo
tal que f,i = w,.f donde m, son las proyecciones candnicas restringidas a
tr(Ue, [T4 Ma) = [IM M.
La familia {f,}4 induce f : M — Hf M, con mof = fa, por lo tanto
Tafi = fai = mof por lo tanto f = fi, es decir H"f M, es M-inyectivo. O

Proposicién A.2.6. Sea F € o[M], entonces E es un mddulo inyectivo en
o[M] si y solo si E es M-inyectivo.

Prueba. =) es claro.

<) Sea N € o[M], es decir, N es un submédulo de un cociente de una suma
directa de copias de M por la proposicién (A.2.4) E es N-inyectivo por lo

tanto inyectivo en o[M]. O

Definicién A.2.7. Sea N € o[M], el médulo denotado N € o[M] es la
capsula inyectiva de N en o[M] 6 cdpsula M-inyectiva, si N es inyectivo en
oM])y N C. N.

La siguiente proposicién muestra que todo médulo N € o[M] tiene cdpsula
M-inyectiva, en general la capsula inyectiva en R-Mod de N no coincide con
N.
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Proposicién A.2.8. Todo mddulo N € o[M] tiene cdpsula inyectiva N en
o[M] y esta es inica salvo isomorfismo, mas aun st E(N) es la cdpsula
inyectiva de N en R-Mod, entonces N = trM (E(N)).

Prueba. Probaremos primero la unicidad, sean N; y N, dos capsulas inyec-

tivas de NV en o[M] consideremos
0— N——> N,

jl > P

Ny
como ﬁg es inyectivo en o[M] existe ¢ : ﬁ'l — ﬁg tal que ¢t = j, como
Nuc(p) NN =0 N C, N implica que Nuc(¢) = 0 por lo tanto ¢ es mono.
Por otro lado N C, ﬁl implica que qﬁ(ﬁl) o IGI es esencial en ;\}g ademas
QS(K’I] es un sumando directo de N, por lo tanto ¢(ﬁl) =N, lo que prueba
la unicidad.
Para probar la existencia sean N € o[M] y E(N) la cdpsula inyectiva de N
en R-Mod.
Afirmamos que N C trM(E(N)), En efecto: Como N € o[M], entonces

N C X con X un modulo M-generado, consideremos el diagrama:

0 N—tX

! l ﬁ"'.l.f

E(N)

Como E(N) es inyectivo en R-Mod, existe f : X — E(N) tal que hace el
diagrama conmutativo.

Ademads como X es M-generado, entonces f(X) es M-generado y de aqui que
N C f(X) C trM(E(N)). Por una sencilla modificacién de este argumento,
obtenemos que tr™(E(N)) es un médulo M-inyectivo. f(M) C trM(E(N))
por lo tanto ¢tr™(E(N)) y por lo tanto una capsula inyectiva para N en o[M]. -
Se sigue de la unicidad que N 2 tr™ (E(N)). O
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Como consecuencia, si E es un médulo inyectivo y E € o[M] entonces
E=E.

A.3 El Teorema de Matlis

Un estudio mas amplio de ¢[)M] se encuentra en [11] , solo mencionaremos

algunas propiedades mas de los mddulos inyectivos en o[M].

Proposicién A.3.1. Sea E un mddulo inyectivo en o|M], entonces E es

uniforme si y solo st E es inescindible.

Definicién A.3.2. Un médulo M es localmente neteriano si todo submadulo

finitamente generado de M es neteriano.

Proposiciéon A.3.3. Sea M un mddulo localmente neteriano. Entonces todo
submddulo y todo cociente de M es localmente neteriano, ademds, cualquier

suma directa finita de copias de M es localmente neteriano.

Prueba. Sea M un moddulo localmente neteriano y N C M. Entonces clara-
mente todo submddulo finitamente generado de N es submaédulo de M y por
hipdtesis neteriano, por lo tanto N es localmente neteriano.

Sea ahora K/N C M/N un submddulo finitamente generado. Entonces ex-
isten {z; + N,...,z, + N} C K/N tales que ) .  (Rz; + N)/N = K/N,
par hipétesis, para toda 7, Rz; es neteriano por lo tanto (Rz; + N)/N y
@D._,(Rz; + N)/N también son neterianos.

Como " (Rz; + N)/N = K/N es un cociente de @;_, (Rz; + N)/N, en-
tonces también es un modulo neteriano, por lo tanto K/N es localmente
neteriano.

Sea M™ una suma directa finita de copias de M y N C M" finitamente
generado. Entonces N = Y " RZ; con T; = (Ti,...Ti;n) € M". Ademds

Rz; C Rz;®,...,®8Rz;, que es un modulo neteriano, ya que por hipdtesis
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para toda i, Rz;; es neteriano. De aqui concluimos que N = 3" RT; que
es un cociente de @21 RZ; que es neteriano. Por lo tanto M™ es localmente

neteriano. O

Observacién A.3.4. Todo R-médulo izquierdo neteriano es localmente ne-
teriano. En la categoria de los grupos abelianos tenemos que Q v Z,~ son
ejemplos de madulos localmente neterianos que no son neterianos.

En general, si R es un anillo neteriano izquierdo, entonces todo R-mdédulo

izquierdo es localmente neteriano.

Lema A.3.5. Sea {U;}; una familia que genera a o[M]. Un mddulo E €
o[M] es M-inyectivo (inyectivo en o[M]) si y solo si para todo submddulo
C C U; y morfismo f : C — E, eziste f : U; — E tal que fi = f.

0—C—=Uj;

'
o )

E
Prueba. =) Es claro.
<=) Consideremos:

———C
|
E

con C € o[M]. Sea
C={9:D—E|C'CDCCygi=f)

C es no vacié ya que (f : C — E) € C, definimos un orden parcial en C

como
(1 : Dy — E)<(92: Dy — F) si DI C Dy, y g2 |p,=0

Si
(91 : Dy — E)<(92: Dy — E) < ...
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es una cadena en C, definimos g : |Jy D; — E como g¢(d;) = g;(d;) para
d; € D;. El morfismo g esta bien definido ya que g; |p,= ¢; para todo
J > 1. Ademss (g : |Jy Di — E) € C por lo tanto la cadena tiene una cota
superior, a saber ¢, aplicando el lema de Zorn obtenemos (go : Dy — E) un
maximo de C.

Afirmamos que Dy = C. Supongamos que Dy # C, entonces probaremos que
i es un isomorfismo. Supongamos que no, entonces si para todo ~ : U; — C'
se tiene que Im(y) C C' como {U;}; genera a o[M] se tendria que C' = C,
es decir que 7 es un isomorfismo, lo cual no puede ser por lo tanto existe
v : U; — C tal que I'm(vy) € C'. Construyendo el producto fibrado de (v, )

obtenemos el diagrama:

0— K —>7"(C") —> Im(y) N C' —0

l |

[ Uy ———> Im(y) ——>0

Como 7 !(C") es un submédulo de U; por hipétesis existe 3 : {; — E tal

que el siguiente diagrama conmuta

0——17(C) —Ui

l

Im(y)nC' 8
Jl -

, v

C 7 E

Como /3 restringida a K es cero, [ se puede factorizar atraves de Im(v) por

B :Im(y) — E

0 K U; —> Im(y) —>0
8 )
E

g



68 A.3. EL TEOREMA DE MATLIS

Ademads como h : v~ }(C") — Im(v) N C’" es un epimorfismo, el siguiente

diagrama conmuta:

Im(y) N C'"—s ¢ (A1)
jl l!
Im(%) = E

Consideremos la sucesion exacta:
0——=Im(y)NC'—=Im(y) B C"'— Im(y) + C' —=0

Usando la conmutatividad de el diagrama (A.1) se sigue que (—f3, f) : Im(y)®
C' — E induce ¢ : Im(y) + C' — E tal que i = f por lo tanto
(¢ : Im(y) +C" — E) > (9o : Dy — E) lo cual no es posible ya que
(9o : Do —> FE) es maximo. Por lo tanto 7 es un isomorfismo, es decir

Dy = C entonces E es inyectivo en o[M]. O

El siguiente corolario nos sera de utilidad para probar el teorema de Matlis

v se sigue del hecho de que

M, ={U C MY | U finitamente generado}

es un conjunto que genera a o[M].
Observemos que si M es localmente neteriano, entonces por la proposicién

(A.3.3) todo elemento de M, es neteriano.

Corolario A.3.6. Sea M un modulo localmente neteriano. Entonces la

unién de una cadena de médulos M-inyectivos es M-inyectivo.

Prueba. Sea
M’l g iw'z (_: M3 Q

una cadena de mddulos inyectivos y M’ = (Jy M;. Por el lema (A.3.4) basta
probar que para todo f : Y — M’ existe f : X — M’ tal que fi = f con
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YCXyXeM,.

0—>Y —>X
|
o)
M’
Como X es neteriano entonces Y es finitamente generado y por lo tanto
f(Y) es finitamente generado, se sigue entonces que f(Y) C M; para alguna
i, como M; es M-inyectivo entonces existe f : X — M; C Al tal que

fi = f, por lo tanto A’ es M-inyectivo. O

Definicién A.3.7. Un anillo R es local si para todo r € R se tiene que 7 es

invertible 6 que 1 — r es invertible.

Teorema A.3.8 (Matlis). Sea M un mddulo localmente neteriano. en-
tonces todo mddulo inyectivo en o[M] es una suma directa de mddulos ine-

scindibles con anillo de endomorfismos local.

Prueba. Sea E un médulo M-inyectivo en o[M].
(z) Afirmamos que E contiene un submdédulo inescindible M-invectivo, en
efecto: Si F no es inescindible, entonces existe L # E un sumando directo

de E. Tomemos e € E — L y consideremos el siguiente conjunto
Lo={L' CE|L es M — inyectivo, e ¢ L'}

L. es no vacié ya que L € L,. Este conjunto ordenado con la inclusion es in-
ductivo ya que por el corolario (A.3.6) la unién de una cadena de submédulos
M-inyectivos es M-inyectivo, por lo tanto por el Lema de Zorn existe un el-
emento maximo Ly € L, M-inyectivo, entonces £ = Ly & F para algin
F C E. F es inescindible ya que de lo contrario, si F' = F; & F, entonces
(Lo+ F1)N(Lo+F3) = Lo por lo tanto e € Lo+ Fy 0 e ¢ Lo+ F5, en cualquier
caso sie ¢ Lo+ F; entonces Lo+ F; € L, parai =10 2. Como Ly es maximo

concluimos que F; =00 Fy, = 0.

= g ~
i T NNO T O e
LS A.‘& 3 ein -‘.&1 f"?‘_j‘ ‘::l”-,!.ﬁ
r ™ y ' k. Ty W ~ )
UE LA RIBLIOTE
¥ | - J #
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(77) Finalmente, aplicando nuevamente el lema de Zorn, podemos encon-
trar una familia independiente maxima {H,}, de submédulos inescindibles
de E, sea G = @, H,, por el corolario (A.3.6) G es M-inyectivo, es decir
E = G® H. También H es M-inyectivo, siguiendo un razonamiento anilogo
al de (z) H contiene un sumando directo inescindible, pero esto contradice
el hecho de que G sea maximo. Por lo tanto E = G es-una suma directa de
modulos M-inyectivos inescindibles.

Por otro lado cada sumando directo inescindible E’ de E es uniforme. Para
todo f € End(E') tenemos Nuc(f) N Nuc(l — f) = 0. Si Nuc(f) = 0 en-
tonces f(E') es M-inyectivo y por lo tanto sumando directo de E’, pero E'
es uniforme por lo tanto f(E') = E’, es decir f es un isomorfismo y por lo
tanto invertible.

Si Nuc(f) # 0, entonces Nuc(l — f) = 0 y andlogamente 1 — f es un isomor-

fismo y por lo tanto invertible, de donde se sigue que End(E’) es un anillo

local. O

Corolario A.3.9. Si M es un modulo localmente neteriano entonces todo

moédulo distinto de cero en o[M] contiene un submddulo uniforme.

Prueba. Sea N € o[M], consideremos N la capsula inyectiva de N en o[M)].
Por el Teorema de Matlis, N= @, N, donde N, es un médulo M-inyectivo
inescindible en o[M], por lo tanto uniforme. Por otro lado N C, N implica

que 0 # (NN N,) € N es uniforme por lo tanto N contiene un submdédulo
O

uniforme.
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