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Introduccion

En la bisqueda para satisfacer el consumo de energia eléctrica que las sociedades
actuales demandan, los cientificos han desarrollado fuentes de energia que garanticen el
suministro de ésta. La generacion de energia eléctrica se realiza a través de diferentes
tipos de plantas generadoras como son las plantas hidroeléctricas, edlicas, geotérmicas,
solares, termoeléctricas y nucleoeléctricas; sin embargo, en la actualidad la mayor parte
de la generacion eléctrica se hace a través de las plantas termoeléctricas, es decir, con
combustibles fésiles (petroleo, gas, carbén).

Los combustibles fésiles son los mas utilizados alrededor del mundo; no sélo en la
generacion de electricidad, sino también como combustible para motores de automdviles,
barcos, aviones, trenes etc. Depender de estos como combustibles bésicos y en la gen-
eracién de energia eléctrica tiene diversos problemas entre los cuales destaca que son
recursos no renovables, es decir, un dia se van a terminar. Por esta razon es importante
el desarrollo de fuentes de energia que no dependan de estos.

Una alternativa para la generacion de energia eléctrica es el uso de la energia nuclear.
La generacion de energia eléctrica a través de la energia nuclear plantea dos posibilidades:
la, fisién y la fusion nuclear controlada. El interés de este trabajo estd orientado a la
investigacién de fusién nuclear controlada por lo cual se profundizard més en ésta.

Para. generar energia por fisiéon se bombardea un nicleo radiactivo pesado con neu-
trones; este bombardeo tiene como resultado el rompimiento del niicleo original, el cual
se divide en elementos radiactivos més ligeros y neutrones. Este proceso libera una gran
cantidad de energia, la cual puede ser utilizada para la generacién de energia eléctrica.
La fisién dio lugar al desarrollo de reactores de fisién nuclear los cuales son utilizados
en las plantas nucleoeléctricas; sin embargo, los reactores de fisién nuclear generan el-
ementos radiactivos de vida media larga que son daiiinos a la salud humana, el medio
ambiente y su mantenimiento es muy costoso.

Para generar energia de fusion se deben unir dos nicleos ligeros para formar un nicleo
més pesado que los dos originales. Este proceso libera energfa, la cual se utilizaré en la
generacién de energia eléctrica. Para lograr la unién de los nicleos es necesario vencer
la barrera Coulombiana de repulsién por lo cual los micleos deben chocar con altas
energias. La manera con la cual se busca generar energia de fusién nuclear es a través
de un sistema fisico llamado plasma, el cual consiste en un gas ionizado. El plasma debe
tener una temperatura lo suficientemente alta para que los iones positivos o nicleos que
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lo constituyen colisionen con la energia suficiente para vencer la barrera de repulsién
Coulombiana; por esta razén los plasmas de fusién nuclear estdn totalmente ionizados.
Ademss de tener una alta temperatura el plasma debe ser lo suficientemente denso
para que el camino libre de las particulas sea corto, aumentando asi la probabilidad de
colisiones entre los niicleos capturando uno al otro.

La fusion nuclear es el proceso con el cual el Sol estd en combustién, es decir, los
niicleos de hidrégeno se fusionan generando niicleos de helio y liberando energia. Sin
embargo, no basta hacer que los iones se fusionen; también es necesario lograr que el
plasma no se esparza, es decir, es necesario confinar al plasma; la forma en la cual el
plasma del Sol se mantiene confinado es por efecto gravitacional. La forma més desar-
rollada de calentar y confinar plasmas de fusién nuclear en la Tierra es mediante campos
magnéticos. El estudio del confinamiento gravitacional del plasma. solar o el confinamien-
to magnético de plasmas terrestres puede hacerse desde un punto de vista macroscépico
a través del modelo MAGNETOHIDRODINAMICO (MHD), el cual describe al plasma
como un fluido perfectamente conductor, neutro y capaz de interaccionar con los campos
magnéticos, (Capitulo 1).

Uno de los problemas que enfrenta el desarrollo de reactores de fusién nuclear es que
el confinamiento magnético del plasma presenta inestabilidades, las cuales lo destruyen.
Suprimir las inestabilidades del confinamiento magnético del plasma es una de las ramas
de investigacién en plasmas de fusién nuclear. En primera aproximacién el estudio de
las inestabilidades puede realizarse mediante el modelo MAGNETOHIDRODINAMICO
(MHD); este estudio consiste en determinar qué tipo de equilibrios magnetohidrodindmi-
cos son estables ante pequefias perturbaciones. Matematicamente el estudio de la esta-
bilidad representa un problema no lineal lo cual dificulta su estudio. Una simplificacion
del problema puede hacerse al linealizar las ecuaciones magnetohidrodindmicas, (Capitu-
lo 4). Este procedimiento conduce al estudio de la estabilidad lineal del confinamiento
magnético de un plasma.

Un estado de equilibrio magnetohidrodindmico es aquél en el cual las variables del
plasma no dependen del tiempo, (Capitulo 2). Para el caso especifico de un plasma
existen dos tipos de equilibrios: equilibrio estético (sin flujo de masa) y equilibrio esta-
cionario (con flujo de masa). El equilibrio estético esté estudiado en los libros de Mag-
netohidrodindmica; sin embargo, el caso del equilibrio estacionario no se estudia en los
libros de Magnetohidrodindmica debido a que las ecuaciones que este equilibrio plantea
son muy complicadas de resolver, pues en general son ecuaciones diferenciales parciales
no lineales.

De lo anterior resulta que el estudio de la estabilidad magnetohidrodindmica requiere
un pleno conocimiento del equilibrio magnetohidrodindmico, pues el anélisis de la esta-
bilidad supone conocido el equilibrio (Capitulo 4). En este trabajo cuando se refiera a
la estabilidad se esta pensando en la estabilidad lineal.

La estabilidad del plasma depende fuertemente del tipo de geometria magnética
utilizada en el confinamiento. Una de las primeras geometrias que se utilizé para el
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confinamiento magnético fue la del Z-Pinch, configuracion que utiliza una geometria
cilindrica, (Capitulo 2). El Z-Pinch es un aparato de confinamiento magnético que ha
sido estudiado desde el comienzo de la investigacion en fusion nuclear controlada, cuya
geometria es atractiva por su simplicidad. Este aparato consiste en una columna de plas-
ma cilindrica por la cual se hace pasar una corriente axial intensa. El campo magnético
azimutal producido por dicha corriente es el responsable de confinar al plasma. Sin em-
bargo, esta configuracién presenta inestabilidades en el confinamiento magnético, por lo
cual se deben disefiar alternativas que resuelvan este problema. Existe evidencia exper-
imental de que un equilibrio con flujo de plasma axial cortante (que varia a lo largo del
radio), ayuda a suprimir las inestabilidades del confinamiento magnético del Z-Pinch,
las cuales se presentan en ausencia de flujo, (Capitulo 4). Esto ha motivado a los in-
vestigadores del drea a realizar estudios tanto tedricos como experimentales para poder
entender el mecanismo o los mecanismos con los cuales pueden suprimirse las inestabili-
dades del Z-Pinch. Muchos de los estudios tedricos reportados en revistas de investigacion
estudian la estabilidad lineal del Z-Pinch. Los resultados de dichos estudios coinciden
en lo cualitativo, pero no asf en lo cuantitativo (Capitulo 4). Una de las posibles causas
que da lugar a estas diferencias puede ser el equilibrio estacionario al cual se le estudia
su estabilidad.

La motivacién del presente trabajo es el estudio del estado de equilibrio estacionario
MHD del Z-Pinch (Capitulo 2). La motivacion de este estudio se debe a que el equilibrio
estacionario del Z-Pinch no estéd suficientemente estudiado pues las ecuaciones de este
equilibrio son muy parecidas a las del equilibrio estético, lo cual hace pensar que para
el equilibrio estacionario pueden usarse los resultados del equilibrio estdtico y afiadir
como conocida la dependencia del flujo axial cortante (Capitulo 2). Sin embargo, el
objetivo del presente trabajo es demostrar que el estado de equilibrio estacionario impone
restricciones al flujo axial cortante (Capitulo 2).

La organizacion del presente trabajo es la siguiente:

En el capitulo 1 se deriva el modelo MAGNETOHIDRODINAMICO, el cual de
ahora en adelante se abreviara con las siglas MHD; en este capitulo se discuten las
aproximaciones en las cuales este modelo es vdlido. En el capitulo 2 se hace el estudio
del problema de equilibrio estacionario MHD para una configuracién de Z-Pinch. En este
capitulo se mostrara que el flujo de equilibrio depende de la densidad de corriente y de
la densidad de carga, es decir, hay restricciones para el flujo de equilibrio estacionario;
ademsds, se mostrardn dos casos particulares de equilibrio estacionario. En el capitulo 3
se hace el estudio cualitativo de dos familias de equilibrios estacionarios autoconsistentes
las cuales se obtuvieron en el capitulo 2. En el capitulo 4 se planteara el problema de
la estabilidad lineal del equilibrio estacionario del Z-Pinch; se mostrardn las técnicas
con las cuales se aborda el problema y se mencionaran las evidencias experimentales de
estabilizacién del Z-Pinch. Ese 1ltimo capitulo pretende ilustrar el siguiente paso que
hay que dar en estudio del confinamiento magnético de un plasma.
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Capitulo 1
Ecuaciones MHD.

1.1. Introduccién.

El modelo MHD ideal proporciona una descripcion del comportamiento macroscopi-
co del plasma. Uno de los fenémenos que el modelo MHD describe de manera sencilla
pero con precision, es el efecto que la geometria magnética tiene en el equilibrio y la
estabilidad macroscépica del confinamiento magnético de los plasmas. Este modelo re-
sponde al siguiente tipo de preguntas: ;Cémo una geometria magnética proporciona las
fuerzas necesarias para confinar a un plasma en equilibrio?, ;por qué ciertas geometrias
magnéticas son mucho més estables que otras ante perturbaciones? y ;por qué la tec-
nologia de fusién usa, por ejemplo, configuraciones de bobinas en forma de toroide o de
la costura de una pelota de baseball?. El estudio de los mismos fenémenos a través del
modelo cinético es més complejo, y tiene sentido cuando se desea conocer el efecto de
funciones de distribucién que se alejan del equilibrio termodindamico.

Para apreciar de mejor manera el contenido fisico del modelo MHD, éste se derivard a
partir del modelo cinético 1.2, acoplado con las ecuaciones de Maxwell microscépicas. En
la seccién 1.2 se derivarén las ecuaciones de fluido para cada una de las especies, a partir
de las ecuaciones del modelo cinético. Posteriormente en la seccién 1.3 se simplificard el
modelo de varios fluidos obtenido en la seccién 1.2, construyendo las ecuaciones para
un sdlo fluido de conductividad perfecta y sin viscosidad. Estas ultimas, junto con las
ecuaciones de Maxwell macroscopicas, constituyen el modelo MHD, que involucra una
serie de aproximaciones en las que se eliminan los fenémenos de frecuencia alta.

1.2. Derivacion del Modelo de Varios Fluidos.

1.2.1. Funcién de Distribucién y Ecuacién de Boltzmann.

Estudiar el movimiento de muchas particulas cargadas que interaccionan entre si y
con un campo electromagnético externo, es posible pero muy complicado, pues el campo

5



6 CAPITULO 1. ECUACIONES MHD.

electromagnético debe estar determinado simultdnea y consistentemente con las ecua-
ciones de movimiento de las particulas. Ademés, es necesario conocer las condiciones
iniciales de cada una de las particulas. En el caso de un plasma, el interés no es conocer
el comportamiento de cada una de las particulas que lo constituyen, sino investigar las
propiedades macroscépicas de este sistema de particulas cargadas. Aunque en principio
es posible calcular las contribuciones de cada particula cargada a la densidad de carga
y la densidad de corriente y asi determinar el campo electromagnético, para describir la
naturaleza colectiva del plasma deben utilizarse otros métodos. Una manera conveniente
de tratar al plasma como una coleccién de muchas particulas cargadas que interaccionan
con el campo electromagnético, es a través de la Teorfa Cinética [1].

La Teorfa Cinética es una teoria microscépica que relaciona estadisticamente las
propiedades dindmicas de los sistemas de muchas particulas, con las descripciones macroscopi-
cas de fenémenos fisicos que involucran transporte en medios continuos. Un ejemplo de
teoria macroscépica es la Hidrodindmica [1]. Las Teorias Macroscopicas consisten en
sistemas cerrados de ecuaciones diferenciales parciales para los campos vectoriales y es-
calares que estdn relacionados con las cantidades macroscépicas del sistema, las cuales
dependen de la posicion y del tiempo.

Los objetivos de la Teoria Cinética pueden resumirse de la siguiente forma:

1) Descripcién de fenémenos para los cuales las Teorias Macroscopicas no son apropiadas.
2) Derivacién y perfeccionamiento de las ecuaciones macroscopicas.
3) Célculo de los coeficientes de Transporte.

La Teor{a Cinética necesita una ecuacién fundamental para la funcién de distribucién
de las particulas f(r,v,t), la cual es dependiente de la posicién, de la velocidad, del
tiempo y posiblemente de las coordenadas y velocidades generalizadas que describen a
los grados de libertad internos de las particulas [1]. La descripcién que la Teorfa Cinética
hace de un plasma, representa a cada particula por un punto en un espacio de seis
dimensiones con coordenadas (z, ¥, z, vz, vy, v;). En este espacio, las tres coordenadas de
la posicién y las tres de la velocidad son independientes. Si un gran niimero de particulas
est4 presente en el plasma, basta conocer la densidad de estos puntos f (r,v,t) para
describir al sistema en este espacio. Esta densidad depende del tiempo debido a que
los puntos se mueven y la densidad no es necesariamente estacionaria. El niimero de
particulas con coordenadas entre r y r + dr, v y v + dv, estd dado por la cantidad
f(r,v,t)drdv.

En el caso de un plasma en el cual coexisten n especies diferentes de particulas se
asocia una funcién de distribucién f, (r, v*, ) a cada una de éstas; donde ¢ = 1,2,3,---,n
es el indice que numera las especies que constituyen el plasma. La evolucion de estas
funciones de distribucién es descrita por la ecuacion de Boltzmann:

fo
Yo _ Ofa | aOfa | 1 Ofa _ o (1.1)

dt Ot 70x;  meOvg
El lado izquierdo representa la derivada total con respecto al tiempo de la funcion
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de distribucién f, [2]. La aceleracion ha sido expresada en términos de las fuerzas que
acttian sobre las particulas y la masa de la especie correspondiente. En la ecuacién (1.1),
el término de colisiones C, representa las colisiones que particulas de la especie o puedan
tener con particulas de su misma especie o de otras especies, determinando la evolucion
de la funcién de distribucién.

En la descripcién de Boltzmann hay dos tipos de interacciones actuando sobre las
particulas (2, 3]. La primera se refiere a las interacciones colectivas descritas por el
término f" en la ecuacion (1.1). En el caso de un plasma. el término f"' estd dado por

la fuerza de Lorentz y la fuerza gravitacional. La fuerza f;’ es una fuerza microscdopica
que actia sobre las particulas por lo tanto los campos eléctrico y magnético que en
ella aparecen son los campos microscépicos. El segundo tipo de interacciones son las
interacciones entre particulas que no son de naturaleza colectiva; estas interacciones
estdn descritas por el término de colisiones C,.

Para, particulas con masa m® y carga eléctrica ¢* que se encuentren bajo la influencia
?e campos eléctricos, magnéticos y gravitacionales, la fuerzanf;? se expresa de la siguiente
orma:

=¢*[e+ (v* x b)] — m*Vg,, (1.2)

donde e es el campo eléctrico, b es el campo magnético y ¢, es el potencial gravitacional.
Debe notarse que el campo eléctrico e y magnético b son los campos microscépicos
de tal manera que cumplen las ecuaciones de Maxwell microscipicas. Estos campos
microscopicos pueden expresarse de la siguiente forma:

e = E+er (13)
b = B+b, (1.4)

donde los campos E = (e) y B = (b) representan los valores promedio de e y b
respectivamente; los campos e, y b, representan las fluctuaciones de los campos e y
b de tal manera que el valor promedio de estas cantidades es cero, es decir, {e,) = 0
y (b,) = 0. Més adelante se explicard como se calcula el promedio de una cantidad
microscopica.

Un caso particular de la ecuacién de Boltzmann (1.1) es la ecuacién de Vlassov la
cual desprecia los efectos gravitacionales y de colisiones, es decir, C, = 0.

El término de colisiones C, puede expresarse de la siguiente forma:

Ca= Zcﬂﬂ(faifﬁ)! (15)

B=1

donde C,g representa el cambio por unidad de tiempo en la funcién de distribucién de
las particulas ¢, debido a colisiones con particulas de la especie 3. Para los propésitos
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de este trabajo, los detalles del operador de colisiones no son importantes, lo tnico que
resulta importante para la derivacién del modelo de un fluido, son algunas relaciones de
conservacién global [2, 3|. Para los plasmas de fusion, las colisiones dominantes entre
particulas iguales y distintas son las colisiones de Coulomb. Las leyes de conservacién
para las colisiones eldsticas, se resumen de la siguiente forma:

1. Conservacién de particulas, implica que las colisiones entre particulas semejantes
y distintas deben satisfacer:

fC’mdv" :/ngdv’szfcugv“Z/Cgadv":O‘ (1.6)

2. Conservacién del momento y energia entre particulas semejantes, implica que las
colisiones entre éstas deben satisfacer:

/m“v,‘:Cmdv“ =0= /mﬁvfc'ggdvﬁ, (1.7)
1 [« SN« SN+ § s § 1
f S0 Caadv® = 0 = / S gy (18)

3. Conservacién del momento y energia entre particulas distintas implica que las
colisiones entre éstas deben satisfacer:

/m"vf()'a,gdv" = —/mﬁvfcgadvﬁ, (1.9)

1 o 1
E/m“vjvj sdv® —E/mﬂvafqgadvﬁ. (1.10)

El conjunto completo de ecuaciones Boltzmann-Maxwell es el siguiente:

Ofa , oOfa | B 0fa _ N
8t +v?6533 +m°3vf = Ca con o:—l,2,...,n, (1'11)
db
Vxe = ~ 50 (1.12)
Vxb = pj+ ﬂoeo%:;: (1.13)
B 1 %, (1.14)
Vb = 0, (1.15)

donde £, y p, son la permitividad y la permeabilidad del vacio respectivamente. La
fuerza, la densidad de corriente y la densidad de carga estdn dadas por las siguientes
relaciones:
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* = ¢%le+ (v® x b)] —m°Vg,, (1.16)

B = Z[ "qza(wr:)J, (117)
a=1 La=1

i = Z[qu:vsa{r—r:)]. (118)

Este sistema de ecuaciones proporciona una descripcién completa y detallada del com-
portamiento del plasma. En las ecuaciones (1.17) y (1.18) p. y j denotan la densidad
de carga y de corriente microscopicas. La manera de calcular estas densidades es pensar
que existen n, particulas con carga eléctrica ¢* y que existen n especies diferentes de
particulas, por lo tanto, para calcular las densidades g. y j hay que sumar sobre los
indicesa=1,2, -, n,ya=1,2,---,n.

El punto de partida para la derivacién del modelo MHD es este conjunto completo
de ecuaciones constituido por las n ecuaciones de Boltzmann para cada una de las es-
pecies de particulas que constituyen al plasma y las ecuaciones de Maxwell microscépicas
(1.11)-(1.18).

1.2.2. Momentos de la Ecuacién Boltzmann.

El primer paso para obtener las ecuaciones del modelo MHD es calcular los momentos
adecuados de la ecuacién de Boltzmann (1.11), los cuales proporcionarén las ecuaciones
de continuidad, momento y energia, para cada especie de particulas. Con estas ecuaciones
seré posible encontrar las ecuaciones que relacionan las cantidades de densidad de masa,
velocidad y presién del plasma.

Para calcular los momentos de la ecuacién de Boltzmann (1.11), se multiplica a ésta
por una funcién arbitraria g*(r, v®,t) y se integra sobre el espacio de velocidades [2], (3].
Los casos de interés que ayudaran a obtener las ecuaciones MHD son g*(r,v%,t) = 1,
9°%(r,v2,t) = m*vg y g*(r,v%,t) = %m" (v*)?. Para estos casos las ecuaciones que
se obtendran seran expresadas en términos de los valores promedio de las variables
relevantes. Dichos valores promedio dependeran de la posicién y del tiempo.

El promedio de una funcion g*(r,v“*,t) pesada por la funcion de distribucion, se
denota por < g* > y se calcula de la siguiente forma:

a [ g°(x, v*, t) falr, v, t)dve
(9%(r,t)) = 7o, v, D

La densidad de particulas se expresa como:

(1.19)

n(r,t) = / fa(r, v, t)dve, (1.20)
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por lo que al utilizar (1.20) en la ecuacion (1.19), se obtiene:

n®(r, t) (¢*(r, 1)) :/g“(r,v",t]fa(r,v“,t}dv". (1.21)

Integrando por partes cada uno de los términos de la ecuacion de Boltzmann, se
obtienen las siguientes identidades:

8f0! = 8 af a a an_

aa% a_iu'aa_u q‘_‘aﬁ>
fg Y5 3:cjdv 3Ij (n <Lig >) n <vj 3.1::_.; !

= o, 209
a3 Ble sy I
g me Ovg v m‘*< 3v°'>
Para el 1ltimo término se utilizo el teorema de la divergencia de Gauss y la propiedad
de que la funcién de distribucién se hace cero para valores de la velocidad muy grandes.
Ademés, se uso que para la componente k de la fuerza fg:

o]
= g% (ex + €rtmUibm) — m“g%;- y

|

se cumple la siguiente igualdad:

é)f"' v
81) qacﬂma I m — qafjlméthm =1

De esta manera se obtiene que los momentos de la ecuacién de Boltzmann (1.11)
estan dados por la siguiente expresion:

(") _ o <a£>+6(n“<v;-*g°>) _na< 8y°> n‘; <qu‘5‘£>= ] °Cadv.

ot ot Oz; Ui 0z,

Ecuacién de continuidad (g%(r,v*,t) = 1).

Al considerar €l primer caso, es decir, g¢* = 1 la ecuacién (1.22) se reduce a la
ecuacion de continuidad para la densidad de particulas n*:

o= 8(n*(of)) _
'c")'t' T 0z (1.23)

En la ecuacién (1.23), el término correspondiente a las colisiones o4:
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Oy = / Codv®,

ha sido despreciado al utilizar las leyes de conservacion (1.6), lo cual quiere decir que
los efectos de ionizacién y recombinacion son despreciados.

Ecuaciones de momento (g*(r,v?,t) = m*vg).

Ahora se considerard el caso g = m®ug, el cual al ser sustituido en la ecuacién
(1.22), conduciré a las ecuaciones de momento para las componentes k = 1,2, 3

ot

La velocidad v* se puede escribir como v* = (v*(r,t)) + v2. El segundo término
define la velocidad estocdstica v2, cuyo promedio evidentemente es (vZ) = 0. Al susti-
tuir la expresion v = (v(r,t)) + v& en la ecuacién (1.24) y utilizar la ecuacién de
continuidad (1.23), se obtiene la expresién:

d n®m® (vg)) + % (n®m® (vpof)) — n® <“f§> = /m“fo’udv : (1.24)

m*n® [3(1};,} ( )a(va)} 32‘. (m n< (-vrkv ) /m 5. Codv®.
(1.25)
Definiendo el término de colisiones Rg, el cual representa el cambio de momento
debido a colisiones entre particulas de diferentes especies, y el tensor de esfuerzos Pg;
de la siguiente forma:

R = [m“vf'kcadv , Pg; =mn® (v305) , (1.26)
la ecuacién de conservacién de momento se puede escribir de la siguiente manera:
E) a0 (V") % o fF
m*n® { + (v§ ) o, +n <ff>+Rj,’ . (1.27)

El tensor de esfuerzos se puede separar en su parte diagonal que constituye el tensor
de presién, y otra no diagonal que constituye el tensor de viscosidad. Cuando la funcién
de distribucién es isétropa el tensor de presion se reduce a la identidad multiplicada por
una presién escalar, de modo que

k= P70k + IIE; (1.28)

donde la presion p* = %m"n" ((US)E). En el caso especial de un gas ideal la ecuacién
de estado estd dada por p* = n®T* donde T es la temperatura de cada especie en
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unidades de energia. En el presente trabajo se utilizaréd esta ecuacién de estado para el
plasma.
Finalmente se obtiene que las ecuaciones de conservacion de momento se escriben de

la siguiente forma:

[a(v 2 , 4, u)a(@ B

o O
il 3
e~ B TR, (1.29)

donde F = <f,‘;> = ¢* [E + (v*) x B]—m>V¢, es el promedio de la fuerza microscopica,
por lo tanto se expresa en términos de los valores promedio de los campos eléctrico E y
magnético B.

Ecuaci6n de energia (g(r,v®,t) = ym® (v*)?).

El tltimo caso a considerar es g = meuvg/2 = m® (v*)? /2. Al sustituir g% en la
ecuacion (1.22) se obtiene la siguiente ecuacion:
a
gj(t’: v )>l =

[;’t (1 n°m (vkvk)) % (%n"‘m"’ (va,‘v“)) <

= / %m“’vﬁ'vfcadv“. (1.30)

0o [WR

Para simplificar esta expresion se utilizan las siguientes igualdades:

ot ( -n*m® (mm)) = ;(In m® (v)? +§p) 1
ai(_n m“(t)'“v“‘vﬂ)) ) %KT Wl)z*;’“) (v} + () TI3; + h§
n® <26?;"(ka )> = n°¢°E!(v;) con EJ{: j_%t%?

1
/ SmouCadv = () RE+Q° .

donde se definido a @* como el calor generado por las colisiones y a h® como la densidad
de flujo de energia debido a los movimientos estocasticos:

/2m (v2)? Cadv®, h“—-—m n® (v“’) ) / —m® (v2)% v, v fadv®.  (1.31)
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Asi, la ecuacion de energia se puede escribir como:

%Gn"m“ @) + g:a“) + % [(m 2 (v™)? + p") (v§) + () Ig; + hS | =
7

= [ﬂ“q“E; (Uf’) + (vg) R + Q“] (1.32)
De la ecuacién (1.32) se pueden eliminar los términos cinéticos correspondientes a
n®m® (v®)? /2, para lo cual se utilizan las ecuaciones(1.23) y (1.29), obteniendo asi:

o (5o)? S o« OIIg,
%(mim) 2 aixj ("Lz“_ ) (vy}) = (—% - a;’ +nFR + R“) ().

(1.33)
Al utilizar la igualdad (1.33) en la ecuacién (1.32) se obtiene la ecuacién de energia:

2[ (a>3p"] 5, LO(v3)  ohg 1'[,,,3(”0)+Q°' (1.34)

2F “bz; - Oz,

Si se considera que el plasma esta constituido por una clase de iones con carga positiva
Ze (donde se esté utilizando la convencién de estado sélido e > 0) y de electrones, se
puede plantear el modelo de dos fluidos con base en las ecuaciones (1.23), (1.29), (1.34).
Este modelo describe al plasma como dos fluidos que coexisten e interaccionan.

onc

==tV = 0, (1.35)
T4V ) = o (1.36)
mene |28 4 (v 99| = V- el () x B - v

—n*meVg, + R, (1.37)

min’ [’3("') ((v')- v)(q} — —Vp+ Zne[E+ ((v) x B)] - V- IT
—-n'm'V¢, + RY, (1.38)
g[%+(v’)-Vp‘J+g'V-(v’} = VBTV (v¥) + Q°, (1.39)
g[%pi+(vi)-‘7p‘]+g‘v-(vi) - VBRIV (V) 4@ (1.40)

Estas ecuaciones involucran cantidades promediadas, por lo que este sistema de ecua-
ciones describe al plasma macroscépicamente. En las ecuaciones (1.35)-(1.40) aparecen
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los campos eléctrico y magnético promediados; por esta razon estas ecuaciones deben
acoplarse con las ecuaciones de Maxwell macroscopicas:

B
E s —_‘ 1.
V x 5 (1.41)
VxB = mJ+uoEo%, (1.42)
VB = ?, (1.43)
V-B = 0. (1.44)

En estas ecuaciones se han despreciado los efectos de polarizacion y de magnetizacion
pues se piensa que el plasma estd totalmente ionizado, de tal manera que la densidad
de carga de polarizacion y la densidad de corriente de magnetizacion son desprecia-
bles con respecto a las densidades libres. Por esta razén en las ecuaciones de Maxwell
macroscopicas (1.42) y (1.43) se expresan en términos de E, B y node D = ¢E y
H=B/upues € ~ ¢, y pt =~ yt,. Finalmente, la fuerza, la densidad de corriente y la de
carga macroscopicas se expresan en términos de las cantidades promedio:

F* = ¢*[E+ ((v?) x B)] - m%V¢,, (1.45)
J = e(Zn* (V') -n°(v%)), (1.46)
pc = e(Zn'—n°), (1.47)

El modelo de dos fluidos (1.35)-(1.47) es un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales acopladas con el cual es posible describir el comportamiento de un plasma desde
el punto de vista macroscépico y es adecuado para estudiar la propagacion de ondas de
alta frecuencia. Para el modelo MHD se desea eliminar los efectos de alta frecuencia y
mantener los de baja frecuencia lo cual se hard en la seccién 1.3.

1.3. Descripcién del Plasma como un Fluido.

Con ayuda de las ecuaciones del modelo de los dos fluidos (1.35)-(1.47) y realizando
las aproximaciones necesarias, se obtendran las ecuaciones del modelo MHD para un
solo fluido.

Las primeras ecuaciones que se obtienen a partir de las ecuaciones de los dos fluidos,
son las de conservacién de masa y de carga, para las cuales no se requiere ninguna
aproximacion. La ecuacion de conservacion de carga se obtiene directamente a partir de
las ecuaciones de continuidad (1.35) y (1.36), y las definiciones para las densidades de
corriente y de carga (1.46) y (1.47). Para ello basta multiplicar la ecuacién de continuidad
para cada especie por la carga correspondiente y sumarlas, obteniendo asi:
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—=4V-J=0. (1.48)

Para. obtener la ecuacién de conservacion de masa se definen la densidad de masa como:

p=m'n' + mn°, (1.49)
y la velocidad del centro de masa como:

_ mintV 4 mncve

~ mini +mene
donde el promedio de (v*) se ha escrito como v*, convencién que se seguird en adelante.
Anélogamente, como se obtuvo la ecuacion de conservacion de carga, se multiplican

las ecuaciones de continuidad de cada especie por la masa correspondiente y se suman,
obteniendo asi

(1.50)

dp B
5 TV (v)=0. (1.51)

Para obtener las ecuaciones de momento, energia, ley de Ohm del modelo MHD y
las ecuaciones de Maxwell con las que se trabajard, es necesario hacer las siguientes
aproximaciones:

1) Cuasineutralidad. Esta aproximacién se sustenta en la propiedad de que los
plasmas tienden a mantener la neutralidad eléctrica. La suposicion de cuasineutralidad
es vélida si la longitud de Debye Ap = (T/ne?) es pequeiia comparada con cualquier
dimensién caracteristica del plasma [4]. Al utilizar la propiedad de cuasineutralidad
se puede escribir Zn* ~ n® = n, es decir, Zn* = Nn donde X' ~ 1. Sin embargo,
en presencia de un campo eléctrico existirdn desviaciones de la neutralidad eléctrica las
cuales deberan considerarse en la ecuacién V-E = p_/e,; no obstante, estas desviaciones
pueden ignorarse en las ecuaciones dindmicas pues proporcionan correcciones de orden
(v/c)® [5, 6. Como primera consecuencia de la aproximacién de cuasineutralidad, la
ecuacion de conservacion de carga (1.48) se simplifica a que la densidad de corriente sea
de la forma V- J = 0.

2) Tensor de esfuerzos Isétropo. Esta suposicién es vélida cuando hay muchas
colisiones durante el tiempo caracteristico {. = L/V4 donde L es la longitud caracteristi-
ca del plasma y V4 = B/,/liop es la velocidad de Alfvén [4].

3) Viscosidad despreciable. Esta aproximacion elimina los efectos de viscosidad
en las ecuaciones de momento de cada especie. Esta aproximacion es vélida en las sigu-
ientes circunstancias:

a) Cuando el camino libre de las particulas es pequefio comparado con la distancia
a la cual las cantidades macroscépicas varian significativamente.

b) Si el camino libre de las particulas es grande, pero el plasma estd en un cam-
po magnético suficientemente intenso para que el radio de giro de cada particula sea



16 CAPITULO 1. ECUACIONES MHD.

pequeiio comparado con la distancia a la cual las cantidades macroscépicas varian apre-
ciablemente [5]. En resumen, bajo estas consideraciones se puede aproximar la divergen-
cia del tensor de esfuerzos como el gradiente de presiéon V - P* = Vp“*.
4) Se despreciarén los términos que sean proporcionales al factor (m¢/m*) [4].
5) El vector de desplazamiento eléctrico es despreciable en la ecuacion de Maxwell
(1.42) lo cual es vélido si la velocidad de Alfvén es despreciable con respecto a la veloci-
dad de la luz (V4/c) < 1 [4].

6) Como primera aproximacion se supondra que la ecuacion de estado del plasma
es la de un gas ideal.
7) El flujo de calor serda despreciable lo cual implica que se cumpla una ley

adiabética, es decir, los efectos disipativos pueden ser ignorados en las escalas de tiempo
de interés t. = L/V4 y cuando el radio de giro de las particulas sea mucho menor que
la dimensién caracteristica del plasma L.

8) Los efectos gravitacionales serdn despreciados pues se estd pensando que el
plasma es un plasma terrestre en el cual los efectos gravitacionales son despreciables
con respecto a. los efectos magnéticos del plasma. Estos efectos gravitacionales son de
relevancia para plasmas estelares.

9) Variacién temporal lenta. Esta aproximacién quiere decir que la propiedades
del plasma tienen variaciones temporales pequenas, es decir, que la frecuencia carac-
terfstica Qupup = (t.)~" = (Va/L) es pequeiia comparada con la frecuencia de ciclotrén
Wee = (eB/m*®) y la frecuencia de plasma w?, = (e’n/m°,); ademés, el tiempo carac-
teristico ¢. es grande comparado con el tiempo de colisién entre las particulas; Estas
suposiciones eliminan efectos de alta frecuencia para los cuales el modelo MHD no es
valido pues se presenta un alejamiento de la neutralidad|7].

Una vez que se han especificado las aproximaciones bajo las que las ecuaciones MHD
son vélidas, la segunda ecuacién que se obtiene es la de momento; ésta se obtiene al sumar
las ecuaciones de momento de los electrones (1.37) con la de momento de los iones (1.38)
obteniendo as:

1
m‘n‘% +m‘n‘cii—: =-Vp—-V-II+pE+J x B—-pV¢,. (1.52)

donde se han utilizado las condiciones de conservacion del momento en colisiones dentro
de una misma especie y entre distintas especies (1.7), (1.9) por lo que R® + R' = 0;
también se usaron las definiciones de densidad de carga (1.47), densidad de corriente
(1.46) y de densidad de masa (1.49). Ademads, se definieron la presién total, el tensor
de viscosidad total y se absorbié la derivada convectiva de cada especie en la derivada
total con respecto al tiempo:
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p = p+7, (1.53)
m = IT+IT, (1.54)
dv® ove . .
v E%‘(V - V) ve, (1.55)
v’ ov " ;
= = E+(v-v)v. (1.56)

Al utilizar la suposicién de cuasineutralidad en el lado derecho de la ecuacion la
ecuacion (1.52) se obtiene lo siguiente:

€ € : + i id_‘l ~ E €. e+£ ‘-v‘- —_ i’ ‘_d_ v‘_'_ —_— _e Vc
mn a mn dt __ndt mv m = nm Y : )
(1.57)

de esta iltima expresién se puede despreciar el tltimo término que es proporcional a
(me/m?), es decir, se est4 despreciando la inercia de los electrones con respecto a la de
los iones.

€. e_ve + min‘_dv': ~ Enmiﬁx.i
R =z dt
Por otro lado, al aplicar la aproximacién de la cuasineutralidad a la densidad de

masa (1.49) y la velocidad de flujo (1.50):

(1.58)

i men® ; N Zme
p = m'n' (1 + m"n‘) & m‘nE (I + ;E) ; (1.59)
Vi mRye Vi £mye Zme . Zme
_ e )m( A )m(l——i) (v'+—ﬁv=), (1.60)
(14 == (1+ 4= X m X mé

Al despreciar los términos que son proporcionales al factor (m®/m?) se tiene:

p = —mn, (1.61)
v & V. (1.62)

De este modo se muestra que la densidad de masa del plasma, es esencialmente la
densidad de masa de los iones y que la velocidad del centro de masa es esencialmente la
de los iones. Por lo tanto, en el lado izquierdo de la ecuacién (1.52) se ha despreciado
la inercia de los electrones por lo que la ecuacién (1.52) puede escribirse de manera
aproximada de la siguiente forma:
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ot

Considerando el lado derecho de la ecuacion (1.52) y aplicar la aproximacién de
cuasineutralidad, de viscosidad despreciable y despreciando los efectos gravitacionales,
se obtiene que los efectos dominantes son los de gradiente de presion y los magnéticos
pues bajo estas aproximaciones los efectos eléctricos, de viscosidad y gravitacionales son
despreciables. Por lo tanto la ecuacién (1.52) puede escribirse de la siguiente forma:

p(a—v+(v-V)v)z—Vp—V-H+ch+JxB—pV¢g. (1.63)

p(%—:-i-(v-V]v) =-Vp+J xB. (1.64)

Esta tltima ecuacion es la ecuacion de momento del modelo MHD.

La siguiente ecuacién que se obtendra serd la ecuacién de energia del plasma. La
obtencién de la ecuacién de energia del modelo MHD se realiza de la misma forma que
para la ecuacién de momento, es decir, se suman las correspondientes ecuaciones de
energia de los iones y de los electrones lo cual da como resultado:

g(% +%) +gp°V-v‘+p"V-v" =-V-h-IF-V-v'-II°*-V-v* +Q, (1.65)
donde se han definido las cantidades Q@ = Q* + @°, h = h* + h°®. Al recordar que
los términos relacionados con el tensor de esfuerzos de cada especie son proporcionales
a la masa de la especie (1.26), entonces es posible despreciar los términos que son
proporcionales a la masa de los electrones y conservar los términos que son proporcionales
a la masa de los iones:

[%+V-Vp]+'ypV-v:-§~(Q—V-h—II-V-v), (1.66)

donde se ha escrito p = p* + p°, v\ = v y v = 5/3. El lado derecho de la ecuacién de
energia (1.66) representa efectos disipativos. De la ecuacién de conservaciéon de masa
(1.51) se obtiene

ot

Por lo tanto, al multiplicar el lado derecho de la ecuacién (1.66) por 1/p” y sustituir
la expresién (1.67) en el lado izquierdo de la misma ecuacién, se obtiene la siguiente

expresion:

Lion 1 M9, g2 () g L) =2 (2
o (8t+v Vp)_pp‘*“’ (3t+v Vp)_é‘t (w)Jrv V(p’)_dt (p’)'
(1.68)

V-v:—%(@+v-Vp). (1.67)
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por lo tanto, la ecuacion (1.66) puede escribirse de la siguiente manera:

d(p 2
g (pﬂr)—ap_r(Q—Vh II-V-v). (1.69)
Esta 1ltima ecuacién tiene un significado fisico muy importante pues el lado izquierdo de
“la ecuacién es la derivada temporal de la densidad de entropia; es decir, la ecuacion (1.69)
da la evolucion temporal de la densidad de entropia del plasma. Como se estd suponiendo
que el flujo de calor es despreciable esto implica que en primera aproximacién se puede
suponer una ley adiabatica, es decir, que los términos del lado derecho de la ecuacion
(1.69) son despreciables. Como resultado se obtiene que la densidad de entropia del
plasma cumple la conocida ecuacién adiabética del gas ideal:

dit (p%) =13 (1.70)

donde v = 5/3 es el cociente de los calores especificos del gas ideal. Por otro lado, al
suponer que el flujo de calor es despreciable la ecuacion de energia del plasma toma la
forma:

%+V-Vp+'mv-v=0 (1.71)

Debe hacerse notar que la ecuacién (1.70) es vélida siempre y cuando el plasma sea
compresible, es decir, V - v # 0. Para el caso compresible esta ecuacién no es vélida y
la ecuacién con la que realmente se debe trabajar es con la ecuacion de energia:

o o
7tV IP=0 (1.72)

Hasta el momento se han obtenido las ecuaciones de conservacién de masa (1.51), de
momento (1.64) y de energia (1.71) del modelo MHD); sin embargo, faltan las ecuaciones
para la ley de Ohm y las ecuaciones de Maxwell.

Al usar la suposicién de cuasineutralidad en la densidad de corriente (1.46) y la
densidad de carga (1.47), se puede expresar la velocidad de los electrones en términos
de la velocidad de los iones y de la densidad de corriente:

Jmen(Avi—ve) =v° :u,\’v"—i.]‘ (1.73)

Anélogamente, la densidad de carga puede expresarse en términos de la densidad de
particulas:

pc~en(N 1), (1.74)
donde [N — 1| <« 1.
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Al aplicar la suposicion de cuasineutralidad a la ecuacion de Maxwell (1.43), la cual
relaciona la densidad de carga eléctrica con el campo eléctrico se obtiene una medida
de la desviacién de la neutralidad, la cual estd relacionada con el pardmetro X' de la
ecuacion (1.74). Aunque en la ecuacién de momento (1.64) el término que involucra a
la densidad de carga y al campo eléctrico es despreciable pues, las correcciones a ésta
son del orden (VA/c]z, es incorrecto tomar V - E = 0. La importancia de considerar
V-E = p./e, # 0 se hard notar en la seccion 2.3 al querer determinar el equilibrio
estacionario del plasma.

En la ecuacion de Ampeére-Maxwell es posible despreciar el término de vector de
desplazamiento eléctrico si la velocidad de Alfvén V4 = B/,/liop es mucho menor que
la velocidad de la luz.

En consecuencia, bajo la aproximacion de la cuasineutralidad las ecuaciones de
Maxwell se escriben de la siguiente forma:

oB
VxE = —'52", (1‘75)
VxB = uld, (1.76)
VB = ?, (1.77)
V-B = 0, (1.78)

donde las ecuaciones (1.77) y (1.78) quedan como condiciones iniciales para los campos
EyB.

Para determinar de una manera general la ley de Ohm se consideran las ecuaciones
de momento de los iones (1.38) y de los electrones (1.37) en las cuales se desprecian los
términos de viscosidad y gravitacionales. A cada una de estas ecuaciones se le multiplica
por el correspondiente factor (¢*/m®), es decir, se multiplica por la carga eléctrica y
se divide por la masa de la correspondiente especie; una vez hecho lo anterior ambas
ecuaciones se suman obteniendo asi:

sav* dv® :(Ze)? e? (Ze)? | . €

(G G = (“W*“‘E Bt MR R iy TR
Ze_ . & Ze_ . €

——Vp'+ —Vp*+ —R'— —R". 1.79

—r p+meVp +m.R = (1.79)

Al utilizar la aproximacién de cuasineutralidad Znf = A'n, n® = n y las aproximaciones

que de ella se obtienen (1.62) y (1.73), entonces la 1iltima ecuacién puede escribirse de

la siguiente forma:
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en((x—-l)d_"J,i(")) = A’§(1+2mc)[E+(va)]—}%JxB

e mi
e ) Zme .
+ = [(Vp‘ - Z”? Vp‘) - (R‘ -l R‘)} .
me m' mt

Finalmente al despreciar los términos proporcionales a (m®/mt), tomar la aproximacién
XN =1 y multiplicar por (m°/ne?) se obtiene la ley de Ohm:

1 1 1. md[J
E+VXB—JJ+neJXB—;Vp g (n) (1.80)
donde se ha expresado el término de colisiones R¢/en = J /o donde o es la conductividad
eléctrica del plasma la cual puede expresarse en términos de la frecuencia de colisiones
v, como ¢ = (ne?/v.m*) [7].

La ecuacién (1.80) es la ley de Ohm generalizada y dependiendo del tipo de aprox-
imaciones que se hagan para ella, se tendran diversas variantes del modelo MHD. La
ecuacién (1.80) merece una discusién pues proporciona una ley de Ohm con términos
adicionales a los que se consideran en la ley de Ohm usual en la cual sélo aparece el
primer término del lado derecho.

La conduccién se presenta cuando existen electrones libres o casi libres los cuales
pueden moverse en presencia de campos. En el caso de un conductor sélido los electrones
estan ligados pero, pueden moverse distancias considerables antes de tener colisiones.
En un conductor solido se observan efectos dindmicos como la conduccién eléctrica y el
efecto Hall cuando a éste se le aplican campos electromagnéticos; sin embargo no hay
movimiento de masa entendiendo por esto movimiento de los iones positivos fijos a la
red. Por otro lado, para un fluido conductor los campos actian sobre los electrones y
sobre los iones produciendo asi efectos dindmicos que incluyen el movimiento de masa,
lo cual produce modificaciones en el campo electromagnético.

Cuando se habla de la ley de Ohm en un metal conductor se piensa que en éste hay
una corriente debido al movimiento de los electrones. En ausencia de campo magnético
externo y despreciando el campo magnético producido por el flujo de corriente la ley de
Ohm toma su expresién més simple:

B3 1.81
=-3J. (L81)
Sin embargo, en presencia de un campo magnético externo la ley de Ohm se modifica
pues en estas condiciones se presenta el fenémeno llamado efecto Hall en el cual se
presenta un campo eléctrico transversal Er al flujo de corriente. Dicho campo eléctrico
transversal es proporcional al producto vectorial de la densidad de corriente con el campo
magnético y en tal caso la ley de Ohm toma la siguiente expresion:



22 CAPITULO 1. ECUACIONES MHD.

1 1

Estos dos tltimos casos de la ley de Ohm se encuentran considerados en la expre-
sién general (1.80), la cual considera términos extra para esta ley. El primero de estos
términos extra es v x B el cual se refiere a un campo eléctrico generado por el flujo
de la especie de iones, pues la velocidad v representa la velocidad de los iones. Este
término no se considera para el caso de un metal conductor debido a que en un metal
los iones se encuentran fijos a la red y su movimiento es despreciable; sin embargo, en el
plasma los iones estdn libres y su movimiento tiene que considerarse en la ley de Ohm.
El segundo término extra es el que se refiere a gradiente de presién de electrones, el cual
solo tiene relevancia cuando se habla de un gas o liquido conductor y no en un metal
conductor. El iltimo término de la ecuacion (1.80) describe correcciones debidas a la
variacion temporal de la densidad de corriente.

Para los propésitos de este trabajo se despreciardn todos los términos del lado derecho
de la ecuacién (1.80), para lo cual es necesario expresar las aproximaciones en las cuales
esto es valido.

10)  El término Hall es despreciable si la frecuencia del plasma w?, = (e*n/m,)
y la frecuencia de ciclotrén de electrones we. = (eB/m*) cumplen la siguiente relacion:

Wee C
it I8 1.83
w2, LV, (125)
11) El término de gradiente de presién de electrones Vp® se puede despreciar si

se cumple la siguiente relacion:

:r‘e
12) La variacion temporal de la densidad de corriente puede despreciarse si se
satisface:

<1 (1.84)

2
—_— L. 1.85
L2w2, e (1.89)
Si se considera que estas tres 1ltimas condiciones son vélidas, entonces la ley de Ohm
puede escribirse de la siguiente forma

J=c(E+vxB). (1.86)

Esta ultima ecuacién proporciona una relacién entre la densidad de corriente J y los
campos E y B. Para un medio conductor simple de conductividad ¢ la densidad de
corriente tiene una expresion (1.81):

J=oFE, (1.87)
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donde J' y E'se miden en el sistema de referencia del medio conductor. Para un medio
mévil con velocidad relativa al laboratorio v el campo eléctrico y la densidad de corriente
deben transformarse de la siguiente manera:

E = E+(vxB), (1.88)
J = J+pv, (1.89)

donde las cantidades E, v, B, J y p. se miden desde el sistema del laboratorio. Al utilizar
la suposicién de cuasineutralidad en la ecuacién (1.89) se puede despreciar el término
que es proporcional a la densidad de carga eléctrica. Por lo tanto, la ley de Ohm en el
sistema de laboratorio toma la forma (1.86) [6].

13) Algunas veces es posible pensar que el plasma es un conductor perfecto, es
decir, que su conductividad es infinita. Si esto es asi, para que la densidad de corriente
permanezca finita debe cumplirse que E+ (v x B) sea cero. Sin embargo, no es necesario
pensar que la conductividad del plasma es infinita para poder escribir E+ (v x B) ~ 0
esta aproximacion es valida si ¢ cumple la siguiente relacion:

1
;LOO'LVA

<1 (1.90)

Si estas ultimas aproximaciones son validas la ley de Ohm en su forma, (1.86) puede
despejarse y escribirse de la forma:

J/o=(E+vxB) (1.91)

y si la condicién (1.90) se cumple, entonces la ley de Ohm se escribe como:

E+vxB=0, (1.92)

Esta dltima expresion es conocida como la ley de Ohm en el modelo MHD.

En resumen, las ecuaciones que describen al plasma como un solo fluido son las
ecuaciones conservacién de masa (1.51), conservacién de momento (1.64), conservacién
de energia (1.70), ecuaciones de Maxwell (1.75)-(1.78) y la ley de Ohm (1.92); estas se
conocen como las ecuaciones del modelo MHD ideal:

‘3';’+v (pv) = 0, (1.93)
p(—+(v-V)v) = —-Vp+(J xB), (1.94)

3(2) o) - o
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E+(vxB) = 0 (1.96)
VUxB = pd, (1.97)

OB
VxE = —E. (1.98)
VB = ? (1.99)
V-B = 0 (1.100)

Cuando se ignora el flujo de plasma la divergencia del campo eléctrico no es necesaria,
puesto que la densidad de carga no aparece en ninguna de las demés ecuaciones. Sin
embargo, se debe retener cuando se considera el flujo, pues la ecuacion (1.96) expresa al
campo eléctrico en funcién de la velocidad de flujo y del campo magnético. Este campo
eléctrico deberd satisfacer la ecuacién V-E = V- (Bx v) = p./e, lo cual impone
condiciones sobre las campos v y B.

1.4. Condiciones de Frontera del Modelo MHD.

Para los problemas que involucran equilibrio y estabilidad MHD, las condiciones de
frontera més comunes son las siguientes tres: "Plasma limitado por una pared perfecta-
mente conductora”, ”"Plasma limitado por campo magnético en vacio producido por la
corriente del plasma” y ”Plasma limitado por un campo magnético en vacio producido
por bobinas externas” [3]. Cada una de estas condiciones de frontera representa un grado
de dificultad diferente y al aumentar la dificultad de las condiciones de frontera, mas
realista es el problema fisico.

Las ecuaciones del modelo MHD y el conjunto de condiciones de frontera, forman
la base de la investigacion tedrica del equilibrio y la estabilidad macroscépica de los
plasmas confinados magnéticamente.

1.4.1. Plasma Limitado por una Pared Perfectamente Conduc-
tora.

La primera y més simple de las condiciones de frontera del modelo MHD, supone
que el plasma se extiende hasta una pared perfectamente conductora en R, (r) = 0. En
este caso las condiciones de frontera electromagnéticas que se requieren son:

(AxE), = 0, (1.101)
(@-B)g, = 0, (1.102)
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es decir, la componente tangencial del campo eléctrico y la normal del campo magnético
deben ser cero. De la ley de Ohm (1.96) y de las expresiones (1.101) y (1.102) se obtiene
que la componente normal del flujo debe ser cero:

(M xE), +[@Ax(vxB)lg = [@xE)+(n-B)v—(n-v)B|; =0(1.103)
porloque (M-v), = 0 (1.104)

1.4.2. Plasma limitado por campo magnético en vacio produci-
do por la corriente del plasma.

Un conjunto de condiciones de frontera un poco mas realistas supone que el plasma
estd aislado por una regién de vacio entre el plasma y una pared perfectamente conduc-
tora. En este caso, las condiciones de frontera describen de una manera mas realista a los
plasmas confinados magnéticamente. En la region del plasma se cumplen las ecuaciones
MHD mientras que en la regién de vacio las ecuaciones relevantes son:

VxB = 0, (1.105)

v-B = 0, (1.106)

(7-B) =o (1.107)
Ry

Las cantidades de vacio se denotan de la siguiente forma @.

La superficie del plasma R,(r,t) = 0, es libre de moverse debido a que el plasma
estd rodeado por el vacio, por lo tanto, la cantidad (7 - v)g, es arbitraria. Sin embargo,
hay tres condiciones de brinco que se deben satisfacer para conectar el campo magnético
a través de la superficie. Estas condiciones provienen de la ecuacion de la divergencia
de campo magnético, la ley de Ampére y de las ecuaciones de momento.

En general, es posible tener una discontinuidad en la presién y en la componente
tangencial del campo magnético, si se permite que hayan corrientes superficiales en la
superficie del plasma. Al integrar las ecuaciones relevantes a través de la superficie, se
obtienen las siguientes condiciones de continuidad:

("B, = o0, (1.108)

AxBly = K, (1.109)
B2

”p-}-ﬂ " 0. (1110}

En las condiciones anteriores el simbolo [|Q|] = Q@ — Q y K es la densidad de corriente
superficial, la cual se supone conocida. En la integracién de la ecuacién de momento se
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supone que la velocidad y la aceleracién del plasma son finitas. Aunque las ecuaciones
anteriores especifican completamente las condiciones de frontera, el problema del plasma
aislado por una regién de vacio es dificil de resolver. Si se desea especificar las corrientes
superficiales y la forma de la pared conductora externa de manera independiente, es
necesario determinar autoconsistentemente la forma correcta de la superficie del plasma
R,(r,t) = 0 con lo cual aparece un grado de libertad adicional. Este problema se conoce
como el plasma de frontera libre.

Es necesario notar dos cosas: la primera de éstas es que de la ley de Ohm se sabe que
el plasma es un conductor perfecto esto implica que la cantidad (7 - B), = 0. La segunda
es que en muchos casos de interés la cdmara metélica que rodea al plasma. puede ser un
muy buen conductor mas no perfecto. En estas situaciones, un campo magnético B, que
varia lentamente en el tiempo, puede aplicarse y penetrar la cdmara metdlica. Una vez
establecido en el interior de la cdmara, el campo magnético B, permanece constante en
las escalas de tiempo del modelo MHD, es decir, para las escalas de tiempo del modelo
MHD B, = B, (r). Para este tipo de ca.sos el campo magnético en el vacio puede

escribirse de la siguiente forma B(r, t) = B.(r) + B (r,t) donde V x B, = 0=V x B,

a.demasV-B..zﬂyV-B_O. Enestecasolacantldad( -B)Rw:{]ylacantldad

(7t - By)p, se supone conocida.

1.4.3. Plasma rodeado por Bobinas Externas.

La condicién de frontera més dificil, pero més realista corresponde a la situacién en

la cual el plasma se confina por campos magnéticos externos creados por un conjunto
fijo de corrientes externas producidas por bobinas conductoras.
Para esta configuracion, las condiciones de frontera en la interfase plasma vacio son
las mismas que para el caso anterior, es decir, las condiciones (1.108)-(1.110), siguen
siendo vélidas en este caso. Sin embargo, ya no es necesaria la condicion para la pared
conductora. El campo en el vacio se expresa de la siguiente forma B = B+ B, con B, el
campo magnético aplicado por las bobinas externas y B el campo magnético inducido
por el plasma. El campo magnético B, se obtiene escribiendo B, =V x A, y el vector
potencial magnético se calcula a través de la ley de Biot-Savart:

Z/ r—r"l (1.111)

La suma se realiza sobre los conductores externos donde J,s son densidades de
corriente en bobinas. Por otra parte, el campo magnético inducido por el plasma satisface
las ecuaciones:

=0 (1.112)

V x
A% = 0. (1.113)

@
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Soluciones para las ecuaciones MHD que satisfagan las condiciones de las bobinas
externas, proporcionan una descripcion exacta del comportamiento del plasma en situa-
ciones experimentales realistas. Debido a la complejidad, no es sorprendente que la
mayoria de tales aplicaciones requieren cédlculos numéricos.
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Capitulo 2

Equilibrio MHD con una Geometria
Cilindrica.

2.1. Introduccion.

El estudio del equilibrio MHD es importante pues de éste se determinaran las can-
tidades fisicas de equilibrio que se necesitan para el estudio de la estabilidad (Capitulo
4). Ademés, este estudio impondra las relaciones que deberdn satisfacer las cantidades
de equilibrio para que el estado de equilibrio sea autoconsistente. El propésito de este
capitulo es el estudio del problema de equilibrio estacionario MHD para un plasma que
se confina magnéticamente en una geometria cilindrica la cual presenta una invarian-
cia bajo rotaciones acimutales y traslaciones axiales [8], por lo tanto, el problema de
equilibrio MHD tendr4 las siguientes caracteristicas:

1) Las cantidades de equilibrio sélo dependerén de la coordenada radial r.

2) El flujo de equilibrio serd un flujo axial, es decir, s6lo habra flujo de equilibrio en
la direccién Z.

3) El campo magnético de equilibrio serd azimutal, es decir, sélo habra campo
magnético de equilibrio en la direccién 8. Este campo magnético serd generado por
una corriente axial en la direccién Z. Esta configuracién del plasma es conocida como el
Z-Pinch.

4) El campo magnético externo serd nulo.

5) El plasma estard rodeado por una pared rigida perfectamente conductora de modo
que el estudio realizado aqui es relevante a los modos internos del plasma.

En los libros de texto no se hace el tratamiento del equilibrio estacionario con flujo
solo se hace el estudio del equilibrio sin flujo del Z-Pinch. Un tratamiento del problema
estacionario puede encontrarse en articulos de investigacién [9, 15, 16, 17|, los cuales
estdn orientados al estudio de la estabilidad MHD (Capitulo 4). Sin embargo, al hacer
el estudio de la estabilidad del estado estacionario, con las caracteristicas anteriormente
descritas, la mayoria de estos articulos de investigacion suponen un flujo de equilibrio

29
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arbitrario para la configuracién del Z-Pinch, sin mostrar que los flujos propuestos sean
autoconsistentes con las ecuaciones de equilibrio MHD (2.1)-(2.6) y en particular con la
aproximacién de la cuasineutralidad. La razén por la cual se puede pensar que los flujos
son arbitrarios se explicard mas adelante.

En este capitulo se determinarédn de una manera general, las condiciones que el flujo
debe cumplir para que el estado de equilibrio estacionario de un Z-Pinch exista, es
decir, que sea autoconsistente. Ademas, se encontrard la dependencia explicita en la
coordenada radial r de las cantidades de equilibrio para algunos casos particulares de
equilibrio estacionario.

2.2. Ecuaciones Generales del Equilibrio MHD.

En el modelo MHD, el equilibrio de un plasma confinado magnéticamente significa
el balance total de las fuerzas que actiian sobre el plasma. La existencia de un estado
de equilibrio MHD exige una situacién en la cual las cantidades del plasma p, v, p el
campo eléctrico E y el magnético B, no dependan del tiempo. Al introducir lo anterior
en las ecuaciones MHD (1.93)-(1.98) se obtienen las ecuaciones MHD de equilibrio:

V-(povo) = 0, (2.1)
po(vo-V)ve = —=Vpo+ Jg x By, (2.2)

Vo Voo +9pV:-ve = 0. (2.3)
Eo+voxBg = 0. (2.4)
VxBy = podo. (2.3)

VxE;, = 0. (2:6)

En las ecuaciones (2.1)-(2.6) se han denotado las cantidades de equilibrio con un
subindice cero para diferenciarlas de las cantidades perturbadas las cuales se denotan
con un subindice uno y se utilizan en el estudio de la estabilidad (Capitulo 4). Ademés, de
las ecuaciones (2.4)-(2.6), los campos eléctrico y magnético de equilibrio deben satisfacer
las ecuaciones siguientes:

(2.7)
(2.8)

V- Eo
V‘Bu =

Il

3

Po:
€o
0

La ecuacion (2.1) corresponde a la conservacion de la masa en equilibrio, ésta expresa
que el flujo de masa es cero sobre una superficie cerrada S, es decir no hay fuentes ni
sumideros de masa. La afirmacion anterior se justifica de la siguiente forma:
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V- (pove) = 0 = / V - (povo) dV = f (povo) - dS = flujo de masa = 0,
v s

Al utilizar la ley de Ampere (2.5) en Jo x By, la ecuacion de momento (2.2) puede
expresarse como:

B 1
po(va-V)veg=-V (pu + ﬂ) + S (Bo: V) By. (2.9)
La ecuacién (2.9) representa el balance de fuerzas necesario para la existencia de un
estado estacionario. El lado izquierdo de la ecuacién (2.9) representa la derivada convec-
tiva del flujo estacionario; ésta deber ser igual a la suma de las fuerzas que actian sobre
el plasma, las cuales se expresan en el lado derecho de la misma ecuacién. El primer
término del lado derecho de la ecuacion (2.9) representa el gradiente de la presién total
Pr = po + B2 /211, la cual es la suma de la presién del plasma més la presién debida al
campo magnético. El segundo término corresponde a la derivada direccional del campo
magnético la cual esté relacionada con la curvatura de las lineas del campo magnético.
La ecuacién (2.3) representa la ecuacion de energia del equilibrio MHD para procesos
adiabdticos sin embargo, existe la posibilidad de que el proceso sea incompresible, es
decir, V - vg = 0. En este ltimo caso la ecuacion de energia del estado de equilibrio
toma la siguiente forma:

Vo Vpo = 0. (2.10)

Por lo tanto, el flujo del plasma es paralelo a las superficies de presién constante.

La ecuacién (2.4) representa la ley de Ohm correspondiente al equilibrio, y propor-
ciona el campo eléctrico generado por la velocidad del flujo y el campo magnético. Para
el caso particular en el que no hay flujo de equilibrio, el campo eléctrico es cero y en
consecuencia la densidad de carga también lo es, es decir, el plasma es localmente neutro.

La ecuacién (2.5) es la ley de Ampére para el equilibrio, la cual proporciona la relacién
entre la densidad de corriente generada en el plasma y el campo magnético en él. El
campo magnético total del plasma, es la suma del campo magnético generado por las
corrientes en €l y el generado externamente, aunque en este trabajo se considerara que
el campo magnético externo es nulo.

La ecuacién (2.6) es la ley de Faraday del equilibrio, la cual expresa que en equilibrio
el campo eléctrico es un campo electrostatico.

Las ecuaciones (2.7) y (2.8) representan las condiciones iniciales para los campos
eléctrico Eq y magnético By en el problema de equilibrio. Por lo general, los libros de
texto e incluso los articulos de investigacién no escriben la ecuacién (2.7) como parte del
sistema de ecuaciones MHD, esto puede deberse a la suposicién de cuasineutralidad la
cual da como resultado que los efectos eléctricos pg. Eq son despreciables en la ecuacién de
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momento. Sin embargo, las ecuaciones (2.7) y (2.8) deben satisfacerse y en este trabajo
se verd la importancia de considerar V - Eg = poc/€, # 0.

2.3. Equilibrio del Z-Pinch con Dependencia Radial.

Como ya se menciond en la introduccion de este capitulo, su propdsito, es determinar
las cantidades de equilibrio de un plasma con geometria cilindrica, flujo axial y campo
magnético acimutal, es decir, la configuracién del Z-Pinch con un flujo de equilibrio.
Ademaés, se ha supuesto que las cantidades de equilibrio s6lo dependen de la coordenada
radial . Estas suposiciones simplifican de manera importante las ecuaciones de equilibrio
(2.1)-(2.8) para el Z-Pinch.

Utilizando coordenadas cilindricas en las ecuaciones de equilibrio (2.1)-(2.8) para una
configuracién de Z-Pinch con las caracteristicas descritas en la introduccién se obtienen
las ecuaciones que describen el equilibrio MHD de esta configuracién:

dp,
% = —Jo: Boe, (2.11)
Eor = vo.Bo, (2.12)
d
JOz = ;Z;E; T‘Bog), (2.13)
_1d _ Poc
V-Eo = 1o (rBuww:) = 2=, (2.14)

Este 1iltimo sistema de ecuaciones (2.11)-(2.14) consta de cuatro ecuaciones y seis vari-
ables por determinar pg, Joz, Bos, Eor, voz ¥ poc; lo anterior quiere decir que dos de ellas
se deben suponer conocidas dejando asi un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas; sin embargo, las variables que se supongan conocidas no deben estar rela-
cionadas directamente. Una vez conocida la densidad de corriente puede determinarse
el campo magnético (2.13) y la presién (2.11). De la ecuacién (2.14) se observa que al
conocer la densidad de carga se puede determinar la velocidad de flujo; por lo tanto, al
conocer la densidad de corriente Jp, y la de carga po. se determinan las demds cantidades
de equilibrio.

Para determinar las cantidades de equilibrio, se supone que éstas pueden escribirse
de la siguiente forma:
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vo: (1) = woug (r), (2.15)
Jo: (r) = Jojo (f‘) 5 (2.16)
ng(r) = noNo(r), (2.17)
Bog (r) = Bobo(r), (2.18)
po(r) = pobFo(r), (2.19)

donde las funciones uq (), jo (r), No (7), bo (r) y Po (r) son funciones adimensionales de
la variable radial r y de orden uno, es decir, |ug ()|, |jo (7)], bo (r)] < 1,0 < Py (r) <1
y 0 < Ny (r) < 1. Los valores constantes vo, Jo, 10, Bo ¥ po representan los valores car-
acteristicos o valores maximos de las cantidades del equilibrio. El valor caracteristico del
flujo es del mismo orden de magnitud que la velocidad de Alfvén vo ~ V4 = By/\/ltopo-

De las ecuaciones (2.13) y (2.16), es posible obtener el campo magnético de equilibrio
de la siguiente forma:

Bon (1) = 222 [ sjo(s)ds. (220)
0

La integral que aparece en la ecuacion (2.20) se definird de la siguiente forma:

r

F(r)= / sis (8) ds. 2.21)

0

Utilizando las expresiones (2.11), (2.16), (2.20) y (2.21), se determina la dependencia
de la presién de equilibrio por la siguiente expresion:

r 1 ’
o (r) = 1(0) — ok [ 2o @) F (0) da (222
0
Al fijar el valor de la presién en la pared del cilindro r = a por p(a), se determina el
valor de la constante po(0) siendo éste:
a 1 .
m(0) = (@) + 13} [ 2o (@) F () (2:23)
0
Al introducir (2.23) en la ecuacién (2.22) se obtiene la expresién para la presién del
equilibrio.
a i ‘
po(r) = p(a) + pod / o (z) F () dz. (2.24)

r



34 CAPITULO 2. EQUILIBRIO MHD CON UNA GEOMETRIA CILINDRICA.

Como ya se mencioné al conocer la densidad de corriente, se pueden determinar el
campo magnético y la presion del plasma independientemente de la dependencia de la
velocidad del flujo y de la densidad de carga.

Lo que hace falta es determinar la velocidad de flujo vg.; sin embargo, antes de hacerlo
es importante hacer una discusién de la ecuacién (2.14) pues de ésta se obtendré la
dependencia de la velocidad.

Una de las suposiciones que se hicieron en el capitulo 1 fue la cuasineutralidad del
plasma, es decir, la densidad de carga eléctrica es muy pequeiia de tal manera que los
efectos eléctricos pueden ser despreciados en la ecuacion de momento. Sin embargo, en
la discusion de la cuasineutralidad del capitulo 1 se aclaré que en presencia de un campo
eléctrico habra una desviacién de la neutralidad local la cual debe considerarse en la
ecuacion (2.7). Aunque haya una densidad de carga eléctrica los efectos dindmicos de
ésta pueden ser despreciados en la ecuacién de momento pues las correcciones que se
introducen son de orden (v/c)? [6] (como se mostraré en el siguiente pérrafo). Al suponer
la presencia de una velocidad de flujo en la configuracion del Z-Pinch se genera un campo
eléctrico radial (2.12) el cual debe satisfacer la ecuacién (2.14). Esta condicién permite
hallar una relacién entre el flujo y la densidad de carga.

Si se consideran los efectos eléctricos en la ecuacién de momento (2.2), ésta se escribe
de la siguiente forma:

pom (Vo - V) vo = =Vpo + Jo x Bo + pocEo, (2.25)

y al considerar el caso particular del Z-Pinch en la tiltima ecuacion se obtiene la siguiente
expresion:

_d( B\ By, Ewd
0= % (pn+ 2“0) ~ + &0 . (rEor) - (2.26)
Utilizando la ecuacién (2.12) y el hecho de que la velocidad de la luz se puede escribir
como ¢ = 1/e,p,, la ecuacion (2.26) se puede reescribir de la siguiente forma:

__4d Biy 3 Bg, V5,
0=-— [p°+2uo(l_?)]*por e (2.27)

Por lo tanto, los efectos eléctricos en la ecuacion de momento (2.26) pueden expresarse
en términos de la velocidad de flujo y el campo magnético, como lo expresa la ecuacién
(2.27). Si la velocidad del flujo vo. es despreciable con respecto a la velocidad de la luz
(vo:/c) < 1 (flujos no relativistas) entonces, aun cuando la densidad de carga eléctrica
no sea cero, los efectos eléctricos en la ecuacién de momento son despreciables. De lo
anterior se observa que no es necesario que la densidad de carga eléctrica (2.14) sea
cero para poder despreciar los efectos eléctricos en la ecuacién de momento del Z-Pinch.
Por el contrario, si la densidad de carga eléctrica fuera cero para un equilibrio con flujo
estacionario, entonces la ecuacién (2.14) se escribiria de la siguiente forma:
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1d

rdr
donde A es una constante; la ecuacion anterior implica que el producto Bggv, es di-
vergente en r = 0, es decir, una de estas dos cantidades de equilibrio tiene que ser
divergente en el origen, lo cual fisicamente no es posible. Por lo tanto, en presencia de
un flujo axial de equilibrio, la densidad de carga necesariamente es distinta de cero, es
decir,

A
(rBogvo:) = 0 = Bogto, = = (2.28)

1d Pe
;E {TBvaz = =y 7& 0. (2'29)

Debe observarse que la ecuacién (2.29) representa, la desviacion de la neutralidad del
plasma a nivel local, es decir, punto a punto; sin embargo a nivel global el plasma debe
ser neutro, es decir, la carga total debe ser cero. La condicién anterior quiere decir que
la integral de la densidad de carga debe ser cero:

Qr= [ pdV =0. (2.30)
/

Al aplicar esta condicién a la configuracién del Z-Pinch (2.29), se obtiene la siguiente
relacion:

/pc-rdrdﬂdz = 0= aBy(a)w:(a) =0, (2.31)

v
v, (a) = 0, (2.32)

es decir, la condicion de neutralidad global del plasma impone una condicién en la
frontera para la velocidad v, (a) = 0; por lo tanto cualquier flujo que cumpla la
condicion en la frontera (2.32) es un flujo autoconsistente.

En el presente trabajo se utilizara la densidad la particulas no(r) en vez de la densidad
de carga po.(r) pues de acuerdo con el modelo MHD al conocer ng se puede determinar
la densidad de carga po. (1.74)

poc (r) = eng (1) [N (r) — 1, (2.33)

En el capitulo 1 se obtuvo esta ecuacién para lo cual se definié el pardmetro X' (r), lo
cual resulta de la suposicion de cuasineutralidad del plasma. Para que la definicién del
parametro A’ (1) sea consistente con la aproximacion de cuasineutralidad, debe cumplirse
que N (r) = 1. La variaciéon de A’ (r) no puede determinarse del modelo MHD sin
embargo, su valor no es constante e idénticamente 1 sino que varfa alrededor de este
valor. Lo anterior es importante pues si este parametro fuese idénticamente 1 entonces
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de la ecuacion (2.33) se concluye que la densidad de carga debe ser cero; sin embargo,
de la ecuacién (2.29) se observa que esto no es posible para un estado de equilibrio
estacionario. Finalmente, en el capitulo 1 también se definié el factor de desviacién de
la cuasineutralidad A (r) = X (r) — 1, tal que |[A] < 1 de tal manera que la densidad de
carga se puede escribir como:

poc (r) = eA(r) no (7)), (2.34)

esta tltima ecuacion expresa la desviacion de la neutralidad local que existe en un estado
de equilibrio estacionario. Al usar las suposiciones (2.15)-(2.19) en la ecuacién (2.34) la
densidad de carga se expresa de la siguiente forma:

Poc (1) = engA (1) No (1) . (2.35)

Finalmente, al introducir (2.35) en la divergencia de campo eléctrico (2.14), se encuentra
la siguiente relacién para la densidad de particulas y la velocidad de flujo:

"“‘:"J"% [uo (r) F (r)] = e:‘,\{r) No (), (2.36)

La ecuacién (2.36) exhibe el resultado més importante del presente trabajo: La
presencia de un flujo axial en la configuracién del Z-Pinch tiene consecuen-
cias en la desviacién de la neutralidad local del plasma las cuales deben
ser consideradas para garantizar que el estado de equilibrio estacionario sea
autoconsistente.

En la ecuacién (2.36) se desconocen las funciones adimensionales Ny (7), uo (r) ¥
A(r); sélo se conoce la cantidad F (r), la cual estd relacionada con jp (r) a través de
(2.21). Como ya se menciond, para determinar completamente el equilibrio estacionario
de esta configuracion es necesario proponer la densidad de corriente y la de carga, es
decir, proponer la dependencia explicita de j, (r) y el producto A(7) Ny (). El suponer
conocido el 1ltimo término quiere decir que tanto se conoce la densidad de particulas
como el factor de neutralidad A (7). Al igual que X (r) la dependencia de A (r) no puede
determinarse a través del modelo MHD; para determinar su dependencia el plasma debe
estudiarse desde el punto de vista de los dos fluidos. Sin embargo, la dependencia de
A (r) debe darse alrededor del 0 y su valor absoluto debe satisfacer |A (r)| < 1.

En los célculos posteriores (seccién 2.4) se determinard el equilibrio estacionario
autoconsistente considerando el caso particular en el cual la dependencia del factor A (r)
es constante en la coordenada radial; de esta forma se puede expresar la dependencia
del perfil de velocidad ug (r) en términos de los perfiles de densidad de corriente jo (1) y
de particulas Ny (r), de tal manera que se obtenga un estado de equilibrio estacionario
autoconsistente:
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jSNQ(S)dS
u(r) = e"";?,\", , (2.37)
Yoo [ sjo (s) ds
0
vpJo
~ 2-&
[A] o <1 (2.38)

donde ¢l factor de la desviacién de la neutralidad A debe satisfacer la condicién (2.38).
Esta aproximacién es razonable pues para un plasma de laboratorio los pardmetros que
determinan el orden de magnitud de A satisfacen la condicion (2.38). Sin embargo, deben
tenerse claras las consecuencias de esta aproximacion, pues al suponer A constante la
neutralidad global del plasma se ve afectada (2.30).

fp,,.dv = emA/No (r)dV = e (# de particulas) , (2.39)
v v

lo cual quiere decir que hay una desviacién de la neutralidad global: sin embargo, esta
desviacion es pequena debido a que |A| < 1. Esta desviacién de la neutralidad global se
debe a que existe més carga de una especie (electrones o iones).

Uno de los casos particulares que contiene la expresion (2.37) es el equilibrio sin flujo, es
decir, ug (r) = 0 & A =0, lo cual quiere decir que el plasma es totalmente neutro. Otro
caso particular es que el flujo sea uniforme, es decir, ug (1) = 1 para lo cual se requiere
que la densidad de corriente y la densidad de particulas tengan la misma dependencia.

En resumen, suponiendo conocidas las densidades de corriente (2.16), la de particulas
(2.17) y que A es constante, es posible determinar el campo magnético (2.20), la presion
(2.24) y el flujo de equilibrio (2.37), para un estado de equilibrio autoconsistente de la
configuracién del Z-Pinch.

En los libros de texto solo se estudia el equilibrio del Z-Pinch en el cual no hay flujo
de equilibrio, es decir, vo, = 0, lo cual implica que la ecuacién (2.14) es idénticamente
cero, es decir, el plasma es localmente neutro. Sin embargo, los articulos de investigacion
tratan el caso con flujo como si fuera localmente neutro pues no escriben y mucho menos
discuten la ecuacion (2.14). Al no considerar en su sistema de ecuaciones la divergencia
de campo eléctrico (2.14) no hay una relacion para la velocidad de flujo y por lo tanto
es natural suponer que el perfil de velocidad de flujo es arbitrario. Por ejemplo en el
articulo de T. D. Arber [9] se expresa la ecuacién de momento para el equilibrio del
Z-Pinch como:

2 2 2
ve _ O Bae) Bgo
— = =2, 2.4
o = B (Po+ T, + %y (2.40)

Al restringirse al problema del equilibrio estacionario afirma lo siguiente De esta ecuacién
es claro que cualquier equilibrio para v = 0 también es un equilibrio cuando se introduce
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un flujo azial arbitrario, pues en la ecuacién (2.40) sélo se toman en cuenta los efectos
de rotacion. Al restringirse a flujos aziales vog = 0 se obtiene la misma ecuacién que
en el equilibrio sin flujo. Por lo tanto, él estd asumiendo que el flujo axial puede ser
arbitrario. Los perfiles de velocidad que propone T. D. Arber [9] son los siguientes:

wer) = w|1-(Z)7], 2.41)
w () = w(:), (2.42)
s (r) = wocos (27), (2.43)
vos (r) = m[1—(£)2+(£)3}. (2.44)

El primer perfil de velocidad (2.41) si satisface la condicién de neutralidad global del
plasma (2.30) y (2.32) los demés perfiles de velocidad no satisfacen esta condicién; sin
embargo estos perfiles de velocidad (2.42)-(2.44) pueden tratarse siempre y cuando se
reconozca, que generan una desviacion de la neutralidad local y global.

El interés de estos articulos de investigacion, como el de T. D. Arber, es el estudio
de la estabilidad del equilibrio el cual depende de las cantidades de equilibrio (Capitulo
4); al proponer la velocidad de equilibrio como arbitraria los anélisis de estabilidad
arrojaran resultados de un equilibrio que no necesariamente es autoconsistente.

2.4. Cantidades de Equilibrio para un Z-Pinch.

Al suponer que el factor de la desviacién de la neutralidad es constante las cantidades
del equilibrio estacionario pueden determinarse facilmente, para lo cual basta conocer
las densidades de corriente (2.16) y de particulas (2.17). Por esta razén es necesario
suponer conocidas las funciones adimensionales y normalizadas 7o (r) y Np (). El dnico
criterio que se utilizard para proponer las funciones jo (1) y No () seré que la velocidad
del flujo de equilibrio (2.15) no sea divergente a lo largo del cilindro. Al conocer estas
densidades y con la ayuda de la ecuacién (2.37), se puede determinar el flujo de equilibrio
autoconsistente con ellas.

La idea de suponer conocida la densidad de particulas, es pensar en una densidad
de particulas deseada y consecuentemente determinar el flujo de equilibrio autoconsis-
tente con esta densidad de particulas. Al decir una densidad de particulas deseada, se
estd pensando en una densidad de particulas que sea muy grande cerca del centro del
cilindro, de tal manera que en esa regién del cilindro se favorezcan las reacciones de
fusién nuclear, pero en las cercanias de la pared del cilindro la densidad de particulas
decrezca rapidamente a cero.
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Densidad de corriente J, (1) = Jo [1 - (E)n]

Para proponer el perfil de densidad de corriente se considera un cilindro de radio
a, es decir, la longitud caracteristica del plasma es L = a. En este cilindro se inyecta
una densidad de corriente, la cual tendra su intensidad méxima en el centro del cilindro
y su valor minimo en las paredes de éste. Por esta razon, la densidad de corriente
debera cumplir con las siguientes condiciones a) Jo. (@) = 0 y b) Jo. (0) = Jo, con Jp el
valor maximo de la densidad de corriente.

La densidad de corriente con la cual se trabajaré serd la siguiente [8]:

Jou (r) = Jo [1- (E)"J =5 5 ) = [1 — (E)”] V>0 (2.45)

Al tener este arreglo del plasma, las condiciones de frontera que deben cumplir las
cantidades v,., Bos ¥ Eor son las expresadas en las ecuaciones (1.101), (1.102) y (1.104).

Campo magnético Azimutal By (7).

Al usar la ecuacién (2.45) para calcular la funcién F (r) se obtiene que:

— e [ TN
F(r)=gr [1 — (a) } : (2.46)
Al insertar la ecuacién (2.46) en la ecuacién (2.37) se debe notar que la funcién Ny (r)
debe ser tal que el numerador de la ecuacién (2.46), sea proporcional a 72 para asf tener
un buen comportamiento en el origen de la funcién ug (7).

Al usar la ecuacion (2.46) se encuentra que el campo magnético tiene la siguiente de-
pendencia:

B () =252 () |1- 25 ()] (247)

2 \a/| n+2\a

Para expresar al campo magnético de la forma (2.18) se observa que el campo
magnético toma su valor maximo en el punto:

n+2 \* :
r= (m) a, (248)
siendo este valor méximo:
1
_Betdo [ M+2 \* n
BT (2(n+1]) (n+1) (248)

Por lo tanto, al definir la constante de normalizacion para el campo magnético Cp:

4l (2n+1)\"
s i,
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se obtiene que el campo magnético caracteristico (2.49) se escribe como:

HoaJo
=2 2.51
By 2Cp (2.51)
Finalmente, el campo magnético se escribe de la forma (2.18) como:

T 2 r\®

Boo (r) = BoCp (;) {1 e (E) } : (2.52)
donde la funcién adimensional by () es:
r 2 i G

wr=00(2) -2 (] o5

Presién pqg (7).

Usando las ecuaciones (2.24), (2.46) y (2.51) se obtiene que la dependencia de la
presion del plasma tiene la siguiente forma:

LGB/ nid o ;
pﬂ(f)_40§ﬁ[(n+2)(n+l) _(n_l_z):i! (1_(?‘/&) 2)+§(1—(7‘/0) )}:
(2.54)

donde se ha supuesto que la presién en la pared del plasma es cero, es decir, la columna
de plasma termina en r = a, lo cual implicard que la densidad de particulas también

debera ser cero en la pared del cilindro.
Se observa que la presion toma su valor maximo en r = 0, siendo éste:

(2.55)

B? 1 n+4 1
=4CH > [ - 4 —] i
P By, |n+2)(nt 1)  (nt2)? 2
Definiendo la constante de normalizacién para la presién C, y la presion magnética
caracteristica pg,, como:

1 n+d4 1177
C, = = = :
’ [(n+2)(n+1) (n+2)2+2J : (ol
igﬁL 2 257
Pom 2}.50‘_802%3 0 ( B }

se obtiene que el valor caracteristico de la presién es:

_ 4C% 1 2 72
Po = Tppmn ﬁﬂo@ Jo, (2.58)
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Finalmente, la presién se escribe de la forma (2.19):

2n+42
oo () = [(1 (/™) _ nt4d (1 ey 4 L (1—(r/a))] (2.59)

n+2)(n+1)  (n+2)°

donde la funcién adimensional F, (1) es:

( (T/ﬂ)gnn) _ n+4 _ n+2 _1_ _ 2
Py(r) = [(n+2} m+D) (n+2)2 (1 (r/a) )+ 5 (1 (r/a) ) . (2.60)

Al usar las expresiones (2.57) y (2.58) se puede obtener el cociente entre la méxi-
ma presién magnética y la del plasma a(n) (2.61) el cual depende de la eleccion del
parametro n.

2

_n_ 2 n42 n
ol Pom _ C‘,,2 _ (n-l-l) (2{n-+-1}) (2.61)
R o k|

En la Fig(2.1) se observa que a (n) se aproxima asintéticamente a 1/2 para valores
de n > 1. Lo anterior quiere decir que no importa qué tan grande sea el valor de n,
el valor maximo de la presion magnética po, nunca serd mayor que la mitad del valor
maximo de la presién del plasma. Por valores grandes de n se entiende que el perfil de
densidad de corriente es aproximadamente uniforme, es decir, la variacién a lo largo de
la. coordenada radial es muy poca excepto en las cercanias de las paredes del cilindro.

Densidad de particulas ng () = no [1 = (;’)1]

La densidad de particulas se propondra de tal manera que la ecuacién (2.37) se
satisfaga y que la funcién ug () sea acotada en el cilindro. Las dos caracteristicas que se
impondrén sobre la densidad de particulas son las siguientes: a) que en el origen tome
su valor méximo ng (0) = ng y b) que en la pared del cilindro sea cero ng (@) = 0. Esta
ultima condicion obliga a que la presién sea cero en r = a, es decir, po (a) =

Para simplificar los cdlculos, el primer tipo de dependencia que se supondra para la
densidad de particulas serd una anéloga. a la que tiene la densidad de corriente, es decir,

no (1) = no [1 - (E)‘] = No(r) = [1 - G)’] vi> 0. (2.62)

Por esta razon, de la ecuacién (2.37) se obtiene:
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040 - -
a(n)
035} ]

025 - -

Figura 2.1: Cociente de Presién Magnética entre Presién del Plasma a.

_eng? [1 ~ (i)t]
2

U (1) = —T- (2.63)
vdo " [1- 235 (5)"]
Si n < I, el méximo de ug (r) estd en r = g, siendo éste
L engd l(n+2)
voJdo m (I +2)
engc?l(n+2) (2:65)
Por lo tanto si n < [, la velocidad del flujo de equilibrio toma la forma:
2 ryl
n(i+2) [1- rﬁ(;)]
vz (1) = vo - —i. 2.66
O D 1= 5 )] 20

Por el contrario si n > [ , el méximo de uq (r) estd en r = 0, siendo éste
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u(0) = 1:%)\, (2.67)
X = :1‘1‘0"';’2‘ (2.68)

Por lo tanto si n > [, la velocidad del flujo de equilibrio toma la forma:

[1-% )]

vo: (1) = %m- (2.69)

De las ecuaciones (2.65) y (2.68) se observa que para satisfacer la condicién de
cuasineutralidad, los valores caracteristicos de la velocidad de flujo, la densidad de cor-
riente y la densidad de particulas deben ser tales que la combinacién adimensional

voJo/engc® < 1.

Densidad de particulas ng (r) = ng [1 . (92] e—(r/a)?

Para. proponer el segundo tipo de dependencia de la densidad de particulas, se pide
que la densidad de particulas siga siendo méxima en el centro del cilindro y que decrezca
a cero al acercarse a la pared del cilindro. Un tipo de dependencia para la densidad de
particulas en la cual se puede pensar, es el siguiente comportamiento Gaussiano:

w=no[i- ()] @ > m=[i- @)@ am

La razén por la que se multiplica por el binomio [1 — ( i)z} a la Gaussiana, es para
garantizar que en el borde del cilindro la densidad de particulas sea cero. Al introducir la
expresion para Np () en la expresién (2.37) y considerar el mismo tipo de dependencia
para la densidad de corriente (2.45), se encuentra el siguiente tipo de dependencia para
la velocidad:

12
engc? e (%)

2 ryn°
wJo " 1- 325 (%)
Definiendo la constante de normalizacién para la velocidad como el inverso del valor
méaximo del cociente anterior:

(2.71)

u (r) =

C;' = méx (—8_5“—-)-2:1) ; (2.72)
1~

entonces el valor del factor A toma la siguiente forma:
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- voJo
A= e———-—nocz R (2.73)
Por lo tanto la velocidad del flujo es:
F=wt ol (2.74)
oz (r) = WO, ————=> :
1-225(5)
con la funcién adimensional
(r)=C, o (2.75)
w(r)=bv———m= .
1~k ()

Temperatura T; ().

Una vez que se conocen la densidad de particulas y la presién de equilibrio, es posible
determinar el perfil de temperatura que se obtendra.

En los pérrafos anteriores se determinaron tres posibles familias de equilibrios para
los cuales corresponderd un perfil de temperatura diferente. Para obtener el perfil de
temperatura como funcién de r se utiliza la ley de los gases ideales p = nT, de esta
forma la temperatura se expresa para cada uno de los casos como:

o)
To(r) = 25 = Tilo (), (276)
con Ty la temperatura caracteristica y ©q (r) la funcién adimensional correspondiente a
la, temperatura tal que 0 < 6, (r) < 1.

El primer caso que se considerara serd aquel en el cual la densidad de particulas tiene
una dependencia analoga a la densidad de corriente (2.45) y (2.62). Este caso incluye
dos familias posibles de equilibrios, la primera de éstas es cuando n < [ y la segunda. es
cuando n > . Para ambos casos el perfil de temperatura tiene la siguiente expresion:

ot P, ST = 28 (= /") +3 1= /)
o [1- (/a)]

Definiendo la constante de normalizacion de la temperatura Cr como el inverso del
valor méximo que toma el cociente anterior, entonces la ecuacion (2.77) puede escribirse
en términos de un valor caracteristico 75 y una funcién adimensional de la siguiente
manera:

(2.77)

To (r) = To® (r), (2.78)
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donde

(1=(r/ay*+?) n n
Bpi(r) = Cp-Er2EED ~ar (1 (ﬁaz Cnailm (2.79)

1= (r/a)]

1-{r/a)h+! n+2 1

C;'_‘l — méx ((n+2)(n+l)) (n+2)’ (1 — (r/a) * ) 2 (1 - (r/a) ) 1 (2.80)

[1-(r/a)]

pCp _ po0®J3

Bo= nCr ~ 26me’ (281)

La dependencia funcional de la temperatura, (2.79) tiene un problema al ser evaluada
en r = a pues se obtiene una indeterminacién. Sin embargo, en r = a tanto la densidad
de particulas como la presién son cero, es decir, ya no hay plasma en r = a por lo cual
ya no se puede hablar de la temperatura del plasma en r = a. Es facil mostrar que para
toda n y [ se cumple la siguiente ecuacion:

lim 6 () = 0. (2.82)

r—a

El segundo caso consiste en considerar la temperatura para una densidad de particu-
las con un perfil Gaussiano. Al introducir esta densidad de particulas (2.70) en la
ecuacion (2.76) se obtiene el perfil de temperatura para este caso:

!l—(rfa)2"+ ] L-t! (1 — (r/a)'ﬁg) +1 (1 —(r/a) )

e (12)
(1= (r/a)*] e-tr/a)

Al igual que para el caso anterior, la ecuacién (2.83) se puede escribir de la forma (2.78),
donde:

To(r) = TG, (2.83)

(-¢/a)™?) a4 nt2y 1 2
. ()  (n+2)° (1 (r/a) ) +3 (1 ~(r/a) )
6 (r) = C1 [1 ) ] oG/ (2.84)
(1=(r/a)™*? ) (1 o (r/a)“*z) ( (r/a)g)
o (n4+2)(n+1) (1-:+:!)2
CT = m [1 _ (r/a] ] e_{r/a)-z ) (285}
7, — PG _ #ot®J§ (2.86)

noCr  2Crng’
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Capitulo 3

Familias de Equilibrios
Estacionarios.

3.1. Introduccion.

El objetivo del presente capitulo es ejemplificar el método descrito en el capitulo
2 y asi obtener algunos equilibrios estacionarios autoconsistentes para la configuracién
del Z-Pinch. Para generar estos equilibrios serd necesario suponer conocidas la densidad
de corriente y la de particulas pues con ellas se determinan todas las demas cantidades
de equilibrio. El tnico perfil de densidad de corriente que se usard serd el dado por la
ecuacién (2.45); sin embargo, en el capitulo 2 se propusieron dos tipos de densidades
de particulas (2.62) y (2.70) las cuales al ser combinadas con la densidad de corriente
(2.45) proporcionaran equilibrios diferentes. A los estados de equilibrio estacionario que
se obtengan se les hard un andlisis cualitativo para poder determinar si son estados de
equilibrio estacionario deseables, entendiendo por deseable que la densidad de particulas,
la presién y la temperatura tomen su valor méximo en el centro del cilindro; ademas,
el valor de estas cantidades debe decrecer rapidamente al crecer el radio del cilindro.
El pedir que la densidad de particulas y la temperatura tomen su valor maximo en el
centro obedece al siguiente razonamiento: En la regién del plasma en la cual la densidad
de particulas sea maxima el camino libre de las particulas disminuird y el niimero de
colisiones entre las particulas aumentard; de esta forma aumentara la probabilidad de
que se presenten colisiones que den como resultado reacciones de fusién. Sin embargo, no
basta con reducir el camino libre de las particulas también se debe aumentar la velocidad
con la cual las particulas choquen entre si, lo cual se logra al aumentar la temperatura
del plasma. Por otro lado, se desea que la regién del plasma en la cual la temperatura
es maxima esté lejos de las paredes del cilindro para lo cual se pide que el méximo de
temperatura y de densidad de particulas esté en el centro del cilindro. Al tener que
los valores méximos de densidad de particulas y de temperatura estén en el centro del
cilindro se consigue que la presion del plasma sea maxima también ahi. El método desar-

47
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rollado en el capitulo 2 permite forzar a que la presion y la densidad de particulas sean
méximas en el centro, pero no asi con la temperatura, por lo que habrd que determinar
en qué condiciones se logra que la temperatura sea maxima en el centro del cilindro.
Una caracteristica adicional para hablar de un equilibrio estacionario deseable es que la
velocidad de flujo sea cortante, es decir, que varie de manera considerable al crecer el
valor de (r/a).

3.2. Densidad de Corriente.

La ecuacién (2.45) proporciona la dependencia del perfil de densidad de corriente con
el cual se trabajara; la nica restriccion que ésta tiene es que n > 0, pero este pardmetro
puede ser 0 no un nimero entero.

Las cantidades de equilibrio Bog (r) ¥ po (r) no tienen una relacion directa con las
cantidades de equilibrio ng () y o, (r), s6lo dependen de la densidad de corriente Jo, (7);
por esta razén, al fijar la dependencia de la densidad de corriente Jy: (1) (2.45) las can-
tidades Bog () y po (1) quedarén determinadas y pueden estudiarse independientemente
de la densidad de particulas ng (7).

En todos los cdlculos que se hagan de ahora en adelante se supondrd que el valor
caracteristico de la densidad de corriente J; es fijo. Los valores de n que se utilizaran
seran los siguientes:

1) n=1/2
2) n=2
3) n =20

Los perfiles de densidad de corriente para estos valores de n se observan en la figura
(3.1). El primer caso n = 1/2 representa una densidad de corriente que es muy intensa
solo en las cercanias del centro del cilindro y que su valor decrece rapidamente al crecer
el valor de (r/a). Al disminuir el valor del pardmetro n, el comportamiento anterior
de la densidad de corriente se hace més evidente, es decir, para valores de n < 1, la
densidad de corriente que se genera, toma un valor que es importante {inicamente en las
cercanias del centro del cilindro, pero no asi cerca de la pared del cilindro. Este tipo de
perfiles de densidad de corriente expresa que el flujo de carga eléctrica es s6lo importante
en las cercanias del centro del cilindro. El segundo caso representa una densidad de
corriente que es intensa en las cercanias del cilindro y decrece més lentamente que el
caso anterior al crecer (r/a). El 1ltimo caso representa una densidad de corriente que
es aproximadamente constante en la mayor parte del cilindro y que en las cercanias de
la pared de éste decrece abruptamente a cero. A pesar de que el valor caracteristico de
la densidad de corriente J, es el mismo para los tres casos, el flujo de carga eléctrica
(la corriente eléctrica) no es el mismo pues éste depende del valor de n; mientras més
grande sea el valor de n mayor flujo de carga eléctrica habra y por lo tanto el campo
magnético generado serd més intenso.
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Figura 3.1: Densidad de Corriente.

Es oportuno discutir en este momento la razén de este tipo de perfiles de densidad
de corriente.

Desde el punto de vista del modelo MHD ideal el plasma es un conductor ideal, es
decir, con conductividad infinita; en este contexto se sabe que la densidad de corriente
debe fluir por la superficie del plasma. Sin embargo, los experimentos muestran perfiles
de densidad de corriente cuya forma depende de la manera en la cual se generd el
plasma; por ejemplo si el plasma se ha generado a partir de la ionizacién de una fibra
solida, la densidad de corriente tiende a concentrarse en el eje de la fibra decreciendo
rapidamente hacia el exterior de ésta; por otro lado, si el plasma es generado por un
cilindro de gas que se comprime, entonces la densidad de corriente se concentra en la
regién del borde del cilindro. Una comprensiéon més completa de los perfiles de densidad
de corriente requiere considerar el efecto de la resistividad, que en el presente trabajo
se ha supuesto despreciable con respecto a los otros términos que aparecen en la ley de
Ohm generalizada (1.80).

Una vez hechas estas aclaraciones se continuard con la ejemplificacion del método
desarrollado en el capitulo anterior.
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3.3. Campo Magnético y Presion de Plasma.

3.3.1. Campo magnético.

En la figura (3.2) se observa el comportamiento cualitativo del campo magnético para
los diferentes casos considerados. Para los tres casos se observa que el campo magnético
es cero en el centro del cilindro, crece hasta alcanzar su valor mdximo el cual toma en el
interior del cilindro y posteriormente decrece. La rapidez con la cual el campo magnético
crece depende del valor del pardmetro n, es decir, del correspondiente perfil de densidad
de corriente; también se observa que mientras mas grande sea el valor de n €l campo
magnético toma su valor maximo mas cerca de la pared del cilindro. De acuerdo con
la ecuacién (2.20), en el exterior del cilindro el comportamiento del campo magnético
serd proporcional a (1/7).

Los valores caracteristicos del campo magnético para los tres diferentes casos son
los siguientes: para n = 1/2 By ~ 0.12(p,adp), n = 2 By ~ 0.27(p.akp), n = 20
By ~ 0.46 (p0a.Jo), es decir, al crecer el valor de n el campo magnético es més intenso
lo cual es de esperarse pues al crecer el valor de n la corriente que atraviesa la seccion
transversal del cilindro es mayor y por lo tanto el campo magnético serd més intenso.

3.3.2. Presion de Plasma.

En la figura (3.3) se observa que el comportamiento cualitativo de la presién de
plasma no varia de manera importante al variar n. Dicho comportamiento para los tres
casos considerados es el siguiente: La presion toma su valor maximo en el centro del
cilindro y al crecer el valor de (r/a) decrece hasta cero en (r/a) = 1. Lo tinico que varia
entre los perfiles de presién de la figura (3.3) es la rapidez con la cual la presién decrece;
mientras mds grande sea el valor de n més lentamente decrecera el perfil de presion.

Los valores caracteristicos de la presiéon de plasma para los diferentes casos son los
siguientes: n = 1/2 pp =~ 2.3 x 1072 (ua%J32), n = 2 po =~ 1.04 x 107! (u,a?JE), n = 20
Po =~ 2.26 x 107! (u.a®JZ), es decir, al igual que para el campo magnético al crecer el
valor de n el valor caracteristico de la presion crece.

3.3.3. Presiéon Magnética

Una cantidad muy importante que sirve como diagnéstico del confinamiento magnético
del plasma, es la presién magnética pom (1) = BZ (r) /24,- El comportamiento cualita-
tivo de la presién magnética se observa en la figura (3.4); en esta figura se grafico el
producto del factor a (n) ec.(2.61) por la funcién adimensional b ec.(2.53); la razén
de haber hecho esto fue para poder comparar la presion magnética con la presion del
plasma. En la figura (3.4) se observa que el comportamiento cualitativo de la presion
magnética es analogo al del campo magnético, es decir, es cero en el centro del cilindro,
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Figura 3.2: Campo Magnético.

crece hasta tomar su valor maximo en el interior del cilindro y en el exterior del cilindro
decrece proporcional a (1/r?). Al comparar la figura (3.4) con la figura (3.3) se observa
que la presién magnética es despreciable comparada con la de plasma en las cercanias
del centro del cilindro; sin embargo al crecer (r/a) la presién magnética crece y la de
plasma decrece hasta llegar a un valor de (r/a) en el cual la presién magnética domina
a la de plasma. Las regiones a partir de las cuales esto sucede son las siguientes: n = 1/2
(r/a) ~ 0.7, n =2 (r/a) ~ 0.8 y n =20 (r/a) =~ 0.9, es decir, la regién en la cual la
presion del plasma domina es en las cercanias de la pared del cilindro. Los valores car-
acteristicos de la presién magnética y los valores del factor a son los siguientes: n = 1/2
0N Pom = 6.7 X 1072 (u6203) y o =2 0.29, n = 2 con pon, = 4.7 x 1072 (u,a®J3) y
a =~ 0.35, n = 20 con pom ~ 1.06 x 107! (u,a?J3) y & ~ 0.47, es decir, al aumentar el
valor del pardmetro n, el valor caracteristico de la presién magnética y el del factor o
crecen lo cual concuerda con la figura (2.1).

Del analisis cualitativo anterior se pueden hacer las siguientes conclusiones:

1) El campo magnético tiene el mismo comportamiento cualitativo para los tres
casos expuestos. Este comportamiento se caracteriza por que en el centro del cilindro el
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Figura 3.3: Presién del Plasma.

valor del campo magnético es cero y por que el valor del campo magnético crece hasta
alcanzar su valor méximo en un valor del radio, el cual varia dependiendo del valor de
n. Mientras mas grande sea el valor n, es decir, densidades de corriente més uniformes,
el campo magnético tomara su valor méximo més cerca de la pared del cilindro.

2) Para los perfiles de presion de plasma y presion magnética se observa lo sigu-
iente. Al generar densidades de corriente cuya intensidad es muy importante cerca del
centro del cilindro n < 1, se producen perfiles de presion del plasma que decrecen répi-
damente a cero al crecer (r/a). Para este tipo de densidades de corriente la presién
magnética domina rapidamente a la presién del plasma cuando (r/a) crece. Sin em-
bargo, los valores caracteristicos de campo magnético, presién y presion magnética son
pequeiios comparados con los que se obtienen para valores mds grandes del parametro 7.
Ademas, el valor del factor o también es pequefio comparado con valores de n grandes
Fig(2.1). Por otro lado, al generar densidades de corriente que son aproximadamente
uniformes en la mayor parte del cilindro excepto en las cercanias de la pared de éste,
n > 1, se producen perfiles de presién del plasma que caen a cero al crecer (r/a). Sin
embargo, los perfiles de presion que se generan no decrecen tan rapido como lo hacen los
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perfiles de presion para densidades de corriente cuyos valores de n son pequeiios. Para
este tipo de densidades de corriente, el perfil de presion magnética empieza a dominar
al de presiéon del plasma muy cerca de la pared del cilindro.

Una vez estudiadas las cantidades Jp (), Bog (1) y po (7), se analizardn las cantidades
de equilibrio que dependen tanto de la densidad de corriente como de la densidad de
particulas y asi se determinarén los equilibrios autoconsistentes.

3.4. Equilibrio 1: Densidad de Particulas Binomial.

Los valores de ! que se utilizardn para definir el perfil de densidad de particulas y
por ello los de temperatura y velocidad de flujo, serdn los siguientes:

1) I=1/4

2) 1=3

3) =230

El comportamiento cualitativo de estos perfiles de densidad de particulas se observa
en la figura (3.5). Para la densidad de particulas con ! = 1/4 se observa que ésta decrece
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Figura 3.5: Densidad de Particulas Binomial.

rapidamente al crecer (r/a), por lo que el plasma se encuentra concentrado en el centro
del cilindro y su presencia en el borde de éste es casi nula. En principio, este tipo de
perfiles de densidad de particulas son los que se desearian tener en el confinamiento
plasma para asi mantener alejada a la columna del plasma de la pared del cilindro. Sin
embargo, mds adelante se discutirdn las razones por las que este tipo de perfiles no son
convenientes para el estado de equilibrio estacionario. Para el caso de la densidad de
particulas con [ = 3 se observa que la densidad de particulas tiene un comportamiento
més uniforme que en el caso | = 1/4, es decir, este perfil de densidad de particulas
cae a cero mas lentamente al crecer (r/a) lo cual significa que el plasma es muy denso
en el centro del cilindro y deja de serlo en una regién no muy lejana al centro de
éste. Finalmente, el caso con [ = 30 genera un perfil de densidad de particulas que es
aproximadamente uniforme en la mayor parte del cilindro con excepcion de la region
cercana a la pared del cilindro, en la cual cae a cero abruptamente.
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3.4.1. Densidad de Particulas [ = 1/4.

En la figura (3.6) se observa el comportamiento cualitativo de los perfiles de temper-
atura para esta densidad de particulas. En ella se observa que para los tres diferentes
valores de n el perfil de temperatura no toma su valor maximo en el centro del cilindro
como es deseado, sino que al variar el valor del pardmetro n la posicion del méximo de
temperatura se aleja del centro del cilindro; este comportamiento del perfil de temper-
atura se hace més notorio al disminuir el valor del parametro ! y aumentar el de n obte-
niendo como resultado, que el maximo de temperatura se acerca a la pared del cilindro.
Los valores caracteristicos para estos perfiles de temperatura son Ty &~ 1.24 (u,a*J¢ /no)
para n = 1/2, Ty ~ 1.62 (.a2J2/no) para n =2y Ty ~ 2.73 (1,02 JZ /no) para n = 20.
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Figura 3.6: Perflles de Temperatura para [ = 1/4.

Por otro lado, en la figura (3.7) se observa que al combinar este valor de [ con
los diferentes valores de n estudiados anteriormente, se generan perfiles de velocidad de
flujo cortantes, es decir, que tienen una variacién importante entre sus valores méximo y
minimo; ademads, todos los perfiles de velocidad para este perfil de densidad de particulas
toman su valor méximo en el centro del cilindro.
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Figura 3.7: Perflles de Velocidad de Flujo para [ = 1/4.

3.4.2. Densidad de Particulas [ = 3.

En la figura (3.8), se observa que los perfiles de temperatura que se obtienen al
combinar este valor de [ con los diferentes valores de n propuestos, si generan un perfil
de temperatura cuyo méximo estd en el centro del cilindro lo cual, como se explicé en
la introduccién, se desea obtener; de esta forma la regién mas caliente del plasma se
mantiene alejada de las paredes del cilindro independientemente del valor que tome el
parametro n. De estos perfiles de temperatura, resultan interesantes los dos primeros
n = 1/2 y n = 2 en los cuales el perfil de temperatura decrece rapidamente a cero al
crecer el cociente (r/a). Sin embargo, €l perfil de temperatura para n = 20 no decrece
tan répido y cerca de la pared del cilindro el perfil tiene una temperatura comparable
con la temperatura maxima que se obtiene en el centro. Para estos perfiles de temper-
atura el valor caracteristico es Ty & 0.5 (u.a2J2/ng) el cual es menor que los valores
caracteristicos de la temperatura para el perfil de densidad de particulas [ = 1/4.

La figura (3.9) muestra los perfiles de velocidad de flujo generados para esta densidad
de particulas los cuales representan flujos cortantes. Para los dos tltimos casos n = 2
y n = 20 la variacion del perfil es muy pequena comparada con la que tiene el primer
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Figura 3.8: Perfiles de Temperatura para [ = 3.

caso n = 1/2 cuya variacién es mayor.

De los comentarios hechos para los perfiles de temperatura y de velocidad de flujo
se observa que el equilibrio generado por una densidad de corriente y una densidad de
particulas con n = 1/2 y | = 3 respectivamente, es un equilibrio deseable pues sus
perfiles de densidad de particulas, presién y temperatura toman sus valores méximos
en el centro del cilindro y decrecen rapidamente. Ademss, el perfil de velocidad es un
perfil cortante que varia mucho entre su valor minimo (en centro del cilindro) y su valor
méximo (en la pared del mismo).

3.4.3. Densidad de Particulas [ = 30.

En la figura (3.10) se observan los perfiles de temperatura que se obtienen al com-
binar este valor de I con los diferentes valores de n propuestos anteriormente; estos
perfiles de temperatura tienen un comportamiento deseado pues, para los tres casos,
el valor méximo es en el centro y los perfiles de temperatura decrecen rdpidamente
a cero al crecer (r/a). El valor caracteristico para los tres perfiles de temperatura es
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To ~ 0.5 (p.a®J¢ /no).

La figura (3.11) muestra los perfiles de velocidad de flujo generados para esta den-
sidad de particulas los cuales representan flujos cortantes. Para los dos primeros casos
n = 1/2 y n = 2 la variacién del perfil es muy importante; sin embargo el perfil de
velocidad con n = 20 précticamente se tiene un flujo uniforme.

De los comentarios hechos para los perfiles de temperatura y de velocidad de flujo se
observa que los equilibrios generados por una densidad de corriente y una densidad de
particulas con n = 1/2,2 y | = 30 respectivamente, son equilibrios deseables pues sus
perfiles de densidad de particulas, presién y temperatura toman sus valores maximos
en el centro del cilindro y decrecen rdpidamente. Ademads, el perfil de velocidad es un
perfil cortante que varia mucho entre su valor minimo (en centro del cilindro) y su valor
méximo (en la pared del mismo).

De este anilisis cualitativo se pueden hacer las siguientes conclusiones para este tipo
de equilibrio.

1) Las densidades de particulas cuyos perfiles tomen un valor muy importante
en el centro del cilindro | < 1, es decir, plasmas muy densos en las cercanias del centro
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Figura 3.10: Perfiles de Temperatura para ! = 30.

del cilindro, y poco densos en el resto del mismo, generan perfiles de temperatura que
no toman su valor méximo en el centro del cilindro, sino que lo hacen cerca de la pared
del cilindro, lo cual no es deseado. Ademads, mientras mas répido decrezca la densidad
de particulas al crecer (r/a) més cerca de la pared del cilindro estard el méximo de
temperatura. Por lo tanto, los perfiles de densidad de particulas no deben ser de esta
forma.

2) Un equilibrio estacionario deseable se obtiene al generar una densidad de cor-
riente cuyo perfil tenga un valor muy importante sélo en el centro del cilindro (n < 1)
y €l perfil de densidad de particulas sea uniforme en una region cercana al centro del
cilindro, pero que en las cercanias de la pared del cilindro decrezca rapidamente a cero

(I>1).

3.5. Equilibrio 2: Densidad de Particulas Gaussiana.

Para este equilibrio la densidad de particulas se muestra en la figura (3.12). En este
equilibrio la temperatura y la velocidad de flujo sélo dependen de la eleccién del valor
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Figura 3.11: Perfiles de Velocidad de Flujo para | = 30.

de n.

En la figura (3.13) se muestran los perfiles de temperatura para las diferentes combi-
naciones de n. Para el primer caso n = 1/2 el perfil de temperatura no decrece tan
rdpido como lo hacen algunos de los perfiles de temperatura del equilibrio 1, pero
si cumple con la condicién de tomar su valor médximo en el centro del cilindro sien-
do éste Tp = 0.5 (1,a®J¢ /no). Para el segundo caso n = 2 el perfil de temperatura toma
su valor maximo Ty ~ 0.5 (4,a®J¢/no) en el centro del cilindro; sin embargo el valor de
la temperatura no decrece tan rdpido como para el caso n = 1/2. Para el 1iltimo caso
n = 20 el perfil de temperatura toma su valor méximo T = 0.77 (1,02 JZ /no) cerca de la
pared del cilindro lo que no es deseable pues la parte més caliente del plasma est4 cerca
de la pared del cilindro. Este corrimiento de la posicién del maximo de temperatura
para este tipo de densidad de particulas, comienza a notarse para valores de . > 4. Lo
anterior quiere decir que si se combina una densidad de particulas de este tipo junto
con una densidad de corriente que sea uniforme en las cercanias del cilindro, entonces el
perfil de temperatura no tendra su valor méaximo en el centro del cilindro y se acercard a
la pared del cilindro mientras mas uniforme sea la densidad de corriente.
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Figura 3.12: Densidad de Particulas Gaussiana.

En la figura (3.14) se muestran los diferentes perfiles de velocidades de flujo que son
autoconsistentes con las densidades de corriente propuestas y esta densidad de particu-
las. Para el primer caso n = 1/2 el perfil de velocidad de flujo tiene una variacién
importante, es decir, esta combinaciéon de densidad de corriente con la densidad de
particulas Gaussiana, genera velocidades de flujo cortantes. En este caso el perfil de
velocidad toma su méximo en las cercanias de la pared del cilindro. Para el segundo
caso n = 2 el perfil de velocidad de flujo toma su valor maximo en el centro del cilindro,
pero su variacién es menor comparada con la variacién que tienen los casos n=1/2 y
n = 20 cuyas variaciones son mas notorias. Finalmente el caso n = 20 representa un
perfil de velocidad cuya variacién es mds importante que los dos casos anteriores. Sin
embargo, el perfil de temperatura asociado en este caso, representa un perfil no deseado
por lo tanto este caso no es de interés.

Del anélisis cualitativo anterior se pueden hacer las siguientes conclusiones.

1) Si el equilibrio estacionario esté constituido por una densidad de particulas del
tipo Gaussiana, entonces el perfil de temperatura tendra dos comportamientos diferentes
dependiendo del valor del pardmetro n. El primero de ellos es para valores de n < 4
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Figura 3.13: Perfiles de Temperatura para una Densidad de Particulas Gaussiana.

para los cuales el perfil de temperatura toma su valor méaximo en el centro del cilindro y
decrece al acercarse a las paredes del cilindro. Sin embargo, el decremento del perfil no es
tan rdpido como lo era para el equilibrio 1. Los valores de n para los cuales temperatura
decrece suficientemente rapido son n < 1, pues para valores 1 < n < 4 el perfil decrece
muy lentamente. El segundo comportamiento del perfil de temperatura es para valores
de n 2 4, para los cuales el perfil de temperatura es no deseado pues el méximo de la
temperatura no estd en el centro del cilindro sino que se acerca hacia las paredes del
cilindro. El valor n & 4 es el valor aproximado del umbral del perfil de temperatura;
este valor separa los perfiles de temperatura que son deseados de los no deseados.

2) El perfil de velocidad de flujo tiene una variacién importante para este tipo
de densidades de particulas, pero deben elegirse densidades de corriente que generen un
flujo cortante, pero también que generen un perfil de temperatura que tome su valor
méximo en el centro del cilindro y decrezca rapidamente al crecer (r/a).

Resulta dificil comparar los resultados aqui expuestos pues son pocos los trabajos
de investigacion en estabilidad que aclaran que equilibrio estdn estudiando. Uno de
estos trabajos que aclara los equilibrios que estudia es el trabajo de T. D. Arber [9].
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Figura 3.14: Perfiles de Velocidad de Flujo para una Densidad de Particulas Gaus-
siana.

Ademas, los articulos de investigacion no discuten las desviaciones de la neutralidad que
se presentan en un equilibrio estacionario, discusién fundamental en el presente trabajo.
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Capitulo 4
Estabilidad MHD del Z-Pinch.

4.1. Introduccién

El estudio de la estabilidad MHD pretende determinar qué tipo de equilibrios son es-
tables bajo perturbaciones arbitrariamente pequeiias. Dicho estudio se realiza mediante
las ecuaciones MHD linealizadas (seccién 4.2).

Al aplicar una pequeifia perturbacién sobre el estado de equilibrio del plasma, éste
tenderd a regresar o alejarse de su estado de equilibrio original [10]. Estas dos posi-
bilidades se denominan estado de equilibrio estable e inestable respectivamente. Estos
equilibrios dependen del tipo de geometria magnética que se utilice en el confinamiento.
La estabilidad MHD es crucial debido a que el confinamiento magnético de los plasmas
se destruye como consecuencia de las inestabilidades; por esta razén hay un consenso
en la comunidad internacional de plasmas en que la estabilidad MHD es indispensable
para el funcionamiento de un reactor de fusién nuclear.

La motivacién para estudiar la estabilidad de equilibrios MHD con flujos se debe a
que experimentalmente se ha encontrado que la presencia de un flujo axial en un Z-Pinch
ayuda a suprimir las inestabilidades que se presentan al no haber flujo. El comprender
este tipo de efectos significaria avances en el desarrollo de reactores de fusién, pues uno
de los problemas que estos tienen es que el confinamiento magnético que se hace del
plasma es destruido por la presencia de inestabilidades.

El objetivo de este capitulo no es resolver, sino plantear el problema de la esta-
bilidad de un equilibrio MHD para un Z-Pinch con un flujo axial de equilibrio. Este
planteamiento no se hace en los libros de texto debido a la complejidad de las ecua-
ciones. Los primeros intentos por tratar este problema tienen sus origenes en el articulo
de E. Frieman y M. Rotenberg [11]. Ademés, se presentardn brevemente algunos resul-
tados tedricos y experimentales que se han presentado en los trabajos de investigacién
sobre el tema.

65



66 CAPITULO 4. ESTABILIDAD MHD DEL Z-PINCH.

4.2. Linealizacién de las Ecuaciones MHD.

El estudio de la estabilidad del plasma puede hacerse mediante el modelo MHD
siempre y cuando se cumplan las condiciones descritas en el capitulo 1; de lo contrario
la estabilidad del plasma debera estudiarse con el modelo de los dos fluidos también
descrito en el capitulo 1.

Si se desea estudiar la estabilidad del plasma mediante el modelo MHD (1.93)-(1.98)
debe notarse que este modelo es de inicio no lineal. Desafortunadamente los problemas
que involucran ecuaciones diferenciales no lineales son muy complicados de resolver de
manera exacta; por esta razon, los problemas no lineales se tratan de resolver mediante
métodos aproximados como lo son los numéricos. Sin embargo, los métodos numéricos
que se utilizan para resolver ecuaciones diferenciales parciales no lineales son muy com-
plicados. Una primera aproximacion que se utiliza para el estudio de la estabilidad del
plasma consiste en linealizar las ecuaciones del modelo MHD; este estudio es conocido
como el estudio de la estabilidad lineal del plasma.

Para linealizar las ecuaciones MHD se hacen las siguientes suposiciones:

i) Fuera del equilibrio MHD, todas las cantidades del plasma pueden expresarse
como la suma de la correspondiente cantidad de equilibrio v (r) (dependiente sélo de
la posicion) més una pequefia perturbacién v, (r,t) (dependiente de la posicién y del
tiempo). Al decir que la perturbacién es pequeiia, se estd pensando que su magnitud lo
es comparada con la cantidad caracteristica del equilibrio.

ii) Los términos de las cantidades perturbadas que sean de segundo u orden superior,
se desprecian con respecto a los términos de primer orden y de orden cero.

Usando las suposiciones anteriores, las cantidades del plasma fuera del equilibrio
pueden escribirse de la siguiente forma:

v(rt) = vo(r)+vi(ri), (4.1)
p(r,t) = po(r)+p(r,i), (4.2)
p(r,t) = po(r)+pi(r,0), (4.3)
E(r,t) = Eo(r) + E (r,t), (4.4)
B(r,t) = Bo(r)+B(ri), (4.5)
Pe(r,t) = poc(r) + pic(r,t) (4.6)
J(r,t) = Jo(r)+J1(r,t). (4.7)

Al sustituir las cantidades anteriores en las ecuaciones del modelo MHD (1.93)-(1.98),
se obtiene un sistema de ecuaciones que se puede simplificar al utilizar las ecuaciones
de equilibrio (2.1)-(2.8) y despreciar los términos de segundo orden correspondientes
a las perturbaciones. Este sistema de ecuaciones se conoce como las ecuaciones MHD
linealizadas y es el siguiente:
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%—I—VI-vpo+91V'Vu+V0‘Vpl+pﬂv'vl =0 (4.8)
gapTl+V1-VP0+’IP1V-V|]+V0'VP1+’Tp[)v'v‘.[ = 0} (49)
vy
Po |5 + (Vvo-V)vi++(vi-V)vo| +p1(vo-V)ve=
B,-B 1
=-V (pl + ——) + - [(Bo- V) By + (By - V) Bdl, (4.10)
% = Vx (voxBi)+V x (vi x By), (4.11)
3 = —VxB, (4.12)
Ho

E; = —[(vo xBy)+ (v1 x By)] (4.13)
VB = %, (4.14)

Para conocer el comportamiento del plasma fuera del equilibrio se debe resolver este
sistema de ecuaciones, es decir, determinar las cantidades perturbadas vi, p1, p1 y B
con las cuales se pueden determinar J, y E,. Las cantidades vo, po, po, Bo, Eo ¥y Jo
representan las cantidades del equilibrio al cual se le estudiard la estabilidad; por esta
razon estas cantidades de equilibrio deben determinarse previamente.

4.2.1. Ecuaciones MHD linealizadas para un Z-Pinch.

A continuacién se presentardn las ecuaciones linealizadas para la configuracién del
Z-Pinch para lo cual es necesario expresar las ecuaciones (4.8)-(4.14) en coordenadas
cilindricas; ademds, se considerard que las cantidades de equilibrio vo, go, po ¥ Bo son
conocidas y cumplen con las caracteristicas descritas en el capitulo 2.

El tipo de equilibrio y la geometria que se esta considerando simplifican las ecuaciones
MHD linealizadas, siendo la expresién final de éstas la siguiente:

9p 9po 9p _
Bt + vy ar + vp; %2 +pV-v; = 0, (4.15)
%+vlr3_m+mz% _+_—rpov.v] = 0. (416)

ot or 0z
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Jgﬂ(a;;, mzag;,) - (p] 2 Bofw) +
L),
)

2 —(u] L E(vlrsw)), (4.21)

i _ 12wy + 220 B (422

donde se ha sustituido la expresién del campo eléctrico en la ecuacion (4.11)

E (r,t) = (Bost1z + v0.B16) € — vo. B1,€9 — Bosv11€:;

ademss, la divergencia del campo eléctrico debe satisfacer la ecuacién (4.14) la cual
proporciona la desviacion de la neutralidad local del plasma; esta desviacién de la neu-
tralidad proporciona una relacién entre el campo magnético la velocidad y la densidad
de carga eléctrica:

19 . 9B, B e
~ 57 [ (Bosvz + vo: Buo)] — . 02— B = 2_10_

Las expresiones (4.15)-(4.22) son las ecuaciones que se deben resolver para deter-
minar la estabilidad del equilibrio de un Z-pinch; estas ecuaciones forman un conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales acopladas con ocho ecuaciones y ocho incégnitas,
es decir, matemédticamente el problema es cerrado; la ecuacién (4.23) proporciona la
desviacién de la neutralidad local. Este tipo de problemas son dificiles de resolver, aun
numéricamente; sin embargo antes de enfrentarse al complicado problema de resolver
numéricamente las ecuaciones (4.15)-(4.22), se debe especificar a qué equilibrio se le
estudiar4 la estabilidad. Es en este momento en el cual destaca la importancia de tener
un método para determinar los equilibrios estacionarios autoconsistentes. En el capitulo
2 se discuti6 el método para determinar equilibrios estacionarios que fueran autocon-
sistentes con la neutralidad global del plasma; este tipo de equilibrios autoconsistentes

(4.23)
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imponen una condicién en la frontera para la velocidad del plasma (2.32). Sin embar-
go, en ese mismo capitulo se desarrollé un modelo para generar estados de equilibrios
estacionarios autoconsistentes que tienen una pequeiia desviacion la neutralidad global
del plasma. Este tipo de equilibrios estacionarios son candidatos para un andlisis de
estabilidad lineal.

Como se menciond en el capitulo 2, los articulos de investigacién que abordan el
tema de la estabilizacién del Z-Pinch, suponen que la velocidad de flujo de equilibrio es
arbitraria; ademés, en ellos no se discute la desviacién de la neutralidad local y global
que se genera al introducir un flujo de equilibrio axial. No obstante, se demostré que
la densidad de carga y la velocidad de plasma estédn relacionadas mediante la ecuacién
(2.14) la cual restringe la dependencia de la velocidad de equilibrio estacionario.

Una vez que se tiene bien determinado el equilibrio, el siguiente problema es resolver
el problema de la estabilidad lineal, es decir, resolver las ecuaciones (4.15)-(4.22). Para
resolver este tipo de problemas deben utilizarse métodos numeéricos los cuales pueden
ser muy complicados debido a que se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales. Una complicacion que se presenta al tratar de resolver las ecuaciones (4.15)-
(4.22) es que el método numérico elegido debe ser un método estable en el contexto del
célculo numérico.

Una forma de obtener informacién acerca de la estabilidad de la configuracién del
Z-Pinch sin la necesidad de resolver de manera completa el sistema de ecuaciones, es
utilizando la geometria del problema. Este método se utiliza desde los primeros trabajos
realizados en el estudio de la estabilidad de un plasma con esta geometria [4] no sélo en
el estudio de plasmas de fusién nuclear, sino también en los estudios de plasmas inter-
estelares. Este método tiene dos esquemas de trabajo, que son el método de eigenvalores
y el principio de energia, los cuales se describen a continuacién.

El método de los eigenvalores, considera que cada una de las cantidades perturbadas
v (r,t) de las ecuaciones (4.15)-(4.22) pueden escribirse de la siguiente forma [12]:

v (r,t) = vy (r) exp [i (M8 + kz) + wi], (4.24)

donde k es el niimero de onda real, m es un nimero entero (positivo o negativo) y w es
el eigenvalor por determinar. La perturbacién general consistird de una suma sobre m y
una integral sobre k de términos de la forma, (4.24), pero al linealizar las ecuaciones cada
modo puede tratarse independientemente. Pueden obtenerse expresiones para todas las
cantidades perturbadas en términos de las cantidades de equilibrio y las constantes k y
m que hasta el momento son arbitrarias. Al aplicar las condiciones de frontera (seccién
1.4) a estas relaciones, se obtienen la relacién de dispersién entre k, m y la razén de
crecimiento w. Modos inestables corresponden a valores de k y m para los cuales la
relacion de dispersién tiene una raiz w, con parte real positiva, es decir, la perturbacién
crece indefinidamente en el tiempo. En resumen el método de los eigenvalores consiste
en determinar las partes real e imaginaria del eigenvalor w.

Al aplicar la suposicion (4.24) en las ecuaciones (4.15)-(4.23), se obtiene un sistema
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de ecuaciones simplificadas en el cual sélo aparecen derivadas totales con respecto a la
variable radial r:

1d : .
(w + thvo,) pr + v:rd—p‘] + po ( 7 (ror) + E?Uw + zkvu) =0 (4.25)

dr r
. d; 1d m ;
(w + tkvo.) p1 + vl.-d—l:.o + +vpo (;d_r (roy,) + 2‘;1}19 + zkvl,) =0 (4.26)
" - d BﬂaB]g Bne .m Bl&
pg(w+tkvm]v1,——dr (p1+ 7 )+ i ( rBI'_2 = ) (4.27)

: ’ By B It By, d
po (w + ikvg;) v1e = _3? (pl + %) + i ( ?BMBW + Tl:ir; (er}) (4.28)

. dvg; . Bog B .mB
po (w + tkvg;) v1z + Pbd%vlr = —tk (91 + ® !ﬂ) + 1?f812 (4-29}
: .m
(w + kvo.) Bir = i—=Boovi- (4.30)
. . d
(w + tkvo;) Big = — (thoavh + E {lher}) (4.31)
1d .m .m
wBy, = —— (rv. B1y) + i—vg. Big + t— Bogv. (4.32)
rdr T r
1d . (m c
;a‘,; [f‘ (Bmw, + ‘Uo;B]a)] =g (?ngBl,- + kBm‘Ulr) = EEI: (433)

El método del principio de energia depende de una formulacién variacional de las
ecuaciones de movimiento. Su ventaja con respecto al método de los eigenvalores es
que no requiere determinar los valores de los eigenvalores, sino que necesita determinar
si hay una perturbacién que disminuya la energia potencial de su valor de equilibrio.
Sin embargo, esta técnica tiene problemas, pues para el caso del equilibrio sin flujo el
principio de energia puede formularse, pero para equilibrios con un flujo la formulacién
de un principio de energia no es posible lo cual limita la técnica a equilibrios sin flujo.

En los articulos de investigacién se trabaja el problema linealizado (4.25)-(4.32) de
dos maneras diferentes. La primera y la més usada, es con el uso de los desplazamientos
lagrangianos £ (r,t), en vez de las componentes de la velocidad perturbada v, (r,t). La
relacion entre la velocidad y los desplazamientos lagrangianos es 8¢ (r,t) /0t = vy (r,t).
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La razén por la que se trabaja con los desplazamientos lagrangianos es que la formulacién
variacional de la cual depende el principio de energia hace uso de ellos [13]. La segunda
manera. es sin hacer uso de los desplazamientos lagrangianos y trabajar con las tres
componentes de la velocidad v (r,t) [14].

El presente capitulo no pretende resolver de el problema de la estabilidad del Z-
Pinch, sino sélo plantear el problema en los dos niveles tanto al nivel de las ecuaciones
diferenciales parciales (4.15)-(4.22) como al nivel del método de los eigenvalores (4.25)-
(4.32), pero utilizando como variables a las componentes de la velocidad. Por 1ltimo,
se propone como un trabajo a futuro, el estudio de la estabilidad de los equilibrios

encontrados en el capitulo 3.

4.3. Evidencia de Estabilizacion en el Z-Pinch.

La configuracion del Z-Pinch ha sido estudiada desde los origenes de la buisqueda de
la fusion nuclear mediante el confinamiento magnético de un plasma. No obstante, el es-
tudio de esta configuracion fue abandonado durante un largo periodo de tiempo, debido
a que presentaba importantes inestabilidades MHD las cuales han sido encontradas tanto
tedrica como experimentalmente. Experimentalmente se han generado configuraciones
del Z-pinch, las cuales tienen flujos de plasma inherentes que exhiben confinamientos
estables. Una configuracion del Z-pinch de alta densidad y estable, tendria profundas
implicaciones para. el desarrollo de reactores de fusién nuclear pues una de las compli-
caciones que estos tienen es la presencia de inestabilidades.

El papel del flujo del plasma en las inestabilidades MHD de un Z-Pinch ha sido
estudiado tedricamente por [15] y [9] usando anlisis lineal. Ambos estudios tienen como
resultado fundamental que la presencia de un flujo axial cortante puede estabilizar una
configuracion del Z-Pinch; sin embargo, estos dos estudios difieren en la magnitud del
flujo necesario para la estabilizacion.

El anslisis lineal de [9] se aplica a tres diferentes equilibrios,

1) Densidad de corriente de piel del Z-Pinch en el cual todo el flujo de corriente se
encuentra en la superficie del plasma y por lo tanto el campo magnético en el interior
del plasma es cero.

2) Equilibrio con una densidad de corriente uniforme, por lo que el perfil de campo
magnético es proporcional a r y el de presion es parabélico po (1) = py (I -p (r/a)2)
donde 3 es un pardmetro usado para variar el valor de la presion en la frontera del
plasma. y po es la presion en el eje.

3) Equilibrio de Bennett €l cual tiene los siguientes perfiles de campo magnético y
de presién:

2r B,

I+ G/ —

B (r) =
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(b)

Figura 4.1: Contornos de presién en un Z-Pinch para una simulacién no lineal. a)
Equilibrio sin flujo axial. b) Equilibrio con flujo axial.

Po
O = e e
donde r*, es el radio en el cual el campo magnético toma su valor maximo B,.

Los perfiles de velocidad que se utilizan en este [9] trabajo son los que se expresaron
en la seccién 2.3 del capitulo 2. Por otro lado, el trabajo de [15] no especifica que tipos
de equilibrios esta utilizando para su analisis.

Otra manera de estudiar los efectos estabilizadores de un flujo axial en el Z-Pinch, es a
través de simulaciones numéricas no lineales. Los resultados no lineales se presentan en la
figura (4.1) [16]. Estos resultados son generados usando Mach2, un cédigo MHD resistivo
dependiente del tiempo. El equilibrio estacionario inicial consta de un flujo axial cortante
y una perturbacion de la densidad la cual es axialmente periédica del uno porciento;
ademads, se considera que no hay corriente en r = a. La figura muestra los contornos de
presién para el caso a) sin flujo y b) con flujo v.(r =0) =0 y v.(r = a) = 0.2kaV, al
mismo tiempo de simulacién. La figura 1a) muestra una inestabilidad bien desarrollada
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en un Z-Pinch estdtico. La figura 1b) muestra una inestabilidad sustancialmente menor
en un Z-Pinch con un flujo axial cortante.

Uno de los aparatos utilizados para investigar los efectos que el flujo axial de plasma
tiene en la estabilizaciéon de un Z-Pinch es el ZaP en la Universidad de Washington
[17]; este experimento ha generado un Z-Pinch con flujo axial cortante en la direccién
radial. El flujo axial cortante que se mide en este aparato puede compararse con el
umbral predicho por el andlisis lineal. El campo magnético caracteristico generado en
este aparato es By = 1.8T", la densidad de niimero de electrones es ng = 9.0x 10¥cm =2 =
9.0 x 10%m3, la velocidad de Alfvén es V4 = 1.3 x 10°m/s y la estimacién de la
temperatura total es Tp = T, + T; = 150eV . Las fluctuaciones magnéticas que se
presentan en este aparato son pequeiias cuando el flujo de plasma cortante estd presente,
pero son grandes cuando el flujo de plasma cortante es pequefio o no estd. La evidencia
experimental es consistente con el modelo MHD, en el sentido de que el Z-Pinch puede
estabilizarse con un flujo de plasma axial suficientemente cortante.
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Capitulo 5

Conclusiones.

Del trabajo aqui expuesto se pueden obtener las siguientes conclusiones:

1) El estudio del equilibrio Magnetohidrodinamico de un plasma cilindrico con flujo
axial (Z-Pinch) indica que para que pueda haber balance de presiones, es necesario que
existan desviaciones de la neutralidad local, las cuales se presentan como resultado de
la presencia de un flujo axial.

2) En un plasma con geometria cilindrica, la presencia de un flujo de equilibrio axial
genera dos tipos de desviaciones en la neutralidad local del plasma: La primera de ellas
mantiene la neutralidad global del plasma. Para que estas desviaciones de la neutralidad
se presenten la velocidad del plasma debe ser cero en la pared del cilindro. Si la velocidad
del plasma no es cero en la pared del cilindro se genera el segundo tipo de desviaciones
de la neutralidad local del plasma; este tipo de desviaciones tiene como consecuencia
que el plasma no conserve la neutralidad global, lo cual es vélido si los pardmetros
caracteristicos del plasma cumplen la siguiente condicién [(veJp) / (enoc?)| < 1.

3) Al considerar un plasma cilindrico con un flujo de equilibrio axial cuyo factor de
desviacién de la neutralidad A (r) es constante, se estd trabajando con un plasma que
globalmente no es neutro; sin embargo, esta desviacion de la neutralidad es suficiente-
mente pequena si los valores caracteristicos del plasma son los adecuados, lo cual puede
cumplirse en plasmas de laboratorio. Al suponer que el factor de cuasineutralidad es
constante se pueden generar familias de equilibrio estacionario autoconsistentes a los
cuales se les puede analizar de manera cualitativa. El analisis cualitativo de los esta-
dos de equilibrio estacionario autoconsistente que en el presente trabajo se generaron
permitié determinar las caracteristicas necesarias para tener un equilibrio estacionario
deseable obteniendo las siguientes conclusiones:

a) Para generar perfiles de velocidad cortantes (que varien a lo largo del radio del
cilindro), deben considerarse perfiles de densidad de corriente que sean intensos en el
centro del cilindro y que decrezcan rdapidamente al acercarse a la pared del cilindro;
ademas, la densidad de particulas debe ser aproximadamente uniforme en las cercanias
del centro del cilindro.
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b) Los perfiles de presién del plasma toman su valor méximo en el centro del cilindro
y decrecen répidamente si la densidad de corriente es intensa en el centro del cilindro y
decrece rapidamente al acercarse a la pared del cilindro.

c) Para generar perfiles de temperatura que sean deseados, la densidad de corriente
debe ser intensa en el centro del cilindro y decrecer rapidamente al acercarse a la pared;
por el contrario la densidad de particulas debe ser uniforme en el centro del cilindro y
posteriormente decrecer lentamente al acercarse a la pared del cilindro.

Los resultados anteriores se obtuvieron de estudiar el estado de equilibrio estacionario
de un plasma cilindrico en el contexto del modelo Magnetohidrodindamico ideal, es decir,
sin considerar los efectos de disipacién; ademds, no se consideraron los términos Hall
y gradiente de presion de electrones pues se consideré que la longitud caracteristica
del plasma es mucho mayor que el radio de giro de las particulas. Estas observaciones
son importantes pues al considerar estos efectos la desviacion de la neutralidad local
sera modificada y por lo tanto los resultados aqui expuestos seran también modificados.

Como futuros trabajos a éste pueden mencionarse los siguientes:

i) Estudio del equilibrio estacionario de un plasma cilindrico considerando los térmi-
nos de disipacion, de presion de electrones o el efecto Hall en la ley de Ohm.

ii) Andlisis de estabilidad de los equilibrios estacionarios aqui expuestos.
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