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Introduccion

En los cursos elementales de probabilidad se estudia la funcién de distribucion
correspondiente a variables y vectores aleatorios. Un resultado importante
que involucra estas funciones es el siguiente:

Teorema 1. Dado un vector aleatorio (X,Y) con funcion de distribucion
conjunta F' y marginales Fx y Fy respectivamente

F(z,y) = Fx(z)Fy(y)  V(z.y)
st y solo st las variables X y Y son independientes.

Esto nos lleva a preguntarnos ;jqué relacion existe entre la funcién de
distribucién conjunta de un vector aleatorio y sus funciones de distribucién
marginales?

Para responder a esta interrogante es 1itil el concepto de copula.

Definicién. Una funcién C*: [0,1] x [0,1] — [0,1] es una cdpula si
1. Para cada (u,v) € [0,1] x [0, 1] si min(u,v) = 0, entonces C*(u,v) = 0.
2. Para todo par de puntos (uy,v), (uz,v2) € [0,1] x [0,1]
C*(u1,v1) + C*(ug, v2) — C*(u1,v2) — C*(uz,v1) > 0

8. Para todo u € [0,1] x [0,1]
C*(1,v) =v C*(u,1) =u

Alternativamente, podemos definir una copula como sigue

Definicién. Una funcién C*: [0,1] x [0,1] — [0,1] es una cépula si es una
funcidn de distribucién correspondiente a un vector aleatorio (U, V) donde

U~U@0,1) yV ~U(0,1).
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El principal resultado referente a la relacién entre la funcién de dis-
tribucion conjunta y sus distribuciones marginales es el Teorema de Sklar. En
¢l se afirma que toda funcién de distribucién multivariada es la composicién
de una cépula con las funciones marginales de distribucion. En su versién de
dos variables el teorema es el siguiente.

Teorema (Teorema de Sklar, (1959)). Sea Fxy una funcién de distribucion
bivariada con marginales Fx y Fy. Entonces erxiste una cépula tal que

F(z,y) = C(Fx(z), Fy(y)) Vaz,yeR (1)

Ademds, si Fx y Fy son continuas, entonces C es inica. De otro modo,
queda unicamente determinada sobre RanFy x RankFy.

Por ejemplo, para el caso en que el vector (X,Y) es de variables inde-
pendientes, la cépula para la distribucién conjunta es II(u,v) = uv como lo
muestra el Teorema 1.1. La factorizacién de la distribucion conjunta que de-
muestra el Teorema de Sklar sugiere que las cépulas guardan cierta relacién
con la dependencia de las entradas de un vector aleatorio. De hecho nos
ayuda a caracterizar los aspectos de la dependencia que no se relacionen con
las distribuciones marginales.

Por ejemplo, la relacién Y = f(X) queda resumida en la cépula de la
distribucién del vector (X,Y) cuando f es monétona. Hay otros resultados
que revelan la relacién de la copula de un vector aleatorio y ciertos aspectos de
la dependencia entre sus entradas. Por ejemplo, dos medidas de concordancia
muy usuales, la 7 de Kendall y la p de Spearman son funcién exclusivamente
de la cépula. No obstante, no todos los coeficientes de dependencia tienen
esta propiedad. Tal es el caso del coeficiente de correlacién que depende de
las distribuciones marginales.

Existen varios métodos para construir cépulas. Podemos usar el Teorema
de Sklar y dar una cépula a partir de una funcién de distribucién multivari-
ada. Otra alternativa es el siguiente teorema.

Teorema. Sea ¢: [0,1] — [0,00] una funcidn continua, estrictamente decre-
ciente tal que ¢(1) = 0. Entonces la funcién C: [0,1] x [0,1] — [0,1] definida
por

Cl(u,v) = ¢! (¢{u) + ¢(v))

es una copula st y sélo si ¢ es conveza.
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Las copulas construidas mediante este procedimiento se llaman cépulas
Arquimedianas y ¢ se llama generador de la cépula C. Una propiedad evi-
dente de esta familia de cépulas es que son simétricas, es decir C(u,v) =
C(v,u) para todo (u,v) € [0,1] x [0,1]. Otra propiedad menos evidente es
que son asociativas, es decir

C(u,C(v,w)) = C(C(u,v),w)  Vu,v,w € [0,1]

El Teorema de Ling nos asegura que estas dos condiciones son suficientes
para que una copula sea Arquimediana.

Hay otras propiedades que caracterizan a una cépula Arquimediana. Una
muy importante es la siguiente

Proposicién. Dado un vector aleatorio (U, V') con distribucion C, donde C
es una copula Arquimediana con generador ¢, la funcion

Kc(t) =P(C(U,V) <)

caracteriza a ¢ mediante la ecuacion

o= ([ )

siempre que K(t~) >t para todo t € (0,1).

Esta propiedad resulta de gran ayuda para utilizar las cépulas Arquime-
dianas en problemas estadisticos.

Otro campo de estudio en que se pueden utilizar cépulas es el de los Proce-
sos de Markov. El enfoque tradicional para la construccién de un proceso de
Markov {X, }ser es brindar una distribucién inicial F y una familia {P, };cr
de probabilidades de transicién que satisfaga las ecuaciones de Chapman-—
Kolmogorov. Usando la cépulas de las variables del proceso podemos ca-
racterizar estas ecuaciones. Gracias a ello, se plantea un nuevo modo para
construir procesos de Markov que consiste en dar una familia de cépulas bi-
variadas {Cs,}ster que satisfagan las ecuaciones de Champan-Kolmogorov
y una familia {F} };cr de distribuciones para las variables del proceso.

Con este método se pueden dar procesos que compartan la familia de
cépulas {Cs¢}sser (y asi algunos aspectos de la dependencia entre las vari-
ables del proceso) con el movimiento Browniano sin tener marginales Nor-
males y, de hecho, eligiendo para cada t € T la distribucién F; que deseemos.
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Se puede también demostrar que las ecuaciones de Chapman—Kolmogorov
no caracterizan la propiedad de Markov (hecho bien conocido) aunque las
cépulas del proceso si.

También en problemas de datos reales podemos emplear cépulas. Tene-
mos un Teorema al estilo Glivenko—Cantelli en que se prueba que una cépula
obtenida a partir de una muestra, y que llamamos cépula empirica, converge
uniformemente, c.s., a la copula poblacional. Este resultado es 1til en el
estudio de la independencia de variables aleatorias ya que a partir de la con-
vergencia mencionada se pueden establecer criterios de aceptacién o rechazo
para la hipétesis de independencia.

El objetivo de esta tesis es estudiar las propiedades y usos de las cépulas
en la teoria de probabilidad.

En el capitulo primero se tratan las cépulas en general, abordando sus
propiedades mas elementales para luego relacionarlas con varias modalidades
de dependencia. Se examina fundamentalmente el caso bivariado y se extien-
den los resultados al caso de n variables.

El objeto de estudio del segundo capitulo es la familia de cépulas Ar-
quimedianas. Estudiamos su construcciéon y propiedades y brindamos varios
ejemplos de coépulas de esta familia. Obtenemos relaciones entre la familia
Arquimediana de cépulas y la 7 de Kendall, que en el capitulo cuarto sirven
de apoyo para la construccién de métodos de ajuste en problemas de datos
reales.

En el tercer capitulo examinamos los procesos de Markov y el modo de ca-
racterizar tanto las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov como la propiedad
de Markov mediante las cépulas del proceso. Elaboramos algunas construc-
ciones ilustrativas.

El cuarto y tltimo capitulo nos sitia en el campo de la estadistica y la
simulacién. Demostramos algoritmos para la simulacién de observaciones de
diversas c6pulas y presentamos un resumen grafico de algunas simulaciones.
Utlizamos después las cépulas empiricas para examinar la independencia de
los precios del tipo de cambio dolar—peso, fix, misma que rechazamos a una
distancia de 7 dias. Por ultimo ajustamos a estos precios una copula Arqui-
mediana. Damos el resumen de los resultados y los gréficos explicativos.



Capitulo 1

Copulas

1.1 Introduccion

El presente capitulo aborda la definicién y algunas propiedades de las cépulas
relacionandolas con funciones de distribucién bivariadas. El tema central
de este capitulo es descubrir si hay alguna relacién entre las cépulas y la
dependencia de vectores aleatorios.

En la seccién 1.2 se observa que las funciones de distribuciéon marginales
no son suficientes para determinar de modo tnico la distribucién conjunta.
Sin embargo, se demuestra que hay casos en que usando una relacién fun-
cional entre las distribuciones marginales podemos recobrar la distribucién
conjunta de modo tnico.

Esto da la pauta para que en la seccién 1.3 se defina una cépula y se
examinen sus propiedades. Se demuestra en la seccién 1.4 que toda funcién
de distribucién bivariada es la composicién de una cépula con sus marginales.
En razén de ello se propone que la copula de un vector aleatorio encierra
informacién de la dependencia entre sus coordenadas.

En la seccién 1.5 se demuestra que la independencia entre las entradas
de un vector (X,Y’) es un atributo de su cépula. Se encuentran cotas del
conjunto de las copulas y se examina qué informacién encierran dichas cotas
en términos de la dependencia de (X,Y).

En la seccién 1.6 se trabaja con una clase de copulas que tiene una
propiedad muy especial en términos de la dependencia entre variables, el
ser densa con respecto a la norma uniforme en el conjunto de las cépulas de
dos dimensiones.

]
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En la seccién 1.7 examinamos si existen algunos modos de dependencia
que se resuman en la cépula y no dependan de las distribuciones marginales.
En la seccién 1.8 se extienden la definicién y propiedades de cépula al caso
n-dimensional. Se presentan después las conclusiones del trabajo realizado.
Para este capitulo utilizamos los capitulos 1, 2, 3 y 5 de [1].

1.2 La funcidén de distribucién conjunta y sus
marginales.

Uno de los resultados en que se hace hincapié en los cursos elementales de
probabilidad es el siguiente:

Teorema 1.1. Dado un vector aleatorio (X,Y') con funcién de distribucién
conjunta F y marginales Fx y Fy respectivamente

F(z,y) = Fx(@)Fy(y)  V(z,9)
si y sdlo si las variables X y Y son independientes.

Existen una infinidad de ejemplos de vectores aleatorios con funciones de
distribucién marginales iguales y funciones de distribucién conjunta distintas.
Uno de los mas populares en la literatura es el siguiente:

Ejemplo 1.1. Consideremos f, y fz funciones de densidad con funciones de
distribucion respectivas Fy y F>. Para cada o € [—1,1], la funcidn

fol@9) = H1(@) o) |1+ a{2R(2) - 1}2RE) - 1}]

es una densidad bivariada con densidades marginales f; y fs.

Demostracion. Demostraremos primero que f, es una densidad.
Observemos que

-1<2R(z)-1<1y —-1<2RK(y)-1<1
por lo que, como —1 < a <1,

~1< o{2F(z) - 1}{2F(y) - 1} < 1.
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De donde f,(z,y) > 0 para todo punto (z,y) € R2.
Ahora bien, probemos que integra la unidad.

/fﬁz fa(x,y)dmdy=//m fi(z) f2(y) {1+a{2F1(x) — 1}{2F,(y) — 1} | dzdy

El calculo de esta integral es equivalente al calculo de las integrales

/ fi@h)dedy e // o fi(2) f2(v){2F: () — 1}{2Fa(y) — 1}dedy
R2 R2

Por ser f, y fo funciones de densidad el resultado de la primera integral es
igual a 1. Resta probar que la segunda integral es nula.
Para ello, integramos con respecto a z en la expresion

a / f2(0){2Fa(y) — 1}dy / f1(@)2F\(z) - 1}de (11)

Para ello hacemos el cambio de variable u = 2Fj(z) — 1, du = 2fi(z) y
obtenemos

[ A@HeR(@) - 1)do - %/ udu = 0

1

Hemos probado que

.//822 fo(z,y)dzdy =1  para todo a € [-1,1]

Queda por demostrar que las densidades marginales son f; y fo. Para ello
integremos f,(z,y) sobre R con respecto a cada variable.

| o)z = £0) [ Fiohde + a1} 2Pa) - 1} | L) 2Fi(0) - 1}
Dado que f; es densidad la primera integral es igual a 1. La integral en el

segundo término la hemos calculado anteriormente y es igual a 0. Por lo
tanto

/ fal@.v)dz = foy) Yee [-1,1]

La prueba es andloga para la otra marginal. |
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A partir del Teorema 1.1 y del ejemplo 1.1 se plantea que, en general, la
funcién de distribucién conjunta no esta determinada por las funciones de
distribucién marginales. Esta afirmacion puede dar la impresién errénea de
que las distribuciones marginales no tienen importancia alguna.

Para aclarar este punto, analicemos con un poco mas de cuidado este
problema. Consideremos la funcién C : 2 — R dada por

(0, siu<06v<0,
wv, si(u,v) € (0,1)%

C(u,v) =<u, siue(0,1),v>1, (1.2)
v, siu>1lve(01),
1 en otro caso.

\ ¥

Esta funcién es la func¢ién de distribucién conjunta de U, V, donde U,V son
variables aleatorias independientes uniformes en (0,1). Sean X,Y variables
aleatorias independientes con funciones de distribucién Fx y Fy respectiva-
mente y funcién de distribucién conjunta F. Claramente

F(z,y) = C(Fx(z), Fy(y)) = Fx(z)Fy(y) V(z,y) € R (1.3)
La expresién (1.3) nos dice que podemos expresar la funcién de distribucién
conjunta de (X,Y’) como la composicién de la funcién C dada por (1.2) y la
funcién h: R? - R?,  h(z,y) = (Fx(z), Fy(y)).
Podemos ahora plantear el siguiente problema: Dado un vector aleatorio
(X,Y), jexiste una funcién de distribucién C con marginales uniformes tal
que

F(z,y) = C(Fx(z), Fr(y)) (1.4)

para todo punto (z,y) € R?? De existir esta funcién C' podemos decir que
las distribuciones marginales determinan la distribucién conjunta a través de
una relacién funcional. Observemos que en la expresién (1.3) sélo tiene im-
portancia la definicién de la funcién C en el cuadrado unitario. Consideremos
el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.2. Consideremos la distribucidn exponencial bivariada de Gum-
bel de pardmetro 8 > 0

l—eZ—eV4e @ty G2>0y>0
Fg(:ﬂ, y) = 0
e.o.c.

Mostremos que es funcion de sus marginales.
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Demostracidn. Denotemos a sus marginales F'(z) y G(y) respectivamente.
Tomando limites se observa que ambas son exponenciales estandar. Lo
que buscamos ahora es una funcién C: [0,1]*> — [0,1] tal que Fy(z,y) =
C(F(z),G(y)) en todo par de puntos z,y. De manera equivalente, gracias
a que las funciones marginales son continuas e invertibles, necesitamos que
C(u,v) = Fp(F~'(u),G!(v)) para cualquier pareja u,v en el intervalo uni-
tario’.

Conocemos las inversas F~'(u) = —In(1 —u) y G7}(v) = —In(1 — v) de
modo que, substituyendo, tenemos

Clu,v)=u+v—-1+(1-u)(1- v)e 0 n(1-w)In(1-v)
Es decir
Fy(x,9) = Fla) + G) ~ 1+ (1 ~ F@))(1 - G(y))e"""0-Fe =66
|

Pensando en lo hecho en este desarrollo, queda claro que si tenemos una dis-
tribucién bivariada de marginales continuas e invertibles (estrictamente cre-
cientes) entonces podremos recobrar la funcién bivariada con las marginales
mediante la expresion

F(z,y) = C(Fx(x),Gy(y)) tomando C(u,v) = F(Fy'(u), G5'(v))

Entre otras, la funcién C' que obtuvimos en el ejemplo 1.2 tiene las siguientes

propiedades.
Su dominio, domC, es RanFyx' x RanGy', un subconjunto del cuadrado

unitario, de hecho {0,1}* C domC C [0,1]%.
En su frontera se tiene que

F(—o00,y) = C(0,Gy(y)) = Vv € RanGy"' C(0,v) =0 (1.5)

De la misma manera se deberd satisfacer que si v € RanG%' entonces
C(u,0) =0. ;

Por otra parte

F(00,Gy(y)) = C(1,Gy(y)) =V v € RanGy'C(1,v) =v (1.6)

'Haciendo u = F(x),v = G(y) cubrimos todo el intervalo unitario por continuidad de
FyG
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Por simetrfa del argumento, tendremos que sobre RanFy' C(u,1) = u. Esto
en lo que respecta a la frontera de domC. Por otro lado, recordemos que C
estd definida a partir de una distribucién, que es una funcién bicreciente, es
decir, si z; < 29 y y; < Yy, etonces

F(zy,31) + F(22,%2) — F(21,%2) — F(22,31) 2 0
Transcribiendo esto en términos de C, tendremos que
C(Fx'(21), Gy' (1)) + C(Fx'(22), Gy' (v2))
— C(Fx'(21), G5 (32)) — C(Fx'(22), Gy' (1)) 2 0

cuando se satisfaga que 21 < 22 y que y; < y». Usando el hecho de que las
inversas de funciones crecientes son también crecientes, podemos decir que si
u; < up y v1 < vy para puntos en domC' entonces

C(uy,v1) + C(ug,v2) — C(ug,v2) — C(ug,vy) >0 (1.7)

1.3 Copulas

Hasta ahora tenemos una respuesta parcial al problema de hallar una relacién
funcional entre las funciones de distribucién marginales y la funcién de dis-
tribucién conjunta. Busquemos generalizar esta respuesta. Con base en la
seccién anterior toda funcién C : R? — [0, 1] que sea candidata para estable-
cer una relacién del tipo (1.4) debera tener ciertas restricciones. A partir de
ellas definiremos los conceptos de subcépula y copula.

Definicién 1. Una funcion C*: S; x Sy — [0,1] se llama subcdpula si
1: S] USz g [‘0,1] y {0,1]‘ g Sl n52

2. Para cada (u,v) € S; X Sy si min(u,v) = 0, entonces C*(u,v) = 0.
Llamaremos a C* anclada por satisface esta propiedad

3. Para todo par de puntos (uy,v;), (ug,v2) € S; X Sy
C*(uy,v1) + C*(ug, v2) — C*(uy,v9) — C*(ug,v1) 2 0

Llamaremos a C* bicreciente por satisfacer esta propiedad.
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4. Para todo u € S1,v € Sy
cC'(L,v)=v C*(u,1) =u

Definicién 2. Una copula es una subcopula cuyo dominio es [0, 1] x [0, 1].
Lema 1. Una cdpula es creciente en sus entradas

Demostracion. Por ser C bicreciente las funciones C(t,v2)—C(t,v;) y C(uy, t)—
C(uq,t) son crecientes para u; < ug y v; < vo. Basta evaluarent =0, t = u
en la primera expresién para notar que C(u,v2) — Clu,v1) — (C(0,v;) —
C(0,v2) > 0 de donde se sigue que C(u,v;) — C(u,v;) > 0 siempre que
v; < vy. Haciendo lo mismo para la otra variable, se termina la prueba. W

Lema 2. Sea C una cépula. Entonces C es Lipchitz— continua, esto es, para
cualquier pareja de puntos (z1,v1), (z2,y2) del intervalo unitario

|C(22,2) — C(z1,11)| < |22 — 21| + |12 — 01
Demostracion. Por la desigualdad del tridngulo, tenemos
JC($2=y2) - C(Ils yl)] <
IC(iﬁz,yz) = C(Sﬂmyl)f + [C(ﬂ?z: y1) — C(z1, 1)l (1‘8)

Analicemos ahora los sumandos del lado derecho. Por ser creciente C en sus
entradas, si y» > y; entonces

C(1,32) — C(1,11) 2 C(z2,32) — C(z2,51) 2 0
Por lo tanto

|C(1,52) = C(1, ;) | 2 | Cz2,y2) — C(22,31) |
Del mismo modo, si y; > y, tenemos

|C(L, ) — C(L,32) | 2 [ C(z2,42) — Clz2,31) |

Como C(L,42) =92 y C(1,41) = w1, las desigualdades anteriores asegu-
ran que

lyz — 1| 2 |Clza, y2) — Clx2, y2)|

Basta aplicar el mismo razonamiento al segundo sumando de la expresién
(1.8) para finalizar la prueba. [
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Corolario 1. Una cépula es una funcion de distribucion correspondiente a
v.a. uniformes restringidas al cuadrado unitario.

Demostracion. Verifiquemos los limites
li_l:% C(u,v) =C(0,v) =
lim C(u‘ v) =C(u,0)
hm C(u,v) =C(u,1) =
hm C(u,v) =C(1,v)

=0 por continuidad

Esto y el hecho de que C es bicreciente y continua en sus entradas termina
la prueba. ]

Lema 3. Sea C una cdpula. Para todo v € [0,1] la derivada parcial 8C/0u
eziste casi dondequiera (c.d.q.) y ademds

0< ;C(u v) <1 (1.9)

Analogamente, para todo u € [0,1] la derivada parcial 9C/dv eziste c.d.q. y

d
0< ~~Clu,v) <1 (1.10)

Mds ain, las funciones u — 0C(u,v)/0v yv — 0C(u,v)/0u estin definidas
y son crecientes c.d.q. en [0,1].

Demostracion. Siendo las asignaciones

v Cu,v) uel
ur Clu,v) vel

crecientes, son derivables c.d.q., es decir, tiene sentido hablar de las derivadas
parciales

EC'(u, v)

3C'(u v) 5

ou

Ademas, dado que la funcion

u— C(u,v9) — Clu,v) 0<y <1y <1
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es creciente (por ser C bicreciente) se tiene que es derivable de derivada no
negativa c.d.q. de donde

wr 0C(u,v)/v v IC(u,v)/0u

estan definidas y son crecientes c.d.q. en [0, 1].
La desigualdad (1.9) se obtiene notando que

C(u,0) — C(u+ h,0) =0
con lo que 9C(u,0)/0u = 0. Del mismo modo

Clu,1) — Clu+h,1)
h

con lo que dC(u,1)/0u = 1. La desigualdad (1.10) se obtiene procediendo
analogamente. |

=1

Lema 4. Toda cépula C: (0,1 % x[0,1] — [0,1] es absolutamente continua
en cada variable. Esto es, dado € > 0 y una coleccion de subintervalos
{la:, b:]}is1 del [0,1] eziste § > 0 tal que si

Z(b,; —a;) <6 entonces Z| C(bi,v) — Cla;,v)| < ¢

para toda v € [0,1].

Demostracion. Sea >> 0y sea {[a;, b;] };>1 una coleccién de subintervalos de
[0,1] tal que sum;(b; — a;) < €. Por el Lema 2 tenemos que

Zlc(b,-,v) ~ C(ai,v)| < Z(Jbi —a;|+|v—v])

y como |v —v| =0y sum;(b; — a;) < € concluimos que

Z| C(bi,v) — Cla;,v) | <e€

de modo que 6 = ¢ es suficiente. |

Corolario 2. Sea C: (0,1 x[0,1] — [0,1] una cdpula. Entonces

“oC(z,v) ,
/0 wa = C(u,v)

para toda u € [0,1] y para toda v € [0, 1].



14 CAPITULO 1. COPULAS

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la continuidad absoluta de C,(z) =
C(z,v) que

“aC(z,v)
EEN R iy = O -
4 e C(u,v) — C(0,v)
Como C(0,v) = 0, obtenemos que
“9C(z,v) ,
3 Td& = C(’U,,U)
como se queria demostrar. [ |

Las propiedades que definen una cépula nos permiten crear nuevas copulas
a partir de copulas conocidas. Dos métodos itiles se demuestran en los

siguientes lemas.

Lema 5. Sean o y f € [0,1] -3 a+f = 1. Sean Cy y Cz cdpulas,
entonces la combinacion conveza

aC) + fCy =C,p es una copula

Demostracion. Para empezar, el dominio de C, g sigue siendo el mismo, es
decir [0, 1] x [0,1]. Para un rectangulo B = [uy, up] X [v1, %], definamos

VC(B) = C(ul,vl) + C(‘U.z, 1)2) = C(U;,Uz) == C('HQ,'U])

Probar que C es bicreciente es entonces equivalente a que para cada B la
cantidad Vi (B) sea no—negativa. En el caso presente tenemos

Veas (w1, ] x [v1,v2]) = @V, ([ur, ua] X vz, v2]) + BV, ([ur, ua] X [v2,v2]) > 0

Con lo cual C, 4 es bicreciente. Ser anclada es, de nuevo hereditario; y para
verificar que sus marginales son uniformes, sean u € [0, 1],v € [0, 1] entonces

Caplu,1) = aCi(u,1) + BC2(u,1) = (¢ + B)u=u en el primer caso
Cap(1,v) = aCi(1,v) + BC2(1,v) = (¢ + B)v =v en el segundo caso

De modo que las combinaciones convexas de copulas son, de nuevo, cépulas.
De hecho, dichas combinaciones pueden estar conformadas por cualquier can-
tidad finita de términos. Es decir, dada una familia de cépulas {C;}}_, y
escalares a; € RT tales que ) a; = 1 tendremos que

C(u,v) = z": ;Ci(u,v)

es una copula. s
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Lema 6. El conjunto C de las cdpulas bivariadas es compacto relativo a la
norma uniforme

ICIl: =sup{C(u,v) tq. u,vel01]}
Demostracién. Por el Teorema de Arzela-Ascoli la compacidad es equiva-
lente a que C sea acotado, cerrado y uniformemente equicontinuo. Verifique-
mos estas condiciones.
Para toda cépula C tenemos que C(u,v) < 1 con lo cual
[Cw,v)[<1 VCeC

de modo que C es acotada. Para probar la cerradura de esta familia, tomemos
una sucesion {C,}52; C C. Supongamos que C, converge a C' respecto a la
norma uniforme, esto es

ICa~Cll == 0

Verifiquemos que C' es una cépula. Dado € > 0 sea N = N(e) el correspon-
diente a la definicién de convergencia. Para u € [0, 1] tenemos

|C(4,0)| = |C(,0) — Ca(u,0)| <6 n>N

pues Cy(u,0) = 0 para todo natural n. De este modo, siendo € arbitrario,
tenemos que C(u,0) = 0 para todo u € [0,1]. Analogamente para toda
v € [0,1] tenemos que C(0,v) = 0 con lo cual C es anclada.

Consideremos ahora u € [0,1] y veamos que C(u, 1) = u.

|C(u,1) —u| <|C(u,1) = Cp(u,1) |+ | Cp(u,1) —u| <€
si n > N puesto que Cp(u,1) = u para toda n. Es asi que C(u,1) = u.

Analogamente para todo v € [0,1] tenemos que C(1,v) = v con lo cual C

satisface las condiciones de frontera de una cépula.
Para probar que C' es bicreciente es suficiente notar que, por la convergencia

uniforme, para todo rectdngulo B C [0,1] x [0, 1] tenemos
Ve(B) = ,ELIT;IQVCn (B)>0
Queda probado que C es un conjunto cerrado. Queda por demostrar que es
equicontinuo. Para ello, recordemos que por el Lema 2 para toda cépula C
| Clur,v1) = Cluz, v2) | < |uy —ua| + |01 — 03

de donde es evidente la equicontinuidad.
De este modo C es un conjunto compacto relativo a la norma uniforme. M
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Corolario 3. Sea {Cy}nen una famila de copulas y sean {ay fnen constantes
reales no-negatwas tales que »_ a, = 1, entonces la funcion

C(u,v) = Zancn(u, v)
n=1

es una copula.

Demostracidin. Probaremos que C es limite puntual de cépulas. Sea, para
cadame N

Crn = i @ Cr + (1 - ia,,) Crn1
n=1 n=1

Claramente C,, es una combinacién convexa de copulas, y es, por lo tanto,
una cépula. Ademas, tomando limite conforme m — oo obtenemos

lim Cp(u,v) = ZQnCn(u, v)

m—0o0
n=1

para toda u,v € [0,1].

Como el conjunto de las cépulas bidimensionales es compacto y convexo,
la convergencia puntual implica la uniforme con lo cual C es limite uniforme
de copulas y es entonces una copula. [ |

Lema 7. Sea{Cy} una familia de cdpulas y sea F(0) una funcién de dis-
tribucion. La funcion

= /R Co(u, v)dF(0) (1.11)

es una copula.

Demostracion. Demostremos primero que C satisface las condiciones de fron-
tera. Dado que para cada 6, Cy(0,v) = 0,C(1,v) = v y que [ dF(f) =1
se sigue que

C(0,v) 2/2909(0, v)dF(0) = /ROdF(G) =0

C(1,v) :LCg(l,‘v)dF(ﬂ) = /RvdF(ﬁ') =v
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Las condiciones de frontera para la otra variable se siguen analogamente.
Ahora bien, para probar que es bicreciente veamos que si u; < up, vy < vy
entonces

0(15111)1)4_0(”2!”2) . C(TL],'U‘Z) ey C(uﬁu U[)
:/ Co(uy,v1) + Co(uz, v2) — Cp(ur,v2) — Cy(uz,v1)dF(0) > 0
R

puesto que Cy(uy,v;) + Cy(ug,v2) — Cy(uy,v2) — Cy(ug,v;) > 0 para cada
6. |

Consideremos la variable X,, que toma el valor C;(u,v) con probabilidad p;
de modo que )", p; = 1. El corolario 3 nos dice que la asignacién (u,v) —
E(X,») es una cépula. El lema 7 es andlogo cuando la variable X, toma los
valores Cy(u, v) siguiendo una distribucién F(6).

Proposicién 1. Dadas dos variables aleatorias X y Y cuyas funciones de
distribucion univariadas Fx y Fy respectivamente sean continuas, y dada
una copula C, la funcién

F(z,y) = C(Fx(z), Fr (y)) (1.12)
es de distribucion, y sus marginales son Fy y Fy.

Demostracién. Como C toma valores de I? y los mapea en I, la composicién
C(Fx(z), Fy(y)) tiene sentido y ademads

Vz,ye R C(Fx(z),Fy(y)) € [0,1]
Como para todo u,v € [0,1] C(u,0) = C(0,v) y por el lema 2 implica que:

lim F(z,y) = hm C(Fx(z), Fy(y)) = C(0, Fy(y)) =0

T—r—00

Anélogamente lim,_._ F(z,y) = 0. Ahora bien, si z; <z, 3 < y; son
puntos en R, entonces

F(z1,1) + F(22,32) — F(21,%2) — F(z2,31) =
C(Fx(z1), Fr (1)) + C(Fx(22), Fy (y2))
— C(Fx(z1), Fy (y2)) — C(Fx(z2), Fy (11))
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Como Fx y Fy son crecientes y C es bicreciente lo anterior resulta no-
negativo. De este modo

F(ml:yl) i F(Iﬁsy'Z) T F(xh y?) - F(a:?! yl) 2 0

Siendo F una composicién de una funcién continua con funciones continuas
por la derecha, se sigue que es continua por la derecha en cada variable.
Queda probado que F(z,y) = C(Fx(z), Fy(y)) es una funcién de distribucién
y dado que C' tiene marginales uniformes,

lim F(z,y) = lim C(Fx(z), Fy(y)) = C(1, Fy,(y)) = Fy(y) Vy (1.13)
,,ll.n@.lo F(z,y) = ylirgo C(Fx(z), Fy(y)) = C(Fx(2),1) = Fx(z) Vz. (1.14)

De modo que dicha funcién de distribucién tiene como marginales a las fun-
ciones Fx y Fy. |

Hasta ahora hemos probado que dada una funcién de distribucién bivari-
ada F(z,y) de marginales Fx, Fy,

F(z,y) = C(Fx(z), Fy(y)) < Ces una cépula (o subcépula)

Nuestra pregunta ahora es ;Cudles distribuciones satisfacen una ecuacién
de este estilo? El teorema de Sklar afirma que cualquiera, y afirma asi que
F(z,y) es una distribucién bivariada si y sélo si existe una cépula C' tal que
para cualquier punto (z,y) se satisface que F(z,y) = C(Fx(z), Fy (y)).

1.4 Teorema de Sklar.

Teorema 1.2 (Teorema de Sklar, (1959)). Sea Fx y una funcion de dis-
tribucion bivariada con marginales Fx y Fy. Entonces existe una copula tal

que
F(z,y) = C(Fx(z), Fy(y)) Vz,yeR (1.15)

Ademds, si Fx y Fy son continuas, entonces C es unica. De otro modo,
queda unicamente determinada sobre RanFy x RanFy .
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Demostracion. El método de la prueba es el siguiente: Para las variables
X,Y se dara de modo explicito una subcépula que asegure que C(F(z,y)) =
Fx(z)Fy(y) sobre RanFx x RanFy. Después extenderemos esta subcépula
hacia una cépula en [0,1] x [0, 1].

Pimera parte: Construccién de una subcépula

Por ser Fy y una funcién de distribucion bivariada con marginales Fy, Fy
tenemos que para cualesquiera puntos (zy, 1) (22, %) € R?

| Fxy(22,32) — Fxy(z1,m) | < | Fx(x2) — Fx(z1) | + | Fy(y2) — Fy (1) |

De lo anterior, si Fx(z;) = Fx(z2) y Fy(y2) = Fy(y1) entonces también
FX'y(xg,yg) = F)('y(l‘l,yl)‘ Siendo asi 3y la asignacién

((Fx(2), Py (y)) = Fxy(z,y) (1.16)

es una funcién real con dominio RanFx x RanFy. De nuevo, por ser Fx y
funcién de distribucion se tiene, directamente, que C* es una subcépula.
Seunda Parte: De una subcépula a una cépula
__ Por continuidad de la subcépula , podemos extender hacia las cerraduras
S; y S, tomando, simplemente, limites. La funcién asi obtenida, C**: S; x
S, — [0, 1], ser4 también una subcépula.
Tomemos cualquier elemento (z,y) € [0,1] x [0,1]. Sean

z) = sup{z € Si|z < z} (1.17)
Tz = inf{z € S|z > z} (1.18)
y1 = sup{w € Sjw < y} (1.19)
yo = inf{w € Solw > y} (1.20)

Observacion 1. Siz € S = z; =z =z, y andlogamente y € 5y = y; =
Y =12
Recordemos que el tinico trabajo que tenemos que realizar es extender el

dominio de C** preservando sus propiedades. Sabiendo que cualquier combi-
nacion convexa de cépulas es una copula, es natural pensar en la interpolacién
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bilineal como una posibilidad. Asi, sean {;}%_, definidas como sigue

— {(1 - x1)/(z2 — 11), bl ) < Zg, (1.21)
1, sl 1 = Zs.
= == ] i < ]
ap = {W W/ —w), sin<w (1.22)
1, sl Yy = yo.

Sea

C(z,y) = (1 — a1)(1 — a2)C™* (z1, 1) + (1 — a1)aeC™* (21, y2)
+ay(1 = ag)C™" (22, 11) + 102C™" (22, 72).  (1.23)

Claramente DomC = [0,1] x [0,1] y ademads, por la observacién (1) C ex-
tiende a C**. Como C**(0,v) = C**(u,0) = 0, se concluye lo mismo para
C. Por ultimo, gracias a que C** tiene marginales uniformes se sigue que C
las tiene también (pues es una combinacién convexa). Lo tnico que resta
es notar que la funcién C es bicreciente. Para ello, tomemos una caja
[ul,m] x [’U],‘Uz] Q [0, 1] X [0, 1]

Consideremos los puntos correspondientes a ella segiin (1.17) denotados
por i, T para u;; ¥i1,¥Y.1 para v, y analogamente para us,v;. Tomemos
ademas los escalares a;;, @21, a2, g2 definidos mediane (1.21) para los pun-
tos (u1,v1) y (uz,vs) respectivamente. El caso més simple es aquel en que
no hay puntos de S en el intervalo (uj,uz) y Sz N (vy,v2) = 0 en cuyo
Caso Ty = ZTi2, T21 = T2 Y11 = Y12, Y21 = Y22, CON lo cual, evaluando y
simplificando

VC([Ul,‘Ual X [U11U2]} = (ou2 — an)(axn — azl)VC([xu,-"Szl] X [3;'11:3;‘21])-

Como u; < uy y v; < vy tendemos que ag; < a1z ¥ que ag; < a, de modo
que Ve ([ur, uz) X [v1,v2]) > 0. Por otro lado, el caso mas complicado es aquél

en que S;N(uy,uz) # 0y SaN(vy,vz) # 0. En este caso, u; < z9; < 12 < uy,
U1 < Yo1 < Y12 < vp. Tras evaluar y simplificar obtenemos

Ve([wr, ug] X [v1,v2]) = (1 — anr)aeVe([z11, 22] X [yi2, Y22))
+ anVe([za1, T12] X (Y12, Y22]) + 12002 Ve ([212, T22] X [Y12, Y22))
+ (1= an)Ve([en, 21] X [y21, %12]) + Ve([@a1, 212] X [y21,%12])
+ a12Ve ([Z12, T22] X [Yo1, Y12]) + (1 — a11)(1 = a21) Ve ([211, 221] X (Y11, y21])
+ (1 = azi)VC([-’-’«'zl,ﬁ«"u] X [3,"1113!21]) 2 012(1 = Gzl)VC([ﬂ?lz,%z] X ['yu,ym])
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Siendo una combinacion no negativa de cantidades no negativas, se concluye
que Vg ([ur,ua) x [v1,v2]) > 0. El resto de los casos son similiares. Queda
probado que C' es bicreciente.

En cuanto a la unicidad, si Fx y Fy son continuas, entonces, por el teo-
rema del valor intermedio, RanF = RanG = [0, 1] de modo que la subcépula
de la parte inicial de la prueba es, de hecho, una cépula que resulta, segiin
la construccién, tnica.

Si acaso Fx o Fy es(son) discontinua(s) entonces la cépula no es unica
(pues viene, como se ve en la segunda parte de la demostracion, de alguna
combinacién convexa). Sin embargo, dado que sobre RanF' x RanG el método
para hallarla es el de la parte primera de la demostracién, sobre este conjunto
hay unicidad.

Esto completa la prueba. [

Esta prueba nos brinda un método para construir cépulas a partir de fun-
ciones de distribucién. Para abordarlo definamos la funcion quasi-inversa de
una distribucion F' como sigue

=4 si Fz) =t,
‘ (t)_{inf{I|F(f)2t}=5up{:r!F(x)st}, e.o.c.

Observacién 2. En esta definicién, si para algitin ¢ € [0, 1] fijo se tiene que el
conjunto {z t.g. F(z) =1t} tiene mas de un elemento, se elige uno tinico
al asignar F~1(t) = z.

Corolario 4. Si Fxy es una funcion de distribucion conjunta y Fx, Fy son
sus marginales y C* la subcdpula del teorema de Sklar, entonces, para cada
(u,v) € DomC" se tiene que

C*(u,v) = Fxy(Fx'(u), Fy''(v))
Demostracion. Basta tomar el cambio de variable v = Fx(z),v = Fy(y).

Observemos que si las marginales son continuas, entonces la igualdad se
verifica para la cépula de X, Y. [ |

Ejemplo 1.3. Podemos formar una cépula tomando la funcion de disiribucion
normal bivariada de pardmetros (u = (0,0),02 = (1,1),p) de densidad

(—2% — 2pzy + tz))

1
fley) = o2my/1 - p? . ( 2(1 - p?)

para z,y € R.
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Denotemos por ¢ a la distribucién normal estdandar. Entonces, como las
marignales de f son normales estandar, la funcién

¢ Mu) pol(v)
Ellain] = / / £(s, t)dsdt

es una copula de acuerdo con el corolario 4. Dicha cépula se llama Gaussiana.
Obsérvese que una pareja (X, Y) con funcién de distribucién G(¢(z), ¢(y))
es conjuntamente normal con coeficiente de correlacién p. |

Lema 8. Dada una variable aleatoria continua X con distribucion F, la
distribucién de la composicion F(X) es uniforme en [0,1]

Demostracién. Como F es una funcién de distribucién, F(X) toma valores
en [0,1]. Ahora bien, para cada z € [0, 1],

P(F(X) < 2) = B(X < F7\(s)) = F(F"\(x)) = 2
con lo que F(X) ~ U(0,1). il

Proposicién 2. Dadas dos variables aleatorias continuas, la cépula C que
describe su distribucion (seqin el teorema de Sklar) es la distribucién de las
variables aleatorias Fx(X), Fy(Y) restringida al cuadrado unitario I°.

Demostracion. Como Fx(X) ~ U(0,1) y Fy(Y) ~ U(0,1), sean u,v € I,

entonces

P[Fx(X) < u, Fy(Y) < v] =P[X < Fy'(w),Y < Fy—1(v)]
=F(Fx'(u), Fy'(v))

Y por el teorema de Sklar esto es C(u, v). =

Usemos ahora el teorema de Sklar para entender mas a fondo lo que es
una coépula. La funcién de distribucién de un vector (X,Y’) explica comple-
tamente el comportamiento conjunto de las v.a. X y Y. ;Qué informacion se
encierra en esta distribucién? En primer lugar, la informacién marginal, es
decir, el comportamiento individual de las variables X y Y. En segundo lu-
gar, la relacion que guardan las variables sin tomar en cucnta sus marginales.
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Un modo de intuir esto es pensando en la densidad conjunta para las
variables X, Y. Si C es derivable

_0?F(z,y)

f(z,y) =~ by
_9*C(Fx(z), Fr(y)) OFx(z) 9Fy(y) (1.24)
a 0Fx0Fy Oz dy

=fx(@) fr(y) o(Fx(z), Fr(y))  V(z,y) € ®*

donde c(u,v) = %C(u,v].

Este célculo expresa que siempre que la densidad conjunta de la pareja
X,Y exista, ésta es el producto de la densidad en caso de independencia,
fx(z)fy(y), multiplicada por una funcién ¢(u,v) relacionada con la cépula
de (X,Y).

1.5 Copulas y dependencia bivariada

En la seccién anterior se demuestra el teorema de Sklar y con él se intuye que
existen aspectos de la dependencia entre las entradas de un vector aleatorio
que se resumen en su cépula. De ser asi , jcudles de estos aspectos podemos
identificar plenamente? Esto es, sabiendo que la cépula de (X,Y) es C,
;qué conocimiento tenemos sobre la relacion de dependencia que guardan
sus entradas? Esta pregunta es muy amplia para responderla totalmente.
Estudiaremos ahora algunos casos.

Proposicion 3. La funcién definida como
M(u,v) =uwv V(u,v) € [0,1] x [0,1]
es una copula.

Demostracion. Es claro que su dominio es el adecuado. Ademads, que sea
bicreciente se sigue de que, dados u; < u; v, < vy

Uy U1+ Up Vg — Uy Vg — Uy U = U(Vp — 1) — Uy (V2 — 1) = (up —wy)(va —v1) >0

Es anclada pues u -0 = 0- v = 0 para cualesquiera u,v. Sus marginales son
uniformes pues -1 =wuy 1-v = v para u,v € R. |



24 CAPITULO 1. COPULAS

Para mostrar su importancia, tomemos dos variables aleatorias continuas,
X,Y y demostremos que son independientes si y sélo si su cépula ( esto es,
la correspondiente a su distribucién segin el teorema de Sklar) es la cépula
producto.

La definicién misma de independencia entre dos variables aleatorias im-

plica que
X es independiente deY & V(z,y) Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y)

Queda claro entonces que, utlizando el teorema de Sklar, tenemos
X es independiente deY & V(z,y) C(Fx(x], Fy(y)) = Fx(z) - Fy(y)

Utilizando la transformacién Fx(z) = u, Fy(y) = v y la continuidad de las
distribuciones Fx, Fy es claro que lo anterior es equivalente a que

Yu,o  Clu,v)=u-v

E]

Es también importante observar que el conjunto de las cépula contiene

cotas, tanto inferior como superior. Esto es, existen dos copulas que deno-

taremos respectivamente W y M tales que W < C' < M para toda C' cépula

pensando este orden como resultado de la comparacién de las evaluaciones
en todo punto como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Sea C una cépula. Entonces, para cada (u,v) € Dom(C)
W(u,v): = max(u+v—1,0) < C(u,v) < min(u,v): = M(u,v) (1.25)

Ademds, W(u,v) y M(u,v) son copulas. Dichas cdpulas reciben el nombre
de cotas —superior e inferior— de Fréchet-Hoeffding.

Demostracion. Sean u,v € [0, 1], entonces, por ser C bicreciente
C(1,1)+ C(u,v) - C(L,v) = C(u,1) 2 0= C(u,v) 2 u+v—1
Analogamente

C(u,v) = C(u,v) + C(0,0) — C(0,v) — C(u,0) > 0



1.5. COPULAS Y DEPENDENCIA BIVARIADA 25

Con lo que obtenemos
Vu,v € [0,1]: C(u,v) > max(u+v—1,0)
Dado que C es una distribucion, es creciente en sus argumentos,
C(u,v) <C(y,1) y C(u,v) <C(1,u) = C(u,v) < min(u,v)

De donde (1.25) es valida. Queda sélo por demostrar que estas cotas son

cépulas.
Partiendo de su definicion, tenemos:

i ) Dom(W) = Dom(M) = [0,1] x [0, 1]

ii ) Siu<1,v<1entonces W(0,v) = max(v—1,0) =0 y W(u,0)=
max(u — 1,0) = 0.
Para M, tomemos u > 0,v > 0. Entonces M(0,v) = min(0,v) = 0 =

min(u,0) = M(u,0)

Queda demostrar que son bicrecientes. Para ello, consideremos u; < uy y
vy < vy. Para M tendemos

Vi ([ur, v1] X [ug, v9]) =M (u1,v1) + M (ug,v2) — M(uy,v2) — M(uz,v;)
= A +u A —u Av—u Ay
ug—uy sivy <uyp <up < g
vp—u sivy <up Sv2 S
va—v siug Sv Svr S up

up—wv; siu <vpSuy<vp

De donde M es bicreciente. Para probar que W lo es observemos que
W (u,v) = 0 en todo punto (u,v) tal que u+v—1 < 0 es decir u < 1—v. Asi,
W se anula bajo la contradiagonal u = 1 — v. De este modo, si los cuatro
puntos u,, us, vy, v2 estan en esta region tenemos

W(U],’U]) + W('U,g, 'Ug) = W(ul,vg) = W(ﬂq, 'U'l) =0
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Ahora bien, si todos los puntos estan en el triangulo (1,1),(1,0),(0,1) en-
tonces
Viw ([wr, v1] X [uz, v2)) =W (uy,v1) + Wug,v2) — W(u,va) — Wug, v1)
=(w +v -+ (ug+va—1)— (ug +va—1) = (ug + v, — 1)
=0

Si tan sélo un vértice esta en el tridngulo superior (deberia ser el (up,v;) )
entonces

Viw ([ur,v1] X [ug, 1)) =us +v2—12>0

Si son dos los vértices en la region (por lo tanto (uz,v2) y (uz,v1) o (uz,vs)
y (u1,v7) ) entonces

Yy — VU] €N un caso,
Viw ([ur, m1] x [uz,v2]) =
us —u; en el otro.
Asi, W es bicreciente. |

Una aplicacién importante de estas cépulas y el teorema de Sklar es que
podemos acotar cualquier funcién de distribucién a partir de sus marginales,
en particular,

max(F(z) + G(y) — 1,0) < H(z,y) < min(F(z),G(y))

Una pregunta natural es la de cuando dichas cotas se alcanzan y qué reflejan
de la pareja (X,Y).
Para ello, consideremos el vector (X,Y) = (X, X), entonces

Fxy(z,y) =P(X < 2;Y <3y) =P(X < z,X <y) = P(X < min(z,y)) =
P < i, ) = (P(X < o)P(X < y)) - C(Fx(z), Fx))

Es decir, C(u,v) = min(u,v) = M(u,v)
Por otro lado, si X es una variable aleatoria uniforme en (0,1) y (X,Y) =
(X,1— X) entonces

Fxy=PX<z;Y<y)=P(X<2,1-X<y)=PQl-y< X<

_Jo sil-y>zx
B z4+y—1 sil—-y<z
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Es decir, Fy y(z,y) = max(z +y — 1,0) = W(Fx(z), Fy(y)).

De lo anterior, podemos preguntarnos si estos son los unicos casos en que
las cotas de Fréchet se alcanzan o bajo que condiciones se obtenen, en otras
palabras, si la cépula es una cota de Fréchet, jqué tipo de relacién guardan
las variables aleatorias en cuestion.

Teorema 1.4. Sean X,Y wvariables aleatorias con funcion de distribucion
continua. Entonces

Cxy =M & min(P(X <z,Y >y),P(X >2,Y <y)) =0

Cxy =W &min(P(X <z,Y <y),P(X>2Y >y) =0 t.26)
Demostracion. Por la regla de la probabilidad total,

Fz)=P(X<z)=P(X <2,Y<y)+P(X <z,Y >y) (L2

= H(z,y) + P(X <z,Y > )
Y haciendo lo mismo para la otra variable, tenemos

H(z,y) = min(F(z),G(y)) «
H(z,y) = rnin(H(:c, Y+PX <z,Y>y),Hzy)+PX>zY < y))
= H(z,y) + min(P(X < z,Y > y),P(X > z,Y < y))

De donde

H(z,y) = min(F(z),G(y)) siy sélo si
min(P(X < z,Y >y),P(X >z,Y <y)) =0

para todo punto (z,y).
Ahora bien, podemos hacer lo mismo con la cota inferior. En este caso,

tenemos
H{z,y) = ma.x(F(x) + G(y) - 1)

1
- 3(F&) + 66 - 1+1F@)+66) - 1])
De donde, usando las relaciones obtenidas en (1.27) tenemos

2H(z,y) +P(X <z, Y >y)+ P(X >2,Y <y)
=+(1-P(X <z,Y >y)-P(X >z,Y <))
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Y asi H(z,y) =00 H(z,y) =1-P(X <z,Y >y) - P(X >z,Y <y). Es
decir,

H(z‘ y) s max(F(ﬂ:) + G(y) - 1v0) Si y Sélo Si
min(P(X <z,Y <y),P(X >z,Y > y)) =0
o

Podemos ahondar un poco mas recordando que toda cépula es una funcion
de distribucién con marginales uniformes y como tal, cuenta con un soporte.

Definiciéon 3. El soporte es el complemento de la union de los conjuntos
abiertos de probabilidad 0, es decir, si Sp denota el soporte de la distribucion
F' entonces, nombrando 7 al conjunto de abiertos y considerando

A={Aer tq P(A)=0} tenemos Sr=({JA)°
A

Siendo de este modo, para cualquier evento A
P(A) =P(ANSk)

puesto que P(A N S§&) = 0. De este modo, el soporte es el conjunto en que
se acumula la probabilidad en el sentido que si algiin evento no le intersecta,
entonces es P-nulo.

Ejemplo 1.4. Consideremos la distribucidn

0, st max(u,v) <0,
min(u,v), si(u,v) € (0,1)2,

M (u,v) = < u, stue (0,1),v>1,
v, siu>1,v € (0,1),
1, en otro caso.

Su soporte es el conjunto { (z,y) € [0,1] t.q. z=y}.

Demostracion. Sea R = (uy,v1) x (ug,v3) un rectangulo abierto de R2. Si
dicho rectdngulo esté4 contenido en R?\ [0, 1]* entonces su M—medida es cero
pues en este caso M(ug,vy) = M(ug,v1) y también M (uy,v1) = M(uy,v2).
Si RN[0,1]2 # 0y RNR?\ [0,1)% # 0 podemos expresar a R como la unién
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de los rectangulos disjuntos B; = RN[0,1]* y R, = R\ R, y por lo anterior la
medida de R coincide con la de R;. Es asi que basta considerar rectangulos
completamente contenidos en [0,1]%. Sea S = {(z,y) € [0,1] t.q. z=1y}.
Si RNS = ) entonces para todo (z,y) € R o bien z > y o bien < y. Siendo
asf min(uy,v,) = min(u;,v2) y también min(us,v;) = min(ug,v;) de modo
que la medida de R es nula.

Si, por el contrario, RN S # () entonces la M-medida de R es la misma
que la del rectangulo R’ = (uy,u) X (uy,uy). Evaluando segin la definicién
de M esta es up; — u; > 0 siempre que uy > u;.

Para concluir la prueba, consideremos A un conjunto abierto de M-
medida cero. Entonces (z,y) € A si y sdlo si existe R un rectangulo abierto
tal que z € R C A. Por la contencién tenemos que R tiene M-medida cero
y con ello RN S = (. Se concluye que ANS = () de donde S es el soporte de
M. |

] [ 02 03 04 s 08 or o8 o8 1

Figura 1.1: Soporte de la distribucién M (u,v)

Una propiedad importante del soporte que usaremos para interpretar las
cotas de Fréchet es el siguiente lema.

Lema 9. Si X,Y son v.a. continuas con distribucion Fxy entonces Y =
g(X) si y sdlo si el soporte de Fxy es la grifica de dicha funcidén, es decir,
Sp={(z,y) tq y=g(@}

Demostracién. Supongamos primero que Y = g(X), y sea A un evento
tal que AN {(z,9(z)) tgq ze€R} = 0. En este caso P(X € A) =
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0 puesto que A C {(z,9(z) tq. z€RN}° de modo que 0 < P(A) <
P{(z,9(zx) tgq. z€R})=0.

Queda por demostrar que si el soporte es la grafica de una cierta funcion,
entonces X y Y se relacionan via esa misma funcién. Para ello basta notar

que

PlY = g(X)] = //{ " ”dFX,Y(Iry)

y asi si Sp = {(z,y) t.g. y=g(z)} se sigue inmediatamente que ¥ =
9(Xx). )

Volviendo a las cotas de Fréchet tenemos los siguientes teoremas.

Teorema 1.5. Sean X,Y dos v.a. continuas no degeneradas y sea C su
copula segin el teorema de Sklar. Entonces C' = M st y sdlo si existe g una
funcion creciente tal que

Y € g(X)

Demostracion. Segin el Teorema 1.26, si (z,y) € R?, entonces min(P(X <
z,Y > y),P(X > z,Y <y)) =0. Es decir, o bien P(X < 2,Y >y) =0 o
bien P(X > z,Y < y) = 0. Obsérvese que esto es equivalente a que

{(w,v) tq. u<z,u>y}NS=0 obien
{(u,v) tg. u>z,v<y}nS=40

Es decir, (u,v) € S si y sélo si ¥(z,y) € R?

u<z=v<y obien
(1.28)
vy=>u<sz

Demostraremos ahora que lo anterior implica que el conjunto Sr satisface
que

Y(z,y), (u,v) €ESp siz<u=>y<v

Para ello, supongamos lo contrario. Entonces, existen puntos (uy,v;), (ug,v2) €
S con u; < up, v; > vy. Para el punto medio entre ellos (z,y) de R? las
relaciones (1.28) no se satisfacen.

Esto quiere decir que los puntos (z,y) que conforman el soporte de la
distribuciéon corresponden a la grafica de una funcién creciente. |
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Tenemos un resultado analogo para la cota inferior W.

Teorema 1.6. Sean X,Y dos v.a. continuas no degeneradas y sea C su
copula segun el teorema de Sklar. Entonces C = W si y sélo si existe h una
funcion decreciente tal que

Y £ h(X)
Demostracion. En este caso, el Teorema 1.26 es equivalente con que

{(w,v) tgq u<z,w<y}NS=0 obien
{(w,v) tg. u>z,v>y}nNS=40

De donde (u,v) € S si y sélosi V (z,y) € R?

u<r=>0v> o bien
= Y (1.29)

v>y=>uslczx

Lo anterior implica que para todo (u,v),(z,y) € Ssiz < u = y > w.
Para demostrarlo supongamos lo contrario. Podemos entonces hallar puntos
(uw1,v1), (ug,v2) € S tales que u; < uz y v; < v. Para el punto medio entre
ellos , (z,y), las relaciones (1.29) no se ven satisfechas. |

Observacion 3. Si U,V son variables aleatorias uniformes entonces la cépula
de (U, V) es Msiysélosi U = V. Tomando X, Y variables aleatorias contin-
uas sabemos que Fx(X), Fy(Y) son variables aleatorias uniformes. Ademas,
por la proposicién 2 sabemos que si (X,Y) tiene cépula C entonces C es
la cépula de (Fx(X), Fy(Y)). Por lo tanto, dadas dos variables aleatorias
X,Y, su cépula es M si y sélo si Fx(X) = Fy(Y).

Anélogamente la cépula de (X,Y) es W siy sélo si Fx(X)+Fy(Y) € 1. Con
estos razonamientos podemos enunciar de otro modo el teorema anterior.

Teorema 1.7. Sean X,Y dos v.a. continuas no degeneradas y sea C su
copula segin el teorema de Sklar. Entonces si Fy es invertible

C =M siysdlo siY = Fy' (Fx(X))
C=Wsiysdlosi¥ = Fy'(1- Fx(X))
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1.6 Reordenamientos de M

Un reordenamiento de M es una cépula cuyo soporte es una alteracién es-
pecifica del soporte de M. El procedimiento sera el siguiente. Tomaremos
una particién P = { P}, de intervalos cerrados de [0, 1]. Dividimos el [0, 1]
con los rectdngulos Q = P; x [0, 1], entonces para cada uno de ellos hay una
parte del soporte de M, a saber, la interseccién de P; x [0,1] con la grafica
de la funcién identidad. Permutamos estos rectangulos transformandolos en
m(Q) = {m(P;) x [0,1]},. Con ello hemos cambiado el soporte de lugar.
Tomamos ahora una funcién w: 7(P) — {—1,1} de modo que w(n(FP;)) =1
si dejamos la recta correspondiente del soporte como estd y w(w(FP;)) = —1
si hacemos negativa su pendiente (respetando su magnitud). Denotaremos a
cada reordenamiento como M(n, { P}, ,w).

Ejemplo 1.5. Ezaminemos el soporte para M(2,{[0,1/2], (1/2,1]}, (2,1),(-1,1)).

En este caso se determina, gracias a la particién y la permutacién que
sobre el primer rectdngulo, el [0,1/2] x [0, 1] se pone el trozo de segmento
que estaba originalmente en el rectangulo [1/2,1] x [0, 1] y como en este caso
w([0,1/2]) = —1 se cambia su pendiente. Del mismo modo en [1/2,1] x [0, 1]
yace ahora lo que antes estuvo en [0,1/2] x [0,1] y conserva su pendiente
(w([1/2,1]) = 1). Es asi que el soporte queda determinado por la funcién

3 SiIE[0;1/2)1
S(z) = {:.r:— 1/2, size[1/2,1].

]
Esto significa que si (X,Y) ~ M(2,{[0,1/2],[1/2,1],(2,1),(-1,1)), en-
tonces Y = S(X) con lo que las variables X,Y estdn deterministicamente
relacionadas.
Una propiedad importande de la familia de reordenamientos de M es
que podemos aproximar uniformemente la cépula IT con ella. Formalmente
hablando, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.8. Sea € > 0. FEntonces eziste un reordenamiento de M que
denotaremos M, tal que

IT— M <e
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Figura 1.2: Soporte del reordenamiento de M

Demostracién. Para efectuar la prueba generamos una particién del intervalo
unitario y usdndola repartimos la masa de M de modo uniforme sobre los
rectangulos que ella determina.

Sea € > 0 y para ella, m € N tal que m > 4/e. Entonces, por el lema 2,
para cualquier cépula

|C(u,v) —C(W,v') | <e/2 ,si|u—u'|<1l/m, |[v=2|<1/m

Consideremos n = m? y denotemos por I, e I, las particiones regulares
de orden m y n respectivamente del intervalo [0,1]. El soporte de M, la
identidad, pasa por todos los cuadrados de la forma [i/r, (i+1)/r]?, r = m,n
dejando en ellos una masa de 1/r. La permutacién de los componentes de I,
que usaremos es aquélla que reparta la masa de probabilidad del cuadrado
[i/m,i+1/m]*a saber, 1/m- en el recténgulo [0, 1] X [i/m, i+ 1/m] logrando
que en cada uno de los cuadrados que se determinan en I2, haya probabilidad
1/n.

La permutacion n[m(j — 1) + k] = m(k — 1) + j para j,k = 1,2,--- ,m
logra el efecto deseado. Para terminar de determinar un reordenamiento de
M digamos que w = 1 y nombremos a M(n, I,,,m,w) = M.. Observemos
que si p,q € {1,2,--- ,m} entonces M.(p/m,q/m) = Il(p/m, qg/m). Esto se
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debe a que

Vi ([0,p/m] x [0, g/m]) = Z Vi, ([¢/n, i+ 1/n] x [j/n, § + 1/n]) = pg/n

Con lo cual

M, (p/m,q/m) = Vi, ([0, p/m]x[0,q/m])
=Vu([0,p/m] x [0, q/m]) = II(p/m, q/m)

Siendo asi y dado (u,v) € I? tomemos p,q tales que |u — p/m| < 1/m y
|v — g/m| < 1/m. Entonces

| C(u,v) = Mc(u,v) | <|C(u,v) — C(p/m,q/m) |+ |C(p/m, q/m)
s Me(p/mr‘?/m) I + ’ Ms(p/m:Q/m) - ME(H:T")]
<ef2+¢ef2=¢

Esto no es todo. Si tomamos ahora en vez de Il una cépula cualquiera,
podemos hacer un reordenamiento de M que le aproxime uniformemente. La
prueba de este hecho utiliza la misma permutacién pero con una particiéon
distinta. Esto significa que los reordenamientos de M contienen un conjunto
que es denso en C, el conjunto de las cépulas bidimensionales. Volveremos a
hablar de esta propiedad mas adelante en términos estadisticos.

1.7 Modos de dependencia

Hemos examinado ciertas propiedades de la dependencia que se resumen en
la cépula. Los resultados presentados sobre las cotas de Fréchet tienen cierta
debilidad en el sentido que nos explican una relacién determinista y de tipo
funcional entre las variables en cuestion. ;jQué pasa cuando la relacién es
més sofisticada, menos explicita? ;Podemos “leer” en la cépula este hecho?

Veremos ahora algunas nociones de dependencia y su relacion con las
copulas.



1.7. MODOS DE DEPENDENCIA 35

Definicién 4. Sea X una v.a. con distribucion F. Entonces X es simétrica
alrededor de 0 € R st y sélo si

F@+z)=1-F(f—-2) VazeR

Los ejemplos de este tipo de variables son muchos, comenzando por las
v.a. con distribucién normal que tienen simetria alrededor de la media. Para
extender este concepto a dos dimensiones una alternativa es la siguiente.

Definicion 5. Sea (X,Y) un vector aleatorio, entonces (X,Y) es simétrico
alrededor del punto (6,7) si y solo si

X-6Y-7)2(0-X7-Y)

Esta definicion es equivalente a que la distribucién conjunta del vector
(X,Y) satisfaga, para cada (z,y) € R*

Fxy(z+6,y+v)=1-Fx(0—z)- Fr(y-y)

1.30
+Fxy(0 =z, 7-1v) (1.30)

Debido a que si (z,y) € R? entonces

Fyy(z+6,y+7)=P(X -0<z,Y-7<y)
=P(0 - X <z,7y-Y <y)
“P(X >0-2,Y 27y-y)
=1-P(X<f-2)-PY<y-9y)+P(X<8-2,Y<7-Y)
=1-Fx(0—-z)-F(y—-y)+Fxy(@—z,7v-y)

Esta definicién es una extension de la simetria en una variable en el sentido
que si antes los dos rayos (—o00, —0] y [#,00) tenian la misma probabilidad
para cada z € R, ahora los semiplanos

{(u,v) tq. u>20—-z,v>y-y}
{(w,v) tq. vu<O+z,v<7+y} (1.31)

tienen la misma probabilidad.
Siempre que las v.a. sean simétricas, podemos expresar la simetria del
vector (X, Y') en términos sélo de su cépula utilizando la relacién (1.30) como

sigue.
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Proposicién 4. Sean X, Y wvariables aleatorias no degeneradas con cipula
C. Supdngase que ambas son simétricas alrededor 0 y -y respectivamente.
Entonces (X,Y) es simétrico alrededor de (6,7) si y sdlo si para todo u,v € I

Clu,v) =u+v-1+C(1 —u,1—)

Demaostracion. Sean Fyx, Fy las distribuciones de X y de Y, y sea Fxy su
distribucién conjunta. Entonces, para (z,y) € R?

Fyy(@+0,y+7)=1-Fx(8—2) ~F(y-y)+ Fxy(0—z,7=9)
& C(Fx(z+9), Fy (y+7)) = 1-Fx(0—z)-Fy (v—y)+C(Fx (0—=z), Fy (v-y))

Utilizando ahora la simetria de X y Y en esta expresion se concluye que

C(Fx(z+0),Fy(y+9)) =Fx(0+2)-(1-F(v+y))
+C(1—-Fx(0+z),1— Fy(y+yv))

Con lo cual queda probado que para cada (u,v) € [0, 1]?
Clu,v) =u+v—-14+C(1-u,1-v)
|

Observacion 4. En este desarrollo observamos que la simetria de la copula se
hereda hacia la distribucién conjunta si las marginales también son simétricas.
Sin embargo, si las marginales no son simétricas, la conjunta no necesaria-
mente lo es.

Como otro ejemplo en que la cépula resume un modo de dependencia,
consideremos dos variables aleatorias (X,Y) y veamos que la cépula de las
variables (min(X,Y), max(X,Y’)) es independiente de las distribuciones de
XydeY.

Ejemplo 1.6. Sean Uy, y U, variables aleatorias independientes uniforme-
mente distribuidas sobre el intervalo unitario. Considérense Yy = max(Uy,Us)
y Yo = min(Uy, Us) sus estadisticos de orden. Entonces, la cdpula C = Cy,y,
es

Ol 4} — {3(1 —VIi=a) - (Vo) sil—w)—-vIi-u<uv/2 15)

en otro caso
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Demostracion. La densidad conjunta para estadisticos de orden estd dada
por

v, y) =2 () - f(v2), siye >,

con lo cual, la distribucién conjunta de Y7, Y, en caso de v.a. uniformes es,

1 2
Fy,y,(n1,92) =P(Y1 <y, Ya < ) = 2/ / X(0,1)(8)X(s,1)(t)dtds
0 0

W Y2 i
:2/ X(u,l)(s)/ dtds = 2/ (y, — 8)ds
0 s 0

=2(yovn — ¥1/2)
Es decir

2 —yi, si0<y >y <1,

Vs, siy, <yr <loy <1<y,
Fyva(Y1,92) = 22 " .

yl_yll 519’221:05”9151;

1, siyr,ye > 1

Dado que las distribuciones de Y; y Y5 son
Fr(y) =20 -4 Fn(y) = [Fy)
podemos utilizar sus inversas
Fplluy=1-V1—u Fg'(v)=+

para encontrar que la cépula C(u,v) = Fy, y, (Fy;'(u), Fy,' (v)) est4 dada por
la expresion

Clu,v) = {2(1 —VI=u) (Vo) —v, sil-vVI—u< N,

v, en otro caso.

Esta demostracion puede realizarse ain cuando las distribuciones marginales
no sean uniformes. Esto nos dice que la relacién entre (X, Y) de ser el méximo
y minimo de v.a. independientes idénticamente distribuidas no depende mas
que de la cépula.
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Ejemplo 1.7. St X,Y son v.a. con distribucion F continua, entonces la
copula de sus estadisticos de orden estd dada por (1.32).

Demostracion. Como en el ejemplo anterior, tenemos que
Fy, v, (y1,92) = 2F (32) F (1) — [F(w1))?
y teniendo en cuenta la distribucién para Y} y Y5
F;ll(u) =F1l1-v1-u) Fy,(v) = F' ()
con lo cudl se concluye que la cépula es

2(1 = V1 =u)(yv)—v, si FY(1-+1-u)<F (),

en otro caso.

Clu,v) = {

Siendo la funcién F~! creciente (inversa de creciente), se concluye que F~1(1—

VI—=u) < F~Y(/v) si y sélo si 1 — /1 —u < /v de donde el resultado es

cierto. | |

Los pasados ejemplos muestran que hay relaciones que no son deterministas
ni funcionales entre dos variables que se resumen en su cépula. Este no
es el 1nico caso, también es cierto que hay relaciones que dependen de las
funciones de distribuciéon marginales como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.8. Sean X ~ N(0,1), Y ~ N(u,0?). Entonces la cépula corre-
spondiente al vector (X, X +Y) depende de o*.

Demostracion. Por el teorema de cambio de variable la distribucién conjunta

de (X,X +Y) es normal N ((2), (;,)) y coeficiente de correlacién 1/(1 +
o?). Esto significa que la cépula de (X, X + Y) es la c6pula Gaussiana con
parametros (0, ,1,0°1/(1 + 6?)), una funcién de o2.

De hecho, gracias a que el coeficiente de correlacién es 1/(1+40?%) podemos
observar que conforme o — oo la distribucién conjunta tiende a la de v.a.
independientes, es decir C, — II. Por otra parte, si ¢ — 0 entonces la

distribucién tiende a la del vector (X, X + p), de modo que C, — M. |

Otros modos de dependencia que estan completamente resumidos en la cépula
se tratan cn las siguientes paginas.
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Definicidon 6. Sean X,Y wvariables aleatorias. Diremos que X y Y son pos-
itivamente dependientes por cuadrante, PQD(X,Y) (del inglés “positively
quadrant dependent”), cuando

PX<z,Y<y>PX<z) PY<y) Vz,yeR (1.33)
Equivalentemente, si P(X <z2) >0
P(Y<ylX<z)>P(Y <y) Vz,yeR (1.34)
Observacion 5. Esta definicién puede postularse con las funciones de super-
vivencia P(X > z,Y > y),P(X > z),P(Y > y).
Para ello, observemos que
PX >z,Y>y)>P(X >z)P(Y >y) siysolosi

1-P(X <2)—B(Y <y) +P(X <2,Y <) >
(1-PX <2))(1-PY <y) (1.35)
lo que, cancelando términos, equivale con que PQD(X,Y).
Para entender el sentido de esta definicion maés a fondo, agreguemos al-
gunos términos a la relacién (1.33) poniendo
Fxy(z,y) =2 Fx(2)Gy(y)
Fxy(z,y) — Fx(2)Fxy(z,y) — Gy (y)Fxy (z,y) + (Fxy(z,9))* >
Fx(2)Gy(y) — F@)Fxy (2,9) = Gy (y)Fxy (z,9) + (Fxv(,y))"

Factorizando Fxy (z,y) en el término de la izquierda y reduciendo el término
de la derecha obtenemos que PQD(X,Y) si y sélo si para cualquier punto
(z,y) € ®*

Fxy(z,y)(1 - Fx(z) — Gy(y) + H(z,y)) >

.36
(Fx() - Hz W) (Gr ) - Hwy) 0

Equivalentemente,
PX<z,Y<yYyPX>z,Y>y>2PX <z,Y>y)P(X >z,Y <y)

lo cual indica que los valores que toma la variable se concentran en los semi-
planos { (a,b) t.q. a<az,b<y} {(a,b) tq. a>zb>y}.



40 CAPITULO 1. COPULAS

Podemos entender la dependencia por cuadrante en términos de la covar-
ianza entre las variables X, Y. Para ello, es de utilidad calcular la covarianza
como funcidén de las distribuciones conjunta y marginales segin el siguiente
lema.

Lema 10 (Hoeffding (1940)). . Sean X,Y wvariables aleatorias continuas
con funcion de distribucion conjunta Fyy de marginales Fy, Fy respectiva-
mente. Entonces

ConX,¥) = [ (Fev(a) = Pu(@)Fy ) dedy

Con este resultado probaremos que la dependencia por cuadrante es equiv-
alente con que el coeficiente de correlacién de Pearson sea no-negativo para
cierta familia de funciones aplicadas a X, Y como afirma el siguiente teroema.

Teorema 1.9 (Lehman 1966). Sean X, Y variables aleatorias continuas
con distribucidn conjunta Fxy de marginales Fx, Fy respectivamente. En-
tonces PQD(X,Y) si y sélo st Cov(f(X),9(Y)) = 0 para toda pareja de
funciones f,g crecientes para las cuales E(f(X)),E(g(Y),E(f(X)g(Y) exis-

tan y sean finitas.

Demostracién. Supongamos primero que PQD(X,Y). Por el lema de Ho-
effding, tenemos que
ConX,¥) = [ (Fev(an) - Fu(@)Pelu))dady > 0
Ademas
P(f(X) <z,9(Y) <y)=P(X < f(2),Y <g7'(¥))
>P(X < fT(@)P(Y < g7 (y)) = P(f(X) < 2)P(g(Y) < 9)
de modo que PQD(f(X),g(Y)) y asi Cou(f(X),g(Y)) > 0.

Por otro lado, si para toda pareja de funciones creciente para las cuales
E(f(X)),E(g(Y),E(f(X)g(Y) existan y sean finitas tenemos que Cov(f(X),g(Y)) >
0 entonces en particular para f;(X) =1(() X < z), ¢Y)=1(0Y <y)
de modo que

0 < Cov(f2(X),94(Y)) = Fxy(z,y) — Fx(z)Fy(y)  paratodo z,y € R
con lo cudl PQD(X,Y). [ |
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Este tipo de dependencia se puede resumir como propiedad de la cépula
partiende de la definicién misma y usando el teorema de Sklar como sigue:

Fxy(z,y) 2 Fx(z) - Fy(y) & C(Fx(z), Fy(y)) 2 Fx(z) - Fr(y)
para toda pareja (z,y) € R%. Es decir
Teorema 1.10. Sean X y Y wvariables aleatorias con cépula C. Entonces
PQD(X,Y) si y sdlo si
C(u,v) >u-v Vu,vel0l
=
Ahora bien, utilizando la equacién (1.36) podemos afirmar que
Teorema 1.11. Dada una pareja de variables aleatorias con cépula C, PQD(X,Y)
si y sélo st para cada u,v € [0, 1]
C(u,v)(1 —u—v+C(y,v)) > (u—C(u,v)) (v - C(u,v))
|
Dadas X, Y, variables aleatorias, son negativamente dependientementes
por cuadrante, NQD(X,Y) (del inglés “negatively quadrant dependent”) si
y s6lo si para cada punto (z,y) € R?: Fxy(z,y) < Fx(z)Fy(y). Para esta
relacion tendremos los andlogos a los teoremas 1.10 y 1.11.
Una relacion de dependencia similar a la dependencia por cuadrante es la

monotonia de colas. Recordemos que la dependencia por cuadrante se definié
cuando P(X < z) > 0 segtin (1.34) pidiendo que

P(Y <ylX<2)2P(Y <y) V(z,y)eR®
Esto podemos verlo como
PY <ylX <z)2P(Y <ylX <o0)  V(z,y) € R?
Una condicién un tanto mas fuerte es pedir que la funcién
L(z)=PY <yl X <z sea monotona para cada y € R.

Definicion 7. Sean X,Y wvariables aleatorias y para cada toda pareja x,y €
R definamos

I

(@) =P(Y <ylX <z)  H,() =P(Y > X >2)

Entonces
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1. 'Y es de cola izquierda decreciente en X cuando I,(z) es decreciente
para todo y. Denotamos este hecho como LTD(Y |X) (por su nombre
en inglés “left tail decreasing”).

2. Y es de cola derecha creciente en X cuando H,(z) es creciente para
todo y. Denotamos este hecho como RTI(Y|X) (por su nombre en
inglés “right tail increasing”).

Para intuir un poco el sentido de esta definicién, pensemos que X,Y
son los tiempos de vida de dos componentes ¢, c; respectivamente. En-
tonces RT'I(Y|X) significa que conforme el tiempo de vida del componente
¢; avanza, aumenta la probabilidad de que ¢, tenga una vida larga. Analoga-
mente, LTD(Y|X) nos dice que la probabilidad de que el tiempo de vida de
Y sea corto decrece conforme aumenta el tiempo de vida de X.

Estas dos relaciones implican la dependencia por cuadrante positiva. Por
ejemplo, si RT'I(Y|X) entonces

P(Y > y|X >2) > P(Y > y|X > —00) = P(Y >y)

de donde P(Y > y, X > z) > P(Y > y)P(X > z), es dcir, PQD(X,Y) segin
la ecuacién (1.35). Del mismo modo, si LT'D(Y|X) entonces P(Y < y|X <
z) 2 P(Y <y, X < 00) =P(Y < y), es decir, PQD(X,Y) por definicién.

Con el siguiente ejemplo demostraremos que la monotonia de colas y la
dependencia por cuadrante no son equivalentes.

Ejemplo 1.9. Sean U,V wvariables aleatorias uniformemente distribuidas en
(0,1) con distribucion conjunta C(u,v) = min(u,v, (u? + v?)/2). Entonces
PQD(U,V) pero no hay monotonia de colas.

Demostracién. Gracias a que u > uv,v > uv y también (u? + v?)/2 > uv se
tiene que en todo punto C(u,v) > II(u,v), de modo que PQD(U, V). Ahora
bien
B(U < 1/2)V < 1/2) =P(U < 1/2,V < 1/2)/B(V < 1/2)
=2C(1/2,1/2) = 2(min(1/2,1/2,1/4)) = 1/2

Analogamente

P(U < 1/2|V < V3/2) =(2/V3)C(1/2,V3/2)
=(2/V3)(1/2) = V3/3 ~ 577
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De modo que U no es de cola izquierda decreciente en V. Ademas
PU >1/2,[V >1-+/(3)/2) =(1-1/2—- (1 - /(3)/2) -
C(1/2,1 - /(3)/2))/(1 - V3/2)
=V3/3 ~ 577
Analogamente
U >1/2|V > 1/2) =0(1/2,1/2)/(1/2) = 1/2

De modo que U no es de cola derecha creciente en V. Por simetria de C se
tiene que V no es de cola izquierda decreciente en U y que V no es de cola
derecha creciente en U. |

La monotonia de colas también esta resumida en la cépula como se de-
muestra en el siguiente teorema .
Teorema 1.12. Sean X,Y wvariables aleatorias continuas con cépula C. En-
tonces

1. LTD(Y|X) st y sdlo st para todo v € [0,1], C(u,v)/u es decreciente
como funcién de u,

2. RTI(Y|X) si y sdlo si para todo v € [0,1], 1 —u— v+ C(u,v)/(1 — u)
es creciente en u.

Demostracion. Para cada z € R, por definicién de I,(z) y el teorema de
Sklar tenemos

I ) = Fxy(z,y) _ C(Fx(z), Fy(y))

! Fx(z) Fx(z)

Ahora bien, LTD(Y|X) si y solo si I,(z) es decreciente en z. Haciendo
el cambio de variable v = Fx(z),v = Fy(y) y siendo Fy, Fy funciones
crecientes y continuas, se concluye que I(z) es decreciente en x si y sélo
si C(u,v)/u lo es en w.

Analogamente
_1— Fx(z) - Fy(y) + Fxy(z,9)
H&l‘('r) = 1— Fx(i)
_1-u-v+C(u,v)
- I—a

Dc¢ modo que Hy(z) es creciente si y sélo si 1 — u — v + C(u,v)/(1 —u) lo
cs. |
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Otro aspecto importante en la relaciéon que guardan dos variables aleatorias
es la concordancia.

Dada una muestra aleatoria bivariada (X, Y}),- - (X,,Y,) diremos que
las parejas (X1, Y1), (X2, Y2) son concordantes cuando (X; — X5)(Y; — Y2) >
0 y discordantes si (X; — X3)(Y; — ¥2) < 0. La 7 de Kendall, utilizada
frecuentemente en estadistica para pruebas de hipotesis, estd definida para
la muestra como la diferencia entre la probabilidad de concordancia y la de
discordancia para un elemendo elegido aleatoriamente de la muestra, es decir

#pares concordantes — #pares discordantes
T =
(2)
Si consideramos ahora dos vectores (X7,Y}), (Xs, Y2) independientes e iden-
ticamente distribuidos, la versién poblacional de la 7 es

P[(X1 — X2)(Y1 — Y2) > 0] - P[(X: — X3)(Y1 - ¥2) < 0] (1.37)

Para demostrar el papel que tienen las cépulas en este modo de medir la con-
cordancia supongamos que los vectores (X1, Y1), (X2, Y2) son independientes
con funciones de distribucién marginales idénticas y funciones de distribucién
conjunta posiblemente distintas y definamos su funcién de concordancia y
discordancia como

Q =P[(X1 — Xo)(Y1 — Y2) > 0] = P[(X) — X3) (Y1 — ¥2) < 0.
Demostraremos que @ es una funcién de las cpulas de (X3, Y:) y de (X3, Y2).

Teorema 1.13. Si (X1,Y1), (X3, Y2) son vectores aleatorios continuos inde-
pendientes con funciones de distribucion marginales idénticas (F para X, X,
y G para Y1,Ys) y copulas Cy, Cy respectivamente entonces

Q-QenC)=1[[ GEoCEy-1 03
[o,1)2
Demostracion. Como los vectores son continuos,
P(X1 — X2)(V1 — Y2) > 0] + P[(X: — Xp) (Y1 - Y2) < 0] =1

de modo que

Q = 2P[(Xy — Xo) (Y — Ya) > 0] - 1 (1.39)
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Por otra parte

P[(X, — X2)(Y; = Ya) > 0] = P(X; > X5, Y; > Y5)
+P(X1 < Xo,Yi < Ya) (1.40)

y esto puede ser evaluado con las distribuciones conjuntas como sigue

P(X: > X2, Y1 > Y3) =P(X; £ X;,Y2 £ 1))
- / P(X, < X, % S VilX =2,Yi = 9)dCi(F(@), G(v))
R

- / P(X; < z,Y; < y)dCi(F(z), G(y))

/ / Ca(F(z),G(y))dCy(F(z), G(y))

De modo que empleando las transformaciones u = F(z),v = G(y) obtenemos
P(X; > X,V > Y;) = f / 1 Cal 0O )

Analogamente

P(X; < X,,Y; < Y3) / P(X; > 2,Y; > y)dCi(F(z), C(w))

/ / 1= F(@) = G) + Ca(F(o) G(y))dCy(F(z),G(y))

f/ 1 —u—v+ Cy(u,v)dC(u,v)
f0,1]2

Pero siendo C; la distribucién de variables aleatorias uniformes (U, V) en
[0, 1] tenemos que E(U) = E(V) = 1/2, y asi

P(X; < Xp,Y1 < Y)) :1——1/2—1/2+// Ca(u,v)dC (u,v)
[0,1]2

: f / 1y Colw )G )



46 CAPITULO 1. COPULAS
Por ello, usando (1.40),
P{(X; — X;)(Y; — ¥3) > 0) = 2 / / s, G i, 1)
[0,1)2

Sustituyendo esto en (1.39) obtenemos (1.38). |

Corolario 5. Si C,Cs y Q estdn definidas como en el Teorema 1.13 en-
tonces

1. @ es simétrica en sus argumentos, i.e., Q(Cs,Cy) = Q(C, Cs),

2. Q es creciente en cada uno de sus argumentos, i.e. st C; < Dy y
Cz S Dz, entonces Q(C],Cg} S Q(Dl,cz) S Q(Dl,Dg).

Por la definicién (1.37) tenemos que si C' es la c6pula de los vectores (X1, Y;), (X2, Y2)
entonces

+=6(C,C)= 4//[0 . C(u,v)dC(u,v) — 1 (1.41)

Observando que C' es la distribucién conjunta de las variables U = F(X,),V =
F(Y;) , podemos interpretar la integral en (1.41) como la esperanza de la
variable C(U, V), es decir

T =4E(C(U,V)) -1 (1.42)
De este modo, la 7 de Kendall es una funcién exclusivamente de la cépula.
Otra medida de concordancia usual es la p de Spearman. En este caso se

define con tres vectores (Xi,Y1), (X2,Y2), (X3, Y3) aleatorios idénticamente
distribuidos como

p=3(P[(Xy — Xa)(Yi - ¥3) > 0] - P[(X, - Xo)(¥i - ¥3) < 0.)

Observemos que en este caso la pareja (X,,Y3) tiene cépula II por tener
coordenadas independientes. De acuerdo con la demostracion del Teorema
1.13 podemos expresar la p como funcién de la cépula de (X, Y1) como sigue

Teorema 1.14. Se X,Y son variables aleatorias continuas con cdpula C,
entonces la p de Spearman para (X,Y) es

p = p(C) = 3Q(C,11)
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|

De este modo la ¢épula resume también dos de las medidas més usuales de

concordancia entre las entradas de un vector aleatorio dado. Obsérvese que

la concordancia es una medida que refleja el modo en que las observaciones

de un vector aleatorio se reparten. Por ejemplo, el valor 7 = 1 indica que

los valores grandes hacen pareja con los grandes y el valor 7 = —1 que los
valores grandes tienden a agruparse con los pequenos.

1.8 Copulas n—dimensionales

Del mismo modo que hemos definido una cépula en dos dimensiones como una
distribucion correspondiente a variables aleatorias uniformes y restringida al
cuadrado unitario, diremos que una cépula en n dimensiones es una funcién
de distribucién cuyas marginales son uniformes y que esta restringida a [0, 1]".
Formalmente

Definicién 8. Una n-Cédpula es una funcion C : I — I que satisface que
para cada u = (uy,uz, -+ ,Un) € I",

1. C(u)=0 st min;(w;) =0
2.Cu)=u; siu;=1Vi#j

3. Vo(B) = Y sgn(v)C(v) >0 VB, n-caja,
La suma tomada sobre todos los vértices de la caja B = @, [ax,bi] ¥
sgn(-) estd definida como

(b) 1 st vp = ax para una cantidad par de k’s
sgn(b) =
g —1 st vg = ax para una cantidad impar de k’s

A las funciones Cy(ux) = C(1,1, - ,ug,1--- 1) se les llama marginales
unidimensionales de C. A las funciones Cj, ;, ... i; (i, - -+ , u;;) que correspon-
den con las evaluaciones de C en que todo valor es 1 salvo los de las entradas
i1,%2, "+ ,1; se les llama marginales j-dimensionales de C.

Las cépulas en mas de dos dimensiones comparten muchas de las propiedades
y las pruebas correspondientes son similares. Cabe destacar que se tiene la
version n—dimensional del teorema de Sklar
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Teorema 1.15. St H es una funcion de distribucion en n dimensiones con
marginales Fy, Fy,--- | F, entonces eziste una n—copula tal que para cada
zeR"

H(zy, 22, ,Za) = C(Fi(z1), F2(z2), -+, Fa(@n)) (1.43)

Si todas las marginales son continuas, entonces C es inica, en otro caso estd
determinada de modo tunico en ., RanF;. Reciprocamente, la funcidn
definida por (1.43) es una funcion de distribucidn en n dimensiones cuyas
marginales son Fy, F5,--- | F),.

Del mismo modo, se tienen las cotas de Fréchet—Hoeffding, aunque en
este caso no se puede afirmar que sean copulas.

Teorema 1.16. Si C es una n—cdpula, entonces, para cada z € R"
W"(z) < C(z) < M™(z)

donde W™(z) = max(}_,; zi — n+ 1,0) y M™(z) = min;(z;).

Proposicién 5. La funcién W"(z) no es una n-cépula.

Demostracion. Basta tomar la caja [1/2,1]" y notar que las evaluaciones en
cada vértice v = (vy, -+ ,v,) son nulas salvo en el caso en que se tengan n—1
veces el valor 1 y una vez el valor 1/2 o n veces el valor 1, ya que en los otros
casos max (), v; —n+ 1,0) = 0. Con ello, habiendo n vértices en la primer
condicién y sélo 1 en la segunda, se concluye que

Vin((1/2,1]") = —=n[n—1+1/2-n+1] +1[n—n+1] =1-n/2
lo cual es no—negativo sélo cuando n < 2. |

A pesar de no ser una cépula, W™ es una buena cota en el sentido siguiente
que para cada u € [0, 1]" existe una cépula C, que coincide con W™ en este
punto como se prueba en (Nelsen, [1]). Por 1ltimo, diremos que las cépulas
n——dimensionales también reflejan aspectos de la dependencia de variables
aleatorias, por ejemplo, tenemos el andlogo al teorema 1.5

Teorema 1.17. Sean Xi,---,X, variables aleatorias continuas, entonces
cada una de ellas es funcion casi sequramente creciente de las otras si y sdlo
st la n—copula de X;,--- , X, es M".
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1.9 Conclusiones

El Teorema de Sklar muestra que siempre hay una relacién funcional entre las
distribuciones marginales y la distribucién conjunta de un vector aleatorio.
Como hemos visto, hay infinidad de distribuciones que comparten marginales,
es decir, que solo difieren en su copula. Con esto en mente, uno puede tener
la impresién de que la cépula resume todos los aspectos de dependencia, es
decir, que basta estudiar la copula para conocer la estructura de dependencia
en un vector aleatorio. Esta visién puede reforzarse mediante el cilculo de
la densidad conjunta en términos de las marginales y la cépula (1.24).

A lo largo del capitulo desarrollamos varios ejemplos en que ciertos aspec-
tos de la dependencia se resumen en la cépula y en el ejemplo 1.8 mostramos
que hay otros aspectos de la dependencia que no podemos conocer con la
copula. Siendo observadores podemos decir que las relaciones que la cépula
resume son fundamentalmente referentes a la “geometria” de la distribucién
conjunta. Por ejemplo, la caracterizacién (1.31) de la simetria conjunta nos
indica tan sélo en qué regién de R? se acumula mayor probabilidad. De
modo similar, el Teorema 1.10 explica la dependencia por cuadrante como el
hecho de que la grafica de la distribucién conjunta esté siempre sobre la del
producto de las marginales.

Naturalmente hay mucho mas que examinar en téminos de cépulas y de-
pendencia. A lo largo de los siguientes capitulos trataremos nuevos conceptos
que nos ayuden a entender mejor el papel que juegan las cépulas en el terreno
de la dependencia de vectores aleatorios.
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Capitulo 2

Coépulas Arquimedianas

2.1 Introduccion

Las propiedades generales de las cépulas tratadas en el capitulo anterior nos
premiten construir una gran variedad de cépulas partiendo de funciones de
distribucién. No es este el unico método para construir cépulas. En este
capitulo veremos que podemos usar una funcién de una séla variable para
este proposito. Estas cpulas son las cépulas arquimedianas. Examinaremos
tanto su construccién como sus propiedades.

Partimos en la seccién 2.2 de un modelo con variables latentes para mo-
tivar la construccion de las cépulas arquimedianas. Mas adelante caracter-
izamos la formacién de cépulas con este método y desarrollamos algunos
ejemplos.

En la seccién 2.3 examinamos el modo en que una cépula arquimediana
distribuye su masa de probabilidad estudiando sus curvas de nivel y dando
algunos ejemplos. Después demostramos que la 7 de Kendall tiene una ex-
presion simple en caso que se parta de una copula arquimediana y esto abre
la puerta al andlisis de varias composiciones de variables aleatorias de las
que se desprenden nuevas formas de caracterizar a las cépulas arquimedi-
anas. Demostramos en esta seccién que podemos conocer una cépula arqui-
mediana de modo unico a partir de una cierta distribucién univariada. El
capitulo termina con una tabla que muestra algunas copulas arquimedianas
paramétricas.

Para este capitulo utilizamos el capitulo 4 de [1] y el articulo [2].

51
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2.2 Construccion de Copulas Arquimedianas

Consideremos variables aleatorias U, V' con distribuciones Fy, Fy respectiva-
mente. Supongamos que dada vy una variable aleatoria latente, las distribu-
ciones condicionales de U y V son

Fy(uly) = (Fu(w))”  Fv(vly) = (Fv(v))”

Siendo Fy(uly), Fy(v|y) funciones de distribucién, sabemos, por el lema 7,
que la funcién

H@@=Lﬂ&@ﬁﬂ@mwmn

es una cépula para toda C cépula. En particular si C = II, en cuyo caso
tenemos que

Hmmzﬁmwwmwwwm

es una cépula. Marshal y Olkin (1988) demostraron que podemos expresar
a H como

H(u,v) = ¢(¢7"(Fy(u)) + 67" (Fv(v)))

donde ¢ es la funcién transformada de Laplace para . Podemos ver esta
expresién como

¢~ (H(u,v) = ¢7'(u) + 67" (v)

Siguiendo esta idea, las cépulas arquimedianas surgen de la solucién de
una ecuacién funcional del tipo ¢(C(u,v)) = ¢(u) + ¢(v) para C(u,v) en
caso de que exista. Claramente la solucién de ella debe tener la forma

C(u,v) = ¢ (¢(u) - ¢(v)) (2.1)

lo cual nos llama a encontrar condiciones sobre la funcién ¢ para que esto
sea posible. ¢ sera definida en [0,1] — [0, 0] de modo que (2.1) defina una
funcién en [0,1]2 — [0,1]. Pidiendo que ¢ sea inyectiva, podemos difinir
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la funcién pseudo- inversa ¢!~! apoyindonos en la biyectividad sobre la re-
striccion al rango como sigue

S-) = {qﬁ‘l(t), si t € Ran(¢) @)

K en otro caso.

¥

Caso en el cual es natural pensar que si ¢ es creciente podemos utilizar el
valor K = 1 y si es decreciente el valor K = 0. Si ¢ es creciente entonces
la funcién obtenida mediante (2.1) no es una cépula. Para demostrarlo,
observemos que

d(C(u,1)) = ¢(u) + ¢(1).

De modo que la condicién C(u,1) = u para u € [0, 1] equivale con que
#(1) = 0. Esto significa, por estar definida ¢: [0,1] — [0,00) que ¢ = 0, es
decir que C(u,v) = 0 para todo punto (u,v) € [0,1]?, y esta funcién no es
una copula.

Ahora bien, si la funcién es decrciente, tenemos que

1. La funcién pseudo-inversa estd descrita por la regla de correspondencia

1y JO7HR), site[0,4(0)]
¢ }(t)"{o, si t € [¢(0), 0] (24

2. Vu e [0,1]

0(w0) =47 (6(0) +6)) =0
Ol )= 67 (o0w) + 400

De modo que al pedir que ¢(1) = 0 se satisfacen las condiciones de fron-
tera. Para ser una cépula la funcién C que define la ecuacién (2.1) debe ser
bicreciente. La siguiente proposicién nos brinda un modo de verificar esta
propiedad cuando ¢ es continua.

Proposicién 6. Si¢: [0,1] — [0,00] es una funcion continua, decreciente y
#(1) = 0, entonces C(u,v) = ¢"U( p(u) + qb(v)) es una funcion bicreciente
s1 y sdlo si para cada uy < uy

C(ug,v) — C(u1,v) < up —uy
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Demostracién. Si suponemos que C es bicreciente entonces
0 < C([ur, ua] x [v,1]) = Clur,v) + ug — Cluz,v) — uy

Para probar el reverso, tomemos v;,v2 € [0,1] - 3 v < v, y notemos
que C(0,v2) =0 < vy < vy = C(1,v3). Y como C(-,v) es continua por la
suposicién sobre ¢ (que implica que ¢/~ es continua), existe ¢ € [0,1] tal
que C(t,v2) = v; 0, dicho de otro modo, ¢(v2) + @(t) = ¢(v1).

Por lo tanto

Clua,v1) — Clu,v1) =¢!™ (d(u2) + p(v1)) — ¢!~V (d(w1) + $(v1))
=471 (B(ua) + (v2) + 6(1)) — ¢ (B(wr) + P(v2) + 4(2))
= (C{uz, vs), t) -C (C(ul, vs), t)

SC(U‘Z: UZ} - C(ul ] U2) 1

de modo que C es bicreciente. m

La caracterizacion completa sobre la formaciéon de copulas arquimedianas
con este procedimiento se explica en el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea ¢: [0,1] — [0,00] una funcidn continua, estrictamente
decreciente tal que ¢(1) = 0. Entonces la funcion C: [0,1] x [0,1] — [0, 1]
definida por

Clwo) = 86+ 600 )

es una copula si y solo si ¢ es conveza.

Demostracion. Hemos ya probado que las condiciones de frontera se satis-
facen. Queda por demostrar que C es bicreciente, para lo cudl usaremos la
proposicion 6, es decir, probaremos que

ges convexa < C(ug,v) — C(uy,v) <ug—uy Vuy <up € 0,1] (24)
Observemos que C(uz,v) — C(uy,v) < up — uy equivale con

ur + ¢ (Bua) + 6(v) < uz + ¢ (G(wr) + $(v))
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y usando la sustitucion ¢(u;) = a; y ¢(v) = b esto equivale con
¢ (a1) + ¢ (az + b) < 617 (a2) + ¢!~ (ay + b) (2.5)
De este modo, buscamos probar que ¢ es convexa si y sélo si para todo
a; < a, y b > 0 se verifica (2.5).
=]
Supongamos (2.5) valida, y para puntos s,t € [0, 00] nombremos a; = (s +
t)/2, a; = s,y b= (s —t)/2. Entonces

¢[-1;(s +t) < ¢71(s) + 670
=) &

2

es decir, ¢!~ Y es convexa al punto medio, y siendo también continua, se sigue
que es convexa. Con ello se prueba que ¢ también es convexa (pues ¢ es
convexa si y sélo si ¢~ lo es).

<]
Supongamos ahora que ¢ es convexa y considerems a; < az y b > 0. Defi-
namos & = (a; — az)/(a1 — az + b). Dado que a; = (1 — a)as + afa; +b) y
a;+b=aa; + (1 —a)(a; +b)

") < (1 -0)¢ (@) + g Nar +b)

¢ (az +b) < agl™V(az) + (1 — a)¢! V(a1 + b)
Sumando estas dos desigualdades obtenemos (2.5). [ |
A la funcién ¢ se le llama generador. En caso de que ¢ sea invertible de inicio,

se dice que es un generador estricto o que C es una cépula arquimediana

estricta.
Si bien el Teorema 2.1 nos brinda un método para construir una infinidad

de cépulas arquimedianas, podemos tener la impresién de que no son cépulas
muy usuales, sino que son, de algin modo, artificiales. Los siguientes ejem-

plos muestran que no es asi.
Ejemplo 2.1. La cépula producto es una cdpula arquimediana.

Demostracion. Basta tomar la funcién ¢(t) = —In(t). Como ¢(0) = oo
entonces ¢ es estricta, de modo que ¢"!() = ¢~!(t) = e~* lo cual trae por
resultado la cépula

C(u,v) = exp( — [(-In(w)) + (—ln(v})]) = uw



56 CAPITULO 2. COPULAS ARQUIMEDIANAS

Ejemplo 2.2. La cota inferior de Fréchet es una cépula arquimediana.

Demostracién. En este caso, basta tomar la funcién ¢(t) =1—-t Vt € [0,1].
Entonces la pseudo inversa serd

5 1-t, sitelo,1],
4= {0, sit> [1 |
Lo anterior quiere decir que ¢[—1](t) = max(1 —¢,0). Utilizando la ecuacién
conocida, obtenemos que
C(u,v) = ¢7U((1 — u) + (1 — v)) = max(u+v — 1,0)
Por lo cual W es una cépula arquimediana no estricta de generador
d(t)=1-1t. |

Con esto hemos visto que dos de las copulas con que hemos trabajado ante-
riormente son arquimedianas. Una pregunta valida es si existen copulas que
no sean arquimedianas. Ahora veremos que asi es, en particular, M, la cota
superior de Fréchet, no lo es.

Ejemplo 2.3. La cota superior de Fréchet, M, no es una cépula arquime-
diana.

Demostracion. Observemos que si C' es una cépula arquimediana, entonces
para todo u € [0,1]

u=C(u,1) > bc(u) = C(u,u) = ¢V (2¢(u))
Supongamos que u = ¢/~ (2¢(u)). Si aplicamos ¢ tenemos
sy = [ 200, 5 20(0) € 0,600,
$(0),  si2¢(u) > ¢(0).

segin la definicién (2.3) de la funcién pseudo-inversa de ¢. De este modo
d(u) = 0 si 2¢(u) € [0,¢(0)] y #(u) = ¢(0) en otro caso. Por lo tanto si
u=¢l"1 (2¢(u)) entonces u =1 6 u = 0. Asi para todo u € (0,1)

C(u,u) =bc(u) <u
Si la cota superior M (u,v) = min(u,v) fuese arquimediana, entonces
u=min(y,u) =6(u) <u VYue (0,1)

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, la copula M no es arquimediana.
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Las copulas arquimedianas son simétricas en el sentido que C(u,v) = C(v, u)
para toda pareja (u, v). Esto nos puede dar la impresién errénea de que toda
funcién de distribucién con cépula arquimediana es simétrica. Esto no es asi

Ejemplo 2.4. Si (X,Y) son independientes y st X ~ N(0,1),Y ~ N(1,1)
entonces la distribucion de (X,Y) no es simétrica a pesar de que su cépula
es arquimediana.

Por ser independientes, la simetria de la distribucién conjunta equivale
con

Fx(z)Fy(y) = Fx(y)Fy(z) z,yeR (2.6)

Tomemos z = 0,y = 1. Como Y ~ N(1,1), entonces Fy(0) = Fx(-1), de
modo que,

Fy(.’L‘):Fx(—l} Fx(y)ﬁ:.SS

De modo que Fx(z)Fy(y) = .25 y Fx(y)Fy(z) = .1275. Con ello, por (2.6),
la distribucién conjunta no es simétrica. |

En este ejemplo se eligieron distribuciones simétricas. Sin embargo no
simé tricas con respecto al mismo punto. Esta condicién tampoco es sufi-
ciente para que la distribucion conjunta sea simétrica.

Ejemplo 2.5. 5i X ~ N(0,1) y Y ~ N(0,4) son variables aleatorias inde-
pendientes, entonces la distribucion conjunta de (X,Y) no es simétrica.

Sabemos que la distribucién de Y/2 es normal de parametros (0, 1), con
ello, Fy(y) = Fx(y/2) para todo real y. Consideremos z = 0,y = 1. En-
tonces

Fx(z)=.5  Fy(y) = Fx(.5)
Fy(z)=5  Fx(y) = Fx(1)

Obtenemos que si Fyy es simétrica entonces, por (2.6), Fx(1) = Fx(.5)
lo cual es imposible pues la distribucién normal estandar es estrictamente
creciente. |

El 1inico caso en que la distribucion correspondiente a una cépula arqui-
mediana es simétrica es el de variables idénticamente distribuidas.
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Proposicion 7. Sea C' una copula arquimediana correspondiente a la dis-
tribucion F del vector aleatorio (X,Y). Entonces F es simétrica en el sen-
tido que F(z,y) = F(y,z) para todo punto (z,y) € R? si y sélo si X sigue
la misma distribucion que Y.

Demostracion. Por el teorema de Sklar tenemos que
F(z,y) = F(y,z) siysélosi C(Fx(z),Fy(y)) = C(Fx(y), Fr(z))
para cada punto (z,y) de R?%. Si C es arquimediana lo anterior se traduce en
C(Fy(y), Fx(z)) = C(Fx(y), Fr(z))

para todo punto. Conforme z — oo obtenemos que Fy(y) = Fx(y) para
cada punto y € R. Analogamente, conforme y — oo obtenemos que Fx(z) =
Fy(z) para todo z € R. En conclusién la distribucién F' con cépula arqui-
mediana C es simétrica si y solo si X y Y tienen la misma distribucion. WM

Veremos ahora dos propiedades mis de las cdpulas arquimedianas. Primero,
que cada cépula arquimediana tiene tantos generadores como nimeros reales,
y después una razén para el nombre “arquimedianas”.

Proposicién 8. Si ¢ es una funcidn generadora para C' entonces, para toda
k # 0 la funcion ké(-) también lo es.

Demostracion. Calculemos la pseudo-inversa de k¢(+) utilizando la definicién
(2.3) y nombrando ¥(z) = k¢(z). Tenemos

S0 = {w-l(t) si t € Ran(y)
0 si t € [¥(0), 00]

Siendo la condicién t € Ran(i) equivalente con t = k¢(y) p.a. y, tene-
mos que t € Ran(y) < t/k € Ran(¢). Ademas, por las propiedades de la
funcién inversa podemos afirmar que V¢ € Ran(y) ¥~ (t) = ¢~ (;t). Por lo
que la regla de correspondencia para ¥~ es

1 _ )@ (t/k) sit/k € Ran(¢)
P(E) = {0 si t/k € [#(0), 00)
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De donde tenemos que
W) + p() = ¢ (L) i) 1 o)

con lo cual queda probado que Vk # 0, si ¢(-) genera la cépula C entonces
k¢(-) también. |

Para dar una explicacion sobre el nombre de estas copulas, recordemos
la propiedad arquimediana de nimeros reales que afirma que dados a,b €
R existe un nimero natural n tal que na > b. Definiendo una operacién
apropiada las cépulas arquimedianas tienen una propiedad andloga.

Para una cépula C, definamos sus potencias, recursivamente, como up, =
©  ugtt = Clu, ud).

Proposicion 9. Si C es una copula arquimediana estricta con generador ¢,
entonces, para cada u,v € [0,1] 3n € N tal que ug < v.

Demostracidn. Recordemos que siendo ¢ un generador estricto, tenemos que

gl =g,

Observemos que
ug = C(u,u) = ¢7(9(x) + d(u) = 67 (2(u))
y del mismo modo

ug = C(ug,u) = ¢~ ($(67 (26(w)) + $(u)) = ¢~ (34(w))

dado que ¢(¢(2¢(u)) = 2¢(u). Hagamos induccién sobre n. Supongamos
que para n € N se tiene que ul = ¢~ (n¢(u)) y calculemos ul: .

ugtt = Clug,u) = ¢71(¢(¢7 (nd(w)) + $(u)) = ¢7' ((n+ 1)¢(u))

De este modo ul = ¢~ !(ng(u)) para todo natural n. Aplicando la
propiedad arquimediana sobre los nmimeros reales ¢(u) y ¢(v) tenemos que
existe un natural k tal que k@(u) > ¢(v). Por lo tanto v = ¢~ (é(v)) >

¢~ (kg(u)) = uc. u
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2.3 Propiedades

Hemos definido una cépula arquimediana como la soluciéon de una ecuacion
funcional en términos de una funcién ¢: [0,1] — [0,00) y de su pseudo-
inversa ¢!~1: [0,00) — [0,1]. Es de esperarse que las propiedades de la
copula C asi definida guarden estrecha relacién con las caracteristicas de ¢,
su generador. Estudiaremos a continuacién algunas propiedades referentes
al modo en que C distribuye la probabilidad en [0,1] en términos de su
generador.

Dada una cépula C, definimos la curva de nivel ¢ como el conjunto de
puntos para los cuales C(u,v) = t, es decir,

LC(t) = {(u: 'U) t.g. C(ua U) = t}'
Si C es Arquimediana, tenemos
Lo(t) ={(u,v) tag. &(t)=¢(u)+¢(v)}

Generalmente, escribiremos esto como funcién de u, denotindola como la
curva v = Ly(u), ya que podemos resolver la expresién anterior para v obte-
niendo

v = Ly(u) = ¢~ (6(t) — ¢(u))

Observemos que ¢/~ puede ser remplazada por ¢~! gracias a que ¢(t) —
é(u) € [0,(0)).

Una de las propiedades importantes de las curvas de nivel es la relacién
que guardan con el soporte. Si la cépula puede ser expresada como la doble
integral de alguna funcién (su densidad), entonces toda curva de nivel tiene
probabilidad cero. De este modo, si alguna curva de nivel tiene probabilidad
positiva, la cépula tiene una componente singular, esto es, no sera expresable
como la integral de su densidad en alguna regién. Ademas, si existen curvas
de nivel L;(u); tales que ) IP(L;(u);) = 1 entonces la cépula es singular en
todo su dominio y su soporte sera la unién de dichas curvas.

Para una cépula arquimediana general, veamos la probabilidad que acu-
mula en una curva de nivel dada.

Teorema 2.2. Sea C una cépula Arquimediana con generador ¢, entonces
para cada t € (0,1) la probabilidad que C acumula en la curva de nivel t es

1 1

Po(Li(u) = ¢(t) (M = W) (2.7)
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Esto es, si (U, V) tienen cipula C entonces

1 1
P((U, V)€ L(w)) =i\ == — 7=
(@) € L) =60 5735 - 375
Donde ¢/(t*) y ¢/'(t7) denotan las derivadas laterales de ¢ en el puntot. En
particular, si ¢ es derivable en t -lo cual sucede casi donde quiera- entonces
dicha probabilidad es cero.

Demostracion. Parat € (0, 1) definamos w = ¢(t) y considermos la particién
del intervalo [t,1] inducida por la particién regular {0,w/n,2w/n--- ,w},
dada por

{ta-x = ¢ (kw/n) iy, (2.8)

Dada la definicién de la funcién ¢/=! expresada en (2.3) y como w = ¢(t) <
¢(0) para todo t € (0,1), tenemos

Cts, tx) =0 (B(t;) + b(t))
U0l BB o e Bl
n n n
Esto significa que C(t;,t,-;) = t para cualquier j.
Usemos los rectangulos Ry = [tx—1, k] X [tn—k, tn—k+1) Para cubrir la curva
de nivel L;(u) mediante S, = |J;_, Rx. Dado que =1 es convexa

cb[—l]((n B k/n)-w) < ¢>[-1]((n - k—1/n)w) ; Pl (n—k+ I/R)w)

porloque 0 <tyg—t; <ty —ty <--- <1—t,—;. Ahora bien, como ¢ es
continua (de nuevo, por ser convexa), se tiene que

lim 1—t,, =1-¢1(0) =0.

n—oo

De modo que que

Po(Ly(w)) = lim P(S,) = lim ) * P(R:) (2.9)

n—00
k=1
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Queda por calcular esta suma. Para cada k

Pc(Ri) =C(ti-1,tn-k) + Cltestnksr —t — t)
=(¢(w + w/n) — ¢ N(w)) — (¢ (w) — ¢ (w — w/n))

Usando estos términos para calcular (2.9) obtenemos

(cﬁ[‘”(‘w +w/n) —¢(w) ¢ (w) — ¢ (w - w/n))

w/n w/n

Pe(Ly(u)) = lim w
n—oo

Por convexidad de ¢=! existen sus derivadas laterales, por lo que el limite

anterior es (2.7). =

Corolario 6. Si C es una cdpula arquimediana no-estricta, entonces la
probabilidad de la curva Lo(t) es
$(0)
Po(Lo(t)) = ———=
C( U( )) ¢;(0+)
Demostracién. Si C no es estricta, entonces ¢(0) es finito, y ademaés sobre y
bajo la curva de nivel Ly(t) se tiene que C(u,v) = 0 de donde tenemos para
cada k que Po(Ry) = C(tx, tn—k+1). Sustituyendo esto en (2.9) se obtiene el
resultado deseado. |

Proposicion 10. Sea C' una cépula arquimediana con generador ¢. En-
tonces, si ¢ es lineal por tramos en los intervalos [0,a:], [a1, a2}, - - - , [@n-1,1],
C es singular y su soporte estd conformado por las curvas de nwvel a;.

Demostracion. Se hard la prueba en el caso en que se tienen sélo dos tramos
siendo aniloga la prueba para otros casos. Considérese a; < 1 y constrilyase
#(z) de modo que una linealmente los puntos (0,b), (a1,b1), (1,0) con by >
b, > 0. En este caso, las derivadas direccionales seran las pendientes de las
rectas que conforman a ¢. Es asi que
ay 1-— ay

IPC(LM (u)) “bl(bl — bO b] )
_Glbl - = (1 B al)(b; i bg)
a b —bo
_bl =z b() + a; b(]
T bi—b
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Y la probabilidad de la curva de nivel 0 es
5] e a;bl
by — by by — by

Y, de este modo, Pc(Lq, (1)) + Pe(Lo(u)) = 1, con lo cudl C es singular y su
soporte estd formado por estas dos curvas de nivel. |

PC(L(](L‘,)) — —bl

El caso opuesto a la proposicién anterior es aquél en que la cépula C no tenga
componentes singulares, es decir, que tenga densidad. El siguiente resultado
brinda una expresion para la densidad en términos de ¢ y sus dos primeras
derivadas.

Proposicién 11. Sea C una cdpula arquimediana absolutamente continua
con generador ¢. Entonces
1 C i / !
P ) = - (C )W) s
Oudv (¢/(C(u,0)))
Demostracion. De la forma de la cépula arquimediana y usando la regla de

la cadena justificada por la existencia c.d.q. de la derivada de ¢ y de ¢/~U
tenemos

%C(u, v) = ¢V (¢(u) + ¢(v))4' (u)
(%%C (u,v) = ¢ (B(u) + $(0))d' (u)¢' (v)

Por otro lado, puesto que ¢(¢!!)(z)) = z sobre Ran(¢) se sigue que en estos
puntos

(2.11)

¢85 (@) (z) =1
con lo cual tenemos
¢ (@) = 1/¢' (¢ (=)
Asi que derivando de nuevo obtenemos
' () = - mww[-”(rw?-”%x)
_ "¢ V()
(¢/(¢1()”

Sustituyendo esto en (2.11) se obtiene el resultado descado. |
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Hemos visto en el capitulo primero que la 7 de Kendall se resume en la cépula
mediante la expresion (1.42). El valor de E(C(U, V')) puede ser complicado en
funcién de C. Un modo de obtenerlo es através de la funcién de distribucion
de C(U,V). En caso que C sea arquimediana hallaremos esta distribucién
utilizando la misma técnica que en el teorema 2.2

Teorema 2.3. Sea C una cépula arguimediana con generador ¢, y (U, V)

con copula C. Entonces, sit € 1

- P 0))
Ko(t) =PCWU,V) S ) =t = 2o (2.12)

Demostracion. Consideremos la particién (2.8) del teorema 2.2. Tomemos
los rectangulos Ty = [tx—1,tx] X [0, tn—k+1] que cubren la regién

{(w,v) tq C(uv)<t}

mediante la unién Z, = (Ji_; Tk. En este caso, el drea la probabilidad
buscada esta dada por la suma de la probabilidad del intervalo [0,¢] x [0, 1]
y lim, o P(Z,) es decir

P(C(U,V) < t) =t + lim P(Z,)

n—00

Para calcular P(Z,) veamos que para cada k
P(Ti) = Clte,tn — k+1) —t = ¢ (w — w/n) — ¢V (w)

Con lo cual

¢ (w) — ¢ (w ~ W/n))

w/n

P(Z,) = —w(

y, tomando limite, se verifica [2:12). [ |
Con este resultado, calculemos la tau de Kendall para cépulas arquimedianas.

Proposicion 12. Sea C' una cépula arquimediana con generador ¢, y sean
X,Y tales que Cxy = C, entonces

)
s =1+ [ Gy
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Demostracion. Tenemos que
IB(C(U,V))-1=4 /U K o(t) -
Integrando por partes, considerando u = t,dv = dK¢(t), tenemos que
4E(C(U,V)) — 1 = 4(tKc(t)]) / Kc(t)dt) —1=3 - 4/ Ke(t)

Sabemos que K¢(t) = t — ¢(t)/¢'(t1) segin hemos probado en el teorema
2.3, con lo cual

mr=3-4 [ = g()/6(E)dt = 1+ 4 / o(t)/6 ()it

justificando el cambio de ¢'(t*) por ¢'(t) dado que ¢/(t*) = ¢'(t) c.dq. W

Observacion 6. La expresion del Teorema 2.3 para la 7 de Kendall no es
unica. Si C' es absolutamente continua podemos usar la forma

5} 0
Txy =1-— 4//Jrjl EC(H, U)%C(u, v)dudv

para concluir que
d [ ] 2
= — TV -1 d
Txy = 1 4/; u(du(ﬁ (u)) U

Teorema 2.4. Si(U,V) ~ C entonces la distribucion de la pareja (U, C(U,V))
es

s, s18<t
F(S,f) == t— ¢(t!—f)§s! sis >t (213)
#'(t*) 7 ’

para valores s,t € [0,1].

Demostracion. Si s <ty U < s entonces, como C(U,V) < U se sigue que
C(U,V) < s <t esdecir {C(UV)<t,U<s}={U<s} yasi F(s,t) =s.
Si s > t, sean 2 = ¢(s), w = ¢(t). De modo similar a (2.8), considérese
la particién del intervalo [¢, s] inducida por la particién regular del intervalo
[z, w]. Tenemos que tn—x = ¢~ U(z+ (k(w—2)/n) y que C(t;, tx) = ¢~ (w+
(n—j—k)(w—z)/n). Haciendo el mismo procedimiento que antes, obtenemos
(2.13). W
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Teorema 2.5. Sea C una cdpula arquimediana con generador ¢, y sea (U, V)
con distribucion C. Entonces las variables

_ ¢ i
S=sre) C(U,V)

son independientes y S ~ U(0,1)
Demostracion. Considérense las variables transformadas X = ¢(U), YV =
@#(V) cuya distribucién conjunta esta dada por
P(p(U) < z,6(V) < y) =P(U > ¢"(z),V > ¢! (y)
=1-P(U < ¢"(@)) - P(V < ¢I7(3))
+P(U < ¢7(x), V < ¢7(y))
=1-¢"(z) - ¢7() + ¢z +y)

para cada z,y en el rango de ¢. Siendo ¢, [~ funciones convexas, se sigue
que dicha distribucién admite una densidad casi en todo punto dada por

8 1 b
fxy(z,y) :3_3; ( T (X)) b ¢’(¢[”(y)))
ety
(¢ 1z +1)))?
1

(#(¢(z +1)))°
Paracada0<s <1, yt>0

1—3g"

]P(Sgs,Tgt):]P(Xg X2¢(t)—y) (2.14)

Siendo ¢ convexa, es derivable casi seguramente, de modo que Y admite una
densidad, —%qb["”(y) = —1/¢'(¢"Y(y)) sobre el rango de ¢, con lo cual
podemos calcular

frvlaly) =20

__ dew)
(# (@ (z +y)))°
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Y con ella, para cada valor de Y tenemos

I A (O )
P(X <zlY =y) = fu (¢'(6-U(a +y)))

:f(m)’d“

—' (5= - | 2
4G “””( I ry) ¢'(¢>?-”(y)))
¢ (¢ (z +y))

zda

67

Siendo asi podemos escribir la ecuacién (2.14) condicionando sobre el valor

de Y como
4(0)
! (p(v)—y £ X < sy/(1 = 9)|Y = y) fr(y)dy
_ /“’(") _P) —y < X <sy/(1-9)lY =y) ,
(1-u)o(v) ¢ (¢-1(y) d
[ PEXswi-oT -y,
#(v) ¢ (¢-Y(y)) Y

Puesto que sobre el conjunto [0, (1 — u)¢(v)]

P(¢(v) —y < X <sy/(1-s)lY =y) =0
y sobre el conjunto [¢(v), ¢(0)]
X 2 ¢(v) -y
Evaluando estas integrales segin los célculos ya realizados se obtiene que

P{SSS,T53)=3(t_%)

Por el Teorema 2.3 se concluye que
P(S<s,T<t)=sP(T'<t)

con lo cual (S,T') son v.a. independientes y S ~ U(0,1).
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Observacion 7. Si C es absolutamente continua, esto es, derivable en todo
punto, entonces podriamos probar este teorema con mas facilidad utilizando
el teorema de cambio de variable.

Demostracion. Gracias al teorema de cambio de variable la densidad con-
junta de S, T esta dada por

Kl
dudv

d(u,v)
(s, t)

O]

Utilizando el resultado de (2.11) en la proposicién 11 y que el jacobiano para
la transformacion es

obtenemos que

(48R [ s080) \ _ #080)
"(3“)“( @OP )( ¢*(u)¢'<u)) @O

De donde, integrando,

() A P ,
H{s.8) = ( qé,(y))ﬂ 5 (t— ¢/ ()

como se buscaba probar. |

Observacion 8. Dado que la distribucién de (U, V) se puede obtener a partir
de aquélla de (S, T) se sigue que si

1. C(U,V) ~ Kc(t) =t — 53

2. Las variables aleatorias

__ ) .
i 1= i

son independientes y
3. S~U(0,1)

entonces C' es arquimediana de gencrador ¢.
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Una consecuencia fundamental del teorema 2.3 es que a partir de la dis-
tribucién de C(U,V), K¢(t), se puede recobrar la cépula C, es decir, se
puede resolver la ecuacion diferencial

) b Rl (2.15)

para ¢, puesto que es equivalente con

d 1
—In

7 (o(t) = = Ke()

y su solucion es

= exp( [ t ?}L,C(x)dr) " exp( t:ﬁd:r) (2.16)

donde A(z) = z — K¢(a) = ¢(z)/¢'(z). Esta funcién esta bien definida y
genera una cépula arquimediana siempre que t — K(t) sea negativo y per-
manezca acotado lejos del 0 en el intervalo unitario. Formalmente hablando

Proposicién 13. Sean U,V wvariables aleatorias uniformemente distribuidas
en [0,1] con cdpula C. Definase K(t7) = lim, » K(s) = P(C(U,V) < t). La
funcion ¢ definida en (2.16) es conveza y decreciente y satisface que ¢(1) = 0
sty sdlo si para cada 0 <t <1 K(t7) > t.

Demostracion. La demostracién de este hecho puede encontrarse en [2]. W

En vista de esta proposicién se concluye que de entre todas las cépulas para
las cuales la distribucién de X = C(U,V), Fx satisface que Fx(z~) > z en
su dominio, la cépula arquimediana C(u,v) = ¢"U(¢(u) + ¢(v)) es la tinica
para la cual las partes 2 y 3 de la observacién 8 son ciertas.

Con todo lo desarrollado somos capaces de generar copulas arquimedianas
siempre que brindemos un generador. No obstante, dada una cépula C,
., Cémo saber si es 0 no es arquimediana? Se puede responder a esta pregunta
mediante el teorema de Ling (1965) cuya prueba se halla en [4]

Teorema 2.6. Sea C una copula. Entonces C es arquimediana st y solo st

1. C es asociativa, i.e. C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) para cada triada de
puntos u,v,w en el intervalo unitario.
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2. C es simétrica, i.e. C(u,v) = C(v,u) para cada pareja (u,v) € I*
[ |

Aun si sabemos que C' es arquimediana necesitamos algiin modo de en-
contrarle un generador. Para ello se puede utilizar el siguiente teorema

Teorema 2.7. Sea C' una copula arquimediana con generador ¢ entonces
para casi toda u,v

¢(w) _ 7Clu,v)
F) ~ 2C(u,v)

Demostracion. Derivando la expresién ¢(C(u,v)) = ¢(u) +¢(v) con respecto
a u tenemos que

#(Clu,v) 50w v) = $)

y derivando con respecto a v

#(Cw,0) 2oClonv) = $0)

Como ¢'(z) # 0 cuando existe, dado que ¢ es estrictamente decreciente, se
comprueba el resultado. L

Utilicemos este resultado para una copula especifica

Ejemplo 2.6. Sea Cy(u,v) = ey onf € [=1,1). Entonces C es
arquimediana y es generada por la funcién In L{tl_tl.

Demostracion. Cy es simétrica para cada @ por conmutatividad simplemente.
Probar la asociatividad es un proceso largo, pero sencillo, que se omite para

enfocarnos en encontrar el generador. Evaluemos las derivadas parciales y
usemos el teorema para obtener

¢'(u)  v(1—6(1-v)
#v)  u(l —0(1 —u)

Se concluye que ¢'(u) = a/t(1 — (1 — t)) ~de hecho a > 0 gracias a que
¢'(t) < 0-, con lo cual

el
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Poniendo @ = 1 — # para cada # € [—1, 1) se obtiene el generador buscado.
Recuérdese que la constante se puede escoger en vista de lo demostrado en
la proposicién 8. [ |

Para concluir el presente capitulo se presenta una breve tabla de cépulas
arquimedianas.

Familia de. Co(u,v) Po(t) 0e
Ali-Mikhail-Haq Sy In 12200 [~1,1)
Gumbel-Barnett wvexp(—fInuln ‘U) In(1—61Int) (0,1]
Gumbel exp( = [(~Inu)? + (— Inv)?] W) —In &=L [1,00)

Frank ﬁm(u%&&l) ~m<=l R\ {0}

Cook-Johnson max( [w™? +v7? - 1] e 0) 3(t?-1)  [-1,00)\ {0}

Tabla 2.1: Familias de Cépulas arquimedianas con un pardmetro

Estas familias aparecen con frecuencia en la modelacién. Encontramos
que, dado el umbral de sus parametros, presentan ciertos casos especiales,
como se resume en la tabla siguiente

2.4 Conclusiones

La familia de las cépulas arquimedianas es ciertamente rica al contar con
muchos y muy variados miembros segun lo afirma el teorema 2.1. Un aspecto
importante de esta riqueza es que tanto la cépula producto como la cota
inferior de Fréchet son cépulas arquimedianas a pesar de que la cota superior
no lo sea.

Una gran virtud de las cépulas arquimedianas es que la distribucién de
la variable C(U, V') hallada en el teorema 2.3 es suficiente para conocer el
generador de C' y asi a C misma. Con esto, las cépulas arquimedianas son
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Familia de Cdopulas Casos limite y especiales
Ali-Mikhail-Haq Co=1I, Ci= 7
Gumbel-Barnett Ci=11

Gumbel Ci=0Cs;=M
Frank Co=W,C=1l, Coo=M
Cook-Johnson Ca=WGC=lCx=MC =3

Tabla 2.2: Casos especiales

caracterizadas por una funcién univariada. Como esta funcién es una dis-
tribucién, podremos aproximarla dada una coleccion de datos y con ello po-
dremos construir una cépula arquimediana a partir de muestras gracias a
este teorema como se hard en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Procesos de Markov

3.1 Introduccion

Un tema importante en probabilidad es el de los procesos de Markov. Estos
tienen la propiedad de que las variables aleatorias que le conforman dependen
de las anteriores sélo a través de la mis reciente, en palabras llanas, son
procesos para los cuales el futuro y el pasado son independientes dado el
presente. En este capitulo veremos cémo las propiedades de un proceso de
Markov se relacionan con las cépulas y estudiaremos un modo de definir
procesos Markovianos.

En la seccion 3.2 definimos un producto en el espacio de las cépulas bidi-
mensionales con el cudl mostramos una relacién entre las cépulas de parejas
de variables y la independencia condicional entre ellas. En la seccién 3.3
se estudia la propiedad de Chapmann-Kolmogorov que poseen las probabil-
idades de transicién de cualquier proceso de Markov y se muestra que es
equivalente con que la familia de cépulas del proceso satisfaga una condicién
relativa al producto antes definido. Con esto se propone un nuevo modo de
construir procesos estocasticos no a través de las probabilidades de transicién
sino a través de las distribuciones marginales y una familia de cépulas.

En la seccién 3.4 abordamos de modo sencillo el caso del movimiento
Browniano para construir con sus probabilidades de transicién una familia de
cépulas que satisfaga la condicién de Chapmann—Kolmogorov. Construimos
otra familia de cépulas que satisfacen esta condicién usando una familia
paramétrica mediante una transformacién en el pardmetro y calculamos la
copula asociada a la transicién de m pasos de una cadena de Markov.

73
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En la seccién 3.5 definimos un nuevo producto para caracterizar de modo
completo la propiedad de Markov con coépulas. Aprovechando esta equiva-
lencia construimos usando cépulas un proceso que satisface la condicién de
Chapmann-Kolmogorov pero no es de Markov. Concluye el capitulo con
un estudio sobre algunas propiedades analiticas y algebrdicas que resultan
del producto definido sobre el espacio de las cépulas bidimensionales. Con
los resultados obtenidos se construye un proceso determinisitico salvo en un
intervalo acotado de tiempo.

El material del presente capitulo se basé principalmente en [3]. Como
apoyo se usoé [1].

3.2 Un producto para cépulas bidimension-
ales

En el estudio de los diversos modos de dependencia entre variables aleatorias
a través de su cépula hemos recurrido hasta ahora a caracteristicas fundamen-
talmente geométricas. Por ejemplo, en la seccién 1.5 estudiamos el soporte y
su relacién con nexos deterministas entre las variables. Estudiamos también
que la comparacién con la cépula producto define la dependencia por cuad-
rante y que la monotonia de la funcién C(u,v)/u determina la monotonia de
colas. Demostramos que las medidas usuales de concordancia son tan sélo
distancias promedio en algiin sentido.

Definiremos y analizaremos un producto para cépulas bidimensionales que
nos ayudard a extender este estudio. Para ello, es necesario hacer algunas
aclaraciones.

Recordemos del capitulo primero que dada una cépula C, las derivadas
parciales C/du y 8C/dv existen y son crecientes, con lo cual son derivables
casi dondequiera (c.d.q.), es decir, tiene sentido hablar de

C.! (u,v) = 6‘%0{“' v) C? (u,v) = ﬁC’(u., v)

v
0 0
L2 _ 2,1 _
G = 5ud C(u,v) CH= ab@uC’(u,v)

Podemos ahora definir el siguiente producto para cépulas: Dadas A, B cépulas
y u,v € I definimos

1
Ax Blu,v) = / A2 (u,t)B) (t,v)dt
0
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Esta integral existe por tratarse de funciones derivables (y por tanto contin-
uas) c.d.q.

Observacion 9. La definicién de este producto implica que es distributivo por
la derecha y por la izquierda sobre combinaciones convexas.

Teorema 3.1. La operacion x es cerrada en C, el conjunto de las cépulas
bidimensionales.

Demostracion. Sean A, B € C y sea C = A B, probemos que C € C. Para
las evaluaciones en cero

1 1
C(u,O):£ AZ (u,t)B} (t,O)dt=/0 0dt = 0

y analogamente para C(0,v). Ahora bien

] 1
C(l,v)zfo AZ(1,t)B} (t,v)dt:/ﬂ B! (t,v)dt = v

La 1ltima igualdad se obtiene por ser B,(z) = B(z,v) absolutamente con-
tinua como se muestra en el Lema 2. El trabajo para la otra variable es

analogo.

Queda por demostrar que C' es bicreciente. Para ello, sean u; < ug, v; <
v, puntos en el intervalo unitario, entonces

C(u1,v1) + Clug, v2) — C(uy,v2) — Clug, v1)

= /01 A2 (ug,t) B (t,v1)dt + /U] A2 (ug,t) B, (t,vp)dt

B /01 A2 (u,t) B! (¢, v0)dt — /01 A2 (ug,t) B, (t,v))dt
:/01 A? (ug, t)(B,! (t,v2) — B,} (t,v1))dt

- fﬂl A2 (uy,t)(B, (t,v2) — B,! (t,v1))dt
= /GI(A,2 (uz, t) — A2 (w1, t)) (B, (t,02) — B! (t,v1))dt > 0

Ha quedado probado que C es una cépula. |
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Calculemos el producto de una cépula C dada con las tres cépulas M, W, 11

I1 % C(u,v) :./u uC,! (t,v)dt = u(C(1,v) — C(0,v)) = w

OTifi, ) = /[, G2 (u,tyudt = v(Clu,1) - C(u,0)) = vu

M s Hliuss) = ]; 1 <o) L &, )8 = Ol i) — Gl = Ol

C + M(u, ) :/01 C.2 (u, )1 (¢ < v) dt = C(u,v) — C(v,0) = Clu, v)

W x C(u, v) =/01 i (g5 — ) )l = B} — Gl —uyu) = v= 01 =u,9)

C*W(u,v)=/IC,2(u,t)]1(t>1-v)dt:C'(u,l)—C(u,l—v)=u—C(u,l—v)
0

Observacién 10. Para el producto * el elemento 7 es nulo y el elemento M
neutro.

Para interpretar en términos probabilistas este producto, probemos que
estd relacionado con la distribucién condicional de parejas de variables aleato-
rias.

Teorema 3.2. Sean X,Y wvariables aleatorias continuas con cépula C, en-
tonces

P(X < z|Y) = C? (Fx(2), Fy(Y)) (3.1)
P(Y <y|X) = C (Fx(X), Fr(y))
Demostracion. Probaremos la relacién (3.1), siendo andloga la prueba para

(3.2). Si denotamos por o(Y) la sigma-dlgebra generada por Y, debemos
probar que para cada E € o(Y)

f 1(X < 2) dP(w) = / O (Fx(x), Fy (Y (w))dP(w)
E E

En particular, basta probarlo para conjuntos de la forma E = Y ~!(—o00, a].
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Calculemos
/E C2(Fx (), Fy (Y (w))dP(w) = ] " C2(Fx(2), Fy (V)dFy (v)
Fy(“)
- / C2 (Fx(c), v)dv = C(Fx (2), Fy () - C(Fx (),0)
= C(Fx(z), Fy(a))
Ahora bien,

/ 1(X < 2) dP(w) = / 1(X <z,Y < a) dP(w) = C(Fx(z), Fy(a)
E 0

Queda asi probado (3.1). |

Corolario 7. Sean X,Y,Z wvariables aleatorias continuas tales que X y Y
sean condicionalmente independientes dado Z. Entonces

Cxy = Cxz * Czy.
Demostracién. Por la independencia condicional, sabemos que
P(X <z,Y <y|Z) =P(X <z|Z)P(Y <y|2)

Aplicando en esta expresién el resultado del Teorema 3.2 tenemos que

P(X <z,Y <y|2) = Ckz (Fx(z), Fz(2))C. 3y (Fz(Z), Fy(y))
Integrando con respecto a los valores de Z obtenemos

/ P(X < =z,Y < y|0)dFz(0)

Ran(Z)
= [ ke (Fx(a), Fo0)Cly (F5(0) Frs)dF(®)

- f 1% ), B0 s o Pl = i » Gl

De modo que Cxy = Cxz * Czy. |
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3.3 El producto * y las ecuaciones de Chapmann-
Kolmogorov

La independencia condicional es un concepto importante en probabilidad. A
partir de ella se define un proceso de Markov como sigue.

Definicién 9. Sea {X,}ie; una coleccion de variables aleatorias. Diremos
que {Xi}er es un proceso de Markov si para todo conjunto de indices t; <
ta<---<t, <8<t tenemos

P(Xt £ 3:|X!;| — Ilrxiz = gy rim )X!n — xnsXS = y) = P(Xl S xIX.! = y)

es decir s1 X, es condicionalmente independiente de la coleccion Xy, Xy,,- -+ , X4,

dado X,.

Como vimos en la seccién anterior el producto * que hemos definido se
relaciona con la independencia condicional. En lo siguiente relacionaremos
una propiedad de los procesos de Markov con este producto.

Hagamos la convencién de que dada una funcién de dos (o mas) variables
f(z,y), el simbolo [ 9(t)f(dt,y) representa la integral sobre el conjunto A
de la funcién g con respecto a la funcién h(t) = f(t,y), v fijo.

Teorema 3.3. Sea {X;}ier un proceso de Markov, y para cada s,t € T
denotemos Cy la copula del vector (X, Xy). Entonces, son equivalentes

1. Las probabilidades de transicion P(s,z,t,A) = P(X; € A|X, = z) del
proceso satisfacen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

P(s, 2,1, A)=/P(u,gb,t,A)P(3, T, u,d) (3.3)
R

para todo conjunto Boreliano A, para cada s < u < t y para cast todo
zeR.

2. Para cada s <u <t

Cet = Uy * Cu! (34)

Antes de demostrar este Teorema, necesitaremos de dos lemas.
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Lema 11. Sea B una cépula y f € L£1([0,1]), entonces, siz <1

/{;/f udt)du—-/f B(z,dt)

Demostracidn. Observemos que los operadores

f(/f udt))d.u, S(f) = /f B(z, dt)

son lineales y acotados (De hecho ||T|| < ||B]| y ||IS|| < ||B]|), y por tanto,
continuos. Ademas, si f(t) = 1 ((a, b)) entonces

7(f) = [ B (wb) - B (wa)u = B(z.b) - Bz,
0
y por otro lado
b
S() = [ B@.d) = B@b) - Bz,
Es decir T'(f) = S(f) para funciones indicadoras. De este modo, si f es una
funcién escalonada continua por la derecha entonces los operadores S y T’

coinciden. Siendo esta clase de funciones densa en £,([0, 1]) se sigue de la
continuidad de Sy T'que S=T. |

Lema 12. Sean A, B dos cépulas. Entonces, para casi toda u
1
/ (t,v)B}? (u,t)dt = / Al (t,v)B,! (z,dt) (3.5)
u 0
Demostracién. Consideremos ¢ € C* tal que ¢(0) = (1) = 0, entonces

/Dl((p(u)[A,i(:,u)B,l(u,dz))du:—] (p(u)(/ / A} (t,v)B,! (v, dt) dd;)

Esto se verifica integrando por partes. Usando ahora el lema anterior, Lema
Lema 11, podemos escribir lo anterior como

_/01 @’(u)(/ol A2 (t,v)B(u,dt)) du (3.6)
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Como B(u, t) es derivable con respecto a t y su derivada B,? (u, t) es continua,
podemos escribir (3.6) como

_ /UI o' () ( /Ul Al (t,v)B(u, t)dt) du

Al integrar por partes en la expresion

/01 ‘f’(“)a%( ]0 RIS (u,t)dt) du

observamos que

—/alqa’(u)(/ol/i,l (t,v)B(u,t)dt)du=

/nl ""(“)56;( /D A0 t)dt) du

Hemos probado que para toda ¢ € C* con ¢(0) = ¢(1) =0

/01 (t.o(u) /01 Al (t,v)B} (u, dt))du =

/u | ‘0(“)% ( /u A (t,9)B,? (u, t)d.t) du

de modo que la igualdad (3.5) es vilida. [ |

Demostracion al Teorema 8.3. Probemos primero que si Cy; = Cyy * Cy; en-
tonces se satisfacen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. Es suficiente
verificarlo para conjuntos A de la forma (—oo,a) (pues A — P(s,z,t, A)
es una medida de probabilidad para cada s < t, y casi todo z). En estos
conjuntos tenemos que las probabilidades de transicién son

P(s,z,t,A) = P(X; < a| X, = z) = Cy,' (Fi(z), Fi(a)) (3.7)

segun el teroema 3.2. Siendo de este modo, para conjuntos A = (—co,a)
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tenemos
/P(u,w,t,A)P(s,:::,u,dw)
R
=/, Cuts' (Fu(¥), Fi(@))Couy" (Fi(2), Fu(dy))

- [ G (0, F())Cons! (Fu(a), dB) (38)

_ 8 P ,
*aﬁ/[, Cut,” (0, Fi(a))Cs,(B,0)d0

:(Csu * ut):I (F,(I), ‘Ft(a))
Y gracias a haber supuesto que C,; = Ci, * Cy; se sigue la igualdad con
(3.7). Ahora bien, si las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov se satisfacen,
la primera expresién de (3.8) es igual a Cy,! (Fi(z), Fy(a)). Esto quiere decir
que

B=F,(x)

(Cou % Cw),! (Fi(z), Fi(a)) = Cur,' (Fu(x), Fi(a)

para z € R,a € R se obtiene que Cy,' = (Csu x Cy),'. Finalmente, de la
expresion

C_.,;(.’B,y) =/ Cshl (a:y)da
0

se obtiene que Cy = Cyy * Cy. o

Este hecho permite aproximarse al estudio de los procesos de Markov de un
modo distinto al tradicional en que se da la distribucién inicial y una fa-
milia {P,} que satisfaga Chapman-Kolmogorov. Ahora, daremos todas las
distribuciones marginales y una familia de cépulas bivariadas que satisfagan
(3.4). Una diferencia importante entre estos métodos es que dando la dis-
tribucién inicial y las probabilidades de transicién (enfoque tradicional) se
varian las distribuciones marginales necesariamente, mientras que al fijar las
cépulas y variar la distribucién inicial no se afecta ninguna otra marginal.

3.4 Ejemplos

Ejemplo 3.1. Podemos cacular las copulas de algin proceso conocido, como
el Browniano, y después especificar un nuevo proceso cambiando las dis-
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tribuciones marginales, obteniento un movimiento Browniano que tenga mar-
ginales no-Gaussianas.

Las probabilidades de transicién en el movimiento Browniano son

exp (u—2z)*/2(t — s))du

para cada 0 < s < {. Sabiendo que
P(S:I: t: (—DO, y]) = Cs,t:] (F-'!(‘r)‘ F-'-(y))

podemos integrar para obtener

CulFA(z), ) = m [ ([ ew-tu=vr/ate-9)as)aro

para 0 < s < t. Hagamos el cambio de variable Fi(v) = z, entonces dFy(v) =
dz y si v = —o0 entonces z = 0, y si v = z entonces z = Fy(z), de modo que

Fy(z) v
Cule), ) = s [ ([ sl P02 ) )

Para encontrar Cy(z,y) evaluemos la anterior expresién en F;'(z), F, (y)
para obtener

Cu(z p(—(u— F;'(2))%/2(t - 3))du) dz

- [ ([

Haciendo el cambio de variable

0= u— F(2) g = du
Vt—3s Vt—s
y notando que si u = —o0o entonces # = —oo y que si u = F; '(y) entonces

6 = (F; ' (y) — F;'(2))//t — s se obtiene que

C(z,y) = /DI % /_i exp (—0%/2)dfdz
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usando 3 = (F'(y) — F;'(2))/V/t — 5. Si suponemos que Xy = 0 y nom-
bramos por ¢(z) la distribucién normal estandar evaluada en x tenemos que
F,(z) = ¢(x/V/t) para todo t, de modo que

= / ¢(\/f¢-'ui/)/t—__»f¢~i<u)) N

Por construccién estas copulas satisfacen (3.4) por lo cual basta especificar
cualesquiera marginales continuas distintas a la Gaussiana para obtener un
proceso con copulas iguales a las del Movimiento Browniano, pero con mar-
ginales no-Gaussianas. (1]

Ejemplo 3.2. Podemos construir procesos de Markov utilizando familias
paramétricas de copulas como

Calu,v) = uv + 3ouv(1l — u)(1 — v)
para cade o € [—1/3,1/3].
Notemos que en este caso
Ca * Cg = Ca.g
calculando directamente
1
/ fu + 30u(1 — w)(1 — ) — 3out(l — w)][v + (1 — £)3Bu(1 — v) — 38ut(1 — v)|dt
1]
segun la definicién del producto %, tenemos
1 1 1
zy+3au(l — u)v/ (1 —t)dt — 3auv(l — u)/ tdt + 3av(l — v)u/ (1—=1t)dt
0 0 0
1 1
+v(1 — v)3au(l - u)/ (1 —t)%dt — 3av(1 — v)3Bu(l - u)/ (1 —t)tdt
] 0
1 1
—3av(l - v)u/ tdt — 3av(1 — v)3[u(l — u)/ t(1 — t)dt
0 0

1
+3av(1l — v)3fu(l — 'u)/ tdt.
0
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Simplificando la ecuacién obtenemos

G Cy=Cap (3.9)

Cst = Caq(sy) entonces, las propiedades de la exponencial aunadas a (3.9)
implican que la famila C, satisface las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
(3.4), de modo que al escogerse una familia de marginales continuas {F,} se
tiene un proceso Markoviano.

Obsérvese el comportamiento asintdtico

Si consideramos, para cada s < t que a(s,t) = exp(s — t) y nombramos

limCy=limC,=Cy=m
t—o0 a—0

de modo que conforme t se "aleja” mas de s, las variables X, X; tendrdn una
coépula cada vez mas parecida a la de variables aleatorias independientes. WM

Ejemplo 3.3. Considérese una cadena de Markov {X, }nen con valores en
un conjunto finito de enteros positivos. En este ejemplo examinaremos como
asociar una matriz de transicion de m pasos con una cépula para dicha tran-
sicion en cadenas estacionarias.

Consideremos, para simplificar los cdlculos, que la cadena de Markov
{X,} toma valores en el conjunto {1,2,3}. Tomemos la matriz de transicién
en m pasos por Q = P™, donde P es la matriz de transicén en un paso.
De este modo Qjx = P(Xy4m = k| X, = j), con m > 0. Denotemos por pj
la probabilidad de que X, tome el valor k € {1,2,3} que podemos calcular
utilizando la distribucién inicial y las probabilidades de transicién de los
estados anteriores del proceso mediante la recursion.

P(Xn = k) =D P(Xn = k| Xn1 = j)P(Xn1 = 5)

ji=1

Escribamos p = (p1, p2, p3), la densidad de X,, y notemos que para X,
tenemos

3
P(Xn.+m = 1) & Z]P(Xn+m = 1|Xn = k)pk

k=1
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por lo cual la densidad de X, ,,, es pQ. Ahora bien, las distribuciones son

F()=p Funl(l)=(0Qh
Fo(2) =p1 +p2 Foim(2) = (pQ)1 + (pQ)2 (3.10)
F3) =1 Fowunf3) =1

Si utilizamos el Teorema 3.2 tendremos que
C(Fa(@), Fasm(y)) = / P(Xnim < y|Xn = 0)dF,(0)
0

Evaluando esta expresion obtenemos los valores de C' en los nueve puntos
que las distribuciones determinan. Recordando la prueba de Sklar podemos
extender esta funcion a una cépula de modo que en los cuadrados de la forma

[Fn(@), Fa(G)] X [Fatm(K), Frim(1)]

se acumula probabilidad p;@);¢ uniformemente segin muestra la figura.

1

Ll PEOEY) p30{33)

{pait +
pa2

i) p20(22) 23002)
|
|
(==} !
H
p1Q{1.1) p20{2.1) PRI i
o |

el o2ept

Figura 3.1: Probabilidad asignada por la cépula C a los nueve rectangulos
del cuadrado unitario

Es importante notar que esta cépula no depende sélo del tamano de la
transicion, es decir, de la matriz de transicién @ sino de la distribucién de
X,. De este modo, si se varian las distribuciones de las variables anteriores
a X,, aunque se preserve la distribucién inicial, las cépulas del proceso han
de variar. |
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3.5 El producto * y la propiedad de Markov

Habiendo caracterizado las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov con el pro-
ducto *, definiremos ahora un nuevo producto para caracterizar la propiedad
de Markov (que, mas adelante se verd, no son equivalentes). Esta vez,
tomemos copulas A de m variables, B de n variables y definamos la op-
eracién Ae B : [0,1]™*""1 — [0,1] como

A b B(Il,l'zy’ mE =$m+n—l)

Tm
:f Aam (:'511 To, - - )Im—law)Brl (d}v Tm41y " ,ﬁfm+n—1)d"f’
1]

Recordemos que una coleccién {X;}ser es un proceso de Markov si y sélo si
para todo conjunto de indices t; <ty < --- < t, < s <t tenemos

]P(Xt S J"lel =1, th = Tag," " :th e, Iﬂ)XS s y) == ]P(X! g ‘T'le = y)
(3.11)

Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Un proceso estocdstico real { X}, € T es de Markov si y sélo
s1 para cada entero positivo n y para cada coleccion ty, ta, - - - ,t, estrictamente
creciente de T'

Ch,tm--- = Ch,tz o Ctz,ls L., Ctn—htu (3'12)

n

donde Cy, y,... 1, €s la cépula de Xy, Xy, -+ , Xy, y Gyt la copula de X, Xy,

Demostracién. Debemos mostrar que (3.12) del Teorema implica (3.11) y
viseversa. En lo sucesivo, por facilidad en la notacién, pondremos F) en vez
de F;, , Cy2 por Ci,4,, etc. Examinemos la demostracion cuando n = 3.
Para ello, tomemos t; < t; < t3 elementos de 7', y probemos que (3.11) si y
solo si

P(X; < 21, X3 < 231 X3) = P(X < 21| X:)P(X3 < 23| X5) (3.13)

es decir, a la independencia condicional de X; y X3 dado X,.
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Supongamos pues (3.11) y tomemos B un Boreliano, entonces

/ 1 (/\’1 S .'L’l) 1 (X3 S xg) dP
X;1(B)

= / 1 (Xg S 3}'3) dlP
X7 (B)INX T (—o0,3i]

= / P(X;3 < z3| X, X,)dP
X5 Y(BINX;H (~o0.21]

:/ 1(X; < 2p) P(X3 < 23] X35)dP
x7'(8)

= / ]E(]l (X1 <3)P(X;5 < msIXz)lxz)dP
X;'(B)

=/ ]P(Xl < $1IX2)IP(X3 =< $3|X2)d]P
X, 1(B)

Utilizando el hecho de que

/ 1 (Xl S 11‘31) = f ]P(X] S I |X2)(ﬂp
X2-1(B) x;(B)

para cualquier conjunto Boreliano B y que P(X; < z3|X,) es medible en
{X;'(B) : B Boreliano}, la sigma-dlgebra generada por X,. Nétese que
(3.11) se utizo6 para que P(X3 < z3| X1, X3) = P(X3 < 23| X3). De este modo,
(3.11) implica (3.13). Para probar el reciproco basta utilizar las mismas
igualdades en distinto orden.

Si integramos ambos lados de (3.13) sobre el conjunto X;'(—o0,z)
obtenemos que

/ P(X; < 21,X3 < 23] X3)dP = 1(X; < 2,X5 < z3)dP
Xo<z2

Xa<zo

s ]X G (Rle), B(X2)) ! (Fa(Xa), Fa(o))dP

= CE‘Q(Fl(Il),Fz(ﬂ))Céﬁ(Fg(g),Fg(fl)g)ng(Q)

Fa(z2)

_ / Cuo,? (Fi(1),@)Ch(a, Fi(z5))da
0

= 012 ] ng(F](xl)u FZ(IZ)s F3($3))
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Queda asi probado que, en el caso en que n = 3, (3.12) es resultado de la

propiedad de Markov (3.13).

Para probar que (3.12) implica (3.13) en caso que n = 3, hemos de probar
que para cada conjunto B € a(X5)

/ 1 (Xl S :'51) 1 (X3 S $3)dp = / ]P(Xl S .'L'1|X2)]P(X3 S I3|X3)dp
B B

Es suficiente demostrarlo para los generadores de la forma X;'(—o0, 3], y
para estos conjuntos tendremos que

./x"(- : 1(X; <z)1 (X3 < 23) dP = Cha3(Fi(21), F2(z2), F3(z3))
Fa(z2)
:/0 Cr2,” (Fi(21),8)Cos3(6, F(23))do
= [ 0 (Fi(a1), @) Ch(Fa(e), Fa)aFi(e)
=fx_,(_ 1012!2 (Fy(21), Fa(X2))Cos(Fa(Xa), F(z3)dP

=/ ]P(Xl < $21X2)P(X3 < $3|X2)d]P
X5 (—00,z2]

En caso que n > 3 la prueba es similar. En este caso, tendremos que la
condicién de Markov es equivalente con que

]P(Xl S Ty,--- !Xn—l S :I:n—l'.!Xf. S ‘I|Xﬂ)
EP(X; €21, , Xnm1 < T | Xn)P(X < 2 X5)  (3.14)

En breve, para probar que la propiedad de Markov (3.14) implica (3.11)
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tendremos

C(FA(z1),-,
/ / PX! <-T[/\] _tla 3 n,: rl)dF12 ﬂ(tl:tZr"')tn)
Fi(z1) Fr(zn)
" / / Cotr (B Fu(2))Crz. n(dr, .., )
0 0
Fn(zn)
. ] Cott (Fa(@1), Fa(@2), + » Facr(Tnr), d61)
0
:CIE.,,n L4 nt(Fl (xl): e 1Fn($n)$ F}.(x))
Y el reverso es analogo al que se ha hecho para el caso n = 3. |

Corolario 8. Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov no determinan un
proceso de Markov.

Demostracion. Construyamos un proceso del siguiente modo. Para las vari-
ables X, X5, X3 (o cualesquiera otras tres), tomemos la cépula

Ca(u,v,w) = uvw + au(l — w)v(l — v)w(l — w)

para |a| < 1. Digamos que cualquier conjunto finito de variables que no
contenga a las tres X, Xy, X3 es independiente, mientras que la cépula de
un conjunto que los contenga sera

Ci,.. m(try - Um) = Colu1, uz,uz) @ Ppm(ug, "+ , Um)

Como se argumenta en [3], por el Teorema de Kolmogorov, esto conforma
un proceso estocastico al establecer distribuciones marginales. Gracias a que
las variables de este proceso son independientes por parejas y a que II es
x—neutro se satisfacen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, no obstante

0123(UI,T£2| Hs) #Cpe c?:i(”lau% U-:s)

=/ 012‘2(151'9)023:1(9,?13)0‘5 = UjUgUs
0

De modo que, no cumpliendo con (3.12) el proceso especificado no es Marko-
viano. |
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3.6 Estructura de (C, *).

Un aspecto importante de toda la construccién hecha hasta el momento es
que al dotar al espacio de las cépulas bidimensionales C con el producto *
hemos generado una estructura algebraica. jQue propiedades tiene esta es-
tructura y en qué se traducen? Para examinar esta pregunta, enriquezcamos
el panorama definiendo otra operacién, (-)7: C — C, pidiendo que

AT (u,v) = A(v,u) Yu, v.

Con estos dos elementos veamos que significa en términos de procesos de
Markov la existencia de elementos inversos o extremos.

Definicién 10. Una cdpula A € C es un elemento extremo cuando el hecho
de que

A=)XB+(1-X)C A€(0,1)
implica que B = C = A.

Definicién 11. Una copula A es invertible por la izquierda cuando eziste
B € C tal gue Bx A = M. Diremos que es invertible por la derecha si
eziste C € C tal que Ax C = M. Llamaremos a B y C inverso izquierdo e
inverso derecho respectivamente. En caso que ambos existan diremos que C
es invertible.

Observacion 11. Si C es invertible entonces sus inversos derecho e izquierdo
coinciden.

Demostracion. Sean A y B dichos inversos, entonces
CxA=M=AxB yai C=C«M=C+xAxB=MxB=2B
|

Teorema 3.5. Una copula C € C es inwvertible por la izquierda si y sdlo si
para cada v € [0,1], C,!' (u,v) = 0 6 1 para casi todo u € [0,1]; y en este
caso CT es un inverso izquierdo. C tiene inverso derecho si y sélo si para
todo u € [0,1] C,2 (u,v) = 0 6 1 para casi todo v € [0,1]; y en este caso CT
es un iverso derecho.
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Demostracion. Demostraremos sélo para invertibilidad por la izquierda siendo

andlogo el otro caso. Supongamos primero que para cada v € [0,1], C,! (u,v) =
0 6 1 para casi todo u. Como el mapeo v — C,! (u,v) es no-decreciente en-
tonces para cada v; < v, tenemos C,' (u, v)C, (u,v2) = C,! (u,v,) para casi
todo u € [0,1] puesto que si C,! (u,v;) = 1 entonces C,! (u,v;) = 1. Por ello

1
€™+ Clay) = [ (C)F OO (to)de
(
]1
:/ Ci(t, w)C, 1(t, v)dt
0
1
:/ Cy(t, min(u, v))
0
=min(u,v) = M(u,v)
Con lo cual C tiene inverso izquierdo y este es C.
Supongamos ahora que C' es invertible por la izquierda y que A es un inverso
izquierdo, entonces, utilizando la desigualdad de Holder y el hecho de que las

derivadas de primer orden de cualquier copula estan entre 0 y 1 casi donde
quiera, y como v = min(v,v) tenemos

1
m / A2 (0,)C,1 (¢, v)dt
0

<( [ areora) ”2( [ e wora) "
<( [ a2wou) m( [ wora) "
<( [ (t,v))ﬂdt)m

<2 ( /ﬂ o v)dt) .

M

Se concluye la igualdad de todas las cantidades y por ello que

1 1/2 1 1/2
vl"z( (Cr, v))zdt) = vlﬂ(/ Cri, v)dt)
0 0
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Es decir
1
/ [C.} (t,v) — (C} (t,v))*]dt =0
0

Sabiendo que el integrando es positivo ¢.d.q., tenemos que para cada v >
0, C,'(u,v) = 0 6 1 para casi todo u. Para terminar, nétese que si v = 0
entonces C,! (u,v) = 0, y asi C,! (u,v) = 0 6 1 para casi todo u, con v €
[0,1]. [ |

Teorema 3.6. Todo elemento invertible por la derecha o la izquierda de C
es extremo.

Demostracién. Por el Teorema anterior, si C' es invertible por la izquierda
entonces C(u,v) = 0 6 C(u,v) = 1 para casi todo u con v € [0,1]. Como
el mapeo v — C,!(u,v) es creciente, podemos garantizar que existen dos
conjuntos disjuntos U,V C [0,1] tales que UV = [0,1], C,! (u,v) = 0
cdq. en Uy C!(u,v) =1cd.q. en V. Siescribimos C = M + (1 — A\)B
con A € (0,1) entonces, derivando, C,! (u,v) = AA,! (u,v) + (1 — A)B,! (u,v)
de donde 0 = A,! (u,v) = B,} (v,v) cd.q. en U y 1= A (u,v) = B,! (u,v)
c.d.q. en V. Se concluye que en casi todo punto A,' = B,! = C! de donde,
integrando, se obtiene que C es un elemento extremo. |

Teorema 3.7. Los inversos derechos e izquierdos son unicos.

Demostracion. Si C es una cépula invertible por la izquierda (derecha) de
inversos izquierdos (derechos) A y B entonces la copula 34 + 1B es inverso
izquierdo por que #* se distribuye sobre combinaciones convexas. Siendo asi
1A+ %B es un elemento extremo, al tener inverso derecho (izquierdo) C. Se
sigue inmediatamente que A = B(pues un elemento extremo ha sido escrito
como combinacion lineal no-trivial de A y B). |

En términos de procesos de Markov, las cépulas invertibles corresponden a
nexos deterministas entre las variables del proceso de modo que si Cy es
invertible entonces existe una funcién Borel-medible f tal que X, = f(X,)
(le. X; es 0(X,) medible y viceversa). Formalmente tenemos el siguiente
Teorema.

Teorema 3.8. Sean X, X, variables aleatorias continuas. Son equivalentes

1. Eziste una funcion Borel-medible, f, tal que X, = f(X;) c.s.
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2. Para todo u, P(X, < z|X,)=001 cs.
3. La copula Cyy es invertible por la izquierda.

Demostracion. La equivalencia entre (2) y (3) se sigue de los Teoremas 3.2
y 3.5 por ser X, X, continuas. Mostremos la equivalencia entre (1) y (2).
Supdngase (2). Entonces, para cada conjunto Boreliano, B

[, POa<ax1Casa)d®=[  Be(X: <alX)1 (X <o) |X))dP
x74B) ‘(B)
f XTY(B)E(1L (X, < z) |X,) dP
/ E(L (X; < 2) | X,)dP
x74(B)

/ 1 (Xg < I) dP
X7H(B)

por lo cual podemos afirmar que

0= [ | (1(t<2)~2B(1(X: <) X)) (X2 < 2
1H(B)

E(1 (X, < z)|X;)*)dP
:/X—'(BJ(H (X, < 2) — E(1 (X, < 2)|X1))%dP

Por tanto 1 (X, < z) = ]E(Il (X2 <17) |X1) c.s. con lo que X, es o(X;)-
medible y (1) se concluye.

Ahora bien, si (1) es cierto, entonces o(X3) C 0(X;) de donde 1 (X, < z) =
E(1 (X> < 2)| X)) c.s. con lo que (2) es cierto. i

La invertibilidad derecha no es ni necesaria ni suficiente para afirmar la exis-
tencia de una relacién determinista entre las variables. De hecho, si consid-
eramos un proceso Markoviano en que son invertibles todas las cépulas para
u<wv<syparat <u <vdonde s <t y C esun clemento invertible por
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la derecha pero no por la izquierda y consideramos £ = CT xC' y

Cow=CuxC, u<s<uv<t
Cuu:E, s<u<v<t
Cw=C"*%Cp, s<u<t<uw.

entonces el proceso satisface (3.4). Nétese que Cyy = C * CT = M de modo
que hay una relacién determinista entre X, y X, perosi s < u < v <
t, Cyy = E que no es invertible por la izquierda, de modo que en el intervalo
(s,t) el proceso no es deterministico. De este modo la cépula C invertible
por la derecha permite que haya un rasgo de aleatoriedad en el proceso que
de otro modo seria deterministico.

3.7 Conclusiones

Hemos extendido nuestro estudio sobre la posibilidad de explicarnos una
relacién entre variables aleatorias mediante su cépula. Por ejemplo, ahora
sabemos que en las cépulas de (X,Y) y de (Y, Z) se resume la independencia
condicional de dos de ellas dada la tercera. Mostramos que las c6pulas aso-
ciadas a un proceso determinan la propiedad de Markov. Este método nos
llevé a la interesante conclusién de que podemos determinar un proceso es-
tocastico de Markov usando cépulas lo cual nos da la oportunidad de generar
procesos en que la relacién entre parejas de variables sea muy similar pero
las distribuciones marginales sean distintas.



Capitulo 4

Copulas Empiricas

4.1 Introduccion

Este capitulo esta dedicado al uso de las cdpulas en la practica, a traer a uso
la riqueza de las cépulas. En la seccion 4.2 proponemos modos de simular
observaciones de distribuciones conjuntas a partir de simular observaciones
de copulas. Presentamos resultados generales y abordamos el caso particu-
lar de las copulas arquimedianas. Mostramos las grificas de observaciones
de distintas distribuciones bivariadas obtenidas a partir de observaciones de
copulas.

En la seccién 4.3 damos una versién empirica C,, de la cépula C' que
relaciona a dos variables a partir de una muestra aleatoria. Se demuestra
que esta funcién converge de modo uniforme hacia la cépula C. A partir
de este hecho estudiamos una prueba estadistica para probar la hipétesis de
independencia y examinamos un tanto su efectividad. Después aplicamos
esta muestra a una serie de tiempo real obtenida con los precios del tipo de
cambio peso-dolar, fix. Presentamos las rutinas de Matlab utilizadas para
los andlisis y un resumen de los resultados.

En la seccion 4.4, fundamentados en el capitulo anterior, analizamos un
modo de estimar copulas arquimedianas a partir de una muestra y exami-
namos este estimador. Después aplicamos este método a la muestra de datos
del tipo de cambio peso-dolar, fix. Presentamos tanto las rutinas de Matlab
utilizadas como un resumen de los resultados.

Utilizamos para esta seccién el capitulo 2 de [1], v los articulos [2] y [4].

95
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4.2 Simulacién Estocastica

Dada una pareja aleatoria (X,Y) con funcién de distribuciéon conjunta F, la
simulacién estocdstica consiste en generar observaciones {(z;,¥;)}I, de dicha
pareja. Podemos encontrar en la literatura diversos métodos para generar ob-
servaciones de una variable aleatoria U uniformemente distribuida en (0, 1).
A partir de ello podemos generar observaciones de variables aleatorias con-
tinuas con distribucién G mediante la composicién X = G~'(U).

En el caso bivariado tenemos al menos dos alternativas.

1. Disefiar métodos para generar observaciones de una distribucién F' di-
rectamente, o

2. Utilizar las copulas y el teorema de Sklar en combinacién con el caso
univariado

Segin el teorema 1.2, de Sklar, la funcién de distribucion bivariada F es la
composicién de alguna copula C' y las funciones de distribucién marginales
Fy, F5, es decir

F(z,y) = C(F(2), F2(y) VY (z,9) e R
De este modo si tenemos un vector (U, V') con distribucién C, es decir
PU<uw,V<v)=Cu,v) V(uv)e (1)

entonces el vector aleatorio (F;*(U), F5 *(V)) sigue la distribucién F pues

P(F;'(U) < 2, F; (V) <y) =P(U < Fi(2),V < B(y))
= C(F(z), F2(y)) = F(=,y)

Tomando esto en cuenta, podemos simular observaciones de la distribucién
F del modo siguiente

1. Generamos observaciones (u,v) de (U, V), el vector con distribucién C.
2. Hacemos las composiciones z = Fy ! (u), y = F, ' (v).

3. Tomamos la pareja (z,y).
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Entonces (z,y) es una observacion de la distribucion F. Este método sim-
plifica la simulacién de distribuciones bivariadas a la simulacion de aquéllas
distribuciones con marginales uniformes. Veamos algunos métodos para la
simulacién de observaciones de una copula.
Podemos usar la distribucién condicional de V' dado que U = u, que es
C(u+h,v) —C(u,v) 0

P(V<v|lU=u)= !ltl_.n'tl] , = 5{;0(1;, 1) =&i(v)

que existe c.d.q. Usando esta funcién tenemos el siguiente algoritmo

1. Generamos (u,t) del vector (U,T") de variables aleatorias independi-
entes uniformes en (0,1),

2. Definimos v = ¢ () como la observacién de V,
3. Tomamos la pareja (u,v) como observacién de la cépula C.

La pareja (u,v) se toma como observaciéon de C porque siendo 7" uniforme la
variable V = ¢;!(T) sigue la distribucién ¢, dado que U = u, de modo que
para cada u,v € (0, 1),

PU <u,V <v)= /1 PV < v|U = ) fy(u)du = f edliie= 00}

con lo cudl el vector (U, V) sigue la distribucién C.

Ejemplo 4.1. Consideremos la copula dada por

uv

C(u,v) = T

v

wv_wf cuya inversa es ¢, }(t) =

u

Para simularla observemos que ¢, (v) = (

I—_(ll‘-l%—ft. De este modo el algoritmo se expresa como sigue

1. Generar dos uniformes independientes U = u, T = {,

: _ wy/ t
2. Definir v = lﬁﬁ—ﬁ’

3. Tomar la pareja (u,v).

Ejemplo 4.2. Podemos ahora generar observaciones de dos distribuciones
bivariadas con la misma cépula C y distintas marginales.
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Figura 4.1: 10,000 simulaciones de C compuesta con distintas marginales. A
la izquierda marginales normales estdndar, a la derecha I'(2,2).

Podemos también simular utilizando ahora las probabilidades de super-
vivencia expresadas en la cépula como

PU>u,V>v)=1—u—v+C(u,v)

Expresando esto en términos de las funciones marginales de supervivencia
1—-uy1l-—vtenemos

PU>u,V2v)=01-uw)+(1-v)-1+C(1-(1-u),1-(1-2))

y asi podemos decir que P(U > u, V' > v) es la composicién de las marginales
1 —u, y 1 — v de supervivencia con la funcién

Clu,v) =u+v—-14+C(1-u,1-v).
Llamaremos a C la cépula de supervivencia.

Proposicién 14. Si (U, V) sigue la distribucion C, entonces (1-U,1-V)
tiene distribucion C.

Demostracion. Por calculo directo
P1-U<al1-V<v)=PU21-a,V>1-10)
=1-(1-a)-(1-b)+C(l-a,1-b)=a+b-1+C(1—-a,1-b)
|
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El algoritmo que expresamos antes puede utilizarse para obtener variables
con una cépula de supervivencia dada, puessi U ~ U(0, 1) entonces (1-U) ~
U(0,1) también. Asi, podemos pensar en el primer paso del algoritmo como
la generacién de observaciones de (1 —U,1—T) y a la cépula obtenida como
su distribucién C. De este modo la pareja (1 — u,1 — v) representa una
observacién correspondiente a la copula C.

En el desarrollo de este método C puede ser cualquier copula. No obstante
para las copulas arquimedianas tenemos otros métodos que no involucran a la
distribucién condicional de V' dado U = u y que dependen sélo del generador
¢ y la funcién de distribucién K¢(t) correspondiente a la variable C(U, V).

Proposiciéon 15. Si C es una copula arquimediana, entonces el siguiente
algoritmo genera observaciones de la pareja (U, V') con distribucion C.

1. Témense S =s L T =t variables generadas uniformes en [0, 1],
2. Definase w = K;'(t)

3 Siu= ¢"U(sp(w)) y v =¢"U((1 - s)p(w)), entonces u,v son la
pareja deseada.

Demostracién. Siendo S, T variables aleatorias uniformes, la distribucién de
W = K;'(T) es K¢, y ademés S es independiente de W por serlo de 7. Esto
nos dice que

P(S < 5,W < w) = Fs(s)Fw (w) = sK;z'(w)

Por el teorema 2.5, si (U, V) se distribuye C' y nombramos

$(U) X
S=—t _ W =g¢"WeU)+¢(V))=CUV
ST FGU) +6(V)) = OU,V)
cntonces los vectores (S, W) y (S, W’) siguen la misma distribucién de modo
que las observaciones generadas (s, w) pueden considerarse como del vector
(S, W').

De este modo la funcién s¢(w) representa una observacién de S'(¢(U) +
(V) = ¢(U) y con ello u = ¢I~(s¢(w)) es una observacién de U. Del
mismo modo (1 — s)¢(w) representa una observacién de ¢(V'). Esto termina
la prueba. |
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Ejemplo 4.3. Consideremos la familia pardmetrica de copulas arquimedi-
anas

C(u,v) = (1 + @ =1)*+ (v = 1) 1/0) o

con a € [1,00), generada por la funcién ¢(t) = (1/t — 1)* y generemos
observaciones de ella.
Calculando, se obtiene lo siguiente

67 w) = (e + 1),

¢'(t) = —z(1/t — 1)*71, con lo cual, simplificando

K(t) = 2t — 2 Al invertir

K'Y u)=1+y/1-u

La inversa K~'(u) resulta tomando el signo negativo, pues de otro modo su
evaluacién no seria menor a 1. El algoritmo manda pues

1. Generar dos variables uniformes en [0,1)S = s, T = ¢, independientes,
2. definirw =1 - \/f,
3. considerar u = (s¥/*(1/w—-1)+1)"Y, v = ((1 = s)/*(1/w—1) +1)"1.

Mostramos la grafica de la composicién de la cépula de parametro 1 cor-
respondiente a la familia con marginales normales estindar y gamma de
parametros (2,2).

Otro método posible para cépulas arquimedianas se expresa en la sigu-
iente proposicién.

Proposicion 16. St C es una copula arquimediana, entonces el siguiente
algoritmo genera observaciones de la pareja (U, V) con distribucion C.

1. Generemos (u,t) del vector (U,T) de variables aleatorias independi-
entes con distribucion uniforme en (0,1);

2. Definamos w = ¢ "V(¢'(u)/t);
3. Consideremos v = ¢!~V (p(w) — ¢(u));
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Figura 4.2: 10,000 simulaciones de C; compuesta con marginales normales
estandar (izquierda) y gamma(2,2)

4. La pareja deseada es (u,v).

Demostracién. Sean U, T variables aleatorias independientes uniformemente
distribuidas en (0,1), y sea W = ¢'"Y(¢/(U)/T). Demostremos que W se
distribuye Ko. Como ¢ es convexa, la funcién ¢ es decreciente, de modo

que
P (qs’(—” (@) < :r) =P (@ > cb’(r))
ComoT >0

P(42 > 6@) =pw0) 2 Toe) - (1< £8))

Sabiendo que (U, T) tiene por densidad
fU,T{:L':y) =1 ((3‘3, y) € [Da 1] X [01 1])

calculamos esta probabilidad como

n»( _&) / f 1dtdu
#( ¢ (u)/¢'(z)

[ (1_¢’f"’)du=x #(z) 41
o \!” 9@ o)
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Obsérvese que el limite de la primera integral de (4.1) obedece a que 7' < 1
y ¢'(U)/¢'(z) > 1si y s6losi U > z por ser ¢' decreciente.

De este modo W sigue la distribuciéon K. Como sabemos ésta es la
distribucién correspondiente a la composicion W' = C(U, V) donde (U, V)
sigue la distribucién C. Con ello, la observacién w puede ser tomada como
de la variable C(U,V). De este modo la variable v = ¢l=Y(¢(w) — é(u))
representa una observacién de

¢B(CU, V) - 6(U)) = ¢7($(U) + (V) — (U)) = V
con lo cudl (u,v) representa una observacién de C. |

Ejemplo 4.4. Consideremos la familia pardmetrica de cépulas arquimedi-
anas

C(u,v) = max([u™® +v=? —1)71/,0)

con 0 € (0,00), generada por la funcién ¢(t) = (1/6)(t=% — 1) y genermos
observaciones de ella.

Calculando, obtenemos que
#(O) = —O,
#74(2) = (2) /O,
() = (1+ 02)71/°,

Con lo cual, el algoritmo manda

1. Generar observaciones de variables aleatorias independientes (u,t) con
distribucién uniforme en (0,1),

2. Definir w = u(t}/(0+1),
3. Considerar v = [1 +u~0(¢~0/(0+1) — 1)1/,
4. La pareja buscada es (u,v).

Presentamos la gréafica de C' compuesta con distintas marginales.
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Figura 4.3: 10,000 simulaciones de C compuesta con distintas marginales. A
la izquierda marginales normales estandar, a la derecha lognormales estandar

4.3 Coépulas Empiricas

Dada una funcién de distribucién de p—variables, sabemos por el teorema de
Sklar, expresado mediante (1.15), que existe C' una cépula tal que

VEER F(z1,,2,)=C(Fi(z1), -, Fyzy))

La idea de las cépulas empiricas es aproximar C de un modo no-paramétrico.
ParaAello, consideremos una muestra aleatoria (X, Xs,- -+, X,) de un vec-
tor X = (X(1),X(2),---,X(p)) con funcién de distribucién F y funciones

marginales {Fj,1 < j < p} continuas. Definamos lo siguiente:
1. Los estadisticos de orden de la muestra son

Xy(j) < X@(j) <+ < Xm)(j) paracada 1<j<p (4.2)

2. La permutacién (X,(5), -+ , Xa(j)) —> (Xy(7): -+ s Xmy(7)) de asigna-
ciones X;(j) + X(x,(i))(j) serd llamada j—ésima funcién de rangos de
la muestra. El rango de X;(j) sera m;(z) y se denotard por r;(j). En
palabras sencillas el rango de la variable X;(j) es el lugar que ocupa en
la muestra ordenada (4.2).
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3. La funcién de distribucién empirica de la muestra es

PO =L 106 <o X <5) @)

Para cada w € ). Sus marginales seran denotadas como FJ!"), para
cada1l < j <p}
Para cada w € (1, gracias al teorema de Sklar aplicado a la funcién de dis-

tribucién empirica F(™ (w), podemos afirmar que existe al menos una cépula
C, tal que

VEE R FOE) = Ca(FM (1), - , F{M(ap)) (4.4)
Definicién 12. A cualquier funcion C, que satisfaga (4.4) se le denomina
copula empirica asociada a Xy, , X,.

Nétese que esta funcién estd determinada de modo tinico sobre el conjunto

1 )
n n [

In:z{ﬂg---,&} 12k 1<7<p
Por el corolario 4 al teorema de Sklar, sabemos que
Ca(ur, - yup) = CUE™ ™ ), -, [F] ™ (wp)

donde [F;i(”)]‘1 denota la pseudo-inversa de la j—ésima funcién de distribucién
marginal empirica. Recordemos que, en términos de los estadisticos de orden,
si € R, entonces

0, siz < X(l)(j),

FP(2) =S k/n, si Xa(i) < & < Xeany (3),

l, si X(n}(j) S I.

Por lo cual su pseudo-inversa es
()7 (k/m) = Xy (5)

Componiendo con (4.3) obtenemos que

15 1 (X() £ X (), 2 Xp(9) < Xy (7)) Kk #0
0 e.0.c.

Cn(kl/n:"' rk’v/ﬂ’) = {
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lo cual es equivalente a la expresién en términos de los rangos
C (ﬂ &)= éz:l_ln( ()<Ll|' E i(p)skp)! SiVj,kj?éU,
“\n' 'n 0, sikj=0p.a. j.

(4.5)

Teorema 4.1. La cdpula C, definida por (4.5) es un estimador suficiente

para C.

Demostracion. Obsérvese que

1. La distribucién de C, no depende de Fy, F3, - - - F,,, por (4.5),

2. La distribucién de Fl("), e F;E“) no depende de C,pues por definicién
depende s6lodelas marginales F; de F

Asi dada C,, sobre I,, y las marginales {F}-("’,l < j < p}, se determina F(™
de modo biunivoco. |

Para hablar de consistencia del estimador, tomemos C,, una cépula empirica
cualquiera para C en [0, 1]7, definida en I,, segiin (4.5). Ya que la distribucién
de C,, depende sélo de C, podemos en adelante suponer que las funciones de
distribucién marginales son uniformes y, con ello, que F' = C.

Teorema 4.2. Cualquier estimador C,, definido en I, mediante (4.5) con-
verge uniformemente a C, es decir,

lim sup |Ch(a)—C(u)|=0 8.

0 gelo,1)p

Demostracion. Utilicemos primero la versién p-dimensional del lema 2 para
afirmar que para cualquier cépula A

o

VO<wm, 5 <1, |A@@R)- Zi w(j) —w(j)|  (4.6)

Tomemos ahora @ € [0,1]P. Por definicién de I,, existe un punto 8 € I, tal
que |u; —0;| <1/n V1< j<p. Esasique

|Ca(@) = C(@)| = | Ca(B) = C(8) | < |Cul@) = CulB) | +|C(a) - C(6) |

P
2p
5221%—%!5;
¥
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Esto significa que

sup | Ca(@) = C(@)| - swp| Cof@) - C@) | < 2 (47)

ael0,1]» a€ly,

de modo que basta examinar la convergencia uniforme sobre I,,.
Por las definiciones de I,, y de las funciones de distribucién empiricas
marginales, tenemos que

sup| Cp(z) — C(u) | =

u€ln

sup | Co(CM(w), -+ ,CM(up)) — C(CT (wy), -+ C(uy)) |

4€[0,1)P

Obsérvese que por la deisigualdad del tridngulo y el lema 2 tenemos

sup | Cu(C(w), -+, C(up)) — C(C (w), - C (wp)) |

#€[0,1)P
< sup |Co(CM(w), - ,CP () — C(@) |+ sup | C(a) — C(CM(w),--- C(w,)) |
u€(0,1]P ue[t) 1)»
< sup |Cu(CP(wy), -+, C () — C( I+Z sup |u— C™(u) |
uel0,1]p 0<u<l
(4.8)

Sabemos, por el Teorema de Glivenko-Cantelli, cuya prueba se puede encon-
trar en (5], que

sup |CW (@) - C(@)| =230, ecs.
ae(0,1)p

donde C™ es la distribucién empirica asociada con C segin (4.3) y también
que, C_,(-“) converge de modo uniforme hacia Cj, es decir,

Vi, sup |GV (w) - ()| =0, cs.
0<u<l

De modo que tomando limites en (4.8)

lim sup |Cu(CV (1), -+, C (1)) — C(C(wy), - CP(w,)) | =0 cs.

n0 Gefo,1)2
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con lo cual
lim sup|Cp(@) —C(2)| =0  cs.
n—00 gel,
completando la prueba. ]

Como un caso particular de esta convergencia de C, hacia C, la cépula del
vector X, tenemos que si las coordenadas X (1),--- , X(p) son independientes
entonces C,, converge hacia II. Pensando en esto podemos proponer la prueba
de independencia basada en el estadistico

T, = sup| Cy(w) — 1(a) |
[0.1]

en la que, teniendo una muestra del vector X
1. Calcularemos la distribucion de 75,

2. evaluaremos el estadistico 7, para la muestra.

3. Rechazaremos independencia de las coordenadas X(1),--- , X(p) siem-
pre que el valor obtenido antes supere el cuantil 1 —« de la distribucién
de T,, (a es el nivel de significancia).

El célculo de la distribucion de 7, puede complicarse bastante en funcion
tanto del nimero de coordenadas de X como del tamafo de la muestra. Una
opcién es basarnos en Glivenko-Cantelli para en vez de calcular de modo
exacto aproximar la distribucién de 7;, mediante simulaciones. Gracias a que
C, no depende de las marginales (ni depende de ella la convergencia que
da sentido a la prueba) la simulacién puede hacerse con variables aleatorias
uniformes. La idea es sencilla, se genera “una gran cantidad” de evaluaciones
de T, y con ellas se obtiene un aproximador de su funcién de distribucién
cuyos cuantiles usaremos como si fuesen los reales.

Para el caso bivariado podemos utilizar el siguiente programa de Matlab
para generar las evaluaciones de T}, y con ellas encontrar el cuantil de orden

Vet

function c=cuantilTn(c,n,m)
a=zeros(n,1);
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ind=(1:m)*(1:m);
for k=1:n
y=rand(m,1);
yo=sort(y),
dep=zeros(m,m);
temp=0.A(abs(y-yo(1)*ones(m,1)));
temp=tril(ones(m,m))*temp;
dep(1,:)=temp’;
for i=2:m
temp=0.A(abs(y-yo(i)*ones(m,1)));
temp=tril(ones(m,m))*temp;
dep(i,:)=dep(i-1,:)+temp’;
end
a(k)=max(max(abs(m*dep-ind)))/(mA2);
end
A=(1:m)/m;
c=min(find(A>=c));
ao=sort(a);
c=ao(c);

Después, para evaluar el estadistico T}, segun la muestra podemos utilizar el
siguiente programa (también para Matlab)

function d=distaCnPi(x,y)

% x y y son vectores columna de las parejas de datos
m=sortrows([x y]);

n=length(x);

y=sort(y);

x=sort(x);

dep=zeros(n,n);
temp=0.A(abs(y-m(1,2)*ones(n,1)));
t=min(find(temp==1));
temp=[zeros(t-1,1);ones(n-t+1,1)];
dep(1,:)=temp’;

for i=2:n
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temp=0.A(abs(y-m(i,2)*ones(n,1)));
t=min(find (temp==1));
temp=|zeros(t-1,1);ones(n-t+1,1);
dep(i,:)=dep(i-1,:)+temp’;
end
h=find(x(2:n)-x(1:n-1)==0);
h=flipud(h);
for i=h’
dep(i,:)=dep(i+1,:);
end
ind=(1:n)"*(1:n);
d=max(max(abs(n*dep-ind)))/(nA2);

Para explorar un poco esta prueba, tomemos como muestra la simulacién
de un proceso {Z, } formado a partir de un proceso independiente {X,,} como
sigue

Z} — X 1

X1+ X,
Z T eee——

2 2
X+ X1+ X,
3

Esta construccién implica que |n —m/| > 3 siy sélo si Z, L Z,,. Podemos
probar la independencia para Zi, Zy +1 con v < 3 y examinar los resultados.
Para ello, tomaremos muestras de la forma (Z,, Z14+), (Z4, Zasr), ** » (Z1430, Z143n+r)
para asegurar que son independientes las observaciones. Para simular el pro-
ceso y obtener la muestra indicada se utilizardn las siguientes rutinas

Zp =

function z=proceso(n)

z=zeros(n,1);

x=rand(n,1);

x=-log(x);% x son n v.a.i. distribudas exp(1)
2(1)=x(1);
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2(2)=(x(2)+x(1))/2;
for k=3:n

; z(k)=(x(k-2)+x(k-1)+x(k))/3;
en

function A=muestraZn(z,c,r,t)

%obtiene las muestras (Z_k, Z_k+r), (Z k+r+t, Z k+t+2r)

%comenzando en (Z_c,Z_c+r)

n=length(z);

x(1)=z(c);

y(1)=2(c+r);

p=floor((n-1-c+t)/(r+t));

for k=2:p
x(k)=z(c+(t+r)*(k-1));
y(k)=z(c+(t+1)*(k-1)+1);

end

A=([x"y);

Obtenemos los cuantiles para 75, simulando 1000 observaciones de T}, para
100 variables independientes cada una y utilizamos una muestra del proceso
Z, de 5000 variables.

Orden del cuantil | Valor del cuantil

0.90 0744

0.95 .0815

Tabla 4.1: Cuantiles para T},

Por lo tanto, se rechaza la independencia en el primer caso con cualquier
cuantil, en el segundo con ¢l de .90.
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Valor r | Evaluacién de 7,

1 1293

2 0790

Tabla 4.2: Evaluaciones de T,

Aplicando la prueba para r = 3, se obtiene que la evaluacién del es-
tadistico es T,, = .0265 dejando en claro la independencia (que se conocia
por construccion).

Efectuemos ahora una prueba con datos reales. Contamos con los pre-
cios del tipo de cambio peso-dolar, fix desde 1995 hasta 2002. Estos pre-
cios tienen una clara dependencia de los dias anteriores como lo muestra la
grifica. Trabajaremos entonces con la variaciéon porcentual del fix definida

L L i L " " 1 L L
1] 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figura 4.4: Precios del fix. 1995 a 2002

como sigue: Si X, denota el valor del fix al dia n, entonces la variacién Y,
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para este dia sera

- Xn. T Xn-]

Yy
Xﬂ.—l

En este caso no se tiene esta notoria dependencia como observamos en la
grafica. Busquemos rechazar independencia en parejas del estilo (Y5, Ya4k)-

0.15
a1f
0.05
0 1WM11M
-0.08
-0}
=0.15
-—n.zo slo 159 ‘.:n m z;u :oo 3;0 460 4;&: 500

Figura 4.5: Variacién porcentual del fix. Gréarica de 500 datos

Para ello, supongamos que la variaciéon porcentual pierde memoria tras 30
dias 0 menos; es decir que para cada natural n, Y,, es independiente de Y, 3.
Tomaremos, pues, muestras de la forma (Y, Ynik), (Yntk+30, Yns2k+30)- Us-
aremos para ello la rutina de Matlab que usamos en la seccién anterior.

Elijamos k£ = 7. Tenemos ya los cuantiles para T,.

Debido al método de seleccion de las parejas, se pierde mucha informacién
muestral. Esto nos da la opcion de comenzar la seleccién no en el primero sino
en el segundo dia o maés alla. En un intento por utilizar toda la informacion
disponible, se ha evaluado el estadistico T}, en todas las muestras de la forma
antes mencionada siempre que éstas tengan tamafio no menor a 50 elementos.
La conclusién a que se llega es que el 66% de las veces se excede el cuantil
de .90 y el 48% el de 95. Presentamos el histograma de evaluaciones para el
estadistico T,,.
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Orden del cuantil | Valor del cuantil

0.90 .0744

0.95 .0815

Tabla 4.3: Cuantiles para T,

25

0
0.04 0.05 0.06 o007 0.08 0.08

Figura 4.6: Histograma de las evaluaciones de T,

Es asi que rechazamos la independencia de las parejas (Y3, Y{n47)) suponiendo
pérdida de memoria en 30 dias o menos. En la siguiente seccién ajustaremos
una cépula arquimediana a estas parejas.

4.4 Ajuste de cépulas
arquimedianas paramétricas

En un contexto general puede ser dificil el encontrar una cépula que ajuste a
un conjunto de datos, no obstante, podemos facilitar la labor si suponemos
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que la cépula que buscamos es arquimediana. En este caso, la proposicion
13 nos dice que aproximando la distribucién de la variable aleatoria C(U, V')
podemos aproximar el generador de C. Un método es el siguiente.
Supongamos que contamos con una muestra aleatoria (X1,Y1), -, (Xy, Yn)

correspondiente al vector (X,Y) de cépula C y marginales continuas Fy, Fy.
Supongamos también que C es arquimediana. En particular, y sin perder
generalidad dado que el método de ajuste se centrara en la cépula de modo
independiente de las marginales, pensemos que Fx y Fy son las distribuciones
uniformes en [0,1], de modo que la distribucién de (X,Y) serd C. Como
muestra la proposicién 13, el comportamiento estocéstico de V = C(X,Y)
caracteriza al generador de C y, con ello, a C. Buscamos pues un estimador
para la distribucién K (v) = P(C(X,Y) < v). Esto puede llevarse a cabo en

dos pasos

1. Primero, consruimos la distribucién empirica bivariada C™(z,y) aso-
ciada con C del modo usual, i.e.

C("){x,y) — %Z 1 (X, <zY < y)
i=1

2. Calculamos C™(X;,Y;) y con estos valores un estimador de K como

K(t) = % Z 1(C™(X,Y) <t)

i=1

Uno puede prescindir del estimador C™) notando que las cantidades C™ (X;, Y})
representan la proporcién de las observaciones muestrales que no exceden
(X;,Y:) componente a componente y utilizar las variables

1 n
Aj:EZ]l(stxh}GSK)

g=l

para generar el estimador de K (t). Sinembargo, como C™(X;,Y;) siempre
es mayor que 1/n y es deseable tener un estimador que tome valores en (0, 1),
sera mas conveniente el utilizar las variables

1
B; :n_—TZl(Xj <X:.,Y;<Y)
i#i
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Si denotamos por 8(z) = 1 (z > 0) entonces, un estimador para K(t) esta
dado por

K, (f) = %i&(th B)) (4.9)

Nétese que con ello somos capaces ya de producir un estimador de la copula
C gracias a la relacion (2.16) definiendo A, (t) =t — K,(t) paracadan € Ny
t € (0,1). Siempre que K,(¢~) >t en su dominio, el estimador asi generado
sera una copula arquimediana. Obsérvese que esto es cierto ain cuando no
supongamos que estamos estimando una cépula arquimediana. Es asi que
con este método construimos una cépula arquimediana a partir de la muestra.
Siendo asi, podemos pensar que la cépula construida C,, es una aproximacion
arquimediana a la cépula real C. Examinemos cémo llevar este método a la
practica.
Primero necesitamos estimar el generador

wt)= [ 5 tz) i

to

Después necesitamos invertirlo para tener
Cn(u,v) = ¢ (¢n(u) + ¢u(v))

Este paso, la inversién del generador ¢,, es computacionalmente muy costosa
pues el inico procidimiento para hallar ¢! es usando el teorema de la funcién
implicita que nos da una expresién para ella en términos locales y ademds
como una serie. Esta es una seria limitante del método.

Un procedimiento alternativo surge al notar que el estimador propuesto
para K(t) guarda estrecha relacién con la 7 de Kendall.

Recordemos que la 7 muestral es la diferencia entre la probabilidad de
concordancia y la de discordancia, es decir

#tpares concordantes — #pares discordantes
Th, = (n
2)

Rigurosamente hablando, podemos considerar las variables

0 en caso contrario.

7 {1m&<&yn<m
t'j:
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para cada 1 < 4,5 < n. Con estas variables, dos parejas (X, Y;), (Xj,Y;) son
concordantes si y s6lo si I;; 4+ 1;; = 1, de modo que el niimero total de parejas
concordantes es ). I;;. Tomando en cuenta que # discordantes = (5) - #
concordantes podemos deducir que
25 . I
Ty = @ =
(2)

Gracias a que B; = (n— 1)}, I;;, se sigue que ) .. [;; = (n— 1)}, B, y
con ello

2(n—1)> . B
Tn = (n —ﬂ) Z‘ =] 1
(2)
lo cual puede simplificarse como

T, =4B -1

donde B = 1. B;. Podemos explicarnos esta relacién como la versién
muestral de la proposicién 12. De este modo, si suponemos que la cépula
que deseamos estimar es arquimediana y paramétrica podemos escoger el
parametro pidiendo que 7, coincida con (o esté un una banda de confianza
alrededor de) el verdadero valor de 7. Es importante notar que este método si
necesita el supuesto de que busquemos aproximar una cépula arquimediana.

Examinemos ahora las propiedades del estimador K,,(¢). Primeramente,
probaremos que converge a K () para cada valor de ¢, después daremos una
aproximacién o(1/n) para su variana asintética.

Proposicion 17. Si B; son tdénticamente distribuidas, entonces la distribucion
K, (t) converge de modo puntual hacia K(t) para todo valor de t.

Demostracion. Si condicionamos a que (X;,Y;) = (z1,y;) entonces, la vari-
able (n—1)V] sigue una distribucién binomial de parametros (n—1,C(z, 1))
por la independencia de la muestra. Esto significa que

]E(erB, X, =2,Yi=u)= (1 - C(zy1,m) + C(m,yl)eu(n—l))(n-l)

de modo que,

E(e® = E [(1 - C(X1,Y5) + C(X, Ya )e*ffn-‘))‘““’]
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El lado derecho de esta igualdad puede ser escrito como

t/(n=1) _ {n-1)
E(1+ (n—1)C(X1, Vi) [e/) 1])

n-—1
Argumentemos ahora que

o (n—1)
(1 . (n —1)C(X, Y1) [et/( 1) _ 1]) — tC(Xa1) (4.10)

n—1

lim

n—oo

Utilizando la regla de L'Hopital sobre la funcién

et* — 1

f(.?:)— 1/2,:

observamos que conforme  — oo, f(z) — t por lo cual

lim (n — 1)C(X;, Y1) [¢/"Y — 1] = tC(X1, V)

Esto prueba (4.10), puesto que (1 — z/n)* — €* de modo uniforme sobre
intervalos acotados.
Utilizando ahora el teorema de la convergencia acotada de Lebesgue se

sigue que

lim E(EtBl) = E(etG(XI.YI))

=00
lo cual demuestra que

lim P(B, <v) = P(C(Xy, Y1) < v).

Resta notar que K,(t) es la distribucién de B;. [ |

Proposicion 18. Si las variables B; son ideénticamente distribuidas, en-
tonces la funcion de distribucion empirica de las B;, K,(t), es un esti-
mador \/n—consistente de K(t), y una aprozimacion o(1/n) para la varianza
asintotica de K,(t) estd dada por

[K(@#)(1 - K(t)) + k@) {k@)R(t) — 2t(1 — K(t))}]/n
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donde k(t) = K'(t) es la densidad asociada con K(t), misma que eziste cast
sequramente y

R(t) = }E(C(miﬂ(Xl,Xg), min(Yi, },2)) e tz C(XI, .Yl) = C(Xg, }/2) = t)
(4.11)
Demostracion. La prueba de este hecho se puede encontrar en 77. 5

Gracias a que la cépula C es arquimediana, podemos conocer la forma de
R(t) definido en (4.11) como sigue.

Proposicién 19. Si C es una cépula arquimediana de generador ¢, entonces
1
R(t) = 2/ (1 = )1 +v)d(t) }dv — 82 (4.12)
0
Demostracién. Para las cépulas arquimedianas la condicién C(X,,Y;) = ¢
puede escribirse como ¢(X1) + ¢(Y1) = ¢(2).

Por ello, dado que C(X,,Y;) = C(X,,Y2) = t, si X; = min(X;, Xs)
entonces Y, = min(Y3, Y2). Resultado de esta simetria

(X1, Ys) = C(Xa, Ya) = t)

]E(C'(min(Xl,Xg},min(Yl,Yg))

= QE(C(Xl, Y2)1 (X2 — X7) > 0) IC(Xl,Yl) =0 X, o) = t) (4.13)

Considerando que ¢(t) = ¢(X3) + ¢(Y2), si tomamos las variables S; =
&(X1)/9(t) y Sa = ¢(X2)/é(t), podemos escribir

C(X1,Y2) = ¢ ((t)S1 = (t) + 6(2)S2) (4.14)

Sabemos por el teorema 2.5 que si (U, V') tienen cépula C, entonces la variable

_ W)
#0) + 6V)

sigue una distribucién uniforme en (0,1). De este modo, condicionado a que
C(X1,Y1) = C(Xy,Ys) = ¢(t) las variables S| y S, tienen por distribucién
la uniforme en (0,1). Es asi que la ecuacién (4.13) se reduce a
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2/01 /:1 AN (bt ur + B(t) — B(t)uz)dusdu,.

Si definimos v = u; — uy en la segunda integral obtenemos

i (-1 U — U vdi
2 fo /U V(g (1) + B(t) — u(t))dvduy

Cambiando el orden de la integral tenemos

2 / 1 j - (0(t) + $(1))dusdv

Resolviendo esta integral se termina la prueba. |

Por ejemplo, para la cépula de variables aleatorias independientes, II, gener-
ada por ¢(t) = log(1/t) tenemos que

R(t) = 2/0 (1 — ) exp((1 + v) log(t))dv — t*

Para resolver la integral podemos separarla en las integrales

/ﬂ exp((1+v)log(t))dv y /0 vexp((1 + v)log(t))dv

La primera se resuelve directamente mediante la substitucién v = (1 +
v)log(t), y la segunda por partes pidiendo f = t,¢' = exp((1 + v)log(t))
y usando lo anterior. De este modo, tras simplificar, obtenemos

2t(t — log(t) — 1)
(log(1))?

Con esto podemos encontrar la forma del aproximador o(1/n) de la varianza
para K,(t) siendo este igual a t(t — log(t) — 1)/n.

Efectuemos un ajuste con este método. En la secciéon anterior probamos
la hipétesis de independencia para parcjas (Y, Y,47) de observaciones de la
variacién porcentual del precio del fix y la rechazamos. Esto da sentido a
la biisqueda de una cépula para estas parejas. Supondremos que es arqui-
mediana y ademds paramétrica. Consideraremos como posibles las familias
Clayton, Genest y Gumbel-Hougaard.

—¢2

R(t) =
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Familia (1) Rango de a | A(t) = ¢(1)/¢'(t) T
Clayton (t™*—1)/a (0,00) t(l —t*)/a af(a+2)
Genest (1 — /) [1,00) —tle=/e(] — gt/e) | (4a — 6)/(4a — 2)
Gumbel-Hougaard | [— log(t)]**! [0, 00) —tlog(t)/(a+1) a/(a+1)

Tabla 4.4: Familias Clayton, Genest y Gumbel-Hougaard de cépulas arqui-

medianas.

Usaremos para el analisis las siguientes rutinas.

function t=taum(x,y)
n=length(x);
b=zeros(n,1);

for i=1:n

b(i)=(length(find(x<x(i)& y<y(©))))/(n-L);

end
t=4*(sum(b)/n)-1

function k=distCuv(x,y,t);

n=length(x);
b=zeros(n,1);
for i=1:n

b(i)=(length(find(x<=x(i)& y<=y(1))))/(n-1);

end
for i=1:length(t)

k(i)=length(find(b<=t(i)));

end
k=k/n;
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La primera para calcular el valor de la 7 muestral y la segunda para evaluar el
estimador K, (t) de la distribucién de C(U, V). Obtenemos que 7 = —.0847.
Através de calcular A, — A|| = sup,e(o 1| An(t) — A(t) | en cada caso llegamos
a la decisién de que la mejor eleccion serd la cépula Gumbel-Hougaard de
parametro a = —.0781. Presentamos un resumen de los resultados.
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Familia Valor del pardmetro

Clayton -.1563

Genest, 1.6731
Gumbel-Hougaard -0.0781

Tabla 4.5: Parametros de las distintas familias.

Hemos de notar que la familia Gumbel-Hougaard contiene a la

Familia [[An = All
Clayton 1331
Genest .1629

Gumbel-Hougaard | .1107

Tabla 4.6: Comparacién del ajuste de A,.

copula I1, que corresponde al parametro a = 0. El estimador que obtuvimos,
—.0781 es verdaderamente pequefio comparando con el rango posible, [0, 00).
La cépula que hemos obtenido, pues, debe ser muy similar a la cépula de
variables aleatorias independientes. Recordemos que, si bien es cierto que en
la seccién anterior rechazamos la independencia de las parejas (Y, Y;4+7) en
la mayoria de los casos, también es cierto que en una gran proporcién de las
muestras (el 44%) no fue posible hacerlo. Este ajuste nos explica que lo que
sucede es que la copula de estas variables es muy similar a la cépula IT.
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Figura 4.7: A de la familia Clayton contra A,

Figura 4.8: A de la familia Genest contra A,
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Figura 4.9: A de la familia Gumbel-Hougaard contra A,
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4.5 Conclusiones

En el terreno de lo empirico las cépulas nos revelan informacién interesante.
Nos dejan ver que los aspectos de la relacién que dependen puramente de la
copula pueden pasar de largo ciertos “detalles”. Por ejemplo, tenemos los
reordenamientos, en que siendo deterministicamente dependientes las vari-
ables, se puede reportar independencia. No obstante hemos de reconocer que
si un reordenamiento se semeja mucho a la cépula producto, entonces sus
observaciones pueden ser utilizadas como observaciones independientes. Lo
que se concluye es que no hay un claro limite conocido entre la independencia
y la dependencia ... en cada prueba que se concluya la independencia, tal
vez se estaria concluyendo con la misma razén la existencia de una funcién
invertible que relacione las variables en cuestion, y asi , un nexo determinista
entre ellas.

Claro esta que la prueba de la copula empirica fallaria en un caso como
este, sinembargo, no es el dnico caso en que puede fallar. Se pueden con-
struir ejemplos de variables aleatorias dependientes cuya cépula semeja tanto
a la de la independencia que en la mayoria de los casos la prueba basada en
T, sea incapaz de rechazar. Tal es el caso siguiente: Témense X,Y, Z v.a.
independientes con distribucién N(0,1), y témense W = X/Y, U = Y/Z.
Calculando su densidad conjunta se ve que no son independientes (pues di-
fiere del producto de dos Cauchy estdndar como corresponderi ). Generando
mediante simulacién muestras aleatorias de 1000 observaciones de estas vari-
ables -W, U- y evaluando T}, se tiene que el 95% de las veces no podemos
rechazar la independencia de (W, U). En este caso, la independencia condi-
cional de (W, U) dado Y parece jugar un papel importante en la incapacidad
de la prueba. Curiosamente, cuando se realiza la misma prueba con distribu-
ciones normales no simétricas —por ejemplo con media y = 1 — la prueba es
muy eficiente.

Ciertamente, en caso de rechazo de la hipétesis de independencia, la
prueba de la cépula empirica es muy eficiente, sin embargo, su naturaleza, por
decirlo de algin modo, universal, hace que en muchos casos no sea suficiente
para detectar dependencia.

Por otro lado, el método de ajuste de cépulas arquimedianas paramétricas
nos da la posibilidad de utilizar las cépulas como nexo entre dos distribu-
ciones univariadas obtenidas a partir de una muestra para producir posibles
distribuciones bivariadas de esta misma muestra. De este modo, este método
trae a la practica la riqueza de las cépulas.
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Conclusiones GGenerales

Hemos visto como la funcién de distribucién de un vector aleatorio estda com-
puesta por informacién relativa exclusivamente a las variables, informacién
marginal, y estd compuesta también por informacién relativa al compor-
tamiento conjunto de las variables aleatorias. Esta situacion puede ser con-
fusa, pues puede dar la idea de que la definicién de independencia o de depen-
dencia es una suerte de esencia que no guarda relacion con las distribuciones
marginales. Hemos notado que no es asi. Por ejemplo, si un vector esta
formado por una variable aleatoria X y la suma X +Y con Y independiente
de X, entonces la copula asociada a este vector cambia radicalmente al ele-
gir las marginales para las variables X,Y. De este modo, aunque la cépula
esté intimamente relacionada con la dependencia de un vector aleatorio, no
siempre es posible extraer informacién 1til o relevante de este hecho.

Por otra parte, en los problemas de datos reales, para ajustar una coépula
podriamos utilizar las cépulas empiricas. El problema de esta aproximacion
es que calcular la cépula empirica tiene complicaciones numéricas impor-
tantes. Seria costoso, en términos computacionales, generar las evaluaciones
de la cépula empirica en, digamos, 100 puntos (jque seria lo correspondiente
a partir el intervalo unitario en sélo 10 segmentos !), y mucho més costoso
aun el interpolar con el método presentado en la prueba de Sklar para ex-
tender esta sub-cdpula al cuadrado unitario. No seria practico. Por ello el
método de las cépulas Arquimedianas me parece mas adecuado.

Al respecto de este método podemos plantear, con mucha razén, la in-
terrogante de jpor qué utilizar cépulas Arquimedianas en un problema es-
peciifico? pensando en que la cépula real puede no pertenecer a esta familia.
No tengo una respuesta definitiva. Lo tinico que puedo decir es que hay
una gran variedad de relaciones entre variables en que podemos tener una
copula Arquimediana, es decir, la familia Arquimediana no estd limitada a
no poder describir tal o cual modalidad de dependencia, de modo que si

127



128 CAPITULO 4. COPULAS EMPIRICAS

bien no hay razén para decidir que la cépula es Arquimediana, tampoco hay
restricciones tedricas en cuanto a los ambitos en que debemos o no usarlas.
El método expuesto es aiin mas especifico en la seleccién ya que se basa en
encontrar el parametro suponiendo una familia paramétrica de cépulas Ar-
quimedianas. En favor de esto sélo puedo decir que no se elige una unica
familia paramétrica sino varias. En realidad se eligen familias en que el pro-
ceso sea viable, es decir, en que podamos invertir la funcién que define la tau
de Kendall ya sea directamente o numericamente. Como apoyo al resultado
(la seleccién de una cépula), se pueden ajustar distribuciones marginales y
generar con ello tablas de frecuencia de la distribucién conjunta resultante y
compararlas con los datos. Si hemos encontrado una distribucién que consis-
tentemente recupera la estructura general de nuestros datos, podemos usarla
como la distribucién de la muestra siempre que en la practica refleja simi-
lares resultados. Existen otros métodos que se tratan en la literatura para
ajustar cépulas Arquimedianas. Al respecto es interesante preguntarse si son
similares los resultados y si se ha probado la mayor efectividad de alguno de
ellos y en qué casos.

La prueba de independencia desarrollada en el dltimo Capitulo parte de
un contexto muy general: la convergencia de la cépula empirica. Este he-
cho es a la vez favorable y desfavorable. Podemos asegurar que en caso de
rechazar independencia hemos de confiar firmemente en esta conclusién. Al
mismo tiempo cuando no somos capaces de rechazar independencia, no hay
cosa alguna que decir. Se pueden construir muchos ejemplos en que la de-
pendencia es sutil, en que la cépula es muy similar a la cépula independiente
y esta prueba no detecta atn a niveles muy altos de confianza. No podemos
pedirle méis a un procedimiento tan universal. Queda mucho por estudiar de
esta prueba. Para empezar, encontrar la distribucién del estadistico prop-
uesto y calcular sus cuantiles para dar un caracter objetivo a la seleccién de
la regién de rechazo. Un célculo similar a este se puede hallar en [4] donde
se construye una prueba bastante méas compleja para independencia.

Esta misma prueba y los reordenamientos de M son una pareja algo
escandalosa. Es algo impresionante, de primer momento, que podamos en-
contrar una funcién invertible para relacionar dos variables que siempre van
a reportar ser independientes. Esto revela que en el ambito de lo préactico la
independencia y la dependencia mas estrecha no son tan distintas, sino que
pueden ser casi iguales.
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