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Introducción 

En los cursos elementales de probabilidad se estudia la función de distribución 
correspondiente a variables y vectores aleatorios. Un resultado importante 
que involucra estas funciones es el siguiente: 

Teorema l. Dado un vector aleatorio (X, Y) con función de distribución 
conjunta F y marginales Fx y Fy respectivamente 

F(x, y) = Fx(x)Fy(y) 'r/(x , y) 

si y sólo si las variables X y Y son independientes. 

Esto nos lleva a preguntarnos ¿qué relación existe entre la función de 
distribución conjunta de un vector aleatorio y sus funciones de distribución 
marginales? 

Para responder a esta interrogante es útil el concepto de cópula. 

Definición. Una función e·: [O, 1] X [O, 1] --+ [O, 1] es una cópula si 

1. Para cada (u , v) E [O, 1] x [O, 1] si min(u, v) =O, entonces C*(u, v) =O. 

2. Para todo par de puntos (u1 , v1), (u2 , v2 ) E [O, 1] x [O, 1] 

C*(u1, v1) + C*(u2, v2) - C*(u1, v2) - C*(u2, v1) ?: O 

3. Para todo u E [O, 1] x [O , 1] 

C*(l , v) = v C*(u , 1) =u 

Alternativamente, podemos definir una cópula como sigue 

Definición. Una función C*: [O, 1] x [O, 1] --+ [O , l ] es una cópula si es una 
función de distribución correspondiente a un vector aleatorio (U, V) donde 
u rv U(O, 1) y V rv U(O , 1). 

1 



2 CONTENIDO 

El principal resultado referente a la relación entre la función de dis
tribución conjunta y sus distribuciones marginales es el Teorema de Sklar. En 
él se afirma que toda función de distribución multivariada es la composición 
de una cópula con las funciones marginales de distribución. En su versión de 
dos variables el teorema es el siguiente. 

Teorema (Teorema de Sklar, {1959)). Sea Fx ,Y unafuncióndedistribución 
bivariada con marginales F x y Fy. Entonces existe una cópula tal que 

F(x, y)= C(Fx(x), Fy(y)) \:/x,y E~ (1) 

Además, si Fx y Fy son continuas, entonces C es única. De otro modo, 
queda únicamente determinada sobre RanFx x RanFy . 

Por ejemplo, para el caso en que el vector (X, Y) es de variables inde
pendientes, la cópula para la distribución conjunta es II( u, v) = uv como lo 
muestra el Teorema 1.1. La factorización de la distribución conjunta que de
muestra el Teorema de Sklar sugiere que las cópulas guardan cierta relación 
con la dependencia de las entradas de un vector aleatorio. De hecho nos 
ayuda a caracterizar los aspectos de la dependencia que no se relacionen con 
las distribuciones marginales. 

Por ejemplo, la relación Y e~. f(X) queda resumida en la cópula de la 
distribución del vector (X, Y) cuando f es monótona. Hay otros resultados 
que revelan la relación de la cópula de un vector aleatorio y ciertos aspectos de 
la dependencia entre sus entradas. Por ejemplo, dos medidas de concordancia 
muy usuales, la T de Kendall y la p de Spearman son función exclusivamente 
de la cópula. No obstante, no todos los coeficientes de dependencia tienen 
esta propiedad. Tal es el caso del coeficiente de correlación que depende de 
las distribuciones marginales. 

Existen varios métodos para construir cópulas. Podemos usar el Teorema 
de Sklar y dar una cópula a partir de una función de distribución multivari
ada. Otra alternativa es el siguiente teorema. 

Teorema. Sea e/>: [O , l] --+ [O , oo] una func ión continua, estrictam ente decre
ciente tal que c/>( 1) =o. Entonces la función e : [O, l ] X [O, l] --+ [O, l] definida 
por 

es una cópula si y sólo si e/> es convexa. 
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Las cópulas construidas mediante este procedimiento se llaman cópulas 
Arquimedianas y <P se llama generador de la cópula C. Una propiedad evi
dente de esta familia de cópulas es que son simétricas, es decir C(u, v) = 
C(v ,u) para todo (u,v) E [ü, l] x [ü, l]. Otra propiedad menos evidente es 
que son asociativas, es decir 

C(u, C(v, w)) = C(C(u, v), w) \:/u,v,w E [O, l] 

El Teorema de Ling nos asegura que estas dos condiciones son suficientes 
para que una cópula sea Arquimediana. 

Hay otras propiedades que caracterizan a una cópula Arquimediana. Una 
muy importante es la siguiente 

Proposición. Dado un vector aleatorio (U, V) con distribución C , donde C 
es una cópula Arquimediana con generador </J, la función 

Kc(t) = IP'(C(U, V)::; t) 

caracteriza a <P mediante la ecuación 

<P(t) = exp (it x - ~c(x) dx) 

siempre que K(t - ) > t para todo t E (O, 1). 

Esta propiedad resulta de gran ayuda para utilizar las cópulas Arquime
dianas en problemas estadísticos. 

Otro campo de estudio en que se pueden utilizar cópulas es el de los Proce
sos de Markov. El enfoque tradicional para la construcción de un proceso de 
Markov { Xt}tET es brindar una distribución inicial F0 y una familia { PthET 
de probabilidades de transición que satisfaga las ecuaciones de Chapman
Kolmogorov. Usando la cópulas de las variables del proceso podemos ca
racterizar estas ecuaciones. Gracias a ello, se plantea un nuevo modo para 
construir procesos de Markov que consiste en dar una familia de cópulas bi
variadas { c.,t} s,tET que satisfagan las ecuaciones de Champan- Kolmogorov 
y una familia { Ft}tET de distribuciones para las variables del proceso. 

Con este método se pueden dar procesos que compartan la familia de 
cópulas { Cs,t} s,tET (y así algunos aspectos de la dependencia entre las vari
ables del proceso) con el movimiento Browniano sin tener marginales Nor
males y, de hecho, eligiendo para cada t E T la distribución Ft que deseemos. 
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Se puede también demostrar que las ecuaciones de Chapman- Kolmogorov 
no caracterizan la propiedad de Markov (hecho bien conocido) aunque las 
cópulas del proceso sí. 

También en problemas de datos reales podemos emplear cópulas. Tene
mos un Teorema al estilo Glivenko-Cantelli en que se prueba que una cópula 
obtenida a partir de una muestra, y que llamamos cópula empírica, converge 
uniformemente, c.s. , a la cópula poblacional. Este resultado es útil en el 
estudio de la independencia de variables aleatorias ya que a partir de la con
vergencia mencionada se pueden establecer criterios de aceptación o rechazo 
para la hipótesis de independencia. 

El objetivo de esta tesis es estudiar las propiedades y usos de las cópulas 
en la teoría de probabilidad. 

En el capítulo primero se tratan las cópulas en general, abordando sus 
propiedades más elementales para luego relacionarlas con varias modalidades 
de dependencia. Se examina fundamentalmente el caso bivariado y se extien
den los resultados al caso de n variables. 

El objeto de estudio del segundo capítulo es la familia de cópulas Ar
quimedianas. Estudiamos su construcción y propiedades y brindamos varios 
ejemplos de cópulas de esta familia. Obtenemos relaciones entre la familia 
Arquimediana de cópulas y la r de Kendall, que en el capítulo cuarto sirven 
de apoyo para la construcción de métodos de ajuste en problemas de datos 
reales. 

En el tercer capítulo examinamos los procesos de Markov y el modo de ca
racterizar tanto las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov como la propiedad 
de Markov mediante las cópulas del proceso. Elaboramos algunas construc
ciones ilustrativas. 

El cuarto y último capítulo nos sitúa en el campo de la estadística y la 
simulación. Demostramos algoritmos para la simulación de observaciones de 
diversas cópulas y presentamos un resumen gráfico de algunas simulaciones. 
Utlizamos después las cópulas empíricas para examinar la independencia de 
los precios del tipo de cambio dolar-peso, fix, misma que rechazamos a una 
distancia de 7 días. Por último ajustamos a estos precios una cópula Arqui
mediana. Damos el resumen de los resultados y los gráficos explicativos. 



Capítulo 1 

Cópulas 

1.1 Introducción 

El presente capítulo aborda la definición y algunas propiedades de las cópulas 
relacionándolas con funciones de distribución bivariadas. El tema central 
de este capítulo es descubrir si hay alguna relación entre las cópulas y la 
dependencia de vectores aleatorios. 

En la sección 1.2 se observa que las funciones de distribución marginales 
no son suficientes para determinar de modo único la distribución conjunta. 
Sin embargo, se demuestra que hay casos en que usando una relación fun
cional entre las distribuciones marginales podemos recobrar la distribución 
conjunta de modo único. 

Esto da la pauta para que en la sección 1.3 se defina una cópula y se 
examinen sus propiedades. Se demuestra en la sección 1.4 que toda función 
de distribución bivariada es la composición de una cópula con sus marginales. 
En razón de ello se propone que la cópula de un vector aleatorio encierra 
información de la dependencia entre sus coordenadas. 

En la sección 1.5 se demuestra que la independencia entre las entradas 
de un vector (X, Y) es un atributo de su cópula. Se encuentran cotas del 
conjunto de las cópulas y se examina qué información encierran dichas cotas 
en términos de la dependencia de (X, Y) . 

En la sección 1.6 se trabaja con una clase de cópulas que tiene una 
propiedad muy especial en términos de la dependencia entre variables, el 
ser densa con respecto a la norma uniforme en el conjunto de las cópulas de 
dos dimensiones. 

5 
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En la sección l. 7 examinamos si existen algunos modos de dependencia 
que se resuman en la cópula y no dependan de las distribuciones marginales. 

En la sección 1.8 se extienden la definición y propiedades de cópula al caso 
n-dimensional. Se presentan después las conclusiones del trabajo realizado. 

Para este capítulo utilizamos los capítulos 1, 2, 3 y 5 de [1]. 

1.2 La función de distribución conjunta y sus 
marginales. 

Uno de los resultados en que se hace hincapié en los cursos elementales de 
probabilidad es el siguiente: 

Teorema 1.1. Dado un vector aleatorio (X, Y) con función de distribución 
conjunta F y marginales Fx y Fy respectivamente 

F(x, y) = Fx(x)Fy(y) V(x,y) 

si y sólo si las variables X y Y son independientes. 

Existen una infinidad de ejemplos de vectores aleatorios con funciones de 
distribución marginales iguales y funciones de distribución conjunta distintas. 
Uno de los más populares en la literatura es el siguiente: 

Ejemplo 1.1. Consideremos f 1 y h funciones de densidad con funciones de 
distribución respectivas F1 y F2 . Para cada a E [-1, 1], la función 

fa(x, y)= fi(x)f2(y) [1 + a{2F1(x) - 1}{2F2(Y) - 1}] 
es una densidad bivariada con densidades marginales Ji y f2. 

Demostración. Demostraremos primero que f 0 es una densidad. 
Observemos que 

-1 ::::; 2F1 (X) - 1 ::::; 1 y - 1 ::::; 2F2 (y) - 1 ::::; 1 

por lo que, como -1::::; a::::; 1, 

-1::::; a{2F1(x) - 1}{2F2(Y) - 1} ::::; l. 
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De donde !a(x, y) 2: O para todo punto (x, y) E ~2 . 
Ahora bien, probemos que integra la unidad. 

El cálculo de esta integral es equivalente al cálculo de las integrales 

j j !R
2 

fi(x)f2(y)dxdy e j j !R
2 

afi(x)f2(y){2F1(x) - 1}{2F2 (y) - l}dxdy 

Por ser Ji y h funciones de densidad el resultado de la primera integral es 
igual a l. Resta probar que la segunda integral es nula. 

Para ello, integramos con respecto a x en la expresión 

a 1 h(y){2F2(y) - l}dy 1 f 1 (x){2F1(x) - l}dx (1.1) 

Para ello hacemos el cambio de variable u = 2F1(x) - 1, du = 2f1(x) y 
obtenemos 

{ fi(x){2F1(x) - l}dx = ~ ¡1 udu = O 
J!R 2 Í-1 

Hemos probado que 

para todo a E [-1, 1] 

Queda por demostrar que las densidades marginales son Ji y f2 . Para ello 
integremos !a(x, y) sobre~ con respecto a cada variable. 

1 Ía(x, y)dx = h(y) 1 fi(x)dx + af2(y){2F2(Y) - 1} 1 h(y){2F1(x) - l}dx 

Dado que Ji es densidad la primera integral es igual a 1. La integral en el 
segundo término · la hemos calculado anteriormente y es igual a O. Por lo 
tanto 

j fa(x , y)dx = h(y) \:/a E [-1, 1] 

La prueba es análoga para la otra marginal. • 
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A partir del Teorema 1.1 y del ejemplo 1.1 se plantea que, en general, la 
función de distribución conjunta no está determinada por las funciones de 
distribución marginales. Esta afirmación puede dar la impresión errónea de 
que las distribuciones marginales no tienen importancia alguna. 

Para aclarar este punto, analicemos con un poco más de cuidado este 
problema. Consideremos la función C : R2 --+ R dada por 

o, Si U::::; Ü Ó V::::; Ü, 

uv, si (u, v) E (O, 1)2
, 

C(u, v) = u, si u E (0, 1),v 21, (1.2) 

v, si u 21, v E (0, 1), 

1, en otro caso. 

Esta función es la fum;ión de distribución conjunta de U, V, donde U, V son 
variables aleatorias independientes uniformes en (O, 1) . Sean X, Y variables 
aleatorias independientes con funciones de distribución Fx y Fy respectiva
mente y función de distribución conjunta F. Claramente 

F(x, y)= C(Fx(x), Fv(Y)) = Fx(x)Fv(y) \:/(x, y) E ~2 . (1.3) 

La expresión (1.3) nos dice que podemos expresar la función de distribución 
conjunta de (X, Y) como la composición de la función C dada por (1.2) y la 
función h: R2 --+ R2 , h(x,y) = (Fx(x) , Fv(y)) . 

Podemos ahora plantear el siguiente problema: Dado un vector aleatorio 
(X, Y), ¿existe una función de distribución C con marginales uniformes tal 
que 

F(x, y)= C(Fx(x), Fv(y)) (1.4) 

para todo punto (x, y) E ~2? De existir esta función C podemos decir que 
las distribuciones marginales determinan la distribución conjunta a través de 
una relación funcional. Observemos que en la expresión (1.3) sólo tiene im
portancia la definición de la función C en el cuadrado unitario. Consideremos 
el siguiente ejemplo 

Ejemplo 1.2. Consideremos la distribución exponencial bivariada de Gum
bel de parámetro () 2 O 

{

l - e-x - e-y+ e-(x+y+lixy) si X 2 O y 2 O 
F9(x ,y) = O 

e.o.e. 

Mostremos que es función de sus marginales. 
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Demostración. Denotemos a sus marginales F(x) y G(y) respectivamente. 
Tomando límites se observa que ambas son exponenciales estándar. Lo 
que buscamos ahora es una función e: [O, 1] 2 

---+ [O, 1] tal que F0 (x , y) = 
C(F(x), G(y)) en todo par de puntos x , y. De manera equivalente, gracias 
a que las funciones marginales son continuas e invertibles, necesitamos que 
e (u, V) = Fo ( p - l (u)' c-1 (V)) para cualquier pareja u, V en el intervalo uni
tario1. 

Conocemos las inversas p - 1(u) = - ln(l - u) y c-1(v) = - ln(l - v) de 
modo que, substituyendo, tenemos 

e(u, v) =u+ v _ 1 + (1 _ u)(l _ v)e-Oln(l-u)In(l - v) 

Es decir 

Fo(x , y)= F(x) + G(y) _ 1 + (1 _ F(x))(l _ C(y))e-Oln(l-F(x))In(l-G(y)) 

• 
Pensando en lo hecho en este desarrollo, queda claro que si tenemos una dis
tribución bivariada de marginales continuas e invertibles (estrictamente cre
cientes) entonces podremos recobrar la función bivariada con las marginales 
mediante la expresión 

F(x, y)= C(Fx(x), Gy(y)) tomando e(u, v) = F(Fx 1 (u), Gy.1(v)) 

Entre otras, la función e que obtuvimos en el ejemplo 1.2 tiene las siguientes 
propiedades. 

Su dominio, dome, es &nFx1 x &nGy.1
, un subconjunto del cuadrado 

unitario, de hecho {O, 1}2 ~dome~ [O, 1]2. 
En su frontera se tiene que 

F(-oo, y) = e(o, Gy(y)) => V v E RanGy.1 e(O, v) =O (1.5) 

De la misma manera se deberá satisfacer que si u E &ne·;/ entonces 
e(u, O)= O. 

Por otra parte 

F(oo, Gy(y)) = e(1, Gy(y)) =>V v E RanGy.1e(1, v) = v (1.6) 

1 Haciendo u= F(x) , v = G(y) cubrimos todo el intervalo unitario por continuidad de 
FyG 
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Por simetría del argumento, tendremos que sobre RanPx 1 C(u, 1) =u. Esto 
en lo que respecta a la frontera de domC. Por otro lado, recordemos que C 
está definida a partir de una distribución, que es una función bicreciente, es 
decir, si x1 ::; x 2 y y1 ::; y2 etonces 

Transcribiendo esto en términos de c, tendremos que 

C(F;1(x1), G}}(y1)) + C(Fx1(x2), Gy1(y2)) 

- C(Fx1(x1), Gy1(y2)) - C(Fx1(x2), Gy1(yi)) 2: o 

cuando se satisfaga que x1 ::; x2 y que y1 ::; Y2 · Usando el hecho de que las 
inversas de funciones crecientes son también crecientes, podemos decir que si 
u1 ::; u2 y v1 ::; v2 para puntos en domC entonces 

1.3 Cópulas 

Hasta ahora tenemos una respuesta parcial al problema de hallar una relación 
funcional entre las funciones de distribución marginales y la función de dis
tribución conjunta. Busquemos generalizar esta respuesta. Con base en la 
sección anterior toda función C: ?R2 --+ [O, l] que sea candidata para estable
cer una relación del tipo (1.4) deberá tener ciertas restricciones. A partir de 
ellas definiremos los conceptos de subcópula y cópula. 

Definición l. Una función c·: S1 X S2--+ [O, l] se llama subcópula si 

2. Para cada (u, v) E 5 1 x 52 si min(u, v) =O, entonces C*(u , v) =O. 
Llamaremos a C* anclada por satisface esta propiedad 

3. Para todo par de puntos (u1 ,v1 ) , (u2 ,v2) E 51 x S2 

Llamaremos a C* bicreciente por satis/ acer esta propiedad. 
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4. Para todo u E Si , v E S2 

C*(l, v) = v C*(u , 1) = u 

Definición 2. Una cópula es una subcópula cuyo dominio es [O, 1] x [O, 1]. 

Lema 1. Una cópula es creciente en sus entradas 

Demostración. Por ser C bicreciente las funciones C(t, v2)-C(t, vi) y C(ui, t)
C(u2, t) son crecientes para ui ::; u2 y vi ::; v2. Basta evaluar en t = O, t =u 
en la primera expresión para notar que C(u, v2) - C(u , vi) - (C(O, vi) -
C(O,v2) 2 O de donde se sigue que C(u,v2) - C(u,vi) 2 O siempre que 
vi ::; v2. Haciendo lo mismo para la otra variable, se termina la prueba. • 

Lema 2. Sea C una cópula. Entonces C es Lipchitz- continua, esto es, para 
cualquier pareja de puntos (xi, yi), (x2, y2) del intervalo unitario 

Demostración. Por la desigualdad del triángulo, tenemos 

IC(x2, Y2) - C(xi, Yi)I ::; 

IC(x2, Y2) - C(x2, Yi)I + IC(x2, Yi) - C(xi, Yi) I (1.8) 

Analicemos ahora los sumandos del lado derecho. Por ser creciente C en sus 
entradas, si Y2 2 Yi entonces 

Por lo tanto 

Del mismo modo, si Yi 2 Y2 tenemos 

Como C(l, Y2) = Y2 y C(l , Yi) = Yi, las desigualdades anteriores asegu
ran que 

Basta aplicar el mismo razonamiento al segundo sumando de la expresión 
(1.8) para finalizar la prueba. • 
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Corolario 1. Una cópula es una función de distribución correspondiente a 
v.a. uniformes restringidas al cuadrado unitario. 

Demostración. Verifiquemos los límites 

limC(u,v) =C(O,v) =O 
u-o 
lim C(u, v) =C(u, O) = O por continuidad 
v-o 
lim C(u, v) =C(u, 1) = u 
v-1 

limC(u,v) =C(l ,v) =v 
u-1 

Esto y el hecho de que Ces bicreciente y continua en sus entradas termina 
la prueba. • 

Lema 3. Sea e una cópula. Para todo V E [O, l] la derivada parcial ac¡au 
existe casi dondequiera (c. d. q.) y además 

(1.9) 

A nalogamente, para todo u E [O, l] la derivada parcial ac / av existe c. d. q. y 

(1.10) 

Más aún, las funciones uf-+ ac(u, v)/av y V f-+ ac(u, v)/au están definidas 
y son crecientes c. d. q. en [O, l]. 

Demostración. Siendo las asignaciones 

v r-+ C(u,v) u E I 

u r-+ C(u,v) v E I 

crecientes, son derivables c.d.q., es decir, tiene sentido hablar de las derivadas 
parciales 

a 
av C(u, v) 

Además, dado que la función 
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es creciente (por ser C bicreciente) se tiene que es derivable de derivada no 
negativa c.d.q. de donde 

u i--. aC(u , v )/av Vi--. aC(u, v) / au 

están definidas y son crecientes c.d.q. en [O , l] . 
La desigualdad (1.9) se obtiene notando que 

C( u , O) - C( u+ h, O) = O 

con lo que aC(u, O) / au =O. Del mismo modo 

C(u,1)-C(u+h,l) = l 
h 

con lo que aC(u, l) / au = l. La desigualdad (1.10) se obtiene procediendo 
analogamente. • 

Lema 4. Toda cópula e: [O , 1 * X [O, l] --+ [O, l] es absolutamente continua 
en cada variable. Esto es, dado E > O y una colección de subintervalos 
{[ai, b;]h>i del [O, l] existe 8 > O tal que si 

L(b; - a;) < 8 entonces LI C(b;, v ) - C(a; , v) 1 < E 

para toda v E [O, l]. 

Demostración. Sea ::'.::> O y sea {[a;, b;]};2'. 1 una colección de subintervalos de 
[O, l] tal que sum;(b; - a;) < E. Por el Lema 2 tenemos que 

L 1 e ( bi' V) - e ( ai' V) 1 :S L ( 1 b; - a; 1 + 1 V - V 1) 

y como 1 v - v 1 = O y sum;(b; - a;) < E concluimos que 

LI C(b; , v) - C(a;, v) 1 < E 

de modo que 8 = E es suficiente. • 
Corolario 2. Sea e : [O, 1 * X [O, l] --+ [O , l] una cópula. Entonces 

¡u ac¿:' v) dx = C(u, v) 

para toda u E [O, l ] y para toda v E [O, l]. 
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Demostración. Se sigue inmediatamente de la continuidad absoluta de Cv ( x) = 

C(x, v) que 

{" 8C(x, v) 
Jo ax dx = C(u, v) - C(O, v) 

Como C(O, v) = O, obtenemos que 

¡u ac¿:, v) dx = C(u, v) 

como se quería demostrar. • 
Las propiedades que definen una cópula nos permiten crear nuevas cópulas 

a partir de cópulas conocidas. Dos métodos útiles se demuestran en los 
siguientes lemas. 

Lema 5. Sean o: y /3 E [O, 1] · 3 · o:+ /3 = l. Sean C1 y C2 cópulas, 
entonces la combinación convexa 

o:C1 + /3C2 = Co. J3 es una cópula 

Demostración. Para empezar, el dominio de Co.,/3 sigue siendo el mismo, es 
decir [O, 1] x [O, l] . Para un rectángulo B = [u1,u2] x [v1,v2], definamos 

Vc(B) = C(ui, v1) + C(u2, v2) - C(u1 , v2) - C(u2, v1) 

Probar que C es bicreciente es entonces equivalente a que para cada B la 
cantidad Vc(B) sea no- negativa. En el caso presente tenemos 

Vc
0

,/j ([u1, u2] x [v1, v2]) = o:Vc1 ([u1, u2] x [v2, v2]) + /3Vc2 ([u1, u2] x [v2 , v2]) 2: O 

Con lo cual Co.,/3 es bicreciente. Ser anclada es, de nuevo hereditario; y para 
verificar que sus marginales son uniformes, sean u E [O , 1], v E [O , 1] entonces 

{ 
Co.,/3( u, 1) = o:C1 (u, 1) + /3C2 (u, 1) = (o:+ /3)u = u en el primer caso 

Co.,13(1 , v) = o:C1 (1 , v) + /3C2 (1, v) = (o:+ /3 )v = v en el segundo caso 

De modo que las combinaciones convexas de cópulas son, de nuevo, cópulas. 
De hecho, dichas combinaciones pueden estar conformadas por cualquier can
tidad finita de términos. Es decir, dada una familia de cópulas { CJ}j=1 y 
escalares o:; E R+ tales que L o:; = 1 tendremos que 

n 

C(u, v) = L o:;C;(u , v) 
i=l 

es una cópula. • 
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Lema 6. El conjunto C de las cópulas bivariadas es compacto relativo a la 
norma uniforme 

llC ll: = sup { C(u, v) t.q. u , v E [O, 1]} 

Demostración. Por el Teorema de Arzela- Ascoli la compacidad es equiva
lente a que C sea acotado, cerrado y uniformemente equicontinuo. Verifique
mos estas condiciones. 
Para toda cópula e tenemos que C( u, V) ~ 1 con lo cual 

llC(u, v) ll ~ 1 

de modo que C es acotada. Para probar la cerradura de esta familia , tomemos 
una sucesión { Cn}~=l ~ C. Supongamos que Cn converge a C respecto a la 
norma uniforme, esto es 

llCn-Cll ~O 

Verifiquemos que Ces una cópula. Dado E > O sea N = N(c) el correspon
diente a la definición de convergencia. Para u E [O, 1] tenemos 

1C(u,O)1=1 C(u,0)- Cn(u , 0) 1 <e n2 N 

pues Cn(u,O) =O para todo natural n . De este modo, siendo E arbitrario, 
tenemos que C(u, O) = O para todo u E [O, l]. Analogamente para toda 
v E [O, 1] tenemos que C(O, v) = O con lo cual Ces anclada. 
Consideremos ahora u E [O, 1] y veamos que C(u, 1) =u. 

1C(u,1) - u 1 ~ 1C(u,1) - Cn(u, 1) 1+ 1Cn(u,1) - u 1 <E 

si n 2 N puesto que Cn(u, 1) = u para toda n. Es así que C(u, 1) = u. 
Analogamente para todo V E [O, 1] tenemos que C(l,v) =V con lo cual e 
satisface las condiciones de frontera de una cópula. 
Para probar que C es bicreciente es suficiente notar que, por la convergencia 
uniforme, para todo rectángulo B ~ [O, 1] x [O, 1] tenemos 

Vc(B) = lim VcJB) 2 O 
n-+oo 

Queda probado que e es un conjunto cerrado. Queda por demostrar que es 
equicontinuo. Para ello, recordemos que por el Lema 2 para toda cópula C 

1 C(u1, v1) - C(u2, v2) 1 ~ 1 u1 - u2I+1 v1 - v2 I 

de donde es evidente la equicontinuidad. 
De este modo C es un conjunto compacto relativo a la norma uniforme. • 



16 CAPÍTULO l. CÓPULAS 

Corolario 3. Sea { Cn}nEN una famila de cópulas y sean { O'.n}nEN constantes 
reales no-negativas tales que L O'.n = 1, entonces la función 

00 

C(u , v) = L O'.nCn(u, v) 
n=l 

es una cópula. 

Demostracióin. Probaremos que C es límite puntual de cópulas. Sea, para 
cada m EN 

Claramente Cm es una combinación convexa de cópulas, y es, por lo tanto, 
una cópula. Además, tomando límite conforme m --+ oo obtenemos 

00 

lim Cm(u, v) = L O'.nCn(u, v) 
m->oo 

n=l 

para toda u, v E [O, l]. 
Como el conjunto de las cópulas bidimensionales es compacto y convexo, 

la convergencia puntual implica la uniforme con lo cual C es límite uniforme 
de cópulas y es entonces una cópula. • 

Lema 7. Sea{C0 } una familia de cópulas y sea F(B) una función de dis
tribución. La función 

C(u, v) = L C0 (u, v)dF(B) (1.ll) 

es una cópula. 

Demostración. Demostremos primero que C satisface las condiciones de fron
tera. Dado que para cada B, Co(O, v) = O, Co(l, v) = v y que JR dF(B) = 1 
se sigue que 

C(O, v) = L Co(O, v)dF(B) = L OdF(B) =O 

C(l, v) = L C0 (1 , v)dF(B) = L vdF(B) = v 
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Las condiciones de frontera para la otra variable se siguen analogamente. 
Ahora bien, para probar que es bicreciente veamos que si u1 :=::; u2 , v1 :=::; v2 

entonces 

C(u1,v1)+C(u2,v2) - C(u1,v2) - C(u2,vi) 

= L Co(u1, vi) + Co(u2, v2) - Co(ui, v2) - Co(u2, v1)dF(()) 2: O 

puesto que Co(u1, vi) + Co(u2, v2) - Co(u1, v2) - Co(u2 , v1) 2: O para cada 

e. • 
Consideremos la variable Xuv que toma el valor C;(u, v) con probabilidad p; 
de modo que L; p; = l. El corolario 3 nos dice que la asignación (u , v) 1----+ 

E(Xuv) es una cópula. El lema 7 es análogo cuando la variable Xuv toma los 
valores C0 (u, v) siguiendo una distribución F( ()). 

Proposición l. Dadas dos variables aleatorias X y Y cuyas funciones de 
distribución univariadas F x y Fy respectivamente sean continuas, y dada 
una cópula e, la fun ción 

F(x , y) = C(Fx(x), Fy(y)) (1.12) 

es de distribución, y sus marginales son Fx y Fy . 

Demostración. Como C toma valores de ! 2 y los mapea en I , la composición 
C(Fx(x) , Fy(y)) tiene sentido y además 

Vx , y E R C(Fx(x), Fy(y)) E [O, 1] 

Como para todo u, v E [O, l] C( u, O) = C(O, v) y por el lema 2 implica que: 

lim F(x, y)= lim C(Fx(x), Fy(y)) = C(O, Fy(y)) =O 
x--oo x--oo 

Análogamente limy__,_ 00 F(x , y) = O. Ahora bien, si x1 :=::; x2 y1 :=::; y2 son 
puntos en R, entonces 

F(x1 ,Y1) + F( x2, Y2) - F(x1, Y2)- F(x2 ,Y1) = 

C(Fx(x1) , Fy(yi)) + C(Fx(x2) , Fy(y2)) 

- C(Fx(xi), Fy(y2)) - C(Fx(x2), Fy(yi)) 
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Como Fx y Fy son crecientes y C es bicreciente lo anterior resulta no
negativo. De este modo 

Siendo F una composición de una función continua con funciones continuas 
por la derecha, se sigue que es continua por la derecha en cada variable. 
Queda probado que F(x, y) = C(Fx(x), Fy (y)) es una función de distribución 
y dado que c tiene marginales uniformes, 

lim F(x, y) = lim C(Fx (x), Fy(y)) = C( l , Fy(y)) = Fy(y) Vy (1.13) 
X---+00 X --+ 00 

lim F(x, y) = lim C(Fx(x), Fy(y)) = C (Fx( x), 1) = Fx (x) Vx. (1.14) 
y--+oo y--+oo 

De modo que dicha función de distribución tiene como marginales a las fun
ciones Fx y Fy. • 

Hasta ahora hemos probado que dada una función de distribución bivari
ada F(x, y) de marginales Fx, Fy , 

F(x, y)= C(Fx(x), Fy(y)) {::>Ces una cópula (o subcópula) 

Nuestra pregunta ahora es ¿Cuáles distribuciones satisfacen una ecuación 
de este estilo? El teorema de Sklar afirma que cualquiera, y afirma así que 
F(x , y) es una distribución bivariada si y sólo si existe una cópula C tal que 
para cualquier punto (x , y) se satisface que F(x , y)= C(Fx(x), Fy(y)). 

1.4 Teorema de Sklar. 

Teorema 1.2 (Teorema de Sklar, (1959)). Sea Fx,Y una función de dis
tribución bivariada con marginales F x y Fy . Entonces existe una cópula tal 
que 

F(x , y)= C( Fx(x) , Fy(y)) Vx, y E R (1.15) 

Además, si Fx y Fy son continuas, entonces C es única. De otro modo, 
queda únicamente determinada sobre RanF x x RanFy . 
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Demostración. El método de la prueba es el siguiente: Para las variables 
X, Y se dará de modo explícito una subcópula que asegure que C(F(x, y))= 
Fx(x)Fy(y) sobre RanFx x RanFy. Después extenderemos esta subcópula 
hacia una cópula en [O, l] x [O, l]. 

Pimera parte: Construcción de una subcópula 

Por ser Fx,Y una función de distribución bivariada con marginales Fx, Fy 
tenemos que para cualesquiera puntos (x1 , Y1) (x2 , Y2) E ~2 

De lo anterior, si Fx(xi) = Fx(x2) y Fy(y2) = Fy(y1) entonces también 
Fx,Y(x2, Y2) = Fx,Y(x 1 , y1). Siendo así, la asignación 

((Fx(x), Fy(y)) S Fx,Y(x , y) ( 1.16) 

es una función real con dominio RanFx x RanFy. De nuevo, por ser Fx,Y 
función de distribución se tiene, directamente, que e· es una subcópula. 

Seunda Parte: De una subcópula a una cópula 

Por continuidad de la subcópula , podemos extender hacia las cerraduras 
Si y S2 tomando, simplemente, límites. La función así obtenida, e··: S1 X 

S2 ___. [O, l], será también una subcópula. 

Tomemos cualquier elemento (x, y) E [O, l] x [O, l ]. Sean 

x1 = sup{z E S1lz :S x} 

X2 = inf{z E S1lz 2: x} 

Y1 = sup{w E S2lw :S y} 
Y2 = inf{w E S2lw 2: y} 

(1.17) 

(1.18) 

( 1.19) 

(1.20) 

Observación 1. Si x E S1 ::::} x1 = x = X2 y análogamente y E S2 ::::} y1 = 

Y= Y2 · 

Recordemos que el único trabajo que tenemos que realizar es extender el 
dominio de e•• preservando sus propiedades. Sabiendo que cualquier combi
nación convexa de cópulas es una cópula, es natural pensar en la interpolación 
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bilineal como una posibilidad. Así, sean {a; };=1 definidas como sigue 

"'i _- {(x - xi)/(x2 - xi), si x 1 < x2, 
'-' (1.21) 

1, six1 =x2. 

'-' (l.22) 
"'

2 
_- { (y - Y1) / Y2 - Y1) , si Y1 < Y2, 

1, siy1=Y2· 

Sea 

C(x, y)= (1 - ai)(l - a2)C**(x1, Y1) + (1 - a1)a2C**(x1, Y2) 

+ a1(l - a2)C**(x2,yi) + a1a2C**(x2,Y2). (l.23) 

Claramente DomC = [O, 1] X [O, 1] y además, por la observación (1) c ex
tiende a c••. Como C**(O, v) = C**(u, O) = O, se concluye lo mismo para 
C. Por último, gracias a que e•• tiene marginales uniformes se sigue que C 
las tiene también (pues es una combinación convexa) . Lo único que resta 
es notar que la función C es bicreciente. Para ello, tomemos una caja 
[u1, u2] x [v1, v2] ~ [O, 1] x [O, 1]. 

Consideremos los puntos correspondientes a ella según ( 1.17) denotados 
por xu, X21 para u1; y11 , Y21 para v1 y análogamente para u2, v2. Tomemos 
además los escalares a 11 , a21, a 12 , a22 definidos mediane (1.21) para los pun
tos ( u1, v1) y ( u2, v2) respectivamente. El caso más simple es aquel en que 
no hay puntos de S1 en el intervalo (u1,u2) y S2 n (v1,v2) = 0 en cuyo 
caso X11 = X12 , X21 = x22 Yu = Y12 , Y21 = Y22, con lo cual, evaluando y 
simplificando 

Vc([u1 , u2] x [v1, v2]) = (a12 - au)(a22 - a21)Vc([xu, X21] x [Y11 , Y21]) . 

Como u1 :::; u2 y v1 :::; v2 tendemos que a11 :::; a12 y que a21 :::; a22, de modo 
que Vc([u1, u2] x [v1, v2]) 2: O. Por otro lado, el caso más complicado es aquél 
en que S1n(u1, u2) =;f 0 y S2n(v1, v2) =;f 0. En este caso, u1 < X21:::; X12 < u2, 
v1 < Y21 :::; Y12 < V2. Tras evaluar y simplificar obtenemos 

Vc([u1,u2] x [v1 ,v2]) = (1- a11)a22Vc([x11 ,X21] x [Y12,Y22]) 

+ a22 Vc([x21, xd x [Y12, y22]) + a12a22 Vc([x12 , x22] x [Y12, y22]) 

+ (1- a11)Vc([xu , X21] x [Y21,Y12]) + Vc([x21,X12] x [Y21 , Y12]) 

+ a12Vc([x12,xd x [Y21,Y12]) + (1-au)(l - a2i)Vc([x11,X21] x [Y11,Y21]) 

+ (1 - a21)Vc([x21, X12] x [yu, Y21]) + a12(l - a21)Vc([x12, x22] x [yu, Y2i]) 
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Siendo una combinación no negativa de cantidades no negativas, se concluye 
que Ve ([u1, u2] x [v1, v2]) 2: O. El resto de los casos son similiares. Queda 
probado que e es bicreciente. 

En cuanto a la unicidad, si F x y Fy son continuas, entonces, por el teo
rema del valor intermedio, RanF = RanG = [O, 1] de modo que la subcópula 
de la parte inicial de la prueba es, de hecho, una cópula que resulta, según 
la construcción, única. 

Si acaso Fx o Fy es(son) discontinua(s) entonces la cópula no es única 
(pues viene, como se ve en la segunda parte de la demostración, de alguna 
combinación convexa). Sin embargo, dado que sobre RanF x RanG el método 
para hallarla es el de la parte primera de la demostración, sobre este conjunto 
hay unicidad. 

Esto completa la prueba. • 

Esta prueba nos brinda un método para construir cópulas a partir de fun
ciones de distribución. Para abordarlo definamos la función quasi- inversa de 
una distribución F como sigue 

p-1(t) = {x, 
inf{xjF(x) 2: t} = sup{xjF(x) ~ t}, 

si F(x) = t, 
e.o.e. 

Observación 2. En esta definición, si para algún t E [O, 1] fijo se tiene que el 
conjunto { x t.q. F(x) = t} tiene más de un elemento, se elige uno único 
al asignar p-1(t) = x. 

Corolario 4. Si Fxy es una función de distribución conjunta y Fx, Fy son 
sus marginales y C* la subcópula del teorema de Sklar, entonces, para cada 
(u, v) E DomC* se tiene que 

C*(u , v) = Fxy(F; 1 (u) , F; 1(v)) 

Demostración. Basta tomar el cambio de variable u = Fx(x), v = Fy(y). 
Observemos que si las marginales son continuas, entonces la igualdad se 
verifica para la cópula de X, Y. • 

Ejemplo 1.3. Podemos formar una cópula tomando la función de distribución 
normal bivariada de parámetros (µ = (O, O), a 2 = (1, 1) , p) de densidad 

f() 1 ( (- x2 -2pxy+t2)) x,y = exp 
27f~ 2(1 - p2) 

para x,y E~-
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Denotemos por <P a la distribución normal estándar. Entonces, como las 
marignales de f son normales estándar, la función 

¡<r'(u) ¡<r'(v) 
G(u ,v)= Í-oo }_

00 

J(s,t)dsdt 

es una cópula de acuerdo con el corolario 4. Dicha cópula se llama Gaussiana. 
Obsérvese que una pareja (X, Y) con función de distribución G( </J(x), </J(y)) 

es conjuntamente normal con coeficiente de correlación p. • 

Lema 8. Dada una variable aleatoria continua X con distribución F, la 
distribución de la composición F(X) es uniforme en [O, l] 

Demostración. Como F es una función de distribución, F(X) toma valores 
en [O, l]. Ahora bien, para cada x E [O, l], 

IP'(F(X) ~ x) = IP'(X ~ p- 1(x)) = F(F- 1(x)) = x 

con lo que F(X) ,...., U(O, 1). • 
Proposición 2. Dadas dos variables aleatorias continuas, la cópula C que 
describe su distribución (según el teorema de Sklar) es la distribución de las 
variables aleatorias Fx(X),Fy(Y) restringida al cuadrado unitario 12

. 

Demostración. Como Fx(X) ,...., U(O, 1) y Fy(Y) ,...., U(O, 1), sean u, v E I, 
entonces 

IP'[Fx(X) ~ u,Fy(Y) ~ v] =IP'[X ~ F,X 1(u), Y~ Fy-l(v)] 

=F(F,X1(u), Fy- 1(v)) 

y por el teorema de Sklar esto es e (u, V). • 
Usemos ahora el teorema de Sklar para entender más a fondo lo que es 

una cópula. La función de distribución de un vector (X, Y) explica comple
tamente el comportamiento conjunto de las v.a. X y Y. ¿Qué información se 
encierra en esta distribución? En primer lugar, la información marginal, es 
decir , el comportamiento individual de las variables X y Y. En segundo lu
gar, la relación que guardan las variables sin tomar en cuenta sus marginales. 
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Un modo de intuir esto es pensando en la densidad conjunta para las 
variables X, Y. Si Ces derivable 

!( )
=fJ2F(x,y) 

x,y axay 

a2C(Fx(x), Fy(y)) aFx(x) aFy(y) (1.24) 
aFxaFy ax ay 

=fx(x) · fy(y) · c(Fx(x),Fy(y)) "i(x,y) E ~2 

82 
donde c(u,v) = auavC(u,v). 
Este cálculo expresa que siempre que la densidad conjunta de la pareja 
X, Y exista, ésta es el producto de la densidad en caso de independencia, 
f x ( x) fy (y), multiplicada por una función e( u, v) relacionada con la cópula 
de (X, Y). 

1.5 Cópulas y dependencia bivariada 

En la sección anterior se demuestra el teorema de Sklar y con él se intuye que 
existen aspectos de la dependencia entre las entradas de un vector aleatorio 
que se resumen en su cópula. De ser así, ¿cuáles de estos aspectos podemos 
identificar plenamente? Esto es, sabiendo que la cópula de (X, Y) es C, 
¿qué conocimiento tenemos sobre la relación de dependencia que guardan 
sus entradas? Esta pregunta es muy amplia para responderla totalmente. 
Estudiaremos ahora algunos casos. 

Proposición 3. La función definida como 

II(u , v) = uv V(u, v) E [O, 1] x [O, 1] 

es una cópula. 

Demostración. Es claro que su dominio es el adecuado. Además, que sea 
bicreciente se sigue de que, dados u1 ~ u2 v1 ~ v2 

Es anclada pues u · O = O · v = O para cualesquiera u, v . Sus marginales son 
uniformes pues u · 1 = u y 1 · v = v para u, v E ~- • 
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Para mostrar su importancia, tomemos dos variables aleatorias continuas, 
X, Y y demostremos que son independientes si y sólo si su cópula ( esto es, 
la correspondiente a su distribución según el teorema de Sklar) es la cópula 
producto. 

La definición misma de independencia entre dos variables aleatorias im
plica que 

X es independiente deY <:=> \l(x, y) Fx,Y(x, y) = Fx(x) · Fy(y) 

Queda claro entonces que, utlizando el teorema de Sklar, tenemos 

X es independiente deY <:=> \l(x,y) c(Fx(x),Fv(Y)) = Fx(x) · Fv(Y) 

Utilizando la transformación Fx(x) = u, Fy(y) = v y la continuidad de las 
distribuciones Fx, Fy es claro que lo anterior es equivalente a que 

\lu,v C(u,v)=u·v 

• 
Es también importante observar que el conjunto de las cópula contiene 

cotas, tanto inferior como superior. Esto es, existen dos cópulas que deno
taremos respectivamente W y M tales que W :S C :S M para toda C cópula 
pensando este orden como resultado de la comparación de las evaluaciones 
en todo punto como se prueba en el siguiente teorema. 

Teorema 1.3. Sea Cuna cópula. Entonces, para cada (u, v) E Dom(C) 

W(u, v): = max(u + v - 1, O) :S C(u, v) ::S min(u, v): = M(u, v) {l.25) 

Además, W(u, v) y M(u, v) son cópulas. Dichas cópulas reciben el nombre 
de cotas - superior e inferior- de Fréchet-Hoeffding. 

Demostración. Sean u , V E [O, 1], entonces, por ser c bicreciente 

C(l , 1) + C(u, v) - C{l, v) - C(u, 1) 2 O=> C(u , v) 2 u+ v - 1 

Analogamente 

C(u,v) = C(u,v) +C(0,0)-C(O,v)- C(u,O) 2 O 



1.5. CÓPULAS Y DEPENDENCIA BIVARIADA 25 

Con lo que obtenemos 

Vu, v E [O, 1]: C(u, v);::: max(u + v - 1, O) 

Dado que C es una distribución, es creciente en sus argumentos, 

C(u, v) :S C(u, 1) y C(u, v) :S C(l, u)=> C(u, v) :S min(u, v) 

De donde (1.25) es válida. Queda sólo por demostrar que estas cotas son 
cópulas. 

Partiendo de su definición, tenemos: 

i ) Dom(W) = Dom(M) =[O, 1] x [O, 1] 

ii ) Si u :S 1, v :S 1 entonces W(O, v) = ma.x(v -1, O) = O y W(u, O)= 
ma.x(u - 1, O) = O. 
Para M, tomemos u ;::: O, v ;::: O. Entonces M(O, v) = min(O, v) = O = 
min(u,O) = M(u,0) 

Queda demostrar que son bicrecientes. Para ello, consideremos u1 :S u2 y 
v1 :S v2 . Para M tendemos 

VM([u1, vi] x [u2, v2]) =M(u1, vi)+ M(u2, v2) - M(u1, v2) - M(u2, v1) 

=U¡ /\ V¡ + U2 /\ V2 - U¡ /\ V2 - U2 /\ V¡ 

{

U2 - U¡ 

V2 - U¡ 
V2 - V¡ 

U2 -V¡ 

Si V¡ :S U¡ :S U2 :S V2 

si V¡ :S U¡ :S V2 :S U2 
Si U¡ :S V¡ :S V2 :S U2 

Si U¡ :S V¡ :S U2 :S V2 

De donde M es bicreciente. Para probar que W lo es observemos que 
W(u, v) =O en todo punto (u, v) tal que u+v-1 :SO es decir u :S 1-v. Así, 
W se anula bajo la contradiagonal u = 1 - v. De este modo, si los cuatro 
puntos u1, u2 , v1 , v2 están en esta región tenemos 
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Ahora bien, si todos los puntos están en el triángulo (l , 1) , (1 , 0) , (0 , l) en
tonces 

Vw([u1, vi] x [u2, v2]) = W(u1, vi)+ W(u2, v2) - W(u1 , v2) - W(u2, vi) 

= (u1 +Vi - 1) + (u2 + v2 - 1) - (u1 +v2 - 1) - (u2 + v 1 - 1) 

=0 

Si tan sólo un vértice está en el triángulo superior (debería ser el ( u2 , v2 ) ) 

entonces 

Vw([u1 ,vi] x [u2,v2]) = u2 +v2 -12: O 

Si son dos los vértices en la región (por lo tanto ( u2, v2) y ( u2, v1) o ( u2, v2) 
y ( u 1 , v2) ) entonces 

tr ([ ] [ ]) _ {v2 - V1 en un caso, vw U1,V1 X U2,V2 -
u2 - u 1 en el otro. 

Así, W es bicreciente. • 
Una aplicación importante de estas cópulas y el teorema de Sklar es que 
podemos acotar cualquier función de distribución a partir de sus marginales, 
en particular, 

max(F(x) + G(y) - 1, O) ::; H(x, y) ::; min(F(x), G(y)) 

Una pregunta natural es la de cuándo dichas cotas se alcanzan y qué reflejan 
de la pareja (X, Y). 

Para ello, consideremos el vector (X, Y) e~. (X, X) , entonces 

Fx,y(x,y) = IP'(X::; x; Y::; y)= IP'(X::; x,X::; y)= IP'(X::; min(x,y)) =? 

IP'(X::; min(x,y)) = min(IP'(X::; x) ; IP'(X::; y))= C(Fx(x) ,Fx(y)) 

Es decir, C(u,v) = min(u,v) = M(u,v) 
Por otro lado, si X es una variable aleatoria uniforme en (O, 1) y (X, Y) e~. 

(X, 1 - X) entonces 

Fx,Y =IP'(X :S x; Y :S y) = IP'(X::; x, 1 - X ::; y) = IP'(l - y::; X ::; x) 

{
0 si 1 - y 2: X 

- X + y - 1 Si 1 - y ::; X 
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Es decir, Fx,y(x, y)= max(x +y - 1, O) = W(Fx(x) , Fy(y)). 
De lo anterior, podemos preguntarnos si estos son los únicos casos en que 

las cotas de Fréchet se alcanzan o bajo que condiciones se obtenen, en otras 
palabras, si la cópula es una cota de Fréchet , ¿qué tipo de relación guardan 
las variables aleatorias en cuestión. 

Teorema 1.4. Sean X, Y variables aleatorias con función de distribución 
continua. Entonces 

Cx,Y = M <==? min(IP'(X:::; x, Y> y) ,IP'(X > x, Y:::; y))= O 

Cx,Y = W <==? min(IP'(X :::; x, Y:::; y) ,IP'(X > x, Y > y)) = O 

Demostración. Por la regla de la probabilidad total , 

F(x) = IP'(X :::; x) = IP'(X:::; x, Y:::; y)+ IP'(X:::; x, Y > y) 

= H(x,y) + IP'(X:::; x, Y> y) 

Y haciendo lo mismo para la otra variable, tenemos 

H(x, y)= min(F(x) , G(y)) <==? 

(1.26) 

(1.27) 

H(x, y)= min(H(x, y)+ IP'(X:::; x, Y> y) , H(x, y)+ IP'(X > x, Y:::; y)) 

= H(x,y) + min(IP'(X:::; x, Y> y),IP'(X > x, Y:::; y)) 

De donde 

H(x, y)= min(F(x) , G(y)) si y sólo si 

min(IP'(X:::; x, Y > y) ,IP'(X > x, Y:::; y))= O 

para todo punto ( x, y). 
Ahora bien , podemos hacer lo mismo con la cota inferior. En este caso, 

tenemos 

H(x, y)= max(F(x) + G(y) - 1) 

= ~(F(x) + G(y)-1+1 F(x) + G(y) - 11) 

De donde, usando las relaciones obtenidas en (1.27) tenemos 

2H(x , y) + IP'(X:::; x, Y > y)+ IP'(X > x, Y :::; y) 

= ±(1 - IP'(X:::; X, y > y) - IP'(X > x, y:::; y)) 
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Y así H(x, y) = O o H(x, y) = 1 - JP(X ::::; x, Y > y) - IP'(X > x, Y ::::; y). Es 
decir, 

H(x, y)= max(F(x) + G(y) - 1, ü) si y sólo si 

min(JP(X::::; x, Y::::; y) , JP(X > x, Y> y)) =O 

• 
Podemos ahondar un poco más recordando que toda cópula es una función 
de distribución con marginales uniformes y como tal, cuenta con un soporte. 

Definición 3. El soporte es el complemento de la unión de los conjuntos 
abiertos de probabilidad O, es decir, si S F denota el soporte de la distribución 
F entonces, nombrando 7 al conjunto de abiertos y considerando 

A= {A E 7 t .q. JP(A) =O} tenemos SF = (LJ Af 
A 

Siendo de este modo, para cualquier evento A 

JP(A) = IP'(A n Sp) 

puesto que JP(A n si) = O. De este modo, el soporte es el conjunto en que 
se acumula la probabilidad en el sentido que si algún evento no le intersecta, 
entonces es JP- nulo. 

Ejemplo 1.4. Consideremos la distribución 

M(u,v) = 

o, 
min(u, v), 
u , 

si max(u,v)::::; O, 

si (u,v) E (0,1) 2 , 

si u E (0, 1) , v 2: 1, 

v, si u 2: 1, v E (O, 1), 
1, en otro caso. 

Su soporte es el conjunto { (x , y) E [O, l ] t.q. x =y}. 

Demostración. Sea R = ( ui , vi) x ( u2, v2) un rectángulo abierto de R2. Si 
dicho rectángulo está contenido en R2 \[O, 1]2 entonces su M - medida es cero 
pues en este caso M(u2 , v2) = M(u2, vi) y también M(ui, vi) = M(ui , v2). 
Si R n [O, 1]2 .¡:. 0 y R n R2 \[O, 1]2 i- 0 podemos expresar a R como la unión 
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de los rectángulos disjuntos R1 =Rn[O,1] 2 y R2 = R\R1 y por lo anterior la 
medida de R coincide con la de R1 . Es así que basta considerar rectángulos 
completamente contenidos en [O , 1] 2

. Sea S = { (x,y) E [O , l] t.q. x =y}. 
Si RnS = 0 entonces para todo (x, y) E Ro bien x > y o bien x <y. Siendo 
así min(u1,v1 ) = min(u1,v2 ) y también min(u2 ,v2 ) = min(u2 ,vi) de modo 
que la medida de R es nula. 

Si, por el contrario, R n Si= 0 entonces la M- medida de Res la misma 
que la del rectángulo R' = ( u1 , u2 ) x ( u1 , u2 ). Evaluando según la definición 
de M esta es u2 - u 1 > O siempre que u2 > u1 . 

Para concluir la prueba, consideremos A un conjunto abierto de M
medida cero. Entonces (x, y) E A si y sólo si existe R un rectángulo abierto 
tal que x E R ~ A. Por la contención tenemos que R tiene M - medida cero 
y con ello R n S = 0. Se concluye que A n S = 0 de donde S es el soporte de 
M. • 

ºo 01 0 .2 O.l 0 .4 O.S 0 .6 07 08 Ot 

Figura 1.1: Soporte de la distribución M(u, v) 

Una propiedad importante del soporte que usaremos para interpretar las 
cotas de Fréchet es el siguiente lema. 

Lema 9. Si X , Y son v.a. continuas con distribución Fxy entonces Y cdo. 
g(X) si y sólo si el soporte de Fx,Y es la gráfica de dicha función, es decir, 
SF = { (x , y) t.q. y= g(x) }. 

Demostración. Supongamos primero que Y cdo. g(X), y sea A un evento 
tal que A n { (x, g(x)) t.q . x E R} = 0. En este caso IP'(X E A) = 
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o puesto que A ~ { (x, g(x) t.q. X E R r de modo que o ::::: IP'(A) ::::: 
JP>({ (x,g(x) t.q. x E Rr) =o. 

Queda por demostrar que si el soporte es la gráfica de una cierta función, 
entonces X y Y se relacionan vía esa misma función . Para ello basta notar 
que 

y así si Sp 
g(X) . 

1P' [Y= g(X)] = !! dFx,y(x, y) 
{y=g(x)} 

{ (x, y) t.q. y= g(x)} se sigue inmediatamente que Y ~ 

• 
Volviendo a las cotas de Fréchet tenemos los siguientes teoremas. 

Teorema 1.5. Sean X, Y dos v.a. continuas no degeneradas y sea C su 
cópula según el teorema de Sklar. Entonces C = M si y sólo si existe g una 
función creciente tal que 

y~ g(X) 

Demostración. Según el Teorema 1.26, si (x, y) E R2
, entonces min(IP'(X :::; 

x, Y> y),IP'(X > x, Y:::; y))= O. Es decir, o bien IP'(X:::; x, Y> y)= O o 
bien !P'(X > x, Y::::: y) =O. Obsérvese que esto es equivalente a que 

{(u,v) t.q. u:::;x,v>y}nS=0 obien 

{(u,v) t.q. u>x,v:::;y}nS=0 

Es decir, (u,v) ES si y sólo si V(x,y) E R2 

u ::::: x =? v ::::: y o bien 

v:S:y=?u:S:x 
(1.28) 

Demostraremos ahora que lo anterior implica que el conjunto SF satisface 
que 

V(x,y) , (u,v) E Sp si x <u'* y:::; v 

Para ello, supongamos lo contrario. Entonces, existen puntos (u1, v1), ( u2 , v2 ) E 

S con u1 < u2 , v1 > v2 . Para el punto medio entre ellos (x, y) de R2 las 
relaciones (1.28) no se satisfacen. 

Esto quiere decir que los puntos (x, y) que conforman el soporte de la 
distribución corresponden a la gráfica de una función creciente. • 
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Tenemos un resultado análogo para la cota inferior W. 

Teorema 1.6. Sean X, Y dos v.a. continuas no degeneradas y sea C su 
cópula según el teorema de Sklar. Entonces C = W si y sólo si existe h una 
función decreciente tal que 

Y cg h(X) 

Demostración. En este caso, el Teorema 1.26 es equivalente con que 

{(u , v) 

{(u, v) 
t .q. U :'.S X, V :'.S y} n S = (/J O bien 

t.q. U > X, V > y} n S = (/J 

De donde (u, v) ES si y sólo si V (x, y) E ~2 

u :S x =? v > y o bien 

v>y=?u:Sx 
(1.29) 

Lo anterior implica que para todo (u,v) , (x,y) E S si x < u =? y 2: v. 
Para demostrarlo supongamos lo contrario. Podemos entonces hallar puntos 
(u1,vi), (u2,v2) ES tales que u 1 < u2 y v1 < v2. Para el punto medio entre 
ellos , (x, y), las relaciones (1.29) no se ven satisfechas. • 

Observación 3. Si U, V son variables aleatorias uniformes entonces la cópula 
de (U, V) es M si y sólo si U e~. V. Tomando X , Y variables aleatorias contin
uas sabemos que Fx(X), Fy(Y) son variables aleatorias uniformes. Además, 
por la proposición 2 sabemos que si (X, Y) tiene cópula C entonces C es 
la cópula de (Fx(X) , Fy(Y)). Por lo tanto, dadas dos variables aleatorias 
X, Y, su cópula es M si y sólo si Fx(X) e~. Fy(Y). 
Análogamente la cópula de (X, Y) es W si y sólo si Fx(X)+Fy(Y) e~. l. Con 
estos razonamientos podemos enunciar de otro modo el teorema anterior. 

Teorema l. 7. Sean X, Y dos v. a. continuas no degeneradas y sea C su 
·cópula según el teorema de Sklar. Entonces si Fy es invertible 

C = M si y sólo si Y= F; 1 (Fx(X)) 

C = W si y sólo si Y= F;1 (1 - Fx(X)) 

• 
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1. 6 Reordenamientos de M 

Un reordenamiento de M es una cópula cuyo soporte es una alteración es
pecífica del soporte de M . El procedimiento será el siguiente. Tomaremos 
una partición P = { P;}~ 1 de intervalos cerrados de [O, 1]. Dividimos el [O, 1] 2 

con los rectángulos Q = P; x [O, 1], entonces para cada uno de ellos hay una 
parte del soporte de M , a saber, la intersección de P¡ x [O, 1] con la gráfica 
de la función identidad. Permutamos estos rectángulos transformándolos en 
n(Q) = {n(.P;) x [O, l]}f=i· Con ello hemos cambiado el soporte de lugar. 
Tomamos ahora una función w : n(P)-+ {-1, 1} de modo que w(n(P;)) = 1 
si dejamos la recta correspondiente del soporte como está y w(n(P;)) = -1 
si hacemos negativa su pendiente (respetando su magnitud). Denotaremos a 
cada reordenamiento como M ( n, { P;}, n, w). 

Ejemplo 1.5. Examinemos el soporte para M(2, {[O, 1/2], [1/2, 1]}, (2, 1), (-1, 1)). 

En este caso se determina, gracias a la partición y la permutación que 
sobre el primer rectángulo, el [O, 1/2] x [O, 1] se pone el trozo de segmento 
que estaba originalmente en el rectángulo [1/2, 1] x [O, 1] y como en este caso 
w([O, 1/2]) = -1 se cambia su pendiente. Del mismo modo en [1/2, 1] x [O, 1] 
yace ahora lo que antes estuvo en [O, 1/2] x [O, 1] y conserva su pendiente 
(w([l/2, 1]) = 1). Es así que el soporte queda determinado por la función 

S(x) = {1 - x, si x E [O, 1/2), 
X - 1/2, si X E [1/2, lj. 

• 
Esto significa que si (X,Y) ,.__, M(2,{[0,1/2],[1/2,1],(2,1),(-1,1)), en-

tonces Y e~. S(X) con lo que las variables X, Y están determinísticamente 
relacionadas. 

Una propiedad importande de la familia de reordenamientos de M es 
que podemos aproximar uniformemente la cópula TI con ella. Formalmente 
hablando, tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 1.8. Sea é > O. Entonces existe un reordenamiento de M que 
denotaremos M, tal que 
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Figura 1.2: Soporte del reordenamiento de M 

Demostración. Para efectuar la prueba generamos una partición del intervalo 
unitario y usándola repartimos la masa de M de modo uniforme sobre los 
rectángulos que ella determina. 

Sea e> O y para ella, m EN tal que m 2: 4/c. Entonces, por el lema 2, 
para cualquier cópula 

1 C(u, v) - C(u', v') 1 < c/2 , si, 1 u - u' 1 < 1/m, 1 v - v' 1 < 1/m 

Consideremos n = m2 y denotemos por Im e In las particiones regulares 
de orden m y n respectivamente del intervalo [O, 1] . El soporte de M, la 
identidad, pasa por todos los cuadrados de la forma [i/r, (i+ 1)/r] 2

, r = m, n 
dejando en ellos una masa de 1/r. La permutación de los componentes de In 
que usaremos es aquélla que reparta la masa de probabilidad del cuadrado 
[i/m, i+ 1/m] 2-a saber, 1/m- en el rectángulo [O, 1] x [i/m, í+ 1/m] logrando 
que en cada uno de los cuadrados que se determinan en I?r, haya probabilidad 
l / n. 

La permutación n[m(j - 1) + k] = m(k - 1) + j para j , k = 1, 2, · · · , m 
logra el efecto deseado. Para terminar de determinar un reordenamiento de 
M digamos que w = 1 y nombremos a M(n, In , n, w) = M0 . Observemos 
que si p,q E {1 , 2, · · · ,m} entonces M0 (p/m,q/m) = IT(p/m,q/m). Esto se 
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debe a que 

VM,([O,p/m] x [O, q/m]) = L Vií,([i/n, i + 1/n] x [j/n,j + l/n]) = pq/n 

Con lo cual 

ME;(p/m, q/m) = VM, ([O, p/m] x [O, q/m]) 

=Vi1([ü,p/m] x [O, q/m]) = TI(p/m, q/m) 

Siendo así y dado (u,v) E 12 tomemos p,q tales que lu - p/ml < 1/m y 
1 v - q/m I < 1/m. Entonces 

1 C(u, v) - ME;(u, v) 1 ~I C(u, v) - C(p/m, q/m) / + / C(p/m, q/m) 

- ME;(p/m, q/m) / + / ME;(p/m, q/m) - ME;(u, v) / 

~é/2+é/2=é 

• 
Esto no es todo. Si tomamos ahora en vez de TI una cópula cualquiera, 
podemos hacer un reordenamiento de M que le aproxime uniformemente. La 
prueba de este hecho utiliza la misma permutación pero con una partición 
distinta. Esto significa que los reordenamientos de M contienen un conjunto 
que es denso en C, el conjunto de las cópulas bidimensionales. Volveremos a 
hablar de esta propiedad más adelante en términos estadísticos. 

1. 7 Modos de dependencia 

Hemos examinado ciertas propiedades de la dependencia que se resumen en 
la cópula. Los resultados presentados sobre las cotas de Fréchet tienen cierta 
debilidad en el sentido que nos explican una relación determinista y de tipo 
funcional entre las variables en cuestión. ¿Qué pasa cuando la relación es 
más sofisticada, menos explícita? ¿Podemos "leer" en la cópula este hecho? 

Veremos ahora algunas nociones de dependencia y su relación con las 
cópulas. 
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Definición 4. Sea X una v.a. con distribución F. Entonces X es simétrica 
alrededor de e E R si y sólo si 

F(B + x) = 1 - F(e - x) Vx E R 

Los ejemplos de este tipo de variables son muchos, comenzando por las 
v.a. con distribución normal que tienen simetría alrededor de la media. Para 
extender este concepto a dos dimensiones una alternativa es la siguiente. 

Definición 5. Sea (X, Y) un vector aleatorio, entonces (X, Y) es simétrico 
alrededor del punto (e' 1) si y sólo si 

(X - e, Y - 1) -g (e - x, 1 - Y) 

Esta definición es equivalente a que la distribución conjunta del vector 
(X, Y) satisfaga, para cada (x , y) E R2 

Fx,Y(x +e, y+ 1) = 1 - Fx(B - x) - Fy(r- y) 

+ Fx,Y(e- x,1-y) 

Debido a que si (x, y) E R2 entonces 

Fx,y(x +e, y+ 1) =lP'(X - e :::; X, y - 1:::; y) 

=lP'(e - x :::; x, 1 - Y:::; y) 

=lP'(X 2 B - X, Y 2 / - y) 

(1.30) 

=1 - lP'(X :::; e - x) - lP'(Y S ¡ - y)+ lP'(X S e - x, Y S 1 - y) 

=1 - Fx(B - x) - Fy(r - y)+ Fx,Y(e - x, ¡ - y) 

Esta definición es una extensión de la simetría en una variable en el sentido 
que si antes los dos rayos (-oo, -B] y [B, oo) tenían la misma probabilidad 
para cada x E R, ahora los semiplanos 

{(u,v) t.q. u2B-x,v2:'.¡ -y} 

{(u,v) t.q. u:s;e+x,v:s;¡+y} 

tienen la misma probabilidad. 

(1.31) 

Siempre que las v.a. sean simétricas, podemos expresar la simetría del 
vector (X, Y) en términos sólo de su cópula utilizando la relación (1.30) como 
sigue. 
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Proposición 4. Sean X, Y variables aleatorias no degeneradas con cópula 
C. Supóngase que ambas son simétricas alrededor () y ¡ respectivamente. 
Entonces (X, Y) es simétrico alrededor de (B, ¡) si y sólo si para todo u, v E 1 

C(u,v) =u+ v - 1 + C(l - u, 1- v) 

Demostración. Sean Fx, Fy las distribuciones de X y de Y, y sea Fx,Y su 
distribución conjunta. Entonces, para (x, y) E R2 

Fx,dx + B, y+¡) = 1 - Fx(B - x) - Fy(¡ - y)+ Fx ,Y(B - x, ¡ - y) 

{:} C(Fx(x+B) , Fy(y+¡)) = 1-Fx(B-x)-Fy(¡-y)+C(Fx(B-x), Fy(¡-y)) 

Utilizando ahora la simetría de X y Y en esta expresión se concluye que 

C(Fx(x + B), Fy(y + ¡)) = Fx(B + x) - (1 - Fy(¡ +y)) 

+ C(l - Fx(B + x), 1 - Fy(¡ +y)) 

Con lo cual queda probado que para cada (u, v) E [O, 1 ]2 

C(u, v) =u+ v - 1 + C(l - u , 1 - v) 

• 
Observación 4. En este desarrollo observamos que la simetría de la cópula se 
hereda hacia la distribución conjunta si las marginales también son simétricas. 
Sin embargo, si las marginales no son simétricas, la conjunta no necesaria
mente lo es. 

Como otro ejemplo en que la cópula resume un modo de dependencia, 
consideremos dos variables aleatorias (X, Y) y veamos que la cópula de las 
variables (min(X, Y), max(X, Y)) es independiente de las distribuciones de 
X y de Y . 

Ejemplo 1.6. Sean U1, y U2 variables aleatorias independientes uniforme
m ente distribuídas sobre el intervalo unitario. Considérense Y1 = max(U1, U2) 
y~= min(U¡, U2) sus estadísticos de orden. Entonces, la cópula e= CY1 ,Y2 
es 

C(u, v) = {v2(1 - /f=U) · ( JV) si (1 - u) - /f=U ~ v/2 (1.32) 
en otro caso 
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Demostración. La densidad conjunta para estadísticos de orden está dada 
por 

con lo cual, la distribución conjunta de Yi , Y2 en caso de v.a. uniformes es , 

r1 ¡Y2 
Fy1,y2 (y1 ,Y2) =IF'(Yi :S y¡ , Y2 :S Y2) = 2 l o lo X(o,1)(s)X(s ,1)(t)dtds 

Es decir 

r l JY2 {y¡ 
= 2 Jo X(o ,1)(s) s dtds = 2 lo (y2 - s)ds 

= 2(Y2Y1 - YU2) 

si O :S Y2 2 Y1 :S 1, 

si Y2 :S Y1 :S 1 o Y2 :S 1 :S Y1 , 

si Y2 2 1, O :S Y1 :S 1, 

si Y1 , Y2 2 1 

Dado que las distribuciones de Y1 y 12 son 

podemos utilizar sus inversas 

para encontrar que la cópula C(u, v) = Fy1,y2 (Fy; 1(u) , FY:;1 (v)) está dada por 
la expresión 

C(u, v) = {2(1 - Vl=U)(JV) - v, si 1- V1=U :S JV, 
v, en otro caso. 

• 
Esta demostración puede realizarse aún cuando las distribuciones marginales 
no sean uniformes. Esto nos dice que la relación entre (X, Y) de ser el máximo 
y mínimo de v.a. independientes idénticamente distribuídas no depende más 
que de la cópula. 
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Ejemplo 1.7. Si X , Y son v.a. con distribución F continua, entonces la 
cópula de sus estadísticos de orden está dada por (1.32) . 

Demostración. Como en el ejemplo anterior, tenemos que 

y teniendo en cuenta la distribución para Yí y Y2 

con lo cuál se concluye que la cópula es 

C(u,v) = {2(1-Vf=U)(vfv)-v, si p - 1(1- Vf=U):::; p - 1(y'V), 
v, en otro ca.so. 

Siendo la función p-1 creciente (inversa de creciente), se concluye que p-1 (1-
v11=°U) :::; p - 1 ( v1V) si y sólo si 1 - y1l="U :::; JV de donde el resultado es 
cierto. • 

Los pasa.dos ejemplos muestran que hay relaciones que no son deterministas 
ni funcionales entre dos variables que se resumen en su cópula. Este no 
es el único ca.so, también es cierto que ha.y relaciones que dependen de las 
funciones de distribución marginales como muestra el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1.8. Sean X'"" N(O, 1), Y,...., N(µ, 0"2). Entonces la cópula corre
spondiente al vector (X, X + Y) depende de 0"2

• 

Demostración. Por el teorema de cambio de variable la distribución conjunta 

de (X, X+ Y) es normal N ( (~), C12 )) y coeficiente de correlación 1/(1 + 
0"

2
). Esto significa. que la cópula de (X , X+ Y) es la cópula Ga.ussiana con 

parámetros (O , µ , 1,0"'l/(1+0"2)), una función de 0"2 . 

De hecho, gracias a que el coeficiente de correlación es 1/(1 +0"2 ) podemos 
observar que conforme O" --+ oo la distribución conjunta tiende a la de v.a.. 
independientes, es decir Ca --+ Il Por otra parte, si O" --+ O entonces la 
distribución tiende a la del vector (X, X+µ) , de modo que Ca--+ M . • 

Otros modos de dependencia. que están completa.mente resumidos en la cópula 
se tratan en las siguientes páginas. 
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Definición 6. Sean X, Y variables aleatorias. Diremos que X y Y son pos
itivamente dependientes por cuadrante, PQD(X, Y) {del inglés "positively 
quadrant dependent 11

) 1 cuando 

IP'( X ::; x, Y::; y) 2 IP'(X::; x) · IP'(Y::; y) \:/x, y E 3t (1.33) 

Equivalentemente, si IP'(X ::; x) > O 

IP'(Y::; y!X::; x ) 2 IP'(Y::; y) \:/x, y E 3t (1.34) 

Observación 5. Esta definición puede postularse con las funciones de super
vivencia IP'(X > x, Y >y), IP'(X > x ), IP'(Y > y) . 

Para ello, observemos que 

IP'(X > x , Y > y) 2 IP'(X > x)IP'(Y >y) si y sólo si 

1 - IP'(X ::; x ) - IP'(Y::; y)+ IP'(X ::; x, Y::; y) 2 
(1 - IP'(X::; x))(l - IP'(Y::; y)) (1.35) 

lo que, cancelando términos, equivale con que PQD(X, Y). 
Para entender el sentido de esta definición más a fondo, agreguemos al

gunos términos a la relación (1.33) poniendo 

Fxy(x, y) 2 Fx(x)Gy(y) <==? 

Fxy(x , y) - Fx(x )Fxy(x, y) - Gy(y)Fxy(x , y)+ (Fxy( x, y) )
2 2 

Fx(x)Gy(y)- Fcx)Fxy(x,y)- Gy(y)Fxy(x,y) + (Fxy(x , y))
2 

Factorizando Fxy(x , y) en el término de la izquierda y reduciendo el término 
de la derecha obtenemos que PQD(X, Y) si y sólo si para cualquier punto 
(x , y) E R2 

Fxy(x, y)(l - Fx(x) - Gy(y) + H(x, y)) 2 
(Fx(x) - H(x , y))(Gy(y) - H(x , y)) 

Equivalentemente, 

(1.36) 

IP'(X::; X, y ::; y)IP'(X >X, y > y)::::: IP'(X::; x, y > y)IP'(X > x, y ::; y) 

lo cual indica que los valores que toma la variable se concentran en los semi-
planos { (a , b) t .q. a :=;x, b::;y} {(a , b) t .q. a > x ,b > y}. 
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Podemos entender la dependencia por cuadrante en términos de la covar
ianza entre las variables X, Y. Para ello, es de utilidad calcular la covarianza 
como función de las distribuciones conjunta y marginales según el siguiente 
lema. 

Lema 10 (Hoeffding (1940) ) .. Sean X, Y variables aleatorias continuas 
con función de distribución conjunta F XY de marginales F x, Fy respectiva
mente. Entonces 

Cov(X, Y)= J J !R
2 
(Fxy(x, y) - Fx(x)Fy(y))dxdy 

• Con este resultado probaremos que la dependencia por cuadrante es equiv-
alente con que el coeficiente de correlación de Pearson sea no-negativo para 
cierta familia de funciones aplicadas a X, Y como afirma el siguiente teroema. 

Teorema 1.9 (Lehman 1966). Sean X, Y variables aleatorias continuas 
con distribución conjunta Fxy de marginales Fx, Fy respectivamente. En
tonces PQD(X,Y) si y sólo si Cov(f(X),g(Y)) 2: O para toda pareja de 
funciones f,g crecientes para las cuales IB(f(X)),IB(g(Y),IB(f(X)g(Y) exis
tan y sean finitas. 

Demostración. Supongamos primero que PQD(X, Y). Por el lema de Ho
effding, tenemos que 

Cov(X, Y)= J J !JF (Fxy(x, y) - Fx(x)Fy(y))dxdy 2: O 

Además 

lP'(f(X) :S x, g(Y) :S y)= lP'(X :S ¡-1(x), Y :S g- 1(y)) 

2: lP'(X :S ¡-1(x))lP'(Y :S g- 1(y)) = lP'(f(X) :S x)lP'(g(Y) :S y) 

de modo que PQD(f(X),g(Y)) y así Cov(f(X),g(Y)) 2: O. 
Por otro lado, si para toda pareja de funciones creciente para las cuales 

IB(f (X)), IB(g(Y), IB(f (X)g(Y) existan y sean finitas tenemos que Cov(f(X), g(Y)) 2: 
O entonces en particular para fx(X) = Il (()X :S x), gy(Y) = Il (()Y :S y) 
de modo que 

O :S Cov(fx(X), gy(Y)) = Fxy(x, y) - Fx(x)Fy(y) 

con lo cuál PQD(X, Y). 

para todo x, y E ~ 

• 
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Este tipo de dependencia se puede resumir como propiedad de la cópula 
partiende de la definición misma y usando el teorema de Sklar como sigue: 

Fxy(x , y) 2: Fx(x) · Fy(y) <=} C(Fx(x), Fy(y)) 2: Fx(x) · Fy(y) 

para toda pareja (x , y) E 3?2 . Es decir 

Teorema 1.10. Sean X y Y variables aleatorias con cópula C. Entonces 
PQD(X, Y) si y sólo si 

C(u,v)2'.u · v \t'u,vE[O, l] 

• 
Ahora bien, utilizando la equación (1.36) podemos afirmar que 

Teorema 1.11 . Dada una pareja de variables aleatorias con cópula C , PQD(X, Y) 
si y sólo si para cada u, v E [O, l] 

C(u, v)(l - u-v+C(u,v)) 2: (u-C(u ,v) )(v -C(u,v)) 

• 
Dadas X, Y, variables aleatorias, son negativamente dependientementes 

por cuadrante, NQD(X, Y) (del inglés "negatively quadrant dependent") si 
y sólo si para cada punto (x, y) E 3?2

: Fxy(x , y) ::::; Fx(x)Fy(y). Para esta 
relación tendremos los análogos a los teoremas 1.10 y 1.11. 

Una relación de dependencia similar a la dependencia por cuadrante es la 
monotonía de colas. Recordemos que la dependencia por cuadrante se definió 
cuando IP'(X::::; x) > O según (1.34) pidiendo que 

IP'(Y :S ylX ::::; x) 2: IP'(Y::::; y) \t'(x, y) E 3?2 

Esto podemos verlo como 

IP'(Y ::::; y IX ::::; X) 2: IP'(Y ::::; y IX ::::; 00) \t'(x , y) E 3?2 

Una condición un tanto más fuerte es pedir que la función 

Iy(x) = IP'(Y::::; ylX :S x) sea monótona para cada y E R. 

Definición 7. Sean X , Y variables aleatorias y para cada toda pareja x, y E 

R definamos 

Iy( x ) = IP'(Y ::::; ylX :S x) Hy(x) = IF'(Y > ylX > x ) 

Entonces 
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1. Y es de cola izquierda decreciente en X cuando I Y ( x) es decreciente 
para todo y . Denotamos este hecho como LTD(YIX) (por su nombre 
en inglés "left tail decreasing ") . 

2. Y es de cola derecha creciente en X cuando Hy(x ) es creciente para 
todo y. Denotamos este hecho como RTI(YIX) (por su nombre en 
inglés "right tail increasing"). 

Para intuir un poco el sentido de esta definición , pensemos que X , Y 
son los tiempos de vida de dos componentes c1 , c2 respectivamente. En
tonces RTI(YIX) significa que conforme el tiempo de vida del componente 
c1 avanza, aumenta la probabilidad de que c2 tenga una vida larga. Analoga
mente, LTD(YIX) nos dice que la probabilidad de que el tiempo de vida de 
Y sea corto decrece conforme aumenta el tiempo de vida de X . 

Estas dos relaciones implican la dependencia por cuadrante positiva. Por 
ejemplo, si RTI(YIX) entonces 

IP'(Y > yjX > x) ?: P(Y > yjX > -oo) = IP'(Y > y) 

de donde IP'(Y >y, X > x) ?: IP'(Y > y)IP'(X > x), es dcir, PQD(X, Y) según 
la ecuación (1.35) . Del mismo modo, si LT D(YIX) entonces IP'(Y :S yjX :S 
x)?: IP'(Y :S y,X :S oo) = IP'(Y :S y), es decir, PQD(X, Y) por definición. 

Con el siguiente ejemplo demostraremos que la monotonía de colas y la 
dependencia por cuadrante no son equivalentes. 

Ejemplo 1.9. Sean U, V variables aleatorias uniformemente distribuídas en 
(O, 1) con distribución conjunta C(u, v) = min(u, v, (u2 + v2)/ 2). Entonces 
PQD(U, V) pero no hay monotonía de colas. 

Demostración. Gracias a que u?: uv, v?: uv y también (u2 + v2 )/2 ?: uv se 
tiene que en todo punto C(u,v)?: II(u,v), de modo que PQD(U, V). Ahora 
bien 

IP'(U :S 1/2jV :S 1/2) =IP'(U :S 1/2, V :S 1/ 2) /IP'(V :S 1/ 2) 

=2C(l/2 , 1/2) = 2(min(l / 2, 1/2, 1/4)) = 1/ 2 

Analogamente 

IP'(U :S 1/ 2jV :S v'3/2) =(2/v'3)C(l/2, v'3/2) 

=(2/v'3)(1/2) = v'3/3 ~ .577 
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De modo que U no es de cola izquierda decreciente en V. Además 

lP'(U > 1/2, IV > 1 - }(3)/2) =(1 - 1/2 - (1 - }(3)/2) -

C(l/2, 1 - }(3)/2))/(1 - ,/3/2) 

=h/3 ~ .577 

Análogamente 

lP'(U > l/2JV > 1/2) = C(l/2, 1/2)/(1/ 2) = 1/2 
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De modo que U no es de cola derecha creciente en V. Por simetría de C se 
tiene que V no es de cola izquierda decreciente en U y que V no es de cola 
derecha creciente en U. • 

La monotonía de colas también está resumida en la cópula como se de
muestra en el siguiente teorema . 

Teorema 1.12. Sean X, Y variables aleatorias continuas con cópula C. En
tonces 

l . LTD(YIX) si y sólo si para todo v E [O, l], C(u, v)/u es decreciente 
como función de u, 

2. RTI(YIX) si y sólo si para todo v E [O, l], 1 - u - v + C(u, v)/(l - u) 
es creciente en u . 

Demostración. Para cada x E R, por definición de Iy(x) y el teorema de 
Sklar tenemos 

J (x) = Fxy(x, y) = C(Fx(x), Fy(y)) 
Y Fx(x) Fx(x) 

Ahora bien, LTD(YIX) si y sólo si Iy(x) es decreciente en x. Haciendo 
el cambio de variable u = F x ( x), v = Fy (y) y siendo F x, Fy funciones 
crecientes y continuas, se concluye que I(x) es decreciente en x si y sólo 
si C(u, v)/u lo es en u. 

Analogamente 

1- Fx(x) - Fy(y) + Fxy(x , y) 
1 - Fx(x) 

l-u-v+C(u,v) 
l-u 

De modo que Hy(x) es creciente si y sólo si 1 - u - v + C(u, v)/(l - u) lo 

es. • 



44 CAPÍTULO l . CÓPULAS 

Otro aspecto importante en la relación que guardan dos variables aleatorias 
es la concordancia. 

Dada una muestra aleatoria bivariada (X1, Y1), • · · (Xn , Yn) diremos que 
las parejas (X1, Yi), (X2, Y2) son concordantes cuando (X1 - X2)(Yi - Y2) > 
O y discordantes si (X1 - X2 )(Yi - Y;) < O. La T de Kendall, utilizada 
frecuentemente en estadística para pruebas de hipótesis, está definida para 
la muestra como la diferencia entre la probabilidad de concordancia y la de 
discordancia para un elemendo elegido aleatoriamente de la muestra, es decir 

#pares concordantes - #pares discordantes 
Tn == (~) 

Si consideramos ahora dos vectores (X1 , Yi), (X2 , Y;) independientes e iden
ticamente distribuídos, la versión poblacional de la T es 

(1.37) 

Para demostrar el papel que tienen las cópulas en este modo de medir la con
cordancia supongamos que los vectores (X1, Y1), (X2, Y;) son independientes 
con funciones de distribución marginales idénticas y funciones de distribución 
conjunta posiblemente distintas y definamos su función de concordancia y 
discordancia como 

Demostraremos que Q es una función de las cópulas de (X1, Yi) y de (X2, Y;) . 

Teorema 1.13. Si (Xi, Y1) , (X2 , Y;) son vectores aleatorios continuos inde
pendientes con funciones de distribución marginales idénticas (F para X1, X2 
y G para Yi, Y;) y cópulas C1 , C2 respectivamente entonces 

(1.38) 

Demostración. Como los vectores son continuos, 

de modo que 

Q == 21P'[(X1 - X2)(Y1 - Y;) > O] - 1 (1.39) 



l. 7. MODOS DE DEPENDENCIA 45 

Por otra parte 

IP'[(X1 - X2)(Yj - Y2) > O] = !P'(X1 > X2, Yi > Y2) 

+ !P'(X1 < X2 , Y1 < Y2) (1.40) 

y esto puede ser evaluado con las distribuciones conjuntas como sigue 

!P'(X1 > X2 , Yi > Y2) =IP'(X2 :S X1, Y2 :S Yi) 

= j j !R
2 

IP'(X2 :S X1, Y2 :S Y1IX1 = x, Yi = y)dC1(F(x) , G(y)) 

= j j !R
2 

IP'(X2 :S x, Y2 :S y)dC1(F(x), G(y)) 

= j j !R
2 

C2(F(x), G(y))dC1(F(x) , G(y)) 

De modo que empleando las transformaciones u= F(x), v = G(y) obtenemos 

Analogamente 

!P'(X1 < X2, Y1 < Y2) = J J !R
2 

IP'(X2 2: x, Y2 2: y)dC1(F(x), G(y)) 

= j j !R
2 

1 - F(x) - G(y) + C2(F(x), G(y))dC1(F(x), G(y)) 

= JJ 1 - u - v + C2(u, v)dC1(u, v) 
[0,1]2 

Pero siendo C1 la distribución de variables aleatorias uniformes (U, V) en 
[O, l] tenemos que JE(U) = JE(V) = 1/2, y a.sí 

IP'(X1 < X2 , Yi < Y2) = 1 - 1/2 -1/2 + !! C2(u,v)dC1(u ,v) 
[0,1]2 

= jj C2(u, v)dC1(u, v) 
[ü,1]2 
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Por ello, usando (1.40), 

Sustituyendo esto en (1.39) obtenemos (1.38). • 
Corolario 5. Si C1 , C2 y Q están definidas como en el Teorema 1.13 en
tonces 

l. Q es simétrica en sus argumentos, i.e., Q(C2, C1) = Q(C1, C2) , 

2. Q es creciente en cada uno de sus argumentos, i. e. si C1 :=::; D1 y 
C2 :S D2, entonces Q(C1, C2) :S Q(D1, C2) :S Q(D1, D2)· 

Por la definición ( 1. 3 7) tenemos que si C es la cópula de los vectores (X 1 , Y1), (X 2 , Y;) 
entonces 

T = Q(C, C) = 4 J! C(u, v)dC(u, v) - 1 
[0,1]2 

(1.41) 

Observando que Ces la distribución conjunta de las variables U= F(X1), V= 
F(Yi.) , podemos interpretar la integral en (1.41) como la esperanza de la 
variable C(U, V) , es decir 

T = 41E(C(U, V)) - 1 (1.42) 

De este modo, la T de Kendall es una función exclusivamente de la cópula. 
Otra medida de concordancia usual es la p de Spearman. En este caso se 
define con tres vectores (X1 , Yi), (X2 , Y;), (X3 , Y3) aleatorios idénticamente 
distribuídos como 

Observemos que en este caso la pareja (X2 , Y3) tiene cópula I1 por tener 
coordenadas independientes. De acuerdo con la demostración del Teorema 
1.13 podemos expresar la p como función de la cópula de (X1 , Y1) como sigue 

Teorema 1.14. Se X, Y son variables aleatorias continuas con cópula C , 
entonces la p de Spearman para (X , Y) es 

p = p(C) = 3Q(C, IT) 
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• 
De este modo la cópula resume también dos de las medidas más usuales de 

concordancia entre las entradas de un vector aleatorio dado. Obsérvese que 
la concordancia es una medida que refleja el modo en que las observaciones 
de un vector aleatorio se reparten. Por ejemplo, el valor T = 1 indica que 
los valores grandes hacen pareja con los grandes y el valor T = -1 que los 
valores grandes tienden a agruparse con los pequeños. 

1.8 Cópulas n-dimensionales 

Del mismo modo que hemos definido una cópula en dos dimensiones como una 
distribución correspondiente a variables aleatorias uniformes y restringida al 
cuadrado unitario, diremos que una cópula en n dimensiones es una función 
de distribución cuyas marginales son uniformes y que está restringida a [O, l ]n. 
Formalmente 

Definición 8. Una n - Cópula es una funci ón C : ¡n --> I que satisface que 
para cada u= (u1 ,u2, ···,un) E ¡n , 

1. C(u) =O si min;(u;) =O 

2. C(u) = ui si U; = 1 '</i =j:. j 

3. Vc(B) = 2:: sgn(v)C(v) 2 O \:/B, n- caja, 
La suma tomada sobre todos los vértices de la caja B = ®k[ak , bk] y 
sgn(·) está definida como 

sgn(b) = {
1 

-1 

si vk = ak para una cantidad par de k 's 

si vk = ak para una cantidad impar de k 's 

A las funciones Ck(uk) = C(l, 1, · · · , uk, l · · · , 1) se les llama marginales 
unidimensionales de C. A las funciones ci1.i2.-·· ,ij (U;¡' ... , U;j) que correspon
den con las evaluaciones de e en que todo valor es 1 salvo los de las entradas 
i 1 , i 2 , · · · , ii se les llama marginales j-dimensionales de C. 

Las cópulas en más de dos dimensiones comparten muchas de las propiedades 
y las pruebas correspondientes son similares. Cabe destacar que se tiene la 
versión n- dimensional del teorema de Sklar 
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Teorema 1.15. Si H es una fun ción de distribución en n dimensiones con 
marginales Fi, F2 , · · · , Fn entonces existe una n - cópula tal que para cada 
X E ~n 

(1.43) 

Si todas las marginales son continuas, entonces C es única, en otro caso está 
determinada de modo único en ®~i RanF; . Recíprocamente, la función 
definida por (1.43) es una función de distribución en n dimensiones cuyas 
marginales son Fi, F2, · · · , Fn . 

Del mismo modo, se tienen las cotas de Fréchet- Hoeffding, aunque en 
este caso no se puede afirmar que sean cópulas. 

Teorema 1.16. Si e es unan-cópula, entonces, para cada X E ~n 

wn(x) :::_:; C(x) :::_:; Mn(x) 

donde wn(x) = max(I:;x; - n+ 1, 0) y Mn(x) = min;(x;) . 

Proposición 5. La función wn(x) no es unan- cópula. 

Demostración. Basta tomar la caja [1/2, l]n y notar que las evaluaciones en 
cada vértice v = (vi,· · · , vn) son nulas salvo en el caso en que se tengan n- 1 
veces el valor 1 y una vez el valor 1/2 o n veces el valor 1, ya que en los otros 
casos max(L; v; - n + 1, O) =O. Con ello, habiendo n vértices en la primer 
condición y sólo 1 en la segunda, se concluye que 

Vwn([l/2 , lt) = -n[n-1+1/2 - n+ 1] + l[n-n+ 1] = 1-n/2 

lo cual es no-negativo sólo cuando n :::_:; 2. • 
A pesar de no ser una cópula, wn es una buena cota en el sentido siguiente 
que para cada u E [O, l]n existe una cópula Cu que coincide con wn en este 
punto como se prueba en (Nelsen, [1]). Por último, diremos que las cópulas 
n- -dimensionales también reflejan aspectos de la dependencia de variables 
aleatorias, por ejemplo, tenemos el análogo al teorema 1.5 

Teorema 1.1 7. Sean Xi, · · · , Xn variables aleatorias continuas, entonces 
cada una de ellas es función casi seguramente creciente de las otras si y sólo 
si la n - cópula de Xi,··· , Xn es Mn. 

• 
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1.9 Conclusiones 

El Teorema de Sklar muestra que siempre hay una relación funcional entre las 
distribuciones marginales y la distribución conjunta de un vector aleatorio. 
Como hemos visto, hay infinidad de distribuciones que comparten marginales, 
es decir , que sólo difieren en su cópula. Con esto en mente, uno puede tener 
la impresión de que la cópula resume todos los aspectos de dependencia, es 
decir , que basta estudiar la cópula para conocer la estructura de dependencia 
en un vector aleatorio. Esta visión puede reforzarse mediante el cálculo de 
la densidad conjunta en términos de las marginales y la cópula (1.24). 

A lo largo del capítulo desarrollamos varios ejemplos en que ciertos aspec
tos de la dependencia se resumen en la cópula y en el ejemplo 1.8 mostramos 
que hay otros aspectos de la dependencia que no podemos conocer con la 
cópula . Siendo observadores podemos decir que las relaciones que la cópula 
resume son fundamentalmente referentes a la "geometría" de la distribución 
conjunta. Por ejemplo, la caracterización (1.31) de la simetría conjunta nos 
indica tan sólo en qué región de R2 se acumula mayor probabilidad. De 
modo similar, el Teorema 1.10 explica la dependencia por cuadrante como el 
hecho de que la gráfica de la distribución conjunta esté siempre sobre la del 
producto de las marginales. 

Naturalmente hay mucho más que examinar en téminos de cópulas y de
pendencia. A lo largo de los siguientes capítulos trataremos nuevos conceptos 
que nos ayuden a entender mejor el papel que juegan las cópulas en el terreno 
de la dependencia de vectores aleatorios. 
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Capítulo 2 

Cópulas Arquimedianas 

2.1 Introducción 

Las propiedades generales de las cópulas tratadas en el capítulo anterior nos 
premiten construir una gran variedad de cópulas partiendo de funciones de 
distribución. No es este el único método para construir cópulas. En este 
capítulo veremos que podemos usar una función de una sóla variable para 
este propósito. Estas cópulas son las cópulas arquimedianas. Examinaremos 
tanto su construcción como sus propiedades. 

Partimos en la sección 2.2 de un modelo con variables latentes para mo
tivar la construcción de las cópulas arquimedianas. Más adelante caracter
izamos la formación de cópulas con este método y desarrollamos algunos 
ejemplos. 

En la sección 2.3 examinamos el modo en que una cópula arquimediana 
distribuye su masa de probabilidad estudiando sus curvas de nivel y dando 
algunos ejemplos. Después demostramos que la T de Kendall tiene una ex
presión simple en caso que se parta de una cópula arquimediana y esto abre 
la puerta al análisis de varias composiciones de variables aleatorias de las 
que se desprenden nuevas formas de caracterizar a las cópulas arquimedi
anas. Demostramos en esta sección que podemos conocer una cópula arqui
mediana de modo único a partir de una cierta distribución univariada. El 
capítulo termina con una tabla que muestra algunas cópulas arquimedianas 
paramétricas. 

Para este capítulo utilizamos el capítulo 4 de [1] y el artículo [2]. 

51 
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2.2 Construcción de Cópulas Arquimedianas 

Consideremos variables aleatorias U, V con distribuciones Fu, Fv respectiva
mente. Supongamos que dada"/ una variable aleatoria latente, las distribu
ciones condicionales de U y V son 

Fu(ul"f) = (Fu(u))'Y Fv(vl1) = (Fv(v))'Y 

Siendo Fu(ul"f), Fv(vl"f) funciones de distribución, sabemos, por el lema 7, 
que la función 

H(u, v) = l C(Fu(ul"f), Fv(vl"f))dF("I) 

es una cópula para toda C cópula. En particular si C = II, en cuyo caso 
tenemos que 

H(u, v) = l (Fu(u))-Y(Fv(v))'YdF("I) 

es una cópula. Marshal y Olkin (1988) demostraron que podemos expresar 
a H como 

H(u, v) = <P(<P- 1(Fu(u)) + r 1(Fv(v))) 

donde <P es la función transformada de Laplace para "/. Podemos ver esta 
expresión como 

Siguiendo esta idea, las cópulas arquimedianas surgen de la solución de 
una ecuación funcional del tipo <P(C(u,v)) =</>(u)+ <P(v) para C(u,v) en 
caso de que exista. Claramente la solución de ella debe tener la forma 

C(u, v) = </J- 1 
( <P(u) + <P(v)) (2.1) 

lo cual nos llama a encontrar condiciones sobre la función <P para que esto 
sea posible. <P será definida en [O, l] --+ [O, oo] de modo que (2.1) defina una 
función en [O, l]2 --+ [O, l]. Pidiendo que <P sea inyectiva, podemos difinir 
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la función pseudo- inversa <f>[- i] apoyándonos en la biyectividad sobre la re
stricción al rango como sigue 

<f>Hl(t) = {<f>-
1
(t), si t E Ran(<f>) 

K, en otro caso. 
(2 .2) 

Caso en el cual es natural pensar que si </> es creciente podemos utilizar el 
valor K = 1 y si es decreciente el valor K = O. Si </> es creciente entonces 
la función obtenida mediante (2.1) no es una cópula. Para demostrarlo, 
observemos que 

<f>(C(u, 1)) = <f>(u) + <f>(l). 

De modo que la condición C(u, 1) = u para u E [O, l] equivale con que 
<f>(l) =O. Esto significa, por estar definida</> : [O , l] --+ [O, oo) que <P =O, es 
decir que C(u,v) =O para todo punto (u ,v) E [O, 1]2, y esta función no es 
una cópula. 

Ahora bien, si la función es decrciente, tenemos que 

l. La función pseudo-inversa está descrita por la regla de correspondencia 

2. Vu E [O, l] 

</>[-il(t) = {</>-
1
(t), si t E [O, </>(O)] 

O, si t E [</>(O), oo] 

C(u, O)= <f>Hl ( <f>(u) + <f>(v)) =O 

C(u, 1) = <P[-l] ( <f>(u) + <f>(l)) 

(2.3) 

De modo que al pedir que </>( 1) = O se satisfacen las condiciones de fron
tera. Para ser una cópula la función C que define la ecuación (2.1) debe ser 
bicreciente. La siguiente proposición nos brinda un modo de verificar esta 
propiedad cuando </> es continua. 

Proposición 6. Si </>: [O, l] --+ [O, oo] es una función continua, decreciente y 

</>(l) =O, entonces C(u,v) = <f>l-lJ (<t>(u) + <f>(v)) es una función bicreciente 

si y sólo si para cada u 1 :::; u2 , 
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Demostración. Si suponemos que C es bicreciente entonces 

Para probar el reverso, tomemos v1 , v2 E [O, 1] · 3 · v1 ~ v2 y notemos 
que C(O, v2) = O ~ v1 ~ v2 = C(l, v2). Y como C(·, v2) es continua por la 
suposición sobre <P (que implica que <Pl-11 es continua), existe t E [O, 1] tal 
que C(t, v2) = v1 o, dicho de otro modo, <P(v2) + <P(t) = <P(vi) . 

Por lo tanto 

C(u2, v1) - C(u1, vi) =<P[-1] (<P(u2) + <P(vi)) - <P[-1] (<P(u1) + <P(v1)) 

=<P[-1] ( <P( u2) + <P( v2) + <P( t)) - <P[-1] ( <P( u1) + <P( v2) + <P( t)) 

=C( C(u2 ,v2) ,t)-c( C(u1,v2) ,t) 

~C(u2,v2) -C(u1,v2), 

de modo que e es bicreciente. • 
La caracterización completa sobre la formación de cópulas arquimedianas 

con este procedimiento se explica en el siguiente teorema. 

Teorema 2.1. Sea </J: [O, 1] --..; [O, oo] una función continua, estrictamente 
decreciente tal que <P(l) = O. Entonces la función C : [O, 1] x [O, 1] --..; [O, 1] 
definida por 

C(u, v) = <P[-1] ( <P(u) + <P(v)) 

es una cópula si y sólo si <P es convexa. 

Demostración. Hemos ya probado que las condiciones de frontera se satis
facen. Queda por demostrar que e es bicreciente, para lo cuál usaremos la 
proposición 6, es decir, probaremos que 

</Jes convexa {::} C(u2, v) - C(u1 , v) ~ u2 - u1 Vu1 ~ u2 E [O, 1] (2.4) 

Observemos que C(u2, v) - C(u1, v) ~ u2 - u1 equivale con 
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y usando la sustitución <P(u;) = a; y <P(v) = b esto equivale con 

¡pf- 1l (a1) + ¡pf-ll (a2 + b)::; ¡pf- l l (a2) + ¡pf-1l (a1 + b) (2 .5) 

De este modo, buscamos probar que <P es convexa si y sólo si para todo 
a1 ::; a2, y b ::'.'. O se verifica (2.5). 

=?] 
Supongamos (2.5) válida, y para puntos s , t E [O, oo] nombremos a 1 = (s + 
t) / 2, a 2 = s , y b = (s - t) / 2. Entonces 

¡pl-lJ ( s; t) ::; ¡pf-ll(s); ¡pl-
1
l (t) 

es decir, ¡pf- 11 es convexa al punto medio, y siendo también continua, se sigue 
que es convexa. Con ello se prueba que <P también es convexa (pues <P es 
convexa si y sólo si ¡pl- 11 lo es) . 

<=] 
Supongamos ahora que <P es convexa y considerems a1 ::; a2 y b ::'.'. O. Defi
namos a = (a1 - a2)/(a1 - a2 + b) . Dado que a1 = (1 - a)a2 + a(a1 + b) y 
a2 + b = aa2 + (1 - a)(a1 + b) 

¡pl- ll(a1) ::; (1 - a)¡pf-1l (a2) + a¡pf-ll (a1 + b) y 

¡pf-1l (a2 + b)::; a¡pf-ll (a2) + (1 - a)¡pf- 1l (a1 + b) 

Sumando estas dos desigualdades obtenemos (2.5). • 
A la función <P se le llama generador. En caso de que <P sea invertible de inicio, 
se dice que es un generador estricto o que e es una cópula arquimediana 
estricta. 

Si bien el Teorema 2.1 nos brinda un método para construir una infinidad 
de cópulas arquimedianas, podemos tener la impresión de que no son cópulas 
muy usuales, sino que son, de algún modo, artificiales. Los siguientes ejem
plos muestran que no es así. 

Ejemplo 2.1. La cópula producto es una cópula arquimediana. 

Demostración. Basta tomar la función <P(t) = - ln(t) . Como <P(O) = oo 
entonces <P es estricta, de modo que ¡pf- 1l (t) = ¡p-1(t) = e-t lo cual trae por 
resultado la cópula 

C(u,v) = exp( - [(-ln(u)) + (-in(v))J) = uv 

• 
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Ejemplo 2.2. La cota inferior de Fréchet es una cópula arquimediana. 

Demostración. En este caso, basta tomar la función </>(t) = 1- t 't/t E [O, 1]. 
Entonces la pseudo inversa será 

</>[-ll(t) = {1 - t, s'. t E [O, lj, 
Ü, Sl t > 1 

Lo anterior quiere decir que </>[-l](t) = max(l - t, O). Utilizando la ecuación 
conocida, obtenemos que 

C(u, v) = </>[-11 ((1 - u)+ (1 - v)) = max(u + v - 1, O) 

Por lo cual W es una cópula arquimediana no estricta de generador 
</>(t) = 1 - t. • 

Con esto hemos visto que dos de las cópulas con que hemos trabajado ante
riormente son arquimedianas. Una pregunta válida es si existen cópulas que 
no sean arquimedianas. Ahora veremos que así es, en particular, M, la cota 
superior de Fréchet, no lo es. 

Ejemplo 2.3. La cota superior de Fréchet, M, no es una cópula arquime
diana. 

Demostración. Observemos que si C es una cópula arquimediana, entonces 
para todo u E [O, 1] 

u= C(u, 1) ;::: bc(u) = C(u, u)= </>[-l] (2</>(u)) 

Supongamos que u = </>[-l] ( 2</>( u)). Si aplicamos </> tenemos 

</>(u)= {2</>(u), si 2</>(u) E [O, </>(O)], 
</>(O), si 2</>(u) ></>(O). 

según la definición (2.3) de la función pseudo-inversa de </>. De este modo 
</>(u) =O si 2</>(u) E [O , </>(O)] y </>(u) =</>(O) en otro caso. Por lo tanto si 
u= <f>Hl(2</>(u)) entonces u= 1 ó u= O. Así para todo u E (O, 1) 

C(u, u)= be( u)< u 

Si la cota superior M (u, v) = min( u, v) fuese arquimediana, entonces 

u= min(u, u) = b(u) <u 't/u E (O , 1) 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, la cópula M no es arquimediana . 

• 
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Las cópulas arquimedianas son simétricas en el sentido que C(u , v) = C(v, u) 
para toda pareja (u, v) . Esto nos puede dar la impresión errónea de que toda 
función de distribución con cópula arquimediana es simétrica. Esto no es así 

Ejemplo 2.4. Si (X , Y) son independientes y si X ,..., N(O, 1) , Y,..., N(l, 1) 
entonces la distribución de (X, Y) no es simétrica a pesar de que su cópula 
es arquimediana. 

Por ser independientes, la simetría de la distribución conjunta equivale 
con 

Fx(x)Fy(y) = Fx(y)Fy(x) x,y E R (2.6) 

Tomemos x = 0,y =l. Como Y,..., N(l,1), entonces Fy(O) = Fx(-1), de 
modo que, 

Fx(x) = .5 Fy(y) = .5 

Fy(x) = Fx(-1) Fx(Y) ~ .85 

De modo que Fx(x)Fy(y) = .25 y Fx(y)Fy(x) ~ .1275. Con ello, por (2.6) , 
la distribución conjunta no es simétrica. • 

En este ejemplo se eligieron distribuciones simétricas. Sin embargo no 
simé tricas con respecto al mismo punto. Esta condición tampoco es sufi
ciente para que la distribución conjunta sea simétrica. 

Ejemplo 2.5. Si X,..., N(O, 1) y Y,..., N(0,4) son variables aleatorias inde
pendientes, entonces la distribución conjunta de (X, Y) no es simétrica. 

Sabemos que la distribución de Y/2 es normal de parámetros (O, 1), con 
ello, Fy(y) = Fx(y/2) para todo real y. Consideremos x = O, y = l. En
tonces 

Fx(x) = .5 

Fy(x) = .5 

Fy(y) = Fx( .5) 

Fx(Y) = Fx(l) 

Obtenemos que si Fxy es simétrica entonces, por (2.6), Fx(l) = Fx(.5) 
lo cual es imposible pues la distribución normal estándar es estrictamente 
creciente. • 

El único caso en que la distribución correspondiente a una cópula arqui
mediana es simétrica es el de variables idénticamente distribuídas. 
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Proposición 7. Sea C una cópula arquimediana correspondiente a la dis
tribución F del vector aleatorio (X, Y) . Entonces F es simétrica en el sen
tido que F(x, y) = F(y, x) para todo punto (x, y) E ~2 si y sólo si X sigue 
la misma distribución que Y. 

Demostración. Por el teorema de Sklar tenemos que 

F(x, y)= F(y, x) si y sólo si C(Fx(x), Fy(y)) = C(Fx(y), Fv(x)) 

para cada punto (x, y) de ~2 . Si C es arquimediana lo anterior se traduce en 

C(Fv(y), Fx(x)) = C(Fx(y), Fv(x)) 

para todo punto. Conforme x --+ oo obtenemos que Fy (y) = F x (y) para 
cada punto y E R. Analogamente, conforme y--+ oo obtenemos que Fx(x) = 

Fv(x) para todo x E ~. En conclusión la distribución F con cópula arqui
mediana C es simétrica si y sólo si X y Y tienen la misma distribución. • 

Veremos ahora dos propiedades más de las cópulas arquimedianas. Primero, 
que cada cópula arquimediana tiene tantos generadores como números reales, 
y después una razón para el nombre "arquimedianas" . 

Proposición 8. Si <P es una función generadora para C entonces, para toda 
k =/. O la función k<P( ·) también lo es. 

Demostración. Calculemos la pseudo-inversa de k<P(·) utilizando la definición 
(2.3) y nombrando 'lf;(x) = k<P(x). Tenemos 

'lj;f-ll(t) = {'lj;-
1
(t) si t E Ran('lj;) 

O si t E ['lf;(O), oo] 

Siendo la condición t E Ran( 'ljJ) equivalente con t = k<P(y) p.a. y, tene
mos que t E Ran('lj;) {::} t/k E Ran(</J). Además, por las propiedades de la 
función inversa podemos afirmar que 't:/t E Ran('lf;) 'lj;- 1 (t) = </J- 1 (tt). Por lo 
que la regla de correspondencia para 'lj;[-i] es 

'lj;f-ll (t) = {<P
0

-
1
(t / k) si t/k E Ran(<P) 

si t/k E [<P(O) , oo) 
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De donde tenemos que 

,,µ l-ll('lj!(u) + 'lj!(v)) = <P[- 1] ('lj!(u) + 'lj!(v)) = <P[-1](</J(u) + <P(v)) 
k 
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con lo cual queda probado que Vk f=. O, si <P(-) genera la cópula C entonces 
k<fy( ·) también. • 

Para dar una explicación sobre el nombre de estas cópulas , recordemos 
la propiedad arquimediana de números reales que afirma que dados a, b E 
R existe un número natural n tal que na .2: b. Definiendo una operación 
apropiada las cópulas arquimedianas tienen una propiedad análoga. 

Para una cópula C, definamos sus potencias, recursivamente, como u~ = 
n+l C( n) u ,uc = u,uc . 

Proposición 9. Si C es una cópula arquimediana estricta con generador</>, 
entonces, para cada u, v E [O, 1] ::Jn EN tal que uc ::::; v. 

Demostración. Recordemos que siendo <P un generador estricto, tenemos que 
<fy[-1) = <1>-1. 

Observemos que 

u~ = C(u, u)= r 1 (<fy(u) + <P(u)) = </J- 1 (2</J(u)) 

y del mismo modo 

dado que <P(</J-1 (2</J(u)) = 2</J(u). Hagamos inducción sobren. Supongamos 
que paran EN se tiene que uc = <P- 1(n</J(u)) y calculemos uc.+1 

. 

De este modo uc = <1>- 1 (n</J(u)) para todo natural n. Aplicando la 
propiedad arquimediana sobre los números reales </>(u) y <P( v) tenemos que 
existe un natural k tal que k<fJ(u) .2: <P(v). Por lo tanto v = </J - 1(</J(v)) .2: 
<P- 1(k<P(u)) =u~. • 
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2.3 Propiedades 

Hemos definido una cópula arquimediana como la solución de una ecuación 
funcional en términos de una función <P: [O , 1] --+ [O, oo) y de su pseudo
inversa <jJl- 1l: [O, oo) --+ [O, 1]. Es de esperarse que las propiedades de la 
cópula e así definida guarden estrecha relación con las características de </>, 
su generador. Estudiaremos a continuación algunas propiedades referentes 
al modo en que C distribuye la probabilidad en [O, 1] en términos de su 
generador. 

Dada una cópula C, definimos la curva de nivel t como el conjunto de 
puntos para los cuáles C(u, v) = t, es decir, 

Lc(t) = {(u, v) t .q. C(u, v) = t}. 

Si C es Arquimediana, tenemos 

Lc(t) = { (u,v) t .q. <P(t) = </J(u) + <P(v)} 

Generalmente, escribiremos esto como función de u, denotándola como la 
curva v = Lt(u), ya que podemos resolver la expresión anterior para v obte
niendo 

v = Lt(u) = <jJl-ll(<fJ(t) -<P(u)) 

Observemos que <jJl-lJ puede ser remplazada por </J-1 gracias a que <P(t) -
</J(u) E [O, </J(O)). 

Una de las propiedades importantes de las curvas de nivel es la relación 
que guardan con el soporte. Si la cópula puede ser expresada como la doble 
integral de alguna función (su densidad), entonces toda curva de nivel tiene 
probabilidad cero. De este modo, si alguna curva de nivel tiene probabilidad 
positiva, la cópula tiene una componente singular, esto es, no será expresable 
como la integral de su densidad en alguna región. Además, si existen curvas 
de nivel Lt(u); tales que L:IP(Lt(u);) = 1 entonces la cópula es singular en 
todo su dominio y su soporte será la unión de dichas curvas. 

Para una cópula arquimediana general, veamos la probabilidad que acu
mula en una curva de nivel dada. 

Teorema 2.2. Sea C una cópula Arquimediana con generador </J, entonces 
para cada t E (O, 1) la probabilidad que C acumula en la curva de nivel t es 

IPc(Lt(u)) = <P(t)(<P'(~ - ) - <P'(~+)) (2.7) 
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Esto es, si (U, V) tienen cópula C entonces 

lP'((U, V) E Lt(u)) = <t>(t) ( <i>'(~ - ) - <i>'/t•)) 

Donde <P'(t+) y <t>'(r) denotan las derivadas laterales de <P en el punto t. En 
particular, si <P es derivable en t - lo cual sucede casi donde quiera- entonces 
dicha probabilidad es cero. 

Demostración. Para t E (O, 1) definamos w = <t>(t) y considermos la partición 
del intervalo [t, 1 J inducida por la partición regular {O , w /n, 2w /n · · · , w}, 
dada por 

(2.8) 

Dada la definición de la función <P[-l) expresada en (2.3) y como w = <t>(t) ::::; 
<i>(O) para todo t E (O , 1), tenemos 

C(tj, tk) =<i>[- 1l(<t>(tj) + <t>(tk)) 

=<P[-1¡(n-jw+ n-kw) =<t>Hl(w+ n-j-kw) 
n n n 

Esto significa que C(ti> tn- j) = t para cualquier j. 
Usemos los rectángulos Rk = [tk- l , tk] x [tn-k, tn-k+i] para cubrir la curva 

de nivel L 1(u) mediante Sn = LJ~= 1 Rk · Dado que <t>l- 1l es convexa 

<P[-l) ( ( n _ k / n )w) ::::; _<t>l_-1_l (_( n_-_k _-_l /_n_)w_)_;_<P_[_-
1

_J (_( n_-_k_+_l/_n_)w~) 

por lo que O::::; to - t1 ::::; t1 - t2 ::::; · · · ::::; 1 - tn-1· Ahora bien, como <Pes 
continua (de nuevo, por ser convexa), se tiene que 

lim 1 - tn-1 = 1 - <P[- 1l(O) =O. 
n~oo 

De modo que que 

n 

IP'c (Lt(u)) = J~~ IP'(Sn) = J~~ L IP'(Rk) (2 .9) 
k= l 
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Queda por calcular esta suma. Para cada k 

lP'c(Rk) =C(tk-1, tn- k) + C(tk, tn - k+l - t - t) 

=(</>l- 1l(w + w/n) - ef>Hl(w)) - (ef>Hl(w) - ef>[-ll(w - w/n)) 

Usando estos términos para calcular (2.9) obtenemos 

. ( <P[-ll(w +w/n)- <J>Hl(w) ef>Hl(w)- <J>Hl(w -w/n) ) 
lP'c(L1(u)) = hm w / - / 

n--+oo w n w n 

Por convexidad de ef>[- l] existen sus derivadas laterales, por lo que el límite 
anterior es (2.7) . • 

Corolario 6. Si C es una cópula arquimediana no- estricta, entonces la 
probabilidad de la curoa L0 (t) es 

</>(O) 
lP'c(Lo(t)) = - </>'(O+) 

Demostración. Si C no es estricta, entonces </>(O) es finito , y además sobre y 
bajo la curva de nivel L0 (t) se tiene que C(u, v) =O de donde tenemos para 
cada k que lP'c(Rk) = C(tk, tn-k+i) · Sustituyendo esto en (2.9) se obtiene el 
resultado deseado. • 

Proposición 10. Sea C una cópula arquimediana con generador </>. En
tonces, si</> es lineal por tramos en los interoalos [O, ai], [a1 , a2], · · · , [~-i, 1], 
C es singular y SU soporte está conformado por las CU/Vas de nivel a;. 

Demostración. Se hará la prueba en el caso en que se tienen sólo dos tramos 
siendo análoga la prueba para otros casos. Considérese a 1 < 1 y constrúyase 
</>( x) de modo que una linealmente los puntos (O, b0 ), ( a1 , b1), ( 1, O) con b0 > 
b1 > O. En este caso, las derivadas direccionales serán las pendientes de las 
rectas que conforman a</>. Es así que 

( ª1 1 - ª1) 
lP'c(La 1 (u)) =b1 -b b + -b -

1 - o 1 

a1b1 - (1 - a1)(b1 - bo) 
b1 - bo 

b1-bo + a1bo 
b1 - bo 



2.3. PROPIEDADES 63 

Y la probabilidad de la curva de nivel O es 

a1 a1b1 IP'c(Lo(u)) = -b1-- = ---
b1 - bo b1 - bo 

Y, de este modo, 1P'c(La1 (u))+ IP'c(Lo(u)) = 1, con lo cuál Ces singular y su 
soporte está formado por estas dos curvas de nivel. • 

El caso opuesto a la proposición anterior es aquél en que la cópula C no tenga 
componentes singulares, es decir, que tenga densidad. El siguiente resultado 
brinda una expresión para la densidad en términos de ef> y sus dos primeras 
derivadas. 

Proposición 11. Sea C una cópula arquimediana absolutamente continua 
con generador ef> . Entonces 

82 ef>" ( C( u, v) )ef>' ( u)ef>' ( v) 
8u8vC(u,v) = - (<P'(C(u,v))) 3 (2.10) 

Demostración. De la forma de la cópula arquimediana y usando la regla de 
la cadena justificada por la existencia c.d.q. de la derivada de <P y de q,f-ll 
tenemos 

:u C(u, v) = q,l-lJ' (ef>(u) + ef>(v))ef>'(u) 

! :u C(u, v) = q,l-lJ" (<P(u) + ef>(v))<P'(u) <P'(v) 
(2.11) 

Por otro lado, puesto que q,(q,l-1l(x)) = x sobre Ran(ef>) se sigue que en estos 
puntos 

con lo cual tenemos 

Así que derivando de nuevo obtenemos 

q,[-1]" (x) = _ 1 q,"(q,l-ll(x) q,f-l l' (x) 
( </¡' ( <j¡f-1 j (X))) 2 

</¡11 
( <j¡f-1] (X) 

( </¡' ( <j¡[-1 J (X))) 3 

Sustituyendo esto en (2.11) se obtiene el resultado deseado. • 
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Hemos visto en el capítulo primero que la T de Kendall se resume en la cópula 
mediante la expresión ( 1.42). El valor de JE( C (U, V)) puede ser complicado en 
función de C. Un modo de obtenerlo es através de la función de distribución 
de C(U, V). En caso que C sea arquimediana hallaremos esta distribución 
utilizando la misma técnica que en el teorema 2.2 

Teorema 2.3. Sea C una cópula arquimediana con generador </;, y (U, V) 
con cópula C. Entonces, si t E l 

Kc(t) = IP'(C(U, V)~ t) = t - ef;~g~) (2.12) 

Demostración. Consideremos la partición (2.8) del teorema 2.2. Tomemos 
los rectángulos Tk = [tk-i , tk] x [O, tn-k+i] que cubren la región 

{(u , v) t.q. C(u, v) ~ t} 

mediante la unión Zn = LJ~=l Tk. En este caso, el área la probabilidad 
buscada está dada por la suma de la probabilidad del intervalo [O , t] x [O , l] 
y limn-""' IP'( Zn) es decir 

IP'(C(U, V) ~ t) = t + lim IP'(Zn) 
n->oo 

Para calcular IP'(Zn) veamos que para cada k 

Con lo cuál 

_ (q;!-1l(w) - q;!- 1l(w - w/n)) 
IP'(Zn) - -w / wn 

y, tomando limite, se verifica (2.12) . • 
Con este resultado, calculemos la tau de Kendall para cópulas arquimedianas. 

Proposición 12. Sea C una cópula arquimediana con generador</;, y sean 
X , Y tales que Cxy = C, entonces 

11 <f;(t) 
TX y = 1 + -( ) dt 

' o </;' t 
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Demostración. Tenemos que 

41E(C(U, V)) - 1 = 4 ¡1 

tdKc (t) - l. 

Integrando por partes, considerando u= t, dv = dKc(t), tenemos que 

41E(C(U, V)) - 1 = 4(tKc(t)IÓ - ¡1 

Kc(t)dt) - 1 = 3 - 4 ¡1 

Kc(t)dt 

Sabemos que Kc(t) = t - <P(t)/<//(t+) según hemos probado en el teorema 
2.3, con lo cual 

Txy = 3 - 411 

t - </J(t)/</J'(t+)dt = 1+411 

</J(t)/</J'(t)dt 

justificando el cambio de <P'(t+) por <P'(t) dado que <P'(t+) = <P'(t) c.d .q. • 

Observación 6. La expresión del Teorema 2.3 para la T de Kendall no es 
única. Si C es absolutamente continua podemos usar la forma 

Txy = 1 - 4jf1
2 

:u C(u, v) ! C(u, v)dudv 

para concluir que 

Txy = 1 - 4 ¡ oo u(d~ </J[- l](u)rdu 

Teorema 2.4. Si (U, V),..., C entonces la distribución de la pareja (U, C(U, V)) 
es 

{
s , 

F(s, t) = t - c/>(t)-c/>(s) 
c/>'(t+) ' 

para valores s, t E [O, l] . 

sis~ t 

sis> t. 
(2.13) 

Demostración. Si s ~ t y U ~ s entonces, como C(U, V) ~ U se sigue que 
C(U, V) ~ s ~ t, es decir {C(U, V)~ t, U~ s} ={U ~ s}, y así F(s, t) =s. 
Si s > t, sean z = </J(s), w = <jJ(t). De modo similar a (2 .8), considérese 
la partición del intervalo [t, s] inducida por la partición regular del intervalo 
[z, w]. Tenemos que tn-k = <J> l- 1l(z+ (k(w-z)/n) y que C(tj , tk) = <J>l- 1l(w+ 
(n-j-k)(w- z )/ n). Haciendo el mismo procedimiento que antes, obtenemos 
(2.13). • 
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Teorema 2.5. Sea Cuna cópula arquimediana con generador </J, y sea (U, V) 
con distribución C. Entonces las variables 

<P(U) 
S = cp(U) + cp(V) T=C(U, V) 

son independientes y S"' U(O, 1) 

Demostración. Considérense las variables transformadas X = cp(U), Y = 
<P(V) cuya distribución conjunta está dada por 

IP'(<P(U)::; x, <P(V) ::; y)= IP'(U 2 cpf-1l(x) , V 2 cpf-ll(y) 

= 1 - IP'(U::; cpf- 1l(x)) - IP'(V::; cpf-ll(y)) 

+ JP>(U::; cpf-1l(x), V::; cpf-ll(y)) 

= 1 _ cpf-ll(x) _ cpf-ll(y) + cpf-ll(x +y) 

para cada x, y en el rango de </J . Siendo </J, cpf-l] funciones convexas, se sigue 
que dicha distribución admite una densidad casi en todo punto dada por 

a ( 1 1 ) 
fxy(x, Y) = 8y - <P'(cpf-1J(X)) + <P'(cpfll(y)) 

Para cada O ::; s ::; 1, y t > O 

cpf-1)' (x +y) 

(<P'(cpf-1J(x + y)))
2 

1 

(<P'(cpf-ll(x + y)))
3 

IP(S ::; s, T ::; t) = lP (X ::; /~ 
8

, X 2 cp(t) - Y) (2.14) 

Siendo <P convexa, es derivable casi seguramente, de modo que Y admite una 
densidad, - d~cpf-ll(y) = -1/<P'(cpf-ll(y)) sobre el rango de </J, con lo cual 
podemos calcular 

f ( 1 ) 
_fxy(x, y) 

XIY X Y - fy(y) 

<P' ( cpf-1] (y)) 

( cp' ( cpf-1 J (X + y))) 3 
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Y con ella, para cada valor de Y tenemos 

1x </J'(q}- lJ(y)) 
IP'(X ~ xlY = y)= 

0 
(</J'(<j¡!- l l (a + y))) 3 da 

= ¡x ( </J' (<j¡ ! -1 J ~a + y)))'da 

_ / [- Jj ( )) ( - 1 1 ) 
- </! (</! y <j¡'(<j¡Hl(x +y)) + <j¡'(q,!-1J(y)) 

= l - _</J'~(<j¡~l -_11 _(y_))_ 
<j¡'(<j¡Hl(x +y)) 

Siendo así podemos escribir la ecuación (2.14) condicionando sobre el valor 
de Y como 

r(o) 
Jo IP'(<j¡(v)-y::; X::; sy/(1 - s)IY = y)Jy(y)dy 

= itfi(v) _ IP'(<j¡(v) - y~ X~ sy/(1 - s)IY = y) d 
(1-u)tfi(v) </J'(<j¡!- ll (y) Y 

f "'( o) lP'(X ::; sy/(1 - s)IT = t) 
+ j tfi(v) - <j¡'(<j¡Hl(y)) dy 

Puesto que sobre el conjunto [O, (1 - u) <j¡(v)] 

IP'(<j¡(v) - y::; X ~ sy/(1 - s)IY = y) = O 

y sobre el conjunto [<j¡ (v) , <j¡(O)] 

X 2: <j¡(v) - y. 

Evaluando estas integrales según los cálculos ya realizados se obtiene que 

IP'(S ~ s, T ~ t) = s(t - :,~~~) 
Por el Teorema 2.3 se concluye que 

IP'(S ~ s, T ~ t) = slP'(T ~ t) 

con lo cual (S, T) son v.a. independientes y S ,.._, U(O, 1) . • 
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Observación 7. Si C es absolutamente continua, esto es, derivable en todo 
punto, entonces podríamos probar este teorema con más facilidad utilizando 
el teorema de cambio de variable. 

Demostración. Gracias al t eorema de cambio de variable la densidad con
junta de S , T está dada por 

82 ¡a(u,v) I 
8u8v C(u, v) 8(s, t) 

Utilizando el resultado de (2.11) en la proposición 11 y que el jacobiano para 
la transformación es 

obtenemos que 

8(u,v) 
8(s, t) 

cp(t) <f/(t) 
cp'(u)cp'(v) 

h( ) = (-1>"(t)cp'(u)cp'(v))·(- cp(t)cp'(t) ) = cp"(t)cp(t) 
s, t (1>'(t))3 cp'(u)cp'(v) (1>'(t))2 

De donde, integrando, 

H(s, t) = s· (y - :~~) ): = s · (t - cp(t)jcp'(t)) 

como se buscaba probar. • 
Observación 8. Dado que la distribución de (U, V) se puede obtener a partir 
de aquélla de ( S, T) se sigue que si 

l. C(U, V) rv Kc(t) = t - :w) 
2. Las variables aleatorias 

cp(U) 
S = cp(U) + cp(V) T = C(U, V) 

son independientes y 

3. S,..., U(O , 1) 

entonces c es arquimediana de generador cp. 
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Una consecuencia fundamental del teorema 2.3 es que a partir de la dis
tribución de C(U, V), Kc(t), se puede recobrar la cópula C, es decir, se 
puede resolver la ecuación diferencial 

<jJ(t) = t - K (t) 
<jJ'(t) e (2.15) 

para <jJ, puesto que es equivalente con 

d 1 
-d ln(<jJ(t)) = K ( ) t t - e t 

y su solución es 

(2.16) 

donde >.(x) = x - Kc(x) = <jJ(x)/<jJ'(x). Esta función está bien definida y 
genera una cópula arquimediana siempre que t - Kc(t) sea negativo y per
manezca acotado lejos del O en el intervalo unitario. Formalmente hablando 

Proposición 13. Sean U, V variables aleatorias uniformemente distribuídas 
en [O, l] con cópula C. Defínase K(r) = lims/t K(s) = 1P'(C(U, V)< t). La 
función <jJ definida en (2.16) es convexa y decreciente y satisface que <jJ(l) =O 
si y sólo si para cada O < t < 1 K(r) >t. 

Demostración. La demostración de este hecho puede encontrarse en [2]. • 

En vista de esta proposición se concluye que de entre todas las cópulas para 
las cuales la distribución de X= C(U, V), Fx satisface que Fx(x-) > x en 
su dominio, la cópula arquimediana C(u,v) = <jJl- 1l(<jJ(u) + <jJ(v)) es la única 
para la cuál las partes 2 y 3 de la observación 8 son ciertas. 

Con todo lo desarrollado somos capaces de generar cópulas arquimedianas 
siempre que brindemos un generador. No obstante, dada una cópula C, 
¿Cómo saber si es o no es arquimediana? Se puede responder a esta pregunta 
mediante el teorema de Ling (1965) cuya prueba se halla en [4] 

Teorema 2.6. Sea C una cópula. Entonces C es arquimediana si y sólo si 

1. Ces asociativa, i.e. C(C(u, v), w) = C(u , C(v, w)) para cada tríada de 
puntos u , v, w en el intervalo unitario. 
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2. C es simétrica, i. e. C(u, v) = C(v, u) para cada pareja (u , v) E / 2 

• Aún si sabemos que C es arquimediana necesitamos algún modo de en-
contrarle un generador. Para ello se puede utilizar el siguiente teorema 

Teorema 2.7. Sea C una cópula arquimediana con generador</> entonces 
para casi toda u, v 

</>'(u) /,-,C(u, v) 

<P'(v) %,,C(u, v) 

Demostración. Derivando la expresión</>( C( u, v)) = </>(u)+</>( v) con respecto 
a u tenemos que 

<P'(C(u, v)) :u C(u, v) =</>'(u) 

y derivando con respecto a v 

a 
</>'( C(u, v)) ov C(u, v) = </>'( v) 

Como <P'(x) # O cuando existe, dado que <P es estrictamente decreciente, se 
comprueba el resultado. • 

Utilicemos este resultado para una cópula específica 

Ejemplo 2.6. Sea Co(u,v) = 1_0< 1 ~~)(l-v)' con() E [-1 , 1) . Entonces Ces 

arquimediana y es generada por la función ln l-O~l- t) . 

Demostración. Co es simétrica para cada () por conmutatividad simplemente. 
Probar la asociatividad es un proceso largo, pero sencillo, que se omite para 
enfocarnos en encontrar el generador. Evaluemos las derivadas parciales y 
usemos el teorema para obtener 

<P'(u) v(l - ()(1 - v) 
</>'(v) u(l - (}(1- u) 

Se concluye que <f/(u) = a/t( l - ()(1 - t)) - de hecho a > O gracias a que 
<P'(t) < 0-, con lo cual 

<P(t) = __!!__ln ( 1 - e(1 - t)) 
1 - () t 
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Poniendo a = 1 - B para cada B E [-1, 1) se obtiene el generador buscado. 
Recuérdese que la constante se puede escoger en vista de lo demostrado en 
la proposición 8. • 

Para concluir el presente capítulo se presenta una breve tabla de cópulas 
arquimedianas. 

Familia de. C11(u , v) </>11( t) BE 

Ali-Mikhail-Haq uv 1 1- 11(1-t) [-1 , 1) 1-11(1-u)(l-v) n t 

G umbel-Barnett uv exp ( -B In u In v) ln(l - e In t) (O, l] 

Gumbel exp(- [(-lnu)11 +(-lnv)11 J1111
) 

1 e-0 •-1 
- n e-º - 1 [l, oo) 

Frank _! 1 ( 1 + (e-º"-l~e-ov -1)) 
11 n e- -1 

¡ e-0•-1 
- n e-º-1 R\ {O} 

Cook-Johnson max( [u- 11 + v-11 - 1) -
1111

, O) Hr11 -1) [-1, oo) \{O} 

Tabla 2.1: Familias de Cópulas arquimedianas con un parámetro 

Estas familias aparecen con frecuencia en la modelación. Encontramos 
que, dado el umbral de sus parámetros, presentan ciertos casos especiales, 
como se resume en la tabla siguiente 

2.4 Conclusiones 

La familia de las cópulas arquimedianas es ciertamente rica al contar con 
muchos y muy variados miembros según lo afirma el teorema 2.1. Un aspecto 
importante de esta riqueza es que tanto la cópula producto como la cota 
inferior de Fréchet son cópulas arquimedianas a pesar de que la cota superior 
no lo sea. 

Una gran virtud de las cópulas arquimedianas es que la distribución de 
la variable C(U, V) hallada en el teorema 2.3 es suficiente para conocer el 
generador de C y así a C misma. Con esto, las cópulas arquimedianas son 
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Familia de Cópulas Casos limite y especiales 

Ali-Mikhail-Haq C0 =TI, e - ---3E!._ 1 - u+v-uv 

Gumbel-Barnctt Co =TI 

Gumbcl C1 = TI C00 = M 

Frank C-oo = W, Co = TI, C00 = M 

Cook-Johnson C_¡ = w Co = TI Coo = M C1 = _u_v_ 
u+v-uv 

Tabla 2.2: Casos especiales 

caracterizadas por una función univariada. Como esta función es una dis
tribución, podremos aproximarla dada una colección de datos y con ello po
dremos construir una cópula arquimediana a partir de muestras gracias a 
este teorema como se hará en el siguiente capítulo. 



Capítulo 3 

Procesos de Markov 

3.1 Introducción 

Un tema importante en probabilidad es el de los procesos de Markov. Estos 
tienen la propiedad de que las variables aleatorias que le conforman dependen 
de las anteriores sólo a través de la más reciente, en palabras llanas, son 
procesos para los cuales el futuro y el pasado son independientes dado el 
presente. En este capítulo veremos cómo las propiedades de un proceso de 
Markov se relacionan con las cópulas y estudiaremos un modo de definir 
procesos Markovianos. 

En la sección 3.2 definimos un producto en el espacio de las cópulas bidi
mensionales con el cuál mostramos una relación entre las cópulas de parejas 
de variables y la independencia condicional entre ellas. En la sección 3.3 
se estudia la propiedad de Chapmann-Kolmogorov que poseen las probabil
idades de transición de cualquier proceso de Markov y se muestra que es 
equivalente con que la familia de cópulas del proceso satisfaga una condición 
relativa al producto antes definido. Con esto se propone un nuevo modo de 
construir procesos estocásticos no a través de las probabilidades de transición 
sino a través de las distribuciones marginales y una familia de cópulas. 

En la sección 3.4 abordamos de modo sencillo el caso del movimiento 
Browniano para construir con sus probabilidades de transición una familia de 
cópulas que satisfaga la condición de Chapmann- Kolmogorov. Construimos 
otra familia de cópulas que satisfacen esta condición usando una familia 
paramétrica mediante una transformación en el parámetro y calculamos la 
cópula asociada a la transición de m pasos de una cadena de Markov. 

73 
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En la sección 3.5 definimos un nuevo producto para caracterizar de modo 
completo la propiedad de Markov con cópulas. Aprovechando esta equiva
lencia construímos usando cópulas un proceso que satisface la condición de 
Chapmann- Kolmogorov pero no es de Markov. Concluye el capítulo con 
un estudio sobre algunas propiedades analíticas y algebráicas que resultan 
del producto definido sobre el espacio de las cópulas bidimensionales. Con 
los resultados obtenidos se construye un proceso determinísitico salvo en un 
intervalo acotado de tiempo. 

El material del presente capítulo se basó principalmente en [3] . Como 
apoyo se usó [l]. 

3.2 Un producto para cópulas bidimension
ales 

En el estudio de los diversos modos de dependencia entre variables aleatorias 
a través de su cópula hemos recurrido hasta ahora a características fundamen
talmente geométricas. Por ejemplo, en la sección 1.5 estudiamos el soporte y 
su relación con nexos deterministas entre las variables. Estudiamos también 
que la comparación con la cópula producto define la dependencia por cuad
rante y que la monotonía de la función C(u, v)/u determina la monotonía de 
colas. Demostramos que las medidas usuales de concordancia son tan sólo 
distancias promedio en algún sentido. 

Definiremos y analizaremos un producto para cópulas bidimensionales que 
nos ayudará a extender este estudio. Para ello, es necesario hacer algunas 
aclaraciones. 

Recordemos del capítulo primero que dada una cópula C, las derivadas 
parciales ac / au y ac / av existen y son crecientes, con lo cual son derivables 
casi dondequiera ( c.d.q.), es decir, tiene sentido hablar de 

C,1 (u , v) =:u C(u, v) C,2 (u,v) = :V C(u,v) 

l 2 a ( ) C, ' = 8u8v C U , V 
21 a 

C, , = 8v8u C(u, v) 

Podemos ahora definir el siguiente producto para cópulas: Dadas A, B cópulas 
y u, v E I definimos 

A* B(u, v ) = ¡1 

A,2 (u , t)B ,1 (t, v)dt 
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Esta integral existe por tratarse de funciones derivables (y por tanto contin
uas) c.d.q. 

Observación 9. La definición de este producto implica que es distributivo por 
la derecha y por la izquierda sobre combinaciones convexas. 

Teorema 3.1. La operación * es cerrada en C, el conjunto de las cópulas 
bidimensionales. 

Demostración. Sean A, BE C y sea C =A* B, probemos que CE C. Para 
las evaluaciones en cero 

C(u, O) = ¡1 

A,2 (u , t)B, 1 (t, O)dt = ¡1 

Odt =O 

y análogamente para C(O, v). Ahora bien 

C(l,v)= ¡1

A,2(l,t)B,1(t,v)dt= ¡1

B, 1 (t,v)dt=v 

La última igualdad se obtiene por ser Bv(x) = B(x,v) absolutamente con
tinua como se muestra en el Lema 2. El trabajo para la otra variable es 
análogo. 

Queda por demostrar que c es bicreciente. Para ello, sean U1 :s U2 ' V1 :s 
v2 puntos en el intervalo unitario, entonces 

C( u1,vi) + C(u2, v2) - C( u1, v2) - C( u2, v1) 

= ¡1 
A,2 (u1, t)B,1 (t, vi)dt + ¡1 

A,2 (u2, t)B,1 (t, v2)dt 

-¡1 
A,2 (u1, t)B,1 (t, v2 )dt - ¡1 

A,2 (u2, t)B,1 (t, v1)dt 

= ¡ 1 

A, 2 
( u 2 , t) ( B, 1 

( t, v2) - B ,1 ( t, vi)) dt 

-¡1 
A,2 (u1, t)(B, 1 (t, v2) - B,1 (t, vi))dt 

= ¡1 
(A,2 (u2, t) - A,2 (u1, t)) (B,1 (t, v2) - B,1 (t, v1 ))dt 2: O 

Ha quedado probado que C es una cópula. • 
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Calculemos el producto de una cópula C dada con las tres cópulas M , W, II 

II * C(u, v) = ¡1 

uC, 1 (t , v )dt = u(C(l , v) - C(O, v )) = uv 

C * II(u, v) = ¡1 

C,2 (u, t)vdt = v( C(u, 1) - C(u, O)) = vu 

M * C(u, v) = ¡1 

n (t < u) C,1 (t, v)dt = C(u, v ) - C(O, v ) = C(u, v) 

C * M(u , v) = ¡1 

C,2 (u , t)n (t < v ) dt = C(u, v ) - C(v, O)= C(u, v) 

w * C(u, v ) = ¡1

]. (t > 1 - u) c,1 (t, v)dt = C(l , v ) - C(l - u , v) =V - C(l - u , v) 

C * W(u, v) = ¡1 

C,2 (u, t)n (t > 1 - v) dt = C(u, 1) - C(u, 1 - v) =u - C(u, 1 - v) 

Observación 1 O. Para el producto * el elemento 7í es nulo y el elemento M 
neutro. 

Para interpretar en términos probabilistas este producto, probemos que 
está relacionado con la distribución condicional de parejas de variables aleato
rias. 

Teorema 3.2. Sean X , Y variables aleatorias continuas con cópula C, en
tonces 

JP(X :S x!Y) e~. C,2 (Fx(x) , Fy(Y)) 

JP(Y :S y!X) e~. C,1 (Fx(X) , Fy(y)) 

(3.1) 

(3.2) 

Demostración. Probaremos la relación (3.1), siendo análoga la prueba para 
(3.2). Si denotamos por a(Y) la sigma-álgebra generada por Y, debemos 
probar que para cada E E a(Y) 

l D. (X :S x) dlP(w) = l C,2 (Fx(x) , Fy(Y(w))dlP(w) 

En particular, basta probarlo para conjuntos de la forma E = y-1(-00, a]. 
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Calculemos 

¡ C,2 (Fx(x), Fv(Y(w))dlP'(w) = .l~ C,2 (Fx(x) , Fv(v)dFv(v) 

{ Fy(a) 

= Jo C,2 (Fx(x) , v)dv = C(Fx(x), Fv(a)) - C(Fx(x), O) 

= C(Fx(x), Fy(a)) 

Ahora bien, 

¡ Il (X:::; x) dlP'(w) =fo Il (X :::; x, Y:::; a) dlP'(w) = C(Fx(x), Fv(a)) 

Queda así probado (3.1). • 
Corolario 7. Sean X, Y, Z variables aleatorias continuas tales que X y Y 
sean condicionalmente independientes dado Z . Entonces 

Cxv = Cxz * Czy . 

Demostración. Por la independencia condicional, sabemos que 

JP>(X:::; x, Y:::; ylZ) = JP>(X:::; xlZ)lP'(Y:::; ylZ) 

Aplicando en esta expresión el resultado del Teorema 3.2 tenemos que 

JP>(X :::; x, Y:::; ylZ) = C,iz (Fx(x), Fz(Z))C,1v (Fz(Z), Fv(Y)) 

Integrando con respecto a los valores de Z obtenemos 

{ IP'(X:::; x, Y:::; ylB)dFz(B) 
l Ran(Z) 

= { C,iz (Fx(x), Fz(B))C,1v (Fz(B), Fv(y))dF(B) 
} Ran(Z) 

= ¡1 

C,iz (Fx(x), 'lf!)C,1v ('lf!, Fy(y))d'lf! = Cxz * Czv 

De modo que Cxv = Cxz * Czy. • 
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3.3 El producto* y las ecuaciones de Chapmann
Kolmogorov 

La independencia condicional es un concepto importante en probabilidad. A 
partir de ella se define un proceso de Markov como sigue. 

Definición 9. Sea { Xt}tEI una colección de variables aleatorias. Diremos 
que { Xt}tEI es un proceso de Markov si para todo conjunto de índices t 1 < 
t2 < · · · < tn < s < t tenemos 

es decir si Xt es condicionalmente independiente de la colección Xt 1 , Xt,, · · · , Xtn 
dado X •. 

Como vimos en la sección anterior el producto * que hemos definido se 
relaciona con la independencia condicional. En lo siguiente relacionaremos 
una propiedad de los procesos de Markov con este producto. 

Hagamos la convención de que dada una función de dos (o más) variables 
J(x, y), el simbolo JA g(t)f(dt, y) representa la integral sobre el conjunto A 
de la función g con respecto a la función h(t) = f(t , y), y fijo . 

Teorema 3.3. Sea {XthET un proceso de Markov, y para cada s, t E T 
denotemos Cst la cópula del vector (X., Xt)· Entonces, son equivalentes 

1. Las probabilidades de transición P(s,x , t , A) = P(Xt E AIXs = x) del 
proceso satisfacen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov 

P(s,x, t,A) = l P(u,'lj; , t,A)P(s,x,u,d'lj;) (3 .3) 

para todo conjunto Boreliano A, para cada s < u < t y para casi todo 
X E~. 

2. Para cada s < u < t 

(3 .4) 

Antes de demostrar este Teorema, necesitaremos de dos lemas. 
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Lema 11. Sea B una cópula y f E .C1 ([0, l]) , entonces, si x :S 1 

1x 11 

J(t)B,1 (u, dt)du = 11 

f(t)B(x , dt) 

Demostración. Observemos que los operadores 

S(J) = 11 

J(t)B(x, dt) 

son lineales y acotados (De hecho llTll :S llBll y llSll :S llBll), y por tanto, 
continuos. Además, si J(t) = n ((a , b)) entonces 

T(J) = 1x B, 1 (u , b) - B,1 (u, a)du = B(x, b) - B(x, a) 

y por otro lado 

S(J) = ¡b B(x, dt) = B(x, b) - B(x, a) 

Es decir T(J) = S(J) para funciones indicadoras. De este modo, si f es una 
función escalonada continua por la derecha entonces los operadores S y T 
coinciden. Siendo esta clase de funciones densa en .C1([0, l]) se sigue de la 
continuidad de S y T que S = T. • 

Lema 12. Sean A, B dos cópulas. Entonces, para casi toda u 

:u 11 

A, 1 (t, v)B,2 (u, t)dt = 11 

A,1 (t, v)B,1 (x, dt) (3 .5) 

Demostración. Consideremos <p E C'XJ tal que <p(O) = <p(l) =O, entonces 

Esto se verifica integrando por partes. Usando ahora el lema anterior , Lema 
Lema 11, podemos escribir lo anterior como 

(3.6) 

ESTA TESIS NO SALl 
n E L.\. B':"B.!." ·~ 
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Corno B(u, t) es derivable con respecto a t y su derivada B,2 (u, t) es continua, 
podernos escribir (3.6) corno 

Al integrar por partes en la expresión 

¡1 

ip(u) :u ( ¡1 

A, 1 (t, v)B,2 (u, t)dt)du 

observarnos que 

-¡1 

<p1(u)(¡
1 

A,1 (t,v)B(u,t)dt)du = 

¡1 

ip(u) :u ( ¡1 

A,1 (t , v)B,2 (u, t)dt) du 

Hemos probado que para toda <p E C00 con <p(O) = <p(l) =O 

¡ 1 

( <p(u) ¡1 

A, 1 (t,v)B, 1 (u,dt))du = 

¡1 

ip(u) :u ( ¡1 

A,1 (t, v)B,2 (u, t)dt) du 

de modo que la igualdad (3.5) es válida. • 
Demostración al Teorema 3.3. Probemos primero que si Cst = Csu * Cst en
tonces se satisfacen las ecuaciones de Chaprnan-Kolrnogorov. Es suficiente 
verificarlo para conjuntos A de la forma (-oo, a) (pues A i--+ P(s, x, t, A) 
es una medida de probabilidad para cada s < t, y casi todo x). En estos 
conjuntos tenernos que las probabilidades de transición son 

P(s, x, t, A)= lP'(Xt::; alXs = x) = Cst,1 (F.(x), F1(a)) (3.7) 

según el teroerna 3.2. Siendo de este modo, para conjuntos A = (-oo, a) 
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tenemos 

l P(u, 'ljJ, t, A)P(s, x, u, d'ljJ) 

= l Cut,1 (Fu('l/J), Ft(a))Csu,1 (Fs(x), Fu(d'l/J)) 

= ¡1 

Cut, 1 (B,Ft(a))Csu, 1 (Fs(x) ,dB) (3.8) 

=:/3 ¡1 Cut ,1 (B,F1(a))c;u(f3 , B)de] 
Ío f3=F.(x) 

=(Csu * Cut),1 (Fs(x), Ft(a)) 

Y gracias a haber supuesto que Cst = Cu * Cut se sigue la igualdad con 
(3.7) . Ahora bien , si las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov se satisfacen, 
la primera expresión de (3.8) es igual a C51 ,

1 (Fs(x), F1(a)) . Esto quiere decir 
que 

para x E ~'a E ~ se obtiene que C81 , 1 = ( Csu * Cst) , 1 . Finalmente, de la 
expresión 

se obtiene que Cst = Csu * Cut · • 
Este hecho permite aproximarse al estudio de los procesos de Markov de un 
modo distinto al tradicional en que se da la distribución inicial y una fa
milia { P1} que satisfaga Chapman- Kolmogorov. Ahora, daremos todas las 
distribuciones marginales y una familia de cópulas bivariadas que satisfagan 
(3.4). Una diferencia importante entre estos métodos es que dando la dis
tribución inicial y las probabilidades de transición (enfoque tradicional) se 
varían las distribuciones marginales necesariamente, mientras que al fijar las 
cópulas y variar la distribución inicial no se afecta ninguna otra marginal. 

3.4 Ejemplos 

Ejemplo 3.1. Podemos cacular las cópulas de algún proceso conocido , como 
el Browniano, y después especificar un nuevo proceso cambiando las dis-
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tribuciones marginales, obteniento un movimiento Browniano que tenga mar
ginales no-Gaussianas. 

Las probabilidades de transición en el movimiento Browniano son 

P(s, x, t, (-oo, y])= exp(-(u - x) 2 / 2(t - s))du 
1 ¡y 

)27r(t-s) -oo 

para cada O < s < t. Sabiendo que 

P(s , x, t, (-oo, y])= Cs,t,1 (Fs(x) , Fi(Y)) 

podemos integrar para obtener 

Csi(Fs(x), F1(y)) = l jx ( jy exp(-(u - v)2 /2(t - s))du) dF.(v) 
)27r( t - s) -00 -oo 

para O< s <t. Hagamos el cambio de variable F8 (v) = z, entonces dF.(v) = 
dz y si v = -oo entonces z =O, y si v = x entonces z = F.(x), de modo que 

1 1F,(x) (¡y ) 
C81 (F.(x), Fi(y)) = exp(-(u - F.-1(z))2 /2(t - s))du dz 

)27r(t-s) o -oo 

Para encontrar C8 i(x, y) evaluemos la anterior expresión en F
8
-

1(x), F1-
1(y) 

para obtener 

1 1x(JF,- 1

y ) c.1(x, y)= exp(-(u - ps- 1(z)) 2 /2(t - s))du dz 
J27r(t- s) o -oo 

Haciendo el cambio de variable 

e = u - F.- 1(z) 
..;t=s 

y notando que si u = -oo entonces e = -oo y que si u = pt- 1(y) entonces 
e= (Ft- 1(y) - F.- 1(z)) / .¡t=s se obtiene que 

¡X 1 ¡{3 
C(x, y)= ~ exp (-B2 / 2)dBdz 

o V 27r -oo 
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usando {3 = ( F,.- 1 (y) - p
5
-

1 
( z)) / ~- Si suponemos que X 0 e~ O y nom

bramos por <P(x ) la distribución normal estándar evaluada en x tenemos que 
Fi(x) = <P(x/ Vt) para todo t , de modo que 

Por construcción estas cópulas satisfacen (3.4) por lo cual basta especificar 
cualesquiera marginales continuas distintas a la Gaussia.na. para obtener un 
proceso con cópulas iguales a las del Movimiento Browniano, pero con mar
ginales no- Ga.ussia.nas. • 

Ejemplo 3.2. Podemos construir procesos de Markov utilizando familias 
paramétricas de cópulas como 

Ca(u, v) = uv + 3auv(l - u)(l - v) 

para cada a E [-1/3, 1/3] . 

Notemos que en este caso 

calculando directa.mente 

¡1 

[u+ 3au(l - u)(l - t) - 3aut(l - u)][v + (1 - t)3{3v(l - v) - 3{3vt(l - v)Jdt 

según la definición del producto *, tenemos 

xy+3au( l - u)v ¡1 

(1 - t)dt - 3auv(l - u) ¡ 1 

tdt + 3av( l - v)u ¡1 

(1 - t)dt 

+v(l - v)3au( l - u) ¡1 

(1 - t) 2dt - 3av( l - v)3{3u(l - u) ¡1 

(1 - t)tdt 

-3av( l - v)u ¡1 

tdt - 3av(l - v )3{3u( l - u) ¡1 

t(l - t)dt 

+3av(l - v)3{3u( l - u) ¡1 

tdt . 
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Simplificando la ecuación obtenemos 

(3.9) 

Si consideramos, para cada s :S t que a(s, t) = exp(s - t) y nombramos 
C.t = Ca(s,t) entonces, las propiedades de la exponencial aunadas a (3.9) 
implican que la famila C.t satisface las ecuaciones de Chapman- Kolmogorov 
(3.4), de modo que al escogerse una familia de marginales continuas {F.} se 
tiene un proceso Markoviano. 

Obsérvese el comportamiento asintótico 

lim C.t = lim Ca= Ca = 7í 
t--+oo o--+O 

de modo que conforme t se "aleja" más de s, las variables X., Xt tendrán una 
cópula cada vez más parecida a la de variables aleatorias independientes. • 

Ejemplo 3.3. Considérese una cadena de Markov {Xn}nEN con valores en 
un conjunto finito de enteros positivos. En este ejemplo examinaremos cómo 
asociar una matriz de transición de m pasos con una cópula para dicha tran
sición en cadenas estacionarias. 

Consideremos, para simplificar los cálculos, que la cadena de Markov 
{Xn} toma valores en el conjunto {1, 2, 3}. Tomemos la matriz de transición 
en m pasos por Q = pm, donde P es la matriz de transicón en un paso. 
De este modo Qjk = IP(Xn+m = klXn = j) , con m > O. Denotemos por Pk 
la probabilidad de que Xn tome el valor k E {1, 2, 3} que podemos calcular 
utilizando la distribución inicial y las probabilidades de transición de los 
estados anteriores del proceso mediante la recursión. 

3 

IP(Xn = k) = LIP(Xn = klXn-1 = j)IP(Xn-1 = j) 
j=l 

Escribamos p = (p1,p2, p3), la densidad de Xn y notemos que para Xn+m 
tenemos 

3 

IP(Xn+m = 1) = L IP(Xn+m = llXn = k)pk 
k= l 
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por lo cual la densidad de Xn+m es pQ. Ahora bien, las distribuciones son 

Fn(l) = Pt 

Fn(2) = Pt + P2 

Fn(3) = 1 

F.1+m(l) = (pQ)1 
Fn+m(2) = (pQ)1 + (pQ)z 

Fn+m(3) = 1 

Si utilizamos el Teorema 3.2 tendremos que 

C(Fn(x), Fn+m(Y)) = ¡x IP'(Xn+m:::; yjXn = B)dFn(B) 

(3.10) 

Evaluando esta expresión obtenemos los valores de C en los nueve puntos 
que las distribuciones determinan. Recordando la prueba de Sklar podemos 
extender esta función a una cópula de modo que en los cuadrados de la forma 

se acumula probabilidad PiQil uniformemente según muestra la figura . 

(p0)1 + 

(p0)2 

(p0)1 

p10(1.3) 

p1Q(1 ,2) 

p10(1,1) 

,, 

p20(2.3) p30(3.3) 

p20(2.2) p30(3.2) 

p20(2.1) 
p30{3,1) 

p2+p1 

Figura 3.1: Probabilidad asignada por la cópula C a los nueve rectángulos 
del cuadrado unitario 

Es importante notar que esta cópula no depende sólo del tamaño de la 
transición, es decir , de la matriz de transición Q sino de la distribución de 
Xn. De este modo , si se varían las distribuciones de las variables anteriores 
a Xn, aunque se preserve la distribución inicial, las cópulas del proceso han 
~~~. . 
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3.5 El producto * y la propiedad de Markov 

Habiendo caracterizado las ecuaciones de Chapman- Kolmogorov con el pro
ducto *, definiremos ahora un nuevo producto para caracterizar la propiedad 
de Markov (que, más adelante se verá, no son equivalentes). Esta vez, 
tomemos cópulas A de m variables, B de n variables y definamos la op
eración A• B: [O, l]m+n- l -+ [O, 1] como 

Recordemos que una colección { Xt }tET es un proceso de Markov si y sólo si 
para todo conjunto de índices t1 < t2 < · · · < tn < s < t tenemos 

IP'(Xt ::::: xlXt¡ = X1, Xt2 = X2, ... 'Xtn = Xn, Xs =y)= IP'(Xt::::: xlX. =y) 
(3.11) 

Tenemos el siguiente resultado. 

Teorema 3.4. Un proceso estocástico real {Xt}t ET es de Markov si y sólo 
si para cada entero positivo n y para cada colección t 1 , t2 , · · · , tn estrictamente 
creciente de T 

(3.12) 

Demostración. Debemos mostrar que (3.12) del Teorema implica (3 .11) y 
viseversa. En lo sucesivo, por facilidad en la notación, pondremos F1 en vez 
de Ft 1 , C1,2 por Ct 1 ,t2 , etc. Examinemos la demostración cuando n = 3. 
Para ello, tomemos t 1 < t2 < t3 elementos de T, y probemos que (3.11) si y 

sólo si 

(3.13) 

es decir, a la independencia condicional de X1 y X 3 dado X 2 . 
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Supongamos pues (3 .11) y tomemos B un Boreliano, entonces 

r 11 (x1 :::; X¡) n (x3:::; X3) dIP' 
lx; 1 (B) 

= r 11 (x3 :::; X3) d!P' 
J x; 1(B)nx¡ 1 (-oo,x i] 

= r IP'(X3:::; x31x1, x2)d!P' 
J x; 1 (B)n X¡ 1 (-oo,x¡J 

= r n (x1 :::; X¡) IP'(X3 :::; x31x2)d!P' 
lx;'(B) 

= r JE (11 (x1 :::; X¡) IP'(X3 :::; x31x2)1x2) dIP' 
lx; 1(B) 

= r IP'(X1 :::; x11x2)1P'(X3:::; x31x2)d!P' 
lx; 1(B) 

Utilizando el hecho de que 

r 11 (x1 :::; x1) = r IP'(X¡ :::; x11x2)d!P' 
lxrt(B) lx; 1(B) 

para cualquier conjunto Boreliano B y que IP'(X3 :::; x3 jX2 ) es medible en 
{X;!1(B) : B Boreliano}, la sigma- álgebra generada por X 2 . Nótese que 
(3.11) se utizó para que IP'(X3:::; X3jX1, X2) = IP'(X3:::; X3[ X2). De este modo, 
(3.11) implica (3.13). Para probar el recíproco basta utilizar las mismas 
igualdades en distinto orden. 

Si integramos ambos lados de (3.13) sobre el conjunto X;! 1 
( - oo, x2 ) 

obtenemos que 

r IP'(X¡ :::; X¡,X3:::; x3IX2)d!P' = r 11 (X1 :::; X¡, X3:::; X3) dIP' 
} X2 $ x2 } X2 $ x2 

= { C12,2 (F1(xi), F2(X2))C23,1 (F2(X2), F3(x3))d!P' 
J X2 $ x2 

= 1: C~,2 (F1(x1) , F2(B))C~,3 (F2(B), F3(x3)dF2 (B) 

¡F2(x2) 

=Jo C12,2 (F1(x1), a)C~3 (a, F3(x3))da 

= C12 • C23(F1(x1), F2(x2) , F3(x3)) 
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Queda así probado que, en el caso en que n = 3, (3.12) es resultado de la 
propiedad de Markov (3.13) . 

Para probar que (3.12) implica (3.13) en caso que n = 3, hemos de probar 
que para cada conjunto B E a(X2 ) 

Es suficiente demostrarlo para los generadores de la forma X¡ 1 (-oo, x2], y 
para estos conjuntos tendremos que 

r -1 n (X1::; X1)Il. (X3::; X3) dlP = C123(F1(x1), F2(x2), F3(X3)) 
} X 2 ( -oo,x2] 

¡F2(x2) 

=Jo C12,2 (F1(xi), B)Ci3(B, F3(x3))dB 

= 1: C12,2 (F1(x1), F2(a))Ci3(F2(a) , F3(x3))dF2(a) 

= { C12,2 (F1(xi), F2(X2))Ci3(F2(X2), F3(x3)d!P J x; 1 (-oo,x2] 

= r -1 IP'(X1 ::; x2IX2)1P'(X3::; X3IX2)d!P 
} X 2 (-oo,x2] 

En caso que n > 3 la prueba es similar. En este caso, tendremos que la 
condición de Markov es equivalente con que 

IP'(X1 ::; X¡, . . . ' Xn-1 ::; Xn- 1> Xt ::; x[ Xn) 

e~. IP'(X1 ::; X1, ... ' Xn-1 ::; Xn-1[Xn)IP'(X1 ::; xlXn) (3.14) 

En breve, para probar que la propiedad de Markov (3.14) implica (3.11) 
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tendremos 

Y el reverso es análogo al que se ha hecho para el caso n = 3. • 
Corolario 8. Las ecuaciones de Chapman- Kolmogorov no determinan un 
proceso de M arkov. 

Demostración. Construyamos un proceso del siguiente modo. Para las vari
ables X 1, X2 , X 3 (o cualesquiera otras tres), tomemos la cópula 

C0 (u, v, w) = uvw + au(l - u)v(l - v)w(l - w) 

para 1 a 1 < l. Digamos que cualquier conjunto finito de variables que no 
contenga a las tres X 1 , X2 , X 3 es independiente, mientras que la cópula de 
un conjunto que los contenga será 

Como se argumenta en [3], por el Teorema de Kolmogorov, esto conforma 
un proceso estocástico al establecer distribuciones marginales. Gracias a que 
las variables de este proceso son independientes por parejas y a que I1 es 
*- neutro se satisfacen las ecuaciones de Chapman- Kolmogorov, no obstante 

C123(u1,u2 , u3) =J C12 • C23(u1 , u2 , u3) 

= ¡u2 

C12,2 (u1,B)C23 ,1 (B,u3)dB = U1U2U3 

De modo que, no cumpliendo con (3.12) el proceso especificado no es Marko
v1ano. • 



90 CAPÍTULO 3. PROCESOS DE MARKOV 

3.6 Estructura de (C, * ). 
Un aspecto importante de toda la construcción hecha hasta el momento es 
que al dotar al espacio de las cópulas bidimensionales e con el producto * 
hemos generado una estructura algebraica. ¿Que propiedades tiene esta es
tructura y en qué se traducen? Para examinar esta pregunta, enriquezcamos 
el panorama definiendo otra operación, (.)Y: e ---+ e' pidiendo que 

AT(u, v) = A(v, u) \:/u, v. 

Con estos dos elementos veamos que significa en términos de procesos de 
Markov la existencia de elementos inversos o extremos. 

Definición 10. Una cópula A E C es un elemento extremo cuando el hecho 
de que 

A= AB + (1 - ,\)C AE(0,1) 

implica que B = C =A. 

Definición 11. Una cópula A es invertible por la izquierda cuando existe 
B E C tal que B * A = M. Diremos que es invertible por la derecha si 
eX'iste C E C tal que A * C = M. Llamaremos a B y C inverso izquierdo e 
inverso derecho respectivamente. En caso que ambos existan diremos que C 
es invertible. 

Observación 11. Si Ces invertible entonces sus inversos derecho e izquierdo 
coinciden. 

Demostración. Sean A y B dichos inversos, entonces 

y así 

• 
Teorema 3.5. Una cópula C E C es invertible por la izquierda si y sólo si 
para cada v E [O, 1], C,1 (u,v) =O ó 1 para casi todo u E [O, 1]; y en este 
caso cr es un inverso izquierdo. c tiene inverso derecho si y sólo si para 
todo u E [O, 1] C,2 (u , v) =O ó 1 para casi todo v E [O, 1] ; y en este caso cr 
es un iverso derecho . 
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Demostración. Demostraremos sólo para invertibilidad por la izquierda siendo 
análogo el otro caso. Supongamos primero que para cada V E [O, l], e, 1 (u, V) = 
o ó 1 para casi todo u. Como el mapeo V -t e, 1 (u, V) es no- decreciente en
tonces para cada V¡ '.S V2 tenemos C, 1 (u, V1)C,1 (u , V2) = C, 1 (u , V1) para casi 
todo u E [O , l] puesto que si C, 1 (u, vi) = 1 entonces C, 1 (u , v2 ) = l. Por ello 

cr * C(x, y) = ¡
1 
(Cr) ,2 (u, t)C,1 (t, v)dt 

= ¡1 

C1(t, u)C, l(t , v)dt 

= ¡ 1 

C1(t, min(u, v)) 

= min(u, v) = M(u, v) 

Con lo cual C tiene inverso izquierdo y este es CI' . 
Supongamos ahora que C es invertible por la izquierda y que A es un inverso 
izquierdo, entonces, utilizando la desigualdad de Holder y el hecho de que las 
derivadas de primer orden de cualquier cópula están entre O y 1 casi donde 
quiera, y como v = min( v , v) tenemos 

v = ¡ 1 

A, 2 (v, t)C,1 (t, v)dt 

:;: ( ¡
1 
(A,2 (v, t))2dt) 

112 
( ¡

1 
( C,1 (t , v ))2dt) 

112 

:;(¡
1 

A,2(v,t)dt)
112 (fo\c,1(t,v))2dt)

112 

:;v1;2 ( ¡1 (C,1 (t, v))2dt) 1/2 

'.Svl/2 ( ¡l c,1 (t, v)dt) 1/2 

=v1;2v1/2 = v 

Se concluye la igualdad de todas las cantidades y por ello que 

( 
¡1 ) 1/2 ( ¡1 ) 1/2 

v1l2 lo (C,1 (t,v)) 2 dt = v1l2 lo C,1 (t ,v)dt 
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Es decir 

¡1 

[C, 1 (t, v) - (C, 1 (t, v)) 2]dt =o 

Sabiendo que el integrando es positivo c.d.q., tenemos que para cada v > 
o, C,1 (u,v) =o ó 1 para casi todo u. Para terminar, nótese que si V= o 
entonces C, 1 (u, v) = o, y así C,1 (u, v) = o ó 1 para casi todo u, con V E 
[0,1]. • 

Teorema 3.6. Todo elemento invertible por la derecha o la izquierda de C 
es extremo. 

Demostración. Por el Teorema anterior, si C es invertible por la izquierda 
entonces C(u, v) = O ó C(u, v) = 1 para casi todo u con v E [O, 1]. Como 
el mapeo V -+ C, 1 (u, V) es creciente, podemos garantizar que existen dos 
conjuntos disjuntos U, V ~ [O , 1] tales que ULJV = [O, 1], C, 1 (u,v) = O 
c.d.q. en U y C,1 (u , v) = 1 c.d.q. en V. Si escribimos C = >.A+ (1 - >.)B 
con>. E (O, 1) entonces, derivando, C, 1 (u, v) = >.A,1 (u, v) + (1- >.)B, 1 (u, v) 
de donde O= A,1 (u, v) = B,1 (u, v) c.d.q. en U y 1 = A, 1 (u, v) = B,1 (u, v) 
c.d.q. en V. Se concluye que en casi todo punto A,1 = B,1 = C 1 de donde, 
integrando, se obtiene que c es un elemento extremo. • 

Teorema 3. 7. Los inversos derechos e izquierdos son únicos. 

Demostración. Si C es una cópula invertible por la izquierda (derecha) de 
inversos izquierdos (derechos) A y B entonces la cópula i A + i B es inverso 
izquierdo por que * se distribuye sobre combinaciones convexas. Siendo así 
i A+ i B es un elemento extremo, al tener inverso derecho (izquierdo) C. Se 
sigue inmediatamente que A = B(pues un elemento extremo ha sido escrito 
como combinación lineal no-trivial de A y B). • 

En términos de procesos de Markov, las cópulas invertibles corresponden a 
nexos deterministas entre las variables del proceso de modo que si Cst es 
invertible entonces existe una función Borel-medible f tal que Xt e~. f (Xs) 
(i .e. Xt es a(Xs) medible y viceversa). Formalmente tenemos el siguiente 
Teorema. 

Teorema 3.8. Sean X1, X2 variables aleatorias continuas. Son equivalentes 

l. Existe una función Borel- medible, f, tal que X 2 = J(X1) c.s. 
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2. Para todo u, IP'(X2 ::; xJX¡) = O o 1 c.s. 

3. La cópula C12 es invertible por la izquierda. 

Demostración. La equivalencia entre (2) y (3) se sigue de los Teoremas 3.2 
y 3.5 por ser X 1, X 2 continuas. Mostremos la equivalencia entre (1) y (2). 
Supóngase (2). Entonces, para cada conjunto Boreliano, B 

r IP'(X2::; xJX1)ll (X2::; x) dlP' = r 1E(IP'(X2::; xJX1)ll (X2 ::; x) IX1)d!P' 
lx¡ 1 (B) lx¡ 1 (B) 

= J x;-1(B)1E(ll. (X2::; x) IX1)
2

d!P' 

= r IE(ll (X2::; x) IX1)d!P' 
lx¡ 1 (B) 

= ( ll (X2 ::; x) dlP' 
lx¡ 1(B) 

= r ll (x2 ::; x ) 2 dlP' 
lx¡ 1 (B) 

por lo cual podemos afirmar que 

O= ( (11 (X2 ::; x)2 - 2IE(ll (X2 ::; x) JX1) ll (X2 ::; x) 
lx:¡ 1 (B) 

+ IE(ll (X2 ::; x) JX1)
2
)d!P' 

= r (11 (X2:::; x) - IE(ll (X2::; x) IX1))
2

d!P' 
lx¡ 1 (B) 

Por tanto 11 (X2 :S x) = IE(ll (X2 :S x) IX1) c.s. con lo que X2 es ü(X1)
medible y (1) se concluye. 
Ahora bien, si (1) es cierto, entonces ü(X2 ) ~ ü(Xi) de donde 11 (X2 ::; x) = 
IE(ll (X2 ::; x) JX1) c.s. con lo que (2) es cierto. • 

La invertibilidad derecha no es ni necesaria ni suficiente para afirmar la exis
tencia de una relación determinista entre las variables. De hecho, si consid
eramos un proceso Markoviano en que son invertibles todas las cópulas para 
U < V '.S S y para t '.S U < V donde S < t , y C es un elemento invertible por 
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la derecha pero no por la izquierda y consideramos E = cr * C y 

Cuv = Cut * c, u :S s < V < t 
Cuv = E, S < U < V < t 

Cuv = cT * Ctv, s <u< t :S v. 

entonces el proceso satisface (3.4). Nótese que Cst = C * cr = M de modo 
que hay una relación determinista entre X. y X 1, pero si s < u < v < 
t, Cuv = E que no es invertible por la izquierda, de modo que en el intervalo 
(s, t) el proceso no es determinístico. De este modo la cópula C invertible 
por la derecha permite que haya un rasgo de aleatoriedad en el proceso que 
de otro modo sería determinístico. 

3. 7 Conclusiones 

Hemos extendido nuestro estudio sobre la posibilidad de explicarnos una 
relación entre variables aleatorias mediante su cópula. Por ejemplo, ahora 
sabemos que en las cópulas de (X, Y) y de (Y, Z) se resume la independencia 
condicional de dos de ellas dada la tercera. Mostrarnos que las cópulas aso
ciadas a un proceso determinan la propiedad de Markov. Este método nos 
llevó a la interesante conclusión de que podemos determinar un proceso es
tocástico de Markov usando cópulas lo cual nos da la oportunidad de generar 
procesos en que la relación entre parejas de variables sea muy similar pero 
las distribuciones marginales sean distintas. 



Capítulo 4 

Cópulas Empíricas 

4.1 Introducción 

Este capítulo está dedicado al uso de las cópulas en la práctica, a traer a uso 
la riqueza de las cópulas. En la sección 4.2 proponemos modos de simular 
observaciones de distribuciones conjuntas a partir de simular observaciones 
de cópulas. Presentamos resultados generales y abordamos el caso particu
lar de las cópulas arquimedianas. Mostramos las gráficas de observaciones 
de distintas distribuciones bivariadas obtenidas a partir de observaciones de 
cópulas. 

En la sección 4.3 damos una versión empírica Cn de la cópula C que 
relaciona a dos variables a partir de una muestra aleatoria. Se demuestra 
que esta función converge de modo uniforme hacia la cópula C. A partir 
de este hecho estudiamos una prueba estadística para probar la hipótesis de 
independencia y examinamos un tanto su efectividad. Después aplicamos 
esta muestra a una serie de tiempo real obtenida con los precios del tipo de 
cambio peso- dolar, fix. Presentamos las rutinas de Matlab utilizadas para 
los análisis y un resumen de los resultados. 

En la sección 4.4, fundamentados en el capítulo anterior, analizamos un 
modo de estimar cópulas arquimedianas a partir de una muestra y exami
namos este estimador. Después aplicamos este método a la muestra de datos 
del tipo de cambio peso- dolar, fix. Presentamos tanto las rutinas de Matlab 
utilizadas como un resumen de los resultados. 

Utilizamos para esta sección el capítulo 2 de [1], y los artículos [2] y [4]. 

95 
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4.2 Simulación Estocástica 

Dada una pareja aleatoria (X, Y) con función de distribución conjunta F, la 
simulación estocástica consiste en generar observaciones { (X¡ , y;)} f= 1 de dicha 
pareja. Podemos encontrar en la literatura diversos métodos para generar ob
servaciones de una variable aleatoria U uniformemente distribuída en (O, 1). 
A partir de ello podemos generar observaciones de variables aleatorias con
tinuas con distribución G mediante la composición X= c-1(U). 

En el caso bivariado tenemos al menos dos alternativas. 

l. Diseñar métodos para generar observaciones de una distribución F di
rectamente, o 

2. Utilizar las cópulas y el teorema de Sklar en combinación con el caso 
univariado 

Según el teorema 1.2, de Sklar, la función de distribución bivariada F es la 
composición de alguna cópula C y las funciones de distribución marginales 
F1, F2, es decir 

F(x, y)= C(F1(x), F2(y)) V (x, y) E 3{2 

De este modo si tenemos un vector (U, V) con distribución C, es decir 

IP'(U:::; u, V:::; v) = C(u, v) V (u, v) E (O, 1)2 

entonces el vector aleatorio (F1-
1(U), F2-

1(V)) sigue la distribución F pues 

IP'(F1-
1(U):::; x, F21(V):::; y)= IP'(U:::; F1(x), V:::; F2(y)) 

= C(F1(x), F2(Y)) = F(x, y) 

Tomando esto en cuenta, podemos simular observaciones de la distribución 
F del modo siguiente 

l. Generamos observaciones (u, v) de (U, V), el vector con distribución C. 

2. Hacemos las composiciones x = F1-
1(u), y= F2-

1(v). 

3. Tomamos la pareja (x, y). 
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Entonces (x , y) es una observación de la distribución F. Este método sim
plifica la simulación de distribuciones bivariadas a la simulación de aquéllas 
distribuciones con marginales uniformes. Veamos algunos métodos para la 
simulación de observaciones de una cópula. 

Podemos usar la distribución condicional de V dado que U = u , que es 

C(u+h,v)-C(u,v) 8 
IP'(V:::; vi U= u) = lim = -

8 
C(u, v) = c,,(v) . 

h~o h u 

que existe c.d.q. Usando esta función tenemos el siguiente algoritmo 

l. Generamos (u, t) del vector (U, T) de variables aleatorias independi
entes uniformes en (O, 1) , 

2. Definimos v = c;:- 1(t) como la observación de V, 

3. Tomamos la pareja (u , v) como observación de la cópula C. 

La pareja (u , V) se toma como observación de e porque siendo T uniforme la 
variable V= c;:- 1(T) sigue la distribución Cu dado que U =u, de modo que 
para cada u, v E (O, 1), 

IP'(U:::; u , V:::; v) = ¡1 

IP'(V:::; vJU = u)fu(u)du = ¡1 

cu(v )du = C(u,v) 

con lo cuál el vector (U, V) sigue la distribución C. 

Ejemplo 4.1. Consideremos la cópula dada por 

uv 
C(u, v) = 

1 u+v-

Para simularla observemos que Cu ( v) = C+vv-uJ 2 
cuya inversa es c;:- 1 

( t) = 

l-(~~)v'i .. De este modo el algoritmo se expresa como sigue 

l. Generar dos uniformes independientes U = u, T = t, 

2 D fi . - uv't . e mr v - 1-(1-u)v't' 

3. Tomar la pareja (u, v). 

Ejemplo 4.2. Podemos ahora generar observaciones de dos distribuciones 
bivariadas con la misma cópula e y dis tintas marginales. 
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20 

Figura 4.1: 10,000 simulaciones de C compuesta con distintas marginales. A 
la izquierda marginales normales estándar, a la derecha f(2, 2). 

Podemos también simular utilizando ahora las probabilidades de super
vivencia expresadas en la cópula como 

IP'(U 2: u, V 2: v) = 1 - u - v + C(u, v) 

Expresando esto en términos de las funciones marginales de supervivencia 
1 - u y 1 - v tenemos 

IP'(U 2: u, V 2: v) = (1 - u)+ (1 - v) - 1 + C(l - (1 - u), 1 - (1 - v)) 

y así podemos decir que IP'( U 2: u, V 2: v) es la composición de las marginales 
1 - u, y 1 - v de supervivencia con la función 

C(u, v) =u+ v - 1 + C(l - u, 1 - v). 

Llamaremos a e la cópula de supervivencia. 

Proposición 14. Si (U, V) sigue la distribución C, entonces (1 - U, 1 - V) 
tiene distribución e. 
Demostración. Por cálculo directo 

IP'(l - U::; a, 1- V::; v) = IP'(U 2: 1- a, V 2: 1- b) 

= 1 - (1 - a) - (1 - b) + C(l - a, 1 - b) =a+ b - 1 + C(l - a, 1 - b) 

• 
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El algoritmo que expresamos antes puede utilizarse para obtener variables 
con una cópula de supervivencia dada, pues si U rv U(O, 1) entonces (1-U) ,..._, 
U(O, 1) también. Así, podemos pensar en el primer paso del algoritmo como 
la generación de observaciones de (1- U, l -T) y a la cópula obtenida como 
su distribución C. De este modo la pareja (1 - u, 1 - v) representa una 
observación correspondiente a la cópula C. 

En el desarrollo de este método C puede ser cualquier cópula. No obstante 
para las cópulas arquimedianas tenemos otros métodos que no involucran a la 
distribución condicional de V dado U = u y que dependen sólo del generador 
</>y la función de distribución Kc(t) correspondiente a la variable C(U, V) . 

Proposición 15. Si C es una cópula arquimediana, entonces el siguiente 
algoritmo genera observaciones de la pareja (U, V) con distribución C. 

1. Tómense S = s 1- T = t variables generadas uniformes en [O, 1], 

2. Defínase w = Kc 1(t) 

3. Si u = <f>[-ll(s</>(w)) y v = <1>!- 1l((l - s)</>(w)), entonces u, v son la 
pareja deseada. 

Demostración. Siendo S, T variables aleatorias uniformes, la distribución de 
W = Kc 1(T) es Kc, y además Ses independiente de W por serlo de T. Esto 
nos dice que 

IP'(S :S s, W :S w) = F5 (s)Fw(w) = sKc1(w) 

Por el teorema 2.5, si (U, V) se distribuye C y nombramos 

I </>(U) [ J 
S = </>(U)+ </>(V), W' = </>-

1 
(</>(U)+ </>(V))= C(U, V) 

entonces los vectores (S, W) y (S' , W') siguen la misma distribución de modo 
que las observaciones generadas ( s , w) pueden considerarse como del vector 
(S', W'). 

De este modo la función s</>( w) representa una observación de S' (</>(U) + 
</>(V)) = </>(U) y con ello u = <f>l- 1l(s</>(w)) es una observación de U. Del 
mismo modo (1 - s)cp(w) representa una observación de cp(V) . Esto termina 
la prueba. • 
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Ejemplo 4.3. Consideremos la familia parámetrica de cópulas arquimedi
anas 

C(u, v) = ( 1 + [(u- 1 
- l)°' + (v-1 - l) º ] 11º)-l 

con a E [l, oo) , generada por la función <P(t) = (1/t - 1)0 y generemos 
observaciones de ella. 

Calculando, se obtiene lo siguiente 

</J'(t) = -¡';-(1/t - 1)0
-

1
, con lo cual, simplificando 

K(t) = 2t - t2 Al invertir 

La inversa K-1(u) resulta tomando el signo negativo, pues de otro modo su 
evaluación no sería menor a l. El algoritmo manda pues 

l. Generar dos variables uniformes en [O, l]S = s, T = t , independientes, 

2. definir w = 1 - Vi, 

3. considerar u= (s11°(1/w- l) + lt 1
, v = ((1 - s) 11°(1 / w - 1) + 1) - 1

. 

Mostramos la gráfica de la composición de la cópula de parámetro 1 cor
respondiente a la familia con marginales normales estándar y gamma de 
parámetros (2, 2). 

Otro método posible para cópulas arquimedianas se expresa en la sigu
iente proposición. 

Proposición 16. Si C es una cópula arquimediana, entonces el siguiente 
algoritmo genera observaciones de la pareja (U, V) con distribución C . 

1. Generemos (u, t) del vector (U, T) de variables aleatorias independi
entes con distribución uniforme en (O, l); 

2. Definamos w = <jy'<- 1l(<jy'(u)/t) ; 

3. Consideremos v = <jyl-ll (<jy(w) - </J(u)) ; 
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.. ~·----~. 
- · -1 o 2 

Figura 4.2: 10,000 simulaciones de C1 compuesta con marginales normales 
estándar (izquierda) y gamma(2,2) 

4. La pareja deseada es (u , v). 

Demostración. Sean U, T variables aleatorias independientes uniformemente 
distribuídas en (O, 1), y sea W = <1>'<- 1l(q/(U)/T) . Demostremos que W se 
distribuye Kc. Como <P es convexa, la función <// es decreciente, de modo 
que 

Como T;::: O 

P ( </>~) 2 </J'(x)) = P(<P'(U) 2 T</J'(x)) = P ( T ~ :,~~]) 
Sabiendo que (U, T) tiene por densidad 

fu,r(x, y)= ll ((x, y) E [O, 1] x [O , 1]) 

calculamos esta probabilidad como 

p (r < <P'(U)) = ¡x Í
1 

ldtdu 
- </l(x) lo lc/>'(u)/q,'(x) 

= r ( _ <P'(u)) d = _ M 
lo 1 </l (x) u x <P'(x) 

( 4.1) 
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Obsérvese que el límite de la primera integral de ( 4.1) obedece a que T ::; 1 
y q/(U)f<//(x) 2: 1 si y sólo si U 2: x por ser q/ decreciente. 

De este modo W sigue la distribución Kc. Como sabemos ésta es la 
distribución correspondiente a la composición W' = C(U, V) donde (U, V) 
sigue la distribución C. Con ello, la observación w puede ser tomada como 
de la variable C(U, V) . De este modo la variable v = <1>l - 1l(</>(w) - </>(u)) 
representa una observación de 

<1>l- 1l(</>(C(U, V) - </>(U))= <t>l-ll(</>(U) +</>(V) - </>(U))= V 

con lo cuál (u , v) representa una observación de C. • 
Ejemplo 4.4. Consideremos la familia parámetrica de cópulas arquimedi
anas 

C(u,v) = max([u-0 +v-0 -1¡-119,0) 

con() E (O,oo) , generada por la función </>(t) = (lj())(c 9 - 1) y genermos 
observaciones de ella. 

Calculando, obtenemos que 

</>'(t) = -t-<o+1l, 

<1>'-1(z) = (-z)-1/(o+1>, 

<t>l-ll(z) = (1 + {)z)- 11°, 

Con lo cual, el algoritmo manda 

l. Generar observaciones de variables aleatorias independientes (u, t) con 
distribución uniforme en (O, 1), 

2. Definir w = u(t1!<o+1l), 

3. Considerar v = (1 + u- 0(c 9/ (o+l) - l)J- 11º . 

4. La pareja buscada es (u,v). 

Presentamos la gráfica de C compuesta con distintas marginales. 
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Figura 4.3: 10,000 simulaciones de C compuesta con distintas marginales. A 
la izquierda marginales normales estándar , a la derecha lognormales estándar 

4.3 Cópulas Empíricas 

Dada una función de distribución de p-variables, sabemos por el teorema de 
Sklar, expresado mediante (1.15) , que existe Cuna cópula tal que 

La idea de las cópulas empíricas es aproximar C de un modo no- paramétrico. 
Para ello, consideremos una muestra aleatoria (X1 , X2, · · · , Xn) de un vec
tor X = (X(l), X(2), · · · , X(p)) con función de distribución F y funciones 
marginales { FJ, 1 ~ j ~ p} continuas. Definamos lo siguiente: 

1. Los estadísticos de orden de la muestra son 

X(lJ(j) < X(2J(j) < · · · < X(nJ(j) para cada 1 ~ j ~ p (4.2) 

2. La permutación (X1(j) , · · · , Xn(j)) -2. (X(lJ(j) , · · · , X (n) (j)) de asigna
ciones X;(j) f-+ X(rrj(iJJ(j) será llamada j -ésima función de rangos de 
la muestra. El rango de X ;(j) será 1fJ(i) y se denotará por r;(j). En 
palabras sencillas el rango de la variable X;(j) es el lugar que ocupa en 
la muestra ordenada (4.2). 
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3. La función de distribución empírica de la muestra es 

1 n 

p(n)(x) = - L n (X;(l)::; X1, ... ,X;(p)::; Xp) (4.3) 
n 

i = l 

Para cada w E n. Sus marginales serán denotadas como Ft), para 
cada 1 ::; j ::; p}. 

Para cada w E S1, gracias al teorema de Sklar aplicado a la función de dis
tribución empírica p(nl(w) , podemos afirmar que existe al menos una cópula 
Cn tal que 

Definición 12. A cualquier función Cn que satisfaga ( 4.4) se le denomina 
cópula empírica asociada a X1 , · · · , Xn . 

Nótese que esta función está determinada de modo único sobre el conjunto 

I ·= { k1 k2 . . . kp} 
n. ' ' ' n n n 

Por el corolario 4 al teorema de Sklar, sabemos que 

Cn(u1, · · · , up) = C([Ftl¡-1(u1), · · · , [F~nJ¡- 1 (up)) 

donde [Ft)J-1 denota la pseudo- inversa de la j - ésima función de distribución 
marginal empírica. Recordemos que, en términos de los estadísticos de orden, 
si x E ~, entonces 

{

o, 
Fj(n)(x) = k/n, 

1, 

Por lo cuál su pseudo-inversa es 

si x < X(1)(j), 

Si X(k) (j) '.S X < X(k+l) (j), 
si Xcn¡(j) ::; x. 

Componiendo con ( 4.3) obtenemos que 

e.o.e. 
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lo cual es equivalente a la expresión en términos de los rangos 

Cn (k1 ' ... ' kr) = { ~ ¿~=1 n (r;(l) :::; k1, · · · , r;(p) :::; kr) , s'. Vj ,~J .¡.o, . 
n n O, s1 kJ - O p.a . J. 

(4.5) 

Teorema 4.1. La cópula Cn definida por ( 4.5) es un estimador suficiente 
para C. 

Demostración. Obsérvese que 

l. La distribución de Cn no depende de F1, F2 , · · · Fp ,, por (4.5), 

2. La distribución de F1(n), · · · FJn) no depende de C,pues por definición 
depende sólodelas marginales FJ de F 

Así dada Cn sobre In y las marginales { Ft), 1 :::; j :::; p} , se determina p(n) 
de modo biunívoco. • 

Para hablar de consistencia del estimador, tomemos Cn una cópula empírica 
cualquiera para C en [O, 1 Jr, definida en In según ( 4.5). Ya que la distribución 
de Cn depende sólo de C, podemos en adelante suponer que las funciones de 
distribución marginales son uniformes y, con ello, que F =C. 

Teorema 4.2. Cualquier estimador Cn definido en In mediante ( 4.5) con
verge uniformemente a e, es decir, 

lim sup 1 Cn(ü) - C(ü) 1 = O c.s. 
n->oo üE [O,ljP 

Demostración. Utilicemos primero la versión p-dimensional del lema 2 para 
afirmar que para cualquier cópula A 

p 

1 A(ü1) - A(ü2) 1 ::::: L I u1(j) - u2(j) 1 (4.6) 
j=l 

Tomemos ahora ü E [O, l]P . Por definición de In existe un punto iJ E In tal 
que 1 Uj - ej 1 ::::: l / n V 1 ::::: j ::::: p. Es así que 

1 Cn(ü) - C(ü) 1-1 Cn(iJ) - C(iJ) 1 ::::: 1 Cn(ü) - Cn(iJ) 1+1 C(ü) - C(iJ) 1 
p 2 

::::: 2 2::::1 Uj - Bj 1 ::::: : 
J=l 
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Esto significa que 

sup 1 Cn(u) - C(ü) 1- supl Cn(ü) - C(u) 1 :S 
2
p (4.7) 

üE [O,l )P üEI,. n 

de modo que basta examinar la convergencia uniforme sobre In-
Por las definiciones de In y de las funciones de distribución empíricas 

marginales, tenemos que 

supl Cn(ü) - C(ü) 1 = 
üEln 

Obsérvese que por la deisigualdad del triángulo y el lema 2 tenemos 

sup 1 Cn(Cinl(u1), · · · , Cánl(up)) - C(Cfnl(ui), · · · Cánl(up)) 1 

üE[O,l)P 

:S sup 1 Cn(ctl(u1), · · · , Cánl(up)) - C(u) 1 + sup 1 C(ü) - C(ctl(ui), · · · Cánl(up)) 1 
üE[O,l)P üE[O,l]P 

p 

::; sup 1 Cn(Ct)(ui), .. . 'Cánl(up)) - C(ü) 1 + L sup 1 u - c;ni(u) 1 
üE[O,l)P j=l O:S:u:9 

(4.8) 

Sabemos, por el Teorema de Glivenko-Cantelli, cuya prueba se puede encon
trar en [5], que 

sup I c<nl(u) - C(u) 1 ~O, c.s. 
üE[O,l)P 

donde c<n) es la distribución empírica asociada con e según (4.3) y también 
que, c;nl converge de modo uniforme hacia cj, es decir, 

De modo que tomando límites en ( 4.8) 
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con lo cual 

lim supj Cn(ü) - C(ü) 1 =O c.s. 
n-oouEln 

completando la prueba. • 
Como un caso particular de esta convergencia de Cn hacia C, la cópula del 
vector X, tenemos que si las coordenadas X(l) , · · · , X(p) son independientes 
entonces Cn converge hacia II. Pensando en esto podemos proponer la prueba 
de independencia basada en el estadístico 

Tn = sup 1 Cn(ü) - II(ü) 1 

[0,l]P 

en la que, teniendo una muestra del vector X 

l. Calcularemos la distribución de Tn, 

2. evaluaremos el estadístico Tn para la muestra. 

3. Rechazaremos independencia de las coordenadas X(l), · · · , X(p) siem
pre que el valor obtenido antes supere el cuantil 1 - a de la distribución 
de Tn (a es el nivel de significancia). 

El cálculo de la distribución de Tn puede complicarse bastante en función 
tanto del número de coordenadas de X como del tamaño de la muestra. Una 
opción es basarnos en Glivenko-Cantelli para en vez de calcular de modo 
exacto aproximar la distribución de Tn mediante simulaciones. Gracias a que 
Cn no depende de las marginales (ni depende de ella la convergencia que 
da sentido a la prueba) la simulación puede hacerse con variables aleatorias 
uniformes. La idea es sencilla, se genera "una gran cantidad" de evaluaciones 
de Tn y con ellas se obtiene un aproximador de su función de distribución 
cuyos cuantiles usaremos como si fuesen los reales. 

Para el caso bivariado podemos utilizar el siguiente programa de Matlab 
para generar las evaluaciones de Tn y con ellas encontrar el cuantil de orden 
"O< e < l" . 

function c=cuantilTn( c,n,m) 
a= zeros( n, 1) ; 
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ind= (l:m) '*(l:m); 
for k=l:n 

y=rand(m,l) ; 
yo=sort (y) ; 
dep=zeros(m,m) ; 
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temp=O./\( abs(y-yo(l )*ones(m, 1)) ); 
temp=tril(ones(m,m))*temp; 
dep( l ,: )= temp'; 
for i= 2:m 
temp= O./\( abs(y-yo(i)*ones(m,l))); 

temp=tril(ones(m,m))*temp; 
dep(i ,: )=dep(i-1,:)+temp'; 

end 
a(k)=max(max( abs(m*dep-ind))) / (m/\2); 

end 
A=(l:m)/m; 
c=min(find(A>=c) ); 
ao=sort (a) ; 
c=ao(c); 

Después, para evaluar el estadístico Tn según la muestra podemos utilizar el 
siguiente programa (también para Matlab) 

function d=distaCnPi(x,y) 
3 x y y son vectores columna de las parejas de datos 
m=sortrows([x y]); 
n=length(x); 
y=sort(y); 
x=sort(x); 
dep= zeros ( n, n); 
temp=O./\( abs(y-m(l ,2)*ones(n, 1)) ); 
t=min(find(temp==l) ); 
temp=[zeros( t-1 ,l) ;ones(n-t+ 1, 1)]; 
dep(l,:) = temp'; 
for i=2:n 
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temp= O./\( abs(y-m(i ,2)*ones( n, 1))) ; 
t= min( find( temp== 1)); 

temp=[zeros( t-1 , 1) ;ones(n-t+ 1,1)] ; 
dep(i ,: )=dep(i-1 ,: )+temp'; 

end 
h= find(x(2 :n)-x(l :n-1) ==0) ; 
h=fiipud(h) ; 
for i= h' 

dep(i ,: )=dep(i+ 1,:) ; 
end 
ind= (l :n) '* (l:n) ; 
d= max(max( abs(n *dep-ind))) / (n/\2); 
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Para explorar un poco esta prueba, tomemos como muestra la simulación 
de un proceso { Zn} formado a partir de un proceso independiente { Xn} como 
sigue 

Z1 = X1 

z2 = X1 +X2 
2 

Zn = Xn-2 + Xn-1 + Xn 
3 

Esta construcción implica que 1 n - m 1 2: 3 si y sólo si Zn 1- Zm · Podemos 
probar la independencia para Zk , Zk + r con r < 3 y examinar los resultados. 
Para ello, tomaremos muestras de la forma (Z1 , ZI+r ), (Z4, Z4+r ), · · · , (ZI+3n , ZI+3n+r) 
para asegurar que son independientes las observaciones. Para simular el pro-
ceso y obtener la muestra indicada se utilizarán las siguientes rutinas 

function z=proceso(n) 
z= zeros(n,1) ; 
x= rand(n,1) ; 
x=-log(x);% x son n v.a.i . distribudas exp(l) 
z( l)=x( l) ; 
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z(2) = (x(2)+x(l)) /2; 
for k= 3:n 

z(k)=(x(k-2)+x(k-l )+x(k)) /3; 
end 

function A=muestraZn( z,c,r , t) 
%obtiene las muestras (Z_k, Z_k+r), (Z_k+r+t, Z_k+t+2r) 
%comenzando en (Z_c,Z_c+r) 
n= length(z); 
x(l)=z(c); 
y( l)=z(c+r) ; 
p=floor( (n-1-c+t) / (r+t) ); 
for k= 2:p 

end 

x(k)=z( c+( t+r )*(k-1) ); 
y(k)=z( c+( t+r )*(k-1 )+r ); 

A=([x' y']); 

Obtenemos los cuantiles para Tn simulando 1000 observaciones de Tn para 
100 variables independientes cada una y utilizamos una muestra del proceso 
Zn de 5000 variables. 

Orden del cuantil Valor del cuantil 

0.90 .0744 

0.95 .0815 

Tabla 4.1 : Cuanti les para Tn 

Por lo tanto, se rechaza la independencia en el primer caso con cualquier 
cuantil, en el segundo con el de .90. 
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Valor r Evaluación de Tn 

1 .1293 

2 .0790 

Tabla 4.2: Evaluaciones de Tn 

Aplicando la prueba para r = 3, se obtiene que la evaluación del es
tadístico es Tn = .0265 dejando en claro la independencia (que se conocía 
por construcción). 

Efectuemos ahora una prueba con datos reales. Contamos con los pre
cios del tipo de cambio peso- dolar, fix desde 1995 hasta 2002. Estos pre
cios tienen una clara dependencia de los días anteriores como lo muestra la 
gráfica. Trabajaremos entonces con la variación porcentual del fix definida 

10 

.~~~~~~~~~~~~--'~~~~~~ 

o 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 

Figura 4.4: Precios del fix . 1995 a 2002 

como sigue: Si Xn denota el valor del fix al día n , entonces la variación Yn 
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para este día será 

Y. _ Xn - Xn-1 
n - Xn-1 

En este caso no se tiene esta notoria dependencia como observamos en la 
gráfica. Busquemos rechazar independencia en parejas del estilo (Yn , Yn+k)· 

o . 1s-------~--------~~ 

0 .1 

0.05 

-0.05 

-0.1 

- 0 .15 

-0 . 2~~-~-~-~-~~-~-~-~~ 

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

Figura 4.5: Variación porcentual del fix. Grárica de 500 datos 

Para ello, supongamos que la variación porcentual pierde memoria tras 30 
días o menos; es decir que para cada natural n, Yn es independiente de Yn+JO · 
Tomaremos, pues, muestras de la forma (Yn, Yn+k) , (Yn+k+3o, Yn+2k+3o). Us
aremos para ello la rutina de Matlab que usamos en la sección anterior. 

Elijamos k = 7. Tenemos ya los cuantiles para Tn-

Debido al método de selección de las parejas, se pierde mucha información 
muestra!. Esto nos da la opción de comenzar la selección no en el primero sino 
en el segundo día o más allá. En un intento por utilizar toda la información 
disponible, se ha evaluado el estadístico Tn en todas las muestras de la forma 
antes mencionada siempre que éstas tengan tamaño no menor a 50 elementos. 
La conclusión a que se llega es que el 663 de las veces se excede el cuantil 
de .90 y el 483 el de 95. Presentamos el histograma de evaluaciones para el 
estadístico Tn. 
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Orden del cuantil Valor del cuantil 

0.90 .0744 

0.95 .0815 

Tabla 4.3: Cuantiles para Tn 

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 

Figura 4.6: Histograma de las evaluaciones de Tn 

Es así que rechazamos la independencia de las parejas (Yn, Y(n+7)) suponiendo 
pérdida de memoria en 30 días o menos. En la siguiente sección ajustaremos 
una cópula arquimediana a estas parejas. 

4.4 Ajuste de cópulas 
arquimedianas paramétricas 

En un contexto general puede ser difícil el encontrar una cópula que ajuste a 
un conjunto de datos, no obstante, podemos facilitar la labor si suponemos 
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que la cópula que buscamos es arquimediana. En este caso, la proposición 
13 nos dice que aproximando la distribución de la variable aleatoria C(U, V) 
podemos aproximar el generador de C. Un método es el siguiente. 

Supongamos que contamos con una muestra aleatoria (X1 , Y1) , · · · , (Xn, Yn) 
correspondiente al vector (X, Y) de cópula C y marginales continuas Fx, Fv. 
Supongamos también que C es arquimediana. En particular, y sin perder 
generalidad dado que el método de ajuste se centrará en la cópula de modo 
independiente de las marginales, pensemos que Fx y Fy son las distribuciones 
uniformes en [O , 1], de modo que la distribución de (X, Y) será C. Como 
muestra la proposición 13, el comportamiento estocástico de V = C(X, Y) 
caracteriza al generador de C y, con ello, a C. Buscamos pues un estimador 
para la distribución K(v) = IP'(C(X, Y) :S v). Esto puede llevarse a cabo en 
dos pasos 

l. Primero, consruimos la distribución empírica bivariada c<nl(x, y) aso
ciada con e del modo usual, i.e. 

1 n 

c<nl(x, y) = ; L n. (X; :S x, Y; :S y) 
i=l 

2. Calculamos c<nl(X;, Y;) y con estos valores un estimador de K como 

1 n 

Kn(t) = - L n. ( c<n)(Xi, Y;) :S t) 
n 

i=l 

Uno puede prescindir del estimador c<n) notando que las cantidades c<nl(X;, Y;) 
representan la proporción de las observaciones muestrales que no exceden 
(X;, Y;) componente a componente y utilizar las variables 

1 n 

A = - ~ n. (X·< X Y< Y.) 
J n~ J- "J-' 

J=l 

para generar el estimador de K(t) . Sinembargo, como c<nl(X;, Y;) siempre 
es mayor que 1/n y es deseable tener un estimador que tome valores en (O, 1), 
será más conveniente el utilizar las variables 

1 
B = -~n.(X <X Y < Y.) 1 n-1~ 1 - " 1 -' 

#i 
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Si denotamos por b(x) = D. (x >O) entonces, un estimador para K(t) está 
dado por 

1 n 

Kn(t) = - L b(t - B;) 
n 

(4.9) 
i=l 

Nótese que con ello somos capaces ya de producir un estimador de la cópula 
C gracias a la relación (2.16) definiendo >-n(t) = t - Kn(t) para cada n E N y 
t E (O, 1). Siempre que Kn(C) >ten su dominio, el estimador así generado 
será una cópula arquimediana. Obsérvese que esto es cierto aún cuando no 
supongamos que estamos estimando una cópula arquimediana. Es así que 
con este método construimos una cópula arquimediana a partir de la muestra. 
Siendo así, podemos pensar que la cópula construída Cn es una aproximación 
arquimediana a la cópula real C. Examinemos cómo llevar este método a la 
práctica. 

Primero necesitamos estimar el generador 

1t 1 
c/Jn(t) = to An(x) dx 

Después necesitamos invertirlo para tener 

Este paso, la inversión del generador c/Jn, es computacionalmente muy costosa 
pues el único procidimiento para hallar cp-;; 1 es usando el teorema de la función 
implicita que nos da una expresión para ella en términos locales y además 
como una serie. Esta es una seria limitante del método. 

Un procedimiento alternativo surge al notar que el estimador propuesto 
para K ( t) guarda estrecha relación con la T de Kendall. 

Recordemos que la T muestra! es la diferencia entre la probabilidad de 
concordancia y la de discordancia, es decir 

#pares concordantes - #pares discordantes 
Tn = (;) 

Rigurosamente hablando, podemos considerar las variables 

{ 
1 si X1 < X; y Yj < Y;, 

I = 'J . O en caso contrano. 
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para cada 1 :=;: i,j :=;: n . Con estas variables, dos parejas (X;, Y;), (Xi, Yj) son 
concordantes si y sólo si I;i +!ji = 1, de modo que el número total de parejas 
concordantes es Lij Iii · Tomando en cuenta que # discordantes = (;) - # 
concordantes podemos deducir que 

Gracias a que B; = (n - 1) Lj Iij, se sigue que L ij Iij = (n - 1) L; Bi, y 
con ello 

lo cual puede simplificarse como 

Tn = 4B -1 

donde B = ~ L; B;. Podemos explicarnos esta relación como la versión 
muestra! de la proposición 12. De este modo, si suponemos que la cópula 
que deseamos estimar es arquimediana y paramétrica podemos escoger el 
parámetro pidiendo que Tn coincida con (o esté un una banda de confianza 
alrededor de) el verdadero valor de T. Es importante notar que este método sí 
necesita el supuesto de que busquemos aproximar una cópula arquimediana. 

Examinemos ahora las propiedades del estimador Kn(t) . Primeramente, 
probaremos que converge a K(t) para cada valor de t, después daremos una 
aproximación o(l/n) para su variana asintótica. 

Proposición 17. Si B; son idénticamente distribuídas, entonces la distribución 
Kn(t) converge de modo puntual hacia K(t) para todo valor de t . 

Demostración. Si condicionamos a que (X1 , Y1) = (x1 ,y1) entonces, la vari
able (n-1) \!í sigue una distribución binomial de parámetros (n-1, C(x1, y1)) 

por la independencia de la muestra. Esto significa que 

de modo que, 
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El lado derecho de esta igualdad puede ser escrito como 

JE 1 + ) 
( 

(n- l)C(X1 Y1) [et/ (n - J) _ l))(n- l) 

n-1 

Argumentemos ahora que 

( 
( ) ( ) [ t/ (n-1) ] ) (n- 1) 

. n - 1 e X1 , Y1 e - 1 tC(X y) 
hm 1 + = e 1

' 
1 

n-+oo n - 1 

Utilizando la regla de L'Hopital sobre la función 

é fx - 1 
J(x) = 1/x 

observamos que conforme x---+ oo, f(x) ---+ t por lo cual 

lim (n - l)C(X1, Yi) [et f (n - l) - 1] = tC(X1, Y¡) 
n-+oo 
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(4.10) 

Esto prueba (4.10), puesto que (1 - x/nr ---+ ex de modo uniforme sobre 
intervalos acotados. 

Utilizando ahora el teorema de la convergencia acotada de Lebesgue se 
sigue que 

lim IE(etB1) = IE(etC(X1,Yil) 
n-+oo 

lo cual demuestra que 

lim IP'(B1 :::; v) = IP'(C(X1, Y1):::; v). 
n-+oo 

Resta notar que Kn(t) es la distribución de B1 . • 
Proposición 18. Si las variables B; son ideénticamente distribuídas, en
tonces la función de distribución empírica de las B; , Kn(t) , es un esti
mador fo - consistente de K(t), y una aproximación o(l/n) para la varianza 
asintótica de Kn(t) está dada por 

(K(t)(l - K(t)) + k(t){k(t)R(t) - 2t(l - K(t))} ]/n 
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donde k(t) = K'(t) es la densidad asociada con K(t) , misma que existe casi 
seguramente y 

R(t) =JE( C(min(X1 , X2) , min(Y1, Y2)) - t2,C(X1, Yi) = C(X2 , Y2) = t ) 

(4.11) 

Demostración. La prueba de este hecho se puede encontrar en ?? . • 

Gracias a que la cópula C es arquimediana, podemos conocer la forma de 
R(t) definido en (4.11) como sigue. 

Proposición 19. Si Ces una cópula arquimediana de generador</>, entonces 

R(t) = 2 ¡1 

(1 - v)cjJf-ll{(l + v)cjJ(t)}dv - t2 (4.12) 

Demostración. Para las cópulas arquimedianas la condición C(X1, Yi) = t 
puede escribirse como </>(X1) + </>(Y1) = </>(t) . 

Por ello, dado que C(X1, Y1) = C(X2, Y2) = t, si X 1 = min(X1, X2) 
entonces Y2 = min(Y1, Y;) . Resultado de esta simetría 

JE( C(min(X1, X2) , min(Y1, Y2)) jc(X1 , Y1) = C(X2, Y2) = t) 
= 2JE( C(X1, Y2)n ((X2 - X1) >O) jc(X1 , Y1) = C(X2, Y2) = t) (4.13) 

Considerando que cjJ(t) = </>(X2) + </>(Y2), si tomamos las variables S1 = 
</>(X1)/<P(t) y S2 = <P(X2)/<P(t), podemos escribir 

(4.14) 

Sabemos por el teorema 2.5 que si (U, V) tienen cópula C, entonces la variable 

</>(U) 
S = cp(U) + cp(V) 

sigue una distribución uniforme en (O, 1). De este modo, condicionado a que 
C(X1, Yi) = C(X2, Y2) = cjJ(t) las variables S1 y S2 tienen por distribución 
la uniforme en (O, 1). Es así que la ecuación (4.13) se reduce a 
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Si definimos v = u1 - u2 en la segunda integral obtenemos 

r1 r' 2 lo lo <f;1-1l(u1<f;(t) + <f;(t) - u2<f;(t))dvdu1 

Cambiando el orden de la integral tenemos 

Resolviendo esta integral se termina la prueba. • 
Por ejemplo, para la cópula de variables aleatorias independientes, II, gener
ada por <f;(t) = log(l/t) tenemos que 

R(t) = 2 ¡1 

(1 - v) exp((l + v) log(t))dv - t2 

Para resolver la integral podemos separarla en las integrales 

¡1 

exp((l + v) log(t))dv y ¡1 

vexp((l + v) log(t))dv 

La primera se resuelve directamente mediante la substitución u = (1 + 
v) log(t), y la segunda por partes pidiendo f = t,g' = exp((l + v) log(t)) 
y usando lo anterior. De este modo, tras simplificar, obtenemos 

R(t) = 2t(t - log(t) - 1) _ t 2 

(log(t) )2 

Con esto podemos encontrar la forma del aproximador o(l/n) de la varianza 
para Kn(t) siendo este igual a t(t - log(t) - l)/n. 

Efectuemos un ajuste con este método. En la sección anterior probamos 
la hipótesis de independencia para parejas (Yn, Yn+7 ) de observaciones de la 
variación porcentual del precio del fix y la rechazamos. Esto da sentido a 
la búsqueda de una cópula para estas parejas. Supondremos que es arqui
mediana y además paramétrica. Consideraremos como posibles las familias 
Clayton, Genest y Gumbel-Hougaard. 
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Familia c/J( t) Rango de o: .X(t) = <P(t)/<//(t) T 

Clayton (Cª - l)/o: (O,oo) t(l - tª)/o: o:/(o: + 2) 

Genest (1 _ tifcx)cx [1, oo) - t<cx-1) /cx(l _tifa) (40: - 6)/(40: - 2) 

Gumbel-Hougaard [- log(t)]ª+l [O, oo) -t log(t)/(o: + 1) 

Tabla 4.4: Familias Clayton, Genest y Gumbel-Hougaard de cópulas arqui
medianas. 

Usaremos para el análisis las siguientes rutinas. 

function t=taum(x,y) 
n=length(x); 
b=zeros(n,1); 
for i=l:n 

b(i)=(length(find(x<x(i)& y<y(i)))) / (n-1 ); 
end 
t=4*(sum(b )/n)-1; 

function k=distCuv(x,y,t); 
n=length(x); 
b=zeros(n,1); 
for i=l:n 

b(i)=(length(find(x<=x(i)& y<=y(i)))) / (n-1); 
end 
for i= l:length( t) 

k(i)=length(find(b<=t(i)) ); 
end 
k= k/n; 

o:/(o: + 1) 
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La primera para calcular el valor de la T muestral y la segunda para evaluar el 
estimador Kn(t) de la distribución de C(U, V). Obtenemos que T = - .0847. 
Através de calcular 11>-n - >-11 = suptE[o,iJI An(t) - >.(t) I en cada caso llegamos 
a la decisión de que la mejor elección será la cópula Gumbel-Hougaard de 
parámetro a= -.0781. Presentamos un resumen de los resultados. 
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Familia Valor del parámetro 

Clayton -.1563 

Genest 1.6731 

Gumbel-Hougaard -0.0781 

Tabla 4.5: Parámetros de las distintas familias. 

Hemos de notar que la familia Gumbel-Hougaard contiene a la 

Familia 11>.n - >.11 

Clayton .1331 

Genest .1629 

Gumbel-Hougaard .1107 

Tabla 4.6: Comparación del ajuste de >.n . 

cópula II, que corresponde al parámetro a = O. El estimador que obtuvimos, 
- .0781 es verdaderamente pequeño comparando con el rango posible, [O,oo). 
La cópula que hemos obtenido, pues, debe ser muy similar a la cópula de 
variables aleatorias independientes. Recordemos que, si bien es cierto que en 
la sección anterior rechazamos la independencia de las parejas (Yn, Yn+7) en 
la mayoría de los casos, también es cierto que en una gran proporción de las 
muestras (el 443) no fue posible hacerlo. Este ajuste nos explica que lo que 
sucede es que la cópula de estas variables es muy similar a la cópula II . 
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Figura 4.9: >.de la familia Gumbel- Hougaard contra >.n 
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4.5 Conclusiones 

En el terreno de lo empírico las cópulas nos revelan información interesante. 
Nos dejan ver que los aspectos de la relación que dependen puramente de la 
cópula pueden pasar de largo ciertos "detalles". Por ejemplo, tenemos los 
reordenamientos, en que siendo deterministicamente dependientes las vari
ables, se puede reportar independencia. No obstante hemos de reconocer que 
si un reordenamiento se semeja mucho a la cópula producto, entonces sus 
observaciones pueden ser utilizadas como observaciones independientes. Lo 
que se concluye es que no hay un claro límite conocido entre la independencia 
y la dependencia . . . en cada prueba que se concluya la independencia, tal 
vez se estaría concluyendo con la misma razón la existencia de una función 
invertible que relacione las variables en cuestión, y así , un nexo determinista 
entre ellas. 

Claro está que la prueba de la cópula empírica fallaría en un caso como 
este, sinembargo, no es el único caso en que puede fallar. Se pueden con
struir ejemplos de variables aleatorias dependientes cuya cópula semeja tanto 
a la de la independencia que en la mayoría de los casos la prueba basada en 
Tn sea incapaz de rechazar. Tal es el caso siguiente: Tómense X, Y, z V.a. 
independientes con distribución N(O, 1), y tómense W = X/Y, U = Y/Z. 
Calculando su densidad conjunta se ve que no son independientes (pues di
fiere del producto de dos Cauchy estándar como corresponderí ) . Generando 
mediante simulación muestras aleatorias de 1000 observaciones de estas vari
ables -W, U- y evaluando Tn se tiene que el 953 de las veces no podemos 
rechazar la independencia de (W, U). En este caso, la independencia condi
cional de (W, U) dado Y parece jugar un papel importante en la incapacidad 
de la prueba. Curiosamente, cuando se realiza la misma prueba con distribu
ciones normales no simétricas -por ejemplo con media µ = 1 - la prueba es 
muy eficiente. 

Ciertamente, en caso de rechazo de la hipótesis de independencia, la 
prueba de la cópula empírica es muy eficiente, sin embargo, su naturaleza, por 
decirlo de algún modo, universal, hace que en muchos casos no sea suficiente 
para detectar dependencia. 

Por otro lado, el método de ajuste de cópulas arquimedianas paramétricas 
nos da la posibilidad de utilizar las cópulas como nexo entre dos distribu
ciones univariadas obtenidas a partir de una muestra para producir posibles 
distribuciones bivariadas de esta misma muestra. De este modo, este método 
trae a la práctica la riqueza de las cópulas. 
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Conclusiones Generales 

Hemos visto cómo la función de distribución de un vector aleatorio está com
puesta por información relativa exclusivamente a las variables, información 
marginal, y está compuesta también por información relativa al compor
tamiento conjunto de las variables aleatorias. Esta situación puede ser con
fusa, pues puede dar la idea de que la definición de independencia o de depen
dencia es una suerte de esencia que no guarda relación con las distribuciones 
marginales. Hemos notado que no es así. Por ejemplo, si un vector está 
formado por una variable aleatoria X y la suma X + Y con Y independiente 
de X, entonces la cópula asociada a este vector cambia radicalmente al ele
gir las marginales para las variables X, Y. De este modo, aunque la cópula 
esté íntimamente relacionada con la dependencia de un vector aleatorio, no 
siempre es posible extraer información útil o relevante de este hecho. 

Por otra parte, en los problemas de datos reales, para ajustar una cópula 
podríamos utilizar las cópulas empíricas. El problema de esta aproximación 
es que calcular la cópula empírica tiene complicaciones numéricas impor
tantes. Sería costoso, en términos computacionales, generar las evaluaciones 
de la cópula empírica en, digamos, 100 puntos (¡que sería lo correspondiente 
a partir el intervalo unitario en sólo 10 segmentos !), y mucho más costoso 
aún el interpolar con el método presentado en la prueba de Sklar para ex
tender esta sub-cópula al cuadrado unitario. No sería práctico. Por ello el 
método de las cópulas Arquimedianas me parece más adecuado. 

Al respecto de este método podemos plantear, con mucha razón, la in
terrogante de ¿por qué utilizar cópulas Arquimedianas en un problema es
peciífico? pensando en que la cópula real puede no pertenecer a esta familia. 
No tengo una respuesta definitiva. Lo único que puedo decir es que hay 
una gran variedad de relaciones entre variables en que podemos tener una 
cópula Arquimediana, es decir, la familia Arquimediana no está limitada a 
no poder describir tal o cual modalidad de dependencia, de modo que si 
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bien no hay razón para decidir que la cópula es Arquimediana, tampoco hay 
restricciones teóricas en cuanto a los ámbitos en que debemos o no usarlas. 
El método expuesto es aún más específico en la selección ya que se basa en 
encontrar el parámetro suponiendo una familia paramétrica de cópulas Ar
quimedianas. En favor de esto sólo puedo decir que no se elige una única 
familia paramétrica sino varias. En realidad se eligen familias en que el pro
ceso sea viable, es decir, en que podamos invertir la función que define la tau 
de Kendall ya sea directamente o numericamente. Como apoyo al resultado 
(la selección de una cópula), se pueden ajustar distribuciones marginales y 
generar con ello tablas de frecuencia de la distribución conjunta resultante y 
compararlas con los datos. Si hemos encontrado una distribución que consis
tentemente recupera la estructura general de nuestros datos, podemos usarla 
como la distribución de la muestra siempre que en la práctica refleja simi
lares resultados. Existen otros métodos que se tratan en la literatura para 
ajustar cópulas Arquimedianas. Al respecto es interesante preguntarse si son 
similares los resultados y si se ha probado la mayor efectividad de alguno de 
ellos y en qué casos. 

La prueba de independencia desarrollada en el último Capítulo parte de 
un contexto muy general: la convergencia de la cópula empírica. Este he
cho es a la vez favorable y desfavorable. Podemos asegurar que en caso de 
rechazar independencia hemos de confiar firmemente en esta conclusión. Al 
mismo tiempo cuando no somos capaces de rechazar independencia, no hay 
cosa alguna que decir. Se pueden construir muchos ejemplos en que la de
pendencia es sutil, en que la cópula es muy similar a la cópula independiente 
y esta prueba no detecta aún a niveles muy altos de confianza. No podemos 
pedirle más a un procedimiento tan universal. Queda mucho por estudiar de 
esta prueba. Para empezar, encontrar la distribución del estadístico prop
uesto y calcular sus cuantiles para dar un carácter objetivo a la selección de 
la región de rechazo. Un cálculo similar a este se puede hallar en [4] donde 
se construye una prueba bastante más compleja para independencia. 

Esta misma prueba y los reordenamientos de M son una pareja algo 
escandalosa. Es algo impresionante, de primer momento, que podamos en
contrar una función invertible para relacionar dos variables que siempre van 
a reportar ser independientes. Esto revela que en el ámbito de lo práctico la 
independencia y la dependencia más estrecha no son tan distintas, sino que 
pueden ser casi iguales. 
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