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CAPITULO |
INTRODUCCION Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Durante los estudios que se llevan a cabo a nivel licenciatura sobre control,
tanto analégico como digital, frecuentemente se considera el caso ideal en que Ia
planta no esta sujeta a perturbaciones tanto intemas como externas al sistema.
Esto se debe a que dichos estudios, tienen como propésito brindar conceptos
basicos de la ingenieria de control, que posteriormente sirven para el estudio de
las nuevas teorias de control que utilizan modelos matematicos mas elaborados.
En la practica los sistemas a controlar difieren de aquellos que conocemos en la
teorfia del nivel de licenciatura, ya que existen perturbaciones externas e internas,
que hacen necesaria la aplicacién de modelos mas elaborados.

El propésito de este trabajo es el estudio, disefio y aplicacion de un
esquema de control 6ptimo no deterministico (LQG) basado en la teoria de filtrado
de Kalman, que controle la salida de un sistema a pesar de las perturbaciones
internas y/o externas que puedan presentarse. Particularmente, el disefio y
aplicacion de dicho esquema de control se efectia en una planta experimental de
tipo 1. El enfoque del trabajo es didactico para que los estudiantes puedan realizar
practicas en el laboratorio de control digital por medio del uso del software de
simulacién (Matlab) y de controladores digitales basados en PC (SPVisor) y asi
consoliden sus conocimientos sobre los algoritmos de control modernos.

Para cumplir con el objetivo de este trabajo, se requieren las bases teéricas
del analisis y aplicacién del algoritmo de control éptimo.

r F e u

; ( ) " Controlador N Proceso y
Ge(z) Gp(z)

v

[ Medicién

Figura 1.1 Esquema de un sistema clasico de control de lazo cerrado.




La figura 1.1 muestra un sistema clasico de control de lazo cerrado, el cual
tiene como fin mantener una relacion entre la salida y la entrada de referencia,
comparando ambas y utilizando la diferencia como variable indicativa del control.
En estos esquemas se genera lo que se conoce como una sefial de error, que es
la diferencia entre la sefal de entrada y la realimentada, misma que entra al
controlador de tal forma que se pueda reducir el error y se lleve la salida del
sistema al valor deseado.

La figura 1.2 muestra un sistema con retroalimentacion de estado, en el
cual, a diferencia de los sistemas clasicos de control, se retroalimenta el estado de
la planta, la cual es representada por sus ecuaciones en variables de estado. El
estado se multiplica por una matriz de ganancia negativa y realimenta al sistema.

. Planta
x(k +1) = Ax(k)+ Bu(k)

Figura 1.2 Esquema de retroalimentacion de estado

Dado que no siempre es posible medir las variables de estado, surge la
necesidad de estimarlas a partir de las sefales que si se pueden medir, como la
entrada y salida del sistema. Esto da un nuevo esquema que se muestra en la

figura 1.3, que incluye un observador de orden completo.
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Una entrada

Una salida
k)=-K&(k
u(k) K2 (k) Planta fisica

...............................................................

Y

OBSERVADOR

(k) 2k +1) = A2(k) + Bu(k)+ Ly(k)
(k) = C#(k)+ Du(k)

Figura 1.3 Observador de orden completo

El observador se construye para emular el comportamiento de la planta. De
la comparacién de la salida real con la salida estimada genera un error de
estimacién que se multiplica por la matriz L del observador, esta matriz debe ser
calculada por el disefador. El observador genera un estado y una salida

estimados en cada ciclo.

El esquema de control por realimentacién de estado se complementa con
una red de seguimiento de la entrada de referencia r mostrado en la figura 1.4.
Esto tiene como proposito lograr que la salida siga a una entrada de referencia. En
este esquema se multiplica la referencia r por una matriz Ny para tener el estado
de referencia x,; asi mismo se tiene una variable de error como en el esquema
clasico, la cual puede pasar a un integrador con ganancia k; Si la planta es tipo 1
o mayor, k; se anula. El resultado es que la planta siempre se va a ajustar a un

valor de referencia asignado.




Planta

N, * _

Figura 1.4 Esquema de red de seguimiento

Al combinar la red de seguimiento con el observador se obtiene el esquema
de control que se muestra en la figura 1.5, el cual puede realizar tanto la
estimacion de las variables de estado como el seguimiento de un valor de

referencia.
Perturb.
A z—1 + A+
u k)
h 4
i Rk+1)= A ZE)+B u®) + L [y(k) - 58)]
(k) = C %(k) Observador

Figura 1.5 Esquema que combina al observador con la red de seguimiento.




El esquema de la figura 1.5 se va a emplear a lo largo del presente trabajo,
implicando inicialmente el algoritmo de Ackermann para calcular la matriz L del
observador y posteriormente calcularla por el algoritmo de Kalman para introducir
elementos de perturbacion a la planta.

Una vez agregado el filtro de Kalman al sistema, se completa el disefio del
esquema de control 6ptimo no deterministico (LQG) y se procede a la simulacién y
posteriormente a la aplicacién del mismo a la planta fisica.

El presente trabajo se compone de cinco capitulos, de los cuales en el
primero se describe el objetivo principal y la introduccién del trabajo, presentando
las partes del proyecto en forma individual y conjunta.

En el capitulo dos se plantean los algoritmos discretos de control,
empezando por la retroalimentacion de estado que da pie al analisis del
observador de orden completo. Se incluye el control en seguimiento para generar
un esquema de control mas completo. Posteriormente se introduce la teoria de
control éptimo para el célculo de la matriz de control. Finalmente se plantea el
disefio del filtro de Kalman, se presenta su estructura y se enuncian algunas
consideraciones acerca de su aplicacién. El filtro de Kalman encuentra su lugar en
el sistema al sustituir al observador en el esquema presentado en la figura 1.5.

Dado que el sistema abordado en este trabajo es afectado por
perturbaciones externas y/o internas (ruido), en el capitulo tres se explican las
caracteristicas de dichas perturbaciones (ruido blanco o gaussiano). También se
explica el modelo de la planta, lo que implica comprender el funcionamiento del
Simulador de Control de Procesos PCS-327, que es la planta fisica experimental
sobre la que se trabaja.

En el capitulo cuatro se discretiza el sistema (por medio del método ROC) y
se obtiene su representacion en variables de estado calculando de esta forma las




matrices A, B y C. Posteriormente se calcula la matriz K mediante el algoritmo
LQR del capitulo Il, y tomando como referencia el planteamiento recursivo visto en
el tema 2.4 se obtiene la matriz L. Estos valores son los que, posteriormente, se
aplican a la planta fisica mediante el controlador digital basado en PC (SPVisor).

Para simular el comportamiento del sistema, se toman los datos calculados
y se emplea Simulink para probar el esquema de control propuesto. En la etapa de
simulacién se realizan pruebas modificando los valores de las matrices de
ponderacién Q y R hasta estabilizar el sistema.

También, dentro del capitulo cuatro, se describe el paquete SPVisor,
desarrollado mediante programacion orientada a objetos (lenguaje C++), el cual
permite el control de procesos continuos por medio de una PC de acuerdo a los
esquemas de realimentacién de estado y observador de orden completo descritos
anteriormente. SPVisor se conecta con el proceso o planta fisica a través de la
tarjeta de adquisicion de datos PCL-812 y de una interfaz de acondicionamiento
conectada a los canales A/D y D/A. Este software contiene una interfaz amigable
para el usurario y permite una facil interpretacion de resultados ya que las
variables se despliegan en forma de barras y como gréaficas en funcién del tiempo.
El software recibe como datos el modelo de la planta en funcién de sus variables
de estado discretas, la matriz de ganancia dptima K, el estado inicial de la planta,
la matriz de ganancia de estimacion L y el orden del sistema n. A continuacién se

muestran los componentes del sistema de control digital que se ha desarrollado.
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Figura 1.6 Componentes del sistema de control digital

En el capitulo cinco se describe la aplicacion del disefio a la planta fisica.
Se insertan los valores de las matrices del sistema, asi como las matrices
calculadas en el capitulo IV, se agrega ruido a la planta fisica (médulo PCS327)
por medio de un generador de sefiales y se procede a experimentar con diferentes
valores de las matrices Ky L para observar el comportamiento de la planta fisica y
reportar los resultados. Estos resultados se analizan comparandolos con los
obtenidos en la simulacién.

Finalmente, se analiza el desarrollo del trabajo en cada una de sus partes
para establecer el cumplimiento de los objetivos y de manera conjunta enunciar
las conclusiones del trabajo desarrollado.




CAPITULO Il
ALGORITMOS DISCRETOS DE CONTROL OPTIMO LQR Y LQG.

2.1 RETROALIMENTACION DE ESTADO Y OBSERVADOR DE ORDEN
COMPLETO.

Gp(2)
> x(kH)=Ax(k)+Bu(k) >y
y(k)=Cx(k)+Du(k)
x(Kk)

-K[1xn] <
Controlador

Figura 2.1 Esquema de retroalimentacion de estado

La figura anterior muestra la forma general de un sistema realimentado, ya
que el vector de estado regresa al sistema como nueva entrada en cada periodo
pasando primero a través de un bloque que funciona como controlador del
sistema. Esencialmente este controlador contiene una matriz —K[7xn] donde la K
es manipulable por el disefiador. Considerando que la K negativa denota que el
sistema es realimentado negativamente, escoger la retroalimentacion negativa es
ventajoso para cuestiones de estabilidad del sistema como se ve a continuacién.

Considerando la representacion en forma canénica controlable de un
sistema discreto lineal en variables de estado:

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) 24

(k) = Cx(k) + Du(k) 2.2




En la ecuacién 2.1 se sustituye la entrada de control:

uk) = -Kx(k) 2.3
se obtiene:

x(k+1) = Ax(k) - BKx(k)

x(k+1)=(A4-BK)x(k) 2.4

En 2.4 se denota que el sistema es realimentado por las variables de
estado x(k), ademas que se puede ver la influencia directa que tiene la matriz K
sobre el esquema realimentado.

En el sistema de malla cerrada los valores propios son las raices del
polinomio P(Z) que se define a continuacién:
|zI-(4-BK)| = P(z) 25

El polinomio P(z) tiene la siguiente forma general:
P(z)=z"+pz"" +..p,.z2+ D, 26

donde: n es igual al orden de la matriz A

Las raices del polinomio P(z),es decir los valores propios, son los polos del
sistema realimentado, los cuales estan determinados por los elementos de la

matriz K =[k,... k,].

La forma controlable da una gran ventaja para el disefiador, ya que
escogiendo una K adecuada el sistema realimentado podra hacerse estable. La K
escogida debe garantizar que los valores propios sean estables, es decir que los
polos de malla cerrada estén dentro del circulo unitario del plano z. Escoger los
valores adecuados para los elementos de K depende del valor de las raices a las
cuales se desea llegar.




La retroalimentacién de estado se utiliza para regular un sistema discreto.
Se analizaran dos casos, el primero donde se tienen un sistema con la forma
canénica controlable y el segundo donde no se tiene una representacion de este
tipo. En ambos casos se debe cumplir la controlabilidad del sistema.

Antes de comenzar con el primer caso, se enuncia el concepto de
controlabilidad. Un sistema es controlable si la matriz C. de controlabilidad:

Co=[B | AB|-+:| A" B|)..n 27

es no singular. Cabe recordar que una matriz es singular cuando su
determinante es nulo.

En el primer caso, las condiciones que deben cumplirse son en principio
que las matrices A y B tengan la forma canénica controlable y que el sistema sea

controlable:
—4p =y —ly 1 =, 1
1 0 0o - 0 0
A= 0 1 0o -« 0 B=|0
0 0 0 1 0 0

La segunda condicién es que la matriz A-BK sea Hurwitz lo cual significa
que el médulo de sus valores propios sean menores que la unidad, lo cual le da al
sistema la caracteristica de ser estable.

Al cumplirse las condiciones de controlabilidad y estabilidad de malla

cerrada, se hace el siguiente analisis.

De acuerdo con la ecuacién 2.4, el término(A-Bk) se representa en forma

desarrollada:

10
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1 0 0 0 0 0 0 0

A-BK=| 0 1 0 0 |-|0 0 0 0

S NE % @

0 0 0 1 0 0O 0 0 0 0

—(a,+tk) —(a,+k) —(as+ky) - —(a,+k,)

1 0 0 0
A-BK = 0 1 0 0
0 0 0 1 0

Esta particular forma que adopta la matriz A-BK permite llegar a la
siguiente consideracion.

Para calcular los valores propios del sistema retroalimentado se emplea la
expresién 2.5,

P(z) = |2I-A+BK] = 0

y al desarrollar el determinante se obtiene el polinomio de la ecuacién 2.6
de donde se tiene:

pi=a,+k
P2 =a, +k,

p,=a,+k, 2.8

donde:
p - valores de los coeficientes que forman el polinomio P(z)
a - valores de la matriz A con forma controlable

k - valores de las componentes de la matriz K de control

11



De estas expresiones se puede despejar los valores de las componentes de
K para valores de los polos de malla cerrada conocidos que se asignan segun sea

conveniente para el disefio.

Se debe comentar que la asignacién de los polos en malla cerrada en un
caso real de disefio no es arbitraria, ya que se tiene bien definido, en base a la
experiencia, las zonas mas adecuadas para colocar estos polos e inclusive se
puede determinar el comportamiento del sistema dependiendo de las posiciones
escogidas.

El segundo caso que se aborda sobre la realimentacién de estado, es aquel
en que A y B no estan enunciadas en forma canénica controlable y el nimero q de
entradas y el nimero p de salidas es uno (una entrada y una salida). En este
segundo caso se aplica la formula de Ackermann para calcular la matriz de
retroalimentacion de estado K.

La formula de Ackermann esta dada por:

K=[0 0 0..1][B 4B...4"' B[ wP(4),, 29

donde P(A) se enuncia con base en el polinomio 2.6, que también puede tomar la
forma:
P(2)=(z-a))(z-ay)......(z—@,) 2.10

donde a;son los polos de malla cerrada que se especifican.

Y la expresion P(A) se define como:
P(A)=A"+PA™" +........# P_ A+ P, 21

A continuacién se plantea la formulaciéon del observador de orden completo

empleado de la misma forma de Ackermann.




El modelo de un observador de orden completo es el siguiente:

Una entrada
Una salida
k) =-K=(k k
W& ) » Planta fisica y(= )

+
y(k) = y(k) - p(k)

e K _

L
F 3
4 OBSERVADOR
(k) 2(k +1) = A2(k) + Bu(k) + Ly (k) >
$(k) = Ca(k) + Du(k) )
Figura 2.2 Sistema con Observador de orden completo
Asumiendo D=0

En el Observador:
20k +1) = A2(k) - LC2(k) + Bu(k) + Ly(k) 2.12
(k)= C(k) 2.13

donde u(k) y y(k) son las sefales presentes en la planta fisica

2(k+1)= (4 LC)2(k) + Bu(k) + Ly(k)

Restando las ecuaciones del observador 2.12 y 2.13 a las ecuaciones de la
planta 2.1 y 2.2 respectivamente con D=0, y definiendo:
x(k) = x(k) - 2(k) 2.14




se obtiene:
X(k+1)=Ax(k)- Ly(k)
y(k)=Cx(k)

X(k+1)=(A- LO)x(k) 2.15

Si (A-LC) es Hurwitz se cumple |a siguiente condicién de convergencia:
%(k)—> 0 2.16

Dicha condicién de convergencia es la propiedad que se debe cumplir, para

garantizar que los estados estimados por el observador y los reales tiendan a ser
iguales.

Para calcular la matriz de ganancia del observador, el sistema debe cumplir
con la propiedad de observabilidad. El sistema es observable si la matriz de
observabilidad

c
A
0= (’: 2.17
CwAn—l

es no singular.

Un sistema es controlable si su dual es observable y viceversa, es decir, si
el sistema es observable, su dual es controlable. Por lo tanto es conveniente que
definamos el dual del sistema, el cual esta dado por:

2(k +1) = A"z(k) + CTu(k)

2.18

y(k) = B"2(k)+ D"u(k) 2.19
De donde podemos obtener las siguientes matrices:

C.=lc" AT¢T < (Y] 2.20




BT
T.aT
| T2 2.21

BT{AT}M—I

Un sistema cumple con la propiedad de dualidad si:
@) =C, 2.22
(€)' =o 2.23

Con base en el principio de dualidad se puede calcular la matriz L del
observador mediante Ackermann utilizando las matrices A", C”y L" de la siguiente

forma:
= - 1fc’ 4’c™ ... Ay"'c"lpa) 2.24
C T
= - 1 C:A O(A) 2.25
(e

Q(A) se enuncia a partir del polinomio caracteristico relativo a los polos del

observador
H2)=(z-q,)(z-¢q,)--(z—q,) 2.26

donde ¢, son los polos del observador que se especifican.

Para diferenciar claramente la especificacién de los polos «, de malla
cerrada de la ecuacion 2.12 y los polos del observador ¢, de la ecuacion 2.26, se

muestra el siguiente ejemplo.

Dado el sistema:




2.7145 -2.4562 0.7408
A= 1 0 0 B=|0
0 1 0 0

C=10"[0.1547 0.574 0.1331]

Se especifican arbitrariamente los polos de malla cerrada de acuerdo con

P(2) :
P(z)=(z-0.9~ j0.3)(z— 0.9+ j0.3)(z-0.85)
a, =0.85
@y, =09+ j0.3

Desarrollando:

P(z)=(z2-09z+ j0.32-0.92+0.81- j0.27 - j0.3z+ j0.27+0.9)(z— 0.85)

Finalmente:
P(z)=(z"-1.82+1.71)(z-0.85)
P(z) =z’ -2.652" +2.432-0.765

Considerando que el modelo se expresa en forma canénica controlable, se
puede calcular los elementos de la matriz K:

K =[(P| -a) (p,-4) (ps _03)]
K =[0.064 -0.026 -0.024]

Donde:
a,,a,,a, son los coeficientes del polinomio A(Z)

P-P.-P;  son los coeficientes del polinomio P(Z)

Se sabe que los polos del observador se obtienen de:

O(z) =z - (A-LC) 227

16



Para obtener el valor de la matriz L del observador de orden completo es
necesario especificar los polos del observador, de acuerdo con 2.26

0(z)=(z-0.5) =2z -1.52 +0.75z-0.125
92,3 =0.5

Los polos del observador g, estan mas cerca del origen que los polos «, de
malla cerrada.

Polos de retro de estado
u=-K2(k)

*O

Polos del observador
2(k)

Figura 2.3 Comparacién de polos de retro de estado y del observador

Utilizando Matlab, se obtiene la matriz del observador mediante la
instruccion:
L™ = acker(A”, C”, Q), donde Q es el vector que contiene los polos del observador.

0.5

0=05
0.5

Después de haber introducido las matrices correspondientes, Matlab
entrega lo siguiente:
I =10°[1.8381 1.3996 0.9525]

17



2.2 CONTROL EN SEGUIMIENTO.

El esquema de control en seguimiento permite que la realimentacion de

estado sea empleada para responder a una entrada de referencia r{t).

Referencia r
e

= x(k) y(k) = Cx(k)
x(k+1)= Ax(k) + Bu(k) » C |—»

Figura 2.4 Sistema retroalimentado con cambio de referencia r

En primer lugar se considera que el estado en estado estable y converge
acero gy, =0, a partir de condiciones iniciales en respuesta a una perturbacion, lo

que implica que la salida es estado estable yss=0.

Lo que se busca en el seguimiento es que yss — r, para lo cual se emplea
el esquema mostrado en la figura siguiente, el cual se aplica bajo la restriccién de

que y(k) y u(k) son de la misma dimension.

Planta x(k)

y(k)=Cx(k)
x(k+1)= Ax(k)+ Bu(k) C —>

Realimentacion de estado

Figura 2.5 Esquema de control de seguimiento adicionando matrices Nx y Nu




En el diagrama se tienen las siguientes consideraciones:

a) x,=N,r

by wu,=N,r
c) u=u+u,
d) u,=K(x, -x)=—-K(x-x,)=-Kr+Kx, 2.28

La matriz Nx permite generar al estado de referencia x;

En estado estable:

Yss =T
Yss =Cxgs
xS =xr

—— 2.29

Entonces, en estado estable la u esta determinada exclusivamente por u;,
es decir:

Ug =l = Nyr 2.30

El calculo de Nx y Ny se hace con las ecuaciones de estado y salida en
estado estable:

X = Axgo + Bug

Xo = Ax + BN, r

(4-1)xs+BN,r=0

(A-I)x, + BN,r =0

(A=I)Nyr+BN,r=0

(4-I)N, + BN, =0 2.31

Hasta ahora, con la ecuacién anterior, se tienen dos incognitas (Nx y Ny) y
tan solo una ecuacion. La ecuacién faltante se obtiene de:
CN SRS




CN, =1 2.32
Entonces, el sistema de ecuaciones se resuelve de la siguiente manera:
(4-1) B][Ny]_[0 s
g 0N |J
en el cual se aplican las siguientes observaciones:
1. Si la planta es tipo 0 (no tiene polos en el origen o integradores), la salida
¥ss s compensada por la prealimentacion Ny para que alcance r.

2. Si el proceso es tipo 1 o mayor, entonces Ny es nula.

Por uitimo la matriz Nu puede sustituirse por un elemento de compensacion

dinamica, es decir un integrador.

Corresponde a un lag

1_ Corresponde a un integrador en Laplace

1 Corresponde a un integrador en Z

A continuacién se muestra el esquema de seguimiento final con un

integrador en la trayectoria directa, actuando sobre el error e=r-y.
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Planta

Ny

Figura 2.6 Esquema de control en seguimiento completo

En estado estable se cumple:
xSS = xr
x,=N,r

thyss =0

Observaciones al esquema con integrador.

1. Si se requiere un observador, se introducira con el proceso ya visto.

2. Nx se calcula con el procedimiento anterior ecuacion 2.33, del cual se
desecha Ny.

3. El parametro k; del integrador se asemeja a la matriz K de la retro de estado

y se disefia como una planta aumentada con el procedimiento anterior.

Y=F 1 x; 5
" z-1 “¥ >

Figura 2.7 Influencia del integrador

21



En la figura 2.7 se muestra la aplicacién del integrador, donde x; es una
variable de estado adicional, la cual es calculada considerando r=0 (principio de
superposicion),

x,(k+1)=x,(k)+ y(k) 2.34

u, (k) =-kx,(k)

y(k) = Cx(k)

Entonces se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:
x,(k+1)=x,(k) + Cx(k)

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)

y en forma matricial:

[xf(k+l)}=[l C]_[x,.(k)}[o]_u(k) 54
x(k+1) 0 A|| x(k) B

La matriz de control para esta planta aumentada se expresa:

K,=[k K] 2.36
u(k) =-lk, K] Lm} 2.37

Con ayuda de matlab, con el fin de ilustrar la aplicacién del esquema en
seguimiento se muestra el siguiente ejemplo del calculo de las matrices de control
y del observador de acuerdo con los métodos presentados anteriormente.

Dada la planta continua:

1

G )=y

Se especifica el periodo de muestreo y los polos de malla cerrada:
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T-=0.1 - Polos de P(z)

M,=02 P 0.7442 +£0.3224i .
2 = U, T U, i =
e PL- 0.4066 e
Otros polos estables = -9 =l B
Con respecto al observador se especifica lo siguiente:
- Polos de Q(z)
q,
Polos continuos del observador =15 q,2, =0.2231 0 =|q,
qs

La planta en variables de estado se expresa:
-3 =3 -1 1

A= 1 0 0| B=|(0
0 1 0 0

c=[o o 1] p=[0]

Misma que se discretiza con 7=0.7:

2.7195 -2.4562 0.7408 1
A= 1 0 0 B=|0
0 1 0 0

C=107[0.1547 0.5740 0.1371]

Utilizando los métodos enunciados se obtienen las matrices de control, del
observador, y del esquema de seguimiento sin integradores.
K =[0.8196 -1.1933 0.4734]
L=10’[3.7156 2.3133 1.0715]
1.1604
N, =|1.1604
1.1604
N, =1
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Cabe recordar que un sistema que no contiene integradores es propenso a
error de estado estable (egs), como se muestra en las figuras siguientes:

Perturbacion

h 4
—

(s+1)° Salida

e #0

2(k)

Figura 2.8 Error estado estable en planta tipo cero

Perturbacion

s(s +1)° Salida

e =0

2(k)

VAN P AN
\J 1\

Figura 2.9 Error estado estable en planta de tipo mayor que cero
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2.3 CONTROL OPTIMO LQR.
Regulador Lineal Optimo Cuadratico (LQR)

Para el sistema discreto lineal
x(k+1) = A x(k) + B u(k) 2.38

cuya secuencia de estados x(k) depende del estado inicial x(0) y del conjunto de
valores de entrada
{u(k)} = {u(0), u(1),... u(N-1)} 2.39

El problema de control éptimo consiste en determinar la secuencia de
control u(k) de forma que el sistema 2.38 evolucione desde x(0) hasta x(N)
optimizando el indice de desempefo

J= i[xr(k)Qx(k) +u” (k) Ru(k)] 2.40
k=0

donde las matrices QO=0"20 y R=R" 20 son simétricas positivas

semidefinidas.

El indice J expresado en la forma cuadratica 2.40, representa, por una
parte, la energia suministrada al sistema. Entonces si se minimiza el indice J, se
estd minimizando la energia suministrada por medio de la entrada u(k). La otra
parte del indice expresada por el estado x(k), minimiza las desviaciones de dicho
estado con respecto a su condicién de equilibrio.

Las matrices Q y R son matrices de ponderacion definidas por el disefiador
en donde se establece la importancia relativa de la desviaciéon cuadratica o del
consumo de energia.

Debe sefalarse que existen diversas formas del indice J, pero la mas

aceptada es la mostrada en 2.40, la cual puede expresarse como
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7= [ (k+ 1)0x(k +1)+u” (K)Ru(k)] 2.41
k=0

En el principio de optimalidad, una secuencia de decisién dptima tiene la
propiedad de que cualquiera que sean los estados y las secuencias de decisiones
previas, las restantes decisiones forman una secuencia 6ptima con respecto al
estado resultante de las decisiones previas. En consecuencia, el principio de
optimalidad establece que si una secuencia de control es 6ptima en el intervalo

{u(0), u(1),... u(k)} para 0<k<N-1

también lo es en cualquier subintervalo i<k< N -1 con i20, que conduzca al
objetivo o estado que estamos buscando.

Se considera que /v,y €s el valor del indice J cuando faltan / pasos desde el

estado k para llegar al final

Iy n = E[xr(k +DOx(k +1) + Nr(k)Ru(k)] 2.42

k=N—¢

donde k es el estado a partir del cual se inicia la secuencia.

La ecuacion funcional de la programacién dinamica es de importancia
debido a que permite establecer un procedimiento recurrente para el calculo de la

secuencia de control 6ptimo, considerando el costo 7, ,, cuando faltan i pasos

para el estado N, partiendo del estado k. La ecuacién (2.42) la podemos expresar:

T[N =)= [&" (N =i+ DOV =i+ 1) +u” (N — i) Ru(N ~ )]+
) " (k +D)Qx(k + 1)+ (k)Ru(k)]

k=N-i+l

2.43

Definiendo 7, ,, =min/, ., aplicando el principio de optimalidad y

tomando en cuenta que [x” (N —i+1)Qx(N —i+1)+u’ (N —i)Ru(N —i)| no depende
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de u(k) para N-i+1<k<N-1, el minimo I}_ , puede escribirse de la siguiente

manera:

Iy y[x(V =)= 1599][{(;\! —i+1)Ox(N =i+ +u" (N -i)Ru(N - ;‘)]+

" min { NfLxr(k+1)Qx(k+1)+u7(k)Ru{k)}
w{ N =i+l),-u(N=1)

k=N-i+

la cual también se enuncia
Iy (v -0))= ?}V@)[x’w — i+ DOX(N i+ 1)+ " (N =D)Ru(N = )|+ Iy eV =i +1)]
2.44

La ecuacion funcional de la programacién dinamica 2.44 puede ser usada

en forma recurrente. En efecto, si se conoce el minimo 7,_,,,, para los i1 pasos

restantes, se puede calcular la decision optima u(N-j) para cuando faltan i pasos,
resolviendo la ecuacion de minimizacién anterior. Se observa que en este
enunciado se establece que la solucién se lleva a cabo en sentido inverso, a partir

del estado final.

En la Tabla 1 y la Figura 2.10 se muestran los enunciados anteriores para
los tres ultimos pasos de la ecuacion funcional de la programacion dinamica.

TABLA 1

K Indice de costo o desempefio incremental del i-ésimo paso faltante

N1 LBV =] = min[x” (VO +u” (V=D Ru(N 1)

N2 |1 (v -2)]= ﬂi_r;’[xr (N =DOX(N =) +u" (N =2 Ru(N = 2)|+ I, o [x(N = 1)]

N3 | 1wV -3))= Hﬁi_r;][xr(N ~Ox(N =2)+u’ (N =3)Ru(N =)+ I, 4 [x(N -2)]

Tabla 1
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x(N-i) x(N-i+1) x(N=3) x(N-2) x(N-1)

N
O ......... O_H(N__I). ......... O_”(L—320 “{_N'z)o H(N—l).x( )
I I.\'-I,.’\-‘
[)_ N-1
| |
i Lo i
‘!.\—3

| |

‘!\.—; ! ].\’—.’!,N I

| |

f Vi |

Figura 2.10 Tres ultimos pasos de la ecuacién funcional de la programacién
dinamica.

El andlisis LQR que se plantea, consiste en determinar, en sentido inverso,
desde el estado final definido x(N), el i-ésimo segmento de entrada 6ptima u*(N-i),
que minimiza el indice de desempefio. En cada paso, una vez que se obtiene
u*(N-i), se determina el desempefio en el estado x(N-i), y sobre este estado y el
indice asociado, se determinara la entrada optima previa y asi sucesivamente,
hasta encontrar la expresion general que permita determinar el conjunto 6ptimo de
entradas {u*(k)}.

Para obtener el indice de desempefio en cada paso de evoluciéon del

sistema, se recurre a determinar el indice incremental minimo /,_, ,, para lo cual

el indice J se expresa como

J = x7 (N)Qx(N) + E[xr(k)Qx{k} +u” (k)Ru(k) 2.45




Con base en el principio de optimalidad, el proceso de minimizacién se lleva
a cabo en sentido inverso, sucesivamente con respecto a u(N-1), u(N-2), ... u(0),
de donde se tiene

minJ = min ,}{m ”{x (N)Qx(m+z[ (k)Qx(k) +u (k)Ru(k)]}}

k=0

en donde

mm{r (N}Qx(N}+Z[x (k)Ox(k) + 1’ (k)Ru(k)} i[ " (k)0x(k)|+ Z[u (k)Ru(k)] +

" (N)Qx(N) +u’ (N ~1)Ru(N - 1)}
2.46

La importancia de esta ecuacién radica en que la definicion del costo
incremental minimo del Gltimo paso, en la transicion N-7 a N, es evidente:

I'Nan = miﬂl{x" (N)Ox(N)+u" (N = )Ru(N - 1)} 2.47

Sustituyendo x(N) de acuerdo con 2.38 y empleando las operaciones e
identidades matriciales del Apéndice A, se determina la entrada éptima u*(N-1) y
se minimiza el costo incremental del Ultimo paso Iy_ 4, v (mostrado en el Primer
Desarrollo del Apéndice B), el cual queda expresado en términos del estado
x(N-1).

u(N=1)=~K,_ x(N-1) 2.48
Ky, =[R+B"0B]'B"04 2.49
Ivaw =x"(N - I)[ArQA -K{ (B"OB+R)" K,,_,}:(N -1) 2.50
I*voan =x" (N =1)|4"Q4~ A" QB(B" 0B + R B' QAJx(N 1) 2.51

Con base en 2.51 se define la matriz de Ricatti para el costo incremental del
ultimo paso:

Pyv=A"QA—A"QOB(B"OB+R) "' B 04 252
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entonces

I yaw =x (N—I)PV,VJ({N—]) 253

Sustituyendo 2.53 en 2.46 se agrupan los términos en x(N-1)
H{T}{iﬂ,{xr(i\’)Qx{N) # Exr(k)Qx(ff) + ur{k}Ru(,&)} =
E[xr(k)QI(k) + I<f]r(f’f)1‘?h'(k)]+ x"(N=1)(Py_,y +Q)x(N -1)

| 2.54

En la ecuacién 2.54 se expresa el costo minimo /y.; para el estado x(N-1), lo
cual, permite definir la matriz Pp.;.

I'vo1 = I'yvan +x" (N =1)Ox(N -1) 255
Py, = v T 0 2.56

De acuerdo con el principio de optimalidad, al conocerse el costo minimo
cuando falta un paso, se puede plantear la entrada 6ptima u*(N-2) cuando faltan
los dos Ultimos pasos, minimizando el indice J con respecto a u(N-2), como se
muestra en seguida,

min J = min { (N)Ox(N) + Z[x (k)Ox(k) +u (k)Ru(k)]H

min
w0 u(l). u(N-2) u{N-1)

= o u{l} u(N= 1I[u{ﬂ 2}{N 2[xT (k)Qx(k) + uf(k)‘RH(k)]+ 1..-\'4}]

k=0

En el penultimo paso se minimiza con respecto a u(N-2):
i 11{2[ (e)Ox(k) +u” (k) Ru(k)]+ I'x- 1} = S ()0x(k) + 3 u” (k) Ru(k) +
k=0 k=0
+ ?3;;1){.1 (N =2)Ru(N —2)+x" (N =1)P,_,x(N — 1)}

2.57
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Definiendo el costo incremental minimo de los dos ultimos pasos:
(N =1)Py x(N =1)+u” (N - 2)Ru(N -2)}

’ 2.58

['v-2x = min
ulN-2
= min {x (N ~DOX(N =1)+ I"v-v +u” (N = 2)Ru(N -2)}
i N-2)

Sustituyendo x(N-1) de acuerdo con 2.38 y empleando las operaciones e
identidades matriciales del Apéndice A, se determina la entrada 6ptima u*(N-2) y
se minimiza el costo incremental del ultimo paso Iy v (mostrado en el Segundo
Desarrollo del Apéndice B), el cual queda expresado en términos del estado
x(N-2).

u'(N-2)=-K,_,x(N-2) 259

K,,=(R+B"P,,B)"B"P, 4 260

I =x"(N-2)|A"P, A= KT ,(B"P, \B+ R)K,_, (N -2)

I'van =x"(N=2)Py_, ,x(N-2) 2.61

donde la matriz de Ricatti para el costo incremental de los dos ultimos pasos se

define;
Py,y=A"P, A-A"P, B(B"P, \B+R)"'B"P, 4 262

Analogo al planteamiento del primer paso, se expresa el costo minimo /..

para el estado x(N-2), lo cual, permite definir la matriz Py...
I'va =x"(N=2)[P, ,, +OK(N -2) 2.63
Py, =Py,y+0 264

Siguiendo el procedimiento empleado en los desarrollos anteriores, puede

obtenerse el planteamiento general recursivo para el estado x(N-i).

u'(N-iy=—(R+B"P,_,,,B)Y"'B"P, ,, ,Ax(N —i) 2.65
W' (N-i)=—-K, x(N-i) 2.66
K’.\'—J Z(R+ BTRV-H-IB)_IBT‘D,\-'—HIA 267
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con la ecuacion de Ricatti en diferencias
=Q+A"P,  A-K|_(B"Py_,B+R)K,,,
0

Pu- 2,68
P,-v =

Si el horizonte de la solucién de control éptimo es infinito, N -, la

solucién Ky.converge parai=1,2,....... N aun valor limite X = lim K, tal que:
u' (k)= —Kx(k) 2.69
K =(R+B"PB)"'B"PA 2.70

donde P es la solucién estacionaria de la ecuacién de Ricatti, P = lim P, _,

P=Q+A"P|I-B(R+B"PB)" B"P 2.71

El hecho de que la matriz de realimentacion K se haga constante para
ponderaciones constantes del indice de coste, se puede comprobar aplicando el

algoritmo de tipo recursivo mencionado anteriormente, para un numero de
iteraciones suficientemente grande. De esta forma, se observara que X,
converge rapidamente hacia valores constantes K. Resulta mas comoda la
determinacién de la matriz de realimentacién mediante el algoritmo que se
muestra a continuacién, en el cual la funcién maxdif(PI, P)debe calcular la
diferencia PI - P y elegir el elemento de mayor valor absoluto, y &£ es un niumero

positivo suficientemente pequefo.
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INICIO

P > matriz  identidad
REPETIR
K=|B"*P*B+R|"*B" *P* 4
Pr=F
P=A"+PI+(A-B*K)+Q
a=max dif (PI.P)

HASTA QUE as<e
K=[B"*P*B+R]"*B"*P*4
FIN

Con base en las ecuaciones estacionarias (2.69), (2.70), (2.71) y el
algoritmo descrito, se desarrolla la aplicacién del esquema de control 6ptimo en el

proyecto, segun se muestra en los capitulos posteriores.

fad
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2.4 DISENO DEL FILTRO DE KALMAN.

Una vez que se aborda la necesidad de controlar sistemas en los cuales
existe ruido, que en realidad son los mas comunes, se deja de enfrentar a
condiciones deterministicas y ahora se abordan condiciones aleatorias, que dan la
caracteristica a los sistemas de que existan fluctuaciones fortuitas en los valores
de las senales tanto de entrada como de salida del mismo, las cuales hacen

imposible predecir con certeza los valores de dichas sefales.

Cuando en un sistema se presentan sefales con ruido, es necesario
obtener, a partir de la informacioén que contengan estas sefales, estimaciones del
estado del sistema. Estas estimaciones se pueden obtener por medio del filtro de
Kalman el cual, en cierta forma, basa su caracterizacion en el conocimiento
estadistico inferido del ruido presente en las sefales.

Para iniciar el analisis que permite entender como se obtiene la informacién
para realizar el filtro de Kalman se asume el sistema en tiempo discreto
representado de la manera habitual por medio de ecuaciones de estado:

X, =Ox, +Au, 2.72

Vi =Cxpy 2.73

Este sistema es equivalente al visto al principio del capitulo dado por las
ecuaciones 2.1y 2.2

El cual se representa por el siguiente diagrama de blogues:
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W,

I’
+
Xpa X
u, + : N
> A " Retardador " C
+

r

Figura 2.11 Representacion de un sistema en tiempo discreto con ruido

Se denota que en el esquema aparecen sefales de ruido tanto en la
entrada como en la salida del sistema. El ruido que es externo al sistema es
representado por el vector de sefiales aleatorias w(t) a la entrada del mismo, y a la
salida tenemos el vector v(t) que representa el ruido de medicién, errores de
discretizacion, entre otros. Debido a que pueden existir varias senales de
distorsion que conformen w(t) sera necesario la definicién de una matriz I para
lograr el acoplamiento de la distorsién en el sistema. El modelo modificado queda
de la siguiente manera.

X, =Ox, +Au, +T'w,

Zy = Cxpy + vy

Se asume que solo estan disponibles la entrada y salida del sistema vy z
respectivamente, con lo cual se trata de obtener de la manera mas precisa el valor
estimado de la variable de estado x para ser usado en la retroalimentacion. Al
tener completo este analisis se puede describir una ecuaciéon que represente a un

estimador recursivo.
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Teniendo la informacion anterior para un instante k+71, se conoce lo
siguiente:
Uo Uy Uy My Uy

Zy i Bai v i

Con lo anterior se obtiene x,,, que es una estimacién de una variable

aleatoria, para la cual se expresara el término que corresponde a la esperanza o

valor esperado de una variable.

%, = E[x,,] es la esperanza de x, la cual es una estimacion de x en el

intervalo i dada la informacién del intervalo j. Por lo tanto para el presente estudio

se debera obtener en realidad £,,,,,, . Para N muestras de una senal variable en

el tiempo x(f), dados los tiempos ¢,,t,...1,, y teniendo los valores correspondientes
X,,X,,...Xy , 1a media sera la suma de todos los valores, dividido por el numero de

muestras tomadas:

A su vez este valor promedio, por ser la mejor forma de aproximacién al
valor verdadero del que se dispone, se puede decir que es el valor esperado de x
0 esperanza:

Elx ]=x

El valor estimado en este tratamiento estara representado por la esperanza.
El esquema que se busca debera ser recursivo, para utilizar valores estimados
previos, lo que implica la necesidad de contar con el valor inicial de nuestras
variables de estado. En cuanto al valor de las senales del ruido, tendran una
esperanza de cero para el desarrollo que aqui se mostrara, pero en realidad cada
aplicacion denota una esperanza cualquiera del ruido presente dependiendo de

cada caso en especifico.
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A partir de la ecuacion 2.72 y con el valor definido de la esperanza del
ruido, se obtiene un estimado definido por:
Rpom = DRy + Au, 2.74

Y por lo tanto se obtiene la prediccién de la medicién un paso adelante para

la ecuacion de la salida 2.73:

200 =C%y, ' C‘((Dj&;k +Auy)

Ya que el valor de z,,, es medible en el intervalo de tiempo (k+1), se define

el error de prediccién como:

Z

= — 2

k+l “k+l

Este error de predicciéon se traduce en una mejora para el estimador de
estados, ya que se agrega parte de este error de prediccién en cada elemento del
vector de estados, de tal forma que se trate de llevar dicho error hacia cero:

Lo = Ziap + L2,

y utilizando la ecuacién 2.74:
‘fhl.'h-l = mfﬂ; + Aﬂ‘ + LZMI 275

Donde la matriz L determina la distribucién del error de prediccion de los

estados, que usualmente se conoce como la matriz de ganancia de Kalman.

Finalmente sustituyendo las definiciones de z,,, y 2,,, en la ecuacion 2.75

se tiene:
Reown == LCY[ @2y, +Auy ]+ Lz, 2.76
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Esta ecuacién representa un estimador recursivo, en el cual el valor de la

nueva esperanza £,.,,., depende solo del valor siguiente de la salida actual z,,, ,

del estimado anterior de £,, y la entrada previa u,. El esquema se muestra a

continuacién:

Wi
r
+
v X2 Xia Yin
Y Retardador C
A + <
3
+
PLANTA ()
C —
rs
u, + "zhlw +
Retardador > A F T

v

k+1lk+1

D [,

Figura 2.12 Filtro de Kalman

Retardador

En el esquema mostrado las sefiales de ruido, la sefial z y los estimados,

son considerados como variables aleatorias, por lo cual la matriz L o de ganancia

de Kalman y su contenido toman especial importancia en este analisis; de hecho,
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de un buen desarrollo en la obtencién de los valores contenidos en esta matriz

dependera el buen desempeno del diseno final.

El primer paso para obtener los valores adecuados de la matriz L es definir
el error de estimacion y su matriz de covarianza:
o = %o — X 277

P, = E[YA-Y)(T] =cov(X,)

La necesidad de introducir estas dos definiciones, es que el filtro de Kalman
es un estimador de varianza minima del error de estimacion. En otras palabras se

desea minimizar la matriz P, .

Ahora en la ecuacion 2.77 se sustituye:

X =Px, +Au, +T'w,
R = - LC)[ DRy +Au ]+ Lz,

obteniendo:

%, = Ox, +Au, +Tw, —[[ - LC)[®2,, +Au,]-Lz,,,

Arreglando e introduciendo a la ecuacién z,,, = Cx,,, +v,,, :

X, =Dx, —0f,, +Tw, + LC[(D.fm +Au - L[Cx,,, +v, 4]

Volviendo a sustituir x,,, y utlizando la igualdad de x, -%,, =%, para
eliminar a £,, se tiene:

%, =[1-LC][®%, +Tw,]- Lv,,, 2.78

Recordando que para este desarrollo se asume que los vectores que

representan el ruido tienen esperanza de 0 sobre toda k. Ademas de que al
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representar ruido del tipo blanco y estacionario, sus propiedades estaticas son
constantes con el tiempo, lo cual permite que las covarianzas del ruido se definan:

Elw, w{] = O iodat y E[V:vir] = R ok

Q y R deben ser matrices simétricas. Ademas si las sefiales de ruido en el
vector w no estan correlacionadas, entonces Q sera diagonal, lo mismo podemos

decirde vy R.

Ahora, una expresion para la covarianza del error de estimacion en el paso
siguiente P,,,, se obtiene volviendo a escribir la expresién 2.78, separando los

términos de ruido:
Ty =1 - LCY®x ]+ [/ - LCTTwy = Ly,

Empleando la igualdad F =[I - LC] la expresion se reduce:

%, =FO0x, +FTw,-Lv,,,
Y postmultipicando cada lado por su transpuesto:

XX = FOXX O F" + FTw,wlTTFT + Ly, vl [ + Foz, wIT"F"
~Fox, v, L' + FTwx{® F" -~ FTwy, L' —Lv, ,x/ ® F" —Lv, w/T"F’

Se asume que x, wy v son no correlacionados, y esto garantiza que el valor
esperado de cualquier producto de muestreos de dos diferentes vectores sera
cero. En la ecuacién anterior existen varios de estos productos, lo cual hace una
gran simplificacion si se vuelve a escribir la ecuaciéon en términos de valores
esperados. Utilizando el operador de esperanza en la ecuacién, la reduccién

queda como sigue:

E[®,. %, 1= FOE3 10 F" + FTElw,w] T F" + LE[v,.v],, ]I
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En esta ecuacion, sus partes expresadas por medio de sus esperanzas, son
andlogas a la definicion de covarianza, lo cual permite volver a escribir la
ecuacion:

P, = FI®P®" +TQI"F" + LRL

Definiendo P, como la matriz de covarianza minimizada en el paso k:

P =®P® +TQI 2.79

y recordando la expresion:
F=[I-LC]

se tiene:
Poa=[I- LC}P;[I - LC]]r +LRLT

La forma de la ecuacion anterior, es conocida en el desarrollo de control
6ptimo como ecuacion matricial de Riccati, la cual se debe minimizar en funcién de
L.

P sLCPCTL « IRL < P)CTI' —ICP; + P,

P, =L[CPCT+RIL'-P,C"L" -LCP +P, 2.80

Para resolver la ecuacién anterior para L, se visualiza al primer miembro
de la ecuacién como LGL',y se agrega que su comportamiento es equivalente
al’G en dlgebra escalar. Considerando el caso escalar se tiene:

P, =L’G- f(L,G)+P, 2.81

En esta ecuacién se puede tener la aproximacion siguiente:

P, =LG-2LMG + P,
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Donde la aproximacion se justifica por la busqueda de una nueva variable la
cual llamamos M. Aqui lo que se persigue es la busqueda de completar el
cuadrado de la ecuacion, teniendo asi L aislada, dandole la siguiente forma:

P =(L-M)G-M*G+P, 2.82

Igualando la ecuacién anterior con la que se tenia en funcién de f(L,G), se
podria eliminar varios términos y se esperaria encontrar una solucién para L
escogiendo una M adecuada. Esto es para el caso escalar.

Se debe tener en mente que L’G en el caso escalar es equivalente a LGL'
en el caso vectorial, por lo tanto la ecuacion 2.80 es equivalente a la ecuacion 2.81

con la siguiente consideracién G =CP,C" +R.

La metodologia que se siguid para obtener la ecuacién 2.82 sugiere que se
puede escribir la siguiente ecuacion, equivalente a la misma:

P, =[L-MIG[L-M] —-MGM™ +F; 2.83

M ya ha sido definida y se contintia buscando la solucién en L que minimiza 7,,,

Se desarrolla la ecuacion anterior:
P, =LGL" ~MGL" -LGM™ + P, 2.84

Igualando la ecuacién 2.80 con 2.84 (con el término [CP/CT +R]

reemplazado por G) como en la analogia del caso escalar, se tienen las siguientes
dos igualdades:
MGL" =B C"L’ 2.85

LGMT = LCP; 2.86

Se debe recordar que las matrices de covarianza P,,,, Q y R son simétricas.

Por tanto P, debe ser simétrica. A partir de G =CP,C” + R, G debe también ser
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simétrica. A partir de MGL' = P/C"L", se tiene MG =P C" y tomando los
transpuestos:

T

G'M"=CP;

Como Gy P’ son simétricas, esto implica que GM" = CP,’. Esto concuerda

con la ecuacion 2.86. Por lo tanto, la eleccién de las ecuaciones 2.85y 2.86 es

consistente por si misma, y la matriz M debe existir para que 2.80 y 2.84 sean

idénticas. Por tanto la ecuacién 2.85 da lugar a lo siguiente:
M=PC'G"=PC"[CP,CT +R]" 287

A partir de la observacion de la ecuacion de forma cuadratica 2.83 se
denota que su minimo ocurre cuando L=M. Existe pues una relacion directa en
que si se desea minimizar P,,, sera a través de el valor de L; asi que para

minimizar P,,, analogamente se podria suponer que la relacién es la misma, pero

en realidad en este lapso de tiempo el valor de la matriz L puede variar con
respecto al del lapso anterior por eso la necesidad de definir una L propia, es decir

L,.,. 1a cual se define basandose en la ecuacioén 2.87:

L, =P CT[CP.CT +R]" 2.88

Escribiendo L-M=0y M =L, , en la ecuacién 2.83, la solucion éptima es

entonces obtenida:
Phl = _‘LtHGLIH L3 Pk. = _L.\H[CP;CI + R}Liﬂ 2 P; 289

A partir de 2.88 se afirma que L,,,[CP/C” + R]= P,C", lo cual al combinarse

con la ecuacion 2.89 denota:
B,=-BCL,+B =FRI-C"L},]
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Transponiendo la ecuacion:

o7
P.l'?:l :[‘!_C?LIA]I P&

Y recordando que P,,, y P, son simétricos:

a-rl = [1 - Li;—IC])Dl'

En este punto se han desarrollado las ecuaciones con las cuales se define
un algoritmo de tipo recursivo para implementar el filtro de Kalman; con esto ahora
se debe enunciar de una manera mas objetiva el conjunto de ideas expresadas

anteriormente.

Estructura y definicion del Filtro de Kalman variante con el tiempo.

Teniendo:

R estimado de x de varianza minima para un instante k
& es el error de estimacién

P, covarianza del error de estimacion
Q covarianza del ruido w
R covarianza del ruido v

Por tanto el filtro de Kalman para una estimacién con minima varianza para

el siguiente lapso de tiempo £,,,,,, esta dado por el esquema recursivo:
P =0oP®" +TOr"
L...=PC'[CP,CT +R]"
Lo ==L, CHOR s + Ay 1+ B2 2.90
Peo =l - L, C1P% 2.91
con

P, =cov(x,)
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De tal forma que la matriz de ganancia de Kalman L es escogida con base
en las covarianzas del error previo y los datos estadisticos del ruido, asi como de

minimizar la varianza de la siguiente estimacién.
Criterios de aplicacién del filtro de Kalman.

1. El filtro de Kalman no evalta las caracteristicas de la planta y el ruido de
medicién, ya que no tiene forma de saber con certeza que parte es realmente la
sefial correcta y que parte es el ruido. Por tanto, la tnica informacién que tiene el
filtro acerca de las sefales con ruido esta contenida en las matrices Q y R, las
cuales deben ser especificadas. Estas matrices en conjunto con la matriz T
determinan completamente lo que sera la matriz de ganancia L y lo que sera la
matriz de covarianza del error estimado. Si las caracteristicas del ruido cambian, la
ganancia de Kalman no sera alterada, al menos que se den nuevos valores de R o
Q o ambos que afectan directamente al disefio del filtro de Kalman.

2. La exactitud del filtro dependera principaimente de escoger valores apropiados
para Q y R. También aunque en menor grado el tener una matriz C certera ayuda
a esta exactitud. Aunque la exactitud de A y B no es tan fundamental, la
retroalimentacion del sistema depende de estas matrices por tanto deberan ser
consideradas.

3. Debido a que en sistemas lineales los valores de la matriz L convergen hacia
valores constantes, aunque considerando una pérdida en la precision dinamica se
puede establecer una forma estacionaria para el filtro de Kalman, lo cual da una
simplificacion considerable a la hora de computar el algoritmo que representara al
filiro. Para lograrlo se da una matriz L predisefiada y que se mantendra constante

en todo momento del proceso.

4. La matriz de covarianza para el ruido de medicién R puede ser estimada gracias
al buen conocimiento de la planta. Si las sefiales de ruido en varias mediciones
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resultan no correlacionadas, R serd diagonal. Cada elemento de la diagonal es
entonces la varianza del ruido en este canal particular de mediciéon. Recordando
que la varianza de un conjunto de muestras de una sefal es la raiz principal de
sus desviaciones a partir de su principal valor, si un nivel de ruido r.m.s. esta
disponible para el transductor, a éste se le podra sacar su raiz para obtener la
varianza la cual sera el elemento adecuado de R. Los errores de discretizacion en
convertidores analdgicos-digitales pueden ser manejados de forma similar.

5. La matriz de covarianzas para las perturbaciones de la planta Q recibe un
tratamiento especial. Regularmente, poca informacioén esta disponible acerca de
ella. Aunque se ha asumido en la derivacién que el vector de ruido w contiene solo
ruido blanco, en la practica se deben cubrir todo tipo de perturbaciones incluyendo
escalones, picos, ruido de color entre otros los cuales deben ser parte del
modelado. Si varias de las fuentes de ruido incluyendo los elementos de w son no
correlacionados, Q sera diagonal. Algunas veces, los elementos iniciales de la
diagonal de Q tienen que ser escogidos mas o menos al azar, depurandolos por
medio de simulaciones, simulaciones que se deben extender en un caso ideal
para cada una de las sefales de perturbacién conocidas, y se menciona como
ideal ya que para sistemas de un elevado orden no seria practico por cuestiones
de tiempo llevar a cabo lo anterior. Esta aproximacién se muestra como si se
estuviera evitando el escoger propiamente a Q, sin embargo es solo una manera
practica de seguir con el desarrollo. Es aqui donde las simulaciones toman
relevancia en el presente estudio, ya que los elementos no certeros de Q deberan
ser corregidos empiricamente hasta que las fluctuaciones en los estados
estimados permanezca dentro de una banda predefinida.

6. En la busqueda de los valores adecuados para los componentes de Q y R se
deben tener a consideracion las siguientes caracteristicas del filtro de Kalman:

a) Si cada uno de los elementos de Q decrece en magnitud, o los elementos de R

incrementan su magnitud, la implicacién que se tiene es que habra relativamente
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mas ruido en las sefales medidas (salidas del sistema) que en los estados. El filtro
de Kalman por lo tanto asume que los estados estimados generados por la parte
de prediccién del filtro son relativamente mas fidedignos que las mediciones
hechas a las salidas de la planta, y por tanto reduce las magnitudes de los
elementos de la matriz de ganancia, asi que éstas pequefias correcciones son
hechas para los estados estimados calculados. Visto de ofra forma, el filtro de
Kalman pone més énfasis en las predicciones, y menos en las salidas.

b) Complementando el inciso anterior, si cada elemento de Q se incrementa en
magnitud, o los elementos de R decrementan su magnitud, la implicacién es que
hay entonces menos ruido relativo en las salidas que en los estados. El filtro de
Kalman por lo tanto asume que los estados estimados generados por la parte de
prediccion del filtro son menos fidedignos y requieren mas correccion. Por lo tanto
las magnitudes de los elementos de la matriz de ganancia de Kalman se
incrementaran, asi el filtro de Kalman pone mas énfasis en las salidas que en los
estados estimados por la parte de prediccidn de el filtro.

¢) En todos los casos, la matriz P de covarianzas de error estimado deberia ser
simétrica, y en general elementos pequefios en P indican que el filtro de Kalman
aceptara como fidedignos los estimados, para elementos grandes sucede lo
contrario.

7. La diagonal de Q simplemente no puede estar conformada por ceros, ya que
esto traeria como consecuencia que la matriz de ganancia L eventualmente caera
a cero también. Esto tiene su origen ya que la condicion de que Q=0 representa
una condicién de no ruido en la planta. El filtro de Kalman decide entonces que lo
mejor por hacer es no realizar correcciones a los estados estimados. Una vez que
la condicion inicial ha pasado, el filtro de Kalman por tanto se establece con cero
ganancia. El filtro de Kalman entonces efectivamente termina levantando un lazo
abierto, y los estimados se deterioraran al paso del tiempo, debido a la falta de

cualquier forma de retroalimentacion correctiva. Para que esto no ocurra, es buena
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idea escoger Q con su diagonal principal que contenga elementos diferentes a
cero o al menos que no haya muchos, y escoger I" de tal forma que el par de
matrices (®,I") formen un sistema controlable.
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CAPITULO Il
MODELADO DE LA PLANTA

3.1 CARACTERISTICAS DEL RUIDO BLANCO.

Las fluctuaciones al azar de voltaje o corriente tienden a oscurecer y
enmascarar las sefales deseadas y se llaman cominmente ruido. En sentido
general, el ruido consiste en cualquier sefal, aleatoria o deterministica, que
interfiera con la reproduccién fiel de una sefial en un sistema. El ruido blanco tiene
todos sus componentes de frecuencia en igual proporcion de potencia y se
designa como blanco, por analogia con la luz blanca. A continuaciéon se enuncian

sus caracteristicas.

La funcién densidad espectral de potencia juega un papel fundamental en la
descripcién del ruido aleatorio promediado en el tiempo. El interés se centrara en
el tipo de densidad espectral de potencia que tiende a ser constante para todas las
frecuencias.

La funcién densidad espectral de potencia S, (w) describe la distribucién de

la potencia en funcién de la frecuencia, la cual es una medida importante en los
sistemas practicos. Esta funcion tiene unidades de potencia (es decir, Watts) por
Hz y su integral da la potencia de una sefal f{f). Matematicamente se tiene:

1
Fees [ 8/(@)do

Si se tiene una densidad espectral de potencia constante de n watts por Hz
(medida sobre las frecuencias positivas), y si f(f) tiene valor medio cero, el

espectro de potencia del ruido blanco es:

s,(w)=’2’ para toda o 3.1
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como se muestra en la siguiente figura.

Figura 3.1 Densidad espectral de potencia del ruido blanco.

El factor 2 es necesario para obtener un espectro de potencia bilateral.

En rigor, S,(m)zg no puede usarse para describir ningun proceso fisico
porgue implica una cantidad infinita de potencia; esto es,

P:—]—f:(g}dwaxf

2 oy

No obstante, resulta ser un buen modelo en muchos casos en que el ancho
de banda del dispositivo de medicién es menor que las limitaciones de banda del

proceso fisico observado.

Otra caracteristica del ruido blanco es la funcion de autocorrelacion, la cual
surge de la necesidad de tener una funcion equivalente en el dominio del tiempo, a

la funcion densidad espectral de potencia S, (w) en el dominio de la frecuencia.

La antitransformada de Fourier de S, (w) se llama funciéon de

autocorrelacion de una senal f{t), designada por R, (r). Es decir:

R.(@)="5(r) 32




tal como se muestra en la grafica siguiente.

Figura 3.2 Funcién de autocorrelacion del ruido blanco.

También se puede decir que:
S, (@) = FiR, (1)}

Las funciones de correlacién proporcionan medidas de la semejanza de una
sefal f(t) con ella misma (en el caso de la autocorrelacién) comparadas con un
corrimiento relativo r y se usan ampliamente en el analisis de sefiales. La funcion
de autocorrelacion es especialmente util en la deteccién o reconocimiento de
sefales enmascaradas por ruido agregado.

Como la funcién de autocorrelacién es un impulso en el caso del ruido
blanco, esto indica que f(t) es siempre una funcién no correlacionada con f{(t + 7 ),

sin importar lo pequefio que r pueda ser. Es decir, se observa que R (r) =0 para

r#0, por lo tanto, dos diferentes muestras cualquiera de ruido blanco, sin
importar que tan cerca se encuentren al momento de que fueron tomadas, son no
correlacionadas. Esto implica entonces que f{f) puede variar en forma infinitamente
rapida, puesto que contiene potencia en todas las frecuencias.

El ruido blanco tiene propiedades matematicas simples ejemplificadas por

las ecuaciones 3.1y 3.2, lo cual lo hace util en andlisis de sistemas estadisticos.




3.2 MODELO DE LA PLANTA.

La planta fisica experimental que se utiliza es el Simulador de Control de
Procesos PCS-327 de Feedback mostrado en la figura 3.3.

Figura 3.3 Simulador de Control de Procesos PCS-327

El PCS-327 es un simulador analégico a base de amplificadores
operacionales integrados. Numerosas interconexiones de variables, junto con un
rango de funciones no lineales, hacen del PCS-327 un elemento suficientemente
versatil para permitir un estudio detallado de la respuesta dindmica de una amplia
variedad de procesos lineales y no lineales y la aplicacion de las diferentes formas

de control para mejorar el funcionamiento del sistema.

El PCS-327 posee dos diferentes velocidades de proceso SLOW y FAST.
Se puede usar la alta velocidad (FAST) para la observacion en el osciloscopio sin
memoria y a baja velocidad (SLOW) para mediciones con graficadores y
osciloscopios de memoria.
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A continuacion se muestra la descripcion funcional del PCS-327.

Simulador de procesos (PROCESS):
El proceso comprende los elementos siguientes:

£

a) Un simple atraso de tiempo i } (r=10ms en FAST, r=1s en

sT+1

SLOW).

b) Dos atrasos de tiempo convertibles en integradores de tiempo {I—} de
3T

acuerdo a la posicidn de los interruptores (r =10ms en FAST, r=1s en
SLOW).

c) Un retardo de transporte %.’_” } (r=10ms).

d) Un inversor.

Cada uno de los elementos anteriores puede ser insertado u omitido de
acuerdo al cableado realizado. Cada elemento produce una inversion de polaridad
pero la polaridad total deseada se puede lograr con el inversor existente. Con
estos elementos se puede simular las caracteristicas de 14 procesos lineales de

tipo0,1y 2.

Se suministran dos elementos sumadores, uno a la entrada de proceso
para introducir perturbaciones (como ruido) en el suministro y otro a la salida del

proceso para introducir perturbaciones en la carga.

Los blogues representados con lineas punteadas (elemento motor,
elemento corrector, elemento de deteccion y elemento de medicidn) no
representan componentes en el sistema sino que estan incluidos para mostrar la

posicion que ocuparia en el sistema para un caso practico.

n
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Controlador:
El controlador comprende los siguientes elementos:

a) Un control de valor deseado (Set Value) de rango +101.
b) Un elemento comparador.

¢) Un control de accion integral graduado en tiempo.

d) Un control de accion derivativa escalado en tiempo.

e) Un control de banda proporcional escalado en %.

El elemento comparador genera la desviacion como la diferencia entre la

condicion controlada y el valor deseado.

La salida del controlador pasa a través de un selector de funciones lineales
y no lineales.

El control de valor deseado puede ser omitido como entrada al comparador

cuando se quiere aplicar una sefial externa como entrada al sistema.

La salida del valor deseado es la diferencia del valor ajustado con el

potenciémetro (Set Value) y una perturbacion inyectada en Set Value Disturbance.
Medidores indicadores (Dos medidores):
Indica el valor deseado (Set Value) y el valor medido o la desviacion
dependiendo de la posicién del interruptor correspondiente. ElI medidor de
desviacion da la diferencia:

VALOR MEDIDO - VALOR DESEADO

Es conveniente hacer las observaciones siguientes:




Todos los elementos que producen inversion (cambios de polaridad) estan
claramente marcados. mostrando las polaridades relativas de la entrada y la

salida. Los puntos de suma se indican en la figura 3.4.

&%

Figura 3.4 Puntos de suma

Para que un punto de suma se comporte como un comparador es suficiente
que exista un numero impar de inversiones en el lazo (incluyendo la del punto de

suma), asegurando asi la realimentacién negativa.

Finalmente, la figura 3.5, muestra un esquema del panel del Simulador de
Control de Procesos PCS-327. El rango para todas las entradas es de +10V .
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CAPITULO IV
DISENO DE LA APLICACION Y SIMULACION

41 DISENO Y SIMULACION DE CONTROL BASADO EN TEORIA DE
FILTRADO DE KALMAN.

Para comenzar con el disefio de nuestro sistema de control basado en

teoria de filtrado de Kalman, se enuncia la funcion de transferencia continua de la

planta de tipo 1 sobre la que se trabaja:

G,()

T s(s+1)?

Por medio del método ROC (Retén de Orden Cero) con tiempo de muestreo

T= 0.1 segundos, se discretiza el sistema y después se obtiene su representacion

en variables de estado.

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

Por medio del método de programacién directa se obtiene:

2.8097 -2.6284 08187 x, ()] [1
x(k+D)=| 1 0 0 | x,0k) [+] 0 u(k)
0 1 0 [x, )| |0
y(k) =[0.0001586 0.0006035 0.0001435x(k)

2.8097 -2.6284 0.8187
A= 1 0 0
0 1 0
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1
B={0
0

C =[0.0001586 0.0006035 0.0001435]
y
D=0

El disefio del filtro de Kalman requiere especificar las matrices de
covarianza de ruido W y ¥ que afectan a la planta tanto en la entrada como en la
salida. En este caso, las matrices de covarianza se convierten en escalares.

W =0.1 V=05

El disefio del filtro de Kalman se basa en las siguientes ecuaciones:

Reomn =~ [‘k+IC][¢’eA|.{ +Au )+ Lz,

y

2., =08,

Desarrollando la primera ecuacion y sustituyendo £,,, en la segunda, se
obtiene:

Roopn =Dy +Auy + L, (2, _Cxl-m]

240 =CU = L Clyp + CLizy

El diagrama de simulacion que representa las ecuaciones anteriores
incluyendo el ruido que afecta a la entrada y salida de la planta se muestra en la

figura 4.1.
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ESQUEMA DE SIMULACION QUE UTILIZA LAS ECUACIONES QUE COMPRENDEN EL FILTRO DE KALMAN

Cd1  salida dal filtro

alEstados Estimad,

Vector de estados

Figura 4.1 Diagrama de simulacion que representa las ecuaciones del filtro de
Kalman

De este esquema se observa que se cuenta con los valores de las matrices

A, By C, pero hacen falta los valoresde L, K y N_.

El calculo de la matriz K se obtiene por medio del algoritmo LQR del
capitulo 1l, en donde
K=((R+B"PB)'B"PA
y a suvez
P=A"P(A-BK)+0Q
1 0 0] 0001 0 0

Para un valor inicialde P=(0 1 0|, para O=| 0 0016 0 |y
001 [ O 0 0.018

R=20

Y utilizando el algoritmo propuesto en el capitulo Il para € = 0.001 se obtiene:
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K =[0.5312 -0.8399 0.3407)

Analogamente, tomando como referencia el planteamiento recursivo visto

en el tema 2.4 y considerando un horizonte infinito, se resuelve para L.
L=P'CT'[CP’CT +R]"
donde

P =P +TQr"

P =[I-L'C)F
P, =cov(x,)
1

x, =0
0

Dado que
D=4
A=B
C=C

zZ=y
Q=W
R=V

I'=l

entonces las ecuaciones quedan:
Ry = Axm +Buy, + Ly, [y, "Cxa.nk]
Pin=ClI-L, +|C]£i+u +CLy o Yin

L=P'CT[CP'CT +V]"

P =APA +W

donde P es la covarianza del error de estimacion y es solucién de la ecuacion

matricial de Riccati.
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Resolviendo las ecuaciones, se obtiene

38.6211
L=137.9699
37.2913

Con estos valores se puede realizar la operaciéon /- LC

1 0 0] [38.6211

I-LC=|0 1 0[-|37.9699 [0.0001586 0.0006035 0.0001435]
[0 0 1] |37.2913

[ 0.9939 —0.0234 -0.0056

I-LC=|-0.0060 0.9770 -0.0055

-0.0059 —0.0226  0.9946

Por ultimo se calcula la matriz N, que permite generar el estado de

referencia para llevar a cabo el control de seguimiento. Esta matriz, como se vio
en el tema 2.2, se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones 2.33

(4-1) B][N,]_[0
c o)|N,| |1
donde N, =0 ya que la planta es tipo 1.

Por lo tanto, resolviendo el sistema se tiene que:

1104.3
N, =[1104.3
1104.3

Por medio de Matlab (Simulink) se simula el funcionamiento del esquema
de control basado en la teoria de filtrado de Kalman, haciendo variar los valores
de referencia con un tiempo de muestreo constante igual a 0.1 segundos.
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Tomando como primer valor una referencia de menos cuatro se observa

que el ruido afecta significativamente la sefial de salida de la planta.

1

D= f

ape
s

Figura 4.2 Seal de salida de la planta con ruido

Al pasar por el filtro, el ruido se atenua y la sefial resultante es la siguiente:

o1 T

Figura 4.3 Senal de salida del filtro
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Se observa que el ruido es atenuado en gran medida y la sefial se estabiliza
en el valor de referencia asignado, probando que el filtro funciona adecuadamente.

Si se hace la grafica de la diferencia entre el valor de referencia (el valor al
que queremos que la sefial de salida se ajuste) y la seiial de salida del filtro, se
puede ver que ésta se mantiene muy cercana a cero. Esto quiere decir que
cuando se logra estabilizar la planta, el valor de la sefial de salida es
practicamente el mismo que el valor de referencia.

Figura 4.4 Diferencia entre el valor de referencia y la salida del filtro de Kalman

Ahora se simula para un valor de referencia inicial de menos cuatro y a los
diez segundos se cambia el valor de referencia a cuatro, obteniendo el siguiente
resultado:
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Figura 4.5 Sefial de salida de la planta con ruido para un valor inicial de referencia
de menos cuatro y un valor final de referencia de cuatro.

Se puede ver que el ruido afecta a la sefial de salida de la misma forma que
en el caso anterior. Se lleva a cabo un cambio de escala en la grafica para
visualizar mejor la transicion de la sefial. El control se logra, pero la sefial es
deformada por el ruido.

Al pasar por el filtro, se observa una considerable disminucién del efecto del
ruido (la sefal se suaviza) y se ve con mayor claridad el seguimiento que hace la
sefal de salida hacia los valores de referencia asignados.
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Figura 4.6 Sefial de salida del filtro para un valor de referencia inicial de menos
cuatro y un valor de referencia final de cuatro.

Se nota que la sefal tarda aproximadamente 4 segundos para alcanzar el
primer valor de referencia (menos cuatro). A los diez segundos se cambia el valor
de referencia a cuatro positivo y la sefial lleva a cabo la transicién en

aproximadamente 5 segundos.

Cambiando el valor de referencia a menos ocho los resultados son los

siguientes:
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Figura 4.7 Salida de la planta con ruido para un valor de referencia de menos ocho

La sefial de salida de la planta se ajusta nuevamente al valor de referencia,
pero es afectada notablemente por ruido. Al pasar por el filtro el ruido es atenuado.
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Figura 4.8 Salida del filtro para un valor de referencia de menos ocho
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Por medio de las simulaciones anteriores se ha probado el buen

funcionamiento del disefio de control basado en la teoria de filtrado de Kalman.
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4.2 SPVisor.

En la actualidad, para lograr un adecuado dominio de la teoria y el disefio
de sistemas de control, se requiere cubrir diversas etapas de aprendizaje y
desarrollo, que van desde el planteamiento del problema por resolver y el
modelado de la planta, pasando por el andlisis, la simulacién y la realizacion del
sistema, hasta la aplicacién real del esquema propuesto, las pruebas operativas y
la valoracion de los resultados experimentales.

La parte tedrica ha sido profusamente presentada en una gran cantidad de
textos y articulos, y dia con dia se dan a conocer nuevos esquemas y algoritmos
que resuelven una amplia variedad de problemas. A su vez, la simulaciéon ha
cobrado un gran auge debido al uso cada vez mas extendido de la computadora
personal y de paquetes matematicos como Matlab, Mathematica y Maple. Sin
embargo, para consolidar el aprendizaje, motivar la creatividad y la generacién de
nuevos proyectos, es indispensable la aplicacién de los algoritmos de control en
plantas y procesos de laboratorio, probando bajo condiciones reales las soluciones
propuestas, mismas que deben asegurar un desempefio confiable y valido de
acuerdo con el planteamiento teérico correspondiente. También, es importante
considerar que por medio de las practicas se realimenta el proceso de
aprendizaje, ya que éstas aportan la experiencia necesaria para mejorar, en lo
sucesivo, el planteamiento, el andlisis y el desarrollo de este tipo de proyectos.

SPVisor, resuelve la necesidad de contar, en los laboratorios de ingenieria
de control, con dispositivos que hacen posible las practicas de control digital, a
través de soluciones muy econdmicas, accesibles para el usuario y de acuerdo
con los temas mas importantes del control automatico.
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Figura 4.9 Pantalla principal de SPVisor

En la figura siguiente se muestran los componentes que constituyen el

sistema de control que se ha desarrollado.

PROCESO

PROCESO

Figura 4.10 Componentes del sistema de control digital.
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El paquete SPVisor (desarrollado mediante la programacion orientada a
objetos) permite el control de procesos continuos, por medio de una computadora
personal, de acuerdo con los esquemas de realimentacion de estado y observador
de orden completo. Codificado en C++ se conecta con el proceso a través de una
tarjeta de adquisicion de datos PCL-812, con un rango de (-10,10) volts para los
canales A/D y D/A. El SPVisor puede mantener bajo control una planta de orden
n<6, de una entrada-una salida, estimando ininterrumpidamente el estado, a pesar
de que se solicite un cambio de parametros del controlador, del observador o una
breve historia de control de la planta. El despliegue de variables incluye las
senales de control u(k), la salida de la planta y(k), la estimacién de la salida y el
error de estimacion, presentando gréficas comparativas de estas sefiales en forma

de barra y contra el tiempo.

En el esquema de retroalimentacion de estado, la regulacién de la planta se
lleva a cabo por medio de la senal de control u(k), donde se observa que es

necesario el estado x(k) en cada instante de muestreo. Sin embargo, la medicién

del estado no siempre es posible, por lo que se recurre al empleo de un
observador que proporcione un estimado £(k). Para que este esquema se lleve a

cabo, es indispensable el modelo de la planta, dado por las matrices 4,B,y C, la

medicion de la salida y(k) y las matrices de ganancia de control K y del

observador /..

u(k) = K2(k)
R(k +1) = AR(k)+ Bu(k)+ L{y(k) - 9(k))
P(k)=C2(k)

El paquete SPVisor no solo desarrolla la funcién de regulacién, sino
también la de servo, es decir, opera bajo cambios de carga y cambios de
referencia. También considera la variante de que la planta tenga o no polos en el
origen, por lo cual, la matriz de control K tiene algunos ajustes: si la planta es tipo

0, el término de ganancia ki>0, introduce un integrador en la trayectoria directa,
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segun se muestra en la figura 4.11; si la planta es de tipo 1 o mayor, k=0, con lo
cual, esta parte del control no se realiza. Para aplicar el controlador se debera

tener muy clara esta diferencia al momento de declarar el valor de dicho término.

Perturb.
+ X »®
—p{ Planta —f
h 4
Rk +1) = A X +B ufo) + L [y(k) - 5(6))
k)= C &(k) Observador
x(k)

Figura 4.11 Esquema de control en SPVisor.

Lo anterior hace la aplicacidon del controlador mas versatil y completa
simplemente modificando la ley de control, misma que se resume en las
ecuaciones siguientes, donde la matriz Nx compensa el estado para que la salida

se ajuste a los cambios de referencia:

u(k)=u,(k)+u,(k)
u,(k)=KN_ r(k)-K
t, (k +1) = 1, (k) + k,[r(k) - y(k)]
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Para emplear el paquete, las matrices K, y L deben ser previamente
calculadas tomando como base las especificaciones del desempeno deseado,

también se deben calcular la matriz N, y el término ki. Otros parametros que

también deben introducirse al iniciar la aplicacién son: el periodo de muestreo Ty

el orden n del modelo del proceso.

Como caracteristicas didacticas de la aplicacién se tiene que, durante la
operacién en linea las acciones de control son ininterrumpidas, las variables se
despliegan en forma de barras y como graficas contra el tiempo. La sefial de
control u se muestra en porcentaje y la salida y en volts. Empleando graficos en
VGA y el mouse, las interfaces son muy amigables.

La figura 4.12 muestra la pantalla de operacién fuera de linea de SPVisor,
con las diferentes opciones del menu principal; cada una de estas opciones
habilita la configuracion de los médulos del programa en donde el usuario debe
definir paréametros o datos para el algoritmo de control. Un paso muy importante
de la aplicacion de SPVisor se tiene en esta pantalla, ya que a través de ella se
introducen el modelo discreto de la planta y las matrices que conforman el
sistema. La ventaja de esta forma de acceso es que el usuario efectue fuera de
linea todo el disefo de control y verifique su aplicacién a través de SPVisor.
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Figura 4.12 SPVisor fuera de linea.

La aplicacién del controlador SPVisor puede efectuarse sobre cualquier
planta experimental o industrial, de una entrada, una salida, compatible con el
rango de sefiales de —70 a 70 volts. Esto hace crecer las perspectivas de uso del
paquete, ya que en el ambito industrial existe una gran cantidad de areas de
aplicacién, en donde el uso de dispositivos de control es muy amplio.

Finalmente, es importante mencionar que a partir de la capacidad de
evoluciéon de SPVisor, se pueden instrumentar esquemas mas avanzados como
los relacionados con el campo de la identificacion de procesos y el control
adaptable.
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CAPITULO V
APLICACION DEL DISENO A LA PLANTA FiSICA

5.1 DIAGRAMA Y CONDICIONES DE EXPERIMENTACION.

Para aplicar el disefio de control se cuenta con el sistema de control digital
basado en PC que se muestra en la figura 4.10.

El bloque nombrado PROCESO se compone del Simulador de Control de
Procesos PCS-327 de Feedback mencionado en el capitulo Il (Figura 5.1).

Figura 5.1 Simulador de Control de Procesos PCS-327

Se deben realizar las conexiones adecuadas para simular las
caracteristicas del proceso lineal de tipo 1 con el que se trabaja. La figura 5.2
muestra las conexiones que se llevan a cabo para el proceso representado por la
funcién de transferencia
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Figura 5.2 Conexiones que representan la funcion de transferencia

En la figura se observa que para lograr simular la funcién de transferencia

se conectan dos lags (L]J en serie, seguidos por un integrador (l) y asi se
s+ s

obtiene el proceso deseado.

Se conecta al Simulador de Control de Procesos PCS-327 un generador de
sefales a la entrada (suply disturbance) con una sefial de ruido de 0.3162 VRMS
para la covarianza W=0.1 y uno a la salida (load disturbance) con una sefial de
ruido de 0.7071 VRMS para la covarianza V=0.5. El Simulador de Control de
Procesos es también conectado a la interfaz de acondicionamiento, que se
compone de un convertidor A/D y D/A (tarjeta de adquisicion de datos PCL-812).
El convertidor es el encargado de establecer el intercambio de informacion entre la
PC y el Simulador de Control de Procesos PCS-327.
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A su vez, la PC cuenta con el paquete SPVisor que permite la visualizacion
del control de procesos continuos por medio de una interfaz amigable para el
usuario. La siguiente figura muestra todo el equipo conectado y listo para su
funcionamiento.

Figura 5.3 Equipo conectado y listo para su funcionamiento.
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5.2 ANALISIS DE RESULTADOS.

Para realizar las pruebas fisicas, SPVisor requiere informacion del modelo

de la planta (4,B,C,D) y los valores calculados para K,L,N_ en el capitulo IV, los

cuales se muestran a continuacion:

[2.8097 -26284 08187
A= 1 0 0
0 1 0

B=|0

C =[0.0001586 0.0006035 0.0001435]

K =[05312 -0.8399 0.3407]

38.6211
L =|37.9699
37.2213

1104.3
N, =|11043
11043

Con los valores anteriores se obtuvieron los siguientes resultados:
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Para una referencia de menos cuatro se observan los siguientes resultados:

Valor de

salida de la Sefial de

planta

Valor de la
sefial de
control

Valordey

estimada Sefial de

salida

Valor del

error

y=p

Valor de
referencia

asignado

Figura 5.4 Graficas de control y de salida de la planta proporcionadas por
SPVisor para un valor de referencia de menos cuatro

Se tiene que la sefial de salida alcanza el valor de referencia como se
obtuvo en las simulaciones solo que en el proceso fisico se presentan ligeras
dispersiones alrededor del valor al cual se hace referencia. Observando de la
figura 5.4 la escala para el eje de las abcisas, se nota que cada 4 divisiones
verticales representan 8.8 segundos, por lo que cada una de estas divisiones debe
tener un valor de 2.2 segundos. Esto significa que al pasar de 0 a -4, la sefial tarda
aproximadamente 8 segundos en asentarse en el valor de referencia asignado.
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Cambiando el valor de referencia a cuatro, se observa lo siguiente:

Planta tipe)0

Seifial de
control

Sefial de
salida

Transicion
de-4a4

Figura 5.5 Graficas de contro! y de salida de la planta proporcionadas por
SPVisor para una transicion de un valor de referencia de menos cuatro a cuatro.

Al cambiar el valor de referencia a cuatro volts, se observa que la sefial de
salida hace la transicion en aproximadamente 6.6 segundos. Se presentan
dispersiones alrededor del valor de referencia, pero la sefial se mantiene bajo

control.
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Ahora se tiene el caso de referencia localizada en menos ocho:

Sefial de
control

Sefial de
salida

Figura 5.6 Graficas de control y de salida de la planta proporcionadas por SPVisor
para un valor de referencia de menos ocho.

Nuevamente, la sefial de salida alcanza su valor de referencia para este
caso, andlogo a la simulacién. Se presentan también las dispersiones alrededor de
la referencia como en el caso anterior. En este cambio de referencia, la sefial
mostré claramente un sobrepaso con un valor aproximado de 0.6 volts. El tiempo
de transicién entre -4 y -8 volts fue de aproximadamente 2.2 segundos.

De la figura anterior se observa que el valor de y estimada ( 9 ) se aproxima

al valor de la sefial de salida de la planta obteniendo de esta forma un error
(y—- ) con valor de 0.3382 volts.




CONCLUSIONES.

A través del presente trabajo de tesis se aplicd el algoritmo de control
basado en la teoria de filtrado de Kalman a una planta tipo 1, lineal e invariante en
el tiempo. Tomando como base las técnicas de asignacion de polos para
establecer la ley de control, el manejo de un observador y de un esquema de
control de seguimiento, se comprendio la utilidad de la estimacion de los estados
cuando se requiere que nuestro sistema responda a un valor de referencia

especifico.

Se demostré la importancia del control éptimo al permitir la estimacion de
los estados que no pueden ser medidos directamente. Para los métodos de control
optimo se sigue asumiendo un proceso lineal y se formula un procedimiento que
tiene como fin la minimizacion de un criterio, el cual es una funcion cuadratica de
los estados y de las senales de control (/). El controlador éptimo resultante es
lineal. De aqui que este tipo de problemas de control se conozcan como
problemas de control Lineal Cuadrético (LQ). La solucién estacionaria de los
problemas LQ para sistemas invariantes en el tiempo lleva a una ley de control
que tiene la misma estructura que la del controlador de realimentacion de estado,
pero la matriz de ganancia K es calculada de forma distinta. El controlador LQ
también puede ser interpretado como un controlador por asignacion de polos, pero
la optimizacion se lleva a cabo por medio de la minimizacién de una funcién de

coste en lugar de especificar los polos de malla cerrada.

En el caso en que se presentan perturbaciones estocasticas Gaussianas en
el proceso, se tienen problemas de control Lineal Cuadrédtico Gaussiano, donde
también se lleva a cabo una estimacion de los estados, pero dicha tarea la debe

realizar un estimador 6ptimo que minimice la varianza del error de estimacion P, .

Este trabajo lo hace el filtro de Kalman.
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Al aplicar la teoria de filtrado de Kalman se observaron los beneficios de la
estimacion mediante control éptimo. El control del proceso se logré aun cuando las
sefales de entrada y salida se vieron afectadas por las perturbaciones

estocasticas Gaussianas y el ruido fue atenuado en gran medida.

El uso de paquetes de software como el controlador digital basado en PC
(SPVisor) y Matlab facilitan la comprension de las teorias de control y permiten la
simulacion y la aplicacion de los algoritmos en plantas y procesos de laboratorio,
probando bajo condiciones reales las soluciones propuestas. Debido a la
necesidad de contar con practicas de laboratorio que aporten experiencia y que
ayuden a los estudiantes de la Facultad de Ingenieria a comprender las teorias
estudiadas, en el Apéndice C se muestran los diagramas de procedimientos que
permiten simular el comportamiento de un proceso tipo uno al aplicar el algoritmo
de control basado en la teoria de filtrado de Kalman. Con la ayuda de dichos
diagramas se pueden realizar los calculos necesarios para llevar a cabo el

algoritmo de control.

El trabajo de investigacion y de aplicacién no ha sido sencillo y se
enfrentaron diversas situaciones imprevistas que se presentaron durante el disefo
y la aplicacion del algoritmo de control. El planteamiento tedrico ha sido largo y los
calculos matematicos engorrosos, pero el conocimiento obtenido ha sido el mejor

beneficio para los realizadores de este trabajo.




APENDICE A
Operaciones basicas con matrices.

Trasposicion de matrices.

Dada una matriz de orden m x n, A = (ay), se llama matriz traspuesta de A, y
se representa por A, a la matriz que se obtiene cambiando las filas por las
columnas (o viceversa) en la matriz A. Es decir:

Propiedades de la trasposicién de matrices:

1. Dada una matriz A, siempre existe su traspuesta y ademas es unica.
2. (A=A

Suma y diferencia de matrices

La suma de dos matrices A=(a;), B=(b;) de la misma dimensién, es otra
matriz S=(s;) de la misma dimensién que los sumandos y con término genérico
sj=ajtby. Por tanto, para poder sumar dos matrices, éstas deben de tener la
misma dimensién.

La suma de las matrices A y B se denota por A+B.
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Ejemplo:

G 36 )6 )

Sin embargo, [31 _%] + [g] no sé pueden sumar.

Propiedades de la suma de matlrices.

A+ (B +C)= (A +B) + C (propiedad asociativa)

A + B =B + A (propiedad conmutativa)

A+ 0=A (0 es la matriz nula)

La matriz -A, que se obtiene cambiando de signo todos los elementos de A,

-l < A

recibe el nombre de matriz opuesta de A, ya que A + (-A) = 0.

La diferencia de matrices A y B se representa por A-B, y se define como:
A-B=A+ (-B)

Producto de una matriz por un escalar.

El producto de una matriz A = (a;) por un nimero real k es otra matriz
B = (b;) de la misma dimension que A y tal que cada elemento b; de B se obtiene
multiplicando a; por k, es decir, b; = k-a;.

Ejemplo:

3.2 -1 0)_.(32 3:(-1) 3:0)_(6 -3 0
4 1 3] |34 31 33 |12 3 9
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El producto de la matriz A por el nimero real k se designa por k'‘A. Al
numero real k se le llama también escalar, y a este producto, producto de

escalares por matrices.
Propiedades del producto de una matriz por un escalar:

1. k(A +B)=kA+k B (propiedad distributiva 1?)
2. (k+h)A=k A+ h A (propiedad distributiva 2°)
3. k[h A] = (k h) A (propiedad asociativa mixta)
4. 1-A = A (elemento unidad)

Producto de matrices.

Dadas dos matrices A y B, su producto es otra matriz P cuyos elementos se
obtienen multiplicando las filas de A por las columnas de B. De manera mas
formal, los elementos de P son de la forma:

= ad.tb
2.au*b,

Es evidente que el nimero de columnas de A debe coincidir con el nimero
de filas de B. Es mas, si A tiene dimensién mxn y B dimensién nxp, la matriz P
sera de orden mxp. Es decir:

n
=2a,*b,
k=1

Ejemplo:

1
{2 -1 0 o
[_2] [2 5 3] 1o se pueden multiplicar.

N PR it iteidbey
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Propiedades del producto de matrices:

1. A(B-C)=(AB)-C
2. El producto de matrices en general no es conmutativo. Por ejemplo:

[F 3 3+ )
3 98 3

3. Si A es una matriz cuadrada de orden n se tiene A-l, = |,;A = A. Donde I, es
la matriz identidad.

4. Dada una matriz cuadrada A de orden n, no siempre existe otra matriz B tal
que A-B = B-A = |,.. Si existe dicha matriz B, se dice que es la matriz inversa
de Ay se representa por A

5. El producto de matrices es distributivo respecto de la suma de matrices, es
decir A(B+C)=AB+AC

Determinantes de ordenes 2y 3.

=ap-ap—ap;-ay

A:["‘“ a'—“] g det(m=|:'“ %n

ay Az 1 2n

n

I
'an ap; dp dy ayp 4y
4= La“ @y, ap| = det(A) =lay 4y an|=

3 @y dy, 3] 93 4p

= (a,8y33; +a13,853a5) +81383,33 )= (3138583 +d35,85; +3)1G 383)

En este ultimo caso, para acordarnos de todos los productos posibles y sus
correspondientes signos se suele usar la Regla de Sarrus, que consiste en un

esquema grafico para los productos positivos y otro para los negativos:
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&y H2_ R
@y "8z @ |(Para los tres productos positvos).

an dyp an

By B2 an
8" az" ay | (Para los tres productos negativos).

ay ag -an
Calculo de un determinante por los adjuntos de una linea.

Sea A una matriz cuadrada y a; uno cualquiera de sus elementos. Si se
suprime la fila i y la columna j de la matriz A se obtiene una submatriz M; que

recibe el nombre de matriz complementaria del elemento aj.

Dada la matriz

1
o &, S
Ay 133 ay, dy,
I
I
I
A= I
'
a, la, ay Gy
1
1 -
1
1
all fa!. 2 "2;! an

la matriz complementaria del elemento a1 es la matriz que resulta de suprimir en

la matriz A la fila 1 y la columna 1; es decir;

M, =

Llamamos menor complementario del elemento a; al determinante de la

matriz complementaria del elemento a;, y se representa por C;

Se llama adjunto de aj, y se representa por A;, al nimero (—1)"C;.
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Matriz inversa.

Una matriz cuadrada que posee inversa se dice que es inversible o regular;

en caso contrario recibe el nombre de singular.
Propiedades de la inversién de matrices:

La matriz inversa, si existe, es uUnica.
ATA=AA=|

(AB) '=BTA"

(A=A

(kA) "= 1/k-A"

(A= (AT

& oo Ny

Hay varios métodos para calcular la matriz inversa de una matriz dada:
Calculo de la matriz inversa directamente.

Ejemplo:

Dada la matriz A = [% B %] buscamos una matriz que cumpla A-A"L = 1, es decir

2 -1).{fa d)_{1 0
1 1) lec 4 01
Para ello planteamos el sistema de ecuaciones:

2a-c=1 -2c-¢c=1

1 1 1 1

26-d =0 d=2 p e 13 3
—Da=-c=> = = A=

a+c=0 a=-c C=_1 d=2 ._1 2

b+d =1 b+2b=1 3 3 3 3
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Calculo de la matriz inversa usando determinantes.

Dada una matriz cuadrada A, se llama matriz adjunta de A, y se representa
por Adj(A), a la matriz de los cofactores A; de la matriz A.

Ejemplo:
2 =2 2
Dada la maatriz A =| 2 1 0]setiene :
3 =2 2
det (A) =2

Ap=2 Ap=-4 Ap=-7
An”o An =_'2 An-_2
Ay=-2 Ay=4 Ay=6

Ay Ay
Portanto : Adj(A) =|A, A, —2 —2
Ay Agy A33 '2

Si tenemos una matriz tal que det(A4) = 0, se tiene:

A Adj( ]
P, ( 4) +[4dj(4)]

Esto es facil probarlo puesto que sabemos que la suma de los productos de
los elementos de una fila por sus adjuntos es el valor del determinante, y que la
suma de los productos de los elementos de una fila por los adjuntos de otra fila
diferente es 0 (esto seria el desarrollo de un determinante que tiene dos filas

iguales por los adjuntos de una de ellas).
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Ejemplo:

1 -1
A=[2 1
0 0
det (A) =3
1
Adia) =| 1
-3

| = Al=

W =

11
-2 1
0 0

=3
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APENDICE B.

Primer Desarrollo.

Retomando la expresion 2.47 que define el costo incremental minimo de
(N-1)aN.
Ty = min ey B (N)OX(N) +u” (N =) Ru(N ~ 1)} B.1

Sustituyendo x(N) definida en el capitulo Il en B.1

Ly = min oy, §4x(N = 1)+ Bu(N =) Q[Ax(N ~1)+ Bu(N )]+ u" (N ) Ru(N ~1)}
B.2
Para continuar con el Apéndice, es conveniente sefalar lo siguiente:

Derivada

3

au(u"Mu)=2Mu MM >0
a(u,M)=M MMT >0

ou M™M #MM™
3]

(M) =MT

au( )

Ademas:

Si  x(N)=Ax(N =1)+ Bu(N -1)

X" (N) = [Ax(N 1)+ Bu(N - 1))] =x"(N -1)A” +u" (N -1)B”
(MM, =M,"M

MM, =M,"M"

Tenemos:
AT {xT(N ~1)A"QAx(N 1) +u" (N =1)B"QAx(N —1) + x" (N = 1) 4" QBu(N 1) +
+u" (N =1)B"QBu(N ~1)+u” (N ~1)Ru(N ~1)}

La ecuacion B.3 es la siguiente:

= x" (N =1)A" QAx(N 1)+ min ., 2u” (N =1)B" QAx(N 1)+ u” (N = 1)|R + B'QB (N - 1))}
B.3
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Al derivar lo que esta entre llaves con respecto a u(N-1) e igualando a “0”,
queda:

2B" Qx(N —1)+2|R + B" QB(N -1)= 0

Para obtener la entrada optima se despeja u(N-1):

u'(N-1)=~[R+B70B]" B" Qdx(N -1) B.4

u’(N — 1) es el valor que minimiza el indice incremental Iy_1,

' (N =1) = —K,_x(N ~1) B.5
K, =|R+B"0B]'B"04 B.6
x(N -1) x(N)
o—0O0—O0—0
u'(N 1) ==K, x(N 1)
I"yaw

Sustituyendo B.5 en B.3, el costo incremental I'y_ 1 n queda formulada en
términos de x(N-1):

Iy_w =% (N =1D)A"QAx(N ~1) - 2x" (N =1)K}_,B" QAx(N ~1) +
+x (N -DK]_ (B'OB+R)K,_x(N-1)

Sustituyendo B.4 en la ecuacion anterior:
Iy x =% (N=1)4"QAx(N -1)-2x"(N - 1)[(B’QB +R) B"QA]r B"QAx(N 1)+
+x (N - 1)[(B’QB +R)! B"QA]’ (B"OB + RY(B"OB + R)' B"QAx(N -1)

Sabemos que: (M") '=(M )"
Loy =X (N=D)[A"04-2470B(B'0B + R) ' B’ Q4 + A" QB(B' OB+ R)' B" Q4 (N ~1)

Aplicando las reglas vistas anteriormente:
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(B"QB+R)" =(B"QB+R)
(B'OB+R)"Y =(B'QB+R)")"
=(B"OB+R)"'

Iyow=x (N-1)|4"04~ A"QB(B"QB + R)"' B’ QA](N 1)

B.7
Iyow=x (N=-1)[4704-K]_(B'OB+R)"'K,_ k(N -1) B.8

K, ,=(B"QB+R)"'B"Q4

Segundo Desarrollo.

Definiendo:

Iy = min, o " (N =2)Ru(N -2)+x" (N =1)P,_x(N - 1)}

=min g,y )

{u" (N =2)Ru(N =2) + X" (N =1)Qx(N 1)+ I},  }

Costo incremental de los dos ultimos pasos:
= Iy = min b (N =2)Ru(N =2) +(Ax(N = 2) + Bu(N ~2)) QAx(N -2) +
+Bu(N=2)+ T, )
B.9
Iy =% (N =2)A" P, AX(N = 2) +min (4" (N ~2)(R+ B' P, ,BYu(N ~2)
+2u" (N =2)B P, Ax(N - 2)}

B.10
Py =Py n+0
"’;’—I..v = xr(N‘—I)&._,.Nx{N—l)

El término que esta entre llaves de la ecuacion B.10 se deriva respecto a
u(N - 2) y se iguala a cero.

2(R+B"P, ,Byu(N-2)+2B" P, ,Ax(N -2)=0

u'(N-2)=—(R+B"P,_,B)"' B" P, ,Ax(N -2) B.11
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u'(N-2)=-K,_x(N-2)

K,v-} =—(R+ BTRV—rB)_IBrPN—lA

El costo minimo para los dos ultimos pasos es:
I'van =x" (N =2)|[A"Py A=K ,(B"Py B+ R)K,_, k(N -2)

I'v-2n = x" (N =2)Py_, yx(N - 2)

B.12

B.13
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APENDICE C

Diagrama de procedimientos para el disefio de la aplicacion.

Leer opcion para la
forma de insercion de
los datos de la planta

Insertar por
funcion de
transferencia

/

Leer numerador y denominador
de la funcion de transferencia
de la planta continua y periodo
de muestreo T

Opcion
\: 1 |2 |3 |oma /
~N | yd
Insertar por Insertar por
vanables de variables de

Leer matrices continuas
del sistema (A, B, C, )
Leer periodo de muestreo

estado continuas

edado discretas

Leer matrices del
sitema discreto Ad.
Bd, Cd, Dd

r

Discretizacion de la planta

Discretizar A, B, C v D para
obtener Ad. Bd. Cd, v Dd

A A

Transformar planta discretizada
a su representacion en vanables
de estado discretas Ad. Bd. Cd

y Dd

Error
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Obtener dimensiones (i, j) de la
matriz Ad

Leer matrices de
covarianza del ruido a
la entrada v salida del
sistema V, W

Leer matrices de
ponderacion Qv R

A

Llamar proceso para el cileulo
de la matriz de retro de estado
K

h 4

Llamar proceso para el cileulo
de la matriz de ganancia de
Kalman

Calcular matriz Nx para llevar
a cabo ¢l control de
seguimiento

Se almacenan datos para
Ia simulacion

DO

Ver Apéndice D

Ver Apandice E
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APENDICE D
Diagrama de procedimientos para el algoritmo de calculo de la matriz K de

retroalimentacion de estado.

(?)

Inicializar la matriz de la solucion estacionaria de
la ecuacion de Ricatti como una matriz identidad
de dimensiones (i, j)

Predefinir indice de dill;erencia
&=1x10"

|

Definir valor de comparacion
va =100

le
A 2l

K=[B"*P*B+R|"*B" *P* 4

A

PI=P

P=A"*PI*(A-B*K)+Q
DIF =PI -P
4
ABS =|DIF|

2

va = max ABS

b .

va > g

No

27



T

K=[B"*P*B+R]'*B7 +P* 4
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APENDICE E

Diagrama de procedimientos para el calculo de la matriz L de ganancia de

Inicializar la matriz de covarianza del error de
eimacion con el valor de la covarianza del estado
micial x(0)

Kalman.

PI=0.333

|

Predefinir indice de diliécrmia
€ =1x10"

'

Predefinir
val = 100

»
ke
P=lad*pPread |+w

Y

M =[prcar [+[cas prcamy+v ]
v

PI=P-[M*Cd*P]
i

| piFL=pr-p |
!

ABS = DIFI|

.

val = max ABS |

99



I

P=|ad*pi*ad’ |+w

r
M =|p*ca’ [+[ca* prcary+v]' |

L=M
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