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Ya han pasado varios anos desde que empecé a buscar un nuevo director
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(Fenomec) del IIMAS en busca de un tema que llamara mi atencién; a decir
verdad, creo que todos eran de gran interés. Sin embargo, no fue hasta que
entré al cubiculo de Pablo que supe que él me daria la respuesta.
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tutos, donde cada doctor, maestro o investigador se encuentra a cargo del
“orden” de su propia oficina. Asi, cada uno marca en el espacio de manera
singular su travesia a lo largo del tiempo.

Cuando me encontré sentado frente al escritorio de Pablo senti el caos,
similar al que posiblemente mantendria yo mismo, fue el primer indicio. Se
senté y preguntd por mis aficiones en la ciencia: la geometria y las aplicaciones
en la fisica, sonri6, fue la “segunda llamada”. Comenz6 diciendo “Quiero
proponerte un tema que me hubiera gustado desarrollar en la licenciatura...”
Las palabras me envolvian llamando a escena; el telén se abrié despertindome
de mi pesadilla ficticia: “La geometria es una ciencia olvidada”. Asi es como
se mezcld esta tesis sobre cosmologia, geometria y las aplicaciones en la fisica
moderna: la Teoria de la Relatividad General.

Abordamos en este trabajo, con nuestro papel de cientificos-brujos, la
enorme tarea que ha motivado al pensamiento humano desde sus inicios;
intentar dar una respuesta vilida a la forma, origen y funcionamiento de
nuestro entorno galdctico, el Universo. Con ello daremos la vuelta atrds,
mirando con incertidumbre a las estrellas y buscando un principio en el Big
bang, con nuestros telescopios de luz alumbraremos obscuros rincones del
espacio para introducirnos en la comprension de los agujeros negros y dejare-
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Introduccion

Esta tesis, que tienes en tus manos, es un intento para acercar los teoremas
de singularidades al ptiblico no especializado en el 4rea. Queremos dar con ella
un programa general del transcurso de las ideas en la cosmologia, es decir,
el estado de nuestro Universo, mostrando cémo las ideas son recurrentes;
vienen, van y cambian en el tiempo con una gran rapidez, la comprobacién
que nos permite aplicar en nuestros descubrimientos, el método y la ciencia.

La tesis se desarrollé en cuatro capitulos centrales, unas pequefias con-
clusiones y dos apéndices. La estructura tal vez no sea la mdas apropiada
o inclusive no se asemeje a una tesis de licenciatura tradicional; se ha in-
cluido mucho material que probablemente cualquier otro estudiante hubiera
obviado. Sin embargo, lo he hecho pensando un poco en los posibles lectores.

El capitulo uno es demasiado extenso, probablemente, pero me parecia
interesante incluir las cosmologias antiguas para observar algunas semejan-
zas no obvias con nuestras ideas actuales, asi como también introducir el
desarrollo histérico de la ciencia para la culminacién de la herramienta tan
grandiosa que nos ha permitido imaginar de otra forma el Cosmos, la Teoria
de la Relatividad General. Este capitulo es ademads una de las pocas llamadas
a que gente que no se interesa en los niimeros comprenda la fascinacién que
nos producen.

El capitulo dos hubiera sido removido posiblemente por mucha gente.
En palabras despectivas, es simplemente la herramienta matemadtica que em-
plearemos mas adelante para desentranar las ecuaciones de campo y com-
prender el origen de las singularidades. Empero, es una herramienta poco
conocida, no es de acceso a todos los estudiantes de la carrera de matematicas,
y por ello sentia la necesidad de no sélo hacer referencia a ella sino dar una
introduccién aceptable para que esta tesis sea completa.

En el capitulo tres estudiamos algunas singularidades que se originan en
fenémenos mas cercanos a la experiencia cotidiana, con esto quiero decir, a
escala humana. Con esta introduccién a las singularidades serd més sencillo
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interpretar las singularidades que queremos discutir.

Asi, finalmente en el capitulo cuatro entramos en la relatividad general,
deduciendo las ecuaciones de las que haremos uso, algunos cambios de coor-
denadas que servirdn mejor y finalmente enunciamos y probamos a dos de
los teoremas de singularidades. Ademads, hacemos referencia al teorema de
Hawking-Penrose y discutimos su significado.

En las conclusiones, capitulo cinco, tenemos poco que mencionar ya; todo
lo hemos ido discutiendo a lo largo del texto. Sin embargo, me permito divagar
un poco y mostrar lo que desde mi punto de vista la teoria no termina por
explicar.

Por ltimo, se encuentran dos apéndices. Uno referente a las matematicas,
donde se mencionan y prueban el lema fundamental del cdlculo de variaciones
y la solucién general de las ecuaciones de tercer grado. El otro a la fisica,
donde se explica brevemente el espacio-tiempo de Minkowski para entrar en
nocion de lo que es la causalidad y los diferentes tipos de vectores (nulos, tipo
tiempo y tipo espacio). Estos existen dado que era poco pertinente incluir
los temas en medio del texto.



Capitulo 1

Origenes relativos del universo

Dios todavia no ha creado el mundo,
sdlo estd imagindndolo, como entre suefios.
Por eso el mundo es perfecto, pero confuso.

MOVIMIENTO PERPETUO, AUGUSTO MONTERROSO.

El hombre, desde sus primeros tiempos, se ha preguntado el lugar del
mundo y el suyo en el Universo. En la actualidad, la pregunta sigue siendo
vélida, aunque el enfoque ha cambiado; ahora la distincién entre el Universo
y el mundo es casi tajante. En los origenes de la civilizacién, esto no era
asi, eran lo mismo: el Cosmos. La cosmologia, generalmente, consideraba a
la Tierra como el centro del Universo y el mundo abarcaba desde las estrellas
lejanas hasta los confines de cada inframundo.

Para el hombre antiguo, al igual que para nosotros, las preguntas ;de
dénde venimos?, jqué hacemos aqui?, ;jcudl es nuestro fin? —si hay alguno-,
ihay algin ser supremo que nos haya puesto en este tiempo y lugar?, al
igual que toda la coleccién de incégnitas imaginables fueron y son uno de los
grandes ejes del pensamiento. La diferencia entre nuestro pasado y la actu-
alidad es que con el surgimiento del pensamiento cientifico hubo un cambio
de calidad: Hoy asumimos que podemos conocer el Cosmos y comprenderlo
con mayor objetividad. {Vana ilusién!, al menos hasta ahora.

Por eso, en este capitulo intentamos dar una pincelada de cdmo nuestra
respuesta, al no poder ser completa, no es tnica. Su objetivo es presentar el
surgimiento de la Teoria de la Relatividad General, por lo que, necesitare-
mos hablar de Galileo, Newton, Kepler, Copérnico e inclusive de Aristoteles.
Sin embargo, nos interesa mostrar los cambios sustantivos ocurridos a lo
largo del tiempo. Por eso comenzaremos pues, desde mucho atras, desde el
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comienzo de las primeras civilizaciones, mostrando algunas ideas de antano
y asi seguiremos vagabundeando un poco en la historia. Concluiremos con los
avances de la revolucionaria Teoria de la Relatividad General, mostrando al
mismo tiempo algunos ejemplos de la utilidad y validez de la misma.

1.1. Los primeros pasos

El hombre ha visto el despertar del Sol en la manana por el oriente y su
despedida al atardecer por el oeste. Ha observado los cambios de clima, la
llegada de las estaciones y con ellas, también, que los dias y las noches no
cambian drasticamente, sino paulatinamente. Muchos historiadores piensan
que estas regularidades comenzaron a intrigarle al hombre antiguo, quien
empez6 a darles ezplicaciones, nombrando las fuerzas de la Naturaleza con
apelativos para deidades plenas de poderes.

Estos entes superiores recibieron lugares en el Universo, en los cielos noc-
turnos, casi invariantes, donde encontraron la armonia de esos puntos lu-
minosos, las estrellas. Con ellas, el hombre formé patrones relacionados con
sus vivencias cotidianas, inventaron constelaciones como la de Atenea o la
Osa Mayor, Oridn e inclusive Quetzalcoatl. En muchos casos dotaron a estas
imagenes con poderes tales que regirian sus vidas desde el nacimiento. Los ba-
bilonios y los egipcios, cerca de 3000 afios a.C., creian que las constelaciones
influian en las cosechas, la lluvia, la vida y la muerte.

Segiin la cultura misma y su entorno, los seres supremos cambiaban. A
veces eran a semejanza de sus creadores, los hombres. En otros casos adopta-
ban formas fitomdrficas, monstruosas o simplemente, la forma de los animales
de la regi6n. Pero, en algunos casos, el hombre ni siquiera se preocupé de sus
caracteristicas fisicas. Sin embargo, le preocupé la forma del Universo, el lu-
gar donde habitaban, intent6 ser representada desde el momento en que se
tuvo conciencia de la existencia de su espacio. Asi, las ideas de una cultura
a otra son tan diferentes que le dan a nuestros ojos una riqueza fascinante.

1.1.1. EIl mundo antiguo

El ingenio del hombre ha sido siempre la caracteristica primordial de
nuestra especie; asi lo muestra desde la antigiiedad mds remota. Por ejem-
plo, en la concepcién de los egipcios, babilonios y hebreos el mundo era como
una gran ostra, rodeada enteramente por agua, donde el sélido firmamento
impedia que la Tierra quedara sumergida. Con un marco tan rigido pareceria
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dificil tener cosmovisiones distintas, pero no era asi.

La ostra de los babilonios era mds como una esfera, donde la Tierra era
solamente un monte hueco colocado en su centro, que reposaba en las aguas
inferiores. El cielo se extendia como la boveda que nos cubria de las aguas
superiores, las cuales a veces se filtraban en forma de lluvia. Las aguas in-
feriores también brotaban al mundo en forma de manantiales y fuentes. Los
astros, por su parte, avanzaban en lentas danzas a través de la béveda, en-
trando por puertas ubicadas en el este, para salir de escena por las que se
encontraban en el poniente.

Los egipcios tenian una concepcién mas rectangular. La Tierra es el piso,
éste sostiene las cuatro patas de una vaca o a una mujer que se soporta en
sus rodillas y codos, siendo en ambos casos esos cuatro puntos de apoyo,
las cuatro esquinas de la Tierra. Dentro de aquel conjunto, las divinidades
del Sol y la Luna surcaban el firmamento en barcos que entraban al mundo
por puertas diversas, las estrellas eran las luces que pendian de la béveda o
estaban sujetas por distintos dioses, los planetas eran naves que recorrian los
canales de la Via Léctea, el gemelo celeste del Nilo.

Dentro de su cosmogonia, los egipcios mostraban afinidad por los ciclos.
Decian que cerca del dia quince de cada mes comenzaba la agonia de la Luna,
la cual era devorada durante dos semanas por una descomunal marrana; ésta,
en ocasiones lo lograba por completo, provocando asi una luna nueva. El Sol
a veces también era comido por una serpiente, provocando un eclipse solar.

Es interesante observar c6mo el pensamiento humano, en sus distintas
modalidades, puede llegar a ser a veces recurrente. Por ejemplo, en Sudaméri-
ca, los indios Bacairi tenian una creencia similar a la de los egipcios para las
facetas lunares. Ellos creian que la disminucién de la Luna se debia a que un
lagarto o un armadillo la devoraban.

Las tragedias tenian caracteristicas tanto de la realidad como de fuera de
ella, dando asi un sentimiento fatuo de tranquilidad. La regularidad de la vida
de los astros —el escenario de las deidades— permitia determinar las estaciones
y las lluvias, con ello, las siembras y las cosechas, en un movimiento ciclico
perpetuo. De alguna manera, la vida y su devenir estaban prestablecidas.

Algunas culturas indigenas del sur de América respresentaban fenémenos
naturales mediante leyendas o mitos. Se cuenta que Tuminikar y Duid, dos
gemelos, son educados por los animales que mataron a su madre en el par-
to. Cuando los hermanos se enteran de la verdad, acaban con sus padres
putativos y se dedican a buscar a su verdadero padre. En la biisqueda del
progenitor, ambos mueren varias veces, siendo primero Duid, el cual es re-
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sucitado por su hermano. La historia se repite y siempre uno de ellos regresa
a su hermano caido al mundo de los vivos. Tuminikar es relacionado, en-
tonces, con el Sol y sus muertes con los eclipses solares; Duid con la Luna y
sus muertes con los eclipses lunares.

No obstante, empezaban a darse avances importantes en cuanto a la com-
prensién cuantitativa de la realidad. Aproximadamente en el afio 4,000 a.C.,
los caldeos comenzaron el arte de la medicién de los cielos y de los fenémenos
astrologicos. Escudrifiaron la noche, hicieron mapas de los movimientos de
las estrellas y crearon tablas cronolégicas de sus trayectorias grabadas en
tablillas de arcilla con signos cuneiformes.

Los cuadros cronoldgicos exhiben regularidades, més alld de lo que dia a
dia se podia observar. Establecen, por primera vez, una tradicién astronémi-
ca, que se foment6 en ceremonias religiosas. Muestran, en contraparte, una
ciencia exacta de mediciones precisas que, a diferencia del presente, repre-
sentaba los lazos simbidticos entre los mitos y los datos; asi, la mitologia
ayuda al observador a recabar la informacién, mientras ésta le dice cudles
fueron los origenes de sus creencias. El conocimiento llegara después a Gre-
cia y la ciencia surgird en forma de Jano, el dios bifronte, guardidn de las
puertas y portones del firmamento por los cuales entran y salen los astros.

Los griegos fijaron la vista y sus mediciones en los planetas o astros
vagabundos', de los que sélo se conocian siete: el Sol, la Luna, Mercurio,
Venus, Marte, Jupiter y Saturno. Todos los demds puntos luminosos del cielo
eran astros fijos que recorrian en conjunto la béveda celeste, una vez por dia,
sin cambiar su formacién general. Los vagabundos viajaban con ellos, pero,
dotados de movimiento propio, se desplazaban dentro de una banda con un
angulo de 23° a ambos lados del Ecuador. Esta cinta se dividia en doce
partes, representada cada una por una constelacién, la llamaban el Zodiaco
o calle de los amantes, a lo largo de la cual “vagabundeaban” los planetas.
La astronomia y la astrologia eran las caras complementarias de Jano: los
movimientos de los planetas a lo largo del Zodiaco suministraban cifras para
el observador cronolégico, asi como mensajes simbdlicos del drama mitolégi-
co.

Cuando las observaciones cronoldgicas permitieron cierta prediccién, el
drama del escenario de las deidades fue también anticipable y con ello (supon-
go) comenzé a perder validez. Pero antes de ver esta ruptura, viajemos en el
tiempo y el espacio a Mesoamérica.

!Precisamente el vocablo planeta en griego significa “errante” y ellos concideraban al
Sol entre éstos.
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1.1.2. La mesoamérica precolombina

Los pueblos mesoamericanos, que vivieron desde México hasta Nicaragua,
disfrutaron de un maravilloso calendario que mezclaba el tiempo de los dioses
con el de los hombres. Esta forma de medir e interpretar el tiempo se sabe
anterior al ano 1,200 a.C. El sistema que media el tiempo mds que un ca-
lendario, se funda en la combinacién de, al menos, dos calendarios distintos,
donde cada uno se integra a la cuenta de los dias como un engrane de distinto
tamano.

El primero (¢zolkin en maya, tonalpohualli en ndhuatl) se componia de 260
dias, formados por trece nimeros y veinte glifos o simbolos de seres naturales
o artificiales; era el calendario que regia las adivinaciones. El segundo (ha’ab
en maya, riuhpohualli en ndhuatl) se formaba de 365 dias, dispuestos en 18
meses de 20 dias, a los que se le anaden 5 dias iniitiles, en los cuales no existe
una deidad regente; era el calendario agricola.

Figura 1.1: El calendario ziuhpohualli.
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La combinacién del ciclo agricola y el adivinatorio se lograba con el
movimiento diario de cada uno de los calendarios; asi, cada dia estaba regido
por dos instancias de indole diferente. Para que volviera a darse la combi-
nacién de un dia particular se necesitaban 18,980 dias; es decir, 73 giros del
ciclo adivinatorio o 52 del agricola.

El calendario prehispanico -fundado en la numerologia y los mitos- tiene
una precision mayor que el gregoriano que usamos actualmente. Los mayas
marcaron el punto de partida de la cuenta del tiempo como el dia 4-ahau
(sefior), en el tzolkin y el octavo dia del mes cumki, en el ha’ab, aproxi-
madamente en el 3113 a.C. cuando ni los mayas ni el calendario existian.

La cosmovisién maya partia de que el orden calendérico nacia de la
creaciéon. El mundo del hombre se debia a que en el mundo de los dioses las
aventuras divinas se encontraban en un estado de perpetua presencia. Alld no
hay transcurso; en el ambito de las deidades existen simultdneamente todas
las posibilidades de existencia.

El tiempo de los mayas nacié y tuvo nombre cuando no existia el
cielo ni habia despertado todavia la tierra.

Los dias partieron del oriente y se echaron a caminar.

El primer dia saco de sus entranas al cielo y a la tierra.

El segundo dia hizo la escalera por donde baja la lluvia.

Obras del tercero fueron los ciclos de la mar y de la tierra y la
muchedumbre de las cosas.

Por voluntad del cuarto dia, la tierra y el cielo se inclinaron y
pudieron encontrarse.

El quinto dia decidié que todos trabajaran.

Del sexto salié la primera luz.

En los lugares donde no habia nada, el séptimo dia puso tierra.
El octavo clavé en la tierra sus manos y sus pies.

El noveno dia creé los mundos inferiores. El décimo dia destiné los
mundos inferiores a quienes tienen veneno en el alma.

Dentro del sol, el undécimo dia modelé la piedra y el arbol.

Fue el duodécimo quien hizo el viento. Soplé viento y lo llamd espiritu,
porque no habia muerte dentro de él.

El décimotercer dia mojé la tierra y con barro amasé un cuerpo
como el nuestro. [Galeano, 1982]

El espacio divino estd dividido en dos grandes mitades y cada una de
ellas en nueve y trece pisos. Una de las leyendas cuenta que Itzam Na, un
monstruo marino, de género femenino, el dios primordial, formado por dos
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dioses convertidos en serpiente (dragén de dos cabezas) fue cortado por la
mitad. Con una de esas mitades hicieron los cielos superiores, con la otra, el
inframundo. Como ambas partes tendian a juntarse, los dioses crearon cinco
postes para separarlas: cuatro para las esquinas de la tierra y el quinto para
el centro; el espacio generado por las columnas, es donde el tiempo transita,
fue el mundo del hombre. Los cuatro pisos inmediatamente superiores, donde
viajan las estrellas y los cuerpos celestes.

Figura 1.2: El dragén de dos cabezas, Itzam Na.

De los cuatro postes o arboles fluian las sustancias divinas, de corrientes
calidas las del cielo y frias las del inframundo. Con un movimiento levégiro
se representaba la lucha en la que los contendientes pasaban el poder al otro
para recibirlo nuevamente en cada ciclo. Del arbol del sur provenian los flujos
divinos que llegaban al mundo, para luego ser relevados por los flujos divinos
del arbol del este, después tocaba su turno al drbol del norte y finalmente al
del este para volver a los flujos del sur, en un giro en espiral interminable.

Los mesoamericanos tenian fundamentalmente la misma cosmogonia, di-
ferian generalmente sélo en los nombres y en alguna que otra actitud de los
dioses. Quetzalcdatl era conocido entre los mayas como Q’ug’Kumatz, Itzam
Na era Cipdctli para los nahuas. Creian que el mundo no era el primero,
tampoco el hombre.

Es la época del quinto Sol. Los dioses lo han creado después de cuatro
experimentos y destrucciones. Es este quinto Sol el del tiempo de los hombres
de maiz, el Sol del movimiento.
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Esta es la historia que hoy conocemos del origen del Sol y la Luna:

Al primer sol, el sol del agua, se lo llevé la inundacién. Todos los
que en el mundo moraban se convirtieron en peces.

Al segundo sol lo devoraron los tigres.

Al tercero lo arrasé una lluvia de fuego, que incendié a las gentes.

Al cuarto sol, el sol del viento, lo borré la tempestad. Las personas
se volvieron monos y por los montes se esparcieron.

Pensativos, los dioses se reunieron en Teotihuacan.

— ;i Quién se ocupara de traer el alba?

El Sefior de los Caracoles, famoso por su fuerza y su hermosura,
dio un paso adelante.

— Yo seré el sol —dijo.

— ;Quién mds?

Silencio.

Todos miraron al Pequeno Dios Sifilitico, el mas feo y desgraciado
de los dioses, y decidieron:

— Th.

El Sefor de los Caracoles y el Pequeno Dios Sifilitico se retiraron
a los cerros que ahora son las piramides del sol y de la luna.
Alli, en ayunas, meditaron.

Después los dioses juntaron lefia, armaron una hoguera enorme y
los llamaron.

El Pequeno Dios Sifilitico tomé impulso y se arrojé a las llamas.
En seguida emergié incandescente, en el cielo.

El Sefior de los Caracoles miré la fogata con el cefio fruncido.
Avanzé, retrocedid, se detuvo. Dio un par de vueltas. Como
no se decidia, tuvieron que empujarlo. Con mucha demora
se alzé en el cielo. Los dioses, furiosos, lo abofetearon. Le
golpearon la cara con un conejo, una y otra vez, hasta que le
mataron el brillo. Asi, el arrogante Senor de los Caracoles se
convirtid en la luna. Las manchas en la luna son las cicatrices
de aquel castigo.

Pero el sol resplandeciente no se movia. El gavilan de obsidiana
vol6 hacia el Pequeno Dios Sifilitico:

— ;Por qué no andas?

Y respondi6 el despreciado, el purulento, el jorobado, el cojo:

— Porque quiero la sangre y el reino.

Este quinto sol, el sol del movimiento, alumbré a los toltecas,
alumbra a los aztecas. Tiene garras y se alimenta de corazones
humanos. [Galeano, 1982]
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Los incas tenian una historia diferente para explicar los crateres de la
Luna, que para ellos era un joven; habia tenido una noche de pasién con el
Sol (considerado mujer), quien razgé su rostro en el éxtasis.

Estas similitudes no conocen fronteras. Tal es el caso del lejano oriente
donde habia leyendas similares a las del nuevo continente, si bien, en oca-
siones, ciertos pueblos cercanos podian tener cosmologias radicalmente opues-
tas.

1.1.3. La China antigua

Similarmente a los mayas, los chinos antiguos creian que el cielo estaba
separado de la Tierra por una, cuatro u ocho columnas. Ademds, pensaban
que el cielo estaba dividido en nueve regiones celestiales representativas de
cada regién de la Tierra. No se sabe si estaban acomodadas horizontalmente
0 en posicién vertical como las concebian los prehispanicos, sélo se sabe que
éstas estaban separadas por estancias infestadas de fieras.

En la China antigua se creia que todo venia del caos; éste, en forma de
huevo, se abri6 para darle vida a P’an-ku, el primer hombre. La coraza del
huevo formo la Tierra, el yin, y los elementos puros formaron el cielo, el yang.

Durante 18,000 afios la Tierra crecié por debajo diez pies por dia y el cielo
por arriba en la misma razén. P’an-ku crecia en la misma proporcién diaria
entre el yin y el yang, separdndolos cada vez mds por esta enorme cantidad
de tiempo.

A su muerte, P’an-ku formé las regiones del mundo que nos rodea. Entre
las grandes controversias de qué pedazo de su cuerpo originé qué cosa, se cree
desde que sus ojos son el Sol y la Luna, que son el reldmpago o simplemente,
que el clima depende del humor del primer hombre. El historiador M. Soy-
mié cree que podria decirse que su aliento fue el primer viento y las nubes; su
voz, el reldmpago y el trueno; su ojo izquierdo el Sol y el derecho la Luna; su
cuerpo, los cuatro puntos cardinales y las cinco grandes montanas; los rios y
remolinos provienen de su sangre y de su humor; sus nervios y venas forman
las capas de la Tierra; su piel y su carne se transformaron en los campos y
valles; su cabello y cejas son las estrellas y planetas que nos circundan; sus
dientes y huesos, los metales y las piedras; su semilla y su médula, las perlas
y el jade; la lluvia y los pantanos se originaron de su sudor y, finalmente, los
parasitos en él fueron los hombres.

Otra leyenda cuenta que el dragén rojo de cara humana, llamado Li Long,
vivia en el desierto del noroeste y controlaba el clima; cuando soplaba era
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invierno y su aliento provocaba el verano.

La estructura del mundo era muy importante para los chinos, de hecho,
contaban con tres escuelas distintas para explicarla. De la tradicién siuan-ye
sblo se recuerda que el cielo no era sélido, sino que en él se movian libremente
la Luna, el Sol y las estrellas.

Para la escuela t%en-kai o chou-pei, el cielo es un tazén que gira en su eje
desde el punto mas alto, la estrella polar, llevando asi con él las estrellas fijas
pegadas a su superficie. Un poco en la manera que los griegos lo pensarian,
la Tierra era una superficie plana o mejor aiin, una pirdmide cuadrangular
truncada, rodeada por sus cuatro lados por los cuatro mares.

Por el otro lado, la teoria que tenia por nombre hun-t’ien era similar a la
ostra de los babilonios, sélo que en este caso la representacién es un huevo
de gallina. Con el largo como eje vertical, las estrellas recorrian el cielo en el
interior, mientras la Tierra flotaba placidamente en el océano primigenio.
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1.1.4. El Japén ignoto

La cosmologia japonesa es compleja de definir. Por una parte, las leyendas
y mitos se contradicen y tienen poca congruencia temporal. Por otra, los
dioses al principio no tenian forma definida o no se conoce si la tenian; no
es si no hasta el periodo del 700 al 800 d.C. cuando los chinos escriben
la mitologia japonesa y la dotan de consistencia. Es posible que el primer
problema se deba también a que no hubo una preocupacién por escribir los
relatos; éstos eran transmitidos por tradicién oral.

La leyenda cuenta la historia de dos hermanos, Izanagi, el complaciente,
e Izanami, la complaciente. Los dos juntos van al caos, un fluido encapsulado
en la nada; ahi el hermano con su lanza corta un pedazo de este liquido,
el cual comienza a endurecerse formando una costra, la cual dara origen a
las ocho islas del Jap6n. Después, para poblar el mundo recién creado, los
hermanos procrean a diversos seres que debido a que Izanami rompe con el
principio de que la mujer no puede hablar antes que el hombre, se convierten
en malignos. Es por ello que los hermanos tienen que repetir el ritual para
corregir el error, dando a luz seres del bien.

El relato continda con la muerte de Izanami y la batalla entre hermanos.
Esta concluye cuando pactan el divorcio, asi, Izanagi retorna del inframundo
~donde se habia refugiado en la contienda— y de manera semejante con la
tradicién de P’an-ku, genera al Sol y la Luna de sus ojos, el viento de su
nariz y el resto de los elementos de la Tierra a partir de las regiones de su
cuerpo.

Hasta aqui, la cosmologia antigua estd dominada por la religién y el
pensamiento mégico. No obstante, se inicia ya el proceso que llevard a una
creciente cuantificacion del mundo observable y a la consolidaciéon del pen-
samiento cientifico. El punto culminante de dicho proceso tendra como epi-
centro a la Grecia cldsica.

1.2. De griegos y pitagoricos:
Los inicios de la ciencia

Con el despertar de Grecia, Occidente hereda la cosmologia babilénica y
egipcia. La ostra adquiere en estos dias un colorido mayor. Homero concibe
a la Tierra como un gran disco rodeado por el oceano; otros lo contradecian
con cambios radicales o sutiles.
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Comienza el siglo VI a.C. con una revolucién del pensamiento; es la época
de Buda, Confucio, Lao-Tsé y los jénicos con Pitagoras. “A través del planeta
parecia soplar, desde China hasta Samos, un viento primaveral que desperta-
ba la conciencia de los hombres” [Koestler, 1981]. A principios de este siglo,
la filosofia jénica y su escuela comienzan a surgir y con ellas, el pensamiento
racional, con base en el mundo de los suefios mitoldgicos.

Tales de Mileto trae con él la geometria a Grecia y asi predice un eclipse
de Sol. Piensa, como Homero, que el mundo es un disco. Cree también que
absolutamente todo proviene del agua; la vida, por ejemplo, asi como el aire
que resulta de la evaporacion de aquella.

Con Anaximandro la cosmologia cambia radicalmente. El Sol deja de ser
la carroza de Helios para inscribir su movimiento en un complicado sistema
dindmico, un reloj astral con reglas que explican cémo se comportan los
astros y las estrellas. Anaximandro cree que el Universo es infinito y que
todo en él es la manifestacién de una materia desconocida, la cual sélo tiene
la propiedad de ser eterna. El mundo que habita no es el primero ni el dltimo;
todo volverd algin dia a esta substancia primigenia y un nuevo universo se
originara.

Para Anaximandro, la Tierra es un disco ~-Homero—, el cual flota inerte
y equilibrado en el centro de un cilindro. Este tltimo tiene en su interior
una serie de esferas concéntricas, las cuales son los astros, con sus matices
particulares. El Sol es un agujero en una de dichas esferas, la cual permite,
cuando gira alrededor de la Tierra, ver el fuego que se encuentra detrés de la
esfera. La Luna tiene una representacién similar y las estrellas son pequefios
hoyos en una esfera negra, los cuales permiten ver la luz exterior.

En esta época cada filosofo tiene su propia concepcién del mundo. A
diferencia de Tales y Anaximandro, Jenofantes de Colofén piensa que hay un
Sol por dia y que éste se crea a partir de la Tierra, como todo. La Luna es una
nube condensada que se va disolviendo poco a poco y que del mismo modo,
se regenera. Todo es un caos de ideas, ningiin filésofo tiene realmente muchos
discipulos, pero si muchas ideas. Llega entonces Pitagoras de Samos, uno de
los grandes personajes de la historia y a su alrededor habra un creciente
nimero de seguidores.

1.2.1. Los pitagéricos

La Fraternidad Pitagdrica fue la fundadora de una nueva filosofia religiosa
y de la ciencia misma; era guiada por el Maestro. La comunién de ideas a
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su interior era tal que se duda de cuales de sus desarrollos eran en verdad
originales de Pitagoras, ya sea en detalles o por completo; de lo que no cabe
duda es que todos los elementos basicos fueron obra de una sola mente.

Pitdagoras es uno de los pocos personajes de la historia que tiene un re-
corrido tan asombroso. Se cuenta que en Samos fue educado por grandes
maestros de distintas corrientes, desde los misticos hasta los ateos. Parece
ser que Policrates, el tirano ilustrado que gobernaba la isla, el cual pro-
movia el comercio, la pirateria y la ingenieria, asi como las bellas artes y el
pensamiento humano, tomé tal apego al maestro que en varias ocasiones le
encargd misiones diplomaticas, por las cuales Pitdgoras tuvo la oportunidad
de viajar por el mundo y enriquecer sus conocimientos.

La fama que tenia el filésofo y cientifico era inmensa. Cerca del afio 530
a.C., decidié establecerse en Crotona, con la suerte de que la Fraternidad
Pitagérica que fundé pronto goberné la ciudad, logrando de esta forma una
supremacia en la Magna Grecia.

Los pitagoricos saltaron del mundo sensible a la filosofia y las matematicas,
para caer en una nueva descripcién unificadora del Universo. Creian que ab-
solutamente todo estaba conectado: la religién y la ciencia, la miusica y las
matematicas, la medicina y la cosmologia, el cuerpo, la mente y el espiritu.
De esta forma, la esencia y el poder se unificaban en una luminosa e ins-
piradora sintesis; en esta filosofia, el todo se encontraba entretejido en una
especie de superficie homogénea con la apariencia de una esfera.

Con el descubrimiento o creacién de los tonos musicales, los pitagéricos
encontraron la mejor manera de acercarse y penetrar en el conocimiento. Las
escalas se deben a simples proporciones numéricas; segin Arthur Koestler,
fue “...el primer paso que se dio hacia la matematizacién de la experiencia
humana y, por lo tanto, el conocimiento de la ciencia”.

Lo més importante de Pitagoras y de la fraternidad es la herencia que nos
han dejado en Occidente. El método deductivo que se emplea desde las escue-
las primarias, el inicio en el uso de palabras representativas como armonia o
filosofia en si mismas son parte de esta herencia. La creencia antigua de que
todo son figuras geométricas, que éstas pueden ser representadas con niimeros
y que por lo tanto, las matematicas deben describir el mundo son algunas de
las ideas mads utilizadas de los Pitagéricos. Al contemplar que los nimeros
nos dan relaciones maravillosas, entonces, jpor qué no creer que pronto todos
los secretos del Universo serian revelados a través de estas formas numeéricas?

En esta armonia maravillosa, Pitdgoras y su fraternidad mezclaban la
creencia en los niimeros y la geometria, la misica y el Universo para ponderar
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un nuevo modelo del mundo en el que los dioses geémetras y misicos habian
formado un gigantesco sistema que, desde la Tierra hasta las estrellas fijas,
resonaba en la quietud de la noche conforme a la escala pitagérica.?

Ahora la Tierra ha perdido su forma de disco rodeado de agua y la ostra
ha tomado dimensiones astronémicas. El mundo es redondo y flota inerte en
el centro, mientras que Luna, Mercurio, Venus, Sol, Marte, Jipiter, Saturno
y las estrellas fijas danzan ritmicamente en esferas concéntricas formando
tonos, semitonos y terceras menores.

La explicacién del mundo sigue basandose en la observacién, pero ahora
la fraternidad involucra un nuevo método: la contemplacién lleva al hombre
a filosofar y asi, comparando los alrededores, las formas y las matemaéticas
llegamos a la mejor explicacién. Esta es la herencia, pues, que tiene todo
Occidente, la cual, a lo largo de los siglos nos llevard a conformar nuestra
cosmologia actual.

1.2.2. La herencia de Pitagoras

A la muerte del maestro, algunos de los alumnos tomaron nuevos rumbos,
entre ellos Filolao. Este filésofo dio un vuelco, no sélo a la ideologia, si no
también al mismo modelo heliocéntrico. El centro del Universo lo caracteri-
zaba la Torre de Zeus, un fuego central que no tenia nada que ver con el Sol;
ésta yacia inerte en el espacio, mientras la Tierra giraba alrededor de ella,
siempre mostrando su cara oculta al fuego, lo cual explicaba la repeticién
diaria de los movimientos del Cosmos y el por qué las estrellas fijas obtienen
esta connotacién. La Luna, los planetas y el mismo Sol giraban en torno a la
torre, que la desplazaba un poco mas alla del centro de nuestro sistema.

Este modelo revolucionario cambi6 constantemente a lo largo de los anos.
Al principio se creyé que no era posible que el Universo fuera tan irregular
y de esta manera inventaron una Antitierra que giraba como antipoda de la
original, con lo cual se logré un equilibrio. Poco después los mismos pitagori-
cos decidieron que la Torre de Zeus, con el fuego central, estaba realmente en
el centro de la Tierra, la cual ya tiene para entonces forma esférica. Asi, la
Antitierra empieza a perder sentido, aunque lo retoma cuando la vozr populi
comienza a relacionarla con la Luna.

Por su parte, Heraclides de Ponto construye un modelo mas similar al
actual, teniendo a la Tierra fuera del centro del Universo. Olvidandose del
fuego central y el concepto de la Antitierra, retoma a la Tierra como el

2 Algunos autores creen que ésta es: si, do, re bemol, fa, sol, la bemol, sol.
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centro absoluto; la Luna es el cuerpo celeste inmediato que gira a razon de
poco mas de una vuelta en un dia, después, el Sol gira un poco maés lento,
dotdndonos de un dia y una noche en cada uno de sus ciclos. Curiosamente,
ahora Venus y Mercurio dejan estos giros concéntricos para dar vueltas en
torno al Sol. Después Marte, Jupiter, Saturno y las estrellas fijas rodean a la
Tierra con sus propios movimientos. Sin embargo, nuestro suelo no es inerte,
éste también gira lentamente con un dngulo distinto al de los caminantes de
los cielos nocturnos y de los diurnos. Herodoto, ya en esos tiempos, relata el
cuento de lugares alejados de Grecia donde existen pueblos que duermen seis
meses en la ausencia de luz.

En la otra mano de la herencia clésica tenemos a Aristarco de Samos,
pitagoérico del mismo pueblo que el maestro. El supone que el Sol estd en el
centro, que las estrellas fijas son inméviles y que la Tierra gira en torno a nues-
tro astro en una érbita oblicua. Ademds, rota en su propio eje permitiendo
ver en el movimiento el cielo estrellado.

Pese a esta herencia, algunos de los discipulos no dejan nuevos adeptos
y con ellos sus teorias terminan. Asi es la historia de Aristarco y de alguna
forma la de los demds pitagéricos hasta que Platén y Aristételes llegan al
juego. Estos dos nuevos filésofos, con sus adelantos y atrasos, nos dejaran
una tradicién en Occidente que sera dificil de olvidar.

1.2.3. Aristételes y Platén: El dogma de la astronomia

Posiblemente Platén y Aristételes echaron un sortilegio maligno sobre la
astronomia que durd casi dos milenios. Platén se desgastaba en su afidn de
entender el Universo; por ello, tal vez, llegé a la conclusién de que el cuerpo
perfecto era la esfera y que el movimiento idéneo era la rotacién. Describio en-
tonces el mundo en términos de esferas lisas y semejantes en toda direccién:
la Tierra al centro y todas las demas esferas rotando a velocidades constantes
a su alrededor, daban el movimiento planetario y estelar. El esbozo platénico
fue llevado por el mismo Aristételes a la condicién de dogma astrondémico,
en la idea de que el movimiento circular es el movimiento perfecto.

La tarea de tratar de hacer que las tortuosas e irregulares trayectorias
que muestran los cuerpos celestes encajen en un sistema de esferas no fue
un trabajo ficil. No sélo consumié mucho tiempo de las mentes de grandes
cientificos de la época, sino también de sus seguidores, durante casi dos mil
anos, intentando sin éxito modelar todo el movimiento del Universo.
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Tendremos que remontarnos mucho en el tiempo y volver otra
vez a Platén para recoger la pista de alguna otra concepcién
particular posterior. Por ahora tengamos presente sélo esta
clave esencial de la cosmologia platdnica: el terror al cambio,
el desprecio y la aversién por los conceptos de evolucién y
mutabilidad. Este rasgo esencial reverberara a través de toda
la Edad Media, junto con el comitante anhelo de un mundo
de perfeccién eterna, inmutable. [Koestler, 1981]

Eudoxo, discipulo de Platoén, realizé el primer intento. Fue superado tiem-
po después por su propio alumno, Calipo. La idea del primero fue dejar de
pensar que cada esfera gobernaba el movimiento biunivocamente de un tinico
astro, ésto se lograba con la combinacién de varias esferas que ubicaban sus
centros en las érbitas de las esferas concéntricas. Asi, Eudoxo logré aproxi-
mar de mejor manera los retrasos y avances que sorprendentemente hacian
los planetas. Este modelo ingenioso necesitaba de un juego de tres esferas
para describir el movimiento del Sol y otro idéntico para el de la Luna.
Para describir el movimiento de los otros planetas era necesario un juego
con cuatro esferas cada uno; finalmente, el modesto sistema de estrellas fijas
requeria tinicamente de una. El modelo completo constaba de 27 esferas que
se movian individualmente; Calipo lo perfecciond, haciendo uso de un total
de 34 esferas.

Sin embargo, Aristoteles no estuvo de acuerdo con estos modelos ma-
tematicos, anadiendo 21 esferas al modelo establecido. En la impresionante
maquinaria, las 34 esferas operantes eran coordinadas por estas 21 neutral-
izadoras. Este monstruo no logré, sin embargo, progreso alguno, solamente
complicaciones en los cdlculos. En este modelo, la Tierra al centro tenia a la
Luna girando en torno a ella; después aparecia el Sol y el resto de los astros;
mas alla el primer motor del Universo: Dios. La Tierra era entonces lo mas
lejano al ser supremo, junto con la esfera sublunar; nos encontrdbamos, pues,
en lo mds bajo, el lugar de las mutaciones y los cambios, mas alla de la Luna
el mundo era perfecto y regulado, pues estaba cerca del Creador.

Ademas, en estos modelos existian errores mas graves. Aunque explicaban
el fenémeno de los paseos de los vagabundos por la calzada de los enamorados,
no daban informacién alguna de por qué se daban cambios tan aparentes
en los tamanos y luminosidades de Venus y Marte, por ejemplo. Tampoco
indicaba si un eclipse solar serfa total o anular. Esto lo sabian aiin Eudoxo y
Aristoteles, pero la huella platénica no les dejaba discurrir en contra de tal
dogma.
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Figura 1.3: El modelo de Aristételes: se trataba de un sistema extremadamente ingenioso
y completamente insensato. 1: Tierra; 2: Luna; 3: Sol; 4: Venus; 5: Mercurio; 6: Marte; 7:
Jupiter; 8: Saturno; 9: Estrellas fijas. Las primeras cuatro esferas (circunferencias) de cada
planeta son los antigiros, mientras, las siguientes cuatro sus giros respectivos.

Ni a Eudoxo ni a Calipo les interesaba construir un modelo
que fuera fisicamente posible. No tenian interés en el mecanis-
mo real de los cielos; construyeron un dispositivo puramente
geométrico que, como ellos sabian muy bien, solo existia en el
papel. Aristételes deseaba algo mejor y transformé el esquema
en un verdadero modelo fisico. [Koestler, 1981]

Estas insatisfacciones dieron nacimiento al modelo de Heraclides y Aristar-
co, que eliminaba los dos escandalos mas llamativos de aquella maquinaria.
Por una parte, el nuevo modelo explicaba por qué Venus brillaba mas en sus
recorridos de regreso que en los de ida; por la otra el por qué de los cambios
aparentes en la distancia de la Tierra a Venus y Mercurio. Asi, cuando se
“ech6 a andar” a los planetas y la misma Tierra alrededor del Sol, la ciencia
griega rectificé el camino. Pero, al ser descartado el sistema por extravagante,
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la ciencia académica quedé atrapada en el dogma platénico y “avanzé triun-
fante” con Platén, Eudoxo y las 55 esferas de Aristételes, hasta llegar al
ingenioso e improbable artefacto de Claudio Ptolomeo, el laberinto ideado
por los egipcios.

1.2.4. La Geometria de Ptolomeo

En el juego de organizar geométricamente el Universo mediante circunfe-
rencias, aparecieron ideas geniales desde el punto de vista matematico, pero
que poco tenian que ver con la realidad. Un ejemplo, Apolonio de Pérgamo
quien, en el siglo IIT a.C. introduce la ezcéntrica y el epiciclo sobre deferen-
te, un artificio muy refinado con el que buscaba resolver los problemas que
planteaba el dogma platénico-aristotélico.

Apogeo

Perigeo

Figura 1.4: Excéntrica. El planeta se mueve a velocidad constante a lo largo de la
circunferencia, creando asi la impresién de un movimiento a mayor velocidad cuando se
encuentra en el perigeo. El dngulo a’ es mucho mayor que el 4ngulo a, mientras b’=b.

En ese entonces, sin hablar de los complicados movimientos realizados
por los planetas superiores, se sabia ya que el Sol se mueve a velocidades
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distintas en diferentes épocas del afio. Al emplear seis dias mas del lapso del
equinoccio de primavera al de otono que a su regreso de otono a primavera,
nuestro astro es mas rapido en su movimiento en invierno que en verano. Con
el traslado de la Tierra fuera del centro de las érbitas, la excéntrica, Apolonio
intentaba describir este retraso. Su otro método empleaba dos circunferen-
cias, la deferente con centro en nuestro mundo y el epiciclo con centro en
ésta, en la cual se localizaba el astro en su movimiento.

Casi un siglo después, Hiparco de Rodas combinaria los dos artilugios
geométricos. Con ello, el epiciclo sobre deferente permitia explicar las idas y
venidas de los planetas por el Zodiaco, asi como la variacién de sus brillos.
La excéntrica le ayudaria con el problema de los cambios de la velocidad
aparente de los planetas.

Deferente

Figura 1.5: Epiciclo sobre deferente. La Tierra se encuentra en el centro de la deferente,
mientras el centro del epiciclo se encuentra en esta circunferencia. Las velocidades V; y
V2 son constantes. El punto A es la referencia posicional del planeta en el cielo.

Ptolomeo de Alejandria complementé el sistema de Apolonio e Hiparco
en el siglo II a.C. En su libro, el Almagesto, recopila la parte central de los
logros de la astronomia antigua y da una explicacién detallada, completa y
cualitativa de los movimientos celestes. El sistema ptolomaico completo con-
sistia de epiciclos mayores, con los cuales se lograba explicar los movimientos
retrégrados de las drbitas planetarias; epiciclos menores que explicaban los
cambios de brillos y las diferencias de velocidades de los astros; las exéntri-
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cas ayudaban también en este aspecto, mientras la ecuante —una invencién de
Ptolomeo— terminaria por explicar los complejos movimientos de los astros.
Este nuevo método estipulaba que el centro del epiciclo describia angulos
iguales en tiempos iguales con respecto al punto ecuante, no al centro del
deferente.

La importancia de este nuevo modelo radica en que con él, Ptolomeo
reta el dogma platénico de los movimientos circulares uniformes. Por ejem-
plo, al explicar el movimiento de los planetas superiores combina epiciclos con
excénticas y ecuantes, con lo cual el centro del epiciclo no se mueve uniforme-
mente con repecto al centro del mundo ni en relacién con el centro geométrico
de su 6rbita, el centro del deferente. Sin embargo, todas estas irregularidades
sirven para describir todos los desfases del movimiento planetario, por lo que
seran la piedra angular sobre las que se soportara la construccién coperni-
cana.

1.3. La Tierra moévil: Un concepto antiguo

Hemos relatado a lo largo de nuestra cambiante o mds simbdlicamente,
saltante historia, que la idea de un Universo con una Tierra mévil no es
original de Copérnico. Por ejemplo, recordemos a Filolao en el siglo V a.C.,
con su Antitierra, girando opuesta al mundo, en torno al fuego central, la
Torre de Zeus.

Omitimos a Ecfanto, otro pitagérico, quien defendia que la Tierra se tras-
ladaba en lugar del Sol y las estrellas, rompiendo de este modo el geocentris-
mo. Pero, es mis importante la incursién de Her4clides de Ponto, en el siglo
IV a.C. quien dié por hecho la rotacién de la Tierra en torno a su propio eje,
contraviniendo asi la geostacia; sélo Venus y Mercurio giraban alrededor del
Sol quien con todos los planetas y las estrellas circundaban nuestro mundo.

La importancia de todo ello radica en que la vida cotidiana no nos conduce
a concebir que la Tierra se encuentra en movimiento. El estudio del paralaje
o movimiento paraldctico no era capaz de hacerse con los instrumentos de la
época, incluso hemos llamado un sinniimero de veces al sistema de las estrellas
“fijas”; no habia datos que reflejaran que la diferencia de sus distancias a la
Tierra era muy diferente o que se sujetaran a cambios aparentes entre los
desplazamientos de una con otras.

Ni siquiera Tycho Brahe, anos después de la muerte de Copérnico, lo-
gré registrar el movimiento paraldctico con los instrumentos de mayor pre-
cisién de la época. Es por ello que el modelo ptolemaico fue aceptado e
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Figura 1.6: Modelo cosmolégico de Her4clides de Ponto.

incluso, promovido por el cristianismo con la traduccién del Almagesto. Las
razones de peso para mantener el sistema se deben a la descripcién sufi-
cientemente precisa que proporcionaba para la época, por ejemplo, sobre la
prediccién de trayectorias planetarias futuras, aunque fue necesario llevar a
cabo calculos tremendamente laboriosos; ademds, permitia flexibilidad en la
correccién al reajustar las “ruedas” del mecanismo, asi como la explicacién
natural del no-paralaje de las estrellas fijas y la apariencia comin de que es
el Sol, los planetas y las estrellas los que giran en torno a la Tierra. Final-
mente, tenemos la significacién teoldgica que se le daba y a la que se hicieron
adeptos los europeos con la reintroduccién del sistema en la Edad Media.

Hay que mencionar por iltimo los intentos de los filésofos escolasticos, a
inicios del segundo milenio de nuestra era, por desechar el dogma aristotéli-
co. Un ejemplo es Jean Buridan, quien a principios del afno 1300 expone la
dindmica del ¢mpetus que serd un simil de lo que posteriormente serd la 1¢
ley de Newton. Conforme a ello, explica el hecho de que al lanzar objetos al
aire, éstos no queden relegados en el movimiento terrestre, sino que sigan el
impulso en la direccién que la Tierra en su rotacién les ha dado.
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1.3.1. De revolutionibus de Koppernigk

Nicolds Copérnico nace en Torun, Polonia, el 19 de febrero de 1473, pero
no es hasta 1543, ano de su muerte, que se publica su libro intitulado De revo-
lutionibus orbium celestium3, donde propone su sistema del mundo sobre la
nueva base de una Tierra en movimiento. La idea no es original de Copérnico,
incluso se sabe que conocia los manuscritos de Aristarco de Samos. En el
mismo De revolutionibus aparece su nombre, curiosamente tachado con tinta,
respecto a lo cual J. I. Del Barrio se atreve a mencionar “parece ser que
era costumbre de Copérnico confundir el rastro...”. También es importante
destacar que la mayoria de los elementos en los que critica a Aristételes y a
su teoria del movimiento, habian aparecido ya en los textos del escolastico
Nicoléds de Oresme, discipulo de Buridan.

El mérito de Copérnico no es, entonces, la idea de negar la geostacia,
sino la construccién de un nuevo sistema integral del Universo, dotado de la
misma, capacidad de prediccién que el sistema de Ptolomeo, sélo que la Tierra
tiene movimiento como cualquier otro planeta. La revolucién copernicana es
la culminacién de una larga trayectoria, en la cual el camino se habia abierto
con conceptos desarrollados en Paris y Oxford a través del siglo XIV y en
Padua en los siglos XV y XVI, ciudad donde Copérnico estudié. Asimismo,
las ideas habian surgido en la dindmica, invalidando las objeciones clisicas
del movimiento terrestre.

Algunos historiadores y filésofos de la ciencia ven a Copérnico como un
neoplaténico impulsado por la estética del Universo, por lo cual las ecuantes
y parafernalias como las deferentes o el complejo sistema de Ptolomeo no
encajaban en su pensamiento y concepcién. Asi, Copérnico menciona que un
cuerpo celeste simple es incapaz de tener un movimiento desigual, dado que
esto necesariamente se efectiia con la interaccién de un factor extra, como
podria ser la rotacién del cuerpo. Contintia: “los cuerpos constituidos de una
ordenacién 6ptima, no puede producir tales efectos, es consecuente admitir
que sus movimientos regulares nos parecen irregulares”.

Las ventajas estéticas en el sistema copernicano tienen que ver con lo
cualitativo, no tanto con lo cuantitativo. Para Copérnico la idea de la ecuante
representaba romper el ideal platénico de los movimientos circulares y uni-
formes, es por ello que la desaparece de su sistema, debiendo agregar epiciclos
a los epiciclos para salvar la belleza. Sin embargo, se queda con un modelo
complejo de 30 circulos con epiciclos, deferentes y excéntricas, haciéndolo
cuantitativamente tan dificil como el sistema de Ptolomeo.

34De las revoluciones de las esferas en movimiento”.
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Figura 1.7: El modelo cosmolégico de Copérnico. En €l no se muestran los epiciclos y
excéntricas; modelamos solamente el conjunto de planetas y la Tierra.

Desde el dngulo cualitativo, el movimiento planetario es explicado mas
claramente. Por ejemplo, se comprenden mejor las retrogradaciones, es mas
sencillo y natural la explicacién del movimiento de los planetas inferiores
y pueden estimarse las distancias a los demds vagabundos, calculando sus
distancias al Sol. Hay que constatar que Copérnico no impone realmente el
heliocentrismo, pues, aunque en su concepcion la Tierra no es el centro de
nuestro mundo, tampoco lo es el Sol, sino la misma érbita terrestre. Todavia
recuerdo a Pepe Marquina con el dibujo en el pizarrén mostrando cémo todas
las drbitas giran en torno al Sol, mientras éste gira alrededor de nuestro
mundo en un desequilibrio motriz impresionante.

Copérnico rompe con la tradicién sélo en lo que toca a la posicién y
el movimiento de la Tierra. El marco cosmolégico y las herramientas ma-
tematicas empleadas pertenecen a las expresadas y comprendidas por los
cientificos de la antigiiedad. Del mismo modo, Galileo estard sumergido aun
en el movimiento circular uniforme del platonismo. No sera hasta la aparicién
de Kepler, liberado completamente del geocentrismo, astrénomo medieval y
moderno, a la vez, el primer copernicano que esta revolucién mostrara su
fertilidad.
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1.3.2. Kepler, el copernicano

Cinco anos después de la muerte de Copérnico aparece el primer libro de
Kepler, Mysterium cosmographicum. Con él se da el primer paso hacia el re-
conocimiento del modelo copernicano en cuanto a la revolucién heliocéntrica;
Kepler no confiara en la artificialidad de los epiciclos, deferentes y excéntricas
que dicho modelo conserva de los modelos antiguos.

La obra de Kepler serd tnica en la historia. Sus manuscritos muestran
el desarrollo y conceptualizacion de sus propias ideas, las idas y venidas
paraddjicas del quehacer cientifico. Es notable cémo algunos errores lo lle-
varon finalmente a resultados verdaderos o de manera similar, como el mis-
ticismo que lo caracterizaba lo condujo a lo que seria una idea fija en su
pensamiento, en la cual siempre crey6: cada 6rbita se encuentra inscrita y
circunscribiendo uno de los sélidos platénicos. Aunque negé la posibilidad
del sistema con los sélidos platdnicos, atn asi, la idea la mantuvo fija, con
algunas modificaciones que pasaron desapercibidas en su tiempo, al grado de
concederle mas importancia como realidad fisica que a las abstracciones de
sus tres leyes.
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Los historiadores normalmente enfatizan una de sus caracteristicas pri-
mordiales: Kepler es un personaje donde coexisten perfectamente el mistico
con el cientifico empirico, siendo estas dos facetas determinantes desde su ju-
ventud hasta sus tltimos dfas. EI mismo explicaba los misterios de los cielos
mediante deducciones a priori, derivadas directamente de lo que considera-
ba los pensamientos secretos del Creador. En palabras de A. Koyré, “Kepler
estd mucho mds cerca de Aristételes y el medievo que de Galileo y Descartes”.

Historias tan fantdsticas son poco creibles en la boca de uno de los fun-
dadores de la ciencia moderna. Sin embargo, es gracias a este misticismo
que, paraddjicamente, es capaz de liberarse del dogma aristotélico, el primer
dogma de la astronomia antigua, el movimiento uniforme y circular.

Al romper con el dogma del movimiento uniforme, Kepler se deshizo de
los epiciclos. El paso fue dificil pues, al terminar con las érbitas circulares,
la bisqueda de las curvas geométricas que coincidieran con los datos no
fue simple. El évalo fue el primer intento; tras realizar miltiples calculos y
ensayos lleg6 finalmente a las elipses. Por este camino terminé formulando
tres leyes fundamentales. Su primera ley seria corroborada con los datos del
observatorio de Tycho Brahe.

Primera ley. Las érbitas de los planetas son elipses y el Sol se encuentra en
uno de sus focos.

Puntos focales

Es una sorpresa que Kepler diera primero con la segunda ley y no con la
primera. Sin embargo, es mds curioso aiin que en el desarrollo de ésta comete
tres errores que milagrosamente se anulan entre si. Sin ser suficiente esto,
cuando Kepler los descubre, intenta explicarlos llevandolo a un cuarto error,
que no tiene consecuencias para sus teorias.
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Segunda ley. La linea que une el Sol con un planeta barre dreas iguales en
tiempos iguales.

Con la primera ley deshace los movimientos circulares —son elipticos—, con
la segunda ley rechaza el movimiento uniforme —los planetas se mueven mas
rapido en la cercania del Sol-. Estas dos leyes apareceran por primera vez en
Astronomia nova, en 1609, cuando trabajaba como matemadtico imperial de
Rodolfo II de Praga. Con ello Kepler comienza la nueva era de la astronomia,
los célculos empleados en su modelo son la técnica mds simple propuesta
desde los dias de Hiparco, con la ventaja superior de una precisién nunca
antes realizada.

Finalmente la tercera ley aparece hasta 1619 en Harmonices mundi, tex-
to en el cual intenta unificar armdnicamente el pensamiento, la misica, la
geometria y demds artes o virtudes de su época.

Tercera ley. El cuadrado del periodo de un planeta es proporcional al cubo
de su distancia media al Sol.

(R eio)* =T?
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Con frecuencia hemos tomado a Kepler como un copernicano sin igual,
pero es mucho mas que eso. Su pensamiento heliocentrista y su afinidad a
Copérnico son claros, pero sus tres leyes no tienen antecedente en la obra
de éste, el De revolutionibus. En su libro De motibus stellae Martis y en el
Epitome de astronomia copernicana muestra cémo ha desenlazado toda la
marana matemadtica, tedrica y observacional que caracteriza a la conjetura
copernicana. Con el De revolutionibus existian dudas de si se trataba de una
imagen fisica del Universo, sin embargo, con Kepler no hay duda que trata
de explicar la geometria fisica de nuestro sistema planetario.

Copérnico, en su modelo, no formula ninguna hipétesis sobre la natu-
raleza fisica del Universo, en cambio, Kepler desarrolla una nueva astronomia
al intentar explicar los movimientos planetarios en términos de fuerzas he-
liocéntricas. Asi, una de sus grandes aportaciones es la de unificar nuevamente
la fisica y la astronomia. Hay que recalcar que este avance es consumado co-
mo resultado de la mistica conviccién que Kepler tenia desde la juventud
sobre la estrecha relacién entre el periodo de los planetas y su distancia al
Sol. Asi, introduce, gracias a esta idea, la causalidad fisica en la geometria
formal.

Sin embargo, Kepler detendra el camino al no comprender que la fuerza
que une a los planetas y el Sol es la gravedad —lo que Newton comprendié mu-
chos anos después—. Comienza a explicar este fenémeno en términos de una
fuerza solar que, en lugar de atraer perpetuamente a los planetas, los empuja
o “guia” en sus trayectorias césmicas. Ast, al no actuar como la inercia, si esta
fuerza se detuviera, el planeta en lugar de seguir de largo —cémo sucederia en
realidad—, detendria su curso. Las leyes de Kepler cobran un sentido mas real
cuando son observadas bajo la luz que aporta la mecanica newtoniana, si bien
para Newton el movimiento eliptico serd uno de las consecuencias comunes
de su teoria, para Kepler, este movimiento podria ser dado por cualquier otra
curva. No sera hasta las iltimas décadas del siglo XVII cuando los mejores
astronomos europeos tomen en cuenta sus leyes para la realizacién de los
calculos.

1.3.3. Tycho Brahe: El astrénomo que perdié la nariz

La historia de Tycho Brahe es un poco fuera de lo comiin, incluida la
manera en que perdié la nariz*. Nacié en Dinamarca, en el afio 1546, en la
cuna de una familia acaudalada de la nobleza danesa. A corta edad observé un
eclipse total de Sol, el cual habia sido anunciado con anterioridad; el hecho

1El titulo de la seccién es en recuerdo al libro de [Schmidt, 1994], de nombre similar.
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de predecir fenémenos astronémicos le llamé mucho mas la atencién.

Aunque en esa época no era bien visto que un noble se dedicara a la
astronomia, nadie logré disuadirlo. Es asi como a la edad de 17 afos des-
cubre que en las predicciones de las tablas alfonsinas, el eclipse planetario
entre Saturno y Jupiter tiene casi un mes de error y de varios dias en las
copernicanas. A partir de entonces, Tycho Brahe entrara en la historia de
la astronomia. Ensenard al mundo la importancia de las observaciones cons-
tantes y de gran precision; su aportacién se deberd a su trabajo cientifico,
realizado con el rigor y la disciplina necesaria.

En la isla de Hwven, cedida a €l por el rey Federico II de Dinamarca,
el noble astrénomo mandé construir un observatorio: Uraniburg. Compré y
construyd los mejores y més precisos aparatos de la época, con los cuales hizo
mediciones tan exactas que no fallan en mas de cuatro minutos de arco. Sin
embargo, lo més importante de su contribucién es la constancia con la cual
registré noche a noche cada una de sus observaciones.

Tycho Brahe fue el maestro de Kepler; juntos comprendian la necesidad
de las observaciones precisas para la corroboracién de los diversos sistemas,
siguiendo una tradicién de larga data. El debate entre Ptolomeo y Copérni-
co, por ejemplo, no se desarrollaba sobre argumentos unicamente tedricos.
Un elemento importante fueron los registros hechos hasta aquella época;
por ejemplo, en el De revolutionibus solamente aparecen 27 mediciones de
Copérnico, las restantes fueron extraidas de los imprecisos datos de Hiparco
y Ptolomeo, principalmente.

Un hecho importante fue que con las observaciones hechas en Uraniburg
fue imposible encontrar movimientos paralicticos, con lo cual, Tycho recha-
z6 la idea del movimiento terrestre. Propuso un nuevo sistema, geoheliocéntri-
co llamado ticdnico, un hibrido entre el ptolomaico y el heliocéntrico puro.
En éste, los cinco planetas conocidos giran en torno al Sol, mientras éste
circunda la Tierra poco mas alld de la Luna.

En estricto rigor matematico, el sistema ticonico y el copernicano son el
mismo, solamente que los argumentos en contra del segundo se desvanecen
al mantener a la Tierra inmévil en el centro del Universo. Sin embargo, al
dejar de ser la Tierra el centro geométrico del Universo, la mayoria de los
movimientos planetarios tienen su base en el Sol y por ello, el sistema ticénico
no atrae muchos adeptos.

Desde luego, Kepler encuentra el sistema copernicano mas atractivo, dada
la simetria que implica. Ademads, supone que la ausencia de paralaje puede
deberse a la distancia enorme a la que se encuentran las estrellas fijas com-
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parada con la drbita terrestre. Asi, a Tycho Brahe no lo recordamos por su
audacia en la concepcién de un nuevo sistema planetario, sino por sus ob-
servaciones constantes, disciplinadas y precisas, herramientas esenciales que
Kepler utilizé para dar con el principio de solucién del rompecabezas de los
cielos.

1.3.4. EIl mito tras la leyenda: Galileo Galilei

Galileo Galilei nacié en Pisa en el afio de 1564. En él la historia y la
leyenda convergen. En palabras de Arthur Koestler:

En las obras de corte teoldgico, Galileo aparece como una figu-
ra altamente sospechosa; en la mitografia racionalista, como
la Doncella de Orledns de la ciencia, como San Jorge matan-
do al dragén de la Inquisicién. Por eso no debe sorprendernos
que la fama de su descollante genio repose principalmente en
descubrimientos que él nunca hizo y en hazanas que nunca
llevé a cabo (...) Galileo no invent6 el telescopio, el microsco-
pio, el termémetro ni el reloj de péndulo. No descubrio la ley
de la inercia ni el paralelogramo de fuerzas o movimientos,
tampoco las manchas solares. No hizo ninguna contribucién
a la astronomia teérica; no tir6 pesas desde la torre inclinada
de Pisa y no demostré la verdad del sistema copernicano. No
fue torturado por la Inquisicién ni se pudrié en sus calabozos,
no dijo: Eppur st muove y no fue un martir de la ciencia.

Lo que si hizo fue fundar la ciencia moderna de la dindmica,
lo cual lo coloca entre los hombres que modelaron el destino
humano. Esta ciencia significé el complemento indispensable
de las leyes de Kepler para el universo de Newton.

La carta que Galileo envi6 a Kepler en 1597 muestra que aquel es coper-
nicano, hecho que hara publico hasta 1613. Durante el periodo intermedio
siguié ensenando en clase la antigua astronomia de Ptolomeo. Sin embar-
go, las aportaciones de Galileo comenzardn cuando, por su interés por la
astronomia, construye un telescopio perfeccionado.

Galileo publica en 1610 El mensajero de las estrellas, donde hace publi-
co su descubrimiento de los astros mediceos, es decir, las lunas de Jupiter
que descubrié con sus observaciones telescépicas. Luego, en Cartas sobre las
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manchas solares, mostrard que éstas no son pequenos planetas que circun-
dan el astro, sino vapores, exhalaciones, nubes o fumarolas localizadas en la

superficie del Sol que giran con él.

Los descubrimientos hechos por el italiano muestran que no todos los
cuerpos celestes giran en torno a la Tierra y contradicen la inmutabilidad de
los cielos. De esta manera evidenciaron errores manifiestos en las premisas
tradicionales; lo cual estaba en favor del sistema copernicano. En realidad,
sus observaciones, incluyendo las fases de Venus, eran compatibles con el
sistema ortodoxo de Copérnico, el ticénico e incluso con el de Heraclides. No
probaban, como Galileo suponia, la validez del complejo sistema copernicano.

Sin embargo, Galileo siembra la duda sobre el sistema ptolomaico y po-
pulariza el copernicano, a tal grado que persistird hasta el final de su vida
tratando de convencer al mundo de que el monstruoso aparato de 48 epiciclos
era una realidad fisica demostrada. Es claro que ignordé las leyes de Kepler,
dada la controversia que mantuvo con la iglesia en defensa del copernicanis-
mo.

Por otro lado, lo mas importante de Galileo es su pensamiento moderno y
sus contribuciones a la dinamica que contibuira a la sintesis newtoniana. Sin
embargo, en el &mbito astronémico fue simplemente un curioso explorador.

1.4. Tesis, antitesis... Newton:
Caminando en hombros de gigantes

Con Kepler y sus leyes habia culminado la revolucién copernicana en el
campo de la astronomia. Pero es hasta la aparicién de Philosofe Naturalis
Principia Mathematica (Principios matematicos de la filosofia natural) de
Newton que la cosmologia se transformard en una ciencia disciplinada y
coherente. A diferencia de los textos de Copérnico, los Principia son bien
recibidos y tienen un gran impacto en la comunidad cientifica de la época.
Las leyes de la dindmica y la ley universal de la gravitacién contenidas en el li-
bro, explicaban finalmente el movimiento de los cielos; desde Aristételes no se
habia creado ninguna visién del mundo que abarcara tanto. Existe, entonces,
una teoria mecanica unificada que describe desde los aspectos mundanos a
nivel terrenal hasta los de las esferas celestes.

En esta gran obra, Newton mismo no se da el crédito total, haciendo
alusién a grandes figuras como Kepler, Galileo y Descartes, los cuales le pro-
porcionaron herramientas y estudios para sus formulaciones. Hace mencién
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a ellos diciendo que no hubiera visto tan lejos de no haber estado parado
en hombros de gigantes. Curiosamente no da crédito a otros, por ejemplo
a Hooke, quien probablemente fuera el que formulé la ley de la gravitacién
universal, si bien tenia antecedentes en la antigiiedad. Atn asi, es gracias a
Newton que enmarcamos todo este conocimiento en lo que ahora llamamos
la mecanica clasica.

A Newton nunca le parecié del todo correcto pensar en la gravedad co-
mo un principio innato de atraccién que actia a distancia y no es hasta la
aparicién de la teoria de Einstein que ésta y algunas otras incégnitas seran
resueltas. Las leyes plasmadas en los Principia contribuyeron al descubri-
miento de Neptuno, en 1846, cuando J. Galle lo localizé donde U.J.J. Le
Verrier y J.C. Adams habian predicho que debia hallarse un nuevo planeta,
responsable de las irregularidades observadas en los movimientos de Urano.
Pese a ello, no contribuyeron al descubrimiento de Urano (1781) ni al de
Plutén (1930). -

1.4.1. De Galileo y Newton

Hemos enfatizado en la revisién historica que nos ha llevado a nuestros
tiempos, los avances y retrocesos de la humanidad en su afin por compren-
der el Universo. Hemos dado ya una pincelada a nuestro pasado confrontan-
do teorias y fascinaciones cosmolégicas. Es claro, ahora, que los avances en
la medicién de la realidad cambiaron nuestra capacidad de observacién; no
s6lo Tycho Brahe nos lo mostré claramente, sino también Kepler, Ptolomeo,
Pitagoras y muchos maés, todo ello a pesar de que desde Aristételes se pensa-
ba que las observaciones no eran necesarias si el pensamiento puro producia
resultados légicos.

Sin embargo, s6lo hemos dado referencias de los modelos geométricos
y matematicos propuestos, sin abordarlos como tales. Es justo aqui donde
iniciaremos el andlisis de algunas propiedades que alteraron la forma en que
el hombre vislumbra el Cosmos. Por ejemplo, Galileo desmitificé entre otras
cosas la teoria de los cuerpos cadentes de Aristételes, la cual estipulaba que
un objeto con dos veces el peso que otro, tenia que caer mas rapido, incluso,
se crefa que seria al doble de rapidez.

Considérese el siguiente caso: Témese un ladrillo con cierto peso y arrdjese
desde un décimo piso, midiendo entonces el tiempo que tarda en caer. Si se
sigue haciendo lo mismo con ladrillos del mismo peso se encontrara que el
tiempo es el mismo, inclusive, si se arrojan varios al mismo tiempo y sepa-
radamente. Pero, ;qué sucede si un cabello une dos ladrillos distantes mien-
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tras éstos caen? Segun los aristotélicos, el conjunto, al pesar més, caerd mas
rapido —poco menos de la mitad del tiempo—, lo cual es un absurdo, ain
tomando en cuenta el peso del cabello.

El experimento realizado por Galileo se basaba en la observacién, usando
de manera ingeniosa un sistema de rampas y esferas metalicas de diversos
pesos, comprobando de esta forma que el tiempo de caida es independiente
del peso. Estas mediciones sirvieron de base a Newton para la obtencién
de sus leyes del movimiento. Cuando un cuerpo cae rodando, la fuerza (su
peso) que actiia sobre él, es la misma y el efecto resultante es una aceleracién
constante.

La idea aristotélica sobre el reposo como estado natural de un cuer-
po cambiaria: siempre que sobre un cuerpo no actie ninguna fuerza, éste
seguird moviéndose en linea recta con la misma velocidad, de manera que
ésta puede ser nula. Esta idea apareceria en los Principia como lo que hoy se
conoce como la primera ley de Newton. Su segunda y tercera ley también
describen el movimiento, pero Newton descubrié ademas una ley que expli-
caba la fuerza de la gravedad: todos los cuerpos se atraen con una fuerza
proporcional a la masa de cada uno de ellos, pero dicha atraccién disminuye
en proporcién del cuadrado de la distancia entre los mismos.

En la cosmovisién cientifica, Newton da un paso en otra dimensién al
desprendernos de la existencia de un inico estdndar de reposo. Es decir,
cuando andamos en bicicleta a una velocidad definida, las interacciones del
mundo son las mismas para nosotros que para un sujeto sentado en una
banca, pese a que con nuestro pedaleo dotamos de movimiento al mundo.

El principio de relatividad de Galileo, adoptado por Newton, tiene un sig-
nificado maés relevante que nuestra bicicleta. Cuando diversos observadores se
mueven, unos con respecto de otros en movimiento y sin cambios de velocidad
o de direccién, observan los mismos fenémenos con efectos “idénticos”. Debe-
mos observar que no nos referimos a una identidad en toda la extensién de
la palabra. Para explicarnos debemos entender primero las transformaciones
de Galileo y su uso en la dindmica newtoniana.

z' = x—ut
y' =y
z! = 2
t! = ¢

siendo z, y y z las coordenadas cartesianas del espacio, t el tiempo y el
sistema primado el que se mueve con velocidad constante v con respecto al
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no primado. Hay que notar que la unica coordenada que difiere en los dos
sistemas es z, mientras y, z y el tiempo ¢ no tienen alteracién alguna.

Podriamos enunciar el principio de relatividad de Galileo como: si las
leyes de la mecdnica son validas en un sistema cerrado, entonces también
se cumplen en cualquier sistema cerrado que se mueva uniformemente con
respecto al primero.

De esta forma, el espacio deja de ser absoluto. Veamos un ejemplo al
montarnos nuevamente en nuestra bicicleta (Figura 1.8). Un perro camina
de la posicién A, a la posicién A; para nuestro amigo B, que esta sentado en
una banca en el parque; mientras tanto, nosotros avanzamos de C, a C,. Para
B, el perro recorre una distancia A; — A, y nosotros C; —C,; en consecuencia,
para B,, el perro tiene un recorrido “positivo” y nosotros uno “negativo”.

Ao A G

- i

B,

Figura 1.8: Sistema de referencia del sujeto B.

Co

Tomemos ahora un marco de referencia que nos dé preferencia a nosotros
en el que, ain cuando seguimos en la bicicleta, no tenemos movimiento (Figu-
ra 1.9). En este caso veremos al perro acercarse a nosotros desde A mucho
maés rapido que al sujeto de la banca desde B). En el instante inicial, tanto
las posiciones arriba citadas como las primadas serdn iguales. Segin nuestras
observaciones nuestro amigo recorrera una distancia B} — B, igual a la que él
ha medido, en el caso anterior, como C; — C, y el perro recorre una distancia
A} — A} claramente mayor a A, — A,.

A AL G

- P o
- - =

=2
B; B;

Figura 1.9: Sistema de referencia de la bicicleta C.

Al comparar las observaciones registradas por el sujeto sentado en la
banca y por nosotros mismos, notaremos que diferimos en varios aspectos,
todos ellos relativos a la distancia que cada uno de los tres sujetos recorrio.
Sin embargo, estaremos de acuerdo en muchos fenémenos: tanto el perro como
¢l y nosotros teniamos separadamente una velocidad constante; al principio
de la medicién las posiciones relativas tomaban a nuestro amigo sentado en
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la banca entre el perro y nosotros y al finalizar seria el perro el que ocuparia
la posicién intermedia a ambos.

Asi, los efectos “idénticos” se refieren a esta congruencia. Esto sucede de
igual forma si un objeto se acelera, en cuyo caso los tres observadores estardn
de acuerdo con ello, aunque seguramente no con la trayectoria descrita ni la
cantidad que determina dicha aceleraciéon. Las cantidades fisicas, como la
masa, la temperatura, el tiempo e incluso los instantes no tendran diferencia
en las transformaciones de Galileo, solamente los movimientos efectuados por
distintos objetos.

1.4.2. La obscuridad de la noche

En este contexto, con la llegada de la teoria de Newton, el panorama
cosmolégico cambié radicalmente. Las estrellas fijas empezaron a tomarse
como soles lejanos y con ello se produjo un nuevo problema. Si la ley de la
gravitacion es vdlida a toda escala jpor qué las estrellas no se aglomeran al
atraerse unas a otras? Newton escribié a Richard Bentley —otro destacado
pensador— que ésto solo sucederia si existiera un nimero finito de estrellas en
un espacio finito y que, por el contrario, si fueran ambas cantidades infinitas
y el acomodo fuera mds o menos uniforme, entonces no habria un punto
central en el agrupamiento.

La idea no fue muy popular, posiblemente por cuestiones religiosas, ya
que no dejaba nada para la intervencién del Sefior y otros personajes ce-
lestiales. Por ello se intenté modificar la teoria con la consideracién de la
existencia de fuerzas repulsivas a gran distancia y con otro tipo de invalida-
ciones lejanas. Sin embargo, es curioso que nadie tuvo la idea de tomar un
Universo dindmico; siempre se traté con universos estaticos.

El filésofo alemén Heinrich Olbers objetd el modelo de Newton en 1823
y planted la problematica del Universo infinito. En un sistema de este esti-
lo, argumentaba, practicamente cada linea de visién se enfrentaria con una
estrella, lo cual implicaria que la noche seria mas brillante que nuestros dias
actuales. jPor qué es entonces la noche obscura?

En la via de disolver el dilema de Olbers aparecieron diferentes ideas.
El mismo filésofo se inclinaba a pensar que cierta materia intermedia era
la causante de que se absorbiera la mayor parte de esa luz. Sin embargo, el
problema solamente cambié de matiz; de ser asi, dicha materia se calentaria
hasta llegar a un grado que irradiaria luz propia, el calor. Una respuesta a esta
problematica era pensar que las estrellas no habian estado alli el tiempo sufi-
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ciente para calentar estas regiones del Cosmos. Entonces, ;qué sucedié para
que éstas se originaran? y si siempre estuvieron ahi jqué las iluminé por vez
primera?

Ahora sabemos un poco mas. En 1929, el astrénomo Edwin Hubble hizo
una observacién crucial al notar que todas las estrellas se alejan unas de otras,
con lo cual, sabemos que el cosmos es dindmico, se encuentra en expansion. De
hecho, parece ser que hubo un tiempo, hace diez o veinte millones de afios,
en el cual el todo se encontraba concentrado en un mismo lugar. Hubble
llegaria a la suposicién de la existencia de un principio, el Big bang o Gran
explosién®, en el que el Universo era infinitamente pequefio e infinitamente
denso.

1.4.3. La corriente de Maxwell

En paralelo, corriendo por otra de las vertientes de la ciencia aparece en
escena James Clerk Maxwell. En 1865 surge, gracias a él, una verdadera teoria
de la propagacién de la luz. Al unificar con éxito las teorias parciales, hasta
entonces existentes, para definir las fuerzas de la electricidad y el magnetismo,
se conformé una nueva teoria, el electromagnetismo.

Con las ecuaciones de Maxwell se predice que pueden existir perturba-
ciones ondulatorias en el campo electromagnético, viajando estas ondas a una
velocidad constante. Asi, al unificar el magnetismo con la electricidad, “las
ecuaciones de Maxwell son leyes que representan la estructura del campo”®.
Con esto nos referimos a la concepcién de campo como algo real; el campo
electromagnético existe, actia y varia segin las leyes de Maxwell, su validez
se extiende a todo el espacio, a diferencia de las leyes de la mecanica.

Si las ondas predichas por la teoria existen, entonces han de tener una lon-
gitud de onda caracteristica para cada tipo. Con esto encontramos las que
hoy llamamos microondas en longitudes que son medidas en centimetros;
cuando esta longitud es del orden de diezmilésimas de centimetro nos encon-
tramos con ondas infrarrojas. Tenemos, asi, el espectro visible, la luz, con
longitudes que varian entre cuarenta y ochenta millonésimas de centimetro.
Cuando dicha medida es menor se hallan la radiacién ultravioleta —o rayos
UV-, los rayos X y los rayos gama (7).

Es justo aqui donde esta rama nueva de la ciencia nos llevara de nuevo
al camino emprendido varios siglos atras. Si con la teoria de Newton nos

®Generalmente se usa el término en inglés por su repercucién onomatopéyica.
6Véase [Einstein e Infeld, 1993]
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desprendimos de los sistemas de referencia absolutos, con las leyes de Maxwell
observaremos que las velocidades empleadas por las ondas de radio hasta los
rayos - tienen una velocidad fija determinada, pero la cuestién es jrespecto
a quién?

Para darle sentido a esto, los cientificos inventaron una substancia llama-
da éter que se encontraba en el Universo, incluso en el “vacio”. Las ondas
de luz deberian viajar a través del éter, asi como las ondas sonoras lo hacen
en el aire. Sus velocidades deberian ser entonces relativas al éter. Diferentes
observadores moviéndose en el éter verian la luz acercdndose a distintas ve-
locidades. En particular, la Tierra deberia tener en su movimiento (rotacién y
traslacién) una velocidad relativa a este sistema de referencia que tomariamos

por absoluto.

1.4.4. Preludio: La Teoria de la Relatividad Especial

Gracias a Newton y a Maxwell, el siglo XIX se caracterizé por los avances
realizados en la mecdnica clésica y la electrodindmica. Los fisicos de esa época
crefan que a partir de ese momento en adelante solamente se trataria de
encontrar y resolver los pequefios detalles de la teoria, segin afirmaba Lord
Kelvin. No fue asi, pero lo cierto es que estas dos ramas de la fisica aportaron
la mayoria de los conceptos que utilizamos actualmente. Por ejemplo, de las
ecuaciones de Maxwell es posible deducir la ecuacién de onda y de ahi, el
calculo en el vacio predice que ¢ = /Ji,,, siendo ¢ justamente la velocidad de
propagacion, y, y €, la permeabilidad magnética y la permitividad eléctrica
del vacio; estas cantidades pueden ser medidas y ¢ coincide con la velocidad
de la luz.

Claro estd, uno de los grandes detalles de dichas teorias es que no son
compatibles, es decir, predicen con exactitud los fenémenos relacionados con
cada una de ellas, pero no es posible hacer predicciones de lo que sucederia
si se toman particulas cargadas en movimiento. Esta dificultad llevé a gente
como Poincaré a estudiar lo que pasaria si hay o no un limite en la transmisién
de las senales fisicas.

Frente a dichas disonancias, los caminos que se tomaron fueron varios; asi,
los cientificos de la época tomaban las ideas mds importantes de una u otra
teoria buscando unificarlas. Uno de estos enfoques se basaba en las predic-
ciones y confirmaciones tanto de la mecdnica como de la electrodindmica. Las
leyes de Maxwell, por ejemplo, predecian una velocidad de la luz constante en
el vacio; asi, si el éter existiera, la mecdnica clasica mostraria una correccion
en la velocidad luminosa segin la direccion en la que se midiera y de esta
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forma se podria encontrar el movimiento que tenemos en el éter, asi como el
marco de referencia en el cual todo tendria que ser medido.

En 1982 el fisico experimental polaco Albert Michelson y su amigo, el
quimico estadounidense Edward Morley, intentaron medir la velocidad que
tenemos con respecto al éter. Crearon entonces aparatos capaces de medir
dicha velocidad, los llamaron interferometros. Al inicio midieron la velocidad
de la luz en direcciones distintas, tomando como ayuda la velocidad tanto
de rotacién como de traslacién de la tierra. Aunque las velocidades conjun-
tas de ambos movimientos no son muy elevadas servian para medir alguna
diferencia, pero no se detecté ninguna. Pensaron que el problema podia ser
que los rayos de luz, al entrar en la atmoésfera terrestre, adoptaban la misma
velocidad dado el medio, ya fuera por la homogeneidad o por su densidad,
llevando la Tierra con ella una porcién del éter.

Decidieron entonces dotar al aparato con espejos semireflejantes; éstos
permitian el paso de la luz y al mismo tiempo la reflejaban, de este modo,
moviendo los espejos lograban que la senal recorriera distancias iguales con
movimientos distintos. El experimento resulto ser, en aquella época, un nuevo
fracaso: las mediciones no tenian diferencia alguna entre ellas; jla velocidad
de la luz era constante!

Este resultado habia sido mostrado por el astrénomo danés Christensen
Roemer en 1676, pero al parecer sélo el experimento de Michelson y Morley
logré un impacto en el 4mbito del pensamiento cientifico’. Para responder
c6mo era posible que esto fuera asi, los fisicos y matematicos de finales del
siglo XX inventaban teorias que justificaban por qué la Tierra o la atmésfera
alteraban al éter o cdmo la geometria del entorno ajustaba los datos. No
fue hasta que Hendrik Lorentz encontré las transformaciones que llevan su
nombre, que esto siguié siendo un punto negro en la ciencia. Pero, antes de
revisar su trabajo veamos otras rutas seguidas en aquel entonces.

Una de ellas fue la que siguié el fisico inglés Voigt, quien en 1887 men-
cioné por primera vez un parapeto geométrico, en el cual se observa la
ecuacién de onda y sus cambios a través del tiempo en un conjunto espacio-
temporal. Posiblemente la idea del espacio-tiempo de Minkowski®, en 1907,
se originé de esta invencién. Minkowski supone un espacio tetradimensional,
en el cual tres coordenadas son espaciales y la otra temporal. Esta forma
geométrica es de gran utilidad en el estudio del espacio-tiempo para objetos
que se mueven a velocidades cercanas a la de la luz y por ende representa
un modelo visual de lo que ocurre en el mundo real o al menos, en el de

"La velocidad propuesta por Roemer era de 225,000 km/s
8Vedse apéndice B.
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la relatividad especial. También habia gente como J. J. Larmor, que en el
contexto del éter y la materia trataba de mostrar la incompatibilidad entre
la mecanica clasica y la electrodindmica, pero aqui no discutiremos a fondo

sus ideas®.

La idea del espacio-tiempo no hubiera sido posible sin las transforma-
ciones de Lorentz. Estas remplazarian a las de Galileo, didndole sustento a
la invariancia del electromagnetismo mazwelliano. Lorentz las encontré bus-
cando justamente un sistema en el cual se diera dicha invariancia.

Con el experimento de Michelson y Morley se mostraba que la velocidad
de la luz era constante sin importar el movimiento del medio en el cual se
midiera. La dificultad aparece en cuanto a la posibilidad de creer que esto
puede ser verdad, pues contradice los supuestos cotidianos.

—;Cémo es posible que yo mida la velocidad de la luz en todas
direcciones y ésta sea la misma?

—Porque estds en un lugar privilegiado.

—Pero entonces, jqué pasa si yo me muevo a una velocidad cons-
tante cercana a la de la luz? Es mas lento el rayo de luz que
me alcanza en el movimiento que la velocidad del que me
confronta cara a cara.

—No, el experimento muestra que esto no es asi, jsu velocidad
es igual no importa el dngulo de incidencia!

Intentemos comprender ésto. Si nos movemos y la velocidad de la luz es
la misma no importa de donde provenga; entonces, algo ha de estar pasando
con los parametros que nos permiten medir la velocidad. Es decir, dado que
v = d/t, los tiempos o las distancias que medimos estdn cambiando, siendo
posible que se alteren los dos simultdneamente. Cuando la luz viaja en una
direcciéon dada, entonces recorre una distacia dy,,, = ct, si nosotros tenemos
un movimiento en la misma direccién a velocidad v, entonces recorreremos
una distancia d, = vt. De este modo, la distancia real recorrida por el rayo
de luz seria dp,, — d, respecto a nosotros, lo cual es menor que el resultado
ct, es decir, la distancia tendria que ser mayor o dado que esa distancia es
(e — v)t seria posible que el tiempo se dilatara. Lorentz encontré que ambas
cosas sucedian formulando sus transformaciones como:

9Puede verse el libro de [Auffrey, 1999] para revisar éstas.
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donde el sistema primado es el que lleva la velocidad v o de modo inverso,
el no primado tiene la velocidad —wv respecto al primero. Hay que notar
que, cuando las velocidades con las que se mueven los marcos de referencia
son muy pequenas, se obtiene una aproximacion de las transformaciones de
Galileo.

Lorentz no buscaba entender el cambio de las distancias o de los tiempos,
no le importaba lo que esto significaba realmente. Lo que él queria era tnica-
mente encontrar el cambio de coordenadas bajo el cual las leyes de Maxwell
permanecerian invariantes al relacionarlas en marcos de referencia distintos.
Aqui es donde Albert Einsten aparece.

1.5. El gran salto hacia la fisica moderna

Repitdmoslo: aunque las teorias de Newton y de Maxwell aportaron la
mayoria de conceptos que hoy utilizamos, no eran compatibles entre si. Las
ideas fluian, la presencia mitica del éter con su ruido, la incomprensién de la
estructura espacio-temporal del mundo fisico y con ella las correcciones a una
teoria con las manos en la otra se sucedian entre si. Pero, no funcionaban,
faltaba algo que diera un vuelco radical. Ese momento llegé con el empuje
revolucionario de Einstein.

1.5.1. Einstein y sus revolucionarias ideas

Eintein fue un joven diplomado en fisica que no logré conseguir una plaza
como asistente en alguna universidad. Se mantuvo dando clases particulares
hasta que consigue el puesto de perito de tercera clase en el departamento de
patentes de la capital de Suiza. Después de resolver los problemas técnicos
aprende a tener tiempo para sus estudios y reflexiones sobre fisica teérica.
En este periodo (1901-1905), sin acceso a bibliotecas y otras facilidades uni-
versitarias, comienza a publicar articulos en los Annalen der Physik sobre
cinética, termodinamica y particulas.
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En 1905 escribe tres articulos, siendo uno de ellos un engrane revolu-
cionador de la ciencia. Asi Einstein entra en la escena de la fisica al in-
terpretar las transformaciones de Lorentz en su articulo intitulado Sobre la
electrodindmica de los cuerpos en movimiento'®, donde no solamente explica
lo que sucede con particulas cargadas, sino también lo que sucede al tomar
velocidades casi tan grandes como la velocidad de la luz. Analiza el hecho
de que la luz es un limite en la transmisién de senales y por ello, el tiempo
deja de ser absoluto; no es posible sincronizar relojes para dos sistemas de
referencia distintos.

Es curioso que Lorentz, en 1892, hubiese publicado un tratado de nombre
semejante: La théorie électromagnétique de Mazwell et son application auz
corps mouvants, es decir, la teoria electromagnética de Maxwell y sus aplica-
ciones a los cuerpos en movimiento. De hecho, éste es un trabajo fundamen-
tal para el articulo de Einstein, pues en él apareceran las transfomaciones de
Lorentz.

Asi, en 1905, hay un vuelco en la fisica. La teoria de la relatividad espe-
cial ha sido formulada, pero ain asi, la historia no acaba. Esta nueva teoria,
ademds de poner en claro algunas de las cuestiones que no habian sido re-
sueltas aun, dio lugar a que se perdiera el concepto de simultaneidad y cémo
las cosas se ven en el tiempo. Por ejemplo, cuando un astronomo observa
a Alpha Centauri sélo entiende lo que pasé hace cuatro anos; si el Sol lle-
gara a explotar, nos enterariamos de ésto ocho minutos después. Todos estos
retrasos pasan a cualquier escala, parafraseando a Adler... “La gente vive el
pasado de su entorno”.

La teoria era novedosa y los resultados que refleja son muy valiosos,
aunque a veces requiere de correcciones minimas. Por ejemplo, no es dificil
encontrar la relacién relativista para el cambio de masa como:

Mo

V1-v2/c2

Con esta relacién, si se toma un satélite que gira en torno a la Tierra con
una velocidad de 8 km/s, su masa requiere una correccién de dos a tres mil
millonésimas partes por ciento de su peso.

El “pero” que Einstein ponia a la relatividad especial es el mismo que
tenia la mecdnica cldsica: aunque todos los marcos de referencia que se
mueven unos con respecto de otros, mediante movimientos uniformemente
rectilineos, tienen un cambio de coordenadas dado por las transformaciones

190 ber die Elektrodynamik der Beweglen Korper.
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de Lorentz, ya no hay necesidad de un marco de referencia absoluto, to-
dos tienen la misma validez. Sin embargo, esto no funciona para marcos de
referencia que se muevan con movimientos distintos.

1.5.2. Se generaliza la relatividad

A partir de estos avances, el nuevo fin en el trabajo de la gente de ciencia
es la unificacién de las distintas teorias. Poincaré, por ejemplo, comienza a
estudiar la incompatibilidad de la Teoria de la Relatividad Especial con la
Teoria de la Gravitacién Universal. Asi, en 1907, Einstein trata de tomar el
concepto de la gravitacién de la manera que ya lo ha hecho Laplace, en el in-
tento de responder la pregunta de Poincaré. Aunque no encuentra resultados
satisfactorios con estos trabajos, le dan la idea o méds precisamente, la espe-
ranza de encontrar la forma de resolver el problema que plantea el perihelio
de Mercurio, asi como la intuicién de que la luz ha de curvarse en presencia
de gravedad y que el efecto Doppler ha de ser extendido de las ondas sonoras
a las de la luz. En esta linea se trabaja en las teorias escalares.

Es curioso cémo las ideas vienen y van. Por ejemplo, unos anos antes,
Gauss habia intentado medir desde tres picos en los Alpes, los rayos de luz
y su deflexién, para comprender la curvatura del Universo. El se preguntaba
por qué el espacio ha de ser euclideano. Claro, la respuesta reafirmaria sus
dudas, pero su solucién no seria tan sencilla.

Es también en el afio de 1907 cuando se genera el principio de equivalencia
en su forma general.

Principio de Equivalencia. Para cualesquier y cada uno de los marcos
de referencia de Lorentz, sin importar dénde o cuando, todas las leyes de la
fisica —no incluyendo las relativas a la gravitacién— deben de ser invariantes
y tomar su forma familiar en la Teoria de la Relatividad Especial.

Los trabajos siguen y los frutos no se dan. Es asi como, hasta 1912,
Grossman y Einstein intentan resolver el problema de la unificacién con base
en la geometria riemanniana!l. Para esto se dan cuenta que, para incluir la
gravitacién en la Teoria de la Relatividad Especial, hay que notar que el
tensor de energia-momento del espacio-tiempo estd relacionado con el tensor

I Esta es el fruto de la obra del gran matemdtico Bernhard Riemann y representa como
tal uno de los logros mas prominentes del siglo XIX. En su forma moderna, revolucionada
por Elie Cartan, la geometria diferencial de los espacios de Riemann representa uno de los
capitulos mas sofisticados de las matematicas modernas.
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métrico de la curvatura, es decir, en sus propios simbolos:

Ty Quw

En este mismo ano, Einstein trabaja con Nordstrom en las teorias es-
calares. No se alcanza una teoria gravitatoria satisfactoria, pues las ecua-
ciones encontradas no se transforman de manera covariante, es decir, sin
que cambien bajo transformaciones de coordenadas. Sin embargo, con estas
férmulas imprecisas Einstein es capaz de calcular y predecir cualitativamente
algunos resultados.

Dos afios mas tarde, empieza a trabajar con Focker en la misma teoria
escalar, sélo que ahora buscan expresiones que relacionen la métrica de
Minkowski n;; —del espacio tetradimensional en la relatividad especial- con
la métrica del espacio-tiempo, sugiriendo que ésta primera ha de tener un
factor que cambia en el tiempo y el espacio, es decir, de la forma:

9i; = p(x)ns;.
Otra vez, esto no da resultado. Regresan a la idea que se tenia con Grossman.

Comienza poco después a trabajar el efecto de Haas, con su autor, pero
los resultados son vagos nuevamente. Einstein comienza a desilusionarse, pero
una conferencia que él dicta en Gottingen, en 1915, es escuchada por un gran
matematico, Hilbert, quién se interesa por la gravitacién y pone sus engranes
a trabajar en el mismo problema.

En octubre del mismo ano, un conocido en comun le comenta a Einstein
que Hilbert estd convencido que la teoria que él y Grossman han creado, no
tiene fundamentos ni esperanzas. Einstein retoma el camino y con el mismo
entusiasmo manda sus resultados a la Academia de Prusia. Cuatro cartas en
total, cada una con una separacién de una semana tinicamente. La primera,
el jueves 4 de noviembre de 1915, descarta la teoria de Einstein-Grossman,
dando claramente, una nueva ecuacién. En la segunda carta rectifica, la nueva
ecuacién no sirve, entonces, propone un principio. Reafirmando y dando més
volumen de informacién, la tercera carta, pondera nuevamente dicho princi-
pio. Finalmente, en la cuarta y iltima carta, el 25 de noviembre, Einstein
descarta totalmente todas sus afirmaciones en las tres anteriores y publica
las ecuaciones del campo gravitatorio que considera correctas:

Ry = 87 (T - %gpyT).

La historia es un poco confusa. Parece ser que en el lapso entre las cartas
enviadas a la Academia de Prusia, Einstein mantenia contacto escrito con
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Hilbert. Al menos existen cuatro cartas de uno para el otro con sus cuatro
respuestas. En la del 14 de noviembre, Hilbert le comenta que ya sabe cudl es
la inconsistencia y que, de hecho la ha resuelto, por lo que invita a Einstein a
ir a Gottingen. Se cree que en el interludio de las cuatro cartas enviadas a la
Academia, Hilbert obtiene las ecuaciones de campo. Si se observa con detalle
los hechos, dos semanas antes de que Einstein mandara la cuarta carta, es
cuando Hilbert le dice a Einstein que tiene las ecuaciones correctas. El 20
de noviembre Hilbert presenta dichas ecuaciones, deducidas de un principio
variacional para un tensor de energia particular. Este dltimo se refiere a la
materia denotado de forma no muy fisica, pero aiin asi, las publica dado
crédito a Einstein y se presentando las cuatro comunicaciones con él.

A finales de este ano, los dos se pelean. Einstein publica finalmente en
marzo de 1916 un trabajo en el cual las cartas con Hilbert son citadas. Es
asi como la Teoria de la Relatividad General es desarrollada por dos mentes
geniales. La historia termina con un final asombroso y a la vez doloroso.
Ese mismo afio, un aleman llamado Karl Schwarzschild regresa del frente de
batalla, lee en algin sitio las ecuaciones de campo y da la primera solucién
a ellas. Poco después, muere.

1.5.3. Gedankenezperimenten

FEinstein ensend a los hombres a pensar con audacia
pero siempre dentro de los cinones de la racionalidad.
A los suerios grandiosos de los matemdticos del s. XIX

les dio importancia fisica.
CONFERENCIA, CARLOS GRAEF FERNANDEZ.

La teoria de la relatividad dio paso, también, a lo que Einstein llamé los
“experimentos mentales”. Con ellos, sobre todo por parte del creador de la
relatividad especial, se generaron ideas y problemas que eran resolubles en
la mente.

Se trata de instrumentos que, de alguna manera, significan el regreso a la
idea aristotélica, segiin la cual puede llegarse a conclusiones validas con base
en el pensamiento puro. El cambio fundamental respecto a las ideas de los
griegos, comparadas con la genialidad de la fisica en su aspecto mas tedrico,
es el hecho de que hoy en dia nos plantamos con los pies en la teoria y la
mente en la imaginacion.
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Recorramos entonces algunas de las sinapsis einstenianas que dieron ori-
gen a las ideas mas relevantes en su época; asimismo, observemos como al-
gunas de éstas tuvieron trascendencia, mucho tiempo después de haber sido
concebidas. El primer punto importante es la equivalencia entre gravedad
y aceleracién. Tenemos que partir de un hecho importante: el principio de
equivalencia establece que para todo observador las leyes de la fisica se com-
portan de igual manera no importa el sistema de referencia que tenga respecto
a otros; es decir, a diferencia del principio de relatividad de Galileo, esto se
cumple sin importar si los movimientos entre unos y otros no son del tipo
uniformemente rectilineos. Bien, supongamos que nos encontramos en una
estacion espacial, entonces no sentimos los efectos gravitatorios y flotamos
en el interior en conjunto del resto de los objetos que se encuentran con
nosotros, entre ellos la luz es un haz que atraviesa en distintas direcciones
a velocidad ¢ constante. Ahora, jqué pasa si nos encontramos en el interior
de un elevador y por coincidencia este se desprende y se produce una caida
libre? Dado que tanto nuestro contenedor como nosotros caemos con la mis-
ma aceleracién, los objetos a nuestro alrededor pareceran flotar al igual que
nosotros.

Imaginémonos de vuelta a la estacién espacial. Esta es acelerada por
fuerzas exteriores, entonces solamente nuestro vehiculo es impulsado, pero
nosotros no, por lo tanto sentiremos que nos pegamos a una de las paredes
junto con los objetos alrededor. Este sentimiento es el mismo que sentimos
cuando el elevador se encuentra detenido en alguno de los pisos. Por lo tanto,
la gravedad y la aceleracién producen los mismos efectos.

Si nos propusiéramos hacer un viaje espacial veriamos o realmente sélo
comprobariamos varios fenémenos. Por ejemplo, si la nave se encuentra sin
movimiento los rayos de luz que entran por las ventanas correrian en direc-
ciones rectas de un lado a otro, si el vehiculo estuviera provisto de algu-
na velocidad constante con respecto al marco de referencia del objeto que
los emite, entonces los rayos solamente cambiarian de inclinacién, pero si-
guiendo ain trayectorias rectilineas. Sin embargo, si nuestro crucero espacial
comenzara a acelerarse, ademas de los efectos sentidos de retraso de nuestros
cuerpos, pegandonos al suelo y comparandolos con los efectos gravitatorios,
veriamos algunos fenémenos interesantes:

Cada fotén o rayo de luz que entrara por una de las ventanas, al sentir el
mismo retraso que nosotros, se moveria a través de una curva parecida a
la parabola que se observa en los tiros de cafén. Esto lo identificé Einstein
como la deflezion de la luz y dado que sucede en un objeto acelerado, los
cuerpos con campos gravitatorios intensos curvaran los rayos de luz.
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Sigamos ahora una imagen un poco mas compleja. Hemos dicho que la luz
es una onda y todo mundo ha visto esto de alguna manera; pero, imaginese
simplemente al fotén zigzageando a través del espacio como una repeticién
en tiempo y movimiento. Si dicho fotén atraviesa desde el suelo de nuestra
nave, entonces, la longitud de la onda se medird verticalmente. Tendremos
que recordar también el hecho de que la velocidad es constante; de esta
forma, si avanzamos en nuestro vehiculo parecera que la longitud de la onda
se alarga, pero esto es s6lo una ilusién al ver el objetivo desde fuera, porque
al movernos con cierta velocidad las distancias serin mds largas con lo cual
al medirla veremos que tenemos el mismo tipo de fotén'2.

Sin embargo, si existe un cambio radical al ser acelerado nuestro trans-
porte, sucedera algo similar. Las ondas se elongardn, pero cada vez mas, de
manera que al tomar en cuenta el cambio en las mediciones espaciales, es-
ta.onda cambia y es menos energética —tiene menor movimiento a lo largo
del espacio—; de esta forma habremos convertido colores azules en rojos, o
en algin intermedio de este cambio. Este hecho es conocido como el efecto
doppler relativista, el cual es similar al déppler que generan las ondas de
sonido, siendo el causante de que el sonido de los automoéviles sea mas grave
cuando se acercan y se haga mas agudo cuando se alejan. Regresando a nues-
tras analogias, significa que cada rayo de luz que se aleje de un cuerpo masivo
como la Tierra tendrd un “corrimiento al rojo” en el espectro.

Hemos analizado algunos de los gedankenezperimenten, sin embargo, la
cantidad de ellos es ilimitada. Con ellos se crearon paradojas famosas en el
mundo cientifico; por ejemplo la de los gemelos, en la que al ser separados
dos gemelos por un viaje a velocidades cercanas a la de la luz, se generara la
dificultad de saber cudl serd més jovén al momento del reencuentro. Otro
ejemplo: montados en una bicicleta atravesando los parajes verdes de algun
lugar del mundo, con velocidades rapidisimas, al pasar por un tinel con las
dimensiones exactas de la bicicleta se generard la paradoja siguiente: si nos
encontramos en algin momento completamente en el interior del tinel o de
si esto no es posible. Lo que usualmente sucede es culpa de la simultaneidad,
que ya no existe y por lo tanto no podemos hablar de ninguno de los dos
fenémenos. Otro caso es justo la imposibilidad de sincronizar relojes de dos
personajes que se mueven a velocidades diversas en movimientos diferentes.

12E] tipo de célculos empleados no son dificiles; en el capitulo 4 veremos cémo realmente
se hacen.
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1.5.4. Teoria versus prazis

Con su teoria, Einstein dio un golpe con una espada templada al dragén
de muchas de nuestras ilusiones, al comenzar a predecir fenémenos nunca
antes registrados, algunos porque no se habian identificado y otros por la
falta de instrumentos que los registraran. Hemos hablado del corrimiento
al rojo, que fue verificado muchos anos después de su prediccién. Por otra
parte, se encuentra la deflexién de la luz, la cual pudo ser medida pocos
meses después de su publicacién. Eddington parte al Africa a registrar justo
esta desviacién en un eclipse total de Sol, en el cual algunas estrellas que se
encuentran detrds de nuestro astro, presentarin una pequena aberracién de
unos cuandos segundos de grado. No obstante, la historia parece ser confusa,
y no es del todo cierto que Eddington haya demostrado dicho efecto con las
fotografias borrosas que obtuvo por culpa de las nubes.

Sin embargo, un avance cientifico de gran importancia es la correccién
que realiza la relatividad general acerca de las predicciones de la érbita de
Mercurio. La ley de la gravitacién universal tenia errores en relacién del des-
plazamiento de este planeta; de hecho se habia llegado a creer que existia un
planeta mas cercano al Sol, al cual denominaron Vulcano, que segin esta idea
provocaba dichos retrasos y adelantos en el perihelio de Mercurio. Empero,
al calcular relativistamente la trayectoria, ésta checaba impresionantemente,
con lo cual la relatividad gané frente a la mecanica clésica.

Otro tema que abordaremos en el desarrollo de este trabajo es la for-
macion de los agujeros negros que la teoria de la relatividad predijo varias
décadas antes de que los astrénomos los registraran en sus almanaques. Es
asi, entonces, como la relatividad general se consolidé como el primer sistema
que nos presentaba el mundo antes de que siquiera se hubiera registrado. Sin
embargo, hay que ser justos también en la historia, Laplace ya se habia pre-
guntado en 1796 si existiria algo tan masivo que ni la luz pudiera escapar.
El alemidn Johan Georg von Soldner, en 1801, habia calculado la deflexién
newtoniana de un corpisculo de luz pasando cerca de una estrella. En 1920,
Anderson habia dicho que si el volumen del Sol se condensara en un radio de
1.47 km, entonces el indice de refraccién irfa al infinito y seria una estrella
negra.

1.6. Los avances y destinos de la modernidad

Desde los afios 60, del siglo XX, el estudio de los agujeros negros ha ofreci-
do avances sorprendentes. Entre otros, respecto a la estructura global de éstos
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en equilibrio, sobre la teoria de perturbaciones lineales y la termodindmica
en ellos y también se ha incorporado el estudio de nuevos modelos tomando
en cuenta la materia a través de campos escalares. De modo que se ha llegado
a los desarrollos mas recientes en colisiones y en la interaccién de agujeros
negros no aislados.

Los agujeros negros son regiones del espacio donde la gravedad ejerce tal
fuerza, que ni siquiera la luz es capaz de escapar. Estos pueden formarse
cuando una estrella -de pocas masas solares— se colapsa al agotar su com-
bustible nuclear o simplemente por la aglomeracién de materia en las regiones
interiores de las galaxias. A la fecha se tiene un catdlogo de agujeros negros
que en teoria contienen solamente cargas electromagnéticas y gravedad, éstos
son Schwarzschild (con masa), Reissner-Nordstrom (con masa y carga), Kerr
(con masa y momento angular) y Kerr-Newman (con masa, carga y momento
angular).

Asimismo, es de suma importancia no sélo conocer los resultados aisla-
dos de los agujeros negros, sino también la forma en que interactian con
un “fondo” -llamado generalmente background-. Se hacen aproximaciones
asintéticas suponiendo que la fuerza de atraccion del agujero serd (casi) nu-
la a distancias muy grandes y de modo similar con el fondo. Empero, el
estudio de dos agujeros negros tiene relevancia astrofisica para comprender
qué sucede cuando se encuentran estos en el interior de una galaxia.

El estudio con el reino cuantico es reciente. De la misma forma, se estudia
la pérdida de masa en la colisién de agujeros negros, como la conversion
de energia-masa en radiacién o generacién de ondas gravitacionales. En el
estudio de los cuasares, la relatividad general tiene un gran peso, dado que
estos cuerpos “cuasi-estelares” aparecen en las cercanias de galaxias o cuerpos
masivos que curvan la luz, produciendo varias imdgenes del mismo objeto en
lo que se conoce como lentes gravitacionales.

De esta manera, entonces, observamos a la fecha importantes cambios y
nuevos enriquecimientos en relacién a nuestra concepcién del Universo y es-
tamos ciertos que nuevas y posiblemente mas profundas modificaciones estan
por venir. Por ello, la importancia de subrayar lo relativo de dicha concep-
cién y la certeza de que los nuevos descubrimientos, uno a uno, habran de
resolver muchas incégnitas pero vendrin —casi inexorablemente— prefiadas a
la vez de nuevas. Como afirmé en su tiempo Heraclito: “Lo tinico permanente
es el cambio”.



Capitulo 2

Las matematicas detras
de todo el asunto

A menudo resulta que, cuando descendemos a los
fundamentos y desarrollamos una teoria mads ezacta,

las matemdticas resultan ser mds sencillas, incluso si la
apariencia formal es mds complicada en primera instancia.

LO GRANDE, LO PEQUENO Y LA MENTE HUMANA, SIR ROGER PENROSE.

Hemos visto en el capitulo anterior cémo la relatividad especial surge
ante la necesidad de entender la incompatibilidad del electromagnetismo y
la mecanica cldsica. Por eso, es ahora necesario expresar estas ideas en un
lenguaje matemadtico preciso que nos permita trabajar con ellas. Ademas,
se ha comprendido que la relatividad general es una teoria geométrica que
tiene su origen al tratar de incluir el efecto de la gravedad en la relatividad
especial, por lo cual serd importante aclarar algunos puntos clave antes de
proseguir.

Dado que las ecuaciones de Einstein se refieren a una variedad pseudo-
riemanniana, serd necesario estudiar y entender conceptos tales como métri-
ca, geodésicas y derivadas covariantes, entre otros.

2.1. Nociones basicas

La métrica se puede definir de modo sencillo: la forma en que medimos
distancias en un lugar determinado. Es la regla, entonces, que determina a
qué distancia se encuentra un objeto de otro, o que dimensiones tienen dichos
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objetos.

Las geodésicas, por otra parte, se definen como las curvas de longitud
minima que unen los puntos del espacio o la variedad. Por lo tanto la métrica
y las geodésicas tienen una estrecha relacién: claramente la primera restringe
la manera de medir las segundas.

Tomemos el ejemplo cldsico, el de la geometria euclideana para un espacio
cartesiano de n dimensiones de nimeros reales, es decir R*:

Los puntos los tomaremos como las puntas de las flechas, los llamaremos
vectores y los denotaremos como X = (z;,23,...,Z,), donde las n compo-
nentes zp, Is,-.., T, € R; se dice que x € R".

La norma de un vector, o la distancia del punto al origen se define de la
manera siguiente: ;

I%|| = (2% + 22 + ...+ 22)2
y de modo similar se define la distancia entre dos puntos como
d(x,y) = ||Ix - yll,
donde X, ¥ son vectores de R™.

Veamos que la norma también puede representarse como una forma cua-
drética, es decir, un producto de vectores y matrices, de modo tal que:

%]l = (x AXT)3

donde A es una matriz cuadrada de nxn, que denota la métrica. En el caso
euclideano, las componentes a;; de esta matriz son justamente d;;, es decir,
la delta de Kronecker, donde é;; = 1sii = jy d; = 0sii# j. De este
modo tenemos que la matriz A es justamente la matriz identidad de n x n.
Podemos expresar a la norma euclideana en forma matricial, como:

(e
“}A(" = (iIiT)i = (Zé,-_,—x,—a:j) - (a:f+x§ ++l‘§)'j§,

ij=1

lo cual nos muestra que las dos representaciones son equivalentes.

Ahora podemos medir la longitud de un vector, utilizaremos ésta para medir
la longitud de un curva. Es necesario tomar para una curva parametrizada
a(t) el intervalo t de los extremos a medir.

En libros de cdlculo de las variaciones o de geometria diferencial’, el
argumento empleado es medir secantes de la curva que se aproximan en el

'Puede tomarse como referencia [Do Carmo, 1989]
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limite a la curva en cuestién. De esta forma, la longitud de arco S(t) es dada

por la forma:
t

S = [ lla't)] gt

to

donde a'(t) = (%1(t), 2(t),..., “a(t)). Se ve claramente, que si A es otra

vez la matriz identidad, se obtiene la formula inicial:
t
s = [ e 1@ a
to

- /,‘[i(d;* ©)a(220)]

0

f (Br0) + (20) +..+ (Grw) e
= [ la ()]l dz.
to

La geometria riemanniana en la relatividad general introduce fundamen-
tos en los que el tipo de matrices presentadas, describen la métrica del
espacio-tiempo en si mismo. Est.as, escritas generalmente en la forma g;;,
definen la manera en que la superficie o el espacio cambian punto a pun-
to. De este modo, pueden describir entonces, la curvatura de dicho lugar.
Este tipo de matrices tendrd un sentido 16gico después de trabajar con ellas.
Seré claro por qué cuando una variedad es equivalente a un espacio euclideano
en un punto, su métrica serd equivalente a la matriz identidad, pero de igual
manera, si en algiin punto es similar a una esfera, serd entonces, una matriz
distinta que refleje la curvatura positiva de este sitio en particular.

B

La idea de encontrar una matriz que describa la métrica en cada punto
del espacio parece dificil, pero en el capitulo 4 construiremos, con base en las
ecuaciones de Einstein, el tensor que simulara el cambio de la curvatura de
nuestro espacio-tiempo. Es por eso que en esta seccién nos preocuparemos
unicamente por cémo se debe trabajar con este nuevo lenguaje. Comencemos
con las nociones basicas del dlgebra tensorial.

2.2. Algebra tensorial

Tomemos primero dos sistemas de coordenadas para el mismo espacio,
sean {z' 2% 2%} y {2',2% 2%}, relacionados mediante una transformacién
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biyectiva, es decir,
=gz, 2 2%
2 =22, 2%, 2?)
con i,j = 1,2,3. Tomemos una curva cualquiera en dicho espacio, de mane-
ra que los vectores tangentes en cada sistema de coordenadas coinciden al
tiempo t = t,, de forma tal que sean:
(afz1 dz? dz2?
dt’ dt’ dt
(d:r‘ dz? d:cs) _ (@6
dt’'dt’dt)e=, VT
Asi podemos hacer uso de la regla de la cadena para determinar c6mo cam-
bian estos vectores de uno de los sistemas al otro,

)m = (n', 7%, n%),

z Ozt 027
— 02 ot

donde z = 1, 2, 3. Podemos escribir explicitamente como:

2.1)

6 - 32:3"

De modo similar, ahora podemos tomar una funcién escalar f(z', 22, z°) que
cambie diferencialmente en la variedad, de esta manera podemos tomar el
gradiente en cada punto. Obtenemos asi:

_(Of of of
orad [ = (5753 323,

y bajo cambios de coordenadas, de z* a 27, se tiene

= (fl ) 6‘2: 53}

af oz’
azf 83:3 %

Escribiéndolo también como:
or’
Zf, = (2:2)

donde {&1,&,&} y {m, 2, m3} son las componentes del gradiente respectivas
en términos de los sistemas coordenados {z!,z? 2%} y {2!, 22, 2%}.
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Formalizando llamaremos a los vectores £ = (£}, £2,€%) y n = (0%, 7%, 1°)
simplemente vectores, mientras los vectores & = (&1,&2,&) y 1 = (1, M2, 73)
seran llamados covectores 2.

Hemos obtenido ya las férmulas (2.1) y (2.2); si ahora introducimos la
matriz jacobiana del cambio de coordenadas A = (a j) con cada aj = 0z* /87
y su transpuesta A* = (b%), donde b} = al, podemos escribir estas reglas de
transformaciones, como:

£ = An, para vectores tangentes,

n = A*, para covectores (gradientes).

Es facil ver que AA* = I, es decir, que la matriz transpuesta es también
la inversa de A. Este argumento muestra otro hecho fundamental; si se ob-
servan las ecuaciones (2.1) y (2.2), es claro que:

€' = 4;.

Para los vectores definiremos una forma cuadritica en R*: la norma o la
longitud de un vector £ = (£1,£2,...,€") anclada al punto z = (21,22, ..., z")
sera:

|€|2 Z 91_1{ 5 ) (2.3)
i,j=1
donde g;; = g;;(z) esta definida para cada punto z.

De este modo, la regla que nos daré la transformacién de los coeficientes
9ij(z(t)) bajo el cambio de coordenadas z* = z*(2', ..., 2") es:

32: oz’
g‘j’ Z gk: az‘ azj‘ (2'4)

k=1

Mas adelante, la demostracion de esta invariancia serd evidente gracias a
la notacién que emplearemos.

Hemos visto ya el caso en el que tomamos la norma cuando el vec-
tor es tangente. Debemos de ser capaces entonces de encontrar una for-
ma cuadritica (o mds precisamente una 2-forma) que nos permita medir
el tamano de los vectores gradientes (covectores). Los comentarios puestos
bajo las ecuaciones (2.1) y (2.2) muestran que no es dificil pensar que es-
ta nueva expresién G tiene que satisfacer Gg;; = A = g;;G, es decir, su

2El nombre de los vectores se remonta a la geometria diferencial, en la cual la direccién
en la que se derivaba era —como lo sigue siendo—- muy importante.
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transformacion bajo cambios de coordenadas, es de la forma:

32 az7
Z Gl Bx" oz’

k,l=1

para ser congruentes con la herramienta presentada tomaremos G = gV, es
decir:
m
. 0z* 827
2650, — E :
g (Z) ‘_k I_l.(;" ( )31',;‘.3:3;!

la cual mantendra invariante las longitudes para un covector. Es decir
n
€] = Z 97&¢&;. (2.5)
i,5=1

siendo &€ = (&, ..., &)-

Hemos mostrado varios ejemplos de vectores, covectores y formas cuadréticas,
a todos les llamaremos tensores, clasificaremos éstos de la manera siguiente:

e Escalares. Invariantes bajo el cambio de coordenadas, son tensores de rango
Cero.

Vectores &€ = (£'). Como los vectores tangentes a una curva, son de rango
uno y se transforman de acuerdo a:

= Zé‘ —~

Covectores & = (&;). Como el gradiente a una funcién, son de rango uno y
se transforman de acuerdo a:

Z g2 BZJ

Los coeficientes g;; del producto escalar de vectores, son de rango dos y se
transforman como:

6‘3: ox'
glj Z gki az‘ 823

k=1
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e Los coeficientes ¢g* del producto escalar de covectores, son de rango dos y
se transforman como:

i = 02" 827
§i)= > Qki(f)a?gg-

k=1

e Operadores lineales A = (a}) en vectores (o covectores), son de rango dos
y se transforman como:

n ,
: 0z* ozt
~1 k
3= Z &) (x)axk B2
k,1=1
Siendo en todos los casos anteriores:
=12, 2%, & =2 (d,....2")

T
07 zF
— Oz* 027 T

k
parat, j =1,..,n.

Con los ejemplos vistos, lo Gnico que resta por el momento es generalizar
la forma en que se presentan los tensores.

Definicién. Un tensor del tipo (p, q) y rango p+q es una familia de nimeros

T;i;: dados para cada punto del espacio en las coordenadas {z',..., z"}.
Estas componentes, bajo un cambio de coordenadas z* = z*(z',..., 2"), se
transforman de acuerdo a la férmula:

T;"I_“;'? _ Z = ky...kp orh dzin 9N azh (2 6)

1T hle §oky """ Gokn Jrit " Hrit '
(k)(1)

con Tf]“‘_:;f" las componentes del tensor relativo a las coordenadas {2',...,2"};
y donde los indices iy,..., tny J1y---y Jns K1y-- -y kny U1y .-, lp toman los va-

lores naturales desde el 1 hasta n.

Hay que notar que si S y T son dos tensores del tipo (p, q), anclados en
el mismo punto z en las mismas coordenadas, entonces éstos se comportan
como matrices; es decir, A\S +uT = U, donde U es nuevamente un tensor del
tipo (p, q), que se encuentra en el mismo sitio.

Las combinaciones de tensores del mismo tipo pueden verse justamente
como combinaciones lineales, es decir, pueden generarse bases, denotar ten-
sores unitarios y ortogonales y demas nociones de algebra lineal. La dimensién
del espacio vectorial de tensores del tipo (p, q) es en cada punto nP*9.
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Podemos introducir una forma més conveniente para escribir la regla de
transformacion de los tensores. Se llama convencién de Einstein a la supresion
del simbolo de suma cuando el indice respecto al cual se suma, se repite
dos veces en la expresion; siendo siempre una como supraindice (o en el
numerador de una parcial) y la otra como subindice (o en el denominador de
una parcial). Por ejemplo: si se tiene el cambio de coordenadas

o =gt (2,0 27, B=T1mwaet

cuando tomemos de manera implicita la suma, podemos escribir la regla (2.6)
y su andloga como:

Kok, 0T Bz D2t 9zl

edn _ T
Tisn =Tl 0zF 7 Bzkn Gz T Ggin
y ) . . .
ik _ T" i 0281 Ok 9zt Qe
ol o Oz 7 Qxin 9zh T G2t

Veamos ahora tres tipos de operaciones con tensores que seran ttiles en
el futuro:

1) Permutacién de indices. Una permutacién o de enteros 1,..., g

oo ( 1 B e
o(1) o(2) ... a(g) )’
se define como o (j1, ..., Jq) = (Jo1)s- - -» J,(q)) la accién sobre la n- ada
ordenada (7y,.. ., jq) Entonces, el tensor T ) se obtiene del tensor T
si:
(1) _

T(J) To(:)
De forma andloga, se puede enunciar esta operacién para los supraindi-
ces. Ademds, para tensores de rango dos, serd equivale a la transposicién
de matrices, como T;; = Tj; es justamente Tj; = (Tj;)".
Hay que notar también que la permutacién no es posible entre suprain-
dices y subindices dado que la operacion no es invariante bajo cambios
de coordenadas. Los supraindices provienen del cambio de los espacios
tangentes mientras los subindices del cambio de un campo en el espacio.

it) Contraccién de indices (o toma de trazas). Un tensor T, del tipo (p, q)
se contrae
Til...l'p_| et g ip
Jrede=1 i di—1igie g1
en un tensor 7" del tipo (p—1, ¢—1) cuando uno de los indices superiores
es igual a uno de los inferiores. En matrices el tensor T‘ del tipo (1, 1),
lleva al escalar T}, la traza de T.
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i17) Producto de tensores. Dos tensores Ty S del tipo (p, ¢) y (r, s) respec-
tivamente, definen su producto U = T ® S del tipo (p+r, ¢+ s) con
los componentes:

piviptr _ pire !pS‘p+1 “lptr
J1eeJg+s Jie Jatle Jats”

Notemos que como en matrices el producto no es necesariamente con-
mutativo, dado que ;... 4p4, ¥ Ji ... Jg+s quedarian en desorden.

Observemos como la operacién ii) genera un nuevo concepto de subir y
bajar indices en los tensores, y con estos podemos ver algunas propiedades
no mencionadas en los parrafos anteriores. Conjuntamente con la operacién
iii) obtenemos gixg*’ = &7, por ejemplo.

Tomemos dos vectores £ = (£') y 7 = (1) en el mismo punto. Habiamos
dicho que la norma de cada uno de ellos se escribe como:

|fi2 = Qijgifj-
Y dado que (¢, £) = |€|?, entonces el producto escalar es:
& m= Qijfiﬂ"
Es claro que la contraccién de indices nos da como resultado un escalar.

Si ahora multiplicamos este tensor del tipo (0, 2), por sélo un vector, la
operacién 1) nos dice que el resultante debe de ser un covector:

i _
9i;€" = &5,
el cual decimos que esta asociado al vector original.

Notemos ahora cémo el tensor g;;, que llamaremos métrica, nos ayuda en
la contraccién de indices en tensores de cualquier rango; de igual manera da
la posibilidad de cambiar uno de tipo (p, ¢) por otro de tipo (p — 1, ¢ + 1),
es decir, o o

51T G = T g remie’
No es dificil ver que si bajamos un indice que volvemos a subir, obtendremos

el mismo tensor de origen.

2.3. La métrica

En geometria riemanniana con el uso del dlgebra tensorial tomaremos la
métrica como una 2-forma, es decir un tensor del tipo (0, 2), que denotara la
manera en que la variedad en cuestion cambia en cada direccién.
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De forma oculta estas ideas se encuentran en la seccién anterior, las ecua-
ciones (2.3) y (2.5) nos muestran cémo a partir de la métrica g;; podemos
medir el tamano de cada vector o covector, la ecuacién (2.4) nos da la regla
con la que variaremos la métrica dada una pareja de cambio de base.

Ahora podemos medir la longitud de arco de cualquier curva en la varie-
dad, tomando la idea diferencial, tenemos:

t
S(t) = /\/g,‘jiii'jdt
tat I .
= /\/S‘s‘jf‘@dt
to
d dzk dzt . .
. d2Fdz .
/,.,n Ot i g & %

t
= ] V grn*n'dt,
to

I

lo cual muestra que la longitud de arco de una curva es invariante bajo los
sistemas de coordenadas que usemos. De manera andloga podemos emplear
la métrica para medir la longitud en los covectores, tomando:

t
s = [ VaEg

Con un desarrollo similar se muestra que S(t) es invariante bajo cambios de
coordenadas.

2.4. Geodésicas y curvatura

Nuestra idea intuitiva de curvatura proviene de las superficies dos di-
mensionales que estin inmersas en un espacio ordinario de tres dimensiones
euclideano. Normalmente, se piensa en una superficie curvada por la forma
en que se dobla en R3. El interés que tendremos es de investigar la curvatura
del espacio-tiempo. Hasta donde sabemos no existe una inmersién natural de
esta variedad (nuestro espacio-tiempo) en un espacio de dimensién mayor®.
Por lo tanto, nuestra meta es desarrollar una nocién de curvatura “intrinseca”
sin importar donde esté inmersa.

3Esto no implica que desconozcamos que esto tiene un limite, lo inico es que no sabemos
anin cémo es dicha variedad, s6lo sabemos que es 4-dimensional.



2.4 Geodésicas y curvatura 59

Dado que la métrica cambiara la manera de medir distancias punto a pun-
to y la longitud de arco entre dos puntos dependera de la curva en cuestion,
entonces, serd plausible unir los conceptos para hallar la trayectoria que nos
lleve de A a B en el recorrido mas corto. Hemos dicho que estas curvas son
conocidas como geodésicas.

Bien, ,y qué relacién tiene con la curvatura todo esto? Realmente es la
culpable de que estas trayectorias ya no sean la linea recta como sucedia en
nuestra experiencia euclideana. Los casos de superficies son estudiados en
libros de geometria diferencial®.

En nuestro contexto cotidiano es facil considerar la Tierra como una esfera
regular. Si a ésta le pegamos en un punto un plano -el cual por lo tanto
serd tangente—, veremos que toda la superficie de la esfera se queda de un solo
lado de este plano. Es decir, en cualesquiera dos direcciones que se genere el
plano (digamos el eje z y el eje y), la superficie “dobla” en la misma direccién,
lo cual, determinaremos como una curvatura de signo positivo, K > 0.

En caso de que el plano no pueda colocarse de manera tal que toque un
s6lo punto, entonces tenemos dos casos genéricos: cuando atn asi la superficie
queda de un solo lado del plano, K = 0, como el caso de los cilindros; y cuando
la superficie se encuentra a ambos lados del plano, en cuyo caso, tomaremos
esta curvatura como negativa, K < 0.

Estos casos son las ideas intuitivas y generales, dado que solo tomaremos
en cuenta estas referencias para vecindades cercanas al punto donde hemos
colocado el plano tangente. Asimismo, ha de mencionarse que esta K se
conoce como la curvatura gaussiana y se encuentra como el producto de la
curvatura en las dos direcciones principales, es decir, las mas extremas.

Pardndonos nuevamente sobre la Tierra nos preguntamos cémo encontrar
estas geodésicas dada la superficie. Es mas facil de lo que aparenta. Si cami-
namos en “linea recta” (lo cual no es posible pues estamos en una superficie
curva, pero la sensacién si la obtenemos), lo hacemos en una geodésica, en
un movimiento perpendicular al radio, pero sobre éste.

Agrandemos la imagen. Seguimos caminando en nuestra linea recta, sin
cambiar de direccién y justamente con el radio que nos une al centro girando
en una unica direccién. Asi, la interseccion del plano de los radios y la esfera
serd la geodésica: un circulo de radio maximo de la esfera. Es decir, tanto el
Ecuador como los meridianos son geodésicas, pero los paralelos no.

Necesitaremos seguir elaborando los conceptos del dlgebra tensorial para

4Puede tomarse [Do Carmo, 1989] como referencia.
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llevar estas ideas a la geometria riemanniana. Serd necesario comprender
cémo derivar los vectores y covectores, para lo cual abordaremos el tema de
la derivada covariante. Luego podremos entonces hablar del transporte en
paralelo, es decir, de nuestra caminata por la Tierra.

2.5. Derivada covariante

Tenemos ya las reglas bdsicas del algebra tensorial, con ellas podremos
construir un nuevo concepto que nos servird para comprender las implica-
ciones de trasladar diferencialmente estos elementos matemdaticos. Con la
derivada covariante estaremos en condiciones de mover los vectores y tensores
de manera “paralela” en una variedad, por lo cual ésta define un transporte

en paralelo.

Para dos sistemas coordenados {z, ..., 2"} y {2!,..., 2"} podemos tomar
el cambio de base lineal como:
=a2 y =0
conti, j=1,...,n, de tal forma que aj— y bf sean constantes y cumplan que
aiby = &%. De la definicién (ecuacién 2.6) tenemos:
5 i, 028 OzF Ozt Qzdr ; ;
Tk,.,.k, - (a)béf))ag}),

hode = “Giedageir *77 Pxie G20 T Gzle =4G)
dado que 9z'/0z' = a y 8z'/0z7 = bi. Y donde, de aqui en adelante,
(z) =41 ...1, al igual que los otros paréntesis.

. j . k
Teniendo en cuenta que tanto a] como b son constantes, al derivar T({I))
respecto a z" obtendremos:

(k)
s _ T
(tyr — o0z"
oT™
_ ZG) 40,0
FEROR0!
(0
9T 02° vy )

T 0zt 0z @O0

_ m(d) (3) 1,(k)

=Ty, r 0 by
lo cual, muestra que un tensor del tipo (p, ¢) al derivarlo covariantemente se
transforma en un tensor del tipo (p, ¢ + 1) bajo el cambio de coordenadas
lineal que tomamos.
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De este modo, la derivada covariante de un vector y un covector es:

af_ri

oF = Tix 0

dzk

oT;

=I‘i;k-

Generalizando con cambios de base tales que aj y bj.- no sean constantes,

tendremos:

.. oIt 9
o= 0z" _6‘2’(
_ar ozF i 0
" 8z 07 5‘5':‘
3’1"’ OzP 0zF
= OzP 027 33:‘
5T‘ O0zP 02*
= 0z? 87" 0T

para vectores y para covectores:

. 9Ty 9
ﬂ;r—g—'a‘zr(
_on 00
9z 87

_ 9%, o7 0w
~ 9zP 827 9

.0z

o)
W)

32"

oz
ozr

(az"
6:&:‘4T ort
. 9%2F 929
Or10x 0z"

oz’ )

7921

T3 (52)

0%zl

1027921

Con lo cual se puede observar que en ninguno de los dos casos obtenemos un

nuevo tensor, dado que (8%z%/0z90z*) o
tensoriales como las que definimos.

(0%27 /02" 02') no son componentes

Queremos entonces poder tomar un “gradiente generalizado” y encontrar
el modo en que se transformaran los tensores bajo cambios de coordenadas;

después analizaremos lo que estos términos no tensoriales significan.

Primero, tomemos un tensor 7" en el espacio en términos euclideanos

1, z"} y veamos el efecto de esta operacion, para luego, transformar el
resultado obtenido en un sistema de coordenadas distintas {z',..., 2"}, de
esta formas:
(i)
0 _ 96
(4)is Ors
es decir,

(k) _
T(i) L

7 928 g9 ?}n_s
(J)'-Sax(i) 82 gzt
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Tomemos nuevamente primero el caso en el que el tensor es del tipo (1, 0):
P —qi 920
i Ozt 02"
. oT* 0zF 9z*
= 0z® Ozt Oz
_oT* 92*
© 0z 8t

Dado que T* es un vector, tenemos 7% = T%(82* /dz*), con lo cual:

2 oT' 8z 0 . . 0 (02
ko _ 02" _ O (iky _ oz
L ar= 0z 8z Bz 2 oz" (33:")’
y usando T" = T*(dz'/dz*), obtenemos:

o O o0 9 o
T BT 9z OridxP 9z

Si escribimos: .
Ozt 9%z 0zP

92! 9zidzP 97
la ecuacién queda simplemente como:

Pk

it o2

k _
Ffr_

+T'rE.

De manera analoga podemos calcular un resultado similar cuando toma-
mos un tensor del tipo (0, 1). 7., serd dado en términos de un campo de
covectores Tj.

S ox? Oz
o, 30 o'
0z* 07! 9z"
o, 09

0z 0zt _
_ i(~ 3_2")91«‘1

- 6:::’ kori) 9z

oM, 02t 0 ;0 (04 oo
37:” oz 92 %027 \9z1) 9z
3{' *9z" 9xPdrI 07

1

= 3; S 11 4t
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Lo enunciaremos como teorema sin demostracién®.

Teorema. Sean Tf]) las componentes de un tensor del tipo (p, q), ¥ TE;)) ,un
tensor (con respecto a un cambio de coordenadas euclideanas {z',..., z"}),
dado por la férmula:

(7)
@ _ 976
(7)is — oxs )
Entonces, en términos de coordenadas arbitrarias {z',..., z"} las compo-

nentes transformadas T({!)) estardn dadas por:

7k) P
(k) (l) k1...(kn—1)...kp ok, ,'
T(I};r 82" +ZT311 dq "Tir Z h.. (t,,-n) dq Llr

n=1

con las famailias FJ como las describimos con anterioridad y donde la no-
tacion ky ... (k, — 1) ... ky significa que en la p-tupla el término k, se reem-
plaza por i, de manera andloga en ly ... (I, = i)...l,;, si la g-tupla se reem-
plaza l,, por 1.

Los resultados mds importantes seran para tensores de rango 2:

oT o
£ = Tpr - Tl

Ji 8 k

5 3T 3

ik — azk TPJFak ﬂPF?k
9, = %0 jwirs, 4 foor,

i 92k

2.5.1. Los simbolos de Christoffel I'};

Se introdujeron los simbolos de Christoffel en la derivada covariante como:

ozt 9%zF OxP

gl oF OF S
b 0zl dz'dxP Oz"

Ahora, usaremos las ecuaciones de Euler-Lagrange en las geodésicas para
mostrar que los podemos escribir como

kL ij(agkijLaiki_%),

¥~ 3 ozl ozt ozk

®V¢ase [Dubrovin et al., 1992].
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Haciendo asi una relacién directa entre la derivada covariante y la métrica
de una variedad. Para ello hay que recordar que hemos mencionado que las
geodésicas son V7T = 0, o bien

ot |, dit d

a iy g =Y

dado que se quiere que las trayectorias no tengan aceleracion.

Sobre una curva 7y se tiene la accién

Q
Sy = fp L(z, #)dt

tomando L(z, ) = y/g;;&'37, entonces, se busca minimizar la accién

Q
Sy = [ JoaE e
P

cuyo resultado nos dar4 la trayectoria de las geodésicas.

Teorema. Si S[y| alcanza su minimo en una curva suave v,, entonces se
cumplen las ecuaciones de Euler-Lagrange

d(oL\ oL _
dt \ 03* ort
Tomaremos L = 3g;;i'¢7 al parametrizar por longitud de arco en la ecuacién
anterior, conocida como lagrangiano. Asi:

oL 139,3 iz

or'  20zk
dL ;
% = 9:’_1'333 ’

y por lo tanto, sutituyendo,
d(0L\ _ 09y, #*
_(6..’%“) - Ozk £ o gy

- (gg:;: kr7_+_ggr: kIJ) +giji"j

- agk: -‘ agk_‘,l i
= (3 J J+ oz it -!-g.'jxj‘
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Haciendo en la tercera igualdad el cambio de nombres k — j — ¢ — k para
el primer término y k < ¢ simplemente para el segundo. Entonces tenemos

que
_ d(ary_oL
T dt\ oz ox?
agk* -1 89"3 s 39‘3 A
& gij + (as & S 2i'eT — SLat
Ogri  Ogr;  00i5\ .i.;
= i LB e, R A
g+ 5 (33:3 + 35 Dk o

Multiplicando, entonces, por g/ de ambos lados de la igualdad se tiene

i L (00 | Ogki  0gii\ i
:v7+2_q (63:3' > oz b=l

siendo esta la ecuacién de las geodésicas, las cuales habiamos dicho que tenian
que cumplir la ecuacion:

# +Th a4 =0,
es decir, identificando términos, necesitamos que el simbolo de Christoffel
sea:

agkt agk ] 09i;
It = + =L =) 97
2 (axJ ozt  Oxk 27

Lo cual demuestra nuestra hipétesis.

2.5.2. Conexiones

En las secciones anteriores hemos mencionado y trabajado ya con cone-
xiones de manera implicita. Una conezidn, o en términos més especificos una
conezion geométrico-diferencial, es simplemente la operacion de la diferen-
ciacidn covariante. Para la cual habia sido necesario el uso de los simbolos
de Christoffel I'§;.

Habiamos dicho que dadas las componentes Tg)} de un tensor del tipo

P, q); los elementos T® de la diferenciacién covariante dada en términos
(73):k
de coordenadas euclideanas z!,. .., z" esta dada por la férmula
(1)
8T(J}

(kT Hgk
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mientras en térmmos de coordenadas arbitrarias z', ..., 2" las componentes
transformadas de T 5)1 estén dadas por

) ((f)) 2
(k) _
T(f);r -

k.. (kn—ﬂ)kp kn
Fi Z :Th (in-ﬂ) g !nr

donde la notacién k; ... (k, — i) ...k, indica que en la p-tupla el término k,
se reemplaza por i.

Aqui justamente es donde empezaremos a profundizar en el concepto de
conexion:

Si una conexién dada en coordenadas z!,. .., z" de tal forma que F’;q =0,
entonces diremos que ésta es euclideana (o afin) y se transformara bajo la
forma de la ecuacién (2.8).

Ademads, ahora estamos en posibilidades de entender cémo las cantidades
F';q se transforman bajo un cambio de coordenadas arbitrario z* = 2*(z) para
i = 1,..., n. Dejemos como antes que z!,..., z™ denoten las coordenadas
euclideanas; entonces, en primera instancia tenemos que

246) _,
02029

pero
i i(%) 0 (Bz" 6:53)
9zP0z0  QzP \§z8 922 \ 927 029

y por regla de la cadena

=2 3] (8z )6‘mj +3_z" 0%a?
T 922 \013) 829 ' 919 2P
0 mejor aun
o S I P Oz 8z7 0%2F

027029 073 OzP 029 01027

Entonces, podemos escribir:

oz’ 07 9*2*  9a™ 9:*

k = ——
qu T 0zP 829 81i0xi  92PHz9 O™ (2.9)
d ae* 8y P2 oz™ 0¥
K = e e— —
Fp’q" - 83}7! azq’ 3$£3$j - azpiazq: 31411 (210)
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A continuacién, tenemos

x 02P 029 8%zF 91' 027 027 029
1927 920 OOz HzP 829 D27
8%k 0z* 027
 0zr'0xI 2V 929
B 8zF i 6_z" 0zt
0zF 0z O0x' 02F 929

donde la ultima igualdad la obtenemos de que

922 7] (62" ozt ) 0%z 9zt 9z 9zF 9*x

927929 027 \Ozi 029) ~ 050z 927 829 | Oxi 027 027
De esta forma

070 P ot o
PIOP 929 92F 029 Ozt B2V 929

Si multiplicamos el miembro del lado derecho por 9z /2% obtenemos:

oz (E 0%zt )_ 9z %zt
025 \9z' 027029/  9x* 027 02

con lo cual, tenemos que la regla de transformaciones para nuestras conexio-
nes es simplemente:

— ¥
=Te

I

) k' P q 2k
";;q:‘—— 0z (Fk 02P 0z 0%z ) (2.11)
Oz \"P992F 929~ 0zF 827
Con esto, tenemos la forma en la que se transforman los simbolos de
Christoffel bajo cambios de coordenadas arbitrarios. Asi, podemos hacer al-
gunas observaciones:

Observacién 1. Las funciones F’;q que determinan la diferenciacién covari-
ante de tensores se transforman como tales tinicamente si el cambio de co-
ordenadas es afin, es decir, si se compone de transformaciones lineales y
traslaciones.

Esto es ficil de ver, dado que necesitamos necesariamente que para el
cambio de coordenadas z* = 2i(zY, ..., 2"') se cumpla que 822*% /927 827 = 0
y asi, la ecuacién (2.11) es \inicamente

. 02K 0zP 92°

K SR R SR
Lye = Tog 0zk 827 Oz7
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Observacién 2. La regla de transformacién (2.11) difiere de un tensor del
tipo (1, 2) tnicamente por el sumando (02 /92%)(822* /027 827). Dado que
suponemos que es suave, tenemos que es simétrico en los indices p’ y ¢'. Lo
cual cancela los términos en I";,’q Fq )y, ¥ da lugar a:

k _ Tk K _
T, = l" F I“[N]
el tensor de torsion.

Més aiin, diremos que una conexién I'¥ es simétrica o libre de torsién si
el tensor de torsién T% = F[pq] es idénticamente cero; es decir si 5, =Tk .

Debemos hacer mencién que en otro tipo de literatura la notacién es
diferente. En ocasiones es més cémoda, por ejemplo, la derivada covariante

se escribe también como: ” o
Pl P
Tk = VI
Con lo cual es facil ver que la regla de Leibniz se cumple para la derivad del
producto de tensores:

O _ o (g™ — O\ e | oo (@
VT (Gyim) = V’-‘( (:)S(m)) —V*(R(jJ)S(m)JfR Vi (S(m))-

2.6. Transporte paralelo

En esta seccién hablaremos de un nuevo concepto que nos servira para de-
scribir algunas de las nociones geométricas desde el punto de vista de las ecua-
ciones matematicas. Comenzaremos con el transporte en paralelo o derivada
direccional, con el que podremos construir las ya denominadas geodésicas y
entender un poco mas a fondo el concepto de curvatura.

Asimismo, comprenderemos cémo estos dos conceptos estan (como hemos
mencionado) intimamente relacionados. Con el uso de una métrica definida,
veremos que el espacio o la variedad se encuentra restringida a este concepto.

Comencemos con un vector £¥ = dz*/dt situado en un punto arbitrario

P, y dejemos que T'( = TE(;)] sea un tensor del tipo (p, g). Definiremos la
derivada direccional de T en P a lo largo de & simplemente como:

(i) _ kg7 (e)
VeI = & ViI().

Claramente, por la contraccién del indice k, el resultado serd nuevamente
un tensor del tipo (p, ¢). Empero, si tomamos un tensor de rango cero, una
funcién f, entonces la derivada direccional es

Vel =8Vif = €0k = 3,
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que es justamente el concepto que coincide con nuestra idea tradicional de
derivar en direccién del vector £. Es facil ver que si

Vef(a',..., z") =0,

entonces, la funcién f(z!,..., z) es constante a lo largo de la curva definida
por £ como vector tangente, es decir:

dz* 0

dt 33:"“ =D

implica nuestra afirmacion.

Para entender la analogia con tensores en general, haremos uso de las
conexiones descritas en la seccién anterior. Asi, la derivada covariante, in-
mersa en este nuevo concepto, nos dotard de una estructura adicional en el
espacio para comprender (o tal vez, mas especifico seria, definir) el significa-
do de que dos campos tensoriales sean o no paralelos en dos puntos distintos
de nuestra variedad.

Diremos que para toda conexién I‘{-‘J— definida en el espacio, dado el sistema
de coordenadas z',..., 2", y para una curva arbitraria z*(¢), con t € [0, 1];
un campo tensorial T' es covariantemente constante o paralelo si la derivada
covariante en direccién del vector tangente £ de la curva a lo largo de todo

el segmento es cero:
VfT — Ekva = ()

Que dada la conexién tomara la forma comin:

I

€'V ((;))

T s
_ ( b) ;,.—n,..t,,l—‘:: ZT;(:) PP k) =0.

Donde nuevamente i,, — ¢ implica que en la p-tupla se cambia el término ¢,
por %, y de manera similar para la j.

VET(l)

Con esto queda claro que el concepto de paralelismo estd totalmente
definido por la eleccién de la curva z'(t). Un ejemplo sencillo de imaginar es
situarnos en nuestra conocida Tierra, digamos en un punto P en el ecuador.
Tomemos un vector que apunta al polo norte y viajemos por una curva que
nos lleve a él. Al llegar, nuestro vector tangente que apuntaba al norte no lo
hard mads, éste apuntard realmente en el plano tangente en este punto. Ahora
viajemos con el mismo vector a lo largo del ecuador, desde nuestro punto
P, doce husos horarios; entonces, al estar del otro lado de la Tierra (en la
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antipoda), el vector continuard apuntando hacia el norte. Viajemos nueva-
mente en direccién norte hasta el polo, al llegar ahi, veremos que nuestro
vector paralelamente transportado se mantiene tangente al polo, pero esta
vez jen direccién opuesta!

Asimismo, pudimos elegir distintas configuraciones de forma tal que apun-
tara en cualquier direccién; del mismo modo, pudimos hacer la eleccion de
alguna curva suave que nos diera el mismo resultado.

Hay que notar que para vectores, y unicamente vectores en R3, el trans-

porte en paralelo mantiene invariante el producto cruz del tangente de la
curva con el vector a transportar en cuestién.

2.6.1. Geodésicas

Estamos ahora en condiciones de comprender cémo es que definiremos
las geodésicas. Diremos que una curva z' = z'(t) es una geodésica, si dada
una conexién 'Y el campo vectorial generado por su vector tangente &' =
dz'/dt es paralelo a lo largo de toda la curva. Es decir, si la curva transporta
paralelamente su propio vector tangente. Asi

Vet = 0.

Hay que notar que, en nuestra ultima imagen, el viaje de P al polo norte lo
hicimos a lo largo de una geodésica.

Bien, podemos reescribir nuestra ecuacién y obtener:

0 = Vg
_ ol ot
Toodt 7 dt

de? ( 0 (dz* 5 dz*
= Z(5(5) +5
dt \9z7 \ dt 7 dt
d’z* LT dz* da’
dt? Udt dt’
Esta 1ltima expresién nos proporciona las ecuaciones para las geodésicas:
d*z* Lk dz* dz?
dt2 " Y dt dt

=0 conk=1,...,n. (2.12)

Ademads notemos que si la conexién es euclideana ([‘:-‘j = 0), entonces
obtenemos, como debemos, lineas rectas como solucién.
d’a*

gz 0
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implica que z'(t) =az* +bcona, beRei=1,..., n.

Dadas las condiciones iniciales
k
di = i"{’]‘
- 1
t=0 dt t=0
donde denotamos el punto de partida y la direccién, podemos asegurar la

existencia y unicidad, pues (2.12) es un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo grado.

k=1..0,m

Si se observa el segundo término de (2.12) es claro que dada la per-
mutacion de los indices ¢ y j, las geodésicas dependen, unicamente de la
parte simétrica I‘fﬂ-) = %(Ffj + F?,—], dada una conexién.

2.6.2. Curvatura

Sin embargo, hemos visto que el transporte en paralelo depende de la
curva en cuestién que tomemos. Ademads, tanto para encontrar las geodésicas
como para transportar tensores (o vectores) paralelamente nos lleva a resolver
ecuaciones diferenciales. Buscaremos en esta seccién una forma de entender
c¢6mo es que el espacio determina estas condiciones.

Lo que queremos mostrar es alguna manera de saber qué tanto una
conexién I‘fj se aleja de ser euclideana. Por ejemplo, si ésta fuera afin, en-
tonces es claro que al movernos a lo largo de un vector € y luego uno 7, serd el
mismo punto de llegada que si primero tomamos 1 y luego £. Pensemos otra
vez en la Tierra; si caminamos una distancia grande —digamos unos 10,000
km~— y luego rotamos 90° a la derecha y recorremos otro tanto, no serd el
mismo lugar que si inicialmente hubieramos rotado los 90°, luego de caminar
el trecho, dar vuelta 90° a la izquierda y caminar nuevamente; si, los lugares
estaran relativamente cercanos, pero no seran el mismo.

Construiremos, ahora, una guia que nos ayude a medir cémo es que esto
sucede. Para ello haremos uso de la ignaldad en las derivadas parciales mixtas;
es decir, si f es lo suficientemente suave, entonces:

o*f 0 of 9 of _ o f
dridz)  Oxi 1)  OxI Oxt  O1idr
De esta forma, si existen coordenadas euclideanas para una conexién, que por
tanto serd simétrica, entonces en términos de estas coordenadas, la derivada
covariante es simplemente una derivada parcial.
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y asi, la igualdad en las derivadas parciales mixtas cumplird que:

(&) _
ViViT) =0

Veamos entonces el caso general cuando la conexién I‘i—‘} no es afin, es

decir, es una transformacién diferencial cualquiera. Para un campo vectorial
(T*), tenemos:

VngTi = Vk(gr: + F'IT'Q)

= i(‘”ﬁr T‘?)+I‘; (BT +I? T)—ka(aT+1“ T")

ozk \ ozt ozt dz?

o*T" 31" ' oT? arr
— 8x“6‘3:‘ % —=T +F""‘6 o T 5 + F;,,cI"’tTQ
oT! i
—Ih— 5P = i e
Y de manera andloga obtenemos:
. T or:, oTI ary .
VIV}:T‘ W‘i‘ 6ﬂTq+qu8I+Fﬂak+F Fqu

or* ;

Cambiando p — ¢ en los terceros sumandos de cada igualdad y restando las
expresiones anteriores, se consigue la siguiente identidad:

oT!

(vkvt Vlvk) -B-I_p

(61‘*‘ o)

9zt ozt )T‘”'(Pi Fp ;lrik}Tq_(ka_ril)

Dado que la derivada covariante s6lo aumenta el rango al tensor, el resultado
de la doble derivada covariante es también un tensor. Asimismo la suma y
producto de tensores es un tensor. Por lo tanto, si introducimos

6[“;, B 6[‘;k
ok oxt

qu: + L Ff;! i FE;,,

es fécil ver que R}, es un tensor, llamado el Tensor de Curvatura de Riemann.

Y podemos escribir

(ViV, — V;Vk)Ti = — ;HT‘J + Tp 3’1—" (2.13)
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donde T}, = I'}, — '}, es el tensor de torsién.

Para una conexién simétrica, tenemos simplemente
(VeVi = V V)T = - e 8

ya que T}, = 0. Pero ademds, si la conexién fuera euclideana (I}, = 0),
tendriamos que Ry, = 0; lo cual, nos denota la falta de curvatura, es decir,
el espacio es plano.

Ademds, tenemos que la curvatura de Riemann cumple las siguientes
cuatro propiedades:

(i) R;kt = _R;-u:-
(#) Si la conexién es simétrica,
R;H + th + R:‘qk = O.

(742) Sea una métrica g;; compatible con la conexién. Definimos entonces, al
bajar el indice, Rigxt = gip Ry, entonces

Rigri = —Rgint-
(7v) Si la conexién es simétrica y compatible con la métrica g;;, entonces
Rigki = Ryaig.-

Estas propiedades estan enunciadas como teorema en [Dubrovin et al., 1992].

2.6.3. Usos en métricas definidas

En las dos tltimas propiedades dadas en la subseccién anterior hemos
introducido un hecho sin explicacién, el que una conexién sea compatible
con una métrica. Esto lo describiremos entre otras cosas en este rubro.

Definicién. Una conexién [‘fj se dice que es compatible con una métrica g;;
si la derivada covariante del tensor métrico es idénticamente cero:

Vigi; =0, B 5o 22 W
Por lo tanto, se cumple para un tensor que:

Ve (4nT3) = Vulom T + 0 VeTE) = Vi)
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Ademds, si los campos vectoriales T%(t) y S'(t) son paralelos a lo largo
de una curva z* = z'(t), entonces el producto escalar entre ambos campos
se mantiene constante a lo largo de toda la curva. Con lo cual, podemos
transportar bases de un espacio vectorial en un punto P a bases vectoriales

en un punto Q.

Teorema. Si la métrica g;; es no singular —es decir, si su determinante no es
cero- en una region del espacio, entonces, existe una inica conezxidn simétrica
compatible con la métrica. Y ésta es dada por la “Formula de Christoffel”
(2.7):
= Lo 20 20y
o9 ort oz 9!

La demostracién se sigue de lo sefialado en la subseccién 2.5.1, donde
construimos la Férmula de Christoffel. Y con esto, podemos terminar esta
seccién enunciando un corolario.

Corolario. Sea I‘fj una conexrion simétrica compatible con la métrica. Si
las coordenadas z',..., z" son tales que en un punto todas las primeras
derivadas parciales de las componentes g;; de la métrica son cero, entonces
en ese punto los simbolos de Christoffel I‘:Fj son cero.

2.7. Transformacion exponencial

Para finalizar con la descripcién de la matemaética que emplearemos en
el capitulo 4, con la que enunciaremos los teoremas de singularidades, nece-
sitamos hablar de la transformacion ezponencial; también conocido como el
transformacion esférico normal o como el transformacién de Gauss. Para
ello usaremos algunas de las definiciones de la geometria diferencial. Y asi,
tendremos una manera natural de identificar la forma de la curvatura con lo
que llamaremos el elemento de volumen que usaremos al integrar.

Recordemos entonces algunas cosas. Si en un espacio euclideano de di-
mension tres tenemos una funcién z = f(z, y), supongamos que tenemos un
punto (z,, y,) de tal forma que el plano tangente a la superficie sea paralelo
al plano zy. Esta especificacién no es necesaria, pero asi serd mas facil ima-
ginar los conceptos con los que trabajaremos a continuacién. Tomemos (a;;)
como la matriz hessiana de f(z, y), es decir a;; = 8%f /(92'02’) = fyi5, con
z! = z y 22 = y. Hay que notar que la hessiana es una matriz simétrica dado
que fry = fya-

Entonces, para la superficie 2 = f(z, y) en un punto (z,, y,) donde el
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gradiente de f es cero, definimos la curvatura principal de la superficie como el
producto de los valores propios de (a;;) evaluados en ese punto. Denotaremos
por K = det(a;;), en cada punto, a la curvatura gaussiana y tr(a;;) serd la
curvatura media de la superficie en (z,, y,).

Ahora, supongamos que en un espacio euclideano n-dimensional con co-
ordenadas z',..., z" tenemos una hipersuperficie M"~! definida por:

Pla),r; 8%)=10,

con grad(F) # 0, localmente tomemos z* = z*(y*,..., y"'). Consideremos

ademads la forma:
Kdo = K+/|gldy*...dy"?,

en la superficie’. En esta forma, cuando n = 2, K nos denota la curvatura
de la curva F' y para n = 3 la curvatura gaussiana. Los casos para n > 3 no
serdn de nuestro interés.

Sea S™! la esfera de dimensién (n—1), y denotemos por ,,_; el elemento
de volumen en ella. Este serd invariante bajo transformaciones ortogonales y
estara dado por:

Q1 = db, para n = 2;

Q.1 = sinddfdo, paran = 3.
con @ el angulo en coordenadas polares y ¢ el segundo dngulo de las coorde-
nadas esféricas.

Entonces, definimos el transformacion de Gauss v de la superficie M™~! a
la esfera S™~! como la transformacién que manda el punto P de la superficie
al vector ortonormal a Tp M en la esfera.

,(’b " Mn—l — Sn—l
Ahora si, con el siguiente teorema tendremos la manera natural de rela-
cionar la forma de la curvatura K do con el elemento de volumen Q,,_;.

Teorema. Si 7* = z*(y',..., y"!) es una hipersuperficie en un espacio n-
dimensional euclideano con coordenadas z',. .., z", entonces, para n > 1

Kdo = ¢*(Q,-1).
Donde ¥* es el “pullback” de 1.

En los casos en los que nos interesa, tenemos:

SEl producto de las dy* deberia de estar dado con el producto cusia, pero para no meter
mas notacion, lo dejaremos de esta forma que nos servird bien.
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n=2 Kdl =19"(d¢), donde K es la curvatura de la curva.

n =23 K/|g|dy'dy* = ¥*(), donde K es la curvatura gaussiana de la su-
perfice y Q = senf df d¢.

Dado que para demostrar el teorema necesitamos hacer uso del producto
cuna que no hemos mencionado, lo dejaremos sin demostracién. Se puede
buscar referencias al respecto en [Do Carmo, 1989], [Dubrovin et al., 1992] o
en [Stoker, 1969).

Con esto, damos por concluida esta introduccién al dlgebra tensorial,
esperando que sea suficiente para comprender las ecuaciones y desarrollos
que emplearemos mas adelante.



Capitulo 3

Ecuacion de Onda:
la hermana pequena

El estudio de la ecuacién de onda no lineal y en general de algunas ecua-
ciones hiperbélicas serd de gran utilidad en el resto de este trabajo. Sus
soluciones pueden desarrollar singularidades, en un contexto mds sencillo
que el de algunas de las andlogas resultantes de las ecuaciones de Einstein,
las cuales, constituyen el tema principal de este trabajo. Es entonces esta
ecuacion, por asi decirlo, el caso reducido o pequerio de las ecuaciones con las
que trabajaremos mas adelante.

La ecuacién de onda es una ecuacion diferencial parcial que describe dis-
tintos procesos ondulatorios. Las variables independientes son tnicamente
la posicién y el tiempo, es decir, son z = (z;,Zs,...,%,) y t. La ecuacién
de onda unidimensional —el caso estudiado en este trabajo— representa los
movimientos ondulatorios de una cuerda vibrante; en dimensi6n igual a dos,
los de una membrana delgada que oscila y en el caso tridimensional, los de
solidos eldsticos.

Sin embargo, debemos observar que la ecuacién de onda y en general los
movimientos ondulatorios aparecen en una multitud de contextos; cuando
hay olas en la superficie de un liquido o un resorte vibrando, si le pegamos a
una varilla desde su base o si dejamos sonar un diapasén, obtenemos ondas
que viajan en el tiempo y en algin medio, el espacio. Asi, a distintas veloci-
dades o frecuencias, encontramos que un fenémeno fisico tiene una gama de
particularidades. La luz azul y la roja son dos manifestaciones diferentes del
mismo efecto, resultando un color diferente para distintas energias.
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3.1. Deduccion variacional

La ecuacién de onda se puede deducir variacionalmente de la mecénica
clasica a partir del principio de minima accién. Primero recordaremos al-
gunos aspectos de la mecdnica clasica de una particula, antes de abordar la
deduccién de la ecuacion de onda en si misma. Para este caso encontraremos
variacionalmente la segunda ley de Newton, la cual afirma que la fuerza y la
aceleracion satisfacen:

mi = f(z),

con i = d%z/dt?, donde z es la posicién y depende claramente del tiempo, es
decir, z = z(t). Ademas sabemos que f(z) = —VU(z), en donde U(z) es una
funcién escalar que representa la energia potencial del sistema’. Si tomamos
el caso de dimensién uno, entonces f(z) = —U'(z).

Veamos qué pasa cuando consideramos la accién de una particula z(t)
al viajar de la posicién z, al tiempo t, a la x;, al tiempo t;. Esta accién
esta dada por:

S(a(t)) = / S ma2() - Ua(0) dt,

donde el integrando dado por la energia cinética E. = 3 m?(t) menos la

energia potencial U(z(t)) es llamado el Lagrangiano L(z, ) del sistema.

Tomando el principio de la minima accién? lo que queremos es justamente
que S(z(t)) sea minimo. Para encontrar la trayectoria #(¢) que minimiza la
accion utilizaremos una idea original de Lagrange:

Supongamos que tenemos la trayectoria #(¢), una funcién de clase C' que
minimiza la accion, es decir, tal que:

S(2(t)) < S(z(t)),

para cualquier trayectoria z(t). Dado esto, lo que necesitamos es considerar
todas las curvas que pasan por z, y z, en los tiempos correspondientes, t, y
t,. Podemos entonces considerar las variaciones de Z(t), es decir, una familia
de trayectorias de la forma z(t,e) = &(t) + e(t), donde las funciones ¢(t)

ISe puede revisar el libro de [Marion y Thornton, 1988] donde se discute un poco la
historia de los Lagrangianos y Hamiltonianos, capitulo 6, o si se quiere un texto més
técnico, el libro de [Arnold, 1989] en el capitulo 4.

2Con el estudio de las variaciones, es posible encontrar casos en los que el sistema en
cuestion no necesita cambiar, es decir, que se encuentra un punto critico el cual se ha
denominado como aceidn estacionaria dada su naturaleza.
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son de clase C' cualesquiera que cumplen:
e(ts) = p(t1) =0, (3.1)
lo cual es claro ya que todas las trayectorias deben de coincidir con Z(t) en

los puntos extremos z, y ;.

Ademads tenemos, de esta forma un minimo cuando ¢ = 0, dado que en
este caso z(t,0) = &(t), justo la trayectoria que minimiza la accién. Ahora,
si fijamos Z(t) y ¢(t), entonces la accién depende tnicamente del escalar ¢,
y la denotaremos como:

S(e) = S(&(t) + ep(t)),

donde,
_ds

de

Tenemos de este modo, tomando Z = &(t) y @ = (t) que:

S'(0) =0, (3.2)

e=0

S(e) = /th %m[%(r +£rp)r —U(Z +ep)dt

t1 <
= / %m[m + g —U(z +ep) dt.
to

Con z = di/dt y ¢ = dip/dt. Hemos tomado a ¢(t) como una funcién fija, por
lo tanto, se comporta de forma escalar en la ecuacién. Asi, para corroborar
la condicién (3.2), calculando S’(€) tenemos el siguiente desarrollo:

dS 0 [“m,. 2

— == —[z o) — U(z dt

i ) A 2[m+5(,o] U(z + eyp)
y tomando la regla de Leibnitz, podemos intercambiar de orden la integral
y la derivada dado que Z(t) y ¢(t) son funciones de clase C', obteniendo de
este modo:

S " 8 (m

eaiac PN sl _L .2_ ~
T . B 2[ + &) U(x+sqo))dt

t .
= ] m(z +ep)p — U'(Z + ep)pdt.
to

Si integramos por partes el primer término, el que representa a la energia
cinética E,, tomando v = Z + €@ y du/dt = ¢, llegamos a
ds "
_(E B tO

it F ty
—m(z +e@)p —U'(z+cp)pdt + [(x + Et,b)tp] 3

to
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pero por la condicién (3.1), el dltimo sumando se anula. De este modo, si
tomamos € = 0, por la condicién (3.2) tenemos:
t

0= | —mip—U'(d)pdt

to

_ [‘ [-mé - (@) pat.

Al tomar ¢(t) arbitrariamente, tenemos que, el primer factor del integran-
do es idénticamente cero, lo cual se conoce como el Lema fundamental del
Célculo de las Variaciones®. Escribiendo, de este modo:

—mi —U'() =0,

o simplemente: )

mz = -U'(2),
la ecuacién de Euler-Lagrange. Dado que la derivada del potencial es la
fuerza, entonces, recuperamos la segunda ley de Newton.

u(x, t)
A

ulx, t)

Figura 3.1: Cuerda ondulatoria.

Ahora queremos ver lo que sucede no con un sélo punto en el espacio,
sino con una coleccién de ellos unidos de manera que generen una cuerda. Lo
que tenemos es que la accién estd dada por:

!-11
_ if g o3
S(u)_/to Z(u‘ cux) dt,

con u, = Qu/dt y u, = du/0z, donde u = u(z, t) representa el desplazamiento
vertical de cada particula de la cuerda al tiempo t y posicién z, a partir de

3En el apéndice A se da una demostracién del lema.
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su posicién de equilibrio. Por iltimo se tiene ¢ (Fig. 3.1), una constante que
se relaciona con la velocidad®.

Usando la idea de Lagrange, suponemos que conocemos i(z,t), donde
la accién es minima. Haciendo de la misma manera el desarrollo, tomamos
u(z,t) = u(z,t) + ep(z,t) para cualquier trayectoria u(z,t) siempre que
o(z,t) sea de clase C?, y satisfaga las condiciones en la frontera:

(p(.’.‘C, tO) = ',0(...“".:, tl) =0,
@(z0,t) = p(z1,) = 0. (3.3)

Si tomamos nuevamente que la accién depende tnicamente del escalar e,
volvemos a tener un minimo cuando € = 0, es decir,

S(e) = S(a(z,t) + ep(z, 1)),

entonces,
5'(0) = 0.

Tomemos nuevamente a ¢ como una funcién dada, entonces:

S(e) = /: /: % [(g—t(ﬁstrp))z - cz(a—i(ﬁ+£go))2] dt dz

= g «
:/ / 5[(ut+ap;)2—cz(u;+erpx)2] dt dz.
To to

Donde ¢, = 9p/0t y @, = Op/0x.

Anélogamente al caso de una particula, calculamos la derivada con res-
pecto a €, y de este modo obtenemos:

ds 8 [ [u1
ES =5 / / = [(ﬁ: +ep)? — (g + ssoz)ﬂ] dtdz
To to

Usamos la regla de Leibnitz nuevamente para intercambiar la derivada parcial
con la doble integral, lo cual es posible, pues las funciones son de clase C2.
De este modo

ds B gir. .
= / f %3 [(m + epy)? = (i + egox}z] dtdz
To to
I t1
= / / (@ + epr)pr — €*(fhz + €2z dt dz
To to

T t1 I ty
= / (ty + ey) iy dt dz — c2/ / (g + ez dt dz.
%, To to

o tO

1El libro de [Goldstein, 1950] presenta en el capitulo 11 seccién 1 la forma de encontrar
E. como ju} y U como —}c?uZ, al tomar el limite de un sistema formado por masas
pequeifias, unidas en pares por resortes, formando asi una cadena elastica.
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Integrando ahora por partes: en la primera integral tomamos v = 4y + €y, y
wy = @ y en la segunda tomamos v = i, + €@, ¥ Wy = @. Tomaremos por
comodidad 0%u/0t* = uy y 0%u/0x* = us,, lo mismo con las parciales de ¢,
asi obtenemos:

ds T A t I 131 _
== / [(u: + 590:)80] dz — [ / (e + epu)p dt dz
Zo to To to

t z) 1 ph
=8 / [(ﬁ: * E‘P:)ip] dt + ¢ / / (Uzz + €pzz)p dt dz.
ts To Lo i

Observemos que las integrales simples incluyen a ¢, la que serd evaluada en
la frontera. Dado que la condicién (3.3) dice que ¢ se anula en la frontera,
tales integrales se anulan y se reduce a:

91 ty
/ / tizz + EPzz) fdtdz — f / Uy + ) dt dz
to to

= / [c Uyz + E(PI::) = (uu +5§0:s)]g0 dtdz,
To to

usando de nuevo la condicién S’(0) = 0, obtenemos:

T i
0= / / (Pligy — Tiy)p dt dz.
2o Jto

Concluimos gracias al Lema fundamental del Célculo de las Variaciones que
el interior del paréntesis es cero, dado que esto se cumple para cualquier
eleccién de p(z,t), la cual solamente tiene que ser de clase C? y cumplir las
condiciones de frontera. Tenemos de este modo que:

g — iy =0
que se conoce como la ecuacién de onda y se escribe normalmente como:

Uy — 62111-1 =0

3.2. Ecuaciéon de onda homogénea

Consideremos la ecuacién de onda junto con sus condiciones de frontera

Uy — CUpgy = 0 (3.4)
u(z,0) = f(z) (3.5)
Uz(x, 0) (3.6)

I
o
—_—

=
—
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donde f(z) es la condicién inicial que representa la posicién y g(z) es la
velocidad inicial del movimiento de cada punto de la cuerda. Nétese ademas
que ambas funciones dependen tnicamente de la posicién.

También podriamos escribir la ecuacién (3.4) en forma operacional, escri-

biendo ésta como: 5 -
(— - —)u =0.

%t z?

Factorizando,
d 7] 0 0
Ahora podemos resolver:
0 0

(a + ca—I)u = (3.8)
° o 0

(a = ca—z)u =0, (3.9)

y usar las soluciones para la ecuacién (3.7). Usaremos la ecuacién (3.8), bus-
caremos su solucién y en el desarrollo sera claro porque resolver ésta o la
ecuacién (3.9) tendrd un tratamiento similar.

Si tomamos

Vu= ;

entonces (3.8) puede escribirse como:

vu.(‘;)zo.

Es decir, lo que necesitamos, es que el gradiente de la solucién sea ortogonal
al vector (¢, 1). Esto se puede expresar como la necesidad de que la derivada
en la direccién de este vector se anule, es decir, las soluciones en direcciones
paralelas a (¢, 1)* deben mantenerse constantes.

Se ha mencionado que la solucién es constante a lo largo de ciertas rectas,
en las cuales, los valores iniciales son transportados sin cambio. A estas curvas
se les llama las caracteristicas de la ecuacién. En este caso particular, tienen
un desplazamiento a velocidad constante a través de rectas paralelas (ver
Figura 3.2). Ademads en el caso que hemos considerado, éstas s6lo dependen
de la ecuacién y no de la condicién inicial f(z).
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u(x, t)
(c, 1)

/ X
£(X) -

Figura 3.2: Solucién constante. Caracteristicas.

La existencia y analisis de las caracteristicas es una herramienta impor-
tante. Hemos dicho que a lo largo de las rectas £ = = — ct, la ecuacién de
onda es constante.

Por lo tanto, conocemos con exactitud la altura en un punto para cada
recta, esto es, cuando t = 0.

Dado que u(z, 0) = f(z) representa esta altura, podemos tomar & = =
como el punto de inicio de la caracteristica, es decir que f(z) = f(z) para
cada z fija. Podemos entonces, conciderar a u(z, t) = f(Z) = f(z — ct) como
una solucién. Obsérvese la Figura 3.2. Comprobemos que efectivamente es
solucién, como:

ou ,

5z~
‘ 0

U !

sustituyendo en la ecuacién (3.8), obtenemos claramente una identidad, lo
cual nos indica que u(z, t) es una solucién de la ecuacién.’

Con un razonamiento similar se llega a la solucién de la ecuacién (3.9),
la cual esta dada por u(z, t) = f(z + ct). Como se ve en la Figura 3.3 ahora
las caracteristicas son paralelas a un vector diferente (—c, 1) y por lo tanto,
las curvas son distintas.

Dada la linealidad de la ecuacion y los dos tipos de soluciones que hemos
encontrado, es entonces razonable tomar una solucién al problema (3.4-3.6),

5Si escribiéramos las rectas caracterfsticas como Z = x/c — ¢, el resultado seria exacta-
mente el mismo, lo que quiere decir que no es de importancia la forma en que se parame-
tricen las rectas.
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(=¢, 1)

\ X
.
-

Figura 3.3: Caracteristicas de u; — cu, = 0.

M

X
—
—

Figura 3.4: Caracteristicas de la ecuacién homogénea.

como una combinacién de ambos resultados: el que encontramos al resolver
la ecuacion (3.8) y el de su ecuacién andloga (3.9). Estas soluciones son ondas
que viajan en direcciones paralelas al vector (c, 1)¥, que se obtubieron como
resultado de la primera ecuacién (3.8) y las ondas que nos dieron la solucién
del segundo operador (3.9), las cuales, son paralelas al vector (—c, 1)*. El
resultado del movimiento es entonces la suma de ambas soluciones, es decir,
de ondas que se desplazan en dos direcciones distintas, de la forma:

u(z, t) = v(z + ct) + w(z — ct).
Usando las condiciones iniciales, vemos que:

u(z, 0) = v(z) + w(z) = f(z) (3.10)

w(z, 0) = cv'(z) — cw'(z) = g(z). (3.11)
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Integrando la ecuacién (3.11):
e(v(a) - w(@) = [ g(s)ds,
0

es decir:

() =u(e) + [ i,

donde a g(z) solamente se le pide ser integrable. Si usamos esta igualdad en
la ecuacién (3.10) obtenemos que:

es decir,

Anélogamente se tiene:

1 1 .
o) = 5 (1) + [ als)as).
Asi, la forma de la solucién general estd dada por la siguiente expresién:
u(z, t) = v(z+ct) +w(z—ct)

= %(f (z+ct)+ % /0 o g(SJdS)

+ %(f(a: —ct) — %/ﬂx_d g(s)ds)

1 1 r4ct
= - (f(:c +ct) + f(z — ct)) + —/ g(s)ds.  (3.12)
2 2 Jg—et

Esta expresion es conocida como la férmula de D’Alembert y claramente
cumple con las condiciones iniciales.

Antes de seguir, es de interés examinar la estructura de dicha férmula.
Los rangos de dominio estudian el cambio de la solucién en general; ya sea
cuando se cambia un tnico punto en la condicién inicial por ejemplo, o toda la
funcién original. Ademas nos da informacién precisa de que rango o intervalo
afectan directa o indirectamente a un punto de la onda en un tiempo dado.

Para un punto dado p = p(z, 1), se puede conocer exactamente su valor;
éste puede calcularse en la formula de D’Alembert. Obsérvese que si hacemos
g(z) = 0, entonces, solamente el valor de la condicién inicial en z—ct y z+ct
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p(x, t)

x-ct x+ct

Figura 3.5: El intervalo (z—ct, z+ct) tiene influencia sobre el valor resultante en p(z, t).

son responsables del valor de u(z,t) en p (ver Figura 3.5 y la férmula (3.12)),
por lo cual, si se alterara la funcién f(z) en cualesquiera otros puntos, el
resultado en el punto observado seria el mismo.

Nétese también, que si ahora hacemos f(z) = 0 y g(z) es una funcién
integrable, entonces la férmula de D’Alembert (3.12) dice que el resultado
en p depende de todo el intervalo I = {y|z —ct < y < z + ct}, aunque
linicamente de estos puntos; es decir, si alteramos g(z) fuera del intervalo I,
la solucién en p no cambia.

Figura 3.6: Las zonas sombreadas (1 y 2) no son alteradas por cambios en la condicién

inicial, si estos se efectian entre A y B.

Las dos propiedades vistas en los parrafos anteriores serdan conceptos de
utilidad para la geometria en la Teoria de la Relatividad General, donde
haremos referencia a estas regiones y su influencia en los conos de luz. Sin
embargo, solamente hemos visto la informacién que viene de tiempos ante-
riores. ;Qué pasa en el futuro de la ecuacién si perturbamos un punto o un
intervalo? jEn qué difiere de la solucién original?
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En la Figura 3.6 se marcan los puntos A y B en el eje z, por lo visto ante-
riormente, sabemos que las zonas sombreadas no son alteradas por cambios
o perturbaciones a la izquierda de A o a la derecha de B (respectivamente
a las zonas sombreadas 1 y 2). Adem4s las rectas caracteristicas nos acotan
un espacio de accién, donde es claro que para cualquier punto p si en el in-
tervalo entre A y B, g(z) es modificada, entonces su valor se alterarda. Es
también cierto que si alguna caracteristica une al punto p con el eje z, en-
tonces al modificar la condicién inicial f(z) en ese punto cambiard también
el resultado en el punto p.

3.3. Unicidad de la solucion en la ecuacion de
onda

Dado que hemos mostrado la existencia de una solucién de la ecuacién
de onda, solamente falta mostrar que dicha solucién es unica.

Supongamos que existen dos soluciones u(z, t) y @(x,t) del problema (3.4-
3.6), entonces, si consideramos:

w(x, t) = H(.’L‘, t) - ﬁ'(x: t))

esta nueva funcién tiene que cumplir:

Wy — C2wmm =0 (3-13)
w(z,0) = 0 (3.14)
wy(z,0) = 0 (3.15)

Ahora, multiplicamos la ecuacién (3.13) por la parcial de w respecto a t:
wy(wy — wzg) = 0.

Con base a esta nueva ecuacién se sigue el siguiente desarrollo:
b
0= / wy(we — C2mxx) dz
a

b
= / Wiy — czwtwn dz
a

b

o1 b
= / = [—wf] + wwg dr — wowy|
1] 2 a
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siendo la 1ltima identidad el resultado de la integracién por partes del segun-
do término de la integral, donde v = wy, y 9, = w,. Ademads, dado que u(z, t)
y u(z,t) son soluciones deben de cumplir las condiciones en la frontera:

o bien,
ﬂz(“:ﬂ = k(t) = ﬁ:(as t) y u:(bs t) = JE(t) = ﬁz(b: t)

es claro entonces que w cumple:

w(a,t) = w(b,t) =0
y por lo tanto:

wy(a,t) = wy(b,t) =0

o simplemente:
we(a,t) = we(b,t) =0

logrando asi que el término libre desaparezca.

Y de esta forma, lo que tenemos es:

/ﬂbg[%(w3+c2wi)] dzr =0

usando la regla de Leibnitz podemos escribir:

d P10 5, 54

— —|wf + c*w ) dz =0

dt J, 2( . ¥

y como ya hemos mencionado, E, = jw} y U = 3c*w?; por tanto, la energia
total e(t) del sistema es justamente:

1 b
e(t) = 5[ w? + w? dz.
a

Esta funcién depende inicamente del tiempo, pues ya hemos integrado con

respecto de la variable espacial. Entonces, tenemos que

ét) = %e(t) =i
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lo cual nos dice que la energia es constante. Pero ésta al tiempo cero es nula,
dado que:

b
e(0) = %/ wy(z,0)? + w,(z,0) dz
1P 3@ i
—5/0 0° + ¢ [Ew(x,O)J dz

W N
—5/60[50] dzx
=10

y esto nos muestra que:

1 [t
5/ w? + wldz = 0.
a

Como w; y w, estan elevadas al cuadrado, deben de anularse idénticamente.
En otras palabras:
w(z,t) = cte.

y dado que w(z,0) = 0, entonces se tiene:
w(z,t) = u(z,t) — a(z,t) =0

o simplemente:
u(z,t) = a(z,t)

lo que significa que la solucién es tnica, dado que u(z,t) y @(z,t) eran dos
soluciones arbitrarias.

3.4. Ecuacion de onda cuasilineal

Si en la ecuacién (3.4) tomamos a la velocidad ¢ como funcién de la solu-
cién misma, es decir c(u), entonces la ecuacién deja de ser lineal. Esto tiene
muchas implicaciones fisicas ya que la velocidad serd distinta para posiciones
y tiempos distintos; ademas ésta tendrd una velocidad de propagacion dis-
tinta dependiendo de la amplitud de u(z, t). Lo cual puede explicar de mejor
manera algunos fenémenos, como las ondas en el agua; que cambian de ve-
locidad segin su profundidad, o bien las ondas acisticas que cambian de
medio.



3.4 Ecuacién de onda cuasilineal 91

Probemos entonces si la antigua solucién funciona -la que toma a ¢ como
constante— de este modo, tenemos:

u(z, t) = f(z — ct).

Haciendo la diferenciacién implicita vemos que:
ou ,( .. Ou
== P{1—elt —),
oz f 8 oz

y despejando,

__ [
= Tt (5.19)

con el mismo método, obtenemos:

a—uzf'(—c—c'ta—u)

at Bt
y !
= (1—:—;;5) (3.17)

Se tiene con estas igualdades el siguiente desarrollo:

) =)
= c(l o) T \I g
_ =fletef’
T o l4c'f't
Lo cual nos dice, que cuando la velocidad ¢ depende de la solucién misma,
el resultado es el mismo que cuando la velocidad es constante.

Se habia intuido también, en el desarrollo anterior, que la solucién de la
otra parte, (0/0t — c8/0z)u = 0 estaba dada por u(z, t) = f(z + ct), y de
la misma manera podemos tomar aqui esta solucidn, lo cual nos darad una
muestra andloga a la expresada en el parrafo anterior. De este modo, se
puede tener una representacién implicita de la solucién de la ecuacién de
onda cuasilineal.

Nétese sin embargo que hemos supuesto que podemos derivar implicita-
mente. Ademas en las expresiones para u; (3.16) y u, (3.17) se tiene 1+c¢’'ft
como término en el denominador, el cual puede hacerse cero cuando f' o ¢’
se hacen negativas, pero no al mismo tiempo. En tal caso se generan singu-
laridades conocidas como ondas de choque o shocks en inglés, a continuacién
veremos cuindo y de qué forma son.
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Dado que mostramos que la ecuacién de onda puede ponerse en forma ope-
racional y trabajar con cada uno de las partes por separado (véase (3.7-3.9)),
serd mas facil trabajar solamente con una de ellas, de la manera siguiente:

Uy + uu, =0

u(z,0) = f(z)

Este problema es conocido como la ecuacién de Burgers con condicién inicial,
que es el caso cuasilineal mas simple de la ecuacién de onda, cuando c(u) = u.
Sabemos ya que la solucién es

u(z,t) = f(z — ut). (3.18)

Derivando implicitamente encontramos,

Up =
“T1+ %
y del mismo modo,
e i
AR T

Ya hemos dicho que el denominador no puede anularse, es decir, f'(z) no
puede ser negativa (¢ es para tiempos futuros); en otras palabras, f(z) ha
sido restringida a una funcién monétona no decreciente. Formalmente

u(z1,t) < u(zs,t) para z; < 2.

De otra forma, las caracteristicas chocaran para algiin ¢ > 0. Veamos qué pasa
cuando f(z) es no creciente, dada por una funcién de un escalén que baja
suavemente.

Tomemos a f(z) en las funciones de clase C*, de la siguiente manera,

flz)=1
flz)=0

y f(z) cae suavemente entre (0,1) y (1,0) como muestra la grafica de la
Figura 3.7. Revisando el caso lineal, es claro que las caracteristicas que salen
del dominio son rectas con pendiente uno para z < 0. Cuando z > 1 no hay
movimiento, al resolver u, = 0, las curvas caracteristicas donde la solucién
es constante, son rectas verticales®, paralelas al eje y.

<0

Tx
r=21

5En el caso completo de la ecuacién de onda es resolver u;; = 0, donde el resultado es
el mismo.
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\x

1

Figura 3.7: Dominio para generar shocks.

Ahora veamos cémo son las caracteristicas hasta el tiempo ¢t = 1, hemos
dicho que las que surgen de = negativas tienen pendiente uno, mientras las
que estin después de uno en el eje espacial son verticales. Entonces, solamente
falta ver qué sucede con las curvas correspondientes 0 < z < 1. En la ecuacién
(3.18) se observa que al igual que el analisis hecho para la ecuacién de onda
homogénea, las caracteristicas resultantes son rectas, pero con un cambio de
pendiente relativo a la derivada de f(z) en el punto inicial.

Figura 3.8: Anilisis de las caracteristicas.

Es claro que las caracteristicas se cruzan en el punto (1, 1), por lo menos
hay dos de ellas que llegan a éste: la recta que sale de (0, 0) tiene pendiente
uno y llega a (1,1), del mismo modo que la vertical que sale de (1,0) (Figu-
ra 3.8). En este lugar la solucidén es inconsistente, porque tiene dos valores
distintos, al menos. Ahora, si la eleccién de f(z) es tal que la pendiente de
todas las rectas que parten del intervalo [0,1] terminan en (1,1), es decir,
las pendientes de todas las caracteristicas en la zona B de la Figura 3.8, en-
tonces tenemos una incongruencia, porque hay una infinidad de valores para
la funcién solucién al tiempo ¢t = 1 en la posicién z = 1, a esto se le conoce
como un shock. A continuacién veremos qué significa.
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Dado que es mas facil entender desde el punto de vista fisico, pensemos
que la ecuacién de Burgers muestra la manera en que se mueve una cuerda
vibrante unicamente en direcciones positivas, pero a distintas velocidades;
asi, los diagramas siguientes muestran la didmica en cuatro tiempos distintos
O<t, <1<ty <tz =1:

N N

Y

A4

u(':tz) u(.rl)

Figura 3.9: Formacién de shocks.

Véase en la Figura 3.9 que para el tiempo ¢ = t, la solucién es similar a
la curva original (Figura 3.7), solamente ha cambiado en un trecho pequefio
avanzando el frente de la onda que se encuentra a altura constante 1. En el
tiempo t = ¢, el recorrido constante uno ya es mayor, comienza a verse la
curva que va de la altura uno a cero con un menor intervalo en el dominio.
Asi, para tiempos cercanos a 1, como es el caso cuando ¢ = t,, el dominio
de la solucién que cambia de altura ya es muy reducido, llevando finalmente
para el tiempo ¢ = 1 a un brinco en la solucién, es decir una singularidad del
tipo escalén.

Hemos logrado mostrar entonces, que la ecuacién de onda cuasilineal pre-
senta singularidades. Dijimos antes de introducir la ecuacién de Burgers que
serd equivalente tomar la ecuacion de transporte con el signo positivo o nega-
tivo, esto es porque si se observan las ecuaciones (3.16, 3.17) el denominador
siempre es de la forma 1+ ¢’f’t o en el caso de Burgers serd 1+ f't.

Obsérvese también, que si hubieramos tomado a ¢ negativa, el desarrollo
planteado seria casi el mismo a excepcién de que f(z) ya no tendria que
ser absolutamente no decreciente; sino, por el contrario, ahora esta funcién
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estaria obligada a ser negativa o cero. Haciendo caso omiso a la restricion de
f(z) se encontrarian shocks para tiempos pasados.

3.5. El principio de Huygens y las causticas

Estudiemos ahora la propagacién de ondas desde un punto de vista mds
geométrico. Como en la formacién de singularidades en la ecuacién de onda,
con este nuevo enfoque, serd posible entender la relacién entre diversos aspec-
tos fisicos y matematicos. Los casos presentados a continuacién son de éptica
geométrica, es decir, gracias a la geometria podremos encontrar un tipo de
puntos a partir del enfoque de los rayos luminosos. El estudio de este tipo
de singularidades nos llevard en relatividad general al caso del colapso gra-
vitacional en los agujeros negros. Comenzaremos enunciando el principio de
Huygens y usaremos algunos elementos basicos de curvas planas para ver los
efectos que producen los rayos de luz en presencia de la geometria del espacio.
Para ello, serd necesario comprender lo que significa un frente de onda.

Cuando creamos un shock en la ecuacién de Burgers, la representacién de
la Figura 3.7 es el frente de la onda que vamos a observar en el transcurso
del tiempo. De manera similar, los frentes de onda en el estudio de la éptica
geométrica seran curvas —o superficies en dimensiones mayores— que indicardn
el avance, en este caso, de la luz, el cual envolverd o dejard tris de él el
recorrido que las ondas han tomado. Este frente dependera del tipo de medio
en el cual la luz viaje; para nuestro estudio tomaremos inicamente medios
homogéneos, es decir, las ondas luminosas tendrdn la misma velocidad en
todas las direcciones.

Podemos decir, en términos mas técnicos, que un frente de onda es el
movimiento de la frontera de una onda. Asi, mientras el tiempo sea mayor,
el movimiento de este ird en una direccién con cierta velocidad, el cual,
denotara el desplazamiento del frente mismo.

Principio de Huygens. Sea ®,,(t) el frente de onda del punto q, pasado
el tiempo t. Para cada punto q en este frente, considere el frente de onda
después del tiempo s, ®,(s). Entonces el frente de onda del punto q, trans-
currido el tiempo s + t, @4, (s +t), es la envolvente de los frentes ®,(s),
q € P, (1)

Simplifiquemos un poco las cosas tomando un medio homogéneo, en este
caso los frentes de onda para una fuente luminosa puntual son tinicamente
las esferas con centro en ella. Claramente estamos suponiendo, dada la homo-
geneidad del medio, que la luz se propaga a velocidad constante en todas las
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direcciones. Veamos también que la envolvente es, como su nombre lo indica,
la curva que envuelve los frentes de todos los puntos que estamos analizando.
Finalmente estudiemos unicamente la situacién en la cual la dimensién del

medio es dos.

El caso mas simple es el punto que emite un pulso luminoso al tiempo
cero. Después de cierto tiempo ¢ = ¢;, todos los rayos de luz que han viajado
en todas direcciones generan un frente, el cual es una circunferencia de radio
r (la luz se propaga a velocidad constante). Si transcurre otra cantidad de
tiempo igual (t = 2¢; = t,), todos los rayos seguirdn su trayectoria duplicando
la distancia al punto de origen, es decir, el radio de la circunferencia serd 2r.
Del mismo modo el radio aumentard linealmente en proporcién al tiempo
transcurrido.

Tomemos ahora un segmento de recta, observando que, cada uno de los
puntos en la recta se comportara como el del ejemplo anterior. Cuando ¢t =
t1, cada punto de la linea ha formado una circunferencia de radio r. En
la Figura (3.10, a) se observa que éstas generan un frente marcado por la
recta punteada, la cual se encuentra a distancia r de la original. El frente
en este caso seguird viajando con una velocidad constante igual a la de la
propagacién de la luz.

Del mismo modo, si hacemos el caso ¢ = 2¢; = t; obtenemos un nuevo
frente equivalente, por el principio de Huygens, a tomar circunferencias de
radio r a partir del frente anterior (Figura (3.10, ¢)). Podemos notar que seria
lo mismo que tomar la recta original y encontrar el frente para circunferencias
de radio 2r (Figura (3.10, b)).

Obsérvese que podemos, también, utilizar los vectores normales a la recta
e incrementar su norma proporcionalmente. De esta forma, encontraremos el
nuevo frente en términos del anterior. En la circunferencia, en el caso de
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Figura 3.10: Frente de una recta.

tomar un primer frente en la fuente que emite un pulso luminoso, se da la
misma situacién.

Busquemos una curva donde las circunferencias se enfrenten unas a otras,
digamos una pardbola. Observémos que a tiempos pequerios el frente es simi-
lar a la curva misma (Figura (3.11, a)), sin ser ahora una parabola. Cuando
el radio de la circunferencia es igual al doble de la distancia que hay entre el
foco y el vértice, se genera un punto donde la curva no es diferenciable. Este
tiene dos limites distintos para su tangente, formando un dngulo entre ellas,
dado su aspecto visual, lo llamaremos un pico, la primera singularidad, ver
el inciso (b) en la Figura (3.11). Para tiempos mayores los frentes se cruzan
y la irregualridad en el foco se separa en dos nuevas singularidades del tipo
de picos, ademds de que se genera un punto de interseccién en los frentes,
que llamaremos simplemente punto de contacto. Gracias a la simetria de la
curva en cuestién esta interseccién de los frentes siempre se encuentra sobre
el eje vertical. En la Figura (3.11, ¢) se observa que tanto los dos picos co-
mo el punto de contacto surgen de la primera singularidad, puesto que un
dibujo no es ninguna prueba, mostraremos mas adelante la validez de estos
argumentos. Estudiemos con mas detalle la situacién:

Tomemos la parabola parametrizada por:

1(2) = (2, 2°),
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V

Figura 3.11: Frente de una pardbola. a. El tiempo es menor al necesario para que el
frente toque el foco de la curva. b. El frente ha avanzado de tal forma que su vértice
inferior se encuetra pasado el foco, se genera la primer singularidad, r = % c. Para tiempo
mayores, una singularidad de contacto y dos no diferenciables se separan de la original

(inciso anterior).

entonces, la tangente estd dada por:
7'(z) = (1, 2z)
y por lo tanto el vector normal unitario:

(—2z, 1)

)= st

De este modo podemos tomar una funcién dependiente del tiempo” &, asf, a
cada punto en la pardbola le asignaremos su vector normal y el pardmetro
del tiempo solamente incrementard, de forma homogénea, la norma de todos
estos vectores, formando el frente

ke(z) = 7(z) + &n(z),

es decir,
2z€ 13
ke(z) = (2 - —=—, 22 + ——].
(@) ( VazZ+1 Vaz? + 1
Para encontrar las singularidades de tipo picos, necesitamos encontrar cuando
la curva deja de avanzar, es ahi donde derivada de nuestro frente se anula.
Esto significaria que hay un cambio brusco de direccién. Es decir, queremos

(3.19)

"Tomaremos este pardmetro inicamente para denotar en qué tiempo estamos tomando
el frente de onda, es decir, las funciones a estudiar seguirin dependiendo de z.
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que kg(z) = (0, 0), veamos:

ke(z) = (1 - 26(42” + 1)% — 2z§(4)(42* + 1)"3 B 4z€(4z? + 1)_%)

422 + 1 ' 472 + 1
B ((4$24-1)%-25(4x2+-1)4-8m2§ 2$(4x24-1)%—-4x§)
(422 +1)3 T (4z2+41)3
2 3 _ 2 i_9
_ ((49: +1i -2, (42 + 1)} - g)_ -
(422 + 1) (422 +1)2

Busquemos entonces la primera singularidad que, dada la simetria, se origina
de la normal al origen (Figura (3.11)).Asi, tomando z = 0, tratamos de
encontrar la £ que resuelva k¢(0) = (0, 0):

ké(O) = (1 - 25: 0)>

es decir que ésta se encuentra cuando § = %, el doble de la distancia del
origen al foco, lo cual indica que éste no es la singularidad.

Habiamos dicho que después de este punto el frente presenta dos singu-
laridades no diferenciables (también llamados picos) y un punto de contacto.
Comencemos por encontrar el punto de contacto.

Tomemos ventaja de la simetria en la funcién (3.19). Esta se debe a que
si ke(z) = (a, b) entonces k¢(—z) = (—a, b) para la misma £. Notemos que
la segunda coordenada no influye. Buscamos ahora el valor de = para el cual
ke(z) = ke(—z). Por simetria, buscamos la coordenada z donde a = 0 para

ke(z).

pe B
Vdz? + 1
vdz? +1
—— 5 &
4 +1 = 4¢£°

de este modo, si consideramos tales = cuando & = %, obtenemos,

4y -1
s

es decir, se confirma el hecho de que k% (0) es un punto de contacto y el origen
de donde surgen los dos picos. Para £ < § la raiz se vuelve imaginaria y no
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permite encontrar singularidades en el plano, mientras que para § < £ < 1
éstas son cercanas a k%((}).

Solamente nos falta estudiar los dos picos que parten de la singulari-
dad original. Lo que queremos es que en (3.20) las dos coordenadas se anulen
simultdneamente, de manera que se elimine la continuidad en la derivada for-
mando un cambio brusco de direcciones en dicho punto, produciendo asi un
pico. La tnica diferencia es el término 2z que multiplica la segunda coorde-
nada. Si

(42% + 1) — 26 = 0,
entonces,

(42 +1)F = 2¢
4t +1 = (2)3

2 - (%)i—l
21 1)
B = j:(( 5)2 ) (3.21)

Observemos que si £ = é-,, entonces se obtiene nuevamente la singularidad
original. Es decir que se comprueba la hipdtesis de que este punto singular
es el punto que dara origen tanto al punto de contacto como a los dos picos.

Veamos ahora un caso similar, donde la luz también juega un papel im-
portante. Todo mundo ha observado las curvas de mayor luminosidad que
aparecen en las tazas de café. Estas, se deben a que los rayos de luz se refle-
jan en el recipiente y, de esta manera, se intersectan en el liquido del mismo.
Un analisis geométrico muestra que lo que se observa, en algunos casos, es el
reflejo continuo de los rayos de la luz que chocan en una pardbola. Entonces
estudiaremos un caso que tiene un punto visual diferente a los frentes que
encontramos con el principio de Huygens.

Notemos que la tinica diferencia radica que en el ejemplo anterior la luz se
toma como un pulso simultdneo en toda la parabola, mientras en este caso,
lo que buscamos es la interseccién de los rayos continuos de luz. Buscamos
asi el lugar geométrico de los puntos donde la luz es méas intensa.

Tomamos la fuente reflejante de la forma:

flx) =22,
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entonces, f'(zr) = 2z. Las rectas normales a cada punto fijo £, son entonces
de la forma: i
2
- =—=(x-&).
y-<§ % (z—¢§)
Tomemos ahora estas rectas como curvas de nivel en términos del parametro
&, es decir,

1
GEO=8-F+z-y=0,
de este modo, la interseccién de dos de estas rectas se da cuando:
G)—-G(E+h)=0.

Normalicemos y tomemos el limite cuando h — 0, asi, para puntos cercanos

de la pardbola,
G() - G(E+h) _

|
pero el lado izquierdo es justamente la derivada de G(£), es decir:

G'(§) =0

G’(g):zu%":o

con lo cual se tiene que las intersecciones que buscamos de las rectas reflejadas
por la curva se dan cuando:

z=—48 o §=(—§)%.

Asi, el lugar geométrico de las intersecciones cercanas esta dado por:

1 % 3
o((-3)) = (D' s

es decir,

wa = (- (-9
2
3

|

(%]
——
e B
M
(SN

El signo negativo en el paréntesis no influye, dada la potencia % Sin embargo,
esta informacién nos muestra que las componentes de la caustica provienen
de puntos de la pardabola al otro lado del eje vertical.
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Figura 3.12: Catstica generada por el reflejo de luz continuo sobre una pardbola.

, También hay que notar que la curva obtenida es localmente difeomorfa a
z3 cerca del vértice. Los puntos pico del ejemplo (3.21) presentan también
este tipo de singularidades. Adem4s por las propiedades de la pardbola, nue-
vamente se tiene que el punto més cercano al vértice estd a una distancia de

un medio.
Con esto hemos encontrado dos tipos de singularidades de enfoque, pare-

cidas a las que encontraremos en el capitulo siguiente para los teoremas de
singularidades de Roger Penrose y Stephen Hawking.



Capitulo 4

Las singularidades en contexto

Make tomorrow, make tomorow
Where the dreamer’s dream is dared.
Ovo, PETER GABRIEL.

En este capitulo finalmente abordamos el estudio de las singularidades en
relatividad general. En este contexto, el de la Teoria de la Relatividad Gen-
eral, las singularidades estudiadas serin de naturaleza distinta a las encon-
tradas en la ecuacién de onda (véase capitulo 3), aunque mantendrin algunas
similitudes. En la ecuacién de onda nos enfrentamos a singularidades para las
que una cantidad fisica (o su derivada) no estdn bien definidas. Sin embargo
en la Teoria de la Relatividad General es el espacio-tiempo, o mejor dicho,
la curvatura del mismo la que deja de estar bien definida. Al encontrarlas
veremos que su principal importancia no reside en el hecho de pertenecer o
no al espacio-tiempo, sino por el contrario, nos llamara la atencién que en
las ecuaciones de Einstein la incdgnita se refiere a la métrica, asi, las sin-
gularidades que aparecen son parte del mismo espacio-tiempo. Es decir, en
términos un poco vanos, la “curvatura” en un punto ezplota.

Las singularidades son en matemadticas y en fisica, puntos especiales donde
en una funcién las propiedades de diferenciabilidad cambian. En el capitulo
3 mostramos cémo puede aparecer una discontinuidad en un fenémeno con-
tinuo. El problema en relatividad general es un poco diferente, estas singu-
laridades serdn puntos en el espacio-tiempo donde la curvatura es tan grande
que no son concebibles los eventos fisicos en esa region; por ello serd dificil
dar una definicién que satisfaga completamente.

Matematicamente la nocién no es del todo complicada y es de aqui de
donde nos afianzaremos para estudiarlas. Desde el punto de vista fisico, la
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cuestion requiere un analisis mas cuidadoso. A diferencia del resto de las
teorias fisicas, la relatividad general no tendra solamente el problema de sin-
gularidades en el espacio-tiempo, sino, en ocasiones no podremos siquiera
hablar de un evento dado. Habra regiones en las que no tendrd sentido un
tiempo y un lugar determinado —no sabemos cémo se comportan—, de alguna
manera, el espacio-tiempo es inaccesible.

Al obtener singularidades en el espacio-tiempo, tendremos que tener cuida-
do, ya que éstas pueden ser producto de nuestra imaginacién: como veremos
en la solucién de Schwarzschild la mala eleccién de un sistema de coordenadas
puede hacernos creer en la existencia de singularidades fisicas. Buscaremos
entonces en los “lugares” de la variedad donde la manera de medir, es decir
la métrica g;;, se haga singular sin importar nuestra eleccién de coordenadas.
Por ejemplo, cuando 7 — 0 en la soluciéon de Schwarzschild se produce una
singularidad fisica, pero no cuando r = 2M, donde s6lo hay una singularidad
de coordenadas.

La curvatura serd descrita por el tensor de Riemann-Christoffel R%, ,, el
cual nos indicard las regiones donde es probable que existan singularidades.
Tomando en cuenta que es posible que encontremos —dada la mala eleccién
de un sistema de coordenadas— eventos que parezcan singularidades, dado los
criterios en las componentes y derivadas del tensor, serd importante analizar
los escalares formados con la curvatura riemanniana, es decir: la curvatura
escalar R, la contraccién del tensor de Ricci R, %, la dada en el tensor de Rie-
mann R, e inclusive escalares formados por expresiones polinomiales
de las derivadas de la curvatura. Veremos después el tipo de complicaciones.

4.1. Las ecuaciones de campo

Tomaremos una métrica g;; pseudo-riemanniana (es decir, con determi-
nante negativo) del tipo (1, 3), la conexién I‘fj compatible con la métrica
y ds® = g;;dz'dz’ como el elemento de longitud identificado con el campo
gravitacional. Ademds, dQ = /=gd'z ser4 el elemento de volumen donde
g = det(gi;) < 0.

Se define el tensor de curvatura de Riemann, en forma totalmente cova-
riante, como Rixim = Gij R

R, _1( #gim Pgu 0ga Pgm
Km = 9\ 9zk9z! ' Oridz™ Ozkdz™ Or'dx

) + Q“P(FEIF?m = :mrz)}
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el tensor de Ricci es:
— p1 _ . im
Rit = Riyp = " Riimk

0 si se desea: i $id
Fi Fi m m
= _6:1:": o _850’: + Tyl = ThTh, (4.1)

y la curvatura escalar R = g* Ry = ¢ ¢*™ Rixim.

Rix

De manera analoga a la deduccién de la ecuacién de onda, para las ecua-
ciones del campo gravitatorio necesitaremos definir la accién, que en este

caso sera
S =84+ S,

donde la contribucién del campo en ausencia de materia S,, llamada la accién
de Hilbert, esta dada por:
Sy = / RdQ

y S es la contribucién dada por la materia descrita por la expresién:
1
Si= - AV=gd'z,

con A una funcién determinada por la materia. Ambas se definen en R*, para
variaciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange que deduciremos a continua-
cién.
Teorema. La variacidn §S,/86g" estd dada por ':

6S, 6 [Ry—gd'z 1

F7 A v R (Rij — 539:':')\/ -9,
es decir,

1 "
(589 = /(R“J — ERgij) 59“\/ —g d4I. (42)
Generalmente esta expresién se normaliza:

_c o o A
sz"'m/(ﬁﬂc 2R§tk)59 gd":r.

!Donde, como vimos en el capitulo 3, la variacién & de un funcional F que depende de
una funcién y, es decir F(y), se define de la siguiente manera

d
6F)¢ = Fy+e9)| _,

donde ¢ es una funcién que se anula en los extremos de la variacién.
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Se obtiene andlogamente §S,,/8g%:
1 48, 1 ~167G 8Sm 1
ws g = R R =g 5@ g

Con A constante. De las dos ecuaciones encontraremos la variacién total.

(4.3)

Demostracion. Tenemos que:
5/R\/~gd4x=<§/g*k&k\/—gd4x

dado que R es la curvatura escalar. Ademads, §,/—g podemos tomarlo como

—ggé g%, por tanto:

6/R\/—g o= /(9"‘\/—9(5&;:) + Riv/=g69™ + Rixg™*6v/—g) d'z
f (R,k\/ gdog* + R;k_f)’k 99 ég”) d*z + /g“‘\/—g(éR,-k) diz. (4.4)
Donde §R;; son los cambios de Ry resultantes de los cambios de dg* en g"*.

Dado que el cofactor C;; de la matriz (¢"*) no involucra a g;;, y como
g'*Cij = 6%y, se tiene

al escribir ¢ = ¢"*C, (cuidado, en las dltimas tres lineas no estamos usando
la convencién de suma de Einstein). Si multiplicamos ambos lados por gy,
obtenemos que C,, = g grs. Entonces 8g/8¢™ = g grs.

Asi:

/- -1 0 1
g — g f— __1/_ggrs
39.1"3 2 /_g agrs 2

sustituyendo en la ecuacién (4.4), obtenemos:

, 1
) / Ry—gd'z = / (Rm/~g 69" — Rug™5v'=g gr,é'g”) d'z

4 / g*V=3(6Ry) d'z,

es decir, contrayendo la curvatura escalar y cambiando los indices rs — ik:

[ (R~ 5Ra6g* =g ds + [ g*=g(6Ru) d's
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Habremos encontrado la primera parte de la ecuacidén, la que describe
la variacién 6.5, si podemos ver que la segunda integral se anula. Se puede
mostrar que?:

1 0
con W' un vector dado por la expresién

W' = gi*sT, — g¥oT%,.

9% (6Ru) = (V=gW'),

Entonces, queremos que
1 7]
W= / @(\/—SI'I’V‘)V’—Q'GI4I

sea igual a cero.

Asi, por la férmula de Stokes® y la forma en que est4 construido el vector
W' esta integral se anula. Dando de esta manera

f *V=g(6Ru) d'z = 0,

lo que termina la prueba de nuestro teorema. O

Dado que la ecuacién (4.2) es vélida para toda variacién §g*, al minimizar
la accién (véase capitulo 3) se tiene que:

1
Rij - 5Rgi = 0.

En relatividad general se define el tensor de energia momento Tj; como
—(2//=9)(6Sm/8g™). Con éste, podemos escribir, de la segunda igualdad
de la ecuacién (4.3), la expresién:

1 8rG
Ry - §R9ik = ?Tik- (4-5)
Multiplicando por ¢g** se tiene
= 8rG
Rk o ERJE = ?TF

y al contraer los indices
R—2R = (87G/c")T,

?Véase [Dubrovin et al., 1979)].
3Puede consultarse el desarrollo de esta férmula en [Courant et al., 1996].




108 Las singularidades en contexto

es decir: -
n
R = _7T-
Al tomar R = ¢g**R;; y despejar se obtiene:
8rG 1
Ry = ?(Tm = 59‘*T)' (4.6)

Las dos ultimas ecuaciones son diferentes formas de escribir las ecuaciones
de campo gravitatorio de Einstein, y nos dicen que si tomamos un espacio
sin energia ni momento, es decir, Tjx = 0, entonces R;; = 0. Si R;. = 0 para
un espacio vacio, entonces es claro que la métrica riemanniana del espacio de
Minkowski* es solucién para dichas ecuaciones.

4.2. La solucion de Schwarzschild

Karl Schwarzschild (1916) propone unos meses después de la publicacién
de las ecuaciones de campo en el vacio de Einstein, lo que es sin lugar a dudas,
una de las soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein mds importantes
y conocidas, por ser la mas sencilla.

Describe el campo gravitacional exterior a un cuerpo esférico de masa
M en reposo en el origen de un sistema de coordenadas; asimismo, verifica
correcciones importantes a la teoria newtoniana sobre el movimiento plane-
tario en nuestro sistema solar. La deflexién de los rayos de luz y el corrimiento
al rojo, asi como los efectos de dilatacién del tiempo en presencia de cam-
pos gravitacionales intensos son sélo algunas de las caracteristicas de esta
solucion.

Empero, la prediccién de mayor relevancia se refiere a la posibilidad de
que una estrella implote, colapsdndose en una singularidad. El lineamiento de
esta seccion sera el mostrar uno de los caminos para encontrar dicha solucién
y dar un vistazo a algunas de sus implicaciones para continuar con nuestro
cometido, el estudio de la dindmica de los agujeros negros, sin carga y sin
rotacion.

Tomaremos un espacio-tiempo tetradimensional con métrica (M4, g). Con-
sideraremos una simetria especial: un campo vectorial de Killing tipo tiempo.

Primero, definiremos una isometria como una funcién biyectiva entre dos
espacios métricos que preserva distancias. Es decir, cumple para todo punto

4Véase apéndice B.
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pEM
(n(p),<(p)) = (doen(p), dbil(p)),

donde abusamos un poco de la notacién y n(p), ((p) significan vectores tan-
gentes en el punto p; do,n(p), do.((p) los tangentes correspondientes en el
punto ¢;(p) y (, ) denota el producto interior.

Asi, si ¢, : M — M es un grupo monoparamétrico de isometrias, entonces
el campo vectorial £* que genera a ¢, es llamado un campo vectorial de Killing.

En el campo vectorial de Killing tipo tiempo los vectores £° son tipo tiem-
po y cumplen que (£2, £%) < 0. Ademds ¢, manda las hipersuperficies 3-
dimensionales en la direccién temporal, designada por el campo vectorial, en
hipersuperficies 3-dimensionales. Esta serie de isometrias o “cortes” transver-
sales al campo vectorial en el espacio-tiempo se conoce como una foliacion.

Asimismo, haremos uso de algunas convenciones para simplificar las sumas
de Einstein, de esta forma, usaremos indices latinos (7, j) para los valores de
0 a 3 y los griegos (u, v) para valores unicamente espaciales, de 1 a 3.

La métrica ds® = g;;dz*dz? puede ser separada en tiempo y espacio gracias
a la simetria dada por el campo de Killing, de forma tal que

ds? = —v?(z!, 72, 2°)dt? + h, (2, 7°, 2°)dz*dz”,

donde —v?*(z', 2%, z%) es una funcién que depende solamente de las coor-
denadas espaciales y que tiene por condicién signo negativo, mientras que
hu(z', 2%, 2°) es la componente espacial de la métrica, es decir

[ =0 0
WMEN 0 b )

Haciendo un cambio de coordenadas del sistema cartesiano al esférico ya que
se busca una solucién con simetria esférica, obtenemos

ds® = —f(r)dt® + h(r)dr? + r*(d6* + sen®8d¢?). (4.7)
de modo tal que
—f(r) 0 0 0
L 0 h(r) O 0
g‘lj o 0 0 ?..2 0 1
0 0 0 r%sen?d

lo cual, claramente, tendrd una interpretacién més sencilla de entender y
manejar. Hay que notar que el jacobiano r%(d6? + sen®0d¢?) es también la
longitud de arco esférico.
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Con este cambio hemos simplificado el problema de encontrar diez fun-
ciones (v y cada componente hy,) en tres variables, a solamente encontrar
f(r) y h(r); dos funciones en una sola variable (véase la formulacién en (4.7)).

Nuestro problema radica en comprender la geometria del espacio-tiempo
en presencia de una masa M localizada en el origen de nuestro sistema. Es
decir, la solucién de Schwarzschild que encontraremos, serd la métrica que
emplearemos cuando “acomodemos” un cuerpo masivo (como podria ser el
Sol o inclusive la Tierra) en el origen de nuestro sistema de coordenadas.

Esperaremos que el espacio-tiempo sea, por lo tanto, “plano” lejos del
origen. Es por ello que tomaremos lim, o0 f(7) = lim,0oh(r) = 1.

Al sustituir la métrica (4.7) en las ecuaciones de Einstein (4.6) en el vacio,
es decir, con T' = 0 y T;; = 0, obtenemos expresiones para las componentes
del tensor de Ricci®. Es decir, R;; = 0 describe un campo gravitacional fisico
en el espacio vacio. Se hace uso del teorema en la seccién 2.6.3 y del hecho que
Ricci cumple la igualdad de la ecuacién (4.1). Asi, calculando los simbolos de
Christoffel a partir de la métrica (4.7) y sustituyendo en la identidad (4.1),
obtenemos:

Roo = l{fh)'%di[(fh)"%f']+(:f~fh)*‘
Ru = —5UmGIm A7+ 0n)
Rgg = (Tfh) lf = (T'h2) 1h’+f‘_2{1 )

Ry = [ —(rfh) 1+ = (r'h.z) W +r72(1 - ‘1)] sen? @.
donde la prima se refiere a una derivacién respecto a r y los exponentes
negativos a los reciprocos de las funciones y no a sus inversas.

Es de notar que tanto la métrica como las componentes del tensor de
Ricci son una matriz diagonal, lo que habla de un sistema de coordenadas
privilegiado. Las diez componentes ~dado que es simétrico— del tensor de
Ricci desaparecen.

Sumando Ry, con R;; obtenemos:
(rfR) '+ (rh®) W =0

y acomodando en fracciones después de multiplicar por r, se tiene

1,, 1
— —h'=0.
fhf + 0

5Para un desarrollo detallado puede verse [Wald, 1984] o [Dubrovin et al., 1979].
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Con lo cual, al multiplicar por h y resolver la ecuacién diferencial. Se observa
la dependencia entre f y h como

f(r) = K[h(r)]™,

donde K es una constante. Al re-escalar la coordenada del tiempo por t —
K2t se puede tomar K = 1. Asi, al tomar la componente para Ry, e inter-
cambiar h por f~!, tenemos:

—SEIY I+ S Y + - ) =0,

es decir,
;. 1 s &
~5" 4+ 2" P+ = f) =0.
Escribiendo més claramente, al multiplicar por 72, tenemos:
—rf'+(1-f)=0.
Reordenando términos
1=f+rf’,
esto es 2
l1=— ;
—(rf)
Integrando y depejando, obtenemos f en términos de r:
C
=1-=
flry=1-2

con C constante.

Para encontrar cudl es el valor de C, suponemos que los cuerpos de prueba
deben comportarse, para r > 0, de manera similar a los que se estudian
en mecanica cldsica. Asi, lejos del origen el potencial relativista debe ser
equivalente al newtoniano. Entonces C seria igual a 2GM/c?; pero, dado que
utilizaremos las unidades geométricas, tomaremos C' = 2M.

Recordando que
h(r) = f~(r)

encontramos también que
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Con lo cual obtenemos la solucién presentada por Karl Schwarzschild, en
1916, al problema plantedado en las ecuaciones del campo gravitatorio, vali-
das fuera del objeto masivo:

-1
ds? = —(1 = g)d{" + (1 - g) dr® +r*(d6* + sen®0dp?). (4.8)

El espacio-tiempo de Schwarzschild es la puerta de entrada para enten-
der la teoria del campo gravitatorio. En tanto, la geometria que describe
éste es trivial desde el punto de vista computacional. Sin embargo, la com-
prensién de la estructura completa del espacio-tiempo para las ecuaciones de
Einstein llegé casi 50 anos después de su derivacién original a través de los
descubrimientos casi simultdneos de Kruskal y Szekeres.

4.2.1. Las coordenadas de Eddington-Finkelstein

Hemos encontrado ya la solucién de Schwarzschild. Asimismo, se ha men-
cionado los problemas que se generan en r = 0 y en r = 2M. El primer
caso es una singularidad esencial que se identificara con los agujeros negros,
mientras el segundo radio produce una singularidad relacionada tinicamente
con la eleccion del sistema de coordenadas. Mds adelante trabajaremos con
esta region del espacio tiempo.

Observaremos cémo las coordenadas de Eddington-Finkelstein para la
geometria de Schwarzschild eliminan este problema. Hay que notar que el
término (1 — 2M/r) no aparece en las componentes angulares, por lo tan-
to, la componente v que introduciremos se basara en cantidades radiales y
temporales unicamente, explicitamente,

v==t+r+2M In(r — 2M),

con lo cual la variacion es

dv = dt+dr+?__2Md’r
r—2M +2M
r—2M

dr

dr

Il
2
o~

T
dt
oM

dt s
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De tal forma tenemos
=]
dt = dv — (1—%{) dr

y asi ; \
dt* = dv? —2(1 - iﬂ) dvdr + (1 — g?) dr?.

0, lo que es lo mismo
-1
~(1 - Qrﬂ) dt® = —(1 - %{)dvg + 2dvdr — (1 - 2—?) dr?.

Sustituyendo lo anterior en la solucién de Schwarzschild (4.8) obtenemos la
métrica en las coordenadas de Eddington-Finkelstein:

2M

ds® = — (1 - —) dv? + 2dvdr + r%(d6? + sen®0d¢?). (4.9)
T

En ellas es claro, que cuando r = 2M ya no se produce una irregularidad,

solamente se anula el primer término. Desde luego, esto no implica que el

tiempo se detiene, hay que recordar que el segundo término tiene un compo-

nente dv que contiene direcciones temporales.

4.3. Consecuencias fundamentales a través de
la solucion de Schwarzschild

El andlisis del comportamiento para los cuerpos de prueba —objetos con
masa— y los rayos de luz en r > 2M es de gran importancia. Esta regién de
la geometria de Schwarzschild es justamente lo que se encuentra fuera del
horizonte® y describe cémo reaccionan estos objetos cerca de las estrellas con
altas densidades y de objetos totalmente colapsados.

Los resultados para la regién donde el campo es débil (r > 2M) seran
analogos a los que se obtienen en el exterior de las estrellas usuales, como la
nuestra, el Sol.

6Se describe a la esfera de radio r = 2M como el horizonte. Esta cdscara divide al
espacio-tiempo en dos regiones, la interior y la exterior, siendo imposible pasar objetos de
prueba o inclusive fotones a través de ella desde el interior al exterior. Es por ello que este
“escudo negro” (casualmente, la traduccién de Schwarzschild) denomina el nombre de los
agujeros negros.
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4.3.1. El efecto Doppler relativista

Para el efecto Déppler relativista o corrimiento al rojo tomemos dos obje-
tos en 6rbitas O; y O, con radios 7y y 7 respectivamente. Supongamos (sin
pérdida de generalidad) que 7, < ry. En cierto evento F; hay una emisién
luminosa desde el objeto en la érbita O; que sera recibida en el evento E; en
la 6rbita O,, por el objeto que se encuentra en ella.

El objeto emisor en E; llevard una velocidad u{ tangente a la érbita
O, mientras el receptor llevard una velocidad tangente a la 6rbita O,, que
denotaremos con u§ en E,. Asimismo, el rayo particular que ird de un evento
al otro tendrd un vector tangente k® a través de una geodésica nula.

La frecuencia de emisién esta dada por:
a
W = _(kau1)|5‘1:

y la de recepcién sera
a
Wy = —(kauanz'

Ademads uf y u§ son vectores que apuntan en la direccién tipo temporal
del campo de Killing £* y podemos tomarlos unitariamente, asi:

= [6*/(-€6)]lz,
y de forma anéloga ]
ug = [£%/(—€°6)?]|,-

Por las propiedades del campo de Killing £* y dado que k* es un vector tipo
luz (es tangente a una geodésica nula), entonces k,£° es constante para todo

evento’, asi:

wy —[ka&%/(—£°&)2]lE,
W —[kat2/ (&) ]|k,
(—£&)2 |,

donde de forma explicita podemos escribir (—£%&)7 = gy = —(1 — 2M/r)3,
es decir: 1 .

w _ (1= 2M/r)s, (I—QM/rg)f

wy  (1—2M/r)3|g, 1—2M/r

"Donde k, es el covector asociado al vector k® (véase capitulo 2). Para ver esta
propiedad de los campos de Killing y otras, puede referirse a [Wald, 1984).
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De esta ecuacién observamos que si tomamos r; < ry, entonces, wy < wj.
Es decir, la frecuencia del rayo de luz decrece (corrimiento al rojo) desde el
evento F, al evento FE,.

Esta predicciéon no pudo corroborarse en la década de los 10’s. Sin em-
bargo, en 1960 Pound y Rebka lograron medir este efecto con un 1% de
incertidumbre. Tiempo después (1980) se confirmé con un 0.01% de error
por Levine, Vessot et al. publicado en “Test of Relativistic Gravitation with
a Space-borne Hydrogen Maser” en Physics Review Letters 45.

4.3.2. Precesion del perihelio de Mercurio

Al observar la solucién de Schwarzschild (4.8) es facil notar la simetria
que existe en torno al “plano ecuatorial” § = 7/2, dado que la ecuacién no
cambia si se remplaza 6 por 7 — . Por lo tanto, una geodésica cuyo vector
tangente esté en dicho plano debe mantenerse en él. Tomando en cuenta
ademds la simetria rotacional de la solucién podemos centrar el siguiente
analisis en las geodésicas que yacen en la regién ecuatorial.

Tenemos que la solucién (4.1) en 6 = 7/2 es de la forma:
-1
ds® = ~(1 = %)dtg + (1 - ﬁ) dr? + r’d¢?
T r

y ahi, tomando las componentes tangentes u® de una curva z parametrizada
por 7 (u* = dz*/dr = i), obtenemos:

-1
—K = ggutub = _(1 = g) §* 4 (1 = g) 72 4 r2¢?, (4.10)

donde tomamos K = 1 para geodésicas tipo tiempo y 7 es el tiempo propio;
mientras que para K = 0 son geodésicas nulas y 7 es un parametro afin8.

Tomando £* = (8/8t)* como el campo de Killing estatico, tenemos que

la expresion
2M\ .
E = —gatu’ = (1 ~ _)t

T
debe mantenerse constante. De manera andloga tomando ¢* = (8/3¢)* como
el campo de Killing rotacional, tenemos que
L = gud®u’ = r%¢

8El término —K es la norma lorenziana de los vectores tangentes parametrizados por
longitud de arco, donde el tiempo propio es justamente el que se emplea para los vectores
tipo tiempo (véase apéndice B).
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es constante.

Podemos considerar a E'y L como la energia total y el momento angular,
respectivamente, de una particula a lo largo de una geodésica tipo tiempo.
Al introducir estas dos condiciones en la ecuacién (4.10) tenemos:

E? § 2
K=ot T e
es decir,
lg Yg. 1 2M\ (L2
2E =3 +2(1 2 )(T‘2 +K|. (4.11)

Esta notacién es mas comiin, dado que E? se relaciona con el potencial efec-

tivo que resulta ser el mismo para el caso unidimensional no relativista.
Entonces, podemos escribir:

M L MIL?

V= —K K—+— - .

r 2r2 r3

(4.12)

Donde hay que notar que el término —M L?/r® domina los restantes para
r L 2M.

Analicemos el caso de las geodésicas tipo tiempo, K = 1. Estudiemos
entonces los maximos y minimos de V', al derivar tenemos

dr r? r3 rd

r~4(Mr? — L?r + 3ML?).

v = M L2+3ML2

Las raices del término entre paréntesis son:

L?+ L1 —12M2L2
oM '

Ry=

Para L? < 12M? no tenemos solucién y por tanto, no hay puntos criticos;
con lo cual toda particula caera indefinidamente atravesando la barrera en
r = 2M hasta llegar a r = 0.

Son entonces mas interesantes los casos donde L? > 12M?2. No es dificil
probar, tomando la segunda derivada de V', que R, es un minimo, mientras
R_ es un maximo.

Entonces tenemos una érbita circular estable (# = 0) cuando r = R,
y una 6rbita circular inestable en » = R_. Dada la condicién L? > 12M2,
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10 ; Y

Figura 4.1: Potenciales para L? = 0M?, 6M?, 12M?, 18 M?, 24M>. En el eje horizontal
los valores de r se representan en magnitudes de M2,

tenemos:

L? + LY —12M?L2
2M
12M2 + /(12M?2)2 — 12M?(12M2)
2M

= 6M,

es decir, en relatividad general no existen érbitas estables para radios menores
a 6M, es mas, las érbitas inestables estin restringidas a

3M < R_ < 6M

dado el limite cuando L — oo en la expresién para R_.

En el caso de nuestro Sol tenemos que 6 M = 8.8598x10° cm (en unidades
relativistas, es decir, tomando ¢ = 1). La distancia del Sol a Mercurio es
aproximadamente 6.6672x10'2 cm. Mencionamos en el capitulo 1 que las
variaciones de la 6rbita de Mercurio hicieron creer a los astrénomos que
éstas se debian a la presencia de un planeta mas cercano al Sol, Vulcano, el
cual existi6 solamente en la mente de esos cientificos, dado que el radio de la
orbita de éste debia ser menor que 6 Mg, pero esto, jes en el interior del Sol!

En el caso especifico de Mercurio, la relatividad general predice una
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rotacién del eje principal de la elipse en la cual orbita, esto se conoce co-
mo la precesion en el perihelio. Este clculo® se realiza, con:
3(GM)?
(1 — e2)a’’
donde e es la excentricidad de la érbita, a el semieje mayor, ¢ la velocidad

de la luz y w, es la variacién del angulo en el cual se sustenta los ejes de la
elipse. Asi, para Mercurio es de {43 segundos de arco por siglo!

e

Wp

En 1975 Hulse y Taylor registraron la pulsacién de un sistema binario.
Con base en datos mas precisos, Taylor y McCulloch verificaron en 1980 estos
resultados y encontraron una precesién de los dos astros en sus 6rbitas, del
uno en el otro, de 4° por ano.

4.3.3. La deflexién de los rayos de luz

Tomemos ahora el caso en que las geodésicas sean nulas (K = 0 en las
ecuaciones (4.11-4.12)), es decir, nuestros objetos de prueba serdn ahora rayos
de luz y no cuerpos con masa. La ecuacién (4.12) se transforma simplemente
en:

= —(r — 2M) (4.13)

y encontramos los puntos criticos con % =0, es decir:

dv._ L*[2r3 — 6r%(r — 2M)]
dr 4r6
L?[12M7?% — 473)
4r6
_ L?[3M — 7]
=
entonces, existe un inico punto critico en r = 3M y es méaximo. Con ello
sabemos que la relatividad general predice 6rbitas inestables de fotones en
este radio. Sabemos que fisicamente la gravedad tiene efectos significativos en
los rayos de luz a distancia 3M de nuestro origen en el sistema de coordenadas

de Schwarzschild.
De esta forma el minimo de energia E que se necesita para “remontar”
la sima de la barrera potencial estd dada por:
2 E?2 = _Lﬂ
2 2(3M)%’

9Para mayores referencias véase [Wald, 1984, p.142].
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si identificamos nuevamente V = E?/2 en la ecuacién (4.13) y calculamos en
r = 3M, tenemos

tomando L como el momento angular por unidad de masa en reposo para las
trayectorias tipo tiempo y AL para el recorrido de un fotén. E' es la energia
por unidad de masa en reposo para objetos en viajes tipo temporales y iE es
la correspondiente para los fotones. Identificamos L/E como un pardmetro
de impacto que serd la distancia de mayor aproximacién al origen r = 0.

Entonces, en la geometria de Schwarzschild se capturaran los fotones en-
viados a través de geodésicas nulas con un pardmetro de impacto aparente
menor al valor critico b, dado por:

b = 33 M.

Ya que nos encontramos en el anélisis de la regi6n ecuatorial, la regién circular
en la cual el fotén es capturado es

o = mb? = 2Ta M2
Para el estudio de la deflexiéon de los rayos de luz no capturados en la

geometria de Schwarzschild necesitaremos observar cémo varia el radio en
términos del d4ngulo ¢. De la ecuacién (4.11) con K = 0, despejaremos 7, asi

2
r= \/EQ— %(r—?M)
y de la definicién de L, obtenemos que

o B
¢=§-

Es decir:

. 1
dp ¢ L[ _, IL? ¥
%_2-2% [E ~Lr-am)| (4.14)
Estamos interesados en encontrar la variacion del dngulo ¢ del lugar del que
proviene (¢_o,) al lugar al que se dirige (¢+0), €s decir,

D¢ =100 = P-co-

Para que un fot6n no sea capturado, el pardmetro de impacto (L/FE) debe
ser mayor al valor critico 32 M. En tal caso, la trayectoria del rayo de luz debe
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‘Fuente aparente

Observador

Fuente

Figura 4.2: La deflexién de la luz. Al prolongar la trayectoria del rayo luminoso en la
direccién de la fuente encontraremos ¢_o, y en la del observador, ¢4 ... R, es el punto de

mayor cercania al centro del objeto masivo.

tener un “punto de regreso” R,. El potencial, es decir, la fuerza de atraccién
que siente el rayo, en el punto R, debe cumplir
L2
V(R,) = E(Ro - 2M),
o si se quiere, al tomar nuevamente V = E?/2, la raiz més grande de:

E? L?

? == ﬁ(Ro_2M) = 0.
Multiplicando por 2R3/E? tenemos
L2
Ry — 25 (Ro—2M) = 0. (4.15)

Siendo una de sus soluciones'?:
2L 1 (—3%MEH
= ——cos | = cos — 1.
¢ V3E [3 L

10V ¢ase la solucién general de ecuaciones de tercer grado en el apéndice A.
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Por lo tanto, resolviendo la ecuacién (4.14) para nuestros limites, tenemos

S / r—2M)]z

Aprovechando la simetria que existe a partir de R, hacia ambas direcciones
podemos simplificar la integral de manera tal que:

o0
A¢=2/ 2 o )
R, [r“%; —r(r—2M))2

y cambiar de variables con u =171,

"/Ro du
Agp = 2/ 4.16
et B w4 2Mud)z (416)

Observemos ahora qué sucede en un “espacio plano”, es decir, sin objetos
en ¢él, con M = 0. La integral anterior se transforma simplemente en

"/ro du
Mlumo = 2
$lm=0 AT

ik

_ L
= 2sen 1 (m)

= .

Este resultado confirma nuestra hipétesis al mostrar que no hay tal deflexién
en ausencia de materia, la trayectoria del rayo de luz es rectilinea. Falta
entonces entender el comportamiento de A¢ cuando M # 0. Tomemos la
formulacién (4.16) y cambiemos E?/L? por su equivalente dado en la ecuacién
(4.15), asi

du

'/ Ra
A¢=2/ -,
0 [R2(1- %) — w2+ oM}

obteniendose una expresion mas simple dada la cantidad de variables involu-
cradas. Ahora podemos cuantificar la contribucién de M a la “deflexién de
la luz” vélida hasta primer orden. Sabemos que

9(A9)
M | p1=o

Ap = Ap|p=o + M——— + O(M?) (4.17)

y ademas, se tiene que
5¢ - A¢ =0 ﬁ¢|JM:I]
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pues queremos encontrar la variacién del angulo partiendo del caso limite.
Dado que A@|p—o = 7, entonces:

56 = Ad — T,

pero por otro lado, utilizando la formulacién de A¢ a primer orden de M
(ecuacién (4.17)) tenemos

A
56 & Adlyeo+M éﬂf)’ _ Adlus
M=0
9(A9)
M 6M M=O-

Con lo cual sélo necesitamos obtener el cambio de A¢ respecto de M y
evaluarlo en M = 0. Calculando tenemos:

8(A¢)| _ / /R0 (R;3 — u¥)du
M |p— o [Ry 2( —ﬁ'i) — u2 + 2Mud)z Im=0

_ 2/1“" (B3 — w’)du
0 [R;2 — w23

= 4R,

dp ~4MR,
que es directamente proporcional a la cantidad de materia.

Para un rayo de luz que roce la superficie solar la prediccién de la deflexion
es de solamente 1.75" de arco. En 1919 Eddington fue al Africa a medir este
fenémeno durante un eclipse total de Sol, obteniendo un 10 % de precisi6n.
Con esta prediccién la relatividad general se consolidé como una teoria fértil.

Recientemente las predicciones se han confirmado en otros eclipses, como
el de 1976, en el que Fomalont y Smarek se acercaron a la prediccion tedrica
de la ecuacién en un 1% de certeza midiendo un cuasar.

Sin embargo, actualmente las mediciones no necesitan la presencia de un
eclipse pues el resultado es idéntico con las ondas de radio. Anualmente se
realizan medidas en el tiempo en que QSO 3C 279 se oculta tras el Sol.
Los registros varian desde 1.57" hasta 2.37" teniendo su media en 1.73", una
pequena diferencia con el valor encontrado en relatividad general (1.75"), pero
con una precisién mucho mayor a la aproximacién newtoniana de 0.875", de
més del doble'?

118 se reinsertan G y ¢ (Wald, 1984, p.146], los calculos no estdn normalizados.
12Véase [Berry, 1989, p.87].
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4.4. Colapso esférico

Analicemos el caso mas sencillo en el cual puede provocarse el colapso de
una estrella que pensaremos como una bola de gas o polvo homogéneo. Este
analisis se lo debemos en principio a Oppenheimer y Snyder en 1939. Para
ello, necesitaremos tomar algin modelo cosmolégico donde podamos situar
dicha materia.

Es preciso primero idealizar nuestro Universo bajo algunos supuestos
aceptables. Dadas las observaciones a gran escala —mayores a 10® afios luz—,
suponemos que es homogéneo e isotropico, es decir, en cualquier lugar se ve
mas o0 menos igual; esto quiere decir también que la densidad de materia debe
ser uniforme en cada una de sus partes; finalmente, pedimos la condicidn de
cerradura de Einstein, la cual estipula que deben cumplirse las ecuaciones
del campo gravitatorio (4.5) y ademds debe ser finito.

Es facil notar que S* cumple con todos nuestros requerimientos, al menos,
para las componentes espaciales. Asi, si tomamos
R=2>+y"+22+u°
tenemos que el cambio de coordenadas estd dado por:

= R seny sen® cos¢

= R seny cosf

T
y = R senx senf sen¢
z
w = R cosf.

Tomando, entonces, la seccién de volumen dz? + dy? + dz? + dw?, con sus
equivalentes con el cambio de coordenadas, y agregando la componente tem-
poral —d7? encontramos que la geometria del espacio-tiempo estd descrita
por la métrica:

ds? = —d7? + R*(7)[dx* + sen? x(d6? + sen® 8d¢?)). (4.18)
La cual nos denota los modelos cosmolégicos de Friedmann-Robertson-Walker
de un universo estatico'3.

Tomaremos un polvo de densidad uniforme en un momento de simetria
temporal, es decir, es lo mismo para nosotros el pasado que el futuro. El
tensor de energia-momento lo tomaremos como:

Tap = puauty,

13Nos referimos a estdtico dado que, por construccién, estamos tomando los cortes es-
paciales isomorfos entre si.




124 Las singularidades en contexto

con p la densidad y u® una tétrada —cuadri vector— que refleja la veloci-
dad de la materia en un evento dado que serd normalizada por u®u, = —1.
Tomaremos la conservaciéon baridnica, es decir,

(pua):a =0,

lo cual indica que la densidad no cambia en la direccién geodésica. También
serd necesario tomar la conservacién del tensor de energia-momento

(Tan);p =0

mostrando que el polvo se mueve a través de geodésicas. La solucién dentro
de la materia (0 < x < Xs, con x una coordenada radial) estard contenida
en el modelo. Asi, tomemos el modelo (4.18) con

_ 3R, B e
ey T ut =60, (4.19)

T

donde R, es una constante y R(7) es dado paramétricamente por:

Rn) = 5 Ra(1+cos)

") = 5 Ro(n+cosn).

Obtendremos la ecuacién diferencial que relaciona el tiempo 7 con el radio
R:

1
E — §Ro(—senn)

— = %Ro(l+cosn)

Entonces

lo cual implica:

) -
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= %%(l—cosn)%%(l+00§ﬂ)
= %%(l—cosn)%R

= %%(l—cosn)

- %%(2—(1+cosn))

- %—%%(l+cosﬂ)
=2

o, si se quiere, con (4.19), se tiene:

dR\® 8r _,
(&) =Fer -

que se conoce como la ecuacién de Friedmann.

Hay que notar que gracias al tensor de energia-momento, la densidad de
materia y la curvatura escalar R,* son proporcionales por las ecuaciones de
campo de Einstein:

1
Rgp — Eg,,,,Rc" = 87 Tp.

Veamos que si en (4.19) R — 0, entonces la densidad va a infinito, lo cual
nos indica que en la curvatura se provoca una singularidad. Bien,

R(n) =0

si n = +7. Tomando el signo positivo, dado que queremos los eventos futuros,
obtenemos:

T(m) = %RO(:-T +senm) = ng

alcanzando asi la curvatura valores infinitos para un tiempo finito (5 R,) me-
dido a lo largo de las geodésicas de las particulas. Es decir, las geodésicas
tipo-tiempo que siguen las particulas de polvo son incompletas. Como puede
observarse la incompletez usualmente representa la presencia de una singu-
laridad espacio-temporal ([Penrose, 1968], [Hawking y Ellis, 1973]), en este
caso particular, es claro. No podemos continuar la geodésica dado que hemos
llegado a un punto de la variedad donde la densidad no puede medirse.
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4.5. Agujeros negros... estrellas obscuras

Hemos mencionado en el capitulo 1 que es posible que un agujero negro
se forme a partir de aglomeraciones y por “falta de combustible” que evite el
colapso gravitacional. En la seccién anterior hemos estudiado un caso sencillo.
Consideremos ahora el caso general.

Carter (1972)" sugiere la inevitabilidad del colapso gravitacional de es-
feras de materia con masa un poco mayor a la masa de Chandrasekhar, de
1.4 masas solares. Cuando una estrella quema todo su combustible nucle-
ar tenderd a generar hierro, lo cual le dard un estado energéticamente mas

favorable.

Si la presién es grande (en densidades p > 10°g/cm?), entonces se tiene
degeneracion en fermiones, primero de los electrones y luego de los neutrones,
asi, la presién puede estimarse directamente. Si se tienen n fermiones por cm?
y cada uno tiene masa m, entonces, la degeneracién implica que el momento
de un fermidén es aproximadamente fins y su velocidad es de aproximada-
mente fin3 /m para el caso no relativista. Para el caso relativista la velocidad
es ~ 1, con unidades geométricas ¢ = G = 1.

La presién ((momento) % (velocidad) x (densidad)) en el caso no relativista
y con find < m, es ~ h2ni/m. En el relativista (Aini > m) es ~ fin3. Se
han calculado cuatro regiones (p medida en g/cm?): se tiene para 10° < p <
107 donde los electrones de manera no relativista ejercen la mayor presién,
para 107 < p < 4 x 10", se tienen electrones relativistas (las estrellas con
degeneracion electrénica, se conocen como enanas blancas), para 4 x 10" <
p < 10'3 se tienen neutrones relativistas que se forman con altas energias por
un decaimiento inverso beta, en el cual, un electrén y un protén se unen para
formar un neutrén y un neutrino. Finalmente para p > 103 la fuente mayor
de densidad es la degeneracion relativista de neutrones y las interacciones
fuertes, lo cual ocurre en las llamadas estrellas de neutrones.

Se puede estimar el radio para cada caso de estrella con la densidad de
masa dada en érdenes de magnitud

1 =1 =i
R~ M3in3m,,

donde R es el radio de la estrella y M la masa estelar. Asi la presion puede
aproximarse por la expresién newtoniana

14Véase [D’Eath, 1996]
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Para los cuatro casos que hemos enumerado arriba, se tienen los siguientes
calculos:

o Electrones no relativistas, n < m2f~3, entonces
P= Badnt = Mintmi
=hn3m; = 3InIms

que implica
n= Mmimin¢,
es decir
M < M, ¥ Rim?
1,5masas solares.

o Electrones relativistas, n > m3#~2, asi

Wi
el

P=Tn :Mgngm ;

Entonces

M= M,,

con n indeterminada.
o Neutrones no relativistas, n < m2f~2, en donde
n=Mmlhi®,

obteniendo nuevamente
M < ML-

o Neutrones relativistas, n > m2f~3, se tiene

M= M.

Los cdlculos relativistas difieren muy poco de los clasicos. Por ejemplo, con
los electrones tenemos que la masa limite M; debe ser aproximadamente
1.5 veces la masa solar M, de manera similar en el caso de los neutrones
el resultado newtoniano dice que es menor a esta cota; sin embargo, en los
casos relativistas tenemos que el limite es precisamente 1.5M. Este valor
se considera como la masa limite de Chandrasekhar (1939) y muestra hasta
dénde es capaz una estrella de soportar su propia materia sin colapsarse.
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4.6. Preliminares

En el camino hacia entender los teoremas de singularidades necesitamos
algunos elementos que nos permitan comprender su formulacién. En esta
seccién estudiaremos definiciones que se emplean en el manejo de los elemen-
tos del espacio tiempo dindmico. Asimismo, encontraremos algunos teoremas
sobre variedades que representan el Universo y algunas proposiciones que
emplearemos en las demostraciones de los teoremas de singularidades.

Tomemos nuestro espacio-tiempo como la variedad M y, en él, un abierto
O C M; denotaremos como congruencia la familia de curvas que tienen
la siguiente propiedad: para cada punto p € O existe una tnica curva de
la familia que pasa por él. Es claro que el conjunto de todos los vectores
tangentes a la familia en cada uno de sus puntos forman en el abierto un
campo vectorial en O; asimismo, no es dificil de probar que cada campo
vectorial continuo genera al menos una congruencia.

Diremos también que una congruencia es suave (o de clase C") si toda
curva de la familia es suave (o de clase C").

Para un abierto O tomemos una congruencia suave de geodésicas tipo
tiempo. Sin pérdida de generalidad, parametrizadas por el tiempo propio 7
(i.e., longitud de arco, £, = —1). Escogeremos un campo tensorial B
definido por

Bab = Vbé-m

donde £ es tipo tiempo y se cumple que Bgé® = Bgé® = 0; por lo que
se dird que el campo tensorial es puramente espacial y mide la aceleracion
ortogonal a las velocidades de las curvas tipo tiempo.

Tomaremos una subfamilia ,(z) de geodésicas en la congruencia y una
desviacidn ortonormal n® de 7,, que es, en analogia a la formulacién de la
ecuacién de onda, la funcién @(t) (véase seccién 3.1); solamente que aqui se-
rd una geodésica infinitesimalmente distinta, en la direccién espacial, a 7, y
cumplira:

Len® =0,

n ri i i ion &; r nes'”, como
donde L es la derivada de Lie en la direccién &; para nuestros fines'®, co
7 es ortogonal a &, el cambio en esta direccion es cero. Ademads:

15Puede encontrarse la definicién completa de la derivada de Lie en la seccién 23.2 de
[Dubrovin et al., 1992]
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Len® = &V — n°V,€°

L¢ne = €V + 1"V
Entonces

E&Vn® =n'Vi€® = B,
donde B% mide la “falla” del transporte paralelo.

Definimos la métrica espacial como

has = Gab + &

dado que &, es tipo tiempo y contrarrestara en la métrica g, la contribucién
en la direccién temporal.

Tomemos h?, = ¢°hq (la métrica sélamente intercambia los indices)
y apliquémosla a un vector & para comprobar que es la proyeccién en el
subespacio ortogonal. Asi:

h%E = 9%(gep + E:5)E°
(9°°9es + 9°°6:6)E°
(g% + £°6)€°

9%E" + £°68°
&1

0,

con lo cual al hacer el producto interior, i.e. multiplicar por &,, obtendremos
que es cero; pues son ortogonales.

Definiremos ahora la ezpansidn 6, el tangente o4, y la torsion wy, de la
convergencia como:

6 = B%h,

1
Tap = B(ab]_'g&hab
Wap = Biay),

donde Bas) = 3(Bab + Bua) ¥ Bias) = 3[Bab — Bba)-

Con esto podemos tomar

1
B, = Egh.g_b + Oap + Wap, ? (420)
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dado que
1 1 ab 1 ab
594’1» +0gp +Wap = 5(3 hap)hab + Bab) — -S*{B hab) hab + Biap)

1 1
= §(Bab + Bba) Fa §[Bab o Bba]

= Bab‘

Ademas, tenemos que
1
o€’ = (Bas) — §9hab)fb
1 1 1
= 3 b’ + §Bba€b = §g(gab + &)
1
= 0+0- gg(gabﬁb o 60665&)

1

R ““3‘9(&; - 'Ea.)

= 0

1 1
wabfb = EBnbfb = §Bba.€b
= 1,

donde £° es tipo tiempo, y por lo tanto, g, ¥ wes son puramente espaciales.

A través de la congruencia, tomado una esfera en el tangente al ser trans-
portada en direccion £% y distorsionarse, # mide el desplazamiento de expan-
sién (separacién) de las geodésicas que rodean 7, o el crecimiento de dicha
esfera; w,, (antisimétrico) mide la rotacién de ésta; y o, (simétrico) mide
qué tanto cambié en un elipsoide.

Asi, al derivar By, en direccién de los vectores tipo tiempo &£°, tendremos
las contribuciones de cada uno de estos tres operadores:

V¢Bap = £°V Bop = £V . Viéa (4.21)
y por la definicién de la curvatura de Riemann tenemos que
Rap €64 = €V Vo — £V Vol
y de la derivada covariante

vb(fcvcfa) = (vbgc)(vr.‘fa) =+ ECV¢.VC&,.
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Entonces, cambiando estas dos tltimas y utilizdndolas en la ecuacién (4.21)
se sigue que

VeBay = EVyVeba + Ryt
= Vu(€Vebs) — (V€)(Vela) + Ry *E%4
= Vy(Bact®) — B Bac + Ry *Ea
= _Bchac+ Rabcd‘fcfd-

La 1ltima identidad se da al cancelar el primer término por la condicién de
que B,, es puramente espacial. Tomando la traza, es decir utilizando esta
tltima formulacién y la descomposicién (4.20) de B, obtenemos

£V 0 = —%92 — 0450 + Wepw® — Reg€°€°, (4.22)

que se conoce como la ecuacién de Raychaudhuri; ésta serd una de las claves
en la demostracion de los teoremas de singularidades.

Si nos fijamos en el dltimo término, observamos que, por la ecuacién de
Einstein, tenemos:

1 1
Rab'fa’f& = Sﬂ[Tﬂb G ETgab]E‘{b - Sﬂ[Tabfufb -4 §T]

Fisicamente T,;£%£° representa la densidad de energia de la materia medida
por un observador cuya velocidad sea £*. Es razonable considerar que en el
caso clasico esta densidad no sea negativa, es decir,

Tab gaé—b 2 01

para todo vector £ tipo tiempo. Esto se conoce como la condicion débil de
energia. Por otra parte tendremos la condicion fuerte de energia cuando

Tug'e > =37

para todo vector unitario £* tipo tiempo. Esta condicién se pide cuando
no queremos que este término sea tan negativo que altere el signo en la
ecuacién (4.22). Matematicamente parece incorrecta la eleccién de los nom-
bres “fuerte” y “débil” de las dos condiciones anteriores; es mas fuerte pedir
que la densidad no sea negativa a que esta pueda serlo un poco. La eleccién
proviene entonces de la idea fisica. La condicidn débil es el estatuto de la
fisica cldsica, no hay densidades negativas, por eso es la condicién fuerte la
que permite que en relatividad general existan densidades por debajo de cero,
pero no tan negativas como para alterar el signo de 87[T,,£%€* + T'/2].
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Necesitamos también algunas definiciones de caracter geométrico para la
variedad con la que trabajaremos.

Tendremos el concepto de superficie acronal'®, una subvariedad de M
de dimensién n — 1, que denotara, por asi decirlo, una regién del espacio
en un tiempo dado. La idea es un poco mas general; estas superficies se
caracterizarin de manera tal que, dados dos puntos cualesquiera en ella,
la geodésica que los une es necesariamente tipo espacio. Si pedimos que esta
superficie sea suave, entonces, podemos decir que todos los vectores tangentes
a cualquiera de sus puntos son tipo espacio.

Una superficie de Cauchy ¥ es una superficie suave acronal completa;
es decir, para cada geodésica nula existe un tinico punto en ¥ que también
pertenece a la geodésica. Hay que notar que la unicidad del punto es mera-
mente una condicidn necesaria para que X sea acronal.

Definiremos la curvatura eztrinseca K,, de ¥ asi: sea £ el vector tangente
y unitario de las geodésicas tipo tiempo ortogonales a ¥, entonces

Koy = V&

4.7. Teoremas de Singularidades

Es esta seccion —la central- nos encontramos ya en posibilidades de enten-
der el significado de los teoremas de singularidades. Como hemos relatado,
éstos le dieron una vuelta a nuestra imagen del Cosmos. Hasta antes de su
aparicion, sus implicaciones eran creibles sélo en historias de ciencia ficcidn.

A diferencia de las cosmologias antiguas tenemos la metodologia para
corroborar nuestras hipdtesis; en este caso, el Big bang y los agujeros negros.

En esta via enunciaremos primero dos teoremas de singularidades. Vere-
mos sus implicaciones en la existencia de un punto primigenio del Universo
donde todo se originé y la posibilidad de que una regién del espacio se co-
lapse con el tiempo en un punto. Daremos la prueba de estos dos teoremas.
Continuaremos con el teorema de Hawking-Penrose en singularidades sin dar
aqui su demostracion; pero eso si, veremos algunas posibilidades que éste
sugiere para nuestro Universo circundante. Finalizaremos con un estudio en
el colapso de una cascara de materia que nos mostrara el significado de lo
que definiremos como una superficie atrapada.

16Probablemente podria llamarsele también una superficie espacial.
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En 1965 Roger Penrose probé el teorema pionero en singularidades, en
su trabajo titulado Conformal treatment of infinity, con el cual introdujo
también las técnicas globales para el estudio del espacio-tiempo!’. Entre 1966
y 1967, Stephen Hawking se interesé en c6mo el trabajo de Penrose llevaba al
colapso gravitacional; asi, desarroll6 técnicas nuevas en la serie de articulos
de la Royal Society de Londres.

Sin embargo, hay que remontarse tiempo atras; George Gamow, en 1946,
piensa sobre el origen del Universo, en el cual supone que la densidad y
el calor eran suficientemente grandes para generar rapidamente reacciones
termonucleares; Lemaitre, en 1950, argumenta que la expansién del Big bang
se aproximaria rapidamente al Universo estatico planteado por Einstein en
1917. Finalmente, en 1968 y 1969, el trabajo de Hawking, Ellis y Penrose
muestra que un Universo en expansién, lleno de materia y radiacién, tiene
que obedecer una ecuacién fisicamente aceptable, la cual debe haber sido
singular en un pasado medible.

Para examinar los teoremas de singularidades necesitamos primero una
definicién precisa de singularidad. Como hemos mencionado, esto no es facil;
el mismo Geroch, en su articulo “;Qué es una singularidad en Relatividad
General?”, lo enfatiza'®. Empero es necesario el trabajo de mucha gente
para lograr que, hasta en 1970, Schmidt de una definicién aceptable, aunque
llena de tecnisismos: en una variedad espacio-temporal considere todas las
geodésicas tipo espacio (caminos de “taquiones”), todas las geodésicas nu-
las (caminos de fotones), todas las geodésicas tipo tiempo (observadores en
caida libre) y todas las curvas tipo tiempo con aceleraciones suaves (caminos
en que los observadores, en principio, pueden moverse). Suponga que una de
estas trayectorias termina en un lapso de tiempo propio (o pardmetro afin
finito para el caso de las geodésicas nulas). Suponga, ademds, que es imposi-
ble extender el espacio-tiempo mds alld del punto de terminacién, dado que
la curvatura se hace infinita ahi. Entonces el punto de terminacién junto con
los puntos de terminacién adyacentes se identifican con una singularidad.

Misner pregunta al respecto: “;Qué puede ser mas singular que cesar la
existencia de un pobre taquidn, fotén o un observador que se mueve a lo
largo de una curva terminada?” Veamos entonces algunos de los teoremas de
singularidades.

Teorema 1. Sea (M, gi;) un espacio-tiempo globalmente hiperbélico con

RuE%€% > 0 para todo vector tipo tiempo £°, que serd el caso si las ecua-
ciones de Einstein se satisfacen con la condicion fuerte de energia en pre-

"Puede revisarse [Penrose, 1972].
18[Geroch, 1968].
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sencia de materia. Suponga que eziste una superficie suave (o, al menos C?)
de Cauchy X, para la cual la traza de la curvatura extrinseca (para la con-
gruencia geodésica normal dirigida al pasado) satisface K < C < 0 para
todo evento, donde C' es una constante. Entonces, ninguna curva tipo tiempo
dirigida al pasado de T tiene una longitud mayor que 3/|C|. En particular,
todas las geodésicas tipo tiempo dirigidas al pasado son incompletas.

Antes de dar prueba al teorema ledmoslo en términos mds mortales:

(1) Pedimos que el Universo (M, g,) sea globalmente hiperbdlico, es de-
cir, que posea al menos una superficie de Cauchy. Podemos de alguna
manera tener un “instante en el tiempo” de todo el Universo.

(2) Asimismo, pedimos que se satisfaga la condicién fuerte de energia; es de-
cir, que esta no sea menor a —7'/2 para todo observador. En la ecuacién
de Raychaudhuri (4.22), el cambio de la expansién # en la direccién
temporal, se pide que no se altere el signo del ultimo término; con ello,
que no se altere significativamente la propia expansion.

(3) Queremos también que el Universo en un “instante” —el andlogo a nues-
tra superficie de Cauchy - se encuentre en expansién distinta de cero
(K < 0). Es un supuesto aceptable dadas las observaciones realizadas
por Hubble.

(4) Asi, podemos decir que existié un tiempo finito anterior (no mayor a
3/|C|) en el cual el Universo se encontraba en un estado singular, todo
lo que hoy conocemos (falta por conocer) se encontraba ahi, en un

punto.

Este tiempo inicial es lo que denominamos el Big bang. Sin embargo, en la
formulacién del teorema pedimos que el Universo sea globalmente hiperbéli-
co; lo cual es una hipdtesis muy fuerte. Podemos sacrificar la existencia de
una superficie de Cauchy y tener en contraposicién una conclusién mas débil;
en lugar de que cada geodésica tipo tiempo dirigida al pasado sea incompleta
se tiene que al menos una de ellas lo es. Véase el teorema 9.5.2 en [Wald,
1984, 238]. Ahora que hemos comprendido un poco el significado demos una
prueba del teorema:

Demostracion. Supongamos que existe una curva tipo tiempo A dirigida al
pasado desde ¥ con una longitud mayor a 3/|C|. Sea p € A un punto después
de la longitud 3/|C|. Sabemos que existe una curva 7 de longitud méxima
de ¥ a p, ésta debe tener una longitud mayor a 3/|C|. Por definicién, v debe
ser una geodésica.
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Para encontrar una contradiccién a este argumento, necesitaremos hacer
uso de un teorema y una proposicién. No daremos su prueba aqui, pero si una
idea intuitiva de su validez'?.

Teorema. Sea (M, gq) un espacio-tiempo fuertemente causal®. Sea p € M
y L una superficie de Cauchy. Considérese a 7 la funcién que mide la longitud
de las curvas que unen p con ¥. La condicién necesaria para que 7 encuentre
su méaximo en 7 (una curva), es que ésta sea una geodésica ortogonal a £
que no contenga puntos conjugados entre X y p.

Veamos lo que significa que un punto sea conjugado a otro. Tomemos
como ejemplo nuestra conocida esfera S%. Localicemos un punto fijo, S, en el
polo sur y tomemos un punto p cualquiera en S%. Ya sabemos que la geodésica
que minimiza (en este caso, no con una pseudométrica) la distancia de S a p
es la circunferencia de radio maximo. Ahora, si p = N, el polo norte, entonces
la geodésica no es tinica. N se conoce como el punto conjugado de S. Bien,
si tomamos p # N, tenemos no sélo la geodésica, sino el camino més corto
de S a p; si prolongamos esta curva llegaremos a IV y, al prolongarla un poco
m4ds, a puntos que estdn mas lejos de S por este camino que por la misma
circunferencia de radio maximo al recorrerla en el sentido contrario.

El andlogo en el Teorema 1 es decir que, dada la causalidad, existe una
inica geodésica ortogonal a ¥ que minimiza el trayecto a p que no tiene
puntos conjugados.

Por otra parte, tenemos la siguiente

Proposicién. Sea (M, gq5) un espacio-tiempo que satisface R;,£%¢? > 0 para
todo &2 tipo tiempo. Sea ¥ una superficie de Cauchy con K = 6 < 0 en un
punto ¢ € £. Entonces, en un tiempo propio 7 < 3/|6|, existe un punto p
conjugado a q a lo largo de la geodésica y ortogonal a ¥ (si es que 7y puede
extenderse tanto).

De vuelta en S? podemos imaginar que nuestra superficie de Cauchy es un
meridiano; asi, la curvatura tendrd un valor distinto de cero al medirla sobre
la esfera y no el espacio. De este modo es facil ver que el punto conjugado a
¥ es exactamente S o N, dependiendo cudl esté mas préximo.

Seamos justos, no dimos el concepto del punto conjugado a una curva.
Sin embargo el concepto es similar al descrito unos péarrafos antes. El punto
conjugao es, en este caso, el que puede alcanzarse desde la curva en cuestion
por al menos dos geodésicas ortogonales que tienen la misma longitud.

"YPuede verse [Wald, 1984].
20V éase apéndice B.
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De esta manera, por el teorema, tenemos que A no puede albergar puntos
conjugados entre p y ¥; sin embargo, esto contradice la proposicién que
asevera que <y debe de tener al menos un punto conjugado. Entonces la curva
original A no puede existir. Es decir, no existe curva alguna dirigida al pasado
que tenga una longitud mayor a 3/|C|. 0

El teorema anterior muestra la incompletez geodésica en el contexto glo-
bal, el cosmolégico. El siguiente teorema es de indole diferente, prueba esta
incompletez en las geodésicas nulas, dando relevancia al colapso gravitacional.

Definiremos el término de una superficie atrapada. Tomaremos una re-
gién puramente espacial; en este caso sera una subvariedad bidimensional
compacta tipo espacio, cumpliendo que el término que mide la expansién 6
sea negativo en ambos sentidos, tanto para las geodésicas nulas dirigidas al
futuro como para las dirigidas al pasado que salen ortogonalmente de ésta,
la superficie atrapada. Este es el teorema pionero que Penrose demostré en
1965; muestra que, después de la formacién de una superficie atrapada, la
singularidad es inminente como fin de la primera.

Teorema 2. Sea (M, g;;) un espacio-tiempo conezo, globalmente hiperbélico
con una superficie © de Cauchy no compacta. Suponga que Rqpk®k® > 0 para
todo vector nulo k°®, que es el caso cuando (M, g;;) es una solucion de las
ecuaciones de Finstein con materia que satisface la condicion débil o fuerte de
energia. Suponga, por ahora, que M contiene una superficie atrapada T'. Sea
8, < 0 el valor mazimo de 8 para ambos conjuntos de geodésicas ortogonales
en T (futuras y pasadas). Entonces, al menos ezxiste una geodésica ortogonal
nula dirigida al futuro, que es inextendible desde T' y tiene una longitud afin
no mayor a 2/|0,|.

Demostracion. Supongamos que todas las geodésicas nulas dirigidas al futuro
provenientes de T tienen una longitud afin a > 2/|6,|. Podemos definir una
transformacion 5
fo:T x [o, —] S M,
16|
donde f,(q, a) dard como resultado un punto en la variedad M proveniente
de ¢ € T a una longitud afin a sobre una geodésica nula dirigida al futuro.

Del mismo modo, podemos tomar
2
fiTx [0, m] S M,

como el punto en la variedad proveniente de g € T', pero dirigido al pasado.

Dado que T es compacto y tanto f, como f_ son continuas, entonces,
las iméagenes de éstas (I*(T) y I=(T)) seran compactas también. Del mismo
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modo, el conjunto A de las uniones lo sera.

Si tomamos

2
H+={$EMI$=f+(q, m): qET}
a

2
H ={ze€ MII=f-(q, —) g€ T}
16|
es facil ver que ambos conjuntos son compactos.

Escojamos un campo vectorial ¢* tipo tiempo en M que sea suave. Por
construccién H*(T') es acronal; y por tanto cada curva integral de t* lo
interseca a lo mds en un punto, mientras % es intersecada en cada punto por
una sola curva integral.

Podemos definir la transformacién ¥ : H*(T) — ¥ mediante las curvas
integrales {* que unen el primer conjunto con el segundo. Tomemos S C
Y como la imagen de H*(T) en X; por lo cual ¥ : H*(T) — S es un
homeomorfismo. Entonces, S es un compacto, entre otras cosas, S es cerrado.

Por otro lado, H*(T') debe ser una subvariedad continua, entonces, cada
punto en ella tiene una vecindad homeomorfa a una bola abierta en R®. Dado
que ¥ es un homeomorfismo la misma propiedad se cumple para S. Vista
como un subconjunto de £, S debe ser un abierto. Dado que M es conexa,
¥ debe serlo; ademas H*(T) # 0, entonces S = X. Sin embargo esto es
imposible, pues S es compacto, pero £ no lo es. |

Nuevamente tenemos la hipétesis no deseada de un espacio tiempo global-
mente hiperbdlico. Esta puede quitarse en sacrificio de algunas otras; estos
argumentos fueron dados por Hawking y Penrose en 1969, con este teorema
que es el mas poderoso en su clase:

Teorema de Hawking-Penrose en singularidades. Un espacio-tiempo
(M, gi;) necesariamente contiene geodésicas incompletas tipo tiempo o nulas
st, ademds de las ecuactiones de Einstein, las cuatro condiciones siguientes
se satisfacen:

(1) No ezisten curvas tipo tiempo cerradas (condicion razonable de causali-
dad).

(2) Para cada vector unitario £* tipo tiempo se cumple la condicion débil de
energia:
Rap€€ 20

(condicion razonable de energia).
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(8) M es una variedad general (no es altamente simétrica) en el sentido que
cada geodésica tipo tiempo o nula, con vector unitario v*, contiene un
evento donde la curvatura de Riemann cumple:

Rabcdvavd '_Ié 0.
(4) La variedad M contiene una superficie atrapada.

Hay que notar que todas las condiciones, a excepcién de la cuarta, parecen
ser fisicamente posibles para un espacio tiempo; no queremos que el espacio
tiempo tenga un tiempo ciclico, la energia que mide todo observador (o la
luz) es positiva y el Universo no tiene por qué ser simétrico. Sin embargo,
para salvaguardar la inconformidad que pueda existir con la cuarta condicién
existen dos variantes de este teorema. Se pide en (2) que se cumpla para
vectores v® tipo tiempo o nulos en lugar de solamente £2; (4) se intercambia
por alguna de las dos condiciones siguientes:

(4’) El espacio tiempo (M, g;;) posee un conjunto compacto acronal sin fron-
tera. Es decir, es un Universo cerrado.

(4”) Emiste un punto p € M tal que la expansién geodésica nula dirigida
al futuro (o al pasado) proveniente de p se transforma en negativa.
Similarmente a lo que ocurre cuando al traspasar el horizonte en las
coordenadas de Schwarzschild.

Estas dos variantes, sin embargo, también piden casos especificos; en la
primera un Universo cerrado y en la segunda, de algiin modo, se esta pidiendo
ya la existencia de una singularidad.

Veamos, sin juzgar, algunas de las conclusiones o posibilidades que este
teorema produce. Respecto al colapso gravitacional, nos deja la expectativa
que en el Universo real antes de la formacién de una singularidad y de todo
horizonte existié una superficie atrapada (véase Teorema 2).

Posibilidad 1. La singularidad al punto final de un colapso es una regién
con curvatura infinita (fuerzas gravitacionales infinitas) que se genera en el
colapso de materia con densidad infinita. Los ejemplos son como el visto en
la seccién 4.4 donde estudiamos el colapso esférico homogéneo dado por Op-
penheimer y Snyder..Casos mas completos son los no homogéneos propuestos
por Podurets en 1966 y el “tipo Kasner” dado por Lifschitz y Khalatnikov
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en 1963%'. Posiblemente el méds importante sea el aplastamiento “Mixmas-
ter” dado por Misner y por Belinsky y Khalatnikov para el caso homogéneo,
para luego seguir con casos no homogéneos*?, donde la propiedad mas im-
portante es que si un Universo tiene una singularidad de este tipo, entonces,
al perturbarse ligeramente las condiciones iniciales del espacio tiempo, éste
mantendré la singularidad del tipo “mixmaster”.

Posibilidad 2. Un poco mas curiosa es la posibilidad de una singularidad
dada por la terminacién de geodésicas nulas o tipo tiempo; no a causa de
una curvatura infinita o de la aglomeracion de materia, sino por patologias
extrafias que llevan por ello el nombre de espacios locos de Taub®.

Posibilidad 3. Una singularidad estd limitada por su “tamafio” (no tiene tal,
es un punto). Asi, la materia que se colapsa no le proporciona dimensién y
no puede expanderse dado que el horizonte es una subvariedad de una sola
direccién, permite tinicamente el movimiento en una direccién, la interior.
Sin embargo, la materia puede alcanzar un estado méximo (y finito) de con-
traccion provocando una re-expancioén; éste debe por lo tanto hacerlo en una
regién distinta del espacio sin atravesar fisicamente el horizonte, asi, busca un
camino saltando en otra dimensién (ninguna de las cuatro consideradas). En
este proceso se genera un camino alterno que conecta al Universo y cambia su
topologia inicial, este trayecto es conocido como hoyo de gusano. Empero, el
cambio de la topologia del espacio tiempo es para algunos imposible, se dice
que éste debié de haber sido creado con materia y momento angular en las
condiciones iniciales del Universo. Misner asevera que esto resulta fisicamente
imposible.

Con estas posibilidades y las implicaciones de los teoremas leidos en pala-
bras més comprensibles damos como terminado el propésito del trabajo. En
el siguiente capitulo discutiremos algunas ideas personales y afianzaremos los
nudos que pudieron quedar sueltos.

4.8. Generalizacion del colapso esférico

Este desarrollo, con el que terminamos el capitulo referente a las singu-
laridades en relatividad general, se lo debemos al Dr. Antonmaria Minzoni.

21Podurets, “El cardcter de una singularidad en el colapso gravitacional de una estrella”
en la revista soviética Doklady Akad. Nauk SSSR y en la traduccién al inglés en Advances
in Physics 12 Lifschitz y Khalatnikov, “Investigations in relativistic cosmology”.

22Puede verse [Misner et al., 1970, 800] para una introduccién al tema.

23De la traduccién de Taub-NUT spaces. Véase [Geroch, 1968)
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En él haremos una referencia al teorema 2 al tomar una cdscara de materia
especifica y ver que, en ciertas circunstancias, lleva al colapso gravitacional
y con él a una singularidad.

Tomaremos nuevamente las ecuaciones de Einstein en el vacio y pon-
dremos en el espacio-tiempo, no una esfera, sino solamente una céscara esféri-
ca de masa M y radio R(t); suponemos de antemano que este radio puede
variar con el tiempo.

Es claro que por la simetria esférica obtendremos una métrica como la
que nos dié pie a la solucién de Schwarzschild en las ecuaciones del campo
gravitatorio. Es decir, la ecuacién (4.7):

ds? = —f(r)dt* + h(r)dr?® + r*(d6® + sen®0d¢?).

De igual forma, se encuentra que h(r) es el reciproco de f(r) y ésta, debe ser
nuevamente
C

fr)=1-—,

r

con C constante. Ahora, como hemos cambiado las condiciones del problema,
entonces las condiciones de esta constante deben variar también.

Asi, para radios r > R(t), el espacio fuera de la cdscara, tenemos el limite
usual en el que la masa del objeto la podemos tomar puntualmente en el
origen. Entonces, recobraremos la solucion de Schwarzschild, es decir,

f(r)=1—2—?—, r > R(t).

En el interior de la cdscara tenemos, por analogia a la mecanica cldsica, el
ejercicio en el que se demuestra que el objeto de prueba ahi no siente la
masa circundante. Por tanto, el espacio es “plano”, es decir, la geometria es
idéntica a la de Minkowski. Entonces,

flr) =1, r < R(t).

Bien, parece que tenemos el problema resuelto,

2
ds® = —f(r)dt® + % + 7%(d6? + sen®0d¢?)

con
1 r < R(t)

f(r)={1_% r> R(t)
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Pero, jqué pasa en la transcisién, cuando r = R(t)? Es claro que necesitamos
una métrica para la superficie de la cascara, y ésta debe ser

ds®* = —N(R(t))dt* + +1%(d6? + sen’0d¢?),

_ar
N(R(t))
con N(R(t)) una funcién que dependa del radio de la cdscara al tiempo t.
Entonces, podemos escribir esta dltima métrica simplemente como

dr?
2 _ 2 2 102 20,742
ds" = ~N({df* + gy + (6" + sen’0d4?)

Si definimos f;(r, t) = f(r) para el interior de la cascara y f.(r, t) = f(r)
esperamos que N(t) cumpla la propiedad

fi(R(t), t) = N(t) = fe(R(2), t)
para poder unir ambas soluciones de una manera continua.
Finalmente, en el pegado, como fi(r,t) =1y f.(r,t) =1—2M/r, en-
tonces, no puede ser continua esta unién. Por lo tanto, tomaremos la cdscara

con cierto grosor 2w. Conservamos entonces f;(r, t) y fe(r, t) pero ahora para
r < R(t) —w y para r > R(t) + w respectivamente.

Por la ecuacién que cumple f(r), es decir, dado que

f('r)zl_g:

r

observaremos al graficar este iltimo sumando para toda r que cualitativa-
mente, si permitimos que C dependa de r para “pegar” continuamente las
dos soluciones en el interior y en el exterior de la cdscara, obtenemos la figura
siguiente.

Sélo nos falta entonces comprender ¢cémo es el término C'/r para el inter-
valo (R(t) — w, R(t) +w). En la figura (4.3) hemos trazado un aproximacién
de la curva que buscamos.

Hay que recordar que en el desarrollo para encontrar la solucién de
Schwarzschild llegamos a una ecuacién diferencial para la f(r), ahora, tomare-
mos esa como )

Fi(r) = ~(1 = f(r) + Hem(r, t) = 0,
donde la responsable de la presencia de la materia en la cdscara serd el campo
de materia H,,, y estara dada por:

Q(tJH(f - R(t))‘

r2 w

H., =4nr
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Figura 4.3: El sumando C/r contra r.

Tendremos Q(t)/r? relacionado con la densidad de materia en la céscara,
veremos luego cémo se comporta esta expresién. Despreciaremos el término
—(1— f(r))/r para evitar el cdlculo numérico hecho por Choptuik y veremos
que no perderemos consistencia en la solucién. Asi, comprobaremos que fuera
de (R(t) — w, R(t) + w) se sigue teniendo Minkowski y Schwarzschild. Bien,
queremos resolver, entonces

Q(t)H(r— R(t))

f'(r) = —4nr 2 =

Integrando de R(t)—w ar —-con lo cual, el pegado con Minkowski estd dado-,

tenemos
/R m_wf’(n)dn = —4nQ(t) fR - :_?H(n—TR(t)) &
fo) . =~ [ 2 H(1=R0),,
)= fRG) ~4) = —4md(f) /R{g)—w %H(H_TM) dn

y dado que f(R(t) —w) = 1, despejando, obtenemos:
" 1_/n=R(#)
r=1—41rrtf ~H(——= ) dn.
£(r) a [ H()dn
Para simplificar la integral tomaremos la aproximacidon
r—R(t)y o (T — R(2)
H(—w ) = sech (—w ),

que es una funcién apropiada, pues, estamos concentrando la aportacién de
la materia de la cdscara alrededor de R(t). Por otra parte, la eleccion de esta
forma para H puede justificarse considerando la ecuacién de sine-Gordon.
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Asi, en el caso especial de polvo, con Q(t) = wp = cte., pero con w
tendiendo a cero, obtenemos que

)

que concuerda con la solucién de Schwarzschild con materia constante, de
esta forma tenemos que 2M = 4mp.
Calculando la integral, tenemos

/r lH(~———17 ~ R(t)) dn = /r lsechz(ﬂ——m--—f(t)) dn.

R(t)-w T W R(t)-w 7

Pero como w es pequeno e integramos al rededor de R(t¢), podemos inter-
cambiar el factor 1/n por 1/R(t) y para compensar un poco esta pérdida,
tomaremos la integral desde 0 hasta r —dado que el decrecimiento de sech? es
exponencialmente pequefio, y asi la contribucién sera despreciable—; de esta
manera,

/D" %sechﬁ(—n _j(t)) dn = ﬁ /U’ sech? (___"'? _:E(t)) dn

De esta forma, tenemos
F(R()) = 1 — 47Q(t) [i%mnh(—}%)] .

Y ésta, no sera singular para h(r) = f~!(r) cuando 47wQ(t) sea suficiente-
mente pequefio, pues, cuando R(t) — 0, el factor R™*(t)tanh(R(t)/w) tiene
un limite finito.

Al principio de la construccién de la funcién f(r) omitimos un término en
la ecuacién diferencial, mostremos entonces que realmente era despreciable:

%(1 - f(r) = _ﬁ:&;{%()t) [tanh(rwwiR(t)) + tanh(R—f—))].

Bien, como el interior del paréntesis cuadrado es siempre menor a 2, w lo-
grard que el término sea muy pequeno. Sin embargo, si 7 — 0 podriamos tener
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problemas, pero después de pasar R(t) — w nos encontramos en Minkowski,
con los cual tomaremos todo el término como cero. Aiin nos queda la disyun-
tiva si es R(t) quien tiende a cero, pero esto ya vimos en el parrafo anterior
que no nos produce ningiin problema pues, al ser h(r) no singular, el término
1 — f(r) tendrd un limite finito y sigue siendo controlado por w.

Entonces, solamente nos falta describir correctamente () y comprender
el comportamiento de nuestra solucién. Es decir, si f(r) es cero en algin
punto, con lo cual la razén de la masa C/r en la figura (4.3) pasara el umbral
al ser mayor a 1; tendremos, asi, un horizonte (en realidad dos, pero nos
preocuparemos tinicamente del exterior).

Tenemos que comprender que nuestras aproximaciones nos alejan en el
sentido cuantitativo de una solucién real a nuestro problema, sin embargo,
sigue siendo fiel en el ambito cualitativo. Es precisamente éste el andlisis que
haremos en nuestra métrica para la cdscara esférica.

El umbral dard origen a lo que conocemos como una superficie atrapa-
da. Si el término 47Q(t)[w tanh(R(t)/w)]/R(t) = 1 tenemos que la funcién
f(r) = 0y por lo tanto h(r) = f~'(r) estd indeterminada. Con ello la métrica
no tiene sentido en esta regién del espacio-tiempo. Bien, veamos que segiin la
construccién de f(r) tendremos una cispide en r = R(t); no es exdctamente
la funcién suave que trazamos en la figura (4.3). De esta forma, tenemos
varios casos para nuestra funcién:

B En el caso en el que nunca se llega al umbral tendremos, entonces, a la
cascara encogiéndose de radio por la gravedad. Siendo ésta visible para
todo observador.

B El caso en que la cispide es el unico punto que toca el umbral, se complica
un poco la situacién. Tendriamos una superficie atrapada, pero dado
que nuestra solucién solamente es confiable cualitativamente, este caso,
no se sabe dénde ocurre.

B El ultimo caso seria ademas el mas probable en caso de tener una super-
fice atrapada, esto es cuando dicho término fuera mayor a 1, teniendo
de esta manera dos intersecciones con el umbral; una en la regién com-
prendida para r € (R(t)—w, R(t)) y la otra para radios mayores a R(t).
La primera, ademas de encontrarse en el interior de la cdscara plantea
problematicas cosmolégicas que no discutiremos en este trabajo.

Como para r = R(t) se cumple que tanto la funcién que hemos constru-
ido, asi como, la solucién Schwarzschild tienen el mismo valor; entonces,
tenemos una superficie atrapada. Desde el exterior de la cdscara estare-
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mos en el caso usual del colapso esférico, observando la condensacién
de nuestro objeto de prueba, “el astro hueco”.

Recordando las discusiones al respecto, necesitamos que la masa sea
sufiecientemente grande a comparacién con el radio. Si tuvieramos una
masa como la del Sol, seria indispensable que R(t) + w en el colapso,
alcanzara una magnitud menor a 3 km. Lo cual implica de hecho una
densidad en la cdscara muy elevada.

Asi, para la interseccién con el umbral fuera del radio R(¢) tenemos dos
nuevas conclusiones. Si ésta se encuentra en el intervalo (R(t), R(t)+w)
tenemos en analogia al punto anterior, una superficie atrapada que en
el colapso nos llevard nuevamente a la formacién de un agujero negro.
Sin embargo, es posible que dicha interseccion se encuentre inicialmente
fuera de la cdscara. Logrando de esta manera que no sélo encontremos
inicialmete una superfice atrapada, sino de hecho, un agujero negro.

Con estas implicaciones, al reafirmar el colapso esférico, damos como con-
cluido el trabajo en esta tesis. El capitulo siguiente solamente son algunas
conclusiones e ideas referentes a la relatividad general.



Capitulo 5

Pensamientos aleatorios

Las teorias no son verdaderas o falsas,
son fértiles o estériles.
CLAUDE BERNARD.

Ma4ds que a manera de conclusiones, presentamos estos Pensamientos alea-
torios. En ellos solamente quiero mostrar las inquietudes que genera el estu-
diar una teoria tan asombrosa como es la relatividad general y el desarrollo
obtenido con sus teoremas de singularidades.

El planteamiento central de esta tesis ha sido mostrar y entender los
teoremas de singularidades en relatividad general; para ello mostramos c6mo
la cosmologia ha variado desde los dias antiguos hasta el presente.

Es facil mirar atrds y comprender que el cielo no es un gran caparazén
o el torso de una mujer. Asimismo, no es dificil considerar que el Sol tiene
un papel central dentro de nuestro sistema planetario. Sin embargo, aunque
las predicciones relativistas tengan una validez tan eficaz, existen pequenos
detalles que la teoria no termina por explicar. Y es aqui, donde otras teorias
y hechos completan los desarrollos.

Como matematico es sencillo —o tal vez no tan complicado- comprender que
un espacio pueda colapsarse en un punto originando una singularidad, pero,
desde el punto de vista fisico, resulta increible que toda la materia de una
estrella pueda reducirse a un objeto matemético que carece de dimension.

La pregunta de cémo ha de ocurrir esto realmente ser4 dificil de responder:

Por un lado la observacién actualmente es imposible; el horizonte no permite
a los astrénomos describir lo que pasa en las cercanias de la singularidad.
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Ademas tenemos a mano la Conjetura de la Censura Cdsmica que nos dice
que no existen singularidades desnudas, es decir, sin horizonte; por lo cual,
la teoria afirma que éstas no se podran observar.

Por otro lado, poco se conoce de las interacciones nucleares cuando se
combinan con la gravedad, y es por ello, que hay grandes intentos por conocer
este aspecto.

Me inclino a creer que la materia ha de tener una densidad maxima, por lo
tanto, el espacio-tiempo tendra una curvatura maxima también. Es decir, si
no es posible que la masa se condense hasta un punto, entonces, no tendra un
potencial infinito que curve el espacio-tiempo de tal forma que se quiebre en
una singularidad. Esto no quiere decir que el radio de Schwarzschild, es decir,
el horizonte, cubra completamente el colapso. Conocemos al menos un limite
en la naturaleza: c; es probable entonces que existan algunas otras cotas que
nos ayuden explicar las deficiencias en este sentido.

Con el primer teorema de singularidad hemos mencionado el Big bang, pero
si leemos con cuidado los resultados de este teorema observaremos que este
corolario no se encuentra presente. En él se afirma que no es posible encon-
trar geodésicas dirigidas al pasado con longitudes mayores a 3/|C|, pero de
ninguna manera que estas curvas provengan todas de un mismo punto. Es
posible entonces que el Universo como lo conocemos se haya originado en dos
o mas Big bangs y que éstos hayan mezclado su “material” en algin lugar
entre los sucesos de explosion y nuestros eventos cotidianos. Empero, existen
otras pruebas experimentales que aunadas a este teorema nos dan certeza de

esta explosion.

Ademsds, esta ultima divagacién es muy extraha. Habria que entender
entonces como es posible que dicha materia se combiné. Asi plantearia pre-
guntas topoldgicas de la forma que tuvieron las variedades que crearon el
espacio-tiempo; lo cual, seria posiblemente mas complicado de entender que
el interior mismo de los agujeros negros. ;Cémo podriamos entender los entes
separados antes de la unificacidon si sélo tenemos a mano el producto?

Casi para finalizar, quisiera hacer notar una gran diferencia entre las cos-
mologias antiguas y las actuales. Cuando hablamos de Cipdctli, P’an-ku, de
Homero o Ptolomeo, hablamos de Universos y mundos completos. Es decir,
la ostra de los babilonios nos describe la imagen del todo, lo mismo sucede
si tomamos la Torre de Zeus con todas sus implicaciones.

Esto lo hemos “perdido” con el avance de la ciencia. La Teoria de la
Relatividad General nos marca localmente el comportamiento del Universo,
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la interaccién de unas cuantas componentes de él; pero, no es posible saber
como es en su totalidad, dada la complejidad de las ecuaciones que esto
involucraria. Hay muchas de las respuestas intermedias que han empezado a
resolverse: la expansién del Universo, la formacién de galaxias, los cuasares
entre otras. Sin embargo, todavia queda un camino largo y espero que esta
tesis sirva como motivacién al estudio de objetos como son las lentes gravi-
tacionales, las ondas gravitatorias o el colapso entre agujeros negros.



Apéndice A
Sutilezas matematicas

Hemos creado este apéndice con el fin de mostrar algunas pruebas a los
teoremas y lemas utilizados en el trabajo y para no entorpecer la exposicién
de los capitulos. Explicitamente elaboramos los resultados que consideramos
no tan conocidos por la mayoria de los lectores potenciales y que, comparten
simultdneamente, la ventaja de tener una simple demostracién.

A.1. El lema fundamental del calculo de las
variaciones

Lema 1 Sea una funcién continua f(t) : [to,t1] = R que satisface:
ty
f(t)h(t)dt =0
to

para cualquier funcion continua h(t) : [t,,t1] = R y tal que h(t,) = h(ty) = 0.
Entonces f(t) = 0.

Demostracién. Si f(7) > 0 para algin 7 € [to, t;], entonces, dado que f(t)
es continua, de,d > 0 tales que f(t) > ¢ en alguna vecindad I de 7
con I = [t —d,7+d] C [ty,t:]. Ahora, tomemos h(t) de tal forma que
h(t) =1sit € [t — 3d, 7 + 3d] y h(t) se anule fuera de I. Asi, es claro
que: "

F(OR(t)dt > ed > 0
ao

Esta contradicciéon muestra que f(t) = 0 para toda t € [t,,t]. O
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A.2. Soluciéon general de las ecuaciones de
tercer grado

El desarrollo aqui presentado es originario de Cardano en el siglo XVI.
Queremos encontrar los valores de z que satisfagan la ecuacién
3 2 -
az’ + bz +cx+d=0

con a, b, ¢, d niimeros reales (aunque estos pueden ser complejos, el desarrollo
es el mismo) y con a # 0.

Primeramente, usaremos que las raices cubicas de 1 son exactamente 1,
w = (=14 /3i) y w? = 1(~1 — 3V/3i). Ademés tenemos que

(A+B+C)(A+Bw+Cuw?)(A+Buw?+Cw) = A*+B*+C*-3ABC. (A1)

Ahora, regresemos a nuestra ecuacién original y multipliquémosla por 27a?;
asi obtenemos

27a%z® + 27a’bz’ + 27a’cz + 27a*d = 0
que facilmente podemos reescribir como
(3az + b)* — 9az(—3ac + b?) + 27a’d — b> = 0,
0 si se quiere, como
(3az + b)® + (27a2d — 9abe + 2b%) — 3(3az + b)(—3ac + b?) = 0.

Si tomamos A = 3az + b, para obtener un simil del segundo miembro de la
ecuacién (A.1) necesitamos, entonces que:

B*+C® = 2Ta%d - 9abe+ 25°
BC® = (-3ac+1?)?

Podemos, multiplicando la primera ecuacién por B* (respectivamente C?) y
restarle la segunda, observar que tanto B® como C?® son las soluciones de t

en la ecuacién
t2 — (27a*d — 9abc + 2b°)t + (—3ac + b*)* = 0

que ya sabemos resolver.
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Dado que con esto B y C se encuentran fijos y que de algiin modo hemos
escrito

az® + bz’ +cz+d = (A+B+C)(A+Bw+Cuw?)(A+Buw?+Cw) =0, (A.2)

aunado a que A = 3az + b. Entonces nuestro problema se reduce a resolver

_A-b
T

Para cada factor de segundo miembro de la férmula (A.2) tenemos la condi-
cién de que debe de hacerse cero, asi, los valores que resuelven la ecuacién
de tercer grado son:

— —B—-c—b
® 3a
—Bw—-Cuw?-b
rn =
3a
—Bw? —-Cw—b
Ia = .
3a

Con lo cual, hemos encontrado los tres tnicos valores que satisfacen nuestra
ecuacion original.



Apéndice B
El espacio de Minkowski

Poco después de la formulacién de la Teoria de la Relatividad Especial,
Minkowski, en 1907, desarrollé una forma intuitiva de entender el espacio-
tiempo. Para llegar a esta descripciéon hay muchos caminos. Por ejemplo,
se puede partir de las transformaciones de Lorentz, de la pseudonorma que
se contruye al trabajar con los denominados n-espacios lorentzianos o de la
imagen de lo que sucede al dejar que un impulso luminoso comience como
un evento en el origen.

Empecemos entonces con la visién fisica. Supongamos que en nuestro
marco de referencia —nosotros en el origen de él- se desprende un pulso lumi-
noso, en todas direcciones. Asi, veremos que la luz se expande a la misma
velocidad, generando una esfera de luz que crece con el tiempo. De esta
forma dividimos el espacio en tres regiones distintas: el interior, la cascara y el
exterior de la esfera. O si se quiere, fisicamente, estas tres regiones determinan
los lugares por los cuales la luz ya pas6, estd pasando y las regiones en que
no se han enterado de esta luminosidad.

Alteremos un poco esta visién. Imaginemos por un instante que el espacio
es de dos dimensiones y repetimos el fenémeno; entonces, veremos cémo
la esfera se ha transformado en su andloga, una circunferencia cuyo radio
aumenta. Ahora, montemos varias fotografias consecutivamente en un espacio
de tres dimensiones (Fig. B.1), de esta forma, observamos que las “céscaras”
forman en el diagrama un cono, el cual serd llamado el cono de luz futuro®.

Bien, el eje del que nos hemos ayudado para sobreponer las instantdneas
es justamente el tiempo. El plano subyacente era nuestro anédlogo al espacio
fisico de tres dimensiones. Entonces, tomemos los planos paralelos al plano

'El nombre proviene de una razén geométrica, sin embargo, esta nocién nos servira.
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t=1 /
i

Figura B.1: Fotografias del pulso luminoso a diferentes tiempos.

horizontal como un espacio euclideano de tres dimensiones —que no podemos
dibujar correctamente por nuestra falta de visulizacién de objetos en cuatro
dimensiones-. Ahora, veamos que seguimos conservando las regiones fisicas
de las que hablamos antes. Para tiempos positivos, el interior del cono es
justamente el interior de la esfera, es decir, para todo punto en algin tiempo
anterior la luz cruzé dicha posicién espacial. Sobre el cono tenemos justa-
mente los rayos de luz, es decir, es el diagrama del paso de la esfera de luz a
lo largo del tiempo. Y por ultimo, en el exterior del cono tenemos los lugares
donde la luz no ha llegado para cierto tiempo, pero si extendemos una linea
vertical en la direccion del avance del tiempo tocaremos el cono, con lo cual,
tenemos la idea de que en un futuro la luz llegara a dichas zonas del espacio.

Antes de continuar, es necesario hacer referencia a lo que llamaremos un
evento. En el parrafo anterior es confuso el tener que marcar posiciones es-
paciales en tiempos dados. Asi, llamaremos un evento a un punto en este
espacio-tiempo, es decir, la posicién espacial puede estar dada por (z, y, 2)
mientras que en un evento necesitaremos denotar en qué tiempo es que
sucede, lo denotaremos con (i, z, ¥, z). Es decir, si nos encontramos en un
evento en el origen al tiempo t = 0 y dejamos que pase un lapso de 1 unidad
de tiempo, nos encontraremos en el evento (1, 0, 0, 0). Asi, como ya es claro,
denotaremos que de t, a t; hay un transcurso de tiempo al futuro si ¢, < t;.

Finalmente, dibujemos el espacio de Minkowski completo (Fig. B.2). El
plano horizontal es equivalente al espacio, el eje perpendicular a él es la



157

direccién del tiempo, positiva para arriba, por lo cual el cono de luz futuro
es el que tenemos sobre el plano horizontal y el cono de luz pasado al que
tenemos por debajo de este. A la unién de estas dos secciones de un cono le
llamaremos simplemente el cono de luz.

Cono de luz futuro

Cono de luz pasado

Figura B.2: Representacién del cono de luz.

Para comprender mas claramente la diferencia de las posiciones de los
eventos en el espacio tiempo de Minkowski, podemos definir la pseudonorma
lorentziana —llamada también intervalo— como sigue

|ZI? = =t + 22 + ¥* + 2°

para un evento & = (¢, z, y, z). Y ahora, a diferencia de la norma euclideana
regular —que no puede ser negativa—, tenemos tres posibles casos. ||Z||* puede
darnos niimeros negativos, positivos o cero; lo cual emplearemos para deter-
minar en qué region del espacio se encuentran los eventos.

No es dificil ver que la norma nos da cero en los eventos sobre el cono de
luz y es por ello que diremos que estos eventos son tzpo luz o simplemente
nulos. En realidad, el nombre del cono de luz proviene de esta relacion.

Hay que recalcar que los eventos en el interior del cono futuro son aquellos
en los cuales el impulso luminoso ya ha sido visto. Por lo tanto —suponiendo
que dicho cono es el limite de transmisién de senales y de recorridos menores
a la velocidad de la luz— se encuentran en esta regién los eventos en los
cuales el pulso puede influir, de ello que a esta region del futuro se la llame el
dominio de influencia del origen. Y de manera andloga, los eventos fuera del
cono son aquellos con los que el obsevador inicial no ha tenido posibilidad
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de interactuar. Asi, si vemos que ||Z||* < 0 para los eventos en el interior del
cono y mayor que cero para los exteriores, diremos que son tipo tiempo y tipo
espacto respectivamente.

Observamos que los eventos en el interior del cono de luz futuro son
aquellos en los que se puede influir desde el origen, dominio de influencia del
origen; los que se encuentran en el interior del cono de luz pasado son los que
pudieron influir en nuestro evento actual (el origen) de manera particular,
pero, que en conjunto son los responsables del estado presente, de ahi que se le
llame dominio de dependencia del origen. Hay que notar también que a partir
de cada punto en el espacio tiempo de Minkowski podemos formar el cono
de luz —tanto futuro como pasado- relevante a ese evento que delimitard sus
respectivos dominios de influencia y dependencia..

No debe ser dificil de comprender que el recorrido de un objeto a lo
largo del espacio tiempo es una curva continua, llamada linea de mundo. Si
esta es diferenciable, entonces, los vectores tangentes a ella deben de ser tipo
tiempo en el caso de objetos con masa (Fig. B.3), sin embargo, si son tipo luz o
nulas se trataran de fotones y particulas sin masa. No existe la posibilidad de
viajar a velocidades mayores a las de la luz. Sin embargo, mateméaticamente
es posible construir curvas con tangentes tipo espacio, para ello los fisicos
llamaron taquiones a las particulas hipotéticas que se comportan de esta
manera.

Si observamos la notacién que empleamos con el dlgebra tensorial en el
capitulo dos, podemos definir nuestra pseudométrica como la matriz

1 000

Tab =

o = o

0
0
1

coco |l
oo~

Asi, la norma para un vector z, en el espacio de Minkowski, es simplemente

izl = napz®2".
Ademas, el determinante de 7,, es igual a —1, por lo cual diremos que la
signatura de la métrica es negativa. En la Teoria de la Relatividad General
se trabaja con métricas que tienen esta ultima propiedad. Entonces, los con-
ceptos de causalidad de influencia y dependencia, como los de la clasificacién
de vectores serdn importantes en los desarrollos del capitulo cuatro; donde el
cono de luz solamente se deforma localmente por transformaciones lineales.

Estos temas son referetes a la relatividad especial, por lo cual, si se quiere
profundizar en ellos puede referirse a [Einstein, 1921] o [Hawking, 1988].
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Figura B.3: Tres particulas en el espacio-tiempo. A representa un fotén moviéndose a
la velocidad de la luz. B es la linea de mundo de una particula que no puede existit, dado
que inicialmente empieza con velocidades menores a la de la luz, pero a partir de cierto
momento su movimiento se hace errdtico, inclusive regresando en el tiempo. C es una
particula con masa y cada punto en la curva tiene asociado un tiempo distinto.
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