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Introducción 

El objetivo de este trabajo es introducir ciertos tipos especiales de 

automorfismos de gráficas que tienen propiedades interesantes: los 

automorfismos afines y subafines, así como analizar los grupos gen­

erados por ellos y estudiar cuando actúan transitivamente en una 
gráfica. 

Estos automorfismos han sido estudiados recientemente por B. Zgrablié, 
T. Pisanski y T.W. Tucker en los artículos: Strongly adjacency­

tansitive graphs and uniquely shift-transitive graphs, Dis­

crete Math. 224 (2002) 389 - 398 (T. Pisanski, T.W. Tucker, B. 
Zgrablié) y en On adjacency-transitive graphs, Discrete Math. 

182 (1998), 321 - 332 (B. Zgrablié). Así como su relación con las 
gráficas de Cayley en : On quasiabelian Cayley graphs and 

graphical dobly regular representations, Discrete Math. 224 

(2002) 495-519 (B. Zgrablié). Conceptos afines (coafinaciones) fueron 

utilizados antes (1976 -1978) en [[8J [9JJ para estudiar las gráficas de 
clanes divergentes. 

El material que se expone en esta tesis corresponde esencialmente a 

los artículos [[7J [6JJ. Algunas de las demostraciones están solamente 

VII 



VIII INTRODUCCIÓN 

bosquejadas allí y en este trabajo se desarrollan en detalle. 

A lo largo de la tesis exponemos algunos conceptos nuevos, entre ellos 

el de aristas subafinmente (resp. afínmente) recorribles, el de gráfica 

de recorribilidad, así como algunos resultados sobre la conexidad de 

las gráficas afín-transitivas. Ellos nos ayudan a exponer pruebas más 

claras en algunos casos. 

Finalmente incluimos una sección dedicada a las gráficas de vecindad 

constante tres y cuatro regulares para organizar de una manera más 
sistemática las pruebas que se dan en el capítulo 4. 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1. Teoría de Grupos 

Una partición de un conjunto X es una descomposición de X en 

conjuntos dos a dos disjuntos y cuya union es X. Cuando dos ele­

mentos están en el mismo miembro de la partición decimos que están 
relacionados. Esta relación es claramente de equivalencia. 

Empezaremos pues con el concepto de grupo. Un grupo es una pareja 
(9, .) donde 9 es un conjunto y . es una operación binaria que cumplen 

con las siguientes propiedades: 

PI la operación es asociativa, lo que significa que (xy)z = x(yz) 
para cualquier tercia de elementos no necesariamente distintos 
de g. 

1 



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 

P2 Existe un elemento e E 9 ,llamado neutro, tal que ex = x 
Vx E g. 

P3 Para cada elemento x E 9 existe un elemento x-1 tal que 
xx-1 = e. 

Si además un grupo cumple con la siguiente propiedad: 

P4 Para todo par de elementos x, y E 9 se cumple que xy = yx. 

Entonces se dice que dicho grupo es conmutativo. 

La mayoría de las veces diremos que 9 es un grupo sin señalar quién 

es la operación siempre y cuando las propiedades a mencionar se 
cumplan para cualquier operación que junto con el conjunto 9 forme 

un grupo o si se sobrentiende la operación con la que se está tratando. 

Un subgrupo S de un grupo 9 (S :::; g) es un subconjunto de 9 que 
forma en si mismo un grupo con la operación de g. 

Un subconjunto de es el centro que se describe como 

Z(g) = {g : gh = hg para toda hE g} 

Dicho conjunto es un subgrupo de 9 pues cumple que e conmuta con 

todos sus elementos, si 9 y g' están en Z(Q) entonces 

gg'h = ghg' = hgg' por lo tanto es cerrado bajo la operación, aso­

ciativo pues estamos multiplicando elementos de 9 y para cada ele­
mento 9 en Z(Q) tenemos que g-lh = g-lhgg-1 = hg-1 por lo tanto 

g-l está en Z(Q). 
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Sea H un subgrupo de 9 para cada 9 E 9 definimos la clase lateral 

izquierda gH al conjunto 

{gh: h E H} 

y similarmente la clase lateral derecha H 9 como el conjunto 

{hg: h E H} 

Es claro que la descomposición de 9 en las clases laterales izquierdas 

( resp. derechas) forman una partición de 9 pues si un elemento x 

cumple x = gh1 = g'h2 (resp. x = h1g = h2g') entonces 9 = g'h2h11 

(resp. 9 = h11 h2g') por lo que 9 está en la misma clase que g' lo 
que implica que las clases laterales son disjuntas y además si z E 9 
entonces z E zH ( resp. Hz). 

Otro ejemplo importante de una partición de 9 es la partición en 

clases de conjugación. Dos elementos x e y de 9 están en la misma 
clase si x = gxg- 1 para alguna 9 E g. En este caso se puede decir 

también que x está conjugado a y. 

Es claro que dichas clases forman una partición pues si un elemento 

x se pudiese escribir como 

x = gyg-l = g' zg'-l 

para 9 y g' elementos de 9 entonces 

por lo que y está conjugado a z, es decir , las clases de equivalencia 

son disjuntas dos a dos. Además cada elemento 9 E 9 está conjugado 

consigomismo pues 9 = ege-1 por lo que cada elemento está en una 

clase de conjugación. 
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Es evidente que si un grupo es abeliano entonces sus clases de con­

jugación constan de un solo punto pues si x está conjugado a y 

x = gyg-1 entonces x = gg-ly = y. Es por esto que toda clase 

de conjugación consta de un sólo punto si y solamente si es clase de 
conjugación el centro de 9. 

Dos grupos 9 y 9' son isomorfos si existe una biyección 

w:G~G' 

que satisface que w(xy) = w(x) . w(y) para toda x, y E 9. A dicha. 
biyección se le llama isomorfismo de grupos. 

Una operación de grupos que utilizaremos más adelante es el producto 

directo. Sean 91 y 92 dos grupos. El producto directo 91 x 92 es un 
grupo que tiene como elementos a las parejas ordenadas (g, 17,) donde 

9 E 91 y h E 92 y definimos la siguiente operación entre sus elementos 

(g, h)(g', h') = (gg', hh') 

Es clara que en la primera entrada utilizamos la multiplicación de 91 
y en la segunda la de 92. Dicha operación es binaria y efectivamente 

91 x 92 es un grupo pues hereda las propiedades para serlo de 91 y 

92 de hecho el inverso de cada elemento (g,h) es (g-1,h - 1) la pareja 

de los inversos de 9 y h Y la identidad (e1,e2) es la pareja de las 

identidades de cada uno de los grupos. 

La función de 91 x 92 en 92 x 91 que a cada elemento (g , h) lo . 
manda a (h, g) es claramente un isomorfismo de grupos. 

9' ~ 9 es un subgrupo maximal de 9 si dado 9" ~ 9 tal que 9' <l 9" 

entonces 9" = 9. 
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1.2. Teoría de Gráficas 

Una gráfica G consiste en un conjunto V(G) a cuyos elementos 

llamamos vértices y un conjunto A( G) de pares no ordenados de 
vértices, a los cuales llamamos aristas. Al número de vértices en una 

gráfica se le dice orden y el número de aristas es el tamaño. Si {u, v} 
es una arista de G que se denotará por uv diremos que u es adyacente 

a v o que u es un vecino de v en símbolos u adYG v y que u y v son sus 

vértices terminales. Si A, B ~ V(G) una AB-arista (resp. AB-par) 

tiene un vértice en A y en B. Cuando existe una AB-arista diremos 
que A y B son adyacentes. U na arista cuyos vértices terminales coin­

ciden es un lazo. A lo largo de esta tesis trataremos con gráficas sin 
lazos. 

Decimos que X ~ V (G) es un conjunto independiente de G si no 
existen en G XX-aristas. Un conjunto independiente es maximal si 

al agregarle cualquier otro vértice de la gráfica deja de ser indepen­
diente. Una gráfica G es bipartita si tiene una bipartición {X, Y} , 
en conjuntos. Si además todos los XV-pares son aristas de G deci-
mos que G es una gráfica bipartita completa. Cuando G es bipartita 

completa con bipartición {X, Y} y tal que IXI = n y IVI = m se 

escribirá J(n ,m. 

La vecindad de un vértice v es el conjunto NvG = {w E V (G) : vw E 

A( G)} que será denotado simplemente por Nv cuando se entienda 

cuál es la gráfica que estamos tratando. La valencia o el grado d( v) 

de un vértice v el la cardinalidad de su vecindad. 

Una gráfica es regular si todos sus vértices tienen la misma valencia. 
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El grado mínimo de G (resp. grado máximo) se denota por 8(G) 

( resp. ~(G)) Y es la mínima ( resp. la máxima) valencia entre todos 
los vértices de la gráfica. 

U 11 isomorfismo entre dos gráficas G y H es una biyección W de 

los vértices de G en los vértices de H tal que uv E A( G) si y sola­

mente si w(u)w(v) E A(H). Cuando existe un isomorfismo entre G 
y H decimos que son isomorfas y escribimos G ::::= H. Generalmente 

trataremos a las gráficas isomorfas como iguales. Un automorfismo 

es un isomorfismo de una gráfica en si misma y el conjunto de auto­
morfismos forma un grupo con la composición de funciones . 

Sean G Y H dos gráficas, un homomorfismo (reflexivo) <I>: G ~ H 
es una función de V(G) en V(H) tal que si uv E A(G) entonces 

<I>(u)<I>(v) E A(G) ó <I>(u) = <I>(v). 

Una subclase de homomorfismos particularmente importante es la 

de los homomorfismos irreflexivos que son aquellos que no aplastan 

arista'). Es decir, si u adYG v entonces <I> ( u) =1 <I> ( v) 

Es importante notar que los isomorfismos son homomorfismos biyec­

tivos que cumplen que la inversa también es homomorfismo. 

En el Capítulo 4 trataremos con ciertos homomorfismos llamados ho­

momorfismos cubrientes ó isomorfismos locales ó cubrimiento. 

8: H ~ Ho es un homomorfismo cubriente si: 

i) e es un homomorfismo suprayectivo en vértices y aristas 

ii) 81NII : N x
H ~ Nl!° es una biyección. 

x o 
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Decimos que H es una gráfica cubriente de Ho Y que Ho es una gráfica 
cubierta por H si existe un cubrimiento de H en Ho. Como vemos un 

cubrimiento e no necesariamente es inyectivo. En el caso de que para 

cada Xo E V(Ho) existan exactamente r vértices de H, x?, ... , x~, 
tales que 8(x?) = Xo para toda O ::; i ::; r entonces decimos que e 
es un r- cubrimiento ó que H es una gráfica r-cubriente. 

Una gráfica es completa si cada dos de sus vértices son adyacentes. 

A la gráfica completa de n vértices la denotamos por Kn. El com­
plemento Ge de una gráfica G se define de la siguiente manera: 

V (Ge) = V (G) y dos vértices u, v son adyacentes en Ge si y sola­

mente si uv fJ. A( G) y u =1 v. 

H es una subgráfica de G si V(H) ~ V(G) y A(H) ~ A(G). 

La subgráfica H de G es : 

generadora Si V(H) = V(G) 

inducida si arista de G cuyos extremos son vértices de H es 

arista de H. 

Sea B ~ V(G) , denotaremos por G[Bl a la subgráfica inducida de 

G cuyo conjunto de vértices es B. 

Sea Vo ~ V(G) , G - Va denotará a G[V(G) - Vol· 

De la misma manera, si Ao ~ A( G) a la subgráfica generadora de G 

cuyo conjunto de aristas en A( G) - Ao se denotará por G - Ao. 
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Una r-factorización de G es una descomposición de G en gráficas 
conexas generadoras r-regulares (llamadas r-factores) ajenas dos a 

dos en aristas, de manera que la unión de todos los factores sea G. 

Sea G una gráfica. Un camino en G es una sucesión alternante 

(vo, al, vI,···, Vn-l, an , vn) de vértices y aristas de G donde 
vo, VI, . . . ,Vn los vértices y al, ... , an son las aristas y cada arista 

ai tiene por extremos al vértice Vi-l que le precede y al que le sigue 

( Vi)' 

Si r es un camino, la longitud de r es el número de aristas no necesari­

amente distintos que figuran en r. Si el camino tiene un sólo vértice 

entonces se dice que es nulo y tiene longitud cero. Se dice además 

que el camino r es un vovn-camino pues empieza en Vo y termina en 
Vn y dichos vértices son sus extremos. Cuando un camino comienza 

y termina en un mismo vértice se le llama camino cerrado. 

U Il camino que no repite aristas (resp. vértices) se llama paseo 

( resp. trayectoria ) Observemos que todo uv-camino contiene una 

uv-trayectoria . 

Figura 1.1: C7 
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U n paseo cuyos extremos son iguales y que no repite otros vértices 

además de los extremos es un ciclo y se denota por en si TI, es el orden 

del ciclo. 

El siguiente resultado es básico. 

Proposición 1.1. Si 6(G) 2: 2, G contiene algún ciclo. 

Si G contiene ciclos, el cuello de G, c( G) es la mínima de las longi­

tudes de los ciclos de G. Se usa también la expresión de cuello de G 
para los ciclos de longitud mínima de G. 

Sea G una gráfica. Definimos en V (G) la siguiente relación de 
equivalencia:v - '/11 si y solamente si G contiene un vw-camino. Deci­

mos que una gráfica es conexa si todos sus vértices son equivalentes. 

A las clases de equivalencia correspondientes a - se les llaman com­

ponentes conexas de G. En otras palabras G es conexa cuando tiene 

una única componente conexa. 

El siguiente Teorema es inmediato de la definición de conexidad y 
será sumamente utilizado en este trabajo. 

Teorema 1.1. Una gráfica G es conexa si y solamente si para toda 

partición {VI , V2 } de V(G), G contiene VI V2-aristas. 

Una gráfica G es r- conexa en aristas si para todo conjunto A ~ A( G) 

con IAI < r G - A es conexa. 

Si G es una gráfica conexa u, v E V(G), dc(u, v) se define como 

la mínima de las longitudes correspondientes a los uv-caminos. Esta 

función satisface: 
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i) de(u, V) ~ O Vu, V E V(G) y de(u, v) = O si y solamente si u = v. 

ii) dc(u, v) = de(v, u) (simetría) 

iii) de(u,w) + de(w, v) ~ de(11"v) w E V(G) 

Entonces de es una distancia en V ( G). 

A pesar de que existen varios tipos de productos de gráficas, en 

este trabajo trataremos solamente con el producto cartesiano o el 
producto cuadro de dos gráficas (O). Sean G y H dos gráficas. El 

producto cartesiano de G y H denotado por GOH es la gráfica donde 

V(GOH) = V(G) x V(H) y (u, v)(u', v') es una arista de GOH si y 

solamente se 11,11,' E A(G) Y v = v' Ó vv' E A(H) Y 11, = u'. Decimos 
además que G y H son factores cartesianos de GOH . 

D 
I / 

l.I 
.,.. .,.. 

Lt 

'/ r¡ 

Las funciones PI : V(GOH) ~ V(G) (resp. P2 : V(GOH) ~ 
V(H)) tal que PI(U, v) = u (resp. P2(U, v) = v). Tanto PI como P2 son 
homomorfismos reflexivos del producto sus factores cartesianos y les 

llamamos proyecciones. 
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Proposición 1.2. El producto cartesiano de dos gráficas es conexo 

si y solamente ambos factores cartesianos son conexos 

Demostmción. Sea GDH el producto de dos gráficas conexas y 

(u, v), (u' , v') dos vértices de GDH. Como las dos gráficas son conexas 

existen Tu,u' Y Tv,v' una uu'-trayectoria en G y una vv'-trayectoria en 

H respectivamente. Entonces (Tu,u" v) es una (u, v)(u' , v)-trayectoria 

y (u' , Tv,lI') una (u' , v)(u' , v')-trayectoria de GDH. Al unir dichas 
trayectorias conseguimos un (u, v)(u' , v')-camino y por lo tanto GDH 
es conexa. 

Por otra parte, supongamos que GDH es conexa. Sean u, u' E V(G) 
y v E V(H). Sabemos que existe una (u, v)(u' , v)-trayectoria que al 

proyectarla a G con PI claramente forma un uu'-camino.Se sigue que 
G es conexa. De igual manera, utilizando P2, se prueba la conexidad 

deH. O 

Corolario 1.1. Sea (u, v), (u' , v') E V(GDH). Entonces 

dcoH((u, v), (u' , v')) = dc(u, U') + dH(v, v') 

Proposición 1.3. El producto cartesiano es asociativo 

Demostmción. Mostraremos que dadas tres gráficas, G l , G2 y G3, 

(G l DG2)DG3 es isomorfa a G¡D(G2DG3). 

Claramente \Jf : V((G1DG2)DG3) ---t V(G¡D(G2DG3)), tal que 

\Jf((n1, 71,2) , 71,3) = (11,1, (11,2, U3)) para U1, 11,2 y 11,3 E V(G l ) , V(G2 ) Y 

V(G3 ) respectivamente, es un isomorfismo. 

o 
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Por la Proposición anterior podemos definir el producto cartesiano 

para más de dos factores de la siguiente manera. Sean el, ... , en 
gráfica.,. el D ... Den es la gráfica cuyos vértices son de la forma 

(VI, ... , vn ) donde Vi E V(ei ) para toda i entre 1 y n . Dos vértices 

son adyacentes si todas las proyecciones son iguales excepto una en 
la que son adyacentes. 

Claramente el D ... Den es conexa si y solamente si todos sus fac­
tores son conexos. 

Decimos que una gráfica e es prima con respecto al producto carte­

siano si e no es isomorfa al producto de dos gráficas no triviales. 

Proposición 1.4. Toda gráfica e tiene una descomposición en pri­

mos con respecto a el producto cartesiano. 

La factorización respecto al producto cartesiano no es única, pero si 

nos restringimos a la clase de las gráficas conexas si lo es [5] 



Capítulo 2 

A utomorfismos 

A pesar de que no todos los conceptos que se desarrollarán en este 

capítulo son parte de la teoría de las gráficas son verdaderamente 

importantes para el desarrollo de algunos temas de la materia y en 

particular los necesitaré para el desarrollo de esta tesis. 

2.1. Acciones de grupos en conjuntos 

Sea un conjunto no vacío X a cuyos elementos llamaremos puntos . 

Una permutación de X si es una biyección de X en X. 

El conjunto de todas las permutaciones de X forman un grupo bajo 

la composición de funciones , el grupo simétrico de X que denotaremos 

por Sx. Los subgrupos de Sx se denominan grupos de permutaciones 

de X. Si X = {l, .. . , n} entonces escribiremos Sn en lugar de Sx. 

13 
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Es bien conocido el siguiente Teorema debido a Cayley : 

Teorema 2.1. Todo grupo finito es isomorfo a un grupo de permuta­
cwnes. 

Una acción de Q sobre X es un homomorfismo de grupos 

</>: Q ~ Sx 

es decir, una función que a cada elemento --y E Q le hace correspon­

der una permutación </>('"'() de X de manera que </>('"'(--y') = </>('"'()</>('"'('). 

Frecuentemente escribiremos --y en lugar de </>( --y). Así , a lo largo del 

texto, --y(x) denotará el valor en el punto x de la permutación asoci­

ada a --y por la acción. Al referirnos a un grupo de permutaciones de 

X sobreentenderemos que actúa de manera obvia sobre X, es decir 

con </> como la identidad. 

Sea Q un grupo que actúa sobre un conjunto X y</>: Q ~ S x 
la acción. Para cada punto x en X podemos definir los siguientes 

conjuntos: 

. El estabilizador de un elemento x, en símbolos Qx, se define por 

Qx = {--y : --y(x) = x} 

. La órbita de x que se denota xg y se define como xg 
= {--y( x ) : 

--y E Q} 

Se dice que la acción </> es 
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. Fiel si el núcleo de la acción <p es la identidad o equivalentemente 

si la acción es inyectiva. 

Regular si para todo x E X Qx = 1. 

Transitiva (o que actúa transitivamente en X) cuando existe 
una única órbita. Esto ocurre si y solamente si para cada par de 
puntos x e y E X existe un , E Q tal que x = ,(y). En caso 

contrario se dice que Q actúa intransitivamente o que la acción 

es intransitiva. 

Proposición 2.1. Las órbitas correspondientes a una acción sobre 

X forman una partición de X. 

Demostración. Supongamos que xY n yY #- 0 . Probaremos que xY = 

yY . 

Sabemos que existen'l y,2 en Q tales que ,1(X) = '2(y). Entonces se 
tiene que ,(x) = ,11,2(y) para toda, E Q. Se sigue que yY ~ xY. 

Análogamente xY ~ yY . Como cada elemento de X está en una 
órbita, las órbitas forman una partición. 

o 

Proposición 2.2. Dos puntos en una misma órbita tienen estabi­

lizadores conjugados. 

Demostración. Supongamos que x e y están en la misma órbita y sea 

, E Q tal que ,(.1:) = Y se tiene ,-I(y) = x. 
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Si " E Qx entonces ,,',-1 (y) = ,,',- l,(X) = y , lo que implica que, 
,Qx,-l ~ Qy . 

Análogamente ,-lQy, ~ Qx y de allí Qy ~ ,Qx,-l , por lo tanto, 
Qy = ,Qx,-l. 

o 

Teorema 2.2. Para cada x E X , existe una biyección entre x 9 y el 
conjunto de las clases laterales izquierdas de Qx. 

Demostración. Para cada z E x 9 elegimos ,z tal que z = ' z(x) Y 

definimos 'ljJ(z) = ,zQxo Observemos que dicha función no depende 

de la elección de la ' ZO Si ,~ es tal que z = ,~(x) demostraremos que 
,~Qx = ' zQx o Es fácil ver que ,;l,~(X) = x entonces ,;1,~ E Qxo 

Si y E ,~Qx entonces existe y E Qx tal que y = ,~y = ,z,;l,~yo Se 

sigue que y E 'zQx y con esto probamos que ,~Qx ~ ,zQxo 

Análogamente como (¡~)-l,z E Qx entonces ,zQx ~ ,~Qxo 

o 'ljJ es suprayectiva por que cada clase lateral es de la forma ,Qx 

para alguna, E Q o 

. 'ljJ es inyectiva ya que si ' zQx = ,z,Qx entonces ,;l,z' E Qx es 

decir , ; l,z'(x) = Xo Por lo tanto z = ' z(.T) = ' z,(x ) = z' 

o 
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Corolario 2.1. Si 9 es finito el tamaño de cada órbita es un divisor 

del orden de 9. 

Demostración. Por el Teorema anterior sabemos que Ix 9
1 = IQI/19xl 

entonces 

o 

Sea S ~ 9. Para contar las órbitas distintas de X nos ayudará definir 
al conjunto de puntos fijos de S denotado por fix(S) como 

fix(S) = {x E X : ,(x) = x p.a ,E S} 

Cuando S está formado por un solo elemento del grupo entonces lo 

denotamos como fix(r). 

Teorema 2.3. Si 9 un grupo finito que actúa sobre un conjunto finito 

X entonces el número de órbitas distintas es 

Demostración. Consideremos el conjunto F = {(x, ,) E X x 9 : 
,(x) = x}. Sean X 1,X2, ... ,Xm las órbitas de 9 entonc.es por el 

Colorario 2.1 

m m 191 m 

IFI = ~ L 19x1 = ~ L IXil = ~191 =m·191 
1-1 xEX¡ 1-1 XEX¡ 1-1 
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Pero por la definición de fix('y) 

1.1'1 = Lfix('y) 
-rEy 

o 

Sea (1 un grupo que actúa transitivamente en un conjunto X . 

. Un subconjunto S de X es un bloque de imprimitividad de (1 si 
para todo elemento ,E (1 ,S = S o ,S n S = 0. Como (1 

actúa transitivamente es claro que los trasladados de S, es decir 
los conjuntos de la forma ,S con, E (1, forman una partición 

de X. A una tal partición se le llama sistema de imprimitividad 

de (l. Por construcción se tiene que (1 actúa en dicha partición 

de manera natural. Si (1 tiene un sistema de imprimitividad en 

X entonces se dice que (1 es un grupo imprimitivo sobre X . 

. Si la partición de X no está formada por un solo conjunto ni 
por conjuntos de un solo elemento se dice que el sistema es no 

trivial. Si (1 no tiene sistemas no triviales de imprimitividad se 

dice que es primitivo sobre X. 

Teorema 2.4. Sea (1 un grupo que actúa transitivamente sobre X. 
(1 es primitivo sobre X si y solo si (Ix es un subgrupo maximal de (1 

para todo x E X 

Demostración. Supongamos que (1 tiene un subgrupo propio Ji que 

contiene propiamente a (Ix. 
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Sea S = x'H. la órbita de x dada por 1t. Sea, E 9 y supongamos 

que S n,s i= 0. Sea y E S n,s , corno y E S se tiene que 

y = r¡( x) para alguna r¡ E 1t Y corno Y E ,S entonces existe r¡' E 1t 
tal que y = ,r¡'(x) . Se sigue que x = r¡-l(y) = r¡-l,r¡'(x) por lo que 

r¡-l,r¡' E 9x <J H por lo que, E 1t y por lo tanto S = ,S. Se sigue 

que S es un bloque de imprimitividad para 9 sobre X. 

Corno 9x está contenido propiamente en 1t entonces S contiene más 

de un punto. Sea, E 9 - 1t, se sigue que ,(x) ~ S pues de lo 
contrario existiría r¡ E 1t tal que ,(x) = r¡(x) y de allí se tendría que 
r¡-l,(.T) = X Y por lo tanto r¡-l, E 9x, lo que es imposible. 

R.ecíprocamente supongamos que 9 posee un sistema de imprimi­
tividad no trivial en X. Si S el bloque que contiene a x. Claramente 

9s = {, : ,S = S} i= 9. Sea, E 9Xl se tiene S n ,S i= 0 ya que 

x E S n ,S y entonces ,S = S . Así, E 9s y de allí que 9x ~ 9s· 
Corno S no es trivial existe y i= x y ya que 9 actúa transitivamente 

en X existe, E 9 tal que ,(x) = y. Corno, E 9s y , ~ 9x entonces 

9x <J 9s y así 9x no es maximal. 

o 

2.2. Automorfismos de gráficas 

Un isomorfismo de una gráfica G en sí misma es un automorfismo. De 

otra forma, un automorfismo es una permutación de los vértices de G 

que manda vértices adyacentes en vértices adyacentes y vértices no 

adyacentes en vértices no adyacentes. Claramente la identidad es un 
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automorfismo, la composición de automorfismos es una automorfismo 
y para cada automorfismo a la función inversa a-1 también es un 

automorfismo. Así el conjunto de automorfismos de una gráfica e 
forma un grupo, con la composición como operación, que se denota 
por Aut(e). 

En la sección anterior definimos cuándo un grupo 9 actúa sobre un 

conjunto. Ahora diremos que una acción de 9 sobre una gráfica e es 
un homomorfismo de grupos 

</J : 9 ---+ Aut( e) 

es decir, una función que a cada elemento, E 9 le hace corresponder 

un automorfismo </J(,) de e de manera que </J( "'n') = </J(, )</J( ,/). Como 
antes escribiremos, en lugar de </J(¡). 

Notemos que Aut( e) actúa en los vértices de la gráfica de una man­

era muy natural, pero también actúa en las aristas de la siguiente 

manera: a(uv) = a(u)a(v) para toda a E Aut(e). Aut(e) actúa so­

bre subconjuntos de n elementos de V (G) tomando a{ Ul, ... , un} = 

{a(u¡), ... , a(un )} y sobre el conjunto de subgráficas de e.En par­

ticular Aut( e) actúa sobre el conjunto de triángulos, de cuadrados 
etc., y en general sobre el conjunto de subgráficas isomorfas a una 

dada. 

El probLema de decidir cuándo dos gráficas son isomorfas o cuándo 

alguna gráfica tiene un automorfismo distinto de la identidad es muy 

complicado. La determinación de Aut( e) es igualmente difícil en 
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general, sin embargo, en algunos casos es simple. Por ejemplo, ca­

da permutación de los vértices de Kn es un automorfismo, es decir 

Aut(I<n) c:::= Sn. 

A continuación listaremos ciertas observaciones que utilizaré de ma­
nera frecuente. 

Observación 2.1. i) Si u es un vértice de una gráfica G ya es un 

automorfismo de G entonces el vértice v = a( u) tiene la misma 

valencia que u. 

ii) Si u e v son vértices de G y a E Aut( G), entonces 

d(u, v) = d(a(u), a(v)). 

iii) El grupo de automorfismos de una gráfica es igual al de su com­

plemento. 

Notemos que la observación i) muestra que el grupo de automorfis­

mos de una gráfica permuta a los vértices de igual valencia. 

Las observaciones anteriores simplemente se heredan del hecho de 
que las adyacencias se mantienen bajo el automorfismo y no se crean 

nuevas. 

2.3. 'fransitividad 

Diremos que una gráfica G es transitiva en vértices o simplemente 

transitiva si Aut( G) actúa transitivamente en el conjunto de los 
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vértices, esto es cuando para todo par de vértices u y v de G ex­

iste auv E Aut(G) tal que auv(u) = v. Es equivalente decir que solo 
hay una órbita de los vértices de G. 

Las siguientes propiedades interesantes que tienen las gráficas tran­
sitivas en vértices saltan a la vista. 

Observación 2.2. Toda gráfica transitiva en vértice es regular 

Esto se sigue de de la observación 2.1i) y de la definición anterior 

Observación 2.3. Sea G una gráfica transitiva en vértices, Huna 

subgráfica de G y v E V ( G). Si existen exactamente n subgráficas 

de G isomorfas a H que contienen a v entonces todo vértice w de G 
está contenido en exactamente n subgráficas isomorfas aH. 

Ejemplos de gráficas transitivas en vértices son los sólidos platónicos, 

la gráfica de Petersen, los cubos, los octaedros etc. 

Figura 2.1: La gráfica de Petersen 



2.3. TRANSITIVIDAD 23 

El siguiente ejemplo ilustra como se traduce el concepto de imprim­
itividad que vimos anteriormente, tomando al grupo como Aut(G). 

Sea Q un cubo, es fácil notar que Aut( Q) actúa transitivamente so­

hre sus vértices. Notemos que para cada vértice v de Q existe un 

único vértice v' a distancia tres, los demás vértices están a distancia 

a lo más dos . Si , E Aut(Q) y 5 = {v, v'} entonces ,(5) = 5 o 

,5n5 = 0. Así que 5 es un bloque de imprimitividad de Aut(Q). La 

partición dada por 5 está formada por cuatro conjuntos disjuntos, 

señalados en la figura 2.2 y Aut( G) actúa sobre ellos. 

Figura 2.2: El cubo ( Q3 ) 

Como dijimos anteriormente, el grupo de automorfismos de una gráfi­
ca actlÍa de manera natural en sus aristas. Una gráfica G es transitiva 

en aristas si Aut( G) actúa transitivamente en el conjunto de aristas 
de G, es decir, si existe una sola órbita de aristas. 

Que una gráfica sea vértice transitiva no implica que sea transitiva en 
aristas, por ejemplo, el circulante C7(1, 2) es vértice transitiva pero 

tiene dos órbitas de aristas. Notemos que las aristas negras están en 

una órbita diferente a las grises ya que las primeras están en don 

triángulos y las segundas solo están en uno. 

Sin embargo el que una gráfica sea transitiva en aristas tampoco 

implica que sea transitiva en vértices. Por ejemplo , las gráficas bi-
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Figura 2.3: C7 (1,2) 

partitas Kn,m completas son transitivas en aristas pero no son vértice 
transitivas a menos que n = m ya que de lo contrario Kn,m no es reg­
ular. 

Proposición 2.3. Sea G una gráfica transitiva en aristas sin vértices 

aislados. Si X no es vértice transitiva entonces Aut(G) tiene exacta­

mente dos órbitas y dichas órbitas forman una bipartición de G. 

Demostración. Supongamos que G es una gráfica transitiva en aristas 

pero no transitiva en vértices. Fijemos una arista uv de G y sea w E 

V(G) . Si a es una arista que incide con w tomando un automorfismo 

que manda a uv en a se observa que w está en la órbita de x o en la de 

y. Se sigue que existen a lo más dos órbitas y ya que G no es transitiva 

en vértices hay exactamente dos órbitas. Por otra parte, una arista 

que contiene dos vértices que están en una misma órbita no puede ser 

enviada por un automorfismo a una arista cuyos extremos pertenecen 

a distintas órbitas. Luego las órbitas forman una bipartición de los 

vértices. 

o 
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La siguiente gráfica muestra una gráfica regular que es transitiva en 
arista..<; pero no es vértice transitiva. 

2.4. Gráficas de Acción y gráficas de Cayley 

Una gráfica de acción A(Q,X,S) de un grupo 9 actuando en el con­

junto X relativa a un subconjunto S de 9 distinto del vacío y cerrado 
por inversos S = S-l se define de la siguiente manera. Los vertices 

son los elementos del conjunto X y dos vértices u y v son adyacentes 
si y solamente si u = (1X para alguna (1 E S 

Otra gráfica parecida a esta es la gráfica de Cayley e ay(Q, S) , donde 

9 es un grupo y S es un subconjunto de G tal que S no contiene a 
la identidad del grupo y si (1 E S entonces (1-1 E S. Los vértices de 

la gráfica son los elementos de 9 y las aristas son de la forma v(rv) 

donde v E 9 Y r ES. 

Al pedir que la identidad no esté en S impedimos que se formen 

lazos en la gráfica y si no se cumpliera que S es cerrado bajo inversos 
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entonces el resultado sería una digráfica. 

Notemos las dos gráficas antes mencionadas nos brindan información 

sobre los grupos pero también cómo actúa el grupo en dichas gráficas 
enriquece el conocimiento sobre su estructura. 

Una gráfica es cayliana si es isomorfa a una gráfica de Cayley 

Proposición 2.4. Toda gráfica de Cayley G = Cay(g, S) es vértice 
tmnsitiva. 

Demostmción. Sean "Y E 9 Y 'P"( la función que cumple que para todo 

TI E V (G) se cumple que 'P"(( TI) = TI,. Esta es una permutación de los 
vértices de G que si TI' E V ( G) 

(TI' "y) (TI"Y) -1 = TI' "Y"Y- 1T1- 1 = TI' TI-1 

Entonces TI'Y adYG TI' "Y si y solamente si TI adYG TI' y por lo tanto 'P"( es 
un automorfismo de G. Entonces todas estas permutaciones forman 
un subgrupo de Au.t(G) isomorfo a g. Este grupo actúa transitiva­

mente en los vértices de G ya que para dos vértices cualquiera "Y y TI 
existe un automorfismo 'PT1r¡ que manda a "Y en TI. 

o 

Sin embargo existen gráficas vértice transitivas que no son gráficas 

de Cayley. Un ejemplo de estas es Petersen ya que ZIO y DIO son los 
únicos dos grupos de orden 10 y sus gráficas de Cayley son isomorfas 

a M5 o a C5 DP2 . 



Capítulo 3 

Subafinaciones y afinaciones 

El conocimiento de la forma en que actúa el grupo de automorfismos 

en una gráfica proporciona a menudo una información de su estruc­

tura. Esta información puede ampliarse de manera relevante si se 

consideran las acciones de algunos subgrupos de Aut(G) en G. En 

este capítulo estudiaremos cierta clase de automorfismos que sólo ex­

isten en gráficas con mucha estructura y veremos que esta estructura 

tiene que ser mucho más rígida cuando el grupo generado por dichos 
automorfismos actúa transitivamente en la gráfica. 

3.1. Primeras definiciones y resultados 

Sea G = (V, A) una gráfica, (J un automorfismo de G y b un entero 

positivo decimos que: 

• (J es b- subafín de G ( b-subafinación de G ) si para todo vértice 

27 
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v de G 
d(v, (J(v)) ::; b 

. (J es b- superafín de G ( b- superafinación de G ) si para todo 

vértice v de G 

d(v, (J(v)) 2: b 

. (J es b-afín de G ( b-afinación de G ) si es una b-subafinación y 

una b-superafinación, es decir si para todo vértice v de G 

d(v, (J(v)) = b 

Cuando b = 1 diremos simplemente que (J es un automorfismo sub­

afín (ó subafinación); un automorfismo superafín (ó superafinación) y 

un automorfismo afín (ó afinación) respectivamente. Notemos que las 

afinaciones son precisamente las subafinaciones que no dejan vértices 

fijos . A las 2- superafinaciones se les ha llamado coafinaciones pues 
una afinación de G induce una coafinación en su complemento. Estas 

gráficas fueron utilizadas en [8] y [9] en el estudio de gráficas iteradas 
de clanes. 

Denotaremos por Sb(G) (resp. Sb(G), resp. Sb(G)) al conjunto de 

subafinaciónes (resp. superafinaciones, resp. afinaciones) de G. El 
subgrupo de Aut( G) generado por Sb(G) (resp.Sb(G), resp. Sb(G)) 
será denotado por Autb(G) (resp. Autb(G) , resp. Autb(G)). 
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Proposición 3.1. Los conjuntos Sb(G) , Sb(G) y Sb(G) son cer­
rados bajo conjugaciones y por tanto Autb(G) , Autb(G) y Autb(G) 
son subgrupos normales del grupo de automorfismos de G. 

Demostración. Supongamos que a y')' son automorfismos de G, a E 

Sb(G) ( resp.Sb(G) , resp. Sb(G)) y p = rar-1. Sea x un vértice 

de G y tómese y tal que x = r(y) p.a y E V(G) . Se tiene que 

p(x) = p(r(y)) = rar-1r(y) = ra(y) 

y como r preserva distancias 

d(.r , p(x )) = d(r(y) , r(a(y)) = d(y, a(y)) (resp. 2: b, resp. = b ). 

O 

Proposición 3.2. Sea G una gráfica conexa de orden al men08 3 que 
tiene un automorfismo subafín (resp. afín) distinto de la identidad . Si 
G no es un ciclo, entonces tiene cuello 3 04 (resp. tiene cuadrados) . 

Demostración. Sea a E Sl(G) no trivial y Uo E V(G) con a(uo) =1= Uo 
y C = {uo, .. . ,um } donde Ui+l = a( Ui) Y Um = Uo la órbita de Uo 
bajo a . 

Caso 1. m = 2 

Existe z E V(G)\C vecino de Ui E C. Entonces G[{z, Ui , a(ui), a(x)}] 
es un trángulo o un cuadrado dependiendo de que a(z) = z o 

a(z ) ::1 z. 
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Caso 2. m 2: 3 

Si C = V(G) entonces existe una arista UiUj de G con j =1 
i - 1, i + 1 Y G[{ Ui, Ui+l, Uj+1, Uj}] es un cuadrado. Por último 

si C =1 V(G) existe z E V(G)\C vecino de 1Li E C que cumple 

con que G[{z, ui, O'(Ui), O'(z)}] es un triángulo o un cuadrado 

dependiendo de que O'(z) = z o O'( z ) =1 z. 

o 

Proposición 3.3. Si G es una grájica conexa sin triángulos y O' un 
automorjismo subafín de G distinto del trivial entonces O' es afín. 

Demostración. Supongamos que la afirmación no es cierta, que en 

verdad existe una gráfica G sin trángulos con un automorfismo O' no 

afín y distinto del trivial. Entonces definimos la siguiente coloración 

de los vértices: 

t(x) = { rojo si 
azul SI 

x adYG O'(x) 
x = O'(x) 

Esta coloración representa una bipartición de los vértices de G conexa. 

Entonces existe 'uv arista de G con u rojo y v azul. Por ser O' auto­

morfismo subafín 

v adYG O'(v) y O'(v) adYG O'(u) = u 

Por lo tanto G contiene el triángulo u, v, 0'( v ) lo cual contradice la 

hipótesis. 

o 
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3.2. Transitividad 

Una arista de G es subafinmente recorrible ( resp. afinmente recorri­

ble) si existe algún automorfismo subafín (resp. afín) que mande uno 

sus extremos en el otro. 

La gráfica de recorribilidad subafín S R( G) (resp. recorribilidad afín 

AR( G)) es la subgráfica generadora de G cuyas aristas son las sub­

afinmente recorribles (resp. afinmente recorribles). 

Entonces decimos que G es subafín-transitiva ( resp. afín-transitiva) 

si para todo par de vértices en la gráfica u y v existe una suce­

sión de automorfismos subafines (resp. afines) 0'1,0'2, ... O'k tal que 

0'10'2 . . 'O'k(U) = V. Es claro que una gráfica es subafín-transitiva 
(resp. afín-transitiva) si A,ut1(G) (resp. Aut1(G)) actúa transitiva­

mente en los vértices de la gráfica. 

Debe notarse que si un subgrupo de Aut( G) actúa transitivamente 
en G , entonces Aut( G) también actúa transitivamente. Esto es, si 
una gráfica es subafín-transitiva (resp. afín-transitiva) entonces en 
particular también es vértice transitiva, lo cual implica que las gráfi­

cas vértice transitivl'!B contienen a las subafín-transitivas (resp. afín­
transitivas.) y dicha contención es propia. Se ha demostrado por ejem­

plo que la gráfica conexa más pequeña vértice transitiva que no es 

subafín-transitiva ni afín-transitiva es Petersen. 

Proposición 3.4. G es subafín-transitiva (resp .afín-transitiva)si y 

solo si SR(G) (resp AR(G)) es conexa. 
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Demostración. Si G es subafín-transitiva (resp. afín-transitiva) para 

cada par de vértices u y v de G existen k automorfismos subafines 

de G (resp. afines) que cumplen que 0'10'2 ... O'k(U) = v para alguna 

k ~ 2. 

Entonces {u, O'k( u), O'k-¡O'k( u), ... , 0'10'2 ... O'k( u) v} es un 
uv-camino en SR(G) (resp. AR(G)). 

Recíprocamente si SR(G) (resp. AR(G)) es conexa entonces para 

todo par de vértices u y v de SR(G) (resp. AR(G)), que también 
son vértices de G, existe una uv trayectoria u = XO, Xl, ... ,Xs = v en 

SR(G) (resp. AR(G)). Sea O'i subafinación (resp. afinación) tal que 

O'i(Xi) = Xi+l· Se tiene que O's ... O'I(U) = v y por lo tanto G es 
subafíll-transitiva (resp. afín-transitiva). 

o 

Teorema 3.1. Sean G y Go dos gráficas. Si p : G ---t Go es un 
cubrimiento y Ó una subafinación (resp. afinación) de Go. Entonces 
la función J (resp. afín) de G definido por p o J = ó o p es una 
subafinación de G siempre que para cada cuadrado Co de Go p-I(CO) 

sea también un cuadrado. 

Demostración. Si xy E A(G) entonces p(x)p(y) E A(Go). Se sigue 
que óp(x)óp(y) E A(Go). Se tiene que {p(x),p(y), Óp(.T) , óp(y)} forma 

un cuadrado por lo que {x, y, J(x), J(y)} es un cuadrado. Entonces 

J(x) adYG 6(y). 

o 



3.2. TRANSITIVIDAD 33 

Observación 3.1. Si uves una arista subafinmente recomble (resp. 

afinmente recomble) entonces existe un apariamiento entre Nu y Nv . 

Sea G una gráfica finita no isomorfa a P2 entonces se tienen los 
siguientes resultados sobre la estructura de G 

Proposición 3.5. Si uves un puente de G entonces uv no es sub­

afinmente recomble (resp. afinmente recorrible). 

Demostración. Sea uv un puente de G. Si uv fuera subafinmente 
recorrible existiría (J E Aut(G) tal que (J(u) = v. Ya que G - uv tiene 

dos componentes conexas y como G no es isomorfa a P2 , alguna de 

esas dos componente que denotaremos por H tiene cardinal al menos 

dos y sea H' la otra componente. Podemos asumir que u E V(H), de 
donde (J(H - {u}) e H, puesto que (J es subafín. Como (J(w) = '11, 

cuando W es un vecino de u en G - uv entonces u E (J(H - {u}). Sea 

w' E V(H) - (J(H - {u}) claramente W rf. (J(G) ya que (J(H') ~ H', 

lo cual contradice que (J es una biyección. 

o 

Corolario 3.1. Si G tiene un puente entonces no es subafín-transitiva. 

Demostración. Sea uv un puente de G. Entonces SR(G) ~ G - uv 

entonces S R( G) no es conexa. 

o 

Proposición 3.6. Si G tiene un vértice v de corte entonces para todo 

automorfismo subafín (J de G se tiene que (J( v) = v. 



34 CAPÍTULO 3. SUBAFINACIONES y AFINACIONES 

Demostración. Sea w = a(v) y supongamos que w =1 v. Sea H la 

componente de G - {v} que no contenga a w. Si z es un vecino 

de v en H entonces a(z) = v por lo que a(H) e H y como en la 

demostración de la Proposición 3.5 , H contiene un vértice que no 

está en la imagen de G bajo a, lo que es imposible. O 

Corolario 3.2. Si G es subafín-transitiva entonces G no tiene vértices 

de corte. 

Observación 3.2. Si una gráfica tiene vértices de corte entonces no 

tiene afinaciones y por lo tanto no puede ser afín transitiva. 

Proposición 3.7. Sea G una gráfica y Huna subgráfica de G r­

conexa en aristas. Si el número de aristas de G con un vértice en 

(H) y el otro en V(G) - V(H) es a lo más r, entonces G no es 

subafín-transitiva. 

Demostración. Supongamos que G es subafín-transitiva, entonces ex­

iste uv subafín recorrible tal que u E V(H) y v ft V(H). Entonces 

a(V(H)) n V(H) =1 0 y a(V(H)) n V(G) - V(H) =1 0. Entonces el 

conjunto de aristas con un vértice en H y el otro en G - H es de 

corte de G[a(V(H))] ~ H Y su cardinalidad es menor que r. Se sigue 

que H no es r- conexa, lo que contradice la hipótesis. 

o 

Notemos que así como definimos la subafín-transitividad podemos 

definir la b-subafín transitividad cuando Autb( G) actúa transitiva­

mente en G. Es decir, G es b-subafín-transitiva si para todo par de 

vértices u y v existe una sucesión 0'1,0'2, ... , ak de automorfismos 

b-subafines tales que 0'10'2 .. . ak ( u) = v . 
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Proposición 3.8. Si G tiene un grupo de automorfismos primitivo y 

un automorfismo b-subafín distinto del trivial entonces G es b-subafín­
transitiva. 

Demostración. Sabemos por ( 3.1 ) que Autb(G) es un subgrupo no 

trivial y normal de Aut(G). Como Aut(G) actúa primitivamente en 

G por la Proposición 2.4 Autb( G), actúa transitivamente en G y por 

lo tanto G es b-subafín-transitiva. 

o 

Es interesante observar que si G y H son dos gráficas entonces 

Aut(G) y Aut(H) actúan en GOH como sigue 

Sean a E Aut(G) y"'( E Aut(H) .Definimos 

aOidH y ideO"'( E Aut( GOH) 

de modo que (aOidH)(u, v) = (a(u), v) y (ideO"'()(u, v) = (u, ",((v)) 
para todo (u, v) E V(GOH) . Para abreviar, escribiremos al en lugar 

de aOidH y "'(2 en lugar de ideO"'(. Entonces la acción <PI (resp. <P2) 

de Aut(G) (resp Aut(H)) sobre GOH es aquella que cumple que 

<p1(a) = al (resp. <p2h) = "'(2) . 

Sea <p: G ~ GOH un isomorfismo. Diremos que un automorfis­

mo b E Au,t( G) es cartesiano con respecto a <p, G y H si <pb<p-1 = al 
o <pb<p-1 = "'(2 para alguna a E Aut(G) 0'Y E Aut(H). Si b no cumple 

con lo anterior, diremos que dicho automorfismo no es cartesiano con 

respecto a <p, G y H. 
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La demostración de la siguiente Proposición es directa. 

Proposición 3.9. Si a es una subafinación (resp. afinación) de G 
Y"I es una subafinación (resp. afinación) de H entonces al Y "12 son 

subafinaciones (resp. afinaciones) de GDH. 

Proposición 3.10. SR(G)DSR(H) ~ SR(GDH) 

Demostración. Sea (u,v)(u', v') E A(SR(G)DSR(H)) entonces 

Caso 1. Si uu' es una arista de S R( G) Y v = v' entonces uu' es una 

arista de G y existe un automorfismo a subafín de G tal que 

a(u) = u'. Por lo tanto (u, v)(u', v') es una arista en GDH y 

al(u, v) = (u', v') 

Caso 2. Si u = u' y vv' es una arista de SR(H) entonces vv' es una 

arista de H tal que existe un automorfismo "1 subafín de H tal 

que "1 ( v) = v'. Por lo tanto (u, v) (u', v') es una arista de GDH 

y "I2(U, v) = (u', v') 

o 

Si en la demostración anterior sustituimos AR por SR entonces de­

mostramos también que 

Proposición 3.11. AR(G)DAR(H) ~ AR(GDH) 
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Proposición 3.12. Si G y H son subafín-transitivas(resp. afín-transitivas) 
entonces GDH es subafín-transitivo (resp. afín-transitivo.) 

Demostración. SR(G) y SR(H) son conexas por la Proposición 3.4 
Entonces S R( G) O S R( H) es conexa y ya que 

SR(G)DSR(H) ~ SR(GDH) (prop. 3.10) 

SR(GDH) es conexa y por lo tanto GDH es subafín-transitivo. Pro­

cediendo análogamente y con el auxilio de las proposiciones (3.4 y 

3.11) se obtiene que GDH es afín-transitivo. 

o 

A continuación introduciremos otros conceptos de transitividad más 

fuertes que la subafín-transitividad y la afín-transitividad. 

Diremos que G es fuertemente subafín-transitiva (resp. fuertemente 

afín-transitiva) si para cada par de vértices adyacentes u y v en G 

existe al menos un automorfismo subafín (resp. afín) auv tal que 

auv(u) = v . 

Observemos que SR(G) (resp. AR(G)) es G si y solamente si G es 
fuertemente subafín-transitiva (resp. fuertemente afín-transitiva). 

Diremos que G es unívocamente subafín-transitiva ( resp. unívo­

camente afín-transitiva) si para cada par de vértices u y v adya­

centes en G existe un único automorfismo a subafín (resp. afín ) 

tal que a(u) = v. Observemos que toda gráfica unívocamente sub­

afín-transitiva ( resp. unívocamente afín-transitiva) es fuertemente 
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subafín-transitiva (resp. fuertemente afín-transitiva). 

3.3. Gráficas de vecindad constante 

Una gráfica G es localmente H si la gráfica inducida por los vecinos de 

cada vértice es isomorfa a H.Como ejemplo de estas gráficas tenemos 

a las gráficas completas Kn que son localmente K n- 1; al octaedro, 0 3, 

que es localmente C4; al cubo que es localmente tres copias de Kl. 

Se dice que una gráfica es de vecindad constante si es localmente H 

para alguna H dada. 

En lo que sigue supondremos siempre que las gráficas mencionadas 
son conexas. 

Notemos que si IV(H)I = n entonces G es una gráfica regular de 
grado n. Una subclase de las gráficas de vecindad constante es el de 

las gráficas transitivas en vértices. Esta última contensión es propia: 

la siguiente gráfica es localmente tres copias de K 1 Y no es vértice 

transitiva pues los vértices grises están en tres pentágonos y los demás 

en dos. 

Como hemos visto a lo largo de este capítulo las gráficas subafín­

transitivas (y por lo tanto las afín-transitivas) son transitivas en 

vértices. Por ello las gráficas de vecindad constante son de interés 

para el estudio de las sub afín-transitivas . 

Para los fines de esta tesis estudiaremos son las gráficas de vecindad 
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Figura 3.1: Gráfica de v. c. no transitiva 

constante de grado a lo más cuatro que utilizaremos para clasificar 

las gráficas subafín-transitivas cúbicas y 4-regulares. 

o I Observación 3.3. La única gráfica localmente 

Kn es Kn+l. Sea G una gráfica localmente K n, 

luego, para todo vértice v de G G[Nvu{v}] ~ 
Kn+l Y como Kn+l es localmente Kn se tiene 

que G ~ Kn+l 

o K 2 es la única gráfica regular de grado 1 y por lo tanto la única 
o gráfica localmente K l. Para que una gráfica sea de vecindad 
KC 

2 

constante de grado 2 tiene que ser localmente K 2 Ó localmente 

K!j. En el primer caso, G es un triángulo. En el segundo caso, G es 

un ciclo en de longitud n 2:: 4. 
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o 

o o 

o 

0---0 

CAPÍTULO 3. SUBAFINACIONES y AFINACIONES 

Ahora empezaremos a estudiar las gráficas de 

vecindad constante de grado 3. Hay cuatro 

gráficas no isomorfas de grado 3 : K3 , Ka, 
P3 y K 2UK1 Por la observación 3.3, la única 

gráfica localmente K3 es K4. Existen muchos 

ejemplos de gráficas localmente Ka, entre el­

los, esté el cubo (Q3) (figura 2.2), la gráfica de Petersen (figura 2.1) y 
el dodecaedro (3.2), entre otras. Más adelante probaremos que no ex­
isten gráficas localmente P3 . Finalmente K 30K2 (3.3) es localmente 

K 2uK1. De hecho, es bien conocido el siguiente resultado: 

Figura 3.2: El Dodecaedro 
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Proposición 3.13. Sean G y G' gráficas localmente H y H' respec­

tivamente. Entonces GDG' es una gráfica localmente H U H'. 

Demostración. La vecindad de un vértice (u, v) en GDG' es la unión 

disjunta de los siguientes conjuntos de vértices: A = {(u', v) : u' adYGu} 
y B = {(u, v') : v' adYGI v}. Se sigue de la definición de produc­

to cartesiano, que no hay aristas entre A y B y es fácil ver que 

(GDH)[A] ~ G[Nu] ~ H y que (GDH)[B] ~ G[Nv] ~ H'. 

o 

Proposición 3.14. No existen gráficas localmente P3. 

Demostración. Sea G una gráfica localmente P3 . Sea v E V (G) y 

W E Nv tal que w tiene valencia 1 en G[Nv]. Como G es cúbica 
entonces 111 tiene un vecino w' que no está en la vecindad de v. Sea 

u el único vértice adyacente a v que tiene valencia dos en G[Nv ]. 

N otemos que para que w tenga una vecindad isomorfa a P3 entonces 

w' es adyacente a v o a u, lo cual es imposible pues dichos vértices 

ya tienen la valencia completa. 

o 

Ahora analizaremos a las gráficas de vecindad constante de grado 4. 
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[] Proposición 3.15. La única gráfica localmente G4 es 0 3 

Demostración. Sean G una gráfica localmente G4 , v E V(G) y 

(VD, VI, V2, V3, VD) el cuadrado inducido por Nv = {VD, VI, V2, V3}. Sea w 
el otro vértice de VD. Debido a que G[v, VI, v3, w] ~ G4 entonces w es 

adyacente a v¡ y a V3. De la misma forma v, VD, V2, W que son adya­
centes a V3 tienen que inducir un cuadrado en G. Así, V2es adyacente 
a w. Por lo tanto G ~ 0 3 O 

n Proposición 3.16. Si G es localmente P4 entonces G ~ Gn (1, 2) 

para n 2:: 7. 

Demostración. Sean G una gráfica localmente P4 y V un vértice de 

G. Diremos que w E Nv es un vértice central (resp. extremo) para V 

si w tiene valencia 2 (resp. 1) en G[Nv]. Podemos ver en la figura 3.3 

que los vértices extremales de un vértice no pueden ser adyacentes. 

Es inmediato que si w es un vértice central de V entonces V es vértice 

central de w. Para probar esto, sean W¡ y W2 los vértices adyacentes 

a w y a v (véase en la figura ). Entonces v tiene valencia 2 en G[Nv ]. 

Sea H la subgráfica generadora en G tal que u,v E A(H) si y sola­

mente si u, y v son vértices centrales el uno para el otro. H es una 

gráfica regular de grado 2 puesto que cada vértice tiene dos vértices 

centrales y por lo tanto es una unión disjunta de ciclos. 
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Caso 1. Existe 0= (Co, ... ,en, c.-()) un ciclo de H de longitud por lo menos 
4. 

Para cada vértice Ci , Ci-lCi E A(G) (tomando i módulo n), pues 
son vértices centrales para Cí. Luego O induce en G una gráfica 

regular de grado 4. Como G es conexa entonces G ::: On(1,2) 
para n ~ 7 

Caso 2. Todos los ciclos de H tienen longitud 3. 

Sean Tv Y TUI dos triángulos adyacentes en G, es decir, vw E 

A(G) para alguna v E Tv y w E TUI' Como w es un vértice 
extremo para v entonces, existe c( v) un vértice central para v 

adyacente a w. Notemos que tanto v como w son vértices ex­

tremos para w y son adyacentes, lo cual es imposible. 

o 

Finalmente, como en el caso de las gráficas cúbicas, existen ciertas 
gráficas H regulares de grado 3 con las que no se pueden obtener 
gráficas localmente H. Se probó en [4] que el problema de dada una 
gráfica H saber cuando existe una gráfica localmente H en la familia 

de todas las gráficas es idecidible. 
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Proposición 3.17. No existen gráficas localmente H donde 

ii) H ~ K¡,3 

iii) H ~ GI5 

iv) H ~ GI7 

Demostración. i) Sea G una gráfica localmente P3úK¡. Sea {w, u, z} 
los vértices de la vecindad de v E V(G) que forman un P3 en G[Nv ] 

y tales que uw, wz E A(G). Sea Uf el otro vértice de N u que no es 

su vértice aislado. No puede ser Uf el vértice aislado de v pues u es 
vecino de v. Así que {v, w, Uf} forman una trayectoria de orden 3 en 

G[Nu ]. Lo cual no es posible pues los vértices u',u,v,z forman una 
trayectoria del orden 4 en la vecindad de w. 

Para demostrar ii) supongamos que existe una gráfica G localmente 

K¡,3. Sean v un vértice de G y u el único adyacente a v con valencia 

3 en G[Nv] y w E V(G) alguno de los vértices adyacentes a u y 
a v , w tiene dos vértices tiene dos adyacentes W¡ y W2 tales que 

G[{v,U,W¡,W2}] ~ K¡,3 así que tanto W¡ como W2 son adyacentes a 

u, lo cual es imposible pues u ya tenía valencia 4. 

iii) Sean G una gráfica localmente GI5 , v E V(G) y w y u los 

vértices de valencia 3 y 1 respectivamente en G[Nv]. Sean u¡ y U2 los 

vecinos de u distintos de v y w. Entonces G[{ U¡, U2, w}] ~ K3, lo cual 
es imposible pues w tiene completa su vecindad. 
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Finalmente demostraremos iv) suponiendo que hay una gráfica G que 

es localmente G17. Sean u y w los vértices de valencia 3 en G[Nv] y 

z un vértice de valencia 2 en G[Nv]. 

El triángulo G[{ u, v, w}] está contenido en G[Nzl y no puede exten­
derse a una copia de G17 pues las valencias de u y w están completas. 

o 



Capítulo 4 

Automorfismos subafines 

4.1. Gráficas subafín transitivas 

Proposición 4.1. Toda gráfica G transitiva en aristas que tiene una 

subafinación no trivial es fuertemente subafín-transitiva. 

Demostración. Si G tiene un automorfismo a subafín no trivial en­

tonces existe un vértice v adyacente a su imagen a( v) . Sea uw una 
arista de G arbitraria; ya que G es transitivo en aristas, existe un 

autoIIlorfismo p que manda la arista va (v) en uw. Podemos suponer 
que p(v) = u y pa(v) = w. El automorfismo T = pap-l manda u en 

v . Sea x un vértice de G como a es subafín se tiene 

Se sigue que 

47 
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x = T(X) o x adYG T(X) 

y por lo tanto T es una subafinación. 

o 

Teorema 4.1. Una gráfica G es fuertemente subafín-transitiva si y 

solamente si es isomorfa a una gráfica de acción A(g, X, S) donde 

g actúa transitiva y fielmente en el conjunto X y S genera g y es 
union de clases de conjugación en g. 

Demostración. Supongamos que G es fuertemente subafín-transitiva. 
Si X es el conjunto de vértices de G, S = S1(G), g = Aut1(G). 

Entonces A(g, X, mathcalS) cumple que: 

1. g actúa transitivamente en X pues en particular G es subafín­
transitiva y actúa fielmente pues dos automorfismos distintos 
actúan de forma distinta. 

2. Por construcción S genera a g 

3. Sabemos que si a es una automorfismo sub afín de G entonces 
a- 1 también lo es.Por lo que S es cerrado bajo inversos. 

4. S es union de clases de conjugación por la Proposición 3.1. 

Recíprocamente. Sea G = A(g, X, S). Si g es un grupo que actúa fiel 
y transitivamente en los vértices de G entonces (por el Capítulo 2) es 
isomorfo a un subgrupo de automorfismos de G. Además si a E S y 
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x E X entonces cuando a(x) =1= x y por definición de gráfica de acción 

a(x) adYG x se sigue que S es isomorfo al conjunto de subafinaciones 

de G. Como 9 es el generado por S y actúa transitivamente en X 
entonces G es subafín-transitiva. 

o 

4.2. Gráficas cúbicas subafín-transitivas 

En esta pequeña sección lo único que demostraremos es el Teorema 

que caracteriza a las gráficas cúbicas subafín-transitivas. Recordare­
mos que Mn denota a una banda de M6ebius, la cual, se obtiene del 

ciclo C2n agregando una arista entre cada par de vértices opuestos. 

Teorema 4.2. Si G es una gráfica cúbica y subafín-transitiva en­

tonces 

i) G c::= Mn con n 2': 2 ó 

ii) G c::= Cn OP2 con n 2': 3 

Demostración. Como G es subafín-transitiva y no es un ciclo, en­

tonces por la Proposición 3.2 G tiene cuello 3 ó 4 

Caso 1. G tiene cuello 3 

Supongamos que existe un vértice v que está en dos triángulos. 

Como G es cúbica entonces los dos triángulos deben compar­

tir una arista y así G es localmente C3 Ó localmente P3. En 
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la Proposición 3.14 demostramos que no existen gráficas lo­

calmente P3' Por otra parte, si G es localmente C3 entonces 
G ~ K4 ~ M 2. Supongamos que todo vértice v está en un 
único triángulo Tv . Sea T un triángulo en G. Como G es sub­
afín-transitiva existe una arista vw subafínmente recorrible con 

v en T y w fuera de T (luego T = Tv ). Sea a un automorfismo 
subafín tal que a(v) = w. Por ser automorfismo tiene que ocurrir 

que a(Tv ) = Tw . Sean VI, V2 los otros vértices de Tv , W¡ = a(v¡), 
W2 = a(v2)' Como a es subafín W¡V¡, W2, V2 E A(G). Por lo tanto 
G ~ C3DP2 . 

Caso 2. G tiene cuello 4 

2.1 Cada vértice de G está en un único cuadrado. 

Sea e un cuadrado de G. Como G es subafín-transitiva entonces 

SR(G) es conexa. Luego existe vw E A(SR(G)) tal que v E e y 
W tt c. Sea a un automorfismo subafín tal que a(w) = v y sean 
W¡ y W2 los otros vecinos de w. Ya que G no tiene triángulos, 
W¡ y W2 no son vecinos de v así que a(w¡) y a(w2) son vecinos 
de v y al menos uno de ellos, digamos a(w¡) es vecino de v. 

Así {v, w, W¡, a(wl)} induce otro cuadrado que contiene a v, lo 
cual contradice la hipótesis. 

2.2 Cada vértice está en exactamente dos cuadrados. 

Para cada vértice v de G existe un único vértice v' E Nv tal que 
la arista vv' está en exactamente dos cuadrados . Las aristas 

de la forma vv' forman un 1-factor de G cuyo complemento en 
G es un 2-factor ~ H. Si H es un ciclo (obviamente hamilto­

niano) entonces alguna de las aristas de H (yen consecuencia 

todas) tiene que ser subafínmente recorrible. Se sigue que G 
es un circulante de grado 3 y por lo tanto, G ~ Mn . Si H es 
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union disjunta de ciclos, al menos dos, sea e = {vo, Vi,· .. ,Vn } 

uno de ellos. Ya que SR(G) es conexa existe una arista VV' sub­

afín recorrible con V E e y Vi ti. e. Supongamos, sin perdida 

de generalidad, que V = Vo . Por construcción vo, vb está en dos 

cuadrados (Vi = vb). Si a es una subafinación con a(vo) = vb , 
a manda e em e' = {vb, vi, . . . ,v~} de H y se satisface que 

a( Vi) = v~. Se sigue que G ~ Cn OK2. 

2.3 Todos los vértices están en exactamente tres cuadrados. 

En este caso G contiene a una subgráfica H isomorfa a las gráfica 

de la figura siguiente. En H todos los vértices salvo Vi y V2 tienen 

la valencia completa. Si ViV2 E A(G) , entonces G ~ C40K2 . De 

lo contrario, como la gráfica de recorribilidad subafín es conexa, 

existe una arista subafínmente recorrible ViV' con Vi ti. V(H) 
i E {l, 2} lo que es imposible por la observación 3.1. 

o 

VI 
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4.3. Gráficas 4-regulares subafín-transitivas 

Lema 4.1. La única gráfica subafín-transitiva y localmente 2K2 es 
C30C3 

Demostración. Sea G una gráfica localmente 2K2 subafÍn-transitiva 
y T uno de sus triángulos. Existe una subafinación a de G tal que 

a(T) 1= T. supongamos que a(T) n T 1= 0 y sea Xo E V(G) tal 

que a(xo} = Yo f/. T, a(w) adYG Yo para todo w E V(G) vecino de 
Xo. Además a( w) 1= w pues de otro modo,G[Nxol contendría una 
trayectoria de orden 3. 

Se sigue que a( w) = Xo ó a( w) f/. T. Sean Xl, X2 E T tales que 

aXI = Xo Y a(x2) = Y2 f/. T . Como Xl adYG X2 entonces Xo adYG Y2 , 
lo cual es imposible pues G[Nxol tiene una trayectoria de longitud 3. 

Así que a(T) n T = 0. Sea Yi = a(xd i = 0,1,2. Ya que un automor­

fismo manda triángulos en triángulos G[{yo, YI, Y2}l ~ C3 . Entonces 

Tu a(T) induce en G una subgráfica H isomorfa a C30K2. 

Además existen los vértices Zo, Zl Y Z2 tales que G[{Zi, Yi, xdl es un 

triángulo y además Zi 1= Zj si i 1= j pues de otra forma G[NzJ ~ C4 . 

Existe un automorfismo subafín a' que manda un vértice de H en 

un vértice de G - H. Sin pérdida de generalidad podemos suponer 

que a'(xI) = Zl. Procediendo como al principio y tomando en cuenta 

que las vecindades de Yi está completa para i = 0, 1, 2, se sigue que 

G[{zo , Zl, zdl ~ C3 y por lo tanto G ~ C30C3 

o 
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Lema 4.2. Si una gráfica subafín-transitiva G contiene como gráfica 

inducida a una copia de K 3,3 entonces 

Demostración. Supongamos que G tiene una subgráfica inducida H 

isomorfa a K 3,3. Como H es una gráfica bipartita, entonces exis­

ten dos subconjuntos X e Y independientes maximales tales que 

X U Y = V(H). Sea a una subafinación tal que a(V(H)) =1- V(H). 
Sea s = la(V(H)) n V(H)I . 

Es inmediato ver que s < 6 ya que a(V(H)) =1- V(H) 

Afirmación 1. Si s > O entonces s 2: 4 

Demostración. Si s > O , existe Xo E V(H) tal que a(xo E V(H)) . 
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que Xo E X y que por 

lo tanto Nxo n V(H) = Y. 

Caso 1. a(xo) = xo. 

Se tiene que a(Nxo ) = N xo' Como G[NxoJ es acíclico, las órbita" 

de a en G[NxoJ son de longitud a lo más 2 y ya que Y es un 

conjunto independiente, existen Yo , Yl E Y tales que O"(Yo) = Yo 
y a(YI) = YI. Además G[Nyo n NyJ es acíclica e invariante bajo 
O" y como antes, se sigue que existe Xl E X distinto de .'Eo tal que 

a(xr) = Xl· 
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Caso 2. a(xo) = Yo E Y. 

a(Y) ~ X como Yo tiene un sólo vecino fuera de H se sigue 

que la(Y)1 2: 2 es decir, existen dos vértices V', y" E Y tales 

que a(y'), a(y") E V(H). Sustituyendo Xo por y' se tiene que 

la(X)1 2: 2 entonces por lo menos existe x' E X distinto de Xo 
tal que a(x') = x'. 

o 

Afirmación 2. Si s = O entonces G c::::: M3DK2 

Demostración. Si s = O entonces a( H) n H = 0 y como a( H) c::::: H 
por la observación 3.1 G c::::: K3,3DK2 c::::: M3DK2 O 

Afirmación 3. Si s = 4 entonces G c::::: K 4,4 

Demostración. Supongamos que X = {x, Xl, X2} y y = {y, YI, Y2} Si 
a(x), a(x¡) f. V(H) entonces a(y) es adyacente a todos los vértices de 

Y, a a(x) ya a(x¡) y por lo tanto tiene valencia 5, lo que contradice 

que G sea regular de grado 4. 

Entonces podemos suponer que existen X E X e y E Y tales que 

a(x), a(y) f. V(H). 

Naturalmente a(x)a(y) E A(G) , G[a(V(H))] c::::: K3,3 y a(V(H)) n 
V (H) = 4. Sean X' y Y' los conjuntos independientes maximales de 

a(V(H)). 

Caso 1. a(V(H) = {a(x) , a(y), x, y, Xl, yI} 
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En este caso tenemos que X' = {x, a(y), xd y y' = {y, a(x)' YI}' 

Como xla(x) E A(G) se tiene que a2(x)a(xI) E A(G). Sabe­

mos que a(x¡) E {y, Yd y que y e YI tienen valencia 4 en 
HU G[a(V(H)). Se sigue que a2(x) E V(H)y procediendo de la 

misma manera se tiene que a2(y) E V(H) - V(a(H)). Entonces 

a2(x) = Y2 Y a2(y) = X2 Y G ~ K4,4 

Caso 2. x E a(V(H)) y y rt a(V(H)) 

x, a(y) E X' Y Y E y' entonces los otros dos vértices de y' son 

YI y Y2· ASÍ, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 

a(V(H)) = {a(x), a(y), x, YI, Y2, Xl}. 

Notemos que HUG[a(V(H))] = H' es 3-conexa en aristas y solo 
existen a lo más 2 H'(H')C-aristas. Por la Proposición 3.7 G no 

es subafín-transitiva ó G ~ K4.4 

Caso 3. x e y no están en a(V(H)) En este caso como 

a({xI,x2}) - {YI,Y2} y a({YI,Y2}) = {XI,X2} entonces G ~ 

K4,4. 

D 

Afirmación 4. Si s = 5 entonces G ~ K 4,4 

Demostración. Sea x E V(H) tal que a(x) rt V(H). Podemos supon­

er que :E E X. Como xw es una arista de H para todo vértice w de 

y y a(Y) = X entonces a(x)v E A(G) para todo v E X. Sea y E Y 
tal que y rt a(V(H)). 

a2 (x) # y, de lo contrario, como a( X) - {x} ~ Y existiría una y Y­
arista. Así que a-l(y) rt {V(H) U {a (x)} }. Como todos los vértices 
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de X son adyacentes a Y entonces todos los vértices de O'-1(X), que 

sabemos que es el conjunto Y, son adyacentes a O'-1(y). Sea H" la 

gráfica generada por {o'(x )}UXUYU{ O'-1(y)}. Si H" 'f:. K 4,4 entonces 

o'(x) y O'-1(y) son los únicos vértices de valencia menor que 4 en H" 

entonces existen exactamente 2 aristas de H" a su complemento y 

H" es tres conexa en aristas, se sigue de la Proposición 3.7 que G no 

es subafín-transitiva, lo que contradice la hipótesis. O 

o 
Lema 4.3. Sea G una gráfica subafín transitiva y 9 un subgrupo 

de Aut1 (G) que actúa transitivamente en G y contiene una subafi­
nación O' cuyas órbitas son todas de orden 2 y forman un sistema de 

imprimitividad de g, entonces 

i) G::: Mn DK2 con n ~ 2 

ii) G::: Cn DC4 con n ~ 3 

iii) G tiene la siguiente estructura: 

V (G) = {Xi,j : O ~ i ~ m - 1, O ~ j ~ 3}, 

A(G) = {Xi ,jXi,j+l : Vi , Vj} 
U{Xi,jXi+1 ,j: O ~ i ~ m - 2,0 ~ j ~ 3} 
U{Xm-l,jXO,j+2 : O ~ j ~ 3} 
donde m ~ 2 Y los índices de la última estructura están tomados 
módulo m y 4 respectivamente. Nota. Si m = 2 entonces G ::: 

K 4,4. 

Demostración. Supongamos que G contiene una subgráfica H iso­

morfa a K4. Si G es localmente H entonces G ::: K5 lo que es im­

posible pues IV(G)I es impar y no puede tener dicha subafinación 0'. 
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Entonces si G contiene tetraedros por la Proposición 3.17 G es lo­

calmente K3úK1. Sea a' una subafinación tal que a'(V(H)) =1= V(H) 
y a'(x) rt V(H). Como a'(x) no tiene vecinos en G[Nxl se sigue que 
a'(V(H)) n V(H) = 0 y G ~ K40K2 . 

Supongamos que G no tiene tetraedros. Para cada x E V (G) sea 
x' = a(x) y :F el 1-factor formado por las aristas xx' de C. 

Afirmación l.Si e es una componente de G-F entonces a(e) tam­

bién es componente. 

Demostración. a( e) es una subgráfica conexa de C - F. Supong­

amos que a( e) no es componente. Existe e' una componente conexa 

de G - F tal que e' :) a((e). Entonces existiría en G - F una 
a( e)( e' - a( e) )-arista, cuya imagen bajo a sería una C( C - F - e)­

arista lo que es imposible O 

Afirmación 2.G-F tiene a lo más dos componentes. 

Demostración. Sea C una componente de G - F. La subgráfica de G 
generada por los vértices de C U a( G) es conexa y regular de grado 

4. Por lo tanto C U a(C) = V(G). O 

Sea Co la gráfica obtenida a partir de G - F al identificar cada 

vértice v con v' y p la proyección natural de G - F en Go. Puede 

verificarse fácilmente que p es un 2-cubrimiento debido a que C no 

tiene tetraedros. La gráfica cubierta, Co ~ C / f"V, es una gráfica 
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regular de grado 3.Como cada {v, v'} es un bloque de imprimitividad 
de g, entonces 9 actúa transitivamente en Go. 

Por el Teorema 4.2, Go es isomorfo a Mn , n 2 2 ó a Cn OP2, n 2 3. 

Caso 1. Go ::::: M n , n 2 2. 

( El caso en que n = 2 ya está visto pues M 2 ::::: K 4 ) 

1.1 G - F tiene dos componentes. 

En este caso cada una de las componentes de G - F es 
isomorfa a Mn y G ::::: Mn oP2. 

1.2 G-F es conexa 

1.2.1 n> 2 

Sea e = {Co, ... C2n-l} el ciclo de longitud 2n en Mn . Las 
aristas de la forma CiCi+1 están en un sólo cuadrado, mientras 

que las de la forma CiCi+n están en 2. Luego todo automor­
fismo de Go deja invariante a C. Como 9 actúa transitiva­

mente en Go, entonces existe una subafinación ó e induce 

una su bafinación J de G . Entonces ó ( Vi) = Vi+ I para to­

da O ::; i ::; n - 1.Si e se levantara a un ciclo de 4n en­
tonces G - F sería un circulante 3 regular y por lo tanto 

G - F ::::: C4n(1, 2n) lo cual no es posible pues los saltos de 

longitud 2n están en F. Si C se levanta a ciclos disjuntos de 

longitud 2n es fácil ver que G es del tipo iii) 

1.2.2 n = 3. En este caso Go ::::: M3 ::::: K 3,3 

Supongamos que cada hexágono se levanta a dos hexágonos 

y que el hexágono v = (Vo, VI, V2, V3, V4, V5, Vo) se levanta a los 
hexágonos w y 
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u = (UO, Ul, U2, u3, U4, u5, uo) donde p( Wi) = p( ud = Vi. Co­
mo G - F es conexa entonces existe una vw-arista. Podemos 

suponer , sin pérdida de generalidad que es la WOU3 es esa 
arista. Si levantamos el hexágono v a partir de Wo se obtiene 

el hexágono (wo, U3, U4, U5, W2, W¡, wo). Así, U2W5 E A(G) Y 
como G es subafín transitiva entonces G es del tipo iii). 

Supongamos ahora que v se levanta a un ciclo de longitud 

12. Las arista...'l restantes de Go forman un 1-factor de Go 
el cual se levanta a un 1-factor de G - F. Es fácil ver que 
G - F es isomorfo a una de las siguientes gráficas: 

o o 

9 3 

6 

figura a) figura b) 

En el primer caso, figura a), la aristas entre [0,11], [5,6], 
son las únicas que están en un sólo cuadrado de G. Luego 

el conjunto {O, 11,5, 6} es invariante bajo Aut(G) lo que es 
imposible ya que G es subafín transitiva. 

Si G - F es isomorfa a la gráfica de la figura b) , también 

puede dibujarse como se ve en la figura e) . De allí se sigue 

que G es del tipo iíí) 

2.1 G - F tiene dos componentes. 
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11 4 

Figura e) 

En este caso G - F es la union disjunta de dos copias isomor­
fas de Cn DP2 entonces G ~ Cn DP2DP2 ~ Cn DC4 entonces 
G es del tipo ii) 

2.2 G - F tiene una componente 

2.2.1 n > 4 Sean Co = {xo,o, .. . , Xn-1 ,0} Y C1 = {XO,l, .. . , xn-1 ,d 

las dos copias isomorfas a Cn en Go entonces Xi,OXi,l E 

A(Go). El único automorfismo 8 que manda a Co en C1 

esta definido por 8(Xi,0) = 8(Xi ,1 y 8(Yi,0) = Xi,O. Además 
el único automorfismo , que manda a Co en Co es tal que 

,(Xi,O) = Xi+1 ,O Y ,(Xi,l) = Xi+1,1· Así que tanto l' = p-1, 

como J = p-18 están en g. Ya que J E Aut(G - F), Co y 
Cl se levantan a ciclos de igual longitud la cual debe ser 
2n de otro modo, · G - F sería disconexa. Considerando el 

automorfismo l' se concluye que G - F es un cilindro y G 

es del tipo iii). 

2.2.2 n = 4: En este calo Go es el cubo. 

Si todos los cuadrados se levantan a cuadrados entonces, por 

el Teorema 3.1, se tiene que todos los automorfismos de Go 
son levantables a G - F. Procediendo como en el caso 2.2.1 

concluimos que G es del tipo iii) 

Sea C un cuadrado que se levanta a un octágono en G - F . 
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Supongamos que el cuadrado e' opuesto a e en Go se lev­

anta a dos cuadrados en G - F. Notemos que e (resp. e') 
se levanta en G a una copia de H (resp. H') de M4 (resp. 
Q3). Por la conexidad de G - F, debe existir una H H'-arista 

vw. Corno v está en exactamente dos cuadrados de H y w 

está en exactamente tres cuadrados de H', se sigue que v y 

w están en un número distinto de cuadrados en G lo que es 

imposible. 

Luego e' se levanta también a un octágono. e y e' se lev­
antan a dos octágonos que inducen en G dos gráficas H y 

H' isomorfas a M4 (notese que G no tiene triángulos). Las 

restantes aristas de G (las cuales son H H' -aristas) forman 
un l-factor de G. Corno G es subafín-transitiva, no es difícil 

ver que G es del tipo ii) 

2.2.3 n = 3. 

En este caso se trabaja análogamente al caso anterior y G 

es del tipo ii) 

o 
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Teorema 4.3. Sea G una gráfica subafín-transitiva regular de grado 
4, entonces: 

i) G es un circulante 

iii) G tiene la forma: 

V(G) = {Xi,j : O :::; i :::; m - 1, O:::; j :::; n - 1}, 

A(G) = {Xi,jXi,j+l : Vi, Vj} 

u{ Xi ,jXi+l ,j : O :::; i :::; m - 2, O :::; j :::; n - 1} 

U{Xm-l ,jXO,j+t : O:::; j :::; n - 1} 
donde m 2:: 3 , O :::; t :::; n - 1 Y los índices de la última estructura 

están tomados módulo m y n respectivamente. 

Demostración. Sea G una subgráfica subafín transitiva de grado 4. 
Supongamos que G tiene una subgráfica H ~ K4. Si G es localmente 
H entonces G ~ K5 que es un circulante, de otra forma sabemos 
por el capítulo 3 que G es localmente K 3üK1 y es fácil ver que en 
este caso G ~ K 40P2 que es del tipo ii). Así que asumiremos que G 
no tiene subgráficas isomorfas a K4 . G es una gráfica localmente H, 
sabemos que la única gráfica localmente C4 es el octaedro (tipo i));si 
Ges localmente P4 es in circulante con saltos de 1 y 2; por último, 
si es localmente 2K2 por el Lema 4.1 G ~ C30C3 que es del tipo 

iii). Si G es localmente H ~ K2 U Kfj entonces cada vértice está en 
un sólo triángulo y el conjunto de triángulos forma un sistema de 
imprimitividad. 

G no tiene triángulos. 
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Sea a una subafinación no trivial de G. Si el número de órbitas de a 

en V(G) es una sola, entonces por definición G es un circulante. 

Tenemos los siguientes casos: 

Caso 1 Todas las órbitas de a son de orden 2. 

Si u E V ( G), denotamos por u' al vértice que está en la misma 

órbita que u. Si para alguna afinación I de G v' =f w donde 

v = a(x) y w = a(x') entonces vw E A(G), v'w' E A(G) Y 

xw', x'v' E A(G). Se sigue que G[x, x', v, v', w, w'J é::::: K3,3 Y por 

el Lema 4.2 G é::::: M n OP2 Ó K 4,4. 

Si no existe tal afinación, las órbitas de a forman un sistema de 

bloques de imprimitividad de Autl(G) en V(G) y por el Lema 
anterior G es Mn OP2 Ó un circulante o tiene la forma iii). 

Caso 2 Existen a-órbitas son de orden 2 pero existe alguna de estas 

órbitas de orden mayor que 2. 

Como G es conexa entonces existe una órbita de longitud 2 ady­

acente a otra de longitud mayor. 

a) Si {x,x'} y {y,a(y),a2(y),a3y} son dos órbitas adyacentes 
con xY E A(G). Entonces x'an(y) E A(G) si n es impar y 

xan(y) E A(G) si n es par. Así se tiene que G é::::: K 4,4. 

b) Si {x, x'} y e = {xo, Xl, X2, x3, X4, X5} son dos órbitas adya­

centes donde a(xi) = Xi+l ( i módulo 6), y xXo E A(G).Se tiene 

que XXi E A(G) si i es par Y X'Xi E A(G) si i es impar. 
-+ -+ 

Sea e la orientación de e donde Xia( Xi) E F( e) . Sea Yi el otro 
-+ 

vecino de Xi y Y = {yd . Ya que Yi+l = a(Yi) , YiYi+1 E A(G). Ya 
-+ 

que es a-órbita de Yo determina un ciclo dirigido Y que tiene a 
-+ 

las parejas ordenadas YiYi+1 como flechas. La función f de e en 
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~ 

y tal que f (Xi) = Yi es un epimorfismo entre ciclos dirigidos lo 
~ --+ --+ --+ 

que implica que Y es isomorfo a Co. C3 Ó C6• El segundo caso 

es imposible pues G no tiene triángulos. 
~ --+ 

Si Y ~ Co G es el complemento de un l-factor en K 5,5 y se 
verifica fácilmente que G ~ ClO(l, 3). 
~ --+ 

Si Y ~ C6 . Probaremos que X y Xo no pertenecen al mismo 

número de cuadrados de G (9 Y 7 respectivamente) lo que es 

imposible. 

Notemos que C U {x, x'} inducen en G a una gráfica H isomorfa 
a un cubo donde dos de sus vértices opuestos X e y son los únicos 

que son adyacentes. Para contar en cuantos cuadrados está x en 

G basta contar cuantas trayectorias de longitud 3 hay de x a 

x' ,que son 6, y los cuadrados del cubo que contienen a x, que 
son 3. Es decir, x está en 9 cuadrados en G. Para contar los 

cuadrados en los que está Xo hay que contar los que pertenecen 
al cubo que son 3, los que pasan por la arista xx' que son 2 y 

~ 

los contengan vértices de Y que son 2. 

Caso 3 Todas las órbitas son de orden al menos 4 

Sea v un vértice de G. Si sus vecinos están en la órbita de (J que 

lo contiene entonces G es un circulante. 

Si tres de los vértices adyacentes a v están en su órbita, entonces 

la órbita de v induce una subgráfica H' isomorfa a M n y como 

G es subafín transitiva existe un vértice en H ' que es extremo 

de una arista subafín recorrible hacia el complemento de H. Se 

sigue que G ~ Mn DK2. 

o 



Capítulo 5 

Afinaciones 

5.1. Producto cartesiano y automorfismos afines 

En esta sección estudiaremos las relaciones que existen entre el grupo 

generado por los automorfismos afines que actúan en las gráficas G 
y H con los que actúan correspondientemente en GOH. 

Sean G y H dos gráficas conexas. La fibra de G (resp. H) sobre el 

vértice d E V(H) (resp. e E V(G)) es la subgráfica de GOH inducida 

por los vértices de la forma (x, d) (resp. (e, x)) donde x es un vértice 

de G (resp. H). A esta fibra la denotaremos por Gd (resp. He) . 

Observación 5.1. Si (Xl, YI), (X2, Y2) son dos vértices de GOH que 
no están en una misma fibra de G o de H y existe algún vértice (X3, Y3) 
de GDH tal que 

65 



66 CAPÍTULO 5. AFINACIONES 

Fibra de H 

H 

entonces 

En las siguientes proposiciones a es una afinación de GDH. 

Proposición 5.1. Si a(He) = He para algún vértice e de G entonces 

i) a(He) = He para toda c E V(G) 

ii) a = idGDÓ para alguna afinación Ó de H 

Demostración. Para demostrar i), basta probar que a(Hu) = Hu 
siempre que a(He) = He Y fudYGu, ya que G es conexa. Sea e un 

vértice de G tal que a(He) = He y tomemos ü E V(G) tal que e adYG 
ü.Si d E V(H) entonces tenemos que 

(e, d) adYGDH (ü, d) 

Como a es una afinación de GDH entonces 

(e, d) adYGDH a(e, d) 
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Debido a que (e, d) E He se tiene que O"(e, d) = (e, d') para algún 
d'adyacente a d en H. Ya que (e, d) y (ü, d) son adyacentes en GDH 
se sigue que 

0"( e, d) adYGOH 0"( Ü, d) 

y como 0"( Ü, d) =1 (e, d) obtenemos 0"( Ü, d) = (ü, d') (observación 5.1), 

lo que implica que a(Hü ) = Hü . 

Para ii) solo hay que notar que si (e, d) E V (GDH) entonces a( e, d) = 

( e, d') para algún d' adyacente a d. Sea 8 : V (H) ~ V (H) definida 

de modo que a(e, d) = (e, 8(d)). Claramente 8 E Aut(H), más aún, 8 

es una afinación. 

o 
Proposición 5.2. Si a(He) n He 
entonees 

o para algún vértiee e de G 

i) a(Gd) = Gd para todo vértiee d de H 

ii) a = ,DidH para alguna afinaeión, de G. 

Demostración. Sea F = {e E G: He n a(He) = 0}. Este conjunto es 
distinto del vacío pues por lo menos e E F. Probaré que F = V(G). 

Supongamos que V(G)\F =1 0. Como G es conexa existen e' y d' 
tales que e' E F , d' E V(G)\F y e adYG d .Luego existen los vértices 

d', d" E V (H) tales que a( e", d') = (e", d") además d' adYH d" ya que 

a es una subafinación. Como e' y e" son adyacentes en G entonces 

(e', d') adYGOH (e", d') 
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lo cual implica que 

(J(e' , d') adYGDH (J(e", d') 

es decir 

(J( e', d') adYGDH (e", d") 

Por la observación 5.1 se tiene que (J(e' , d') = (e", d'). Sin embargo, 
si nos fijarnos en el vértice (d, d") que es adyacente en GDH a (e', d') 
tenernos que 

(e", d') adYGDH (J(e' , d") adYeoH (e', d") 

Obtenernos que (J( e', d") = (d', d") y por lo tanto 

(J(e", d') = (e", d") = (J(e' , d") 

lo cual, no es posible y por lo tanto F = V(H). 

Para demostrar i) basta probar que (J(Gd) = Gd para alguna d E 

V(H). Sea (e, d) E Gd entonces por lo anterior (J(e, d) = (e', d) para 

algún vértice e' adyacente a e en G. Por lo tanto Gd ~ (J(Gd) pero 

corno G es finita entonces se cumple la igualdad. 

Finalmente, ii) se sigue de la Proposición 5.1. 

o 
Proposición 5.3. Si existe algún vértice u de GDH tal que u, (J(u), (J2(U) E 

He para algún vértice e de G entonces (J = idGD<5 para alguna afi­
nación <5 de H. 

Demostración. Sea u = (e, d) tal que (J(u) = (e, d') y (J2(u) = (e, d") 
con d' adyacente a d y d" en H. Demostraremos que (J( G~) n G~ = 0. 
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Sea ¿ adyacente a e como (¿, d') adYGoH (e, d') se tiene que 

a( e', d') adYGoH a( e, d') = (e, d") 

y por ser a una afinación 

a(e' , d') adYGoH (e', d') 

Por la observación 5.1 ya que a(u) = (e, d') sigue que 

a(e' , d') = (e', d") 

y analogamente, usando a-1 en lugar de a obtenemos que 

a(e' , d) = (e', d') 

Como G es conexa a( G~) n G~ = 0. El resultado se sigue ahora de la 
Proposición 5.2. 

o 

Teorema 5.1. Sean G y H dos gráficas conexas tales que existe un 

automorfismo afín a de G = GOH que no es cartesiano con respecto 

a G y H entonces existen las gráficas conexas G' y H ' tales que 
G rv G'OK2 y H rv H 'OK2• 

Demostración. Supongamos que a es un automorfismo afín que no 
es cartesiano con respecto a G y H. Entonces G y H tienen por lo 

menos dos vértices. Sean e E V (G) y 

Por las proposiciones 5.1 y 5.2 tenemos que Ae i= 0 y Ae i= He. Sea 

TESIS NO ,1-

BIBIJf'-' 
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Por la Proposición 5.3 o-(Ae) ~ Be. Supongamos que o-(Ae) está con­

tenido propiamente en Be. Entonces por la conexidad de H existe un 

vértice w E Be \o-(Ae) adyacente a un vértice v que está en Ae o en 
o-(Ae). Si w = (c,d) y v = (c,d') 

1) Si v E A se tiene que o-(w) = (c',d) y o-(v) = (c,d") por lo que 
0-( w) no es adyacente a 0-( v) lo cual no es posible. 

2) v E o-(Ae) entonces por la Proposición 5.3 o--l(w) ~ o-(Ae) Y 

o--l(w) ~ A pero o--l(v) E Ae entonces o--l(w) no es adyacente 
a o--l(v) lo cual es imposible. 

Como Be = o-(Ae) dos vértices son adyacentes en Be si y solamente 
si son adyacentes en Ae. Entonces , sea G' la gráfica inducida por los 

vértices de Ae H ~ G'DK2 . De igual manera se prueba que G ~ 

G'DK2 . 

o 

Observemos que la Proposición anterior implica que C4 es un factor 

de G, es decir que GDH ~ (G'DH')DC4 

Proposición 5.4. El producto cartesiano GDH de dos gráficas es 

afín-transitiva si y solamente si G y H son afín transitivo 

Demostración. Supongamos que GDH es afín-transitiva. Notemos 

que H ~ (P2)SD H' para alguna s ~ O donde H' es una gráfica 

que no tiene como factor a P2• Sea G' ~ GD(P2)S se tiene que 

GDH ~ G'DH' = W 
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Si H' no fuese afín-transitiva entonces W tiene una afinación que no 

es cartesiana respecto a <p, G'yH' donde <p es el isomorfismo entre 

G'OH' y W. Entonces por el Teorema 5.1 H' c::: P20H" lo que no es 

posible y por lo tanto H' es afín transitiva y por la Proposición 3.12 

también H lo es. Análogamente se demuestra que G es afín transitiva. 

Recíprocamente, supongamos que G y H son afín-transitivas. Sean 

(u, v), (u', v') E V(GOH), {u = uo, UI, ... , un = u'} unauu'-trayectoria 
de aristas afín recorribles de G con a i el automorfismo afín que manda 

a Ui-I a Ui , {v = VO, VI, . .. ,Vm - v'} una vv'-trayectoria de aristas 
afinmente recorribles de H con "'(j la afinación tal que "'(j(Vj- l , Vj). 
Formamos una (u, v)(u', v') trayectoria de GOH: 

tal que aHui-I,VO) = (Ui,VO) Y a~(Un,Vj -1) = (un,Vj). Es decir T 
es una (u, v)(u', v')-trayectoria en AR(GOH) 

o 

5.2. Gráficas univocamente afin-transitivas 

Proposición 5.5. Sean G y H dos gráficas afín-transitivas. G O Hes 
unívocamente afín-transitivo entonces G y H son unívocamente afín 
transitivas. 

Demostración. Supongamos la hipótesis se cumple y que G no es 
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unívocamente afín-transitiva. 

Caso 1 Si G es fuertemente afín transitiva entonces existen un par de 

vértices adyacentes e y e' en G y dos automorfismos afines dis­

tintos de G a Y "1 tales que a(e) = e' Y "I(e) = ¿ entonces al 

y "11 son dos automorfismos de GOH tales que a1(e, d) = (¿, d) 
y "11 (c, d) = (¿, d) para todo d E V (H) lo que contradice que 
GOH sea unívocamente afín-transitiva. 

Caso 2 Si G no es fuertemente afín-transitiva entonces existen c, c' E 

V (G) adyacentes tales que no existe un automorfismo afín que 

mande uno en el otro. Como G es afín-transitiva sea {c = 

Co, el, . . . ,Cn = ¿} una trayectoria en AR( G) a i es el auto­

morfismo afín tal que ai(Cí-I) = Cí. Si nos fijamos en la fi­

bra G d ( c, d) adYGOH (¿, d), por hipótesis existe un único au­
tomorfismo afín a el cual no puede ser cartesano.Así, por la 

Proposición 5.3 a( c' , d) = (c' , d') donde d' adYH d. Ahora bien, 

a(Cn-l,d) = (Cn-1, d') pues a(Cn-1,d) tiene que ser adyacente a 
( e', d') y no puede ser (¿, d) pues los au tomorfismos afines dis­

tintos a y al mandarían a (Cn-l, d) en (c' , d). Entonces siguiendo 

con el proceso a(Cí-l, d) = (Cí-l, d') para toda i, en particular 
a( c, d) = (c, d') lo cual da una contradicción. 

o 

Teorema 5.2. Una gráfica G es unívocamente afín-transitiva si y 

solamente si en la factorización cartesiana en primos de G todos los 

factores son unívocamente afín transitivos y a lo más un factor es 

isomorfo a P2 
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Demostración. Sea G I , ... , Gn los factores cartesianos primos de G. 

Supongamos que G es unívocamente afín-transitiva y sea Gi el pro­

ducto de los factores de G distintos de Gi . Se sigue que G ~ GiDGi. 
Se tiene de la Proposición 5.4 Gi Y Gi son afín transitivas y de la 

Proposición 5.5 que Gi es unívocamente afín-transitiva. Por otro la­

do, si dos de los factores de G son isomorfos a P2 entonces G ~ C4 DG" 
donde G" es isomorfa al producto de los demás factores cartesianos 

de G.Como C4 es afín transitiva pero no unívocamente afín transitiva 

G no es unívocamente afín-transitiva. 

Recíprocamente, supongamos que todos los factores de G son unívo­

camente afín transitivos y a lo más uno de ellos es isomorfo a P2 

por la Proposición 3.14 , G es fuertemente afín transitiva, más aún 

todas las aristas de G son recorribles por automorfismos cartesianos. 

Además si dos los automorfismos afines cartesianos O" y 0"' satisfacen 

que O"(u) = O"'(u) entonces O" = 0"' . Finalmente, pro el Teorema 5.1 

todos los automorfismos de G son cartesianos, se sigue que G es 

unívocamente afín-transitiva. o 

Corolario 5.1. El producto cartesiano de ciclos Cn ¡ DCn2 D ... DCnk 

es unívocamente afín transitivo si y solamente si no hay ciclos de 

tamaño 4 involucrados 

Corolario 5.2. Todo grupo abeliano finito de orden no divisible entre 

4 admite una gráfica de Cayley unívocamente afín-transitiva. 

Demostración. Sea 9 un grupo abeliano finito de orden no divisible 

entre 4. 9 se puede escribir como producto Zp. Como no es divisible 

entre cuatro a lo más existe en esta expresión una copia isomorfa 

al grupo Z2. Cada uno de estos grupos tiene una gráfica de Cayley 
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isomorfa a un ciclo de longitud p. Por el Teorema anterior el producto 
de todos esos ciclos es unívocamente afín-transitivo. O 
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