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Capítulo 1 

Introducción 

Desde su descubrimiento en la década de los sesenta, las estrellas de neutro

nes [l] se han convertido en puntos de observación, en los cuales se tratan 

de entender las leyes físicas fundamentales en condiciones extremas de den

sidad, temperatura ( 106 K) y enormes campos magnéticos en sus superficies 

(B = 1012 - 1013 G) 1 Su estudio ha llamado la atención de expertos en 

diferentes áreas de la física en todo el mundo. El interés en el estudio del 

comportamiento de sistemas atómicos y moleculares en campos magnét icos 

intensos ha crecido mucho desde entonces, especialmente desde que los pri

meros estudios teóricos revelaron fenómenos inesperados y comportamientos 

muy interesantes aún para los sistemas más simples[2, 3]. 

El análisis hecho de los datos reunidos por el observatorio espacial de rayos 

X Chandra revelan características de absorción en rv0,7 KeV y rvl,4 KeV en 

el espectro de la estrella de neutrones aislada 1El207.4-5209, lo cual indica 

la posible presencia de sistemas atómicos y/ o moleculares en su atmósfera 

[4] . En este contexto, el estudio detallado de sistemas atómicos y moleculares 

en presencia de campos magnéticos intensos, en particular el estudio de sus 

estados excitados, adquiere una mayor importancia al tratar de entender con 

1 Los campos magnéticos logrados en laboratorios son del orden de 105 G para periodos 

de tiempo relativamente estables, así como de 107 G para campos cuya duración es de 

milisegundos (Nationial High Magnetic Field Laboratory, los Alamos California). 

9 
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precisión el origen y la naturaleza de las observaciones hechas por Chandra. 

Una de las características más notables en los sistemas atómicos y molecu

lares en presencia de campos magnéticos intensos es el hecho de que por lo 

general , la energía total y la energía de amarre de dichos sistemas aumen

ta con un incremento del campo magnético [2, 3] . Este hecho indica que 

éstos sistemas puedan existir en condiciones extremas de temperatura. Si 

comparamos, por ejemplo, cómo es la energía térmica (Etermica = K,T) 2 a 

temperaturas de 106 K con la energía de amarre del estado base del ion mo

lecular H:j' para campos magnéticos B = 1012 - 1013 G, observaremos que la 

energía de amarre es mucho mayor, ya que mientras la energía térmica es "" 

86.2 eV, la energía de amarre es "" 234 - 486 eV [5]. Considerando ésto, se 

han estudiado y predicho la existencia de sistemas exóticos en presencia de 

campos magnéticos intensos como los iones moleculares HJ2+l y H~3+) [6, 7]. 

En general hay muchas investigaciones teóricas acerca de las propiedades de 

sistemas atómicos y moleculares en campos magnéticos intensos, muchos de 

estos trabajos tratan con el átomo de hidrógeno, sin embargo, para sistemas 

moleculares, el ion molecular H:j', es el que ha sido analizado con más detalle. 

Un estudio muy importante referente al ion molecular H:j' bajo la interacción 

de campos magnéticos intensos ha sido llevado a cabo por Turbiner-López 

[5] para el estado base 10'9 . Este se basa en el uso de un criterio adecuado 

para la elección de una función de prueba variacional única que se aplica a 

todo el intervalo de campos magnéticos en donde es válida la aproximación 

no-relativista (B = O - 4,414 x 1013 G)3y en todo el dominio de distancias 

internucleares e inclinaciones del eje molecular respecto del campo magnético. 

El mismo criterio es utilizado para definir una función de prueba para el 

2En ésta ecuación r;, es la constante de Boltzman a la cual le corresponde el valor de 

0,13806503 x 10-221/K ó 86.13728836 x10- 6 eV/K 
3Los efectos relativistas comienzan a ser importantes cuando la energía asociada a un 

electrón e- bajo la influencia de un campo magnético B , es mayor o igual a la energía 

correspondiente a la masa en reposo del electrón, es decir cuando B ~ 4,414 x 1013G. 
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estado excitado 2a9 del ion molecular H:j. 

Considerando lo anterior , en la presente tesis , se realiza un estudio variacional 

del estado excitado 2a9 del ion molecular H{ en un campo magnético intenso 

uniforme de intensidad B0 = 2,35 x 109 G = 1 a.u. 4 paralelo al eje molecular 

mediante el uso de una función de prueba muy simple y considerando la 

aproximación de Born-Oppenheimer de orden cero en la cual los protones 

pueden considerarse infinitamente masivos, es decir en reposo. Para t ener 

una idea del comportamiento de la energía total , la energía de amarre y la 

distancia de equilibrio respecto del campo magnético B , también se realizan 

cálculos para un campo magnético B = 109G. = 0,43a.u. 

La función de prueba propuesta tiene la forma 

7/Jprueba = ( r1 + r2 - C)'l/Jo 

en donde 7/Jo es la función de prueba utilizada por 'I'urbiner-López [5] para 

el cálculo del estado base la9 y r 1 , r 2 son las distancias de los centros (pro

tones) 1 y 2 respectivamente al electrón , mientras que e es un parámetro 

que asegura la ortogonalidad de la función de prueba del estado base 7/Jo con 

la función de prueba del estado excitado 2a9 . Los resultados obtenidos en el 

presente trabajo tienen una mejor precisión que los resultados existentes en la 

literatura los cuales son obtenidos mediante métodos tradicionales más sofis

ticados (como las expansiones de la función de onda en términos de orbitales 

atómicos [8]) , por lo que éste estudio nos proporciona un criterio de viabilidad 

en la realización de cálculos variacionales similares con funciones de prueba 

simples para todo el intervalo de campos magnéticos B = O - 4,414 x 1013G 

que es el dominio de aplicabilidad de la aproximación no relativista. 

4 Al estudiar sistemas atómico-moleculares en campos magnéticos, la unidad atómica 

para el campo magnético B0 se obtiene a l igualar la energía ciclotrónica del electrón en 

un campo magnético !i.wc = !íeB/mec con la energía de amarre de los sistemas atómicos 

e2 /ao, en donde a0 es el radio de la primera órbita de Bohr a0 = !i2 /mee 2 . De aquí se 

obtiene que B0 = m;e3c/li3 = 2,35 x 109 G. En sistemas atómico-moleculares se dice que 

un campo magnético B es intenso cuando B 2: Bo. 
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La organización de la tesis es como a continuación se describe. 

En el capítulo 1 se da una introducción global al tema de investigación y se 

menciona la importancia del presente trabajo en el contexto general. 

En el capítulo 2 se hace una descripción del sistema molecular del ion H:J" en 

un campo magnético, de cómo se obtiene el Hamiltoniano correspondiente, 

de la clasificación de las funciones de onda de acuerdo con las simetrías del 

Hamiltoniano y se establece la notación utilizada en esta tesis. 

El capítulo 3 trata los puntos principales del método variacional para estados 

base, así como, para estados excitados y describe el método para el cálculo 

de la energía variacional. 

El capítulo 4 describe el criterio usado para la elección de las funciones de 

prueba, la interpretación física de éstas y los potenciales que se les asocian. 

En el capítulo 5 se hace una descripción general de la técnica computacional, 

haciendo notar que es importante definir tanto una estrategia adecuada de 

minimización, así como límites de integración adecuados en los cuales nues

tros resultados cumplan con la precisión requerida. 

En el capítulo 6 se presentan los resultados obtenidos tras el desarrollo de la 

tesis. Se compara la energía total, la energía de amarre y la distancia inter

nuclear obtenida mediante el presente método variacional con los resultados 

conseguidos con otros métodos. Se muestran las distribuciones electrónicas 

para los estados 10"9 y 20"9 bajo un campo magnético B = 2,35 x 109G. y las 

curvas correspondientes para los parámetros variacionales como función de 

la distancia internuclear. 

En el siguiente y último capítulo se analizan algunas comparaciones y se 

concluye mencionando la importancia de este trabajo en la dirección de una 

investigación eficiente y accesible. 

Finalmente en los apéndices se presentan el listado del programa FORTRAN, 

una muestra de los archivos de entrada/salida (apéndice A) , se describen 

brevemente las funciones hidrogenoides (apéndice B) así como los orbitales 

de Landau de un electrón en un campo magnético constante (apéndice C) 
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y se muestra la energía vibracional correspondientes a los estados 2a9 y la9 

para un campo magnético B = la.u. (apéndice E) . 

El presente estudio fue realizado adaptando los programas de cómputo di

seüados para el estudio del estado base del ion molecular H{[5], en los cua

les se utiliza la rutina de minimización MINUIT de la biblioteca CERN

LIB así como la rutina de integración numérica multidimencional adaptiva 

DOlFCF de la biblioteca NAG-LIB. Los programas son ejecutados en una 

computadora personal Pentium III a 450 MHz y fueron escri tos en lenguaje 

de programación FORTRAN . 
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Capítulo 2 

Ion Molecular H:J 

2.1. Descripción del sistema físico 

En este capítulo describimos el sistema que se estudia y damos el Hamilto

niano correspondiente en la forma en que se usa en estos cálculos. 

El sistema bajo estudio es el ion molecular H:f bajo la interacción de un cam

po magnético intenso constante y uniforme en la dirección z, en configuración 

paralela. 

r1 

p 

o 

B 

e 

+~ 2 

p 

z 

Figura 2.1 : Arreglo geométrico del ion molecular H:f en configuración para

lela con un campo magnético orientado según el eje z . 

Este sistema está constituido por dos centros de carga Z=l (protones), se-

15 
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parados por una distancia R y a los cuales se numeró como 1 y 2 respecti

vamente, y un electrón que se encuentra a distancias r 1 y r 2 de los centros 1 

y 2. Los protones se encuentran sobre una línea paralela con la dirección del 

campo magnético B sobre el eje z (véase la figura 2.1). 

En la obtención del Hamiltoniano de este sistema se considera la aproxima

ción de orden cero de Born-Oppenheimer, es decir, tomamos los centros como 

fijos. Si se elige el eje molecular en la dirección z y la distancia de separación 

entre el origen de coordenadas y cada uno de estos como R/2 , las coordena

das de los centros 1 y 2 serán (O, O, -R/2) y (O, O, R/2). Para el electrón sus 

distancias a los centros estarán dada entonces por : 

donde p2= x2+y2
, es la distancia del electrón al eje z. 

2.2. El Hamiltoniano 

El Hamiltoniano de una partícula de carga q y masa m que se encuentra en 

un campo magnético B es en general: 

H, = (p - qA/c)2 +V( ) 
x,y, z. 

2m 

en donde A es el potencial vectorial asociado con el campo magnético B, y 

V es un potencial escalar. 

En particular el Hamiltoniano que describe la interacción de dos protones 

fijos y un electrón en un campo magnético uniforme en la dirección z, B = 

(O, O, B), es de la forma: 

H, _ (p + eA/c)2 V( ) - + x,y,z, 
2me 

donde p es el impulso del electrón, -e es su carga, A es el potencial vectorial 

del campo magnético en el punto donde se encuentra ésta, y 

1 1 1 
V(x y z) = --- ---+--

' ' 47rfoT¡ 47rfoT2 47rEoR l 
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es el potencial Coulombiano de interacción de las partículas 1, con r 1, r 2 

las distancias entre el electrón y cada uno de los protones, R la distancia 

internuclear entre los protones, y Eo 2 la permitividad del vacío. 

Si la partícula tiene espín se debe introducir un término complementario 

-P, · B, que corresponde a la energía de momento magnético µ en el campo 

magnético, µestá dado porµ = µs, con sel operador de espín y µ el magnetón 

de Bohr, que en el Sistema Internacional de Unidades (SI) esta dado por 
eñ 

µ=-. 
2me 

Como B es constante, éste término sólo cambia el nivel de referencia de la 

energía y por lo tanto puede ser omitido en el Hamiltoniano. 

2.2.1. Elección de la Norma 

Como el Hamiltoniano se encuentra expresado en términos del potencial vec

torial A, debemos encontrar un potencial vectorial A que reproduzca al cam

po magnético B. En particular un A que lo reproduce, y que soporta la 

simetría cilíndrica del problema, es A =H-By, Ex, O) (norma simétrica 3
) 

lo cual se puede verificar utilizando la relación B = V' x A; además A cumple 

con la condición V' · A = O (norma de Coulomb) y sabiendo que en general 

el conmutador del momento p con una función arbitraria de las coordenadas 

J(r) es [P, J(r)] = -iñV' ·A, entonces, en este caso, p y A conmutan. De loan

terior podemos darnos cuenta que al desarrollar (p + e.Aj c) 2 se obtendrá que 

(p + e.Ajc) 2 = p2 + 2ep ·Aje + e2 .A2 jc2
, en donde se obtiene que el producto 

escalar 2p ·A = izB con t el operador de la proyección del momento angular 

en la dirección z. Sustituyendo lo anterior en el Hamiltoniano y usando que 

1en el Sistema Internacional 
2En este sistema <:o = 8.85 x 10- 12C 2s2 / kg m2 

3 Es bien sabido que en cálculos aproximados los resultados para la energía dependen 

en general d e la norma. En el caso de la configuración paralela del ion H:f en un cam

po magnético se puede demostrar que la elección mas adecuada corresponde a la norma 

simétrica [5]. 
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p = -inSl y A2 = B 2 p2 / 4 se obtiene: 

, -n?\72 e , e 2 
2 2 1 1 1 

H= + - lzB+--p B - -- - --+--. (2.1) 
2m 2mc 8mc2 47rEor1 47rEor2 47rE0R 

2.2.2. Comportamiento Asintótico 

Se puede ver que el comportamiento asintótico a distancias grandes cuando 

p ---+ oo y z es fijo es equivalente al problema de un electrón en un cam

po magnético uniforme cuyo comportamiento corresponde al de un oscilador 

armónico en dos dimensiones (ver [9] y apéndice C) ya que el término domi-
e2 

nante en el Hamiltoniano (2.1) es --
2 

p2 B 2 
. 

8mc 

2.3. El Hamiltoniano en unidades atómicas 

En la física atómica y molecular es conveniente trabajar en el sistema de uni

dades atómicas m e = e = n = 47rEo = 1 4
. En estas unidades el Hamiltoniano 

(2 .1) toma la forma 

A \72 1 A p2 2 1 1 1 
H = -- + -Blz + -B - - - - + - . 

2 2 8 r 1 r 2 R 
(2.2) 

Esta es la expresión que se usará en estos cálculos. 

2.4. Clasificación de las funciones de onda 

El Hamiltoniano (2.2) en la configuración paralela, es decir cuando el eje 

molecular coincide con la dirección del campo magnético, satisface las si

guientes simetrías: Invariancia bajo permutaciones de los centros cargados 

P : [ l._. 2 ] y la invariancia ante rotaciones alrededor del eje axial las cuales 

permiten clasificar a los eigenestados de (2.2) como 

4 para una breve descripción de las unidades atómicas veá.se el Apéndice D 
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en donde los números 1, 2, ... se refieren a los estados electrónicos en orden 

creciente de energía, las etiquetas a, 7f , ó, ... se usan para denotar los eigen

valores de t, 1 m 1 = O, 1, 2, ... , y los subíndices g y u (gerade, ungerade) 

para asignar a los estados paridad total Pr (par o impar). La paridad total 

se define como: Pr = P(-l)lml. En el caso de los estados con m=O (como el 

caso la9 y el 2a9 ) la paridad total coincide con la paridad P. 

Para el estado excitado 2a9 (primer estado excitado con cero proyección del 

momento angular en la dirección z, m =O y paridad par (gerade)), se puede 

omitir el término ~Et en el Hamiltoniano (2.2). 
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Capítulo 3 

Método Variacional 

En la física casi ningún sistema realista puede ser estudiado sin hacer aproxi

maciones, y es por ésto que los investigadores deben de tener una idea clara 

de la importancia relativa de los diferentes efectos y fenómenos que suceden 

en el sistema para poder determinar el método de aproximación a utilizar en 

cada caso. En este capítulo se describirá el método variacional el cual ha sido 

aplicado con éxito en la mecánica cuántica, tanto en la teoría de átomos y 

moléculas, como en la teoría de la dispersión. 

3.1. Descripción del método 

El método variacional se reduce a considerar como aproximación a la solución 

de la ecuación de Schrodinger Íl'!j; = E'lj; una función de prueba 'l/Jprueba 

normalizable y calcular la energía variacional dada por 

J ' 3 
E = 'l/J;rueba H 'l/Jpruebad X 

var JI·'· f 2d3 ' <//prueba X 
(3.1) 

en donde Íl es un operador Hermitiano que corresponde al Hamiltoniano del 

sistema y Evar es la energía variacional que cumple con la desigualdad 

E '.S Evar , 

21 
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por lo tanto entre menor sea la energía variacional mejor será la aproximación 

a la función de onda 'ljJ y a la energía exacta E del estado de menor energía 

(estado base), es decir que el cálculo de Evar proporciona una cota superior 

para el valor real. De este hecho, lo que sigue es encontrar un mínimo para 

la energía variacional, la cual depende de la función de prueba escogida y 

que a su vez puede depender de varios parámetros variacionales a,/3, ... con 

lo que entonces se tiene que minimizar con respecto de ellos. Para elegir una 

función de prueba hay que seguir un criterio especifico por medio del cual 

se puede elegir adecuadamente. Esto se verá más adelante en detalle en el 

siguiente capítulo. 

3.2. Estados excitados 

En principio, el método variacional permite calcular la energía del estado 

base, el cual tiene la mínima energía, pero también se puede usar para calcular 

la energía de estados excitados. Suponiendo que se ha calculado las funciones 

de onda '!/Jo, ... 'l/Jn-l de los primeros n estados con suficiente precisión, se quiere 

encontrar una función de prueba del estado 'l/Jn la cual debe cumplir con la 

condición de ortogonalidad 

j 'l/J~'l/Jkd3x =O, k =O, 1, 2, 3, ... n - l. 

Esta condición de ortogonalidad introduce errores adicionales como puede 

verse si se considera por ejemplo el caso del primer estado excitado: si 'ljJ0xacta 

es la función de onda exacta del estado base y se ha encontrado una aproxi

mación 'l/Jlrueba, entonces la condición de ortogonalidad entre una función de 

prueba del primer estado excitado 'l/Jrueba y la función de prueba del estado 

b .¡,prueba · lº ase 'PO 1mp 1ca que 

¡ 'l/J?rueba'l/Jgruebad3x =O= J 'l/J ~prueba'l/J0xactad3x + J 'l/J?rueba6. 'l/Jod3x 

en donde 6. 'ljJ0 = 'l/Jlrueba - 'ljJ0xacta. Aquí se puede ver que la condición de 

ortogonalidad entre 'l/Jbrueba y 'l/J0xacta no se satisface exactamente , siendo el 
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último término una fuente de errores que implica que se pierda precisión en 

los cálculos. 

3.3. Cálculo de la energía variacional 

En el próximo capítulo se hablará del criterio para elegir las funciones 'l/Jprueba 

en donde es importante conocer la forma del potencial asociado con las fun

ciones de prueba. En esta sección se dará una forma general para calcular la 

energía variacional en términos de los potenciales asociados con las funciones 

de prueba. 

Supóngase que dada una función 'l/Jprueba, ésta satisface una ecuación de 

Schrodinger de la forma 1
: 

entonces se puede encontrar el potencial asociado como: 

v. E fl 'l/Jprueba 
prueba - prueba = . /, · 

'!'prueba 

Por otra parte , para el cálculo de la energía variacional (3 .1) se necesita 

evaluar H'l/Jprueba = (-fl + V) 'l/Jprueba lo cual puede escribirse como: 

' ( fl 'l/Jprueba 
H'l/Jprueba = V - 'l/J )'l/Jprueba , 

prueba 

y por lo tanto la ecuación (3 .1) se puede escribir como 

E = J 'l/J ;rueba [V 'l/Jprueba - ( fl 'l/Jprueba )] d
3 

X 

var J J 'l/Jprueba 12 d3x 
(3.2) 

En particular, si se toma para 'l/Jprueba una combinación lineal de la forma 

(3.3) 

1 De aquí en adelante se utilizará la notación t:,. = \7 2 
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que corresponde a la función de prueba estándar usada en el método varia

cional de Rayleigh-Ritz, se tiene que (3 .2) es : 

(3.4) 

donde 

es el potencial asociado con cada función 'l/J;. Por lo tanto, es conveniente 

obtener el potencial V; para cada función 'l/J; propuesta en la combinación 

lineal (3.3) . La expresión (3.4) es la forma que se usa en este programa 

FORTRAN para calcular la energía variacional. 

En el siguiente capítulo se proponen diferentes funciones de prueba 7/J; que 

describen diferentes situaciones físicas y con las que se hace una combinación 

lineal apropiada. 



Capítulo 4 

Elección de las Funciones de 

Prueba 

4.1. Criterio de elección para 1/Jprueba 

La manera en la cual se hace la elección de las funciones de prueba se basa 

en un análisis cualitativo del sistema, es decir se consideran ciertas condi

ciones físicas que se deben satisfacer. Para los sistemas atómico-moleculares 

en campos magnéticos la receta empleada puede resumirse de la siguiente 

manera (ver Ref. [5] y las allí citadas): 

"(i) Encontrar una función de prueba variacional real W prueba para 

la cual el potencial V,,rueba = t::.IJ/IJ/prueba reproduzca de manera pre-
prueba 

cisa el comportamiento del potencial original cerca de las singu-

laridades de Coulomb y el comportamiento de oscilador armónico 

a distancias grandes, y (ii) incorporar en la función de prueba 

W prueba la simetrías del problema". 

El criterio anterior ha sido aplicado exitosamente en el estudio del estado 

base del ion H:f realizado por Turbiner-López [5], en donde los resultados 

obtenidos por este método son los mejores para dicho ion . En particular 

este criterio permite definir una función de prueba única para el estado base 

25 
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la9 que describe adecuadamente todo el intervalo de campos magnéticos 

(B =O - 4,414 x 1013G) estudiados en [5, 10]. 

4.2. Función de prueba para el estado 2(J"g 

Para definir una función de prueba para el estado excitado 2a9 (primer estado 

excitado con cero proyección del momento angular en la dirección z, m = O 

y paridad par (gerade)) es natural suponer que la función de prueba para 

el estado base la 9 ya se conoce con una precisión suficientemente alta. La 

selección más simple para el estado 2a9 consiste en introducir un prefactor 

multiplicando a la función de prueba del estado base de modo tal que se pueda 

asegurar la ortogonalidad entre las funciones de onda del estado excitado y 

del estado base. Una realización inmediata de esta idea esta dada por1 

(4.1) 

en donde C es un parámetro que asegura la ortogonalización con el estado 

base, y 'lj;0 corresponde a la función de prueba del estado base 

(4.2) 

con 

en donde p = J x2 + y2 es la distancia del electrón al eje z , y 0:1 ,0:2 ,0:3 ,0:4 ,/31,/32 ,{33, 

y A1,A2,A3 , junto con R, son en total 10 parámetros variacionales. A uno de 

los parámetros A se le puede asignar el valor de la unidad y mantenerlo fijo. 

1 Esta forma de la función de prueba esta inspirada en la forma del orbital 2So del 

primer estado excitado del átomo de Hidrógeno en ausencia de campo magnético (véase 

el Apéndice B). 
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Aunque la función 1./Jo tiene la misma forma funcional que la función de prueba 

para el estado base lag en la configuración paralela (veáse [5, 10]), se supone 

que los parámetros variacionales aquí serán diferentes a los obtenidos para el 

estado base lag. 

4.3. Ortogonalización con el estado base 

La ortogonalidad de la función de prueba ( 4.1) respecto de la función de 

prueba del estado base 1./Jo se asegura mediante la introducción del parámetro 

C en la ecuación ( 4.1) . En efecto si 

entonces 

de donde: 

(Wprueba(r, R ; a, ,8, A) 11./Jo(i, R; ao, /Jo, Ao)) =O 

(1./Jo(r, R ; a, (3, A) 1 r1 + r2 - C 11./Jo(i, R; ao , /Jo, Ao)) =O 

C = (1./Jo(i, R; a, (3, A) 1 r1 + r2 1 'l/Jo(r, R; ao, f3o, Ao)) 
(1./Jo(i, R; a, (3, A) 11./Jo (r, R; ao , f3o, Ao)) 

= 
2 

('l/Jo(r, R; a, ,8, A) 1 r1 l 'l/Jo(i, R; ao, f3o, Ao) ) 
(1./Jo(r, R; a, ,8, A) 1 'l/Jo (i, R; ao, /Jo, Ao)) 

(4.3) 

en donde a, (3, A representan a los parámetros variacionales que minimizan 

la energía total del estado 2ag, mientras que a 0 , (30 , A0 representan a los 

parámetros que minimizan la energía total del estado lag . El parámetro R 
determina la distancia internuclear para cada configuración de los centros 

cargados. 
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4.4. Interpretación física de las funciones 

de prueba 

El significado físico de las funciones 'lj;1 , 'lj;2 , 'ljJ3 es el siguiente: 

La función 'lj;1 es el producto de dos orbitales ls de Coulomb2 centrados en ca

da protón multiplicados por el orbital más bajo de Landau3 para un electrón 

en un campo magnético y es por lo tanto una modificación a la función de 

Heitler-London (veáse por ejemplo [11]) del caso libre de campo. Se puede 

suponer que esta función tiene una contribución dominante en el interva

lo de distancias internucleares cercanas al equilibrio en donde el electrón es 

compartido por ambos protones. 

La función 'lj;2 es la suma de dos orbitales ls de Coulomb centrados en cada 

protón multiplicada por el orbital más bajo de Landau siendo así, una modifi

cación de la función de Hund-Mulliken (veáse por ejemplo [11]) en el caso libre 

de campo. También se puede suponer que esta función de onda contribuye 

de manera importante en el dominio de distancias internucleares grandes, 

particularmente en el dominio donde aparece la disociación H;J ---+ H +p. 

Por último la función 'lj;3 es una interpolación no lineal de los dos casos 

previos igualmente multiplicados por el orbital más bajo de Landau para un 

electrón en un campo magnético y representa una modificación a la función 

de Guillemin-Zener (veáse por ejemplo [11]) con lo que se busca incluir la 

contribución hecha a distancias intermedias. 

Mientras que en el cálculo del estado base, las supocisiones hechas sobre la 

contribución de cada función de onda en diferentes dominios ha sido confir

mada por los cálculos (véase [5]), para el estado excitado 2<J9 estas suposicio

nes se tienen que checar a posteriori cuando se realice un estudio completo 

del sistema que incluya una descripción del mismo en diferentes dominios 

(distancias cercanas al equilibrio y distancias grandes). 

2En el apéndice B se muestra explícitamente como es la función de onda para el estado 

lso . 
3El apéndice C muestra explícitamente la expresión para el orbital más bajo de Landau. 
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4.5. Potenciales asociados con las funciones 

de prueba 

De la función de prueba ( 4.1) se pueden calcular los potenciales asociados con 

cada una de las funciones 1/J1, 'ljJ2, 'ljJ3 multiplicadas por el factor ( r 1 + r2 - C). 

Cada uno de estos potenciales debe cumplir dos condiciones: reproducir el 

potencial original del sistema cerca de las singularidades de Coulomb así como 

el comportamiento de oscilador armónico para distancias grandes. 

Considerando la función de prueba de Heitler-London 

el potencial V; = b..1/Ji/1/Ji que le corresponde esta dado por: 

u 2 ({32B2 2)/ 2 , , {3 2 ( 1 1 ) v 1 = 2a1 + 1 p 4+2a1r 1 ·r2+a1 1Bp -+-
r1 r2 

1 1 2 
-2a 1(- + -) - {31B - (2a1)(1 + i 1 · i 2) (4.4) 

T¡ T2 T¡ + T2 - C 
{31 B p2 

( 1 1 ) 2 . 2 
- -+- + +-----

T¡ + T2 - C T¡ T2 2r¡ + T2 - C T¡ + 2r2 - C ' 

el cual cumple con las condiciones mencionadas arriba cuando a 1 = {31 = l. 

Para la siguiente función la cual corresponde a la de Hund-Mulliken 

se puede escribir 

con 

1/J21 = (r¡ + r2 - C) e-a2r1-Bfhp2¡4' 

1/J22 = (r1 + r2 - C)e-a2r2-Bf32p2¡4. 
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El potencial asociado con w21 es 

y el potencial asociado con W22 se obtiene al intercambiar r2 por r 1. Estos 

potenciales satisfacen las condiciones establecidas para los siguientes valores, 

/32 = 0'.2 = l. 
Por último, la función de prueba de Guillemin-Zener 

la cual coincide con 'lj;1 si a 3 = a4 y con 'lj;2 si a4 = O, se puede escribir como 

con 
'lj;3¡ = (r1 + r2 - C)(e-0:3r¡-0:4r2)e-Bf33p2¡4' 

W32 = (r1 + r2 - C)(e- 0:3r2-0:4r1 )e- Bf33p2¡4. 

El potencial asociado con 'lf;31 es 

V:n = aj + a~ + (¡Jj B 2 
/) / 4 + 2a3a4f1 · f2 + a3f33B p2 ( rlJ 

2(1) 1 1 +a4f33Bp - - 2a3(-) - 2a4(-) - f33B 
r2 r1 r2 

2 ( ( A A ) ( A A ) f33B p
2 

( 1 1 )) - C 0'.3 + 0'.4 + 0'.3 T¡ · T2 + 0'.4 T¡ · T2 + -- - + -
r1 + r2 - 2 r1 r2 

2 2 
+ e+ e , (4.6) 

2r1 + r2 - r¡ + 2r2 -

y el potencial asociado con 'lj;32 se obtiene al intercambiar r 2 por r 1. Estos 

potenciales reproducen el potencial original del sistema cerca de las singula

ridades de Coulomb así como el comportamiento de oscilador armónico para 
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distancias grandes para los siguientes valores, a 3 = a 4 = 1 y (33 = 1. 

En general, si se sustituyen los valores establecidos para las alfas y las betas se 

observará que las tres funciones propuestas reproducen el potencial original 

además de otros potenciales secundarios que son subdominantes tanto cerca 

de las singularidades de Coulomb como a distancias grandes. 



32 CAPÍTULO 4. ELECCIÓN DE LAS FUNCIONES DE PRUEBA 



Capítulo 5 

Técnica computacional 

En el presente trabajo se utilizó un programa para computadora que hiciera 

el cálculo de la energía variacional del estado 2a 9 del ion H:j. Para esto se 

diseñó un programa en FORTRAN denominado h2+2sg.f1 tomando como 

plataforma el programa existente para calcular la energía del estado base 

del mismo ion. Se complementó el programa con rutinas adicionales que per

miten el cálculo del parámetro de ortogonalidad C (Ec. (4.3)) a partir de 

los parámetros de las funciones de prueba del estado base la9 y del estado 

excitado 2a9 . 

El programa usa la rutina MINUIT [12] de la biblioteca CERN-LIB para 

minimizar y la rutina DOlFCF de la biblioteca NAG-LIB [13] para integrar 

numéricamente. 

Para realizar los cálculos se hace lo siguiente: primero se elige un valor ade

cuado del parámetro R, que es la distancia internuclear, para determinar los 

parámetros del estado base con el programa de minimización para dicho esta

do. En el caso del estado excitado 2a9 para B = 2,35 x 109G. hay resultados 

en la literatura que nos dicen en dónde esta el punto de equilibrio para este 

estado, y por lo tanto se pueden elegir valores de R alrededor de este punto 

(Req = 6,64 a.u. [8]). 2 Esto se realizó para un número determinado de valores 

1 Ver ApéndiceA. 
2Para otros valores del campo magnético se tendrá que buscar ésta posición de equilibrio 

33 
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de R (en este caso se considero aproximadamente 20 puntos) . 

Ya que se obtuvieron los parámetros para el estado base, estos se insertan 

en el archivo de entrada para el programa correspondiente al estado 2rJ9 

para que encuentre el parámetro de ortogonalidad C ( veáse la ec. ( 4.1)) 

y en seguida calcule la energía variacional para cada configuración de los 

parámetros correspondientes a este estado. El programa de minimización 

se encarga de buscar la configuración de parámetros óptima que minimiza la 

energía variacional ( 3 .1) del estado excitado 2rJ 9 . Un esquema de este proceso 

se presenta a continuación como un diagrama de flujo. 

basados, por ejemplo, en la hipótesis de que la distancia de equilibrio disminuye con 

un aumento del campo magnético. Esta hipótesis por supuesto tendría que verificarse a 

posteriori con cálculos concretos. 



Nuevo conjunto de 
Parámetros 

Seleccionados po.
MINUIT 

NO 

Principio del 
Prog.-a1na 

atos de Entrada 
Campo Magn. B 
Límites lnteg 
Precisión 

Inicializa Rutina 
de Minimización 

MINUIT 

Pararn. Iniciales 
Estrategia 

Minimización 

Función a Minimiza 

FCN 

Cálculo del Parámetro 
de Ortogonalización 1----<-i 

con e l Estado Base 

Cálculo de la 
Energía V ariacional 

Subrutina FCN 

Imprime Resultados 

Fin del Programa 

Numerador 
Funci6n AORTON 

Denominador 
Funci6n AORTOD 

Numerador 
Funcibn EV ARN 

Denominador 
Función EV ARO 
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5.1. Estrategia de minimización 

Es necesario mencionar que una minimización "directa" no conduce en gene

ral a la mejor energía, por lo que se debe diseñar una estrategia adecuada de 

minimización. Los parámetros iniciales son elegidos, por ejemplo, de manera 

que el potencial Vprueba reproduzca exactamente el potencial original usando 

cada una de las funciones 7/J1,2,3 de manera individual para finalmente utilizar 

todas juntas. La rutina MINUIT permite fijar y liberar parámetros con lo 

cual podemos establecer también alguna estrategia de minimización. 

Cuando se han calculado para una cierta distancia R los diferentes pará

metros variacionales y la energía, siempre es necesario hacer cálculos sobre 

puntos vecinos para confirmar que los parámetros obtenidos para el punto 

de partida son en realidad los mejores. En la práctica esto significa que para 

verificar los resultados obtenidos para un punto R, se minimiza la energía 

para puntos vecinos R ± ó (con ó elegido adecuadamente) y a partir de los 

parámetros obtenidos para estos puntos se vuelve a minimizar la energía del 

punto original. Si el resultado no se verifica los cálculos sobre ese punto deben 

continuar. En general, aunque los parámetros varían de manera regular con 

la distancia internuclear R, la superficie paramétrica es muy compleja y es 

necesario usar frecuentemente la estrategia mencionada anteriormente para 

evitar mínimos locales. 

5.2. Elección de límites de integración 

También deben considerarse límites adecuados de integración, ya que en prin

cipio las integraciones en coordenadas cilíndricas van sobre los intervalos 

z E (-oo, +oo) y p E (O, oo ). En la práctica se hacen subdivisiones en inter

valos de integración para tratar de reproducir el perfil de los integrandos, y 

en las cuales se busca conservar la mayor precisión. Para esto se proponen los 

intervalos z E (O , Zmax ) y p E (O, Pmax) subdivididos por lo general en nueve 

regiones de integración tanto para el numerador como para el denominador de 
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la energía variacional (3.2) y del parámetro de ortogonalización (4.3). Así se 

obtendrá una aproximación para los valores reales de las integrales con una 

cierta precisión relativa 

5.3. Precisión de los cálculos 

La precisión relativa se determina comparando las contribuciones a las inte

grales provenientes de intervalos de integración adyacentes a la parte princi

pal. Estos intervalos de integración adyacentes están definidas por los límites 

[z E (O, Zmax), P E (Pmax> 2Pmax)J, Y [z E (zmax > 2Zmax ), P E (O, Pmax)]. En 
este caso la precisión relativa usada en estos cálculos fue 

Enum/den(intervalo de integración adyacente) < 
10

_8. 

Enum/den(intervalo de integración principal) '""' 

En el caso del estado excitado se busca además que los límites de los inter

valos de integración sean lo suficientemente grandes para poder calcular con 

suficiente precisión el traslape de las funciones de onda y obtener así un buen 

valor para el parámetro de ortogonalidad ( 4.3). En éste caso se usaron como 

referencia los límites de integración correspondientes al estado base. 
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Capítulo 6 

Resultados 

U san do la función de prueba ( 4.1) se realizaron cálculos variacionales para 

diferentes valores de la distancia internuclear R alrededor de la posición de 

equilibrio del estado excitado 21J9 en un campo magnético B = 2,35 x 109G. y 

B = 1 x 109G. En la Tabla 6.1 se muestran los resultados de la minimización 

para la energía total Er, 1, así como la energía de amarre E6 = B /2 - Er 2 y 

la distancia internuclear de equilibrio R eq, para el estado 21J9 y para el l1J9 

con B = 2,35 x 109G. En la Tabla 6.2 se hace para B = 1 x 109G. 

• En primer lugar se puede enfatizar que la distancia de equilibrio del 

estado excitado 21J9 es significativamente más grande que la correspon

diente distancia de equilibrio para el estado base l1J9 , y que su energía 

de amarre es casi tres veces menor que la del estado base. 

• Para tener una idea del comportamiento de las energías total Er, de 

amarre Eb, y de la distancia internuclear de equilibrio Req como fun

ción del campo magnético comparamos el caso B = 2,35 x 109G. con 

1 En éste trabajo consideramos a la energía total del sistema únicamente como la e

nergía electrónica correspondiente al Hamiltoniano (2.2) en la ecuación de Schrodinger 

H 1f; = E1f;. No se consideran la energía vibracional Evibr. (ver apéndice E) ni la energía 

relativista Erel. lo cual es consistente en las comparaciones con otros trabajos . 
2La energía de amarre Eb se define como la diferencia entre la energía que tiene el 

electrón no ligado en el campo magnético y la energía total del sistema 
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/ Estado J Fuente / Er (Ry) / Eb (Ry) / R eq (a.u.) / 

Turbiner y López-V.[5] -0.94991 1.94991 1.752 

lcr9 

Kappes y Schmelcher [8] -0.94642 1.94642 1.76 

Este trabajo 0.34917 0.65082 6.631 

2cr9 

Kappes y Schmelcher[8] 0.34928 0.65072 6.64 

Tabla 6.1: Energía total Er, de amarre Eb y distancia internuclear de equi

librio R eq para los estados lcr9 (usando la función de prueba (4.2)) y 2cr9 ( 

usando la función de prueba (4.1)) del ion H:{ en un campo magnético 

B = 2,35 X 109G. en configuración paralela. El valor del parámetro e en 

la Ec. 4.1 es 3.152243 a.u. 

el caso B = 1 x 109 G. En el primer caso se obtuvo que al estado 2cr9 le 

corresponde una energía total Er= 0.34917 Ry, una energía de amarre 

Eb =0.65082 Ry y una distancia de equilibrio R = 6.631 a.u. (véase la 

Tabla 6.1), mientras que para el siguiente de los casos se obtuvo que la 

energía total Er= -0.121413 Ry , la energía de amarre Eb = 0.546944 

Ry y la distancia de equilibrio R = 7.55 a.u .3 (véase la Tabla 6.2). 

Así mismo se puede comparar el caso B = 1x109G. con el caso B =O 

( Er = -0,34936Ry, Eb = 0,34936Ry y Req = 8,80a.u [8]) de donde 

estos resultados permiten conjeturar que, de manera similar al estado 

base, tanto Er y Eb crecen con un incremento del campo magnético 

mientras que la distancia internuclear disminuye. De hecho este com

portamiento se confirma para todo el intervalo de campos magnéticos 

B =o - 4,414 X 1013G [14] . 

3Peek y Katriel obtienen para B = 1 x 109G. una energía total Er=-0.081824 Ry , una 

energía de amarre Eb = 0.507343 y una distancia de equilibrio R = 7.792 a.u. 
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1 Estado 1 Fuente Er (Ry) 1 E& (Ry) 1 R eq (a. u.) 1 

Turbiner y López-V. [5] -1.15070 1.57623 1.924 

la-g 

Peek y Katriel. [15] -1.15012 1.57565 1.921 

Este trabajo -0.121413 0.546944 7.55 

2a-g 

Peek y Katriel. [15] -0.081824 0.507343 7.792 

Tabla 6.2: Energía total Er, de amarre Eb y distancia internuclear de equili

brio Req para los estados la-9 (usando la función de prueba ( 4.2)) y 2a-9 ( usando 

la función de prueba (4.1)) del ion H:j en un campo magnético B = 1x109G 

en configuración paralela. El valor del parámetro C en la Ec. 4.1 es 3.021613 

a.u. 

• Comparando los presentes resultados con los de Kappes y Schmelcher 

[8] (véase la Tabla 6.1) inmediatamente resalta el hecho de que la fun

ción de prueba 4.1, que es muy simple con solo 9 parámetros variacio

nales (no se considera a R como parámetro variacional), da resultados 

más precisos que los de la Ref. [8] en donde se ha usado una base de 

más de 200 orbitales atómicos optimizados. Esta comparación muestra 

explícitamente que la precisión relativa en la Ref.[8] no excede 10-4
. 

Esto indica una convergencia muy lenta en la expansión en orbitales 

atómicos. 

• Se observa en la Tabla 6.2 que los resultados para B = 1 x 109G. 

obtenidos por este método también son mejores que los presentados 

por Peek y Katriel [15]. 

• Tomando en cuenta que en el presente estudio además de los errores 

numéricos de los cálculos variacionales se tiene un error introducido por 

el procedimiento de ortogonalización, que se hace con una aproxima

ción del propio estado base, se piensa que la precisión relativa de estos 
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resultados es alrededor de 10- 5 tanto en la energía total Er como en 

la energía de amarre Eb. 

A continuación se presentan ordenados en tablas los resultados obtenidos 

para cada campo magnético a diferentes distancias internucleares. 

6.1. El caso B = 2,35 x 109G. 

6.1.1. Tablas de Resultados 

En la Tabla 6.3 se presentan los valores de la distancia internuclear así como 

los obtenidos para la energía total, la energía de amarre y el parámetro de or

togonalización C del estado excitado 2CT9 del ion H:}: en un campo magnético 

B = 2,35 x 109G. En esta tabla se observa claramente que hay un mínimo 

para la distancia de equilibrio Req = 6.63161 a.u. (esta posición se deter

mina interpolando los resultados cercanos al mínimo) con una energía total 

Er = 0.349179 Ry y una energía de amarre Eb = 0.650820 Ry. También se 

observa que la energía varía regularmente con R lo cual se puede ver en la 

Fig. 6.1 
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R(a.u) Evar(Ry) Eb (Ry) C(a.u) 

6.3 0.35057264 0.649427 2.749139 

6.4 0.34984270 0.650157 2.883660 

6.5 0.34938854 0.650611 2.990689 

6.6 0.34919145 0.650808 3.114837 

6.62 0.34918083 0.650819 3.138364 

6.63 0.34917918 0.650820 3.150604 

6.63161 0.34917912 0.650820 3.152243 

6.64 0.34917989 0.650820 3.162350 

6.65 0.34918291 0.650817 3.174179 

6.66 0.34918824 0.650811 3.186306 

6.7 0.34923250 0.650767 3.230225 

6.8 0.34949748 0.650502 3.354580 

6.9 0.34996810 0.650031 3.494661 

7.0 0.35062768 0.649372 3.626274 

Tabla 6.3: Energía variacional Evari energía de amarre Eb y parámetro de or

togonalización e obtenidos mediante la minimización de la energía total para 

el estado 2a
9 

en un campo magnético B = 2,35 x 109G . para diferentes dis

tancias internucleares y donde la distancia de equilibrio es Req = 6,6316la.u. 
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6.1.2 . Curvas de potencial e lectrónicas 

En la Fig. 6.1 se presentan las curvas de potencial electrónicas4 para el estado 

base lo-9 así como para el estado excitado 2o-9 del ion H:f. Esta última está re

presentada en la primera curva por un punto en el lugar que le corresponde 

de acuerdo a la energía y distancia de equilibrio del mínimo (Req = 6.63161 

a. u, Er=0.34917912 Ry), la cual se muestra en el recuadro. 
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Figura 6.1: Curva de potencial electrónica (Er vs R) para el estado base 

l o-9 del ion H:f. En la figura se muestra la posición del mínimo para el 

estado excitado 2o-9 con el símbolo • que corresponde a Req=6.63 161 a.u 

y Er=0.34917912 Ry. La curva de potencial electrónica correspondiente se 

muestra ampliada en el recuadro. Nótese la diferencia de escalas para las 

energías de los estados 10"9 y 2o-9 . 

4Estas gráficas se hicieron con el programa gnuplot ajustando los parámetros con el 

método de splines. 



6.1. EL CASO B = 2,35 x 109G. 45 

Es importante mencionar que aunque en la figura se observa que la curva 

para el estado excitado 2a9 es muy pronunciada, si se comparan las escalas 

de ambas curvas se observara que esto no es así, pues los dominios de una 

y otra son muy diferentes; la primera va de O a 8 a. u. en la distancia de 

equilibrio y de -1.2 a 0.6 Ry en la energía, mientras que la segunda va de 6 

a 7 a.u. en la distancia de equilibrio y de 0.3490 a 0.3520 Ry en la energía. 

Esto nos indica que la curva para el estado 2a 9 es muy plana alrededor del 

mínimo. La energía vibracional correspondiente a estos estados la9 y 2a9 se 

presenta en el apendice E. 
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6.1.3. Distribuciones electrónicas 

La figura 6.2 muestra la distribución de la densidad electrónica para el estado 

excitado 2ag y para el estado base lag del ion H:j en la posición de equilibrio 

bajo la interacción de un campo magnético B =2,35 x 109G. Puede verse que 

la posición con mayor probabilidad para encontrar al electrón en la distribu

ción correspondiente al estado excitado 2ag se encuentra en la región central 

de la figura, la cual corresponde al espacio de separación entre los protones, 

mientras que para el estado base se observan dos máximos relativos de la 

misma magnitud correspondientes a la probabilidad de encontrar al electrón 

cerca de cada uno de los centros cargados. Se observa también para el estado 

excitado que una menor probabilidad de localizar al electrón se encuentra 

cerca de las partículas (protones) y otra en la cual la probabilidad es nula. 

Esta ultima afirmación es más evidente en la siguiente figura en la cual se 

muestran los contornos de la distribución electrónica. 

lwl 2 2ag lw 12 lag 

0.07 
0.4 

0.05 0.3 

0.03 0.2 

0.1 

o 

Figura 6.2: Distribución electrónica normalizada 17/J(x, y, z)l2 con y=O (p = x) 
del estado base lag y del estado excitado 2ag del ion H:j en la posición 

de equilibrio R eq = 1,752 a.u., y R eq = 6,63161 a.u. respectivamente en 

configuración paralela con un campo de intensidad B = 2,35 x 109G. dirigido 

según el eje z. 
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En la figura 6.3 se muestran los contornos de la distribución electrónica del 

estado excitado 2a9 del ion H:f en un campo magnético de intensidad B = 

2,35 x 109G. Se observa que hay una zona en la cual la probabilidad de que 

el electrón se localice es nula. Esta zona nodal es característica del estado 

excitado 2a9 . 

-4 -2 
X 

o 2 4 
10 

5 

o z 

-5 

Figura 6.3: Contornos de la distribución electrónica del estado excitado 2a9 

del ion H:f en configuración paralela en la posición de equilibrio R eq = 
6,63l6la.u . con un campo magnético de intensidad B = 2,35 x 109G. di

rigido según el eje z. El símbolo • indica la posición de los centros cargados. 
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En la Tabla 6.4 se muestran los valores de la energía variacional Evar, la 

energía de amarre Eh, así como los valores de los parámetros variacionales 

obtenidos para el estado excitado 2a9 del ion H:{ bajo un campo magnético 

de intensidad B = 2,35 x 109G. en función de R. 

R Evar Eb e Al Ü] (3¡ 

(a.u .) (Ry) (Ry) (a.u.) - 3/ 2 
ªo (l / Boaa) (1 / Boaa) 

6.3 0.35057264 0.649427 2.749139 1.0 0.568610 0.667461 

6.4 0.34984270 0.650157 2.883660 1.0 0.569408 0.670820 

6.5 0.34938854 0.650611 2.990689 1.0 0.568732 0.676156 

6.6 0.34919145 0.650808 3.114837 1.0 0.568759 0.680372 

6.62 0.34918083 0.650819 3.138364 1.0 0.568301 0.681575 

6.63 0.34917918 0.650818 3.150604 1.0 0.568131 0.682104 

6.63161 0.34917912 0.650820 3.152243 1.0 0.568075 0.682247 

6.64 0.34917989 0.650820 3.162350 1.0 0.567937 0.682710 

6.65 0.34918291 0.650817 3.174179 1.0 0.567750 0.683269 

6.66 0.34918824 0.650811 3.186306 1.0 0.567553 0.683797 

6.7 0.34923250 0.650767 3.230225 1.0 0.566785 0.685857 

6.8 0.34949748 0.650502 3.354580 1.0 0.566485 0.690368 

6.9 0.34996810 0.650031 3.494661 1.0 0.565992 0.695243 

7.0 0.35062768 0.649372 3.626274 1.0 0.565192 0.700887 

Tabla 6.4: Valores de la energía variacional Evar, la energía de amarre Eb 

parámetro de ortogonalización e, así como los valores de los parámetros 

variacionales para diferentes distancias internucleares para el estado 2a 9 del 

ion H:{ en un campo magnético B = 2,35 x 109G. en configuración paralela 

obtenidos mediante la función de prueba ( 4.1) y en donde la distancia de 

equilibrio es Req = 6,63l6 l a.u. 
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R A2 ª2 f32 A3 a3 a4 (33 

(a.u.) -3/ 2 
ªo (ao)- 1 (1/ Boa6) -3/2 

ªo (ao) - 1 (ao)- 1 (1/ Boa6) 

6.3 0.027944 1.123533 1.131087 -0.066584 -0 .006275 0.946535 0.705139 

6.4 0.026738 1.119163 1.122790 -0.062989 -0.006274 0.946546 0.705302 

6.5 0.025554 1.120077 1.118233 -0.059922 -0.006298 0.946525 0.707634 

6.6 0.024284 1.120053 1.111289 -0.056698 -0.006298 0.946535 0.707811 

6.62 0.024235 1.119856 1.10791 -0.056360 -0.006297 0.946544 0.707942 

6.63 0.024200 1. 119669 1.106139 -0.056171 -0.006296 0.946549 0.707960 

6.63161 0.024197 1.119699 1.106046 -0.056150 -0.006296 0.946553 0.708047 

6.64 0.024165 1.119547 1.104736 -0.055988 -0.006296 0.946561 0.708137 

6.65 0.024135 1.119395 1.103000 -0.055808 -0.006295 0.946569 0.708217 

6.66 0.024109 1.119312 1.101095 -0.055634 -0.006294 0.946576 0.708283 

6.7 0.024010 1.118614 1.092877 -0.054951 -0.006293 0.946580 0.708309 

6.8 0.022804 1.119994 1.084902 -0.052048 -0.006293 0.946584 0.708324 

6.9 0.021641 1.121540 1.077955 -0.049317 -0.006272 0.946662 0.707634 

7.0 0.020569 1.122991 1.073633 -0.046815 -0.006260 0.946693 0.706978 

Tabla 6.4: Continuación. 
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6.1.4. Parámetros Variacionales 

En las siguientes cinco paginas se presentan las curvas descritas por los 

parámetros variacionales de la función de prueba ( 4.1) encontrados para 

calcular la energía variacional del estado excitado 2a9 del ion H:f bajo la in

teracción de un campo magnético constante de intensidad B = 2,35 x 109G. 

en función de R. 

Se puede observar que las curvas varían suavemente dentro del dominio de 

definición presentado, aun considerando que la escala utilizada es relativa

mente pequeña. Las gráficas se hicieron tomando como referencia para las 

ordenadas en cada curva el valor de cada parámetro en el mínimo (Parmin) 

y graficando en el intervalo de (Parmin - o) a (Parmin +o) en donde el valor 

impuesto a o es de o= 0.05. 

Con el procedimiento anterior se amplifican de alguna manera las irregulari

dades presentes en las curvas, debido a la precisión con la cual se determinan 

los parámetros variacionales. Sin embargo estas variaciones en los parámetros 

son consistentes con la precisión elegida para la energía variacional. 
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Figura 6.4: Dependencia de los parámetros variacionales o: 1, o:2 , o:3 , o:4 de la 

función de prueba ( 4. 1) con respecto a la distancia internuclear R (en a. u.) 

para B =2,35 x 109G. Los puntos calculados están marcados con un asterisco 

y la posición del mínimo esta indicada con un punto gordo. Las unidades de 

las o:'s están en [a0J-1. 



6.1. EL CASO B = 2,35 x 109 G. 53 

/31 0.72 

0.7 

0.68 

_,. ..... . .. ··· · · ·" 
_,. ........... . 

)!E··· · ······· ··· ·· 

:~- - -·· · ····'···· · 

0.66 

0.64 

6.4 6.5 6.6 6.7 6.8 

R 

/32 
1.14 

1.12 ···· · · ······· )!E. 

· · · · ··· · ····· . .. ,. ., 
1.1 

"'""' ""* --- -- -... 
·· . .... , 

1.08 

1.06 

6.4 6.5 6.6 6.7 6.8 

R 

¡33 
0.74 

0.72 

-)ji!'i ----- - . .... . . .,..- ···· l!E- · ···· ···· ·· ·····: 

0.7 

0.68 

0.66 
6.4 6.5 6.6 6.7 6.8 

R 

Figura 6.5: Dependencia de los parámetros variacionales /31, /32, ¡33 de la fun

ción de prueba (4.1) para B =2,35 x 109 G. (en unidades [B0 ] -
1 [ao] - 2

) con 

respecto de la distancia internuclear R (en a.u.). Los puntos calculados están 

marcados con un asterisco y la posición del mínimo esta indicada con un 

punto gordo. 
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Figura 6.6: Dependencia del parámetro de ortogonalización C en la función 

de prueba (4.1) con respecto de la distancia internuclear R (en a.u.) para un 

campo magnético de intensidad B = 2,35 x 109G. Las unidades del parámetro 

C están dadas en a0 . Los puntos calculados están marcados con un asterisco 

y la posición del mínimo esta indicada con un punto gordo. 
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6.2. El caso B = 109G. 

6.2.1. Tablas de Resultados 

En la Tabla 6.5 se presentan los valores de la distancia internuclear así como 

los obtenidos para la energía total , la energía de amarre y el parámetro de or

togonalización C del estado excitado 2a9 del ion H:j en un campo magnético 

B = 1 x 109G. En esta tabla se observa claramente que hay un mínimo para 

la distancia de equilibrio R = 7.55 a.u. con una energía total Er =- 0.121413 

Ry y una energía de amarre Eb = 0.546944 Ry. 

1 R(a.u) 1 Evar(Ry) 1 Eb (Ry) 1 C(a.u) 

7.4 -0.121168 0.546700 2.763854 

7.5 -0.121374 0.546906 2.941146 

7.55 -0.121413 0.546944 3.021613 

7.6 -0.121404 0.546936 3.158646 

7.7 -0.121279 0.546811 3.251877 

7.8 -0.121025 0.546557 3.332188 

7.9 -0.120647 0.546179 3.445212 

8.0 -0.120157 0.545689 3.558147 

Tabla 6.5: Valores de la energía variacional Evar , la energía de amarre Eb y 

del parámetro de ortogonalización e para diferentes distancias internuclea

res para el estado 2a9 del ion H:f en un campo magnético B = 109G en 

configuración paralela obtenidos mediante la función de prueba ( 4.1). 

En la Tabla 6.6 se muestran los valores de la energía variacional, la energía de 

amarre, así como los valores de los parámetros variacionales obtenidos para 

el estado excitado 2a9 del ion H:}: bajo un campo magnético de intensidad 

B = 1 X 109G. 
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R Evar Eb e Al a1 f31 
(a.u.) (Ry) (Ry) (a.u.) (ao) - 3/2 1/ Boa6 1/ Boa6 

7.4 -0.121168 0.546700 2.763854 l. 0.515030 0.469174 

7.5 -0.121374 0.546906 2.941146 l. 0.513931 0.477868 

7.55 -0.1 21413 0.546944 3.021613 l. 0.513393 0.481598 

7.6 -0.121404 0.546936 3.158646 l. 0.512528 0.491258 

7.7 -0.121279 0.546811 3.251877 l. 0.511118 0.501011 

7.8 -0.121025 0.546557 3.332188 l. 0.510118 0.505725 

7.9 -0.120647 0.546179 3.445212 l. 0.509158 0.508711 

8.0 -0.120157 0.545689 3.558147 l. 0.508081 0.509570 

Tabla 6.6: Resultados de la energía variacional Evari la energía de amarre Eb 

parámetro de ortogonalización C, así como los valores de los parámetros varia

cionales obtenidos de la minimización para el estado excitado 2a9 del ion Hi en 

un campo magnético B = 109 G en configuración paralela mediante la función de 

prueba ( 4.1) y donde la distancia de equilibrio es Req = 7 ,55a. u. 

R A2 °'2 f32 A3 a3 a4 (33 

(a.u.) (ao)-3/2 (ao)- 1 (1/ Boa6) (ao)-3/2 (ao)- 1 (ao) - 1 (1/ Boa6) 

7.4 0.002808 0.928031 3.968852 -0.037336 -0.013298 0.832786 0.507266 

7.5 0.003687 0.949043 3.070841 -0.036921 -0.012065 0.836169 0.512332 

7.55 0.004085 0.957271 2.774841 -0.036721 -0.011428 0.838011 0.512971 

7.6 0.004744 0.916877 2.464837 -0.036780 -0.011299 0.837657 0.533956 

7.7 0.005454 0.963208 2.008589 -0.035904 -0.011295 0.837667 0.540464 

7.8 0.006499 0.940972 1.770494 -0.035478 -0.011204 0.835961 0.558760 

7.9 0.007461 0.916910 1.644251 -0.035071 -0.011105 0.834140 0.574765 

8.0 0.008139 0.887429 1.465660 -0.034705 -0 .011106 0.834075 0.575258 

Tabla 6.6: Continuación. 
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Conclusión 

En la presente tesis se estudió el estado excitado 2a9 del ion molecular H:J 

en un campo magnético intenso en configuración paralela en el contexto del 

método variacional. Este trabajo esta basado en un criterio físico para la elec

ción de la función de prueba que fue aplicado con mucho éxito al estudio del 

estado base del mismo ion H;J en todo el intervalo de campos magnéticos en 

el cual la aproximación no-relativista es válida [5] . Introduciendo un prefac

tor simple y apropiado multiplicando a la función de prueba del estado base 

se definió una función de prueba para el estado excitado 2a9 . La introducción 

de dicho factor asegura la ortogonalidad con el estado base. 

Uno de los objetivos del estudio fue evaluar la aplicabilidad del método para 

el tratamiento de estados excitados por lo que dicho estudio se limitó prin

cipalmente al caso del estado excitado 2a9 en un campo magnético de in

tensidad B = 1 a.u. = 2,35 x 109 G, aunque también se realizaron cálculos 

para un campo magnético de intensidad B = 109 G para tener una idea del 

comportamiento del sistema como función del campo magnético. 

Los resultados obtenidos tanto para la energía total Er como para la energía 

de amarre Eb indican que los cálculos tienen una alta precisión. Esto se 

refleja en el hecho de que los presentes resultados tienen una mejor preci

sión que los resultados existentes en la literatura [8, 15] . En particular los 

resultados obtenidos en la presente tesis son mejores que los obtenidos me-

57 
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<liante métodos tradicionales sofisticados como los del grupo del Instituto de 

Físico-Química de la Universidad de Heidelberg en Alemania [8] en donde se 

usó una base de más de 200 orbitales atómicos optimizados. Esta compara

ción muestra explícitamente que la precisión relativa en la Ref.[8] no excede 

10- 4 . En particular esto indica una convergencia muy lenta en la expansión 

en orbitales atómicos. Los presentes resultados son cuantitativamente me

jores en precisión respecto de los de ellos aún tomando en cuenta que en 

éste estudio además de los errores numéricos de los cálculos variacionales se 

tiene un error introducido por el procedimiento de ortogonalización, que se 

hace con una aproximación del propio estado base. Se cree que la precisión 

relativa de nuestros resultados es alrededor de 10- 5 tanto en la energía total 

Er como en la energía de amarre Eb. También es importante señalar que 

para los presentes cálculos se requiere de recursos computacionales modestos 

(PC Pentium III a 450 Mhz) comparados con los recursos utilizados en los 

métodos tradicionales (véase la Ref. [8]). 

Para la obtención de los resultados presentados fue muy importante encontrar 

una estrategia adecuada de minimización, así como la elección mas apropiada 

de los límites de integración que nos permitieran obtener una alta precisión 

tanto en la energía total, así como en la determinación del parámetro de 

ortogonalidad con el estado base. 

Para tener una idea del comportamiento de las energías total Er y de amarre 

Eb, así como el comportamiento de la distancia de equilibrio R eq como fun

ción del campo magnético B, se pueden comparar los resultados obtenidos en 

la presente tesis para los casos B = 2,35 x 109G. , B = 109 G, y el caso B =O 

G tomado de la Ref. [8]. Esto permite conjeturar que, de manera similar al 

estado base, tanto Er y Eb crecen con un incremento del campo magnético 

mientras que la distancia internuclear de equilibrio Req disminuye. Para po

der hacer alguna afirmación mas concreta al respecto se tiene que estudiar 

por supuesto todo el intervalo del campo magnético. Este estudio esta fuera 

de los objetivos planteados para la presente tesis. 
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Finalmente cabe mencionar que aunque la función de prueba ut ilizada des

cribe bien al sistema en , y cerca de la posición de equilibrio, ésta función de 

prueba no es adecuada para describir el dominio de dist ancias internucleares 

grandes para las cuales a parece el fenómeno de disociación H:j --+ H +p. La 

razón de esto reside en el hecho de que en la definición de la función de prueba 

se ha introducido un prefactor común para las funciones 1/J1,2,3 que conforma n 

la función de prueba del estado base. Una manera directa de mejorar esta 

situación consistirá ent onces en la introducción de prefactores diferentes para 

cada una de estas funciones. Un estudio más completo desde este punt o de 

vista est a actualmente en proceso y será publicado posteriormente [1 4]. 
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Apéndice A 

El programa Fortran h2+2sg.f 

A.1. Descripción del programa 

El programa h2+2sg.f consta de un programa principal (Main) y de las 

subrutinas FCN, AORTON, AORTOD, EVARN y EVARD. En el progra

ma principal se leen los datos del archivo de entrada que se usaran de los que 

algunos son: el campo magnético, los límites de integración, la precisión y los 

parámetros variacionales del estado base. Este programa también inicializa 

la rutina de minimización MINUIT (CERNLIB) y la ejecuta con el comando 

call mninit (Pag 3/18 del listado anexo) con los parámetros iniciales y con 

los comandos indicados en el archivo de entrada. 

Mediante la subrutina FCN minuit se calcula la energía variacional obte

niendo en primer lugar el parámetro de ortogonalización (Ec. 4.3) con las 

subrutinas AORTON y AORTOD (Pags 13/18 y 16/18 respectivamente). 

La subrutina FCN calcula la energía variacional con las rutinas EVARN y 

EVARD (Pag 8/18 y 11/18 respectivamente). Las rutinas AORTON, AOR

TOD , EVARN y EVARD utilizan la rutina externa DOlFCF (NAG-LIB) 

para integrar numéricamente( ver figura 5.1). 
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A.2. Listado del Programa 

A continuación se muestran los archivos de entrada y salida típicos del pro

grama con los parámetros correspondientes a la posición de equilibrio del 

estado 2()9 , y el listado del programa fortran. 

A.2.1. Archivo de Entrada Típico 

Jul 04, 03 15:22 R6.63161.dat 
Magnetic field Strength in E09 Gauss 1 (DATA FILE FOR PROGRAM h2+2sg.f) 
2 . 3500 
Number of regions in rho (nrho l nrho+l limi ts (NUM / DEN) 
3 3 
Limits far integration over rho (NUMERJ [in units of R/2J 
o.o 1.6 8.7 11.0 
Limits far integration over rho (DENOM) (in units of R/2J 
o.o 1.6 9.0 11.0 
Number of regions in z (n z ) n z +l limits {NUM / DEN I 
3 3 
Limits fer integration over z INUMI 
o.o o 59 5.0 11.0 
Limits far integration over z (DEN) 
o.o o 59 5.0 11.0 

Printed bv 

Page 111 

Int . Acc. NUM/DEN. Factor , Scale, corr . flg, corr. acc .• screen=l/fileo:O 
1.0-08 1.D-08 500.0DO 100 .0 1 1.00-01 1 

Parameters 
EO 

far the Ground State: 
-0.671548755 

RO 
Al O 
alphaO (1) 
betaO ( l) 
A20 
alpha0(2) 
beta0!3J 
A30 
alphaO ( 3) 
alphaO ( 4) 
betaO (5) 

SET TITLE 

6 .63161 
o .13394754 
0.509226463 
o. 78125438 5 

-O. 790987564 
l. 35460238 
o. 698948763 
l. 
o. 0039691199 
1 . 28745215 
o. 586252646 

'H2+ excited state parallel 
PARAMETERS 
1 'R 6.63 1 61 

conf .' 

2 'Al 
3 'alpha{l) 
4 'beta(lt 
5 'A2 
6 'alpha(2) 
7 'beta(2) 

l. 
0.568075473 
0.682247064 
0 . 024197656 
1.11969966 
1 . 10604659 

8 'A3 
9 'alpha(3) 
10 'alpha(4) 
11 'beta()) 

SHOW FCN 
STOP 

FIX 3 4 6 7 9 10 11 
MINIMIZE 
RELEASE 3 4 
MINIMIZE 
FIX 6 7 
MINI MIZE 
RELEASE 5 6 7 
MINIMIZE 
FIX 8 9 10 11 
MINIMIZE 
RELEASE 3 4 5 6 7 
MINIMIZE 

- O. 0561 500672 
-O. 00629680175 
o. 946553551 
o. 7080479 

RELEASE3 4 5 6 7 8 9 10 11 
MINIMIZE 
STOP 

riday July 04, 2003 

o . 010 
o .010 
o .010 
0 . 010 
0.010 
0.010 
0.000 1 
0.010 
o .01 0 

o.o 
o. o 

-10 . o 
o. o 
o.o 

-10.0 
-1.0 
o. o 
o. o 

5 .o 
5. o 

10. o 
5 .o 
5 .o 

10 .o 
2 .o 
2 .o 

2. o 

1/ 1 
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A.2.2. Archivo de Resultados Típico 

Jul 04. 03 15:31 R6.63161.out 

This program min i mizes the variati onal Energy for 
H2+ in the Par al le ! Configura t ion 

STATE: 2 s igma _g 
psi = frl + r2 - Al *Psi O 

. . ................................... ., . ........... * ... ***'******* 

Magnetic Field Str e ngth: 1. au ( 2. 35 B_ 9 1 

LIMITS: 

o. 1.6 8.7 11 . 

º- 1.6 9. 11 . 

o. 0.59 5 . 11. 

o. 0.59 5. 11. 

EPS : 1.E-08 1.E-08 
FACTOR: 500. 

Printed by 
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MINUIT RELEASE 96. 0 3 INITIALIZED. DIMENSIONS 100 / 5 0 EPSMAC= 0 . 89E-15 

MINUIT RELEASE 96.03 INITIALIZED. OIMENSIONS 100/ 50 EPSMAC = 0 .89E-15 

M!NUIT DATA BLOCK NO . 

PARAMETER DEFINITIONS : 
NO. NAME VALUE 

6. 63 16 
l. 0000 

STEP SIZE 
constant 
constant 

LIHITS 
1 "R 
2 'Al 
3 'alpha(l) 
4 'beta(l) 
5 'A2 
6 ' alpha(2) 
7 'beta(2) 
8 "A) 
9 'alpha{3) 

10 'alpha(4) 
11 'beta (3J 

o. 56808 
o. 68225 
O. 24198E-01 
l. 1197 
l. 1060 

- O. 56150E-01 
- 0. 62968E- 02 
o. 94655 
o. 7 0805 

O. lOOOOE-01 
O. lOOOOE-01 
O. lOOOOE - 01 
O. l OOOOE-01 
O. lOOOOE-01 
O. lOOOOE-01 
O. lOOOOE-03 
O. lOOOOE-01 
O. lOOOOE-01 

MINUIT: FIRST CA LL TO USER FUNCTION, WITH !FLAG=l 
Aortho= 3 . 15224334 

IREG, XNU{IREG), 

O. 195 0 52E+OO 
O. 5 99 07 9E-01 
0.282601E- 15 

0 . 5 8 9884E-0 1 
O .136521E- 01 
0 . l559 8JE-1 6 

O 613025E-22 
0 .1 0 2614E- 21 

9 O 857 473E-33 

riday July 04 , 2003 

EPS, 

. l OO E-07 

. l OO E- 0 7 

. lOOE-0 7 

. l OO E-07 

. l OO E-07 

. l OO E-07 

. lOOE-07 

. l OO E- 07 

. l OO E-07 

ACC, 

. 995E-08 

. 997E-08 

. 994E-08 

. 994E- 0 8 

. 996E- 08 

. 997E-08 

. 997E-08 

. 995E-08 

. 9 99E-08 

IFAIL 

o. 0000 
o. 0000 

-10.000 
o. 0 000 
o. 00 00 

-10. 0 00 
-1. 0000 
o. 000 0 
o. 00 00 

5. 0000 
5. 00 00 
10. 0 0 0 
5. 00 00 
5. 0000 
10 . 000 
2. 0000 
2. 0 000 
2. 0000 

1/2 
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Jul 04, 03 15:31 R6.63161 .out 

IREG, XDEIIREG), EPS, ACC , 

O.S59848E+OO . l OO E-07 . 986E-08 
0 . 173587E+OO . lOOE-07 . 999E-08 
O. 588787E- l 7 . lOOE-07 . 989E- 08 

O .16 5165E+OO . lOOE-07 . 996E-08 
O. 396031E-01 . lOOE-07 . 997E-08 
O. 705677E-18 . lOOE-07 . 996E-08 

0.25974 1E-21 . l OO E- 07 . 986E- 08 
0. 15 544 7 E-21 . lOOE-0 7 . 994E-08 
0 .135 513E-3 4 . l OOE-07 . 996E-08 

H2+ First Excited state of gerade parity 

Variational Energy 
Binding Energy 
Energy Dif f. wi th g. s . 
Magneti c Field Strength 

0.34917912 Ry 
O. 65082088 Ry 
1. 02072788 Ry 
l . au ( 2.35 

IFAIL 

0.174 589 56 1 
0 . 32541044 a.u. J 
0 . 510363938 a.u. 1 

x 10"9 Gauss) 

E'var: Numer = O. 3276 00 63 7 Denom = O. 938202252 Sea le = 100. 

Va riati onal parameters : 
R 6.63161 
Alll l. 
alpha (1) O. 568075473 
beta ( 1l O. 68224 7064 
A(2) 0.02 4197 656 
alpha(2) 1.11969966 
beta 12 1 1.10604659 
A(3J -0.0561500672 
alpha ( 3) -0 . 00629680175 
alpha ( 4 J O. 946553551 
beta(3) 0 . 7080479 
Aorta 3 .15224334 orthogonali ty parameter .................................................... 

Calculating Relative Corrections 

Corrections i n rho EPS ACC (NUMER) 
O. 377749E-23 O. lOOOOOE+OO 277627E-01 

Corrections in rho EPS ACC ( DENOMJ 
0.153720E- 24 O.lOOOOOE+OO 0. 16 5 452E-0 1 

Corrections in z+ EPS ACC (NUMER J 
0.91153 0 E- 53 O.lOOOOOE+OO O. 759474E- 01 

Corrections i n z+ EPS ACC ( DENOMJ 
O. 744354E- 53 O. lO OOOOE+ OO O .11052 4E-01 

•• • • • . .... MINUIT TERMINATED BY MINUIT COMMAND: STOP 

Printed by 
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A.2.3. El programa FORTRAN h2+2sg.f 
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Jun 05, 03 13:29 roaram.f 
Program h2+2sg. f 
Da t ed: January 21, 2003 
Adapted f r om program: h2+v99. E (for ground state) 

H2+- in a magnetic field 

Parallel Configurati on 
versi on 2003 

Page 1118 

~:~:~~-~~!~~~-;~ ........ ........... .................... .. ... ... .... ... . 
USAGE: h2+2sg .e < h2+2sg.dat > h2•2s9.out & 

- -- This program minimizes the energy of the e)(cited state 
2 si gma_g of the molecular ion H2+ in • magnetic field 
in Paral lel ConfJ.gura tion 

LIBRAR IES: 

-- - HINUIT from CERN-lib (MJ.nimizationJ 

-- - DOlFCF NAG-lib INTEGRATION SUBROUT!NE 

Paoou.N MAIN 
DOLlClT DOVBLI: l'UCISION (A-H, 0 -Z) 
CUJ.ACTD º 1 O PNAH ( 1 ) 

COMMON BLOCK FOR INPUT DATA 
~ I XINPUTl I xB, EPSi n, EPSid, FCT, EPSC 
~ / XINPUT2 I RL.N(5l. RL0(5), ZL.N(l0), ZLD{10). 

$ EPMJ'M{2 0 ) , EPDENl2 01 
COIGCOll I XINPUTJ I nrhoN, nrhoD, nzN, nzD, icorr 
... COMMON BL..OCXS GROUND STATE PARAMETERS 
caa.::. / PARMO/ EOGS, CA0 (31 . alpha0(4), beta.O()) 
COIDICS / ICALS / f'SCAl..E 
EXTERNAL FtfNC'T'ION FOR MINUIT MINI MIZATI ON 
SXTSltJIAL FCN 
EXECUTABLE STATEMENTS 

READING DATA 

r•ad t5. • ) ! Magnecic Field screnghc 
read (5, 0 )Bx ! -> xB (proper uni t s) 
read (5, • ¡ 
read(5 ,•JnrhoN, nrh oD ! Nwnber of regions in rho (NUM / DENJ 
r•ad (5, •¡ 
read.1 5 , •) tRLNtirl, ir•l.nrhoN+ll t rho Num limits 
read. (5, •) 
raad. (5, • ) (RLD(ir), ir•l, nrhoD•ll ! r ho Den Jimits 
read.(5 , • ) 
read. {5,•)nzN, nzD ! Nurober of regions in z (NUH /DEN} 
r .. d (S,•) 
read t5, • ¡ (ZLN(irl, ir•l,nzN+l) J z Num Jimits 
readt5, •) 
read.(5 , º ) (ZLD(irl, ir•l,nzD•l) ! z Den limics 
read. (5, • ) 
r••d (S,•)EPSin, EPSid, FCT, FSCALE, icorr, epsc, 

READI NG PAR.AMETERS FOR GROUND STATE AT PO!NT RO 

read.(5 , •) 
r•adt5 , • i 
read (5 •• ) PNAM ( lJ 'EOGS 
read( 5, 0 ) PNAM (1) ,RO 
nad (5,•)PNAM{l) ,CAO!ll 
read.( 5' . ) PNAMt lJ 'alphaO (l) 
rHd (5,.) PNAM(ll 'betaOll l 
read. !5, º )PNAMIU ,CA0(2) 
read t5, • 1PNAM(11, alpha O (2) 

Thursday June 05, 2003 
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e 

read. {5 , • 1 PNAM (1l,betaO121 
read.1 5, •) PNAM ( l), CAO ()) 
read.(5 ' • ¡ PNAM(l l 'alphaO (3) 
read ( 5' • ) PNAM (1) • alphaO ( 4 J 
read. {5, • ) PNAM(l), betaO 131 
read.( 5, •) 
r•ad <S, •) 

units,.2.3500 
xB,.Bx/uni ts 

U (nscreen .eq .0 ) thlln 

Our units (Proper definition o t RyJ 
Uni es conversion f or B 

1 B in uni ts of Bo:l/2. 35 

open ( unit•6, file•'minuit.ou.1 ·,status"'' unknown •) 
•nd if 

write (6, •) 
write (6, " I · •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• • 
write (6, •) 'This program minimizcs thc variational Encrgy for ' 
write( 6,•J' H2+ iothc ParallcJConliguration • 

~t~= ~~: :¡ ; ps~~~~~s~~~siO 
write !6, • ) • •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• • 
write (6, º l 
write t6, • ) 'Magnctic FicldS1rcngth:•, xB , ' au( ',Bx, • 8_9)' 
write t6, • ) · 
write (6, •¡ 

write ( • , • ) · LIMITS: ' 
wr i te ( • , • ) • --------------------------------------' 
write (•, •¡ 
write ( • ,•)(Rt..Ntir), ir•l,nrhoN+ll rho Num limics 
write t • , • ¡ 
write ( • , • ) (RLD(irJ, ir .. 1,nrhoD•l) ! rho Den limits 
write ( • , • J 
write (•, • ) (Zt..N(ir), ir•l,nzN•l) 1 z Num limics 
write (•, º) 
write t • , • ¡(ZLDtirl. ir .. l,nzD•ll ! z Den limits 
write ( • , •) 
wri te ( • , • J • ----------------------------------------- ' 
writ• ( •, • l 
write (•, º ) ' EPS:•, EPSin, EPSid 
write ( • , • J · FACTOR:' ,FCT 
write t • , *) 

"FLAT" DISTRIBUTION FOR INTEGRATIONS (SAME ACCURACY) 
FOR ALL SUBINTERVALS 

DO inz l, 20 ! max regions • 20 
EPNUM(in) "' EPSin 
EPDEN (in) "' EPSid 

""""" 
5001 for111at tlx,5(F10.5,2x)) 
5002 foraat tlx.4(F10.5,2xl) 
5003 foniat t lx, 2 {FlO. 5, 2x) 1 

Inic ia lizing Minuit 
(see MINUIT manual for d etails J 
Escablishing uni t numbers for data input/output ----- ---- - - - ---- - -- - ---- - - ------ - - --- - - - - ---- --
i rd,. 5 ! Fortran Uni t number fo r reading 
iwr"6 ! Fortran Uni t nwnber for rwri t.ing 
isav ,.7 ! Fortran Uni t number for saving 
call mnlnit (ird,iwr,isav) 

program.f 

Printed by 
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Calling to MIMJIT (MINIMIZATION ROUTINEJ 
CALL MINU lT (FCN,Ol 

stop 
end ! END MAIN PROGRAM 

SUBROUTINE FCN 

SUBROVTI!O FCN (NPAR.GR. FVAL, XV, IFI..AG, F\.TJ'IL) 
DOL:IC:IT DOUBLJ: H .SCIBION (A-H,0-Z) 
HINUIT pararneters and common definitions 

IIDIDISION GR(º) ,XV( º ) 
Par4111eters f or che integorat.ion routine DOlFCF 

nrrso:s:a NDI M. MAXPTS. LENWRK 
Pu.ucrru. (NDIM•2, MA.XPTS•lOOOOOOO, LENWRK•500000) 

LOCAL ARRAYS 
000.LS Pa.:IIION ANU'M(NDIM), BNUM(NDIMI , ADEN!NDI M), BDEN(NDIM), 

S WRKSTRtLENWRKl, XNU(20), XDEt20) 
COMMON BLOCK FOR INPUT DATA 

C<:IDIC* I XINPUTl I xB, EPSin, EPSid, FCT, EPSC 
COllllC*' I XINPUT2 I RLN(5), RL0(5), ZLN(l0), ZLO(l0), 

S EPNUM(20l, EPOENt20) 
COIOCOll I XINPUT) / nrhoN, nrhoD, nzN, nzD. icorr 

COMMON BLOCK FOR WAVE F'UNCTIONS PARAMETERS 
C<*** I PARI-1 I B, R, Aorto, CA()). alpha(4)' beta()) 
CCIOIJll / PAA11 0/ EOGS, CA0(3), alpha0( 4 ), beta0t3l 

COMHON BLOCK FOR ABBREVIATIONS 
COIOIOlf f ABBR f B2, SQRB, FCTR, sigma 
COICMOll f BCAL• f FSCALE 

INTRINSIC FUNCT!ONS 
Ill'rJ.DfllC ll8 

EXTERNAL FUNCTIONS 
&XTDJU.L OOlFCF, EVARN, EVARO, AORTON, AORTOO 

EXECUTABLE STATEMENTS 

FVAL z 0.000 

ASSIGNING MINUIT VARIABLES ( VARIATIONAL PARAMETERS } 
Same nota tions as tor the ground state 

R 
CA(l) 
a lpha (lJ 

beta (1) 
CA(2) 
alpha (2) 
beta (2) 
CA ()) 
alpha (3) 
alpha (4) 
beta (3) 

XV(l) 
XV(2) 
XV()) 
XVl4l 
XV(5) 
XV(6) 
XV(7) 
XV(8) 
XV(9) 
XVtlO) 
XV(ll) 

H2+ Disc:ance A.mon9 che Cencers 
Parameters Ansatz 1 

Parameters Ansa e z 2 

Parameters Ansacz J 

Parallel configuration (cylindrical coords rho, phi, zJ 
Since we have axial symmet:ry (rotacions around z axis ) 
our f ormulas (and in tegrationsJ depend only on rho and z. 

"Natural size of the system " 
tdet ined by t he internuclear distanceJ 
---- ----- --- ------------------- -------
RS "' R 
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program.f 

USEFUL ABBREVIATIONS: (COMMONJ 
----- ------------
B XB 
B2 s •s 
SQRB DSQRT ( B) 
FCTR FCT 

Orthogona li ty parameter ......................... 
AORTOl ,. O. 000 
AORT02 z 0 . 000 

IREG ,. O 
DO Iz "" l,nzN 

DO Irho ,. l, nrhoN 
IREG • IREG+l 
EPS " EPNUMIIREG ) 

AORTO (SAHE AS NUHERATOR} LIHITS (l)• rho, (2)2 z 
ANUMtl) • RLNllrho) 
BNUM(l) • RLN(l rho+l) 
ANUMl2l "' ZLNllz) *RS 
BNUMl2) • ZLNtlz+ll * RS 
MINPTS "' O 
IFAIL " l 
FINV : 0.000 

~L 001FCF tNDIM, ANUM , BNUM, MINPTS, MA.XPTS, AORTON, EPS, ACC, LENWRK, 
• WRKSTR, FINV, IFAILl 

AORTOl " AORTO l + FINV 

ANUMtlJ "' RLNtlrho) 
BNUM(l) "' RLN(lrho+l) 
ANUM(2) ,. ZLNllz) *RS 
BNUM(2J ,. ZLN(lz+ll * RS 
MI NPTS z 0 
IFAIL :e 1 
FINV = 0.000 

CALL 001FCF (NDI M, ANUM, BNUM, MINPTS, HAXPTS, AORTOD, EPS, ACC, LENWRK, 
+ WRKSTR, FINV, IFA! Ll 

AORT02 " AORT02 + FINV 

""""" """"" 
Aorto : AORT01 / AORT02 

Aor to needed by EVARN and EVARD passed in COMMON BLOCK PARM 
(EVARNIEVARD ; Nurn / Den for variation al energyJ 

write (• , •) ' Aortho= ' , a orta 

if (icorr.eq.1) then 
write ( • , •) 

VARIAT!ONAL ENERGY NUMERATOR 

write ( * , *') ' IREG, XNU(IREG), EPS, ACC, IFAIL' 
writ• ( • , • ¡ ' ------------------------------- - · 
ond if 

enernu:::O . 000 
IREG = O 
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DO I z "' l , nzN 
DO Irho ,. l,nrhoN 

IREG a IREG+l 
EPS ,. EPNUM(IREG I 

rogram.f 

NUMERATOR ,LIMITS ( 1 )-= rho, (21"' z 
ANUMtl) :r RLN{lrho) 
BNUM(l) :: RLN(Irho+ll 
ANUM(2) "' ZLN(lz) º RS 
BNUM(2l " ZLN ( Iz+ll ºRS 

MINPTS " O 
IFAIL = 1 
F'INVN ::: 0.000 
XNUUREGl "' 0.0DO 

CALL 001FCF (NDIM.ANUM, BNUM, MINPTS , MA.XPTS , EVARN, EPS, ACC, LENWRK, 
+ WRKSTR, FINVN, If'AIL ) 

XNU ( IREG) ,., FINVN 

U ( icorr , eq. lJ then 
write ( • , 5004) IREG, XNU ( IREG), EPS, ACC, IFAIL 
•ad u 

5004 fona.at llx, 14, 2x, El2 . 6, 2x , 2 (ES. 3, 2xl, lx, 12) 

enernu • e nernu + XNU 1 IREGJ 

11111) DO 
write ( • . • 1 
11111) DO 

END NUMERATOR CALCULATION 

U licorr. eq. l J t b •n 
write ( • , • ¡ 

VARIA TIONAL ENERGY DENOMINA TOR 

write(• , • ¡ ' IREG. XDE(IREG). EPS, ACC, IFAIL' 
writ• ( • , • 1 '-------------- ------- ------ -------- ' 
•nd u 

enerde .. Q. 000 
IREG "' O 

DO I z21.nzD 
DO Irho:l,nrhoD 

IREG=IREG + l 
EPS : EPDEN ( IREGJ 

L I HI TS FOR THE DENOMINATOR 
ADEN(l) " RLD(Irho l 
BDEN(ll ; RLDtirho+l) 
ADEN(2l " ZLD(I zl º RS 
BDEN!2) : ZLD(Iz+l) º RS 

MINPTS " O 
IFAIL ., 1 
FINVD • O 000 

CALL OOlFCF tNDIM. ADEN , BDEN , MINPTS, MAXPTS , EVARD . EP S, ACC, LENWRK, 
• WRKSTR, FINVD, IFAIL) 

Thursday June OS, 2003 
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XOE(IREG) • FINVD 
if ticor r.•Q. l l thtln 
writ• ( • , 5004 ) IREG, XDE ( IREG), EPS, ACC, IFAIL 
ond lf 

enerde = ene rde + XDE(IREG) 

IDID DO 
write (•, •) 

DID DO 

END DENOHINATOR CALCUL.ATION 

FVAL • enernu / enerde 

writ• l " , • ¡ 
writ• ( • , •¡ 
writ• ( • , • ¡ ••••••••••••••••••••••••••••• ••• ••••••••••••• •••••••• • 
writ• ( •, • 1 ' H2+ First Eitcitcd statc oí gcradc parity • 
write ( •, •) 
writ• I * , • ¡ · Vuiatio nalEncrgy =· ,FVAL,' Ry ( ' , FVAL / 2 DO 

$,' a.u. ) ' 
write ( • , • J ' Bind ing Encrgy =' , xB-FVAL, ' Ry ( ' , 

S(xB- FVAL)/2 . DO, ' 11.u . )' 
writ e ( • , " )' EncrgyDifT. wilhg .s. =' ,FVAL - EOGS, 

$' Ry ( ', (fVAL-EOGS) / 2 . DO ,' a.u. ) ' 
writ. ( • , •1 • MagncticficldSllcnglh = ', xB, ' au {', xs • 2 3500,' 

Sx 10"9Gauss) ' 
writ• t • , •J 

program.f 

wr i te (• , •)• Evar: Numcr:: •,enernu ,' Dc.nom:•,enerde,• Scalc =', 
SFSCALE 
write t•, • J 
writ• ( • , • ) • Variational plll"ametcrs: • 
write ( • , • )' R = '.R 
U (CA (l) . ne . O. 001 th•n 
write (• , •). A(l) =' ,CA(l) 
writ• ( • , • ) • alpha( l )s' ,alpha(l ) 
write(• , • )• beta( !} •', beta (l ) 
ond lf 
U (CA(2) . D •. O. DO ) theD 
writ• ( • ,•) ' A(2) z' , CA(2 ) 
writ• ( • , • )' alphD(2) o:.' ,alpha ( 2) 
write ( • , • ) • bcla(2) •' , beta ( 2J 
ond lf 
if (CA()) . ne. 0. 00) theD 
writ• ( " , ") ' A(3) z' , CA () ) 
writ• t • , • )' alpha(3) = ' ,alpha (3) 
write ( • , • J • alpha(4) = ' ,alph a(4) 
write (•, •)' bcta(3) = ',beta()) 
ond lf 
writ• ( • , • )' Aorta =', Aor to, • orthogonality parametcr• 
writ• t•, • 1 ·••••• ••• • •• • • • ••••• •••••••••••••••• • •••••••••••••••• • 
writ• t • , • ¡ 
writ• t • , • ) 

U licorr .•Q.l) then 

CORRECTIONS 

writ• t • , • ) 'CMlculating Rc:lative Corrcctions 
writ• ( • ,•¡ • ' 
writ• ( • ,•) 

Prin ted by 
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l) Del taRHO NUMER 

ANUM(l) "' RLN(nrhoN .. l) 
BNUM(l) 2.0DO º RLN(nrhoN+l) 
ANUM(2) ::: ZLN(l) º RS 
BNUM (2) : ZLN(nzN+l) ºRS 
EPS : EPSC 
HINPTS ::: O 
I FAIL • 1 
FINV = 0.000 

CALL 001FCF tNDIM. ANU'M, BNUM, MINPTS, MAXPTS, EVARN, EPS, ACC, LENWRK, 
+ WRKSTR,FINV,IFAIL) 
write ( • , • ) 
write ( • , • ¡ •Concctionsin rho EPS ACC (NUMER) • 
writ• ( • . 5005 ) FINV/enernu. EPS, ACC 

write ( • , • ) · ---- ---------- -------

2) Del taRHO DE:NOM 
ADEN(l) .. RLD(nrhoD+l) 
BDEN(l) 2.0DO º RLD(nrhoD+l) 
ADDH2) = ZLD(l) º RS 
BDENl2) " ZLOtnZd+l) º RS 
EPS : EPSC 
HINPTS " O 
IFAIL .. 1 
FINV " 0.000 

CU.L 001FC F (NDIM.ADEN, BOEN, MINPTS, MAXPTS, EVARD, EPS, ACC, LENWRK, 
+ WRKS'T'R,FINV.IFAIL) 
write ( • , • ¡ 
writa 1 • , • ) · Con cctioM in rho EPS ACC (DENOM ) • 
writa( • • 5 005) F'INV/enerde, EPS, ACC 

writ• t • , • l · ----------------------------------------' 

JJ DeltaZ + NUMER 
ANIJM(l) " RUHl) 
BNUM(l) :: RLNtnrhoN+l) 
ANUM(2) "' ZLNtnzN+l) *RS 
BNUM(2) " 2 .0DO *ZLN(nzN•l) *RS 
EPS :: EPSC 
MINPTS " O 
lFAIL : 1 
FIN\f " 0.000 

CALL 001FCF (NDI M, ANUM, BNUM, MINPTS, MAXPTS, EVARN, EPS , ACC, LENWRK, 
+ WRKSTR, F I NV, lfAIL) 
write t • . • J 
write ( • , • l • Corrcctions in z+ EPS ACC (NUMER) • 
writ• ( . ' 5005) fINV /enernu, EPS, ACC 

write 1 • , • l ' --- - -----------------------------' 

4J Delt a Z+ DENOM 
ADEN !l) "' RLD(l) 
BDEN (l) "' RLD(nrhoD+l) 
ADEN (2) ZLD(nZD+l) *RS 
BDEN( 2) " 2.ooo · ZLD (nZD+l) *RS 
EPS " EPSC 
MINPTS :: 0 
I FAIL :: 1 
FINV "' 0.000 

C.U.L 001FCF (NDlM,ADEN, BDEN, MINPTS, MAXPTS, EVARD, EPS, ACC, LENWRK, 
+ WRKSTR, FINV, IFAI Ll 
writ• t • , •¡ 
writ• ( • , º l 'Con ectionsin z+ EPS ACC (OENOM) • 
writ• ( • . 5005) FINV/enerde , EPS . ACC 

write ( • , • ) • ----------------------------------• 
write ( • , • )' ------------------- --------• 
•nd if 

Thursday Juna 05, 2003 
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5005 fonu.t (4x,31El2.6,2x)) 

program.f 

• • • • • • **'" ..... • • • • • • END CORRECTIONS 

llTUlUI -++++ +++ +++ ++++++++++++ •• +++ ++ ++++. ++ + + ++ ++ + + + ...... + ++ ++. ++ .. ++++ •• 
END FCN 

ENERGY NUMERA TOR 

SUBROUTINE EVARN(NDIM, XN) 

H2+ Molecul a r Ion in a Magnetic Field (Excited StateJ 
Parallel Configura t ion .. ......... ... ... ................ ..... ... ..... .. ... .... .... ...... .. ..... ... 

This SUBROUTINE calculates t he INTEGRAND of the ENERGY NUMERATOR 
for the fi rst electronic excited state of H2+ in a magnetic 
f i el d. 

NOTES 

-- Parallel Configuration 
-- Integration cylindrical coordina.tes: rhoe and ze 
-- Subrou tine to be used by th e NAG int egracion routine 

DOlFCF NAG-lib 

DOUBU PUCIBIOll 1'UlrlCTIOll EVARN INDIM, XN) 
DCPLICIT DOOaLS PUCIIIO• IA-H,0- Z) 
... El..ECTRON COORDINATES ( INTEGRATION VARIABLES). 
XN ( l) .. rhoe XN ( 2) •ze PAAALLEL. CONF. .. CYL.INDRICAL SYM. 
DIXl:tllIOll XN (NDIMJ 

. POSIT!ON OF CENTERS 
DIXl:tl8IOll RC ( 2, 3) 
... DISTANCES FROM El..ECTRON TO EACH CENTER 
t>DIDIBIO• r _(4 ) 
... COMMON BLOCKS WA VF FlJNCTIONS f'ARAMETERS 
COIMO• I PARM I B. R, Aorta, CA(3), alpha( 4 ), beca()) 

. . COMMON BL OCK FOR ABBREVIATIONS 
CC>a.>N / ABBR I 82, SQRB, FCTR, sigma 
COIOION / BCALS / FSCALE 

Intrinsic Functions 
Dl'1'1IJf8IC 

EVARD = O • ODO 

DBQaT , DD.P , DCOB 

El..ECTRON CYLINDRICAl.. COORDINATES {PAAAl..l..EL CONFIGURATION) 
rhoe "' XN(ll 
ze " XNl2l 
rhoe2 ::: r hoe • rhoe 

Posi tion ot Each Center fwi t h respecc to the origin in 
between t he line connecting both centers} 
Ca rtesian coor dinates 

CONFIGURATION: 

419 
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2 CEm'ERS IN A LINE PARALL.EL TO THE MAGNETIC FIELD LINI! 
ALONG THE Z AXIS 

RCtl.3) 00 R/2 
RCl2,3 ) :o-R/2 

DO IC:al.2 ! Parallel Configuration 
r_(IC}zDSQaT t rhoe2 +lze-RC(IC,)))**2 l 

""""" 
Potent:Jal Definition: (H2+ J 

Vatr" -2.000•(l.ODO/r_(ll•l ODO/r_ (2ll 
Vrep =- 2. 000/R 
Vma9 .. s•s• rhoe2/4.0DO 
V "' Vat.r + Vrep + Vma.9 

Trial wave Functions definition 
-- -------------------- ----- -------- ------

NOTE: : F'tRST WE NEED TO KNOW THE VALUE OF THE PARAMETER "A" 
THIS CAN BE DONE BY USING THE ORTHOGONALITY 
CONDITION BETWEEN THE GROUND STATE AND THE FIRST 
EXCITED STATE. "A" is denoted here as 'Aorta• 

...... :!::~:~~~ . ~~:~~. :~~~:~~~ -~~~~~. ~~~ -~~~:~~ ............ . 

Prefactor for che Excited State: f .. (rl+r2-AJ 
-----------------------

FF "' ( r_(l) • r_(2) - AORTO ) 

AORTO is calculated before calling Numerator 
see function F'CN 

(IJ "Heitler -London " trial tunction 
psi! :c O.ODO 
phil "' alphalllºI r_tll + r_!2l l + betall)"B"rhoe2 / 4.00 
it (phil. lt.FCTR) psila CA(l) ºDl:X•t -phil) -- ------ --- -- - - - -- - - - - ---- -- - - - - - - - - - - - - - --- -----

(IIJ "Hund-Mulliken • trial function 
psi2 " o.ooo 
psi2 1 " o.oca 
psi22 • O. ODO 

phi21 "'alpha( 2J •r_lll • betal2J • s•rhoe2 / 4.DO 
if tphi21. lt. fCTRJ psi2l:c CA(2) "Dl:XJl(-phi21) 

phi22 "alpha(2) •r_ l21 + betal2l "B*rhoe2/ 4 DO 
U tphi22. lt . FCTR) psi22:c CA(2) ºDl:XJl (-phi22) 

psi2 :: psi21 • psi22 

(IIIJ "Guillemin-zener· erial function 
psi3 • O.ODO 
psi31 • O.ODO 
psi32 • O .ODO 

Thursday June 05, 2003 
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e 
e 

phi31 ,. alpha()) •r_(l) + alpha(4) " r_l2l + 
$ beta( 3) "B*rhoe2/ 4 .DO 
if (phi31. lt. FCTR) psi31"' CA{3) 0 Dl:D(-phi3ll 

phi32 .. alpha(4) 0 r_( ll + alpha(3)•r_(2) + 
$ beta (3J ºB"rhoe2/4 .DO 
if tphi32. lt.FCTRJ psi32 • CA(3) •l)su(-phi32) 

psi3 • psi31 + psi32 
------------------------ ----------- ---

..... ~~:~.:. ~~:::~~:~:~~: ~ .............. . 

POTENTIALS ASSOCIATED WITH THE TRIAL WAVE FlJNCTION : 

COHHON TERMS (sorne detinitions): 
- - - - - - - - - - -- - - - - ---- - - --------------- - - --

Printed by 
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xnln2 • 1 rhoe2 + lze-RC(l,3ll"lze-RCl2 ,3Jl ) /(r_(lJ •r_(2)) 

program.f 

(IJ Heitler-London 
---- -----------

EOl • 2.DO • alphalll º* 2 - B"betatl) 

Potential for the ground state : 

Wla • EOl+e•e•beta tl l • • 2 • rhoe2/4 .DO 
$ + 2.oo•alpha(l)•alphatll•xnln2 + 
$ alpha(l)•e•betalll*rhoe2ºtl.DO/r_!ll + l.OO/r_t2l) 
S 2 .DOºalpha.(l) • (l.00 /r_(l) + l.OO / r_(2)) 

Addit:ional terms for the t.J.rst excited state: 
Wlb • -4.000 •a lphallJ •( l.DO+xnln2l -

S e•beta(l)"rhoe2 • (l/r_(l)+l/r_l21 I + 2.00* (ltr_(ll+l t r_ t2l) 

VVl "' Wla + Wlb 

(IIJ Hund-Hulliken 
---------------

E02 " alphat2J •• 2 - B"beta(2) 

W2la• E02+e• s•beta (2) ••2•rhoe2/4 .oo 
S + alpha(2l"B*beta(2) 0 rhoe2/r_(l) -2.00 *alpha(2J /r_(ll 

w22a .. E02+e• e • beta 121 • •2•rhoe2 / 4 .DO 
S + alpha(2) 0 B•beta(2l*rhoe2/r_(2) -2.00*alphat.21 /r_ (.2) 

Additional terms: 
W2b = -2.0DO•(alpha(2)•(1.DO+xnln2) + 

S B*beta(2 )*rhoe2•(l./r_(l) +l /r_(2))/2.DO)+ 
S 2.D0*{1./r_(l)+l./r_(2)) 

VV21 "' VV2Ja + VV2b 
VV22 ... VV22a + VV2b 

(IIIJ Guill emin-zener 

E03 • alpha(3)••2 + alpha(4}**2 -B•beta(JJ 

W3la • E03+e•e•beta (31 ••2•rhoe2t4. ODO 

519 
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+ 2.oo•alpha(3)•alpha(4J•xnln2 + 
s•beta (3) • (alpha ( 3) •rhoe2 /r_ (1 J + alpha (4l•rhoe2 /r_12l) 
2.DO*(alpha(3)/r_(l) + alpha(4J/r_l2ll 

W32a = E03+B•B•beta(3)••2•rhoe2 / 4.0DO 
+ 2.oo•alpha(3l •alphat 4J •xnln2 + 
B*beta()) • (alpha(4) •rhoe2/r_(l) + alpha() J •rhoe2/r_{2)) 
2.00• (alpha(4) /r_(l) + alpha(3) /r_(2)) 

Addi tional terms 
W3b = -2.000°( (alpha{))+alpha(4))•\l.DO+xnln2) 
e•betat3J*rhoe2•(1./r_ (l).,.l./r_(2) )/2.) + 

2.00 *(1 /r_(ll+l./r_(2J) 

W31 "' VV3la + VV3b 
W32 = VV32a + VVJb 

Energy Numera.cor 

EVARNO=PsiO• (FP ·2· (Vº Psi O - Wla*psil -W2la•psi21 
$ W22a•psi22 - VV3la*psi31 - W32a•psi32J) 

EVARNl = -PsiO*FFº ( 
S Wlb•psil • W2b • tpsi2l+psi22J + VV)b• (psi31+psi32J) 

EVA.RN (EVARNO•EVARNl). rhoe*FSCALE 

llTUM 
llllD ! NUMERATOR 

ENERGY DENOMINATOR 

SUBROUTINE EVARD(NDIM,XO ) 
Time-stamp: <1999-08-12 11 : 32:35 vieyra> 

Page 11/18 

~~: :'!~:::~:~: * :~~-!~. ~ .';~~~::!:.~!::~u!:::!::~ .~:~:~~ ........ . 
This SUBROUTINE calculates the INTEGRAND of the ENERGY 
DENOMINATOR for the first excited state of H2+ 

NOTES 

-- Parallel Configuration 
- - Integration cylindrical coordinates: rhoe and ze 
-- Subroutine to be used by the NAO integrati on routine 

DOlFCF NAG-lib 

I>0011Lll P1SCIBIOll' FUNCTION EVARO tNDIM, XD) 
DCPLICIT DOUBLS PUCISION (A - H,0- Z) 
... ELECTRON COORDINATES ( INTEGRATION VARIABLES ) 
XD(l)><rhoe XD(2J=ze PARALLEL CONF. = CYLINDRICAL SYM. 
DIXDllIO• XD (NDIM) 
•.. POSITION OF CEN!'ERS 
DDmlflIOll RC(2,3) 
... DISTANCES FROM ELECTRON TO EA.CH CENTER 
DIXDl81011 r_(4) 

Thursday June 05, 2003 
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program.f 

... COMMON BLOCKS WAVE FUNCTIONS PARAMETERS 
COMKON I PARM I B, R, Aorto, CA()), alpha(4), beta()) 
... COMMON BLOCK FOR ABBREVIATIONS 
COMllON I ABBR I 82, SQRB, FCTR, sigma 
COICKOJI / SCALS/ FSCALE 

Intrinsic Functions 
IN'l'JlINSIC 

E'VARD = 0.000 

DSQ:a.T, DUP , DCOB 

ELECTRON CYLINDRICAL COORDINATES (PARALLEL CONF'IGURATION) 
rhoe = XDtl) 
ze "' X0(2) 
rhoe2 = rhoe• rhoe 

Position of Each Center (with respect to the origin in 
between the line connecting both centersJ 
Cartesian coordinates 

CONFIGURATION: 
2 CENTERS IN A LINE PARALLEL TO THE MAGNETIC FIELD LINE 
ALONG THE Z AXIS 

RC(l, 3)"' R/2 
RC(2, 3) .. -R/2 

DO IC,.,1,2 ! Parallel Configuration 
r_(IC) • DBO•T t rhoe2 +(ze-RC(IC,3))**2) 

DIDPO 

Trial wave Functions defini tion 

NOTE: FIRST WE NEED TO KNOW THE VALUE OF THE PARAMETER "A" 
THIS CAN BE DONE BY USING THE ORTHOGONALITY 
CONDITION BETWEEN THE GROUND STATE AND THE FIRST 
EXCITED STATE. "A" is denoted as 'Aorto' 

• * •••• :~::~:~::~ . ~!!~~. :~~:!~:!.~~~:':'! * ~~~ -~~~~~~ *. * ••• *. * * * 

Prefactor for the Excited State: f= (rl+r2-AJ 

FF = ( r_(l) + r_(2) - AORTO ) 

AORTO is calcul.!!ted before calling DBnomin.!ltor 
see function FCNE 

(!) #Heitler-London• trial function 
psil "' O.ODO 
phil "alphatl)*( r_tl) + r_(2) l + beta(l)•B•rhoe2 / 4 .DO 
if (phil.lt.FCTR) psil: CA (1) *DUP (-phill 

-- - - - - - - - - - - - - - - - -- - -- --------- -- ----· 

(II) "HWld-Mulliken• erial tunction 
psi2 = o.ooo 
psi21 = o. ODO 
psi22 = O. ODO 

phi21 "'alpha(2) *r_(l) + beta(2)*B*rhoe2/4.DO 
if (phi21. lt, FCTR) psi21• CA (2) *X>SU(-phi21l 

Printed by 
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phi22 "'alphal2J • r_(2J + bet al2J•e•rhoe2 / 4 DO 
U (phi22 . lt .FCTR} psi22": CA(2 I ºD:IXP (-ph i22 ) 

psi2 = psi2l + psi22 

(III) "Guillemin -Zener" trial function 
psi) e O.ODO 
ps i 31 "' o.ooo 
psi32 " O. 000 

phi31 .. alpha()! • r _ Ul • alpha(4J•r_l2> + 
S be t a()) • e • rhoe2 / 4 . 0 0 

U !phi3L lt. FCTRI psi3 1 • CA()) *DDJl' (-phi3U 

phi32 e alphal4J•r_lll + alpha()) • r _ (2) + 
S betat31 • s • rhoe2 / 4 .DO 

U (phi32. lt. f'CTR) psi32s CADl ºDKXP(-phi32) 

psi) "' ps i31 • ps i32 

PsiO : ps il •ps i2 +psi3 ...... ... ... ....... ..... .. ............. 

Energy Denominato r ....... .. ... ........ .. ....... .......... .. 
EVARD "' Psi0 °FF 0 • 2 • Psi0 °rhoe•fSCALE 

UTl1lUI 

""" 

NOTES: 

DENOMINATOR END ! 

AORTO NUMERATOR 

- - We use cylindrical coordinates as integration variables 
- - Integra t ion r outine DOlFCF NAG-lib 

t>OUllU l'UICIBIO. FUHCTION AORTON (NDIM, XNI 
DDLICIT DOtTBLS l'UCIBION tA- H, 0-Z) 

. ELECTRON COORDINATES ( INTEGRATION VARIABLES). CENTERS 
DOU'llU J'QICIBIO. XN(NDIM). RC t2,31 
... DISTANCES FROM ELECTRON TO EACH CENTER (loca l ) 
DDCZNSION r _(2 ), r0_(2). rho2_(2) 
... COMHON BLOCKS WAVE FUNCTIONS PARAHETERS 
COIOCOM' I PARM I 8, R, Aorta. CA (31 • alpha {4) • beta (3) 
... COMMON BLOCKS GROUND STATE PAAAMETERS 
COllMOll / PARMO/ EOGS, CA0 (3) . alpha0(4), beta0(3 ) 
. .. COMHON BLOCK FOR ABBREVIATIONS 
CC»IXOIJ I ABBR I 82, SQRB, FCTR, sigma 

Intrinsic Functions 
Ill'n.IHBIC DBQRT , :DUP , :DCOI , :DBIN 

Execu table statements 

Electron cylindrical c oordinates (variables of incegracion XN (iJ ) 
rhoe = XN(l) 

"' XN(2) 

Thursday June 05, 2003 program.f 

rhoe2 "' rhoe • rhoe 

Position of Each Cen cer ( wi th respecc to che origin in 
between th e line connecting both centers ) 
Cartesian coordinates 

CONFIGUR.ATION : 
2 CENTERS IN A LINE PARALLEL TO THE MAGNETIC FIELD LINE 
ALONG THE Z AXIS 

RC(l,3) • R/2 
RC(2, 3) =-R/2 

Distances f orm the eleccron t o the c enters: r_ ( ICJ 

DO IC,.l, 2 
for the excited state wave funcci on 

r_(IC) .. :DBQRT (rhoe2 + ( ze-RC(IC,3)) 00 2 1 
f o r the ground state wave function 

rO_(I CI •r_UC) 
...., IJO 

Trial Wave Functions defini e ion 

(1) Psi O WITH THE PARAMETERS F'OR THE EXCITED STATE 

( I J ºHeitler - London • trial funccion 
psil " O.ODO 
phil:: alpha(lJ • ( r_(ll + r _ t2J ) + beta(l)•B•rhoe2/ 4. DO 
U (phil.lt,FCTR) ps i l= CA(l) ºDUP (-phil) 

- - - - - -- --- -- -- -- - -- - -- - ---- - - . 

(II ) " Hund-Mulliken• erial function 
psi2 "' o.ooo 
psi21 "' O. ODO 
psi22 ,. O. ODO 

ph i21 "' alphat2J 0r_(l l + betal2J •B• rhoe2/ 4 DO 
U (phi2l. lt .FCTR) psi2l • CA (2)•DJl:D( -phi2ll 

phi22 "'alpha(2J•r_(2) + bet.a(2)•e•rhoe2/ 4.DO 
if(phi22. lt .FCTR) psi22s CA(2) *DKU(-phi22) 

psi2 :: psi21 + psi22 

(III) ºGuil lemin-zener• erial function 
psi) :: O.ODO 
psi3l ,. O.ODO 
psi32 "' O. ODO 

phi3l "alpha( 3J • r_(l) + alphai4)•r_ {2) + 
S beta(3) 0B0rhoe2/ 4.DO 

U (phi31. lt. FCTR} ps iJl., CA(3) *DKD l-phi3ll 

phi32 e a lpha(4) •r_ tl) + alpha(3J•r_(2 J + 
S betat3J•e•rhoe2 / 4 .DO 
u (phi32. lt. FCTR) psi32 • CA (3) •psu (-phi32) 

psi3 "' psi3l + psi32 

Printed by 
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• • •• • ~:~~ .: .~:~::~:~::~:~: •• :. :~:::~~~~~~~. ~~ . ~~:. :xci ted Sta te 

(2) PsiO WITH THE PARAMETERS FOR THE GROUND STATE 

( I J "He i t1 er-London • trial functi on 
psiOl = 0.0DO 
phiOl "'alphaO(l) • ( r_lll + r_t2J J + beta 0tl) • s•rhoe2 / 4. 00 
if (phiOl. lt .FCTR) psiOl= CAO(l) ºDSXP ( -phi01) 
-------------------------------------------

( II J "Hund-Mul 1 iken" trial function 
psi02 O.ODO 
psi021 O.ODO 
psi022 : O. 000 

phi 0 21 "'alpha0(2J • r_!l) .. beta0(2) *Bºrhoe2/4 . DO 
it {phi021. lt .FCTR) psi021: CA0(2 ) 0 DUP {-phi021) 

phi022,. alpha o121 • r_(2l + beta0(2) *B'* rhoe214 . DO 
it (phi022 .lt. F'CTR) psi022: CA0(2) *DUP (-phi022) 

psi 02 "' psi 0 21 • psi022 

( II I ) "Gui 11 emin-Zener · tri al function 
psi03 0.0DO 
psi 031 "' O.ODO 
psi032 = O.ODO 

ph i031 = alphaO{)) • r_(l) alphaO (4J • r _ {2) + 
S beta0(3) • e • rhoe2/4 . DO 
it (phi031. lt .FCTR) psi 031 = CA0(3) *DllP ( - phi031) 

phi032 = alpha0(4) " r_lll + alpha0(3) • r _ (2J + 
S beta0{)J*B* rhoe2 / 4.DO 
it (phi032 .lt. FCTR) psi032= CA0(3) "DllP (-phi032) 

psi03 " psi031 + psi032 
-- - ---------

• •. • • ::~ ~~ . : .~:~~: :~: ~~: :~: ~~~ * .. : .. :~: .. :~: . ~:ound Sta te 

Ao r ta Numer a cor 

* . .. . ~~~:~~ . :. ::~~~: ~:: ~: > .. :: : ~:1. 1. : ::~~::~~~ ..... . .. ........ . .. .. .. ...... ... .. 

llrl'URJI 
DID 

Thursday June 05 , 2003 

NUMERA TOR AORTO 

AORTO DENOMINATOR 

Jun 05, 03 13:29 rogram.f 

DOUlliLJC PRll:CISION FUNCTION AORTOD tNDIM,XD) 
IXPLICIT DOVBLJC PRll:CISIOW tA-H,0-2) 
... ELECTRON COORDINATES ( INTEGRATION VARIABLES} . CENTERS 
DOUBLJC PUCISION XD(NDI M), RC(2,3) 

.. DISTANCES FROM ELECTRON TO EACH CENTER ( local} 
DDIENS:IOH r_l2) ' r0_(2)' rho2_(2) 

. COMMON BLOCKS WAVE FUNCTIONS PARAMETERS 
COMKOH I PARM I B, R, Aorta, CA()), alpha(4), beta{)) 
•.. COMMON BLOCKS GROUND STATE PARAJ1ETERS 
COMKON /PARMO/ EOGS, CA0(3) ¡ alpha0(4) ¡ beta0(3) 
... COMMON BLOCK FOR ABBREVIATIONS 
COlOIOH / ABBR / 82, SQRB, FCTR, Sign'la 

Intrinsic Functions 
:IHTRINSIC DSQ•T , DJCXP , DCOS , DSI>l 

Executable statements 

Printed by 

Page 16118 

Electron cylindrical coordinates (variables of integration XN(i J J 

program.f 

rhoe XD(l) 
= XD(2) 

rhoe2 rhoe • rhoe 

Position of Each Center (with respect t o t he origin in 
between the line connecting .both center s) 
Cartesian coordinates 

CONFIGURATION: 
2 CENTERS IN A LINE PARALLEL TO THE MAGNETIC F I ELD LINE 
ALONG THE Z AXIS 

RC(l, )) : R/2 
RC(2, )) =-R/2 

Distances fonn the electron to the centers : r_ (ICJ 

DO IC:l,2 
f ar the excited state wave function 

r_(IC) =D8QllT (rhoe2 .. (ze-RC(IC,3)) ** 2 ) 
far the ground state wave function 

rO_(IC) =r_(IC) 
DID DO 

Trial wave Functions definition 

(1) PsiO WITH THE PARAMETERS FOR THE EXCITED STATE 

(!) •Heitler-London • eri a l f unction 
psil " O.ODO 
phil = a l pha ( l) * ( r _tll + r_(2J l • beta(1J *Bº rhoe2 / 4.DO 
if (phil .lt .FCTR) psil= CA(l) *DDP (-phil) 

- - - -- - -- - - - -- - - - - - -- - - - - - - -- - -- -- ---

(I I ) •Hund-Mul l iken• trial function 
psi2 " O.ODO 
psi 21 "' 0 . 0DO 
psi22 = O. ODO 

phi 21 ,. alph a(2J • r _ (ll + betat2) º B*rhoe2/4.DO 
if (phi21. lt. FCTR) psi21: CA(2) *l>JCD' (-phi2ll 

phi2 2 "' a lpha(2) *r_(2 ) + beta ( 2) '" B*rho e 2/ 4 DO 
if (phi 2 2 .lt.FCTR) psi22'" CA (2) "DDP( -phi2 2 ) 

819 
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psi2 "' psi21 + psi 22 

(IIIJ "Gu illemi n - zener · cdal Eunction 
psi3 "' O.OD O 
ps i3l "' O.ODO 
psi32 = 0.0DO 

phiJl "' alpha())•r_lll • alpha (4 J • r_(2) • 
S beta(3)*B•rhoe2 / 4 .DO 
if (phi31. lt .FCTRJ psi)l: CAl31 *DD.J' (-phi3ll 

phi32 "' a lpha!4)•r_<l l + alphatJl •r_l2l + 
S beta()) 'B' rhoe21 4 .DO 
itt ph i 32. lt.FCTR I p si)2 = CAl)l *D&X.P (-phi321 

psi) "' p si)l + psi32 
-----------------

Page 17/18 

PsiO " psil+psi2+psi3 ! Corresponding to the Exci ted Sta.t e ························································ ········ 

f 2 J Psi O WITH THE PARAMETERS FOR THE GROUND STATE 

<I J ' Heitl er -London • erial Eunction 
psiOl "' 0.0DO 
phi Ol "alphaOtll ' I r_tu • r_(2J ¡ + beta0tll ' B*rhoe2/4.DO 
if (phiOl .lt .FCTRl psiOl"' CAOU lºl>&XP(-phiOl) 

-------- ---------- -- -----

fI I J · Hund-Mulliken• tri a l tunction 
psi02 o.coa 
psi021 = o . coa 
psi022 = O. ODO 

phi021 " a lpha0(2) • r_tl) .. beta0(2) •s•rho e 2/ 4 .DO 
if {phi021. lt. FCTR) psi02 1,. CA0 ( 2 )•Dl:XP( -phi021) 

;:ihi022., a lpha0t2l º r_(2J .. beta0(2J • s • rhoe2 / 4.DO 
if (phi022 .lt. FCTR ) ps i022:: CA0(2) ºDZXP( -phi022) 

psi02 = psi021 • psi022 

IIII) "Gu i llernin-Zener• tri al tunction 
psi03 "' O. ODO 
psi031 = 0 . 000 
psi'OJ2 " 0 . 000 

phiOJl "' alpha0{3) •r_tl l • alpha0i4) • r_l2) • 
S beta0{31 • B•rhoe2 / 4 .DO 

U tphi031 .lt. FCTRl psi031: CA0 (3) 0 DU:P l-phi0)1) 

phi032 = alpha0(4l • r _ (l) • alpha O( JJ •r_t2) • 
S beta 0 ( 3J • B• rhoe2/4.DO 
if( phi 03 2. lt .fCTRl psi032::i: CA0t]l ºDl:XP ( - ph i032 1 

psi0 3 • ps i031 + psi 03 2 
-- --- ----------- -

Thursday June 05, 2003 

Printed by 

Jun 05, 03 13:29 roaram.f Page 18118 

...... :~:~~ .. : .. ~~:~::~~:~::~~:~: .. : .. :~:. :~~ . ~:~~~~ .~:~ :~ ......... . 

program.f 

Aorto Denomina tor 

AORTOD "' PsiOO º PsiO •rhoe 

......,... 
DID ! DENOHINATOR AORTO 
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Apéndice B 

Funciones Hidrogenoides 

En el presente apéndice se describen brevemente las funciones de onda del 

átomo de Hidrógeno. 

La ecuación de Schrodinger no relativista para un átomo hidrogenoide de 

carga nuclear Z en unidades atómicas es 1 : 

1 2 z (--\7 - -)w(r) = Ew(r) 
2 r 

(B.l) 

La solución de esta ecuación en coordenadas esféricas se puede encontrar 

utilizando el método de separación de variables: 

Wn,t,m(r) = Rn,1(r)Yim(B, </J), (B.2) 

donde n = 1, 2, ... , es el número cuántico principal, l= O, 1, 2, 3, ... (n-1) es el 

momento angular y m, el número cuántico magnético, es la proyección de l 

sobre un eje seleccionado arbitrariamente, (normalmente el eje z); m toma los 

valores m = l, l - 1, ... , -l. Las funciones Yim (e, <P) son los armónicos esféricos 

y Rn,1 ( r) es una solución de la ecuación radial: 

{ 
1 [ d

2 
2 d l ( l + 1) ] z } - - - + -- - - - R1(r) = ER1(r) 

2 dr2 r dr r 2 r 
(B.3) 

1 En la aproximación de Born - Oppenheimer de orden cero se considera a la masa del 

protón como mproton = oo. 
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76 APÉNDICE B. FUNCIONES HIDROGENOIDES 

cuyas soluciones son: 

R,, ¡(r) = -( 2Z )3 (n - l - 1)! 
112 

[2Zr] leZr/nao L21+1 (2Zr) 
' aon 2n[(n + l)!]3 nao n+L nao 

siendo 

L21+1 (2Zr) 
n+l nao 

los polinomios asociados de Laguerre, según la convención usada en Landau 

[9]. 

Las energías de los niveles están dadas por: 

1 Z 2e2 

E=---
n 2 aon2 ' 

donde n = 1, 2, ... y a0 es el radio de Bohr que se define como 

Se puede ver que cuando n = 1 y Z = 1, entonces E1 que es la energía más 

baja es 

1 e2 

E 1 = --- = -l3 ,6eV = -lRy. 
2 ªº 

En unidades atómicas e = a0 = 1 y la energía del estado base es por tanto 

E - 1 1 - - 2 a.u. 
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Estado nlm Función de Onda 

Is0 100 
1 ( Z) 312 

_ z, - - e ªº 
fo ªº 

2s0 200 1 ( z) 3/
2 

( Zr ) _ k 
2 v'2ii ªº 1 - 2ao e 2ao 

2po 210 1 ( Z) 3
1

2 
( Zr) Z r 

4,j2ii ªº ~ e -
2
ª0 cose 

2p± 21±1 =t=-- - - e - 2ª0 sin ee±up 1 ( Z) 3
/

2 
( Z T) Zr . 

8fo ªº ªº 

Tabla B. l: Primeras funciones hidrogenoides. 
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Apéndice C 

Orbitales de Landau 

En esta parte se determinaran los niveles de energía de una partícula cargada 

en un campo magnético homogéneo de intensidad B constante en la dirección 
zl. 

Para ésto se considera que la carga de la partícula es q = -e y que la norma 

sea la simétrica o circular A = ~(-y , x, O) pues reproduce a B = (O , O, B) 2
. 

El Hamiltoniano del sistema esta dado por 

f¡ = _1 (p + ~Á)2. 
2m e 

Desarrollando con las consideraciones anteriores se tiene que: 

, e, [ . e B . eB . J p +-A= - inSl +-(--y) - znS7 + --x - zn\7 e x e 2 ' Y c2' z , 

entonces 

(
, e , 2 , 2 eB ) e2 B 2 

2 
P + -A) = P + -( xpy - YPx + -

4 2 P , 
e e e 

1Clásicamente el movimiento que ésta partícula corresponde al desplazamiento de una 

partícula moviéndose en hélice en dirección del eje z con radio, energía y frecuencia rota

cional constantes dadas por: p = m ev/(eB) , E= e2 B 2p2/2me, wa = eB / me respectiva

mente. 
2Este problema se resuelve más fáci lmente en la norma de Landau en donde es muy 

claro que el problema es equivalente al de un oscilador armónico (véase [9]). 
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80 APÉNDICE C. ORBITALES DE LANDAU 

donde p2 = x2 + y2
. Entonces se obtiene 

(C.l) 

Como [H, t J=O, entonces 'ljJ = eimcp es eigenfunción de t y de H, es decir 

pues 
- . a . 
l e•mcp = - in-e•mcp 
z 8cp ) 

= ltmeimcp 
) 

con eigenvalores /tm y m=0,±1 ,±2, ... lo cual refleja la simetría axial del 

problema. 

Escribiendo el Hamiltoniano en coordenadas cilíndricas se tiene 

Suponiendo que la función solución se puede separar en estas coordenadas; 

entonces 'lj;, que es eigenfunción de [z se puede escribir como: 

'ljJ = eimcp R(p)Z(z), 

de donde 

(C.2) 

además 

a2w 2 
8cp2 = -m 'lj;. (C.3) 

Sustituyendo en el Hamiltoniano a (C.2) y (C.3) se tiene que: 

- /t2 1 8 8cp m2 
8

21/J eB e2B2 
2 H 'lj; = - -[--(p-) - - 1/J + -] + - mlt'lj; + --p 'ljJ = E 'lj; . 

2me p 8p 8p p2 8z2 2mec 8mec2 
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Dividiendo todo por 

'ljJ = eimcp R(p)Z(z), 

se obtiene 

-- --(p-) - - + -- + --mn + --p2 =E. (C.4) n2 
[ 1 8 8R m

2 1 82 Z] eB e
2 B 2 

2me Rp 8p 8p p2 Z 8z2 2mee 8mee2 

Multiplicando a (C.4) por -
2;e se llega a : 

1 8 8 R m 2 1 fJ2 Z eB e2 B 2 
2 2me 

Rp8p(p 8p) - -¡Ji+ Z 8z2 - en m - 4n2e2 P = -1{2E. 

. 2me eB 
Defimendo E = -1{2 E + en m y reordenando 

1 8 8R m 2 e2B 2 182Z 
Rp 8p (p 8p) - P2 - 4n2e2 P

2 
+ z az2 =f. 

(C.5) 

Se puede ver que en la ecuación (C.5) se han agrupado los términos de acuerdo 

a sus dependencias, respecto de p y z, por lo que se puede separar en dos 

ecuaciones de la forma: 

(C.6) 

1 8 8R m 2 e2B2 
Rp 8p (p 8p) - P2 - 4n2e2 p2 = fp , 

(C.7) 

donde fz y fp son constantes de separación y cumplen con: 

Al analizar la ecuación (C.6) se puede ver que la solución de esta ecuación 

es de la forma 
Z = Ae±ik, z 

y su segunda derivada 
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por lo que 

de donde 

entonces la solución es: 

Z(z) = Aeik, z. 

Como se puede ver , esta función corresponde a una función de onda de una 

partícula libre moviéndose en la dirección z con momento p, = nk2 • 

Ahora analizando la solución a la ecuación (C.7) 

1 8 ( fJR) m
2 

e
2 
B

2 

Rp op pop - (ji - 4n2c2 p
2 

=E+ k;, 

la cual se puede escribir como 

haciendo el cambio de variable 

y escribiendo 

~ 
x=v2fkP 

,\ = 4mec (E_ n2
k;) _ 2m 

eBn 2me 

se puede reescribir la ecuación como: 

d2 1 dR m2 

-R+-- - -R-x2R+.\R=O. 
dx2 x dx x2 

(C.8) 

(C.9) 

Ahora bien, el comportamiento de R(x) en infinito (x ---+ oo ::::} p ---+ oo) se 

determina a partir de 
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1 1 
que se obtiene de C.9 despreciando los términos proporcionales a - y 2 , y 

X X 
su solución es de la forma: 

Por otra parte, cerca de x=O se tiene que 

d2R 1 dR m 2 

-+----R -::::::; 0 
dx2 x dx x2 

' 

con una solución de la forma: 

R(x) ,.._, xlml. 

De lo anterior se puede escribir la solución de la ecuación (C.9) en la siguiente 

forma: 

(C.10) 

En la expresión (C.10) hay que determinar la ecuación diferencial para G(x) 

la cual se obtiene substituyendo (C.10) en (C.9) : 

d
2
G (21 m I +l ) dG - + - 2x - + (>. - 2 - 2 1 m l)G = O. 

dx2 x dx 

Haciendo ahora el cambio de variable y= x 2, la ecuación toma la forma 

d2G ( I m I + 1 _ ) dG >. - 2 - 2 1 m 1 G _ 
d 2 + 1 d + 4 - O, y y y y 

que es la ecuación diferencial asociada de Laguerre ,3 donde G(x) = L~ml(y) 
con L~m l (y) los polinomios asociados de Laguerre, obteniendo así como solu

ción general 
1/J(r)n ,m = xlmle-x2 12 L~ml(x2)eim<peikz. (C. 11 ) 

La condición para los eigenvalores es 

~>.- l+lml =n 
4 2 
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con n=0,1,2, ... , lo cual implica que los niveles de energía están dados por 

(véase C.8) 

En esta última expresión el término Ez = - ñ
2

2
ki corresponde a la energía 

m e 

cinética de movimiento libre paralelo al eje z. Por otra parte, para un valor 

m dado, el término eBn (iml + m) es una constante al igual que Ez , y por 
2mec 

lo tanto sólo cambian el nivel de referencia4
. Esto significa que los niveles de 

energía En corresponden a los niveles de energía de un oscilador armónico 

lineal (niveles de Landau) cuya frecuencia es 

eB 
WB = --, 

mee 

llamada frecuencia ciclotrónica. El espaciamiento entre los niveles de Landau 

(o la energía ciclotrónica) es por lo tanto 

De la función 'lf; (r )n,m = xlmle-x2
/

2 Llml (x2)eim<peikz se observa que cuando 

nr = m = o se obtiene: 
'lf; (r)o ,o = e-x2/2eikz 

En ésta eikz es el movimiento en el eje z, y e-x
2

/
2 corresponde al nivel más 

bajo de Landau usado en las funciones de prueba propuestas en (4.2) con 

x= /ii p. 

eB!i 4 Cuando el valor de mes menor que cero el termino -
2 
-(lml + m) se hace cero, esto 
mee 

indica que todos los estados con m menor que cero estan degenerados y esta degeneración 

es infinita. 



Apéndice D 

Unidades Atómicas 

En física atómica es usual introducir ciertas unidades llamadas unidades 

atómicas (a. u. por ser siglas en ingles) debido a su gran utilidad. En estas 

unidades, el radio de la órbita del electrón en el estado base del átomo de 

hidrógeno es tomado como la unidad de longitud y se denota como a0 con 
(47ri:o)n2 

, , 
ªº = 2 = 5,29 X 10- 11 m. Analogamente la masa del electron m e = 

mee 
9,109 x 10-31 kg es considerada como la unidad de masa, mientras que n = 

1,054 x 10-34Js se considera como la unidad de momento angular. 

Para completar este sistema de unidades, se toma a la magnitud absoluta 

de la carga electrónica del electrón (e= 1,602 x 10-19c) como la unidad de 

carga y la permitividad en el vacío como Eo = 1/47r. 

Por lo tanto en unidades atómicas m = n = e = 47TEo = 1. 

En éstas unidades la energía más baja del átomo de hidrógeno, es decir para 

n = 1 es: 
1 e2 

E1 = ---
2 ªº' 

si e=l y a0 =1 entonces E1 = -~a . u . Las unidades atómicas para la energía 

se llaman Hartrees, aunque también es usual trabajar en Ry, 

1 Hartree = 2 Ry, (1 Ry = 13,6 e V). 
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Apéndice E 

Energía vibracional 

Con la curva de potencial electrónica podemos evaluar fácilmente la energía 

vibracional mas baja en la aproximación armónica. Esta energía vibracio

nal corresponde al movimiento longitudinal de los protones a lo largo del 

eje internuclear. Esto se hace aproximando la curva de potencial electrónica 

alrededor de la posición de equilibrio Req por un potencial armónico de la 

forma 
1 2 1 2 2 

Varm = Eo + 2,K(R - Req) = Eo + 2,µwR (R- Req) , 

d d K d 2 Evar 1 d 1 f . d 'l . ' en on e = 2 , e manera que a recuenc1a e osc1 ac10n esta 
dR Req 

dada por 

1 d 2 Evar 
µ dR 2 

con µ = mp/2 la masa reducida de los dos protones, con ésto la energía de 

vibración mas baja es 

Evib _ ~ñw o -
2 

R· 

En unidades atómicas 

E;;" ~ ~ff; (a.u.) ~ [f; (Ry) . 

87 



88 APÉNDICE E. ENERGÍA VIBRACIONAL 

Para la curva correspondiente al estado 2CT9 encontramos que J{ = 0,01186124 

y por lo tanto E0ib(2CT9 ) = 0,00359 Ry, mientras que para el estado base lCT9 , 

realizando un cálculo similar, obtenemos E0ib(lCT9 ) = 0,01401 Ry. Esto nos 

indica que la curva de potencial electrónica para el estado 2CT9 es mucho mas 

plana cerca del mínimo que la correspondiente curva de potencial electrónica 

para el estado base lCT9 . 
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