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Prefacio

El andlisis multivariado es un conjunto de técnicas que se concentran en
el manejo de objetos que tienen més de una variable. Algunas de estas téc-
nicas surgieron de la necesidad de una extensién del caso univariado, por
ejemplo el An4lisis Multivariado de la varianza (MANOVA) es una extensién
del Anélisis de la Varianza (ANOVA), y el resto de las técnicas no tienen
analogfas para el caso univariado, el andlisis de conglomerados, los compo-
nentes principales y el escalamiento multidimensional son ejemplos de éstas.
La gran aplicabilidad del andlisis multivariado ha sido comprobada medi-
ante un sinfin de textos en diversas disciplinas, no sélo en el 4rea cientffica
sino también en el drea social, y le han dado un lugar muy importante en la
estadistica.

Cada técnica multivariada es distinta de las otras, lo que implica que se
requiera hacer més de un anélisis para resolver un problema. Asf, el anélisis
de conglomerados no es la excepcién. A lo largo del presente trabajo se hace
uso de dos técnicas m4s, a saber, componentes principales y escalamiento
multidimensional, aunque podrfan ser mé4s dependiendo del problema.

A diferencia de las dem4s técnicas multivariadas, una parte importante
del andlisis de conglomerados (métodos jerdrquicos) puede ser entendida sin
ser experto en mateméticas o estadfstica, pero esto no quiere decir que sea la
técnica menos importante del andlisis multivariado, sino al contrario, permite
desarrollar un mayor niimero de aplicaciones en diversas dreas.

El objetivo principal de este trabajo es el dar un panorama general del
andlisis de conglomerados, pero disefiado para idear un sinfin de ejemplos
que pueden ir desde una clasificacién de seres vivientes en biologfa, hasta un
estudio de preferencias de diversos consumidores en mercadotecnia.

El primer capftulo brinda una pequeiia introduccién de las caracterfsticas
y las técnicas del ya mencionado anélisis multivariado. Este capftulo es op-
cional por lo que esta marcado con un asterfsco, "*", y su lectura no afecta
el objetivo principal del presente trabajo.

El capftulo dos , Algebra de Matrices, reune el material suficiente para
entender las técnicas del escalamiento multidimensional y el anélisis de com-
ponentes principales presentadas en el capftulo tres.



En capftulo tres se presentan distintas formas para visualizar datos multi-
variados, ya sea por medio de alguna gréfica, o por medio de las dos técnicas
multivariadas alternativas.

El cuarto capftulo profundiza en el tema del an4lisis de conglomerados, asf
como en los métodos mds comunes en la paqueterfa estadistica, los métodos
jerdrquicos.

El quinto capftulo proporciona la teorfa de métodos de optimizacién y las
mezclas de densidades (modelos probabilisticos).

El dltimo capftulo brinda cuatro aplicaciones cuyo objetivo es mostrar que
el an4lisis de conglomerados no solo es una herramienta para clasificar sino
también es una técnica titil en otras situaciones, por ejemplo en la reduccién
de datos.

Ademss de los seis capftulos anteriores, se incluyen tres apéndices en los
que se pueden encontrar la teorfa de un drbol y los datos de dos aplicaciones,
respectivamente, por lo que se recomienda leer primero el apéndice A.

Oscar Pablo Herrera Villalobos



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Analisis multivariado

El anélisis multivariado puede ser definido como la aplicacién de métodos
que, junto con un mimero razonable de medidas o variables, son trabajadas
como un mismo objeto con una o varias muestras al mismo tiempo.

El an4lisis multivariado se refiere a todos los métodos estadfsticos que
analizan multiples medidas (o variables) al mismo tiempo de cada individuo
u objeto en investigacién.

Las técnicas multivariadas difieren del andlisis univariado y del anilisis
bivariado en que éstas ponen atencién en la media y la varianza de una
sola variable, o la relacién entre dos variables como su covarianza o su cor-
relacion, esto refleja la necesidad de una extensién a tres o més variables.
Cualquier anélisis simultdneo de m4s de dos variables puede ser considerado
como andlisis multivariado.

Las medidas est4n relacionadas a caracteristicas o atributos de los objetos
que van a ser estudiados y més en general, podemos llamar variables a éstas.

Las técnicas analfticas del an4lsis multivarido son ampliamente aplicadas
en la industria, gobierno y en centros de investigacién universitarios. Mas
atin, pocos campos de estudio de investigacién han fallado por incorporar
técnicas multivaridas a su “caja de herramientas”. Su uso se ha incremen-
tado, numerosos artfculos y libros han sido publicados para fines tedricos
y matemdticos de estas herramientas, y textos introductorios han apareci-
do en casi todas las ramas, sin embargo pocos libros han sido escritos para
investigadores que no son especialistas en mateméticas o en estadistica.



1.2. Conceptos Bdsicos del Andlsis Multivari-
ado

En esta seccién se dan algunas definiciones que serdn usadas a lo largo de
este trabajo.

1.2.1. Variable

Una variable es una combinacién lineal con pesos empfricos determinados.
Las variables son especificadas por el investigador y los pesos estdn determi-
nados por el objeto especffico de la técnica multivariada. Asf, la variable de
n variables ponderadas (Xy, ..., X,) puede ser vista como:

Variable = w1 X, + wo Xo + w3 Xz + ... + wo X,

donde X, es la variable observada y w, son los pesos determinados por la
técnica multivariada.

El resultado es la representacién de una sola variable como combinacién
lineal de un conjunto de variables.

1.2.2. Escalas de medidas

El an4lisis de datos involucra una particién, identificacién y la asignacién
de una medida de variacién a un conjunto de variables, ya sea entre ellas
mismas, entre una variable dependiente o entre una o més variables inde-
pendientes. La medicién es importante para la representacién acertada del
concepto de interés y es esencial en la seleccién de algiin método de anAlisis
multivariado apropiado.

Hay dos tipos de datos: no-métricos (cualitativos) y los métricos (cuanti-
tativos). Los datos no-métricos tienen atributos, caracterfsticas o propiedades
categdricas que describen o identifican al sujeto. Los datos no-métricos de-
scriben diferencias en tipo o clase indicando la presencia o ausencia de una
caracterfstica o propiedad. En cuanto a las variables métricas, éstas reflejan
una cantidad relativa o una distancia. En este tipo de variables es posible
hacer afirmaciones de cantidad o magnitud, tal como el nivel de satisfaccién.



Escalas de medidas no-métricas

Las medidas no-métricas pueden ser hechas con escalas nominales u or-
dinales.

Nominal. La escala nominal o también conocida como escala categorica
estd descrita en términos de clases, esto es, los niimeros asignados sélo llevan
a colocar un objeto en una y sola una clase mutuamente excluyente y que no
implica tener un orden. Los mimeros o sfmbolos asignados a los objetos no
tienen un significado cuantitativo m4s all4 de indicar la presencia o ausencia
del atributo o caracterfstica bajo investigacién.

Ordinal. La escala ordinal clasifica a los datos, esto significa que se puede
decir que objeto posee m4s cantidad o atributo que algiin otro objeto. Las
escalas ordinales poseen un nivel mayor de precisién de medicién. Las vari-
ables pueden ser ordenadas o clasificadas con escalas ordinarias en relacién
con la cantidad del atributo posefdo. Cada subclase puede ser comparada
en términos de una relacién “mayor que” o “menor que”, por ejemplo, el
producto A “satisface” m4s las necesidades del consumidor X que las que
“satisface” el producto B.

Escalas de medidas métricas

Entre las medidas métricas se encuentran las escalas de intervalo y las de
razon, las cuales proporcionan un nivel mayor de precisién, permitiendo un
mayor nimero de operaciones mateméticas

Intervalo. La escala de intervalo indica que tanto més atributo o carac-
terfstica posee un objeto que otro.

Razén. Aqui se puede definir un origen que significa el cero del atribu-
to en cuestion. Las medidas de razén dan la mayor precisién, porque éstas
poseen las ventajas de las escalas menores y adem4s tienen un cero absoluto
y con este tipo de escala se pueden realizar cualquier tipo de operaciones
matemaéticas.

El comprender los diferentes tipos de medidas es importante por dos ra-
zones. Primero, el investigador debe determinar el tipo de escala usada en
cada variable. Segundo, la escala de medicién es critica para determinar que
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tipo de técnica multivariada se puede aplicar a los datos, en base a las consid-
eraciones hechas para las variables dependientes y para las independientes.

1.3. Medicién de los errores y las medidas
multivariadas

Medicién de los errores. Es el grado en el cual los valores observados no
son representativos de los valores reales.

La meta del investigador de reducir la medida del error puede seguir
muchas direcciones. Al valorar el grado de error presente en cualquier medida,
el analista debe dirigir la validacién y la fiabilidad de la medida. Validacién
es el grado en que la medida representa exactamente lo que se supone debe
representar y Fiabilidad es el grado en que el valor real de las medidas de
las variables observadas tienen un “error libre”; esto es lo opuesto de la
medicién de los errores. Si la medida es usada varias veces, por ejemplo,
mé4s medidas fiables presentardn una mejor consistencia que pocas medidas
fiables. El investigador siempre debe valorar las variables que est4 usando y
comprobar si es védlido usar una medida alternativa, y escoger a la variable
con m4s fiabilidad.

Medidas multivariadas. También conocidas como medidas resumidas,
donde varias variables son unidas para representar una variable compuesta.
El objetivo es evitar representar una sola variable para representar un sé-
lo objeto, y en lugar de esto usar varias variables como indicadores, todas
representando diferentes facetas del concepto para obtener una mejor per-
spectiva. El uso de muchos indicadores dirigen al investigador a una mejor
respuesta a las preguntas planteadas.

1.4. Técnicas multivariadas

Se pueden mencionar las siguientes técnicas:

1. Regresi6n multiple.

2. Andlisis de discriminante.

3. Componentes principales y an4lisis de factores comunes.

4. Anélisis multivariado de la varianza y la covarianza (MANOVA).
5. Correlacién canénica. '



6. Anélisis por conglomerados.

7. Escalamiento multidimensional.

8. Andlisis conjunto.

Y entre las técnicas emergentes se encuentran:

9. Andlisis de correspondencia.

10. Modelos de probabilidad lineales tales como el logit y el probit.

11. Modelacién de ecuaciones simultdneas y modelacién de ecuaciones

estructuradas.

1.4.1. Regresién miiltiple.

La regresién miiltiple es el método de andlisis apropiado cuando el prob-
lema del investigador involucra a una variable dependiente supuestamente
relacionada a los cambios de una o m4s variables independientes. El objetivo
del an4lisis de la regresién miiltiple es el predecir los cambios de la variable
dependiente en relacién a los cambios en la(s) variable(s) independiente(s).
El investigador estd interesado en la prediccién de la cantidad o magnitud
de la variable dependiente.

1.4.2. Anilisis discriminante

El anélisis discriminante es 1til cuando la muestra total puede estar divi-
dida en grupos basados en una variable dependiente caracterizada por muchas
clases conocidas. Los principales objetivos del anilisis discriminante son el
comprender las diferencias entre los grupos y la prediccién de la probabili-
dad de que una entidad (individuo u objeto) pertenezca a una clase o grupo
particular basado en la métrica de muchas variables independientes.

1.4.3. Andlisis de factores y componentes principales

El anélisis de factores puede ser usado para analizar intercorrelaciones
entre un gran nimero de variables y explicar estas variables en términos de
sus dimensiones subyacentes comnines (factores). El objetivo es encontrar un
camino de condensacién de la informacién contenida en un conjunto original
de variables en un conjunto menor de variables (factores) con un mfnimo
de pérdida de informaci6én. Asimismo, el anilisis de componentes principales
busca las combinaciones lineales de las variables originales que posean la
maxima varianza, para asi crear unas nuevas variables que posean casi toda

10



la informacién de las originales, el término “casi” se refiere, al igual que el
andlisis de factores, a un mfnimo de pérdida de informacién.

1.4.4. Andlisis multivariado de la varianza

El an4lisis miiltiple de la varianza o MANOVA por sus siglas en inglés es
una técnica estadfstica que puede ser usada para explorar la relacién entre
varias variables categéricas independientes (tratamientos) en una o m4s vari-
ables dependientes. Es una extensién del Anilisis de la varianza o ANOVA.
El anélisis multivariado de la covarianza 0 MANCOVA puede ser usada en
conjunto con la MANOVA para quitar (después del experimento) el efecto
de cualquier variable independiente no-controlada en las variables dependi-
entes. La MANOVA es 1itil cuando el investigador disefia un experimento
(la manipulacién del tratamiento de variables no-métricas) a las pruebas de
hipétesis concernientes a la varianza en grupos de respuesta en dos o més
variables dependientes.

1.4.5. Correlacién canénica

El andlisis de correlacién canénica puede ser visto como una extensién
légica del anélisis de regresién multiple. Su objetivo es corelacionar varias
variables dependientes e independientes al mismo tiempo, asf, la regresién
multiple involucra una variable dependiente en contraste a la correlacién
canénica que involucra varias. Su principio esta basado en desarrollar una
combinacién lineal de cada conjunto de variables, una para las variables de-
pendientes y otra para las independientes, para maximizar la correlacién
entre los dos conjuntos. El procedimento involucra el obtener un conjunto de
pesos para las variables dependientes y otro conjunto para las independientes
que proveen la méxima correlacién simple entre ambos conjuntos.

1.4.6. Andlisis por conglomerados

El anélisis por conglomerados es una técnica analftica para desarrollar
subgrupos de individuos u objetos. Especificamente, el objetivo es clasificar
una muestra de entidades (individuos u objetos) en un niimero pequenio de
grupos mutuamente exclusivos basado en las similitudes entre las entidades.
En el an4lisis por conglomerados los grupos no estdn predeterminados, en
cambio, la técnica se usa para identificar los grupos.
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El an4lisis por conglomerados usualmente involucra al menos dos pasos. El
primero es la medicién de alguna forma de similaridad o asociacién entre las
entidades para determinar cuantos grupos realmente existen en la muestra.
El segundo paso es perfilar a las personas o variables para determinar su
composicién. Este paso puede lograrse aplicando el anélisis dxscnmmante a
los grupos identificados por la técnica del conglomerado.

1.4.7. Escalamiento multidimensional

Su objetivo es transformar los juicios del consumidor de similitud o prefer-
encia (por ejemplo, preferencias de tiendas o marcas) en distancias represen-
tadas en un espacio multidimensional. Si dos objetos A y B son juzgados por
ser los més similares comparados con cualquier otro par de parejas de objetos,
entonces la técnica del escalamiento multidimensional proporcionar4 la dis-
tancia més corta entre cualquier otro par de objetos. Los mapas resultantes
muestran la posicién relativa de todos los objetos, pero un an4lisis adicional
es requerido para valorar qué atributos predicen la posicién de cada objeto.

1.4.8. Anilisis conjunto

El andlisis conjunto es una técnica emergente que ha traido nuevas sofisti-
caciones a la evaluacién de objetos, si éstos son nuevos productos, servicios
0 ideas. La aplicacién mads directa es en el desarrollo de un nuevo producto o
servicio permitiendo la evaluacién de productos complejos, manteniendo un
marco de decisién més realista para su respuesta. El investigador de merca-
dos es capaz de comprender la importancia de los atributos tan bien como
los niveles de cada atributo mientras que los consumidores sé6lo evaliian unos
pocos pérfiles del producto. Més aiin, cuando las evaluaciones del consumi-
dor estdn completas, los resultados del an4lisis conjunto pueden ser usados
en simuladores para el disefio de productos, que muestran la aceptacion del
cliente para cualquier mimero de formulaciones del producto y ayudan al
disefio de un producto 6ptimo.

1.4.9. Andlisis de correspondencias

Es una técnica reciente que facilita la reduccién dimensional de la val-
uacién de objetos (productos, servicios, etc.) en un conjunto de atributos
y la idea perceptual de los objetos relativos a esos atributos. El andlisis de
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correspondencia se distingue por su habilidad de acomodar las relaciones
no-lineales y los datos no-métricos.

1.4.10. Modelos de probabilidad lineales

Los modelos de probabilidad lineales, usualmente referidos como el an4li-
sis logit, son una combinacién de regresién multiple y an4lisis de discrimi-
nante. Esta técnica es similar al anélisis de regresién multiple en el hecho
en que una o m4s variables independientes son usadas para predecir a una
variable dependiente. Lo que distingue a los modelos de probabilidad lineales
de la regresién multiple es que la variable dependiente es no-métrica como
en el andlisis discriminante. La escala no-métrica en la variable dependiente
requiere diferencias en el método de estimacién y suposiciones acerca del tipo
de distribucién, y en casi todo lo dem4s es similar a la regresién multiple.
Asf una vez que la variable dependiente y la técnica empleada esten bien es-
pecfficadas, los factores considerados en la regresién multiple funcionan muy
bien. Los modelos de probabilidad lineales se diferencian del an4lisis discrim-
inante principalmente en que estos acomodan todos los tipos de variables
independientes (métricas y no-métricas) y no requieren la suposicién de la
distribucién normal.

1.4.11. Modelacién de ecuaciones estructuradas

La modelacién de ecuaciones estructuradas es una técnica que permite
tratar por separado las relaciones de cada conjunto de variables dependi-
entes, esto es, la modelacién de ecuaciones estructuradas proveen la técnica
apropiada y la més eficiente para estimar series de ecuaciones de regresiones
miiltiples separadas al mismo tiempo. Esté caracterizada por dos conceptos
bésicos: (1) El modelo estructural y (2) El modelo de la medicién. El modelo
estructural relaciona a las variables independientes con las variables depen-
dientes y el modelo de la medicién permite al investigador el uso de varias
variables (indicadores) para una sola variable dependiente o independiente,
también el investigador puede valorar la contribucién de cada escala e incor-
porar las escalas de medicién al concepto en la estimacién de las relaciones
entre la variable dependiente y las variables independientes.
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1.5. Un acercamiento a la construccién del
modelo multivariado

Los pasos generales involucrados en cualquier anélisis multivariado son
los siguientes:

1.5.1. Definicién del problema a investigar, objetivos
y la técnica multivariada que va a ser usada

El primer punto a tratar para cualquier andlisis multivariado es el definir
el problema a investigar y analizar los objetivos en términos conceptuales
antes de especfficar cualquier variable o medida.

Un modelo conceptual no necesita ser complejo ni detallado sino una
simple relacién de lo estudiado.

1.5.2. Desarrollo para el plan del an4lisis

Con el establecimiento del modelo conceptual, se necesita la técnica a
aplicar. Para cada técnica el investigador debe desarrollar un plan de an4lisis
especifico que dirija al conjunto de cosas particulares a su propésito o dis-
efio. El rango del problema de las consideraciones generales de minimizar o
desear tamaiios de muestras pequeiios, permitir o requerir tipos de variables
(métricas contra las no-métricas) y métodos de estimacién, especificar el tipo
de asociacién de las medidas usadas en el escalamiento multidimensional, la
estimacién de la agregacién o desagregacién de resultados en conjunto, o el
uso de una variable especial para representar efectos no lineales o interac-
tivos en regresién. En cada ejemplo, estas cosas resuelven detalles especfficos
y finalmente concluyen la formulacién del modelo y los requerimientos para
la coleccién de los datos.

1.5.3. Evaluacién de las suposiciones fundamentales de
la técnicas multivariadas

Con los datos coleccionados, el primer anilisis es evaluar las suposiciones

fundamentales. Todas las técnicas multivariadas tienen suposiciones, estadis-

ticas y conceptuales, que sustancialmente impactan su habilidad para rep-
resentar las relaciones multivariadas. Para técnicas basadas en inferencia es-
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tadfstica, las suposiciones de la normalidad, linealidad, independencia de los
términos de los errores, y la igualdad de varianzas en una relacién de de-
pendencia deben ser conocidas. También cada técnica tiene una serie de su-
posiciones conceptuales tratadas como cosas en la formulacién del modelo y
los tipos de relaciones representadas. Antes de que se intente cualquier esti-
macién del modelo, el investigador debe conocer las suposiciones estadfsticas
asf como las suposiciones conceptuales.

1.5.4. Estimacién del modelo multivariado y el cédlculo
del modelo ajustado

Cuando las hip6tesis son satisfechas, prosigue el an4lisis de la estimacién
del modelo multivariado y la valoracién del cdlculo del modelo ajustado.
En el proceso de estimacién, el analista puede elegir entre opciones para
conocer caracterfsticas especfficas de los datos (como por ejemplo el uso de
covarianzas en la MANOVA) o el maximizar el ajuste de los datos (rotacién
de factores o las funciones discriminantes). Después el modelo es estimado, el
célculo del modelo ajustado es evaluado segiin si determina niveles aceptables
de un cierto criterio estadfstico (por decir, nivel de significancia), si identifica
las relaciones propuestas, y si logra la importancia practica. Muchas veces el
modelo serd reespecificado en un intento de lograr mejores niveles de ajuste
y/o explicacién. Un modelo aceptable debe ser obtenido antes de prosegir.

Sin importar que nivel de ajuste sea encontrado, el analista debe determi-
nar si los resultados son considerablemente afectados por una o un conjunto
pequeno de observaciones indicando que los resultados pueden ser inestables.
Estos esfuerzos ayudan a que los resultados sean “robustos” y estables apli-
cando razonablemente bien todas las observaciones en la muestra. Las malas
observaciones pueden ser indentificadas como datos atfpicos, observaciones
influenciadas o cualquier otro tipo de resultado disparado.

1.5.5. Interpretacién de la variable

Con un aceptable nivel de ajuste, el interpretar la variable revela la natu-
raleza de la relacién multivariada. La interpretacién de los efectos de variables
individuales es hecha examinando los coeficientes estimados (pesos) de cada
variable en la variacién (pesos de la regresion, los factores de carga o utili-
dades conjuntas). M4s ain, algunas técnicas también estiman las variaciones



miiltiples que representan las dimensiones fundamentales de comparacién o
asociacién (funciones discriminantes o componentes principales). La inter-
pretacién puede llevar a reespecificaciones adicionales de las variables y/o
la formulacién del modelo, en que el modelo es reestimado y asf interpreta-
do de nuevo. El objetivo es identificar evidencia empfrica de las relaciones
multivariadas en los datos de la muestra que pueden ser generalizados de la
poblacién total.

1.5.6. Validacién del modelo

Antes de aceptar los resultados, el investigador debe someterlos a un
conjunto de diagnésticos finales para evaluar el grado de generalizabilidad de
los resultados por medio de los métodos de validacién disponibles.
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Capitulo 2

Algebra de matrices

Definicién 2.1 Una matriz A es un arreglo rectangular de nimeros. Si A
tiene n filas y p columnas se dice que es una matriz n X p. Por ejemplo, n
observaciones en p variables aleatorias, es decir A es una matriz n X p, se
escribe como
A1r A1z ... Agy
_ Agl Aga ... Agp

T =) (21)
By i s Bup

donde A; ; es el elemento que esta en la fila i y en la columna j de la matriz

A,i=1,...,n; j=1,..,p. Se escribird a la matriz A como A(n X p) para

enfatizar el nimero de filas y el de columnas. Sin = p, se le llamard matriz

cuadrada.

Definicién 2.2 La traspuesta de la matriz A es formada intercambiando las
filas y las columnas:

A1 A1 ... Ang

Ay Asi .
gr] gy B (22
Alp Aﬂ.p Aﬂp

Definicién 2.3 Una matriz con una columna es llamada un vector columna,
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ast
Ay

Az
A=| " (2.3)

A,
es un vector columna de n componentes. Los vectores fila son escritos como
de vectores columna traspuestos, esto es
AT=(A1 A ... A, ) (2.4)

Notacién. Se escribe a las columnas de la matriz A como Agy, A@), ---Awp)
y las filas como A, As,...,A, tal que

4,
_ | A4
A=(4y 4o - dp)=| . (2.5)
4,
donde
Alj
A
so=| T A=t 4a . 4) 26)
Anj

Definicién 2.4 Una matriz escrita en términos de submatrices es llamada
una matriz particionada. Notacion. Sean A, Aj2, Agy y Az submatrices
tales que A, (r X s) tiene como elementos A;j, i = 1,...,1; j = 1,..., s entonces

_ An('l" X 3) Au(f‘ x (p — 3))
Apxp)= ( An((n—1)%8) Anln—r)% (p—8)) ) (2.7)
Ast, esta notacion puede ser extendida para mds particiones de Ajy, A,
etcétera..

Definicién 2.5 Sea I(nxn) una matriz cuadrada. Se dice que I es la matriz
identidad si

10 0 .0
01 0 .. 0
I — . . _.- - .
0 0 10
0 01
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Definicién 2.6 El determinante de una matriz cuadrada A es definido como

A =) (1) Ayrq) - - Aprr) (2.8)

donde la suma es tomada sobre todas las permutaciones T de (1,2, ...,p) y |7|
es igual a 1 o -1 dependiendo si T puede ser escrito como el producto de un
ndmero par o impar de transposiciones.

Definicién 2.7 Una matriz cuadreda es no-singular si |A| # 0, de lo con-
trario es singular.

Definicién 2.8 La inversa de la matriz A, es una matriz A~ que satisface
AA7' = A'A = 1. La inversa eziste si y s6lo si A es no-singular, esto es,
8i y sdlo si |A| # 0.

Definicién 2.9 Una matriz A cuadrada es llamada simétrica si Ai; = Aj;
paratodal1 <i,j<m
Definicién 2.10 La traza de una matriz simétrica se define como
trA =Y A

Definicién 2.11 Sea A una matriz cuadrada. Se dice que A es una matriz
diagonal st

A ... 0

A=| : .. (2.9)
0 . 4

2.1. Espacios vectoriales

Definicidn 2.12 Un conjunto X se llama espacio vectorial si para cualquiera
dos elementos de X, a los que se les llamard vectores, satisfacen:

1. X es cerrado bajo la suma. Si X;, X, € X entonces
X, +X,eX

2. La suma es asociativa. Si X, X,, X3 € X entonces

(X; + Xo) + X3 =X, + (Xo + Xj).
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10.

Existe un elemento neutro para la suma. Existe 0 € X tal que
0+X=X+0=X

para todo X € X.

Cada elemento tiene inverso. Para cada X € X existe -X € X tal que

-X+X =X+ (-X)=0.

La suma es conmutativa. Si X,, X, € X entonces

X+ X, =X, + X,

El producto es cerrado bajo escalares. A X € X para cualesquiera A € R,
XeX.

El producto de un escalar se distribuye sobre la suma de vectores.
AX; + Xp) = AX;+AX,
para cualesquiera A € R, X;,X, € X.
El producto de un escalar distribuye la suma de vectores.
A+mX =2X +pX
para cualesquiera A, p € X y X € X.
El producto de escalares puede asociarse de cualquier forma.
()X = A(uX)
para cualesquiera A\, p € X y X € X.
El elemento real 1 funciona como neutro multiplicativo.

X=X

‘para cualquier X € X.
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Ejemplos:
1. R"conn€eN
2. Fr={f funcién | f : R > R}
3. Cp={ffuncién | f:R— Ry f es continua}

Lema 2.1 En un espacio vectorial X son vélidas las igualdades siquientes
para cualquier X en X:

1. 0X=0
2. (-DX=-X

Demostracién. 1. Obsérvese que
0X+X=0X+1X=(0+1)X=1X=X

por tanto si se suma —X de ambos lados se tiene 0X = 0.
2. Obsérvese que
DX+ X=-DX+1X=(-1+1)X=0X=0

por lo que implica que (—1)X funciona como el inverso de X, el cual es
tinico. W

Definicién 2.13 Si X es un espacio vectorial y'Y es un subconjunto de X,
entonces se dice que Y es subespacio vectorial de X, si y sélo si se cumplen
las dos condiciones siquientes:

1. Y#¢.
2. AX +uY €Y para cualesquiera A\, y€e Ry XY €Y
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Ejemplos. {0} y R" son subespacios vectoriales de R".

Definicién 2.14 Los vectores X, ..., X, son llamados linealmente indepen-
dientes si existen nimeros Ay, ..., Ak, no todos cero, tales que

MXy +- Xy =0,
de lo contrario son llamados linealmente dependientes.

Definicién 2.15 Sea W un subespacio de R" entonces una base de W es
un conjunto mdzimo de vectores linealmente independientes.

Las siguientes propiedades se tienen para una base de W.

1. Cada base (finita) de W contiene el mismo mimero de elementos. Este
nimero es llamado la dimensién de W y se denota como dim W. En
particular dim R™ = n.

2. SiX,,...,X, es una base de W entonces cada elemento X en W puede
ser expresado como combinacién lineal de X,...,X;; esto es, X =
M X + -+ + A X, para algunos mimeros Ay, ..., Ag.
Definicién 2.16 El producto escalar o producto punto entre dos vectores
X,Y € R" esta definido por

XY =X"Y =3 XX

=1
Los vectores se llaman ortogonales si X - Y = 0.

Definicién 2.17 La norma Euclidiana de un vector X € R" se define como

n 1/2
Il = (x7- )" = (ZX?)

Definicién 2.18 Una base X, ..., X; de un subespacio W de R" es llamada
ortonormal si todos sus elementos tienen norma 1 y son ortogonales entre si,

esto es, si
T - 1=7
X; X; = {0’ oy
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2.2. Valores y vectores propios

Si A(p x p) es una matriz cuadrada entonces
q(A) = |A-AT] (2.10)

el polinomio de grado p en la variable ). Las p rafces de g()), A1, Az, ..., Ap,
posiblemente mimeros complejos, son llamados valores propios, valores car-
acterfsticos o eigenvalores de A. Algunas de las Xs pueden ser iguales.

Paracadai =1,2,...,p, |]A—\I| = 0, asf que A— I es singular. Asf existe
un vector 7 # 0 que satisface

Ay=)y (2.11)

Cualquier vector que satisfaga (2.11) es llamado vector propio (derecho),
vector caracterfstico o eigenvector de A para el valor propio A;. Si ); es
complejo entonces <y puede tener entradas complejas. Un vector propio con
entradas reales se dice que esté4 estandarizado si 77y = 1.

Si X y Y son vectores propios para \;, y @ € R”, entonces X +Y y aX
también son vectores propios para ;. De esta manera, el conjunto de todos
los vectores propios para ); forma un subespacio vectorial que es conocido
COmo espacto propio o eigenespacio.

Como el coeficiente de A en g(A) es (—1)?, podemos escribir a g(A) en
términos de sus rafces como

P
g =[] = ). (2.12)
i=1
Si se sustituye A = 0 en (2.10) y en (2.12) se tiene que
P
A =[] (2.13)
i=1

Sea C una matriz no-singular (p X p), entonces

|A—M| = |C||A-ACC||C|
= |cAC -1,

Asf A y CAC™" tienen los mismos valores propios. Ademss si  es un
vector propio de A para );, entonces CAC™'(C~) = A;C~, de donde si

(2.14)

v=Cy,
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entonces ¥ es un vector propio de CAC™ para ;.

Sea a € R. Entonces |A + ol — M| = |A — (A — a)]|, tal que A+l tiene
valor propio \; + a. Adems4s, si Ay =\, entonces (A + al)y= (A + a)y,
asf que A y A + al tienen los mismos vectores propios. N N

Teorema 2.2 Sea A\, cualguier valor propio de A matriz (p X p), con espacio
propio H de dimension r. Si k denota la multiplicidad de \;, en q()\), entonces
1<r<k.

Demostracién. Como A; es un valor propio, existe al menos un vector
propio no trivial, asf{ r > 1.

Sea ey, ..., €, una base ortonormal de H y extiéndase a todo R?, asf existen
fi, ..., f,— vectores tales que {ey, ...,e,,fi, ...,f,_+} es una base ortonormal de
R?. Sean E = (ey,...,e,) y F = (fi,...,f,_,). Entonces (E,F) es una matriz
ortonormal tal que I, = (E, F)(E, F)” = EET+FF7 y |(E, F)| = 1. También
ETAE =)\ETE =A1, FTF =1, , y FTAE =)\,F7E = 0. Asf,

q(A) |A — Al

(E,F)"||A - M| |(E, F)|

(E,F)T [AEE” + AFF” — AEE-)FF"| (E, F)]

(A1 —A)I. ETAF

0 FTAF-)L,_,
(M = '\)rfh(/\)
por lo que se tiene que la multiplicidad de A; como rafz de g(\) es al menos
.0

Proposicién 2.3 Sean A y B dos matrices cuadradas y no singulares. Sea
¢ € R un mimero real. Se tienen las siguientes propiedades:

[

1) |cA| = PA.

2) |AB| = |A||B].

3) Si A(p x p) y B(g % q) son dos matrices cuadradas, entonces
A C
- ' —~ |AlBI.

4) Si A se puede escribir como
All AI? )
A=
( Ay Axn )’
entonces |A| = |An||An — An AL Ap| = |Ag| |Ar — AppAz Ay .

24



Demostracién.
1) Se sigue de la Definicién 2.6
2) Ver Strong (1982)
3) Para la prueba consultar Shilov (1977) paginas 20-23 o Leon (1994) pégina
95.

. -1
4) Sea B = ( I ~AnAx ) una matriz, entonces

0 1
¥ i - I —ApAy A, Ap I 0
|BAB = |( 0 I Ay Ay -Ax AL 1
I —ApA; A,; A I 0
BABT o 124299 ( 11 12 ) ( 4 )l
pasr| = (o % ) (A &% ) (-agap 1

A —ApApyA; 0
A31 — A% An

= |A22[ [Au = AleéIAzll
por la propiedad 3) se tiene |B| = [I| = 1 y |B| = [I| = 1. Por la propiedad
2)
[BAB”|=|B]|A| [B"| = |A|
lo cual prueba la propiedad 4. B

Observacién 2.1 Si A es simétrica entonces r = k. Sin embargo, Si A no
es simétrica es posible que r < k. Por ejemplo

01
a=(50):
tiene valor propio de multiplicidad 2, pero el correspondiente eigenspace que
es generado por el (1,0)T tiene solamente dimensién 1.
Observacién 2.2 Sir = 1, entonces el espacio propio para A, es tinico.

Ahora sea A(n x p) y B(p x n) dos matrices y supéngase que n > p.
entonces de a.2.3] se tiene que

=L, -A

B L

Teorema 2.4 Para A(n x p) y B(p x n), los valores propios distintos de

cero de AB y BA son los mismos y tienen la misma multiplicidad. Si X es

un vector no-trivial de AB para un valor propio A\(# 0), entonces Y = BX
es un vector propio no-trivial de BA.

= (=A)"?|BA—AL,| = |AB-)L,| (2.15)

25



Demostracién. La primera parte se sigue de (2.15). Para la segunda parte,
sea Y = BX y sustitiyase en la ecuaciéon B(ABX) = ABX obteniendo
BAY = )\Y. El vector Y es distinto de cero si X # 0. Asf BAY= ABX =
AY # 0. De donde se sigue que Y # 0. ®

2.3. Matrices simétricas

Si A es simétrica es posible dar informacién m4s detallada acerca de sus
valores y vectores propios.

Teorema 2.5 Todos los valores propios de una matriz simétrica A(p x p)
son reales.

Demostracién. Sean
y¥=X+1Y, A=a+1b, Y#0 (2.16)
De (2.11) e igualando las partes real e imaginaria, respectivamente, se obtiene
AX =aX -0Y, AY =bX +aY. (2.17)

multiplicando por X y Y respectivamente, y restando, se obtiene que b = 0.
Por tanto, si se sustituye este valor en (2.16) se tiene que A es real. B

Teorema 2.6 (Teorema de la Descomposicion Espectral o Teorema de la
Descomposicion de Jordan) Cualquier matriz simétrica A(p X p) puede ser
escrita como

AT
XMLy
donde A es una matriz diagonal formada por los valores propios de A, y T
es una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores propios estandarizados.

A (2.18)

Demostracién. Supéngase que Y(1); ---Y(p) SOD vectores ortonormales tales
que A7; = A7) para algunos mimeros JA;, en otras palabras, 7(;) es el vector
propio de A correspondiente al valor propio A;. Entonces

il _{/\,‘_, 8t =3

Yo 0 si i#j’



o en forma matricial como
I'TAT = A. (2.19)

Multiplicando por I' y I'” por el izquierdo y por el lado derecho, respectiva-
mente se obtiene (2.18). De (2.14), A y I tienen los mismos valores propios,
as{ los elementos de I' son exactamente los valores propios de A con las
mismas multiplicidades.

Nétese que si A\; # A; son dos valores propios distintos con X y Y como sus
respectivos vectores propios, entonces L, X7Y = XTAY =YTAX = \Y"X
de aquf que Y7 X = 0. Asf para una matriz simétrica, los vectores propios
correspondientes a distintos valores propios son ortogonales uno del otro.

Supéngase que hay k valores propios distintos de A con los correspondi-
entes espacios propios H,, ..., H,, de dimensiones ry, ..., 7x. Sea

k
r= E LET

j=1

Como distintos espacios propios son ortogonales, existe un conjunto ortonor-
males de vectores Ey,..., E, tales que los vectores etiquetados de la forma

i-1 i
E ey 5 E T;
i=1 i=1

forman una base de H;. Del Teorema (2.2) r; es menor o igual a la multipli-
cidad del valor propio correspondiente. Se puede suponer que

A‘.E...i = ’\E.u 1= 1: wees Ty

y 7 < p. (Si todos los valores propios son distintos, por el Teorema (2.2) se
tiene que r = p).

Si r = p entonces ;) = E; y la prueba termina. Se probard que r < p
conduce a una contradiccion.

Sin pérdida de generalidad, sup6ngase que todos los valores propios son
estrictamente positivos. (En caso contrario se puede reemplazar a la matriz
A por A+al para alguna a adecuada, porque A y A+al tienen los mismos
vectores propios). Sea

B= A—Zr}\.-ﬁ.-f_f.-T ;
=1
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entonces
trB = trA— Z,\,(_,TE)—. Z,\. >0,
t=r41

con r < p. Asi B tiene al menos un valor propio estrictamente positivo,
sea 6 ese valor. Sea X # 0 su correspondiente vector propio. Entonces para
o B

0E]X = ETBX = {,\ E] — ZA,(ETE )ET} X =0,
asf X es ortogonal a E;, j = 1,...,7. Ademés
6X =BX = (A - D MNEE; -ET)) X=AX-) METX)E, = AX
i=1 i=1

por consiguiente X también es vector propio de A. Asf @ = ); paraalguna iy
X es una combinacién lineal de algunas E;, que contradice la ortogonalidad
entre Xy E. R

Corolario 2.7 Si A es una matriz cuadrada, entonces trA = Y A;.

Demostracién. Por el teorema de la descomposicién espectral A se puede
escribir como

A =TAI”
donde A es una matriz diagonal formada por los valores propios de A, y I’
es una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores propios estandarizados,

entonces
trA =ir (I‘AI‘T)

pero
tr (ATAT) = trZ/\.L )_10
2 :\\‘ t"l(sl—(a}

el 1ltimo paso se cumple debido a que I{s}ﬁ;} =1, por ser vectores propios
normalizados. B
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Corolario 2.8 Si A es una matriz simétrica no-singular, entonces pare cual-
quier entero n,
A" = diag(\) y A" =TA'T”. (2.20)
Si todos los valores propios de A son positivos entonces podemos definir las
potencias racionales de la matriz A como ;
A"/* =TAT/°TT (2.21)

conrt ys > 0 enteros. Si algunos de los valores propios son cero, entonces
(2.20) y (2.21) se cumplen si los exponentes se restinguen a ser no-negativos.

Demostracién. Como

A? (I' AI\T):z
TATTTATT

TA’TT

i n

¥
A7 '=TAT?, TI!=diag(\"),

por lo que (2.20) puede ser probado mediante induccién. Para comprobar
que las potencias racionales tienen sentido, n6tese que

(Ar/a)s = (rAr/sI‘T) —— (I\Ar/sI\T) —TATT = A"

S veces

2.4. Formas cuadraiticas

Definicién 2.19 Una forma cuadrética en el vector X es una funcion de la
forma

QX) = XTAX = Y3 AKX, (222)

i=1 j=1

donde A es una matriz simétrica; esto es
QX) = AnX] + ..+ Ap X2 + 2412 X1 Xz + .. + 2451 X1 X, (2.23)
Claramente Q(0) = 0.



Definicién 2.20 Q(X) es llamada una forma cuadrdtica positiva definida
(p.d.) st Q(X) > 0 para toda X # 0.

Definicién 2.21 Q(X) es llamada una forma cuadrdtica semi-definida pos-
itiva (s.d.p.) si Q(X) > 0 para toda X # 0.

Definicién 2.22 Una matriz simétrica A es llamada positiva definida (p.s.)
st Q(X) lo es, del mismo modo, A es semi-definida positiva (s.p.d.) si Q(X)
lo es. Notacién: A > 0 6 A > 0 para A definida positiva o para A
semi-definida positiva, respectivamente. Las formas definida negativa y semi-
definida negativa se definen de una manera similar.

Teorema 2.9 Para cualquier matriz simétrica A existe una transformacion

ortogonal
Y=rTx (2.24)

tal que
XTAX =3 NY? (2.25)
Demostracién. Considerése la descomposicién espectral dada por
A =TAIT, (2.26)

de (2.24) se tiene que
X"AX = Y'TTArY
YTrT'rAr’ry
YTAY

I

de donde la iltima igualdad es una forma cuadrética, obteniendo (2.25). ®

Observacién 2.3 Es importante recalcar que T' tiene como columnas a los
vectores propios de A y que Ay, ..., Ap, son los valores propios de A.

Teorema 2.10 Si A > 0 entonces \; >0 parai=1,...,p. Si ademds A >0
entonces \; > 0
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Demostracién. Si A > 0 se tiene por (2.9), para todo X # 0,
0< XTAX = \Y? + ..+ A

de (2.24) se cumple que si X # 0 entonces Y # 0. Eligiendo Y; =1, Y, =
... = Yp = 0 se obtiene que A; > 0. De la misma forma se obtiene que ); > 0
para toda i. Claramente, mediante un razonamiento similar, se tiene que si
A > 0 entonces \; > 0. 0

Corolario 2.11 (Descomposicién simétrica)Cualgquier matriz A > 0 puede
ser escrita como
A =B?

donde es B una maitriz simétrica.

Demostracién. Sea B = T'A3I7 y sustituyendo en (2.26) se sigue el resul-
tado. W

Teorema 2.12 Si A > 0 es una matriz cuadrada (p X p), entonces para
cualquier matriz C (p x n), CTAC > 0. Si A > 0 y C es no-singular
entonces CTAC > 0.

Demostracién. Si A > 0 entonces para cualquier vector X #0 (n x 1) se
tiene
X"CTACX = (CX)"A(CX) >0
de aqui que la matriz CT AC sea semi-definida positiva (CTAC > 0).
Si A > 0y C es no-singular entonces C7X # 0, asf (CX)"A(CX) > 0,
por tanto la matriz CTAC > 0. ®

Corolario 2.13 Si A > 0 y B > 0 son matrices (p x p), entonces todos los
valores propios, distintos de cero, de B~1A son positivos.

Demostracién. Como B > 0, entonces B3 existe y por el Teorema (2.4)
, B"1/2AB™'/2, B-'A y AB™! tienen los mismos valores propios. Por el
Teorema (2.12) BAB > 0, asf todos sus valores propios distintos de cero son
positivos. &
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Capitulo 3

Anadlisis Exploratorio de Datos

3.1. Graficas Multivariadas

Las gréficas de datos multivariados son importantes en todos los aspectos
para su andlisis. En términos generales, las graficas pueden dar ideas acerca
de la estructura de los datos, y en particular éstas pueden ser iitiles para
sugerir que los datos deben de ser agrupados. La utilidad de las gréficas
se basan en el poder del sistema visual del hombre para detectar modelos.
Sin embargo el tipo de gréficas que normalmente usamos es muy limitado
respecto al nimero de dimensiones. Es facil tener una forma gréfica en una,
dos o tres dimensiones, pero en dimensiones mayores surgen limitantes debido
al espacio en que vivimos, ya que éste es tridimensional y es diffcil, y a veces
hasta imposible, imaginar un espacio de més dimensiones. Asf pues, se han
desarrollado técnicas gréficas, asi como el uso de técnicas multivariadas para
descubrir el mimero de conglomerados involucrados en los datos.

3.1.1. Detectando conglomerados en una o dos dimen-
siones

Generalmente se dice que una distribucién unimodal corresponde a una
poblacién homogénea no agrupada por conglomerados y, por el otro lado,
la existencia de distintas modas indica una poblacién heterogénea agrupada
por conglomerados, con cada moda correspondiente a cada conglomerado
de las observaciones. Bajo esta suposicién es posible visualizar graficamente
conglomerados de datos univariados y bivariados
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Entre los tipos de gréficas que se pueden utilzar para este propésito, se
pueden encontrar los siguientes tipos.

Histogramas y gréficas de dispersién

En una dimensi6n, un simple histograma puede ayudar a identificar modas
en los datos, por ejemplo observése la figura

912 171M 1896 191 233 2107 IBHN @B
w1

Histograma.
en el cual se puede observar un histograma de velocidades de 82 galaxias.

Para datos bivariados, una gréafica de dispersiones puede ser muy util,
por ejemplo la gréfica de dispersiones en el cual suguiere la existencia de al
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menos dos conglomerados, como lo muestra la siguiente figura.

tasa de muertes
5 8 B 8K

—h
o

o o,

0 10 20 30 40 50 60
tasa de nacimientos

Grafica de dispersion.

Estimadores de los micleos de una densidad

De la definicién de una funcién de densidad, si X es una variable aleatoria
con densidad f, entonces

, 1
f(z)=’l;|ﬂ§’—zP(x—h<X<z+h).

Para una h dada, un estimador de P(z —h < X < z+ h) es la proporcién de
las estimaciones X3, ..., X, que cayeron en el intervalo (z — k,z + h), esto es,

f(x) = ﬁ [no. de Xj, ..., X, que cayeron en el intervalo (z — h,z + h)].

Si se introduce una funcién de ponderacion W dada por

1 sifr)<1
~J 2
W) = { 0  cualquier otro caso,

entonces el estimador arriba mencionado para f(x) se puede escribir como

f@) = = %W (———I _hX")



desafortunadamente este estimador no es una funcién continua, por consigu-
iente no es satisfactoriamente préctica para estimaciones de densidades. Sin
embargo, da una idea para definir el estimador del micleo el cual esta dado

por:
7 Il (z-X;
f(ﬂ?)-—;;EK( " ),
donde K es conocido como la funcién nicleo y h es el ancho del intervalo.
La funcién nicleo debe satisfacer la condicién [*° K (z)dz = 1.

Las 3 funciones nicleo méds usadas son la rectangular, triangular y la
Gausiana:

= Rectangular,
1 siz|<1
et 2
K(z)= { 0  cualquier otro caso

= Tridngular,

_f1—Jz] sizl<1

Ki(z)= { 0 cualquier otro caso
» Gausiana,
K@) =—e ¥

V2r
El estimador de micleos de una densidad tiene una extensién a dos di-
mensiones, y de manera andloga a méds de dos dimensiones. El estimador
bivariado para datos de la forma (X;,Y;), ..., (Xn, Y») estd definido como

Faw) = E (B2).

En este estimador cada coordenada tiene su propio pardmetro h; y hy. Una
alternativa es utilizar el mismo pdrametro de estimacién.

Para la estimacién de una densidad bivariada cominmente se usa la fun-
cién micleo de una normal bivariada estandarizada,

K (z,y) = —Pxp{——[z +y2]}
Otra posibilidad es el nicleo bivariado de Epanechnikov, dado por
201 -2 & i 2
Kl ={ JA- 9 adiic

en cualquier otro caso
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3.1.2. Detectando conglomerados en méas de dos di-
mensiones

Cuando cada objeto en los datos tiene mds de 3 variables, los criterios
anteriores son usados en forma indirecta, ademds surgen criterios nuevos
(Diagramas Simbélicos) para la deteccién de conglomerados. Una posibilidad
es crear gréficas de dispersién por cada par de variables y colocarlas en una
matriz y asf agregar estimaciones de densidades bivariadas a cada gréfica.

Matrices de dispersién para datos multivariados

Una matriz de dispersién esta definida como una rejilla cuadrada y simétri-
ca de gréficas de dispersién bivariadas. Esta rejilla tiene p filas y p columnas,
cada una correponde a cada una de las p variables. Cada una de las entradas
de la matriz muestra una gréifica de dispersion entre dos variables. N6tese que
la matrices de dispersién son simétricas con respecto a su diagonal, puesto
que la variable j es graficada contra la variable i en el espacio (3, j), y las
mismas variables aparecen en el lugar (7,1) con los ejes intercambiados.

Matriz de dispersion.
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Gréficas de Burbujas(Gower)

Este método consiste en acomodar radios de varios tamariios, a saber la
medida de la tercera variable, para formar cfrculos cuyos centros son los
puntos formados al graficar la primera y segunda variable en una grifica de

dispersién.

70.00
60.00 |
50.00
40.00
30.00
20.00 4
10.00 4

G.m Ll ¥ ¥ Ll
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00

Burbujas de Gower.

3.1.3. Diagramas Simbédlicos

Cuando s6lo hay un mimero moderado de observaciones, cada una de
éstas puede ser representada por algiin tipo de sfmbolo o fcono, y la forma de
este simbolo est4 representada por los valores de las variables de cada objeto.

Diagramas de Soles y Estrellas

Esta técnica consiste en graficar individualmente a los objetos. Dadas p
variables, cada diagrama va a tener p rayos de tal forma que para cualesquiera
dos rayos consecutivos, €l espacio entre éstos sea el mismo. Asf el primer paso
consiste en dividir un cfrculo completo (o medio cfrculo) en p partes iguales,
obteniendo el d4ngulo entre el j-ésimo y el j + 1-rayo como 6. A partir de ésto
se tiene que el dngulo entre un rayo dado y el j-6simo rayo es

cfrculo completo 0;=2n(j—-1)/p P= LD
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medio circulo Oj=n(G-1)p J=1,.,p
El segundo paso es localizar el centro en el plano cartesiano y estandarizar las
variables al intervalo [0, 1] . Asf el punto correspondiente a la j-ésima variable
del i-ésimo objeto (X; ;) tiene coordenadas polares

RJ' = X,"J' (0086,’,861’381') 5
El Diagrama de Soles es muy parecido al Diagrama de Estrellas con la

diferencia que el primero toma rayos de igual magnitud. Observesen las sigu-
ientes figuras:

GRAFICA DE ESTRELLAS

PN % b
R o bW

K K> «
%

133441

Grafica de estrellas.
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GRAFICA DE SOLES

KK KRS
BRI A
R KK

Grafica de soles.

EEEEERE

Caras de Chernoff

Esta técnica fue desarrollada por Herman Chernoff (1971) y con la cual se
pueden gréficar hasta 18 variables. Cada observacién esta representada por
un dibujo de una cara. La forma de la boca, la posicién de los ojos, o de la
nariz, etc., dependen de los valores de las variables. Las caracteristicas que
asemejan o distinguen a una persona de otra, son las que son afectadas por las
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18 variables. Las caracteristicas faciales que utiliza se listan a continuacién:

CARACTERISTICA FACIAL
Amplitud de la cara
Longuitud de la ceja
Altura de la cara
Separacién de los ojos
Posicién de las pupilas
Longuitud de la nariz
Ancho de la nariz
Diametro de la orejas
Nivel de las orejas
Longitud de la boca
Inclinacién de los ojos
Curvatura de la boca
Nivel de la boca

Nivel de los ojos
Altura de las cejas

bt
uﬁaazswm-«mmpwt\ayg
A3
=5}
o

Originalmente, Chernoff propuso caras simétricas pero después Flurry
duplicé la cantidad de variables dejando la simetrfa. Asi, con esta técnica es
posible graficar a lo mé4s 36 variables.
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—— faceiw= murder
— gatfllev= 1ape

—— haltface/h = robbery
—— upfacefecc = assault
—— lofacefecc = burglary

Caras de Chernoff.

Curvas de Andrew

Andrew en 1972 propuso el siguiente método para graficar datos multi-
variados en dos dimensiones. Cada punto p-dimensional X" = (X, ..., X;),
donde X;, ¢ = 1,...,p son los valores de las variables, estd representada por
la funcién

fx() = -v%xl + Xaginli) -+ Xy eoslD) & Xesin(3) + Xo () e

sobre el rango —7m < t < w. De esta manera, las n observaciones apareceran
como un conjunto de lineas dibujadas a través de la grdfica. Esta repre-
sentaci6n preserva la distancia Euclidiana, en el sentido de que dos observa-
ciones con valores de las variables muy similares estardn representadas por
curvas que permanezcan juntas para todos los valores de {. Por otro lado,
dos observaciones cuyos valores de las variables que difieran notablemente,
estardn representadas por curvas lejanas, al menos para algunos valores de £.
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Por consiguiente las curvas de Andrew pueden permitir la identificacién de
datos atipicos en los conglomerados. Obsérvese la siguiente figura:

CURVAS DE ANDREW PARA 32 CIUDADES

Muchas curvas de Andrew se pueden calcular con los mismos datos, sim-
plemente al permutar las variables y recalculando las funciones fx(t). Asf, es
mejor asociar aquellas variables que se piense que tienen la mis importante
clasificacién.

3.2. Técnicas Multivariadas

Como ayuda extra a las gréficas descritas en las secciones previas, también
se puede hacer uso de algunas técnicas multivariadas para conseguir una idea
acerca del nimero de conglomerados involucrados en la muestra. Entre estas
técnicas se mencionan las siguientes:

3.2.1. Andlisis de Componentes Principales

El Anélisis de Componentes Principales es un método para transformar
las variables en un conjunto nuevo de variables que son no-correlacionadas.
Cada variable esta definida como una combinacién lineal particular de las
variables originales.

Definicién 3.1 Sea X un vector aleatorio p-dimensional y sea L un vector p-
dimensional de constantes ljs. Una combinacion lineal estandarizada (CLE)
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de X es una combinacion lineal CLE = [, X; + LXy + --- + [, X, con la
P

propiedad ) I = 1.
i=1

Componentes Principales Poblacionales

Definicién 3.2 Sea X € R” un vector aleatorio con media p y mairiz de
covarianzas , entonces la transformacion de los componenies principales
estd dada por

X-Y=T"X-p

donde T es ortogonal, TTET = A es diagonal y Ay > Xy > - > A, > 0.
Las igualdades son estrictas si £ es una matriz definida positiva. El i-ésimo
componente principal de X es

%=70X-p

donde ;) es la i-ésima columna de T' y puede ser llamado el i-ésimo vector
de cargas de los componentres principales. La funcién y, es llamada la dltima
componente principal de X.

Teorema 3.1 Sea X € RP un vector aleatorio con media p y varianza X y
Y la transformacion de los componentes principales, entonces

a) E(Y:) =0
b) V(Yi) = X;
c) C(Y;,Y;)=0;

QV(¥) 2 V¥ 22 V(¥) 20
e) i:V Y:) =tr %

0 [V (1) =3



Demostracién. a)

E(Y) = E(v{HX- g))
— T T
= E(1pX -r04
— T
= E 7(e)£) —E 7§)E)
= 'Y;)E X) - 7HE ()
= Yok~ Yok
= 0
b) Por definicién Y = I'"(X — u) y por el terorema de la descomposicién
espectral se tiene que 3" = I'AT'7, es decir A = I'” 3 T" entonces
V) = I'V(X- T
rv(x)r
¥r
A

I

I

por lo tanto V (Y;) = A.

c)

CY) = E[YY]

E[I7 (X - p) (F7 (X - _))]
E(I"(X-p) (X-p)"T]
I'E[(X - p) (X - )| T
r’v(x)r
rry:r
A
de esta manera si 7 # j se tiene que C(Y;,Y;) = 0.

d) De b) se sabe que V (¥;) = A\, 1 <i < pycomo Ay > ... > )\, son los
valores propios de ) | > 0 entonces se tiene ademés que ), > 0. Por tanto, se
mncluyeque V(Yl)> .2V (Yp) 20.

e) EV (¥3) = E,\ tr X donde la primera igualdad se cumple por b)
yla beglmda por el corolano (2.7).
f) HV(Y) = HA, = |X| donde la primera igualdad se cumple por b) y

I

mmn

la seg'unda por (2. 13) m



Teorema 3.2 La varianza del primer componente principal Y, tiene una
vartanza mds grande que la varianza de cualquier combinacion lineal es-
tandarizada (CLE) de X, esto es V (Y1) > V (CLE) para toda CLE.

Demostracién. Sea A”X una combinacién lineal estandarizada (CLE),
donde A"A = 1. Como 73),¥(2), ---»¥(p) S0n los vectores propios de X, en-
tonces {71, ¥(2), - V(p) } COStituye una base para R, por lo que es posible
escribir

A=cvg) +--+ 67 3.1)

Sea a = AT X, entonces
»
V(e)=ATSA=A" (z/\:'}’(g)’f(q,:)) A (3.2)
i=1

(la primera igualdad por las propiedades de la varianza y la segunda por
el Teorema (2.6)). Ahora 'y'g)'y(j) = d;; o mejor conocida como la delta de
Kronecker. Al sustituir (3.1) en (3.2), se obtiene

Vi)=Y n (33)
y como ATA =1y por (3.1) se tiene que
=1 (3.4)

También se sabe que V' (Y;) = A, es el més grande de los valores propios, el
méximo de (3.3) sujeto a (3.4) es V (Y;) = A;.

Asf el méximo se obtiene cuando ¢; =1y ¢ = ... = ¢, = 0. Por consigu-
iente, V (a) es maximizada cuando A = ;). ®

Componentes Principales Muestrales

Sea X = (X, ...,X,)" una matriz muestral de datos, y considérese S la
matriz de covarianzas muestrales de X. Por el teorema de la descomposicién
espectral S = GLG” donde L es una matriz diagonal. Por analogfa de la
definicién de los componentes principales poblacionales es posible definir a
los componentes principales muestrales como

Y= (X-1X") gy
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donde g(;) es el vector estandarizado correspondiente al mayor valor propio
de S. Similarmente el i-ésimo componente principal esta definido como Y ;) =
(X —-1X T) 8(i), 0 al juntar todos los componentes, se obtiene

Y=(X-1X")G
y su matriz de covarianzas, Sy, es
Sy nIYTHY
2 GT (X -1X")"H(X-1X") G
n!GTHG
GTSG
L

Il

i n

donde
H=1I-(n"'117);
en otras palabras, las columnas de Y son no-correlacionadas y la varianza de

Y el
El r-ésimo elemento de Y ;) es y,; representa el valor del i-ésimo compo-
nente principal del r-ésimo individuo, esto es

i = 85 (X, — X) .

P r
Observacién 3.1 La variacién total estr £ = Y-\ = YV (Y, por lo que
i=1 i=1

se tiene que (A1, ..., Ax) /(A1 ..., Ap) Tepresenta la proporcion de la variacion
total "ezplicada” por los primeros k componentes principales.

Observacién 3.2 Si la mairiz de covarianzas de X tiene rango r < p,
entonces la variacidn total es "ezplicada totalmente” por los primeros r com-
ponentes principales. Esto se debe al hecho que si X tiene rango r, entonces
los tltimos (p — r) valores propios son idénticamente cero, ast por lo anterior
la variacidn total es explicada totamente.

3.2.2. Escalamiento Multidimensional

El escalamiento multidimensional esta involucrado con el problema de
construir una configuracién de n puntos en el espacio Euclidiano usando
informacién de una matriz de distancias entre n objetos. Las distancias entre
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estos n puntos, esto es, los puntos de la configuracién, pueden estar sujetos
a un error. Por ejemplo considérese la siguiente tabla

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

244

218 350

284 77 369

197 167 347 242

312 444 94 463 441

215 221 150 236 279 245

469 583 251 598 598 169 380

166 242 116 257 269 210 55 349

212 53 298 72 170 392 168 531 190
253 325 57 340 359 143 117 264 91 273
270 168 284 164 277 378 143 514 173 111 256

DEEooxoanwwm

donde se aprecian las distancias de los caminos que comunican a 12 ciudades,
y el objetivo es construir un mapa geogréfico de las ciudades basado en es-
ta informacién. Sin embargo las distancias no necesariamente son distancias
Euclidianas, y pueden representar muchos tipos de disimilaridades entre ob-
jetos. También en algunos casos, se comienza con similaridades entre objetos
en vez de disimilaridades o funciones distancia.

Solucién Clasica

Definicién 3.3 Una matriz D es llamada FEuclidiana si eriste una config-
uracion de puntos en algun espacio Buclidiano cuyas distancias enire los
puntos que conforman la configuracién estan dadas por D; esto es, si para
alguna p, existen p puntos, a saber, X,,..., X, € R? tlales que

&, =X -X) (X -X,). (3.5)

El siguiente teorema establece cuando D es Euclidiana, y si lo es, como
encontrar una configuracién de puntos. Para este propésito sea D una matriz
de distancias, y sea

A=(4), An=—3d, (356)
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y sea

B = HAH 3.7)
donde H = I-n'117 es una matriz n X n y es conocida como la matriz de
centralidad.

Teorema 3.3 Sea D una matriz de distancias y sea B definida como en
(3.7), entonces D es Euclidiana st y sélo st B es una matriz definida positi-
va. En particular, se tiene que:

a) Si D es la matriz de distancias Fuclidianas de los puntos de una configu-
racion Z = (ZI! "'an)Ta entonces

Br,a . (Zr - E)T(Zs _2)? rns=1,.,n (3‘8)

La forma matricial de (3.8) es B =(HZ) (HZ)", ast B > 0. Nétese que B
puede ser interpretada como la matriz centralizada de productos punto para
la configuracion Z.

b) Rectprocamente, si B es una matriz definida positiva de rango p entonces
una configuracion correspondiente a B puede ser construida como sigue. Sean
A1 2 ... 2 A los valores propios posilivos de B con sus correspondientes
vectores propios X =(X,), ..., X)) normalizados por

XBXo=M i=L..p (3.9)

entonces los puntos P, € R? con coordenadas X, = (X;1,..., Xrp)" (0 sea,
X, es la r-ésima fila de X) tiene las distancias dadas por D. Mas aiin, esta
configuracion tiene centro de gravedad X = 0, y B representa la matriz
centralizada de productos punto para esta configuracion.

Demostracién. a) Por hip6tesis
#,=-24.=(Z.-2,) (2, - (3.10)

ahora

B HAH
(I-n"'11")A(I-n*117)

A-n"'AJ —n ' JA+n2JAJ
donde J = 117, Obsérvese que

1 Ay, - Zl,. 1 A, -+ A,
—AJ = : : , —JA= : : ,
n = n

Zﬂ,. dni e A‘uv Z.,n ey Z“n

I
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=l
|

—JAJ = :
n? =t 28
A, A,
donde
1 n _ 1 n _ 1 n .
A== Avsy Ap==) Asy A =) A, (3.11)
a=1 r=1 rs=1

Asf _ _ _

B,.,,=A,.,,—A,.,,—A_,,+A,v (3.12)

Sustituyendo (3.10) en (3.12), y simplificando se obtiene que
Br,s = (zr - ?)T(—Z-s - ?)

asf se termina la prueba de la parte a).

b) Por hipétesis B > 0 y considérese la configuracién dada en el teorema.
Sea A = diag(\y, ..., Ap) y sea T’ = XA /2 tal que las columnas de T, Yo =
A‘Tl/ zx.(,-) los vectores estandarizados de B, entonces por el Teorema (2.6) se
tiene que

B =TAI"=XX";
esto es,
By'= XX
asf B representa la matriz de productos punto para esta configuracién.

Falta demostrar que D representa la matriz de distancias para esta con-

figuracién. Usando (3.12) para escribir a B en términos de A se obtiene

X - X)X -X,) = XX, -2X, X, +X]X,
B,,—2B,,+B,,
Ay —2A,,+A,, (3.13)
—2A,,
¥

porque Ar,r = _%(ﬁ,r =0y _2Ar,s = (ﬁ,g-

Nétese que Bl= HAH1=0, asf 1 es un vector propio de B correspondi-
ente al valor propio (. Asi 1 es ortogonal a las columnas de X, j_(r‘:)l =0,
1 =1,...,p. De aquf

nX = E : =X"1 = XHiliwo Xl =0

I

[
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asi, el centro de gravedad de esta configuracién es el origen. B

Observacién 3.3 La matriz X puede visualizarse en términos de los vec-
tores propios de B y los puntos correspondientes:

Valores propios
D SED. ST SHotacion Pector
P Xy Xip - Xip
Py Xy Xgp -+ Xap X7
: ; i g XxT
i : - 5 =2
pﬂ xﬂ,l Xﬂ.2 e Xu‘p E
xT
Xgy Xy - Xy
notacion vector

Centro de gravedad:
= 1
£1=0,L=0,...,L=0, X=;ZL:0
En resumen, la r-ésima fila de X contiene las coordenadas del r-ésimo punio,
mientras que la i-éstima columna de X contiene el vector propio correspondi-
ente al valor propio ;.

Observacién 3.4 Geométricamente, si B es la matriz centrada de productos
puntos para una configuracion Z, entonces B:,’? es igual a la distancia entre
Z, Y Zy, Y Bra/(BryBus)"? es iqual al coseno del dngulo formado por los
vectores Z, y Z, que parten de un punto comiin, a saber Z.

Observacién 3.5 Notese que 1 es un vector propio de B no importanto si
D es Euclidiana o no.

Similaridades

En muchas situaciones se comienza con una matriz, C,de similaridades
entre n objetos. Esta matriz C € M™*" satisface, por definicién, C,, = C,,
¥y Crs < G, para toda r, s.

Definicién 3.4 La transformacion estdndar de una matriz de similaridad C
a una matriz distancia D estd definida por

iy = (G~ 20 + G )P (3.14)

Teorema 3.4 Si C > 0, entonces la malriz de distancias D definida por
(3.14) es Euclidiana, con matriz centralizada de productos punio B = HCH.
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Demostracién. Como C > 0,
d2 == Cr,r = 207-,9 + Cs,s L= __X_TC.IE—. > 0,

T8
donde X es un vector con +1 en la r-ésima entrada y —1 en la s-ésima
entrada, para r # 3. Asi, la transformaci6n estdndar esta bien definida y D
es una matriz distancia.

Sean A y B como en (3.6) y (3.7), respectivamente. Obsérvese que HCH
también es una matriz definida positiva, por tanto basta demostrar que
B = HCH y asf concluir que D es Euclidiana con matriz centralizada de
productos punto dada por HCH.

Ahora, usando la ecuacién (3.12) y sustituyendo A,, = —3dZ, se obtiene

|5M’

T n
~2B., = &,— igd&i = %ZJ n‘lf l‘{z i

= Cip— 30, Cis— lz(c,,, Wi O}

_,ITZI(CJJ 20:# + Ca.s) +i E (C- i 20-'.} + GJ‘J)
J= s.:r-‘

= —2C,,+2C, +2C ,—2C,

asf _ _
Br,s == Cr,s = Cr,. = C.,s = C.,‘

0 escrito en su forma matricial, B=HCH. R

Supéngase que Ay > 0 donde A; son los primeros k valores propios de
la matriz B. Dos posibles medidas para la proporcién de una matriz de dis-
tancias D explicada por la solucién clésica de k dimensiones de escalamiento
multidimensional serfan;

o= (ZA./DM) X 100%, (3.15)

i=1

ayy = (Z,\, /EA"') x 100 % (3.16)

i=1 i=1
En la ecuacién (3.15) se necesitan valores absolutos, puesto que los tltimos
valores propios pueden ser negativos.
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Capitulo 4

Anadlisis de conglomerados

4.1. Introduccién

El andlisis de conglomerados es el nombre para un grupo de técnicas
multivariadas cuyo propésito principal es el de agrupar objetos de acuerdo
a las caracterfsticas que poseen. El andlisis de conglomerados clasifica obje-
tos tales que sean muy "similares” a los dem4s en el mismo conglomerado
respecto a un criterio determinado. Los conglomerados resultantes deben pre-
sentar homogeneidad dentro de ellos y heterogeneidad fuera de ellos, en otras
palabras, si la clasificacién fue exitosa, al graficar los objetos en los conglom-
erados éstos deben estar "cercanos” y los de distintos conglomerados deben
estar separados.

El an4lisis de conglomerados también es conocido como an4lisis Q, andlisis
de clasificacién y taxonomia numérica. Esta variedad de nombres est4 ligada a
su uso en diversas disciplinas como psicologia, biologia, sociologia, economia,
ingenerfa y negocios.

El an4lisis de conglomerados es una herramienta muy 1itil para el anilisis
de datos en muchas situaciones diferentes. De hecho, al menos se conocen
tres campos de aplicacién del anslisis de conglomerados: 1) aplicaciones en
la ciencia retro-deductiva y en la ciencia hipotético-deductiva, 2) aplicaciones
en clasificaciones, y 3) aplicaciones en planeacion e ingenierfa. A continuacién
se detallan las tres categorfas antes mencionadas:
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4.1.1. Ciencias retro-deductivas e hipotético-deducti-
vas

Creacién de una pregunta

Aquf se recolecta una matriz de datos y éstos se exploran por medio de un
an4lisis de conglomerados con la esperanza que este anélisis revele patrones
interesantes de similaridad para asi poder crear una pregunta relativa a la
naturaleza de los patrones de similaridad.

Creacién de una hipétesis

Si se tiene una buena pregunta en mente antes de realizar un anilisis de
conglomerados, esta pregunta sirve para recolectar algin tipo de datos cor-
rectamente y al realizar un anédlisis de conglomerados y estudiar los patrones
de similaridad en el dendograma (ver apéndice A), se espera que los patrones
sugieran una hipétesis para investigar. Cuando esto ocurra, se tendrd una
tentativa respuesta a la pregunta.

Este uso del an4lisis de conglomerados es un ejemplo del método cientifico
llamado retroductivo.

Probar una hipétesis

Si ya se tienen una pregunta y una hip6tesis en mente, seguramente se
obtuvieron sin la ayuda de un anslisis de conglomerados, pero se quiere pro-
barlas mediante la ayuda de dicha técnica y de esta forma, si la hipétesis
es cierta, entonces el dendograma tendra ciertas propiedades, es decir, si de-
spués de aplicar los patrones de similaridad predichos concuerdan en un grado
aceptable de tolerancia con los actuales patrones, se dice que la hip6tesis ha
sido confirmada, en otro caso se rechaza.

Este uso del andlisis de conglomerados es un ejemplo del método cientifico
llamado método hipotético-reductivo.

4.1.2. Clasificaciones
Clasificaciones generales

Este tipo de clasificaciones sirve para propésitos generales cientificos, co-
mo un catédlogo bésico de las entidades que estudian los cientificos o bien



como la base para incorporar nuevas teorfas. Se distinguen dos tipos de clasi-
ficaciones generales: 1) las biolégicas (por ejemplo, clasificacién de especies)
¥, 2) las no-biolégicas. (por ejemplo, clasificacién del tipo de suelos).

Clasificaciones especificas

Este tipo de clasificaciones difiere de las anteriores en que las clasifica-
ciones especfficas son utilizadas para una clasificacién que ya se tiene en
mente, por ejemplo un andlisis de conglomerados para crear una clasificacién
de pacientes con enfermades del higado por medio de algun estudio quimico.

4.1.3. Planeacién e ingenieria

Debido a que los cientificos estdn motivados de una manera distinta que
los otros profesionistas, es necesario crear una categorfa nueva, planeacién
e ingenierfa. Los cientfficos estan motivados por la curiosidad de descubrir
como funciona la naturaleza, en vez de aplicar su conocimiento para beneficio
de la sociedad, y en cuanto a la planeacién su objetivo primordial es el crear
un mundo materialmente mejor.

Las decisiones o planes pueden ser usados como objetos de un anélisis
de conglomerados. Los atributos pueden describir rasgos de las alternativas o
representar sus gastos esperados, de esta manera, al encontrar conglomerados
de las alternativas que son similares entre si, el problema de desicién se reduce
a dos etapas: 1) Seleccionar el conglomerado que obtenga el mejor resultado
para alcanzar el objetivo de planeaci6n, y 2) Seleccionar la mejor alternativa
dentro del mejor conglomerado.

Ejemplos de aplicaciones

= Un investigador que ha recolectado datos por medio de un cuestionario
se puede enfrentar a un gran nimero de observaciones que no tienen
sentido a menos que sean clasificadas en grupos. El andlisis por con-
glomerados puede realizar objetivamente este procedimiento reducien-
do la informacién de la poblacién total o captar informacién especifica
en grupos mas chicos. Por ejemplo, si se quieren entender las actitudes
de grandes grupos de una poblacién por medio de otros mss pequenos.
De esta forma el investigador tiene una descripcién de los objetos mas
concisa y entendible, con una mfnima pérdida de informacion.
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= Otra forma en la cual el andlisis de conglomerados puede ser ttil es
cuando un investigador quiere desarrollar hipétesis concernientes a la
naturaleza de los datos o examinar hipétesis previamente establecidas.
Considerése el siguiente ejemplo, si un investigador desea saber las ac-
titudes de la gente frente a los refrescos de dieta y los que no lo son,
esta técnica puede ser utilizada para clasificar a los consumidores de
refrescos por medio de sus actitudes y asi saber si prefieren los refrescos
de dieta o no. De esta forma, los conglomerados resultantes mostrardn
similitudes y diferencias entre los consumidores.

= En biologfa puede ser usada para clasificar todo tipo de seres vivientes,
por ejemplo mamfferos, reptiles, etc.

= En psicologfa puede emplearse en clasificaciones basadas en personali-
dad y otras actitudes personales.

= En negocios puede ser utilizada para clasificar la estructura de los mer-
cados o para evaluar diferencias y similitudes entre nuevos productos.

» En finanzas se puede usar un an4lisis de conglomerados para agrupar
portafolios de inversién y, de esta forma, crear nuevos portafolios que
tengan ciertas ventajas sobre otros.

4.2. Distancias y funciones de similaridad

Sea U un conjunto, no vacfo, finito o infinito de elementos. Sea R el
conjunto de los nimeros reales y sean Rt y R~ el conjunto de los mimeros
reales positivos y negativos, respectivamente.

Definicién 4.1 Una funciénd: U x U — R (que asigna a cada par de ele-
mentos en U, un nimero real) se dice que es una distancia o disimilaridad,
st para cada z,y € U, se cumple lo siguiente:

1) d(z,9) > do

2)d(z,z) =dy

9) d(z,9) = d(y,)

en donde dy es un mimero real arbitrario (incluso negativo).

Las relaciones entre las propiedades 1 y 2 significan que d se minimiza
si los pares de elementos son iguales. La propiedad 3 expresa la propiedad
escencial de simetrfa.



Definicién 4.2 Se dice que una distancia es métrica si, ademds de 1, 2 y
3, cumple las siguientes dos condictones:

4. Sid(z,y) = do entonces =y

5. d(z,y) <d(z,y)+d(y,2),2€U

donde la condicion 4 significa que el valor mds pequeiio de la funcion dis-
tancia siempre implica que los dos elementos son idénticos. La condicién
de la ecuacion 5 corresponde a la desigualdad del tridngulo de la geomelria
Euclidiana.

Si ademds d es cero, se obtiene el concepto de métrica utilizado en andlisis
funcional.. Si dy es negativo, una métrica d “ puede ser obtenida de cualquier
funcién distancia que por definicién es: d(z,y) = d(z,y) — d.

Definicién 4.3 Sean A,B C U dos subconjuntos no vacios. Se define la
distancia enire dos conjuntos como

d(A,B) = inf {d(y, B)} = inf {d(A,2)} = inf _{d(y,2)}
Definicién 4.4 Una funcidon de similaridad es una funcion s : U xU — R
con las siguientes propiedades:

1. s(z,y) < so

2. s(z,z) =350

25 (z,9) = 5 (4,2)

donde 3¢ es un nimero real. La distincion entre d y s radica en la primera
propiedad en ambas definiciones.

Definicién 4.5 Una funcion de similaridad es llamada métrica si, ademds
de las condiciones 1, 2, y 3, satisface:

4. Si s(z,y) = s entoncesz =y

5. |s(z,y) + (v, 2)| s (z,9) 2 s(2,9) -5(y, 2)

donde la condicion 4 corresponde a la proposicion de la mdzima similaridad
puede solamenie ser alcanzada cuando son idéniicos dos elementos, mientras
la relacion 5 corresponde es definida de manera andloga a la condicion 5 de
la definicion 4.2.

Podria se observado que si d es una distancia entonces f; es una fun-
cién de similaridad. Ademss, si d s6lamente toma valores finitos, maxd —
d,vmixd — d, y maxd — d? son funciones de similaridad métricas, y tam-
bién exp (—d), pero esta iltima no requiere la condicién de finitud de d.
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De manera andloga, las aserciones con s reemplazadas para d también son
vélidas, por ejemplo, exp (—d) es reemplazada por -In (s).

Si d es una funcién distancia métrica, entonces %, donde M es una
constante arbitraria positiva, también es una distancia métrica.

Observacién 4.1 Se dice que § es un coeficiente de semejanza si § es una
funcion distancia o una funcién de similaridad. Asi, el término semejanza
involucra los dos conceptos, cuyo olbjetivo es usar un término general de una
funcion que compara a dos objetos

4.2.1. Perfiles de datos

Antes de discutir mas profundamente a los coeficientes de semejanza,
considerése a la matriz de datos dada por

ATRIBUTOS EN EL TIEMPO X; 8;
1(B) (20 40 25 30 | 2875 854
2 (B+15) 35 55 40 45 43.75 8.54
3 (B*2) 40 8 50 60 57.50 17.07
4 (TIE) 20 0 15 10 11.25 8.54 (4.1)
X; 28.75 43.75 325 36.25
S: \ 1031 3351 1555 21.36 )

donde los objetos representan cuatro tipos de acciones de cuatro companifas
hipotéticas. Los atributos representan los precios de las acciones a través
del tiempo. El objeto 1 es el caso base y esta denotado por B. El objeto 2
es 15 unidades mayor que B, denotado por B+15. El objeto 3 es dos veces
mayor que B y, finalmente, el objeto 4 es la imagen de B bajo un espejo.
La relacién que existe entre el objeto 1 y 2 es conocida como traslacién
aditiva”. La relacién entre 1 y 3 es conocida como " traslacién proporcional”.
La de los objetos 1 y 4 se conoce como ” traslacion de Imagen bajo un Espejo
(TIE)” . Estos tipos de traslaciones hacen posible catalogar a los coeficientes
de semejanza.

Rara vez los perfiles de datos son traslaciones aditivas o proporcionales.
Sin embargo, en muchas aplicaciones puede haber una separacion entre los
perfiles, a la cual se le llama ” desplazamienio de tamanio”, y que en algunas
veces se desea ignorar. Un dezplazamiento de tamano ocurre cuando un perfil
de un objeto es, atributo por atributo, mayor o menor que algin otro. Este
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es un concepto muy 1til si se desea medir la similaridad basada en la forma
de los perfiles aparte de los desplazamientos entre ellos. Por ejemplo, si los
objetos son huesos de fésiles y las atributos son las medidas de los huesos,
probablemente se desea ignorar a los desplazamientos de los huesos, ya que
los animales en consideracién, probablemente, no eran de la misma edad.

4.2.2. Ejemplos
Distancias Euclidiana y de Mahalanobis

Sean X y Y dos vectores reales, a saber, X=(X;,...,X))" y
Y= (Y3,...Y)", que serén usados para representar dos objetos descritos
como columnas en la matriz de datos.

La més conocida de todas las distancias es la que corresponde a la gen-
eralizacién a més de dos dimensiones de la distancia entre dos puntos en el
plano, que es derivada de la norma L, , a saber

1
IXll, = 4| > X2 = /XX (42)
k=1

de donde se obtiene

& (X,Y) = X - Y], = /X - ¥ (X-Y) (43)

La métrica Euclidiana tiene la propiedad de ser invariante, bajo todos sus
valores, con respecto a cualquier mapeo ortogonal (rotaciones) de los vectores
que son descritos por todas las matrices Q € M, ; tales que Q7Q = I (donde
I es la matriz identidad). Asf, se tiene que:

1[#; (X)“z i Hé“z (4.4)

4 (Q(X),Q(Y)) =& (X,Y). (4.5)

La métrica Euclidiana puede ser generalizada de dos maneras. Una man-
era es la aplicacién de la norma L”

Xl = (E |X|2) (4.6)
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con (p > 1), de donde se obtiene, por analogia,
4 (X, Y) = I X - X[, (4.7)

La desigualdad d, (X,Y) < d, (X,Y) se cumple sf y s6lo sf p > q.
Se tienen como casos especiales cuando p = 1 y p = oco. Las normas

X0, = 31X ¥ 11Xl = miix | X (48)

k=1
y las distancias generadas por éstas son:
d(X,Y)=[X-Y|, ydeo (X, Y) = | X - Y]], - (4.9)
El segundo tipo de generalizacién es obtenido definiendo

IXlls = /X"BX, (4.10)

en vez de (4.2). Donde B es una matriz definida positiva, esto es, una matriz
simétrica tal que X"BX > 0 para toda X y X"BX =0siysélosi X =0.
La métrica correspondiente a (4.10) es entonces

dn (X,Y) = /(X -Y)"B(X -Y) (4.11)

En casos particulares, cuando B es una matriz diagonal, los elementos de
la diagonal son ponderadores positivos para los componentes de los vectores
que corresponden a las variables en la matriz de datos. Especificando una
B conveniente para la matriz de los datos, se obtiene la llamada distancia
de Mahalanobis, la cual, como se verd posee la propiedad més general de
invarianza, es decir, es invariante bajo toda transformacién no singular C.

Sean X ; la k-ésima columna y X;  la i-ésima fila de la matriz de datos
(X.k) La matriz S = (3;;,') definida por

_ZMZ(X‘P— (X—X ) (4.12)

con k,j = 1,...,l es llamada la matriz de covarianzas de las variables. La
matriz de covarianza T de los objetos esta definida como

tij = ;Z Xa = X: ) (X = X; ) (4.13)



cont,j=1,...,m
Las matrices de correlacién que se necesitan para las técnicas R y @ del
andlisis de factores estan dadas por

. |
Tkj .Skksjj (4. 14)
donde k,5=1,...,ly g
i= 4.15
= Vit e
donde 2,7 = 1,..., m respectivamente.
Si se escribe N _
K= (X.u,) = (X~ X5 (4.16)
entonces es posible escribir la matriz S como
s=1lxrx (4.17)
m

Cuando las columnas de X y, en consecuencia las de X, son linealmente
independientes, como generalmente puede suponerse cuando m > [, la matriz
S de covarianzas es definida positiva. Por consecuencia la matriz S es no-
singular y asi la matriz S~ 'existe y, ademés, también es definida positiva.
Asi la distancia de Mahalanobis puede ser definida como

ds (X7, XT) = 4/ (X: - X;) 87 (X - X;)T (4.18)

De esta manera la distancia es invariante bajo toda transformacién C € M; «;
no-singular aplicada a los vectores columna, esto es, si se escribe yf = CTXT
tal que Y; = X; C (con i = 1,...,m), entonces

P e ¢ L
i D (Xc) xc
m m
obteniendo,
I I
& (v ¥7) = |- x)0 [ (%e) Xo| omon-x)
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donde la ecuacién anterior representa la propiedad de invarianza. En partic-
ular, si C' es una matriz diagonal con los elementos de la diagonal distintos
de cero, las transformaciones de X por C significan que los valores de cada
variable en X son multiplicados por una constante. En este caso se usa el
término " escalamiento”, y la distancia de Mahalanobis se dice que es una
escala invariante, desde que proporciona la misma medida de distancia que
cualquier otra unidad usada para medir las variables. Las otras medidas, en
particular la Euclidiana, no poseen esta propiedad.

Observacién 4.2 A la distancia Euclidiana, de aquf en adelante, se le de-
notard como e(X;, X ;).

Distancia Euclidiana Promedio o Coeficiente Taxonémico Prome-
dio, d(X}, X ;).

Este coeficiente esta fuertemente ligado a la distancia Euclidiana, e(X;, X ;).
Como se ver4 en la seccién de ” Valores Faltantes”, d(X;, X ;) tiene la ventaja
de poder manejar valores faltantes, mientras e(X;, X ;) no. A continuacién se
da la definici6n.

Definicién 4.6 La distancia Fuclidiana promedio esta definida por

% 1/2
d(X., X;) = |)_(Xix — X502/ n]

k=1
cuyo rango es 0 < d(X;, X;) < oo y ast, d(X,, X;) = e(X;, X;)/n?.

Esto quiere decir que, al realizar dos anélisis de conglomerados con la
misma matriz de datos y el mismo método, pero el primero efectuado con
la distancia Euclidiana , e(X;, X;), y el segundo con la distancia Euclidiana
promedio, d(X;, X;), los dendogramas obtenidos de ambos andlisis tendran la
misma topografia, esto es, los elementos serdn unidos en el mismo orden y los
valores a los que fueron unidos dos objetos diferirdn por la constante (1/n)?,
de esta manera, ambos dendogramas proporcionarén las mismas conclusiones.

Ejemplo 4.1 Sea



una malriz de datos, entonces

d(X,,X;) = [((20-35)>+ (40— 55)° + (25 — 40)° + (30 — 45)%) /4]"/*
15.

Coeficiente de Formas, z(X,, X))
Este es un coeficiente de similaridad y esta definido en el rango

0 S z(»-X—s'!-Ej) S o0
y es funcién de d(X;, X;) (la Distancia Euclidiana Promedio).
Definicién 4.7 El coeficiente de formas se define como

z(.‘x.iaij) = {[ﬂ/ (ﬂ' - 1)] (f(lulg) i qz(Laij))}Uz

n n 2
(X, X;) = (1/7°) (ZX-: - ZX“) :

=1 i=1
Ejemplo 4.2 Considerese la matriz dada por (4.1), entonces

4
D X1 =20+40+25+45=115

i=1

4
> X;=35+55+40+45=175
j=1
d*(X;, X,) = (15)" = 225
ast, .
¢*(X,, X,) = [L/ (4)*] (115 — 175)" = 225
por tanto,
AX,, X) = {4/ (4—1)] (225 - 225)}'/* = 0

En conclusion, z(X;, X;) ignora las traslaciones aditivas de los perfiles, ast
z(X;, X;) es igual a cero cuando los objetos i y j son iguales y cuando los

perfiles entre ambos difieren por una constante.
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Coeficiente del Coseno, c(X;, X).

El coeficiente del coseno es una funcién de similaridad definida en el
rango —1 < ¢(X;, X;) < 1. El valor de ¢(X;,X;) = 1 indica maxima simi-
laridad, pero no necesariamente los perfiles de X; y X; son iguales. El valor
de (X, X;) = —1 indica méxima disimilaridad.

Definicién 4.8 El coeficiente del coseno esta definido por
p
> XixXin
k=1
5 172 , , /2"
) (E5)
k=1 k=1

Cuando los objetos i y j son vistos como puntos en el espacio Euclidiano
y cada punto esta conectado con el origen, entonces ¢(X;, X;) es el coseno
del 4ngulo entre los dos vectores.

(X, X;) =
(

Ejemplo 4.3 De la matriz (4.1) se tiene que

Y X1xXox = (20) (35) + (40) (55) + (25) (40) + (30) (45) = 5, 250.

=1

4
37 X2, = (20)? + (40)* + (25)° + (30)* = 3,525.
k=1
4
3" X3, = (35)° + (55)° + (40)” + (45)" = 7,875.
=1
por tanto

(X, Xy) = 5,250,/ [(3,525)" (7,875)""*] = 0,996.

Claramente c¢(X;, X ;) mide la similaridad evitando casi todos los desplaza-
mientos de tamarnio entre los perfiles de datos. Si dos perfiles tienen esencial-
mente las mismas formas, sin considerar los desplazamienios de tamario, el
coeficiente c(X,, X ;) proporcionard un alto grado de similaridad.



Coeficiente de Correlacién, (X, X;)

Este coeficiente esta definido en el rango —1 < (X}, X;) < 1. El valor de
r(X;, X;) = 1 indica maxima similaridad, pero no necesanamente los perfiles
son 1guales y r(X;,X;) = —1 indica maxima disimilaridad.

Definicién 4.9 FEl coeficiente de correlacion de Pearson estd definido como
£ xnxsa—/m £ xen) (£ %)

(_-.u.._.j
{[ﬁxﬂ —(J/n) )Ex.., ”)Ex'-' ~(1/m) )Exj.,) ]}
Ejemplo 4.4 Considérense los datos de la matriz (4.1) y los calculos real-
izados en z(X;, X;) y c(X;, X;) se tiene que
r(Xo X;) = 5,250 — (1/4) (115) (175) -
{[3,525 — (1/4) (115)*] [7,875 — (1/4) (175)*] }

El coeficiente r(X,;, X ;) considera que los objetos 1 y 2 son 100% similares.
Este coeficiente es totalmente insensible bajo traslaciones aditivas.

Observacién 4.3 El coeficiente r(X;, X;) siempre juzga a cualquier perfil
de datos y su traslacion de imagen bajo un espejo como los mds disimilares,
esto es, considerando de nuevo el ejemplo anterior, r(X;, X,) = —1.

Coeficiente Métrico de Canberra, a(X;, X)

Este es un coeficiente de disimilaridad y est4 definido en el rango 0 <
a(X;,X;) < 1, donde a(X;, X;) = 0 indica méxima similaridad, que ocurre
cuando los perﬁles de los objetos son idénticos.

Definicién 4.10 El coeficiente métrico de Canberra se define como

a(Xo X,) = (1/«:)2 AL

Ejemplo 4.5 Tomése los datos de la matn.z (4.1), por tanto

_ [0-35 | J40-55 | [5-40| | |30-45|
a(X,,X;) = (1/4) |4 20+35) 1 (@0755) T (25740) T (30445)

(1/4) (0,273 + 0,158 + 0,231 + 0,20)

0,21

cada término de la suma esta entre 0 y 1, tgualando la contribucion de cada
atributo sobre toda la similaridad. El término (1/n) promedia las n propor-
ciones.

I
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Coeficiente de Bray-Curtis, b(X;, X;)

Este coeficiente es un coeficiente de disimilaridad definido en el rango
0 < b(X,,X,) < 1, donde b(X,,X,) = 0 indica méxima similaridad, que
ocurre cuando los perfiles son idénticos.

Definicién 4.11 El coeficiente de Bray-Curtis estd definido por

§ [Xis — Xxl
WX, X;)=2——.
’ kg (Xix — Xjx)

Ejemplo 4.6 Sea X la malriz dada por (4.1) entonces

__ _|20-35]+40—55|+[25—40] +[30—45]
b(X;, X,) = (Jzo+35)+(4o+55}+{25+_140)+(30+u)

60/290
= 0,21.

Observacién 4.4 Para cualgquier atributo k tal que X;x = X;x = 0, el
denominador del k-ésimo término de a(X;,X;) serd cero. En tales casos
a(X;, X;) estard indefinido. El coeficiente b(X,, X ;) en este caso es mejor,
pero no trabaja con pares de objetos i y j que tengan ceros en los p atributos,
pues en tal caso el coeficiente b(X;, X ;) se indefine.

Observacién 4.5 Una férmula equivalente para b(X;, X;) es

P
2" min (Xix, Xjz)
K=1

P
:;1 (Xix + X;x)

con ésta férmula equivalente algunos investigadores definen b(X;, X ;) co-
mo un coeficiente de similaridad en vez de un coeficiente de disimilaridad
definiéndolo como

P
WX, X;) =5 :

Y (Xix + Xjx)

k=1
Cuando es definido de esta manera su rango sigue siendo 0 < b(X;, X;) <1,
pero ahora 1 es el punio mdrimo de similaridad.
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Observacién 4.6 a(X;, X;) usa una suma de términos normalizados igual-
mente ponderados a la coniribucion de cada alributo sobre toda la semejanza,
mientras que b(X,, X ;) los pondera desigualmente.

Ms4s distancias y funciones de similaridad

1. Distancia Euclidiana:

P 1/2
{Zwk (Xr . Xsk)}
k=1

a) Se llama distancia Euclidiana no-estandarizada si wg = 1.

b) Se llama distancia Euclidiana estandarizada por su desviacién estdndar
si wg = 1/s} (distancia de Karl Pearson).

c) Se llama distancia Euclidiana estandarizada por rango si wy = 1/R?
donde R = ]1}‘;‘)( IX,'* - Xjkl

2. Distancia de Mahalanobis:

{x-x)Y 1 (x - xa)}

donde Y es cualquier matriz definida positiva.
3. Métrica por bloques (city-block distance) (métrica Manhattan):

P
Z‘H)k |er — X,;,l ¥

k=1

4. Métrica de Minkowski:

p /2
{Ewk (ka e Xsi:))\} .
k=1

5. Métrica de Canberra:

i | Xek — Xk
(Xr - Xak) .

k=1
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6. Distancia de Bhattacharyya (proporciones):

()

k=1

7. Distancias entre grupos:
a) Coeficiente de disimilaridad de Karl Pearson:

1/2
rk"‘Xak)
{ Z( k/m)+(s§kfns)} '

donde n; es el tamarfio de la j-ésima muestra, j = r, 3; Yj;,, sfk son la media y
la varianza de la k-ésima variable y para la j-ésima muestra, respectivamente.
b) Distancia de Mahalanobis;

{x-0%F x-x}.

Distancias y funciones de similaridad entre conglomerados

Sean m objetos, etiquetados desde 1 hasta m, y sea C' un conglomerado
etiquetado por una p, definido como un conjunto no vacfo de ndices tal que
C, C {1,...,m}. contiene m, elementos z; con ¢ € C,. Dada la matriz de
datos, la media (del conglomerado) se define como:

y puede ser usada para representar a los objetos en el conglomerado C,
Algunas de las distancias entre conglomerados m4s usuales son:

du (CpnCo) = X5 — %o, » (4.19)
i (CpCo) = [ [~ X, (4:20)
ds (Cp, Cy) = \/ (Xp - Xe) 8 (%5 - X:)T, (4.21)
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en donde S esta definida como en (4.17). djs es la distancia Euclidiana de los
centroides de los conglomerados, dys" es la misma pero multiplicada por una
funcién del mimero de elementos y dg es la generalizacién de la distancia de
Mahalanobis.

Algunos ejemplos de funciones distancia no-métricas son
dz (Cp, Cyg) = :1210’1; dz (XT, XJT) (4.22)
JEC,

y algunas veces es posible definir de manera ansloga funciones de similaridad
no-métricas como

57 (Cp, Cy) = méx 57 (X, X)) (4.23)
je(’:‘;
donde Z representa cualquier funcién distancia o de similaridad.
Otras posibilidades son

52 (Cp,Cy) = Y _ > sz (XI, XT) (4.24)
1EC,FEC,
o con ponderadores,
1
32(Cy, Cg) = 3Z(X5Tv XT) (4.25)
om0

4.2.3. Sensibilidad a los desplazamientos de tamano de
los coeficientes de semejanza entre los pérfiles de
datos

La sensibilidad a los desplazamientos de tamano de los coeficientes de
semejanza es de suma importancia para la eleccién de la correcta eleccién del
coeficiente de semejanza.

Después de haber establecido el propésito de la investigacién, contimia
la eleccién del coeficiente de semejanza respecto al criterio de que si es
necesario considerar a los dezplazamientos de tamano en la similaridad o
simplemente ignorarlos lo mis que se pueda. En situaciones donde los de-
splazamientos de tamano puedan afectar a la similaridad, coeficientes como
d(X;, X;), a(X;, X;) y b(X;, X;) son buenas alternativas. Por el otro lado,
en situaciones donde los desplazamientos de tamafo no son necesarios, los
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coeficientes ¢(X;, X;) y 7(X;, X;) son buenas opciones. 2(X;, X;) podria ser
buena opcién si se considera que los desplazamientos de tamano pueden ser
aproximados por traslaciones aditivas.

A continuacién se presenta un cuadro en donde se observan siete coefi-
cientes de semejanza y sus " propiedades” respecto a las traslaciones aditivas
¥ proporcionales:

IGNORA

TRASLACIONES  TRASLACIONES
COEFICIENTE  RANGO ADITIVAS PROPORCIONALES

Disimilaridad
e(X;, X;) [0, 00] NO NO
d(X;, X;) [0, 0] NO NO
a(X;, X;) [0,1] NO NO
b(X;, X;) [0,1] NO NO
2(X;, X;) [0, o0] st NO
Similaridad

c(&:lj) [—]w 1] NO St
1"(_)_{,-, -‘X—J) [_11 1] st st

4.3. Manejo de datos nominales, ordinales y
mixtos
4.3.1. Datos nominales y ordinales

Sean X, Y, Z vectores con elementos X, Yi, Zx (k = 1,...,p) tales que
cada elemento es () 6 1, los cuales denotaran las filas de la matriz de datos.
Ahora se definir4 lo siguiente: sea

o= imm (Xx, Ye) (4.26)
k=1

asf «, denota el mimero de veces que aparece 1 en ambos vectores, X y Y,

B = ixk —a (4.27)
k=
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que denota el mimero de 03 en X y el mimerode 1sen Y,
P
y= Zy; —a (4.28)
k=1

denota el mimero de 1's y 05 en X y Y respectivamente, y por iltimo sea
d=p—(a+p+1) (4.29)

el mimero de (s que aparecen en X y Y al mismo tiempo. Asi pues, se
pueden nombrar algunas funciones de similaridad con las definiciones arriba
mencionadas

Jaccard (0,1)

1 = 0,1

a+pf ]

2 @% Simple (0,1)

3 Sorenson (-1,1)
2a+p+ ?

4 ﬁ*}—w Rogers y Tanimoto (—1,1)

5 gt Sokal y Sneath (0,1)

6 a+p?+7+6, Russell y Rao (0,1)

1/2 - .

7 ¢.+g+-,+ T Baroni-Urbani y Buser (0,1)

8 (34%5)  Distancia Binaria e Sokal  (0,1)

9 ey Ochial (-1.1)

y otras menos conocidas

10 1 a a
11 2 (a+ﬁ w a+7)
12 —oli
a+6+2(5+6)
1 s 3
B 1+ edagd)

14 ad
V (@+B)(a+7)(B+8)(v+9)

Considérense tres ejemplos. Sean

X =(1,1,0,1,1,0,1)7
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Z: (1)0111010101 I)T
Z=(1,0,1,1,1,0,0)"

entonces se obtiene

a/p|afla+p+7) | (a+8)/p
s@) | 2/7 1/3 377
s(y,2) | 2/7 2/5 4/7
s(z,2) | 3/7 1/2 4/7

En vez de variables binarias, ahora se considerardn variables con més de
dos estados, as{
1< X < ji (k=1,..,p) (4.30)

donde z y jx son enteros no-negativos, para las componentes X, ..., X, de
la matrix de datos, en otras palabras, se considerard una matriz nominal.
Considérese la siguiente transformacién del vector X de longuitud p en el

- P
vector X de longuitud p'= ) ji dada por
k=1

- b's A
A X = (0) 1eey lt: yray 0; "‘; 0) s lp! ey O)T
———fp—— ——— fpeae

En X hay p vectores binarios de longuitud jz con un 1 en el lugar cor-
respondiente a X y 0s en cualquier otro caso. Por ejemplo si se tiene el
vector X = (2,3, 1) entonces aplicando la transformacién se tiene X =
(0,1,0;0,0,1,0;1,0)” para p = 3, j; = 3, ja = 4, j3 = 2. De esta manera los
vectores nominales son mapeados en vectores binarios, y asf las funciones de
similaridad (asi como las distancias generadas por éstas) explicadas anteri-
ormente se pueden aplicar.

Si los valores j; son muy diferentes, se puede usar la funcién de similaridad

r
> Inge.r (Xi, Ya)
su(X,Y) =51 (4.31)
kZ:llnjk

donde .r (X, Yx) = 0 si Xiy, y 1 Xi = Y y donde los pesos son elegidos de
tal forma que son proporcionales a la informacién de la k-ésima variable.
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Si la matriz de datos contiene solamente valores ordinales, entonces un
rango 0 < X, Y < ri andlogo a la ecuacién (4.30) es vélido para las compo-
nentes de los dos vectores columnas X” = (Xj,...,Xp) y YT = (Yi,...,Yp) -
El cero a la izquierda puede ser obtenido, sin pérdida de generalidad, medi-
ante una traslacién. La distincién con la ecuacién (4.30) es que, si los valores
son ordinales, se puede establecer si X > Y; 6 X; < Y} y asf tiene sentido
preguntarse si min (Xx, Yi) tiene algun significado. Si se define

P P P
Y X+ XY — 2 min (X, Yi)

db(XY)=5—r ; (4.32)
> X+ 3 Y — ) min (X, Yz)
k=1 k=1 k=1

entonces dy es una distancia tal que
0<do(X,Y)<1 (4.33)

Supéngase que 1 < X < jix (Xi, jx son enteros, k = 1,...,p), una tranfor-
~ ?
macién del vector ordinal X en el vector binario X de longuitud p'= ) j
k=1
serfa
—_ X1 XP
X =X = (1,105,055 115055 1,0; s OYF (4.34)

hn Jp

Por ejemplo para jx = 5 (k = 1, ...,4) los vectores binarios

X =(1,1,0,0,0;1,1,1,1,0;1,1,1,1,1;1,0,0,0,0)”
Y =(1,1,1,0,0;1,0,0,0,0;1,0,0,0,0;1,1,1,1,1)7
son las imagenes de X = (2,4,5,1)7 y ¥ = (3,1,1,5)” con una distancia de
12

El semi-orden es preservado por la transformacién descrita en (4.34) porque si
X > Y se cumple elemento por elemento, entonces X es lexico-graficamente
més grande que Y.
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El papel de los resultados 0-0

Algunos de los coeficientes de semejanza incluyen a é, el nimero de los
resultados 0-0, en sus numeradores mientras que otros no. A continuacién se
discute la significancia de esto.

Primero, con frecuencia los que no son investigadores usan coeficientes que
incluyen a §. Esta preferencia radica en que la mayorfa de los coeficientes la
incluyen asf ellos siguen esta tendencia.

Segundo, los coeficientes de semejanza que excluyen a § tienden a ser
correlacionados con aquellos que la incluyen, de esta forma, los anilisis de
conglomeracién que usan cualquier tipo de coeficiente, es decir, los que in-
cluyen a ¢ y los que no la incluyen, frecuentemente proporcionan los mismos
resultados. Por ésta razén el incluir a §, muchas veces, no es critica.

Tercero, la légica frecuentemente hace claro que § deberfa ser incluida
para contribuir en la similaridad. Un ejemplo muy simple seria que dos per-
sonas expresaran sus gustos y de los que no lo son por medio de un si y un
no, respectivamente. La mayoria de las personas diria que ambos resultados,
a y 6, deberfan contar en su similaridad

4.3.2. Datos mixtos

Se discutird ahora el caso en que la matriz de datos contiene datos nom-
inales, ordinales y métricos mezclados. La manera més simple de manejar
datos cuantitativos y cualitativos, es simplemente ignorar esta diferencia,
esto es, manejar los datos cualitatives como datos cuantitativos y, de esta
manera, usar un coeficiente de semejanza para datos cuantitativos.

Una segunda estrategia es la particién de la matriz de datos en dos con-
juntos de atributos, uno para datos cuantitativos y otro para datos cualita-
tivos. Una vez hecha esta particién calcular la matriz de semejanza para cada
conjunto con coeficientes de semejanza apropiados y analizarlos independien-
temente, y esperar que el resultado de los dendogramas sea, esencialmente, el
mismo. Si los dos dendogramas ”dicen lo mismo” entonces cualquiera puede
ser usado.

La tercera estrategia consiste en permutar a las variables de tal forma
que se formen bloques de los diferentes tipos de datos, asf dos vectores fila

pueden ser escritos como

X = (XM, xO, xM)T yy = (y®™),y©, y¢n)T (4.35)
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donde N significa variables nominales, O ordinales y M métricas. Cualquier
tipo de variables puede ser omitido.

Una distancia que puede ser definida es d4, que es ademds aditiva, es
da(X,Y) = prd®™ (XD, Y M) 4 p,d©@ (X©), Y(O) 4 psd® (X M), yh)

(4.36)
donde p,, p» y ps son pesos positivos adecuadamente normalizados y d™),
d© y d™) son distancias para datos nominales, ordinales y métricas, re-
spectivamente. Si ademés cada una de esas funciones distancia son métricas
entonces d4 también lo es. Lo mismo pasa cuando se trata de funciones de
similaridad.

Otra posibilidad es, con un poco de pérdida de informacién, convertir a
los vectores X y Y dados por (4.35) en vectores binarios y usar las funciones
distancia definidas anteriormente. Se ha visto también, como mapear una
variable nominal en una binaria y una ordinal en una binaria (otra forma es
mapear una variable ordinal en una binaria de la siguiente manera: se asigna 0
si todos los valores estdn debajo de la mediana y se asigna 1 si todos los valores
son iguales o mayores a la mediana, pero hace falta notar que este mapeo es
irreversible), asf s6lo hace falta tratar a las variables métricas. Estas pueden
ser tratadas de dos maneras. La primera es similar a la establecida para las
variables ordinales, excepto que la media es usada es vez de la mediana. La
segunda es mapearlas en variables ordinales en base a una apropiada eleccién
de los valores limites.

Una 1ltima posibilidad es transformar todas las variables se transforman
de tal forma que su rango de valores es el intervalo (0,1) y la métrica Euclid-
iana es usada, pero modificada por un factor

P b =y
o |Z(®-T)
a (X,Y) =

Para variables binarias no se aplica alguna transformacién. Las variables
nominales pueden ser transformadas en variables binarias. Variables ordi-
nales, supéngase que toman valores desde 1, ..., j, puede ser transformada de

tal forma que tome los valores 0, 1/(j — 1), 2/(j — 1), ..., 1. Para las variables
métricas la transformacién

(4.37)

X = ik = O (4.38)

b — ax

donde ap = IIH’IIX,;; Y bk — mgixX,-k.
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4.4. Ponderaciéon de las variables

Ponderar una variable significa darle mayor o menor importancia en
relacién a las otras variables cuando se usan para determinar la matriz de
proximidad entre ellas. M4s ain, el ponderar afecta el cdlculo de similidades
entre los objetos y de esta forma influye en el an4lisis de conglomerados

Los factores de ponderacién, mejor conocidos como pesos, reflejan la im-
portancia que el investigador asigna a las variables para la clasificacion. Esta
asignacién puede ser, ya sea como el resultado del criterio del investigador o
en algiin aspecto basado en la matriz de datos.

Hay cuatro formas para ponderar los atributos. Primero, el investigador
puede dejar fuera a algunos atributos, esto es ddndoles como peso el valor
de cero, de esta forma solo los atributos que posean un peso distinto a cero
serdn incluidos en el analsis.

Una segunda forma de ponderar a las variables requiere de un andlisis-R
o un andlisis de los atributos antes de hacer un an4lsis-Q) o andlsis de objetos.
Un anélsis-R encontrard atributos altamente correlacionados. Los atributos
correlacionados pueden ser vistos por el investigador como un conteo miiltiple
de cada atributo. Si es asf, el investigador puede seleccionar un atributo de
cada conjunto correlacionado como representate del conjunto, resultando una
nueva matriz de datos teniendo un conjunto de atributos no correlacionados.
Los atributos removidos de la matriz original recibirdn un peso de cero y no
contribuirdn a la matrzi de semejanza entre los objetos.

Para matrices con datos cuantitativos se tiene una variacién de este pro-
cedimiento que involucra el uso de componentes principales para el andlisis-R.
Da un nuevo conjunto de p atributos y sus valores: estos son los componentes
principales. Los componentes principales tienen la deseable propiedad de que
son no correlacionados dos a dos. Usando los componentes principales en
lugar de los atributos originales son una forma de ponderacién.

La tercera forma, es el uso de cualquier funcién estandarizadora (siguiente
seccién). Esto altera la contribucién de un atributo sobre toda la semejanza
de dos objetos.

La cuarta forma es introducir pesos para que los atributos contribuyan
cantidades deseables a la semejanza entre dos objetos. Un peso de un atrib-
uto puede ser incrementado repitiendo su presencia en la matriz de datos.
Para ilustrar esta forma de ponderacién supdéngase que la matriz de datos
originales posee solamente dos atributos, y supéngase también que se desea
que el primer atributo contribuya el 60 por ciento en toda la semejanza y
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el segundo solo el 40 por ciento, relativo a lo que ellos contribuirfan origi-
nalmente. Esto es, se repetirfa dos veces el atributo 1 y una vez el atributo
2 y de esta manera obtener una nueva matriz de datos que contiene cinco
atributos, donde el primer atributo aparece tres veces y el segundo solo dos.
El primer atributo tendrfa el 60 por ciento, y el segundo el 40 por ciento.

Para realizar esta iltima forma, sin tener que repetir los atributos y asf
formar una nueva matriz de datos, usando la matriz original se necesita hacer
una pequena modificacion a los coeficientes de semejanza, por ejemplo, si se
usa la distancia Euclidiana promedio, d(X;, X;), se reescribe como

ks Wy (s x,-,k)] il
k—l Wi

d(X:, X;) = [

Los pesos W; enteros, 1,2, 3, ... Para el ejemplo arriba mencionado, W; =
3y Wo =2y p= 2. Esto proporcionar4 el 60 por ciento al atributo 1 y el 40
al segundo atributo.

Los métodos para ponderar variables pueden ser combinados para pro-
ducir una variedad de esquemas. Por ejemplo, primero se puede estandarizar
para remover pesos naturales y después ponderar la matriz estandarizada
para imponer los pesos deseados.

Aiin cuando los métodos para ponderar son faciles de realizar, la decisién
si se pondera a las variables o no y en que radios, es dificil. Para esto es
necesario saber la meta de investigacién y asi decidir si es necesario ponderar
a las variables o no.

4.5. Estandarizacién

En muchas aplicaciones las variables que describen a los objetos que van
a ser clasificados no serdan medidos en las mismas unidades. Adem4s éstas
pueden ser de diferentes tipos, algunas categdricas, otras ordinales y tal vez
algunas otras intervalares. Para estandarizar una matriz de datos primero se
necesita elegir una funcién estandarizadora y aplicarla a la matriz de datos.
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Sea

Xig Xi2 -0 Xij 0 Xip
X2,1 X2,2 Sions X2J hen X?,p
K= Xia Xz - Xij - Xip
Xn1 Xna o+ Xaj o+ Xnp

donde X;; denota al j-ésimo atributo del i-ésimo objeto. El correspondiente
valor estandarizado para X; ; es Z; ;. Se pueden mencionar algunas funciones
estandarizadoras. La funcién estandarizadora més usada en la préctica estd
dada por

Xi.—X
Ty = (4.39)
7
donde .
X; = &=L
2 1/2
n = \2
S = (Ei:l (X5 — X;) )
;e -
n—1

Cuando todos los valores de la matriz de datos son no-negativos y no
todos los atributos de un objeto son ceros, entonces se pueden estandarizar
los valores en proporciones tales que 0 < Z;; < 1. Hay tres formas de hacer

esto. La primera es
Xi;

CMAX;
donde CMAX; es el valor mdximo en la j-ésima columna de la matriz de
datos.
La segunda funci6én estandarizadora es
Xi; — CMIN;
CMAX; — CMIN;
donde CMIN; es el valor minimo de la j-ésima columna de la matriz de

datos, y a CMAX; — CMIN; se le conoce como el rango de valores en la
Jj-ésima columna. Por 1ltimo, la tercer forma de estandarizar en proporciones

- X
Zij = =t
7 j=1 Xi.j

Ziy= (4.40)

Zij = (4.41)

(4.42)
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Las expresiones (4.39) a (4.42) son funciones columna porque los val-
ores de la j-ésima columna dependen solamente en los valores de la j-ésima
columna. Para estas ecuaciones se tienen las correspondientes funciones fila
que siguen la misma légica, los valores de la i-ésima fila dependen solamente
en los valores de la i-ésima fila. Como funcién fila (4.39) se escribe como

Xi;j— X;
Zig=—"g— (4.43)
donde i
7. Zj:l Xij
' P
5 2y 1/2
S — Z?:: (Xid — Xi)
L S P £ = 1
Como una funcién fila, la ecuacién (4.40) es
Xi;
%3 = FMAX, Wi

aquf, FMIN; es el valor mfnimo de la :—ésima fila de la matriz de datos.
La correspondiente funcién fila de (4.41) es

_ Xi;— FMIN,
~ FMAX, — FMIN,

donde FMIN; es el minimo de la i-ésima fila.
Finalmente, la ecuaci6n (4.42) tiene su equivalente funcién fila dada por

B (4.45)

K

Y Xy

Observacién 4.7 La estandarizacion de variables es un caso particular de
la ponderacion de las mismas.

Z;

Recuérdese que el andlisis-() es un andlisis de conglomerados para los
objetos y el andlisis-R es una an4lisis de conglomerados para los atributos.
Ambos analisis requieren el uso de funciones estandarizadoras fila o colum-
na. En otras palabras, si se quieren comparar similaridades entre objetos,
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se necesita una funcién estandarizadora columna, y de manera andloga, si
se desea comparar similaridades entre atributos se necesita una funcién es-
tandarizadora fila.

Algunas veces la meta de la investigacién necesita un andlisis-() y un
andlisis-R aplicados a la misma matriz de datos. Cuando es necesario es-
tandarizar, usualmente la matriz de datos deberia ser estandarizada por sep-
arado para cada an4lisis, pero en cualquier caso, la matriz de datos no deberfa
ser estandarizada por una funcién columna y una funcién fila en sucesién,
la razén es porque al estandarizar por columnas primero y luego por filas,
generalmente, es distinto que al estandarizar por filas y luego por columnas,
asf el orden si importa.

4.6. Transformaciones de datos y datos atipi-
cos

El estandarizar es una forma de transformar los datos originales. Hay
otros dos tipos de cambiar los datos: 1) transformando los datos, y 2) identi-
ficando y eliminando valores "ruidosos” de los datos llamados datos atipicos.
Para transformar los datos se requiere la seleccién de una funcién ”transfor-
madora”. Esta difiere de una funcién estandarizadora en que a pesar de que
las dos cambian los valores de los atributos en la matriz de datos, una fun-
cién estandarizadora tiene pardmetros que estan determinados por los datos,
mientras que una funcién transformadora no.

Ejemplos tipicos de una funcién estandarizadora son Z;; = log X;; y
Z;; = /X ;. Ahora un outlier es cualquier valor atipico en los datos con
respecto a los otros valores en el conjunto de datos. Debido a que los datos
atipicos son anticonvencionales, estos ejercen mucha influencia en la determi-
naci6n de los pardmetros de una funcién estandarizadora y en la semejanza
entre los objetos.

4.7. Valores faltantes.

Los valores faltantes son comunes en todas las ramas del an4lisis multi-
variado. Estos pueden aparecer debido a una gran variedad de razones, por
ejemplo, si se realizé una medicién y luego se perdi6 o bien si la medida no
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puede ser hecha por completo, asf estos valores faltantes se pueden tratar de

El criterio m4s sencillo a este problema (pero no significa que sea el mejor)
puede ser el utilizar solamente a los objetos que tengan todos los valores,
esto puede, sin embargo, reducir considerablemente el mimero de individuos
disponibles para su andlisis. Para el manejo de datos faltantes también se
puede utilizar el coeficiente de similaridad de Gower dado por

P
Z Wik Sisk
k=1
Sij = P
> Wik
k=1

donde s;;x es la similaridad entre el i-ésimo objeto y el j-ésimo como me-
dida de la k-ésima variable y w;;; es normalmente 1 6 0 dependiendo si la
comparacién es vilida, esto es, w; es cero si el valor de la k-ésima variable
falta, ya sea para uno o para ambos objetos, y w;;x es uno si ambos valores se
tienen. Adem4s w;j; puede usarse como cero si la k-ésima variable es binaria.
Para variables binarias o categéricas con mas de dos categorfas, s;;; puede
ser 1 si ambos objetos tienen el mismo valor y 0 en cualquier otro caso. Para
variables continuas se puede utilizar la medida de similaridad

s =1— |Ii:aF — Zjx| /Ry

donde R; es el rango de las observaciones de la k-ésima variable. Esta estrate-
gia supone que la contribucion a la similitud entre dos objetos que habrfa
sido proporcionada por una variable con uno o mas valores faltantes es igual
a la media ponderada de las contribuciones proporcionadas por las variables
para las cuales se han observado los valores.

Otra posibilidad para tratar de estimar estos valores es por medio de
procedimientos iterativos. Un ejemplo de este tipo de procedimientos es: El
primer paso se determina el proceso de agrupacién de conglomerados pero
solo para los objetos que tengan todos los valores. En el segundo paso los
objetos con valores faltantes se asignan a cada uno de los conglomerados (por
ejemplo usando las matrices de proximidades o distancias basado en las vari-
ables disponibles). En el tercer paso los valores faltantes son estimados por
medio de un estadistico dentro del conglomerado (como por ejemplo la media
para el caso de variables continuas, o la moda para el caso de las variables
categoricas). En el cuarto paso se realiza un anlisis de conglomerados con

80



todas las variables, es decir, las variables que contienen todos sus datos y
las variables que fueron estimadas anteriormente. El tercer y cuarto paso se
repiten hasta que los valores estimados y los miembros del conglomerado no
sufran més cambios.

Observacién 4.8 Si se desea estandarizar la matriz de datos, se deben ig-
norar los valores faltantes.

4.8. Meétodos jerdarquicos

En la clasificacién jerdrquica o por jerarqufas los datos no han sido par-
ticionados en un nimero particular de clases o conglomerados en cada paso.
En vez de eso la clasificacién consiste en una serie de particiones que pueden
ir desde un solo conglomerado que contiene a todos los objetos hasta n con-
glomerados que contienen un sé6lo objeto. Los métodos jerarquicos pueden
ser subclasificados en métodos aglomerativos y divisivos. El primer método
(aglomerativo) consiste en una serie de pasos en la cual, en cada etapa,
todos los objetos y/o todos los conglomerados son unidos en uno solo cada
vez més grande, terminando en un gran conglomerado que contiene a todos
los objetos. El otro procedimiento (divisivo) comienza con la separacion
de todo el grupo de objetos en partes cada vez mds pequenas, hasta que el
iiltimo conglomerado, que contiene dos objetos, es roto en dos pedazos. En
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ambos casos el resultado es un drbol de jerarqufas.

cs
4 L
c_14

150 200 250 300 350 400 450

Dendograma o arbol de jerarquias.

4.8.1. Meétodos aglomerativos

De manera ilustrativa se hablard de los dos métodos mds comunes, pero
que sin embargo en la préctica no se usan mucho debido a que requieren
de mucho tiempo méquina para muestras de tamaiios considerablemente
grandes. Estos métodos son los llamados ”ligamiento simple” y ”ligamiento
completo”. Ademés como ejemplo general se utilizaré la matriz de distancias
dada por

1 2 3 4 5

0,0
20 00
D, 60 5,0 00

10,0 90 4,0 00
90 80 50 30 00

Il
R

Ligamiento simple o método de la vecindad m4ds cercana

Este método probablemente sea uno de los métodos més simples para
conglomerar. La distancia entre dos conglomerados es la menor distancia
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entre los puntos de cada conglomerado, es decir

d(C1,Cy) = el {d(X;, X;)}
El procedimiento se explica a continuacién:

a) Sean C),...,C, los conglomerados iniciales conformados de un solo
punto, por decir X; € C;.

b) Sin pérdida de generalidad sea d,, ,, = min, 4, {d (X, X,)}, en otras
palabras, C,, = {X,,} y C,, = {X,,} son los conglomerados m#s cercanos.
Entonces esos dos puntos son agrupados en un nuevo conglomerado, teniendo
ahora n — 1 conglomerados y donde C,, + C,, es el nuevo conglomerado.

c) Sea d,., ,, la segunda distancia més pequena. Si ni ry ni s; son iguales a
T9 0 Sy , entonces dos nuevos conglomerados son formados, esto es, se tienen
n — 2 conglomerados C;, +Cj,, C;, + C,, més los antiguos conglomerados. Si
T2 =11 ¥ 8; # 52 entonces los nuevos n —2 conglomerados son C,, +C,, +C,,
més los viejos conglomerados.

d) El proceso c) continua a través de las 3n(n — 1) distancias. En el i-
ésimo paso sea d,, ,, la i-ésima menor distancia, entonces el conglomerado
que contiene a r; es unido al conglomerado que contiene a s;. Né6tese que si
T; ¥ 8; estdn en el mismo conglomerado entonces no se forman nuevos grupos
en este paso.

e) El proceso puede ser detenido antes que todos los conglomerados
hayan sido unidos en un sélo conglomerado, parando cuando las distancias
sean mayores a dg, donde dy es un cualquier nivel umbral (threshold level)..
Sean Cf, ...,C; los conglomerados resultantes. Esos conglomerados tienen la
propiedad de que si dy (> dp) es un umbral mayor, entonces dos conglomer-
ados C; y Cy serdn unidos en el umbral dy si al menos una distancia d,, (o
una unién simple) existe entre r y s con X, € Cj, X, € Cr y do < dpy < dp.

A pesar de su criterio tedrico, este método es frecuentemente considerado
limitado debido a su pobre selectividad y su tendencia de producir 4rboles
con largas cadenas.

Ejemplo 4.7 Despies de explicar este método considérese la matriz D;. La
menor entrada de esta matriz es para los objetos 1 y 2, ast pues estos dos el-
ementos son unidos para formar un conglomerado de dos miembros. Despiies
las distancias entre este nuevo conglomerado y los otros 3 objetos se calculan
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obteniendo una nueva matriz de distancias, digamos D,, dada por

(120 3 4 5

(1,2) /0,0
3 50 0,0
D= 90 40 00
5 80 50 30 00

Ahora la menor entrada es para los objetos 4 y 5, los cuales son unidos
para formar otro conglomerado. Después se encuenira una 3a. mairiz de
distancias, Dj:

(1,2) 3 (45)
(1,2) /00
D;= 3 | 50 00
(4,5 \ 80 40 00

La menor distancia es ahora dysys y ast el objeto 3 es unido al conglomer-
ado que contiene a los objetos 4 y 5. Por tltimo los grupos que contienen a
los objetos 1,2 y 8,4,5 son unidos en un sdlo conglomerado. Las particiones
producidas a cada paso son:

Paso  Grupos

Py (1], 2], (3], [4], 5]
Py (1,2],(3], (4], [5]
P:i [1;2]$[3]:[4:5]
P, (1,2],[3,4,5]

Pl [112$3}4!5]

Ligamiento completo o método de la vecindad m4s lejana

Este método evalia la distancia entre dos conglomerados como la dis-
tancia mds grande que puede ser encontrada entre cualquier par de puntos
correspodientes a cada conglomerado, esto es:

d(Cﬁ CJ) ZX;GICI??‘SeCj {d(XMXJ)}

El método del ligamiento completo realiza un mejor trabajo en cuanto a
que no produce grupos prolongados. Ademds la ventaja del método del lig-
amiento completo es que el cdlculo de las distancia pueden ser implementadas
facilmente en la computadora.

Ahora se explicard el procedimiento.
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a) Se comienza con los conglomerados Cy, ..., C,, que contienen a X, ..., X,
respectivamente.

b) Se supone que d;5 = n;éin {d(X;,X;)} y sean C3,...,C;; los grupos
después de unir a la pareja 1,2 p;u'a formar C3.

¢) Se define una nueva matriz ((n — 1) z (n — 1)) de distancias D* = (df;)
con dj; = max {dy;,dp;} para j =3,..,ny d}; =d;; parai,j=3,..,n. Y se
encuentra . g}ﬂnd;j y se prosigue como en b).

Se contintia hasta que todas las distancias son mayores que dp, donde dy
es cualquier umbral. Né6tese que cuando se completa el proceso, se tiene que
méx; jec di; < dp para conglomerado C, asf este método tiende a producir
conglomerados compactos sin el efecto de encadenamiento.

Ejemplo 4.8 Considérese la matriz D,. El primer paso es unir a los indi-
viduos 1 y el 2. Las distancias entre este grupo y los otros tres individuos se
calculan de la siguiente forma:

d2)3 = méx [dy3,dy3] = d13=6,0
d(12)4 = méx [dy 4, dp ) = dy 4 = 10,0

d{l?},& = méx [dl,aydo.,s] =d15=90

se elige la més chica y se une este iiltimo objeto al conglomerado, es decir el
objeto 3 se une al conglomerado C{;3) y se vuelven a calcular las distincias
dadas por el mdximo de las distancias repitiendése el proceso.

Método del promedio grupal

Aqui la distancia entre los dos conglomerados es definida como el prome-
dio de las distancias entre todos los posibles pares de individuos u objetos
pero de distintos conglomerados. De manera ilustrativa considérese la sigu-



iente figura

CONGLOMERADO A

CONGLOMERADO B 5

2

oA, B)=(d(1,3)+d(1,4r+d(1,57+d(2, 32, 4+d(2,5))46

Ejemplo 4.9 Aplicando este método a la matriz D,, el primer paso, al igual
que en los dos métodos anteriores, es unir a los individuos 1 y 2. Las distan-

Distancia del promedio grupal.

cias seran calculadas de la siguiente forma:

1
daz = 5(di3 +dz3) = 55

1.
digs = §(d1,4 +dz4) = 9,5

1
dugys = §(d1,5 +dys5) =85

colocando esta informacion en una nueva matriz Dy dada por

(1,2) 3 4 5

(1,2) £ 00
3 55 00
D, = 4 95 4,0 0,0
5 85 50 3,0 0,0
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La menor entrada es dys y ast los individuos 4 y 5 son unidos para formar
un nuevo conglomerado. La distancia promedio entre los grupos ahora es

1
d12)s) = Z(dl atdist+dys+dys)

y el procedimientio continua, es decir, se calcula una nueva mairiz de distan-
cias y se toma la menor de estas para formar un nuevo conglomerado.

Observacién 4.9 Los tres métodos arriba mencionados se basan tinicamente
en la matriz de distancias y no es necesario acceder a la mairiz de datos orig-
inal. Un ejemplo de un método que utiliza la mairiz de datos original es el
sigutente, el método del centroide.

Meétodos del centroide y de la mediana

En el método del centroide, una vez formados los grupos, los puntos de los
conglomerados estén representados por sus valores promedio de cada variable,
esto es, su vector promedio, en otras palabras, los puntos del conglomerado
est4n representados por un punto que est4 enmedio del conglomerado, como
su centro de gravedad. La distancia entre dos conglomerados estd dada por
la distancia entre sus correspondientes medias.

El problema que se presenta al unir dos conglomerados de tamafios consid-
erablemente distintos aparece en este método. El centroide calculado puede
estar muy cerca de un conglomerado de tamatio muy grande, asf la influencia
de un conglomerado mucho menor puede perderse. Una forma de evitar esto
es ponderar ambos grupos para dar al menor mayor influencia y asi cam-
biar el centroide. Si el nimero de objetos en ambos conglomerados es igual,
entonces se obtiene el método de la mediana.

Ejemplo 4.10 Para ilustrar el método del centroide considérense los sigu-
ientes datos bivariados:
individuo  vartablel  variable2

1 1,0 1,0
2 1,0 2,0
3 6,0 3,0
4 8,0 2,0
5 8,0 0,0
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Utilizando la distancia Fuclidiana se obtiene una matriz de distancias dada

por
2 3 4 s

1
0,00
1,00 0,00
5,39 5,10 0,00
7,07 7,00 2,24 0,00

5 \ 7,07 7,28 3,61 2,00 0,00
Se observa que d; 2 es la menor de las entradas de la matriz D, y los indi-

viduos 1 y 2 son unidos para formar un conglomerado. Se calcula el vector
media, a saber, ( 1,0 1,5 ), y se calcula una nueva matriz de distancias

D1=

O b =

(1,2) / 0,00
D, 3 5,22 0,00
+ T a 7,02 224 0,00
5 7,16 361 2,00 0,00

La menor de las entradas de D, es dgs y los individuos 4 y 5 son unidos para
Jormar astf un sequndo conglomerado, ahora se calcula el vector media dado
por ( 80 1,0 ) De nuevo se crea una matriz de distancias,

(1,2) (000
D;= 3 522 0,00
(4,5) \ 7,02 2,383 0,00

En Dj la entrada mds chica es ds)3 y ast los individuos 3, § y 5 se unen
para formar un nuevo conglomerado. El paso final consiste en unir a los 2
conglomerados en uno solo.

Dendograma creado por el metodo del Centroide.
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Coeficientes de similaridad y disimilaridad en los métodos jerdrqui-
cos

Esta seccién se refiere a una diferencia importante que se debe tomar en
cuenta antes de usar alguno de los métodos arriba mencionados. Esta difer-
encia radica en el uso de un coeficiente de similaridad o un coeficiente de
disimilaridad en cualquier método. Nétese también que en las secciones an-
teriores se usarén coeficientes de disimilaridad (distancias). Al inicio de los
métodos los dos individuos mé4s similares fueron unidos a cada paso de con-
glomeracién, esto es, los dos conglomerados con el menor valor del coeficiente
de disimilaridad fueron unidos.

Cuando se utiliza un coeficiente de similaridad la situacién cambia un
poco, pues ahora la semejanza se invierte, en otras palabras, si a dos individ-
uos, a decir los individuos 1 y 2, se les calcula el coeficiente de disimilaridad,
d(X,,X,), y si resulta que d(X,, X,) es muy cercano a cero quiere decir que
los individuos son muy semejantes, en cambio, si para los mismos dos individ-
uos, 1 y 2, se les calcula el valor de un coeficiente de similaridad, s(X,, X,),
entonces $(X;, X,) serd muy cercano a 1 indicando ahora la semejanza en 1.

Para solucionar lo arriba mencionado, solo es necesario hacer una pequena
modificacién al procedimiento, lo cual se expresa en la siguiente tabla y la cual
puede ser generalizada para cualquier coeficiente de similaridad y cualquier
método arriba mencionado.

COEFICIENTE DE DISIMILARIDAD
€(jk)(mn) = DD (€jm, €jn, €xm; €kn)
er)mn) = (7) (€jm + €jn + €xm + €xn)
€(jk)(mn) = MiD (€jm, €jn, €km) €kn)

COEFICIENTE DE SIMILARIDAD
T(jk)(mn) = MEX (Tjm; Tjn) Thm, Tkn)
reymn) = (1) (rim + Tjn + Thkm + Tan)
T(3k)(mn) = MAX (Tjm, Tjn; Tkm, Tkn)
donde la primera fila representa a ligamiento simple, la segunda al método
del promedio grupal y la iltima al ligamiento completo.

Observacién 4.10 La razon por la cual no se incluye el método de Ward,
es porque este método prescinde del uso de un coeficiente de disimilaridad o
similaridad como se verd a continuacion:
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Meétodo de Ward

El método de Ward esta basado en la minimizacién estadistica entre con-
glomerados. A cada paso de este método se calcula el punto central de todas
las combinaciones posibles entre dos conglomerados y se calcula la suma to-
tal del cuadrado de las distancias de este punto a todos los objetos, en otras
palabras usa el criterio de la suma de los cuadrados de los errores(SCE).
La asociacién entre dos conglomerados se da cuando la suma de los cuadra-
dos es minima. Para ilustrar esto considérese a 10 individuos con valores
(265622200 0).Lapérdidadeinformaciénquepuedere—
sultar al tratar los 10 valores como un grupo con una media de 2,5 es repre-
sentada por SCE,

SCE = i(x,- ~ Xy

para este ejemplo
SCEje un gropo = (2—2,5)* + (6 — 2,5)* +--- + (0 — 2,5)* = 50,5
De igual manera si los individuos son agrupados en cuatro conjuntos,
{0,0,0},{2,2,2,2},{5},{6,6}
la SCE se puede calcular como la suma de

SCEge 4 grupon = SCEgrupot + SCEgraper + SCEgrapas + SCEgrupos = 0,0.

4.8.2. Métodos divisivos

Los métodos divisivos operan en la direccién contraria en comparacién con
los métodos aglomerativos, comenzando con un gran conglomerado, después
partiendo este en mds conglomerados y asi sucesivamente hasta tener con-
glomerados individuales, es decir, conglomerados con un s6lo miembro. Estos
métodos exigen mucho tiempo-méquina si se consideran todas las 25~ — 1
posibles particiones de k objetos a cada paso. Sin embargo, para datos cuyas
p variables son binarias se dispone de métodos simples y computacionalmente
eficientes. Estos métodos divisivos dividen a los conglomerados conforme a los
miembros que presentan ciertos caracteristicas, ya sea la presencia o ausencia
de cierto atributo.
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Métodos divisivos monotéticos

La eleccién de la variable en este tipo de métodos en el cual se va hacer un
corte depende de la optimizacién de un criterio que refleja la asociacién con
las otras variables, gereralmente conocido como Andlisis de Asociacion. Los
conglomerados se cortan a cada paso de acuerdo a la posesién del atributo.
Por ejemplo, para un par de variables V; y V; con valores 1 y 0, las frecuencias
observadas pueden ser

VAV [1]0
1 alb
0 cl|d

Ahora algunas medidas de asociacién (sumadas sobre todas las variables)
pueden ser:

1. |ad— b
2. (ad — be)?
3. (ad—be)’n/[(a+b)(a+c)(b+d)(c+d)]

4 y/(ad—bcfn/ [(a+b)(a+c) (b+d) (c+d)]
5. (ad—bc)’ /[(a+b)(a+c)(b+d)(c+d)]

El corte a cada paso se realiza conforme a la presencia o ausencia del
atributo cuya asociacién con las otras (la suma sobre todas las variables) es
un maximo.

Si hay valores faltantes de una variable, por decir V;, se busca la variable
que contiene a todos sus valores y que tiene la asociacién més grande, por
decir V3, asf el valor faltante de V; es reemplazado por el valor de V, de la
misma observacion.

Ejemplo Usando el criterio 3, sea

(ad — bc)’n
(a+b)(a+c)(b+d)(c+d)

2 _
X5 =

91



y considérense los siguientes 5 individuos con 3 variables binarias

Variables
Individuos 1 2 3
1 011
2 110
3 111
4 110
5 0 01

Calculando las X%s de cada par de variables se tiene que X7, = 1,87, A7, =
2,22 y X7, = 0,83, entonces

A+ X =409

Xl + Xy = 2,07
Xl + X7, =3,05

Asf al usar el criterio de méx Y X2, se tiene que la primera divisién de
los datos fue en 2 subconjuntos, aquellos que poseen la primera variable y
aquellos que no la poseen, por consiguiente se tiene la division [2,3,4] y [1,5].

Métodos Divisivos Politéticos

En este tipo de métodos se usan todas las variables al mismo tiempo
y pueden trabajar con una matriz de proximidades. Un procedimiento que
evita considerar todos los posibles cortes (un gran problema en los métodos
divisivos) es el siguiente: se encuentra el objeto que esta més alejado de los
otros miembros usdndolo como el inicio de un nuevo conglomerado , entonces
se considera cada uno de los otros miembros como candidato para ser parte
de este nuevo conglomerado: cada objeto que esté cerca de este nuevo con-
glomerado serd unido para formar parte de éste. Este proceso se repite, el
siguiente conglomerado que serd cortado es el que posea el didmetro mas
grande.

De manera ilustrativa considérese la siguiente matriz conformada por 7
individuos:
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0
21 0

2 25 2 7 0

38 34 31 10 11 0

\ 42 36 36 13 17 9 0

El individuo usado para iniciar un nuevo conglomerado es aquel cuya dis-
tancia promedio a los otros individuos sea la m4s grande, en este caso es el
individuo 1, asf se tiene como grupos iniciales A = [1] y B = [2,3,4,5,6,7].
Después se encuentra la distancia promedio de cada individuo del conglom-
erado principal, B, a los individuos del nuevo conglomerado y viceversa, la
distancia promedio de los individuos del nuevo conglomerado al conglomer-
ado principal y se calcula la diferencia entre éstas dos distancias promedio:

E~wzeo
S =

o
1
NG W

Individuo en B Prom. distanciaa A Prom. distanciaa B B— A

2 10.0 25.0 15.0
3 7.0 23.4 16.4
4 30.0 14.8 -15.2
5 29.0 16.4 -12.6
6 38.0 19.0 -19.0
7 420 22.2 -19.8

La mdxima diferencia es 16.4 para el individuo 3 que es agregado al con-
glomerado A. Ahora los conglomerados son A = [1,3] y B = [2,4,5,6,7].
Repitiendo este proceso, obtenemos:

Individuo en B Prom. distanciaa A Prom. distanciaa B B— A

2 8.5 29.5 12.0
4 25.5 13.2 -12.3
5 25.5 15.0 -10.5
6 34.5 16.0 -18.5
¥ 39.0 18.7 -20.3

Ahora el individuo 2 se une al grupo A, obteniendo los conglomerados A =
(1,3,2) y B=[4,5,6,7] y el proceso continua:
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Individuo en B Prom. distanciaa A Prom. distanciaa B B— A

4 24.3 10.0 -10.5
5 25.3 11.7 -13.6
6 34.3 10.0 -24.3
7 38.0 13.0 -25.0

Ahora todas las diferencias son negativas, asf el proceso podria continuar (si
se desea) por cada conglomerado separadamente.

4.9. Eleccion del mimero de grupos

Muchas veces el investigador no est4 interesado en toda la jerarqufa, sino
que est4 interesado en una o dos particiones obtenidas de ésta; esto involucra
la decisién del niimero de grupos presentes.

De esta forma se han sugerido muchos criterios que son informales, puesto
que dependen de algun criterio gréfico, o bien, del criterio del investigador
o del problema en cuestién. Muchos de éstos métodos se explicardn en la
seccién 5.1.5 del cdpitulo 5. Pero en esta seccién se tratardn los criterios que
son idéneos para los métodos jerdrquicos.

Mojena (1997) ha sugerido un procedimiento basado en los tamaiios rel-
ativos de los niveles de fusién en el dendograma y que también es conocido
como la regla de la cola superior (upper tail rule). El propésito es seleccionar
el mimero de grupos correspondiente al primer nivel en el dendograma que
satisface

Ayl > a+ kSa

donde ay, ay, ..., a1 son los niveles de fusién correspondientesan,n—1,...,1
conglomerados. Los términos @ y S, son la media y la desviacién estandar
insesgada respectivamente, y k es una constante. Mojena sugirié que para
valores de k en el rango (2,75, 3,50) proporcionan buenos resultados, aunque
Milligan y Cooper (1985) sugirierén k = 1,25. Un criterio visual es identificar
los cortes en la gréfica de los valores (a1 — @) /S, contra el mimero de
conglomerados j.
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4.10. Coeficiente de Correlacién Copeténica

Después de aplicar algiin método de conglomeracién mencionado anteri-
ormente, es necesario saber qué tan bien un drbol o dendograma representa
a la matriz de datos. Asf el coeficiente de correlacién rxy, da una respuesta
parcial. Este coeficiente compara el dendograma y la matriz de distancias.
Para calcular este coeficiente es necesario convertir al dendograma en algiin
equivalente, esto es, una matriz que represente toda la informacién conteni-
da en el dendograma, y viceversa, dada ésta matriz se puede construir el
dendograma sin pérdida de informacién. Esta matriz es llamada la matriz
copeténica (cophetenic matrix). Para ilustrar como la matriz copeténica es
obtenida considérese el siguiente ejemplo mimerico: Sea X(549) una matriz
de datos dada por

10 5

20 20

X=| 30 10

30 15

5 10

y su dendograma es
c.1
cs
cz2
c3
X1
2 L] 6 3 0 2 1" % % a n

Dendograma creado por el metodo del promedio grupal.
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la matriz de distancias es

18.0

206 14.1

224 11.2 5.0
7.07 18.0 25.0 25.5

VA W N

y la matriz copeténica es

i 3 3 4 B

21.6

21.6 12.7

21.6 127 5.0

707 21.6 216 21.6

Vi s N

donde cada entrada de esta matriz representa la distancia en la cual fueron
unidos dos elementos, por ejemplo, la entrada Cy3 = 12,7 es la distancia en
la cual fueron unidos los elementos 2 y 3 en el dendograma anterior.

El siguiente paso es proporcionar por cada par de objetos ((X,Y) con
X #Y) los correspondientes valores de la matriz distancia D y los de la
matriz copeténica C, de la siguiente manera:

Pareja X Y
(2,1) 180 216
(3,1) 20.6 21.6
(4,1) 224 216
(5,1) 707 7.07
(3,2) 14.1 12.7
(4,2) 11.2 12.7
(5,2) 180 216
(4,3) 500 5.00
(5,3) 25.0 21.6
(5,4) 25.5 216

El siguiente paso es calcular el coeficiente de correlacién de Pearson, ryy,
entre las listas X y Y. Para este uso particular éste coeficiente recibe el
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nombre de Coeficiente de Correlacién Copeténica. rx y esta dado por

rXy = ([T 22 - (1/n) (D 2] S92 — (1/n) (S )2}

Para el caso del ejemplo anterior la ecuacién (4.46) resulta
rxy = 0,93

Esto es un poco menor respecto a la concordancia perfecta (rxy = 1,0);
pero esta muy lejos de la discordancia (rxy = 0,0); y esta fuera del rango
de la concordancia negativa (—1,0 < rxy < 0,0). En este ejemplo el valor de
rxy representa bien a la estructura de similaridad entre objetos en la matriz
de distancias.

El coeficiente rxy es un indice que indica que tanta distosion tuvo la
informacién entrante después de aplicar el método empleado para el proceso
de conglomeracién para generar una salida.

Cabe destacar la hip6tesis que se utiliza al usar este llamado coeficiente de
correlacién copeténica. Esta hip6tesis esta basada en una dependencia lineal
entre X y Y, la cual puede no cumplirse en la practica. Asi si se cumple ésta
hipétesis, el coeficiente de correlacién copeténica resulta ser una herramienta
1til para saber que tan bueno es el dendograma comparado con la matriz de
distancias.

4.11. Correlaciéon de matrices

En la seccién anterior se compararon dos matrices, la matriz original de
datos y la matriz copeténica, ahora se hablard sobre la correlacién de dos
matrices en general. En esa seccidn el coeficiente de correlacién de Pearson,
Tx,y, recibié el nombre de coeficiente de correlacién copeténica para ese uso
en particular. Exceptuando ese caso, a rxy se le conoce, simplemente, como
coeficiente de correlacién. Una vez hecha esta aclaracién se iniciard con la
correlacién de dos matrices.

1. Supéngase que se han recolectado dos matrices provenientes del mismo
conjunto de objetos. Para cada matriz de datos se calcula la matriz
de semejanzas y se presenta a éstas dos matrices como listas, X y Y,
entonces rxy representa un indice de concordancia respecto a los dos
tipos de semejanzas.
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2. Si se han recolectado dos matrices teniendo en comun un conjunto de
objetos, pero cada una basada en distintos atributos, y si, ademads, se
usa el mismo coeficiente de semejanza, el mismo método de conglom-
eracién para cada matriz y cada matriz es representada como dos listas
X y Y, entonces rxy es un indice de concordancia entre los dos difer-
entes tipos de atributos. '

3. Dada una matriz de datos y si se calculan dos matrices de semejanza
con distintos coeficientes y son representadas por listas X y Y, entonces
Tx,y representa un indice de concordancia entre los dos coeficientes de
semejanza.

4. Si se analiza una matriz de semejanza con dos métodos de conglom-
eracién y las dos matrices copeténicas se representan por dos listas X
y Y, entonces rx y representa un indice que indica qué tan bien los dos
métodos de conglomeracién dan el mismo resultado.

MATRIZ SEMEJANZA
\\ \‘\ ‘\
~ -~ -,
\\ ‘\ \\
\‘\ l§-———-~ + \.\ l¢-----—- B \,\
. ~, .,
- S -P . -P S

MATRIZ COPETENICA

Posibles correlaciones entre matrices.

En conclusion, el coeficiente de correlacién rxy proporciona un indice
para indicar la correlacién que existe entre dos matrices.
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Capitulo 5

Otros métodos

5.1. Métodos de optimizacién

5.1.1. Introduccién

Una clase de técnicas distintas a las del capftulo anterior radican en que
éstas producen una particién de los individuos para un niimero particular
de grupos, ya sea minimizando o maximizando algiin criterio numérico. Es-
tas técnicas de optimizacién difieren de los métodos jerdrquicos en que no
necesariamene forman clasificaciones por jerarquias en los datos.

5.1.2. Criterios para clasificar derivados de datos con-
tinuos

Los criterios mé4s ampliamente usados de una matriz X € M,.», de datos

continuos hacen uso de una descomposicién de la matriz de dispersién total

T dada por o
T=3"Y (Xoi—X) (X —X)" (5.1)

m=1[=1

donde X,,; es el vector p-dimensional del l-ésimo objeto en el grupo m y X
es el vector media de la muestra.
Se definen la dispersién dentro de los grupos W y la dispersién entre
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grupos B como

w =Zg:§: (Zi— ) Kt =X} (5.2)
m=11=1 '
¥ g
B :Enm (?m . Y) (Ym . "X‘)T (53)
m=1

donde X, es la media del m-ésimo conglomerado. De lo anterior se tiene la
siguiente proposicién.

Proposicién 5.1 . T=W+B

Demostracién.
T = 55 D) (X=X
» ﬂi;l;‘g‘: (Xt = Xom) + K = X)) (Xt = Xim) + Ko — X))”

= 33 (Xt~ Xon) (Ko = )+ 532 (Yot = Xo) (K= %)
43232 (B = X) (K = Ko) "+ 23 Ko~ X) (K= X)"

- W+§§f§ (XX — XX — XX + XX )

+m2ij:z: (X X5 — Ko Xy — Xeri Xy + XX )

£ (=) (Ko=)’

g

= Wt [(nnXaXy, ~ nnXnXo, +( % 1 BN %
+,,.Zi:, [("’"‘X X = 2mXmX, +( X,,,)]+B
— W+30+30+B
m=1 m=1
= W+B
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Para p = 1 la proposicién (5.1) representa una relacién entre escalares,
esto es, la suma total de los cuadrados para cada variable puede ser dividida
entre la suma de los cuadrados dentro de los conglomerados y la suma de los
cuadrados entre los conglomerados. En este caso un criterio natural podrfa ser
elegir la particién correspondiente al mfnimo valor de la suma de cuadrados
dentro de los conglomerados.

Minimizacién de tr(W)

Una extensién obvia del criterio anterior seria la minimizacién de la suma
de los cuadrados dentro de los conglomerados aplicada a todas las variables,
esto es minimizar la tr(W).

Sin embargo, a pesar de ser el criterio m4s usado, este método depende de
la escala, ya que diferentes soluciones se pueden obtener de la matriz de datos
originales y de la matriz estandarizada. Claramente esto es muy importante
debido a la necesidad de la estandarizacién en muchas aplicaciones. Otro
problema derivado del uso de este criterio es la imposicién de estructuras es-
féricas en los conglomerados observados atin cuando los conglomerados ”nat-
urales” de los datos sean de otra forma, entiéndiéndose como conglomerados
naturales aquellos conglomerados que uno esperaria que resultardn después
de aplicar el proceso de agrupamiento, en otras palabras, los conglomerados
que conservan una forma mds idénea, no necesariamente esférica

Minimizacién del det(W)

Un criterio derivado del Anélisis Multivariado de la Varianza (MANOVA
por sus siglas en inglés) derivado de una de las pruebas para diferencias en
los vectores media de los conglomerados, basada en la razén de los deter-
minantes de la dispersién total y la dispersion entre conglomerados, a saber
det(T)/ det(W). Grandes valores de esta razén indican que los vectores me-
dia de cada conglomerado difieren, asf Friedman y Rubin proponen minimizar
el det(W).

Maximizacién de tr(BW™?)

Un criterio m4s amplio sugerido por Friedman y Rubin es el maximizar
la tr(BW™'). Esta funcién también es usada en el contexto del Analisis
Multivariado de la Varianza. Grandes valores de tr(BW ™) indican que los
vectores media de cada conglomerado difieren.
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5.1.3. Ciriterios alternativos para clasificar conglomer-
ados de distintos tamanos y formas

Como un intento de superar el problema de las formas similares que
padece el criterio del det (W), se han sugerido otros criterios basados en
la minimizacién de

] et (W (5.4)
g=1
donde W, es la matriz de disperciones dentro del m-ésimo grupo
W, Z(x,,.lmxm) Ko ~Xm) (5.5)

¥ T €s el mimero de individuos en el m-ésimo grupo. (Este método est4 re-
stringido a soluciones de conglomerados donde cada conglomerado contiene
al menos p + 1 individuos, esto es, para evitar matrices de dispersiones sin-
gulares, lo que implicarfa que sus determinantes serfan iguales a cero). Un
criterio alternativo es la minimizacién de

g
3" (0 — 1) [det (W)]77. (5.6)
m=1
Un intento para solucionar criterios que proporcionen soluciones de con-
glomerados de distintos tamanos ha sido tratado por diversos autores. Entre
los métodos propuestos se tiene la minimizacién de

T det (w/n2 )™ (57)
m=1

(una pequena modificacién al criterio del determinante) y

g
11 [det (Wo/nZ)]™™
m=1
(una modificacién del criterio (5.4)).

Todos los criterios mencionados son esencialmente adecuados para datos
donde todas sus variables son medidas en una escala continua. Cuando las
variables no son continuas, se puede calcular una matriz de disimilaridades
y usar un criterio de clasificacién que opere en base con la matriz de disimi-
laridades.
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5.1.4. Algoritmos de Optimizacién

Después de haber elegido un criterio de clasificacién es necesario tomar
consideraciones acerca de qué particién en g grupos optimiza el criterio.
Puede haber, por supuesto, mds de una particién que optimice el criterio.
Sin embargo practicamente calcular todas las posibles particiones, atin para
las computadoras modernas, podria ser imposible para un tamano de mues-
tra considerablemente grande. Debido a este problema se han desarrollado
diferentes técnicas cuyos pasos esenciales son:

= Encontrar una particién inicial de n objetos en g grupos.

= Calcular el cambio en el criterio de clasificacién producido al mover
cada objeto de su conglomerado original a cualquier otro conglomerado.

= Hacer el cambio que produzca la mejora 6ptima en el valor del criterio
de clasificacién.

Repetir los dos pasos anteriores hasta que ningiin cambio de los objetos
produzca una mejora al criterio de clasificacién.

Una partici6n inicial puede ser encontrada de diferentes formas. Por ejem-
plo, podria estar basada a un conocimiento anterior; o podria ser el resultado
de un proceso de clasificacién aplicado anteriomente. También se podria elegir
una particién inicial aleatoriamente o cuando los objetos son representados
como puntos en un espacio Euclidiano, g puntos se pueden elegir al azar para
actuar como centros de los conglomerados. Sin embargo, los resultados del
algoritmo de optimizacién pueden ser gravemente afectadas por la eleccion
de la partici6n inicial, debido a que diferentes particiones iniciales pueden
llevar a diferentes 6ptimos del criterio de clasificacién. Por estas razones se
recomienda correr cualquier algoritmo se optimizacién muchas veces usando
diferentes particiones iniciales.

Algoritmos de k-medias El algorimo de k-medias es uno de los dltimos
algoritmos que consiste en la actualizacién constante de las particiones aco-
modando cada objeto al grupo cuya media este mds cercana al objeto y
recalculando las medias grupales. Tales algoritmos que involcran el célculo
de las medias (o centroides) de cada conglomerado son usualmente conocidos
como algoritmos de k-medias.
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Ahora considérese un ejemplo de estos algoritmos de k-medias. Para esto,
tomemos los siguientes datos de siete individuos con dos variables.

Individuo Variable 1 Variable 2

1 1.0 1.0
2 1.5 2.0
3 3.0 4.0
4 5.0 7.0
5 3.5 5.0
6 45 5.0
7 3.5 4.5

Estos datos van a ser clasificados en dos conglomerados usando el criterio de
la minimizaci6n de la ¢tr(W'). Como primer paso para encontrar una particién
inicial considérense a los dos individuos que estdn mds alejados (usando la
métrica Euclidiana), a saber los indivuduos 1 y 2, asf se definen los conglom-
erados iniciales, dados por

: Individuo Vector media

Grupo 1 1 (1,0,1,0)

Grupo 2 4 (5,0,7,0)
Los individuos restantes son examinados y asignados al grupo que esté ma4s
cercano, en términos de la distancia Euclidiana, a la media grupal. El vector
media es recalculado cada vez que un nuevo miembro es agregado. Esto lleva
a una serie de pasos:

GrupoO 1 GRuroO 2

Individuo Vector media  Individuo Vector media
Paso1 1 (1,0,10) 4 (5,0,7,0)
Paso? 1,2 (13,15 4 (5,0,7,0)
Paso3 12,3 (18,23) 4 (5,0,7,0)
Pasod 1,23 (18,23) 45 (4,3,6,0)
Pasos 1,23 (18,23) 456 (4,3,5,7)
Pasc6 12,3 (18,23) 4567 (4,1,5,4)

Esto da la particién inicial; los dos grupos tienen las siguientes dos carac-
teristicas:

Individuo Vector media ~ T'r (W;)
Grupo 1 1,2,3 (1,8,2,3) 6.84
Grupo 2 4567 (4,1,54) 5.38
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Hasta este punto se tiene T'r (W) = 6,84 + 5,38 = 12,22. La primera reagru-
pacién del algoritmo de k-medias compara la distancia de cada individuo a
su propia media y a la media del grupo opuesto. Se encuentra que:

Individuo Distancia al vector Distancia al vector
media del grupo 1 media del grupo 2

1 1.5 5.4
2 0.4 4.3
3 2.1 1.8
4 5.7 1.8
5 3.2 0.7
6 3.8 0.6
T 2.8 1.1

Solamente el individuo 3 est4 ma4s cerca a la media del grupo opuesto (grupo
2) que a la de su propio grupo. Asi, este individuo es reagrupado al grupo 2
resultando la nueva particién

Individuo Vector media  tr (W;)
Grupo 1 1,2 (1,3,1,5) 0.63
Grupo 2 3,4,5,6,7 (3,9,5,1) 7.9

Este movimiento causa una disminucién en el criterio de la tr (W) = 0,63 +
7,9 = 8,53. La reagrupacién podria continuar con esta nueva particién, pero
en este ejemplo cada individuo est4 cerca de su media grupal, asi se elige la
1iltima particién como la solucién final de clasificacién.

5.1.5. Eligiendo el mimero de conglomerados

En muchas aplicaciones de los métodos de optimizacién, el investigador
tiene que estimar el nimero de conglomerados en los datos. Una gran var-
iedad de métodos han sido sugeridos que pueden ayudar al investigador en
situaciones particulares. Muchos de éstos criterios son informales e involu-
cran, esencialmente, el gréficar el valor del criterio de clasificacién contra el
mimero de grupos. Largos cambios en los niveles de la gréfica son usados
para sugerir el mimero de grupos.

Otros criterios més formales se ban sugerido que tratan de superar el
problema de la subjetividad. Uno de estos criterios para datos continuos
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para sugerir el mimero de conglomerados a elegir, corresponden a tomar el
maximo valor de C(g), donde

_tr(B) tr(W)

C(9) v -

Como todas las técnicas para determinar el mimero de conglomerados, la eval-
uacién de este criterio necesita conocimiento acerca del mimero de miembros
del conglomerado para determinar las matrices B y W.

Otro procedimiento es seleccionar g de tal manera que g?det(W) sea
minimo. El cual, también sugiere que los datos se consideren como un solo
conglomerado si

g* det(W)

I

para todos los valores de g.

5.2. Mezclas de Densidades
Considérese a la familia de funciones de probabilidad de la forma

9
FX;R,0) =) pifi(X,8;) (5.8)

donde X es una variable aleatoria de dimensién p, PT = (py, wuPg) YO =
(67, ,Q:) p; se conoce como la proporcién de la mezclay f;, j =1,...,9, es
la componente de la densidad, f; esta parametrizada por ;. Las proporciones
de la mezcla son no-negativas y satisfacen

¥ g es el mimero de componentes en la mezcla.

Estas mezclas son modelos idéneos para el anslisis de conglomerados
si se supone que cada grupo de observaciones contiene conglomerados que
provienen de distintas distribuciones de probabilidad. Los conglomerados
pueden pertenecer a la misma familia, pero difieren en los pardmetros de
la distribucién. Para entender mejor el concepto de mezclas de densidades
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considérese el siguiente ejemplo: se quiere estudiar una muestra de individuos
de alguna poblacién midiendo las alturas de dichos individuos. Dicha mues-
tra puede contener hombres y mujeres y la altura promedio (la de hombres
y la de mujeres) es conocida y diferente. Ahora, la funcién de densidad de la
altura tendré la siguiente forma:

h(altura) = p(M)h,(altura | M) + p(H)h,y(altura | H)

donde p(M) y p(H) son la probabilidad de que un miembro de la poblacién
sea mujer u hombre, respectivamente y h;, h, son las funciones de densi-
dad para mujer y hombre, respectivamente. Asi, la funcion distancia ha sido
expresada como una combinacién lineal de dos funciones condicionales.

Una vez que se hayan estimado los parametros de la mezcla, las obser-
vaciones pueden ser asociadas con conglomerados particulares por medio del
méximo valor de

P(GJ IL) ij(—u—jl)

f(X;P,0)’

5.2.1. Estimadores de Maxima Verosimilitud

Sean X, ..., X,, una muestra de observaciones de una mezcla de densi-
dades como en (5.8). La funcién log-méxima verosimilitud, [, es

i=12,..9 (59)

1= > (i B.6) (510
i=1

Los estimadores de los pardmetros se obtienen como el las soluciones de las
ecuaciones de méaxima verosimilitud,

o) _ .
o
donde ¢" = (PT,4").

5.2.2. Maezclas de densidades normales y la estimacién
de sus parametros

Sean
g

FX) =) pialX; 1, %) (5.11)

i=1
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donde

0<p<1, ip.'=1

=1

o X;p, %) = |2 exp (“%(X —&)Tzfl(i— L‘,))

(2n }9/2
entonces (5.11) representa un modelo cuando los datos considerados con-
tienen ¢ conglomerados y las variables de cada conglomerado tienen una

densidad normal multivariada.
La estimacién de los pardmetros es por maxima verosimilitud. La funcién

log-méxima verosimilitud de (5.11), estd dada por

L= iln l:ipja(x 3yl ,E,)] (5.12)

Al resolver las ecuaciones de maxima verosimilitud de (5.12) se obtienen los
estimadores

— %Ea(i I ij)) §= 1,2, sseyl] = 1 (5_13)
Z =_Zﬂ*|x )X;,  i=1,2..9 (5.14)

1 ;
Zﬁ(a | X)X — )X — )", i=1,..,9.  (5.15)
_‘f =1
Las ecuaciones (5.13), (5.14) y (5.15) no dan las estimaciones de los pardmet-
ros explicitamente, por lo que deben de ser resueltos por medio de algun
procedimiento iterativo.

E.—

5.2.3. Mezclas para Datos Categéricos- Andilisis La-
tente de Clases

El modelo anterior para componentes Gausianas no es adecuado para con-
juntos de datos donde las variables son categéricas. Para proveer un modelo
idéneo para éste tipo de conjuntos, es necesario usar otro tipo de densidades
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en la mezcla en lugar de las Gausianas. Las densidades més frecuentemente
usadas son las densidades multivariadas Bernoulli, las cuales suponen que
dentro de cada grupo, las variables categoéricas son independientes entre si.
Se supone que hay g conglomerados en los datos y que en el i-ésima conglom-
erado, el vector §; proporciona la probabilidad de la siguiente forma:

P(X,y=1]C) =0y
donde X;; es el valor de la j-ésima variable del i-ésimo objeto, y C; es el

1-ésimo conglomerado. Asf, de la hipétesis de independencia se tiene que la
probabilidad de que una observacién este en el conglomerado i es

P
P(X | Cz) — H gx‘d(l — Gid)l_x"‘j
i1

L]

Entonces si py, ..., py son las proporciones de cada conglomerado en la poblaci-
6mn, la probabilidad de la observacién X, esta dada por la mezcla

PX) =Y p ] 657 (1~ 0:)" .
=1 j=1
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Capitulo 6

Aplicaciones

6.1. Introduccién

Este 1ltimo capitulo esta disefiado para mostrar cuatro distintas aplica-
ciones del an4lisis de conglomerados en diversas ramas, como son ingenieria,
demograffa-muestreo, finanzas y botdnica. Estas aplicaciones explican c6mo
elaborar un andlisis de este tipo en la prédctica, cada una con una pequena
conclusién.

6.2. Ingenieria

Esta aplicacién ilustra con un ejemplo un poco teérico el uso de los an4lisis
Q y R, es decir, un ejemplo que requiere el uso de un andlsis ) (o de objetos) y
un andlisis R (o de atributos) para resolver el problema. Para esto supéngase
que una fabrica produce n componentes cada una requiere pasar de maquina
en méquina con un total de p mdquinas. Ahora, el problema es evitar rutinas
innecesarias de los componentes de miquina en méquina, o sea, ;C6mo se
pueden acomodar las méquinas eficientemente de manera que se evite la
pérdida de tiempo?. Para resolver este problema, identifiquese al 1 como un
paso necesario que tiene que hacer un componente por una méquina y al
0 si no es necesario pasar por dicha médquina. Asf la siguiente figura tiene
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significado,

1 m2 m3 md mbd

m
cl 1 0 1 0 1
c2 1 0 1 0 1
3 0 1 0 1 0
c4a 0 0 1 0 1
e 0 1 0 1 0
6 0 0 0 1 O

donde ¢; representa el i-ésimo componente y m; representa la j-ésima méquina.
Por ejemplo, el componente ¢; s6lo debe pasar por las maquinas my,m3 y
ms. Se efectuarén, con la ayuda de la distancia euclidiana, dos an4lisis de
conglomerados, un an4lisis Q para los componentes y un an4lisis R para las
méquinas. Resultando los siguientes dendogramas

L 1]

L 1)

on as 1 15 20 25

ANALISIS @ PARA CINCO MAQUINAS
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oo os 1 15 zn 28

ANALISIS R PARA SEIS COMPONENTES
y reordenando los datos se obtiene

m4d m2 md m3 ml
c3 1 1 0 0 0
cd 1 1 0 0 0
% 1 0 0 0 0
2 0 0 1 1 1
cd 0 0 1 1 1
cd 0 0 1 1 1

Asf las médquinas (m4,ms) y (ms, m3,m;) deben estar juntas, asi como los
componentes (cs, s, cs) y (c2,¢1,¢4) -

Debido a que en este ejemplo no se requiere visualizar el niimero de con-
glomerados con cualquier técnica mencionada en el capftulo 3, se procedi6é
con la elecci6n del coeficiente de la distancia Euclidiana y el método UPGMA
(o método del promedio grupal). Debido a que al usar los coeficientes sim-
ple, cuadrado de la distancia Euclidiana, Manhatan con el método UPGMA
propocionan los mismos resultados, no fueron incluidos. De igual forma, al
utilizar métodos del ligamiento simple y completo con los coeficiente simple,
Jaccard, Rusell y Rao, Rogers y Tanimoto y los métodos del centroide y de
Ward con el cuadrado de la distancia Euclidiana.
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6.3. Finanzas

Para ilustrar el gran potencial de esta técnica en cuando a la reduccién de
datos considérense 23 curvas hipotéticas que representan a 23 acciones a lo
largo de 12 puntos en el tiempo (por ejemplo, dfas,meses, etc.). A pesar de ser
un ejemplo hipotético sirve para representar una considerable reduccién de
datos y este principio puede ser usado para aplicaciones reales. Las caracteris-

12
ticas se han tomado de forma tal que ) X;; = 100 para toda : = 1,...,23.
7=1

Los datos de las curvas estan dadas por la siguiente matriz:
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donde ti representa la accién en el tiempo i, i = 1, ..., 12, o bien, gréficamente

TEFFTEYT
22233233322

11 12 13 W 5 o 7 @& o0 10 12
23 ACCIONES

Frecuentemente cuando se analizan acciones, es imposible trabajar con
todas, puesto que los valores cambian constantemente, de esta manera, el
anélisis de conglomerados es una alternativa para reducir los datos involu-
crados y asi concentrar esfuerzos para analizar unas pocas.

Tomando en consideracién el algoritmo de k medias se puede reducir
notablemente los datos paulatinamente y asi la reduccién de los mismos, por
ejemplo si se consideraran 4,5,6 y 7 conglomerados en el anélisis, al graficar
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sus respectivas medias se obtienen
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De esta manera se puede recopilar informacién de todos los datos, en este
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caso curvas, y utilizarla para un an4lisis m4s profundo.

Para este ejemplo en particular, después de elaborar un analisis con los
métodos de Ward y UPGMA, se decidio cortar el dendograma en 5 conglom-
erados debido a cambios bruscos en las distancias de ligamiento, los cuales
se ven reflejados en los dendogramas y en las graficas de ligamiento

gy -

B

o So5E222Za22282382a5 2322

» @ ® ® 100 120
(Dfink/Dmax)*100
METODO DE WARD PARA 23 ACCIONES
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b ‘ P " ® a1 T ek
Step
LIGAMIENTO DEL PROMEDIO GRUPAL
y después de ejecutar ambos andlisis, se decidi6é optimizar los conglomerados
con la ayuda del algoritmo de k& medias.

6.4. Botanica

Este es un ejemplo cldsico, y fue propuesto por Fisher. Se trata de una
clasificacién de irises. Los datos de las 150 irises se encuentran en el apéndice
B. Como primer paso se visualizardn los conglomerados. Las gréficas usadas
para visualizar los conglomerados son gréficas de pérfiles (ver la subseccién
de Pérfiles de datos, cap 4), asf como gréficas de estrellas y lineas (cdpitulo
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IRISES
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GRAFICA DE ESTRELLAS PARA 150 IRISES
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IRISES
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GRAFICA DE LINEAS PARA 150 IRISES
De esta manera se pueden observar al menos 3 patrones en los datos, esto es,
3 conglomerados.

El uso de estas gréficas es debido a lo que interesa es la forma de las
irises, lo cual se verd reflejado en el uso de los coeficientes de semejanza.
Por consiguiente, se han usado los coeficientes del coseno y el coeficiente de
correlacién de Pearson al método del ligamiento completo, asi como el uso
del método de Ward y de un algoritmo de optimizacién. Los resultados son
los siguientes:

= COMPLETO-COSENO. Concordancia del 84 %.

s COMPLETO-PEARSON. Brindé el 85 % de la clasificacién origi-
nal.

= WARD. Este método concordé con el 90 % de la clasificacién original.

= ALGORITMO DE K-MEDIAS. Este método proporciond el 89 %
de los datos agrupados correctamente.

El uso de la estandarizacién no es necesaria, pues todos los datos de las
columnas (largo sepalo, ancho sepalo, largo petalo y ancho petalo) afectan
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a la similaridad total casi de igual forma, en otras palabras, los rangos de
las 4 columnas son muy parecidos, lo que implica que la similaridad no esta
"dominada"por alguna columna.

Para mostrar que la estandarizacién es innecesaria se aplicaron las es-
tandarizaciones por rango en 0 y 1 y la desviacién estandar (DE) a 1 al
método del ligamiento completo. Los resultados obtenidos fueron los sigu-
ientes:

= COMPLETO-DES-COSENO. 75 % de concordancia.

« COMPLETO-RANGO-COSENO. 60 % de concondancia respecto
a la clasificacién original.

= COMPLETO-DE-PEARSON. Brind6 el 69 %.

s COMPLETO-RANGO-PEARSON. Este método concordé con el
74%.

Excepciones
= WARD-DE. 83 %.
= WARD-RANGO. El 89 %.

El apéndice B muestra la clasificacién real de los irises (iris setosa, versi-
color y virginica) y dos modelos ajustados a los datos, a saber, el método de
ward y el algoritmo de k-medias.

Conclusién. Como se vio, el uso de los coeficientes de semejanza "espe-
ciales"para los pérfiles de los objetos brindaron muy buenos resultados, con
muy buena compatibilidad en la clasificacién ya existente. Al estandarizar
los datos no se obtienen resultados contundentes respecto a la clasificacion,
pero existen algunas excepciones. Desafortunadamente, no se puede saber
con exactitud que métodos brindan mejores resultados, o si es necesario es-
tandarizar los datos, y si es necesario estandarizarlos cudl es la mejor funcién
estandarizadora y que coeficientes de semejanza usar.
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6.5. Demografia-muestreo

El objetivo de esta iiltima aplicacién es dar un procedimiento m4s general
para la elaboracién de un anilisis de conglomerados, as{ como la deteccién
de datos atfpicos y la validacién de los resultados, ademds de proporcionar
datos valiosos, no s6lo para los demdégrafos sino para el piblico en general.

6.5.1. Clasificacién de los estados de la repiiblica mex-
icana de acuerdo a ciertas caracteristicas de-
mogrificas

El conjunto de datos utilizado corresponde a una publicacién anual real-
izada por el Consejo Nacional de Poblacién (CONAPO) titulado "La situacién
demogréfica de México (2000)", en el cual se publican varios estudios de-
mogréficos, tales como fecundidad, mortalidad, poblacién econémicamente
activa (PEA), migracién, etc. Para este pr6posito se han considerado los
siguientes datos

= FEsperanza de vida al nacimiento por entidad federativa

= Tasa de mortalidad infantil por entidad federativa (Decesos menores de
un ano de edad por cada mil nacidos vivos).

Tasa global de fecundidad y cobertura de métodos anticonceptivos por
entidad federativa.

= Tasa Bruta de inmigracion interestatal por entidad federativa (por mil).
= Tasa bruta de emigracién interestatal por entidad federativa (por mil).
= Tasa media anual de crecimiento demogréfico por entidad federativa.
De las siguientes estados

= Aguascalientes (AGS)

= Baja California (BC)

= Baja California Sur (BCS)

» Campeche (CAMP)
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» Coahuila (COAH)

= Colima (COL)

= Chiapas (CHIS)

« Chihuahua (CHIH)
= Distrito Federal (DF)
= Durango (DGO)

= Guanajuato (GTO)
= Guerrero (GRO)

= Hidalgo (HID)

= Jalisco (JAL)

= Estado de México (MEX)
= Michoacén (MICH)
« Morelos (MOR)

= Nayarit (NAY)

= Nuevo Leén (NL)

= Oaxaca (OAX)

= Puebla (PUE)

= Queretaro (QRO)

= Quintana Roo (QR)
= San Luis Potosf (SLP)
« Sinaloa (SIN)

= Sonora (SON)

= Tabasco (TAB)
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= Tamaulipas (TAMPS)
Tlaxcala (TLAX)
Veracruz (VER)
Yucatdn (YUC)
Zacatecas (ZAC)

Los datos de estas ciudades se pueden consultar en el Apéndice C.

6.5.2. Objetivos del an4lisis

Se tienen 6 variables y 32 casos, por lo cual el investigador tiene 192
datos y lo que se desea es un una clasificacién para asf obtener datos més
manejables, por ejemplo medias y varianzas, y de esta forma poder describir,
en general, la situacién del pais.

Para dicho préposito se tendrd que descubrir €l nimero de conglomera-
dos involucrados en los datos, en este caso se utilizard el método de Mojena
mencionado en la secci6n 4.9 del capftulo 4. Una vez obtenidos los conglom-
erados, se obtendrdn estadfsticos y serdn tomados como representantes de
cada clase o conglomerado para asf poder brindar una descripcién del pais
en base a conglomerados.

Observacién 6.1 Para el caso de muestreo, los conglomerados obtenidos
pueden ser considerados como estratos, y de esta forma, realizar un muestreo
estratificado st el objetivo lo requiere.

6.5.3. Diseno del andlisis

Como se ha mencionado, se requiere hacer una clasificacién de las 32
ciudades del pafs conforme a seis caracterfsticas demogréficas. Para dicho
propdésito se requieren los siguientes pasos:

1. Estandarizacion de la matriz de datos. Este paso es importante ya que
al estandarizar se hard contribuir de forma m4s equitativa a todas las
variables respecto a la semejanza total, de lo contrario, la columna de la
esperanza de vida "dominarfa" la semejanza total, puesto que las otras
variables son tasas y la esperanza no. En este caso, se estandarizardn
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los datos por su rango entre 0 y 1, esto es, por medio de (4.41). Los
datos estandarizados se presentan en el apéndice C.

2. Eleccion de la medida de semejanza y el método a usar. El coeficiente de
semejanza a utilizar es la distancia euclidiana al cuadrado, con distintos
métodos, como son: 1) ligamiento simple, 2) ligamiento centroide, 3)
método de Ward.

3. Deteccion de datos atfpicos. El procedimiento a seguir en este caso es
realizar un anélisis completo para poder localizar estos datos atfpicos.
Otra opcién para localizarlos es realizar un anélisis que proporcione
informacién respecto a éstos.

4. Rearreglo de la matriz de datos. El rearreglo en la matriz de datos
brinda una manera visual m4s entendible de los mismos.

5. Validacion de los resultados. Para la validacién se tienen varias op-
ciones; a) la primera podrfa ser, después de realizar un andlisis total
para obtener una clasificacién 1 (C1), repetir el procedimiento pero a
los componentes principales para obtenere una clasificacién 2 (C2), si
C1 es muy parecida a C2, y de hecho es lo que se espera, se obtendria
cierta validez de nuestros resultados, y b) Realizar un muestreo aleato-
rio a los datos originales, para después emplear el mismo procedimiento
y esperar que las dos clasificaciones sean muy parecidas. En este caso
se emplearé el primer método.

6. Interpretacion de los resultados. Este paso es el iltimo y se tratard de
dar informacién en general.

6.5.4. Desarrollo

Al efectuar los anélisis de los métodos simple, centroide y Ward, se obtu-
vieron los siguientes dendogramas:
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en el primer dendograma, método del ligamiento simple, se aprecia una mala
clasificacién llamada encadenamiento, la cual es comun en el método del
ligamiento simple para un nimero “considerablemente”grande de datos, pero
no es del todo mala, pues es una opci6n para detectar datos atfpicos, de hecho,
los candidatos a ser datos atfpicos son los estados del DF y CHIS y OAX
ya que son los que poseen una mayor distancia de ligamiento. Los mismos
datos atfpicos se observan en el metodo del centroide. Sin embargo, el iiltimo
dendograma muestra solo el DF.

Ahora, los datos necesarios para calcular el mimero de conglomerados,
utilizando el método de Mojena de la seccion 4.9 del capftulo 4, son:

a Sa umbral
simple 0.0925 0.1245 0.2480
centroide 0.2121 0.3402 0.6374
Ward 1.3796 2.1620 4.0821

por tanto se tienen las siguientes clasificaciones

simple
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= Grupo 1: AGS, BC, BCS, CAMP, COAH, COL, CHIS, CHIH, DGO,
GTO, GRO, HID, JAL, MEX, MICH, MOR, NAY, NL, OAX, PUE,
QRO, QR, SLP, SIN, SON, TAB, TAMPS, TLAX, VER, YUC, ZAC.

s Grupo 2: DF.

centroide

= Grupo 1: AGS, BC, BCS, CAMP, COAH, COL, CHIH, DGO, GTO,
GRO, HID, JAL, MEX, MICH, MOR, NAY, NL, PUE, QRO, QR,
SLP, SIN, SON, TAB, TAMPS, TLAX, VER, YUC, ZAC.

= Grupo 2: CHIS, OAX
= Grupo 3: DF

‘Ward

= Grupo 1: PUE, SLP, GTO, MICH, TAB, CAMP, YUC, HID, ZAC,
DGO, NAY, VER, SIN, GRO, OAX, CHIS.

= Grupo 2: COAH, JAL, SON, TAMPS, CHIH, TLAX, NL, AGS, QR,
COL, MEX, MOR, BC, BCS, QRO.

= Grupo 3: DF.

El mejor resultado es proporcionado por el método de Ward, mientras que
los métodos del ligamiento simple y del centroide dieron una clasificacién muy
mala. De los resultados anteriores se concluye que el DF' es un dato atfpico,
y posiblemente CHIS y OAX. Por lo que la clasificacién que se va a tomar es
la proporcionada por el método de Ward. El rearreglo de la matriz de datos
puede consultarse en el Apéndice C.

6.5.5. Validacién de la clasificacién

Como se mencioné en el disenio del anélisis se recurrird a la validacién por
medio de los componentes principales. De la matriz estandarizada se obtiene
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la matriz de correlacién

eaperanza mortalidad fecundidad inmigracidn igracid crecimient
esperanza 1.0000 -0.9996 -0.7519 0.5795 0.1432 0.2005
mortalidad -0.9996 1.0000 0.7538 -0.5814 -0.1466 -0.2087
fecundidad -0.7519 0.7538 1.0000 -0.6458 -0.2587 0.00734
inmigracidn 0.5795 -0.5814 -0.5458 1.0000 0.3380 0.5957
emigracidn 0.1432 -0.2687 -0.2587 0.3380 1.0000 -0.4681
crecimiento 0.2095 0.00734 0.00734 0.5957 -0.4681 1.0000

Ahora, el siguiente paso es encontrar los valores y vectores propios de esta
matriz, los cuales estdn dados por

& 1 % vaci total lado eig ! % tad

1 3.2828 54.7140 3.2828 54.7140

2 1.5366 25.6099 4.8194 £0.3238

3 0.8641 14.4023 5.6836 94.7261

4 03057 5.0949 5.9893 99.8210

& 0.0104 0.1732 5.9997 99.9942

6 0.0004 0.0058 6.0000 100.0000

y
Factor 1 Factor 2 Factor 3 Factor 4 Factor 5 Factor 6

esperanza 0.5174 -0.017% 0.2967 0.3818 -0.0119 0.7057
mortalidad -0.5180 0.0193 -0.2937 -0.3784 -0.0147 0.7082
fecundidad -0.4633 0.1976 -0.2083 0.8032 -0.2404 -0.0065
inmigracidn 0.4424 0.1672 -0.5940 -0.1308 -0.6373 -0.0104
emigracién 0.1471 -0.6347 -0.6826 0.2197 0.4333 0.0097

crecimiento 0.1786 0.7277 -0.3001 0.0229 0.5898 0.0108

respectivamente, por lo que se tomarén los tres primeros componentes prin-
cipales, ya que proporcionan casi el 95 % de la variacion total, para el anélisis
de la validaci6n, en otras palabras, se tomard una nueva matriz de datos de
tamano 32 x 3 obtenida de la siguiente manera: se multiplicardn la matriz
original y la matriz de factores para obtener una matriz 32 x 6 de la cual s6lo
se tomarén las primeras tres columnas. Esta matriz puede consultarse en el
apéndice C.

Una vez obtenida esta nueva matriz de datos, se le aplicard el mismo
andlisis hecho anteriormente.

Observacién 6.2 Ndtese que los eigenvectores estdn estandarizados.
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El dendograma de la matriz de los tres primeros componentes principales
se muestra a continuacién:
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METODQO DE WARD PARA 3 COMPONENTES

Los datos que utiliza el criterio de Mojena de la seccién 4.9 del capftulo
4 son:

tars

o Sa umbral
1.0707 1.9711 3.5346

De esta manera, las clasificaciones usando el método de Ward y la matriz
32 x 3 de los tres primeros componentes principales son:

« Grupo 1: PUE, SLP, HID, ZAC, TAB, YUC, GTO, MICH, DGO, VER,
NAY, SIN, GRO, OAX, CHIS. '

« Grupo 2: COA, SON, TAMPS, CHIH, JAL, NL, QRO, TLAX, AGS,
CAMP, COL, MEX, MOR, BC, BCS, QR.

= Grupo 3: DF.
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Conclusién de la validacién Por tanto, al comparar la clasificacién de
la matriz original con la clasificacién mediante el uso de los tres componentes
principales se tienen que solo difieren en el estado de Campeche (CAMP), lo
que se puede atribuir a que los componentes principales representan casi el
95 % de la variabilidad, de esta manera se puede concluir que la clasificacién
que proporcioné el método de Ward es confiable, y, ademss tambfen se con-
cluye que el DF es un dato atfpico y que la clasificacién obtenida consta de
dos conglomerados y un dato atfpico.

6.5.6. Interpretacién de la clasificacién

Como 1iltimo paso, s6lo hace falta dar la informacién que brind6 el an4lisis
de conglomerados. Los estadisticos de la clasificacién estdn dados por

CONGLOMERADO 1
Media Desviacion estdndar Varianza

Esperanza 744  0.8729 0.7620
Mortalidad 26.9  2.2240 4.9463
Fecundidad 2.6 0.3015 0.0909
Inmigracién 8.6 5.1531 26.5540
Emigracién 9.3 2.5173 6.3367
Crecimiento 1.5 0.5114 0.2615
CONGLOMERADO 2
Media Desviacién estdndar Varianza
Esperanza 759  0.6588 0.4340
Mortalidad 23.0 1.6315 2.6617
Fecundidad 2.3 0.2610 0.0681
Inmigracién 11.5 3.9585 15.6695
Emigracién 7.4 2.0070 4.0281
Crecimiento 1.8 0.4063 0.1651

Al realizar el andlisis de conglomerados se encontré una estructura in-
volucrada de dos conglomerados, de esta manera, se pueden clasificar a los
estados de la repiiblica mexicana como sigue: 1) Los estados que conforman el
conglomerado 1 presenta una menor esperanza de vida y una mortalidad alta,
asimismo, un indice de emigracién mayor que la tasa de inmigracién. Su tasa
de crecimiento es menor que la de los estados que conforman el conglomerado
2. 2) Para el segundo conglomerado se tiene una esperanza de vida alta junto
con una mortalidad baja, pero presentan una fecundidad baja. El sentido de
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la migracién, a comparacién con el primer conglomerado, se invierte aqui, es
decir, la inmigracién es més alta que la emigracién. Los integrantes de este
conglomerado presentan un crecimiento mayor. 3) Se podria decir que los re-
sultados més confiables son los que poseen una desviacién estdndar baja, en
otras palabras, los datos proporcionados por fecundidad, crecimiento y esper-
anza de vida son los més confiables en ambos conglomerados, en contraste,
con la peor desviacién estdndar proporcionada por la inmigracién. 4) Era de
esperarse que el DF fuera un dato atipico, ya que el DF es la ciudad més
grande y con un movimiento migratorio mayor que el de los otros estados,
pero curiosamente, posee una esperanza de vida bastantemente alta, ademas
las tasas de crecimiento y fecundidad son las peores.

Las conclusiones del parrafo anterior puede resumirse mediante la sigu-
iente tabla:

clusterl cluster2 cluster3 (DF)
Esperanza  baja media  alta
Mortalidad alta media  baja
Fecundidad alta media  baja
Inmigracién baja media  alta
Emigracién media  baja alta
Crecimiento media  alta baja
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Conclusiones y recomendaciones

A la largo del presente trabajo se present6 material suficiente para elabo-
rar un anélisis de conglomerados en cualquier disciplina, sin embargo, como
su tftulo lo indica, este trabajo es una introduccién a esta técnica multivari-
ada y todavfa falta mucho material que abarcarfa el volumen II, sélo por
mencionar algunos de los temas faltantes se tiene al anélisis de busqueda de
densidades, métodos de conglomeracién traslapada (ideales para anilisis de
mercadotecnia), y los métodos difusos, mejor conocidos como fuzzy cluster,
los cuales requieren del uso de la légica difusa (fuzzy logic).

Una vez aclarados algunos de los temas no incluidos en este trabajo se
mencionardn algunas conclusiones y/o recomendaciones:

1. Antes de realizar cualquier andlisis se recomienda el uso de varias gré-
ficas multivariadas mencionadas en el capftulo 3, asf como las técnicas
adicionales, componentes principales y/o escalamiento multidimension-
al.

2. Es de suma inportancia la eleccion del coeficiente de semejanza que
va a ser usado, ya que este influye sustancialmente en el proceso de
conglomeracién.

3. No se puede decir qué método es el mejor, pero si se tiene conocimento
de las caracterfsticas de cada uno de ellos, por ejemplo, el método del
ligamiento simple , para muestras grandes, tiende a presentar el feno-
meno encadenamiento, el del ligamiento completo suele formar grupos
esféricos y de pocos individuos y el método de Ward también forma
conglomerados esféricos casi del mismo tamano. La eleccién del méto-
do préicticamente radica en el problema a investigar y en el criterio del
investigador. Es indispensable realizar m4s de un an4lisis a la vez para
encontrar un buen anilisis.

4. La estandarizacién es un paso importante, y al igual que los métodos
de conglomeracién no se puede decir qué funcién estandarizadora es la
mejor, pero a través de la practica se sabe que la funcién estandarizado-
ra dada por (4.41) brinda buenos resultados.
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5. Se recomienda el uso de k = 1,25 en el método de Mojena presentado
en la secci6én 4.9 del capitulo 4, ya que brind6 buenos resultados.

6. La estabilidad de la solucién puede verificarse por medio de 1) Analisis
de conglomerados individuales, es decir, se toman muestras aleatorias
de los datos originales y se aplican dos anélisis por separado, simi-
larmente, este procedimiento también se debe aplicar a las variables
y deben compararse los resultados. Una clasificacién buena no debe
de afectarse considerablemente debido a un muestreo de datos, y 2)
A través del uso de los componentes principales, el cual fue empleado
para validar los resultados de la aplicacién de demograffa-muestreo en
la seccién 6.5 del capiftulo 6.

Por 1ltimo se recomienda la lectura de Romesburg (1990) y Everitt (2001)
como textos introductorios y de facil entendimiento al tema.
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Conclusiones y recomendaciones

A la largo del presente trabajo se presenté material suficiente para elabo-
rar un anilisis de conglomerados en cualquier disciplina, sin embargo, como
su tftulo lo indica, este trabajo es una introduccién a esta técnica multivari-
ada y todavia falta mucho material que abarcarfa el volumen II, sé6lo por
mencionar algunos de los temas faltantes se tiene al an4lisis de busqueda de
densidades, métodos de conglomeracion traslapada (ideales para an4lisis de
mercadotecnia), y los métodos difusos, mejor conocidos como fuzzy cluster,
los cuales requieren del uso de la légica difusa (fuzzy logic).

Una vez aclarados algunos de los temas no incluidos en este trabajo se
mencionaran algunas conclusiones y/o recomendaciones:

1. Antes de realizar cualquier anélisis se recomienda el uso de varias gra-
ficas multivariadas mencionadas en el capftulo 3, asf como las técnicas
adicionales, componentes principales y/o escalamiento multidimension-
al.

2. Es de suma inportancia la eleccién del coeficiente de semejanza que
va a ser usado, ya que este influye sustancialmente en el proceso de
conglomeracién.

3. No se puede decir qué método es el mejor, pero si se tiene conocimento
de las caracteristicas de cada uno de ellos, por ejemplo, el método del
ligamiento simple , para muestras grandes, tiende a presentar el fené-
meno encadenamiento, el del ligamiento completo suele formar grupos
esféricos y de pocos individuos y el método de Ward también forma
conglomerados esféricos casi del mismo tamaiio. La elecci6n del méto-
do practicamente radica en el problema a investigar y en el criterio del
investigador. Es indispensable realizar m4s de un an4lisis a la vez para
encontrar un buen anélisis.

4. La estandarizacién es un paso importante, y al igual que los métodos
de conglomeracién no se puede decir qué funcién estandarizadora es la
mejor, pero a través de la préactica se sabe que la funcién estandarizado-
ra dada por (4.41) brinda buenos resultados.
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5. Se recomienda el uso de k = 1,25 en el método de Mojena presentado
en la seccién 4.9 del capftulo 4, ya que brind6 buenos resultados.

6. La estabilidad de la solucién puede verificarse por medio de 1) An4lisis
de conglomerados individuales, es decir, se toman muestras aleatorias
de los datos originales y se aplican dos anélisis por separado, simi-
larmente, este procedimiento también se debe aplicar a las variables
y deben compararse los resultados. Una clasificacién buena no debe
de afectarse considerablemente debido a un muestreo de datos, y 2)
A través del uso de los componentes principales, el cual fue empleado
para validar los resultados de la aplicacién de demograffa-muestreo en
la secci6n 6.5 del capitulo 6.

Por iiltimo se recomienda la lectura de Romesburg (1990) y Everitt (2001)
como textos introductorios y de fécil entendimiento al tema.



Apéndice A
Arboles

El inicio del drbol es llamado ”rafz”, las ramas son llamadas "nodos”
o "vértices” y las conecciones entre los vértices son llamadas "bordes”. El
iltimo vértice o vértice terminal que no tiene ramas es llamado “hoja” y
representa a los objetos que han sido unidos en algin conglomerado. Cada
vértice en el drbol, incluyendo a la rafz, representa un conglomerado especffico
de todos los objetos que puede ser alcanzado siguiendo la trayectoria del
drbol.

Desde el punto teorfco de grdficas, un drbol es una gréfica conectada
sin ciclos.Asi, un 4rbol de jerarqufas es una gréfica conectada que significa
que sélo hay un camino entre cualquiera dos nodos o vértices en la gréfica,
ademds, el 4rbol de jerarquias no contiene ciclos, es decir, viajando desde
cualquier vértice en la direccién definida, fuera de la rafz, se termina siempre
al final de un vértice (hoja) representando a un solo objeto. El vértice inicial,
del cual todos los otros vértices estan conectados a este, es llamado rafz. En
el caso que solo hay dos ramas, para cada vértice, es llamado "4rbol binario”.

De la definicién anterior, se sigue, evidentemente, que el drbol ligado por
N objetos, siempre tiene exactamente 2N-1 vértices.

En la mayorfa de las aplicaciones, los drboles que son usados son binarios
debido a que cualquier otro drbol puede ser sustituido, al menos teorica-
mente, por un 4rbol binario, ademés que los drboles binarios pueden ser
implementados més facilmente en la computadora.

Si los valores mimericos, esto es, las longitudes de las ramas, son intro-
ducidos en cada vértice en el 4rbol de jerarquias, entonces el &rbol es llamado

"dendograma".
Las longitudes de las ramas pueden ser absolutas o relativas respecto a
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una distancia maxima. La escala de similaridad est4 relacionada a la funcién
de similaridad dada por

3(X:, X;) =1 - d(X;, X;)/ max(d(X1, Xom))

donde X, es el vector en el espacio de medida.En teoria de gréficas se maneja
el término "distancia"pero es un concepto distinto a la distancia entre objetos
y/o conglomerados. En la teoria de gréficas la distancia esta asociada al
nimero de bordes (la cual se denotard aquf como distancia-gréfica para evitar
confusi6n alguna), asf en el drbol de jerarquias se define la "longitud"del drbol
como la distancia.
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DATOS AL APLICAR EL METODO DE WARD
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* Los valores en negritas no coinciden con la clasificacion original
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DATOSALAPLIC&RELALGOFUTHO DEK-!ECIAS

Cluster Membership Chuster Membership Cluster Membership
Case 3 Clusters Case 3 Clusters Case | 3 Clusters
7 1 114 1 89 2|
2 1 118] 1 90 2|
4 1 120| 1 91 2]
5 1 122 1 92 2]
6 1 124 1 93 2]
7 1 127| 1 o4 2|
8 1 128 1 95 2|
9 1 134 1 96| 2]
10 1 139 1 97 2]
11 1 143] 1 98| 2
12 1 147| 1 99] |
13 1 150) 1 100] ‘gl
14 1 51| 2 3] 3
15 1 5g| 2 28 3]
16 1 53 2 101 3]
17 1 54 2 103 3]
18 1 55 2 104 gl
19 1 56 p 105|
20 1 57 2 106] 3]
21 1 58] 2 108| 3]
22 1 59| 2 109] 3
23 1 60 2 110] 3
24 1 61 7 111 3]
25 1 62 2 112 3]
26 1 63 2 113 3]
27 1 64 2 116 ;I
29 1 65 2 117
30 1 66 2 118] 3]
31 1 67 2 119] 3]
32 1 68 2 121] 3]
33 1 69 2 123] 3
k7] 1 70] 2 125] g’
35 1 71 2 126]
36 1 72 2 _129] §|
37 | 73 2l 130] 3
38 1 74 2 131 3]
39 1 75 2 132 3]
40 1 76 2 133 3]
7] 1 77 2 135] 3]
42 1 78 2 136] 3]
43 1 79 2 137] 3]
44 1 80 2 138] 3
45 1 81 2 140 3]
46 1 82 2 141 3]
47 1 83 2 142 3]
48 1 84 2 144 3]
49 1 85 2 145 3]
50 1 86 2 146 3]
102 1 87| 2 148 3]
107 1 88| 2 149] 3

* Los valores en negritas no coinciden con la clasificacion original

140



Apéndice C

Demografia-muestreo

Datos de 2000
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[ Rearreglo de la clasificacién obtenida por el método de Ward |
Mortsiided |Fecundided Crecimiento
298 5.8 7 81
2,94 r2 .9
2,75 5.2 2 1)

8 5.1 7 1
255 i 1,
228 14,4] ] 1
:.21_| s,1:| 2 1

26 9 10,1 1

€8 79 106 1,12

,usI 74 135 C
243 8 15 1
229 10, ),
212 6 13

3,03 4 B

2 .7 10, K

) 94 2 4 E 1

38| | : 1

,54 A 9
212 2

12 1

221 K
231 57

.61 8 2,44

A1 2
2,11 32 ) 11
2,18 9|

21 69|
215 87|

1 12
18 23,
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MATRIZ COMPONENTES PRINCIPALES

0,37170 0,76680]  -044136]  0,74376 0,02234] ;
0,69612 0,63483 -0,67613] 0,43955 0,03168 0,70368]
0,55523 0,18477]  -0,50421 0,46522 0,03810 0,70976)
0,17859 042335  -0,71675 0,29241 0,02697 0,70212]
0,27605 0,23913]  -0,20488 0,63637 0,03170 0,70553)
0,65049] 0,51251]  -0,53934 0,42795 -0,00312 0,71179]
-0,85515 0,50696]  -0,66123 0,38941 0,08415 0,70786)
0.26842 046363  -0,25379| 0,39520 0,03005 0,71105]
0,03864 -0,54858]  -0,65396] 0,52053] 0,02653 0,70899)]
-0,11680] 0,01999]  -0,59370] 0,63968]  -0,00043 0,69809)]
-0,15178] 050142  -0,35211]  0,67039 0,01751 0,70635}
-0,64766] 038903] -088058] 060222 -0,00934 0,71027]
-0,19755) 0,28007] -065696] 046222 -0,00035] 0,70924]
0,20791 0,32720]  -0,20804] 0,71520] 0,01764 0,70779]
0,58173] 0,47976]  -0,53884 048115 0,04330 0,
-0,24521| 0,36919]  -0,41745 0,67296 -0,01501 0.7
0,46080] 047403]  -045506]  0,34133 0,00298 0,71422]
0,06632 0,08959] -0.49689] 052602 -0,01593 0,7
0,51791 0,37231 -0,08886 0,46998 0,05644| 0,7124
-0,76134 0,23990 -0,82117 0,42240 -0,01979| 0,70996]
-0,39655 0,43770]  -0,66032 0,69429| 0,00595 0,70547]
0,14898| 0,69934]  -0,55415] 0,53640 0,03804 0,70761
0,65322 0,68959]  -1,15860 0,53701 0,02344 0,;
-0,35914 0,38431 -0,63892 0,68425 -0,02674]  0,70212
0,16284 -0,16204]  -0,35421 0,38053 0,02918| 0,70571
0,37386| 0,20653 -0,25747 0,41687 0,03761] 0,70886]
-0,02099| 0,45050]  -0,47955| 0,53945 0,07288]  0,70506]
0,29491 0,20008]  -0,40130] 0,33048 0,02818]  0,69873]
0,20971 0,53400]  -0,42200] 0,41391 0,03950]  0,69925]
-0,23928 0,01781 -0,47338| 0,24368 0,02360]  0,71575]
-0,06939] 040752]  -0,41591 0,17745 001631 0,
-0,21538] 0,19334|  -0,60074 0,55876 -0,03383] 0,7
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