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1 Introduccidén y conceptos generales



1.1 Introduccion.

1.1.1 Objetivo.

El objetivo del presente trabajo, es realizar una revision sobre trabajos realizados en
teoria de nucleos en digraficas Bq-orientadas y By-orientadas. Este Trabajo consta de

cuatro capitulos.

En el primero, se presentan antecedentes historicos, definiciones basicas de graficas
y digraficas. Para finalizar el capitulo se presenta una seccion de conexidad en
digraficas. En ésta se presentan las definiciones (ilustrando la mayoria de ellas para
su mejor comprension), necesarias para entender los conceptos, resultados y
teoremas utilizados en los capitulos siguientes.

El segundo esta dedicado a Teoria de Nucleos, en él se presentan definiciones,

digraficas, resultados fundamentales y aplicaciones de la misma.

En el tercer capitulo analiza una caracterizaciéon alternativa de Graficas Perfectas,
presentada por Claude Berge y P. Duchet (1982):

“Una grafica G, es perfecta si y solo si, cualquier orientacion normal de G es nucleo
perfecta”.

Y se prueba la validez de una version de esta conjetura para graficas que aceptan

una orientacién normal y una B4-orientacion.

En el cuarto capitulo, se prueba que las digraficas Bs-orientadas y las Bj-orientadas
satisfacen la siguiente conjetura propuesta por Meyniel (1980):
“Si cada ciclo dirigido de longitud impar en una digrafica D, tiene al menos dos

seudodiagonales, entonces D tiene un nucleo”.



En [5] Meyniel conjetura que si D es una digrafica tal que todo ciclo dirigido impar
posee dos seudodiagonales, entonces D es una digrafica nucleo-perfecta.

Esta conjetura fue refutada por Galeana [7]. No obstante, existen clases especiales
de digraficas para las cuales la conjetura es valida (Duchet y Meyniel [6],
Galeanal8]).

En el Teorema 4.3.2 se prueba la validez de la conjetura para las digraficas que son

localmente B4-orientadas 6 B,-orientadas

Al final de este capitulo se presentan las conclusiones del presente trabajo.

1.1.2 Antecedentes Historicos

Teoria de Graficas

El primer documento de Teoria de Graficas fue escrito por el famoso matematico
suizo Leonhard Euler (1707-1783), y éste aparecié en 1736, en un volumen de
publicaciones de la Academia de Ciencia en San Petersburgo (Leningrado). Euler
empez6 su documento de Teoria de Graficas, con una discusion sobre un acertijo
denominado “El problema de los puentes de Kénigsberg”.

Desde un punto de vista matematico, el nacimiento de la Teoria de Graficas fue poco
notable y se limitaba a la solucion de acertijos. Pero los desarrollos recientes en

matematicas y sus aplicaciones han dado un fuerte impetu a la Teoria de Graficas.

En el siglo XIX las graficas fueron usadas en otros campos como son: circuitos
eléctricos y diagramas moleculares. Mas tarde las graficas aparecen en la ingenieria

eléctrica, en quimica, psicologia y economia.



Los primeros matematicos en trabajar en teoria de graficas, consideraron
principalmente graficas no dirigidas, y esto llevd a los estudiantes a la creencia de
que habia dos teorias de graficas, una para graficas dirigidas y otra para graficas no
dirigidas.

Un resultado para una grafica no dirigida, puede ser interpretado como un resultado
para una grafica dirigida en la que la direccion de sus flechas no importa.
Reciprocamente un resultado de una grafica dirigida puede ser interpretado como un
resultado para una grafica no dirigida, reemplazando cada arista de la grafica no
dirigida con dos flechas de direcciones opuestas y con los mismos puntos finales.
Desde este punto de vista, es razonable pensar en que s6lo hay una Teoria de
Gréaficas.

En la actualidad existen temas en matematicas puras, por ejemplo, la teoria de las
relaciones matematicas, donde la teoria de graficas es una herramienta natural, pero
existen numerosos usos en conexion con cuestiones muy practicas como: juegos,
problemas de transportacion, el flujo de la conducciéon en redes, y lo comunmente
denominado “Programacion”.

En matematicas, la Teoria de Graficas es clasificada como una rama de la topologia,
pero también esta fuertemente relacionada con el algebra moderna y con la teoria de
matrices y hay un amplio campo de aplicaciones en problemas combinatorios y en

problemas de algebra clasica.

Teoria de Nucleos

El concepto de nucleo de una digrafica fue considerado primeramente por Von
Neumann, en Teoria de Juegos donde lo llamé “solucién de un juego por
cooperacion entre n personas”. Posteriormente Claude Berge notd que el mismo
concepto resultaba de utilidad en otros contextos y propuso llamarlo “el nucleo de
una digrafica” y demostré teoremas de existencia.



Digraficas Bq-orientadas y B,-orientadas

El concepto de Bs-orientacién fue introducido por Skrien [14] y una caracterizacion de
las digraficas B4-orientadas, en el caso que en el que D no tiene flechas simétricas
fue obtenida por Gravil y Urrutia [11]; ellos también probaron que las graficas de
intervalos, las graficas trianguladas y las graficas de arcos circulares son todas

graficas Bs-orientables.

Muchas propiedades de las digraficas Bs-orientables fueron obtenidas por J. Bang-
Jensen [1]. Una clase de graficas normalmente Bs-orientables fueron estudiadas por
Gravil y Toledano [10], quienes encontraron un algoritmo en tiempo polinomial para

encontrar un nucleo en una clase de graficas normalmente Bs-orientables.



1.2 Graficas

Una grafica se define de la siguiente manera: Sean V un conjunto finito no vacio, y A
c V XV, una coleccion de pares de distintos elementos de V, una grafica G esta
determinada por V y A, donde V es el conjunto de vértices de G, es cual se denotara
como V(G), y A es el conjunto de aristas de G, denotado por A(G).

Una grafica es un conjunto de puntos junto con un conjunto de aristas, de tal manera
que cada arista une a un punto con otro. En este trabajo, la posicion de los vértices
en el trazado de una grafica no es importante, lo que importa, es la manera en que

las aristas unen a los vértices.

Sean G y H graficas, se dice que G es una subgrafica de H si:
V(G) c V(H) y A(G) c A(H).

En la figura 1.2.1 se pueden observar las graficas H, Gy y G,, donde:
V(H)={a,b,c,d, e, f,g};V(Gy)={a,b,c,d, e, f,g}V(G)={a,b,c,d e, f}
A(H)={(a,b), (a,f), (b, c), (b d),(ce)(de)l(eg),(f g}
A(G1) ={(a, b), (a,f), (b, c), (b,d),(c, e) (de) (e g}
A(Gz) ={(a b) (af) (b c) (b,d)(ce)(de)}
Claramente V(Gi) < V(H) y A(Gy) < A(H)y

V(Gz) ¢ V(H) y A(G2) ¢ A(H);

por lo que G4y G son subgraficas de H.

a

f : f
d
b b .
9
c . ¢ :
G, G,
Figura 1.2.1



Sea G una grafica. Un subconjunto de vértices S ¢ V(G) se denomina conjunto
independiente siempre que no haya dos vértices en S que sean adyacentes.

El nimero de vértices en un conjunto independiente de mayor tamaro se denota por

a(G).

Conjuntos independientes de la grafica de la figura 1.2.2 son:
{a, c, e}, {a, c, f}, {a, c}, {a, e}, {a, f}, {b, d}, {b, f}, {c. d}, {c, d, e} {c, e}, {c, f} y {d,
e} de los cuales, el de mayor cardinalidad es {a, ¢, e} cuya cardinalidad es 3, por

lo que o(G) = 3.

Figura 1.2.2

Una componente de G es una subgrafica cuyos vértices son independientes de

cualquier otra componente. En la figura 1.2.3, se observa una grafica con tres
componentes:

{1,2,3,4] (5,6} y {7}
la primer componente tiene cuatro vértices y cuatro aristas, la segunda componente

tiene dos veértices y una arista y la tercer componente tiene un vértice sin aristas.

7
O - 2
6
Q 3
5 4
Figura 1.2.3



Si la grafica no tiene aristas, entonces cada uno de sus veértices forma una

componente.

Sea G una Grafica, el complemento de G, denotado por G, es la grafica en la cual
V(G) = V(G®) y u; es adyacente a u, en GE si y solo si u; no es adyacente a u; en

G.
En la figura 1.2.4 se muestran dos graficas (G) y sus graficas complemento(G°).

a c ac &
b<><d b O d

G c"°
° A
b e b e
c d ¢ d
G G’
Figura 1.2.4

Sea G una grafica y k un numero entero positivo, una coloraciéon de G es una funcion
f:iV@G) —» {1,2,3, ....k}.

Una coloracion de los vértices de una grafica G, es una coloracion propia, si
cualesquiera dos vértices adyacentes tienen asignado un color diferente.

El numero cromatico de una grafica G, denotado por %(G) es el numero minimo de
colores necesario para colorear los vértices de G, de tal manera que, dos vertices
adyacentes no sean coloreados del mismo color, o dicho de otra manera, es el
minimo numero de colores necesario para dar una coloracion propia a los vértices de

la grafica G.



En la figura 1.2.5 se muestran dos graficas con su coloracidon propia, en la que se

observa que %x(G1) =3,y 1(Gz ) = 3.

=P G,
Figura 1.2.5

Una grafica G es completa cuando cada par de vértices es adyacente y la
denotamos como K., donde n es el numero de vértices. Una grafica completa K,
necesita n colores para colorearla adecuadamente, ya que cada vértice es adyacente

a todos los demas.

En la figura 1.2.6 se muestran tres graficas completas.

a a(\ ¢

K3 K4 Kﬁ

Figura 1.2.6

El numero de clan de una grafica G, denotado por »(G) es la subgrafica completa de

G de maxima cardinalidad.



En la figura 1.2.7 se muestra una grafica y a su derecha una particién en completas,

en ella se observa que ®(G) = 2.

a a

b d b Od

c e c O Qe
Figura 1.2.7

Sea G una grafica, recordemos que se han definido:
a(G) el numero de independencia
1(G) el numero cromatico
o (G) la cardinalidad maxima de un clan
y denotaremos con:
D(G) el niumero minimo de completas que parte a V(G)
Definicion: Sea G una grafica, G es una grafica independientemente perfecta si
(Ga) = D(Ga) (A= V(G)
y G es una grafica cromaticamente perfecta si

x(Ga)=w(Ga) (AcV(G)

Teorema 1.2.1

Sea G una grafica, entonces «(G) = @®(G), mas aun, si S es un conjunto
independiente y si P es una particién en completas tal que | S| =| P |, entonces S

es un conjunto independiente maximo y P es una particién minima.
Demostracion

Para cada conjunto independiente S y cada particién P = (P4, Py, ..., Px), tenemos

|SAPj|<1parai=1,2,3,...k deahique | S|<]|P|, por consiguiente

10



a(G)=max | S|< min|P|= ®G), masain, si|Sp|=]|Po]|,
con Sy conjunto independiente y Pg, particidn en completas,

entonces la desigualdad implicaque | Sg | = a(G) ¥y | Pg | = ®(G). m

Ejemplo 1.2.1

Si G consta de un ciclo impar de longitud 2k +1 > 3, sin diagonales,
entonces G no es independientemente perfecta porque a(G) =ky ®(G) =k +1 (Una

particion minima de G consiste en k 2-clanes y un 1-clan).

Ademas, G no es cromaticamente perfecta porque x(G) =3y o (G) = 2.

En la figura 1.2.8 se pueden observar que los siguientes conjuntos independientes de
maxima cardinalidad:

{a, c}, {a, d}, {b, d}, {b, e} y {c, e}, por lo que o(G) = 2.

Los clanes estan dibujados a la derecha de la grafica y se observa que ®(G) = 3,
asimismo se ve que o (G) = 2. Finalmente,

el color de los vertices esta representado con numeros y entonces %(G) = 3

entonces para k = 2, se cumple lo enunciado.

a a
b ¢ b QO*
c( 2) 4 O Od
¢
Figura 1.2.8
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1.3 Digraficas

Sean V un conjunto finito no vacio, y F < V X V, una coleccion (puede ser vacia) de
pares ordenados de distintos elementos de V, una grafica dirigida 6 digrafica esta
determinada por V y F, la denotamos como D(V, F), donde V es el conjunto de
vértices de D y F es el conjunto de flechas de D. La cardinalidad de V(D) es el orden

de D, mientras que la cardinalidad de F(D) es el tamafo de D.

En la figura 1.3.1 se muestran dos digraficas:

La digrafica Dy donde V(D1) = {u, v, w} y F(D1) = {(» v), (1, w), (w, u)}, en ella se
puede ver que (u, v) es una flecha de D4, pero (v, u) no es una flecha de D;.

La digrafica D, donde V(D,) = {u, v, w} y F(D2) = {(v, ), (&, w), (w, u)}, en ella se

puede ver que (v, u) es una flecha de Dy, pero (#, v) no es una flecha de D,.

D1: 02

e} ¥ « O

Figura 1.3.1

Si a = (1, v) es una flecha de una digrafica D, decimos que a une u a v, decimos
también que a es incidente desde u e incidente hacia v, al mismo tiempo que u es

incidente hacia ay v es incidente desde a.

12



Dos flechas son adyacentes si tienen un vértice en comun.

Por ejemplo si a = (¢, v) y b = (v, w) son flechas de una digrafica D, entonces las
flechas a y b son adyacentes y la flecha a es adyacente hacia la flecha b, mientras

que b es adyacente desde la flecha a. Ver figura 1.3.2.

O o

4 v
Figura 1.3.2

Un vértice b se denomina sucesor de un vértice a, si existe una arista con a como su

punto inicial y con b como su punto final. En este caso, se dice que es un predecesor

de B.

El conjunto de todos los sucesores de x se denota por FG+ (x) , el conjunto de todos
los predecesores de x se denota por I'g (x) , y el conjunto de todos los vecinos de x
se denota por I'g (Xx) asi que:

I's(X) = Tg' (X) U I (X).

Una digrafica D = (X, U) esta completamente definida por V y la correspondencia

I'p(X) = I“D+ (x) . De ahi que D puede ser denotada por (X, I').

El exgrado (6+) de un vertice v en una digrafica D, es el nimero de vértices que son

adyacentes desde v; el ingrado (0 ) de un vértice v en una digrafica D es el nUmero

de vértices que son adyacentes hacia v.

El grado (8) de un vértice v en D esta definido por 8( v) = 8" (v) + 8 (v).

13



La figura 1.3.3 muestra que:
8 (w=28wW=18wW=18 =08 (w=1y8 (w)=1

entonces 8 (1) =3,8(v)=1yd (w) =2

Figura 1.3.3
Teorema 1.3.1

Si D es una digrafica de orden p y tamafio q con V(D) = {v1,1»,..., %}, entonces:

P P
§15+ (vi) = 5 0" (vi) =q=|F(D)|

Demostracion:
Cada flecha es contada una sola vez en la suma de exgrados de v dado que cada
flecha es incidente desde un vértice exactamente una vez.

Analogamente cada flecha es contada una sola vez en la suma de ingrados de v

dado que cada flecha es incidente hacia un vértice exactamente una vez. g

Sean D4, D, digraficas, D1 es isomorfa a D, y lo denotamos por (D1 = D) si existe
una funcién biyectiva f: V (D1) - V (D) tal que:

(1, v) € F(D1) & (f (), f(v) € F (D2)
a f'se le da el nombre de isomorfismo.

La relacion “es isomorfa a" es una relacion de equivalencia en digraficas. Esta

relacion parte el conjunto de todas las digraficas en clases de equivalencia.

14



Dos digraficas D1y D, son idénticas (D1 =Dz ), siV(D1)=V(D2)y F(D1) =F(D2). Si
dos digraficas son idénticas, entonces son isomorfas, pero no al reves.

En la figura 1.3.4 se muestran dos digraficas que son isomorfas pero no idénticas.

i 14 i : v

D1: ' D2:

w X

Figura 1.3.4

Una digrafica D4 es una subdigrafica de D, si V(D4) < V(D) y F(D1) < F(D). Cualquier
digrafica isomorfa a una subdigrafica de D es llamada también subdigrafica de D.

Si D es una digrafica no trivial y v € V(D), entonces D — v es la digrafica con el
conjunto de vértices V(D) — {t} y el conjunto de flechas F(D) que no inciden hacia v ni

desde v. Lo anterior se muestra en la figura 1.3.5.

Figura 1.3.5

15



Si D es una digrafica no trivial y a € F(D), entonces D — a es la digrafica con el
conjunto de vértices V(D) y el conjunto de flechas F(D) —{ a}.
La eliminacién de un conjunto de vértices se define analogamente.

Esto se muestra en la figura 1.3.6.

u d v u d v

Figura 1.3.6

Sea D una digrafica en la que u, v € V(D), a= (4, v ), y a ¢ F(D), entonces la
digrafica D’ = D + g, es la que tiene el conjunto de vértices V(D) y el conjunto de
flechas F(D) U {a}.

En la figura 1.3.7 se ilustra lo anterior tomando la flecha a = (v,, vs).

Figura 1.3.7

16



Si U es un subconjunto no vacio de V(D), entonces la subdigrafica D[U] inducida por
U, es aquella digrafica cuyo conjunto de vértices es U y cuyo conjunto de flechas
consiste en todas las flechas de D que inciden en vértices de U.

Esto se ilustra en la figura 1.3.8 para la digrafica D, donde:

V(D) ={vy, vz, v3, vs}y U={ vy, v 13}

¥y ¥1
Va Vy Va2 Vs
Va
D D[U]
Figura 1.3.8

Si B es un subconjunto no vacio de F(D), entonces la subdigrafica inducida por B, y
denotada por D[B], es aquella digrafica cuyo conjunto de vértices consiste en
aquellos vértices de D incidentes hacia o desde, con al menos una flecha de B y
cuyo conjunto de flechas es B. Lo anterior se ejemplifica en la figura 1.3.9, donde:

V(D) ={v;, v, v, %4} Y
B ={( v, 1v2), (v5 va)}

¥y ’
1
va V3 Va
Py va
D D[B]
Figura 1.3.9

17



Una digrafica D es denominada completa si para cada dos vértices distintos uy v de
D, al menos una de las flechas (u, v) o (v, u) esta presente en D.

La digrafica simétrica completa (K, ) de orden p tiene ambas flechas (1, v) y (v, u)
para cada dos vértices distintos u y v. De este modo K, tiene tamafio p (p 1) y 8'(v)
=" (v) = p =1 para todo vértice vde D.

En la figura 1.3.10 se muestran cuatro digraficas simétricas completas.

0 g
Ky K, Ky Ks

Figura 1.3.10

Una digrafica D es denominada regular de grado r o r-regular si 8" (v) =8 " (v) =r
para todo vértice v de D. La digrafica K, es (p-1)-regular .En la figura 1.3.11 se

muestran D4 que es digrafica 1-regular y D, que es digrafica 2-regular.

Figura 1.3.11

18



Un conjunto de vértices A es denominado conjunto independiente si para

cualesquiera dos vértices u, v en A, no existe una flecha que une a u con v, es

decir, si u, v € A, entonces (u, v) ¢ F(D). En la figura 1.3.12, se muestra una

digrafica en la cual el conjunto A = {b, d}, es independiente.

b d

<

Figura 1.3.12
Sea D una digrafica y sea S un conjunto tal que S c V(D),
S es un conjunto absorbente si para cada x ¢ S, F+D (X) NS =, es decir,
si para cada vértice x e (V(D) —S) existe una flecha de xa S en D.

En la figura 1.3.13, se muestra una digrafica en la que el conjunto S = {b, d}, es un

conjunto absorbente.

<

Figura 1.3.13

19



1.4 Conexidad en Digraficas

Sean u, v vértices (no necesariamente distintos) de una digrafica D.

La sucesion:

U= Uy, a1, W, a2,...., Un-1, dn, U = V (1)

en la que alternan los vértices y las flechas, empezando con el vértice u y terminando
con el vértice v, tal que a; = (w1, uj) 0o a;i=(uj, uiq) parai =1, 2, ...,.n, es
denominado un u-v-camino de D, donde n (numero de flechas) es la longitud del

camino.

Siai=(uj1, uj) parai=1,2,..n,en (1),
entonces la sucesion (1) es denominada un u-v-camino dirigido, en cuyo caso solo

los vértices necesitan ser listados, dado que las flechas son discernibles.

Sean W; y W, dos u-v-caminos dirigidos tales que :
Wi u=ug, wy, tp,...,un =0 Yy

Woiu= 1, v1, ©0,...;Um =¥

Los caminos dirigidos W1y Wz sonigualessin=my u;=vipara0<i<n;

de otra manera son diferentes.

En cada camino dirigido, puede haber repeticion de vértices y flechas.

Un u-v-camino dirigido es cerrado o abierto dependiendo si u= v0 u# wv.
Un u-v-paseo dirigido es un u-y-camino dirigido donde no hay flechas repetidas.
Una u-v-trayectoria dirigida es un u-v-camino dirigido en el cual no hay vértices

repetidos.
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En la digrafica D de la figura 1.4.1

Wil vy, (V1, V2) V2, (Va, V), Vi (V3 Va) U3, (V3,02), V2, (V2, Us) Us

es un v;-vs —Camino que no es un v;-vs —camino dirigido.

Wo! vy, ¥, U3, V2 Us

es un v;-vs —paseo dirigido que no es una v;-vs —trayectoria dirigida

Ws! v;, v5, v5s €s una v;-vs —trayectoria dirigida.

)

Yy Vs

va Y3
Figura 1.4.1

Si P es una u-v -trayectoria dirigida entonces los vertices de P diferentes de uy v son

los vértices internos de P.
Es obvio que toda u-v -trayectoria dirigida es también un u-v -camino dirigido pero no

al reves.
Todo u-v-camino dirigido en una digrafica D, contiene una u-v-trayectoria dirigida.

Una digrafica de orden n que es una trayectoria dirigida se denota por Pj,.

Existen varios tipos de conexidad en digraficas:

Un vértice u “esta conectado” a un vértice v en una digrafica D, si existe un
u-v-camino (o un v-u-camino) en D.
Un vértice v “es alcanzable” por un vértice u en una digrafica D, si D contiene un u-v-

camino dirigido.
Decimos que una digrafica D es débilmente conexa, si para cada dos de sus

vértices, estos “estan conectados”.
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En la figura 1.4.2, se muestra una digrafica débilmente conexa

Figura 1.4.2
La digrafica D se denomina unilateralmente conexa, si para cada dos de sus
vértices distintos de D, al menos uno de ellos “es alcanzable” por el otro.

En la figura 1.4.3, se muestra una digrafica unilateralmente conexa

Figura 1.4.3
Una Digrafica D es fuertemente conexa, si para cada dos vertices distintos de D,

cada vértice “es alcanzable” por el otro.
De esta manera, toda digrafica fuertemente conexa es unilateralmente conexa y cada

digrafica unilateralmente conexa es débilmente conexa.
En la figura 1.4.4, se muestra una digrafica fuertemente conexa

Figura 1.4.4
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Una digrafica que no es conexa, es disconexa.

En la figura 1.4.5, se muestra una digrafica disconexa

Figura 1.4.5
La relacion “esta conectado con “ es una relacién de equivalencia en el conjunto de
vértices de una digrafica. La digrafica inducida por los vertices da como resultado,

una clase de equivalencia denominada “componente conexa” o componente de D.

Un camino generador es uno que contiene todos los vértices de la digrafica.
Las digraficas conexas pueden ser caracterizadas en términos de ciertos tipos de los

caminos generadores que pueden (0 no pueden) tener.

Teorema 1.4.1
Una digrafica D es débilmente conexa <> D tiene un camino generador
Demostracion

< ) Sea D una digrafica que contiene un camino generador W, y sean uy v

cualquier par de vértices distintos de D.

Como W contiene todos los vértices de D, entonces ue Wy v € W.
Hay una porcién de W que contiene a uy v, que constituye un u-vcamino (o un
y-ucamino ) en D.

Dado que uy v son arbitrarios, entonces D es débilmente conexa.

=) Supongamos que D es débilmente conexa con V(D) = {vy, v5,...v:}.

De este modo D contiene un camino W;. v-v,4; para i=1,2,...p-1.
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Sea W’; = Wi, con el tltimo término eliminado.

Entonces, W'y, W3, ... W'p.4, ¥, €s un camino v;-u, que contiene todos los vértices

de D. m

Teorema 1.4.2

Una digrafica D es unilateralmente conexa < D tiene un camino dirigido generador.
Demostracion

<) Es claro que si una digrafica D tiene un camino dirigido generador, entonces es

unilateralmente conexa.

=) Supongamos que D es una digrafica unilateralmente conexa.
Sea W un camino dirigido en D que contiene el maximo numero de vértices distintos
de D;

Supongamos que W es un w;-w,-camino dirigido.

Si W no es un camino dirigido generador, entonces existe algun vértice v € D tal que
ve W.

Por la propiedad que posee W, no existen caminos v-w; ni w,-ven D.

Dado que D no contiene un v-w; -camino dirigido y D es unilateralmente conexa,
entonces D contiene un w;-v -camino dirigido.

Sea u el ultimo vértice de W para el cual existe en D un u-y-camino dirigido (noétese
que u# w,)y sea W4 un u-v-camino dirigido.

Sea w el vértice que sigue a la ultima aparicion de uen W (w existe porque no existe
w,-v -camino dirigido ).

Por lo tanto no existe un w-v-camino en D, porque D es unilateral, sin embargo, hay
un v-w -camino W5 en D.

Procediendo en W desde w; hasta la ultima ocurrencia de , entonces a lo largo de
W, seguido por W5 hasta el vértice w y entonces finalmente a lo largo W hacia w;,

esto produce un w;-w, -camino que tiene mas vértices distintos en W, lo que es una

contradiccion. Por lo tanto W es un camino dirigido generadorde D. m
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Teorema 1.4.3

Una digrafica D es fuertemente conexa <> D tiene un camino dirigido generador
cerrado.

Demostracion

< ) Se sigue inmediatamente que si una digrafica D contiene un camino dirigido
generador cerrado, entonces es fuertemente conexa.

= ) Sea D una digrafica fuertemente conexa.

Entonces D es unilateralmente conexa y, por (teorema 1.4.2), D contiene un

u-v -camino dirigido generador W para los vértices vy vde D.

Si u= v, la prueba esta completa.

Supongamos que u # v.

Como D es fuertemente conexa, contiene una u-v-trayectoria dirigida P. Entonces el

camino W seguido por P, produce un u-v -camino dirigido generador u-u, lo que

completa la prueba. u

Un paseo cerrado no trivial de una digrafica D es denominado un circuito de D.
Un circuito vy, V2,...,.Vn, Vi1 CON n 2 2, cuyos n vertices V; , i = {1, 2, 3,...n}, son

distintos, es llamado un ciclo de D.

Si una digrafica D no contiene ciclos, es denominada aciclica. En la figura 1.4.6, se
muestra lo siguiente para la digrafica Dy : €1 s un circuito que noes uncicloy C ;
es un ciclo. La digrafica D, es aciclica

C1. V1, V3 V4 U3, V2, V7 €S UN Circuito que no es un ciclo

C2: vy, Vs Vs Uz V1 €S UN ciclo de Dy

vy V1

Dg:

Figura 1.4.6
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La relacion “es mutuamente alcanzable desde” es una relacién de equivalencia en el

conjunto de vértices de cualquier digrafica D y, como tal, esta relacién parte a V(D)
en clases de equivalencia V4, Vo, ...,Vydonde n > 1.

Dos vértices de D son “mutuamente alcanzables” si y solo si los vértices pertenecen
a la misma clase de equivalencia V;. Sea S;=<V;>para1<i<n.

Si uy v son dos vértices de la misma S;, existe un u-v -camino dirigido W4 en D
(dado que v es alcanzable desde u) y un v-u -camino dirigido W5 en D (dado que u es
alcanzable desde 7).

El camino W4 seguido por el camino W, produce un u-u -camino dirigido cerrado W
en D. Claramente cada dos vértices de W son “mutuamente alcanzables” en D.

Esto implica que todos los vertices de W pertenecen a la misma subdigrafica S;. Por

lo tanto u y v son “mutuamente alcanzables” en S;, esto es S; es una subdigrafica

fuerte. Las subdigraficas S4, S, ...,S, son denominadas las componentes fuertes de
D. En la figura 1.4.7, se muestra una digrafica D y sus componentes fuertes S4, Sy,

S3YS4.

S 0w

Figura 1.4.7
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A cada digrafica D hay asociada otra digrafica que aunque normalmente es mas

simple en estructura, posee las mismas caracteristicas basicas de conexidad que D.
Sean Sq, Sy, ...Sy, las componentes fuertes de D.

La condensacion D* de D es la digrafica cuyos vertices u;, u,, ...u, Se puede poner en
correspondencia uno a uno con las componentes fuertes (u; corresponde a S;, con i
= 1,2,...n) tal que (u;, u) es una flecha de D* con i # ] <« algun vértice de S; es

adyacente hacia al menos un vertice de S;.

En la figura 1.4.8 se muestra una digrafica D y su condensacién D*.

D*:

Figura 1.4.8
Teorema 1.4.4
La condensacion de toda digrafica es aciclica.
Demostracion
Supongamos que el teorema es falso.
Entonces existe una digrafica D cuya condensacion D* contiene ciclos.

Sean Sy, S»,...S,, los componentes fuertes de D

y sea V(D*) = { u;, u,, ...u,} tal que u; corresponde a S; coni=1,2,...n.

Supongamos que la etiquetacion de los vértices de D* es tal que u;, uy,..., 4y, ;€S UN
ciclo de D*.

Parai=1, 2, ..., m-1; existen un vértice v’; € V(S;) y un vértice v ;+; € V(Sj+1)

tales que (v, vi+;) € F(D); también existe una flecha (v, v;) en D,

con v’y € V(S,) Yy v € V(S)).
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Note que los vértices v’;, v;parai =1, 2,...,m no necesariamente son distintos.
Dado que S; es fuertemente conexa,
parai=1,2,..., m; existe la trayectoria P; . v;-v’; en S;
Por lo tanto,
P1, (v'y v2), P2, (v’ 03), P3, «...Pm, (V' 01), ¥
Es un ciclo v;-v; en D, implicando que los vértices v; y v, por ejemplo son

“mutuamente alcanzables” lo que es imposible. g

Un vértice v, es un vértice de corte de una digrafica D si y s6lo si D — v tiene mas

componentes que D.
En la digrafica D de la figura 1.4.7, el vértice v, es el Unico vértice de corte de D.

Teorema 1.4.5

Toda digrafica D unilateralmente conexa de orden p > 2 contiene dos vértices
distintos uy vtales que las subdigraficas D-u y D-v son unilateralmente conexas
Demostracién

Por el teorema 1.4.2, D contiene un camino dirigido generador.

Sea W un camino dirigido generador de D de longitud minima;

Supongamos que W es un u-v -camino dirigido.

Obsérvese que u aparece exactamente una vez en W; en caso contrario el camino
dirigido obtenido por la eliminacién de la primera flecha de W es un camino dirigido
generador de longitud menor, lo que es imposible.

Por el mismo razonamiento, el vértice v aparece una sola vez en W.
Entonces, u # v y cada D-v y D-u poseen un camino dirigido generador y son

unilateralmente conexas por el teorema 1.4.2 g

Dado que toda digrafica fuertemente conexa es unilateralmente conexa, un corolario

inmediato es el que sigue:
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Corolario 1.4.5

Toda digrafica fuertemente conexa de orden p > 2 contiene dos veértices distintos uy

v tal que D-u y D-v son unilateralmente conexas.

Principio de Dualidad Direccional. Para cada teorema relacionado con digraficas,
existe otro teorema correspondiente, que se obtiene substituyendo cada concepto
por su concepto dual (opuesto).

Ejemplos del dual de un concepto: “adyacente desde” es el dual de “adyacente
hacia”, “incidente desde” es el dual de “incidente hacia”, y “ingrado” es el dual de
“exgrado”.

Se ilustra este principio con una propiedad simple de digraficas aciclicas.

Teorema 1.4.6
Toda digrafica aciclica contiene al menos un veértice de exgrado cero.

Demostracion

Sea D una digrafica aciclica, y sea P una trayectoria dirigida de longitud maxima en
D.

Supongamos que P es una u-v -trayectoria dirigida.

Si v es adyacente a cualquier vértice de P, se produce un ciclo, contradiciendo el

hecho de que D es aciclica.

Si ves adyacente a cualquier vértice que no esta en P,

entonces existe una trayectoria dirigida cuya longitud excede la de P,
lo que contradice la seleccion de P.

Por lo tanto, v no es adyacente hacia ningun vértice que pertenezca a D,

estoes, 8" (v)=0. m

Aplicando el principio de dualidad direccional, obtenemos un corolario inmediato.

Corolario 1.4.6

Toda digrafica aciclica contiene al menos un vértice de ingrado cero.
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2 Teoria de Nucleos
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2.1 Definiciones y resultados fundamentales

El concepto de nucleo de una digrafica fue considerado primeramente por Von
Neumann, en Teoria de Juegos donde lo llamé “solucidon de un juego por
cooperacion entre n personas”. Posteriormente Claude Berge noté que el mismo
concepto resultaba de utilidad en otros contextos y propuso llamarlo “el nucleo de

una digrafica” y demostro teoremas de existencia.

Definicion: Si §es una familia de conjuntos y S € § decimos que S es un conjunto:
minimal si no contiene otro elemento de §

minimo si su cardinalidad tiene el valor minimo

maximal si no esta contenido en otro conjunto de §

maximo si su cardinalidad tiene el valor maximo.

Proposiciéon 2.1.1 Berge [2]
Si N es un nucleo de la digrafica D, entonces N es un conjunto independiente
maximal y un conjunto absorbente minimal.

Demostracion

Supongamos que existe un conjunto I < V(D) independiente en D, tal que N c I,
entonces existe x € (I — N); ycomo x ¢ Ny N es nucleo,
entonces existe una xN-flecha en D; pero N c I.

Esto es una contradiccion ya que I es un conjunto independiente.

Por lo tanto N es un conjunto independiente maximal.

Supongamos que existe un conjunto A < V(D) absorbente en D, tal que A < N,
entonces existe x € (N — A); y como A es absorbente existe una xA-flecha en D,

esto implica que existe una xN-flecha en D, lo que es una contradiccion ya que N por
ser nucleo, es independiente.

Por lo tanto N es un conjunto absorbente minimal. g
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Una digrafica D es llamada simétrica, si siempre que (u, v) € F(D), entonces también
(v, u) € F(D).

Una digrafica D es llamada asimétrica u orientada si siempre que (v, v) € F(D),
entonces (v, u) ¢ F(D).

De este modo una digrafica orientada D puede ser obtenida de una grafica G,
asignando una direccién a cada arista de G, es decir transformando cada arista de G
en una flecha, lo que transforma G misma en una digrafica asimétrica.

En la figura 2.1.1 se muestran tres digraficas, D1 es una digrafica simétrica, D, es

una digrafica asimétrica y D3 es una digrafica que no es simétrica ni asimétrica.

5

D, D

Figura 2.1.1
Una flecha (u;, u;) € F(D) es llamada asimétrica si la flecha (u, u; ) ¢ F(D), y es

llamada simétrica si la flecha (u, u; ) € F(D).

En la figura 2.1.2 se muestra la digrafica D y su parte simétrica denotada por D'.

L4 4
’V& '00::§
: . : Y,
D ' D'

Figura 2.1.2
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La parte asimétrica de D que es denotada por Asim(D), es la subdigrafica generadora
de D cuyas flechas son las flechas asimétricas de D.

En la figura 2.1.3 se muestran una digrafica y su respectiva parte asimétrica.

Y v,
(2
|4 v, v
3
Y Y
D Asim(D)
Figura 2.1.3

Un nucleo de una digrafica D es un subconjunto de vértices K ¢ V(D) tal que K es
independiente (ningun vértice de K es adyacente a otro vértice de K) y K es
absorbente (todo vértice de V(D) — K tiene un sucesor en K), esto es:

x € K implicaque I'p (X) "nK=& (Independencia)

x ¢ K implicaque I'p(X)nK#@& ( Absorbencia).

Cuando cada subdigrafica inducida de D tiene un nucleo, se dice que la digrafica D

es una digrafica nucleo perfecta.

En la pagina siguiente se muestra en la figura 2.1.4 un ejemplo tomando como base
la digrafica D, donde V(D) = { a, b, ¢, d, e, f } y se van mostrando subdigraficas

inducidas quitando un vértice de cada subdigrafica resultante, e indicando cuales son

los vértices del nlicleo de cada una de ellas.

33



c.—b— d
a f
c d d
E )e e
f
/ |
f
Figura 2.1.4

El concepto de nucleo de una digrafica fue considerado primeramente por Von
Neumann Teoria de Juegos donde lo llamé “soluciéon de un juego por cooperacion
entre n personas”. En la figura 2.1.5 se muestran las digraficas D1 y D;; donde sus

nucleos se muestran con vértices oscuros.

Figura 2.1.5
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Teorema 2.1.1 Berge [2]

Sea D una digrafica simétrica, entonces D posee un nucleo. Ademas, un conjunto S
c V(D) es un nucleo si y s6lo si S es un conjunto independiente maximal.
Demostracion

<) Sea S un conjunto independiente maximaly v € V(D) — S,

entonces existe una v S-flecha (flecha de va S) o una Sv-flecha en D,

pero como D es simétrica, entonces existen una v S-flecha y una Sv-flecha,

por lo tanto S es absorbente y S es un nucleo de D.

=) Sea S un nucleo de D,

por la Proposicion 2.1.1, S es un conjunto independiente maximal. g

Definicién: Sea una digrafica D(V, F), se dice que D es una digrafica transitiva
siempre que:

(v, v) € F(D) y (v, w) € F(D) implica que («, w) € F(D).

En la figura 1.3.12 se muestra una digrafica transitiva, en ella se ve que:

(1,2) e FD)y (2,3) e F(D) = (1, 3) € F(D)

(1,3) e F(D)y (3,4) e F(D) = (1,4) € F(D)

(1,4) e F(D)y (4,5) € F(D) = (1,5) € F(D)

(2,3) e F(D)y (3,4) e F(D) = (2,4) € F(D)

(2,4) e F(D)y (4,5) € F(D) = (2, 5) € F(D)

(3,4) e F(D)y (4,5) € F(D) = (3,5) € F(D)

3 b 4

Figura 1.3.12
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Definicion: Sea A la familia de todos los conjuntos absorbentes de la digrafica D.

Entonces el numero de absorcion de la digrafica D esta definido por:

B(D) = min | A|
Ach

Proposicion 2.1.2
Si D es una digrafica transitiva, entonces cada conjunto absorbente minimal en D
tiene cardinalidad 3(G), donde B(G), denota el nimero de absorcién de D.
Demostracion
Sea D una digrafica transitiva, es decir,

yelp (x),y zeTp (y) implicaque zelp (x)
Sea S una componente fuertemente conexa de D.
Denominaremos mg al numero de flechas que tienen como punto inicial a S y punto
final (V(D) - S).
Si S es una componente fuertemente conexa y mg = 0, (esto es, no hay flechas que

salgan de S), entonces S sera denominada componente terminal.

La digrafica obtenida de D, condensando cada componente fuertemente conexa, por
el teorema 1.4.4 (“La condensacién de toda digrafica es aciclica”), no contiene ciclos,
y por el teorema 1.4.6 (“Toda digrafica aciclica contiene al menos un vértice de
exgrado cero”), D posee componentes terminales.

Sean C4, Cy, ..., Cq las componentes terminales de D.

Cada una de éstas es una subdigrafica simétrica, porque D es transitiva y
fuertemente conexa..

Si A un conjunto absorbente minimal, entonces A contiene al menos un vértice de
cada componente terminal.

En caso contrario, existe j € {1,2, ....q}talque AnC; =g,

y cada x € C; satisface que x ¢ A, y por lo tanto l"+(x) NA=J,

lo que contradice que A es absorbente.

Sea a; € AnCj, paracadai,

SeaA’={a4,Qz, .., Qq}. A también es un conjunto absorbente,
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porque cada x ¢ A’ es punto inicial de una flecha que termina en A’ (Por la
transitividad).

De ahi que A’ = A, y cada conjunto absorbente minimal, es también un conjunto

absorbente minimo y tiene cardinalidad q = B(D).

Teorema 2.1.2

Sea D una digrafica transitiva, un conjunto S < V(D) es un nucleo siy solo si S es un
conjunto absorbente minimal

Demostracion

=) Sea S un nucleo de D, entonces por la Proposicion 2.1.1, S es un conjunto

absorbente minimal.
<) SiA={a4,Qz, ..., Qq } es un conjunto absorbente minimal, por lo probado en la
Proposicion 2.1.2, A es un conjunto independiente porque no hay flechas que

salgan de una componente terminal, por o tanto A es un nicleo. g

Corolario 2.1.1

Una digrafica transitiva tiene un nucleo y todos sus nucleos tienen la misma
cardinalidad.

Demostracion

Es consecuencia directa del Teorema 2.1.2 y la Proposicion 2.1.2

Teorema 2.1.3 Von Neumann y Morgenstern 1944 [15]

Si D es una digrafica sin ciclos dirigidos, entonces D tiene un nucleo, y este nucleo
es unico.

Demostracion

Por induccién sobre | V(D) | = n.

Paran=1,sea V(D) ={ u}, entonces N = {u} es nucleo de D y claramente es Unico.
Para n = 2, sea V(D) = {u, v}, si { (1, v) } = F(D), entonces N = {9} es nucleo de D,
analogamente si { (v, ©) } = F(D), el nucleo de D seria N = {u}, y si F(D) = &, entonces

N = {u, v} seria el nucleo de D, claramente en los dos casos el nucleo es Unico.
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Hipétesis de induccién:
Supongamos cierto el resultado para toda digrafica D* sin ciclos dirigidos y con
| V(D*) | £ n-1.

Sea D una digrafica aciclica tal que | V(D) | = n.
Sea Ny = {v e V(D) tal que 8" (v) = 0}

Como D no tiene ciclos dirigidos, por el Teorema 1.4.6, Ng = & .

Sea Bg = { v € V(D) tal que existe alguna v No-flecha en D},

ahora consideremos a la digrafica D' = D [V(D) — (No U By)],
como No # &, entonces |[V(D')| < n-1 y por hipétesis de induccién D’ tiene un Unico

nicleo N' y N =Ny u N es un nucleo de D.

Ahora demostraremos que N es el unico nucleo de D.
Supongamos que existe N1 otro nucleo de D, por definicién de Ng, No = N
y también por definicion de D’, Ny — Ng es un nlcleo de D,

entonces por hipotesis de induccidon Ny — Ng = N'. Porlotanto N1 =N. g

Teorema 2.1.4

Si todo ciclo dirigido de longitud impar en D posee al menos dos polos consecutivos,
entonces D es una digrafica nucleo perfecta.

Este teorema fue probado por Galeana [9], su demostracion es muy larga, por eso no

se incluye aqui.
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2.2 Aplicaciones

2.21 Teoria de Juegos (Von Neumann, Morgenstern, 1944) [15]
El concepto de nucleo fue presentado primeramente bajo el nombre de solucion en la
Teoria de Juegos en el siguiente ejemplo:

Supongase que n jugadores, denotados por (1), (2), ... , (n), deben discutir juntos
para seleccionar un punto X (una “situacion”) de un conjunto X (un conjunto de
“situaciones”).

Si el jugador (i ) prefiere la situacion a sobre la situacién b, escribiremos a >' b.
Nétese que se tiene un conjunto no vacio X, y entre los n jugadores deben elegir un
elemento X (una “situacion”) del conjunto X.

Asi entre las n personas se debe establecer la preferencia de una situacion sobre las
demas.

Las preferencias individuales pueden no ser compatibles, y consecuentemente, es

necesario introducir el concepto de preferencia efectiva.

La situacion a es efectivamente preferida sobre b, o a > b, si existe un conjunto de
jugadores, los cuales prefieren la situacién a sobre la situacién b y que son capaces
de convencer o imponer a los demas su preferencia por la situacion a.

Sin embargo, la preferencia efectiva no es transitiva, esto es, a > b y b > ¢ no

necesariamente implica que a > C.

El conjunto de situaciones y la relacion de preferencia efectiva que se dara en

algunos pares de situaciones, define la manera natural de una digrafica D, con V(D)

=X ycon (a, b) e F(D), si b es efectivamente preferida sobre a.

Si la digrafica D tiene algun nucleo S, la eleccion del punto X se limita a elegir un
punto de S. Ya que por ser S independiente, ninguna situacién en S es efectivamente

preferida a otra de S, y si X ¢ S, entonces existiria otra situacion en S que es

efectivamente preferible a X.
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2.2.2 Base de axiomas Claude Berge [3]
Consideremos una “teoria”, esto es: un conjunto de proposiciones {a, b, ¢,...} y se

quiere encontrar una base de axiomas para esta teoria, esto es, un conjunto B de
proposiciones tales que:
(1) Cada proposicion que no esta en B se sigue de alguno de los axiomas

(2) Ningun axioma se sigue de otro

Podemos representar cada proposicion por un vértice y una flecha de aa b,
si la proposicion b implica @, la digrafica resultante D es transitiva, esto es,

(a, b) e F(D) y (b, ¢) € F(D) implica que (@, €) € F(D).
Claramente el problema de encontrar una base de axiomas se traduce a encontrar
un nucleo en la digrafica D.
Y como se demostré en el corolario 2.1.1 que toda digrafica transitiva tiene un

nucleo, entonces la base de axiomas existe.

2.2.3 Juego entre dos personas Claude Berge [3]
Dados dos jugadores A y B y una digrafica D, se puede definir el siguiente juego: Se

fija un vértice inicial xo.

El jugador A selecciona un vértice x; en I ( xo),

(F+(xo) indica los vértices sucesores de Xq )

el jugador B selecciona cualquier vértice x; en r (x1),
enseguida el jugador A selecciona un vértice x3 en r* (x2), etc.

Si un jugador selecciona un vértice x; con r’ (Xj) = @ , entonces ese jugador gana y

su oponente pierde, es decir, pierde el jugador que ya no puede seleccionar algun
vértice.

Claramente si la digrafica tiene ciclos, el juego podria no terminar.

Si la digrafica D tiene un nucleo, entonces el jugador que escoge un punto en el
nucleo empata o gana. Ya que, si el jugador A selecciona un punto en el nucleo,
enseguida el jugador B debe seleccionar un punto fuera de él y el jugador A, puede

volver al nucleo en la siguiente oportunidad.
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2.2.4 Un problema de combinatoria en légica Claude Berge [2]

Consideremos un conjunto de propiedades P = {P4, P2, ...} y un conjunto de teoremas
del tipo: “la propiedad P; implica la propiedad P; “.
Estos teoremas pueden ser representados por una digrafica D, con conjunto de

vértices P, donde (P;, P)) € F(D) si y sélo si se sigue de uno o mas de los teoremas

dados que Pj implica P;.

Suponga que quiere mostrar que todas las implicaciones representadas por las

flechas del complemento de D, denotado por (D), son falsas, es decir, que la teoria

representada en D ya esta completa, mas precisamente, por cada pareja (p, q) con p
#qy (p, q) ¢ F(D), asignaremos un estudiante que tiene que encontrar un ejemplo
donde p se cumple pero q no, es decir, un contraejemplo de la afirmacion p implica
qg.

Aqui determinaremos el numero minimo de estudiantes necesarios para mostrar que

todas las posibles implicaciones estan ya representadas en la digrafica D.

Consideremos la siguiente digrafica D:

ne

-
O
o
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La digrafica D, complementaria a la digrafica D:

Es suficiente con probar la falsedad de las implicaciones representadas por las cinco
flechas 3, 4, 5, 7y 10 de D® de las cuales se sigue las falsedad de las otras posibles

implicaciones.
Por ejemplo, tenemos P, = P4 es falsa, de otro modo P, = Py = Pj3, que contradice
la afirmacién de que la flecha (P;, P3) es falsa.

Sea H una digrafica cuyos vértices representan las flechas 1, 2, 3, ..., 10 de Dy

donde una flecha es dibujada de i a | si y solo si “/a implicacién i es verdadera”

implica que “/a implicacién | es verdadera”.
Tomamos la flecha 1 como verdadera, esto es, “la implicacion 1 es verdadera’,
entonces P, = P4 y Py = Pj3, entonces por transitividad P, = P3 que es la flecha 4,

esto es, en la digrafica H, hay una flecha dibujada de la flecha 1 a la flecha 4.
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Tomamos la flecha 2 como verdadera, esto es, “/a implicacion 2 es verdadera’,
entonces P3 = P1y P4 = P», entonces por transitividad Pz = P; que es la flecha 3,

esto es, en la digrafica H, hay una flecha dibujada de la flecha 2 a la flecha 3.

Ps

Tomamos la flecha 3 como verdadera, esto es, “la implicacién 3 es verdadera’,
entonces P3 = P, y esto no nos implica nada, esto es, en la digrafica H, no hay una

flecha dibujada desde la flecha 3.

PZ

I

|

|
P1 * O
| P

A

Lo sucedido con la flecha 3, pasa con las flechas 4, 5, 7 y 10, esto es, no hay una

flecha dibujada desde las flechas indicadas.
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Tomamos la flecha 6 como verdadera, esto es, “la implicacion 6 es verdadera”,
entonces P; = P4 y P4 = P2, entonces por transitividad P14 = P4 que es la flecha 10,

esto es, en la digrafica H, hay una flecha dibujada de la flecha 6 a la flecha 10.

Tomamos la flecha 8 como verdadera, esto es, “/la implicacién 8 es verdadera’,
entonces P; = P4 y P14 = P3, entonces por transitividad P1 = P4 que es la flecha 10,

esto es, en la digrafica H, hay una flecha dibujada de la flecha 8 a la flecha 10.

PZ
o L ShbTe
-7 P
”*
¢
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Tomamos la flecha 9 como verdadera, esto es, “la implicacién 9 es verdadera”,

entonces P4 = Py y P4 = P,, entonces por transitividad P4 = P, que es la flecha 5,
esto es, en la digrafica H, hay una flecha dibujada de la flecha 9 a la flecha 5, pero
ademas como P4 = Pq1y P4 = P3, entonces por transitividad P4 = P3 que es la

flecha 7, esto es, en la digrafica H, hay una flecha dibujada de la flecha 9 a la flecha
7.

Entonces la digrafica H queda representada de la siguiente manera:

En H, el conjunto N = {3, 4, 5, 7, 10} es un nuacleo, es decir, es absorbente e

independiente.
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Del hecho de que N es absorbente, se sigue que si las implicaciones 3, 4, 5, 7y 10
son falsas, y al ser N independiente, resulta ser minimal con respecto a la propiedad
anterior.

Como N es el unico nucleo de H, se sigue que cinco contraejemplos son necesarios
para mostrar que todas las implicaciones de D son falsas, esto es, se necesitan 5

estudiantes uno para cada contraejemplo. m

2.2.5 Las antibases de una teoria.
Una teoria definida por T = (X, €) esta definida por:
1) Un conjunto X cuyos elementos {x1, X2, X3,....} pueden ser pensados como
proposiciones.
2) Una relacion de cerradura € en X; para S c X, € (S) denota el conjunto de

todas las proposiciones en X, que pueden ser probadas a partir de las

proposiciones en S.

Para simplificar escribiremos € (s) en lugar de € ({s}) paras € X.
Una teoria T = (X, €) es unitaria si x € € (S) implica la existencia de algun s € S tal

que x € € (s), esto es, se necesita una sola proposicién para probarla.

En otro caso T es plural.
Si una teoria T es unitaria, puede ser representada por una digrafica transitiva con

conjunto de vértices X, donde (x, y) es una flecha si y sélo si x € € (y).

Una base de axiomas para T es un conjunto B < X tal que € (B) = X y el cual es
minimal con respecto a esta propiedad.
Una antibase para T es un conjunto A ¢ X tal que € (x) " A# O paratodo x € X y el

cual es minimal con respecto a esta propiedad.

La interpretacion de esta definicion, es que si todas las proposiciones en A son
falsas, entonces todas las proposiciones en X son falsas y A es minimal con respecto
a esta propiedad.

La inversa T = (X, € ") de una teoria T = (X, €), esta definida por:
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xe€'(S)siysélosi€C(X)NnS=D.
Es facil checar que T es una teoria, pues X es el mismo conjunto de proposiciones

queen Ty €' es una relacion de cerradura en X.

Lema 2.2.1
La inversa T~ de una teoria T es unitaria.

Demostracion
SeaSc Xyxe €'(S), entonces € (x) N S # & por definicion de €' .

Seas e € (x)n S, entonces € (x) N {s}# T,

esto implica que x € €' (s) y por lo tanto T es unitaria. g

Lema 2.2.2
Un conjunto A c X es una antibase para T si y sélo si A es una base para T .
Demostracion

= ) Como A ¢ X es una antibase para T,
entonces € (x) N A # & para toda x € X y es minimal con respecto a esta propiedad.
Esto es, x € € '(A) para toda x € X, donde €' es la relacion de cerradura de T

Esto implica que X = € ' (A) y A es minimal con respecto a esta propiedad,
por lo tanto A es una base de axiomas para T~ .

&) Como A es una base de axiomas para T,

entonces €' (A) = X y A es minimal con respecto a esta propiedad,
esto es, x e €'(A) para toda x e X.

Esto implica que € (x) N A # & para todo x € X,

por lo tanto A es una antibase para T. g

Como T", la inversa de una teoria T es unitaria,

entonces puede ser representada por una digrafica transitiva.
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Lema 2.2.3

SeaAc X, AesunabaseparaT' = (X, €")siysélosiA es unnicleo para H,

donde H es la digrafica transitiva que representaa T .

Demostracion

<) Sea H la digrafica transitiva que representa a T,
entonces V(H) = Xy (x,y) € F(H) siysolosix ¢! (y), estoes, y = x
Sea A un nucleo de H, entonces A es un conjunto independiente y absorbente.

Entonces para cada x e X — A, existe y € A tal que (x, y) € F(H), esto es,

x € €'(y), por lo tanto X = €'(A) y A es minimal con respecto a esta propiedad, ya
que si suponemos que existe A’ c A tal que X = €' (A),

tomamos x' € A — A’ y como A es independiente x' ¢ G‘1(y) para todo y € A,

entonces x' ¢ €'(A") y por lo tanto X « €'(A" ), contradiciendo que A es base,

entonces A es minimal con respecto a esta propiedad
por lo tanto A es una base de axiomas de T

—) Sea A una base de axiomas para T,
estoes, X =€ (A) y A es minimal con respecto a esta propiedad.
Como T es unitaria, entonces para cada x € X existe y € Atalque x € ¢’ (y), es

decir, (x, y) € F(H) y N es minimal con respecto a esta propiedad,

por lo tanto N es absorbente.
N es independiente ya que si suponemos lo contrario,

entonces existen x, x' € N tales que (x, x) € F(H),
entonces siy € ¢! (x), (y, x) € F(H) y por la transitividad de H, (y, x) € F(H),

es decir, y € € (x) por lo tanto X = € (N — {x})
pero esto no es posible porque N es minimal.

Por lo tanto N es un nicleode H. g
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Teorema 2.2.1

En unateoria T = (X, €) todas las antibases tienen la misma cardinalidad.

Demostracion

Por el Lema 2.2.2, A ¢ X es una antibase para T si y sOlo si A es una base para

T, por el Lema 2.2.3 esto sucede si y sélo si A es un nucleo de H, donde H es la
digrafica transitiva que representaa T™.

Y por el Corolario 2.1.1, todos los nucleos de H tienen la misma cardinalidad,

por lo tanto, todas las antibases para T tienen la misma cardinalidad. g
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3 Una caracterizacion alternativa de Graficas Perfectas
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3.1 Definiciones.

Cualquier digrafica D puede ser vista como una orientacion de su grafica subyacente
sin flechas de direccion que denotaremos como Gp. En particular, una orientacion de
una grafica puede contener flechas simétricas, esto es, flechas cuyo inverso esta
presente. Una orientacion de una grafica simple no dirigida, consiste en reemplazar
cada arista entre los vértices u; y u, por una flecha desde u; hacia u; 0 por una

flecha desde u, hacia u;, o por ambas flechas.

En la figura 3.1.1 se muestra la digrafica D, y su grafica subyacente.

55,

Figura 3.1.1
Notemos que una digrafica es una digrafica completa, si su grafica subyacente Gp es
una grafica completa. En la figura 3.1.2 se muestra la digrafica D1, que es una

digrafica completa y su grafica subyacente

Figura 3.1.2
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En digraficas simétricas completas, como todos los vértices son adyacentes entre si,
el nucleo de la digrafica esta formado por un solo vértice.

En la figura 3.1.3 se muestra un ejemplo en el que se observa que en ambas

digraficas el vértice v4 es nucleo.

<
NS
u‘

Figura 3.1.3

Definicion: La digrafica D es denominada una Bj-orientacion de Gp, si (4, w) € F(Dg)
y (v, w) € F(Dg) implica que («, v) € F(Dg) 0 (v, ) € F(Dg).
Cuando D es una B4-orientacion de Gp, decimos que D es una digrafica Bs-orientada.

En la figura 3.1.4 se muestran tres digraficas Bs-orientadas.

w w v
u
- - Y
u v u v
w
Figura 3.1.4
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El concepto de Bs-orientacion fue introducido por Skrien [14] y una caracterizacion
para el caso en el que D no tiene flechas simétricas fue obtenida por Gravil y Urrutia
[11]. Ellos también probaron que las graficas de intervalos, las graficas trianguladas y

las graficas de arcos circulares son todas graficas Bs-orientables.

Muchas propiedades de las digraficas Bs-orientables fueron obtenidas por J. Bang-
Jensen [1]. Una clase de graficas normalmente Bs-orientables fueron estudiadas por
Gravil y Toledano [10], quienes encontraron un algoritmo en tiempo polinomial para

encontrar un nucleo en una clase de graficas normalmente Bs-orientables.

Definicién: Una digrafica D es denominada una orientacién normal de una grafica G

si toda subgrafica de G contiene un vértice absorbente.

Recordemos que se definieron:

El numero cromatico de una grafica G, denotado por ¢(G) como el minimo nimero de
colores necesario para dar una coloracion propia a los vértices de la grafica G.

El numero de clan de una grafica G, denotado por o(G) es la subgrafica completa de

G de maxima cardinalidad.

Claude Berge [2] definié la clase de graficas perfectas de la siguiente manera: Una
grafica es llamada perfecta si para cada una de sus subgraficas inducidas H, y(H) =
w(H).

Al mismo tiempo Berge formulo la conjetura siguiente:
Una gréfica G es perfecta si y solo si, su complemento G° es perfecta. Esta conjetura

fue probada por Lovasz [12] y es conocida como el Teorema de la Grafica Perfecta.
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3.2 Graficas que son Bs-orientables y normalmente orientables .

La siguiente caracterizacion alternativa de graficas perfectas fue conjeturada en 1982
por Berge y Duchet [3].
Una grafica G es una grafica perfecta si y solo si cualquier orientaciéon normal de G

es nucleo perfecta.

En el presente trabajo se demuestra validez de una version de la conjetura anterior

para graficas que permiten una Bs-orientacion y una orientacién normal.

Demostracion de la conjetura:
< ) Esta primera parte de esta conjetura ya fue probada por E. Boros y V.
Gurvich[4].

— ) Para probar la segunda parte, se demuestran tres teoremas y un corolario:
Teorema 3.2.1

Sea G una grafica perfecta. Si Dg es una orientacion normal de G tal que Asim(Dg)
es una digrafica Bs-orientada, entonces Dg tiene un conjunto independiente maximo,
gue es un nucleo de Dg.

Coroloario 3.2.1.

Sea G una grafica perfecta. Si Dg es una orientaciéon normal de G tal que Asim(Dg)
es una digrafica Bi-orientada, entonces Dg es una digrafica nucleo perfecta.
Teorema 3.2.2

Si D es una digrafica nucleo perfecta Bi-orientada, entonces Gp (la grafica
subyacente de D) es una grafica perfecta y cada subdigrafica inducida de D tiene un
nucleo, el cual es un conjunto independiente maximo de veértices.

Teorema 3.2.3

Sea G una grafica normalmente orientable y Bs-orientable; G es una grafica perfecta
si y sblo si existe una orientacion normal y una Bs-orientacion de G, que sea una

digrafica nucleo perfecta.
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Demostracion de la segunda parte de la conjetura:

= ) Sea G una grafica perfecta. Por el Teorema de la Grafica Perfecta, G puede ser
partida en a(G) subgraficas completas, denominadas, K1, Ky,...,Kyg), donde o(G)

denota el tamafio maximo de un conjunto independiente en G.

Observacion 3.2.1

Sea G una grafica perfecta y Dg cualquier orientacion normal de G, si K es una
grafica completa de G, entonces puede asociarse a cada vértice v en K un numero
especifico ng(v) entre 1 y | V(K) | tal que ng(v) < ng(w) implica que hay una flecha
desde w hacia v en Dg.

Ahora, dada una particion p de V(G) en gréaficas completas, definimos la funcion

f» como la funcién que asocia a cada vértice el numero que recibe en el clan que lo

contiene. Para cualquier A c V(D) denotamos f, (A) =2, c a f, (2).

Demostracion de la observacion:

Sean G, Dg y K como estan definidas en la hipétesis.
Tomamos V; cualquier nucleo de K y hacemos ng(Vi) = 1 si y solo si absorbe a todos
los demas vértices de K.

Quitamos v; de Ky nos queda K — { v; } que es completa,

Por lo tanto, existe vo € K—-{Vv:} tal que v, absorbe a todos los demas vértices de
K—-{v:}, entonces hacemos ng(Vz) = 2;

Quitamos v de K—-{V:} ynos queda K—-{ Vi, V2 } que es completa.

Repetimos el proceso mientras K—{V;,Vz2,...,Vn} # & =
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Teorema 3.2.1 H. Galeana [16]
Sea G una grafica perfecta. Si Dg es una orientacion normal de G tal que Asim(Dg)
es una digrafica Bi-orientada, entonces Dg tiene un conjunto independiente maximo,

que es un nucleo de Dg.

Demostracion

Sea Dg una digrafica tal que, es una orientacion normal de G tal que Asim(Dg) es
una digrafica Bs-orientada

p=1{Kiy, Kz,..., Ky (@)} una particion de V(G) en subgraficas completas,

VK) = { v, o, 13, ..., %i, }, con n; = |V(Kj)| es una sucesion de vértices de K;
definidos como en la Observacion 3.2.1y

f »:V(G) > {1, 2,...} una funcién definida como en la Observacién 3.2.1.

Tomamos Iy cualquier conjunto independiente maximo de vértices de Dg tal que

fp(lo) =min{f ,(I) | Iesun conjunto independiente maximo de vértices de Dg}

Probaremos que Ip es un nucleo de Dg.
La definicion de Iy implica que Ip es un conjunto independiente, asi que soélo
necesitamos probar que Ip es un conjunto absorbente de Dg.

(1 lo es un conjunto absorbente de vértices

Demostracion de (7)

Supongamos que Ip no es un conjunto absorbente de vértices de Dg.
Entonces existe w € (V(Dg) - Ip ) tal que no existe w Iy flecha en Dg.
Y existe unay solo unai e {1,2,...,a(G)} tal que w € K| .ya que Ky, Ky,..., KyG) €s una

particion de Dg.
Dado que Ip es un conjunto independiente maximo de vértices de Dg y G es una

grafica perfecta, tenemos que Iy intersecta a K; exactamente una vez.
Sea{z}=1onK,s=f ,wWyr=f,(2)

(£1) =g

(i.2) (z,w) € F(Asim(Dg))

(3) (lo—{z}) v {w}noes un conjunto independiente
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Demostracion de (i.1)
Si r < s, entonces existe wz flecha, pero z € Ip esto implica que existe w I, flecha,
que es una contradiccion por lo tantor > s
Demostracion de (i.2)
Como z, w estan en K, que es subgrafica completa, entonces existe zw flecha o wz
flecha, ademas wz € F(Dg) pues z € Ip y no existen wip flechas
por lo tanto (z, w) ¢ F(Dg) y (w, z) € F(Dg), esto es, (z, w) € F(Asim(Dg)).
Demostracion de (#.3)
Supongamos que (Ip — { z}) U { w} es un conjunto independiente.
Claramente | Io | = |(Io — {z}) v { w } | asi que tenemos que:
(Io = {z}) v {w } es un conjunto independiente maximo de vértices de Dg
entonces f, ((lo—{z}) u{w})=f, (o) = fp (@) + fr (W)
y de (i.1) se sigue que f ,(w) < f ,(z) porlotanto f ,(w)-f ,(2) <0,
entonces f, (lo—{z} v {w})) =f,((lo-{z}) v{w}) < f, (lo) contradiciendo la
eleccion de Ig.
(i4) Existey € (Ip -{z}) tal que (y, w) € F(Asim(F(Dg))
Demostracion de (i.4)
Dado que I es un conjunto independiente
se sigue de (1.3) que existe y € (Ip -{z}) tal que {(y, w), (w, y)} » F(Dg) # @.
Ahora, la eleccion de w implica que (w, y) ¢ F(Dg), entonces (y, w) € F(Dg), por lo
tanto (y w) € F(Asim(F(Dg)).
Ahora de (i.2) tenemos que (z, w) € F(Asim(Dg)) y
de (i.4) tenemos que (y, w) € F(Asim(F(Dg))
y dado que Asim(Dg) es una digrafica B4-orientada, entonces {(z, y), (y, 2)} n F(Dg) #
@ycomoz e lpy Yy e Ip se contradice que Ip es un conjunto independiente. Por lo
tanto concluimos que Ip es un conjunto absorbente de Dg , y de aqui que Ip es un

nucleode Dg. m
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Coroloario 3.2.1.
Sea G una grafica perfecta. Si Dg es una orientacion normal de G tal que Asim(Dg)
es una digrafica Bi-orientada, entonces Dg es una digrafica nucleo perfecta.
Demostracion
Se sigue directamente del Teorema 3.2.1 y de los siguientes tres hechos:
(1) Toda subdigrafica inducida de una digrafica Bi-orientada es también una
digrafica Bs-orientada,
(ii) Toda subdigrafica inducida de una digrafica normalmente orientada es
también una digrafica normalmente orientada y
(i)  Toda subgrafica inducida de una grafica perfecta es también una grafica

perfecta.

Teorema 3.2.2 H. Galeana [16]

Si D es una digrafica nucleo perfecta Bi-orientada, entonces Gp (la grafica
subyacente de D) es una grafica perfecta y cada subdigrafica inducida de D tiene un
nucleo, el cual es un conjunto independiente maximo de vértices.

Demostracion

Probaremos que G® el complemento de Gp es una grafica perfecta y aplicando el
Teorema de la Grafica Perfecta concluiremos que Gp es una grafica perfecta.

Sea Q una subgrafica inducida de G%, probaremos que % (Q) = o (Q).

Sea H = D[V(Q)], tomaremos K = {z4, z5,...,Zn} cualquier nucleo de H y el color de los
vértices de Q con n colores 1,2,...,n como sigue:
Asignamos el coloria zjparacadai e {1, 2,...,n}y
para x ¢ K le asignaremos el color min{ j € {1, 2,...n} | (x, z;) € F(H)}, esto es,
x toma el valor de un vértice del cual es adyacente.
(i) Sean x ,y € V(Q). Si x y y tienen asignado el mismo color,

entonces x no es adyacente ay en Q.
Demostracion de (7)
Es claro que si { x , y } € Kentonces x y y tienen asignado diferente color , asi que

solo necesitamos analizar los siguientes casos:
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(t1) xeK, yeg K
Dado que x € K, existe i € {1, 2,...n} tal que x = z;, de aqui que x tiene el color i
la hipétesis (i) dice que x y y tienen asignado el mismo color por lo que
i=min{ j e {1,2,..,n}talque (y, z;) € F(H)}
entonces (y,z)=(y,x) e F(H)= xes adyacenteayen Gp
= x no es adyacente ay en Gp°= x no es adyacente ay en Q.
(i2) xeKyeg K
Por (1) xyy tienen asignado el mismo color, digamos i, tenemos que:
i=min{ je{1,2..n|(x,2zj)eFH} =min{ je{1,2..n}|(y, zj) e F(H)},
entonces {( x , z; ), (y, zi )} < F(H) y dado que D es una digrafica Bs-orientada,
tenemos que {(x, y), (y , X)} n F(D) # & , de aqui que x es adyacente ay en Gp = X
no es adyacente a'y en Gp°, = x no es adyacente ay en Q.
@ Q) =o(Q)=n

Es decir el numero cromatico de Q es igual a la cardinalidad maxima en un clan.

Demostracion de (#)
La coloracién propia dada a V(Q) es propia por lo tanto se sigue que %(Q) < n. Como
Q[K] es una subgrafica completa de Q con n vértices, tenemos que el numero
maximo de vértices o(Q) = n.
Por otra parte, para colorear cualquier grafica G se necesitan a lo mas n colores,
dado que puede haber dos vértices con el mismo color, por lo que %(Q) = o(G) para
toda grafica G, entonces

Q) 2 0(Q)
n2%(Q) =2 w(Q) = n por lo tanto
7(Q) = 0(Q) =n= a(H) = 0(Q)

por lo que K es un numero maximo de conjuntos independientes de H. g

Como una consecuencia directa de los teoremas 3.1.1 y 3.1.2 tenemos la siguiente

caracterizacién de graficas perfectas normalmente orientables y Bj-orientables.
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Teorema 3.2.3 H. Galeana [16]

Sea G una grafica normalmente orientable y Bi-orientable; G es una grafica perfecta
si y sélo si existe una orientacién normal y una Bs-orientacion de G, que sea una
digrafica nucleo perfecta.

Demostracion

= ) Sea G una grafica perfecta, que es normalmente orientable y B4-orientable.
Entonces existe una orientacion de Dg que es una orientacion normal y una Bj-
orientacion. Por el Teorema 3.2.1 Dg tiene un nucleo.

Sea H una subgrafica inducida propia de Dg, entonces se tiene que H también es
normalmente orientada y Bi-orientada, la grafica subyacente de H es perfecta.

Por el Teorema 3.2.1 H tiene un nacleo y como toda subgrafica inducida de D¢ tiene
nucleo, entonces Dg es nucleo perfecta.

<) Tenemos una orientacién normal y Bs-orientacion de G denominada Dg, la cual

es nucleo perfecta. Y por el Teorema 3.2.2, G es perfecta. u

Observacion 3.2.2
La hipotesis “ D es una digrafica Bs-orientada” no puede ser omitida en el Teorema
3.2.2.

Demostracion
Sea D una digrafica D, y Gp como se muestran en la figura 3.2.1.

a a

Figura 3.2.1
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Dado que las flechas (e, a) y (b, a) son flechas de D, para que ésta fuera una

digrafica Bs-orientada, al menos una de las flechas (b, e) 6 (e, b) deberia ser flecha

de D y no lo son, por lo tanto D no es una digrafica Bi-orientada.

a a
b € b & L
e 3 O Od
c
Figura 3.2.2

En la figura 3.2.2 se puede observar que los conjuntos independientes son:

{a,c} {a, e}, {b, d}, {b, e}y {c, d}, por lo que a(G) = 2,

los clanes estan dibujados a la derecha de la grafica y se observa que ®(G) = 3.
También se ve que o (G) = 2. Finalmente el color de los vértices esta representado
con numeros y entonces y(G) = 3, entonces G no es independientemente perfecta
porque a(G) =2y O(G) = 3.

Mas aun, G no es cromaticamente perfecta porque y(G) =3y 0 (G)=2 u
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Observacion 3.2.3
La hipétesis “D es nucleo perfecta” no puede ser omitida en el Teorema 3.2.2.

Demostracion

Sea D una digrafica D, y Gp como se muestran en la figura 3.2.3.

a a

Figura 3.2.3
Supongamos que D es una digrafica nucleo perfecta.

Sea e un vértice del nicleo N, entonces por independenciaa ¢ Ny d ¢ N.
Ahora, por absorbencia, b € N, y por independencia,a¢ Ny c ¢ N.

Entonces ¢ no es absorbido por el nucleo N. Por lo tanto D no es nucleo perfecta.

La grafica subyacente Gp es idéntica a la de la observacion 3.2.2 y ya se demostrd

que no es una grafica perfecta. n
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4 Digraficas B,—orientadas y B,-orientadas
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4.1 Definiciones.

Definicion: La digrafica D es denominada una Bs-orientacién de Gp, si (1, w) € F(Dg)
y (v, w) € F(Dg) implica que (4, v) € F(Dg) 0 (v, u) € F(Dg).
Cuando D es una Bs-orientacion de Gp, decimos que D es una digrafica Bs-orientada.

En la figura 4.1.1 se muestran tres digraficas Bs-orientadas.

w w
/\ |
o - 4
p/ v u v

Figura 4.1.1

Definicion: La digrafica D es denominada una B;-orientacion de Gp, si (w, u) € F(Dg)

v

w

y (w, v) € F(Dg) implica que (4, v) € F(Dg) 0 (v, u) € F(Dg).
Si D es una B,-orientacion de Gp decimos que D es una digrafica B;-orientada.
En la figura 4.1.2 se muestran tres digraficas B;-orientadas.

w w i
u v v u v

Figura 4.1.2
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El concepto de Bq-orientacion fue introducido por Skrien [14] y una caracterizacion
para el caso en el que D no tiene flechas simétricas fue obtenida por Gravil y Urrutia
[11]. Ellos también probaron que las graficas de intervalos, las graficas trianguladas y

las graficas de arcos circulares son todas graficas Bs-orientables.

Definicion: Sea € = (Vp, V4, Va,..., Vm, Vo) un ciclo dirigido de la digrafica D,
denotaremos por £(€ ) su longitud, es decir, el numero de flechas que lo forman. En
ésta notacion £(€ ) =m. Parai#jconi, j e V(€). Denotaremos también con (i, € , j)

la ij-trayectoria dirigida contenida en € y denotaremos por € (i, € , j) su longitud.
Definicion: Una diagonal de € es una flecha = (i, j) € (F(D) —F(C€ )) tal que i # j con
i,] € V(C).

Definicion: Una seudodiagonal de € es una diagonal de € doblemente orientada.

En la figura 4.1.3 se muestran tres ejemplos, un ciclo dirigido € (4.13.a), de una

diagonal en el ciclo € (4.13.b) y otro de una seudodiagonal, en el mismo ciclo
(4.13.c).

Figura 4.1.3
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Definicién: La manera de medir la longitud de una diagonal € (i, € , j) es, partiendo
del vértice origen i, contar las flechas en €, siguiendo la direccién de las flechas del

ciclo dirigido € , hasta llegar al vértice destino j.
Ejemplo: En la figura 4.1.4 se muestran dos ciclos dirigidos y4 y y. , con dos

diagonales cada uno. Sus longitudes son:

£ (v7, 11, v1)=3, £ (Va,11,V7)=4, € (V3,7.,V0)=6, ¥ (Vg 72,V5)=6

Figura 4.1.4
Dos vértices unidos por una flecha de € se dice que son consecutivos en € .

Definicion: Un polo del ciclo € es el vértice terminal w de una diagonal (x, w) de €.

En la figura 4.1.5 se muestra un ciclo dirigido con una diagonal, y en él se puede ver

que los vértices V4 y Vo son consecutivos, como también lo son V5 y Vg. Se muestra

también un polo que es el punto Vg (sefialado con negro).
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4.2 Nucleos en digraficas Bq-orientadas.

Teorema 4.2.1
Sea D una digrafica en la que cada ciclo dirigido de longitud impar y de D satisface
las siguientes propiedades:

1) D[ V(y)]es una digrafica Bi-orientada y

i) y tiene al menos dos seudodiagonales

Entonces cada ciclo dirigido de longitud impar de D tiene al menos dos polos
consecutivos.

Demostracion

Procederemos por induccién sobre £ (y ).

Sea y es un ciclo dirigido de longitud impar de D.

Cuando ¥ (y) = 3, el teorema se sigue de la hipotesis (ii). Yaquesi¥ (y)=3yse

tienen dos seudodiagonales, entonces las subdigraficas posibles se muestran en la

figura 4.2.1, y éstas tienen dos polos consecutivos (senalados en negro).

Figura 4.2.1

Suponemos que todo ciclo dirigido de longitud impary’ con ¥ (y’ ) < 2k + 1,

con k > 2, tiene al menos dos polos consecutivos.

Sea (0, 1, 2,...,2k, 0) la etiquetacion de los vértices de v, un ciclo dirigido de longitud
2k + 1, con k > 2 y que cumple las hipotesis del teorema.

Necesitamos probar que y tiene al menos dos polos consecutivos.
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Observacion 4.2.1

Podemos suponer que F(y ) < F( Asim(D)). De otro modo, ya acabamos.

Veamos, si F(y ) < F( Sim(D)), entonces, dado que si (1,0) € F(D) entonces
la hipétesis (1) implica que (1, 2k) € F(D) 6 (2k, 1) € F(D).
Cuando (1, 2k) € F(D) tenemos que 2k,0 son polos consecutivos de y como se

muestra en la figura 4.2.2.a, y cuando (2k, 1) € F(D) tenemos que 0,1 son polos

consecutivos de y como se muestra en la figura 4.2.2.b,

por lo que, cuando F(y) < F( Sim(D)), y tiene al menos dos polos consecutivos.

0 0
1 > 2K 1 < 2k
a b
Figura 4.2.2

Por lo tanto, se puede suponer que F(y) < F( Asim(D)).

Observacion 4.2.2.

Podemos suponer que cada diagonal de y tiene longitud 2.

De lo contrario, existe una diagonal de longitud i # 2, supongamos que el origen de
ésta diagonal esta en el vértice 0, es decir, existe una flecha f = (0, i), diagonal de y
coni#2.

De la Observacion 4.2.1, la diagonal no puede tener longitud 1, entonces i > 2 y

dado que el origen de la diagonal es el vértice 0, tenemos que 2 <i< 2k -1.
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Por otra parte, la hipétesis () implica que (0, i-1) € F(D) 6 (i-1, 0)} € F(D); cuando
(0, i-1) € F(D) tenemos que i-1, i son polos consecutivos en y como se muestra en
la figura 4.2.3.a y cuando (i-1, 0) € F(D) la hipotesis (1) implica (i-1, 2k) € F(D) 6
(2k, i-1) € F(D), cuando (i-1, 2k) € F(D) se tiene que 0,2k son polos consecutivos de

y como se muestra en la figura 4.2.3.b y cuando (2k, i-1) € F(D) se tiene que i, i-1

son polos consecutivos de y como se muestra en la figura 4.2.3.c

2k 2K

2K

i-1 i

C

Figura 4.2.3

Por lo tanto podemos suponer que cada diagonal de y tiene longitud 2.
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De la hipétesis (i), y tiene dos diagonales f1y f» y de las Observaciones 4.2.1 y
4.2.2 podemos suponer que éstas diagonales son: £ = (i, i+2), £z = (j, j+2). Como j # 1,
podemos suponer que j > i. Ademas j>i+ 1, yaquesij=i+ 1, yaacabamos, dado
que fi = (i, i+2), 2 = (j*+1, i+3), entonces i+2, i+3 son polos consecutivos, como se
muestra en la figura 4.2.4 (Notese que las distancias son médulo 2k+1)

0

2Kk

i+3

i+2

i i+1
Figura 4.2.4

Por lo que podemos suponer que 7y tiene dos diagonales £ = (i, i+2), £z = (j, j+2), con j

>i+ 1.

Seay = (y-{i+1, j+1}) U {f1, fo}) como se muestra en la figura 4.25. y es
resultado de quitarle cuatro flechas a y y aumentarle dos diagonales, por lo que es
un ciclo dirigido de longitud impar, entonces se sigue de la hipotesis de induccion que

y' tiene dos polos consecutivos.

i+2 J

Figura 4.2.5
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Si estos polos consecutivos no pertenecen al conjunto { i, i+2, j, j+2}, entonces
también son polos consecutivos en y y ya acabamos.
Si estos polos consecutivos son iy i+2 6y j+2, estos no son consecutivos en y.

Para cualquiera de las parejas, el analisis es analogo. Supongamos que los polos

consecutivos son i, i+2.

Como i es polo de y’, también es polo de y y por las Observaciones 4.2.1 y 4.2.2,

(-1, i+2) € F(D), como se muestra en la figura 4.2.6.

2k-1

i+3

i+1 i+2

Figura 4.2.6
Como (i-1, i+2) € F(D) y (i+1, i+2) € F(D); por la hipotesis (1) (i-1, i+1) € F(D); 6
(i+1, i-1) € F(D); Si (i-1, i+1) € F(D) entonces, i, i+1 son polos consecutivos de y ; y
si (i+1, i-1) € F(D) entonces, i-1, i son polos consecutivos de v ; por lo tanto y tiene

dos polos consecutivos. m
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Corolario 4.2.1

Sea D una digrafica, si cada ciclo dirigido de longitud impar y de D y satisface las
siguientes propiedades:

() D[ V(y ) ] es una digrafica B,-orientada y

(i1) v tiene al menos dos seudodiagonales

entonces D es nucleo perfecta.

Demostracion
Por el Teorema anterior se sigue que cada ciclo dirigido de longitud impar y de D
tiene al menos dos polos consecutivos y ésta es la condicion que requiere el

Teorema 2.1.4 (de los teoremas fundamentales), para asegurar que D es una

digrafica nucleo perfecta. u
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Observacion 4.2.3
La hipotesis :
“i) La subdigrafica de D inducida por V(y ) es una digrafica Bs-orientada”
no puede ser omitida en el Teorema 4.2.1.
Demostracion
Sea la digrafica D, la que se muestra en la figura 4.2.7.a, y sea D’ = D[V(y ) ], la

digrafica mostrada en la figura 4.2.7.b.

Figura 4.2.7
Dado que las flechas (14, 20) y (19, 20) son flechas de D’, para que esta fuera una
digrafica Bi-orientada, al menos una de las flechas (14, 19) 6 (19, 14) deberia ser

flecha de D’ y no lo son. Por lo tanto D’ no es una digrafica Bs-orientada.

Claramente se ve que D’ es una digrafica con un ciclo dirigido de longitud impar (13),
no es una digrafica Bs-orientada, que tiene al menos dos seudodiagonales y tiene

dos polos (sefialados con negro, en la figura 4.2.7.b), que no son consecutivos.

Por lo tanto la hipétesis mencionada no puede ser omitida en el Teorema 4.2.1. g
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Observacion 4.2.4

La hipétesis : “ii) y tiene al menos dos seudodiagonales”, no puede ser omitida en el
Teorema 4.2.1.

Demostracion
Sea D la digrafica que se muestra en la figura 4.2.8.a, y sea D’ = D[V(y)], |a digrafica

mostrada en la figura 4.2.8.b.

Figura 4.2.8

Dado que las flechas (1, 2) y (7, 2) son flechas de D', para que sea una digrafica Bs-
orientada, al menos una de las flechas (1, 7) 6 (7, 1) debe ser flecha de D', y en este
caso (7, 1) es flecha de D', entonces D' es una digrafica B-orientada.

Claramente se ve que D’ es una digrafica con un ciclo dirigido de longitud impar (5),
que es una digrafica Bs-orientada, no tiene al menos dos seudodiagonales, y tiene

Unicamente un polo (sefalado con negro, en la figura 4.2.8.b).

Por lo tanto la hipétesis mencionada no puede ser omitida en el Teorema 4.2.1. 4
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4.3 Nucleos en digraficas B;-orientadas.

Teorema 4.3.1

Sea D una digrafica, si cada ciclo dirigido de longitud impar y de D satisface las
siguientes propiedades:

1) D[V(y)] es una digrafica Bp-orientada

i) si € (y) =3, entonces y tiene al menos dos flechas simétricas, y

i) si€ (y) > 5, entonces y tiene al menos dos diagonales,

entonces cada ciclo dirigido de longitud impar de D, tiene al menos dos polos
consecutivos.

Demostracion

Argumentamos por induccion sobre £ (y ), donde y es un ciclo dirigido de longitud
impar de D;

Cuando ¥ (y ) = 3 el teorema se sigue de la hipétesis (#). Yaque si ¥ (y) =3y se

tienen dos flechas simétricas, entonces las subdigraficas posibles son tres y se
muestran en la figura 4.3.1, y éstas tienen dos polos consecutivos (sefalados en

negro).

Figura 4.3.1
Supongamos que todo ciclo dirigido de longitud impar ¥’ con € (y’ ) < 2k +1 tiene al

menos dos polos consecutivos; Denotaremos ésta hipotesis de induccion con hy,
debido a que dentro de la demostracion se utiliza otra hipétesis de induccion.

Sea y = (0, 1, 2,...,2k,0) un ciclo dirigido de longitud 2k+1, con k > 2, y que cumple
con las hipotesis del teorema. Probaremos que y tiene al menos dos polos

consecutivos.

75



Observacion 4.3.1
Podemos suponer que si (i, j) es una diagonal de y entonces para cada z € V((i, v, J)

—{i, j}), la flecha (z, j) € F(D).
Probaremos la observacién por induccion sobre £ (i, ¥ 1k

Para el caso en que ¥ (i, v, j ) = 3 la hipétesis se cumple por vacuidad.

Supongamos que la observacion se cumple para cualquier diagonal g'= (i, ') de vy
con 4 (i, Y,j)<myseag= (i, ) una diagonal de y con £ i, Y,J)=m2=3; ésta

hipotesis se denotara con hs.

Caso 1: m es impar.

Y = (i, j) v (], vy .i) es un ciclo dirigido contenido en vy, es de longitud impar, esto
porque a y se le estan quitando (m correspondientes al ciclo (i, ¥ ,j )) y se le aumenta
una flecha (la de la diagonal (i, j)), entonces se sigue de la hipétesis de induccion hy
que y' tiene dos polos consecutivos. Estos polos necesariamente son i, j; de otra
manera, los polos consecutivos de ¥’ son polos son consecutivos de y también, y ya

terminamos.

Dado que ¥ (i, v, j) > 3 y D[V(y )] es una digrafica B,-orientada se sigue que:

(i+1, ) € F(D) 6 (], i+1) € F(D). Cuando ( j, i+1) € F(D) tenemos i, i+1 dos polos
consecutivos de y, como se muestra en la figura 4.3.2, donde la parte remarcada

corresponde a y’ y los polos estan marcados en negro.

0

Figura 4.3.2
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Cuando (i+1, j) € F(D) tenemos la trayectoria dirigida (i+1, y , j) y su longitud £ (i+1, y

.j) es menor que ¥ (i, v, j) . Entonces se tiene que € (i+1,y,j) < € (i, y,j) = m, por lo
que la Observacion 4.3.1, se sigue de la hipétesis de induccién hy. Esto se muestra

en la figura 4.3.3, donde la parte remarcada corresponde a y’.

0

i iv1

Figura 4.3.3
Caso 2:
mes par,4 <m < 2k -2.

La hipodtesis (1) implica que (i+1,j) € F(D) 6 (j, i+1) € F(D).

Si (i+1, j) € F(D) tenemos la trayectoria dirigida (i+1, v, j) y su longitud £ (i+1, Y,])es
menor que € (i, v, j) . Entonces se tiene que € (i+1,y,j) < € (i, y, j) = m por lo que la
Observacién 4.3.1, se sigue de la hipétesis de induccién hy. Esto se muestra en la
figura 4.3 4.

2k

i j+l

i+l J

Figura 4.3.4
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Si (j, i+1) € F(D), entonces la hipétesis (1) implica que (j+1, i+1) € F(D) 6 (i+1, j+1) €
F(D); Cuando (i+1, j+1) € F(D) tenemos que j, j+1 son dos polos consecutivos de vy,

como se muestra en la figura 4.3.5, donde los polos estan marcados con negro.
0

2k

i+l

Figura 4.3.5

y cuando (j+1, i+1) € F(D), consideramos y; = (j+1,i+1) U (i+1,y ,j+1).

Como € (i,y,j) =m=¥ (i+1, y, j+1), entonces la longitud de € (i+1, y, j+1) es par, y
al aumentarle la diagonal ( j+1, i+1), se convierte en un ciclo de longitud impar;
entonces se sigue de la hipétesis de induccion hy que y' tiene dos polos
consecutivos.

Estos polos deben ser i+1 y j+1; de otra manera, los polos consecutivos de y; son
polos consecutivos de y también, y ya acabamos. Ahora como j es polo, entonces j,
j+1 son polos consecutivos de y como se muestra en la figura 4.3.6, donde la parte
remarcada es y, . Por lo que si (i, j) es diagonal de y entonces para cada z € V((i, v, j)
—{i, j}), laflecha (z, j) € F(D).

Figura 4.3.6
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Observacion 4.3.2

Podemos suponer que y tiene al menos una diagonal de longitud mayor que 2.
Supongamos que toda diagonal de y tiene longitud 2.

La hipétesis (i) implica que vy tiene dos diagonales, sean éstas f; = (i, i+2) y f2 = (],
j*+2); necesariamente i+2 = j+1 y j+2 # i+1; ya que de otra manera acabamos, porque
si i+2 = j+1, entonces i+1=jy f1 = (i, i+2), f = (i+1, i+3), entonces i+2, i+3 son polos
consecutivos como se muestra en la figura 4.3.7.a; y sij+2 = i+1, entonces j+1=iy
fi = (+, j+3), 2 = (j, j+2), entonces j+2, j+3 son polos consecutivos como se muestra

en la figura 4.3.7.b.

0 0
2k 2k
i+3 J+3
i+2 2
¢ J J i
a b
Figura 4.3.7

Ahora consideremos y; = (y - {i+1, j+1}) U {f1, 2})-

Y+ €s de longitud impar, debido a que a y se le quitan 4 flechas, entonces se sigue de
la hipotesis de induccion hq que y4 tiene dos polos consecutivos.

Por lo arriba expuesto, i+1 y j+1 no son consecutivos en y; entonces los polos
consecutivos de y; son i, i+2 é son j, J+2, porque si no lo son, entonces los polos
consecutivos de y, son polos consecutivos en y y ya terminamos.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los polos consecutivos de y; son i,
i+2; entonces existe una diagonal de y, con punto final i, y ésta necesariamente es de
tamano 2, porque si no lo fuera, la longitud de la diagonal seria mayor que 2 y ya
terminamos.
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Entonces existe la diagonal (i-2, i) como se muestra en la figura 4.3.8, donde la parte

remarcada es v,

j+2 i

Figura 4.3.8
Ahora consideremos y, = (y - {i-1, i+1}) U {(i-2, i), (i, i+2)}.
Y2 s de longitud impar, debido a que a y se le quitan 4 flechas, entonces se sigue de
la hipétesis de induccién hq que v, tiene dos polos consecutivos.
Los polos consecutivos de y, son i-2, i 6 son i, i+2, porque si no lo son, entonces los
polos consecutivos de y, son polos consecutivos en y y ya terminamos.
En ambos casos i es polo; entonces existe una diagonal de y, con punto final i, y ésta
necesariamente es de tamano 2, porque si no lo fuera, la longitud de la diagonal
seria mayor que 2 y ya terminamos. Entonces existe la diagonal (i-3, i), que es de
longitud mayor que 2 en y , como se muestra en la figura 4.3.9, donde la parte

remarcada es y;

i+2

Figura 4.3.9

Por lo tanto y tiene al menos una diagonal de longitud mayor que 2.
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Podemos suponer que para alguna i € { (0, 1, 2,...2k) }; (i, i+3) es diagonal de v,
esto por la Observacién inmediata anterior y por la Observacion 4.3.1, también
podemos suponer que existe la diagonal (i+1, i+3) en y . Esto se muestra en la figura
4.3.10.a,

Sea y, = (i, i+3) U (i+3, v, i). 7v4 es de longitud impar (ya que estamos quitando a y
tres flechas y aumentando una, que es la de la diagonal), entonces por la hipétesis
hy, v+ tiene dos polos consecutivos; podemos suponer que estos son i, i+3, dado que
si no lo fueran, entonces los polos consecutivos en v4, serian polos consecutivos en vy
también. Lo anterior se observa en la figura 4.3.10.b.

Finalmente como i es polo de y, entonces i-2,i es una diagonal de y

i i+3

®i+3

i+l i+2

Figura 4.3.10

Ahora podemos suponer que los dos polos consecutivos de
Y= (y - {i-1, i+2}) U {(i-2, i), (i+1, i+3)} son i-2, i 6 son i+1, i+3, dado que si no lo
fueran, entonces los polos consecutivos en y,, serian polos consecutivos en y

también y ya acabamos, analizaremos los dos casos posibles.
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Caso a: i+1, i+3 son polos de vy, .
Supusimos que i+1 es polo de y, , entonces también es polo de y ; y como en y existe
la diagonal (i-2, i); entonces i es polo de y por lo tanto, i, i+1 son polos consecutivos

de y; como se muestra en la figura 4.3.11, donde y, aparece remarcada.

Figura 4.3.11
Caso b: i-2, i son polos dey,
Como i es polo de 7, existe una diagonal cuyo punto final es i, sea ésta f = (k, i).
Analizaremos dos casos posibles: k = i+1 y k # i+1
Caso b.1: k= i+1
Como existe la diagonal (i+1, i+3) en y entonces i+3 es polo de y; y como (i+1, i) €
F(D) y (i+1, i+2) € F(D), por la hipétesis (1) que (i, i+2) € F(D) 6 (i+2, i) € F(D).
Cuando (i, i+2) € F(D) tenemos i+2, i+3 dos polos consecutivos de y, pues sabemos
que existe la flecha (i+1, i+3), como se muestra en la figura 4.3.12, donde 1,

aparece remarcada.

i+l i+2
Figura 4.3.12
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Cuando (i+2, i) € F(D) y (i, i+2) ¢ F(D), tenemos el ciclo dirigido (i, i+1, i+2, i), que es
de longitud 3, y por la hipétesis (i ), tiene dos flechas simétricas, ademas sabemos
que la flecha (i, i+2) ¢ F(D) y como {(i, i+1), (i+1, i)} € F(D), entonces existe la
diagonal (i+2, i+1).

Entonces i+1 es polo de y y por lo tanto i, i+1 son polos consecutivos de y. Esto se

ilustra en la figura 4.3.13.

Figura 4.3.13

Caso b.2: k # i+1

Como la flecha ( i-2,i ), es una diagonal de longitud 2 y existe en y , entonces

tenemos que
4 (f) =3 envy, yde la Observacion 4.3.1 se sigue que la flecha (i-3, i) € F(D).

Seade y; = (i-3,1i) U (i, y, ir3). y; es de longitud impar ya que a y le estamos
quitando tres flechas ( (i-3, i-2), (i-2, i-1) y (i-1, i)) y le estamos poniendo la diagonal
(-3, i), entonces se sigue de la hipotesis que y; tiene dos polos consecutivos.
Podemos suponer que estos son i-3, i ya que si ellos no lo fueran, entonces los polos

consecutivos en y; serian polos consecutivos en y también, y ya acabamos.
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Por lo que i-2, i-3 son polos de y, como se muestra en la figura 4.3.14.

i+1 i+2

Figura 4.3.14

Por lo tanto cada ciclo dirigido de longitud impar y tiene dos polos consecutivos. m

Corolario 4.3.1

Sea D una digrafica, si cada ciclo dirigido de longitud impar y de D, satisface las
siguientes propiedades:

i) D[ V(y) ]es una digrafica B,-orientada

i) si € (y) =3, entonces y tiene al menos dos flechas simétricas, y

iii) si  (y) > 5, entonces y tiene al menos dos diagonales,

Entonces D es nucleo perfecta.

Demostracion

Por el Teorema anterior se sigue que cada ciclo dirigido de longitud impar y de D
tiene al menos dos polos consecutivos y ésta es la condicion que requiere el

Teorema 2.1.4 (de los teoremas fundamentales), para asegurar que D es una

digrafica nucleo perfecta. g
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Observacion 4.3.3
La hipétesis :
‘1) D [ V(y )] es una digrafica B;-orientada”
no puede ser omitida en el Teorema 4.3.1.
Demostracion
Sea la digrafica D, la que se muestra en la figura 4.3.15.a, y sea D’ = D[V(y )], la

digrafica mostrada en la figura 4.3.15.b.

Figura 4.3.15
Dado que las flechas (14, 2) y (19, 20) son flechas de D', para que esta fuera una

digrafica B,-orientada, al menos una de las flechas (2, 20) 6 (20, 2) deberia ser flecha
de D’ y no lo son. Por lo tanto D’ no es una digrafica B,-orientada.

Claramente se ve que D’ es una digrafica con un ciclo dirigido de longitud impar (13),
no es una digrafica B;-orientada, que tiene al menos dos seudodiagonales y tiene
dos polos (sefialados con negro, en la figura 4.3.15.b), que no son consecutivos.

Por lo tanto la hip6tesis mencionada no puede ser omitida en el Teorema 4.3.1. g
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Observacion 4.3.4
La hipotesis :
“ii)si € (y) =3, entonces y tiene al menos dos flechas simétricas”,

no puede ser omitida en el Teorema 4.3.1.
Demostracion

Sea la digrafica D, la que se muestra en la figura 4.3.16.a, y sea D’ = D[V(y) ], la

digrafica mostrada en la figura 4.3.16.b.

1 1
3
4

a b

Figura 4.3.16

Dado que las flechas (5, 1) y (5, 2) son flechas de D’, para que sea una digrafica B;-
orientada, alguna de las flechas (1, 2) 6 (2, 1) deben ser flechas de D', y en este
caso (1, 2) es flecha de D', entonces D’ es una digrafica Bz-orientada.

Claramente se ve que D’ es una digrafica con un ciclo dirigido de longitud impar (3),
que es una digrafica B,-orientada, que no tiene al menos dos flechas simétricas,

y tiene unicamente un polo (sefalado con negro, en la figura 4.3.16.b).

Por lo tanto la hip6tesis mencionada no puede ser omitida en el Teorema 4.3.1. g
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Observacion 4.3.5

i

La hipétesis : “iii) si € (y) > 5, entonces y tiene al menos dos diagonales
no puede ser omitida en el Teorema 4.3.1.

Demostracion

Sea la digrafica D, la que se muestra en la figura 4.3.17.a, y sea D' = D[V(y ) ], la

digrafica mostrada en la figura 4.3.17.b.

Figura 4.3.17

Dado que las flechas (6, 7) y (6, 1) son flechas de D’, para que sea una digrafica Bz-
orientada, alguna de las flechas (1, 7) 6 (7, 1) deben ser flechas de D', y en este
caso (7, 1) es flecha de D’, entonces D’ es una digrafica B,-orientada.

Claramente se ve que D’ es una digrafica con un ciclo dirigido de longitud impar (5),
que es una digrafica B-orientada, no tiene al menos dos diagonales, y tiene

unicamente un polo (sefialado con negro, en la figura 4.3.17.b).

Por lo tanto la hipétesis mencionada no puede ser omitida en el Teorema 4.3.1. g
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Teorema 4.3.2

Sea D una digrafica, en la que cada ciclo dirigido de longitud impar y de D satisface
las siguientes propiedades
i) Se cumple al menos una de las dos condiciones:
i.a) D[ V(y) ] es una digrafica Bs-orientada

i.b) D [ V(y) ] es una digrafica B;-orientada

ii)si £ (y)=3, entonces y tiene al menos dos flechas simétricas, y

iii) si€ (y)> 5, entonces y tiene al menos dos diagonales,

entonces todo ciclo dirigido de longitud impar y de D tiene dos polos consecutivos.
Demostracion

Si D cumple las propiedades (i.a) y (iii) entonces del Teorema 4.2.1, se sigue que
cada ciclo dirigido de longitud impar y de D tiene al menos dos polos consecutivos.

Si D cumple las propiedades (i.b), (ii) y (iii) entonces del Teorema 4.3.1, se sigue que

cada ciclo dirigido de longitud impar y de D tiene al menos dos polos consecutivos. g

Corolario 4.3.2
Sea D una digrafica, si todo ciclo dirigido de longitud impar y de D satisface las
siguientes propiedades
i) Se cumple al menos una de las dos condiciones:
i.a) D[ V(y) ] es una digrafica Bs-orientada

i.b) La subdigrafica de D inducida por V(y ) es una digrafica By-orientada

i) Si £ (y) =3, entonces y tiene al menos dos flechas simétricas,

iii) Si € (y) > 5, entonces y tiene al menos dos diagonales,

Entonces D es nucleo perfecta.

Demostracion

Por el Teorema anterior se sigue que cada ciclo dirigido de longitud impar y de D
tiene al menos dos polos consecutivos y ésta es la condicion que requiere el

Teorema 2.1.4 (de los teoremas fundamentales), para asegurar que D es una

digrafica nucleo perfecta. g
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C. Berge y V. Chvatal conjeturaron que si D es nucleo perfecta, entonces D ' es
nlcleo perfecta (D ~' se obtiene invirtiendo la direcciéon de todas las flechas de la
digrafica D). Esta conjetura fue refutada por Duchet y Meynel [2], asi que no
podemos reemplazar Bq-orientacion por B,-orientacion en los teoremas y corolarios
probados.

Sin embargo, por el Principio de Dualidad Direccional, tenemos:

Por cada teorema o corolario, existe un teorema correspondiente obtenido
reemplazando B;-orientacién por By-orientacion y D por D 7.

Analogamente, por cada teorema o corolario, existe un teorema correspondiente

obtenido reemplazando B,-orientacién por Bs-orientacién y D por D 7.
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44 Conclusiones

En torno al estudio de la conjetura de Berge-Duchet se han hecho muchos esfuerzos.
Los progresos obtenidos son pocos y estan dirigidos a demostrar que algunas clases
de graficas perfectas conocidas son nucleo-perfectibles, y a encontrar clases amplias
de graficas que satisfacen la conjetura.

En este trabajo, “Nucleos en digraficas B4 y Bj-orientadas“, cuyo enfoque es
principalmente mostrar la utilidad de las digraficas B1 y B,-orientadas en la Teoria de

Nucleos, se analiza un articulo en el que se prueba que las digraficas By y Bo-

orientadas satisfacen la siguiente conjetura propuesta por Meyniel (1980): “Si cada
ciclo dirigido de longitud impar de una digrafica D, tiene al menos dos
seudodiagonales, entonces D es una digrafica nucleo-perfecta”.

Se describieron condiciones necesarias y suficientes para garantizar la existencia de

un nucleo en una digrafica con las caracteristicas especificadas en la conjetura de

Meyniel y éstas son que sea Bi—orientable o Bj-orientable.
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