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Introducciéon o

La filotaxia estudia el orden espacial de los flésculos, hojas, y brotes
¢n las plantas.. Se obscrvan-dos-tipos de ordenaciones principales. En las
flores compucstas, tales como la margarita y los girasoles, se forman, en
la regién central, llamado capftulo o cabezuela, arreglos cspirales. Ahf se
pueden observar dos conjuntos de espirales . Uno de cllos se abre en el
sentido de las manecillas del reloj y ¢l otro, en sentido inverso. Si se,cuenta
el mimero de espirales de ambos conjuntos, resulta que dichos mimeros son
elementos consecutivos de la serie de Fibonacci. Por otra parte, si se ordcnan
los flésculos de estas flores o las hojas de una planta vascular madura, se
observa que estdn arreglados en una hélice. El dangulo polar entre dos brotes
consccutivos en este arreglo helicoidal resulta ser ¢= % , con ¢ = lim

Foi1/F,, y Fy, cs el enésimo término de la seric de FlbOIldCCl A ecste dngulo
F, sc¢ le lama el dngulo dureo. Explicar este tipo de patrones geométricos
y la preceminencia de la serie de Fibonacci y el dngulo dureo constituye el
problema central de la filotaxia.

Aunque propiamente, éste ¢s un campo de la biologia, estudios recicntes -
muestran que desde la perspectiva de la ffsica se encucntra un modelo que
satisface los principales hechos presentados en la filotaxia. Ejemplo de ello se-
encuentra en el trabajo de los fisicos franceses Stefan Douady e Yves Couder, -
quienes llamado Phyllotaxis as a physical self-organized growth proccss En
este trabajo cstard inspirada csta tesis. : )

Para tratar de explicar estos hechos, se han propuesto distintos mode-
los. Se pueden distinguir tres tipos de propuestas. El enfoque geométrico,
dindmico y fisiolégico. La relacién que existe entre estos es una cadena cau- -
sal, ya que la geometrfa de los patrones se debe a la dindmica de formacién
y ¢sta depende de la interaccién fisioldgica entre los elementos consecutivos
(primordia).

En este artfculo se realiza un experimento ffsico que reproduce los pa- -

trones filotdxicos encontrados en las plantas. El experimento propuesto por

Douady y Couder estd basado en las reglas dindmicas encontradas por Hof-
meister en 1868 para la aparicién de nuevos primordia.

Existen, ademds, otros modelos de filotaxia que reproducen exitosamente
los arreglos geométricos observados. Podemos enumerar, ¢l modelo de Levi-
tov sobre el mfnimo global energético en un arreglo cspiral sobre la superficic
de un cilindro, y la propuesta de Jean sobre la maximizacién de la entropia
en un arreglo helicoidal.




Este trabajo de tesis consiste en la generacién de una simulacién numérica
del experimento propuesto por Douady y Couder para reproducir el diagra-
ma dc bifurcaciones obtenido por van Iterson en 1907. Van Iterson utilizé
tinicamente consideraciones geométricas para obtener una gréafica de un pa-
rametro ( que cn el sistema dindmico juega ¢l papel de G) vs el dngulo entre

_elementos consccutivos, con esto obtuvo un diagrama de bifurcaciones. Una
~dc las ramas de csta grifica converge a = 2% . En la simulacién numérica,
que sc realizard, se podrdn elegir distintas mtcmcuoncs energéticas y distin-

tas leyes de velocidad. Con cllo, se muestra que cste sistema dindmico es
robusto ante la eleccién de velocidades e interacciones encrgéticas.

Se muestra también las diferentes condicones iniciales y su convergencia
como funcién de del pardamatero adimensional G.

Se observa que, para valores pequeiios de G, la convergencia sc satisface,
independiente de la interaccion energética y la velocidad de las partfculas que-
modelan los ‘primordia. Se produce un ruptura de simetria para el tercer
clemento y la convergencia a ¢,se alcanza con G — 0. :

Para un transitorio de G, de un valor mayor a uno menor, sc obtnene uu -
transitorio, para después alcanzar la convergencia. g

Finalmente, se muestra que cuando se tiene un patrén espacial artlflcal :
de partfculas (primordia), si para este conjunto (G,divergencia) no_exis-
te solucién, se observa que este patrén no puede scguir crccxencdo, no hay
estabilidad, no hay convergencia. .

Con el programa de cémputo, asf como con ¢l experimento de dxpoloq se
muestra que existen sistemas no biolégicos que comparten los arreglos geo-
métricos de las plantas. Este hecho sugiere la existencia de alguna propicdad
comin a cstos sistemas. Por ello, en este trabajo de tesis se abordardn
también las manifestaciones de cierto orden ”filotdxico” en la naturaleza.
L. Levitov en presenta un fenémeno producido en superconductores que re-
produce un diagrama de bifurcaciones idéntico al de van Iterson y ademsds
satisface el tcorema fundamental de la filotaxia. Otros ejemplos de este or-
den filotdxico se encuentran en el crecimiento de ciertas bacterias, cadenas
polipéptidas, y los arreglos de monémeros en microtibulos. Por ello, se utili-
zard cl concepto de protectorado. En un sistema con un niimero muy grande
de partfculas interactuantes, no cudntico se generan procesos que emergen
espontdncamente como la autoorganizacién. Estos principios organizaciona-
les poseen propicdades universales (en el sentido de que son independientes
de los detalles especificos del sistema), se Haman propicdades ” protegidas”.
Existen diversas formas de formular el concepto de protectorado. Se puede




afirmar que s¢ trata de una "clase de universalidad dindmica”,{ Cocho, G.,
Miramontes, P.) o también; como lo expresan Laughlin et al son ”...puntos
fijos estables del grupo de renormalizacién”. Con este.concepto sc.mostrard

que los arreglos espirales que adoptan estos sistemas constituyen una pro-

picdad protegida de la naturaleza. Es decir que los patrones espaciales son
resultado de la dindmica que subyace a estos procesos pesar de su-escala y
naturaleza diverse

En el capftulo 1 se presentan la historia-y los conceptos bdsicos, relacio-
nados conla razén durca, la scric de Fibonacci y su relacién con' la filotaxia,

En el capftulo 2 describo los tres tipos de modelos que se han utilizado
para abordar ¢l problema de la filotaxia, ademas exhibo la relacién existente
cntre estos enfoques.

El capftulo 3 describo con amplitud el modelo dindmico iterativo de
Douady y Couder y el mnodelo de Atela et al. , en donde demuestran analfti-
camente que las espirales son puntos fijos de un sistema dindamico basado en
las reglas propuestas por Hofmeister para la aparicién de nuevos primordia.

El capftulo 4 mucstra las grificas obtenidas mediante la simulacién: nu-
mérica (mejorada) propuesta por Douady y Couder.

Finalinente en el capitulo 5, se define el concepto de protcctomdos, se
presentan e¢jemplos de ¢stos, y ademds muestro que existen otros fenémenos
que exhiben ordenes espaciales espirales con su consccuente relacién con la
seric de Fibonacci y la razén durca. Demostrando con ello que las cstructuras
cspirales constituyen un protectorado en la naturaleza. : )







Capitulo 1

Historia y conceptos basicos

1.1 La razén aurea

1.1.1 Pitdgoras y los pitagéricos

Pitagoras ha ejercido una enorme influencia en la filosoffa occidental. Usual-
mente se le considera el precursor de la visi6n "cientificista”, en donde la
realidad 1ltima estd descrita por mimeros y sus relaciones. Sin embargo,
estd descripeion en poco se ajusta a un eatudlo ochtwo de la r1ca v1sén,
filosofica de Pitagéras .

Naci6 alrededor de 580 a.C., en Samos. Huye de su c1ud'1d nat;a.l debldo
a un regfmen represivo como lo aﬁrma Arm.stoxeno '

”Pitdgoras a la edad de 40 a.nos d.l vex qu(, 1'1 t.u anfa dc Polfcra-
tes era demasiado’ presnonante como para que un hombre pudiera
resistir un somc,t;xmxento y despot,mmo seme_;dnt(. emlgré a Croto-

!7 [3]

En este lugar, fundé una escuela filoséfica que fue conocida en su honor
como los pitagéricos. Escuela que, entre otras cosas, proponia como forma
de vida el ascetismo y la virtud para la purificacién del espfritu. Protestas
cn contra de la escuela pitagérica, encabezadas por Cilén, hicieron que Pi-
tdgoras abandonara csta ciudad para refugiarse en Mepanto, lugar en el cual

- permanecié hasta su muerte alrededor del afio 500 a.C.[45]

Se contaban entre los principales preceptos de los miembros de la comu-

‘nidad pitdgorica los siguientes:
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o la filosoffa se puc(lo ut.llu.(u pam. ld punﬁcamén (spml ual;

e la d.lllms s0n lmm Ldl(,b aélo txanbmlgran de un cuerpo a otm con
=la muu te; o : :

. ucrLos :mnbolos tu,nen un bl rnxﬁcado ml'stlcO' :

. Lodos los mlunbros de la csc,uolu deben observar c%tn( ta lcalt,ad y
. S(.crccra

, D(‘bldO a csta iltima r(,gla es dfficil distinguir entre las ensciianzas de
Pitdgoras de las de sus dfscipulos. Los pitagéricos citaban invariablemente
la’ autoridad de su maestro para apoyar sus escritos. De esta forma, los
resultados encontrados por los micmbros de esta escuela son cominmente

“atribuidos a Pitdgoras. Bjemplos de cllo son, la inconmensurabilidad de la
diagonal de un cuadrado de lado uno, y el tcorema de Pitdgoras. A pesar
de las dudas de la autorfa de cste filoséfo griego, sobre estos importantes
resultados matemadticos, éstos son considerados las principales aportaciones
de Pitagéras. Es por cllo, que se Ie ha asignado a Pitagéras cl papel precursor
de una visién que pone enfdsis en las relaciones numéricas como forma de
entender a la naturaleza.

Numero, ritmo y armonia Sin duda, el planteamiento de la escuela
pitagdrica que resalta, debido a su cardcter novedoso, es la afirmacién de que
la realidad ltima se encuentra fundamentada en los mimeros y sus relaciones.
Esto condujé a los pitagéricos a integrar una visién arménica del mundo
directamente relacionada con su concepcién del ritmo y la relacién con el
nimero.[15]

Pitagéras, o alguno de sus numerosos discipulos, descubrié que en una lira
las cuerdas sucnan diferente porque unas son més cortas que otras, ademds
midié la longitud relativa de las cuerdas y encontré estaban unas con otras
en relaciones mimericas sencillas que hoy llamamos intervalos musicales.

Estas razones mimericas se podfan expresar como cocientes de mimeros
enteros. Por ejemplo, en el caso de la lira, descubrieron, que las cuerdas sc
cncontraban cn proporciones 1: 2, 1: 3, 1: 4, 1: 5, de sus longitudes. De esta
manera, descubrio la octava, la quinta , la cuarta y la séptima musical.

Esta idea permed el resto de sus ensenanzas filosdficas de tal manera que
consideraban, por cjenuplo, que los cuerpos celestes al moverse generaban
sonidos arménicos (La muisica de las esferas)[45]. Es importante resaltar que
en cl perfodo cosmolégico de la filosoffa de la Grecia cldsica, Pitagéras (o los
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pitagdricos) [uc el primero en afirmar que la esencia de todo lo que percibimos
mediante los sentidos es el nimero. " Las cosas son (llstznta.s unas ‘de las otras
por la diferencia-cuantitativa.y. numemca. /2]

La inconmensurabilidad de +/2

Se atribuye a Pitdgoras el cnunciado y la demostracién del teorema que
relaciona las magnitudes de los catetos y la magnitud de la hipotenusa de
un tridangulo rectdangulo. Los pitagéricos conocfan una demostracién de cste
terorema aunque sc han encontrado documentos anteriores a esa época en
los que sc¢ hace mencién a este resultado’.

Una consccuencia inmediata de este tcorema cs el problema de la incon-
mensurabilidad de 1a diagonal del cuadrado unitario. Un cuadrado unitario
se puecde dividir por su diagonal en dos tridngulos rectingulos cuyos catetos
son de lado uno, entonces la hipotenusa, es decir, la diagonal del cuadrado,
tiecne una magnitud de 2 . Este mimero no se puede expresar como co-
ciente de dos mimeros enteros. Este importante hecho fue encontrado por
los pitagéricos alrededor del aio 550 a. C. Segin la leyenda, ”sacrificaron
cien bueyes para celebrar el descubrimiento”[17] A este hecho, se le llama la
inconmensurabilidad de la diagonal del cuadrado.

De esta mancra los pitagdricos creyeron encontrar un defecto en cl orden
y la armonfa del universo debido a que hallaron un mimero que - no puede
expresarse como la razén de dos niimeros enteros?. :

1.1.2 Definicién de la razén durea

?... en una razdén media y extrema.”
Es en este ambiente intelectual en el que los conceptos matematicos se des-
arrollan, especialmente en la gecometrfa, que cn el afio 300 antes de Cristo
aparcce la gran obra de Buclides: Los Elementos. En el Libro V, Proposicién
XXX, se encuentra el siguiente problema:

'Existe una demostracién anterior a Pitdgoras encontrado en el libro chino Chou pei
suanyg ching del siglo X antes de Cristo.

“De hecho existe otra version sobre el descubrimeinto de los mimeros inconmensuables.
Se dice que los pitidgoricos, experimentaron tal sorpresa, temor y reverencia ante su des-
cubrimiento que trataron de mantenerlo en seereto y decretaron la pena de muerte para
quien osase divulgarlo.




CAPITULO 1. 'HISTORIA Y.CONCEPTOS BASICOS

" Corlm un .s(’(}m("nio (ie 1(’(‘1{1. dad() en. mm mzdn mvdla y
extrema.’ : : .

Esta_proposicién . conduce_a cn(,ont.a.r una (,ant.l(ldd, quese
llamé6, naturalmente, la *razén media y eartrcma En la demos-
tracién de este teorema se hace inscribir un péntagono regular en
un cfrculo ( Eucl. IV, 10 ,IT). Se cree, que los pitagéricos des-
cubricron la solucién geométrica de la ecuacién cuadratica que
conduce a la resolucién de este problema. ’

La magnitud que sc pretende encontrar se expresa, cn una
versién moderna, de la siguiente manera. Dividir un segmento d(‘
Ifnca de longitud L en dos subscgruentos L1 , L2 de tal mancra
que: :

L1 L2
L2 L
con L1 < L2: : :
Coloqumlmcntc, se trata de d1v1d1r un seg,m(,m;o dc recta en

dos subsegmentos de._ tal foxma, que. la pm'te pequena sea a la -
partc grande lo’ que’ ésta c.s al sc_qmento total

S '.; e
b L2
L

Figura 1:1°La razdén durca

La ecuacién ant\c'rkib'r se pucd(, escribir como
SoLlL2 IR
L2 (L2 (1.1)
L2L L1+L2 :

Sea L2/ Ll = ¢, dc cata mancm la. Lcuacuin 1.1 se convmxte cn

¢; f_ ‘m L1412 Ll +;1’,
T T T T2t -
= P = dﬁ‘ +1l= ¢2 =j—¢v+ Lo (L2)

Las soluciones para d), res olv1cndo ld cumcléu (,lmdxatlca 1. 2 son
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-
% .

RAir (1.3)
2= ]_2\/5 : (1.4)
by = 1.6180... )
¢y = 0.6180... (1.6)

como ¢ = 42,y L1 < L2 entonces ¢ > 1 asf que ¢p = ¢y = 1%@ 3

Esta cantidad cobré una importancia histérica en la Grecia cldsica, de-
bido a la fascinacién de los griegos por los objetos que cstuvieran en un
"proporecién extrema y media”. Un ejemplo notable del uso de este ndmero
se encuentra en las esculturas de Fidias.

Fidias fuc el escultor m4s reconocido de la Antigliedad. Cuando Pericles
llegé al poder, en el afio 449 a.C., encargé a Fidias los trabajos artisticos de
la construccién del Partenén. Se dice que Fidias ”... habfa visto la imagen
verdadera de la dioses y que la habfa revelado mediante sus esculturas a los
hombres.” [45] Se considera al Zeus de Fidias, (terminado alrededor de 430
a. C.) para el Templo de Zeus en Olimpia, su obra maestra. Esta estatua
de marfil y oro de 13 m. de alto es considerada una de las Maravillas de la
Antigiledad.

Fidias y sus asistentes utilizaban la razén media y extrema en las propor-
ciones de sus esculturas: inscribfan sus trabajos en rectdngulos cuyo cociente
entre sus lados estaba en proporciones medias y extremas. E] frontispicio del
Partenén es un ejemplo notable de este hecho. Si dividimos la magnitud de
sus lados, el cociente entre ellos es aproximadamente 1.618.

A partir de este uso de la razén media y extrema, que sc¢ popularizé
con Fidias, sc¢ continué utilizando una aproximacién racional a ¢ en obras
artisticas, extendiéndose posteriormente su uso a otros campos. Dada la
importancia de este cantidad es que, a principios del siglo XX, se sugiriera
utilizar la letra griega ¢, la letra inicial del nombre de cste escultor, para
designar a este mimero.{2]

3En Ia literatura se puede encontrar que ¢ = l%@ . Sin embargo en este trabajo
utilizaremos como valor de ¢ = 15‘4555 =~ 1.618..
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Durante el Renacimiento, debido a la influencia de la Grecia cldsica, la
razén media'y extrema fue muy importante en la definicién de los cdnones
estéticos de la época. Leonardo Da Vinci ilustré un libro escrito por el ma-
temdtico Luca Pacioli, cuyo tftulo era De Divina Proportione. En este libro
se inscriben segmentos de recta y rectdngulos que guardan una proporcién
extrema'y media entre sus lados en figuras humanas y de la naturaleza. En

el siglo XVII, Kepler se refiri6 a esta cantidad llamdndola la razén airea’.

1.2 La serie de Fibonacci

1.2.1 Leonardo de Pisa, Liber Abaci

En el intercambio cultural entre Europa y el mundo isldmico que se establecié
en cl siglo XIII, destaca la contribucién del matemadtico italiano Leonardo de
Pisa, quien reconocié y difundié una de las principales aportaciones de los
drabes a la ciencia curopea: el sistema posicional de mimeracion.

Leonardo de Pisa o Fibonacci ( es decir hijo de Bonaccio) nacié, proba-
blemente, en 1170, en Pisa, [talia. Sin embargo, crecié y fue educado en el
norte de Africa. Gugliclmo, su padre, era representante de los comerciantes
de Pisa, en cl puerto mediterrdnco de Bougie, hoy Bejata, Argelia®. Fibonac-
ci recibié educacion matemdtica en esta ciudad por parte de macstros drabes
y realiz6 viajes por la costa norte de Africa, ademds de visitar también Siria,
Grecia y Sicilia. En estos recorridos reconocié las enormes ventajas del uso
de la notacién numérica utilizada en esta regiones.

?Cuando mi padre fue enviado por su pats a  Bugia, como no-
tario piblico en representacion de los comerciantes de Pisa, me
llevé con él y considerando mi conveniencia o futuro, decidié que
recibiera instruccion en la escuela de célculo, aht después de una
excelente enserianza conoct el arte de los nueve stmblos de los
hindiies... "[1]

Leonardo regresé a Pisa alrededor del afio 1200. Fue entonces cuando -
comenzd a escribir un ndmero importante de textos en los cuales refieja la -
influencia de sus aiios en contacto con la cultura isldmica.

*QObviamente ¢ es un mimero iracional, de tal forma que no puede ser una razén o

una proporcién, pero por razones histéricas seguiremos llamando a ¢, la razén atirea:™

Utilizamos la rafz etimoldgica de la palabra razén (lat. ratio, medida)
5 . . . "
SEl nombre de esta cindad proviene de la palabra francesa bougie (vela de cera)




‘L2 LA SBRIE DEFIBONACCI =~~~ = 1

Fibonacci ('smbl() entre otros llbros Liber abaci (1202), 1‘a(,tzca, geome-
triae (1220), Flos (1225) y Liber quadratorum (1225) S :
Leonardo fue ampliamente reconocido durante su vida a ‘tal grado quc
-en-1228, por decreto de la-Repiiblica-de Pisa;-sc-le otorgs:" |
y sapiente Master Leonardo Bigollo... “un’salario libre que “consta de XX
(lcnarios al afio” ¢ e R :

1.2.2 El problema de los conejbs'

Liber Abaci (Libro de cdlculo) publicado en 1202, es una obra basada en la
aritmética y el dlgebra que Fibonacci aprendié durante su estadia en Argelia.
En este libro, introdujé la notacién posicional utilizada en el sistema de
numeracion indo-ardbigo; ademds, establecié algunos teoremas relativos a las
ccuaciones diofantinas. Liber Abaci es un tratado que pretendié convencer a
sus contempordneos para que adoptaran cl sistema de numeracién posicional,
debido a que, de esta manera, se facilitaban los cdleulos que resultaban muy
complicados en el sistema de numeracién romana.

En las dltimas sceciones del libro conticne una scric de problemas muy
variados entre los cuales se encuentra un problema sobre la dindmica de una
poblacién de concjos. L

Este problema, planteado en la tercera seccién de Liber abaci, condujé a -
la serie numérica que leva su nombre, contribucién con la cual, Flbonacm
hoy es reconocido. En su enunciado orlgnml sc lee lo siguiente: :

7 Un hombre pone un parc]a de cone]os en un lugar 1‘odead0 por
muros, g cudntas parejas de conejos se producen a partir del par:
inicial en un arno, si se supone que cada mes cada pareja engendm
otra, que a su vez se 'vuel'ue productiva después de un mes 1)

Definicién de Ia serie de Fibonécci .

La solucién a esta problema, conduce a una seric numérxca. Llamcmos Foal
ntimero de parcjas de conejos al aiio n- ésimo. La qxgmcntc tabla nos: mucst,m
¢l mimero de conejos al ano n ‘ v : :

YA pesar de los esfuerzos de Fibonacci por difundir.el sistema posicibnal en la cédula
en la que se asigna la cantidad de dinero que reubrlrfu como salnrlo, ésta ‘se cxpresa en
mineros romanos,

‘al-discreto == -
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Fo= 1
Ry

Fy =2 ,

Fy = 3=2+1=FR+F

Fy = 5=3+2‘=rz+F4

Fy 8=F+F5 ' '

F, = F‘n_2+F_ ‘ (1.7)

Fibonacci escribié en su llbro, que la’ boluuén a este problema cs la serie
de mimeros 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21..." en la cual cada mimero ¢s la suma de
los dos mimeros precedentes. Es decir, se trata de una serie recursiva. Esta
scric numérica fue la primera seric de este tipo conocida en Europa. La
férmula que proporciona el n-¢simo término fuc escrita, por primera vez, por
el matemdtico francés Albert Girard en 1634. En 1753, el matemdtico Robert
Simson de la Universidad de Glasgow noté que, mientras los nimeros de esta
seric se incrementaban, el cociente entre sus clementos sucesivos se acercaban
a un numero.[45].

En el siglo XIX el matemaético francés Edouard Lucas fue el primero darle
nombre a esta serie. Naturalmente, la nombré la serie de Fibonacci. Es por
esto, que al clemento enésino de esta serie se le denota con con la letra F,
[45].

1.2.3 La serie de Fibonacci y ¢

Existc una relacién estrecha entre ¢ y la seric de Fibonacci. En:la seccién
anterior se mencioné la obsecrvacién l‘Cﬂ.ll/ddd por Sxmson sobrc el cociente
de dos elementos sucesivos de esta scrle El numero al al‘}_coixilfvér'ge es ¢. La
demostracién es muy sencilla. - RN
Supongamos que lim l'—,‘i— existe. ‘Sea Calr o =;é 0 cnton(,es

TL—00
F, Bt F F,_ y L
lim =2 = im Dnt Loy = lim (l + ) 1 + a7’ =« (1.8)
n—oo '" —00 ‘ 1H— 00 [‘" SR

= a=a+l : (1.9)
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La ecuacion’ ('uadnitzca rcsultant(’ es la misma que se encontnf en la ecua-
cién 1.2 ' :
_Las soluciones d(, esta ccuo.uén
son nucvumcutc dos ‘

ai = Mg.;_1)=0.61803' | . (1.10)
3 ' :
ay = ££2+—1)=1.61803 (1.11)

Debido a que F, (n > 1) es mondétona creciente, el cociente r—;‘ﬂ >1Vn,
asfque lim #->1. . cp=¢ M
=+ OO n41

1.2.4 Propiedades de la serie de Fibonacci y la razén
: Aurea

Dentro de la enorme variedad de propiedades de la serie de Fibonacci y la
- “seccién durea existe un con junto relacionadas con el problema que se abordard

en esta tesis: la filotaxia. Asf que mencionaremos sélo algunos resultados que

“serdn importantes para el desarrollo de este de este trabajo.

',Rectz'mgulo éureo y espnral logaritmica

Como se habfa muxcmnado desde la época de Fidias, los 100ténguloa cuyos
lados estdn en proporcién durea resultaron significativos en el arte. -En esta

“-seccién se mosirard como constuir uno de estos rectdngulos y su relacién con
- la espiral logarftmica.

Consideremos un cuadrado de lado uno, a éste se le puede agregar otro
de este mismo tamafio que esté en contacto con el primero; después, se le
puede agregar un cuadrado de lado 2, es decir de la suma de los lados de
los dos primeros. De esta manera tenemos un rectdngulo con lados 3y 2. A
continuacion se le anade un cuadrado de lado tres y asi sucesivamente. Con
esta construccién, se genera en el i-ésimo paso, un rectdingulo de lados F;
,Fiy (Ver figura 1.2)
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Figura 1.2 Rectdngulo durco

Este rectdngulo, dcbxdo a la mancra en- la’ cual estd constrmdo, tlene '
como lados dos niimeros sucesivos: de la serie de Flbouaccx dc tal mancra que
cuando continuamos con cste proceso el comente entre sus lados [' / 14,_1 — ¢,
con i — oo. : '

En este rectdngulo se puede clrcunscrlblr una csplral tangentc a@ los vér-
tices de cada rectdngulo interior. La ccuacién de estacurva,’en coordenadas
polares, es 7(0) = Ac*?, Esta curva cs la esplral ]ogarftnuc que como se
verd mds adelante, tiene una estrecha relacién con la ﬁlota.xm.

Gnomon

Deﬁnamos al gnomon de un objeto, como lo que se le tiene que agrcga.r
para que dicho objeto resulte invariante. Esta definicién, un tanto imprecisa,
se aclara si consideramos cjemplos de gnomon en la geometria. Algunos de
estos se encuentran cnumerados por Miramontes [14]. Podemos mencionar :
que el gnomon de un cuadrado cs un rectdngulo, el de un cfrculo, un anillo
y el'de un tridngulo cquilatero, un trapecio. Un caso especial se obbcrva. con
la espiral logaritmica, cuyo gnomon es ella misma. :

Fracciones continuas

Cualqzuer ntbnero real a pa.szlwo se puulc expresar como-una fraccién conti-
nua de la forma

TSI
THAIH ’jt’}if

FALLA DE ORIGE N |
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(z=qo+

ay + I
as +

1 :
az +—+ .
g

cona; € 7. : o
La forma abreviada de escribir esta sucesién de (,nt(,m:: a; os la-siguiente:

a = [ag,a1, G2, A3, ...y Uy, i)
Para obtener la fraccién continua de un mimero a € R*, sc procede de

la siguiente forma (Algoritmo de Euclides). El nimero a se puede expresar
como la suma de su parte entera, ag y su parte fraccionaria rqg,

=ag+7o

Sirg # 0 procedemos de la misma manera que se hizo con a, pero con
1/7‘0. : RPN s

— = ay+7;, con0L <1
To : S : (O
—m= e g gy eon 0K <1
R, o S
= con < r,<1
1',,_'1 i :

Si en cste dcsarrollo se obtncne alg,un =0 , entonces ¢l mimero-a tl(‘!](‘
una sucesion dc a, ﬁmtd y por Io tzmt;o, es un mimero racional.

Definicién [Loy.s' k vco_nv'e‘lyente.s‘,o convergentes p'l*incipa.le.s de un nimero v
€ IR son los miimeros racionales [an; @y, as,..;ax], obtenidos.del des-
arrrollo de v en fracciones conlinuas, denotados por p/q. . En el caso
de que v sea racional, 0 < k < m.Con m €Z '




6 "éAiiY'I‘(}L'o'fi;’:"f}?"ii§f1’;bri}’}\'7"?bb&éﬁp’fo;é’[i}(s’féos‘

La expresién mé}. scncllla dc un numero mauondl cxpre:mdd éen fmu iones
contmuas sc t.ncne con al ,—,1 Vz : :

w=(L1,1L1 1]

1
1+

1
s
Este niimero es también ¢, como se demucstra en la siguiente proposicién.

Proposicigjn w =[1,1,1,1, el =¢

Calculemos los primeros & convergentes de w

wg =15

w o= 2

wp = 141/2=3/2;

wy = 1+(1/2+1)— ,_1+2/3

£
I

S14(2/3+ 1) =143/5;
1+ @A+ =1+ 5/8:) :

S
|

;wk =1+ (wk— + 1)— = 1 + FL/FL+1
De la ultlm'x ccuacnén se obtlene

limn’ wk = lzm(l +. Fk/FkH) =1+¢"' = ¢

Por lo qucqﬁ- [1,1,1,1 w1 . L
Es decir,
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Serie y. érbol ’de Farey

Definimos una’ suma ) (.ntxe do':. mimeros fraccionarios 0 < a/b < 1; 0 <
- ¢fd-< 15 como- S s
a c_a + c
b d  b+d
con” + ", la suma usual en los enteros.
Utlizando esta suma, se construye la estructura que se muestra en la si-
guiente figura, en donde cada uno con excepcién del pritner mimero y los
mimeros que estdn en los extremos, son resultado de la suma entre dos cle-
mentos anteriores.

(1.12)

1
2
1 2
3 3
1 2 3 3
1 § 5 4
1 2 3 3 4 5 5 4
5 T 8 7 7 8 7 5
1 2 8 3 45 5 4 5 78 7 1 8 1 5
6 9 1 .10 T 13- 12 9 9.12 .13 111011 -8 6

Esta estructura empieza con 1/2. En el extremo derecho los mimeros que
componen cste arreglo son, sucesivamente, 2/3,3/4;4/5... Es decir que el
nimero de la n-ésima fila a la derecha es n/n +1 ."En ¢l extremo izquierdo,
se encuentran las fracciones 1 /.3 1/4,1/5,...; es decir que en n-ésimo renglén
se encuentran los mimeros n—+1 En cada renglén existen 27! niimeros. El
resto de los mimeros se generan sumando de la siguiente mancra; cada vez
que se tenga una estructura pentagonal como la que sigue

(a4
v N
B Y
N e
6§ €

los elementos § y € se gcncmn sumcmdo, (,omo mchcau las flechas, § = a@ﬂ
ys=a®7

Asf vemos que, en (,l t(,rccr rcnglén 2/5 = 1/2 b 1/& Y. .3/5 = 1/2@ 2/3.

TRESIN CON

FALLA DE URIGEN
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C; : ;ruCiiﬂ'a’
de un drbol, -drbol

A csta serie uumérl(a, S0
que genera sc - le Ilama dLbldO
de Fa7c1/ S e

al ﬁéirci:idb" con’las rams

Propledades' del ’zirbol de l"arey

1 Cualqmu‘ ntimero racional entre 0 y 1 se encuent'a. en’ecsta cstructura..

2. Cndlqmer mimero irracional, entre 0 y 1, se pucd(, aproxmmr'por un
serie infinita de mimeros alternados a la 1zqu1erda 'd la dcrecha de
esta cstructura. Las aproximaciones racionales son: lﬂb mejores que s¢
pueden hacer con denominador menor o igual:a-k ( k-ésnma ﬁla) y son
los convergentes principales de este niimero.

3. El mddulo de dos adyacentes racionales p; /q1 y pg / q2 N dcﬁmdo €omo
| P1g2 — q1p2 |, es uno. Se definen adyacentes a los niimeros que estan
realcionados por una estructura trlangular del txpo mguxente. Sc dxce
que « cs adyacente a By ay

7 'Dc csm mancra 2/5 os adyacente a 3/8 y ademzisv | 2 . 8 - 5 3 I— ‘

’1y|2 7—5 :3 |=

. Si. Lomdmos el primer elemento de csta serie :, 1/2 dCS[)llLb, el nime-
ro que estd a la derecha en el renglén inmediato posterior, después
“en-cl siguiente renglén el mimero que estd a la izquierda; posterior-
mente ¢l que sigue a la derecha ... y asf sucesivamente, siguiendo la
secucncia derecha, izquierda, derecha (D,I,D), observamos que obtene-
mos la siguiente sucesién de nimeros 1/2,2/3,3/5,5/8,... , es decir se”
trata de una scric de fracciones cuyo numerador y denominador son
elcmultoa sucesivos de la serie de Fibonacci. Entonces tenemos que

/":1 ¢—-I _ (/) 1532 1

3/7"

n—oo

Se ha demostrado que el espacimiento de los asteroides, las fr (,Cll(,ll(.ldS
resonantes de la dindmica de la reaccién de Belousov-Zhabotinsky, corr(‘bpon—
den a series numéricas cuyos mimeros adyaccntes tienen médulo uno [16].
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Si mult.lplx Umos clda nitmero’ muond.l quc apar cce en ¢l dr l)()l de Fdr(,y »
por:360°,y consldcramos qélo los {mgulos entre 0y 180 (um(,nclo los puntos
_ m(,(lmnte arcos d¢ circ . :

1.2.5 La ubicuidad de ¢ y la serle de F1b0nacc1 en la
naturaleza

Las propicdades matemdticas y las comtrucuones geométricas de la seccion
-auterior,.no son simplemente cur iosidades, sino que, como veremos mds ade-
“lanle, existen cjemplos de la pl(xsen(,m de ¢ y-la serie de- Fibonacei en la

uatir alcm

TESE CON

v -

FALLA Di GAIGEN
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Sin duda, la forma del molusco cefalépodo, Nautilus tiene el parecido més
notable a la forma de la espiral logaritmica. La cspiral que describe su concha
s¢ ajusta fielmente a la espiral logarftmica, que como ya vimos es gnomon de

" si misma. Se cree, que todos los organismos queé crecen’ por ‘acrecién tienen
la forma de la espiral logarftimica[14].

Por ello, D’arcy Thompson, afirmé, en su famoso libro ”On Growth and
Form”, lo siguiente: :

"En el crecitniento de una concha no podemos concebir nin-
guna ley mds sitnple que esta, la concha crece y se ensancha en
la misma proporcion: la mds simple de las leyes es la que sigue
la naturaleza.

La concha, como la criatura que wvive dentro de ella, crecen
en magnitud pero no cambian su forma; y la existencia de esta
constante relativa de crecimiento, o constancia en la similaridad
de la forma, es en esencia, y podria ser la base una definicidn,
de la espiral equiangular”[4].

Ademsds, en este trabajo se presentan 7 fenémenos en la naturaleza re-
lacionados con la filotoxia. Los arreglos de hojas en las plantas exhiben
patrones geométricos muy ordenados, caracterizados por pardmteros relacio-
nados con ¢ y la serie de Fibonacci. Ejemplos de este orden se encuentran
en las piiias, los troncos de las palmeras, la cabezuela de los girasoles y las
margaritas (en general de las flores compuestas). También se presentan,en
campos tan diversos como cadenas polipéptidas, capas de superconductores,
crecimiento de bacterias y los arreglos de monémeros cn microtibulos de
muchos organismos.

1.3 Filotaxia

La palabra filotaxia etimolégicamente proviene de dos vocablos de origen
gricgo. El primero de ellos phyllon- cuyo significado es hoja y tazis , or-
den. Es decir la palabra filotaxia significa, litcralmente, "el orden de las
hojas”. En su concepto mds general, estudia el origen y formacién de patro-
nes geométricos formados por elementos idénticos (hojas, flosculos, brotes)
generados en las plantas vasculares.

“Ver capitulos 5 y 6
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Primeras observaciones A largo de la historia se¢ ha pretendido explicar
la existencia de patrones comunes a distintas plantas. Las primeras observa-
ciones fueron hechas, sobre los arreglos de los flésculos de las margaritas o de

los girasoles. En la cabezuela de estas flores, los fiésculos forman, a simple.

vista, mediante la unién de los elementos vecinos, dos conjuntos de espirales
bien definidos. Charles Bonet en 1790, observ6é que uno de estos conjuntos
espirales se abre en el sentido de las manecillas del rcloj y el otro conjunto,
en sentido contrario. A estas cspirales se les llama en términos del lenguaje
empleado en botdnica, espirales parastiquias o, simplemente, parastiquias.

Ademds, si contamos el mimero de espirales en un sentido y en el otro,
obtenemos, en la mayor parte de los casos, niimeros consecutivos de la serie
de Fibonacci. En otros casos sc presentan mimeros de la serie de Lucas (L,,,
con Ly =1, Ly = 3, L, = L,y + L,_3). Asi, el girasol que se muestra cn la
figura ticne 34 y 55 espirales parastiquias. Usualmente se les llama a estos
mimeros, nimeros filotdricos. Se les denota (m,n) o simplemente filotazia
(m,n), con m < n, asf, el girasol que se muestra en la figura tiene filotaxia
(34, 55)

Figura 1.4 Cabczuela de un girasol. Figura tomada de D’arcy Thompson
(1942)
Divergencia, espiral generatriz y dngulo dureo

Ademds de los notables arreglos geométricos que se pueden observar en los
girasoles y margaritas existen otro tipo de regularidadces en los patrones de

T”“" SN
FAUI"L ,44 \JLJU N




22 " CAPITULO 1. HISTORIA Y CONCEPTOS BASICOS

hojas en plantas vasculares.

Charles Schimper (s. XVII) inicia la investigacién fenomenolégica de la
filotaxin. Schimper definié el indfce folial, como cl cociente entre el ndmero
de vueltas que se necesitan para que una hoja, esté aproximadamente encima
de otra hoja previa, dividido entre el ndimero de hojas que se requicren para
llegar a ésta. Este hecho le condujé a afirmar que el 4ngulo, medido entre dos
brotes consccutivos, expresado como como una fraccién de vuelta en torno
al tronco de la planta, era un niimero racional. .

Espiral generatriz y meristemo apicat

Flgum 1 Esplra.l gcna.rtru Y merlstcmo apxc,dl Flgura tomada de
Ka.ppraf(1996) ~

‘El d4ngulo cntre dos primordia. medido commo ﬁaunc’m de vuelta, entre
dos brotes consecutivos se llama dngulo de divergencia o simplemente, diver-
gencia. Medidas experimentales de este dangulo mostraban que, en la mayor
parte de los casos, ('qte valor cra aproximadamente 137.5°(8]. Se encontré que
este dngulo os %’é = ] - iNucvamente aparcce la razén durca! A cste angulo
que denotaremos con ¢ lo Damaremos, en este trabajo, el dngulo dureo.

Si seguimos alrededor del tronco, el camino mds corto a través de dos
hojas consccutivas, csto define una trayectoria en cspiral. Esta inicia en el
brote mids antiguo y culmina con el de mds reciente formacion. A esta csplral
sc le denomina espiral generatriz (Ver figura 1.5)

El meristemo apical es una regién del dpice de la planta en donde sc¢
generan los nuevos brotes. Los elementos idénticos formados en el meristemo

apical se llaman, genéricamente, primordia (Ver Figura 1.5).

TESIS CON
FALLA Dp CRIGEN
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Hermanos Bravais

+ Los hermanos Louis, éste botdnico y Auguste Bravais, cristalégrafo; hicieron
.una de las mayores contribuciones al entedimiento de la filotaxia. Encontra-
ron la mds significativa de las regularidades observadas. Afirmaron que el
dngulo entre dos brotes consecutivos es constante, e hicieron la conjetura de
que no era un nimero racional sino que el fndice foliar es s6lo una aproxima-
cién racional al valor irracional de la dicergencia. Ademds, afirmaron que la
constancia de la divergencia es una caracteristica universal en las plantas.
Asimismo, fueron los primeros en situar cl problema de la filotaxia en un
arreglo espiral sobre la superficie de un cilindro y establecicron las relaciones
entre la espiral generatriz y los niimeros filotdxicos m y n. Demostraron que
st una planta tiene nimeros filotdzicos (m,n), la espiral generatriz es tinica
si y sélo st m y n son primos relativos.

Representaciones circular y cilindrica

Debido a la existencia de la espiral generatriz en las plantas y por otra parte,
de las espirales parastiquias en la cabezuela de las flores compuestas, se pensé
en un principio, que eran dos 6rdencs distintos, que no habfa relacién entre
ellos. Por ello se utilizaron dos representaciones para abordar la modelacién
de la filotaxia. Se consideraron arreglos sobre la superficie de un cilindro,
para modelar los troncos de las plantas, representacion ciltndrica y arreglos
sobre la superfice de una circunferencia para simular el capftulo de una flor
compuesta (representacion circular). A pesar de que se sospechaba sobre
sus equivalencia, el trabajo del botdnico alemén del siglo XIX, Hofmeister,
confirmé la equivalencia entre ellas.

Equivalencia de las representaciones cilindricas y circular

‘Como habfamos mencionado, los hermanos Bravais fucron los primeros en
- utlizar la representacién cilfndrica para modelar la filotaxia. Afirmaban que
” el tronco en una planta madura es cilindrico...” Posteriormente, A. H.
Church{82] utilizé la representacién circular de la filotaxia debido a la sime-
trfa del meristemo apical.
El mapeo del cilindro, (desplegado en el plano), al disco, asf como su
inversa, permite pasar de una representacién a otra.
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r = ™

0 = 2nz ' (1:13)

En un disco las espirales parastiquias son espirales equiangulares y en un
cilindro son hélices, es decir geodésicas de la superficie.

El pardmetro comin a ambas representaciones es la divergencia, que en
la representacion circular, es el déngulo polar entre dos primordia consecuti-
vos y, cn la representacion cilfndrica, es el dngulo, expresado como fraccién
de vuelta sobre el tronco. Es por ello, que las representaciones circulares y
cilindrica son matemdticamente equivalentes. Asf que no importa que repre-
sentacidén se este utilizando ya que es posible pasar de una otra mediante el
mapco dado por las ccuaciones 1.13

En 1868, W. Hofmeister [34] observé mediante el microscopio, la regién de
formacién de primordia, el meristemno apical, y numeré el orden de aparicién
de los primordia. Noté que los primordia si se arreglaban mediante su orden
de aparicion, formaban una espiral generatriz; y que si se unen con sus vecinos
mds cercanos forman parastiquias. Ademads, lo méds importante, Hofmeister
establecié una serie de condiciones dindmicas para la generacién de nuevos
elementos. Con ello, fue ¢l primero en resaltar la importancia de la dindmica
de aparicién de nuevos brotes, para la formacion de patrones en las plantas.

H. Airy en 1873 [27], toma cn cuenta el tamano de los primordia, es
decir que dejé de tratarlas como particulas puntuales. Investigé el efecto .
de la compresién de elementos idénticos en la superficie de un cilindro. Los
patrones se sucedfan debido a las condiciones fisicas de presién entre los
objetos. Son célebres sus experimentos con bandas eldsticas a las cuales
les pegaba esferas idénticas, para ir cambiando la tensién y observar las
transiciones de disposiciones geométricas.

Inspirado en el trabajo de Airy, Gustav Van Iterson en 1907[11], expe-
rimenté con esferas, aunque también realizé experimentos con otras repre-
sentaciones y otros clementos. En la representacién cilindrica, exploré las
posibilidades de acomodar discos rigidos tangentes, sobre la superfie de un
cilindro desplegado en el plano. Obtuvo condiciones geométricas entre el
radio del cilindro y el radio de los discos de tal manera que habfa puntos
de transicién hacia estados en donde la configuracién maximizaba la comn-
pacidad. De esta mancra al disminuir el pardmetro, se encontraban mds
soluciones. Los resultados de esta investigacion se resumen en un diagrama
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de bifurcaciones similar al drbol de Farey. Van Iterson graficé el cociente
entre el radio del cilindro y los radios de los discos vs el éngulo entre los
centros de los discos. Una de las ramas de este drbol converge al dngulo
sdureo, De esta manera, encontré una condicién geométrica de los arreglos,
pero no habfa respondido a la cuestién crucial, por qué la preeminencia de
la razén y el dngulo dureo en la filotaxia.

F. J. Richards en 1951 [37], describi6é experimentalmente la existencia de =

un pardmetro que determina el comportamiento de la filotaxia en la natu- .
raleza. Defini6é la razén plastocrona, en la representacién circular, como el
cociente entre las distancias al centro de dos primordia consecutivos.

Al afio siguiente, en "Las bases qufinicas de la morfogénesis”[41], Alan
Mathison Turing, propone que los patrones generados en la naturaleza, no
sélo en la filotaxia, podrfan ser resultado de la reaccién y difusién de dos
sustancias. Bajo ciertas circunstancias, descritas en el capftulo 2, los procesos
de reaccién difusién producen concentraciones espaciales no homdégenas, que
posteriormente podrian dar lugar a oscilaciones temporales que resultarfan
en la creacién de patrones espaciales. ;

En el mismo afio, M. Snow y R. Snow [89] propusieron nuevas hipétesis
para la dindmica de formacién de primordia en el meristemo apical. Ellos,
a diferencia de las reglas de Hofmeister, no postularon la periodicidad en la
aparicién de primordia, sino que modificaron esta hipétesis afirmando que el
nuevo elemento aparece en el borde del meristemo apical, ” donde y cuando
se crea suficiente espacio”.

L.S. Levitov en 1992, utiliza un modelo mecédnico de la filotaxia sobre
un arreglo cilfdrico, para reproducir los patrones mediante la condicién de
minimizacién de la energia global del arreglo. Esto genera como resultado
un diagrama de bifurcaciones.

Al mismo tiempo, en 1992 aparecié el trabajo titulado " Filotazia como
proceso de crecimiento fisico autoorganizado” [7]. En este trabajo, los ffsicos
franceses Stefan Douvady e Ywves Couder realizaron un experimento, en un
sistema fisico, que reprodujé los patrones espaciales producidos en la filota-
xia. Ademds utilizaron las reglas dindmicas propuestas por Hofmeister para
realizar una simulacién mimerica que condujé a las espirales que se observan
en las plantas.

Con su programa de cémputo encontraron un diagrama de bifurcaciones
similar al obtenido por van Iterson, sélo que en este caso la tinica rama del
drbol de bifurcaciones continua es aquella que converge al dngulo dureo. Este
artfculo serd descrito, con mayor detalle, en el capftulo 3 de esta tesis.
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En 1996 [8]-[10], Douady y Couder escribieron una serie de tres artfculos
que sintetizan y generalizan su trabajo previo, ya que utlizan las reglas de
Snow y Snow para la generacién de primordia en una simulacién numérica.
.~ Pau Atela, Christophe Golé y Scott Hotton en 2002 [46] demostraron
analiticamente que la solucién del patrén de bifurcaciones, cs la nica di-
niamicamente viable. Es decir, encontraron que los puntos fijos del sistema
dindmico, basado en las reglas de Hofmeister, son estructuras espirales sobre
un cilindro.



Capitulo

Tipos de explicacion en
filotaxia

En la historia del estudio de la filotaxia se pueden reconocer las mgumntes
etapas cronolégicas

(a) Descubrimento de los patroues filotdxicos ( siglos XV—XVI)
{b) Observacién y caracterizacién de los patrones (sxglos XV1 XVII)
(c) Modelacién geométrica ( desde el siglo XVIII)
- (d) Estudios experimentales ( desde el siglo XIX)
(e) Interpretacién y explicacién (desde finales del siglo XIX)

Sin embargo, una division que se refiera al nivel de descripcién es mds
conveniente para confrontar los distintos modelos; asi como para encontrar
los vinculos entre cada una de las aproximaciones a este problema.

Se pueden agrupar todas las teorfas de la filotaxia en tres clases. La
descripcién geométrica, la descripcién dindmica y la descripcién fisiolégica.
Es importante resaltar que a pesar, de que aparentemente estas propuestas .
son diferentes, encontraremos un vinculo entre los tres tipos de modelos. :

Cada una de estas propuestas pretende responder las dos preguntas fun—
damentales de la filotaxia, que a juzgar por los hechos presentados en la:
seccién auterior, son: R R S

1.;Por qué la mayoria de las plantas, con una sola espxral generatrlz su
dmgulo de divergencia es igual al éngulo dureo? . S

2.5 Por qué los mimeros filot4xicos (m, 71) son numeros consecutxvos de la
serie (le Fibonacci? :

27
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2.1 Descripcién Geomeétrica

En esta clasificacién se encuentran todos los modelos que son tesultado di--
recto de las observaciones de los arreglos en plantas. Estos’ ‘modelos- tratani
de reproducir las caracterfsticas geométncas relevantes de lo terr 1
patrones son consecuencia de dlchas prop ' ades geométrxcas

2.1.1 Modelo de van Iterson

En 1907, van Iterson propone un modelo geomeétrico. -Este modelo es el :
ejemplo canénico de la aproximacién geométrica a la filotaxia. Van Iterson
trabajé sobre la superficie de un cilindro, desdobaldo y extendido en el plano
R2. El consider6 que los primordia son discos planos tangentes cuyos centros
se encuentran sobre la espiral logarftmica L, definida en el plano, medlante
sus coordenadas polares, de la siguiente forma . ~

() —TOR""’ L ,;;['(2.'1);
con R, ryp y d constantes reales _f' = ' LR
Cada uno de los prxmordla Pk se *‘entran en un punto del arreglo,

geométrico de la espiral L_,, deﬁmdo por. 0s ‘punt;os T 0 que satlsfacen las
siguientes re]aclones : :

: “(2?2) '
R e
o,._kd e (2 1)

con estas ecuaciones se puede encontrar un sxgmﬁcado de los parémetros
d, y ‘R que aparecen en la ecuacién 2.1 ~ :
Consideremos dos elementos consecutivos, Pk = (0k, rk) Pk+1 (0k+1, Th1 )y
calculemos la. dlferencm entre sus éngulos S : ,

Osr — O = (k+ l)d kd d :
El cociente entre sus radlos es

repn | roRM

Tk L ToRk_'
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De esta forma se observa que d es la diferencia angular entre dos primor-
dia consecutivos, es decir el dngulo de divergencia o divergencia; y R es el
cociente entre las distancias de dos primordias consecutivos, es decir la razén
plastocrona. ~

A semejanza de los flésculos en el capftulo de las flores compuestas, al
pasar el tiempo los primordia se alejan del centro sin cambiar de forma pero
si de tamafio. En el modelo de van Iterson se propone los primordia son
discos cuyo centro se encuentra en un punto del arreglo espiral definido por
las ecuaciones 2.2, 2.3, y 2.4.

Se imponen dos condiciones en este modelo.

a) La primera de ellas es que los primordia son discos en contacto tan-
gencial.

b) La segunda condicién es que los discos son rigidos, es decir que no
pueden traslaparse,

La siguiente es la formulacién matemadtica de este modelo debida a Koch
(1989). El disco Dy,con un radio p, = p,RR*, tiene su centro en (7, 8) . Para
expresar que dos discos D, y D,+x son tangentes se precisa que la distancia
entre sus centros sea igual a la suma de las distancias de sus centros al origen.

La suma de las distancias es

Tk + Tntk = PoR* + poR*t" = pyR*(1 + R™) : (2.5)

La distancia entre los centros de los discos k yn +kes

\/r2 + rn_,_,‘ - 27'kr,,+k cos nd ‘ e - {2.6)

Iguz:),la.xviddi a.mbas

2 : .
N

resiones obtenemos la sxgmente ecuaclén e

2r0R2“ + ncosnd = poR"(l + R")

\/1+R2"-—2R"cosnd _Po
o 1 + Rn Te
Se puede demostra que si tenemos (m,n) parastxquxas, un dxsoo es tan-

gente a cuatro dxscos Dy es tangente a Drin ¥ Drtm. Asf quela condlcxén
,de ta.ngencla, pa.m :bm S€ expresa como

@n

\/1 + R2?m — 2R™ cos md _Po
14+ R™ To

(2.8)

ITAIE CON
I’mm Dt ORIGEN
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La ccuacién 2.8 suve para determmar Eﬂ como funclén de d ' d(R m, n) e
Koch demostré que si (m, n) = ‘ ‘ini
solucnén -para el parémetro d.
" Si consideramos la segunda. c
que los dlscos sean rfgldos, la. condxc:é

lfmites dependen de las condiciones uucnalw

2. La divergencia d estd estrechamente relacionada con los m n a.rastx-‘— .
chies. De hecho m y n son siempre convergentes prmcnpalw d d/ 360°;

3. En los puntos en los cuales las tres soluciones d(R m, n)' d(R m,
d(R,n,p) se encuentran, con m < n < p , los tres nimeros m,n'y’p -
son denominadores de 3 convergentes principales de d/360° y p ‘enla
transicién, sélo puede tomar el valor de p = m + n. A esto se- le lla.ma.
la regla de la adicion. . f

El diagrama de bifurcaciones mostrado en la ﬁgura 2 1 smtetxza 1os
resultados.

TEST CON

FALLA DE USGEN




2.2 DESCRIPCION DINAMICA = ' a1
Figui‘a 2.1 Diagra{xm de van Iterson. Figura tomada de Kappfaff {1998)

La figura anterior muestra que a medida que disminuye el valor de d, es
“decir el dngulo de divergencia, los discos se reacomodan. De tal manera, que
cuando el disco Dy, es tangente a seis discos Dy, Ditny Dit(min) se produce
una bifurcacién , que debe seguir la regla de adicién. Esto permite entender
porque los mimeros filotdxicos (in, n) deben ser, niimeros consecutivos de la
serie de Fibonacci, ya que satsifacen la regla de adicién para las bifurcaciones
del diagrama de van Iterson.

2.2 Descripcion Dinamica

Este tipo de modelos, enfatizan la dindinica que se produce en la regién apical”
de una planta. Es decir, sc afirma que la dindmica de aparicién de primordia
es la responsable de la generaciéon de patrones. Se considera que los arreglos
ademds de tener limitaciones geomdétricas, también estdn determinadas por
la dindmica de aparicién de nuevos clementos y sus interacciones.

2.2.1 Hofmeister

En 1868 Hofmeister publica un trabajo en el cual da cuenta de sus observa-
ciones mediante el microscopio del meristemo apical. Hofmeister describié la
dindmica de aparicién de los primordia. Este enfdsis en la dindmica, consti-
tuye un cambio radical en el enfoque hasta entonces puramente descriptivo.
Resultado de sus observaciones, son las siguientes reglas.

Reglas de Hofmeister

1. El épice es axisimétrico.

2. Los prlnloldla s¢ forman cn la. periferia del dpice, y debido al creci-

miento del’ t;ronco : se;muwcn dlcyindose del centro con una velocidad
adxal V(1)

3. Losnuevos )rl' ' l‘tiia‘se. fot‘imixi a intervalos regulares.

4.7 El nuevo prlmor(lmm dparccc enel mo.yor cspamo disponible dejado -
por los prunox(lla auterlol es.
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5. Fuera de unaregién circular de radio Ry, no existe reorganizacion que
produzca cambios en las posicion ulares de los primordia. -« =~ -

Meristemo spical”

Y

T o0
SN

Figura 2'.2vMéri'ste'mo apical y reglas de }Hovfniei‘s'tér'f Flgura Douady y
| Couder (1995) =~ . ‘

2.2.2 Snow y Snow

Snow y Snow modificaron las reglas de formacién de primordia de Hofmeis-
ter. Ellos, a diferencia del botdnico alemén, no impusieron la periodicidad de
la aparicién de primordia en el dpice, sino que sugieren que un nuevo primor-
dium aprecerd en ” donde y cuando erista espacio suficiente para formarse”.

2.2.3 Douady y Couder

Los fisicos franceses Doaudy y Couder escriben, en 1992, un trabajo cuyo
tftulo no podfa ser mis descriptivo: ”La filotaxia como sistema fisico de cre-
cimiento auto-organizado”. Este artfculo es, sin duda, el mds importante en

TEE CON
FALLA DE GRIGEN
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cuanto a que, como veremos m4s adelante, responde a las preguntas funda-
mentales de la filotaxia. Detallaré esta descripcién en el siguiente capftulo.

2.3 Descripcién Fisiol6gica

Los modelos que pretenden relacionar los mecanismos de interaccién fisiologi-
ca entre primordia para explicar la formacién de patrones filotéxicos se cono-
cen como modelos fisiolégicos. Entre ellos se encuentra presién de contacto,
modelos mecdnicos y fundamentalmente, los modelos de reaccién difusién.

2.3.1 Mecanismo reaccién-difusién
Turing, Meinhardt

La morfogenésis es la parte de la embriologfa que se ocupa de surgimiento y
el desarrollo de formas y patrones. Es el proceso responsable de la forma de
un organismo mediante procesos fisiol6gicos o de diferenciacion celular.

Alan Mathison Turing en ”Las bases quimicas de la morfogenésis”, plan-
tea que algunas sustancias quimicas pueden reaccionar y difundirse simul-
taneamente para formar patrones espaciales no homogéneos, pero estables.

Los mecanismos de reaccién-difusién describen los fen6menos biol6gicos
a nivel molecular. En el meristemo apical, se producen sustancias qufmicas
que interactian de una manera no lineal, produciendo concentraciones no
homogéneas. Estas concentraciones pueden ser usadas para iniciar eventos
morfogenéticos como la diferenciacién de un primordium[5].

La hipétesis de Turing permiti6 estudiar el desarrollo de patrones a par-
tir de las soluciones a ecuaciones diferenciales que modelan los procesos de
reaccién -difusién.

La ecuaciones de reaccién difusién

En la ffsica son comunes los procesos de difusién (neutrones, gases, etc).
El méds conocido de estos procesos es la propagacién de calor. La energfa
calorffica, a pesar de no ser una sustancia, se difunde. La ecuacién que
gobierna este fenémeno es una ecuacién diferencial para la temperatura T' .
Para algunos madteriales sucede que %‘tl = c.,ﬁfi—f, con g la energfa en forma de
calor. Si no existen absorcién, ni generacién de calor, la ecuacién de difusién
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se escribe como o BT R :
' ‘ — = DV?T 2.10
| =DV (2.10)

k / c.,, 1a constante de difusién, que depende de las propiedades del
ma.tenal . Esta ecuacién también sirve para describir la difusién de liquidos.
Con ella se puede modelar la difusién de sustancias morfogenéticas.

Por ot.ra ‘parte, las ecuaciones para la reaccién de dos sustancias A y B
con copcentracxon@ a y b respectivamente son .

= fl(av b)
% = f2(a’s b)

En general, las funciones f; y f2 son no lineales. En este par de ecuaciones
una de las sustancias favorece la reaccién y la otra la retarda, es por esto que
se les lama, respectivamente, activador e inhibidor.

Combinando las ecuaciones 2.11, con las correspondientes ecuaciones de
difusién, obtenemos las ecuaciones generales de la reaccién- difusién de dos
sustancias A y B.

(2.11)

% = D1V2a+ fl(a b) (212)
g’: D2V2b+ f2(a. b) (2.13)

- A este conjunto de ecuaciones se les debe agregar una condicién para
que el proceso de difusién no culmine con un:estado homégeneo. Es decir
que el papel de activador, sea menor que el del’ mhlbxdor Esto significa que
las constantes de difusién D, y D» satlsfagan que Dy > D,. Estd condi-
cién impuesta a la dindmica del sistema da lugar a soluciones periédicas. A
este mecanismo inestabilidad producido por la dxfusnén se le conoce como
mecanismo de Turing. ‘

Modelo de Meinhardt

En general los modelos de reaccién-difusién de la filotaxia postulan que los
primordia se "repelen” entre si mediante la produccién de sustancias inhi-
bidoras. Estas sustancias se difunden en el borde del meristemo apical, y
cuando el valor del ihnibidor desciende por debajo de un cierto valor l{mite,
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se crea un nuevo primordium. Este ser& por s mismo fuente de otro inhibi-
dor y asf sucesivamente. El modelo de Meinhardt es un buen ejemplo que -
ilustra el uso de las ecuaciones de reaccién dlfusufm para modelar procesos
de diferenciacion.

El modelo de Meinhardt estd basado en este proceso. Se trata de un
modelo unidimensional. La diferenciacién celular se lleva a cabo en un anillo
situado en el borde del meristemo apical. Para reducir este problema a una
dimensién se restringe la atencién a un segmento de recta, es decir, €] anillo
desplegado en el plano, con condiciones de frontera periédicas.

Este modelo describe las interacciones de tres sustancias bioqufmicas

e Un activador cuya concentracién es a

e Dos sustancias antagonistas, es decir dos inhibidores con concentracio-
nessyh

La pareja de activador e inhibidor (a, h) contiene la dmémlca propuesta
por Greier y Meinhardt (1972) , mientras que s , tiene una tasa baja
de decaimiento, comparada con a y h, sin embargo esta sustancia juega
un papel de ”memoria” qufmica a largo plazo.

El sistema empieza con una concentracién alta del activador a. Cuando a
se incrementa por encima de cierta concentracién critica, se induce la forma-
cién de un primordiumn. Después de un cierto tiempo ¢, largo, se tiene que
las ecuaciones del sistema son las siguientes:

Oa 8% a® -
a = DGW + _—_h(]{a T s) — L@ + o, (2.14)
oh 8%h | N s
_6? o= hﬂ + 0,2 -_ /th - (2’15)
Os 6 s : L ' - &
T D e + a? — M o ‘(2‘.‘176)‘.»

D,, Dy, D, son los coeficientes de dlqulén de las sustancias, Kq €8 un -
término de fuente constante, v, es un término de saturacién, para que se de :
una situacién no homogénea sc debe exigir que p, > =1y p, > iy =:1.
La pareja (a, h) tiene propiedades morfogenéticas si el thbxdor h es una E
sustancia difusiva rdapida es decir que D,, > D,. o S
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Si las tasas de decaimiento se eligen convenientemente ( p, > i, ), la
pareja de activador-inhibidor (a, k) produce pequeiios picos locales en la con-
centracién del activador (Meinhardt 1982). Estos picos producen la inhomo-
geneidad de s, que mantiene la memoria de las posiciones en donde los picos
en la concentracién del activador aparecieron, pero esta memoria desaparece
poco a poco debido a la difusién de s y a su degradacién. Debido a la accién
inhibidora de s, un nuevo pico en el activador se presentard en la primera
posicién donde la concentracién de s desciende de un cierto valor umbral.
Este proccso se repite y asf se generan los primordia.

2.4 Relacién entre los distintos enfoques a la
filotaxia

Los modelos presentados en las secciones anteriores tienen distintas moti-
vaciones y enfoques, pero tienen en comun el buscar responder a las dos
preguntas fundamentales de la filotaxia. Desde distintas perspectivas, con
distintos métodos, tratan de explicar las principales hechos observados en la
filotaxia. A pesar de la diversidad de enfoques, podemos decir que las tres
descripciones anteriores son complementarias. Existe, entre ellas una cadena
causal que nos permite ligar a las tres descripciones.

Los patrones geométricos se generan debido a la dindmica de la forma-
cién de primordia y ésta, es producto de la interaccién fisiolégica entre los
primordia.

Conjetura de Lee y Levitov En el libro "Simmetry in plants” Lee y
Levitov establecen lo que llamaré la conjetura Lee y Levitov que de ser
probada, permitird establecer puentes entre los distintos niveles de descrip-
cién. Lee y Levitov afirman que ” en el estudio de la dindmica de sistemas
de objetos que se repelen entre si, no importa el mecanismo particular de
interaccién responsable, ni tampoco que representacién geométrica utilizada
(cilindrica, cicular, o cono) ya que en cierto sentido las interacciones y la
representacién son equivalentes.”

Como hemos visto en los distintos modelos, la dindmica que subyace se
traduce en una dindmica de objetos, que de alguna manera, ejercen entre
si una repulsién. Por ejemplo, en el modelo de van Iterson la condicién
de tangencia y rfgidez de los discos, modela la repulsién. En los modelos
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de reaccién difusién el efecto neto es una repulsién entre los elementos que
se generan. Asf que el sistema dindmico que estudiaremos en el snguxente ‘
capftulo, aprovecha esta caracteristica de la interaccién entre prlmordla para.
intentar responder a las preguntas fundamentales de la filotaxia.” T
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Capitulo 3

El modelo dinamico iterativo

La mayor parte de los modelos de filotaxia tratan de explicar la preeminencia
de la serie de Fibonaccci en los patrones, postulando la maximizacién, opti-
mizacién de una seric de pardmetros que le reportan beneficios, (evolutivos,
crecimiento, aprovechamiento de luz solar, agua de lluvia etc.) a la planta.

Los modelos dindmicos se caracterizan por ser lejanos a la especificidad
biolégica del sistema. Se extrae de los hechos conocidos los pardmetros re-
levantes para la descripcién del fenémeno y apartir de estos se genera un
sistema dindmico con la meta de reproducir los arreglos geométricos.

El modelo dindmico presentado por Douady y Couder es un ejemplo muy
bello de simplicidad y elegancia. Ellos trataron de encontar, y lo hicieron,
el conjunto minimo de hipétesis necesarias para reproducir los patrones fi-
lotdxicos observados en las plantas. Por ello, probaron con el conjunto de
reglas propuestas por Hofmeister en 1868. La pregunta que querfan respon-
der consistfa en saber si estas reglas son suficientes para producir las espirales
equiangulares y las parastiquias. Esta cuestién parece trivial pero no lo es,
debido a que si la respuesta fuese positiva, se podria encontrar un sistema,
incluso fuera del dmbito biolégico, que se comportara conforme a las reglas
de Hofmeister y entonces generard los patrones.

Esta idea fue la que llevé a estos fisicos franceses a encontrar un dis-
positivo experimental fisico que cumpliera las condiciones de aparlcxén de
elementos; asf como su interaccién entre ellos.

39,
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3.1 Descripcion del experimento

El dispositvo experimental que utilizaron consistié en un plato con aceite
de silicén, dentro de un campo magnético vertical. El recipiente contenfa
un cono truncado en el centro del plato. A esta concentracién se le aplicé.
un campo magnético H con un gradiente, de tal manera que en las orillas

del plato el campo era mds intenso. Para modelar los primordia utilizaron -
gotas de un fluido ferromagnético que eran dejadas caer sobre el centro del

plato con una periodicidad T. De esta manera las gotas al caer sobre el cono,”
se deplazaban hacia la periferia, se’ polanzaban y formaban dipolos con su °
momento dipolar alineado con el campo. Debido a la prescencia del gradiente

de campo magnético, cada gota adqmrlé una velocidad de radial V(r) .

Ellos observaron que se tenfan tres pardmetros relevantes en el experimen-
to: la periodicidad T, el radio Rg, a partir del cual no existe reorganizacién
de primordia, y la velocidad V (r) de los primordia después de esta region.
Estos tres, se pueden combinar para formar un pardmetro (G, adimensional,
que los relaciona.

vV
G="1 (3.1)

Fiécilmente se puede verificar que el sistema del plato y las gotas satisface
las reglas de Hofmeister enunciadas en la seccién 2.2.1. La hip6tesis de que
el nuevo elemento aprezca en el espacio més grande disponible, se modela
mediante la accién de las fuerzas repulsivas entre los dipolos magnéticos.
Esta interaccién hace que la nueva gota aparezca en la regién de menor
repulsién, es decir en el espacio més grande disponible.

En este sistema de gotas idénticas, los dipolos se repelen con una fuerza
proporcional a d~3, con d la distancia entre gotas. En el experimento Douady
y Couder modificaron gradualmente el pardmetro de control T, es decir la
periodicidad. Con esto, hicieron variar también el pardmetero G y midieron
el dngulo de divergencia ¢. Los resultados se discuten en la siguiente seccién.

Observaron que, para valores grandes de G, el dngulo entre dos gotas
consecutivas es de 180° (27 radianes). Sin embargo, a medida que disminuye
T, la nueva gota es repelida no sélo por la dltima sino que las anteriores
ejercen una influencia energética que ya no puede ser despreciada, es a este
T: (tilempo de transicién) que la gota se desplaza hacia un lado, es decir no
en la posicién de 180° sino en un dngulo menor. Esto constituye una ruptura
de simetrfa del sistema. Este deslizamiento define el sentido de la espiral
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Figura™3.1: Figura 3.1 Dispositivo experimental

generatriz. Para valores m4ds pequeifios de 7" las distancias son menores y la
nueva gota se acomoda en un lugar en el cual la repulsién es mfnima.

Observaron que para valores pequeiios de G, cercanos 0, las gotas se
ordenaban (auto-organizaban) en un arreglo muy parecido al que se observa
en el capftulo de una margarita o de un girasol. En el siguiente conjunto de
fotograffas ( Figura 3.2) se observan los resultados para distintos valores de
G.

Los arreglos de gotas observados no s6lo dependen de T sino que también
dependen de la velocidad de adveccién V, en este caso provocada por el
gradiente H, y de R, , ¢l radio a partir del cual ya no hay reacomodo que
cambie la posicién angular de las gotas.

Debido a que en el experimento la inica variable ajustable es T y adem4s
T es proporcional a G, se observé la influencia de T° cuando R, y V (r) se
consideran fijos.

En la seccién 1.3 se hizo referencia al pardmetro que Richards encontré.
Este pardmetro caracteriza el crecimiento apical: la razén plastocrona a =
%—:l,expresa.do en la representacion circular.

Experimentalmente, se sabe que cerca del dpice, el crecimiento de la plan-
ta es exponencial. Entonces, la velocidad de adveccién es proporcional a la
distancia al centro.

V(ir) xr

= V(r) = kr (3.2)

ORI TARATAY
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a6 DI GRIGEN
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Figui'a”'3.2: ‘Figura 3.2 Patrones filotdxicos a) G =1, b)Ruptura de simetrfa,
c) G = 0.01, Figura tomada de Douady y Coudcr (1996).

La velocxdad del primordium en el borde del épxce es V(Ry) = Vp, con
esta condlcxén inicial se puedc resolver 1 acxén 3.2 para encontrar 'r(t)

Por otra parte, paxa cal(;u a1 ,i.,la ra76nv plastocrona de Richards en %te
modelo, se debe formm el (.ocmnt;e entre las distancias de dos partfculas
consccutnvas -

" TRSIR COR

FaLLA DIl ORIGEN
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Supongamds que t,ehe'mo‘sm‘ partﬁiCulaS,{éélculembs’ eritonces conn<m

De la ecuacién anterlor se ncuent;ra lb. relacnén entre la razén plastocrona o
de RlchardsayG : '

lna=G S

Mediante la ecuacién previa, el pardmetro G se puede deter ni
rimentalmente para las plantas mediante la medicién de a.. :Mei
demostré que la evolucién continua de la filotaxia de una forma.

infloresencia se debe, esencialmente, al decremento continuo de; S
En este experimento 7' y V se pueden definir con precisién,. pero oasf .

Rg. Sin embargo, aun asf, los valores de G para el experimento se pueden ; ;V"" C

comparar con los obtenidos experimentalmente con la medicién de S

Por ejempl, G = 1, en el experimento de Douady y Couder se obtiene
convg =~ 1cms !, T = ls Ry = 1cm. Tipicamente, para las pla.ntas se tlene'
G=1,conv = 10 :’;J,ms‘1 T = 105s. , Rg = 100um.

Doaudy y Couder encontraron, que a partir de las hipé6tesis de Hofmesxter :
se generan los parastichies observados en la cabezuela de una flor compuesta.
Asf que, si se encuentra una situacién de naturaleza distinta que satisfaga.
las reglas anteriores; entonces éstas son suficientes para generar los patrones
espaciales de parastquias.

3.2 La simulacién niamerica

Las hip6tesis de Hofmesiter , ver seccién 2.2.1, sugieren inmediatamente, la
existencia de un algoritmo. Ya que estas reglas satsifacen las condiciones"
de uno. Son precisas, deterministas, no ambiguas, etc. Esto permitié la
realizacién de un programa de cémputo para. hacer una simulacién numérica
en la computadora.

TRSEE GO _
.?.‘hﬂ.i;..u‘i D¥ URL(IEN
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Douady y Couder utilizaron la representacién circular. Es decir un disco
C de radio Rg,con centro en el origen. Para modelar los primordia, las
consideraron partfculas puntuales. :Cada una de las particulas genera una
energia repulsiva. E(d), con d la distancia. Cada partfcula tiene, adem4s, una
velocidad radial V(r), que servird para modelar la velocidad de adveccién,
debida al crecimiento del brote o tronco.

La energfa repulsiva cdnst;ituye el modo m4s simple de reproducir la cond-
cién de que la partfcula apaxece en el espamo disponible mds grande dejado
por las otras.

Las partfculas aparecen sobre la cucunferenma C, cada tlempo t= T Es- SRS

to , ademads del criterio de : ap

aricién de nuevas partfculas “define la dmémlca'
de este sistema. o

Criterio de apancx6h d
aparece después de T umda.des
de las particulas previas, la nue

disponible.

El programa de Duady y Couder les per ‘
experimento, debido a que pudieron seleocmn una velocxdad de adveccxén ’
distinta. Ellos implementaron tres distintas velocndad% radiales.’ Estas son’
el crecimiento exponencial, V(r) = 7%' veloc1dad consta.nte V(r) = Vo e '
inverso de la distancia ,V(r) = WRy/r. o

También se podian seleccionar distintas relaciones de mteracc16n energét;l- '
ca. En su simulacién Douady y Couder probaron con E(d) = 1, E(d) = &
,lo cual es tipicamente la interaccién del experimento entre las got;as de un
ferrofluido, y E(d) = e~%/',con I constant;e.

Algoritmo

Se mapea un conjunto de puntos dlscretos sobre la cu'cunferencm de ra.dlo
Ro en los cuales se lmde la energfa repulswa producto de la suma de cada.-}

parcial. Repitieron este proceso hasta encontrar la’ premslén requenda.,: que
para este caso fue de 0.1° :

Las soluciones se encuentran resumidas en el gréfico de la s ﬁgura 3 3
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Figura 3.3 Diagrama de bifurcaciones. Figura tomada de Doaudy y Couder
(1996)

El diagrama observado es muy parccido al érbol de Farey y al obtenido por
van Iterson mediante consideraciones puramente geométricas. Sin embargo,
la principal diferencia, consiste en que, en el diagrama de Couder y Douady,
tinicamente una rama, dentro de la precision del programa, es continua. Esta
rama es la que converge al d&ngulo dureo.

3.3 Resultados

Douady y Couder encontraron que la mayorfa de los rcgfmencs son est;dblcs
para un valor fijo de G y . Cuando para un valor de. G se tienen distintos
dngulos ¢, ¢l dngulo que aparcce depende de las cond1c1ones mlcmles, o del.
transitorio que conduce al valor de G. - - g :

Los regimenes permanentes Con la simulacién numérica utilizada
por Couder y Douady se pueden considerar las contribuciones de hasta 400 -
partfculas, con cllo se obticne el diagrama ¢(G). Para valores grandes de
= 180°, ¢ste es el modo decusado de la filotaxia; es decir cuando las hojas
se encuentran a 180° una con respecto a otra.

Para un valor umbral G dos modos espirales son posibles ¢ < 180° y
@ > 180°. Para este valor sc tiene que ¢l mimero de iteraciones neccarias
para la convergencia es muy grande. Es decir que, | 180° - ¢ | o< (G — G)Y/2
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dlverge, esto, en el lenguaje de los sxstemas dmzimlcos ves:ca.racterfstxco de '
una ruptura de simetrfa. : : ‘

selecc1onado, sin clement;os mlcxal&s

2. Una condicién transitoria. Se empxeza ‘con un valor -grande de G y
'dlsmmuye gradualmente a un valor constante G. -Con este valor de G
constante se calcula ¢

3. Una condlcxén inicial forzada. Se crea inicialmente un patrén con un
mimero dado de partfculas m, se selecciona una G, y se observa si esta
configuracién puede seguir creciendo. Esta condicién permite el estudio
de los limites de existencia de soluciones. Con esta Douady y Couder
exploraron la continuidad de las soluciones.

Como se observa en el diagrama, el nimero de soluciones se incrementa
con el decremento de . Observaron también, que el sistema es robusto ante
la eleccién de interacciones energéticas, y también con respecto a distintas
velocidades de adveccién. Se pueden observar cambios cuantitivos, cowo ¢l
valor de G para el cual se da la bifurcacién, pero el valor al cual converge Jn.
lnica rama continua en cualquiera de los casos es ¢.

Este diagrama se puede comparar con el obtenido por van Iterson cit
1907 (Figura 2.1). La diferencia, como ya se sefial6, se encuentra en la
continuidad de una sola rama. Cuantitativamente, los diagramas dindmicos
siempre difieren de los geométricos por una caracteristica esencial: en la
bifurcacién cerca de G;j,el segmento de curva (4, j) s6lo se une con (7,7 + j)
mientras que la curva (i,¢ + §) aparece en una nueva rama disconexa.

Levitov estudié en 1991 las condiciones de energia minima para un arreglo
helicoidal sobre un cilindro. El propuso un arreglo regular con elementos que
se repelen entre si y la estructura global alcanza minimo en la energfa. Lo
que hace reproducir el mismo diagrama de bifurcaciones, que se presenté en
el trabajo de Couder y Douady.

La equivalencia entre ambos trabajos se debe a la dindmica de creci-
miento, en donde cada primordia aparece en el lugar en donde la energfa es
minima, eventualmente crea una estructura global de energfa minima.
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Desde los primeros trabajos en filotaxia se mostré que los arreglos espi-
rales son preeminentes y también la presencia de la serie de Fibonacci. El
modelo dindmico de Douady y Couder responde satisfactoriamente a las dos
preguntas de la filotaxia. Satisface la regla de la adicién. Ademds, también,
explica que (m,n) sean nmimeros consecutivos de la serie de Fibonacci. Ex-
plica la aparicién constante en la naturaleza de ¢,debido a que en su modelo
la razén atrea se privilegia en la seleccién de una rama continua.

El vinculo entre los hechos de la botdnica y los pardmetros de este,mode-
lo se encuentran en la realacién: entre G y.la razén plastocrona de Richards.
Los experimentos demuestran, que desde el punto de vista de la filotaxia,
la caracterfstica principal es la evolucién continua de la razén plastocrona
con el tiempo. Como la razén plastocrona y el pardmetro G estdn relacio-
nados mediante la ecuacién 3.7 es decir, mediante Ln (a) = G. Por lo que
el decremento continuo de a, y debido a que Ln(z) es una funcién continua,
implica que G decrece continuamente. La tinica rama que tiene soluciones
para G decreciendo continuamente es la que converge a ¢. De esta manera,
el modelo, encuentra una respuesta satisfactoria a la aparicién de la serie de
Fibonacci en la filotaxia espiral.

En contraste con las explicaciones usualmente utilizadas, para justificar
la presencia de la serie de Fibonacci y ¢, la continuidad de a ( y por lo tanto
la de G, durante la ontogenia,) el modelo iterativo les permité a Douady
y Couder encontar una consideracién necesaria, debido a la estabilidad del
sitema dindmico, para este hecho.

Ejemplo de ello es, la muy extendida, creencia de que las hojas se en-
cuentran dispuestas en espirales logarftmicas cuyos posiciones son debidas a
que, de esta manera, logran una mayor exposicién a los rayos solares (Leigh
1972); es una simplificacién del problema ya que

1. Supone que todos los troncos son verticales
2. que el sol siempre se encuentra en el cenit

3. que las hojas no pueden cambiar de orientacién

A diferencia de esto, los fisicos franceses, encontraron que el predomi-
nio de la serie de Fibonacci estd vinculada con el hecho de que en un
nuevo tronco siempre empieza a crecer con una razén plastocrona gran-
de. Posteriormente, la razén plastocrona disminuye y en este rango de
valores tinicamente existe la serie principal. Es decir, el decremento de
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esta cantidad, como ocur en la reahdad botzimca, sélo se obscrva una -
rama continua del dlagrama de Farey : L

Reglas de Snow y Snow o

Después del articulo de 1992 [7], Douady y Couder escrnbleron una serie de
tres nuevos artfculos que generalizan sus investigaciones anteriores. En el -
segundo de ellos proponen un nuevo algoritmo para la snmulacuin numérica .
inspirado en las reglas de M. Snow y R. Snow.

Las condiciones de aparicién de primordia se ven modificadas por las -
reglas propuestas por Snow y Snow en 1952, que eliminan la periodicidad de -
aparicién de primordia. Postulan que el nuevo primordium aparece donde Yy
cuando eziste espacio suficiente para formarse.

Douady y Couder demostraron que, bajo este supuesto, el sistema puede
evolucionar hacia estados en donde se genera una periodicidad constante, por -
lo que estas reglas son més generales, ya que contienen al caso de las reglas
de Hofmeister.

Modelando con las reglas de Hofmeister , no es posible tratar con los
modos multijugados espirales. En estos modos filotdxicos muchos primordia
aparecen simultdneamente formando arreglos sucesivos a lo largo del tronco.

La modificacién de la regla de aparicién de primordia, también cs reflejo
de la repulsién entre elementos de un inhibidor. ~

Reglas de Snow y Snow
1. El merxstemo a.pxcal es a)usxmét.rlco "

2. ';El é.plce tlene Ia forma de un parabolonde y los pmnordla pued(,u t:ener
R ‘una forma azimuta a.largada

3. Los prlm ia se«forman en la perlferla del menstemo aplcal y debldo
Cooal crec1m1ento, se mueven con velomdad radial v(r). - ‘

4. Un nuevo’prunordmm aparece donde y cuando se genera un capacxo‘f
. suﬁc1ent:e en la perlferla del dpxce

5. '[‘uera de la region ‘de radio Ry, no existe reorganizacién que conduzt,a
a camblos en las posiciones angulares de los primordia. ’
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Las hipétesis de Snow y Snow generan, también que la estructura global
tenga una compacidad 6ptima. Para este conjunto de reglas, no se encontré6
un sistema fisico que se comportara conforme a estas reglas, de tal forma que
"ébld’éé puede modelar mediante un programa de cémputo.

Para simular la ocupacién de espacio, cada particula, genera una energfa
repulsiva, E(d) con d la distancia de esta partfcula al centro. Al igual que
en el caso de las reglas de Hofmeister el nuevo elemento aparece sobre un
circunferencia de radio R. Se establece un valor minimo de energfa Fj. Se le
agrega la condicién de que sélo puede aparecer cuando el minimo de energfa
se vuelve méds pequeiio que cierto valor umbral FEg.

Esta es la forma de modelar el principio "un nuevo primordium aparece
donde y cuando se genera un espacio suficiente en la periferia del dpice”. Se
mapea en la circunferencia todos los valores de energia, y un nuevo primor-
dium aparece cuando el valor de la energfa es menor que el valor umbral
-Fyq.

Este cambio introducido, con respecto a la simulacién basada en las reglas
‘de Hofmesiter, genera patrones periédicos, ademds de modelar también los
distintos modos de la filotaxia.

3.3.1 Un modelo dindmico para la formacién de patro-
nes en plantas

En 2002, Atela, Golé y Hotton {46), mediante un anélisis matemdtico ri-
guroso, demuestran que la unica solucién que satisface las condiciones de
aparicién es la que converge a ¢.

Este modelo permite un aproximacién matemdtica, no s6lo numérica,
al andlisis del sistema dindmico que genera los patrones en plantas. Este -
sistema dindmico estd basado en las reglas propuestas por Hofmeister para
la generacién de primordia en una planta vascular.

Atela, y sus colaboradores consideraron una configuracién de puntos, que
representan a los primordia, sobre un cilindro desplegado en el plano. Los~:
puntos sobre él son {p,, p1,..., Pn} , cON P = (Ok, Yx) ¥y Yk = ky. '
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F es la. func16n que sclcccnona

el dcﬁmda como la ecuaméu 3 8 sobre

el cspaclo fasc TN son las 51gu1entcs e

e Equidistancia: pq es cquxdist;antcs a sus vecinos m4ds cercanos P, P .
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) OpOSlClOn Los vecmos més cercanos a po, es decu', Pas. p,,. esté.n en
lados Opuestos de po

e Amort1guam1ento Una pequena varnacxén en 0 ‘0-en On, mduce una .
pequefia variacién en 00 :

Debido la sunetrfa cucular, el espacio de conﬁguraclén se puede dlSml— :
nuir en una dxmensuSn, si parametrizamos con rwpecto a la dxvergencm
es decxr si con31deramos T.

1

Ty = Ory1 — O ' ‘ ’ - (3.9)

El mabed, éhdra es de la forma

kXo = f(:vo,..,.'I:N)
Xy = =zp . :

XNy = Tn-g - (310)

con X los dngulos de dxvergencla

De esta manera, los puntos ﬁ_]os de este mapeo son puntos con éngulo

constante. Los detalles en la demostramén rigurosa se pueden encontrar
en [12].

Lo que encontaron fue que usando la condicién de oposxc1én y la. varia-
cién de un pardmetro ( que juega el papel de G en el modelo de Douady ~
y Couder), se obtiene el diagrama de van Iterson, que selecciona sélo
una rama. en cada punto de bifurcacién. La unica rama. contmua es
nuevamente, la que converge a ¢.

Con ello se demuestra que tanto analfticamente, como numéricamente
la dindmica del sistema impone condiciones que seleccionan sélo una
rama del drbol de Farey. Es decir que la dindmica que subyace al
sistema es la responsable de los patrones observados en la filotaxia.
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Capitulo 4

Descripcion y resultados del
programa

Para reproducir los resultados numéricos, del programa de Douady y Couder,
se escribié un programa en C++. El programa de cémputo se basé en el en-
foque de programacién orientada a objetos que permité mayor flexibilidad en
el momento de imponer nuevas condiciones de aparicién de primordia; debi-
do a la reutilizacién del c6digo previamente escrito. Las gréficas resultantes
fueron realizadas en software comercial.

Los objetivos para elaborar una nueva simulacién numérica son: investi-
gar los lfmites de existencia de soluciones, comparar las distintas velocidades
e interacciones energéticas propuestas por Douady y Couder, y comparar la
convegencia a ¢ de las soluciones con G — 0

4.1 Diseno de la clase

Para trabajar con la cantidad de datos, asociadas a las posiciones y velocida-
des, se creo una clase llamada polar.h, en donde se modelan las posiciones
de los primordia ,asf como sus propiedades cinemadticas en el plano mediante
coordenadas polares.

Esta clase permite el cédlculo de la distancia en el plano, el d4ngulo entre
dos primordia. Ademds permite manipular los datos de tipo polar mediante
las funciones de interacciones enrgéticas y y de velocidades. Permite en
todo momento calcular posiciones, mteraccu‘m (repuls:én) entre ellas y su
velocidad.

53
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En esta simulacién numérica se puede selccxonar dentro de un mend la
ley de velocidad a seleccionar entre las siguientes.: Adicionalmente se ofrece
un memi en donde puede elegirse la relacién de energfa que entre primordia
como funcién de la distancia entre ellos

A diferencia del programa reportado por Couder y Douady (1992) el algo-
ritmo utilizado y el mimero de iteraciones permite mayor precisién (menor a
0.01°) que mejora la investigacén sobre el lfmite de la existencia de soluciones
en el diagrama de Farey. .

4.2 Algoritmo

Después de seleccionar el radio de la circunferencia Ry, el periodo de apa-
ricién de primordia T'la velocidad de cada primordia v(r), y la interaccién
energética como funcién de la distancia E(d). El primer primordia aparece en
la posicién Ry , #g = 0. Con esta eleccién no se pierde la generalidad, debido
a la simetrfa del problema. Los primordia subsecuentes aparecen después de
T unidades de tiempo, sobre algin punto de la circunferencia de radio Rp.
Los primordia aparecen en la posicién angular en la cual es minima la energfa
de interaccién entre los primordia previos. Después de esta interaccién inicial
no existen reacomodos y los primordia se alejan radialmente del centro del
dpice con la ley de velocidad v(r) seleccionada previamente.

La principal tarea de este programa consiste en encontrar el punto sobre
la circunferencia en donde la energfa de repulsién producida por los prlmordlai
previos es minimo. El algoritmo que se utilizé para encontrar este punto es
cl siguiente. : S

Supongamos que tratamos de encontrar la posicién del k—éS1mo pnmor-
dium. Se mapean 100 puntos de la circunferencia distribuidos regul nte;
es decir, se generan un arreglo de 100 datos de tipo polar con 7 ,
0; = ¥ = = parai=0, 1, .., 99. Sobre cada uno'de estos se calcula

la enrgfa repulsiva debido a los prlmordla prevxos, medlante 1a: suma de' las
ch=1
contribuciones energétncas de cada prlmordxa, Z E( k) dj) es,la,dlstan_ma

i=0,1,2,. 99 Se selecc1ona este punt:o como ~
elige el ‘zivngulo 0., = %t en donde la interaccién es menor Alrededor de este
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dngulo, se distribuyen nuevamente 100 puntos sobre una arco de circunferen-
cia definido por los lfmites Iy — 138 < 0, = I < 8 + 135:es decir que los
puntos se encuentran en un arco del tamarfio de la prunera particién, cuyo
punto central es el mfnimo parcial. Esto garantiza que, si el mfnimo global
se encuentra en el punto’ medio entre dos particiones, éste serd un nuevo cle-
mento de la particién. Se vuelve a calcular para cada punto la energfa y se
encuntra otro mfnimo parcial y se repite el proceso ya descrito hasta alcanzar

la precisién requerida. '

4.3 Pseudocdédigo

Se puede implementar este algoritmo en distintos lenguajes de programacién
si se ofrece su pseudocédigo. Este consiste en una descripcién (no especifica
a lenguaje alguno de programacién) bien definido, determinista, finito, no
ambiguo que permite posteriormente ser expresado en un lenguaje de pro-
gramacién especifico.!
Ro, T Yy |4
Se calcula G = TV/Ry
Se solicita la velocidad de primordia v(r)
Se solicita la interaccién enrgética E(d)
Se genera un arreglo de 500 datos del tipo polar llamado przmordza
Se genera un arreglo de 100 datos del tipo polar llamado ”mz’mmos
Para k = 0 hasta 499 '
Para i = 0 hasta 99
radio-_ mfnimo_ 1 = Ry
dngulo_ minimo_ i =min -+ g—é
=141
Paraj =0 hastaj <=k ; S o ~ :
radio_ primordia_j =radio_ primordia_ j + Radio_ Primordia(T-j)
Para i = 0 hasta 99 : : EE
calcular la energia por particula
encontrar el minimo :
repeitr este proceso hasta la precisién establccida

'El cédigo fuente de la clase utilizada, asf como del program'l se; cncuentmn en el
dpendice A
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4.4 ‘Graficos

__La grafica 4.1mucstra el dlagra.ma dc b;furca;én obtenido, para una mtcl ac-
cién energética V = Vr(t), E = 1/d

Figura 4.1 Diagrama de bifurcacic‘m.

Condiciones iniciales distintas = Como se¢ mencioné en la capitulo ante-
rior, para obtener ¢l diagrama- de bifurcaciones se deben considerar 3 con-
-diciones iniciales distintas. La grdfica 4.2 muestra un sistema con un valor
bajo para G = 0.01, asf que se puede observar que converge inmediatamente
al dngulo durco. Se consideré un sistema sin elementos iniciales, con cl va-
lor de G seleccionado. Se observa que el primer dngulo de divergencia es de
180°,después se da una ruptura de simetrfa del sistema, y el dngulo ¢s menor.
Sc observa que ¢l dangulo converge rdapidatnente. La velocidad ¢ interaccion
energdética resulta poco relevante, ya que se observan los mismos resultados.
Para csta grifica se sclecciond v(r) = Vyr(t), E(d) = 1/d.
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L1807

cazo A

180 -

1507-‘- =
140 {

: 130 T T
: o} 50 100 150

Numero de primordia
G=0.01

o biVergéné' ‘(gaaags‘) B

Flgura 4, 2 D1vergenc1a de un sistema sin elementos previos, para un valor
: bajo de G ( 0.01)

Transitorio. Cuando se cambia el valor de G desde un valor inicial
hasta el valor de G requerido. Recordemos que este cambio de G, es el
que tiene una relevancia biolégica debido al decremento continuo de G, y la
relacién G con la razén plastocrona de Richards a. Se observa que se presenta
un transitorio, para después converger a 137.4°.Para esta grafica se seleccioné
v(r) = Vor(t), E{d) = 1/d°. .

Transitorio
G ->1, 0.01
180
R
g T’; 170 -.
g g 1860 A -
= E s . M
23’ e KA ~
a 1404 7 N
130 T T T T T T T
[+] 20 40 60 80 100 120 140 160
Nimero de primordia

Figura 4.3 Divergencia para un decremento continuo de G.
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Condicién inicial Para cste grafica, se tiene un patrén inicial forzado,
a un dngulo constante. Para el valor seleccionado se ve que no existe solucién,
no hay convergencia para este par de valores de G y dngulo inicial 120°. Esto
se puede ver en el diagrama de bifurcaciones (Figura 4.1). Para este valor de
(G,¢), no hay solucién.

G=0.49

Divergencia
d
]
i=1

0 20 40 60 80 100 120 140

Interacciones energéticas . Las distintas interacciones em'gétlcas, _se com-
portan, cualitativamente iguales, s6lo caombian los puntos de bifurcacién, pero'
la_convergencia al dngulo atireo, se observa en todos los casos para G — 0

Interacciones energéticas

g wsJ
150 -~ 4
g S
g 135 { "
a8

120 v —

0 0.5 G 1

Figura 4.4 Rama continua para dos interacciones energéticas.

En la grifica 4.4 se muestra E(d) = 1/d, e(d) = exp(—1/d).
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4 L
e 4
e

Q9 91 02 03 04 o8
G
E(d)=1/d
+ E{dpexp(yd)

Dlv?rnencla { g.rndnx)
H

Flgura. 4.5 Detalle de convergencm pa.ra G pequena

En la grifica 4.5 se puede observa.r un a.cercaxmento dc 4.4 para G pe-
queilo.
Observamos que para valores grandw de G exxstc una diferencia entre las
interacciones enegéticas, pero para valores’ de G cercanos a cero, las gréficas
son practicamcnte indistinguibles. Ademés como sc puede ver en las dos
graficas anteriores, para distintas mteraccmnes energéticas se tiene el mismo
comportamiento cualitativo, y convergen al dngulo dureo con G — 0. Esto
resulta sumamente importante, debido a que, no se sabe realmente, cual es
cl tipo de interaccién que se observa en los primordia. Con ello se pueden
modelar esta interaccién con distintas leyes de potencia y el comportamiento
es ¢l mismo. '
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Capitulo 5

Los protectorados en la
naturaleza

Se presenta el concepto de protectorado, acuiiado por Laughlin y Pines [24],
para mostrar que existen en la naturaleza comportamientos colectivos que
son independientes de su sustrato material. Adema4s se presentan algunos
gjemplos de sistemas que poseen ecstas propiedades y ,que en su conjunto,
costituyen un protectorado.

5.1 Propiedades protegidas

5.1.1 Mis es diferente

Philip W. Anderson, Premio Nébel de Fisica en 1977, escribié en 1972 un ar-
tfculo en la revista Science llamado ”More is different” ( M4s es diferente)[26].
En ese trabajo, Anderson resalta los cambios en el comportamiento de siste-
mas con una gran cantidad de componentes fuertemente interactiantes. En
este tipo de sistemas, existen propicdades que no estdn prefiguradas en el
comportamiento individual de sus elementos. El principio de superposicién,
tan valioso para obtener predicciones del comportamiento de muchos siste-
mas, falla cuando se consideran propiedades emergentes del sistema, pues
éstas son producto del comportamiento colectivo.

Ademas, Anderson senala los limites del programa reduccionista en la
ciencia, en general y en la {isica eu particular. Este programa consiste en di-
vidir un sistema de estudio en sus componentes ”fundamentales” y analizar
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¢l comportamiento de este clemento (desprovisto de sus entorno). Después
de este proceso de an4lisis, que puede llevar al planteamiento de unaf(s) ecua-
cién{es) de este elemento, se utiliza ¢l principio de superposicién, cs decir sc
suman los componentes individuales y se afirma que el sistema se compor-
ta como la suma de sus comportamientos individuales. A veces, esta visién
constituye sélo la primera aproximacién (cuando se puede expresar como una
respuesta lineal del medio}, pero casi siempre sc ofrecen las ecuacionesde aquf
surgidas como la ley fundamental del sistema. .

Con esto no se pretende soslayar la importancia del reduccionismo, ya
que con éste se han obtenido avances espectaculares en la fisica, sino que se
pretende senalar sus limitantes.

Existe una variedad importante, numerosa, de sistemas no necesariamen-
te fisicos, que tienen propiedades que trascienden el andlisis reduccionista.
Estos sistemas exhiben comportarnientos que no se pueden predecir a partir
de las leyes ”fundamentales” encontradas con estos métodos. Generalmente
estos sistemas estdn constitufdos por una gran cantidad de elmentos y la inte-
raccién entre ellos los hace comportarse como un todo, emergen propiedades -
no previstas. jMas, es claramente diferente!

El articulo de Anderson constituyd la primera aproximacion de lo que hoy
se concoe como la complejidad. Ademds abrié un nuevo campo de investiga-
cién, no s6lo en la fisica sino en la ciencia. k

5.1.2 Protectorado cudntico

Laughlin y Pines {28] inventaron un término que sintetizaba las observaciones
realizadas en sistemas cudnticos. Ellos se percataron de que existian propie-
dades que eran robustas, esto significa que la propiedad emergfa a pesar de
la especifidad dc los materiales. Es decir que, ciertos sistemas cuénticos de
muchos cuerpos, exhiben propiedades que se mantienen inalteradas a pesar
de las impurezas, imperfecciones del material y fluctuaciones térmicas. A
estas propiedades las Hamaron propiedades protegidas o protectorado
cudntico.

Posteriormente, Anderson [24] afirmé6 que la fuente de proteccién cudntica
se encuentra en el estado colectivo del campo cudntico involucrado. Este
campo es tal que las particulas estdn tan estrechamente acopladas que, las
excitaciones del sistema no involucran inicamente a unas pocas particulas,
sino que se trata de excitaciones colectivas del sistema completo, y dan lugar
a un comportamiento macroscépico [28].
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Complejidad y propiedades protegidas

Tradicionalmente, la fisica intenta explicar el mundo, a través de dos des-
cripciones extremas : lo mds pequeiio, ¢l mundo submicroscépico y lo mds
grande, escalas cosmoldgicas. Se considera que los fenémenos que tiene lugar
en las escalas intermedias se encuentran entendidas con un grado de certe-
za razonable (dindmica newtoniana, 6ptica geométrica, termodindmica). En
este cuadro parece sélo cuestién de ticmpo y recursos de computo para que
todos los fenémenos de aquellas entidades intermedias se puedan reconstruir
a partir de uno de las leyes estudiados en algunos de los lfmites de la escala
superior o inferior.

Se sabe que existen fendmenos a cscala mesoscépica que pueden ser ca-
tegorizados y descritos por las ecuaciones fundamentales, pero no explicados
en términos detallados. Ejemplos de ello son las biomoléculas, tales como
las enzimas en estructuras intracelulares que son responsables de muchos
procesos bioldgicos; éstos no pueden ser derivados de las propiedades de sus
elementos constituyentes.

Los protectorados cudnticos hicieron a Pines y Laughlin sospechar la exis-
tencia de nuevos y atin no descubiertos principios organizacionales que tienen
propiedades universales en el sentido de que son independientes de los deta-
lles especificos de las propiedades microscépicas. Estas sc llaman propiedades
? protegidas” de la materia. Estos estados, se presenta una ruptura de sime-
trfa,es decir roinpe la homogeneidad estructural para que el sistema presnete
anto-organizacion y counstituir asf un protectorado. De manera maés general
un protectorado es un estado estable de la materia que estd determinado por
un principio organizacional.

Ejemplos de protectorados

Anderson enumera propiedades protegidas de la materia como superfluidez,
ferroinagnetismo, conduccién metdlica , ” cuyo comportamiento genérico es
prdcticamente ¢l mismo. de un sistemna a otro independienie de los deta-
lles” [26]

Se puede formular la nocién de protectorado de manera mds elegante
diciendo que sc trata de puntos fijos estables del grupo de renormalizacion.
Sin embargo, diremos que un protectorado es un comportamiento que emerge
espontincamente, como una propiedad que no se encuentra prefigurada en
los constituyentes materiales; sino que se deben a la interaccién entre ellos.
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Esta propicdad cs estable a'j'pesa‘rfdeubertutbzwionqs il las ‘ccuaciones de -
movimiento. ' : : :

El reduccionismo .1[u’md ser el linico método vml)lc para acceder al conoci-
miento de un fenémeno. Sus inegables éxitos podrian apoyar esta afrimacién,-
pero ante los fenémenos complejos, es decir, con una gran cantidad de ele-
mentos interactuantes, se le presenta una dificultad. Por ejemplo, para el
cédlculo de moléculas de 10 dtomos, los recursos de compiito son insuficientes
para producir un calculo util en la prediccién del comportamicento de esta
molécula. Asf que, el triunfo del reduccionismo es modesto ya que, es poco
factible tomar como punto de partida la ecuacién de Schrédinger y tratar
de construir moléculas (aunque sean sencillas), ya que para ello se requiere
de una capacidad de cémputo que crece exponencialmente con el mimero de
elementos.

Los fenémenos emergentes no violan las leyes microscépicas, pero no pa-- -

recen ser consecuencia logica de ellas. Se puede ilustar con dos ejemplos que E
muestran que un fenémeno complejo puede seguir leyes mdependlentes del.
sustrato material en el cual estdn expresados. Anderson menciona- los dos‘
siguientes ejemplos: L

i) La ruptura de simetrfa en liquidos densos de fermiones!, para formar‘ un
par ( pares de Cooper) de fermiones que generan en conjunto una plopledad
macroscépica, tiene al menos tres expresiones:

a) Electrones en metales; cuando los electrones forman un par de Cooper,
modifican la estructura cristalina del material y generan regiones de carga
positiva que provocan la formacién de un nuevo par. y asi sucesivamente,
dando lugar a la superconductividad.

b) dtomos de *He, cl cual se vuelve un superfluido cuando el 3 He liquido
es enfriado por debajode 1 a 3 X 1073K

c) nucleones, tanto en nicleos ordinarios, como en estrellas de neutrones,
en donde los nucleones s¢ aparean 'y s¢ presenta también, el fendmeno de
superfluidez.

En cada uno de ecstos tres ejemplos diversos se genera un par de fer unoncs
en un fluido.

ii) Por otra parte, se puede hacer una computadora digital utlizando:
" componentes eléctricos, tubos al vacfo (bulbos), transitores, o neuronas (
¢stas ltimas ciertamente son capaces de comportamicentos mds complgjos),

!'Los fermiones son las particulas con espfn semientero. El ejemplo mis conocido de un
fermion es el electrén (espin = 1/2)
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pero todos los anteriores tienen la capacidad de computal)lhdad : .
Esto significa que las reglas que gobierna la computabxhdad no dependen
del sustrato material del cual estdn expr&'xdos Es decu que la ca.paudad de
“cémputo’es una propiedad protegida. S R
- Adicionalmente, a estos ejemplos, podemos encont;mr que el ferromagn& :
tismo, también es una propiedad protegida. :

5.1.3  Protectorados cldsicos

La autoorganizacién y la proteccién no son fenémenos inherentes a los fe-
némenos cudnticos, suceden lo mismo con sisternas cuya temperatura o esca-
la de frecuencia son tan grandes que los efectos cudnticos no son observables.
Por ejemplo, el fenémeno de turbulencia es otro protectorado ya que los flujos
y vértices, caracterfsticos de la turbulencia son independientes del fluido.

La existencia de protectorados cldsicos sugiere la posibilidad de que tales
principios podrfan ser incluso vilidos en la biologfa. Ademas, los protectora-
dos y propiedades protegidas permiten la existencia de modelos mateméticos;
Ya que éstos soslayan la especifidad, privilegiando la dindmica, es decir, los
procesos.

La existencia de la auto-organizacién, Cuando se |. »duce una ruptura de
simetrfa, la homogeneidad se ve modificada y emergen procesos espontineos
de organizacién y forman estructuras globales coherentes. El sustrato mate-
rial de un sistema resulta poco relevante. Existen propiedades protegidas cn
la naturaleza, que, con indepencia del su constitucién material, generan la
misma dindmica.[6]

5.2 Ejemplo de protectorados clasicos

Uno de los ejemplos mds ampliamente divulgados de un protectorado[14] lo
constituye la forma de el crecimiento de bacterias Bacillus subtilis, el cre-
cimiento de iones de zinc, simulacién numérica del crecimiento por difusion
agregacion limitada. Si miramos las fotograffas de abajo, se puede ver qué
tienen caracterfsticas comtines tales como que los tres casos se trata de frac-

tales y ademds tienen la misma dimension.[6] '
En todos estos casos se trata de agregados fractales que tienen distintos

escalas y smbitos pero comparten su forma. Por ejemplo; en el caso de -

crecimiento de iones de zinc, se tiecne una disolucién de sulfato de zinc en
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medio- de ‘dos placas de vidrio a las que sc les somete a una diferencia de
potencial entre el centro y un extremo de cllas. El proceso de agregacion
limitada por difusién ( DLA, por sus siglas en inglés) es un mecanismo para
explicar-el crecimiento de agregados fractales. La difusién de particulas en
un medio es ¢l principal condicionante para la formacién de patrones, tanto
en el caso de los iones de zine, como en ¢l crecimiento de la bacteria. La
idea consiste en suponer, que se¢ encuentra un conjunto inicial, y que a partir
de éste una partfcula, moviéndose en una caminata aleatoria 2, al tocar un
punto de este agregado inicial se queda adherida permanentemente, y de esta
mancra comienza a crecer cste agregado. Esta explicacion sirve igual para
ambos fenémenos.

" Figura 5.2 Agiegacién por difusion limitada. Figura tomada de Miramontés
: {2000) R

5.2.1 La vyl'a intermedia

Para describir una molécula de agua, la teorfa mds adecuada, por su exactitud
y pertinencia es la mecdnica cudntica. Sin embargo, para describir una gota
de agua, que tiene tfpicamente 1022 moléculas utilizamos la hidrodindmica.

2Una caminata aleatoria es un método para simular un proceso de difusién
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Si gueremos refernrnos a’'un Hludo de ual,a.s mlsmd ;,otms ut1117amoq las leyes-
de Newton o alguna de sus formula( iones eqmva.lent;ea como los formahsmos
Lagl angiano o Hamiltoniano. :

= Con este ejemplo queda de manifiesto un: procedlmxem;o comiin en-la-
fisica, cambiar, dependiendo de la escala, a la teorfa inds adecuada para la
descripcién de un sistema. La fisica aborda con distintos modelos, es decir
herramientas metodolégicas, cuando se cambia de escala, a pesar de tratarse
del mismo componente material. Existe una brecha entre los fenémenos
microsceopicos y los fenémenos macroscopicos. Los niveles de descripeion
son distintos. La pregunta es que si existen principios organizacionales que
pudicran funcionar a nivel mesosopico, por ¢jemplo, en las formas vivas.

La existencia de protectorados mesoscépicos y la busqueda de la existencia
de los principios organizacionales constituye lo que Pines y Laughlin llaman
la via intermedia.

En ¢l ambito no biolégico, existen comportamientos interesantes, todavia
no bien entendidos que se manifiestan como procesos de autorganizacion.
La pregunta consiste en saber si existen principios organizacionales a nivel
mesoscépico en el dmbito biolégico.

Laughlin y Pines[28] afirman que surgird una nueva ciencia empfrica, no
reduce  ::iista, basada en las observaciones y experimentos y que no dependa
de esp- -ulaciones deductivas de primeros principios microscépicos.

5.3 Un estudio de caso: la filotaxia

5.3.1 Superconductores

Los superconductores son materiales que tienen la propiedad de que, bajo
ciertas circunstancias pueden conducir clectricidad sin pérdida de energfa.
Es decir, tiene una resistencia eléctrica igual a cero.

En materiales metilicos los electrones se encuentran en los 6rbitales mds
alejados, asf que se puede considerar que estos clectrones estdn muy poco
vinculados al niicleo, asf que se llaman electrones libres y son los electrones
de conduccién. Es decir, son los que forman la corriente eléctrica cuando se
aplica una diferencia de potencial entre dos puntos del material.

En 1957, Bardcen , Cooper y Schrieffer , ganadores del Premio Nébel en
1972, dan a conocer su teorfa de la superconductnv1dad que permite explicar
esta propiedad, hasta ese entonces, insfucientemente explicada.
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Para quo tan material presente la propicdad de superconduccidn se debe
bajar su temperatura. Los materiales supercondcutores tienen asociada una
temperatura critica Tg, a partir de la cual se vuelven materiales bup(,r(,ondu(,- :

“tores para'T < Te¢. Desde el punto de vista termodindmico e:at;a. tmnbluén oo

de conductor a superconductor es un cambio de fase. -

" Ademss de su temperatura critica se le asocia a cada maderial. un'x dcn—
sidad de corriente critica J. , de tal mancra que, con corricntes mayores que
Je; el material no es supcrconductor La corriente eléctrica-cn-un materlal
genera, a su vez, un campo magnético alrededor del éste.

Diamagnet;ismo y Efecto Meisner

Cuando la temnperatura sc baja a Tg, en presencia de un campo magnético ex-
terno el material superconductor expele todas las lineas de campo magnético
externo de su interior. A esta propicdad se le llama dfa magnetismo. Esta cs
la propiedad macroscépica fundamental de los superconductores. Esta pro-
piedad genera uno de los efectos mds reconocidos de la superconductividad,
como es el efecto Meissner. Cuando un magneto es colocado en la cercanfa
de un material supercondctor , en su estado de superconductividad, debido
a que expele todas las lineas de campo magnético , el magneto "levita” por
encima de dicho material. :

H20,T>T,

Figura 5.3 Diamagnetismo de un superconcluctor

Tipos de superconductofés I Yy I"I

Los supercouductores del tipo [ son materiales puros con temperaturas criti-
cas muy bajas. Los conductores del tipo II son cerdmicos de altas tem-
peraturas como Y BoCuzOs , BiaCaSrs o CusO4 que son materiales con
temperaturas criticas relativamente altas es decir acreedor de 90 K
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En la grafica se muestra unestado comprendido entre dos temperaturas
H. y Hg que constituyen el estado mixto de un superconductor. Debajo
de Hel el material cs un superconductor y expele todas las lincas de campo
magnético externo. Entre He2 Hel algunas de csas lineas logran penctrara
la material a este cstado se le llama mixto. Cuando csto sucede algunas
lfneas de campo pucde ser atrapadas en defectos de la estructura cristalina
del material. A esto se le Hama que ¢l flujo se fija en el material. A los puntos
donde la Ifncas de flujo penetran, siguiendo la analogfa con los fluidos, se les -
llama vértices.

wea

Tetuta
-iwo

Qanpo magnitics

et
Esmdo superconductor

Temparstura (Kalvin) Ta

Figura 5.4 Estado mixto de un superconductor

La profundidad de penetracion cs la longitud caracterfstica del decai-
micnto del campo magnético debido a las corrientes en la superficie. La
longitud de coherencia es la distancia minima en la cual se establece la su-
perconductividad. La razon entre estas dos cantidades cs el pardmetro.de
Ginzbrg-Landau, Si este valor ¢s mcenor que 0.7 no se permite la penetracion
de las lineas de campo en ¢l material.

Las corricentes que se arremolinan alrededor de estos vértices son paralelos
al camupo magnético aplicado. Estos se constituyen en momentos magnéticos,
sc repelen unos a otros y se acomodan en un arreglo geométrico.

Las lincas de flujo penctran a un cstado mezclado. En materiales iso-
tropos los vértices se arreglan en un a cstructura hexagonal. En materiales
anisotrépicos los arrcglos de vértices forman estreuturas diversas.

Conductores en capas

Los superconductores de altas temperaturas, son materiales cristalinos que
se pueden modelar mediante la suposicion de que estdn compuestos de pla-
nos superconductores muy delgados débilmente acoplados, mediante capas
intermedias de aislantes(Efecto Josephson). Estos aislantes constituyen una
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barrera do pofcucml quc debldo '11 efcc o tuncl loq elc('hono.s pu(-don pasar -:
entre las capas de pot‘.cncml s

5.4 SUpercondu(:tqféS vy filotaxia

Aparentemente la filotaxia y los superconductores son fenémenos muy distin-
tos. Uno es una propiedad emergente de los electrones en un metal a bajas

" temperaturas; y ¢l otro es un fenémeno biolégico. Sin cibargo cun 1691,
Levitov reporté en un artfculo {21] una asombrosa relacién entre cstas dos
propiedades de la materia. Levitov ademds de ser un fisico muy destacado,
ha elaborado también , al mismo tiempo que Douady y Couder, un modelo
de filotaxia. Asf que no resulta extrafio que haya encontrado vinculos entre
estos dos campos.

La geometria de los arreglos de vértices en superconductores de
capas

En el articulo de Levitov se describe un modelo de superconductores en
capas, en un estado mixto, al cual se le aplica un campo magnético externo,
estableciéndose un arreglo de vértices, que a medida que va cambiando el
_campo magnético se genera una dindmica de repulsién entre los vértices,
que atraviesan una scric de transiciones correspondientes a diferentes formas
de scleccionar la distancia mfnima. La dindmica de cstas transiciones estd
caracterizada por pares de miimeros consecutivos de la serie de Fibonacci.

En cste modelo un superconductor en capas la longitud de correlacién (g
es comparable al espacio entre capas d. Ademds supone también que el campo
magnético H y los vértices son paralelos a las capas de supercondu(,tor(,s
Con estas condiciones s¢ procede como sigue: , 3

i) Se baja la temperatura 7" mientras se mantiene el campo H constante‘

i) Se baja el capo maguético H a T constante.

Sc empiezaconT > T,y Hy < H < Hy .

Cuando se baja la temperatura a T = T, emerge la supercondu(,t.wxd(ui
y aparecen vértices. Ahora a temperaturas bajas (T° < T'c ) se varfa H | los
vortices se muceven libremente s6lo en los planos separatrices de las capas y,
debido a esto, se desarrolla una incstabilidad para algiin Hg. Por debajo de
cste valor Hy sc generan sucesiones de niimeros de Fibonacci.
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Los aucglos, geom(,tt icos mluales consisten de ‘u rcglos pcnédlcos de vor- -
tices alincados a lo largo de los planos de las capas,: puesto que los vértices
se pueden mover dnicamente en los planos’ b>> d. Se genera una dindmica ‘
- de repulsién- entre los vértices.  Se obtiene-por ello-una-funcién- W:z:(a) que i

indica la r(.pulslén de los vértl(.es dada por la sxgulente ecuacién - :

senQ('n'an.) coth(nz)- .

1 Z (5.1).

senh?(nz) + sen?(ran) nz .

con'«, distancia interplanar , y Z; constante caracterfstica del material.

Si se grafican los mfnimos de W, como funciones de z, se obtiene un dia-
grama de bifurcaciones. La trayectoria del mfnimo que empieza con a = 1/2
pasa a través de bifrucaciones de 1/2, 2/3, 3/5, 5/8,8/13, es decir nueva-
mente numerador y denominador son mimeros consccutivos de la serie de
“Fibonacci; el Ifmite como ya sabemos de esta sucesién de fracciones es ¢~1.
La tinica rama de este diagrama de bifurcaciones que es continua es la que
converge a ¢~ '. Las transciones o bifurcaciones de este sistema correspon-
den aun mfnimo global en la energfa del arreglo de voértices, cste resultado
coincide con el modelo propuesto por Levitov para la filotaxia, en donde se
alcanza un mfnimo global para un arreglo de primordia sobre la superficie de
un cilindro.

We(a) =

Figura 5.5 Diagrama de m{nimos en el arreglo de vértices en un
superconductor en capas. Figura tomada de Levitov (1991)

Cadenas polipeptidicas

En 1954 A. Frey Wyssling [18] describié los dngulos de divergencia de los
residuos de aminodcidos en un polipéptido. Las protefnas son compucstos or-
gédnicos bésicos de todo organismo formadas por aminodcidos. Las protefnas
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se - forman - como - macromoléculas polipeptidicas (es decir son aminodcidos
unidos mediante enlaces péptidos)
La mayor parte de las proteinas se forma con 20 clases diferentes de ami-
- nodcidos. -Interacciones entre los aminodcidos provocan que la forma en la
que se enrollan las cadenas polipéptidos son hélices denominadas hélices cv.
Los dngulos de los enlaces caracterizan a la cadena. En las proteinas la forma
de las cadenas polipeptidicas de la divergencia es decir el dngulo expresado
como fraccion de vuelta. La secuencia de divergencia de las cadenas polipep-
tidicas (polialanina, poli -y—metil—glutamato) tiene la siguiente sccuencia
de fndices foliares 5/18,8/29 13/47. La extrapolacién de esta serie sugiere
cue existen términos

(112 )5813
3'4°7°117718'29° 47"

Analizando en términos del trabajo de Jean (1990) las series de tipo
Fibonacci en la filotaxia se pueden escribir como

(5.2)

J<L,Lt+1,26+1,3t+2,... > (5.3)

con J > 1 representa el mimero de espirales generatrices del sistema,
t > 2 es un entero. El siguiente elemmento de la serie en ¢ se obtiene sumando
los dos elementos previos. Por ejemplo para la serie de Fibonacci original
J = 1,t = 2. El angulo de divergencia ¢ para cada una de estas series, se
()bl.lcue con la siguiente expresién

0= [J (t—i—%)]—] (5.4)

a la scric encontrada por Frey-Wyssling J = 1y t =3. P01 lo que el
angulo al cual convergees 0= (3+ ¢~ 1)~ = (3¢ + 1/¢)~! = 3¢+1.

La similaridad con respecto a la filotaxia se encuentra en la similitud geo-
métrica de un arreglo la maxima compacidad de objetos idénticos alrededor
de una hélice y el arrcglo espiral sobre un cilindro de los patrones filotdxicos.
Eu el caso de la filot.axia los arreglos son las protuberancias ,hojas (primordia)
y en las proteinas son aminodcidos en un arreglo espiral. A

Microtiibulos

Un mondmero es una molécula que puede reaccionar con otras moléculas del
mismo u otro compounentes para formar moléculas mds grandes o polfmeros.
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Ast, los polfmeros son moléculas muy grandes formadas de mondmeros enla-
zados. Los microtiibulos son tubos huecos y delgados que sirven de soporte
para la estructura celular . Se enrollan en dimeros para formar un micro-

~tdibulo. Erickson [33] utiliz6 el modelo de van lterson de 1907 para describir
¢l arreglo de los monémeros en los microttibulos de algunos organismos como
la flagella bacteria, los micofilamentos de actina, y las cubiertas protéicas de
los virus. De acuerdo con Erickson la terminologia de la filotaxia es adecuada
para describir los arreglos de los monémeros de los microtibulos de muchos
organismos. Como se¢ menciond en el Capftulo I, van fterson realizd estudios
sobre !a forma de arreglar esferas sobre la superficie de un cilindro. En la
figura 5.6 sc muestran la aplicacion del trabajo de van Iterson para cl andlisis
de la simetr{a de microorganismos. Se observan claramente las parsstiquias.
Eu ¢l centro se observa la transicion de una filotaxia9 3/2 a 8/5. La figura de
la derecha es la protefna del virus mosaico del tabaco. El patrén observado
cn la izquierda se trata de la salmoncla.

Figura 5.6 Estudios de los patrones en esferas sobre: (,xllhchos (va.u Iterson
. 1907), arrcglos de microorganismos Fxgm'a tomada. de Erick: on (1973)

Patrones de bacterias mdvile’s'

Budrene 'y Belg (1991) cn(.ontraron snmhu(]adeb cu lOb pa.tnones d(, mau(,ha.s
generadas por la bacteria’ Escherichia coli y:los que sc cucuentran cn los
girasoles cuando sc genera una dindmica de clementos idénticosque sc repelen
en un volumen v. ) e
Las bacterias se mueven debido a los gradientes de una sustancia quimica
que funciona como atractor que las misma células excretan: -~ Los patrones
espaciales se forman dependiendo de las condiciones iniciales a partir de la
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interaccion de agragados que se expanden radialimente. . Conciertas condeio-
nes iniclacs, se genera un patrén como el de la cabezuela de un girasol.” Se
forman espirales a favor y en contra de las manecillas del reloj y cl éng,ulo
entre ellos es nuevamente ¢l dngulo durco.

Figum 7 Patrén de bacterias mévxlcs Figura tomada de Budrene y Berg
(1991)

Discusién y conclusiones

Sc han observado que, ciertos fenémenos naturales tienen la tendencia a
organizarse en forma de entes discretos que interactiian entre si. Es impor-
tante, por lo tanto reconocer que, a pesar de la enorme cantidad y diver-
sidad de fenémenos que se pueden clasificar como sistemas de este tipo no
exsite una multiplicidad de comportamientos, sino que existen propiedades
genéricas,que son independicentes del sustrato material del sistema. Es esta
la caracterfstica mds valiosa de cstos sistemas; ya que permite abordar un
problema de manera muy genecral, soslayar la especificidad del sistema para
concentrarse en sus propicdades genéricas, que son resultado de la dindmica.

Los cjemplos anteriores en patrones de bifurcaciones, arreglos de minima
cunergfa , o de compacidad 6ptima tienen sustratos materiales muy diversos:
primordia cn un planta vascular, dipolos magnéticos, arrcglos de vértices cn
un superconductor, bacterias interaccionando con sustancias, arreglos de mi-
crottibulos y cadenas polipéptidas. Ademas de la variedad de cstos sistemas
también sc presentan éstos fendmenos en distintas escalas. Con los ejemplos
anteriormente mostrados, podemos afinnara que el fenémeno de la filotaxia
es una propicdad protegida de la naturaleza.

Observemnos cudl es la propiedad comtin a los sistemas anteriormente des-
critos. Como sc habfa manifestado en ¢l Capitulo 2 en los distintos modelos
de la filotaxia, Ia dindmica es la respousable de la formacién de patrones.
La dindmica que subyace a estos fenémenos tan diversos se puede modelar
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como objetos idénticos que se repelen entre sf. En la simulacién numérica, el
‘experimento de Douady y Couder, el crecimiento de bacterias, la interaccién
" de vortices esta dindmica es muy clara. Ya que se-trata en algunos casos de

repulsién electromagnética, o los efectos de un potencial qufmico. En el caso--. .-

de arreglos geométricos el hecho de que sean elementos con dimensiones, a
diferencia de las partfculas puntuales de los ejemplos anteriores, provoca que .
, como en el caso del modelo de van Iterson, que exista un especie de "repul-
sién” entre los vecinos més cercanos, provocando asf una dindmica similar.

La conjetura de Lee y Levitov, se hace presente, ya que tenemos una di- -
ndmica similar, y ésta es cl mecanismo inediante el cual se generan patrones:
similares en sistemas con naturaleza distinta, con representaciones geométri--
cas distintas, cscalas diversas, pero generan los mismos patrones espacmles
D’arcy Thopmson lo expresa de manera muy elegante:

"Las espléndidas configuraciones producidas por el ordenado arre-
glo de las hojas o flésculos en un tronco o en un capitulo han sido
objeto de admiracién y curiosidad, que no sélo se limita al Orden'_
de estos arreglos, sino al pequefio nimero posible de arreglos que
se pueden observar y reconocer” (4] :

Con respecto a la filotaxia, ain no se encuentran los mecanismos fisiolégi-
cos responsables de la interaccion que, como sabemos, se verdn reflejados en
la dindmica de interaccién de primordia. Por ello el concepto de protectorado
es ttil, ya que podemos recurrir al sistema dindmico m4ds transparente( més
sencillo), al fenémeno mids conocido, para estudiar no sélo ese sistema , sino
la propiedad global que comparte con los otros.

La simulacién numérica realizada, permite mejorar la precisién alcanzada
por el algoritino reportado por Douady y Couder. Ademsds permite compa-
rar la convergencia de las distintas interacciones energéticas. También, se
muestra la forma en la que se puede generar el diagrama de bifurcaciones,
mostrando los resultados para las distintas condiciones iniciales que permi-
ten, estudiar la convergencia de este sistema dindmico a los puntos estables.

Por otra parte, existen equivalencias aiin no demostradas de que la com-
pacidad 6ptima en un arreglo, implica el arreglo global de mfnima energfa de
espirales sobre un cilindro. O que el arreglo global de miniina energia ( Levi-
tov), equivale al arreglo local de minima energfa (Douady y Couder); o que
estos dos modelos son equivalentes al modelo de Jeau de la minimizacion de la
entropfa. Ciertamente estos iiltimas equivalencias parecen plausibles debido
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a las relaciones existentes entre la encrgfa g,lobal Yy la (,ntropm en’ un blHLCllla 7
termodindmico: en un estado de equilibrio estable la energ,fa se minimiza);
mientras que la entropia alcanza su valor mdximo. Estas dcmostro.uon(.s
constituyen una tarea a futuro. : o o

Finalimente sin pecar de fisicalista, quisiera concluir con una: c1ta de R
Jean de 1978, que refleja las esperanzas puestas en el estudio de los sistemas
biolégicos desde la perspectiva de las matemadticas y la fisica

”La fascinante pregunta: j por qué la serie de Fibonacci aparece
en ¢l mimero de espirales en las plantas?, constituye el micleo de
los problemas cn la morfologia de las plantas. En fisica atémica,
la seric de Balmer abrié ¢l camino a la teorfa atémica de Niels
Bohr y después a la mecdnica cudntica y a la electrodindmica
cudntica. La gran esperanza de los biomatemadticos es que algiin
dia , puedan ser capaces de hacer para la biologfa lo que han
heclio los fisico-matemdticos en la fisica” (R.V. Jean , 1978)




Capitulo 1
Cédigo Fuente

include <iostream.h>

# include <math.h>

# include <conio.h>

# include <stdio.h>

# include.’’polar.h’’

# include <fstream.h>
# 1nc1ude <std11b >

©= 2 * asin(1);
NUM CIRCULO 100;
NUM PRIMORDIA 10;

ofstream archlvo sallda,,

7
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(£ S “"”"CAPﬁImoi;CoDRﬂ)FUENTE

char nombre archlvo [256]
eleglr G(TO'VO ROVG),

”o" n < NUM CIRCULO ,,n++)
p< NUM PRIMDRDIA .p++)

for ( int i # o[ 1.< NUM CIRCULUA, 1++)
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for ( int"j =075 < exlstentes ; J++)
energlas[l] += 1ey_energ1a 15( c1rculo [1]
p051c1ones [J]) :
“else if (- cod'en
for “( int i -
for  ('int"j
energlas[l]f‘
“aelse if ' co
- for (int

for (wlnf
’c1rculo[1]

ndouble& RO double& VO double& TO double& G)

jcout <<”\n\tIntro'uce el valor del radlo 1n1c1al del apex (RO) R
‘cin >> RO; S v : : : E
cout <<”\n\tIntroduce el valor de 1a veloc1dad 1n1c1a1 (VO) EE
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‘cin >>- VO

cout <<"\n\tIntroduce el perlodo de apar1c1on (TO) HARH

cin ->>:TO;
=G ="TO=*" O
clrscr(),;
voidelegir_ ley_velocidad( int& cod_velocidad)
do

{

-.cout <<”\n\tE11ge una ley de veloc1dad (1 2,3)

<< endl: <<’ end < : : ;
<«< ”\n\tV(r)' /0 :Ro[(l)gf’f
<<

<< ‘endl

¥



while ( !((cod_energia == 1) ||(cod_energia==2)||
(cod_energia =='3))); » ' '

clrser(); ©
void. inicializar_z
for (int:i =0
energias[il:

¥

" indice. s
by i e o
returnf(jinqice);‘ :

}

81

reglo( double energias [NUM_CIRCULO]) |
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Capitulo 2

Anexo B Clase Polar

# include <iostream.h>
# include <conio.h>
# include <math.h>

class Polar-:
-
protected:

double radio;
doubleftheta;

Polar( double =0: O double 0.0);
’ ‘desplegar() e

frlend double dlstanc1a (Polar& Polar&)
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7friénqﬂﬁdoub1e ley_energla 3 (Polark; Polark );

'ELAPﬁfuitiél1%XIVIE}(()"I3 CLASE POLAR |
friend double ley_energla 1 (Polar&, Polar& ); i

friend  double’ ley_energia 2 (Polar&, Polar& );

frieqa tv01d aJustar p051c1ones 1 (double double double, Polar& . 1nt8
friend ;vo1d aJustar_p051c1ones 2 (double double double, Polark , inﬁ
“friend Qv01d aJustar p031c1ones 3 (double double double, Polar& , dint
 Lriena - . ,

e : F : , |

Polar::Polar( double r, double angulo)
raqiok= ?;i‘v,k’
:theta = 'angulo;-

void'Polar’j:,désplegar()
cout <<”\n\tLas coordenadas polares son: ’? << endl !
g <<”\n\tr’—_” << radlo <<”\ttheta 7).<< theta << endl;

void Polar::asignar (’double r, double angulo) ;

void Polarf:ééignaf;ghgﬁlo(&buble angulo) "
{ TR e Lo

theta = aﬁgﬁlo}}

}

“void Polar:: asignar_radio(double r)

radio =.r;




'dquble:Polarf:dévulvgr;radio()

return-radio;’’

‘ double Poly’ devolver angulo()
{ o
return theta,.

double angulo (Polar& p1 ‘Polar& p2)

{

return ( fabs(pl theta —p2 theta))
} : :

double dlstan01a (Polar& p1 Polar& p2)
{

return ( sqrt ( pl radlo*vpl radlo + p2 radlo * p2 radio -
2 x p1 radlo * p2 radlo * cos ( angulo(pl p2))))

double ley-emergia_1i (Polar& c, Polar& pi )

{ ERE :

doublé energ1a1;53

energ1a1 —ﬁl/(dlstanc1a(c p1))
~ return (energlal)
1 G

double ley_energia.2 (Polar& c, Polark pi ).



s cirruio» ANEXO B CLASE POLAR

double energlal,‘f‘"

 1/pou((d1stanc1a(c pi)),3);

7 energlal

energ1a1 exp ( dlstan61a ( c,pl))/ele)
return (energ1a1)

void aJustar-poslc1ones 1 (double teQ double veO double erreO ‘Polark p
" int& num elementos,,lnt& ent): o

{

pi.radio‘#fsqrt}('2*erte0 * (ve0 * (num_elementos ~ ent) * te0 + erreC




));
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