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Introduccién

A pesar de que no es frecuente que el movimiento Browniano aparezca
frente a nuestros ojos de manera evidente, es posible que esté involucrado
en nuestras vidas de numerosas formas insospechadas. En un principio, el
movimiento Browniano se estudié buscando describir el comportamiento de
particulas microscépicas en un medio particular, pero a lo largo del siglo XX
se adecué al comportamiento de otros fenémenos de distintas dreas, gracias
a sus peculiares caracteristicas. Hoy en dia, este extrafio movimiento sigue
ddndonos sorpresas al aparecer en la solucién de problemas en los que no se
imaginaba que podia hacerlo.

El presente trabajo busca recopilar los datos necesarios para que se acer-
que al movimiento Browniano todo aquél que no lo conozca. Para ello in-
cluimos como parte fundamental de trabajo los capitulos referentes a an-
tecedentes histdricos, definicién y construccidén, propiedades, y aplicaciones.
Ademds afiadimos un capitulo para definir conceptos de procesos estocdsticos,
y un anexo donde se enuncian resultados de probabilidad necesarios para este
trabajo. ]
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Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de la historia ha variado mucho la opinién del mundo cientifico
acerca del movimiento Browniano, debido a constantes avances en las técnicas
de experimentacién y a conceptos fisicos novedosos para cada época. En el
presente capitulo se hablard de las teorias de algunos de los investigadores a
quienes debemos el concepto y uso actual del movimiento Browniano. Para
la elaboracién de este capitulo se consultaron (3] y [10].

1.1 Brown

Robert Brown (1773-1858) fue un botinico escocés sélo recordado por los
matemadticos como el descubridor del movimiento Browniano. Su primer
interés surgié al observar particulas de polen en el microscopio y notar un
“movimiento oscilatorio rdpido”. Vio que lo mismo sucedia con el polen de
todas las especies que observé y lo atribuyé a las células sexuales masculinas
de las plantas. No tard6 en darse cuenta de la falsedad de su conjetura al
observar que el mismo fenémeno ocurria con particulas de otras partes de
las plantas. Tras examinar particulas de distinta naturaleza, no olvidando
material totalmente inorgdnico, supuso que la vida no tenia que ver con ese
movimiento, sino la diferencia de temperatura al iluminar el agua, su eva-
poracién, corrientes de aire y de calor, mezcladas con otros motivos como las
fuerzas, de atraccién y repulsién de las particulas y el inestable equilibrio de
éstas en el fluido en que estdn suspendidas. Algunos de los argumentos fueron
refutados por él mismo al observar una gota microscépica de agua sumergida
en aceite; mostrando este movimiento en una séla particula. Debido a estos



Figura 1.1: Robert Brown

estudios, a este movimiento se le conoce como movimiento Browniano.

No se puede decir que haya sido Robert Brown quien descubrié el movimiento
Browniano, pues cualquiera que haya visto agua a través de un microscopio
podria notar particulas en un movimiento peculiar. El mismo Brown en al-
gunos de sus documentos menciona otras personas que le dedicaron atencién
al asunto.

La primera explicacién que se dio al movimiento Browniano fue que las
particulas estaban vivas. Pese a la realizacién de muchos experimentos, la
discusién de la vida en las particulas tardé mucho en resolverse, incluso, en
1917, D’Arcy Thompson cité: “We cannot, indeed, without the most care-
full scrutiny, decide whether the movements of our minutest organisms are
intrinsically 'vital’ (in the sense of being beyond a physical mechanism, or
working model) or not.”

Esencialmente, la contribucién de Brown fue establecer el movimiento Brow-
niano como un fenémeno importante, demostrar su presencia en la naturaleza
y refutar falsas explicaciones del fenémeno por medio de experimentos.
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1.2 Las primeras investigaciones

En la segunda mitad del siglo XIX, varios cientificos trabajaron en el movi-
miento Browniano, basindose en experimentos como el de la gota de agua
en aceite de Brown. Delsaux propuso en 1877 que dicho movimiento se debia
a los continuos impactos de las moléculas del fluido en las particulas. Jean
Perrin enfatizé los aspectos probabilisticos al afirmar que en una superficie su-
ficientemente grande, las particulas suspendidas no sufririan perturbaciones
por las colisiones de las moléculas del fluido, pero si la superficie es menor
a lo necesario para asegurar la compensacién de irregularidades, los cambios
de presién en distintos lugares deberdn ser tomados en cuenta, dado que la
ley de los grandes niimeros ya no conduce a la uniformidad de la presién en
el fluido, con lo que mientras mas pequefia sea la particula, las oscilaciones
se hardn mads vigorosas.

Este punto de vista no era aceptado del todo, por ejemplo, hubo quien
sostenia un origen eléctrico del movimiento. La critica principal a la na-
turaleza cinética del movimiento Browniano se referia a que, debido a que
las particulas en suspensién son cientos de millones de veces mds grandes que
las moléculas del liquido, datos experimentales y teorfas cinéticas permitian
estimar que las variaciones de velocidad en cada colisién tenfan un signo
aleatorio; lo que hacia dificil de creer que uno pudiera ver un movimiento en
las particulas que no tendiera a desaparecer.

Esto motivé a defensores de la teoria cinética, que afirma que el movimiento
Browniano es causado por el bombardeo de las moléculas del fluido, a realizar
experimentos cuidadosos que condujeron a establecer los siguientes puntos:

1) El' movimiento es muy irregular, compuesto de traslaciones y rotaciones,
y las trayectorias parecen no tener tangente.

2) Dos particulas distintas se mueven independientemente, incluso cuando
se aproximan entre ellas a una distancia menor a su didmetro.

3) El movimiento es mas activo mientras mds pequefias sean las artl'cula.s; '

4) La composicién y densidad de las partfcula.s no tlenen efecto en: el 5
movimiento Browniano. Rt : ; o

5) El movimiento es mds activo mientras m‘eno‘r‘gs IF viScosida’tgfdgl fluido.




8) El movimiento es mds activo mientras mayor es la temperatura del
Huido,

7) El movimiento nc cesa.

En 1900, Bachelier publicé en un articuio! argumentos de cdmo pequenas
variaciones pueden producir un efecto visible, dejando en descutierto to falaz
del razonamiento expuesto anteriormente.

Para 1905, la teoria cinética era la mds aceptada; los siete puntos enunciados
arriba no parecian confrontarla. Sin embargo, la ley de la equiparticién de
energfa en mecanica estadfstica’ implica que la energia cinética de traslacién
de una particula y de una molécula deben ser iguales. Para elio, se debia
medir la velocidad de una particula en movimiento Browniano. 3e hicieron
experimentos para intentar confirmar la teoria cinética, pero los dos valores
de energia cinética difirieron en un factor de 100,000. La dificultad era
el punto (1), es decir, jcémo calcular la velocidad en una trayectoria que
aparentemente no tiene tangente?

1.3 Einstein

Albert Einstein es el responsable de dos grandes avances en la teoria del
movimiento Browniano. Uno de ellos es referente a la funcién de densidad
de la posicién de una particula en movimiento Browniano en un tiempo {;
el otro es referente principalmente a la obtencién del coeficiente de difusién
con base en datos fisicos. Por comodidad, en adelante llamaremos particula
Browniana a una particula en movimiento Browniano. ’

1.3.1 Sobre la funcién de densidad

Sea p, la funcién de densidad de una coordenada de la posicién de una
particula Browniana al tiempo ¢, y supongamos que la particula estd en
la posicién z = 0 al tiempo t = 0. Einstein dedujo estas funciones por medio
de métodos basades en series de potencias. Su conclusién fue que p; debe
satisfacer la ecuacién de difusién (también llamada ecuacién de calor)

1 Annaleas de Uecsle Normale, Paris, 1600,

2Para un sistema de moléenlas de nn gas en equilibrio térimico a una temperatura T,
la energia cindtica promedio de una molécula por grado de libertad es A7/2, donde & es
la constante de Boltzmann,




Figura 1.2: Albert Einstein

dp dp ) g

2 = Pz ’ (1.1) -
A la constante D se le llama coeficiente de difusién, que, mediante una
escala adecuada, podgmos fijar en D =1/2, y verificar que .. .

Ay

@ lmnE)=0siato

‘Presentamos a continuacién una forma de obtener la ecuacién (1.1) a través
..de un proceso limite en una caminata aleatoria discreta. Este material fue
tomado de [7]. '
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Consideramos la caminata aleatoria simétrica sobre los enteros, y llamamos
pPa(k) a la probabilidad de que la particula se encuentre .k umdades ala

derecha de su posicién inicial al tiempo n.
Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov para este proceso nos dan la si-

guiente ecuacién
Pr+1(k) = gpa(k+1) + 2Pn( k — 1)
que podemos reescribir como

Pur1(k) = pulk) = glpa(k + 1) - 2Pn(’~) +Pn(k = 1)]
r 77 a la magmtud

Si denotamos A a la magnitud de los intervalosde: txempo :
de las unidades de posicién, reescribimos

p(n+1)A(k7’) - pnA(kn) IIPnA((k + 1)17) - 2PVIA(k”) +pnA((k "' 1)77)
A CA

Ahora hacemos tender los intervalos de tlempo y los mcrementos por periodo
de tiempo a cero, manteniendo las relaciones A = Ln —) z de tal forma
que nA — t. De aqui vemos que :

y obtenemos la. ecuacxon g
= 2p(2) + pi(z — )]
PR N

L pua(e) - m(z)‘
. A HA

de donde ‘pédeiﬁnt’)s c‘dmv:luixv't,la écuaciéﬁ (1.1) conD = 1/2.

1.3.2  Sobre el coeficiente de difusién

La idea fisica de Einstein sobre el movimiento Browniano se basa en la
afirmacién de que las particulas suspendidas pueden ser consideradas como
moléculas grandes, pese a ser mucho mayores a las moléculas del fluido. De
ahi el que se pueda aplicar en ellas mecédnica estadistica, de modo que ex-
perimentan presién osmética cumpliendo la ley de van t'Hoff® al menos en

3La ley de van t’Hoff dice que si p es la presidn osmética (es decir, la presién parcial
debido a las particulas) y v es la densidad numérica, entonces p = kpTv, donde T es la
temperatura del fluido, y kg es la constante de Boltzmann,
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pequefas concentraciones. De este modo, la ley de van t'Hoff serd vilida no
s6lo en soluciones de particulas microscépicas, sino también para calcular la
presién parcial debido a particulas de tamarfio arbitrario.
Esta idea fue revolucionaria. No era contradictoria respecto a la mecénica
estadistica ni a la hipdtesis atémica, pero posiblemente si respecto a la ter-
modindmica cldsica. Por lo anterior, Einstein buscé formas de encontrar
consecuencias macroscdpicas observables.
Buscando considerar el tiempo necesario para disipar la velocidad adquirida
al chocar la particula con una sola molécula del fluido, Einstein introdujo
intervalos de tiempo 7 suficientemente pequefios comparados con cualquier
intervalo de tiempo observado, pero de magnitud tal que los movimientos
de una particula entre dos de estos intervalos de tiempo se consideren inde-
pendientes. Después, implicitamente considera el caso limite cuando 7 — O.
Cabe resaltar que la validez de los argumentos que incluyen estos intervalos
ha sido cuestionada por mucha gente, incluyendo el propio Einstein.
La disipacién de la velocidad producida por un solo choque se puede estimar,
en el caso de partfculas macroscépicas, usando que la velocidad adquirida v,
se disipa en calor por la accién de una fuerza F que, por la ley de Stokes?, es
m%;- = F = —6mnav,
donde m es la masa de la particula, 7 es el coeficiente de viscosidad del fluido -
¥ a el radio de las particulas suspendidas. Asi podemos encontrar que el
tiempo en que se disipa la velocidad adquirida es ty = (67ym™'a)™; que‘es "
muy pequeiio, por lo que si 7 es suficientemente grande compa.ra.da. con o5, el
movimiento serd difuso.

Einstein disefié un experimento ideal, en el que relacionaba ca.ntxdades mi-" i

croscépicas y macroscépicas; se basaba en suponer que una partlcula. sus-»;

pendida es un gas de tales particulas tan pequefias que la ley de la presién .. -

osmética ideal es vilida en ellas. Se tiene en cuenta también que en los’ expe-’

rimentos cldsicos, las particulas suspendidas son tan pocas que se consxdera.n e

aisladas. ;
De modo que la primera etapa del experimento es reempla.za.r la. partlcula i

por un gas de tales particulas con densidad v.

iPara una csfera de radio r que cae libremente por gravedad con una velocidad ¢ a
través de un fluido de viscosidad 7, la fuerza de rozamiento es F' = Grrne. La esfera se
acelera hasta que ¢ alecanza la velocidad terminal, a la cual F es xgual a la fuerza que
impulsa la esfera.




Después, uno considera una fuerza externa F que actia en las particulas
suspendidas, pero no en el fluido. Esto genera, en estado estacionario, un
gradiente Fv de presién, que denotaremos 9.p, que por el supuesto de que
la ley de presiéon osmotica vale para particulas macroscdpicas, equivale a
O,p = kgTd,.v. '
Suponiendo que el fluido obedece la ecuacién de Navier-Stokes, se puede
calcular por medio de la ley de Stokes, la velocidad de la particula en términos
de la viscosidad de modo que el flujo generado por el gradiente de presién es
vF kpgT

Brna ._67rnaa’u'

P=vv=-

Aqui podemos ver reflejados los puntos (3),(4),(5) y (6); de los siete: que' '
intentaban describir el movimiento Browniano antes; de la. teoria de Einstein.
En reahdad, para esto ultlmo serfa necesarlo pedlr qu s partlculas fueran-'.
macroscépicas. i

Por iltimo, el supuesto de que partxculas mdwxduales obtlenen un movxmlento
difuso implica que el flujo debe ser proporcional al’ gradxente de dens:dad de
donde obtenemos : .

= ~Dg,v,

donde D es el coeficiente de difusién.

Igualando las dos expresiones para el flujo de las partlculas desaparecen las
cantidades auxiliares utilizadas para mostrar el experimento ideal; de aqui,
uno supone que, asumiendo la teoria cinética, una particula macroscépica
(incluso sélo una) en un fluido y en equilibrio térmico (es decir, en estado
estacionario) debe tener un movimiento difuso con una constante de difusién
relacionado a la viscosidad

kgT

6mna’
que es llamada relacién de Einstein-Smoluchowski.
Una vez que se consideré un hecho el movimiento perpetuo de las particulas
suspendidas, se creyé posible fabricar ciclos termodindmicos que, por medio
de paredes semipermeables para objetos macroscdpicos, a temperatura cons-

_tante, convirtiera calor en trabajo usando la presién osmética. Podemos
pensar en un cilindro horizontal lleno de cierto liquido y dividido en dos por
una pared semipermeable mévil; en el lado izquierdo, se incluye una solucién
con particulas suspendidas, del lado impermeable de la pared; mientras que
del lado derecho no hay particulas. La pared puede ser empujada a la derecha

D=

(1.2)
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usando la presién osmética para extraer trabajo. Al final del proceso, la pared
es retirada y reinsertada en la posicién original. Después, se espera a que
las partfculas del coloide regresen a la parte izquierda. Esto puede tomar
un largo rato. Cuando la ultima particula del coloide cruza la pared, las
condiciones iniciales se restablecen.

Perrin visualizé este aspecto del movimiento Browniano, pero noté que una
méquina como éstas requeriria un intervalo de tiempo tremendamente grande
para producir cantidades apreciables de energia.

El trabajo de Einstein, confirmado experimentalmente por Perrin, trajo como
consecuencia que aquellos que no hubieran aceptado la hipétesis atémica no-
taran que las leyes de termodindmica deben tener una naturaleza estadistica.
Ademds, tuvo como aplicacién la deduccién, por parte del mismo Einstein,
del valor de la constante de Boltzmann kg, y por lo tanto del nimero de Avo-
gadro N,4%, por medio de la medicién de la difusién del azticar suspendida en
agua. El valor N4 = 4.0%10% encontrado por Einstein era impreciso debido a
un error computacional; sin embargo, basindose en experimentos cuidadosos
que utilizaban la teoria de Einstein, Perrin y sus colaboradores obtuvieron
posteriormente un valor esencialmente igual al aceptado en la actualidad de
N, =6.02252 * 10%.

1.4 Smoluchowski

La teoria de Smoluchowski, casi simultdnea a la de Einstein, aporta mucho a
las hipétesis de éste ltimo. Smoluchowski considera un modelo microscépico
para los choques, suponiendo una particula de masa M sujeta a un gran
ntimero de choques con moléculas de masa m del fluido. Comienza llamando
vy a la velocidad de la particula después de & choques y si la k-ésima colisién -
es con una molécula con velocidad v antes del choque, uno infiere de la ley
de colisiones estdticas

Vgt R Vg exp{—AL} + %(R — 1),

si |v| es mucho mayor a |vi|, M lo es a m, y R es una rotacién aleatoria pro--. .

ducida por el impacto. Aiin se hace un ajuste debido a-la fnccxon produc1da.
por la velocidad de la particula (exp{— /\t}) : :

SNimero de partfculas en un mol de una sustancia.

11




Figura 1.3: Marian Smoluchowski

Continuando por este camino, Smoluchowski llegd esencialmente a la relacién
(1.2) usando la resistencia de Doppler en un gas enrarecido en vez de la.ley
de Stokes. El proceso descrito aqui se puede encontrar mds detallado en [10].
Podemos considerar la teoria de Smoluchowski mds ambiciosa que la de Ein-
stein, pues no deja de lado las correlaciones de tiempo entre colisiones con-
secutivas, mientras que Einstein sf lo hacfa. Estrictamente hablando, Smolu-
chowski trata con particulas en un un gas enrarecido que, por tanto, no
obedece la ley de viscosidad de Stokes, lo que no era relevante para los ex-
perimentos de aquel tiempo, porque no es aplicable a particulas suspendidas
en un fluido. El modelo de Einstein abarca ambos casos, aunque no da una
justificacién microscépica de la naturaleza difusa del movimiento.

La gran diferencia entre los resultados de Einstein y Smoluchowski fue que
éste Ultimo encontré un coeficiente de difusion D, tal que

Dot = aDeiy,

donde D.;, es el coeficiente de difusién encontrado por Einstein, y a = .ﬁ;
Smoluchowski posiblemente no hubiera podido obtener la fé6rmula de Ein-
" stein, porque no era capaz de producir un modelo microscépico razonable en
un fluido. Su método puede considerarse no muy objetivo, incluso en el caso
que él manejd, en que substituia el luido por un gas enrarecido; pues lleva a
un resultado para D afectado por un error de un factor a con respecto a la de,

12
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Einstein. Este factor puede ser atribuido a la inexactitud de la aproximacién.
Adn asf, Smoluchowski, sin el apoyo del punto de vista macroscépico en que
Einstein basé su teoria, se ve obligado a considerar seriamente el factor a y
transferirlo a un resultado incorrecto en el caso de partlculas suspendidas en
un liquide.

Es probable que la teoria de Smoluchowski no fuera verificable con datos
experimentales accesibles en ese tiempo; eso explica que no publicara sus
resultados antes que Einstein, a pesar de que é} aseguré que los habia obtenido
afios atrds. Se puede intuir que leer los resultados de Einstein le haya ayudado
a comparar su teorfa con experimentos. Mds tarde Smoluchowski abandoné
el factor a, dejdndolo en a = 1.

1.5 Ornstein-Uhlenbeck

Einstein no considerd intervalos de tiempo en los que ocurren pocos choques,
en los cuales tiene sentido definir la velocidad de las particulas y el movimiento
no serd difuso. El movimiento difuso se obtiene de observar la particula en
intervalos de tiempo mucho mayores.

Langevin fue el que propuso una manera matemética de modelar el movi-
miento Browniano en el que se consideran tanto la parte difusa como la parte
correspondiente a intervalos pequefios de tiempo. Ornstein y Uhlenbeck, u-
sando conceptos de cilculo estocdstico, modelaron la variacién de la velocidad
de la particula producida por los choques por medio de una fuerza aleatoria
dB,;. De este modo se obtuvo la ecuacién

d‘llg = —ﬂvtdt + dB;, 6 (1.3)

donde 8 es una constante. Informalmente podriamos multiplicar por la masa
de la particula Browniana y reescribirla ecuacién (1.3) como

2 ‘dondc ¢ es la funcién mdxcadora, Q esel espacxo e ptobnbxhdad de cste proceso y Byes
el proccso dcscnto por Emstem . Smo]uchowskx (ver [10]) IR :




en el entendido de que 8B / 8t no tiene por qué existir. Esta ecuacidn plantea
que la fuerza en una particula Browniana consta de dos partes, la fuerza de
friccién Fi = Av con coeficiente A = mg y la fuerza aleatoria /> = mdB / dt.
Sean zp y vy la posicién y el tiempo iniciales respectivamente, de una particula
en movimiento Browniano unidimensional, entonces la solucién de (1.3) es

= exp{~Ptlwo + exp{~pt} [ exp(ps}aBi,

y se puede calcular la posicién de la particula al tiempo ¢t como

~De este modo, Ia elocidad y la. posncxon “de’ una partxcula Browma.na al
: ‘txempo t son G con esperanza.s :

exp{ Btlug -
Cmo+ -ﬂg-(1 — exp{~pt}).

II

: a'téni'z’i.ticamehtékpodemos considerar que un movimiento Browniano idekal_
"“en’una dimensién tiene la propiedad de que la posicién z de la partfcula al
‘tiempo ¢ obedece la siguiente funcién de densidad de probabilidad

oo { e 09

sin hacer distincién cuando ¢ es pequefio.

El hecho de que el tiempo sea proporcional al cuadrado del desplazamiento,
hace que si hacemos tender el tiempo a cero, ¢l movimiento no tenga una
velocidad bien definida, como sucede en el movimiento Browniano si uno sélo
puede considerar intervalos de tiempo mucho mayores al tiempo mdximo en
que el movimiento tiene un comportamiento no difuso.

P(z,t) =

14



Figura 1.4: Norbert Wiener

La contribucién de Norbert Wiener fue definir matematicamente un objeto
con las caracteristicas anteriores, ademas de probar que el proceso Gaussiano
con probabilidades de transicidn dadas por (1.4) estd bien definido desde el
punto de vista matemditico y que, con probabilidad uno, las trayectorias
descritas por las particulas son continuas. A este modelo se le conoce como
el proceso de Wiener.

Si bien, en un sentido fisico, ¢l proceso de Ornstein-Uhlenbeck da la des-
cripcién del movimiento Browniano; el proceso de Wiener da la descripcién
del comportamiento asintético de éste para tiempos no muy pequefios.
Debido a que éste trabajo es de naturaleza eminentemente matemaitica, y no
fisica, en los capitulos posteriores nos referiremos al proceso de Wiener con
el nombre de movimiento Browniano, a pesar de que ya quedé aclarado que
hay diferencia entre ellos. :
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Capitulo

Elementos de procesos
estocasticos

En este capitulo daremos algunas definiciones y resultados que usafemos a o
lo largo del trabajo. El material descrito a continuacién se puede encontrar,
explicado con mayor detalle en [13]. ‘

2.1 Generalidades

En esta seccién daremos la definicién de versién de un-proceso, ﬁltra.cién,
4 martmgala, proceso de Markov y variacién cuadrdtica de un proceso, ademas !
enunciaremos el teorema de extensién de Kolmogorov : L

: Deﬁmcxon 2.1.1 Un proceso estocastlco es una coleccw
aleatorias {X, : ¢t > 0}. i :

" Definicién 2.1.2 Una trayectoma,"d'
“es una funcion ¢t~ X, (w) para’ ‘alguna w'en Q)

<. Definicién 2.1.3 Sean X = {X, i
= definidos en el mismo espacw de probabzhdad (Q Fy 7’) Deczmos que X es
: una versxon de Y st para cada t, X, =Y, casi seguramente

g :Deﬁmcmn 2.1.4 Una ﬁltracxon sobre el espacio medible (£, .7-') es una fa-
mzha {.7-} t> 0} de sub-a algebras de .7-' tales que F, C Frsis<t.

16



La filtracién canénica asociada a un prokce'so estocdstiéo {Xy:t >0} es

) FX=B(X,:s<t),t>0.
Sea {F; : t > 0} una filtracidn. Al sistema ((,F,P),{F,:t > 0}) se le
llama espacio de probabilidad filtrado.

Definicién 2.1.5 Sea ((2,F,P),{F.:t >0}) un espacio de probabilidad
filtrado y sea {X; : t > 0} un proceso estocdstico definido sobre (Q,F). Se
dice que el proceso {X, : t > 0} es adaptado a la filtracién {F;: ¢t >0} o
que es Fy-adaptado si para cada t > 0 la variable aleatoria X, es Fy-medible,
" es decir, F¥ C F, para cada t > 0.

Definicién 2.1.6 Un proceso estocdstico {X, : t > 0} es una F,-martingala
st

a) X, es Fy-adaptado y para cada t 2> 0, X‘ es integrable.

b) Para cada 0 <'s <'t

E[Xt | .7-' ] = X “casi. Qé.q'ur’a‘méﬁte‘

Definicién 2.1.7 Sea {X,:t > 0} un proceso: estocastzco Vdeﬁmdo sobre un
espacio de probabilidad filtrado ((Q F 'P);{}" > 0}). Diremos que {X
teT'} es un F,-proceso de Markov sz

a) X; es Fi- adaptado :
b) Se cumple la prapzedad de A/[arkav para cada s < t

P(X,eAIJ-‘)-P(XteAIX)"

Si Fy = F¥ para toda teT, decimos stmplemente que {Xl 20} es un
* proceso de Markov sin especificar la ﬁltracwn ; T .

..Sea f(t) una funcién real de variable real, y sea a'= to < t1 < <
~t, = b una particién del intervalo [a, b]; definimos - - -
Un =3 [F(te) = fte=a)]% (2.1)
A=l - = o .
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Si f(t) tiene derivada continua en el intervalo [a, ], un resultado de cdlculo
plantea que haciendo a'n tender a infinito de tal forma que max(t; — tx-1)
tiende a cero, obtenemos que

lim U, = 0.
: 00
) k‘Subs:tituyendo una trayectoria del proceso estocistico {X, : ¢ > 0} en lugar
. de f(t) en (2.1), obtenemos la siguiente definicién.

.Definicién 2.1.8 Un proceso estocdstico {X, : t > 0} tiene variacién
cuadrdtica finita si eziste un proceso estocdstico {Y; : t > 0} tal que para
cada 't y para toda sucesion &, : 0 =t} < ... < t% =t de particiones del

" intervalo [0,] tal que max(t} — t}_,) tiende a cero sin tiende a oo, la suma

m

S (X, - Xu)?
k=1

converge a Y; en probabilidad cuando n — oo. Al proceso Y, se le llama
varlacnén cuadratxca de {X,:t > 0}.

Teorem'\ 2.1.9 TEOREMA DE EXTENSION DE KOLMOGOROV;
‘Pard'todo 0 t; <ty <~ <ty y k €N, sea py, 1y una medida de pro-
babilidad sobre ((§R")" (B(i)?"))") que satisface las siguientes dos condiciones:

E (1 /“lkv‘l-"-v‘k(Fﬂ"‘(l/) X oo X Fomry) = ”‘n(l)ttali)vm'ta(k) (Frx. x F)

; para toda permutacidn o del conjunto {1,2,. k} RN S

' (2) Hty s, Jk(le XF‘-) = Mty gtz genthotagne. -‘H-m(Fl e X F"x %"VX s X SR“)
para toda m € N. : REPOE

FEntonces existe un espacio de probabzhdad (Q .7-' P) y‘unb‘proceso estocastzca
{B; : t > 0} con valores en R" tal que para cualquzer 0< tl < tz <<t
conkeN y para todo FY,.. Fk € B(ER"), . :

P(By, € Fy, ... Blk G FL)

18



2.2 Procesos Gaussmnos
En esta seccién deﬁmremos a los procesos Gaussmnos y daremos algunos-.
© ‘ejemplos de ellos ‘ : : :

Deﬁmcxon 2 2 1 Deczmos que un proceso X {X¢ t > 0},; es Gaussmno "
st para cada 0<y < <Lty NEN, el’ vector aleatorio” & : :

(‘Ytu“'vl\’tn) (Q f P) _—) (

tiene una dzstrzbucwn normal multwanad K

Equlvalentemente el proceso X = {X, >

08ty < Lty neEN, ¥y (ag,:. ,a,,) € 5R na.ble aleatona.

> 0}; definimos la funcién

d Ia"’siguienie:formd

Deﬁmcxon 2 2. 3 Deczmos que el procesoA {X } es centrado si

: M\'=0

. Bs. posible demostrar que las funclones de medla
por completo a un proceso Gaussiano, - 5
. Acerca de la funcidn covarianza podemos demostrar Ias sxgulentes propiedades

covaria.nza. determinan

a) Simetria: covx(t,s) = covx(s,t).
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b) La funcién covarianza es positiva definida: Paratodon e Ny 0 <t <
+ £ t,, la matriz cuadrada (covx(t;,¢; ))K”," es positiva definida.
.Esto quiere decir que para cualesquiera nimeros reales 6,,6,,...,8,

n
Z covx(t,-,tj)oiﬂj Z 0.
i j=1
También podemos demostrar que si X = {X; : ¢ > 0} es un proceso Gaus-
siano centrado tal que covx(t,s) =t A s entonces la variable aleatoria incre-
mento X, — X, tiene una distribucién normal con media 0 y varianza t — s
cuando 0 < s < ¢t.
A continuacién mencionaremos algunos ejemplos de procesos Gaussianos.
1) El movimiento Browniano estindar unidimensional B = {B, : t > 0}
es un proceso Gaussiano con las propiedades siguientes
EL) Bo =0.
b) B tiene trayectorias continuas.
c) covg(t,s) =tAs.
(Este proceso serd tratado en los siguientes capitulos con mayor deta.lle) '
2) La hoja Browniana o movimiento estindar real con & parametros es
un proceso Gaussiano B = {B, : t € [0,00)*} tal que -
a) B,,.....) = 0 si algiin ¢; es cero.

b) B tiene trayectorias continuas.
k .
c) covg(t,s) = Ht As;en donde t = (t‘ L
i=]

elementos de [0, co)*.
La hoja Browniana se puede encontra
(11}. :
3) El movimiento Browniano fraccx_o ario’de pardim
un proceso Gaussiano centrado B”{

. ?tk) }’3 = (s_ls o ;sk) son

p ckacvia.,cé “mayor Aetalle' en

on'las sxguxentes o

propiedades

a) Bf =0.

b) B* tiene trayectorias continuas.

c) covpu(t,s) = H(s2H + *H — [t = sl“’)

Es fdcil verificar que el movimiento Brownian fraccnona.no e reduce al
movimiento Browniano cuando H = 1/2 Es posxble ta.mbxen demostrar/
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4)

que el movimiento Browniano fraccionario tiene incrementos- estaciona-
rios. Ademads, los incrementos son independientes si y sélo si H =1/2.
Cuando H < 1/2, los incrementos estdn negativamente correlacionados.
En cambio, cuando H > 1/2, los incrementos resultan estar positiva-
mente correlacionados.

El puente Browniano es un proceso Z = {2, : ¢t € [0,1]} Gaussiano
centrado y continuo con funcién de covarianza

covz(t,z) = s(1—t) si 0<s<t<1
VZALE) = 1—-s) si 0<t<s<1. .

Este proceso adquiere su nombre a partir del hecho de que Z; = Z; = 0,
y por lo tanto una trayectoria cualquiera de Z empieza y termina en
cero. El puente Browniano puede también ser definido o representado
de la siguiente forma

Zg = Bg - tBl 3 tE[O, 1],

en donde {B; : t > 0} es un movimiento Browniano estindar. El puente

.Browniano se puede encontrar explicado con mayor detalle en [11].
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Capitulo 3

Definicion y construccién

En el presente capitulo definimos el movimiento Browniano matemdticamente
y buscamos argumentar su existencia por medio de dos distintas construc-
ciones. Se utilizaron [7], (8] y [11] para la obtencién de la mayorxa. de los
resultados aqui enunciados.

Para la buena comprensién de este materlal es necesano conocer algunos
conceptos de andlisis funcional. : : - e e

3.1 Definicién |

Definicién 3.1.1 El movimiento Browniano enR es un proceao estocaatzco
{B::t > 0} con las siguientes propiedades
a) Bg(w) =0, para casi todos los valores w.
b) Para cadat >0 y s > 0 el incremento (B, — B,) se dwtmbuye normal
con media 0 y varianza o*t, en donde o > 0 es un pardmetro fijo.
¢) Para cada par de intervalos de tiempo disjuntos [t1,ts], [ts,t4] , conty <
ta < t3 < t4, los incrementos By, — By, y By, — By, son variables aleatorias
independientes (con la distribucidn descrita en el inciso anterior). Lo
mismo ocurre para n intervalos disjuntos de tiempo donde n es un entero
positivo cualquiera. s :
d) La trayectoria t —> By(w) es continua en todos los valores de t para ca.sz
todos los valores w. . :
Definicién 3.1.2 Un proceso {B, : t > 0} es un mouzmzento Browmano '

estdndar st cumple la definicidn: antemor con, a =1, es. deczr, (BH., —- ,)
se distribuye normal con medza 0 y,vananzat i




En adelante, al espacio L3([0, 1], B[O, 1}, ), donde u es la medida de Lebesgue,
lo denotaremos simplemente por L, y lo consideraremos un espacio de Hilbert
con el producto interior dado por

1
<fig >=/0 F(B)g(t)dt.

Seguiremos los siguientes pasos para mostrar la existencia del movimiento
Browniano:

1) “Aproximaremos” la derivada respecto a ¢ en todos los puntos de B, (w)
por medio de funciones en Ly. No se puede usar directamente la derivada,
pues un proceso con las caracteristicas del movimiento Browniano no
tiene por qué ser derivable en algiin punto; sin embargo, la informacién
que dardn dichas aproximaciones, nos propondrdn un nuevo proceso, que
seré el candidato a analizar.

2) Posteriormente construiremos dicho proceso usando las funciones de Haar,

3) En el siguiente paso, demostraremos que tal proceso cumple con los
cuatro incisos de la definicién (3.1.1).

Adicionalmente daremos una segunda construccién del movumento Browma-
no usando el teorema de extensién de Kolmogorov.

Por tltimo, se inserta una seccién donde se demuestran los resultados uti-
lizados en la primera construccién. -

3.2 Primera construcciénl(por aproximacidén)

Denotaremos por By(t) a la denva.da. “aprox1mada.” de B, respecto de t, es
decxr, para h >0,

Bh(t) =

B kClara.mente la variable aleatoria By (t) tiene una distribucién normal con me-
".dia 0 y varianza 1/h. Sis # t y para h suficientemente pequeito, las variables
aleatorias By (s) y Bu(t) deben ser independientes, pues existe & > 0 tal que
los intervalos [t, t+¢€] y [s, s +¢€] son ajenos para toda e < k, y por la definicién -
- del movimiento Browniano, By, — By y Bsye — B, son mdependxentes Por
lo anterior, tenemos que la covarianza del proceso {By(t) : ¢t > 0} es

Byn — By
==
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E(Ba(t) Bu(s))

[(22) (229

0. sitF#s,
“1/h sit=s,

‘en donde la ltima expresién es vilida para k suficientemente pequefia. Pode-
mos ademds ver que: pa.ra. cualquler funcién continua f y cualquier'e > 0,

K}.(t, S)

(1) = ,1,’_'.’[‘) K,.(t S)f(s)ds .

i 1‘/:#-,’5"[<B“h - B,) (B
CA0 e LN R ‘

R 4] the st S
L= ll}_l{(l) h2E[ (BH'-)A - B‘)(B‘+
’ 7‘= '1‘1_1’1-(1) P_E [/ (B¢+h - Bt)(BH-h

= ’111_1’1(1’ FE_/ (Ba+h—Bt

pues podemos escribir
Ba+h ol Bs o




h—0

= lim %E’ [‘/:h{(BH.h = By)*f(s) + (Buss — a+h) f(s + h)}ds]

= lim iE [1{(Ben = Be£(c) + (Bern — Botn) f(c+h)}]

h—0

para alguna c en el intervalo [t —h,¢], usando el teorema. del va.lor medlo para
mtegrales Tenemos entonces que , :

!
5_'

[(C+h—t)f(c)+(t—6)f(c+h)] o

(1) h.-m s
= Jim [(C+h—t)f(C)+(t—C)f(C)+(t—C){f(c, PEFOHE
= Jim 7 ,—h.f(c)+hm ’—(t—c)[f(c+h) f(.:)]

tlende al 0 ¢ tlende atyt—c esta. acotado entre Oy h. Lo
stra entonces que pa.ra cua.lqmer t > 0 y €> 0 i

: "ﬁ'ﬂ' S =

" Ka(t,s) f(s)ds

irac 6,(3) en el

" en dondei e




B ( /017 /01 Bh(t)B;.(s)z//,.(t)d;,,.(s)dtds)
. /0 1'_ /,, 1 E(Bu(t) Bu(s))¥n(t)dm(s)dsdt
=[] R s
. ——> ,‘j_/}:;pn(t)d)m(t)dt‘ = { (1) g:i:z;::,

pues {1#,,},l=1 constxtu ‘un 31stema ortonormal de Lz o
Por tanto podrlamos decir que”" - : L o

h(t w) = Z Z"(w)gb,,(t)

n—‘l
f‘y’_donde {Z,,}, es Unasticesion de vanab[es aleatorias 1ndepend1entes Gaussm.nas
" con"media 0. Sin embargo, esa sucesién no converge, :
. Todo lo anterior se ha hecho con el fin de analizar la derivada del mov1m1ento
= Browmano en caso de que existiera, por lo que ahora’ deﬁmremos :

By(w) = Z_:Z,,(w) / ¢,.(u)du

“'que serfa el equivalente a tomar la mtegra.l de hm B,.(t w)

‘ Llamamos T,.(t) a / Pn(u)du, con lo que :

B L) TG

Lamentablemente {¥.} no es una base ortonormal de Ly, pero ello no afecta

“para los resultados posteriores. Ahora resta demostrar que B, existe eligiendo .

" adecuadamente a la sucesién {#,} y que efectivamente cumple con las cuatro
condiciones de nuestra definicién de movimiento Browniano.

- La base adecuada para realizar esta construccién es la siguiente.
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“Haa(t) ' ) : Hanp1(2)

on/2 . : :‘———-- 2n/2
; . \ B )
2'("'*'.” ) ! 3. 9=(n+1)
Pt ‘ 2=n: e i
1 - ; S ’ 3 -
H D
———_n/2 [ __21:/2

F'igura. 3.1: funciones de Haar

Deﬁnlcxon 3.2, 1 Deﬁmmos las funczones Hy(t) =1,

. para0<t<§
Hl(t) { -1 para-<t<1

y para cada n =1, 2 ', s 2“ < k < 2"t definimos

—2nil
oL ~i2f‘/2, para 852 <t<—3—t*,
CH&) = —272 para BT < g kit

R ;0 . -en olro caso.

Las funczones Hg,Hl,Hz, . se conocen con el nombre de funciones de
Haar

‘Las funciones de Haar constituyen un sistema ortonormal completo de L,.
Demostraremos lo anterior mds adelante en las proposiciones 3.5.2 y 3.5.3.
Las funciones que utilizaremos para construir el movimiento Browniano son

t
Sult) =/ Hwdu k=1,2,....
' 0
A estas funciones se leés conoce como las funciones de Schauder.
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El sxgulente paso es ver que la. serie

'»B:(w) Zzg(w)skm IR €AY

: t=0

- converge'y que cumple con ]os cuatro incisos de nuestra deﬁmcxon (3.1 1)
-Para ello utlhzaremos cuatro ]emas que dlcen e
: . La serie de funcxones e Schauder

e< L. S
» Sea {Zk}k;x,é,;;.

para cualquier € > 0.

e Una distribucién normal multwanada

. minada de manera tnica por su matriz. ¢

. o La familia de las distribuciones norme I
bajo convergencia débil.

o converge umfarmementc en.t con probab:lzdad_,;l Y.
{B: : t > 0} forman un movimiento Browniano en el sentido dela deﬁmczon'

3.1.1 paraQ <t < 1.

Demostracién. La convergencia uniforme casi donde quiera de (3 2) es con-k
secuencia de los lemas 3.5.4 y 3.5.5. .

Como las funciones Si(t) son continuas y sa.txsfacen la prop
la suma B, (w) también serd continua y tomard el valor 0 ent.= 0y con lo que :
quedan demostrados los incisos (a) y (d) de la deﬁmcién 3 1 1 B .
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Para probar los incisos (b) y (¢), consideremos tiempos 1, ts,...,tn en [0,1] ¥
las variables aleatorias By,. Si la serie (3.2) terminara en el k-ésimo término,
definiria a B;, como combinacién lineal de k variables aleatorias normales
con media 0, por lo que {B,,}}_, seria a su vez una normal multivariada con
media 0. Gracias al lema 3.5.7 obtenemos que {By,}%_, definida como en
(3.2) es una normal multivariada con media 0.

Calcularemos la matriz de covarianzas de { By, }i_;:

E(B,B,) = (Zz iS;(s) szsk t)) > EB(Z; zk)s (s)Sk(t)
7=0 Jk
= 58 (6= Z / Hj(u)du- "Hy(v)dv '
<
= Z < 1[0,],1{ >< 1,
. J—-O e .
~La relacxon de: Parseval ' idar u o'ij)él'{@k}:‘:__o, nos
“dice que I : L .

(3 3)

indica ¢ que, {B,,}J_l tlene la :
vxmlento Browma.no Io que.

misma matriz de covarianzas que tendna. un
termma la demostracién.

una sucesién de movimientos Brownianos {B, bt
independientes dos a dos. Definimos {Yg}¢>o como

Yi(w) = B“’(w)~
y recursivamente,
Yi(w) = y,,(w)+3,(::l>(w)

Es claro que el proceso: {)’g}g)o .es:un:movimient
acuerdo con la deﬁmcxon 3:1.2 :
Esto termma. nuestra pnm a construccion del movimiento: Browmanc

rowniano eSté.ndar de




- 3.3 Una consecuencia de la primera construccién

Mediante esta construccién podemos obtener un movimiento Browniano a
partir de una variable aleatoria uniforme en el intervalo [O 1] como se indica

a continuacién.
Dada la expansién decimal 0.Y;Y3Y;... de un nidmero real Y entre 0yl,
podemos acomodar sus digitos de la siguiente manera:

N Y ¥ Y

2% Y
Yo Yy ...

Y ..

de este modo construlmos una familia numera.ble de numeros reales entre 0
y1 '

Uy =0V Y3VeYi. .,

Uz = 0.Y2Y5YpY14

Us =0.Y3YsY13Yyg .0,

Si ahora consideramos que Y es una variable aleatoria con distribucién uni-
forme en el intervalo [0, 1], entonces Uy, Us,. .. son variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas uniformes en el intervalo [0,1]. Sea
®~! la funcién inversa de la funcién acumulada de la distribucién normal

®(z) = \/_12_; /_ m exp{~£2/2}dt,

y sea 2y = ®~!(U;). Estas iltimas variables aleatorias son idénticamente
distribuidas normales estindar e independientes, pues las variables aleatorias
Uy’s lo son. Introduciendo estas variables Z en la ecuacién (3.2), obtenemos
un movimiento Browniano tan sélo usando una variable aleatoria uniforme
en el intervalo [0,1] como fuente de azar. Esto iltimo fue tomado de [7].

3.4 Segunda construccié_n

A continuacién presentaremos otra forma de construir el movimiento Brow-
ma.no usando un teorema de extensxon de Kolmogorov. Para cadat > 0 y
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" siguientes.

para cada y € ?R deﬁmmos la probabx]xdad
P(t :z,y) (2mt)~1/2 e=te-wr2e,

Parat=10 deﬁmmos P(O m,y) =8.(9), donde 42(y) denota la funcién con
masa unitaria en’ el punto z. Si0<t; <ty <<ty definimos una medida
He,,...e sObre (R, B(R)) como sigue. Para cada Fx X oo X Fy € B(R),

/'ttl,,.-.tk(Fl X e X FL) £

/» P(tl,o,.’tl)P(tg — tl,.’I:l,.’L‘z) v P(tk — tk_l,zk_l,a:k)daila:é oo The
Fy xoex Fy

Ahora usamos el teorema 2.1.9 para construir un movimiento Browniano.

“: Para cualquier coleccién de tiempos ¢1,ta,...,2, k € N (no necesariamente
en orden creciente) extendemos nuestra definicién de uy,,....., Por medio de la

- condicién (1) del teorema de extensién de Kolmogorov. La condicién (2) es
entonces facilmente verificable pues y — p(¢;0,y) es una funcién de densidad
sobre R.
El teorema de Kolmogorov establece entonces la existencia de un espacio
de probabilidad que denotaremos por (2,F,P) y un proceso estocdstico
{By; : t >0} tal que las distribuciones finito dimensionales del proceso B,
estin dadas por las medidas g, .4, esto es

P(B, € F,...,B, E F) =
/ P(t1,0,31) P(t2 — ty,z1,32) - - Pt — tk_l’, mk_l,wk)dmlzz v ;:z:'k .
Fy Xeoox Fy 3 .

El proceso estocéstico asi obtenido es una versién del movxmlento Browma.no“ b
en R. Algunas propiedades que se pueden demostrar de este _proceso’ son las Bt

(1) P(Bg =0)=1.
(2) {By:t >0} es un proceso gaussiano, ’
(8) {B::t >0} tieneincrementos mdependxentes es decu',
entonces las variables aleatorias By,, By, — By;,... 1By,
pendientes. gh
(4) Existe una versién del proceso {B; : t > 0} tal que By
como funcién de ¢t. L Sl
(5) E[B;] =0 paratodat > 0.

son’ mde-- e

‘es “Contin‘ua. ;
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(6) E[IB[*|=¢.

(7) B[B, - B,] =min{s,t}.

(8) BB, — B,|*]=(t—5)si0<s <t

Esta construccién se puede revisar con ma.yor detalle en [11].

3.5 Resultados utilizédos

En esta seccién recopilamos varios resultados utilizados en la primera cons-
truccién. La primera proposicién determina la covarianza de un movimiento "

Browniano. Las siguientes dos proposiciones hablan acerca de Ia.‘s’funcnohes_-‘

de Haar. Los tltimos cuatro lemas hablan de la convergencm de la serie (3. 2)-o
.y de la variable aleatoria normal multivariada. - e

Proposicién 3.5.1 Sea {B,:t >0} un movzmzento Brow
entonces para cualesquzera s,t>0,

E(B,B ) = rnm{t s}

: 'Demostraczon Sm perdlda. de generahda,d supondremos t > s,/ de modo que
’ mm{t s}=s. Tenemos entonces que ;

E(B,B ) = EB({B.- B,+ B,}B,)
E({Bt - Ba}Ba +B,2)

= B(B, - B,)E(B,) + E(B?)
= Var(B,) + E*B,)

= Vear(B,)

= s

min{s,t}

]

Proposicién 3.5.2 Las funciones de Haar son un sistema ortonormal,
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Demostracz'o'n.»Cla.ramenté [l He' |[=]| Hyll=1.Y si 2 5 k < 271, tenemos
que : R DU IEE A N T L .

3:.-:" 1

_,'.+!

(éz)%t + (= 2: )2dt

_ 2 2"dt—2n—1—=1

de donde obtenemos que las funciones de Haar son normales. Por la obser- - -
vacién anterior, si &k = [, entonces < Hy, H; >= 1, por lo que en adelante
supondremos que k # [, y sin pérdida de generalidad, supondremos & < [.
Tomamos m, n, tales que 2™ < k < 27+ 27 < [ < 27, Sim = n, entonces
los intervalos [£52%, A=Z0Hl) y [i2" (=20 “) son ajenos, pues k + 1 < 4, por
lo que H; H; = 0 en todo el intervalo [O 1]. De ahi que

< Hi, H >=/ 0dt = 0.

Sim < n, ylosintervalos k;,’,",m s 2,,, =ty y [”""I '—"é;,—i'—) son ajenos, anilogamente

< Hi, H; >—/ 0dt =

5i m <'n, y los mtervalos ["23,'" s “—ﬂi’——) y ["‘2" '"2"'“) no son a.Jenos, en-'
’ f—om . k= 2"'+3~) [Ie—2'"+‘- _gmi )
Zm

tonces [' -——Ti) esta. contemdo en 52—,
. por lo que HkH ~vale 0'fuera del mterva.lo més’

<Hés”ﬁ

o bien,

<'H/¢, H >
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de donde las funciones de Haar son entonces ortogonavles R

Proposlcxon 3.5.3 Las funciones de Haar forman un szstema orlonormal»
completo en L. S T S

* Demostracidn. La proposicién anterior muestra. que- la.s funcwnes de Haar
forman un sistema ortonormal. Para ver que es comp]eto supondremos que
existe una funcién f en Ly tal que para cada. k=0,1,2,.705% e

0=<f,H; >—f f(t H;_(t‘)dt"' o (3.4)

Llamamos F a la integral indefinida de,f .

.La funcién F exxste y ‘es contmua, ‘pues- S ‘pertenece a Lz[O 1], y F'(O) = 0.
“'Ahora probemos por mduccxon sobre n'que F(z—,.) —'-, 0. Usa.ndo las ecuaciones

(3 4), :

de donde F(l) =0. Ademas

<f,m;> ,_ / f(t)dt+ / —-f(t)dt

f(t)dt + / —2} f(t)dt

2=[F< ) = P(O) = F(}) + F(3)]
2.2 F(}),

u u
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" de donde F(1) = 0. Fijemos n y supongamos que F(5) = 0 cuando m < n
Sin pérdida de generalidad, podemos tomar k& impar, por lo que u y Lkl

son enteros. Por la construccién de las funciones de Haar, existe s tal que

k-1

_ 2°#  para .,T, <t &,
- - Thtl
H,(t) = § -2+ para 27 <t< @
0 en otro caso.
Entonces
ol
T

< fH,> = /5: """f(t)dt+/’"' —.25;’f(t)dt

PR - ()~ Rl + F @)
= 2" 2F(

2,,),

de donde F(£) = 0. Como el conJunto {kf2: k=0, 1,
es denso en [0, 1}, F es continua en todo el intervalo.
toda 7, k, podemos. entonces concluxr que Fo=0

B



Entonces

)i akSL.(t)

Pero como |a;| = O(L‘), para. alguna c > 0

k=0 in=0

< Z |aLS;_(t)| = Z@k”sk(t)l < Zb 2-%-1,

ypara2t < k< antl o
Entonces
en particular,

Por lo tanto

: »< Z ¢ 2"«52"“1

n.-O : i n=0
Z c 2"“—*’2~1 =2t E 2"“—*) < o0,
Ton=00 n=0

pues € — <0, de donde la serie (3 5) converge absolutamente. Ademas
: converge umformemente, pues la convergencia de ;

Z 2n(¢—- %)

n=0
. Lema 3.5

: Sea {Zk}k_l 2. un conjunto de variables aleatorias normales,
., entonces; S

e : N P[IZL' = O(l"c)] =1. L s S i (3.6)
“para cualguier €S 0, . : ‘ : .
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‘Demostracién. Una distribucién normal tiene momentos finitos de todos los
érdenes, de modo que podemos usar la siguiente versién de la des:gualdad de
Chebyshev
: B(Z}Y) 1.3.5.--N

P(lzZ| 2 k‘) f—EN = k2N

para.todae > 0, NV na.tura.l "Tomando N suficientemente grande, el lado
derecho de la serle FE

1:3.5.. . =y
kz .k2zN"1': =1 35NLZ TN < o0
ck=Ll e e =1 E

. converge. : ) N SR
: Considerando AL al evento {IZkl > L‘}, se puede ver que :

hm supA = B

n—oo .

donde B es el evento ”Dada N natural, exxste' > N ta.l que |Z;_| > y",
“Usando la primera parte del lema de Borel Cantelli’ aﬁrmamos‘que con prob-, :
abilidad 1, a lo mds una cantidad finita de los eventos {|2Zx| >k} ocurre, lo-
- que implica la ecuacién (3.6). :

_Lema 3.5.6 Una distribucién normal multivariada con medi ‘queda
'determinada de manera iunica por su matriz de covaf'ian Lo

~Demostraczan Supongamos que Z es un vector a.Ieatono con'co Vponentes -
'norma.les estandar 1ndepend1entes en R*, Su funcmn a.» ctenstlca es. :

@(,\1’ /\k) — (e:EJ_ A,Z,) =€ ’E“"'\l".;. L

_Expresa.do en’ forma ma.trlclal .
q,(/\) ( iATZ) ;;~V;-,

' ;i_donde A es un. vector columna. con entradas /\1, AGEEES :

“Ahora- conSIderemos ‘el vector alea.torlo Y = AZ en. §R" donde A es una

o 'matrlz de kxny: llamemos : ¥ ala funcién’ caractenstlca de Y Entonces .
para un vector columna. 1) en §R" : S

(3'.7)




que es la misma expresxon de ®(A) de la ecuacién 3.7 ‘con AT V'r)TA, de -
donde’
W(r) = AN,
‘SiAe Mk(§R) es una matriz simétrica, entonces A AT
"‘covarianzas de Y y es el dnico pardmetro en la funcidn
D ‘ e

Azmes la matrlz de .

"Lema 3.5.7 La familia de las dzstnbuc'wn'ks
cerrada bajo conuergencza debzl

Demostracidn. Sean {Bn}n; vanables aleatorias norma. e
R* con media 0, tales que ‘B, ~ X ‘débilmente. Cada
caracterfstica :

iene: funcién -
n(')) = e—317Cnn &
y estas funciones convergen a la funcién caractenstxca de X. ‘Debldo‘ a que
‘en la expresién anterior todos los valores son reales, es posxble calcular el
logaritmo de la funcién caracteristica de cada B,, y:se: puede ver. que el
lfmite de las formas cuadraiticas 77C,n existe para toda 7. Este limite debe
ser una forma cuadrética simétrica definida no negativa 177_'0’17 De este modo,

. 1 e
Jim In{@n(7)] = —57"Cn = 2(n).

Donde @ es el logaritmo de la funcién caracterfstica de;\’, por lo que X debe
ser también una variable aleatoria normal multivariada, "~ (m]



Capitulo 4

Propiedades

En este capitulo buscamos dar una descripcién amplia de las caracteristicas’
del movimiento Browniano, asf como de los principales conceptos matemdticos
derivados de él. Para ello, se incluyen las siguientes seis secciones:

1) Distribuciones conjuntas,

2) Trayectorias Brownianas.

3) Caracterizaciones del movimiento Browniano.

4) Variaciones del movimiento Browniano.

5) Movimiento Browniano multivariado.

6) Simulacién.

En este capitulo denotaremos por F; a la ﬁltracxon na.tural del movxmlento

Browniano.
La demostracién de algunos de los resultados’ expuestos en este capxtulo re-
basan el objetivo de este trabajo. En esos casos'mclmmos una referencia
para consulta mds avanzada. . %

Antes de entrar en los demds temas, enuncxa.mOS si
fundamentales del movimiento Browmano

;on trgs propiedades

Teorema 4.0.8 E!l movimienio Browmanf oceso de Y{Markov, es de-
cir, para s < t, dada la znformacwn de

pendiente de F,.

Teorema 4.0.9 El movimi‘



Teorema 4. 0 10 El movimiento Browniano es una martm_qala cantznua es
decir, E(B;|F,) = B, casi seqguramente. :

Se puede encontrar informacién completa sobre estos teorefnéé" en [13].

4.1 Distribuciones conjuntaé E

i3 e B,n,am
to < t3 Pa.ta.

En esta seccidn calcularemos la distribucién conJunta. d By B,
como la densidad condicional de B,,, dado" B,;"
la elaboracién de esta seccién se consulté [7].::"

; ‘1‘:; Bgz ,'.‘.".,Bgn ‘93 .

‘._——Z(tk — tk—i‘) } (4.1)

ty < t;, es narmal con media a+;2-:—::-(b—a) y varianza (t; tl)(t;; tz)/(t
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yla densidad,de By, es

fta (z) /2——3 exp ( 2t:l>
. por lo que la densxdad de B,, da.do que Bo =0y B, =0es

Juus(2,0) _ { }
fis (0) V4 27l'to(t3 - tg)/t; 2 ta(ts — tg)/ta

" que es una normal con media 0 y varianza t3(t3 — t2)/t3.

En general, si t; < t» < t3, la densidad de B,, dado By, = a, By, = b
se calcula reduciéndola al caso anterior. Para ello, notemos primero que la
dicha densidad es igual a la densidad de By, ¢, dadoque By =a y By, =b,"
pues la longitud de los intervalos es la misma; a su vez, ésta es igual a la
densidad de a + B,,_;, dadoque By =0y By,_:, =b—a; desartolla.ndo esta o
dltima y haciendo algunos cdlculos obtenemos R

fh‘-h.ts—h (fD - a, b— a’)

fiy—t,(b—a) > R
. 5 «:--{_,iz[(zv-“-at)z; b (b—a)z]}:

= eX]
V2t — t1)(ts —t1)/(ts — t2) P fy—ta by —t

Il 2
(b — “)]

(e — W)/ )

: ~v.:le la. propos 1o

4



4.2 Trayectorias Brownianas

En la presente seccién estudiaremos algunas propiedades de las trayectonas, :

Brownianas, divididas en aquellas referentes a la no exxstencm de la derivada, '

algunas propiedades locales y globales, y por ultlmo, las que. tlenen que ver y
con tiempos aleatorios. e [

4.2.1 Derivada

- Veremos que el movnmlento Browmano no t en

a en dos sentidos
dxstmtos Como sabemos el coc1ente -ﬁ' SEEa

Jde. donde conclulmos la. si-

ra las tcLualeak



Para toda variable aleatoria X, la funcién escalén

X(w) siagt<b, BPPR
S(t w) { en otro caso, . - (4.2)

es medxble, pues

) ?La <t<b y X)> 0} =[65) x X (n,00)
) pertenece a B(R) x B. S

R b) x x—l(n,'
,,'Ammlsmo, la’fun

para k.= 0,1,
‘forma (4.2). P

omcxden es medxble, }
Esto demuestra. que



Corolario 4.2.3 Con probabilidad uno, las trayectorias Brownianas no son
rectificables (tienen longitud mﬁmta} en cualquzer mtemalo de tiempo de
longitud mayor a cero. : S

Demostracidn. En las funciones reales de variacién acotada, la derivada debe
existir casi dondequiera. Lo anterlor, junto con el teorema 4.2.2, demuestran .

el corolario. o
Para la elaboracién de estos resultados se consulté [8].

4.2.2 Principio de reflexién

En esta seccién hablaremos de resultados donde intervienen tiempos aleato-..
rios, por ejemplo, el primer momento en que se alcanza un valor determmado :
Este material se puede ver con mayores detalles en [7]. : o
Para algunos de los siguientes resultados, serd necesario usar el prmcxpxo de",'
reflexién que a continuacién enunciamos sin demostracidn.

Teorema 4.2.4 Principio de reflexién v
Si {B} : t > 0} es un movimiento Browmano cuyo punto zmczal es b en-

tonces, paraa > b,

P[ 5 ]‘='12'P[Bf’éal;*i
0<a<t s

o bien, si b > a, TR : B

P [min Bb< a']: 2P(B! <a).

0<ast . <) i f

La demostracién del principio de reflexién se puede encontrar en [13)], y se

basa en la propiedad fuerte de Markov. Una interpretacién de este principio

es que la medida de un conjunto de trayectorias es igual a.la medida de

el conjunto de las trayectorias reflejadas a partlr de un cierto punto, como
muestra la figura 4.2.2.

Ahora llamaremos T, a la variable aleatoria que denota el tiempo en. que el

movimiento Browniano {B, : t > 0} alcanza el valor a > 0 por vez primera,

es decir, ) o
T.=min{t > 0: B, >a}. -
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B,

- aleatoria T, denotada por

o wy

tenemos la ecuacién. -

‘Por dltimo; der_i :
£ o

.. Debido a lo anterior, una for;
7(4.2.5) es la siguiente. Si'B,

ntonces la probabilidad P(a) de que B,

€ podemos’enunciar el lema



tenga al menos un cero‘ entre to'y ti es

h_‘oﬁ:, T
: . ( "2‘ )du

k vc.ie;cr:lyorndg s

e




Figura 4.2: Trayectorias ’deilvc‘ss"préycésvt,)s“‘M‘ vY -

de donde conclulmos Ia ecuacién’ (4.5). :

Denotamos BE. “al movxmxento r
fz>0,y>0,yt>0

Y,

’('4.6)
(4.7)

(4.9)



Aplicaremos el principio de reflexién al segundo sumando de la siguiente
manera. Cada trayectoria que inicia en z, alcanza un minimo menor a 0 y
termina en un valor mayor a y, puede reflejarse respecto al eje de las abscisas
a partir del primer momento en que alcanza el valor 0. Al hacerlo, obtenemos
una trayectoria que inicia en z y termina en un valor menor a —y. De lo
anterior deducimos que

P[B; >y, orgigt B: < 0] P[B} < —y, mm B <0 (4.10)

PlBf < —y). (4.11)

Sustituyendo (4.11) en (4.9) »obtenyemos e

Al(z!y) =

una. vana.ble normal estanda.r
3 de Mg y By, derwamos con

a8



Para obtener la funcwn de densxdad f(m, y) de A/I(t) yY(2), conmderamos

A contmuacxon trataremo de d scnbxrv 1 comportamxento las trayectorias
Brownianas, lo que nos da ‘na ide de cdmo se ven las gréficas de las trayec-
torias. Estos resultados a.na.hzan con mayor profundidad en (8], [13] ¥

71

Proposicién. 4. 2, 9. Co pro ab: Izdad uno, el conjunto {t > 0 : By = a}
tzene medzda de Lebesgu

~Demostracwn De r
deﬁmmos

: ﬂy'ﬁj;x{do 4 e
P[g(t w),

: pues B, es una vana.ble a a.to i




para toda ¢, y entonces”
Bl /0 o(t,w)di] =

y como g(t,w) 2 0, concluimos ‘(rjtie:cbim prkq\btabilida;d} uno;

Teorema 4.2.10 Ley del Iogamtmoblterado (versxon 1)
Sea {B;: t > 0} un: movzm o Brownzana. Entonces
” 'P lim =1 412
( t—'igp \/tl ll’l ) ( )

Demostracidn. Si tomamos en cuenta que
‘ n
B,= (B:— Bi1),
i=1

" donde cada B; — B;_; es una normal estdndar, por los teoremas (6.0.7) y
(6.0.8), tenemos que la ecuacién (4.12) es cierta para un pardmetro entero
n, en lugar del pardmetro continuo t. Como el limite superior en cuestién es
vélido sobre los naturales, para los reales tenemos que
P (lim su >V2 ) =1.
e VElnInt m
Falta ver que entre dos enteros consecutivos, el movimiento no varia excesi-

vamenté. Sea

m, =
" ,n—1<¢<

(B~ Bu~1).

- Por el prmcxplo de reﬂexxon tenemos que

o> a) = 2P(B - B,,_l > a)

‘Ahora, usando el lema. (3'5 5), By ~B,_i= O(n‘) casi seguramente, porlo .
o :que tamblen mn = O(n‘) con probabxlxdad 1, para. todae > 0. En partlcular,

P(m,. = O(\/nln lnn)) = 1
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‘Figura 4.3: Cotas de la ley del logaritmo iterado (versién 1)

lo que termina la prueba. ‘ =
Este resultado indica que casi seguramente las trayectorias del movimiento
- Browniano se encuentran dentro de la regién delimitada por- la.s graﬁcas de:.

las funciones =v/2¢tInlnt cuando t —* 0. EI 51gu1ente corola.no surge como [

consecuencia de ello.

Corolario 4.2.11 Una trayectoria Browniana tiene ceros arbitrariamente
grandes casi sequramente.

Demostracién. El teorema (4.2.10) muestra que con probabilidad uno, exis-
ten valores de ¢ arbitrariamente grandes tales que B,(w) > 0. Aplicando el
mismo argumento a —B;(w), que es otra trayectoria Browniana, obtenemos
que existen valores de ¢ arbitrariamente grandes tales que B,(w) < 0. Como
las trayectorias Brownianas son continuas casi seguramente, con probabilidad
uno, B,(w) debe también tener ceros arbitrariamente grandes. ]

Lema 4.2.12 Sea {B, : t > 0} un movimiento Browniano estindar, en-
tonces el proceso

B® = tByy parat >0,
t - 0 parat=0,

es un movimiento Browniano estdndar,

51 TESIS CON
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Demostracién. Para probar que B )-cumple los cuatro incisos de la definicién
(3.1.1), sélo tenemos que verificar los incisos (b) y (d), pues (a) y (¢) son
inmediatos.

Para el inciso (b), es claro que Bg_’ B(z) se dlstrlbuye norma.l con medxa. 0
basta probar que dicha vana.ble tiene varianza’'s: ;U :

E((B, - B

2E
11N

2 ——

t(t t+fs>.~+"

haciendo el cambio de varlable t= 1/s,

(hmsupM \/_) (

contlnuldad de Bt Para’
ma (4:2,10) pa.ra. Bt y

250 4/Inlnl/s

-Como

concluimos que

para el movimiento Browniano. .

Teorema 4.2.13 Ley fuerte del : eros para el movimiento
Browmano. ST

¥ equivalentemente:




Teorema 4.2.14 Ley del logaritmo iterado (versién 2)

: Bioin — B,
P llimsup —(2m=—0"= 2 | =1
i ( s /hInln(l/R)
“Demostracién. Usando el lema (4.2.12) en el proceso By 4, — By,, haciendo
el cambio de variable A = 1/¢, podemos ver que

(Biott = Bio)® = t(Brow1/t — By),
de donde
tBus1/t — Bro) _ 1/M(Biosn — Bi) __ _Bi+n — By,
Viloglogt V1/hloglog1/h — \/hloglogl/h
y usando el teorema (4.2.10),

Vi = limoup "Bttt = Bu) _ piy gy Bt B

msu y :
t—tco Vitloglogt h50 P \/h'loglggl/h o

lo que prueba. el teorema. :
- Esta versién de la ley del logaritmo iterado indica que casi segura.mente las
‘trayectorias del movimiento Browniano se encuentran dentro: de la regxon‘

determmada por las gréficas de las funciones +4/2¢tInln 1 cuando t—0.

- Corolario 4.2.15 Para cada ty > 0 la funcidn t - Bg - Bt., tzene casi
_seguramente una sucesidn de ceros que converge a ty por la derecha.

: "Demostracidn. Por el teorema (4.2.14) con probabilidad uno existe una
"+ sucesién {rn} convergente a ¢y por la derecha tal que Eﬁ% —-'VZ>o0,

" - por lo que podemos suponer B,, — B, > 0 para toda n. De igual manera
para el movimiento Browniano —B;, con proba.blhdad uno existe una sucesién

{sn} convergente a tg por la derecha tal que m -+ v/2 > 0, por

lo que podemos suponer —B,, + By, > 0, o bien, B,, — By, <0 para toda n.
Como B, es continua casi seguramente, con probabilidad uno habri una
sucesién de ceros de B; — By, que converge a ty por la derecha. [}
De los resultados anteriores podemos concluir el siguiente corolario.

Corolario 4.2.16 SeaI' = {t > 0: B, = 0}. Entonces, casi seguramente
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i
1

i
Figura 4.4: Cotas de la ley del logaritmo iterado (versién 2)

a) El conjunto T’ es cerrado y no acotado.

b) Tiene medida de Lebesgue igual a cero.

¢) T no tiene puntos aislados en (0,00).

d) El punto O es punto de acumulacion de T'.

Demostracién. Como I' es la imagen inversa de un conjunto cerrado en
R, y las trayectoria.s Brownianas son continuas casi seguramente, I" debe ser
cerrado casi seguramente. El corolario (4.2.11) nos dice que, casi segura.mente
T es no acotado, con lo que queda probado el inciso (a).

El inciso (b) se obtiene de la proposicién (4.2.9), y los incisos (c) y (d) del
corolario (4.2.15). o

Proposicién 4.2.17 Sea {B; : t > 0} un Movimiento Brownieno; y sea = :

nta=1ty <--- <t} =b una sucesion de particiones del intervalo [a. )
tal que ma.x(t" -ty ) tzende a cero sin tzende a mﬁmto, entonces

in

Jim Z[B‘" = Bt,, 1]? -— b— aen probabzlzdad .(4.13)

" TESIS CON
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Demostracidn. Sea W, Z[B,n —B,n ] »kEnfoncesr
k=1- . o

[ rna

EW. = B|> {By-By.}
k=1 PRt

Var[W,] = E

pues es el lxmxte de la. U de (2 1)—c oiv/dﬁvfli I@do; %

-t 1)(t"

k#j.

por lo que




lo que demuestra la proposicién. ]
Es claro que sia =0y b = ¢, entonces lim W, es la variacién cuadrdtica del
n—=oc

“movimiento Browniano, de donde obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.18 La variacion cuadrdlica del movimiento Browniano es
igual a t. :

Por dltimo, enunciamos una proposicién que nos da informacién acerca del
rango de valores del movimiento Browniano en intervalos cerrados. La de-
mostracién excede el objetivo de este trabajo. Sugerimos al lector interesado
en profundizar en este tema consultar [13]. ,

Proposicién 4.2.19 a) Las trayectorias Brounianas son 7-Holder casi se-
guramente para v € (0,1/2), es decir, existe C, tal que

1B(w) = B < Ot =sl”

para toda s,t reales positivos. : S

b) Las trayectorias Brownianas son en mngun lada '7 Halder casi segura-
mente para v € (1/2,1), es decir, no ezzste C tal ‘que cumple lo que
indice el inciso (a).

c) Las trayectorias Brownianas no son localmente --Holder, es decir, existe
algiin conjunto compacto en los reales posztwos tal que no existe C con
la propiedad de que |By(w) — B,(w)| £ C,|t — s|” para toda s,t en dzcho
compacto.

(ver Anezo).

La proposicién nos muestra un grado de dispersién de la trayectoria Brow-
niana. La distancia entre las ordenadas de dos puntos de la trayectoria Brow-
niana casi seguramente estd acotada por un miiltiplo de la y-ésima potencia
de la diferencia de sus abscisas si vy es menor a 1/2, y casi seguramente no lo
estd si v es mayor o igual a 1/2. Esto nos da tanto una cota de la variacién
para puntos cercanos como un indicador de lo mucho que crece o disminuye
la funcién en tiempos grandes.

4.3 Caracterizaciones

A continuacién se darin tres caracterizaciones del movimiento Browniano.
"~ La demostracién de las equivalencias sobrepasa el objetivo de este trabajo,
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por-lo que recomendamos al lector interesado en profundxzar en el tema
consultar [13]. :

Proposicién 4.3.1 Sea {B, :t > 0} un movzmzenta Browmano Entonces

a) {B;:t> 0} es una F,-martingala. :
' b) {B? — B, : t > 0} es una Fi-martingala. : .
Reciprocamente el movimiento Browniano es elkumco prac ao estacastwo de
trayectorias continuas tal que cumple (a) v (b) :

del movimiento Browniano.

Teorema 4.3.2 Las siguientes afi

ceso {B,:t>0}: R
a) {Bt t2> 0} es un movzmzento :
b) Xalt) = exp{aB, — v fg-martmgala, para toda a constante
c) Para cada funcwn f e 02 (?R) el proceso

=160~ [ 35 2 Has

es una F,-martingala, donde C4(R) denota el espacio de funciones reales
de variable real de clase C? de soporte compacto.

4.4 - Variaciones del movimiento Browniano

El estudio del movimiento Browniano ha dado origen a otros procesos rela-
c:onados con él. Algunos de ellos se presentan a continuacién.

Proposxcwn 4.4. 1 Sea {B, : t > 0} un movimiento Browniano estindar,
entonces los procesos '
‘a) B,m =By, parac>0 fija,
@ _ [ tByy parat >0,
5) B —{ -0 ‘paret=0,"
c) B,( = By — By, para h>0 ﬁ]a

d) BM =p = By_i, para t € [0, 1.
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son cada uno un movimiento browniano estdndar.

Demostracion. Todo lo referente a B,(Z) se demostrd en el lema (4.2.12) de la

seccién anterior. Para Bt“), st) y Bf'” probaremos que cumplen los cuatro

incisos de la definicién 3.1.1. Los incisos (a), (¢) y (d) son inmediatos en los

tres casos. . )

También es claro que Bf,',z, — B se distribuye normal con media 0, i ='1,3

y 4. Para el inciso (b) basta probar que dichas variables tienen varianza s:
a) B((B{, ~ B)] = E[(Busaye — Bya)?l = SA[(t+ s)/c" - t/c2] =,
c) B(BY. - B = B[(Bisnts — Base)'] = s. o
d) BB, - B")| = B[(By - Bie—s — B1 + Bl =s.

4.4.1 Movimiento. Browmano reﬂejad en: el:ongen :

Sea {B;: t > 0} un mov1m nto B
mano reflejado en el or' en

: Podemos ver. que el mov1m1ento Br
- ceso de Ma.rkov

zl},!o—zﬂ’ ,,,Y;

: P() ¢n+a S :
= P(~2 < Bia+s < 2| By ==h1’0: Bty = &@n)
= P(-2< B, 4+, <z|B, =, = :c,,) (por sxmetna)

]

P(—z < By, 4s < z| By, = :c,,) para to < t1 < <tn,y

lo cual nos muestra un proceso de Markov a tiempo contmuo con tra.yectorlas,
continuas con espacio de estados R+ U {0}. :

Considerando a B, como un movimiento Browniano estandar, calculemos la- -
distribucién de Yy, dado que ¥; = y, ol

P(Yy, < z|Yy=y) = P(—z<B¢+,<z|B¢ y)
' 1
[ T - (z—y)z/zt}dz,,
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por lo que la funcién de densidad de Y34, dado que ¥ = yes la derlvada. de
la ecuacién anterior respecto a z, es decir, ; :

exp {~(z + y)2/2t} ‘%f’é(Zf‘y, ‘t‘)j.l-p(-i+y. t)

1 . 1
—(z - 24 —
m exp {—(z v) / } ot
‘donde 1 L
s . b)) =
: Ahora. podemos ca.lcular la medla Yy la,
_Yo =0, :

condicién

T OXP {—:v /2t}dz —fﬂ %

. E‘[Y:] = / Iml\/_.exp {—z2/2t}d:z: =2
Var[Y] - B[Y?] - E'z[Y,] E[]B,P] - 2t/1r =t— 2t/1r (1 ="2/m)¢

' 4.4.2 Movimiento Browniano absorbido en el origen

Suponemos que {B? : t > 0} es un movimiento Browniano tal que By = b > 0,
y denotamos 7 al primer momento en que el proceso BF alcanza el cero.
Llamaremos movimiento Browniano absorbido en el origen al proceso {Z;}1>0
definido como sigue R
Z, = { B!, para t<T,
0 para t > T.
Podemos ver que el movimiento Browniano absorbido en el origen también
es )un proceso de Markov. Para ello, consideremos s > 0, {y < t1 < -+~ < tnl

P(Ztnss > 9| i = B0y s Zunis = Tnes oy = 0) = { o

Z¢n_, = :c,._l,Z,,, = a:, min =B > 0)'

1<u<t,,
P o
1 ) B = I)

= P(B,“+,>y, mm B,"+u>0|B = zy,. ..,B"'

t,....

= p(B® > y, mm B” > OIB,J =z)=A(z,9)

(ver 4.7).-
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Bzijo la condicién Zd ="z > 0, la varia.ble aleatoria - Z, tiene distribucién
continua ‘en ]os reales’ posmvos con peso positivo en cero; i
P(a < Z, < bIZo = z) = Az, a) — A,(z b)

: P(z,—o;z0 _m)_l—-A (z,9).

. 4 4 3 Movu’nlento Brownxano con derxva

Sea. {Bg t> 0} un movnmxento Browniano. Diremos que {X¢:t > 0} es un
~“movimiento Browniano con deriva si .

‘ X = By + pt,

para alguna constante p, llamada el parametro de deriva. De este modo, un "’
‘- movimiento Browniano es un movimiento Browniano con deriva 0, y podemos
dar una definicién paralela a la definicién (3.1.1) como sigue:

Definicién 4.4.2 Un movimiento Browniano en R con deriva p es un pro-
ceso estocdstico {X; : t > 0} con las siguientes propiedades:

a) Cada incremento X,,,— X, se distribuye normal con media ut y varianza
o’t, en donde o y p son pardmetros fijos.

b) Para cada par de intervalos de tiempo disjuntos [ty,ta], [ts,t4], con t1 <
ta < t3 < lg, los incrementos Xy, — Xy, y Xe,—Xy, son variables aleatorias
independientes (con la distribucidn descrita en el inciso anterior). Lo
mismo ocurre para n intervalos disjuntos de tiempo donde n es un entero
positivo cualquiera.

C) 4\’0 =0.
d} t = Xy (w) es continua en todos los valores de t para casi todos los valores
w. :

Debido a que los incrementos X+, — X son independientes del pasado, es
claro que el movimiento Browniano con deriva es un proceso de Ma.rkov
Del inciso (a) de la deﬁmcmn, obtenemos para t>isr

PX;<z|X,= :z:o)

: \/27r(t = s
/(z—zo-/t(t—a)llv

-0’ "
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4.4.4 Movimiento Browniano geométrico

Sea {X;}:>p un movimiento Browniano con deriva u y coeficiente de difusién
o2, Llamaremos movimiento Browniano geométrico al proceso estocdstico
{Y;: t > 0} definido como sigue

Y= e.\’l

Usando la igualdad ¥, = Y3e¥~%°, y la funcién generadora de momentos de
una normal con media ut y varianza ot, encontraremos la esperanza 'y la
varianza del movimiento Browniano geométrico.

BIY ¥ = ] = yEIE5 ] = yexo {t(u+ 07/},

E[Ytz l Y, = y] = yZE[e2(Xu—Xo)] =vy2 exp {t(2p+ 202)} ;

por lo que

4] -

exp {t(Z,u 207 [yexp {t(u + 02/2)}]

Va.r[Yg | Y y_.
e 2/ 2)}[eXP{t02} ~-1].

“tNI:',L,‘i
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los N vectores g -
B(l) = (B!u’ o Btl:nv,') o
B(z)' ‘ (Bl:n’ B;’":') s

B(N) = (Btvx"‘“' BIX:..N) V
son independientes. Llamaremos movumento Browniano N-dxmensxonal
al proceso estocdstico definido por :
B,=(B},...,BY), t>0. ,
Los movimientos Brownianos bidimensional y tridimensional deﬁnidovs d'e"lra :

forma anterior pueden modelar la posxcnon de una particula en movxm:ento o
Browniano en el plano y en el espacio respectivamente.
El movimiento Browniano n-dimensional se puede construir por medio del
teorema de extensién de Kolmogorov; para ello se define

P(t,z,y) = (2mt) "D exp{— |z — y ||* /2t}
y se procede como en la segunda construccién del movimiento Browniano

expuesta en el capitulo anterior.

Sea (B!, B?) un movimiento Browniano bidimensional, (B}, B?) = (0,0),
calcularemos la distribucién de la segunda coordenada al tiempo aleatorio
en que la primera coordenada alcanza el valor dado 2z > 0. Llamemos T} al
primer tiempo ¢ tal que B} = z; entonces buscamos Y; = B"’,.

Antes de hacer los cdlculos de Y;, serdn iitiles los siguientes lemas:

Lema 4.5.2
lim P(T, > :c) =0

Demastracwn Por el lema (4.2. 5), siz> 0
Pz = [ i eXP{ e
e 2
= [
8z
g ,21:\/21r .

que converge a cero cuando z — 00.
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Lema 4.5.3 La transforma.da de Laplace de T es

E[exp{ 0T } = exp{;v{_z}

Ahora st podemos ehcont}ra_rvlay distribucién de b AR

Entonces



Teorema 4.5.4 Y, =.B}, tiene una distribucién Cauchy.

Demostracion. Dado.z > 0, como T: y el proceso {B}} son mdependlentes,‘
calculamos la funcién caracteristica de Y, usando el teorema de probablhdad
total. . .

;‘\/ que -

ra.: toda. y comp]eja

" Debldo a qgﬁe KX es Ia. funcién caracteristica de una varlable aleatona. Cauchy,
,,Y,'fdebeté;te or dxcha. distribucién. R S I |
; Varxemos ahora z. en los reales positivos. T
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Proposicién 4.5.5 El proceso {T +z > 0} tiene inérerﬁentos independien-
tes.. . T
Demostracion. Sean A, A2 > 0; denotemos ¢.ala traﬁ'sfor;n‘adé dé}Lapla.ce ‘
de T, para cualquier z > 0. Si cons:demmos a .[’,\, y T,\2 como varlables )
aleatorias independientes, ; : :

62 (8)62,(8) = exp{~ VTN, } exp{-V/28 Az}-exp{ -V <A1+A2)}¥¢A,+A,<e)

de aquf que las distribuciones de Ty, +a, y T, +Th, son xgua.les, lo que mdxca.
que el proceso {7} : =z > 0} tiene incrementos mdependxentes esta.cnonarxos w

]

Corolario 4.5.6. El proceso {Y; : z > 0} tiene incrementos i’ndependieniles.
. Demostracidn. »

Yiite = ‘Y2(nx+x,) = X2(n,+n,) = Xor,, + ‘an, =Y, +7, )
Para la elaboracién de la seccién anterior se hti_]iié (7]

4.6 Simulacién
Dada una ecuacién diferencial estocdstica
dX¢ = a.(Xt)dt -+ b(Xt)ng,

donde a y b son funciones reales y B, denota un movimiento Browniano .
estindar, a menudo no es sencillo encontrar su solucién explicita.- Sin em-
bargo, en cualquier tiempo ¢, la solucién se comporta como un movimiento
Browniano con deriva a(X;) y varianza b(X,). El proceso se puede simular
usando una caminata aleatoria de la siguiente manera:

Representamos al tiempo en el eje X y el desplazamiento en el eje Y de modo
que la magnitud de los incrementos en desplazamiento sea la rafz cuadrada
de la magnitud de los incrementos en el tiempo. Consideramos, ademds, las
variables aleatorias independientes Y;,7Ys, ... tales que

PY;=1)=PY;=-1)=1.
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- El prlmer sumando 1nd1ca. la mformacmn obtemda hasta el tlempo (n 1)At,
" el segundo sumando hace el papel de deriva, y el tercer sumando genera la
caminata aleatoria. Por tanto si n.crece y At disminuye, X, a; se aproxima
a BnAt

Podemos ver que en el caso particular en que las funciones a y b son las
constantes 0 y 1 respectivamente, lo que obtenemos es un movimiento Brow-
niano estdndar como el construido anteriormente por medio de una caminata
aleatoria.

Este material fue obtenido de [9].

TESIS CON
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Capitulo 5

Algunas aplicaciones

A raiz de los trabajos de Bachelier y Wiener, se ha buscado modelar diversos
fenémenos con ayuda del movimiento Browniano; hoy en dia, se reconoce su
importancia en campos como las finanzas, sin embargo se sigue trabajando
alrededor del mundo con la seguridad de que el movimiento Browniano atin
nos dard muchos datos mds acerca de nuestro entorno. A continuacién se
enuncian algunas consideraciones generales sobre ciertas aplicaciones.

5.1 Andlisis de mercados

En el afio 1900, Bachelier publicé su tesis doctoral, en la que consideraba
que el constante arribo de informacién empujaba los precios hacia arriba o
hacia abajo. Suponiendo que estos arribos son aleatorios, modelé el compor-
tamiento de los precios con un movimiento Browniano con deriva. Sin em-
bargo, este modelo tenia algunas fallas, como aceptar precios negativos con
probabilidad positiva. A mediados del siglo XX, M. F. M. Osborne analizé
el logaritmo de los precios de una misma accién al azar en distintos tiempos
y descubrié que la funcién de distribucién de la posicién de una particula
Browniana modelaba los cambios en dichos precios. Como consecuencia de
lo anterior, se dedujo que el valor esperado de los precios aumenta con el
tiempo a una tasa entre el 3 y el 5 por ciento con dispersién también cre-
ciente. Este incremento no tiene que ver con la inflacién a largo plazo, puesto
que el nimero de acciones que se pueden obtener por dolar también incre-
menta con el tiempo en una tasa similar. Paul Samuelson, 70 aflos después
del trabajo de Bachelier, postulé el paradigma actual: Los rendimientos de
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los activos siguen un movimiento Browniano con deriva. aunque no deter-
miné con qué deriva, y considera el movimiento Browniano geométrico en
los modelos de los mercados financieros. Hacia finales del siglo XX, Fischer
Black, Myron Scholes y Robert Merton propusieron considerar la valoracién
Yy la cobertura de un derivado como una misma cosa. Basados en los tra-
bajos de Bachelier y Samuelson, demostraron que existe una forma de hacer
lo anterior bajo ciertas hipdtesis ideales del comportamiento del mercado, y
gracias a la ausencia de oportunidad de arbitraje. Hoy en dia, la afamada
férmula de Black-Scholes juega un papel fundamental en el mundo financiero.
S. J. Grossman y J. L. Vila encontraron otra forma de aplicar el movimiento
Browniano en el mundo financiero. Ellos consideraron una persona que
busca hacer una inversién riesgosa cuyo valor sigue un movimiento Browniano
geométrico. El inversionista tiene una restriccién en su capacidad de obtener
préstamos, y su cantidad de dinero debe ser positiva en todo tiempo. Este
tltimo supuesto permitié encontrar muchos resultados aplicables a diversas
situaciones. Entre ellas, se considera un inversionista que debe establecer
una cantidad minima para sus inversiones en acciones y futuros; ellos encon-
traron un método para calcular dicho minimo, mejorando considerablemente
las técnicas que se usaban anteriormente.

Sugerimos al lector revisar [2] y el articulo de Grossman y Vila! para mayores
detalles sobre este tema.

5.2 Teoria de las decisiones

Debido al alza y baja constantes en los precios, una industria productiva
puede verse afectada si un elevado precio de una fuente energética hace que
los costos de produccién superen las utilidades generadas. En esos casos,
la empresa puede decidir suspender las actividades en los departamentos de
mayor consumo energético y reubicar a los trabajadores temporalmente en
otras dreas. Sise conocen los costos por parar, reiniciar y operar las activi-
dades en un departamento, y se considera el precio de la fuente energética
como un proceso estocastico, el problema consiste en determinar una sucesién
de los tiempos en que sea éptimo parar y reiniciar las actividades.

Se realizaron varias investigaciones acerca de estos modelos, pero no se pudo
dar una demostracién matemadtica rigurosa de la existencia de estrategias

1S.J. Grossman, J.L. Vila, *Optimal Dynamic Trading with Leverage Constraints”,
Journal of Financial and Quantitative Analysis, vol. 27, 1992
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Séptimas. Fue hasta finales del siglo XX que Brekke y @ksendal demostrarcn
explicitamente la existencia de una estrategia éptima en el caso en que
una empresa distribuye un recurso y el precio de éste se modela con un
movimiento Browniano geométrico.

Podemos hacer algunas observaciones al modelo. Si suponemos que el costo
por parar y reiniciar es suficientemente grande, dado que se reinicié el pro-
ceso, serd conveniente operar cierto periodo de tiempo a pesar de que los
precios disminuyan mucho; sin embargo, se debe tener un limite, por debajo
del cual no sea adecuado operar. La estrategia encontrada por Brekke y
Dksendal toma en cuenta consideraciones como las aqui enunciadas.
Sugerimos al lector revisar el articulo de Brekke y @ksendal ?* para mayores
detalles sobre este tema.

5.3 Fractales'y Movimiento Browniano

El concepto de fractal fue introducido por Benoit B. Mandelbrot, quien
propuso esta idea como un medio de tratar problemas de escala en el mundo
real. Definié fractal como una curva o superficie independiente de la escala, es
decir, no importa que tan grande o pequefia tomemos la escala para analizar
la curva o superficie, ésta muestra la misma apariencia. A los objetos con
esta propiedad se les llama autosimilares. Una diferencia importante entre
un fractal y una curva natural a la que pudiera modelar, es que, a pesar de
ser continuo, el fractal no admite tangente en ningiin punto, es decir, no es
derivable.

Los fractales pueden surgir al aplicar patrones en escalas cada vez mds
pequefias, debido a la propiedad de ser autosimilar. Otra forma de obte-
nerlos es por medio de algoritmos de iteracién aleatoria, como el movimiento
Browniano. i

5.3.1 Robética

K. Arakawa y I. Krotkov propusieron un método-para modelar un: terreno"f
natural basados en geometria fractal que puede ser aplicado.a problema.s tales: !
como planeacién de rutas para exploracién al aire libre de robots méviles
auténomos. Este método utiliza datos de elevacién de un terreno, obtemdoa

2K.A. Brekke, B. Qksendal, “Optimal Switching in an Economic® Activ:ty Undcr Unsoo

certainty”, Siam Journal of Contrel and Optimization, vol. 32, No. 4, 1994.

69




por medio de mediciones con ldser. El método es capaz de considerar el
problema de reconstruir datos en tercera dimensién con una resolucién y
certidumbre arbitraria.

Para darle sentido al método, es necesario contar con un robot con capacidad
para tener entendimiento de su entorno y moverse de acuerdo a éste. Se debe
tener en cuenta que cuando un robot se mueve en un ambiente natural, es
esencial usar técnicas que permitan reconstruir un mapa de elevaciones del
terreno en un area especifica, y la evaluacién de ciertas propiedades como
dureza del suelo. La Universidad de Carnagie Mellon construyé un robot con
estas caracteristicas que fue capaz de producir un mapa en tres dimensiones
de su entorno en un radio de 10 metros horizontalmente, y 5 metros de altura,
ademds de que pudo moverse eficientemente en terrenos rocosos y arenosos.
El mismo medidor de laser del robot fue usado para construir un mapa mucho
mayor al unir mapas pequenos.

En este punto, el principal problema es construir el mapa con una resolucién
arbitraria en base a un conjunto de datos espaciados irregularmente. Es
necesario usar algiin método de interpolacién que no suavice la superficie
del terreno. Es por esto que debe considerarse un método que represente
lo dspero del terreno con una superficie fractal adecuada. El método pro-
puesto es una expansién del método de desplazamiento aleatorio que genera
un patrén con la propiedad de una funcién fractal Browniana, obtenida del
modelo del movimiento Browniano fraccionario.

Sugerimos al lector revisar el articulo de Arakawa y Krotkov® para mayores
detalles sobre este tema.

5.3.2 Inundaciones y sequias

A lo largo de la historia, ha sido una constante preocupacién la prediccién de
las inundaciones y sequias debido al dafio que producen a la poblacién. Se
ha buscado usar los datos de frecuencia almacenados por afios para prevenir
estos desastres, pero no ha sido suficiente, pues no se tiene la informacién
necesaria para decidir la forma de extrapolar dichos datoes. Por tanto, se han
buscado otras formas de tratar el problema.

Estudios sobre caminatas aleatorias Brownianas fraccionarias en distintas es-
calas, introdujeron la posibilidad de que las inundaciones y sequias extremas

3K. Arakawa, E. Krotkov, “Modeling of Natural Terrain Based on Fractal Geometry”,
Systemns and computers in Japan, val. 25, no. 11, 1994
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tuvieran un comportamiento fractal. Un estudio extenso mostré una buena
correlacién entre los registros de mds de 1000 presas y depésitos de agua y
estadisticas fractales.

Una posibilidad es considerar el nivel del agua de un rio como una funcién
continua del tiempo, y por lo tanto, se puede tratar como una serie de Fourier.
Para estudiar la serie, basta determinar sus coeficientes. Al asociar estos co-
eficientes a una funcién de distribucién de probabilidad normal, y modelarla
mateméaticamente, la funcién puede parecerse a una caminata Browniana,
o a una caminata Browniana fraccionaria. Adn no se sabe si esta técnica
funcionard para predecir las inundaciones y sequias con un buen grado de
credibilidad, pero de hacerlo, el movimiento Browniano nos proporcionard
un método para salvar muchas vidas en el futuro.
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Anexo

En este anexo presentamos alguna.s deﬁmcxones y resulta.dos que hemos usado'
en el desarrollo de nuestro traba.Jo : )

.Demostracwn

E(X):./




donde a >0, k 21y para que la igualdad tenga algtn sentido suponemos
E(lX[*) < eo. Otm version es _ . : :
S P(X 2a)< e™@E[e™], (6.3)
pa.ra. c > 0 La.s demost:racmnes son semejantes a la presentada a.rnba k
Teorema 6 0.3 (De51gua]dad de Chebyshev) Sea X una varmble aleato-~ '
- ria con vanan*a finita. Para cualguier constantea >0, . :

P(Ix - B(X)| 2 a) < X, '(64)

Demostracidn. Esta desigualdad se obtiene de (6.1) sustltuyendo X por
[X — BE(X)]® y a por a?. Alternativamente podemos hacer la demostracién

directa como sigue
=)
Var(X) = / (z - B(X))?dFx(z)
-0 . B )
> [ (== B(X)) dFx(z)
{z:2=B(X)|2a} S
@ o dFx(z)

{#:2—B(X)|>a}
@P(|X ~ B(X)| 2 a), -

. IV'

:de donde obtenemos 'a. desngualdad deseada. : 7 o
oiel-Cantelh) Sean Al,Ag k

kLema 6 0 4 (Lema e B ‘eventos en un es-




Si Z P(A,) < co, el lado derecho tiende a cero cuando k tiende a infinito.

n=1 .
Esto prueba el primer inciso. Para el segundo inciso, basta probar que

(Gw)-1

para toda &, pues la interseccién numerable de eventps con probabilidad uno,
tiene probabilidad uno. Pero para cada M > koo

_P(UA,,) 51-P<UA)_=%P<QA:,> H[l—P(A,,)]
n=k ek 0/ \nsk <=k
pues los eventos A, son mdependlentes, y por consxguxente lo son ‘sus com-

plementos. Si Z P(A,) = oo, usa.ndo la. deslgua.ldad

n=1

1-=z < exp{—a:} 'pa.ra. toda.‘:z: en,

podemos ver que

H[l - P(An)] < H exp{ P(An)}

. n—k K n=k

e
exp { > P(4n)

Demostracién.. Sear

y pa.ra ca.da. ] < n, -

'AA._’{ /s

a _;j)ara.;’z <l



Entonces los A}s son eventos disjuntos cuya unién es A. ‘Reeéc.ribimos'
P(A) = P(AN{S, 2 a — V2no?}) + P(Aﬂ {s. < a- \/27102}) (85) :

Por un lado, P(AN{S, 2 a— v2no?}) < P(S '> a \/27102), y para. revisar -
el segundo término vemos que - :

PA;N{S,<a— \/27w>~})\’:
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Teorema 6.0.7 Sean X, Xa,... variables aleatorias normales estdndar, y

Sn —-Z/\,, entonces :

i=1 P oo . :
'(lmi BUP ———m 'S L \/5) -‘1. : | (6.7)
“noeor Vnln Inn el ;

" Demostracidn. Sea a(n) (20 nlnln n)‘/2 >0, g = [(1 +7)*], donde [-]
representa el va.lor mayor entero Por los Iemas (6 0 5) y (6 0.6), y debido a

" 2P(S., 2 ca(nk) - \/_)

= 2P(Sn 2 Ca(nk)ll - °(1)])
< 2exp{—c’ln lnnk[l - o(l)]};

Conslderando que lnln ni es asintético a ln k(l + 7) la ma sobre. k del
: ultxmo termmo de‘la desigualdad es finita, y por el Iema de Borel Cantelli,
; aseguramos que si k es suficientemente grande,’ .

max S; < ca(ng)
i<ng s

“’con probabilidad 1. En particular

Vre—ilnlnng 07

\/i_lnlr;i«._

si np—y < i < ng. Como !

vV ?cz(l +7),
concluimos que para i grande, e
< VA +1).
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Gracias a que podemos acercar ¢, (14 %), (1+7) tanto como queramos a 1,
Yy a un procedimiento anilogo al anterior para. —S, en vez de S, obtenemos

la ecuacién (6.7). 0
Con un procedimiento similar, con una. cota mferlor adecuada, se prueba el

siguiente teorema.,
Teorema 6.0.8 Sean X, Xs,... variables aleatorias normales estdndar, y
n . Pl .

S, = ZX,-, entonces

i=1

P _On_ f) =1
(lvﬁi}p \/nlnlnn

Para profundizar en estos temas se puede consultar [8].
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