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Introduccion

El presente trabajo sc inscribe en las dreas de Légica Matemaética y Teoria de
las Categorias, particularmente, en el &mbito de la Légica Proposicional (donde
las férmulas y sus interpretaciones estan dadas \inicamente por la disposicién
de sus conectivos légicos) y en la Teoria de Topoi Elementales, de Lawvere y
Tierney.

Por semdntica categorial entendemos una interpretacién para un lenguaje,
que nos permite discriminar de entre las férinulas de este lenguaje, un con-
junto de estas, que seran consideradas como vilidas repecto a esta semadntica,
donde esta interpretacién se hace dentro de alguna categorfa, a diferencia de
la semdntica cldsica, en la que las interpretaciones son a su vez, objetos de la
teoria de conjuntos,

El interés en el estudio de las semdnticas categoriales es explorar la légica
subyacente a la teorfa de categorias, que como muchas otras rama de las ma-
temdticas, tiene origen en las matemdticas mismas, y que se puede considerar
parte de la matemdtica cldsica, pero que presenta dentro de su esencia una légica
no cldsica: la légica intuicionista.

La l6gica intuicionista se presenta como la formalizacién de la matemdti-
ca constructivista de L.E.J. Brower, que rechaza algunos de los principios de
la 16gica cldsica, particularmente, la ley de la doble negacion, puesto que la
interpretaciéon constructiva de la negacién es la imposibilidad de mostrar cons-
tructivamente. De este modo, la férmula ”si no es cierto que no A, entonces
A es verdadero” no es constructivamente vilida puesto que el hecho de que no
se puede mostrar constructivamente la verdad de no A, no quiere decir que se
pueda mostrar constructivamente que pasa A. Asi pues, las férmulas vdlidas en
el sentido intuicionista lo son tambien en el sentido cldsico, mas no a la inversa.

La motivacién de las semdnticas categoriales se establece en el capitulo 1, ¥
surge del teorema 1.4.15 en el que se descubre la posibilidad de interpretar un
lenguaje proposicional en una categoria, en este caso, la categoria de dlgebras
de Boole. La interpretacién en dlgebras de Heyting confirma la utilidad de las
interpretaciones categoriales, pero las interpretaciones de este tipo tienen un
"defecto”: dependen de la estructura de sus objetos y no de la estructura de las
categorfas mismas, y por esta razén es que no se puede establecer un vinculo
entre la 16gica de estas interpretaciones con la l6gica de las categorias.

La validez cldsica estd ligada intimamente con la estructura algebraica de
los conjuntos. Esto es, el dlgebra de subconjuntos de un conjunto dado, que es

v



i : INTRODUCCION
“isomnorfa al conjunto de funciones caracteristicas del conjunto, estd determinada
por la estructura de su clasificador de subobjetos, el conjunto 2 = {0, 1}. La rela-
© “'ci6én entre subconjuntos y funciones caracteristicas sugicre una generalizacién de
la relacién de contencién a categorias. La bisqueda de una analogia categdrica
respecto a la validez conjuntista cldsica, lleva al concepto de Topos Elemental.
En el capitulo 2 se expone brevemente el material tedrico-categérico necesario
para el capitulo 3, donde se define el concepto de Topos Elemental. Ademads se
abunda en ejemplos y se explora un poco la estructura de estas categorias.
Finalmente, en el capitulo 4 se muestra la estructura del dlgebra de subob-
jetos de un objeto dado en un topos. El teorema 4.2.15 reune los resultados
previos respecto a la unién, interseccién y seudocomplementacion relativa de
subobjetos y muestra el resultado central de este trabajo: La légica subyacente
a los Topoi Elementales es de tipo intuicionista.



Capitulo 1

Los lengujes proposicionales
y sus semanticas

1.1. Lenguajes Proposicionales

Un lenguaje proposicional se define como un lenguaje formal (en el sentido de
[R.A97]) cuyos sfmbolos son los elementos de la unién de los siguientes conjuntos:

1. Un conjunto P’ no vacfo de simbolos llamados ”letras proposicionales”.

2. Un conjunto CL llamado de conectivos ldgicos , tal que cada uno de sus
elementos tiene asociado un entero positivo, al que llamaremos grado.

3. Un conjunto de sfmbolos auxiliares, formmado por los paréntesis IunleI‘dO
oy derecho

~ Estos con_}uutos por principio se suponen ajenos dos a dos. :
Dado un conjunto de letras proposicionales P se definen los conjuntos Exp(P)
- de expresiones de PP como el conjunto de sucesiones finitas de elementos de P,
y-@(P) de férmulas P como el minimo conjunto (respecto a la contencién) que
contiene a todas las letras proposicionales y que esté cerrado bajo las operaciones
Fp i Exp(P)* — Ezp(P) (donde O es un conectivo y n el grado de 0), que
trabaJan como sigue:

Fq (a1, ieey a") = D(Cq, v Otn)

Cuando O es un conectvivo binario, se acostumbra denotar la férmula O(a, 8)
con (a0f).

En este trabajo se consxderm‘an lenguajes proposxcxonales cuyo conjunto de
conectivos estd formado por los sfmbolos = (conectivo unitario); A, V, — (conec-

tivos binarios).
1 1£51S CON
FALLA TE ORIGEN




2 o CAPITULO 1. LENGUAJES Y SEMANTICAS

Una semdntica C para un lenguaje proposicional, se define como una inter-
pretacién ! para las férmulas que permita discriminar de éstas un conjunto al

que se llamard de C-vilidas.
Diremos que dos semédnticas C y D son equivalentes si y sélo si toda C-vélida

es una D-vilida e inversamente.

1.2. La semantica clasica: De las tablas de ver-
dad a las asignaciones

La seméntica méas conocida para lenguajes proposicionales es la dada por las
célebres tablas de verdad?. La nocién de validez determinada por esta seméntica
es la de " férmula para la que en todo renglén de su tabla aparece la letra V.

Equivalentemente, la semdntica proposicional clisica queda descrita por las
asignaciones vistas como funciones del conjunto de letras proposicionales en el
conjunto 2 = {0,1}, extendidas a las férmulas en los términos de la siguiente
definicién.

Definicidn 1.2.1 (2-asignacién) Una 2-asignacidn es una funcion v : P —
2 == {0,1}. La extension v* : P(P) — 2 de la 2-asignacién v se define recursiva-
mente, como sigue:
= v*(P)=uv(P), si P es una letra proposicional.
. “a v*(—A) =1 —v*(A4)
| e 0 (A5 B) = mas{v* (-4), v*(B))
Clw ‘(AAB) mm{v (A),v*(B)}
. v*(AV B) = maz{v*(A),v*(B)}
donde A y B son férmulas en ®(P).

Finalmente, una tautologia (o férmula 2-vdlida) es una férmula a la que toda

asignacién extendida le asocia el valor 1.

Nétese que una 2-asignacién define un renglén de una tabla de verdad, mien-
tras que un renglén corresponde a una infinidad de asignaciones. La equivalen-
cia entre estos dos métodos de determinacién de tautologias estd dada por el

siguiente

Lema 1.2.2 Sean A una férmula de un lenguaje proposicional P, v y w 2-
asignaciones para P. Siv(P) = w(P) para toda letra proposicional P que aparece
en A entonces v*(A) = w*(A).

1Entiéndase por interpretacién un par formado por una estructura matemdtica (que puede
ser de caracter conjuntista o no) y una asignacién de las letras proposicionales en el dominio
de esta estructura. La utilidad de la ampliacién de este concepto se verd en el capitulo 4,
donde la interpretacién de un lenguaje proposicional se dara en el clasificador de subobjetos

de un topos.
~*2No abundaré sobre.la_naturaleza dc las tablas de verdad, pero el lector interesado en este

mnterlal puede\vcr [EndOl]

i iy e
R ST
y 1.:
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: 1.3'.‘»{ : CALCULOS PROPOSICIONALES 3

 1 3. Calculos Proposicionales

Se deﬁne un cdlculo proposicional como un sistema formal (en el sentido
- -de [RA97]), basado en un lenguaje proposicional, un conjunto distinguido de
férmulas llamadas axiomas y un paquete de reglas de inferencia. Los axiomas
y las reglas de inferencia de este sistema deben ser escogidas en funcion a la
intencionalidad del cdlculo. Por ejemplo, si se requiere un cdlculo para modelar la
nocién de tautologfa, sus axiomas deben ser tautologias y sus reglas de inferencia
deben preservar tautologfas.

Ejemplo 1.3.1 (El cédlculo de Kleene) El cilculo de proposiciones de Klee-
ne (8. C. Kleene, 1967) ~que denotaremos con K~ estd conformado por los

siguientes ingredientes:
Un lenguaje proposicional que incluye los conectivos =, V, A\, — y «».
‘Las formulas que obedecen a los esquemas:

 :‘.'1(1 (A-a(B—»A)) _
~ (B 0N = (A= B) = (A= O))

C) —r ((A v B) — C)))
—|B) — -1A))

* i como axtomas y. lvcvi"regl‘a‘ de inferencia Modus Ponens, que trabaja como sigue:

a,ax— ff

B

Como se muestra en [Kle67], este cdlculo es completo y correcto con respecto
a la nocion de tautologfa, es decir, toda tautologia es teorema formal en este
sisterna, y toda férmula derivable en el sistema es tautologia.

MP:

Ejemplo 1.3.2 (El calculo intuicionista de Kleene) El cdlculo intuicionis-
ta de Kleene bdsicamente es idéntico al cdlculo anterior, sélo que en lugar del
esquema 10, se agrega el siguiente esquema:

K10". (~A— (A — B))




4 L CAPITULOI ENGUAJEs;YSEMANTICAs

El céleulo mtmsmmqta de! chene tlen i la ‘uahdad. e que; de\el se denvan
excluisvamente las férmulas aceptadas por lo mateméticos intuicionistas. Como
se puede observar, coincide casi totalmente con el calculo clésxco de Kleene, pero
no postula la ley de la doble negacxén, y ‘en”consecuéncia; no acepta le ley del
tercero exclufdo.‘ s e .

Notacnon 1 3. 3 Sea. C un cdlculo' de pmposwwnes
]. k te & mgmﬁca "0 es un tearema farmal de c” A;
2. = « significa "a es una tautologfa”.
8. Eca sigﬁiﬁca "o es una C-vdlida”.
Ejemplo 1.3.4 (El célculo de Heyting) El cdlculo de proposiciones d;: Hey-
ting es el sistema formal basado en un lenguaje proposicional, con los siguientes
esquemas de ariomas:
Hl. a— (aha)
H2. (aAB) - (BAa)
HS. (e= )~ (@A) = (BAY)
e
s o

7)) — (0{—* m

6. (
H.a
H8.

o '119,

- H10.: o
11 «a SHA -B) ha
‘ Y la. regla de znferencza Modus Ponens

El célculo de lIeytmg es el més aceptado por la comente intuicionista y resul-

: ta ser equivalente al cidlculo de Kleene. De hecho, este céleulo define de manera
“primitiva la semdntica de la Iégica proposicional intuisionista: Una férmula es
vélida en el sentido intuicionistasi y sélo si es derivable en el cilculo de Heyting.




1.4 ALGEBRAS DE BOOLE o 5

1.4. Algebras de Boole
Se define un dlgebra de Boole® como una estructuia algebrzﬁicq :

={(B, +,, ,0 1)

donde B .es.un comunto no vacfo (que en, ocasnones denotaremos con IBI),

yz ; : .", : conmuta vadad ;
R Hen)
‘:z:' (U z) (2 II) z . - ; asocmtxvzdad
SRR (12)
(1’ y)+y y' . v 1demp encia
L e .::‘.‘“1(]_3)
complementos
I R PR R B S (1.4)
(@+y)-z2=(-2)+{y"2) (@) +2=(z+2) (y+2) distributividad

Ejemplo 1.4.1 B ,
{2, max, min,1—,0,1)

es un dlgebra de Boole, donde 2 = {0,1}, maz y min son las funciones que a
cada par z,y asignan el mdzimo entre ellos y el minimo entre ellos respectiva-
mente, y 1 — (x) =1 —z.

Ejemplo 1.4.2 (El dlgebra de Lindenbaum de P) Dado un lenguaje pro-
posicional P, se define la relacién = entre formulas de P como sigue: a
B siysdlo sikFgkae

es sencillo mostrar que = es une relacion de equivalencia. El dlgebra de Lin-
denbaum de P es la estructura:

(LY, A, ~, T, 1)
donde:
s L es el conjunto de clases de equivalencia respecto a =.
s Lus funciones ¥ y A son operaciones binarias sobre L y trabajan asf:
(e} Y [8] =[aV 4
[l A 18] = [ A ]

3Para una visién amplia de dlgebras de Boole es recomendable ver [BS71]




CAPITULO 17 VLENGUAJES YSE.MANTICAS, )

» La funcion ~ es una operacwn umtana sabre lL y se deﬁ.ne por

[—-a]

[al

Bs sencillo -aunque tedioso- probar que las definiciones de estas operaciones no

dependen de representantes. Para realizar una prueba remflase a /Kle6‘7/

Deﬁmcnon 1.4.3 1. Una relacion (binaria) sobre un con]unto A es un sub-

e

Alternativamente, es posible definir un dlgebra de Boole como
antes se dardn algunas definiciones de interés matematico.

» T esla clase de las tautologfas y . es la clase de las negacwnes de 17 uto- ‘

logfas, es decir, de las contradicciones.

conjunto R del producto cartesiano Ax A. Abremaremos la formula (a, by e
R con aRb. . .

Una relacion binaria R sobre A se dice que es reﬂexwa sty solo 'si pare

. .cada elemento a € A, se tiene que aRa. Se dice que R es antisimétrica

si'y solo si para cualesqmem elementos a y b de A, el hecho de que aRb
y bRa implica que a = b. Se dice que R es transitiva si y sdlo si para
cualesquiera a, b y ¢ elementos de A, si aRb y bRe entonces aRc.

Un conjunto parcialmente ordenado (COPO) es un par (A, <) donde A

es un conjunto y < es una relacidn binaria sobre A que es reflexiva, anti-
gimétrica y transitiva.

.- Sea (A, <) un COPO y B C A. Se dice que b € B es el elemento mayor

de B si y solo si, para cada elemento z de B se tiene que < b.
Se dice que b_es elemento menor de B si y sélo si para cada elemento z
de B se tiene que b < x.

- Se dice que b es un elemento mdrimo de B si y solo si el inico elemento

zde Btalqueb<x esx=b.

" Se dice que b es un elemento minimo de B si y sdlo si el dnico elemento

zdeBtalquex <besxz=0b.

Una cota superior para B es un elemento a de A tal que para cualquier
z€ B, z<La.

Una cota mfenor para. B es un elemento a de A tal que para cualquier
r€B,b<z.

El supnemo de B es la menor éota superior de B.

El {nﬁma de B:e o ayor “cota inferior de B.

Una ret:fculas
elementos a,b ay un supremo en R para el conjunto {a,b}, que

b y.un infimo, que serd denotado pora - b.

COPO de tal manera que para cualesquiera dos



,1.4.vaLGEBRAS,QEB¢Q@;E:‘ el 7

) a: b<ayarb<b :
(c)a<a+byb<a+b

(d) Sza<byc<dentoncesa+c<b+dya c<b d
(o) (@-0)+ (@) Sa-(b+e) yat (0-6) < (a+): (a+)

Prueba. Las cuatro pnmerns aﬁrmacxones son tnvm]es Para la prunera pa.rte o
de e, observe que b < b+cyc < b+c, de donde a*b <'a- (b+c)yac< ‘
a- (b+c), lo cual prueba que a (b-+¢) es cota superior de a- by a:c. Por'tanto, -
(a-b)+(a-c) <a-(b+c) Para la segunda parte, basta observar que a< a+ b e
a<at+cb: c<b<a+byb c<c<a+c [ ] .

Definicién 1.4.5 1. Si una reticula (R, <) tiene éleinento' ’nidﬁbf
denotard con 1., y sz tzene elemento menor,’ eate se denota con’

elemento b de la reticula tal quea- b= 0 ya + b =

3. Una ret{cula complementada es una retfcula con’ 0 v 1 de tal marniera que
para cualqmer a € R hay un complemento.

4. : Una retz’cula distributiva es una reticula que cumple que a + (b-c) =
(atb):(e+)ya-(b+d)=(a-b)+(a-c)

Un Algebra de Boole es una reticula complementada y distributiva.

s

Es posxble probar que en una retfcula complementada y dxstnbutlva, para cada
" elemento a hay un iinico complemento, que se denota con a®

1.4.1. Subadlgebras y homomorfismos de dlgebras de Boole

Denotaremos al conjunto subyacente de un dlgebra de Boole 2 con |2|.

Definicién 1.4.6 Una subdlgebra B de un dlgebra A es un dlgebru de Boole
cuyo conjunto subyacente |B| estd contenido en el conjunto subyacente || de
A y cuyas operaciones son las operaciones de A restringidas a |{B).

Ejemplo 1.4.7 En el dlgebra de Lindenbaum L de un lenguaje P, el conjunto
formado por L y T con las operaciones restringidas es una subdlgebra de L.

Definicién 1.4.8 Si A y B son dlgebras de Boole, entonces un homomorfismo
de % en B es una funcion h : |A| — |B| que preserva las operaciones algebraicas,
es decir, que para todos z,y € |A}:

(a) h(z -ay) = hz) - h(y)
(b) k(z +ay) = hiz) += h(y)

“(c) h(-’b“) = h(w)"’
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Observacién 1. 4 9 Es aenctllo vcnf car que un homomorﬁsma entre dlgebras
de Boole:

a, Enma al 0 en el

b. Env{a algebms € aole en subalgebr‘as de Boole.

“e Pneserua el orden deﬁmdo por albsiysélosia-b=a

Sl h es un homomorﬁsmo myectlvo, se dice que es un isomorfismo sobre su
imagen, 'y si'‘ademas es biyectivo, se dice simplemente que es un isomorfismo.
Es:fdcil verificar que la funcién inversa de un homomorfismo biyectivo es un
homomorfismo, asi que equivalentemente, se puede definir isomorfismo como un
homomorfismo invertible,

.Observacién 1.4.10 Para toda dlgebra de Boole A hay un inico homomorfis-

mo del dlgebra 2 en A que es ademds un tsomorfismo sobre suimagen, a saber, la
funcion que lleva a cada elemento distinguido del dlgebra 2 en el correspondzente
elemento distinguido de A. .

1.4.2. Validez Booleana

Obsérvese que la definicién de 2-asignacién sélo depende de la estruct;ura de
2, vista como &lgebra de Boole.
Esta afirmacién se basa en las siguiente:

Definicidn 1.4.11 Sea 2 = {A,+,-,°,0,1) un dlgebra de Boole. Se define una
A-asignacidn para un lenguaje proposicional P como una funcién v : P — A,
que se extiende en una funcién v* : ®(P) — A, mediante las siguientes reglas:

1. v*(P)=v(P) si P es lelra proposicional.
2. v*(—a)=v*(a)°

g vi(@np) =vi(e) v'(p)

4 v(avp)=v (@) +v"(B)

v*(a— B) =v*(a) +v*(B)

Diremos que une formula del lenguaje P es A-vdlida si y sdlo si, pare cualquier
A-asignacion v, se tiene que v*(a) =1

<

Observacion 1.4.12 Cada U-asignacion v determina un tnico homomorfismo
h del dlgebra de Lindenbaum Lp en 2, dado por:

hy([a]) = v*(a)

Prueba. Se verifica que & es funcién, puesto que {a] = {3] siy sélosi Fx o © 3,
¥ dado que el cilculo de Kleene es correcto respecto a tautologfas, se tiene que
v*(a) = v*(B). Observese que:
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hu([aVﬂ]) =v (aVﬂ) = v*(a) +v*(8) = hu([a]) + 1 ([B])

Esta deﬁmcnén abre la posibilidad de seménticas para lenguajes proposncxo—
nales en la que las valuaciones van a conjuntos de cardinalidad mayor que dos; e

incluso infinita. El teorema de representacién de Stone garantiza que un dlgebra kf

de Boole finita tiene necesariamente cardinalidad 2" para algun nimero natu:’

ral n. Ademds, es posible encontrar un dlgebra de Boole de cardinalidad « para', S

cualquier cardinal infinito &, de hecho, es posible encontrar 2~ dlgebras de Boole 2

no isomorfas de cardinalidad &.
A pesar del apurentc caos que las semdnticas booleanas atmvnesan

homomorﬁsmo

una 2-asignacién v : P — 2 tal que v*(a) = -0 Consxderesé :
IP — |!21| es una

h:2— |2 deﬁmdo en el eJemplo 1. 4 10 Asx pues' how:
A-valuacién, para la cual: 7

h ov(a)ﬁ»= h(v(a))‘: h(O) =y0 # 1 o

de donde a no es A-vélida. ]

Por otro lado, si & no es A-vilida, hay una asignacién v : P — ||, para
la cual v*(a) # 1. En consecuencia, hy([a]) # 1, donde hy : Lp — || es el
homomorfismo inducido por la A-asignacién v, en los términos de la observacién
1.4.12. Por tanto, en el dlgebra de Lindenbaum Lp, sucede que [a] # T, (ver la
observacién 1.4.9.a) es decir, a no es tautologia. ®

Con este teorema se muestra el primer ejemplo de semdntica categorial:

Definicién 1.4.14 Una férmula proposicional o es AB-vdlida si y sdlo si « es
A-vdlide para cualquier dlgebra de Boole A.

Ahora la interpretacién del lenguaje estd dada por una categorfa, a saber la
categoria de dlgebras de Boole. Esta seméntica coincide con la semdntica cldsica,
lo cual puede ser demostrado ficilmente a partir del teorema anterior.

Teorema 1.4.15 Para cualquier férmula proposicional a, son equivalentes:

1. o« es una tautologia

a es 2-vdlida p‘cs‘s Co“ —

2
j. a es A-vdlida, para un dlgebra de Boole dada 2 ?ALL A [E OR'I

o |

a es AB-vdlida
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1.5. Algebras de Heyting

Definiremos las dlgebras de Heyting como estructuras relacionales, de la
misma manera que se da la definicién alternativa de élgebra de Boole. i

Observacién 1.5.1 En una reticula (R, <), si hay un elementa mmzmo (resp.
mazimo), entonces este es el dnico elemento mz’mmo

Prueba. Sean a y b elementos xm’mmos (maxlmos) de R. Dado quea-b AT
a-b<b(a<at+byb<a+b)setienequea=a-b=10 (a = a+b b), puesto )
que ambos, a y b son mfmmos (méximos). = : : P

Definicién 1.5.2 En una ret{cula (R, <), dado a € R se dice que b € Res
seudocomplemento de a si y sélo si b es un mdzimo elernento de R tal “que
a-b=0. .

Naturalmente, no todos los elementos de una reticula dada tienen seudocom-
plemento, dado que no toda reticula tiene 0. Aun teniendo 0, un elemento a de
la retfcula puede no tener seudocomplemento porque el conjunto de z € R con
z - a = 0 puede no tener maximo.

Definicién 1.5.3 Una retfcula (R, <) es seudocomplementada si y sdlo si tiene
0 y cada elemento de R tiene un seudocomplemento.

Ejemplo 1.5.4 En un dlgebra de Boole (reticula complementada distributiva)
el seudocomplemento de un elemento dado es justamente su complemento, pues-
to que dado un elemento a de un dlgebra de Boole, cualquier elemento ajeno a
a (es decir, cuyo producto con a es cero), es necesariamente menor gue el com-
plemento de a, y por definicidn, el complemento de a es ajeno a a.

Definicién 1.5.5 Para toda retfcula (R, <), si a,b € R entonces se dice que
¢ € R es un seudocomplemento de a relativo a b si y sélo si ¢ es un mdzimo
elemento de L con la propiedad a-c < b.

En un dlgebra de Boole el seudocomplemento de a relativo a bes a®+ b

Definicion 1.5.6 Una retfcula es relativamente seudocomplementada (r.p.c.)
si y sélo si para todo par de elementos de la reticula hay un seudocomplemento
relativo.

Definiciéon 1.5.7. Un dlgebra de Heyting es una reticula relativamente seudo-
cérﬁ]u’lememadaj con 0y distributiva.

I ot
; ”d!b rv&jcién 1.5.§ En'toda dlgebra de Heyting (R, <), dados a,b € R hay un
VT inico-seudocomplemento de a relativo a b.
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- ‘Prueba. Supogamos que ¢y d son seudocomplementos de a relativos a b. de este
modo, a:c < by ad < b. Asi pues, (a-c)+(a-d) < b, pero (a-c)+(a-d) = a-(c+d),
lo cual quiere decir que a - (¢ +d) < b, pero conio ¢ y d son scudocomplementos
de a relativos a b, se tieneque a+-b<aya+4b<b, dedonde,a=a+b=0bb. =

Denotremos con a = b al seudocomplemento de a relativo a b.

Nétese que una reticula relativamente seudocomplementada -con 0 siempre
es seudocomplementada, puesto que el seudocomplemento de a es el seudocomn-
plemento de a relativo a 0 (a = 0). De este modo, un dlgebra de Heyting tiene
elemento mayor 1, a saber, el seudocomplemento de 0.

Observacién 1.5.9 Toda dlgebra de Boole es un dlgebra de Heyting.

Ejemplo 1.5.10 Seca (A,T) un espacio topoldgico. La reticula (T, C) es un dlge-
bra de Heyting, donde el 0 es @, el 1 es A, el seudocomplemento de a esint(A—a)
y el sedocomplemento de a relativo a b es int(A — a) U b. Notese que en esta
dlgebra no es necesariamnente cierto que a+ (a = 0) = 1. :

A continuacién se dard un resultado que permite caractenzar de manera
alternativa a las dlgebras de Heyting.

Teorema 1.5.11 En cualquier retfcula r.p.c. donde los seudocomplementos re-
lativos son dnicos:

L a=>a=1

IH.a<bsiysilosia=>b=1

1II. (Corolario al teorema antenor) (a- b) =a=(a-b)=>b=a=(a+b)=
b= (a+b)=1

IV. a: b<cstys¢$losza<(b=>c)

(b c) < (a = b) = (a = ¢), y en consecuencia
(b=>c))=> ((a=b)=>(a=c))=1

' IX (Dutnbuttmdad)a b+c)y=(a-b)+(a-c)ya+(b-¢c)=(a+b)-(a+c)

Prueba. I es una cqnsecuencm trivial de II. Para probar II basta observar que
a:1'= a,yasi, sia < bentoncesa-1 < b, de donde 1 < a = b; la otra implicacién
es trivial. III es consecuencia trivial de 11 y teorema 1.4.4. a-b < c es equivalente
aa<maz{y:y-b<c}=0b= ¢ de dénde se tiene IV. Para probar V basta
observar que a - b < b.y por tanto, b < maz{y: a-y < b} = a = b. Como
a-b=1"b-asetieneque a < maz{y:b-y < a-b} =b=> (a-b), lo cual prueba
VI Finalmente, por definicién, (a = b) -a < b, lo cual prueba VII. Observese



: que pam probm‘ VlII es suﬁcxente ver que a - (a = b) (a=(b=7¢)) <e En

efecto; a* (a’=b)- (a = (b=>¢c)) =[e-(a=b)) [a:(b=>¢c)<b-(b=>c) <e

- -~ Para“probar la distributividad, por el teorema 1.4.4 inciso e, basta ver:que -
as{fa+b)y S (a-by+(a-c) y (@+b):(a+c)< a-+(b-c) En efecto,

.observe que b < (a-b)+(a-c)ya-c< (a-b)+ (a ¢). Por la parte 1V,

" tenemos queb<a= ((a-b)+(a-c))ye<a= ((a:b)+(a-c)), de donde,

(b+c) € a= ((a-b)+(a-c)), y por el mismo inciso 1V, se tiene la primera
parte. Para la segunda parte, bastard ver que (@ +b) - (a +c) < 'a+ (b-¢c).
Esto es equivalente a a + 0 £ (a +¢) = (a + (b ¢)). En efecto, note que
a-{at+c)=a<a+((b-c)yb-(a+c)=(b-a)+ (b-c) < a+(b-c). Por tanto,
a+b< (a+c)= (a+ (b-c)). Por el inciso IV, tenemos el resultado. ®

Teorema 1.5.12 Toda retfcula (R, <) relativamente seudocomplementada con
0 en la que los seudocomplementos relativos son unicos es un dlgebra de Heyting.

Prueba. Es una consecuencia inmediata del teorema anterior. ®

Corolario 1.5.13 Una reticula relativamente seudocomplementada con 0 es un
dlgebra de Heyting si y sdlo si los seudocomplementos relativos son iinicos.

Observacién 1.5.14 En una red r.p.c. (R, <), son equivalentes:

(a) Para cualesquiera a,b € R hay un tnico seudocomplemnento de a relativo a

(b) Para cualesquiera a,b € R hay un elemento mayor ¢ € R con la propiedad
a-c< b

Prueba. Al haber un tnico seudocomplemento de a relativo a b, este nece-
sariamente es el mayor de los elementos de R con la propiedad requerida. Al
haber un elemento mayor ¢ con la propiedad a - ¢ < b, éste resulta ser el tinico

seudocomplemento de a relativoa b. =
El lo sucesivo, pensaremos al seudocomplemento de a relativo a b como el

mayor elemento de ¢ con la propiedad a-¢ < b.
Denotaremos al seudocomnplemento de a {(a = 0) con a®.

Teorema 1.5.15 En un dlgebra de Heyting: -
1. (a=c)-(b=>c)<(a+b)=>cyen éohsécuencia,
(a=c)=> ((b=>c)=> ((a+b)=>c))=1
2 a=b<(a=b)=>ayen consecucncza,
(a=>b)=>((a=>b°)=>a‘)—1 G
3. a*<f(a= b) v en consecuencm, a° = (a = b) =1
Prueba. Para probar.1'es suficiente ver que si y-a € ¢y y- b < ¢ entonces

y - (a + b) < ¢ Por distributividad, esta 1ltima condicién es equivalente a (y -
a) + (y - b) <-e, pero como ambos sumandos son menores o iguales que c,

CAPITULOI L NGUAJES YSEMANTICASJ
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se tiene que la suna es menor o igual que ¢. Para probar 2, bastara ver que: -
(a-=>'b)-(a=b)-a= 0 (y asf (a = b):(a = b°) < af). En efecto, (a'=>:.
b)-(a =6 -a = (a-(a =>b))-(a- (a => b)) < b-b° = 0. Finalmente, probaremos :
3, pero por definicién a-a=0<b,dedonde a* <a=b. ® .

El lector audaz habra notado la semejanza de los teoremas 1.4.4, 1. 5. 11 v
1.5.15 con los axiomas del cdlculo de Kleene.

1.5.1. Validez en dlgebras de Heyting

~ Definiremos la semdntica asociada a un dlgebra de Heyting de manera anglo-
ga a la definida para dlgebras de Boole, es decir a través de valuacxon% Sea i
= (H, <) un dlgebra de Heyting. N

St

Definicién 1.5.16 Una $-valuacidn de un lenguaje pmpaszcmnalll’ es una fun-, i

cionv : P — H, que se extiende en una funcidn v* : (P) — H, mediante las
siguientes reglas:

SRS

’ v (aVﬁ) = v*(a) + v*(B)
v*(a — B) = v*(a) = v*(B)

Nétese que esta definicién es simplemente una generalizacién de la nocién de
valuacién booleana, puesto que una valuacién (en en el sentido de Heyting) en
un &dlgebra de Boole es una valuacién booleana.

Se dice que una férmula a € ®(P) es H-vilida si y sélo si para toda -
valuacién v, v*(a) = 1.

A diferencia de la validez booleana, la validez de Heyting no puede ser carac-
terizada en términos de las férmulas vilidas en cada dlgebra de Heyting, puesto
que hay férmulas que son vilidas en algunas dlgebras de Heyting, pero en otras
no, como se mostrara en la observacién 1.5.21. En consecuencia, definiremos la
Heyting-validez como sigue.

2.

5 v eAn S @)
4
5.

Definicién 1.5.17 (Semantica Intuicionista) Una férmula o es Heyting-
vdlida si y sdlo si es $-vdlida en toda dlgebra de Heyting $

Lema 1.5.18 Los axiomas del sistema intuicioniste de Kleene son formulas
Heyting-vdlidas.

Prueba. Se sigue inmediatamente de los tcoremas 1.4.4, 1.5.11 y 1.5.15. =&

Lema 1.5.19 La regla Modus Ponens preserva Heyting-validez.
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_Prueba Supéngase que las férmulas aya— ﬁ son Heytmg—vahdas Esto es,

para cualquier dlgebra de ‘Heyting y cualqmer ‘$-valuacién v, v*(a) = 1 =

v*(a — B). Por definicién, v*(a) = v*(8) = 1, de modo que por el teorema II,
v*(a) < v*(B), pero como v*(a) = 1, se concluye que v*(B) = 1. ®

Corolario 1.5.20 Toda férmula deducible en el cdlculo intuicionista de Kleene
es Heyting-vdlida.

Observacién 1.5.21 Toda férmula Heyting-vdlida es una tautologia, sin em-
bargo no toda tautologia es Heyting-vdlida. En particular, no toda tautologia es
derivable en el cdlculo intuicionista de Kleene.

Prueba. Considére la férmula PV =P, el dlgebra de Heyting $ = (7(R), C)
(la topologia usual de R ordenada por la contencién), y la H-valuacién v : P — R
dada por:

- v(P) = (0,00)

para todo P € IP. De este modo:

s v*(P) =(0,00)

s v*(=P) = (~00,0)

s v (PV-P)=(0,0)U(~00,0) =R~ {0} #R

Asf pues, la tautologia P V - P no es Heyting-vdlida. ®

La prueba de la observacién anterior muestra que el esquema 10 es indepen-
diente del resto de los esquemas del cdlculo de Kleene.

En resumen: Se han mostrado dos semdnticas categoriales (la categorfa de
dlgebras de Boole y la categorfa de dlgebras de Heyting) en las que la validez
queda definida por la validez en todos sus objetos. Estas semdnticas dependen
tinicamente de las propiedades internas de sus objetos y no de las propiedades
de las categorfas mismas. En consecuencia, los préximos capitulos estardn dedi-
cados a la interpretacién de lenguajes proposicionales en categorfas de manera
que la validez esté dada por las propiedades de la categoria.



Capitulo 2

Introduccion a la teoria de
las categorias.
Abstraccion y ejemplos

2.1. Conjuntos y funciones: abstraccion

La intencién de esta parte es abstraer el concepto de homomorfismo entre
estructuras. De este modo, definiremos las propiedades de las flechas, que de
manera general, son las propiedades de los homomorfismos entre estructuras.
Siguiendo esta idea, ejemplificaremos las construcciones a través de la categoria
Set de los conjuntos, y abstraeremos las propiedades de sus flechas: las funciones.

2.1.1. Generalidades de la categoria de conjuntos

La matemadtica cldsica moderna estd cimentada sobre el universo de conjun-
tos, que es una construccién mental en la que todos los conjuntos aparecen, sin
que éste mismo, -el universo- sea un conjunto. Esta afirmacién estd sustentada
en el hecho de que es posible construir a los niimeros naturales como conjuntos,
y de esta manera formar el conjunto de mimeros naturales como un conjunto de
conjuntos. Y siguiendo esta linea (formando conjuntos de conjuntos), el resto de
estructuras matematicas cldsicas, por ejemplo, los nmimeros racionales, reales y
complejos.

Siendo consecuentes con la idea de exhibir a los objetos de estudio de la
matematica como conjuntos de conjuntos, es necesario que los conceptos tales
como relacién, funcién, operacién y sucesion, tengan una definicién formal como
conjuntos de conjuntos, que logre capturar la esencia del concepto, pero que no
necesariamente sea el concepto.

Tal es el caso de la definicién del par ordenado de a y b. Si a y b son objetos
de estudio de la matemadtica, entonces son conjuntos, y como el par ordenado
-denotado por {(a, b)- también serd un objeto de estudio de la matematica, debe

15
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también ser un conjunto. Nétese que la esencia del concepto par ordenado es

simplemente, un par de objetos en el que es posible distinguir el orden en que

son tomados sus miembros. Asf pues, una definicién conjuntista de par ordenado

debe cumplir que si dos pares ordenados son iguales, entonces sus primeros

miembros son iguales y sus segundos miembros también son iguales. En sfmbolos
{a,b) = {c,d) siy sélosia=cyb=d

Segin {End77] la definicién mds extendiada de par ordenado es debida a K.
Kuratowski, quien la formulé en 1921, y a la letra dice:

(a, by = {as {a’ b}}

Sin embargo, para la teoria de conjuntos es irrelevante que sea ésta, precisa-
mente ésta, la definicién de par ordenado, puesto que hay otras definiciones que
igualmente cumplen la condicién esencial del concepto par ordenado®.

2.1.2. Relaciones y Funciones en el universo de conjuntos

Los conceptos de relacién y funcién, al igual que el de par ordenado, tienen un
significado intuitivo que la definicién conjuntista intenta capturar. El concepto
de relacién (binaria) involucra a parejas de cosas que pudieran o no guardar la
relacién. Incluso, que vistas en un orden guarden la relacién, pero al cambiarlas
de orden dejen de guardar la relacién. La definicién conjuntista clésica es en
este caso, perfectamente natural: Una relacién binaria es un conjunto de pares
ordenados. Justamente, los pares de conjuntos que guardan la relacién.

Pero respecto al concepto de funcién, se debe tener mayor cautela. Segin
[End77] tradicionalmente se piensa a una funcién como "una regla que asigna
a un objeto de un cierto conjunto (el dominio) un dnico objeto de un conjunto
posiblemente distinto (el contradominio)”.

Evidentemente, es necesario esclarecer el significado de la palabra "regla”.
En un sentido légico, debe entenderse como una férmula ¢ de un lenguaje formal
al menos de primer orden, con dos variables libres, de tal manera que se satisfaga
la férmula:

oz, N&(z,2) sy ==z
cuando la variable x se interprete como elemento del dominio de la funcién.

Sin embargo esta definicién de regla no puede ser satisfactoria por diversos
hechos de distinta naturaleza, pero principalmente porque es una definicién
restrictiva al lenguaje en el que localmente se esté trabajando. En un animo
més incluyente, se puede pensar una regla como una relacién f en la que si dos
pares de la forma (a, b) y {(a, c) pertenecen a f, necesariamente by ¢ son uno y el
mismo objeto. La definicién de funcién m4s extendida entre los textos de teoria
de conjuntos es esta ltima definicién (la de regla), aunque algunos textos usan
otras, por ejemplo en {Hal74}, no se define funcién, sino "funcién de A en B”, 0
en [Mos94] se usa como definicién a la nocién intuitiva de funcién.

El dominio y el rango de una funcién quedan determinados por la regla, por
el hecho de que con los miembros izquierdos de una relacién y con los miembros

'Véase [End77] para otras definiciones de par ordenado.
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vderechos podemos construfr dos conjuntos. Pero el tinico conjunto digno de ser

“llamado el contradominio de f es el rango de f, mientras que la nocién de
contradomuno es la de conjunto en el que la funcién lleva valores del dominio,
que pueden ser sélo algunos de sus miembros y no necesariamente todos.

El contradominio de una funcién adquiere importancia cuando se planea
componer funciones. La definicién cldsica de composicién de funciones es la
de composicién de relaciones -La composicién de relaciones estd definida como

- sigue: dadas r y & relaciones, ro s = {(z,y) : I2((z,2) € s&{z,p) € T}-, ¥
en consecuencia, es posible componer cualesquiera dos funciones. Sin embargo
el dominio de la composicién puede ser subconjunto propio del dominio de la

~pr1mem funcién que se aplica, e incluso puede ser vacfo. Pero si se requiere

" sostener a la composicién de funciones como operacién en la que se respetan
dominios y contradominios es necesario restringirla solo a funciones para las

*'que el dominio de una coincide con el contradominio de la otra.

."2‘.'1.3. Relaciones y Funciones en la categoria de conjuntos

. Como se vera mds adelante, una categorfa estd forinada por dos tipos de co-
sas: objetos y flechas. A diferencia del universo de conjuntos, que sélo estd for-
mado por conjuntos, y quc cualquier cosa de contenido matematico debe ser
visto como conjunto, en la categoria de conjuntos habra cosas de dos tipos. Los
objetos serdn los conjuntos y las flechas serdn las funciones, sélo que con una
pequeiia modificacién:

Definicién 2.1.1 (Definicién categorica de funcién) Una funcidn f es una
terna ordenada de conjuntos f = (A, R, B) donde R C A x B es tal que para
cada z € A eriste un tinico y € B tal que (z,y) € R. A la primera coordenada
de una funcion se le llama dominio, a la segunda se le llama regla y a la tercera
contradominio o codominio.

Nétese que en esta definicién se hace explicita la importancia del contrado-
minio de una funcidn, es decir, dos funciones (en el sentido categérico), pueden
diferir por el hecho de tener diferentes contradominios.

En el sentido categérico, la composicién de dos funciones debe tener como
dominio al dominio de la funcién que se aplica primero. Una definicién categdri-
ca de composicién de funciones obliga a que para que esta tenga sentido, el
codominio de la funcién que se aplica primero sea el dominio de la funcién que
le sigue.

En términos precisos:

Definicién 2.1.2 (Definicién categérica de composicién de funciones)
Para cada par de funciones f y g, st el dominio de f coincide con el contra-
dominio de g, entonces la composicion de f con g es la tnica funcion tal que
su dominio es el dominio de g, su contradominio es el contrudominio de f y su
regla es la composicién de las reglas de f y g, vistas como relaciones.
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Denotaremos con gof a la composxcnon de f con g. En adelante, s¢ hablard de -
funciones y composicién de funciones en el ‘sentido categdrico de éstos, a menos

que se indique lo contrario.
La composicién de funciones sausface la ley asociativa, esto es:

fo(goh)=(fog)oh

para cualesquiera funciones f, g y h en las que tenga sentido la composicién. : C
Finalmente, en cada conjunto A, hay definida una funcién cuyo dominio Yo
contradominio es ‘A, y cuya regla es la relacién diagonal restringida en A. v

Otra caracterizacién de la funcién Id 4 es la siguiente: Id4 esla tnica funcién = -

de A en A tal que para cualesquiera funciones f con codominio Ay g con dominio

A,
Idpof=f

golda=g

2.2. Categorias: Definicién

Definicién 2.2.1 Una categoria C comprende:
1. Una coleccion de cosas, llamadas C-objetos.
2. Una coleccién de cosas, llamadas C-flechas.

3. Dos operaciones®, dom y cod que a cada C-flecha f asignan los C-objetos
dom(f) y cod(f), respectivamente. Es posible representar el hecho de que
dom(f) = a y cod(f) = b por

fia—b
o por
a—f—-'b

4. Una operacién entre C- flechas que asigna a cada par (f,g) de C-flechas
con dom(g) = cod(f), una C-flecha g o f : dom(f) — cod(g) Uamada, la
composicién de f con g, que satisface la ley asociativa:

Sifia—b,g:b— cyh:c— d sonC-flechas, entonces

ho(gof)=(hog)of

Diremos que el diagrama:

2Entiéndase por operacién (para efectos de esta definicién) una correspondencia entre fle-
chas y objetos que se comporta como funcién en el sentido de que para cada flecha hay un
tinico objeto que seré su dominio y un inico objeto que serd su contradominio.
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conmuta, si y sdlo si h = f'oy I O -
Mds en general, dado un- dzagmm d o_dos ¥ ﬂechas que 'representen' :
objetos y flechas de una categona,fdmzmos que. ‘éste’ conmuta’si y sélo si
las composiciones de flechas’que forman tmyectonas que conﬂuyen en un
nodo, son iguales. T .

5. Una operacion que a‘c‘d_da' C-qu’etd b le"asoc'ia una C-ﬂecha lb, llamada
la flecha identidad en'b,:que satisface la ley de identidad: Para C-flechas
f:a—sbyg:b—g, sucedequel,,of fygoly=g.

La ley de identidad se e:q)resa diciendo que el diagrama

conruta. 'i r:_ l S C-OT
£A1, 1 TE ORIGEN )

2.3. Categorias: ejemplos

Los primeros ejemplos son muy naturales.

Categoria  Objetos Flechas
Set Conjuntos Funciones
Finset conjuntos finitos funciones
Nonset conjuntos no vacfos funciones
Top espacios topolégicos funciones continuas
Vect(F) espacios vectoriales sobre el campo F  funciones lineales
Grp grupos homomorfismos de grupos
Mon monoides homomorfismos de monoides
Met espacios métricos isometrias
Top Grp grupos topolégicos homomorfismos continuos
Pos conjuntos parcialmente ordenados funciones monétonas

Otros son triviales:

Ejemplo 2.3.1 1 es la categorfa con un solo objeto y una sola flecha, con la
composicién y la identidad evidentes.
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Ejemplo 2 3 2 2 esA" a'catcgona con dos ob]eta.s (dzgmnm 0 y l ), v tres ﬂechas,
a saber: ; : :

©, 0) o~ 0
(0 1) O-—»l e
(L,1):1 1
con la composicidn y las identidades evidentes.

Ejemplo 2.3.3 (Categorias discretas) Una categorifa es discreta cuando las
inicas flechas que tiene son las identidades de cada uno de sus objetos.

Ejemplo 2.3.4 (Preordenes) Una categoria C que cumple que entre cuales-
quiere dos C-objetos a,b hay a lo mas una flecha f : a — b, es llamada un
preorden. Un par (A, R) de conjuntos es un conjunto preordenado si y sélo si
R C A X B es una relacidn refleriva y transitiva. Asf pues, un conjunto preor-
denado (A, R) define un preorden. Los objetos de éste son los elementos de A,
y las flechas son los elementos de R.

Obsérvese que en esta definicién no queda prohibido el hecho de que entre dos

objetos distintos haya dos flechas, mientras estas tengan sentidos opuestos. Si a

las condiciones dadas para que una categoria C sea un preorden agregamos que

entre dos objetos distintos no haya méds que una flecha, tendremos una categoria

orden parcial. Un conjunto parcialimente ordenado define una categorfa orden
ST parcml en los termmos del ejemplo anterior.

A ‘E_]emplo 2 3 5 N es la categorfa que tiene un sdlo objeto (N), y cuyas flechas
;r'san 1§ nimeros naturales. La composicion de flechas en N estd dada por la
imenww . JUNA de nimeros naturales, y la flecha 1x : N — N es el elemento 0 € N.

[

Generalizando el ejemplo anterior, tenemos que todo monoide define una
categoria con un sélo objeto (el monoide), con los elementos del monoide como
flechas, y con la operacién de composicién dada por la operacién del monoide.
La existencia de neutro y la propiedad asociativa de la operacién del monoide
garantizan las condiciones 4 y 5 de la definicién de categorfa.

2.4. Nuevas Categorias

Algunas formas usuales de construir categorias a partir de categorias dadas
son las siguientes:

2.4.1. Categorias producto

Dadas dos categorfas C y D, se define la categorfa producto C x D como la
categorfa cuyos objetos son las parejas ordenadas {c,d) donde ¢ es un C-objeto
y d es un D-objeto. Una flecha en C x D es una pareja (f, g) donde f cs una C-
flecha y g es una D-flecha. La composicién de flechas queda definida coordenada
a coordenada.
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2.4:2. Categorias de flechas

.~ :Dada una categoria C, se construye la categorfa C™ cuyos objetos son todas
las C-flechas y si f y g son C-objetos, entonces una C~*-flecha de f en g, es un
par de C-flechas (h, k) tales que ko f = hog. Esto es, h y k son C-flechas tales
que el diagrama: ’

cqnnmm. - ' ’
La composicién de C~-flechas se 'define coordenada a coordenada. Esto es:

(f15) 0 (k) = (f o hygo k)

- 2.4.3. Categorfas Coma

© .77 Las categorfas Coma pucden ser pensadas como clases especiales de cate-
. gorfas de flechas: aquellas con dominio o codominio comiin. Dada una categoria
-~ Cyy un C-objeto a, se define C | a como la categorfa cuyos objetos son los pares
. > . de la forma (b, f) donde b es un C-objeto y f es una C-flecha cuyo codominio es
> a.UnaC | a-flecha de (b, f) en {c,g) es una C-flecha k£ : b — c tal que gok = f.
* Es decir, el diagrama
b —————c

a

conmuta. Por otro lado, dada una categorfa C, y un C-objeto a, se define C t e
como la categorfa cuyos objetos son los pares de la forma (J, f) donde b es un
C-objeto y f es una C-flecha cuyo dominio es a. Una C 1 a-flecha de (b, f) en
(¢, g) es una C-flecha k : b — c tal que ko f = g. Es decir, el diagrama:

a

commnuta.
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3. C es una subcategoria p]ena de 'D
entonces C(a,b) = D(a,b) :

De este modo se puede ver que: o
1. Finset C Set
2. Nonset C Set
3. Finset ¢ Nonset

4. Nonset ¢ Finset

2.5. Formalizacién

En [Hat82] se muestra que la teorfa de Categorfas se puede formalizar en
un lenguaje de primer orden con igualdad, cuyo tipo de semejanza consta de
dos simbolos funcionales unitarios, d y ¢, y un simbolo predicativo ternario C
que intuitivamente representan las operaciones que a cada flecha asignan su
dominio y su codominio, respectivamente, y que algunas ternas de flechas estan
relacionadas por el hecho de que la 1ltima es la composicién de las anteriores,
¥y que satisface los siguientes enunciados:

Cl. Va(d(c(x)) = c(x)&c(d(z)) = d(z))

C2. VaVyVzvw(C(w, y, 2)&C(z, y,w) — 2z = w)

C3. Vavy(3:0(x, ¥,2) & dly) = (=)

C4. VaVyVz(C(z,y,z) = (d(z) = d(:x:)&c(z) = c(y))

..C5. V:z(C(d(:z,),:v z:)&C(:z: (x),2))

C6. Vao\VaipVaiaVassVargVagVy -
((C(-El.wz.-Ba)&c(ﬂ-ums,-’lrs)&c(x . zs)&C(za,ma,m)) — 9:6 = m7)
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2.oL -'FLééuAs MONO -

SIOIIdO consccuentes con la idea de hacer de Ia teon‘a. de catcborxas una’
teorfa formal de pnmer orden, no hay en principio una diferencia entre flechas y
objetos, es decir, la interpretacién de una variable es siempre la de’ *flecha’. Sin
embargo, es posible definir en esta: teorm. la nocnon ‘de objeto Hatcher sugiere

+ la siguiente:
Definicién 2.5.1 Ob(x) es la formula d(;'z:) = x&c(z) =x

Hatcher muestra que Ob(x) es equivalente a d(z) = = y a c(z) = z. En con-
secuencia del axioma 1 se tiene que los dominios y codominios de flechas son
siempre objetos. Las propiedades de la composicién de flechas quedan esta-
blecidas por los axiomas 2 (la composicién es una funcién en su dominio), 3
(establece la condicién para que la composicién de dos flechas esté definida), 4
(define el dominio y el codominio de una composicién), y 6 (ley asociativa de la
composicién). La existencia de flechas identidad por cada objeto se desprende
del axioma 5, en el que se establece que un objeto es él mismo su flecha identi-
dad. La formalizacién de la teorfa de categorfas adquiere sentido al enunciar el
principio de dualidad que trataremos posteriormente.

En esta parte, llevaremos algunos conceptos de teorfa de conjuntos a cate-

gorfas.

2.6. Flechas Mono

Se dice que una funcién es inyectiva cuando elementos distintos tienen imdge-
nes distintas. Esta definicién es equivalente a que esta funcién sea cancelable por
la izquierda. Esto es: f : A — B es inyectiva si y s6lo si para cada par paralelo
de funciones g,/ : C' — A, el hecho de que fo g = foh implica que g = h. De
este modo, en una categorfa C, una C-flecha es mdnica si y sélo si es cancelable
por la izquierda. De hecho, se puede probar que en cualquier categoria:

1. Si f y g son mono, entonces g o f también lo es.

2. Si go f es mono, entonces también f lo es.

2.7. Flechas Epi

Una funcién es suprayectiva cuando para todo elemento de su contradominio,
existe un elemento de su dominio, cuya imagen es el primero. Esta definicién
es equivalente al hecho de que esta funcién sea cancelable por la derecha. Esto
es: una funcién f : A — B es suprayectiva si y sélo si para cada par paralelo
de funciones g,h: B — C, si go f = ho f entonces g = h. De este modo, en
una categorfa C, una C-flecha es epi si y sélo si es cancelable por la derecha
Andlogamente, se puede probar que en cualquier categorfa:

1. Si fy g son epi, entonces g o f también lo es.

2. Sigo f esepi, entonces también g lo es.
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’ 2;8. Flechas Iso

Una funcién es biyectiva si y sélo si es inyectiva y suprayectiva. Esta con-
dicién es equivalente a que esta funcién sea invertible. Estoes: f : A — B
es biyectiva si y s6lo si hay una funcién g : B — A tal que fog = Ida y
go f = Idy. Tal funcién g es unica (si existe), y es llamada la inversa de f, que
se acostumbra denotar con f~!. De este modo, en una categorfa C una flecha es
iso si y sélo si es invertible. Es posible mostrar que toda flecha iso es ménica y
épica. Sin embargo no en cualquier categoria una flecha moénica y épica es iso.
Ademsds, se puede mostrar que:

1. Todas las flechas identidad son iso.

2.  Si f es iso, entonces f~! es iso.

3. Si fy gson iso entonces go f ¢s iso, con (go f)~! = f~log™l.

4. En una categorfa parcialmente ordenada (P, <}, todas las flechas son méni-
cas y épicas, pero sélo las identidades son iso.

5. En un grupo 3, todas las flechas son iso.

Diremos que dos C-objetos a,b son isomorfos (a = b) si y s6lo si hay una
* flecha iso del uno al otro. Es trivial verificar que la relacién de isomorfia es de
equivalencia.
Diremos que una categoria C es esquelética si y sélo si para cada par de
C-objetos a, b, si a = b entonces a = b.

2.9. Dualidad

Una nocidn de teorfa de categorias (término o férmula) es suceptible de tener
un dual, que se obtiene siinplemente cambiando dominios por contradominios y
viceversa, y cambiando el sentido de las flechas. Formalmente, para cada término
del lenguaje de la teorfa de categorfas T es posible definir un segundo término 7,
su dual, de la siguiente manera. Dada una variable z, su dual % es ella misina.
El dual de d(7) es ¢(7) y el dual de ¢(7) es d(7). El dual de una férmula del
lenguaje de la teorfa de categorias también se define recursivamente, a saber:
El dual de una igualdad entre términos es la igualdad entre los términos duales
de los términos dados. El dual de C(m,72,73) es la férmula C(72,71,73). Para
los conectivos y cuantificadores, el operador "dual” se comporta de la siguiente
manera: Si a y 8 son férmulas del lenguaje de la teorfa de categorias, entonces:

l. -“a=-a
2. akf =a&f
3. avpB=avP

3ver ejemplo 2.3.5



'2.10. OBJETOS INICIALES Y TERMINALES

E_pemplo 2.9.1 Enel lcnqua]e formal de pnmer ordcn para catcganas, la fruse
”f es una ﬂecha mano ‘es la mterpretacton wtuitiva de la férmula

Teorema 2.9.2 7 =7

Prueba. Es trivial puesto que la igualdad se da por razones estrictamente
sintdcticas. Formalmente se puede verificar por induccién sobre la formacién
der. =

2.9.1. La categoria opuesta

Dada una categoria C, se define la categoria opuesta C°P de C, como la
categorfa cuyos objetos son los objetos de C y cuyas flechas son las flechas de
C, s6lo que "invertidas”. Esto es, hay una correspondencia biunfvoca entre las
C-flechas f : @ — b y las C°P-flechas de b en a. De esta manera, se tiene el

siguiente:

Teorema 2.9.3 (Principio de Dualidad) Une férmula a del lenguaje de la
teorta de categorias es verdadera en una categoria C siy sélo si, la férmula dual
& de a es verdadera en C°P.

Prueba. Evidente. u

2.10. Objetos iniciales y terminales

Una propiedad relevante del conjunto vacfo es la de que para cada conjunto
A, hay una tnica funcién de @ en A a saber: (&, &, A). Esto se generaliza en la
siguiente

Definicién 2.10.1 Un C-objeto 0 es mxcml sty sdlo si para cada C-objeto a
hay una y sdélo una ﬁecha dc Oena..: .
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En Set el conjunto vacfo es el tinico objeto inicial, sin embargo hay categorias
en las que hay mds de un objeto inicial. Es muy sencillo probar que cualesquiera
~dos objetos iniciales son isomorfos, usando el hecho de que dados dos objetos
iniciales, las tinicas flechas entre éstas son umna inversa de la otra. Ademsés se
puede demostrar facilamente que cualquier objeto isomorfo a un objeto inicial
" también es un objeto inicial. Denotaremos con!: 0 - aoconQ, :0 —aala
tinica flecha de O cn a.
Dualizando la definicién anterior tenemos:

" Definicién 2.10.2 Un C-objeto 1 es terminal si y sélo si para cada C-objeto a
hay una y sélo una flecha dea en 1.

En Set son los conjuntos unitarios los objetos terminales. Evidentemente,
no hay un tinico objeto terminal en Set. Sin embargo, en Set como en cualquier
categoria, dos objetos terminales son isomorfos, y cualquier objeto isomorfo a
un objeto terminal es también un objeto terminal. Denotaremoscon!:a — 10
con |q: @ — 1 a la tinica flecha de a en 1. Hay categorias cuyos objetos iniciales
son los mismos que sus objetos terminales. Un objeto inicial y terminal se dice
que es un cero-objeto. Mon y Grp si tienen cero-objetos.

2.11. Productos

Sean A y B conjuntos. El producto cartesiano de A por B queda definido
como el conjunto de parejas ordenadas (a,b) con a € A y b € B. Es posible
dar una definicién de producto cartesiano (salvo isomorfismo) sin recurrir a
la nocién de pareja ordenada, simplemente observando que hay asociadas al
producto un par de flechas, las proyecciones p4 y pp que cumplen una cierta
propiedad: Dadas dos funciones f : C — A y g: C — B hay una tnica funcién
p:C — Ax B de tal maneraque f =popys y g =popp, esto es, el diagrama:

¢
/IP\
ar
A<y AxBo>B

conmuta, o en otros términos, para cada z € C, p(z) = (f(2),9(2)). Esto justifica

~la siguiente :

~Definicién 2.11.1 Un producto, en una categorta C de dos C-objetosa y b, es
un C-objeto a X b junto con dos C-flechas pra y pry tales que para cualquier par
de C-flechas f : ¢ = a y g : ¢ — b hay ezactamente una C-flecha (f,g) : ¢ — axb
que hace que.el diagrama




11»;1>Ropuc:ros,‘-;,,{ Sl

conmute, b.slo w, f=praolf, g) ygq=pryo (f,g) Dzremo.s ue (f, g) ‘es
pmductn de f v J con respecto a las pmyeccwne.s pr.1 _/ p’r T

Como sncmpre, no necesariamente hay un- umco pro‘ ucto“para.un par de
objetos dados, sin embargo se puede probar que cunlasqmem ‘dos’ productos son:
isomorfos. Para tal efecto, basta considerar el siguiente didgrara

Bajo la suposicic’m de que c es el producto de a cbrj b resbécti) a la proyecciones
prﬂ y pry, y del hecho de que el diagrama exterior conmuta, se tiene que koh =
. Pero rearreglando este dmgrama convementemente, es’ posxb]e mostrar que

h ok = l,xp.
El siguiente teorema muestra el comportaxmento de las ﬂechas producto con

respecto a la composicidn. ) L g

Teorema 2.11.2 Sean f:c— a, g:c — b y h du—» é‘ﬁéch'as de una categon’a.' .

C. Entonces ) ; : o
(f,9)°’ (foh,y°h)

Prueba. Por definicién de producto,k; ( fo h., go h) es la vinica flecha que hace
que los tridngulos d,a X b,a y d,a: x b b de] dxagrama

conmuten, sin embargo, ( f, g) o h tumblép hace que los tridngulos conmuten.

Por tanto, (f,g) ok = {foh,go h. &
El producto de C-ob_letos es'una operacxén con muchas propiedades, algunas

-de. las cuales descnbxremos a ontmuﬂclén
E 1-:' '(Iﬂ‘a,prb) = luxb ) : i :
Si: ( f, g) (ll. L) entonces I3 y g k.

etncesaxO"’O

'_‘Sl C tlene ob_;et

inal entoncea a x l==a
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2.11.1. Mapeos producto'

Dadas dos fmnclones, dlgamos 1 :
funcién, llamémosla f. % g de A ¢

Con esto Justlﬁcamos ]a snguxente

Definicién 2.11.3 'Si f a— cyg b—-» d sonCﬂechas'yaxb ycxd emstcn-
enC, entonces la ﬂecha 5 x g se define como la ﬂecha ( fo pr,,,g opb)

Esta definicién se xlustra con el mgmente dlagrama conmutatlvo

2.12. Igualadores

Dado un par de funciones que comparten dominio y codominio, es posible
preguntarse en qué subconjunto del dominio estas funciones se comportan igual.
° Esto es, un par paralelo de Set-flechas f,g : A — B define una tercera Set-
flecha e : C — A (que de hecho es una inclusién) que hace que foe =goe, y
ademds, es maximo respecto a esta propiedad, es decir, si h : D — A es tal que
f oh = goh entonces hay una dnica manera de "vaciar” D en C, esto es, hay
una inica funcién k : D — C de tal manera que eo k = h. Para generalizar este
concepto se introduce la siguiente:

. Definicién 2.12.1 Dado un par paralelo de C-flechas f,g : a =3 b, un igualador
‘de f y g es un C-objeto e junto con una C-flechai: e — a tales que:

1. foi=goi

-~ 2. Pam cualquzer flecha h : d — a tal que f o h =goh sucede que hay una
~inica'flecha k': d > e de tal mancm'qucl ' o

Esto se representa con el snguxente diagra

Dos propledndes unportnntcs d

alador de un p&‘nf de ﬂechas pmélel_as son
las sxgmentes A b
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- Prueba Supdngasc quc, N
: ha lu ﬂecha zog De ’ te n

Prueba. Supongase quc la ﬂecha ep
En pm‘tlcular, foi= go i Cancel

_ conmuite, es decir, 15, io k. Pero ademds,”
: zokoz—l Oz—z—zolb

y como i es lgua.lador, por el teorema 2. 12.2 es cancelable por la izquierda, de
donde, ko i = 1, con lo que se concluye que 7 es isoy su inversaes k. ®

2.13. Limites y Co-limites

A continuacién una discusién general respecto a colecciones particulares de
objetos y flechas de una categoria dada.
Definicién 2.13.1 (Diagramas, conos y limites) Sea C una categrorfa.

1. Un diagrama D en C es simplemente una coleccion de C-objetos, junto
con algunas o ninguna C-flechas entre estos C-objetos.

2. Un cono para un diagrama D o D-cono, denotado por {c,{fs:d € D}}
consta de un C-objeto ¢ junto con una C-flecha fq : ¢ — d por cada C-
objeto d de D, de tal manera que sig: a — b es una C-flecha del diagrama
D, entonces fy = go fo. Esto es, el diagrama

: a-..—.»b

“conmuta pam cualesquzem ob]etos ayb y cualquier flecchag:a — b en el
’ dmgrama D : . .
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C-flecha:
.decir, ‘el

dwyrama

. conmuta para cualesquiera a, b objetos y g a— b

Cuando este lfmite existe, se dice que tiene la propledad umversal con res-
pecto a D-conos. Esta propiedad consiste en que cualquxer otro cono se factoriza
a traves del lfmite. ) :

Observacion 2.13.2 Un D-limite es siempre tnico salvo isomorfismo.

Prueba. Sean {c,{fs : d € D}} y {¢,{f} : d € D}} limites para el diagrama
D. Por tanto, hay C-flechas h : ¢/ - cy k :c— c'talesque fj = faoh y
fa = fiok para cada C-objeto d de D. Observe que, para cada C-objeto d de D,
fa=faolcy fy = fj 01 y ademss, 1. y 1, son las vinicas C-flechas con esta

- propiedad. Sin embargo, fq = fiok = ((fao h) o k) = fs0 (h o k). De dénde,
hok = 1.. Andlogamente se puede mostrar que ko/t = 1. Por tanto, h: c — ¢
es un isomorfismo. m

Ejemplo 2.13.3 El diagrama vacfo tiene por limite a cualquier objeto terminal,
si es que nuestra categoria tiene objetos terminales.

Ejemplo 2.13.4 El diagrama consistente de dos objetos a y b y sin flechas,
tiene como limite a cualquier pmducto de oy b(si es que lo hay) a x b junto con
las flechas proyeccién pa y po.

Ejemplo 2.13. 5 El dzagrama de dqs bjetos.a. y b v. un; par pamlclo de flechas
f,9:a =3 b tiene como l{m ite al yu lador. d

Dualizéndd la ‘de’ﬁ'n

cumple -
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'Deﬁmclon 2.13.6 “Un co—cono para un di mma D 0D- m-cmw, deno-
' tado por {c, {fd d.€ D}} consta de un C- ob]etv ¢ junto con una C-flecha -
__fa': d = c.por cada C-objeto d de D, de tal manera que sig:a—bes
‘una C-ﬂecha del dzagmma D, entances fu = f,, o'g. Esto es, el dzagrama

/\

conmuta

2. Un co-limite para un dmgmma D ‘o5 un D -co-cono {c, {fd de D}} que
cumple que dado cualquier D-¢o-cono {c,{fs: d € D}} hay una tnica
C-flecha b : ¢ — ¢/, de manera’ que para cada d en D, fd = hof,;, es dcczr,v )
el d:agmma . . ’

" conmuta para cualesquiera a y b objetos y f:a — b,

) Como se puede observar de estas definiciones, los limites tienen una pro-
 piedad cercana a la maximalidad en el sentido de que cualquier cono para el
mismo diagrama estd "metido” de manera tnica en el lfmite. Andlogamente la
“definicién de co-lfmite establece una propiedad cercana a la minimalidad.

Ejercicio 2.13.7 Dualice los ejemplos 2.13.3 y 2.13.4.

El dual del ejemplo 2.13.4 es co-cono muy importante para este trabajo, y es
conocido como coproducto. En general el colfmite del diagrama con dos objetos
a y b y sin flechas se denota con a -+ b. Dadas dos flechas f:a—cyg:b—oec,
la flecha cuya unicidad se postula se denota con [f, g). Es posible construir una
flecha f+ g dual a la flecha producto f x g. El lector podra definirla ficilmente.
En la categoria Set de conjuntos, el coigualador de dos conjuntos a y b es
un la unién disjunta de a con b con las inclusiones is ¢ = a+byip : b— a+b.

Ejemplo 2.13.8 (Co-igualadores) Sean f,g : a =3 b un par paralelo de C-
flechas. Un co-igualador para f y g es un co-limite para el diagrama consistente
de los C-objetos a y b y las C-flechas f y g. Esto es, un co-iguclador para f y g
consta de un C-objeto e y una C-flecha i : b — e tales que:

lL.iof=1iog
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Cada quc h 3
ke Sede raner

conmitta'

que es- claramen
equwalencm sobr

que Ileva a cada b G B en su clase de equlvalencm Ast pues, E junto con i es el
co-igualador de f y g.

Ejercicio 2.13.9 Pruebe esta 4ltima afirmacion.
Lema 2.13.10 Toda flecha co-igualador es epi.

Prueba. La prueba se obtiene dualizando la prueba del lema 2.12.2. =

2.14. Tiradores

Un tirador (en inglés pullback) para un par de flechas f:a —cyg:b— ¢
con codominio comin ¢ es un limite para este diagrama. Esto es, un C-objeto
d junto con tres C-flechas f' : ' d — b, ¢ : ' d = ay h:d — ¢ tales que
h=fog =gof. (Observe que h queda determmada por 'y g), esto es, el
diagrama

conmuta, ¥ que ademas, pam cualquxer par‘ de. ﬂcchns ls. i a y J: € — b que‘ .
sean tales que f ° k =g oj hay una tnica C-ﬂecha ire— d t:al que A. g oi y~ :
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j = f’ §i.‘ESto:eé'reb;est{x@ghdo po; L’el'é‘iguivgxite‘(iiégfaiha:

Al cuadrado del \
_También se dlce qQui
: txra n1do g'a. lc la.rg

Algunas veces, cl tzmdorkde f y g es denotado por A xc B Es dectr, el praducto
de A par B sobm C,oel pmducto fibrado. . : Lol

E_]ermcm 2.14.2 Venﬁque los detalles de esta construccidn.

Hay una cantidad inmensa de ejemplos con contenido matemdtico de cohstruc-
ciones que corresponden a tiradores, que veremos conforme vayamos utilizando-
los. Por lo pronto, enunciaremos y probaremos dos resultados importantes:

Lema 2.14.3 (del Tirador) Si un diagrama de la forma:
®* —— & — @
® — & — ¢
conmauta, entonces:

1 8i los cuadrados son tiradores, entonces el rectdngulo (con lados superior e’
inferior como las composiciones evidentes) tambien es un tirudor. )
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. Por otro ledo coilo ‘el cu
o hay una umca C-ﬂecha.‘lc H

conmuta, es decir: .
CE . (2-,3)

(2.4)
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commvxte,‘ eét() [ : -
- »V f5»>° k= g

(fz°fx)°k— B @)

lo cual prucba la exmtcncm Ahom blen, s1 A.' e ‘cumple lm. condxcmnm N
2.4 y 2.5 impuestas para k, entonceq it - ; ;

~<.ﬁ:y~,ﬁ,:'%,».:v.e.@m~“

puesto que Lres la tinica. que cump]e las'condxcxones 2.1 72‘ 2, que son comhcloneﬂ )
que cumple fiok' (contrastar con 2. 3 v.24). En’"consecuencia, por 2.6 ¥y por que
fs ok’ = g, tenemos que k =&/, pues po! cohstruccxon k es la tnica flecha
que cumple estas condiciones. - o
Veamos la segunda parte. Pnra esto, !

rllsi:deréi el siguiente diagrama:

faof

oy

e ..; CON

|_FALLA LE ORIGEN |

manera que
(2.7)

Cg= hok (2.8)

puesto que fro(fz0 f) = (f7°f2) f (f4°fu)°f f4°(fe°f) f4‘°(f3°_g)-‘-

Ahora bien, al ser tirador el cuadrado derecho, se tiene que

ho@=f"' : | (2.9)

puesto que f es la tnica flecha para la cual se cumplen foo f = fao (fiok)
y fao g = feo (f1 o k). Asf pues, por 2.7 y 2.9, tenemos la existencia. Para la
unicidad, supongamos que k&’ cumple las condiciones 2.7 y 2.9 para k, pero por’
la construccién de k, esta flecha es la inica que cumple estas condiciones, de

donde k=4%k'. ®
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¢ de la forma

Corolaj‘ié 2.14:4 5i

comnuta, entuncts ;

gulo es. tzmdor :

lrcct

tiradores ‘ntonces el cuadrado

car. el corolario. ®

UG
{4

. o
W -'f-x n.x.‘&‘il‘

Prueba. Sean m,l : ¢ :: a dos ﬂechas tales “que:
cuadrado del lema conmuta, ten

Asf pues, hay una tnica ﬂecha riess :
conto se muestra en el diagrama:

- Trivialmente, r =''y 7 =.m cumplen. el primer conyunto. Por otro lado, de la
igualdad 2.10, y del: hecho que -f.es - mono se tiene que hol = h o mn, por lo que

- tanto 7 = | tomo . = n satisfacen el segundo coyunto. De este modo, ! y m no
tienen otra mas que ser iguales. m
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2.15. El lanzador
El lanzador de un par de flechas con dominio comin es el co-limite del '
diagrama formado por éstas. Esto es, dado un dlag‘rmxm del tlpo o ;
s ‘ o

a—;_>,b L

fe—dy

on' dos C-flechas /!
gib—d taleb que g
Lg'of=fogy
11. para cada par de ﬂechas h

una tinica C-flecha i :
decir, el diagrama °

conmuta.

Ejercicio 2.15.1 Dualice el lema del tirador

2.16. Completud

Definicién 2.16.1 (Completud, etc.) Una categoria C, se dice que es:

a. Comple;,a si y solo si para todo diagrama de C hay un limite.

b. Co-completa si y sdlo st para todo diagrama de C hay un co-limite.

c. Bicompleta si y sdlo si es completa y co-comnpleta.

d. Finitamente Completa si y sdlo si para todo diagrama finito de C hay un
limite.

e. qul:amente Co-completa y Finitamente Blcompletn se deﬁnen como es na-
tura e o i

Teorema 2.16.2 Sz una cutegona C tiene un objeto te nznal y un tirador por
cada par, de C- ob]ctos, entonces es ﬁmtamente wmpleta .

Para una prucba de este teoremn, ver [HS73] Nétese entonces, que si una cate-
gorfa tiene un objeto inicial y un lanzador por cada par de objetos, entonces es
finitamente co-completa. .
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2 17 Exponenciacién

e l)ados dos conjuntos Ay 13, es posible formar el conjunto de funciones 34 de
A en B. Para caracterizar con flechas la exponenciacién es necesario considerar
una ﬂecha especial, la flecha evaluacién ev : B4 x A — B, que en Set trabaja

o asx
L ev(({f,z)) = f(z)
La funcién evalunc:én dquruta de una propledad universal respecto a las funcio-
"nes de la forma

g C’xA—vB

: 'Duda una funcién g de esta forma, hay una y sélo una funcxén g: C = B" de
B mauem que el dmgrmna - .

BAxA

CxA

conmuta. La idea detrds de esta definicién es la sxguxente La funcién g obliga a
. cada ¢ € C a comportarse como una funcién de A en B. Esto es, dada c € C, se
define g. : A — B que trabaja asf: g.(a) = g({c, a)), para toda a en A, y asf se

define g(c) =
Por abstraccxén. daremos la sngmente

Definicién 2.17.1 (Exponenciacién) Diremos que una categorfa C tiene ez-
ponenciacion si y sdlo si tiene al producto de cualesquiera dos objetos, y para
cualesquiera objetos a y b hay un C-objeto b® y una C-flecha ev: b* x a — b lla-
mada "flecha evaluacion”, tales que para cualquier C-objeto ¢ y cualgquier flecha
g:cxa—b hay una tnica C-ﬁecha G:c— b% que hace que el diagrama

b“xa
TN

(e
1
!
|
o
o
conmute. Es decir, Iiay una tinica flecha g tal que evo (G x 1) =
. "La asignacién'g — § establece una biyeccién entre C(c x a,b) y C(c, b%). Dos
. flechas que se corresponden bajo esta asignacién, se dice que son exponencial
. % -adjunta una de la otra.
L Se dice que una categorfa finitamente completa con exponenciacién es car-
.~ tesiana cerrada.
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Teorema 2, 17.2 Sea C una categona cartesiana cerrada con un objeto inicial
O Entonces en'C:.o i :

10020 X a para cuu.lqmerc ob]eta a.
2. '5i hay una flechaa — 0 entonces a = 0

8i0 = 1 entonces la categoria C es degcncrada, esto es, todos los C-objetos
son isornorfos.

4. Cualguier flecha 0 — a es mono.
5 a1, a! 2a, 1° &1 para cualquier C-objeto a.

Prueba. Dado que que en una categoria cartesiana cerrada hay una correspon-
dencia biyectiva entre C(¢ x a,b) y C(c, b®), se tiene que en particular hay una
biyeccién entre C(0 % a,b) y C(0, %), para cualesquiera objetos a y b dados. De
este modo, al ser 0 un objeto inicial, sucede que C(0, b*) tiene un solo elemento,
y en consecuencia C(0 x a, b) tiene un vunico elemento, independientemnente de
la eleccidén de b. De este modo queda establecido que 0 X a es un objeto inicial,
y como cualesquiera dos objetos iniciales son isomorfos, se tiene que 0 = 0 x a,
lo cual demuestra 1. Para probar 2 tomemos una flecha f : a — 0 y veamos que
a 20 x a. Considérese el siguiente diagrama conmutativo:

donde se muestra que prg o (f,1,) = 1a, pero por otro lado, {(f,1,) o pre €s una
(de hecho la tinica) flecha de 0 x a — 0 X a, por lo que no tiene mas remedio
que ser 1gx,. Supongamos que 0 = 1. De este modo, 07! o, va de a en 0 y por
el inciso 2, se tiene 3. Para probar 4, tomemos dos flechas f,g: b =3 0 tales que
0y 0 f = 04 0 g. Dado que el codominio de f y de g es 0, por 2 tenemos que b es
objeto inicial, de modo que hay una sola flecha de b en 0, asi que f y g son una
y la misma. Observando que C(1 x 0,a) y C(1 x a, 1) tienen un solo elemento, se
infiere que C(1,a®) y C(1,1°) también son unitarios, de modo que a°® y 1° son
objetos terminales y en consecuencia isomorfosa 1. &

2.18. Subobjetos

En Set es posible identificar un subconjunto B C A de un conjunto dado A
con la funcién inclusién B «— A, que por cierto, es inyectiva. De hecho, cualquier
funcion inyectiva f : C — A determina un dnico subconjuinto de A, a saber,
Imy. Esto es, C es isomorfo a Ins. Asi es que, salvo isomorfismo, el dominio
de una funcién inyectiva con codominio A, es un subconjunto de A.

Definicién 2.18.1 (Subobjeto) Diremos que un subobjeto de un C-objeto a
es una C-flecha mono con codominio a.
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_hayux)ﬂ o

! De este qu@, _'_hi inclusién
de subob_]etos es reﬂexlvn pues el dxagmm S e

conir@uta v es transitiva porque 5i-f. C gy g C'k, e diééfraxhq‘cgihlnixt_é'tiyo'l

muestra que f c k Sin embargo, o es antnrreﬂexwa, estoes,si fCgygCf
entonces hay flechas h,i: tales que el dmgra.ma -

conmuta, es decir, f = goiy g = foh, de donde h es la inversa de i. Esto
quiere decir que los dominios de f y g son isomorfos. Asi pues, si f C gy
g C f, diremos que f y g son subobjetos isomorfos, lo cual denotaremos con
f == g. Observe que la relacién de isomorfia de subobjetos es de equivalencia.
Esto nos permite pensar (aunque no con el rigor conjuntista) en las clases de
equivalencia de subobjetos de un C-objeto a, y organizarlas en una coleccién,
que denotaremos por Sub(a), esto es:

Definicién 2.18.2 Sub(a) es la coleccidn de clases de equivalencia de subobje-
tos de a.

1Ver la parte de flechas mono 2.6
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2.18.1. Elementos ..

e . Habiendo descrito categéricamente la nocién de subobjeto, podemos descri-
bir tambienla nocién de elemento. Un elemento z € A pucde ser identificado

' con su unitario {z}, y asi con la flecha inclusién {z} — A. Por otra parte, cada

- funcién de-1 en A determina uno y sélo un elemento de A. Asf pues, si una

- categoria C tiene un objeto terminal, entonces un elemento del C-objeto a es
una flecha z : 1 — a. Observe que tal flecha es siempre mono. Hay categorias
en las que la nocién de elemento es trivial. Por ejemplo, en la categoria Mon,
de los monoides, un objeto terminal es €l monoide " unitario del neutro” o cual-
quiera otro isomorfo. Una flecha de este monoide en otro monoide dado, es una
funcién que manda neutro en neutro, y por consiguiente, el unico elemento de
un monoide es su neutro.

2.19. Clasificacion de Subobjetos

Hay una relacién intima entre los conjuntos P(D) y 22, para cada conjunto
D, Esto es, hay una biyeccién entre el conjunto de partes de D y el conjunto
‘de funciones de D en 2 = {0,1}. Esta biyeccién estd dada por las funciones:
caracteristicas de los subconjuntos de D, de la siguiente manera. Dado un sub-
conjunto A de D, tenemos que el cuadrado :

-esun txrndor, cuando T(O) ='1. Esto’es; A es el subconjunto m4s grande de D,
“cuya-imagen ‘bajo f'es {1}, De este modo; f debe ser la funcién caracteristica

- de A, y.sif esla’ funclén caracterfstlca x5 de B C D, entonces B = A. En.
‘esta configuracién, 2’y T juegan papeles interesantes: forman el clasnﬁcador de

subob_yetos de Set. Esto nos lleva a la siguiente :

Deﬂnlcnon 2.19.1 SiC es una categoria con un objeto terminal 1, entonces un’
clasificador de subobjetos para C es un C-objeto , junto con una C-flecha
T:1 — Q que satisfacen el

Azxioma 2.19.2 (Q-azioma) Para cada flecha mono f : a — d, existe una y
solo una flecha x5 : d — S tal que el cuadrado

es un tirador.
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o La ﬁcchaxf

son tiradores, Iuego, por el corolurlo del Lema del Tlmdor (corolario 2.4, 4), el
rectangulo tamblen es un tirador.’ Pero el diagrama:

7 tambien es un txrador, de manera que: ‘por e Q-axloma., lg = XT' o x&r. De
. manera anéloga se puede ver que: ‘1g x-r o x1+. Por tanto, Q' =»

Ademsés, la asignacién‘de ﬂechas arac rfstlcas es'uno a uno, en el sentido

expresado por el sxgulente teorema ;

Teorema 2.19.4 Seanf a»—od_/g

) »—-» d subbbjefoa de d. Entonces, f ~ g
szysoloszx,-—xg SR

Prueba. Supongamos pr:mero que f =~ q

a>——>

} sz

50

- Si k es un isomorfismo de b en a entonces el cuadrado exterior tambien es un
tirador (pues g = £ o k).-Sin embnrgo, Xg €8 la tnica flecha que hace que el .. -
: cuadrado exterior sea tirador, de donde x; = X,. Por otro lado, si X7 = xg:"
“tenemos que a, f y b, ,g son limites para un mismo dmgmnm Por la observa-c:on'v
21'32a_b,yasff g l' . T
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Mids atin: Dada una flecha h : d — Q, al tirar T a lo largo de h, obtene-
mos un subobjeto f de d, cuya flecha caracterfstica es precisamente . Esto,
naturalmente, micntras nuestra categoria tenga tiradores.

As{ pues, en una categoria C en la que todo par de flechas tiene un tirador, y
que tiene un clasificador de subobjetos Q, la asignacion de flechas caracteristicas,

inyecta a Sub(d) en la coleccién C(d, 2) de flechas de d en 2, puesto que a cada - S

subobjeto hay asignada una itnica flecha caracteristica, y dos subobjetos son
isomorfos si y sélamente si tienen la misma flecha caracteristica (ver teorema
2.19.4). Ademds cada flecha de d en © determina al menos un subobjeto de d,
asi que la asignacién de flechas caracteristicas biyecta a la coleccién Sub(d) en
la coleccién C(d, ). En sfimbolos,

Sub(d) =~ C(d,Q) - (2.11)
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Capitulo 3

Topoi

3.1. Topoi: definiciéon y ejemplos

Definiciéon 3.1.1 Un topos elemental es una categoria C que cumple:
(1) C es finitamente completa.

(2) C es finitamente co-completa.

(3) C tiene e:cponenczacwn

() C tzene un’ claszf cador de subobjetos.

: Por el teoremn 2.16.2, la condicién 1 puede ser reemplazada por

i (1’) : c tlene un objeto terminal y tiradores.
y 2 por:
(2') C tiene un objeto inicial y lanzadores.
Ejemplo 3.1.2 Set es un topos. De Lecho, es la motivacion de la deﬁnibién dcv
topos.

Ejemplo 3.1.3 Finset es un topos. Su estructura de topos se hereda de la
estructura de topos de Set.

Ejemplo 3.1.4 Set?, la categoria cuyos objetos son los pares ordenados de
conjuntos y cuyas flechas son los pares ordenados de funciones, es un topos. Su
estructura de topos se obtiene duplicando las construcciones en Set.

En Set?, un objeto terminal es el par ({0}, {0}) de unitarios. Ademds, dadas

dos Set?-flechas
(fyg) : (AYB) - (Ev F)
(h k) : {C, D) — (E, F)
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con codonumo comnin, ‘formmnos los productos fibr 1A= Ey"
:C o Eydeg:B = Fy. kD - F, El tlrador de estas dos’ ﬁechas serd el ;
pa.r dc productos ﬁbmdos ¥ - ; ;

Ejemplo 3.1.5 (Haces) Un haz de conjuntos sobre un conjunto I es un con-
junto de la forma U{A; : i € I'} donde A;NA; = @ parai # j. Ast pues, dado un
congunto de fndices I, se define la categorfa Bn(I) de haces sobre I, en la que
precisamnente, los objetos son los haces sobre I, y las flechas son las funciones
que "preservan clase”, es decir las funciones de la forma f : UA; — UB;, tales
que flA) C B :

Es posible caracterizar alternativamente a los haces sobre un conjunto dado

I, de la siguiente manera: Un haz de conjuntos sobre I es un par 4, f, donde A .

es un conjunto y f : A — I es una funcién. De este modo, A = U{A; :i € T},
donde A; = f~1(i). Una flecha de A, f en B, g es una funcién hi A — B tal ;
que goh = f Es decir, el diagrama: IR TP

A———B

conmuta.
Examinemos la estructura de Bn(T).

1. El obJeto terminal de Bn(I) es el par I,1dy;, porque para cualquler A f
en Bn(I), hay una tnica funcioSn h: A — I tal que Idyo h. i= »f, a saber, -

1.

El tirador de dos Bn(I)-flechas con codomxmo comun f A fA — C, fc y
g: B, fg = C, fc se obtiene formando el producto fibrado AxcB sobre C
(es decir, el tirador en Set) junto con las fu es proyeccién restringidas
al producto fibrado. La funcién j :'A X'¢ B = I.queda obligada por las

1 Aqui denotamos con f{A;] a la imagen de A;'bixjo f.
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- composiciones con’f:

Nécese que dado i G I ;
‘el cundrado : :

es un hrador

2 El ob_]eto inicial de Bn(l) es 0, 'y el con_lunto vacfo Junto con la tnica
,funcxén de @ en I : : .

La: const.uccxén del Ianzador ‘de dos Bn(I)- ﬂechas con. dommlo comiin es ...
andloga a la construccid: del t rado' ,es decu‘, consxste en constru:r un
lzmzador ‘por cada’i €1 R N

3. El objeto exponencial de dos Bn(l)-objetos, A, f B es el conjunto de
funciones de B en A que factorizan a g con respecto a f, es decir, el
conjunto A°% = {k: B — A| g = f ok}, junto con la funcién evaluacién” -
usual de Set. De este modo, dado un Bn(I)-objeto C, A, el producto en
esta categoria de C,h con B, g es el producto fibrado por h y g C . x; B,
junto con la funcién p: C xy B — I dada por p(z,y) = h(z)(= g())

Cx,BEr_B_>B
pre \P 19
I

C— g1
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Bb(l)‘;ﬂeéha‘_r": C,hx
9 tal qile'?x lpgoev =

Sea C,hun Bn(l)-ob_)etoy 7 C th 19 A guna Bn(l) ﬂecha De este":

modo, r:'C Xy B — A'es una funcnén, ¥-se define 1a’funcién 7 : C= A"B C

de la siguiente manera: dada ¢ € C, (c) "B = A es la funcién dada por-
() (x) = r(c, ). Bastard maostrar que r((c, z)) = ev((r(c)) (z)), lo cual L
se cumple por deﬁmcxon i : .

4. El clasiﬁca.dor de subobjetos Q de Bn(I) es un haz de clasificadores, es
decir, el conjunto 2x I, junto con la funcién proyecciénen f pry : 2x1 — I.
La flecha T para este clasificador es la funcién de I (el objeto terminal)
en dudn por

T(E) = (1,3)

vaalmcnte, veamos que Q clasifica subobjetos. Sea & : A, f — B,g una
- flecha mono en’ Bn(I), Sin perder generalidad, podemos suponer que k:
A '—{'B;es una ‘inclusién y que f(x) = g(x) para todo = € A.

Deﬁmremqs la flecha caracteristica de k& como sigue:

e lz) = {(l,g(z)) sizeA

{0, g(z)) en otro caso
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Salta a lu v1sta que el dmgrumu

conmuta, pero ademds es un tirador.

3.2. Gavillas sobre espacios topolégicos

El ejemplo de topos mads relevante para llegar a nuestro objetivo es es el de
las gavillas sobre un espacio topoldgico.

Dado un espacio topolégico (I, ©), una gavilla sobre I es un par {4, f), donde
A es un espacio topolégico y f es un homeomorfismo local de A en I.2 De este
modo, se define Top(l), la categoria de gavillas sobre 7, como la categoria cuyos
objetos son las gavillas sobre I, y dados dos Top(1)-objetos (4, f) y (B, g), una
Top(l)-flecha h de (4, f} en (B, g) es una funcién continua de A en B que hace

que el diagrama
A—*t B
x /
1 .
conmute.

La estructura de topos que tiene Top(I) se descnbe como sxgue

1.7 El objeto terminal de Top(I) es la pareja (I, Id,), puesto: que dado un:

objeto (A, f) de Top(l), la tnica flecha I de (A f) en. (I Id,) que hace

que el diagrama
____—> e ~v kR
I ..

conmute es h = f. Evidentemente, Jdy.es un homeomorﬁsmo local,

2.‘ El ob_leto inicial de Top(l) es el par (ﬂ Z), donde 2 es la funcién vacia
con codominio 7.

2Un homeomorfismo ‘local ‘f : A - I es una funclon contmua tal que para cualquier
punto x € A hay vecindades ablertns v de zyV de f(::) tal que f restringida en U es un
homeomorﬁsmo de UenV,.

[
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El tirador de dos Top(I)-flechas con codominio comiin, digamos F :
(A, f)y = (C, h) y G:(B,g) — (C, h), se obtiene "tirando” F a lo largo de
G y G alolargo de F como flechas en Set, csto es, el tirador de Fy G esel
Top(l)-objeto (Ax; B, L), donde Ax; B = {{z,y) € AxB| f(z) = g(v)}
es el producto fibrado de A con B con la topologia heredada de la topo-
logia producto de A X B, y h: A x; B — [ es el mapeo continuo dado
por: h({z,y)) = f(z) = g(y) que es, por cierto, un homeomorfismo lo-
cal. Obsérvese que las funciones proyeccién restringidas en A x; B son
continuas y abiertas, y hacen que el diagra‘ma:

rrotax s

AxyB————B

: nmr,\x,ql 19

es un diag;arhh 4tir’adv6ij en Top(I).

El ci;isiﬁcndar de 'subobjef:os Q de Top(I) se obtiene mediante una cons-
truccién bastante mds complicada. Sobre © (la coleccién de abiertos de I)
definiremos una relacién de equivalencia por cada punto ¢ € I.

Definicién 3.2..1 Sea i € I. Diremos que dos abiertos U y V en I son
i-equivalentes (U ~; V) si y solo si hay una vecindad abierta W de i para
lacudl UNW =V NW,

La i-equivalencia es una relacién de equivalencia puesto que si las vecinda-
des abiertas W1 y Wa son tales que UNW, = VNW; y VW, = WNW,,
entonces se tiene que U N (W, N Wy) = W N (W; N W),

La clase de i-equivalencia de U ([U];) es llamada el “germen de U en ¢”.
De este modo, se puede definir cada tallo de 1a gavilla clasificadora como
sigue;

Definicion 3.2.2 Sea i € I El tallo de i en Q es el conjunto:

Q; =k{(i,’[U]i‘) :U e o}
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donde U y: V ‘son nb]ertos y. U V Observese que ‘con sta deﬁmcxon,‘ .
- p resulta ser un homeomorﬁsmo local de Q enl.3 Ademas esta topologlm
hace discreto a cualquier tallo sobre I, es decir, a cada Q X

Denotaremos por O;a la colecclon de vecindades de ablertas de z

Observacién 3.2.3 Pam cualqmer abiertoU en I: -
(e) [U)i= [1],‘ siysdlosiielU
(b) I = ©; »

(c) [U]i = [0} si y sdlo sii es separable de U, es decir, si hay una vecmdad

abierta V de i tal que UNV = Q. Equwalentemente, z esta en el N

interior del complemento de U.

Ahora bien, se define la flecha T de Top(l) como. la funcién’ de I en Q'

dada por:.

T =60y :
Obsérvese que T es una funcnén continua’ ya que sil.e © entonces T(U )= ,‘:
{(,, [({}) :ie U} = {(&[Ui):i¢€ U} = [U,U] Y. [U U] es un abxerto (de
hecho bésico) de €2. ]
Sélo resta verificar que nuestra pareja Q, T c]asxﬁque subobjetos En efec—
to, sea h: A, f — B, g una flecha mono en Top(I), es decir, una funcnén,
continua de A en B, tal que el diagrama

A—t . p
\/
e

conmuta. Dado que g es un homeomorfismo local, podemos pensar a A
como un subconjunto abierto de B.4 Definiremos la flecha caracteristica
de h como sigue:

Si z € B, tomamos una vecindad abierta S de z en la que ¢ réstringida
sea un homeomorfismo sobre su imagen. Entonces

xn (=) = (9(x), [9(A N )g(z))

3Dados ¢ € [ y U € 8y, la vecindad (bésica) [U, U] = {{j,{U]);}} de i es homeomorfa a U.
4La imagen de A bajo f es un abierto en' I, y en consecuencia la preimagen bajo g de la -
imagen de A bajo f es un abierto en B y es homeomorfo a A. En afmbolos, g~ (f(A)) = h(A).
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Recuérdese que estamos pensando a A como un subconjunto abierto de
B. Obsérvese que [g(ANS)]y(z) = [{]g() si ¥ solamente si g(x) € g(ANS),
lo cual es equivalente a que x € AN S, y como de cualquier manera (esto
es, independientemente de quien sea S) z € S, basta y sobra que € A.

3.3. Propiedades fundamentales de los topoi

3.3.1. Igualadores y mono

En la seccién 2.12 se vio que el igualador de un par paralelo de flechas es
siempre una flecha mono. En un topos el converso también es cierto.

Teorema 3.3.1 En un topos €, toda flecha monof :a — b es zgualadai‘ de uﬁ
par paralelo de flechas, a saber la flecha caracteristica de f (xy ) y Ty= T o |¢,

Prueba. Sea f : a — b mono. Considérese el siguiente dmgrama o

N7

que conmuta porque el siguiente diagrama

—+ a una flecha tal que
T o], como se muestra

es un tlrado
xroh'= Tboh De este modo de
en el dlagrama :

Dado; que el perfmetro-de
i e —a tal.que io |5}

Prueba. Por el teore :
* ¥ por el teorema2.12.3, todo gua]ador epiesiso. B
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S 3 3 2 Tlradores, coproductos y ep1

es un tirador.

©.3.3.3. Factorizacién cpimono
En Set es posible descomponer una funcién en una funcién suprayectiva (so-

bre su imagen) compuesta con una funcién inyectiva (la inclusién de su imagen).
En un topos £ también es posible hacer esta factorizacién que de hecho es tinica

salvo isomorfismo en la imagen.
Lema 3.3.5 En un topos £, toda flecha f se puede factorizar de la forma f =
imys o f* donde imy es mono.

Prueba. Sea f : a — b una E-flecha. Formemos el lanzador de f consigo misma.
Sean p y q las flechas que se obtienen lanzando f a lo largo de f, como se muestra

en el siguiente diagrama:




L H54,

: Seadmy.: f(a) ) cl lgualndor depy.
(ver teorema 2.12.2). Como'po;
que hace que el dmgmm

conmute [

"Lema336 f(a
siuyv son_tale_s

faéta iza f. Esto es,

conmula, cntar'zcéq‘ﬁ_dy.vunya,‘un ¢’ tal ‘que el diagrama

cann;uta, y de este moc‘ia,"f(a)' un qﬁbbbj"eto‘de c.

Prueba. Dado que v es m
b=t d (ver teorema 3.3, 1). “As

.9of"

Por tanto, el perfmet;ro del,dxagrmna. A

o'.e's el. igualadbr de dos flechas, digamos s,t :

sovou—tovou—tof

conmuta, pero si el cuadrado int: 10 €s un lanzador, se tiene que
hay ‘'unainica ﬂecha h .y ho g =t. Pero entonces:

‘g oims =toimy




conmuta. Esto es, vok

Lema 3. 3. 7 "La‘ ﬂech

Prueba. Apllcmldo :

{EclS CON

FALLA DE ORIGEN

conumta. Como imgoimy. es composicién de flechas mono, ella misma es mono,
de modo que imy- es la inica flecha que hace que imy o imy. C imy. Pero
aplicando el teorema anterior, tenemos que imy C imygoimy., por loque f*(a) =
f(a), asf que la flecha imy. debe ser iso.

Recuérdese que por construccién, la flecha imy. es el igualador del par de
flechas p*,q* definidas por el diagrama lanzador

a—L% fa)
f° q*

f(a)-ﬁ,—,>7‘,

de modo que p*oims- = g*oimy-, pero como imy- es iso,. ténemos Qﬁé pt=q".
:Ahora bien, sean h, k : f(a) = c dos flechas tales que f*oh:= f: *o k. Veamos

que h = k. Como se vio en el parrafo anterior, el lanzador de f * con f *es de la -




56 .. ...l CAPITULO 3.:TOPOI '

forma:

donde p*=g¢",y 'dndb qu'e:"eil ;

conmuta, existe una tinica'flecha'j
se muestra en el mismo dlagrama), d dé
que f*esepi. @ .

—»ctalquegop—hy;op—k(comO'
1 se tiene que. ho= L lo cual prueba

Teorema.3.3.8 En un topos. , b, Hene wia factonzacwn
‘-epimono iy o:f? ia-» f (a).— b sta factorzzacuin es tnica salvo isomorfis-
Crrto: Esto‘ es: sbvodlia i o b és una jactorzzacwn epimono de f entonces

existe una vnica ﬂech(i'k'! tal que el dmgrama

LSRN

[~

" . conmaita, y ademds es iso.

- Prueba. La existencia de la factorizacién estd demostrada por los lemas 3.3.5,
3.3.6'y 3.3.7. El lema 3.3.5 garantiza la existencia y la unicidad de la flecha
k : f(a) — ¢ para la factorizacién epimono vou: a — ¢ — b dada. Ahora bien,
la flecha k es mono porque ity es mono y imy = vok (ver) 2, ademds & es epi
porqué u esepi y u = ko f* (ver) 2. Como k es mono y epi, por el corolario

3.32,kesiso. =
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3.4. La estructura del Clasificador de Subobje-
tos

Sabemos que el clasificador de subobjetos de un Topos al menos tiene un
clemento, esto es, al menos hay una flecha del objeto terminal 1 en 2, a saber,
la flecha T. Sin embargo, también es posible encontrar otro elemento de £2,
tomando la flecha caracteristica del objeto inicial 0. Mostraremos quien es esta o
flecha en el topos Set. O

El conjunto vacio @ es -por vacuidad- subconjunto de cualquier conjunto
dado A. En consecuencia, su funcién caracterfstica es la funcién constante 0 de - .
A en 2. Tomando A = 1, la caracteristica del vacfo respecto al 1 es'‘una ﬁecha}_j
de len 2. . :

Definicién 3.4.1 Fn un topos, la ﬂecha camcterfstzca de un objeto mzcwl como. <
subobjeto del objeto terminal 1, es una flecha de'l en Q, que. denotammos coni .
L. Es decir, L:1—Q ea la _ﬂecha caratensttca la ﬂecha 01 0= 1 S

Esto es, segin eI Q amoma, que 1les Ja inica echa que hace que el cuadrado S

del subconjunfo {0} en2,

> enotaremos con L ala’
flecha caracteristica de 0 como subobjeto de- a, es decu‘, J..z es la umca flecha de
a en © que hace que el cuadrado

es un tirador.
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'Prue‘ba. Veremos que el rectingulo exterior del diagrama;

es un tlrador Por deﬁmcnén de. J. el cua do inferior del diagrama anterior
es un tirador. Respecto al cuadrado supenor, obsérvese en primer lugar que
conmuta, y supongamos que i : ¢ — ay k ‘c — 0 son tales que |0 h =010k,
como se muestra en el dmgrama R

asi pues, hay una tnica flecha de ¢ en 0, a saber k, tal que K = lgok y
h = 04 o k. La primera parte de esta afirmacién no necesita prueba, y para la
segunda considérese que al ser k una flecha de ¢ en 0, resulta ser un isomorfismo
de ¢ en 0 (ver teorema 2.17.2.2) y asi ¢ es un objeto inicial, por lo que . es la
tinica flecha de ¢ en a. Pero como 0, ¢ & : ¢ — a, necesariamente i = 0, 0 k. En
conclusidn, los dos cuadrados, superior e inferior, son tiradores. Por el Corolario
del Lema del Tirador 2.14.4, el rectdngulo exterior es un tirador. m Un topos
es degenerado si todos sus objetos son isomorfos entre si.

Lema 3.4.3 En un topos no degenerado £, T # L.

Prueba. Dado que T = x;, y L = xo,, si T = 1 entonces 1; = 0;, de dénde
1 =0, contradiciendo la no degeneracién de £ =

En el siguiente capftulo haremos una exposicién exhaustiva de la estructura
algebraica del clasificador de subobjetos de un topos.



Capitulo 4

La estructura algebraica del
clasificador de subobjetos

4.1. El dlgebra de valores de verdad en un topos

A continuacién se muestra la estructura algebraica del clasificador de subob-
jetos de un topos. En principio, definiremos algunas ”operaciones” entre valores
de verdad.

Definicion 4.1.1 (Flecha negacién) Se define la flecha neg : Q — Q como lu
flecha caracterfstica de 1., esto es, como la tnica flecha que hace gue el diagrama:

1
—

neg

= — =
9

i

sea un diagrama tirador.

En el topos Set, la flecha neg es la funcién NEG de 2 en 2, que es la
caracteristica del subconjunto {x : NEG(z) = 1} = {0} C 2, pero la inclusién
de {0} en 2 es la funcién L de Set.

e Definicién 4.1.2 (Flecha conjuncién) Se define la flecha con : @ x Q@ — 0
como la caracteristica del producto de flechas (T, T):1 — O :

Esto es, con es la tinica flecha que hace que el diagrama

T,T
(T,T) Q

Q

: con

[T S——
-« X

B a—
T

Q

59




60 CAPﬁPULO4.ESTRUCTURAIﬂﬂ;CLASHUCADOR'

sea un diagrama tirador. : : ;

En la categoria Set, la flecha con es la funcxén CON 2 % 2 — 2 tal que
al vinico par de su dominio que lleva al 1 es el par (1,1), asi que la funcién
conjuncién de Set debe ser la caracteristica del subconjunto {(1, 1)} c2x2,
pero la inclusién de este conjunto es la funcxén producto (T T)

Definicién 4.1.3 (Flecha disyuncién). Se deﬁne la ﬂechu dzs Q % Q — Q
como la flecha caracteristica de lu ttnagen de la ﬂecha coproducto [(Tn, ln) (lg, Tn)]
Q4+0 -0 xQ. .

En Set, la flecha disyuncién debe ser Ia funcnén AQ‘CAi'gqtéri_s ca”

del subconjunto

(1, 1), (1 o, (01)}c2><2»

Nétese que este conjunto s igual a la unién de los’ conjuntos A {(1 1),(1,0)}
y B = {(0,1),(1,1)} Obsérvese que es posible identificar a.A con la funcién
producto {T2,12) : 2 — 2 x 2, que lleva al 1 en el par (1, 1) y.al 0 en el par
{1,0). Andlogamente, B se identifica con la funcién producto {12, T2). Formando
el coproducto con estas funciones obtenemos una flecha f cuyo dominio es la
unién disjunta 2+2 y su codominio es el producto 22 como se muestra enel
diagrama

(]

2—>242<—=2.

U;;\\lt/ﬁgﬂ
" X

3\

es decir, f = [(Ta,12), (12, T2)]. Pero esta ‘f no es una funcién inyectiva, y
por esta razén no podemos considerarla 1 un subobJeto de 2 x 2. Sin embargo,
podernos pasar a la factorizacién epu{lono de f como se muestra en el diagrama

Cagz——— L 99

imy

S ~f('2“’.|'.'2) 7

y asf construir la caracterfstxca. de imy, es decu', DI S serd la 1nica funcién que
hace que el diagrama de funciones B

sea un tirador.
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: Deﬁmcnon 4.1 4 ‘(F“le‘;:ha implicacién) Se define la flecha imp : @ x Q — Q
. ,como da camctenstwa ‘del igualador e :<— € x Q del par paralelo de flechas
piycon: . x Q'=-Q (la primera proyeccidn y la flecha con de la definicidn

4.1.2).

En la categorfa de coxuuntm Set, la funcién implicaciéon JMP : 2 x 2 — 2 debe
ser la flecha caracteristica del orden reflexivo usual de 2, <== {{0,0), (0,1}, (1, 1)}
{{z, y)|CON(z,y) = =} (recuérdese que la funcién CON : 2 x 2 — 2 devuelve
el 'menor de sus argumentos). Asf que la inclusién de < en 2 x 2 es el igualador
“de las funciones con y ;1 (conjuncién y primera proyeccién), ambas con dominio
2 x 2 y codominio 2.

Ejemplo 4.1.5 En la categoria de Haces sobre un conjunto I (ver ejemplo
3.1.5), las flechas de verdad consisten en haces de copias de las flechas de verdad
de Set, esto es, si Q es el clasificador de Bn(I), entonces = U;¢,(2 X ) ¥
neg : Q — Q leva a lu pareja {1,%) en la pareja (NEG(1),7) = (0,7) y a la
pareja {0,i) en la pareja (NEG(0),7) = (1,7). La flecha imp : Q@ x  — Q de
Bn(I) lleva a la pareja (de pares) {(z,i) y {y,i) } en el par (CON(z,y),1). El
resto de las flechas de verdad de Bn(I) se construyen de manera semejante.

4.2. Algebra de subobjetos

En esta seccién estudiarcmos el dlgebra de subobjetos en un topos, exami-
nando su estructura a la luz de la estructura que tienen las familias de subcon-
juntos de un conjunto dado, es decir, de la estructura booleana de las dlgebras
de conjuntos. Asfi pues, definiremos las operaciones entre subobjetos e inten-
taremos extraer las propiedades relacionadas con las propiedades boolenas del
dlgebra de subobjetos de la categorfa de conjuntos Set.

Observacion 4.2.1 Sean A, B y D conjuntos, con A y B subconjuntos de D,
.y con funciones caracteristicas x4 y X respectivamente. entonces:

1. XD-A=TCg 9 XA
’X.vAnB =con o (xa,xs)
XAUB =diso (xa,xn)

Prueba. Para xz € D, si xp-a(z) = 1l entonces t € D — A, por loque z ¢ A
y-en consecuencia x4(x) = 0. Por tanto, neg o xa(z) = 1 = xp—a(z). Pero si
xp-a{z) =0, entonces = ¢ D — A, por lo que € A y en consecuencia xa(x) =
0. Por tanto, neg o xa(z) = 0 = xp-a(z). Visto que ambas funciones xp-4 ¥
negoxa coinciden en dominio codominio y regla, se tiene que xp—4 = negoxa.
Las pruebas de las afirmaciones restantes son similares, usando las definiciones
de N, con, Uy dis. = I

1Nétese que para que el par de pares (z.:) y (o z) pertenezcn a 2 x Q es necesario que
ambos pares tengan el imismo {ndice.
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Deﬁmc:on 4. 2 2 Sean £ un topas yd un &-objeto.

R Complemento relatwo Dado un subobjeto f :a — d ded, un complemcnta
~de’ f relativo a d es el subobjeto — f:~a — d cuya flecha caracterisiica es
neg o xys. Esto es, —f es una flecha que hace que el diagrama

-

—_ —>

.}

d
lncqox,

_—>Q

sea un tirador.

2. Interseccion. Dados dos subob]etas f —-dygib— dded, una
interseccidn de f .y gy denotada.' por-fNg:ianb— d es un subobjeto de d
cuya flecha camctemtwa es E‘sto es, fy se obtiene tirando
T alo. largo de cono (xf tra en ‘el siguiente diagrama:

Unién.- Dados, do. t'b— d de d, una unidn de

sea un diagrama tirador.

Obsérvese que por definicién, dos complementos de un mismo subobjeto son
isomorfos, puesto que se obtienen mediante el tirador de un mismo diagrama.
En consecuencia, podemos decir que "el complemento” de un subobjeto, es
la coleccién de sus complementos, La sxtuacxon es andloga en la unién y la
interseccién de subobjetos.

Interseccién

Teorema 4.2.3 La interseccion de dos subobjetos f :a - dyg:b—d ded
es la mayor cota inferior de f y g. Estoes, fNg C f, fNg C g, y dado un
subobjeto h:c —d ded conh C f yhCg, setiene queh C fO g.
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AreN0s que el tirador

Prueba. Sum S
umv rsal de los tiradores,

“formado por:f 'y g es fNg,
fNgesla Inayor cota mfenor de
; Supongmnos que el diagraina

(4.1)
es un tirador, de donde se tiene qu
T (4.2)
Mostraremos qug el
‘tamb)én es un tlrad
(XJ:X§5.° ,o’r teorema 2.11.2 T (4.3) -
L . ‘ (4.4)
‘Tfpor asociatividad (4.5)- .
‘por 2 — axioma (4.6)
‘por asociatividad 4.7)
‘porque 1 ¢s objeto terminal (4.8)
““por teorema 2.11.2 (4.9)

ue (xf, Xg) © h= (T, T) or. Por definicién
ﬂecha de een 1 (r =l.), y asi, supondremos

= (T, Tyel,

: (x;.x;a)‘
e : n x Q
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f-e > ¢ tal que

per(_i por.l pr

lo cual’ prucha qu

coiﬁnﬁtan y-por:tanto
y h= q 2) kz Pr
del dlagrama

hay.una’ umca ﬂech ‘que glok = I\,l y flo k= kg Observe que
esta ﬁecha ke es 1

: ‘oo k| se tiene que
I de modo que g ok ky ¥ f'ok''=ka, por las .
or ln umcxdad de k con respecto a las identidades
‘k‘ : : .

umc1dades de ki y kz.' Per
anteriores, se tlene que k'
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€s un tlrador, puesto que los cuadrados mterloreq son tlrddoroa ‘Por. esta raz o -
‘a’s2 fNg. Ahora bien, « € f y a C g son consecuencnas ‘inmediatas de quéces’
el tiradorde fy g (de hecho las flechas f'y ¢’ lo nthtlgunn al’ ser: mono por el:
lema 2.14.5). o

- Ahora mostraremos que a es la mayor cota mferxor de fyg. Sea t m — d REIAEY
una flecha tal que t € f y t C g. Por definicién, esto sucede porque hay dos
flechas mono ¢y : 1 — ay iz :m — btalesquet =110 fyt=t30g, csdecir,
el exterior del diagrama ' [ R

es, y ademads

lo cual prueBa ciue td(;‘s subob tci)‘"de‘ [+ 3N ]

Unidn :
A continuacién mostraremos que la unién de dos flechas f y g es la menor
cota superior de éstas, pero antes serd necesario probar un par de resultados.

Lema 4.2.4 Si el diagrama

es un tirador, entonces hay una flecha h : f(a) — g(c) que hace que el cuadrado

derecho del diagrama
I"l,

:[—’»f( @)= ],
et 'g(c)' g

sea un tirador.



dmgrmna

sea un tirador. Por el lema 2.14.5, la flecha i es mono. Dado que el exterior. del
" diagrama conmuta y el cuadrado derecho es un tirador, se tiene la existencia de
la flecha f' : @ — e que es tal que f = io f'. Por hipétesis, el rectdngulo exterior
es tirador, asi que por la segunda parte del lema del tirador 2.14.3, el cuadrado
izquierdo también es un tirador. Como los tiradores preservan flechas epi (ver
lema 3.3.3), tenemos que i o f' : a —» ¢ — b es una factorizacién epimono de f.
Asf que por el teorema 3.3.8 hay una umca flecha iso k fla) — e que hace que
el diagrama o
i

'conmute anxe do I : 'hko k ‘tenemos la ﬂecha buscada. @

;Lema 4, 2. 5 Dados das subobjetas defia— d yg:b— dded, la flecha a =
imyr.g), la zmagen de’la’ flecha coproducto [f,g} : a + b — ¢, tiene caracterfstica

~.diso (x,,xg) E‘sto e, Xa = Xfug ¥ €n consecuencie, o =~ fUg y hay una

factonzacwn epzmono de'la forma:

a+b—-———>”‘”] d

£0). En prime “lkligk
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* . conmuta. -
) "Ahdrix, SUPONGARMOS. que hite >, d y l.. e Q son ﬂechas tales que el
extenor del dxag‘rmna SRR : .

dec1r que los dxagramas

c

lnolcl

-1

* conmutan. Pdf el Q-axioma, existe una inica flecha i : ¢ —atalque foi=h.

', Ademds, el diagrama derecho muestra que k.= x40 h = (x40 f) o i, lo cual

- “concluye la prueba de que el cuadrado izquierdo del diagrama 4.10 es un tirador
" (de hecho, ambos cuadrados son tiradores).

‘Ahora bien, dado que los coproductos preservan tiradores (lema 3.3.4), te-
nemos que el diagrama

{/.9]

a+bh——m—m—m>d
l(xz.x,,)
Q-

(xnof)+(>u°g)l
d(Tn-ln) (1n.Tn)l.1
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es un tlmdor Obtemendo las factonzucxones epunono correspondlentcs
H-g ‘ - ;
at+b—mc—t—s g -
1 1'1 : u'l(Xh’Xv)
Q+Q—w e x QT

l(Tn.ln) (ln‘ !;)] ; o

reunimos Ias hlpétesxs del lema antenor (4 4) :

ast rgsulta due el cuadrado

‘es un tn‘ador, donde las ﬂechas aeison las i iméagenes de las flechas [f,g] y

[(Taila) {(1a, Ta)l, respectlvamente Observe que por definicién, justamente
esta flecha es aquella cuya camctenstlca es la flecha dis : 2 x  — Q, es decir,
el dmgmma : : .

el rectdngulo
do al n’ﬁéio de
esta seccnon o

de d.. Lo ﬂecha

fUg es la menor cot S:fUgy pare
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‘se muestra’ que

puesto que ambas (f y g) se factoruan a tra.ves de f Ug Sea h: e — duna flecha
mono tal que f € h'y g C h. De este modo, existen flechas h, :a = cyhy: b— ¢
tales que f = hoh,y g = hohy. Asf pues, [f,g] = [ho ks, hohs) = holh,, Iy
Reemplazando a [hg, k] por su factorizacién epimone a -+ b I
mostramos a [f, g] como una composicién de la forma:

a+b-ome—tae by

- donde se muestra que j y koh forman una factorizacién epimono de [fUg] pero
como las factorizaciones epimono son tnicas salvo isomorfismo (ver 3.3. 8) hay
una flecha iso u : a Ub — e que hace que ¢l diagrama

a+b e

";aLﬁb‘-'. 0

ngCh [ ]

Corolario 4.2.7 En un topas 8, para cualqm rE-obJ i
de clases de equivalencia de subob]etos es umz nett‘cula, enel sent ido’ de la. deﬁ- _

nicion 1.4.3.

Mayor y menor )
Ahora veremos que Sub(d) tiene elementos niayor y menor.

Teorema 4.2.8 Para cualquier subobjeto f:a—d ded, 04 C f y f C 14.
Prueba. 03 = foO, y f=1lgof. m ’

Seudocomplementacién

Bastarfa probar qlie' Sub(d) es una retfcula complementada y distributiva
para concluir que es un dlgebra de Boole. Sin embargo no sera posible verificarlo
por la sencilla razén de que no es cierto. '

5 N SALE

TR NS R

T TV T g
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Ejemplo 4.2.9 Considervinos el topos de gavillas sobre la recta real con su to-
pologta usual Top(R) (ver seccion 3.2). Considérese también la gavilla (R, Idg),
que es de hecho, el objeto terminal de Top(R). La gavilla F = {(0, 00), ¢(gc0))
(el segmento final ¢ partir del 0 con su inclusidn) es un subobjeto de (R, Idr),
como lo atestigua la Top(R )-flecha inclusion i o0y Mmisma. El candidato ideal
para ser complemento de G es la "gavilla” {(—00,0],i(—c0,0)), Pero resulta ser
que ésta no es una gavilla, puesto que la inclusidn del segmento inicial impropio
(~00,0] no es un homeomorfismo local?, ast que se propone como complemento
a la gaville I = {{~00,0),%(~00,0)) formnada por el segmento inicisl de 0 con su
inclusion. Verifiquemos que el segmento inicial es (al menos) un seudocornple-
mento del segmento final de 0 con su inclusion.

En principio, estos subobjetos son ajenos puesto gue la dnicas flechas f y g
que hacen conmutar el diagrama de funciones

(0,00)

i(0,00)

e
X i(~o0,0)

R

(_°°1 0)

son f = 0g,00) ¥ 9 = O(—00,0), la5 funciones vacias con los codomnionios conve-
nientes, asi que el objeto inicial de nuestra gavilla es la tinica cota inferior de
nuestros subobjetos, es decir, el infimo de nuestros subobjetos es justamente el
elemmento menor de la reticula. B

Por otro lado, para que un subobjeto G : {(a, f) — (R, IdRr) sea ajeno ¢ F, .
es necesario que el tirador formado por (a, f) y ((0,00),i(0,00)), S€a el objeto -
inicial, que en Top(R) es el espacio vacio con la funcidn wvacta. En’ conclu-
sidn, un subobjeto ajeno a nuestro subobjeto F, es una flecha cuya imagen (bajo
Jactorizacidn epimono) debe ser un conjunto abierto y ajeno a (0,00) con su.in-
cluision. En otros términes, G debiera ser subobjeto de I = {(—00,0),i(—c0,0))-
Esto prueba que I es el seudocomplemento de F.

Sin embargo, el supremo de F e I no es el objeto terminal (R, Idr) puesto
que ambos subobjetos son a su vez subobjetos de R—{0} con su inclusidn. Asique
el supremo de estos subobjetos F e I definitivamente no es el objeto terminal.

El hecho de que un subobjeto de un objeto dado no tenga complemento,
pero sf seudocomplemento no es ninguna casualidad. Mds ain, la reticula de
subobjetos de un objeto de un topos siempre tiene seudocomplementos relativos
para cada par de subobjetos.

Definicién 4.2.10 (seudocomplementacidn relativa) Dados dos subobje-
tos f :a —d, g: b — d de d, se define un secudocomnplemento de f relativo

2Basta fijarse en las vecindades de 0 para verificarlo.
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son tiradores. Ademas, por el Q-axloma los cuadrados inferiores también lo son.

En consecuencia, por el corolario del Lema del Tirador, los rectangulos exteriores
son tiradores, y nuevamente por el Q-axioma, Xf oh = Xa, ¥ Xg ©h = Xh,.

Asf pues, xyoh = xg oh siy sélo si h1 = ha. Pero esta ultima condicion se
_ verifica si y sélo si existe una flecha iso k tal que k) o k = ho. De este modo,
hohiok = ho hy, por lo que hay una flecha iso k tal que (fNh)ok=gnNkh,
lo cual es equivalente a f M h =~ g N h. Para la segunda parte, basta recordar
que X;Nxn = Xsnh Y Xg O Xh = Xgnh- Asf que x5 N xr = Xg NXn si y s6lo si
Xfoh = Xgnh,Siyslosi fNh~gnh. =

Corolario 4.2.12 fNh C g si y sélo 8i xgngoh = xsoh

Prueba. Por una propiedad de las reticulas, fNh C gsiysdlosi (fNh)Ng =
f Nk, pero esto es equivalente a la condicién (fNg)Nh =~ fN Ak, lo cual, por el
lema anterior, es equivalente a la condicién xyngoh = Xxs0h. &
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solo si fﬁh‘ c g Y

es un tirador, por definicién de f = g. El cuadrado inferior también es un
tirador, por definicién de imnp. Por el Lema del Tirador, el cuadrado superior es
un tirador, donde j es la tinica flecha que lo hace conmutar (ver detalles en la
prueba del Lema del Tirador). Sea & ;: ¢ — d un subobjetode dcon b C (f = g).
En consecuencia, hay una flecha k& : ¢ — (a = b) tal que h = (f = g)ok. Esta
flecha k, hace conmutar el diagrama

c

kl\
J=>g

La=pb———>d

,Para mostrar el convers supongamos que f Nh C g. Por el argumento anterior,
- esto implica que No{Xf; Xg)ok = prio(x s, Xg)oh. Pero por la propiedad universal

del igualador,’ (x 15 )Eg) o h se debe factorizar a traves de la flecha igualador e,
esto %, hay una umca ﬂecha r:c —< tal que el diagrama

uc’

S wx,)nh
rio
Y n

e A X el y)
pry
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conmuta. Por esta razén, el exterior'del diagrama- ... -

“conmuta. Pero co
k'c—o(a=>b), la cual

".'Prueba. 'I‘rwml, por el teorema antenor y por que f => g Cf=g m

Conclusién

Es el momento de reunir los resultados de esta seccién, donde se muestran las
propiedades de las operaciones entre subobjetos, para establecer la naturaleza
de la estructura del clasificador de subobjetos de un Topos.

Corolario 4.2.15 (Teorema Principal) 3 En cualquier topos £ y para cual-
quier £ objeto d, Sub(d) es una reticula relativamente seudocomplementada y
distributiva, es decir, un dlgebra de Heyting.

Prueba. La prueba se da a lo largo de esta seccién. Lo tnico que falta demostrar
es que f => g es el mayor (salvo isomorfismo) subobjeto de d cuya interseccién
con f estd contenida en g, esto es, que (f = g) N f € g (corolario anterior) y
para cualquier / subobjeto de d con kN f C g se tiene que h C f = g, lo cual
es parte del lema 4.2.13. =

El presente resultado se plantea como principal porque hace ver claramente
que la estructura del clasificador de subobjetos obedece a una légica subyacente
de tipo intuicionista, hay que recordar que la validez intuicionista es justamente
la validez en dlgebras de Heyting.

Corolario 4.2.16 Sub(1), la coleccion de subobjetos del objeto terminal 1 es
un dlgebra de Ileyting.

Corolario 4.2.17 &£ (l Q), la colecczon de E-flechas de 1 en QQ es un dlgebra de
Heyting.

3No es el caso que este teoremn sea conomdo'con el nombre que aqui se le asigna. La razén
por la que sc le he llnmudo de este 'modo’ es porque en este trabajo de tesis representa el
ob]etxvo prmcipal
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Prueba. Al final del capitulo-3 se mostré una biyecién entre las clases de su-

bobjetos de cualquier objeto d y las flechas de d en §2, dada de tal manera que a - o

una clase de subobjetos [f] a la que pertenece el subobjeto f de d, se le asocia
la flecha caracterfstica de f. Nétese que bajo esta asignacion:

[f] —xs
[f Ng] +—cono(xs,xqg)
[fUgl v—diso{xs,Xq)
[f = g] =—impo (X1 Xg)
[01] '—'J-

Lo cual prueba que la bxyecmon, es de hecho un 1somorﬁsmo de algebras de
Heytmg . :

Deﬁmcnon 4.2.18 Sea E un topos ‘Una -aszgnaczdn v para un lengua]e pm—
posicional P es una asingnacién que lleva a cada letra proposicional de P en un
elemento del clasificador de subobjetos de £, €s decir, una flecha de 1-en 2. Una
E- aszgnacwn se ea:tzende a laa formulas dcl lengua]e P de la siguiente manera:

- ‘(—|A) =nego v‘(A)

(A A B) = con o (v (A),v*(BJ)

e U(AVB) = diso (e (Av(B) ‘
4- v (A—bB) ==> o(v*(A),v (B))

Observe que una Set asignacién es esencmhnente una tabla de verdad, pues
es una 2-asignacién. El ejemplo 4.2.9 muestra que la ley del tercero exclufdo
‘(P V —P) no es Top(R) vilida. - .

Definicién 4.2.19 Una férmula es topm-ualzdu siy. sdélo s vdliaa en todo
topos. el

Como consecuencia del teorema principal (4.2.15); e el siguiente re-
sultado, concerniente a la 16gica subyacente a los topoi e]ementzilés

Teorema 4.2.20 Una férmula pmpostcwnal A es topm-ualzda si y sdlo si es
vdlida en el sentido intuicionista.

Prueba. El teorema principal muestra que el clasificador de subobjetos de cual-
quier topos tiene estructura de dlgebra de Heyting, y como la validez en dlgebras
de Heyting coincide con la validez intuicionista, se tiene el resultado. ®
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