
mi 
~ 

UNIVERSIDAD NACJONAL AUTÓNOMA DE L / 
MEXICO ~ 

FACULTAD DE CIENCIAS 

"SOBRE LA INVARIANCIA DE ESCALA EN 
ECOSISTEMAS" 

T E s s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE 

FISICO 
p R E S E N T A 

DANIELlHERNÁNDE~TUM0PFHAUSER 

DIRECTOR DE TESIS: 
DR. JOSE·LEONEL TORRES HERNÁNOEZ 

2003 

' 'T '.ESIS CON l 
FALLA DE ORIGEN~ 

PACULT:\:J L , "_ ~CIAS 
SECCiü;: L "OLAR ----



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



DRA. MARfA DE LOURDES ESTEVA PERALTA 
Jefa de la División de Estudios Profesionales de la 
Facultad de Ciencias 
Presente 

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito: 
"SOBRE LA INVl\RIANCIA DE ESCALA EN ECOSISTEMAS" 

realizado por Hernández Stumpfhauser Dantel ·,con número de cuenta 097583004 

quién cubrló los créditos de la carrera de Física. 

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorto. 

Atentamente 

Director de Tesis 
Propietario 

Propletaria°r. José Leonel Torres llernández 

~. en c. Alici.a Zarzosa Pérez 
.Propietario 
' Dr.a. Clara Esqui.ve\. Huesca 

Suplente Dr. Carlos Vi llar real Lujan 

Suplente Dra. Clara Garza Hume 

J-: ~(-)¡.~ -, 
~¿;_~._..c....._.,_ ~ .. ~L.~l4t ~:...·N·c 

~ é--~~ \w'>. ....._,:\\e---< •· \ 

Consejo Departamental de F':.~i.~a : -':: 

·:::---,r (' ·- l°' ' 
~°(tl.1',!.0l¡\'- J~ ¡t~.lt.c·y, ~ '\,. - ,_ 

DRii. PATR(C1' OOLDS'PEIN MENJICHE ' 
Coordinadora de Ltcenciatura 



Agradecimientos: 

Agradezco a mi mamá y a mi papá por su ejemplo, su comprensión y por el apoyo 
incondicional que siempre me han brindado. 

A mis hermanos Víctor y Manuel por ser la neta de hermanos. 
A Xóchitl, por su paciencia, apoyo y amor para 'conmigo. 

A mis sinodales, en especial al Dr. José-Leonel Torres. 



ÍNDICE 

Resumen 

Introducción 

Capítulo 1 
Preliminares. 
Conexión entre alometrlas y catástrofes. 

Capítulo 2 
Aplicación biológica. 
2.1 El caso con dos alometrías simultáneas. 

Construcción de la catástrofe biológica para un sistema 
de dos alometrías. 

2.2 El caso con tres alometrías simultáneas. . 
Construcción de la catástrofe biológica para un sistema 
de tres alometrías. · 

Conclusiones 

Referencias 

2 

3 

9 
9 
11 

18 
18 
19 

22 
26 

32 

37 

39 



RESUMEN 

El propósito de.'est~_tesls'es~xte~der untr~baj~previo [J-L Torres, Bio-
.-:.- (: .. ~ ' .. 

logical power law~aJidparwin'sprin~iple, JoumalofTh~.ºretical Biology 209 

(2001) ·PP·.· .J23~~~A7~~1~~·,er~~º~~~:j:~~~t~'.~~:.~~~jtJ~.~;i:i~~es . en· ~is temas 

ecológicos;: que ,:~i(el estado;estacionarioisatisfacen; ometf!as"•··. (del griego 

alas (dif;;eJi~i.a)t~~if~~{~~~~~)'jÍ\~i~·'i~~t~~lJ~i~J~. ~~~~~W~sde la forma 

y = Ax'\· con:;unesen f!~ica 'y'e~ 0 bi~l~~!~; ~~: cibi;de '¡¡ /'x ~~ri· ~iopÍ~dades de 
,, ·;·:(>:,. . ~'.~>·' •;' 

un sistema: dado y A., °' son cor{stiuite~: don 'base en un~ prerÍíi!la. bi~lÓgi~a de . ' . -. , ~ . . ·. . ' - .,,. . " 

máxima adaptabilidad, en el ~ap!tul~ 1 ;e incluyen algunos t~or~rli~~·~ób~e las 

formás matemáticas que describen sistemas gradientes o newtonianos enÍJstados 

estacionarios, en la vecinc:J.ad de puntos críticos degenerados de ciertas'fu~ciones 

canónicas, llamadas .cica:táStrofes" por el matemático René Thom, su .desc!lbri~ 

. dor .. En él capítulo 2 se lÍ~c~ una conexión entre dichas formas canóni~as y 18l3 

funciones que. describen a un sistema particular con tres alometr!as, observadas 

en mamíferos herbívoros. 
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INTRODUCCIÓN 

El contexto del presente trabajo es el de la aplicación de conceptos y técnicas 

matemáticas en biología. Su tema específico es la descripción de sistemas y pro-

cesas biológicos a través de propiedades topológicas de las funciones utilizadas 

para estudiarlos.· En este sentido su antecedente filosófico y matemático más cer-

cano es la obra c!ál!ica de. D,'Arcy Thompson (D 'Arcy W. Tho~pson, On Growth 
'~-··~ > ·:;:~ 

and Form,'DoV~r pfo,úc'ations, New York, 1992). Otro ~tecedente cercano lo 
" ... - ,. ·-,.:.~~·:····.);·,- .' ·:.·'-

constituye ~Úib~o de Rene Thom (R. Thom, Struct\;ral St~~ility and Morpho

genesis; Peiseus Publishing, 1989). Considerablelhe~~e ~;nor esla conexión del 

trabajo con· 1as ot~as dos grandes vertientes de· 1~' ·m~i~~~fü!irbl~lógicas (o 
: ·. . • __ ,º . , . :./::~~\11~:.~(§;~~t:t;x~?L-:~:.'.:-~- <:·. 

biología ·matemática), representadas respectivamente podas :métodos· estadísti-
- · ~- ••. , •. _ _:_:--:1~ :·<·~-'.:~¡~/-~<;~~-:~~~-'.~~-:.:f.r~t~~~;{:i.~>-~::)-; ·_: .. ~ 

cos inaugurados por R.A.Fisher (1890,1962) y KarlP~arsori,(1857,1936),y por 

los métodos dinámicos (basados en ecuaciones dif~;~~~t1i~~~~rffÍ~~~~J ·~ · p::.tir 
','"•'";_:_-" :-~·-:•:,_~.<;_;..-~:'./e' ·J:• 

del trabajo .de Vito Volterra (1860,1940), y otro~ (cr.'\;~H~j~ni¡;1~'y.'vblterra, 

Fluctuatioris: in 't~e.abundance of a species considered mathematically. Nature, 

vol 118;pp:5ss:56~;:1926) .. 
Las "alometfías" i relaciones funcionales de la forma y = Ax" (con y y x 

propied:d~d~·~sistcma dado y A,a constantes), son conspicuas enlabio-

logía y constituyen un vehículo prometedor para sustanciar la esperanza de la 

macroecología (2], de identificar una escala o un contexto donde los sistemas 

ecológicos son descritos por un conjunto pequeño de atributos globales (di-

versidad y abundancia de especies, gradientes de diversidad, distribución del 

tamaño corporal, rango geográfico, etc.), a través de patrones estadísticos que 

3 



' ·. ' 
' ' __ , -. -

se mantienen 'a pesar del !uidddebÍdo a contingencias'.: 

EntendéréJl1~(por,si~t;~~'a,eoológico o eC:ósistemaJal sisteltla formado por 

dos elem~nt6~. •~o bÚ()Ó~icoJ, otr'c) físico: El '~lement~ biológico . corresp~nde a 
' . ., . ' . , '" ·'~-- . . ,~;J-

~±,~i~t~~~li~t~t~~~~~~·l::::·: 
utilizarán ·c1ertas.itlometrías•que cumplen:los~marilíferos.primar1os.(herbívoros). 

·~-.- .. -.·.-~~1y~;-~;.f;:f{}~·~f:tA:~=\!P:t:-:\\~·:::~~.-.--.". -~· - ._. _.-... ,>:'"':- : . . . ,. __ ·-·. - . 
La primera de 'ellas es la' relación que existe entre la media de la densidad de 

poblacióri;n~:·:{~~~~Jii<J~'. l~masa individual adulta [3]: logn ~ -0.75logm + 
;.:-

4.23, lo é~at~ci~)lew a la siguiente alometr!a n = Am-0·75 donde A es una 
•' ' 

constante: pe manera similar se encontró que la tasa de consumo de los recursos 

de los herbívoros se escala aproximadamente como la potencia ~ de la media 

de la masa individual adulta [4, 7]. Finalmente añadimos una alometría que 
.. . -· 

rela~ion8. á.l tiempo de vida con la masa, obteniendciel c~nJunto, 

n - Am"'' 

q Bm"'• 

r (1) 

donde m. es la media. de· la masa individual adulta, n es la media de la 

densidad de población, q es la tasa individual de consumo de recursos y r el 

tiempo promedio de vida¡ los valores experimentales de los exponentes a 1, a 2 , ..__ 
0:3, son aproximadamente 43

, ~. ~ respectivamente. Todas las cantidades son 

supuestas adimensionales. 
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Es nuestra mte~ciÓn ~onstruir, basados en un á.rg~mento biológico que des

cribiremos. ll{11s ~ciel!inte [1), una furicióna pfil:tir de I!l.5 ¿¡()ffiétr!85 11.riteriores, 

que sumi~istre Jllforniación sobre la susc~ptibilidad i:perturbacio~es dei sis-

tema bajo consideracióri, sutiempo cÍ~ resbi~~~:¡ ~te ;;~rt~~~!~f~~~~ ~.~i~l~sde 
histéresis, Y. que· permita la. i~~IT~iS~2:~1;~~.if ;<~~~f t~~~~~~[f ;.~~*~~0qig:··.(º~de 
ocurran cambios repentinos,. aiiálogó a tas·,trarisiéiones'.de fase en sistemas físicos. 

. . .: , : .·:. -.:, ... · .... -:S} ... : .. :·-:{:·>·\;~~~< ::y:¡t~?illtB~·: .. ~::~f~;,~·~;~;~~~it~7!j{!~{f'~~~~·f~_:::.~;:~it~~~t!.~;·.:~.}~;i:F:· .. y;·f ·o " ..... 

Esta información se obtiene de las propiedádesJo¡)Ológiéas ae dicha función; 
· •• ·.1 • .- :~·< :~~;-~{r,,· .·: \t·~~~:~'.~~\~~~_:g:f;-:~::·~?4~·:_', -~;"~1~~-1-:f-~·:;~~'. -~'.!~·~$~ ,~ : '·.:,:~: ····:,· _,,_. 

la cual pertenece a una de las formas canónicáS llamadas ·catástrofes por René 
.. · · .,.·.;-::.: -, .: ;~.:~\H'.?~} /Y:1<!X~~'.:Jl.:?~i~K:¡'.;¡}\\:~~¡~~;_l~~ _;;~:_:~1?~~:-~:~~-~~i-:.t,}~::·: __ :,\~·~~~:;.< ~~;-::'.~~ /1.~·~ ·, . ..:' :·: \: , _· :..:· -~. 

Thom [10) .•.. ~rigin~Illerit¡¡,}Théilll ''usó: estas' for~as ;cailónic~ parn.iestudiar 

lt~!2~~~~~~~~~~~~·~!~j~&!&._ .. 
:: ·,, '.~:·:,·,:::;;~ 0 

•• h:-\::.~ .. :n :-:, :"'":»-;;t.,'•";·~~;:' :~.~~~~' ':".···~~:· :: .?•;'.,. ( ·:~ .... ·.-;:_;~:, :. ", :• •>:·--~;'.'.--~·: ... :--·~" : ·'.'.•C.. ,' • • ' 
sicion~s .de fasee~ la física,·usandola.adáptabilida~ comoull crit~d~ de .mérito 

::::~.;~~~~f~i~fü~1~1~·it~~~0~r~ 
ambientales; f~·~eiliié:gs.~ii téi;}irió~ d~·la 'riqueza t;)p~l~;¡~~ de JI!. eatáStrofe 

asociada 11.f siste;i;a',;;~~~¡¿:~2~~¡~:;:os de la cantidad de mínimos locales.a los 
' '': .' .. ~'.- "·~ .. · ..... ,' \;.~.':- <· ,." .. ".. . · .. -. '. 

un sistéma. qué;J~upa ;k:mínimo local degenerado, el cual se despliega después 

.de .uria pert~rb~~l~~; cl~ñdblii la posibilidad al sistema de ocupar dos nuevos 
,·<, ·;· :-· _,.:.·· 
·",·.; 

mínimos .. 

. ComO.antece~~Üte, mencionaremos que la interpretación de "alometrías" en 
- -._ ... ......... ;,_;:.-·· 

la física en tér~ln~s de invariancia de escala, resultó ser un ingrediente central 

en la teoría contemporánea de transiciones de fase y fenómenos críticos en equi-
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Figure 1: Una perturbación hace que el mínimo local degenerado se despliegue, 
dándole la posibilidad al sistema de ocupar dos nuevos mínimos locales. El 
punto negro indica un punto crític~ degenerado. 

librio. Las alometrÍÍis • f Ü~~Óri'o~te~id~ en· ff~ic/:l de• unaº energía libre invariante 
.:··;:: .. ~.-'.' ,-,/'.;::,', '.··:·-.·.:.r·:'- ·>,:: ;:::·'. ·-~ ., .. , ~, 

de escala, .qÜese~lc.ulÓ a'suvez·d~~afunciÓ~·~e·~~tición, cuya invarian-

::. :~i:f :::::~E~7~~~~®::",:~~ 
de Ginzburg~Landau de transiciones de i~~a~'i~~~~~~ orden, que permite el 

.· . '-:-' :;,,,,· . ./' .. "''.,:;<::.::: .. '.': 

cálculo de cliscontinuidades de ciertas d~tid~cl~~ ii~'moclinámieas durante una 
. :::·:.!.· -~;:~;~;¿._':~;i~~~:,.-,~· ' 

transición de fase, a partir del estudio cÍ~ ia:Jaried~d-. ~~íÚcl:l de la energía libre 

: :::::;·:;;~~t~!~í~;lf.~~:~::j:d::: 
temperatura de Curie, obteriida de la energía liore.de'Girizburg-Landau para un 

.-.\~_. .. : _::: :r::.: ~~::?\'. ;~;;<~·,;-~~AI~)J ~~;~~r ;~~~~;~)~~-~:?.A~;;-_:::.r~~~/;~1~:t:~:;ffr{~~t~:;~n:~t? · .. :::: ~-. 
sistema quee8 paramag'ijético por;iliriba:de'i;s~a,tell,íperatura. (9];· Esta energía 

• . • .;-· _;: !-.. ~~:~--~-~~~~.;~:~~::.::r;~;:~::'.;:1i{¡~~:t~~~~\~i~é_'.'.~~·i--;~~;'.~~,. :t:w: "· .. ~~?~::~·/}~'.t:;·,~~{º}'.:::f ::.:_ .~:,·.> .'::·.,, 
libre permi,te,el éálcülo',del salto mené:ionado en la magnetización, a través de un 

míniino:d~ie~~;iJJ}:~¿'.~i~0fi~~f~~ma en dos nuevos mínimos para el sistema 

(y un máxirl1~,~~-~t~~ ·~1Ü~). cuando la temperatura cae por debajo de la tem-
- ,.,._·,~,,,, ~ ~ ., ¡ 

peraturade"Curie:'TaIDbién permite el cálculo de la susceptibilidad magnética, 
·.. -r·.:!f', 

que diverges_eg~n una alometría cerca de esta temperatura. La energía libre de 

Ginzburg-Landau ( V(x¡ a) = ~x4 + ~ax2 ) es un caso particular de la catástrofe 
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cúspide (V(x¡ a, b) = li:4 + J?-x2 + bx) ~on b= O, así qu~ las leyes de potencia 

y las catástrofes juegan im papel~o~plem.imtári~ ~nel estu~io ele tr~nsiciones 

de fase. Las primeras se asocian,co~'ln f:l"atamienti ~e ~ecáriic~ ~~·t¡dísticay 
las segundas con un :st~~o t~r~()~~:n:i~~ ¡~Í si~t~~:.~,\; :·;f.¡.·.,L .; ': 

-,.;.:: :;~<·;,_·, -:;,;,, ·¡::~·:;..->·· '1f•.>" :f'- :~ ·-'" ,"<? ... ·-:: :.;':· ·: :.·-' 

... Div~~~~~·~1:~~\~~;~F~~\ ~f ~!~~~~~~!~0 ~~~;·'t~frt~f a,~~~~J~~~~1· tt'.t:~f~-~~es •. de. 
buen.diseñ()·en\e~sentidO;·narwiniano:y·Esipor:esto'que\atra".és'.denuestro 

requ~ri#~n+.~i~~~~~~~~t~;~~~~~Y~~~'~f ~B;~\ti~ffi~r.i;~?~~~:·citS~rof~s, 
. que 'son.polinomiós•dependientesdé',dos. tipos dé varié.bles, las dé 'primer tipo 

· :::.~?frf~g~~~~~~~~~~!J~~~t:: 
. ambie~tales. ··•· . ; · .. ~- ·· •<· ' '}; :• '\. ·. .'.> :' · 

,··:> ._,·,r:t·:·· ;·. 

un procedimiento de ."zoom" nós lleva de la variédád críiici'Cie las cátástrofes 

a un subconjunto llamado de biÍlircación, que contlehe~{~~vas:caraé:terísticas 
cuyas ecuaciones.·scin alometrías, las cuales suministran nuestra conexión con el 

. . . . -
ecosistema mediante un cambio suave de coordenadas; U na vez que el ecosistema 

' - . . 

tiene asociadaüna c~tástrofe particular, es pÓ~ible _hacer predicciones sobre 

el mismo, su. susceptibilidad y otras propiedade5; qu_e .corresponden a ciertas 

· cara~terísticas topológicas de su forma canónÍ~~ 'iis6~iii.d;;:: 

_Este modelo es propuesto enjl]ei~cii.l)'~'.un!!j~Jiplo/aplicándolo a sistemas 

ecológicos que satisfacen la r~gla d~ ªª~~~;~~~;:~'.i~ ~~metría Nmax ~ M.;;,;mox 

donde Nmax es la densidad de plantas, y Mav,max es la masa promedio, bajo 

condiciones de máxima productividad. 

En esta tesis se aplicará el modelo a ecosistemas de mamíferos herbívoros en 
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donde se satisfacen tres alometrfas. 
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CAPÍTUL0.1; 

PRELIMINARES'• 
··,--·:·,· 

Aquí enunciamos algunos resultados importantes que usaremos más ade-

!ante. 

LeIÍla de'M6rs~[ii( , 
,-. :·.·--<0.~- :.;'.sr.,;:,:::_:'.·:' ,-;\ :~··,.--_ .>::··:. 

En,::L:~~!~~~lit~~*~'~:: .. ~~.~;.: ;. ::1 ·:·¡ ~ 
con yi(p),;,,, o para todai t0.I:(¡U:e j';:;¡(p)...:..(yl)2-,,....:(y.\)2.+(y.Hl)2+ ... +(y")2 

- <·--_--/,·/\~~~~i~¡\~~~fi';-~:71~-'.t~!-~\~~~t)::/~·i\~\-·::-.};::'/:<".' :'.;:~:----;: ___ ::_,-:· .. . ~ .: :;·.,!·'.:_ ·.-. _.,_";_:_-_-

en U, donde .>.:es.e!Jrid1ce 'de· f:cen p .. :: '· ::.'·· · 
,\,1 :'>''··-~::~,.; ·•,•,:f.'c"i,'' ·:_·, '.)°''_"); · .• ;·~: •. ·; . 

.. Lema dk S~pafíi~'tá~,~~i ri\:0illis d~· funcionÓs [12].'. ; ~> 
Sea F'-: ~;;' x"~; ·.::::·:!R suave. De~otemos un punto en'·!RN.,x ~r d~do por 

-~:·~-'.~~ ;~~ • • 'r_ ; '.. '.· .•. .'_ "· · .• ·' ,. • ., •. •. 

(x, e)'=· (:i·,·'·@w_~1··:':\°'tj;-~i~~ngt qµ1/~¡l~e~~thi;11i~±'"l~:;f i.J.is;,;$N 

tiene c~rrango' m en ,( x, e) ,;,, O; Entonces F; es .·equi\,alente, a· u'ná familia• de la 
.·····. éX:<">··.,J, <;?'·i:~:·:·~*\::'.:,t···'· 

forma F• (Y1(x,c), .... ¡ Ym(x, c)¡c)_:Ey.n+í:!: ;;;:~ YN'.'.'; ~·· 

· :=~~t~~i~tl~~~;:~:;:: ~:,~.to®~ Y~· 
toda r:::; 5, eS:estruéturalmente ·estable, y es equivalente alrededor de un punto 

crítico degen~!tció'~f·hh~J~ !~ siguientes formas: 
·, -, : . •. ::'• <!: '~ 

'.· '·;.:~~;' . - . . /· , .... ,-. º' 

· (1) .Cuspoicf ca~ástrofes 

fold (A2) ;}<; 
u~ tt1_tt1f(M)¡ 

cusp (A:í) 

±(ut + t2u~ + t1u1) + (M)¡ 
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swallowtail (A4) 

uf + t3u~ + t2~¡ +ti u1 + (M)¡ 

buttcrfly (A5) , 
,, ' 

±M-t-t4~f +;t3u~ + '~2u~ + t1u1) + (M)¡ 

wigwam (Aa) \ -

":;, ;;'>(·' .. :< ... :~: .. · 
eHiptic umbilic (D..'.4) 

u~~2 .:._u~ :f t~u~+t2u-~ + t1u1+ (N); 
·.-; 

parab~li~'.umbÜic''(Ds ). 

±(u¡ti2 +~f;:fe~ti~+t3u~+t2u2 +t1u1) + (N); 

seco~d • elliptiri: Ümbllic (D-a) 
:':',:-

u~Ú2--'Úfft;~~:ft~ü.~~+t31l¡+i2u2+t1U1 + (N)¡ 

secorid ~y~~rJb~~·~;ll~úi~'~/J+a) , 
~:::.:iit~~~!~~":i:Jf ~•;+ tiu, + (N)¡ 

. ~~. ~- .·. 

::~:~,¿~~~~\n~~:"~j,~,tt:~:~~ ;, ren~ •• ~ 
~ci:J~~~'f if~~f~1:~~~f ~-~~.~¡~:f ~:·~:·: ::: 
u~+ ... + u1.:.. u1,:1 .:_·,;.-'-'u~ · c;n2 $;{$;'n. ·,, 
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CONEXIÓN ENTRE ALOMETlÚAS ~ CATÁSTROFES. 
,... ',,_ ,· ·-',' ,. . 

La idea es d~scribir niaternáticame~te al ecosisteina con un sistema gradiente 
• ,, ' <.- •. - .• 

o newtoniano e~ e~tado ~staC:ioriario; es deé~r, 
, ',- ,. -

!Éi.i +· ~~c:i:i:oº) ,.;, •0·•.·····.· • · ' ·.·.·.· k .·•a·· 
dt... ª"'''.. · con·,· "::;.dt ··"." 

!&i_ + w(:i:,;Cn)'= ¿'·. '. ~~~; • , ~·~O. 
dt '. ·. ª"''' ,'· · .. : "',:. .,,. ·" ... j 

, .. (sistema gradiente) 

.(sist~ma ~ewtoniimo) 

donde x; son ll~~acill.'Í ~iábles d~e~t~dci y!llSÓ~s~iipeiiinietro~ d~control. 
_..; ~--..:·_., .--_ ·;::<- - ':'}:'·'~ .: ' "'{-·.--:_. - ··,\·_·, -_ --: \ -. . -'. ' 

~:::;;~.7~:~~~~1~tl~~~;~·~:~~~t~~~~t~~: 
que el sistema se encuentra en estado éstaci()mirio; .es decir ;·;un estado eri el, que 

sus propi~dades .se ~a~~¡;¡;~~'~f i~~iri¡~~riierit~~~o#[~·~f~::.~·tÍ~yé~ ~el·:~lernpo. 
Las propiedádes dé éstá~ilidad deáJcilibri() (Y'V.',,,; (Jj;:~~¡¿~ d~t~iriihlar~e 

___ · - _ .--., :;. "-:'.'--~~ · -~:;;:~:-~~~;»-~S-{-~~~·.1:-~.3r\~:?:/,:-.)~r:·, :. : .<-~~-- --~~:~ ~ :,~-. ::'.~~:-:;_(/t·;~_. .. _;rr_:;:;~i·!-~. ~~:,Y:-:~·:~:-~; ~-:·.:2 --- : : 
a partir de los eigi;nvalores del He~siano o rnatÍ'iz. de ,1!5tabi,li?a~}'>i = a~,b,i,. 

·~'.":~.:,;::'~:=-.~'·:~:~_:_;-, -,\'{._ ~ ·----·· - .·,~'-,;-> - _\:;cJ:cc>~·-_·, ·_,_ -

Si el de t. V;,//'o'; el Jc~á'd~-'~Íor~e [li) ·. gá~aliÚza la ~~te~i:Ía cÍe un c!lrnbio .... ··- ... ,,,\ ·.--,"· -,.\,, -, ' ,,_ ... ·: . '. 

suave de ~~rl~bl~s 1 ital ~ue-el ~ote1~clal V puede ~6ribirsé JocaJrne~te corno una 

-·--forrna·cuadrática;·. 

·n 
V:: L>.;y~ (1.1) 

i=l 

Aquí.= denota igualdad después de ~ cambio suave de. coordenad~ y >.; 

son Jos eigenvalores del_Hessiailo evaluádos en 'el·equilib~io. ', 
;:,·. ",•.,'· 

Haciendo ~¡ ~aIIlbio de ,.~rl~b1~} ;,,'¡X;lf ~;-, fo. forro~ ~mi<lrática (1.1) puede 

escribirse en ¡~'ro:~~·:~~~ic;l{eMori~: '/, > . ~·· · 
1 Condición uc'ccsRrin pRra cjnó'irnn ·~~iido c!'tc<lrm111i'tt~· ¡,\ f11i1cióu.Ínvcrsa 



V . •' , , · •• + •' + .• . •·rn( •). . 
=-Yi - ... -,.Yi-·- Yi+1 ·~·+Yn-='"i,Y ·.·.·--· 

La función M['(y•) es Uamadá una i..:.. silla de Morse. Sólo las O_; sillas de 
.·.· ' ·. : .- .· 

Morse tiene~ un mínimo locii.t en el ~quilibrio, es dec,ir, S<m.localrnente.estables. -

Si el potencial cÍ~pe1;de de u~o o más parámetrós el~ contr~! -01i.:;/c,.;, la 
··.,,.: .. ' 

matriz de. estabilldad V;j y. sus eigen~lores )1; ... ' >-n taillbié; ci~;p~~deián ,de 

dichos. pará~e;f s .. ~f •c~~tr;l:·· ~f ~l~:~~n:~. j~~ i~~;~e;[~f s:JJti~~~{fü~i~(C) . , 
pueden·. ser .. cero para 'ciertos .valores: de. los-. parárileti:éís ·de ,control;';. Cuando· esto 

::·~:f~T~~~~~~~~~:~1~f~~~· 
,en equilibrio.·ya•no'esválid~:·Sin'.emb~go/esTposible':enéontrar'úna'for~.ª · 

c~óclca P~;ª,·~i";~t~~?:¡~-~Í:~~~~~tÓ"<~1~ti~~¡j~~~~{~~~-·(:~:~~w~c:r¡~}c~~;~a1 

:·= v;~)~;1t~~1~1;~~·:~~~~s t~P~)~'1tr;~~:;: 
potencial en una p~rte no 1-r?r~iana 'y ~Íl citra Morsi~11ai ·. 

n 

V (x¡ e);,;, INM(y¡(:Z:; e), ... ,yt (x¡ e); e)+ L ,\;(c)(y;(x))2 (1.2) 
j=f+l 

Las e coordenadas y¡ (x¡ e), ... , Ye (x¡ e) as~ciadas con Jos e eigenvalores que 

se hacen cero, ,\¡ (c),' .. :í At(c),· son fiinciones suaves de las n variables de estado 

y de Jos k p_~ráínetros de control. Las coordenadas Yt+l (x), ... , Yn(x) asociadas 
.·,. . ,. 

con' !os eigenv9.!ores'<listintos de cero, At+1(c), ... , An(c), son funciones suaves 

sólo de las ~ariables de estado originales x. 

Si k :::; 5 (k, número de parámetros de control) y se tienen a Jo más dos 



variables de estado, un teorema de Thom [10]. garantiza la existencia. de un 

cambio suave de variables ·tal qüe el· potencial puede escribirse en la forma 

canónica: 

n , 

V='= CG(e) + L: >.iyJ (1.3) 
i=e+l 

La función CG(e) es llamada germen de la función. v, 

Las form~ canónicas: (1.2)y ci.3) nCi'son análo~as.. La. descoIIlposición 
'w-.,. - ' ·:-"_ .. ,-, .< •• •• ·' • t. 

V= Cat(e,k) + E ~i(c) (Yi(x)) 2 (1.4) 
j=t+l 

La función Cat(e, k) es llamada función catástrofe. Aquí e es la dimensión 

del espacio nulo de V;j en el punto crítico degenerado y k es el número de 
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parámetros de control. Por definición Cat(e, k) = CG(e) + Pert(e, k). 
. . . 

A contiilÜaclóri 'se en!istan las catástrofes elementales, 

Nombre 
A2 
A±3. 
A4 
A±3 
Aa 
D±4 
Ds . 

D±a 
E±a 

k Germen 
. 1 · x 3 

2 ±x4 

3 · x5 

4 ±x6 

5 x7 

'3 x 2y± y3 

4 . :x2y +y4 
5 x2y ±y5 
5 x3±y4 

Perturbación 
a¡X 
a¡x + a2x2 

a¡x + a2x2 + a3x3 

a¡x + a2x2 + a3x3 + a4x4 

a¡X + a2x2 + aax3 + a4x4 + a5x5 

a¡x + a2y + a3y2 

a¡X + a2y + a3x2 + a4y2 

a¡x + a2y + a3x2 + a4y2 + a5y3 

a¡x + a2y + aaxy + a4y2 + a5xy2 

La catástrofe Cat(e, k) se reduce al germen CG(e) cuando los parámetros de 

control físicos C" igualan a cg en !Rk, o los parámetros de ci~nt~~I ~Ilatéhtáti~os 

a"'=Oenln~. 
.- ' .. : ·, :-· ..... ·>: ... " ,.__.-.. ::·.;' 

Como parte de nuestro argumento, proponemos que e~ gei:ie~a1·1as'p~rá.nle~· 

tros de control matemáticos a¡, ... , ªk están relacionados co~:lo~' ~~;árri~tros de 

singular.2 

Es importante identificar la presencia de catást;ofos; p~e~,~~~Ú'.o¿~rren en 

situaciones reales [10]. Para esto, existen ciertas caract~~í~'ti~as que n.os indican 

su presencia, algunas de las cuales se describen a continuación:.· 

1.- Modalidad 
,.;' .. 

Esto quiere decir que el sistema físico tiene que elegir ~ntre dos o más estados 

físicos distintos posibles. Es decir, para algunos de los valores de los parámetros 

de control; el potencial que describe al sistema tiene uno o más mínimos locales 

que pueden ocurrir, como sucede en el diagrama P - T del agua, que puede 

2 UÍ1R mntfiz es 110 singnlnr si tiene invcrHf\ =>dct ªB~!c) len :f:. O 
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estar en estado sólido; líquido o g~eoso eri la vecindad de su punto triple 

2.-Inaccesibilidad ., '· 

A lo. que se refie~~ est~ es: que el sistema tiene un estado de eqúilibrici que 

porque existen pcrturbliciones infinitesimales que hacenidecrecé~ ei'.,wlor ,del 
. :~'.>'-,f';.:.~ -.. \ .. ~. . .• ~;-. }-\~::;·.:· ~~''·'-";<, ·;_'.'.". 

potencial; .. cila.lld(; el· pClténciitl 'tiene más' de wl IÍúniiii;{\~C:ii.!; debe: !li 'menos 

·~:.il~_;ili~~!ii~)'.1~:2,i'.º~,~i~~~~;~~ .. ~tL,.~l .. 
. Ocuri~~:~~~iJCi'.\iri i~~~¡g·¡;'~~\l~fi6 ~j~¡'j~j?Je'i~~,;~~~;fa~~ ~~ c~ntrol 

1' -.~:- '-'.:: "'.<''- ' . .: -,· .• º-:;·<. . ---~':;' "~>~-. '·-~ ;..•.: 

produce .~/~a~@;;·~ff~a~·~n'~ii;~i?~·d~ lk:Qia~~~s·d,~·:e~t~do, mientras el 

sistema. s'alt~··e1~·üriit;íniin'b l¿'~aJ."~ bt~6.' 
,n ·: ¡¡. . J 

En genei¡1iüri~·~~~~efta'perturbaciónen losVal~res i~ici~l~s ele los paráme-
- -. :. ',~;_":.;:._f'·J_:,-. ,~ -

tras de contiol p;~i)c!llé:i~á un'peqt1~ñ~ cambio ~n las variables de estado iniciales 

y finales, Sin'enib~~6:~~)~ ~~~}~cl~d de.~·• ¿J~(()i~ríticodegenerado; pequeños 

cambios en l~s \~~~~~· irÜéf~1ef; ,:de i~~ p;u~et;6~ de control ·pueden llevar a 
--- : .. > t- :::~~~~·:.'..::/\"?;·<~/~ ?i~·~_·,7L·: .· ~·~/!~ ··<·~/'.~. ;t.;.r~::~~:·:;t:··-:·:. ·: :: : , . . , . . . 

cambios grandes én los válores· fiÍlrue5 de' las 'Variables'de estado. 

5.-Histéi~sis,t: '.., ···· ... ·. :f( :.'L'}~0 :{,\?t··· ... .. 
.'." ; .... .,: -, .>:<_:::;., >. :.:._ /:: .- ".':/.~~---~_,.;~~;.-x,j&~~:,_~~s·>.:~~;i:.~:>:-:.:;:-.. ;: :.-:· _ ....... :·. . ·,- .: . .. . 

La histéresis ocurre .cuando un procesó físicci :no es estrictÍlmente reversible. 

Esto quiere decir que cuanclose if~'~'.jt~ib~~~~ifü~o, el \~~r d~la función en 

un punto del dominio depende ~~~a\~~~~~¡~J:~~'la'~ue nos acerquemos a dicho 
.! .\,. ·,. :; ... ·:;>o',:: -·J~-:)_·-,.··_f(':·:"·. :_-';'-::: ·, ·- · 

punto. Esto nos Üeva a: pensai; i;l1~ .~61a.ci~nte se está observando una curva de 
. ··. 

nivel de alguna función. que 'd.epe11de de más variables. Esto ocurre por ejemplo 
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con la_relaciónB = ·B(H) para~ material fer;o~a~nético donde B (el campo 

magnético), no es uná función ~niva!uada de Ji; con H:;,, B - 47rlvl, donde M 

es la polarización magnética; 

6.~ ~i~ergencia~de "1,arEJspuest~ Íine,al.· _ 

P~ra ~l:>~'ar~ar \a. Íespti~t~ d~ las ~~iable~ de estado (xº -:-> x0 + óxº) a 
• • ' • \ •'•"• <' ' • '. ·~ •' '• • -·· >,. J. -•, "' • "• • • " "' • r, ; • ,,. • " 

un c~bi();+~lo~ :~r~~t;~¿;:ttc~;(ti+r;c~¿ .iº +ócO,)/~~~~e~?s en _series 

de Taylor aV(i; c)í•eii'.potélicia.S'cie '(f~~ x~),(i: ..:.:c0 ) y déspreciamos todos 
,. - ···- .. _: .. J~>·.:; ·~;_·~: .. :·-i:-·::·;:::·,~f:'.:. '"'·;;;.>··· . '., ~-/·· ·' 

los térmillos. excepto los lin~a!~s. de Ja c~uaéión -V'.V ;~ O; • E'ntcmces -la respuesta 

lineal -está. dada por: · 

- . . -·~ . - ' . 

óxQ = - (v- 1
)
3 

Vik óc0 = __ ". .(xº· eº) ó_c0 
J . a a ... AJO t : a: (L5) 

La respuesta_ linea!. de óx~ d~bido a, ~C.~ ~#t~ dB.da a través del tensor de 
·-::: .,,·,-

suceptÍbilidad Xi<>, c¡ue se ~;tp;.~~-~eri)_téríhi~6~--~M. las' segundas derivadas ·del 

. -potencial. en ~nesiádÓ de ·;;¡uil;~~i~:s.<J~~n~~-eí~~tido de equilibrio del sistema 
. . - .. ·. . ·;,'~' ,: : >t:·}' -._ ,. :, .. :.<'; . /!.;-:}:,:.(·.·.~;;:~::~-;- -., ___ . '., . 

:'_, .. ,'o,"-• ¡,,, .->'.··:·.'.·\:~:;;~);::·_::.:.r- .. :·-;.::· 1. __ <'. -A~:·:-•·,-.,:·, ',• 
· •se acerca a un puntocr!t1c? dege:erado;' es d,esh"def V;j ~ O, algunos elementos 

de la inátri~ ;~~~;:·¡_~~~~:~::~¡~~~;1~~0¡;;~~e~. ~s por esto q~e la función de 
, ' - ;.· •'. -,~_",">; •· -- " ·- ·. - ~ '' . ·" ::.::'.. ,.,. 

resptié~~~iirieiÍ'~;jcliiffg~·;i~~~i~i~4;~Í.~isi~má se aceré~ á _tin·p~nto crítico 
·-:-:·¡.¡·;· ,., ·• ... /~ :~~~\-.: ·-·~ -- -:_-;~-:~-•,.._'>'.;>.U)··.·.~,-¡·:; 

·. d~genéraél~. ' ; .' (\'. · •" • ,i;t '' ·• ··-l · ·· •· 
.',:·:~:~: .:~:<'.::·/· v}.<::,: .. ",·--~ '.'.~·'.'."' _.,-·::.:·~ -~.,•·,·• 

·.'El análi~is tl~ la r~spÜe'st~-~~·el tiellipo 'd:e'un'sist~m~ gradiente debido a una 
.. :·-i:·. -:~-,-;~'1~-.~:~:l. · \/1 ,\~. >·->;:. \:'.;-: "<-'\~;.~-~~~(r"/ · ;_·_. . 

pcrturbaciÓ~ enlos.partrnetrós de cbnt!éi1; ;_..os Ile~-hl siguiente argumento. Las 
- ' 

. ecuaciones que gobiernan.!Os sist~mas dinámicos gradientes son 

!!.=...- BV 
dt - -ax; 
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Si ( :i:0 , c0 ) es un punto de equilibrio, entonces 

V(x¡ e)= cte +Jó:i:;ó:i:/V;i+ 0(3) 

Por lo· tanto, las ·ecuaciones ·de movimiento en la vecindad del punto de 

equilibrio son· 
. . .. . · } ... 

~ = -V;jó:i:i+0(2) 
,· . ' ' >' .. · .. 

Desprecian~() 165 ·. téilil~os •• de segundo orden· y ·superiores, , l.as ecuaciones 

dinámicas ~e r~él~¿en ¡•un sistémá de ecuaciones lineales. Como ya habíamos 

aclárado ~ñt~;Í()~~~~i~?el:~sia~o d~ equilibriO en :i:0 es establé si ; ~ólci si todos 
. ': - \:,,,,~,>;-.';·~_: .. '·_:'·.:· .'::···::".'·'··=,·- .::·_::::/_~- -~_:.<-;_,-. : - . • . J • ; •• ; - ,: {.·: ·,,\'..-< . ·. ·. ,. 

los cigen~~l~;~~··dé i~ ¡ iri~tr'i~: d~· iist~bilidad. V;j (xº; e?)· son P.()8iti~~s> Lcii ,modos 
? - • • ··:.,,:..::. • ' '",·)' • • • ~ • 

normales ticin~? cl~~E!ricl~ni:ia E!ri'er iielilpo de la' forma ~J>CS~;tf; ci~n:¿~ ,\¡ ~on 

los eigen~l()~es d~· V;};' ~í qu~ f. es el tiempo de relijacióri ~!Jll~tE!rísÜco del 
' ; ":'· ; :-·· ·.·.,. , -¡. ·>·.· '·»·· , ,- ·.: .· . ':O¡ .. ,._ .·.~_l.·','' 

i - ésimo ~i~~nlil~do.º 1'ne~tras el sistema se a~erca al bo~j~x'ito; de birJcación 

en donclc det V;~' ~ o'.· alguno. o algunos de los tiém¡CJ~. ~: rel~j~~ión ~~ergirá. 
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CAPÍTULO 2. 

APLICAÓÓNBIOLÓGICA: 
. '· : . ·_·. . 

Volviendo anue.str9 sist~lll~ original (1), tomaremos a la masa m como la 

variable de ~st~d() ~'~ ií.t~),; ~d~6-~arámetros:cie centró!. .Esta elección no es 
.· .. ,_, • .. • r.,. «.,-'· .. ·.• , .. • . ' -,: • ,' " , ·' - . 

,;¡¿:{'.'fL·· 

De acuerdo eón él .criterio de mérito elegido;' un ambieÍltEÚápidamenté' fiuc- . 
·.. . ..; _~:_ ._-- .. :: .. _.: 3.~'.~_\;:.:,:~~~'.··:::·t:~;~~t~:~s~::i-~:;;~~;;~_;J~:-~~,:; -~::·:~t~~::t .. '..~f;i~tL~~}:i:l~.>~~i~~:~-~~~:ti~[iff:~~~'.3~~,~é~-<~·-~~( ,, ::~--- -· ~ _ - _ . 

tuante. se!ecc1onará· md1v1duos ·con· máxima·capac1dad · de·adaptac1ón:: Debido. a · 
. : ~-~; '. > ;: :~_i· \;~:·:~~J:;_:-___ y~~;:,~:./ ;_(.\~f'.\.~)~H~~":;:t'.f;~;l~:::t~~?·:~~~;;~G\::;~1~~;~!;/~~~!'.{~'~:~~i~_~<\tl:h:;~'.~~'.:~f :· .; :···>;~~~ >:·:-~ r:· . :,; 

que la adaptabilidad Ja meclimós en· términos 'de Ja· riqueza 'topológica del potén-
:_ . __ · -~ .'_-. ;--~~~'~-<~::,::_~E~~;·:~:-:-:~ :\~:·~};f~~·~:?x~;z:~\~~~t~<I.tü#~t1~ri:~:~;:?J:~2~i~~k1~r~~:~t;'.~{~t~::}~~f~<"·:·1x~·--··v:~ ~:~:· ~ ::. '.·,<: ::., ~-:·: : : -~ ~-· 

cia! 8.sóéiado al sistéma; suponfüémos que'éSt'e'se éncuéntra'éri úria vecindad de ; 
-. _, ~; -;. , ;;~:;.-: ~ : ~ , -· --.-:-; :-¡:<·-~, _;·:--· ,~.:-~~~--~~~1 -~ .. ~~f~C;:·,?f~$~~Y?~~:.~~:?~~~~-~;'.~i~\-. }::~,1 ;· ~~:::(.- :>.~ ~; ~·~--~ 

un punto crítico degenerado, pues es en· dicha región donde hay más' diversidad · . , , ; :. ~ 

:.:~ut·:;~:tp;p~I'.~!f i~~~ir!q~ll~~ ·. ······ ·· .·· 
V = Cat(l, k) + E Aj(c) (yj(x)) .-~-.. ~·;:;:;_Lá'.~pa.rte; ffiofsi~OS:~J~-x~espr<éciB:re~ós, -··-··- .,,, ,z-

i=t+ 1 -:·· .·: .:t/._,_: :· /::?{\;~;;~í·?~~~ ... ;w;~J.~:~·9'.~::_~; .:~~~~~~s-,eificr~;?y:~~-;~· ~~~~}; .. ~- t: ~/_. ... :-,~;,-.-... -
debido a que corresponde a la rormiVéanónii:'a'. ?ara ias variab1c5'c!'¡;.e'5tado éuyo 

--~·~·--"'«._~_\,:.'~\./'-'---· ;•.;:'.)":>:.:\fí!:r:< __ ; .. ,..:- ·.'."~:·_.i" - ::.:.~-- -

eigenvalor asociado es .distinto dec~io:&i~ •;.·,:,;· . 
. .. _ .. ·.· ..... ·-,_,-':.·.';~{~<:-~~~;/.::~~t.~'-:>· <.:.~--;-'-· 

Del manifold crítico de (;'11t(e,'1.{6btcndremos curva5 características en el 

espacio de Jos paráni.~tr~~ de dontrol', qu~ ·representan curvas de puntos críti~ · 
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cos degenerados. Estas_ curvas- características serán nuestra conexión con las 

alometrías biológicas. 

Una vez construida. nues_tra catástrofe biológica, podremos calcular canti-

dades específicas como la suceptibilidad ante perturbaciones, tiempo de res

puesta e histé~esls .. ·. 
-1''" 

2.1 El ~ai;gb'~h dos alometrías simultáneas [1] · 
~' -~»:.¿;':\ !· ·¿: ·;_ < 

Consicle;~ni~~d;~o ejemploi!ustrativo únicairiente las dos primeras al~metrías . . - . ~:<.~ ... :~·:': . . . , 
de (1), n :"." J1ci~liy.q = Bm"2. De nuestra tabla .~e ~.ll.tásfrofes elementales 

observamo~ ~11~ e~ poslble elegir cualquiera de las c~Ü~t'f6r~~ -A~~ ¿ó~~ el po

tencial que describe el sistema. Es decir, debido a·qu~,:~~~~e:~;-~ue'el sistema 

se encuentra en una vecindad de un punto críti~o·J~~~~~~d~~~i pof~~~\~1 V que -
.· · ·e·:~ -,·/·;:····:.,::::'.t-.-~\1'.)'.c:: ~~--·-'~ .. :;,~::)'.<:,·.<:::,\~.·:_:,. ., ·_ : 

describe al sistema puede escribirse después'cle ~ri'.b~fiib¡;·~~~tc'd~c~drden~clas 
como V = A±3 = ±!x4 + ~ax2 +b~.·c~~~i_d~f0'.i{~~:&¿~::Jl1:.~~bonframos .- . 

. :: 

entonces que los puntos críticos_ simples ~stán.cÍetermin~dos: por• 111 e~uación: 

' ·- .. - - < .: • 

. ·. aA3 ~ x~ +ax + ~ = o ;: .. --
ax . .. . . . (1.6) 

los puntos críticos de m\tltiplici;did ~C)S est~ cu~plen pC = -~ = O, y los 

de multiplicidad tres s~~i~f~c~n ~:= a;:r== a;:~ ~o.o ~~a, 

3:Z:2 +a= O (l. 7) 

6:Z:=o (1.8) 

De las ecuaciones (1.8) 1(1:7)y (i~6),yémos que el punto crítico de multipli-
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a 

I 
l .... 

---·-··-:t-····---

Figure 2: Las curyas características en el espacio de los parámetros de control 
dividen al espacio en dos regiones abiertas, 1 y II; cada una de ellas corresponde 
a funciones cnalitath·amente distintas. 

ciclad tres corresponde al origen x = a = b = O. Los puntos críticos de multipli-

cidad dos corresponden a curvas características en el espacio de los parámetros 

de control. Dichas curvas corresponden a las soluciones de las ecuaciones (1.7) 

y (1.6). 

(1.7) ==> a= -3x2 ~ b = 2x3 (1.9) 

==> G/+G)2=0=>a<0 (1.10) 
En la figura 2 se grafican las curvas características (1.10) en el espacio de 

los parámetros de control. 

Para conocer las propiedades cualitativas de funciones en cada una de las 
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regiones abiertas, es suficiente eval.uar la ecuación (1.6) en P.\.lntos convenientes. 

Escogemos un punto sencillo (a, b) = (1, o); Entonces (1.6) tiéne'una.sola solu

ción real en X = o, que corr~spol1~e a un m!Ili~o,; Esto i~plic~ que todaÍ; las fun-
;,:};' ·'.,;·,~- ·:·' ,·.;:, .. ;:--.," 

dones par ame trizadas .por•_ 16s·p~rá~etros·· cle'coritroi_~.n· la'.re~ió•n •• Itie~en un ~olo 

mínimo. Las ___ pr?·~e'.~a~~~s~-~~Sl~~~t!~~~f~~~J~#~~i~~;.~~~i~f \rs:~éeterminan 
similarmente. ; Para esto~tómamos u'ri punto ·C:onveitléii.té (a, b ):= ( :::.1; O)., En este 

· · -~,.;: --~-) ·:;'~,;,~· ~~-",<.~ -~·-f'.~;:J;;~f ~:(~;~~~~_:=~.;;0~~ -é~~~~~---;~~t~:~--~::~+~;;:::;ti~~::::::~~;e~~).:~;~·\·:.:·-.:~~;~<-~ </~ .. /· : · : .. 
punto la ecuación (Üftiei:íé tres s61ÚCi6nes:réáles;'.un rriá.icimo local en x, = O 

. · ··'..: · .:. :.~~>";>~'!(<:-;~:?i;~;~~)~'·. :.:·:··~ \··;<.~~:;:~.t-~~?;-~:;r~~~~~;·,~·;:·{;~~- ··.' ·. ·,·. :._ .. 

y dos mínimos locales e~ x =· l;y ~'i;. ~l. ·Ést~"im~ÜC:a'.''que tod~s l~ funciones 
.- _ · ./ ·~ .. , ,./.:)>.-, .::'.~~~ :.~-.':_;:~~~:-_ ~:~ff;~;~?{~'.~~:-:A'.~:f ~i·;y{f:~t.+·-~~~;'..-~~::Z·ó; :::::~~:~;~~\· .. ,{::~ .~::::', <· _.;- ·.: .. · . 

parametrizadas· por parámetros de rntr~lcn la regiónIIdeben'tcner. dos. míni-

mos y un mwdmo·l~~~:.::~J~t~ºf~~r~~i~~:.~~tmeJf~~:á!iilt~i~de las fun-
.· . .-· .. ~\, .. -_ . .->·· .. : .->>-'·-:-~ .... :.; . 0 • ·< . ~-~::.-· - _,-. ~-.. _:::_:,;_·:-:~-..:-_·\:.-~~:r_-~-,-~~~;~~~fi{,L/f~:; .. _ ;">-·:\: ._,.. . ·: 

cienes cuyos parámetros de~ontrol se e~cuentrali sÓb;~ las'.ciúr~ éaracterísticas, 
. ' . . ., ' ··:···".?i~"b'' ,····. ".-,· > , .. ' 

. ' . . .. . ': ·-:. ··' . /~·-~ ,:;~{·_':;;,··::; ;·~~\.';' ·.' .. 
observamos primeramente que a y b son negátivos .eri el 0punto 2,· lo que implica 

(de (1.9) ), que el punto crítico de 1~mltiplicid~d ~~s~~~t~~bi¡~·~egativo. Escribi

endo (1.6) en la forma~-= (x + r¡)2 (x ~o{~;J~.%·~~(~~+6)+x(112 +21)6)+7J6, 
• ~ >. • , •• ·:, 

y observando que la suma de las tres r¡fce;··~s·~~rc):'(ciC:bido.a ~~e el• coeficiente 

del término cuadrático es cero), co~cluÍ~o~ ~u~:1"~·2jg~]~ ráÍi debe se'r p~sitiva. ' 

:::~:~·~:.:~::~~~~f ~f~~~~: 
• ·)., . • :•·, /' "3'. ~./ '-;.¡: '; 

gramos determinar las propiedades cualitatt~'·d~' l~ ~ci~riei; ~erte'~e~ientes 

a las regiones I y II (fig 2). 
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Construcción de la catástrofe biológica para un sistema de dos alometrias. 

Antes de construir explícitamente una catástrofe biológica para nuestro sis

tema mamífero, .es conveniente eritender primero lo. qu~ significa.que dos fun-

Dos procesos físicos V, V'. tienen eri·geriera!forÍrias:fúncioÍ:uÍ.les:distintas en ... · .. 
. . , , . ;, ·,;:.·. \ .~'. ·-,f ·,·. L;.:.,.). ·,;:::::~~~.·:<~~,-~~ : .... ?;:.b-.: ·: :·:·>-~:~·/f ~~¡:~ ·i ;~;{~~:~:i.;~1~1).~·- ;t~~~;. -~{t¿1?~~-/~·~-~~:-; . ;i;: ~~-º:;:: ,> .: · _:<. ·., -- _: : 

un mismo .. sistema' c~~rdena~Ó::f (x) :,¡:cp(x)~·Rerq'los;dospr()cesos ªOc~ 'cuali-. 

tativarne~te .. siritl'1.a;e~;:f i ·~~~~~º~~n~~hf?ii •• ·~ ··~~~~;~·Z~~~1·~<~º~;~~~ida8 .. 
con ja~obiano no.singular; t~t· q~e l('ro~~~· ruh~{óri;i··;~~~ . 

' r . ' ~- '. ¡ ' ', 

términos de la.S nuevas coordenada.5 es iguál ii. la forma rl1ilciona/y en el sistema. 

coordenadÓ original, 

!'(x') = f(x) es decir I' [x'(x)] =f(i)'J f~(x~).:;;¡ [x (;')] •··.·.··. 

Si f y /' s~n cualitativamente similares ~nt?ric~~ t6dás Í~~ propiedad~s cuali-. 
,.~,:'.·;"' '· ~-:~_ ·: .;- :···: 

tativas de uno son las mis~as que las ~e{qt~6.)': .····~~ •.• e:•• /o;,( 
Debido a esto, la construccióndelpot~ncia.ledtér~~Fd~l~variables bi-

ológicas se realizará mediante un ~ruiibio si~~~,~~~~f i~e~~~~;e~x~las. ~ria-
bles matemáticas (x; a, b) y las biológicas· C7ni ri;q) ;\1Ilediant~·11is siguientes 

transformaciones sencillas x = {3 (~~~ ;~):,.}~:. ~;?J~-{~~¿~~·~(~;)¿ ; ~ = 
~--¡L·:.-:<'· .·~~:?:·,~, ::~~_.·.,-, "; -

w4 (w5é 3 -ws)'4. con/3, mo,:Uii 1 .•c;';Ao~stant~ .. Pór las razones que ya 

habíamos explicado·antei'ior~ente,,supori~nJos;~ue el sistema se encuentra en: 

una vecindad de 1iis ·curvas c~adte.rís,Úc~, generándose así las siguientes rela-

cienes, 
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a = 

V(m¡n,q) 

-3/32 ( G)* -:n~Y ,b ~ 2/3ª((i) -k - ~o) 3 (1.11) 

~4 M~ - 3:4.(rnytrs~¿)'2k; + 

+~((M~~~iJ'~,F . . {112) 

donde M = (m - mo), y A;B, sorii~26ri~trinf~s en (1): 
". , .. '','~-~·;, .. ~· ·,o:f;("'·· ,".~e·•-,,~: .. ,~ 

a) Región de estabilid~d,bi~lÓgic~ ..•• ;;f:;i_i:? 
-~- -:·--".'"-:·-.->'-·".' "'· _._:~:(". ~ 

Primeramente mostrnre~~s"tj~~tllis:·{~~~~:;as 6a~acterfsti¿as para V(in; n, q) 
· .. ~; ;'- ,. :/><"'.:~:·_:,:'.::\;~;:~:-~:<<·:.fr~:~·::¡:~-;'.-~\/,:~ ~- ,:._ · . : _ : 

corresponden a}as alometrfas;'.?7i/,; '( ;\ )p~ ~ =;=,( i) no • Para esto. encontraremos ·• ... , 

lassolucionesala~ui~ció~:~(Zp:¡~;n~iVi (;t)~ -mo) 2 
M+2 ( (i)* 1 mo)ª, 

! .,,.· 

en la región doride tengarii.o~: i:>'ü~t~s ~rÍti¿6s de 'multiplicidad dos. ·· 
-:~-,·:..::.'. ,-:•:'/;,,,:, .-;·:,!-. -~ . . . . . . ' 

región 'encontramosrarcés dbbl~~;~~fcÍ~C:ir, '•el 'discriminant~ i,.• de)a eciiaciÓn ·· .. 

-. ' : '[ .';> [;{;é'(.::a(ü)~ ~mo)') a .. (2( (71)..t; 7mn )ª)· . 2 
cúbica es igual a cero. Por l;.~;~to ~·.,,;. ·•· .·. ~.. . 3 · . · + ~ < 2 ~ . • • 

;J._ • . ;J._« ............. :e- ·• " ' . . . . .· . - - • . . ... . ' 
O, => ( :,l¡) º 1 = ( Íi) 0

• •. ; ,En está región )as soluciones a la ecuación cúbica 
,-:- "'-. .-· •. ·.-.-·-=-- ·-' •·-, .-.-, --- ', ... ·." . . ' 

··:1·:. 

que las curvas .característiciis (i.10) en términ~S de. las~ va~Íablesbiológicás e.o-
. .- . :.L.''_:~;_; ",·;':~··.~;'.··.t·:_· .. -,··: .. ,· __ . ·.- .. ,_,. 

rresponden a las alometrfas m = ( :,l¡) ~ •,:,:;= (-§) ~~,_; Esto_erá de esperarse, puesto 
. . . . .... ~. -, .• , ... '/~~~--,_, "!~---- -· ',. .. - . ' 

que la construcciÓn de la catá.Strofe ell'.tér~lhb~ d~ laayariables biológicas se 
. ·_: !.'- ~.'.·.:-,:~-~r:.:~-·c._~;:\ . . .. 

hizo con la restricción de que ~to~~ i:~ilipJi~~ii'::\;' -
;: . ,.·-.. ---.-.:·(";~.-:- '.'f>_.:o.· :;• •. ",_.:' :, . 

Ahora veamos el papel que juega;~º ~~ :ir: sisteITÍª· Si rn~ . < ~ ( ;T) ~, 

m1 < 6 :el sistema nopie~e~cti~~,~~~-~\;~~~~~;~~~?~;~~~tea~nnúnimo .. 
Si~ (;T) 01 < mo < (-;t) ~· ,'entoricesmí :>O, (~1.::.mo) <O, (m2-mo)' >O, y 

;J._ .. ·.· ... ;; <·':.;.- • .:;,;..:-\·.• /;: .::: "-'" 
si mo > ( ;\) n 1 , entonces m1 > O, ( m1 :_ mo)> O, (~2 711io) < o: Debido a que 
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no tenemos información independiente sobre el valor de mo 1 tom'i:u-emos íno ,,;, O, 
. . . 

y puesto que f3 no influye en los valores de los punto~cdtlcos; toÍnarelliós ~ = l. 

Con estos valores para mo y /3, las ecuaciones (1.11) y {Ll.2) tcimá.n la siguiente 

forma: 

a (1.13) 

·· .·· • L\ .3(n)i ·~ •· .. ·( q);il;-" 
=?. V(rri;n;q) =-rn 7 -. :- : .. 77i.+2 - m .. ·.· {1.14) ..... 4 .. 2.A,. •.c. .. B., 

.,~ '.::~ ' . :' .. :. ·,, ·.··.,. ·.- ' ' ;;·~::; 

::::.:~IE~~~l~~~'!li~~~~ 
en el espació de. lós ··parámetros de control de 'la curva; i:arai:terístiCa del lado 

~:~::.:i~;'.•~:::~,,:~:~~:~:~~i~·~,~~::: 
tanto el ecosistema se encuentra en una vecindadenSef~.s~~~ip~e,los'p¡irámetros 

de confr~lde ;a curva característica del lado ~er~~~~·~~{irri~t~~2. Esta curva 

==t&>iioa ~ .i ~podo di loo pM'"''';í;;~,,¡1,,tk"\'6\ti,~~ (fii. 3), t=• 
10 fmm•.••_::;;;;~i~~~\~f ;~iii~~oo~~&-
dad nq =::;; q1á1 •. Eri'esta región.el sistema:•ocupa.tiriiíiíriimó{eLcual se degenera 

.. · -_: -::_ '.:,: · ~ -: -:·:·. :·,i\_,;~? ;:>~:-.'~ ;:~~.;r:?: .. :~,~'.,:;::};,~\!~t ~~.~~<~?p:-::·¡-;:~-~'/:.;::~.~'. ::_;;:~:iti-~~:~;;·/,t·t ::":~-~;-~:··;: f~. 
con el máximo loe::! a ~u izquierda sobré'.¡~ curva éaracterística ..• ' 

Si enl~gar ·~~ :Á~'.~~::é~~~w;~~:hgi~f ;Í:ºfa~~~~;~ ~:~3'2 ~ix4 + ~x2 + bx, 

obtendríamos. result,ados simila.i:es a los ánterió~es; con la diferencia de que en 
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nq=qot 

n (reglón accesible) 

q 

Figure 3: Curva característica en el espacio de los parámetros de 'control bi
ológicos, nq = qtot• 

la regióil I · f!e la ,figura 2, tendríamos máximos. en lugar de mínimos y en la 

' región fr te~drí~mos dci~ má."<imos y un mínimo. Como sabemos los máximos 
- - ---- ~,:,:.,. _- ··-· -- ,:·:) " . - . '_.__ -

Si nos interesa estí°icii~{1~:se~iÚvitlad del sistema debido a cambios en 
-~-' -'-" "_, 

los paráinetros de co~tf6i, 'n:~cesÚruños hacer uso de la ecuación (1.5), óm = 
. ·'· .. ¡- .. · ,:.-·,·, .• ,·.' .·' . 

·Xmnón+x~qóq, dond~:~,.i·~ [~F1 l:fx son las componentes d~l te~~r de 

'susceptibilidad. ·Al c~lc~;ar ~i~'ixmq observamos que 88,.irm ·=:= ~~~·ci)~ (~), ¡,;r,,. = 
:!=.!?l. > .: __ :'.;,:: .. :/.;: __ ,~_:·'.~~~~; ~·::'. -- ' ' -._. "·:.~·:_/;~:~-~:><:<?· : ;~:. :·_:;_~ < ·'. 

8~ ( 'É) '" son distin.,tos ide cero para toda n, q ~ O. Sin !.,ei:nb:S,!g'o, . ~ = 
2 

. ....2... -- - ·.· ~---~ .. _· ... ~ <;_··:> --'.> .- - -.. . .-· ·--<>:· .... :<~:J~:}?!,:.1~:f~(t!;1·~;!}?.~~~;:;~~ ',:"\ . 
3 (m)2 

- 3 (;f) º.' ..:.., Q cu.ando ll?S acercamos.a las curvÍl.s c¡{ra(:t~fistica:i;>m = 
..i. ..i. .·.<V.~i·.·······. '·':>;.·;>·;y;•j1p:,,·:•··::.•··· 

( ;f) n1 = (,Y).º• , (ni¡= <iiot eri el espacio de los.r,~r¡iiiietf.:C:.s dllc,c?11tról), por lo 
;- ' - ;" :"·. ~- :·.--:_,"-"-~: );::.~,_ ';'~ 

que el sistema se vuelve extremadamente sei{siblé én estli;régióii: 
··, .' ' ¡ ·.• .;· _•' .: ' ' 
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c) Tiempo de relajación.'· 

Suponiendo qu~ ~ es ·~¡ pCJtenci~ eri uri sistema di~ámico, dm - BF y ... ,., ,., . . ..... ... . ,,. ... . . ..Tt - -rm, 

expandiendo'}. én ia: v~~i~d~d d~l ~!ni~o o~u~ado p~r el sistema,· tenemos el 
• ; • • > • • "• • '• • :~. • ' ';._; ¡ ' ! '• • • 'e ' • 

~:::~~iJ&,~f :~·t?i:J¡'1°oon olmciro (h), m_, 
: / .- ',,..· ,: -·:·~/~,:'.;.., :/~;¡'.';': ·-~~~-:.,:;.i~ :,~: ·.--~· 1>: - \ •• ~ .: ::' :;.· 

2.2 El'~~~)¿gi{ t~~,~. aíofu~tffas slmhltáneas,· . 

Esta secciÚ;';~~ij~;i~:l:_:pa;~~ mecl~lar 2 ¡~·~óiitribución de esta tesis. Si 

añadirnos la\ ~g~~:i]a'ir ;j Criiªa. ;a ~uest'r? ~is~~rná ante.ri~r; n = Amªi , 

q = Bm'"/de ;~uestra tabla.~e catás~rbt~·¡Í~rn~~t~~~ ~~~~f~~os que Iá tlnica 
- ,. , ,·:.;:¡·· - ::;:' :-.<·;·,. ·,·;::!:" ,:~-,~·._::.>:~:!'.~:_/:_:_-,;_!' .(;· -~ . 

que depen~~ _.d~,c~a,tr~ ~~f ~~~ª(j~ ;~~;~/:f ;¡~fr·,tf~;~;~?;.~r:~ ~¡J~;'.~~~; ·¿i? .• puesto 

que esta cá cualitativalilente équiva~ent~'.8. :A.i: ;,,,;;' F(xi ~¡ b, é) ':" !:z:5 + !a:z:3 + 

!bx2 +ex, cuy~s p~Ilto~ críÚcos cu~~!ei{ÚiiJ:~b~~Únt. 
.. . ' . ' '' · .. - . . ",: .,_,; 

aF . . '. · .. ·· ... 
ax = x4 + a:z:~+b:z:c+c =o (2.1) 

· Los puntos críticos de segundo orden cumplen con la ecuación anterior y la 

siguiente condición: 

a2F . . .· 
ax2 = 4x3 + 2ax + b = O (2.2) 

similarmente, los puntos críticos de tercer· orden cumplen con las ecuaciones 

(2.1), (2.2) y la siguiente ecuación: 

a3F · 12 2 2 O ax3 = :z: + a= . 
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Los puntos críticos de cuarto orden son solución a las ecuaciones (2.1), (2.2), 

(2.3) y la siguiente ecuación: 

84 F ax4 = 24x =O (2.4) 

De esta última ecuación vemos que el punto crítico de cuarto .orden es en 

X = O; sustituyendo este valor•enla ecuación (2.3), obtenemos que a = o. Si 

sustituimos estos 11!.timos dos valor~~ en (2.2), b =:O, yde (2.1), tenemos que 

e = O. Por lo tanto el punto crítico de c¿arto orde~ es ~r~rigen x = a = b = 
c=O 

' , . .. ' '~· . 
Ahora los puntos críticos de tercer orden serán fos' p~fos qu~ cW:Oplan con 

c2.3), c2.2i y c2.1). ne (2.3), ª = -~x2 ¡ usando esta ~pres~ón e~(2.~). tenemos 

que b = 8x3 , e introd~ciendo estas dos en (2.1),'c =-3~2 • 
. . . . . . -_ . ~ .. . ' 

Entonces, l~s puntos críticos. de. tercer ~rd.eri ,curÜ"plen con. las. ecuaciones: 

a -6x2 

b 8x3 

e -3x4 (2.5) 

Ahora los puntos ~ríticos de segundo orden éumplirán con (2.2) y (2.1). De 
. . ' . -. ' . ·.'· : :-, ~ -- -

(2.2) tenemos que b = -4x3 - 2ax,·sustituyendo este último en (2.1), 



b -4x3 - 2ax 

e 3x4 + ax2 (2.6) 

Para graficar dicha superficie en' el• espacio: de l~s parámetros de control 
', ,'···. " '· ' 

haremos tres cortes ~on ~os,pl~?~ª a~ '."'i', a~ o, a= 1:. 

Para a :;.. O t~iielll~~ q~e. bF;;p4x~'.§ e ~ 3x4 

'*· ~ =·W'~:~:~ ~':('.2·~·)1>:: 
~' ':·.: .. : .. ·: .:.'.:::t';.~~~.~~'..,f/~~~::·::~.,·-::_--~(~ .. -~~:~<?::·.-:·-:· _, '. ' 

Para a= 1; de (2·:2) ténémos qué b,~x (-4x2 - 2) 

y de(2~1), c·~~~'(á~~,:~ir:,.•·····.·.· ·; 
. '.• ' .. - ': f _· ,· .. '::::;.;' :-,;,·:'.'< .-, ·: ' .. ,· ... " ~-- -"-

Por lo t~to'.~t.i~t=?·~~·~:,~:T:of c> O para toda x. 
Para a = ~li'.deJ2'.2):tc:lii~mos que .b = x (-4x2 + 2) 

y de (2.1), e~ x,~(:3.xp--:-:1); >> · 
'' -~ .,- --

Cabe e~fati~iif 4üe)~ gráfü:a b -?- e es simétrica con ~especto al eje e para 

toda b, 'debi~o ~:.~ü•e;;_:~~~)_,~ ~~;M.?,.~<~~:=;~,< ~~) :·.r. ' 
En la figura: 4 se_ grafican las curvas en el espacio b ,;..;. e para los tres casos 

(a= O,a~ 1.~=..,..1); 

Para estudiar la superficie generada al variar el parámetro a, hacemos la 

siguiente observación. Si escalamos x por un factor >. y a por un factor >.2 , 
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Figure 4: Curvas de nivel de la separatriz de A 4 
a= 1, a= O y ·a= -1. 

!x4 + ~ax2 + bx, con 

entonces b se comporta como ,\3 y e como .>.4 : 

Si x - ,\x y a -+ ,\2a, entonces y (2.7) 

Por eso ~s que determinámos anteriOrlilentlid!ls sé¿éi~riés ~ ~ :-::' e en los. tres 

. planos a = O,a ~ 1,a =; -1: Lu~go poclemos es~ala~·estas ~e~ciones us~do 
< • .• • ' • •• •• " , ,. .... ·, '',;_' ."·: '·· •• 

(2.7) para.obte?er·t~d~ l~s~perficie (fl~ra 5); .•.· ·. 
·· .. :· 

' - -'~·:. ' 

Las clirvas p:cy P-B corresponden a puntos ~ríti~o5 de tercer orden (cf. . . . · ........ , . . . . . . . . 

ecuadóh;(2:s) ); 'E~fasµpe~flcie divide !R3 en tres 'regiones abiertas. Las propiedades .... 
cualitá~ivas dé fúnclones parametrizádas por puntos en alguna de estas regiones 

son. i~~es. Estas ~r~piedades cru~bian cuando pasamos a través de esta superfi-
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B 

Figure 5: Las tres curvas de llivel most;adas en la figura 4 son acopladas medi
ante la relación 2.7, dáridónos .. como resultadó la separatriz eri !R3 • 

cie. Para determinar las propiedades cualitativ~ de cada r~iió~, es conwniente 

enfocar nuestra atención sobre .. · ~Í~rtos .puntos rele'vautes. T~~ puntos se mues-. . . . -

tran en la figuraAcomok,l,m; .La ecuación:(x2 )
2 +ax2 .+c =O, que es la 

- . . . . . 
ecuación (2.1) conb= o:ü~rie como soluciones' 

x = ± k~+{Ú)2sc]; • 
Para a :;-.o,'~!/hay'~ofo~iones reales con c > O, y hay dos s6h1ciones reales 

·'.'~ ,·:· .::: .. ':.:;-'.:-'~:_·.1_::>._:·::.' .. -:~ ·.··,. ·.·- .. _._ . ·. :i' . - .... ->_·::;-,.:::. ~./: .. ::- ::_,:: ' 
con e < O. Evaluandp estas dos soluciones en ~, obtenemos qúe F tiene un 

-;,;·---º-···-" . ~-- •.. -'.tf'' --·· ,_-, .. - - - - -·· --,. . " - ,_: ·:·::, r~ >:.;e . "_ :<:; - -, 

=~~~T~d~~~1~1~~~f á~~i~!:::: 
la segurida derivé.da; óbterieínos que' F tien~·un ril!nimo a la derecha del cero y 
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-,; 
rJ --/ rJ 

,rV-~ -rv 
B NJ e 

1 

f3V ,u 
3 

Figure 6: Cada punto de Ja separatriz mostrada en Ja figura 5 representa una 
función que no es de Morse. En las tres regiones abiertas tenemos funciones de 
Morse. Aquí se muestran algunas funciones no Morsianas y otras Morsianas. 

un máximo a Ja izquierda. Para a< O y O< e< (a/2)2
, hay cuatro soluciones 

reales (x = ± [~ ± .jrn)2 -e]\ La solución x1 = + [~ + .jrn)2 
-et es 

mayor que las otras tres soluciones. Evaluando esta solución en f¡; , descu

brimos· que i:orrespond~ a un mínimo.• Como. no hay puntos críticos degenerados : 
'.''-· J ' 

en esta regiÓri, el ~igui~nté puftto crÍtic~ haci~ Ja izquierda corresponde a uri 
e - - '(' ;:~r~·..., - ' . - ., . . -- ' . 

máximo; el sig~ienÍ~ a un Iníni~ci'.~ ~l °íútililo: a· lrrÍ · ináximci .. E11 base·.~·· eÚo 
,.,' -:·'-'··· ,.,_ . :···.'" 

' . 
.•. ~s posible . pred.éC:ir. el comportámi~nto del potel1dál. en·· 1a:s regiones doride hay 

'" ,,:·;~-'.:'.' ~;-.~_:;~;._·,·.:,::·<-\"-2.":.1º~ -. '>--

- punto~:. c~ítfcos :d_e til'U.1tipuC~dád :·¿~~;·y~ t·res;:f/: ··':;:-· 
• •. :. '¿ .,,_. "-~. - ' ~ _. : .. '·, - ;.·.. ., .. '-:;_ ': ' - -- ' '.:'; • 

En Ja figura 6 ~e b~~qu~J~ ~i c'orii¡;ti;taIÜi~nto d~l potencial en cada una de 

las regionés' para 
. . . 

. ,. -
' ,_.. ' ' .: ' 

Todas la5. f~n:ciones pertenecientes a una misma región poseen las mismas 
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propiedades· cualitativas.·· 

Construc~ión ~e ;a catástrofe biológica para el sistema de tres alometrlas. 

son una infi~idJ~.· '·Auíi~~é ~i · tolll~ririTios · trlri~[~~g;~.i~~;i~~~~.w~·}~r~{x = 

-y(m - m<>)~·no~·;}~parfamós con el p~oblema de i~ter'~ret~l't~f'.~Vlií6r cif 1710; del 
,,. ·,·',«;¡ 

, . -:_.:·::x:· ~ .. 
cual no tenemos información alguna. 

Ahora explorar~~os la región de estabilidad biol,i~ica; la su~~~tibilidad del 

sistema, . tiempo. de relajación e histéresis. 

(a) Región de. estabilid~d biológica. 

Debido a q~e m, n, q, r son ca~tidades positivas, los parámetros matemáticos 
' ~ ' ";' -. . . ". . . '· " ,_ '· . - -. -' . " . . . 

a, e < O y b :>'O; sÍ'aden:iá.S'to~aiii.os como. condición biológica nq :5 qt0 t, esto 

nos lleva a~uporier ~~~el siste~a se encuentra en la región I en el espacio de 
:· .. ,r;_ ·., .•. , . • -' ., 

los parámetros de cont~ol matemáticos de la figura 7' puesto que en la región 
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II 

r~r + r~r= 0 

-Ja! 

Figure 7: Región biológicamente accesible en el espacio de los parámetros de 
control para un sistema de tres alometrías. En la región I nq :::; Qtot, en la: región 
II nq;:::, qtot• 

II, nq > q10 t; En esta región el potencial F(m; n, q, r) rnuestra gran variedad de 

funcionesé~aÍitativamente distintas (fig 6). 

. Si suppn~1~osi~uÓ_~ ~~,fü~~~ \f~s_:i~J~~ll·.ll~iin. e~. X~ yJ~na C:~ar~a m = a, 
·. . ···: ··. ·~ .. · .... 7· :·:·<. · .. ·· 2: :···:., .. ·::· ·: ::.i_ . : ... •· .· · .. · ...:1.: 

entonces F(1n;n; q,~) = !m5 -2(~) ª' m3 +4 ( i) "• m~ ~3 (-b) ª' m =!Cm-

>.)4 (m - a) +cte. 

En la vecindad de m =>.la función se compirtS:c;;b'f'.H~fe1{§~l~(m
>.) + $ 1~ Cm~>»' + S 1~ Cm3,~l' + ... = cte + k (~ _S}jtf~(~{ >.)~ .· . 

Entonces tenemos F""' !(m- >.)4 , que es el ger:en~e la.catástrofe A 3 , y al 

perturbarlo éste se desdobla obteniéndose la catástrofe cúspide, reproduCiéndose 

de esta manera localmente los resultados del potencial V(m; n, q) del sistema 

anterior con dos alometrías. 

(b) Susceptibilidad ante perturbaciones. Exploramos la variación de la masa 

óm = Xmnón+Xmq6q+XmrÓr asociada con cambios en los parámetros ón, 6q, ór, 
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donde x., 11 = [~]-l" sonla5 c".inpoiientes del tensor de suceptibilidad. 
' . -.. - -· -

De acuerdo con nuestroargu~~nto;· el sistema se mantiene cerca de una de las 
- . - . . ' 

curvas características de la' catáStrofe F. 

trucción tende~á a~er~>c~a'.nd:o'i(~istcimf se ace~~~~·:~ ~gu~; __ d~ 1~'6urvas 

características, .. co~~~it~id~ p~~'.~~~~~~ ,críticos def;~~era~6~·:a~,~~~gÜiido ·.orden,. ·· 

es decir p~iltci~ p;·~;{1~i~~hl~s·s ='o: \\ )';¡, ·~¡· .. J·, . 
f· f ·.;.,.':.· .,,. ,. ''·' J_··· ·•· ·. .l.. . . ·' :_¡,;;·. ·,.:, · ... ~::,: :•··, . . . 

Escribamos rn.~.~=T~) ~1+t1/J = (:li) ª• +ttp = (&) ~~ +tw d()ndé,1/J, l,O,w e !R 
• • ,• ,<.; ' •; ':-·: '·• •' V • "< '- •• O ' • ' ' ·., O "1 ' ' ' ,._:,:-.' : '.· .:<' ~" ;:~ :;:•,:. > .. ,": '• •' '-' 

.:·'., _.·.,.: ::::-~'-. -¡··· ·. - :,',. ··-~-~-.:_.:·,.::_;;;·_:_~>,<-'". 

y t cercan? a cer(): Ahora e~luemos m• en la segun~a;deriyiida,.: J . . ·.· . 

· ~1~- ~}*)~ 124 (t.ip - t,,,,)¡ + <~)<h [ 12 (t1p};:~;2~(Ns~';,,,,l~]+ct1p)3+ 
3 - ' . ''. . .'.::;_:¡.:,~-~:!;·,.·(,~-~:"-- - . . 

(tip - ttp) ;~'.'./(, ; :> . ,··•·,· 
De aquí.que; si,P := tp, 3 p >O tal que ~i !ti ~-P}L~·~o< .. 
Si t,,P > ttp, 3 ~· i o fiil que si ltif1?.·~: ·~:~fü-~í· /~~ ·;.: 

~::::c1r~~2?i~t~:üi!fil~~~~!21~;i~~\:::~: .. ·. 
' ~ .. ,,,,.,-' ·¡ ,~\·::.'/. ·11.·: y./';' :·~;::",~ > 

de.cómo.nos acerqúemos a.las ~urv~ e:~r~~i~iisFc~f.>i~~'-?D,·:/'< · : .. 

(e) Tiemp~ de respuesta aríte perturbiÍci6ries: :':E~~ribiendo ·~. = -~ y 

expandiendo F en la vecindad d~l míciri;o' ochpado . por el sistema, tenemos 

el tiempo de relajación T = [ ~ J-J, y éste, por las mismas razones que en 

el inciso (a), diverge cuando se satisface cada una de las alometr!as. Esto lo 

interpretamos diciendo que el .sistema se recuperará cada vez más lentamente 

de una perturbación, a medida que el sistema se encuentre más cerca del régimen 

donde se satisfacen las alometr!as. El mismo resultado se obtiene considerando 
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- una ecuación de tipo newtoniana,-.~-= -~. En este caso el sistema oscila 

. alrededor de su est~do inic_ial c~~ ~~écuencia w = ( -fn!;] ! , y aparece unmodÓ-
' '.:; ·, : .... ·. f;. '. 

_ cero cuando nos acercamos a -las clirvas características. 

(d) Histéresis. · · Sie~;~e j~~era~e~os un efecto de histéresis cua~éio. un 

camino cerradb en'~¡ ~~I;kdo'cici.los pafá~eÚos 'de controlatra~iese el C:cix{junto 
. ·- . ·:e·;' :-, ::·~:·-·~·.!;~:\ ·t~ '.':;-i-.·' ., -~-·/ ¡ ' '··-.·~ ·, ':'.: -

dé bifurcación.:;: • ,;, -.·,:' y2'. · ;> ··· ,/· · 

Co~o ya h~bÍ~:~~ ~¡~fg' iiJi~riorriiente, en una vecindácl de las; C:uf~ -~a
ra~terístic~, f (;k;-k~'Mt~~~ C:Üriviert~ en ~l germen de la funciÓ~ que sé ~n-

-,~·; ,· :.>~\: .-_:-;·... '.·i·' ·. ·"'" .. 

cuentri~6r>.deb'~j6~~ F(~i n,q, r) en la jerarquía de c~tllstrofe~.;:EJ'decir, 
•.. . ·.' ' .,,. ...... -'.' ,' '~ ·.· ·- .. --· . . . :; ..... ',.':·~·. ',;"- ~-. , -

cerca detitlés:cu~ C:~~aéterísticas F(m¡n,q,r) = G(y) = Ay4/;'c'6~A.-una · 
. •. .. : . ; . >t'.: -~>: . (~ < ·. ..L _¡_ . _¡_ _. .- ; ; •• ;, é " 

. constaritE!; y ~ .T t ~::Y, " = ( ~) ª, , (-§) ª• ó ( -& ) 0 a. 1-1 a1ej~r!losdE! es~as 
·;,- ,;.¡.;,. '-·\-:: '¡·---· 

cur\'85, ~1. ger~~n 'óc!Í) . ~e-descÍób1a como la. catástrofe -cúspicié/oci'i~i\b1) •• = 
- - :.·-._ ··:_.y.-:'.';'',";:!~;.::·>··;.' .. f·'.·.J::(',·"·,·',:'_,·_· ·'~ >:,..·¿~'•.:,.:--~' ::.~·: .. -.~·" . . ·: 

h4 '+- ~aly~fli1y,clbri~~ ~Eiil>o~,ignorado el factor topológicameil,te,~rei~vante 

··· .. ~l:~;zl;~IÍ~~~~~~;~&~li?l~t·· 
.de.F(m¡n, q; r}:'-Torri~ndo y¡,;;rri•::--(~) 0 • , es_:posible'obfoiié1}un:siilt~énla 

:·E:~~~f l~~~~~~rr'l1~~~J~f t~: 
; ~;.:;, ·'. '-,'.· 

· mostr~do_en l~ flgur~S-B. _En- la región l_ hay un mibcimo-y un mínimo¡ este 

· ultimo es el que ocupa el sistema. Al pasar a la región 2, aparecen dos puntos 

críticos (un mínimo y un máximo) entre el máximo y el mínimo de la región 

35 



A) (x,·b,c} 

B} 
(b,c) 

Figure 8: A) Efecto de histéresis en el espacio (x; b, e) , debido a B), un camino 
cerrado que cruza la separatriz para a < O en el espacio de los parámetros· de 
control matemáticos (b, c). · · · 

-:·.-_ ' ·«·_, 

1, aunque el sistema sigue ocupan~o,il mis~¿.~~i~b. ".~l ·~~~~¡f el,f~~o· 

es claro que Ún cami'ri() ce;radb q~~ ~~~a~iese la separatriz en el espacio de los 

parámetros de co~t~()i producfrá ~n e;ecto de histéresis similar al mostrado en 

la figura 8. 
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CONCLUSIONES 

De las alometrías empíric~ :del ~~osistema.con marriíf~ros herbívoros const1;ui-
' >"· .· :: .""- ... ~ ... -.. . . ·_ ' 

mos mediante un requerimienió de núixima adaptabilidad una función canónica, 

que nos permite hacer predicé;~~e~'.~el comportamiento del sistema cuando 'los 
. :. ;.'.;~· ' ' ,/ '~·· . , 

parámetros de con~rol,~~ri§i'.i d'~~i~~:~~'ei:turb~Ciones; Bifurcaciones~atemáÚ"·· 

casen el espacio delosparárhetros'~e 6ontrolimplican c~bi~s .• di~b~riti~~msen .· 
las variables de e~;~~~ •. 'eid~~ciifü~g~d~~. J ~ri~~¡¡Íon~f dJci~~f~¡;:iJ~~tLto ·· · 
biológico. En .• el• ~füi~~r~~i!;;~i~~1~(1~j:-_,h~~~~1~trº,s(¡~·i~~1~·;f t~t~{;~i:t~~:;;~e• .. fase . 

implican cambios.disconti~uos· •. en.la' ma5a.'promedio'.i~clividua1.·en el' ecosistema; 

El sector herv~o~~:"~il(¡cf~~;;;~a;~~~~:i~tb1J¿ra~i~~:J;t~;~f tt~~~kjf j~i~es '¿~ 
bido a que l~~ alomefr!as biológicas:( ecuación ! )se s~tisfacell en ~~os .casos [3]. 

:~::~~~m~~:.E:::·~~,Í~~~.:: 
:,'·:. ·/-''<·.;,:;~X:»: :-,~·.:·.-:. 

Lás ll.lom~tríe.S las ~elacionamos con el prinC:i~io'.'cÍ~ rjá¡:~~¡~ por·m~cllo de un 

requerimie~to~e ITiáXima adaptabilidad (1], p~~~{f:liA~b~~~(1~~~ribir ~ ecosis

tema en un estad6 estacionario a partif de/:~~ c~~~~t~J·~~~~~o:de variables, a 

pesar d~ sus fluctu~~iones mic~os66~ic~. \\'.' ss ''!'.-i.'> 

Es -impcirtarite' notar que los r~~ulta~?~-i~fe~J~~ i;~;!l: el. sistema. de dos 
;· ' º'o': . . ,-?;'.·:: i'"' ;~ ·. '-.j·. 

alometr!as so~ ~~prod~cido~ lri~a1ni~nte p~r el p6t~~cial ~o~struido a partir de 

la catástrofe Á~. :i s~vez los resultados obtenidos del potencial que describe 

al sistema con tres alometrías serán reproducidos en una localidad del potencial 

construido para un sistema de cuatro alometrías, y así consecutivamente, debido 
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a que las catástrofes están relacionadas de una manera jerárquica [10,' cap. 7]. 
·.. , .' -- --- ., ·-

En general la elección de la catástrofe que describe a un sisten;a ~n pa:rticular .· 
• '•, "e •·' 

' ' 

no es única, debido a que no hay una relación unívoca entre,;las catáShofes y 

el número de variables involucradas.·• Co~o ejéir{plo, para' ulli~isteina de ·~uatt'o 
. y, ... , .. :-.~~-·'.·-···::::·t. 

alometrías en principio es posible escoge~ 'a las catáStrof~s'A±~ yi LJ~4t debido a 

:::·;;~li~il\~~~f ;~~!~~;3;~~~ª~~: 
comparación· con• datos, eicperimentales.·,, De, la·. tabla· de catástrofes elementales 

, -:--~ (/:~::.~::~~-;,~,};J{~-~:;.:~.~;}~D.~:):~~-:;).~-.5~:~;::-~:-::~-~;>:.;¿.~-~---,'.: :~.-~'.. -·~·:r·0~-, . ·e< .·.;i . , :: . :.- .· 

observamos qu~ tenemos ~a!O'más dos . v,ariables de estado. y·. cinco parámetros 

de controi: .~ii'~l:;~í?'.,~~:~i~t:J.}tA~~~~tf ±~t~í~;~~~e ·involucre; más' de.· si e.te 

cantidades biológicast:'éxisten ótra.s'¡rormás; can:ónicaa; e~t~~i~<las ~6~· A.~i101<l 

~::,:n~~~~¡~~~~i~~!~iJ~~~~~~~ ••.... 
ecológicos~: . · ·:•:, . . .• ".·:·.,,· .. :·,;:' ·¡·;~•,'{• .. ,.:.· •. ,. ·' '., ... ·.•:· '"'' ". • ·:,: ' "'"•':·\:.:·"··' .·. ···' 

:_:_ '.-~ _-- -_ -: ~-; ~~~ /~~~¿-~ -~,<~-v~¡~: ~ '-~-:-},/,'.~i¿:t,'.~.~~ :5~~ .¡:< ?;;~~~,~~:~~\'-.;~.~1.9:~ -·~ ::~"~--.~ ~')·'.:t~rN~). ~F····~ :·. ··-~~ .. -:~~,:,;,;:e,~~·::: 
El arguI!lento. que le)irved~ basifa este m()delo íi() e~: ,únicamente aplicable 

a ecosistem~, ···~ifi~:,~~~· i:~~i;~:~;~Ji¡~"~e:;,,_~;~~r~ic. ~·b~;~'s;:,~iii~~~~~~~d~ · 
existan 'leyes de··~6:te~6i~' ;¡: ~ri ~o~6~ptb siiriÚa/itl'.de'ri;~fiiia ¡daptabilidad 

ante i-e~tu~~~ci~~~s::·~ 't· · 
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