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estacxonauos, en la vecmdad de puntos crfticos degenerados de c1ertas funciones’

“catéstrofes" por el matemético René Thom, su descubr

‘canémcas, Uamadas

v‘dor En el capftulo 2 ‘se hac una conexxén entre dichas formas canémcas y las B

funcxones que descnben a un s:stema part:cular con tres a.lometrfas, observadas -

‘en ma.mfferos herbfvoros. . ’




INTRODUCCION

El contexto del presente trabajo es el de la aplicacién de conceptos y técnicas
matem4ticas en biologfa. Su tema especffico es la descripcién de sistemas y pro-
cesos biolégicos a través de propiedtides topolégicas de las funciones utilizadas

para est;udla.rlos En este sentldo su antecedente filoséficoy matemétlco més cer-

“cano es 1& pbm cy:l‘é'.rsm"ard rcy Thompson (D’Arcy W Thompson, On Growth
bl ations, New York, 1992) Otro antecedente cercano lo

consntuye el libro de Rene Thom (R. Thom, Structural Stabxhty a.nd Morpho—

Las “alometrfa.é", relacnones funcionales de la forma y = Az* (cony y =

propxeda.des de un snstema dado y A, constantes), son conspicuas en la bio-
logfa y constltuyen un vehfculo prometedor para sustanciar la esperanza de la
macroecologfa [2], de identificar una escala o un contexto donde los sistemas
ecolégicos son descritos por un conjunto pequefio de atributos globales (di-
versidad y abundancia de especies, gradientes de diversidad, distribucién del

tamaifio corporal, rango geogréfico, etc.), a través de patrones estadfsticos que



o iléva a la siguiente alometrfa n = Am~0"5 donde A es una

de’ lo herbfvoros se escala aproximadamente como la potencxa 2 de la media

de la masa mdwxdual adulta [4,7]. Finalmente anadlmos una ‘alometrfa que

: relacxona al txempo de vida con la masa, obtemendo el con_umto,

no= Ame
q= Bmuq
r o= Ome ®

donde m es la mediai dé'la. masa individual adulta, n es la media de la

densidad de poblacién, ‘g es la tasa individual de consumo de recursos y r el

tiempo promedio de vida; los valores experimentales de los exponentes a;, az,
T, «

ag, son aproximadamente 52, 3, 1 respectivamente. Todas las cantidades son

supuestas adimensionales.



Eshﬁestré’ iﬁtexicién cdrisfniir, bésddoé en un érg\\imentd bibldgico't;ué des-

crlbxremos més adelante [1] una funmén a partir.de las alometrias antenores, : B

minimos.

Comb antecedente, fnencionaremos que la interpretacién de “alometrfas” en

la ffsxca en térmmos de invariancia de escala, resultd ser un ingrediente central

en la teorfa contemporénea de transiciones de fase y fenémenos criticos en equi-



Figure 1: Una perturbacién hace que el mfnimo local degenerado se despliegue,
déndole la: posxbxhdad al sistema de-ocupar dos nuevos minimos locales El
punto negro dec un punto criti degenerado.




: éxispide (V(:z:; @ b) #,’%:c“ + %a.:z:2 +bz) con b = 0'1asf éué'lastléyéé dé"pdtéhéia e

y las catéstrofes Juegan un papel complementano en’ el estudio de: transxcxones‘;

' mos. asocxados con vanable

' a.mbxentales.

Un procedxmxento de "‘z'o'cgm’{ nos lféva dé la variedad crftica delas t:é.téstrofes

a un subcon_]unto 1la.mado de b1furcac16n, que contlene curvas' aracterfstxcas

cuyas ecuacxones son alometrfas las cuales surmmstra.n nuestra conexxén con el

ecosxstema m d nte un ca.mblo suave de coordenadas »Una vez, que el ecosistema

txene asocmda una catastrofe particular, es posxble hacer pred:ccxones sobre

el mlsmo, su susceptlblhdad y otras propxedades, que corresponden a ciertas

f“caracterfstxcas topolégxcas de su forma ca.ném

‘Este mgdelo es propuest'o en 1]  mpl abljcéndolo a sistemas

eéoloéicbs ciue satisfacen la régla de autoaclareo, o la alometrfa Nrax ~ Mg max
o, donde ‘Nmax es la densidad. de plantas, y Mey,max €S la masa promedio, bajo

condiciones de méxima productividad.

En esta tesis se aplicard el modelo a ecosistemas de mamifferos herbfvoros en

-3



donde se satisfacen tres alometrfas,



CA‘Pi'.I‘U“LOVVV

PRELIMINARES Sl

Aqm enuncnamos algunos resulta.dos 1mportantes que ‘usaremos més ade-

V.,(p) es Tno smgular) de f

arémetros IR" — §R para toda n y para )

todg 7.<5,es ct almente estable, yes eqmvalente alrededor de un punto

 cusp (As)

:l:(u4 + tz'u1 +t1u1) + (M);



)

swallowtéil (A4
uf + toud + tpud + truy + (M);

sud + taud o trus + (M);

' (2) Umbilic catdstrofes "

- elliptic

(M ) se ;éﬁere" a imé
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'CONEXION ENTRE ALOMETRAS Y CATASTROFES, - -

Si el det.V;

suave de variables!,

tal que el potencial V- puede escri eldq‘a@méﬁﬁé é;}mo una

-<+forma-cuadrétics,

VYAl ' , (1.1)




potencxal en una parte no, VIorsmna y en'otra Morsw.na

V(w 0) me(y1 (1‘ C).m,ye (z‘. C) C)+ Z ,\,(c) (yz(l‘)) (1.2)

i=EkL

Las ¢ coordenadas y1 (:c, c) i .,ye (ac c) asocmdas con los ¢ eigenvalores que

se hacen cero, A;(c), . /\g(c), son funcxones suaves de las n variables de estado

y de los k par&metros de control Las coordenadas Yes1(x), ..., yn(x) asociadas

con los exgenvalores'dlstmtos de cero, A¢+1(c), .+ An(e), son funciones suaves
s6lo de las varmbles de estado originales . .-

Si'k < 5°(k, nimero de pardmetros de ricontrql)‘ y. se tienen & lo mds dos




variables de estado, un teorema de Thom [10] garantxza la exnstenc:a. de un
cambio suave de vanables tal que el potencxal puede escnblrse en la forma

canénica:

V= cc(e)+ 2,\,;,, L a3
_1—!+1 ) |

La funcnSn CG(E) es llamada germen de la funcxén ’V

V(:c; c) ~para c=¢ ,'entpnc'és ‘en‘un b.bxyexv'tp_'dej(g:

V=t k) + 30 MO (i) (14)
U=l -

La funcién Cat(¢, k) es llamada funcidn catdstrofe. Aquf € es la dimensién

del espacio nulo de Vj; en el punto critico degenerado y &k es el mimero de

13



paré,metros de control ‘Por definicién Cat(¢, k) = CG() + Pert(é k).
A contmuacién se enhst:an las catdstrofes elementales, .

. Nombre ,'Ic‘ 8 Germen Perturbacién

; o a1 r
% + agx?
a1z + azz? + azzx
a1z + az2? + a3z + aqzt
: a1z + asx? + azz® + agzt + azz’
: :z:yiy a1z + azy + azy®
iz y+y a1 + agy + agx? +asy? .
Lz yiy a1w+azy+asx2+a4y +asy
23ty ayz+agy +aazy + a4y + a5a:y

3

control ffsmos c1, ck, a través de una transformamén sua’

smgular.

Es 1mportante 1dent|ﬁcar la presencia de catéstrofes, pues:éstas; ocurren en .

s1tuacxoncs reales [10] Para esto, existen cxertas caracterfstxcas qu nos mdxcan,’
su presencm, algunas de las cusles se describen a continuacxén
1. Modahdad
Esto quiere decir que el sistema fisico tiene que eIegﬁ entre dos o mﬁs estados

ffsxcos dxstmtos posxbles Es decir, para algunos de los vaJores de los par&metros

de control, el_vpotencvx’al, que describe al sistema tiene uno o méds minimos locales

- que p}iedeh ocurrir, como sucede en el diagrama P — T del agua, que puede

2Una nu\tfiz es no singular si tiene inversa adct%‘%"zlcn #0

14



estar en estado sohdo, lfquldo o ga.seoso en la vecmdad de su: punto tnple

-Inaccembxhda

'de ) é_quxy_"br_iof que

siste’r“nav salta'de

En g n en los va ores mcxa es de los parame-
tros de control ‘ mbles de estado m1c1ales
1colvde§g<‘anerado, pequer'xos :

de control ‘pueden llevar &

cambios grandes en los valores finales de las variables de estado. -

S:-I:Iviétéresis

La lustére51s ‘ocurre cuando un’proceso’ ‘no es estrictamente 4r’e’vérsible'.
el valor de la funcxén en
que nos acerquemos a dicho

e se esté observando una curva de

nivel de alguna funcxén que vepe ‘de de m4s variables. Esto ocurre por ejemplo

15



; B- 47r1V1 donde M

con la; relacxén B= B(H ) para un’ matenal ferromagnétlco donde B (el campo

6n umval ada de H, con H

' magnétlco), no es una

“es la polanza‘ VOn magnétic
6 Divergencia de‘la respuesta lineal

s lleva al siguiente dfgurﬁenfo;‘ Las

gradientes son

"'ecuaciones que gobiern
dr L lave
de - Bx;

16




Si (:::" c°) es'un punto de equlhbno, entonces =

17




APLICACION BIOLOGICA

debxdo a que corresponde a la for;

eigenvalor asociado es distmt de cero

Del mamfold crftxco de:Cat(¢, k) obtendremos curvas cﬁrécteff’sticas'en\'él

eSpacxo de los panimetros e control, que representan curvas de puntos cr(t1~'

18




cos degenerados, Estas,c‘urvas,caréctérfsticas serdn.nuestra conexién:con-las ...

alometrfas blolégicas.

Una vez constrmda nuestra caté.strofe blolégxca, podremos calcular cantx-

dades especfﬁcas,como _’ln‘suceptlbxhdad ante perturbacxones, trle‘mp’o de res-

- puesta e his'tér"

~ como V. = Aia :!:‘:z:‘1 —aa:2 + bm

De las ecuaciones (1"78),'(}.'7),’)" (16),vemos que el punto crftico de multipli-

19




Figure 2: Las curvas caracterfsticas en el espacio de los pardmetros de control
dividen al espacio en dos regiones abiertas, 1y 1I; cada una de cllas corresponde
a funciones cualitativamente distintas.

cidad tres corresponde al origen & = a = b = 0. Los punfos criticos de multipli-
cidad dos corresponden a curvas caracterfsticas en el espacio de los pardmetros
de control. . Dichas curvas corresponden a'lés‘s'olhcioxies de las ecusciones (1.7)

y (1.6).

(L7) = a—-—3z2 ‘“”b—z 3 (1.9)
’ 3% b\2 B
En la figura 2 se grafican las curvas caracterfsticas (lv.10) en el espécibrde

los pardmetros de control. -

Para conocer las propiedades cualitativas de funciones en cada una de las

%0 TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




regiones abxertas, es suﬁcxente evaluar la. ecuamén (1 6). en puntos convementes

Escogemos un puntq sergcluo (a,b) (1 0) Entonces (1'6) tiene una sola solu-

endo (1 6) en la forma 9§1 (::: + 11)2 (z: +0

gramos determinar las propiedgdesrz'"c:ualiﬁatlvasn'de“las funciones pe;tengcxehfes,

a las regiones 1 y II (fig 2).

21




Construcczdn de la catdstrofe bwldgzca pam un szstema de doa alometr{aa
Antes de constrmr explfcxtamente una catéstrofc bxoléglca para nuestro sis- -

tema mamffero, es convemente entender pnmero lo que sxgmﬁca que’ dos fun-.' EAN SR

ciones sean cua.htatwamente sum are
Dos procesos frs'

un mismo si

ra.zones que ya -

habfamos exphcado anterxormente suponemos que el sistema se encuentra en] S

una vecmdad de,las curyqs 1caracterfstxcas, generdndose asf las siguientes rela- =

- ciones,

22




V(m; n,'q)

donde M =

(m - mU)tiy AB:




.no tenemos mformacnén mdependxente sobre eI valor de mo, toma.remos mo = 0 SEE

'y puesto que ﬁ no mﬂuye en los valores de los puntos cr{tlcos, tomaremos ﬁ )

:' Con estos valores para mo y ﬂ, las ecuacxones (1.11) y (1’12) toman la slguxente -

24



NQ=C

n (regldn accesible)

q

Figure 3: Curva caracterfstica en el espacio de los parémetros de control bi-
,olégxcos g = Geot. B .

"'la reg:é I e lay ﬁgura 2 tendrfamos méxxmos en lugar de mfmmos yenla

or ] : 3—; son las componentes del tensor de':f

l), : i)ox; lo

| TSI CoN
2 LFALLA DK URIGEN




c) Txempo de rela_]aclén.

6F, Y
—-—a: +a:z: +b:::+
R o [ AR

v (2;1)
Los puntos crftxcos de segundo orden cumplen con la ecuamén anterior y la

snguxente condlcxon

8%F. .

= =4s® +2a.z-+b_0ﬂ (2.2)

similarmente, los puntos crmcos de tercer orden cumplen con las ecuacxones

(21), (22) y la sxgulente,ecuamén: S0 o

8F

S =122%+2% =0. (2.3)

26




Los puntos crftlcos de cuarto orden son solumén a las ecuacxones (2 1) (2 2)

(2.3)y la 51gu1ente ecuamén. : o

4 o : :
, %;’; =24z =0 : (2.4)

De esta ltima ecuac1én vemos que el punto crftxco de cuarto orden esen:

T = 0 sustxtuyendo este valor en la ecuacxén (2 3), obtenemos que a = 0 Slyb

sustltuxmos estos ultxmos dos valores en’ (2 2), b = 0 y de: (2 1), tenemos que ’

ce=0. Por lo tanto el punto crftlco de cua to orden s ‘el orxge :

b = 81:3
¢ = —3z4 o e (2.5)

Ahora los puntos crmcos de segundo orden cumphré{ on‘(2 2) y (2 1) De

(2.2) tenemos que b -.—4:1: - 2a:v, sustxtuyendo ‘este iltimo. en (2 1),



b = —42% — 2az

»vc  = '31:4-{-'(_1:2 Ft ) (2.6)

Para estudiar Ia superficic generada al variar el pardmetro a, hacemos la’

siguiente observacién. Si escalamos z por un factor A y a por un factor. 22,




08

05
as
04
03

02

ot . Fl

a1 .
-08 a8 04 02 o 02 04 08 08

Figure 4: Curvas de nivel de la separatriz de Ay = 1z' + Jaa? + b, con
a=la=0ya=~-1, :

entonces b'se comporta como A% y ¢ como A%

‘Si zx—oAx ya— N, entonces  b—XNb y coXe (27)

. Por esb es que ‘determinamos anteriormente’las secciones b — ¢ en los, tres -

) cuahtatxvas de fun 'ones para.metnzadas por ‘puntos en alguna de estas regiones

son 1guales.’ Estas propxedades cambian cuando pasamos a través de esta superfi-

2 TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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anure 5 Las tres curvas de nivel mostradas en la ﬁgura 4 son‘acopladas medx-
ante la relacxon 2.7, déndon ‘como resultado la separatnz e ER SRR

: c1c. Pm-a determmar las propxedades cualxtatwas de cada region; es convemente

enfocar nuestra atencxén sobre cxertos puntos relevantes Ta.les puntos se mues-

tran en la ﬁgura 4 cc 1;10 k"l La ecuacxén (a:?) + ax? + ¢=0, que es la

ecuacion (2.1) con b = txene como so]ucxones

la segunda denvada, obtenemos que. ‘F. txene ~un"mfmmc: a la derecha del cero y

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Figure 6: Cada punto de la separatriz mostrada en la figura § representa una
funcién que no es de Morse. En las tres regiones abiertas tenemos funciones de
Morse. Aquf se muestran algunas funciones no Morsianas y otras Morsianas.

un méximo a la izquierda. Paraa <0y 0<ec< (a/2)2, hay cuatro soluciones

% o
reales (z = % [Jﬂ =/ (%)2 - c] ). La solucién z; = + []%1 +/(8)? - c] es

mayor que las otras tres solucxones L‘valuando ‘esta solucién en T" deséu-, i

; ,vbnmos que orresponde aun mfmmo 'omo no hay puntos crftxcos degenerados ;

e _:en esta reg:én el sxgulent punto- critico hacia: la 1zqu1erda corresponde aun-
regiones donde liay

En la ﬁgura. 6 se bosqueja el comportamiento del potencial en cada una de

3 las reglones para a:

Todas las. funciories’ pertenecientes & una misma regién poseen las mismas

31



propiedades 'gﬁalitativas.‘——

k Canstfuéciﬁn‘dé'la atdétmfekb’iol_'d_‘éicd para ellsist'em'av de tma‘dlorﬁetﬂas.

cual no tenemo "nf irmac16n alguna o

Ahora exploraremos 19, regxén de estnblhdad blolégxc la suceptibilidad del

sxstema, tlempo de rela_]acxén e hlstéresxs. o

(a) Reglén de estabnlxdad blolégxca

nos lleva & suponer que el sistema se’ encuentra en la regxén Ienel espacxo de

lbsparﬁri]et;fés"dé: conl ' 1 emat ‘os de"la ﬁgura 7, puesto que en-la regién -



II

Figure 7: Regién biolégicamente accesible en el espacio de los pardmetros de
control para un sistema de tres alometrfas. En la regién I ng < qm, en la reglén
II ng 2 Gtor: o :

II nq > Qto

; En esta regién el potencial F(m n, q, r) muestra gran vanedad de

funcxoncs cuahtatxvnmente distintas (ﬁg 6).1

N+ WI,\@%‘L’ + &5
Entonces tenemos F = £(m - A)4, que es el germen de la catﬁstrofe Aa, yal
perturbarlo éste se desdobla obteniéndose la catéstrofe ctisplde, reproduméndose :
de esta manera localmente los resultados del potencial V(m;n,q) del sistema

anterior con dos alometrfas.
(b) Susceptibilidad ante perturbaciones. Exploramos la variacién de la masa

om = xmn6n+xmq6q+ XmrOr asociada con cambios en los pardmetros én, 6q, 67,

. TESIS CON
FALLA DE ORICEN




donde: x : Q2F.

,De acuerdo con nuestro' rgumento, s1stema se mantxene cerca de una de las,' :

(c) Txempo de respuesta antevpert' b

‘expandlendo Fenla vecmda.d délsz my up‘db ibdr el Sisfemé, tenemos
el tlempo de rela;acxén T = [%:{-}]—' vy éste, por las mismas razones que en
el inciso (a), diverge cuz‘mdo sé séfixsfacc cada una de las alometrfas. Esto lo
interpretamos diéiendo qyié el-,sisf.ema se recuperard cada vez m4ds lentamente

de una perturbacién, a'médida que el sistema se encuentre mss cerca del régimen

donde se satisfacen las alometrfas. El mismo resultado se obtiene considerando

34
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-una ecuacxén de txpo newtomana 4. = —2L. En este caso el sistema oscila -

4 PR
] , Y aparece unﬁquo—

ultimo gé 1 que o,cﬁpa el sistema. Al pasar a la regién 2, aparecen dos puntos

: ‘cfft‘iépsb(ﬁn minimo y un méximo) entre el mdximo y el mfnimo de la regién



Figure 8: A) Efecto de histéresis en el espacio (zib,0) , debldo a B), un camino
cerrado que cruza la separatnz para a < 0 ‘en el espacio de los parémetros de -

Enla ﬁgura 8 B se tomé a

cte para poder graﬁcar (z;,¢c) (ﬁg.‘ 8-A),‘ bero ‘

es claro que un cammo cerrado ‘que atravxese la separatriz en el espacio de los

parametros de con rol producxré un efecto de histéresis similar al mostrado en

la figura 8.

TESIS CON
FALLA pg URIGEN
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CONCLUSIONES

Delas alometrfaé e&xpfricas del'ecosisterna coh rﬁérrifféi'os hérbfirorbs c6'r'i4sti;ui-"' i

mos mediante un requerxmlento de méxima adaptablhdad una funmén canémca, L

alometrfas 'son reproducxdosv]ocalmente por el potencml constuudo a pa.rtlr de

-~la ca.téstrofe A4 : A su vez los resultados obtenidos del potencxal que describe

~al sxstema con tres alometrfas serdn reproducidos en una localidad del potencial

construido para un sistema de cuatro alometrfas, y asf consecutivamente, debido



a'que las catédstrofes estdn relacionadas de una manera _]eré.rqulca. [10, cap.?]

En general la eleccién de la catéstrofe que descrxbe a un SIStema e" partlcular ,v :

a adaptabilidad -

ante perturbaciones
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