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Resumen 

En este trabajo se estudia la posibilidad de describir aspectos de la fcnomenologfa hadrónica a bajas 
energías, utilizando un modelo esquemático de cuarks y gluones constituyentes. El modelo presentado es 
una extensión del modelo de Lipkin en la que se incluyen pares ferrniónicos más generales, para incorpo
rar grados de libertad de cuarks y anticuarks. El modelo extendido incluye, también, un acoplamiento 
de los pares fcrrniónicos con excitaciones bosónicas. La energía de los niveles fermiónicos es 0.33 GcV 
y -0.33 GeV respectivamente, el cual es un valor típico para la masa de los cuarks constituyentes más 
ligeros. La energía de las excitaciónes bosónicas es tomada de la masa del glucball de menor energía 
obtenido en los cálculos de red. Se realizó un estudio de las características principales del modelo corno 
función de sus constantes de acopla.miento. Para constantes de acoplamiento mayores que ciertos valores 
críticos, el sistema pasa de una fase pcrturbativa a una condensada, en esta última los estados del mo
delo presentan una estructura colectiva en tl?rminos de pares cuark-antcuark y bosones. Se encontraron 
los valores de las constantes de acoplamiento que mejor reproducen el espectro experimental de mesones 
isoescalares. Para estos valores de las constantes de acoplamiento, los eigcnestados del modelo tienen 
una estructura colectiva dominada por pares gluónicos y pares cuark-anticuark acoplados a sabor {l~ 1) 
y espín O. Este resultado está en acuerdo con el rornpin1iento espontáneo de la simetría quiral observado 
en el régimen no perturbativo de la crornodinámica cuántica. Se introdujo temperatura en el modelo y 
se obtuvieron csthnaciones de la curva de transición al plasma de cuarks y gluoncs y de las producciones 
totales de piones y ka.oncs. Estas esthnaciones coinciden con los valores experimentales reportados. El 
modelo produce masas bariónicas 1nayorcs que las cxpcrhnentalcs. Se sugieren posibles extensiones del 
modelo para solucionar esta situación. 

Summary 

In this work is studied the possibility of describing aspects of hadron phenomenology at low energy using 
a schematic modcl of constitucnt quarks and gluons. The prcsentcd n1odel is an cxtension of the Lipkin 
rnodel in which more general ferrnionic pairs are incorporated in arder to include degrces of frecdorn of 
quarks and antiquarks. Thc cxtcnsion includcs the coupling of fermionic pa.irs with boson excitations. 
The energy of both fermionic lcvels is 0.33 GeV and-0.33 GeV rcspectively, which is a typical value far 
thc mass of thc lightcst constitucnt quarks. The cncrgy of thc bosonic excitations is taken frorn the 
lowest glucball mass as 1ncasurcd in lattice calculations. 

A study of thc main propertics of the 1nodel as function of its coupling constants is presented. 
The eigenstatcs of thc modcl's Ha111iltonian exhibit a collcctivc structurc in terms of quark-antiquark 
pairs and bosons, for coupling constants largcr than certain critical values. The bcst fitted values of 
thc coupJing constants to reproduce thc experimental isoscalar rneson spectrum are found. Far these 
coupling constants the states of thc rnodel have a collcctive structure dominated by glueballs and quark
antiquark pairs coupled to flavor (1, l} and spin O. This result is consistent with the chiral symmetry 
brcaking obscrvcd at low energy QCD. The Quark Gluon Plasma transition line and total productions 
of pions and kaons are calculated. Thcse calculations are in agrecrnent with experimental results. The 
model produces baryonic masses rnuch larger than thc experimental ones. Possible extensions of the 
rnodel to salve this situation are outlined. 
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In.trod ucción 

En un trabajo seminal, De Rújula et.al. (1) establecieron las bases de la espectroscopia hadrónica en 
Jos modelos de cuarks constituyentes. Suponiendo una interacción tipo Breit-Fenni y masas diferentes 
para los cuarks, lograron reproducir el corrimiento de las masas en los multipletes, tanto mesónicos 
corno bariónicos, del grupo SU(6). Al mismo tiempo, su trabajo distingufa entre el tipo de interacción 
anterior y la responsable del espectro al nivel de los diferentes multipletes. El efecto de esta última fue 
modelado por pará.metros, propios de cada multiplcte, los cuales se ajustaron a los datos experimentales. 
Desde entonces han surgido otros modelos para los hadrones, ejemplos de éstos son el modelo de bolsa 
del MIT (2) y el modelo de Skyrme (3). Cada uno de estos modelos resalta diferentes aspectos de la teoría 
fundamental, la Cromodinárnica Cuántica (CDC}, pero ninguno es conclusivo. Esta situación se explica 
por la complejidad de la CDC en el régimen no perturbativo, en el que no ha sido posible establecer 
la conexión entre los grados de libertad microscópicos (cuarks de corrientes y campos gluónicos) y las 
excitaciones observadas experimentalmente (mesones y bariones). 

Dos de las propiedades básicas de la teorfa fundamental de las interacciones fuertes, Ja CDC, son 
la libertad asintótica y el confinamiento del color. Mientras que la primera fue explicada teóricamente 
desde los inicios de Ja CDC, la segunda ha resistido al esfuerzo por entenderla a un nivel más allá 
del cualitativo. Lo anterior refleja la existencia de dos regímenes en los fenómenos hadrónicos. Por un 
lado, el régimen de acoplamiento débil (libertad asintótica) a energías altas o distancias pequeñas, que 
se manifiesta, por ejemplo, en la observación de partículas cuasi libres obedeciendo el escalamiento 
de Bjorken (41 en el análisis experimental del protón a una escala microscópica. Del otro lado, el 
régimen de acoplamiento fuerte a energías bajas o equivalentemente a distancias grandes, en el que las 
excitaciones observadas son barioncs y mesones. En el prirner régimen tiene sentido el uso de teoría de 
perturbaciones alrededor del caso sin interacción, en el segundo, por el contrario, el caso sin interacción 
deja de ser útil, muchos nuevos ingredientes, inaccesibles desde la teoría perturbativa, son los relevantes. 
El confinamiento de color es parte del régimen no perturbativo. 

No es una situación nueva en la física el tener, por un lado, las leyes básicas que gobiernan un 
sistema y, por otro~ la incapacidad de obtener predicciones físicas desde ellas. 

La situación anterior ha conducido al uso de teorías efectivas para la descripción tOOrica de los 
fenómenos hadrónicos en el réghnen no perturbativo. Las teorías efectivas no se limitan a suplir la 
imposibilidad de acceder a las consecuencias de la teoría fundamental, permiten aislar los mecá.nismos 
dominantes en algún régimen para obtener, de este modo, un marco de referencia más claro desde el 
cual comprender los fenómenos físicos. 

Los fundamentos de algunas teorías efectivas que exitosa.inente describen algún aspecto de la CDC no 
pcrturbativa, han podido ser rastreados, aunque sólo a un nivel cualitativo, hasta la teoría fundamental. 
En el sentido inverso, las teorías efectivas imponen restricciones a los parámetros del Lagrangiano 
microscópico. 

Un ejemplo de este canal de dos vías entre Jos modelos fenomenológicos y la CDC, es Ja llamada 
hipótesis de conservación parcial de la corriente axial (PCAC, por sus siglas en inglés) (5(. En la relación· 

8,..A'f = m.~/.,,f/11, 

donde A~ es la corriente axial isovectoriaJ, m..,, la masa del pión y <Pr el campo que lo describe, se resume 
el rompimiento espontáneo de la sirnetrfa quiral y la naturaleza colectiva del pión corno el bosón de 
Goldstone asociado a dicho rompimiento. La confirmación experimental de Ja relación anterior, impone 
restricciones en las masas de los cuarks más ligeros del Lagrangiano: la diferencia entre las rnasas del 
cuark up y down debe ser del orden de su magnitud, para poder explicar la simetría de isoespfn de 
las interacciones fuertes. Este resultado si bien cualitativo, es consistente con los resultados de otros 
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2 INTRODUCCIÓN 

modelos fenomenológicos, como el modelo de Narnbu-.Jona-Laisinio (61. Basados en las observaciones 
anteriores, se han elaborado teorías más refinadas como la Teoría de Perturbaciones quirales (7), que 
cuenta entre sus logros la descripción de la fenomenología piónica de bajas energías. 

Las aparentes inconsistencias de la PCAC, lejos de llevar a desecharla corno hipótesis, han conducido 
al descubrimiento de nuevos elementos dentro de la teorfa que no son obvios en una primera mirada 
al Lagrangiano fundamental. El llamado enigma UA{l) es un ejemplo de esto, su resolución llevó a 
introducir en la arena de la CDC no perturbativa, las anomalfas axiales y la naturaleza topológica del 
espacio de los ca.Jllpos de norma no abelianos de la CDC. 

Una de las propiedades bien establecidas de la CDC no perturbativa, es la condensación tanto 
de cuarks como de gluones en el vacfo o estado base. Dichos condensados han podido ser inferidos 
usando propiedades generales de la CDC como una teorfa de campos relativistas, junto con la medición 
de secciones eficaces de procesos hadrónicos (8). Algunos rnodelos efectivos, corno el de NB1Dbu-.Jona
Laisinio (6), adernás de describir adecuadamente algunos resultados experimentales, presentan dichos 
condensados. Es bien conocido, por otro lado, que gluones y pares cuark-anticuark (en la forma de 
piones) tienen que estar mezclados en la función de onda nucleónica para reproducir los factores de 
forma empíricos y los aspectos de simetrfa quiral de la ffsica hadrónica de baja energía ((9) y referencias 
allí mencionadas). Sin embargo, la situación no es satisfactoria: por un lado, los modelos fenomenológicos 
sólo incluyen algunos de los grados de libertad de la CDC y, por otro, la CDC no perturbativa, debido 
a su complejidad, no permite el estudio de la dinámica que produce dichos condensadoe. La única 
herramienta teórica para obtener información del régimen no perturbativo de la CDC partiendo de 
primeros principios, son las simulaciones numéricas en la red (lattice), a pesar de que mucha información 
ha podido ser extraida de allf y de que existe cada vez mAs certidumbre de haber obtenido resultados 
del limite continuo, se requiere, aún, de mucho trabajo conceptual que permita entender de manera más 
profunda la CDC no perturbativa y no sólo reproducir los resultados experimentales, en este sentido, las 
simulaciones en la red son una especie de laboratorio teórico que permite poner a prueba las diferentes 
ideas acerca de las conexiones entre el Lagrangiano fundamental de la CDC y las excitaciones colectivas 
experimentales. 

Una situación similar a la descrita en los párrafos anteriores, puede encontrarse en la física nuclear 
(contenida, en principio, en la CDC), donde el fuerte acoplamiento y la no linealidad de los sisternas de 
muchos nucleones, hace imposible la obtención de resultados exactos. A pesar de ello, ha sido posible 
un entendimiento cualitativo de los fenomenos nucleares (v.gr. interacción cuadrupolar, aparea.miento 
nuclcónico, formación de estados colectivos, transiciones de fase de nucleos esféricos a deformados, etc.) 
utilizando n1odelos esquemáticos que, aunque simples, permiten estudiar mecanismos comunes con las 
t.corfas 1nás realistas, pero sin las complicaciones matemáticas de éstas. 

Si bien los 1nodelos algebraicos de sistemas de muchos cuerpos han sido usados principalmente en 
la física atómica y nuclear, su uso se ha extendido al estudio de la física subnuclcónica, refs.(9, 10, 
11). En las refs.(12, 13, 14) se aplican técnicas de tcorfas de muchos cuerpos para estudiar la CDC 
no perturbativa desde un formalismo hamiltoniano. Con estos modelos se ha podido, en particular, 
reproducir el rompimiento espontáneo de la simetrfa quiral y la formación de condensados, así como 
parte del espectro mesónico y la aparición de una brecha en la fase condensada que permite relacionar 
a los cuarks constituyente con los cuarks de corrientes. En los modelos rncncionados, sin eD1bargo, no 
se consideran términos que mezclan a los cuarks con los grados de libertad gluónicos. 

En el presente trabajo se explora, con un modelo algebraico y esquemático, la posibilidad de reprodu
cir el espectro mcsónico al nivel de los multipletes usando una interacción que considera explícitamente 
grados de libertad gluónicos y que no conserva ni el número de cuarks constituyentes ni el número de 
gluones. De esta manera, el modelo puede dar indicaciones acerca del contenido gluónico de los estados 
hadrónicos. 

Un trabajo previo muy relacionado con el presente se encuentra en la ref.(15), en el cual se reprodujo 
el espectro de glueballs 1 medido en los cálculos de red (161 usando un Hamiltoniano efectivo para los 
modos constantes de los cainpos de norma. En esta tesis se usa una estrategia similar a la seguida en la 
mencionada ref.[15): se propone un Ha.DJ.iltoniano con las simetrías del Hamiltoniano fundamental y se 
introducen parámetros indeterminados, los cuales se ajustan a los datos experimentales. El Harniltoniano 
propuesto en esta tesis, no depende de las variables espaciales y supone un par de niveles fermiónicos, 
uno para los cuarks y otro para los anticuarks. Estos niveles fermiónicos se acoplan con el estado mAs 

1 Debido al uso constante del término glueboll, se optó por escribirlo en caracteres normales y no en cursivas como 
corresponde a las palabras en idiomas distintos al español. 
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bajo de los glueballs obtenidos en la ref.(15f. 
La interacción entre fermiones y bosones produce un condensado que, para los parámetros resultantes 

en un ajuste al espectro mesónico, es dominado por las excitaciones fermiónicas (cuark-anticuark) y 
tiene una energ!a consistente con el valor obtenido en el modelo de la bolsa del MIT (17). La elección 
de los grados de libertad efectivos usados en el modelo, es un an.satz cuya justificación viene de la 
capacidad del modelo para reproducir aspectos generales de la CDC no perturbativa. 

La tesis está ordenada del siguiente modo: en el primer capítulo se presenta el modelo y se sugiere 
su conexión con el Harniltoniano funda.JTlental de la CDC, se discute, tarnhien, la estructura algebraica 
del sector ferrniónico, así corno una aproximación bosónica que se usará en la versión más general del 
modelo. En los capítulos 2 y 3 se estudian dos versiones sirnplificadas. En el capítulo 2 se discute el 
Harniltoniano con pares cua.rk-anticuark acoplados a sabor (O, O) y espín O, mientras que, en el capítulo 
3 se considera la versión con pares cuark-anticuark acoplados a sabor (O, O) y a espín O y l. El estudio 
de estas dos versiones simplificadas permite obtener las propiedades generales del modelo. Un ejemplo 
de estas propiedades es la aparición de una fase pcrturbativa y otra condensada dependiendo de los 
valores de las constantes de acoplamiento. Al final del capítulo 3 se introduce un modelo bosónico para 
el Hamiltoniano fermiónico. La intención de éste es el estudio de la versión más general del modelo, en 
la que es muy complicado el cálculo de los elementos de matriz y la construcción del espacio de Hilbert 
ferrniónico. En el capítulo 4, se aplica el modelo bosónico del caso general al estudio del espectro 
mesónico realizando un ajuste de las constantes de int.eracción del modelo a los datos experimentales. 
El resultado es aceptable y señala un dominio de las excitaciones cuark-anticuark del tipo piónico (sabor 
(1, 1) y espín O) en los estados mesónicos del modelo. En el capitulo 5 se calcula la gran función de 
partición. Después de calcularla para el caso más sencillo de pares cuark-anticuark escalares, se calcula 
para el caso general y se aplica al estudio de la transición al plasn1a de cuarks y gluones, se obtienen la 
curva de transición en el espacio µ-T y las producciones totales de piones y kaoncs sobre dicha curva. 
Los resultados son consistentes con los cálculos de otros modelos y con los datos experimentales. En 
el capítulo 6 se discuten posibles extensiones del modelo, en particular, la inclusión de términos que 
acoplen a los bariones del modelo con la parte gluónica. Estos términos son importantes ya que las 
energías bariónicas, obtenidas con la presente versión del modelo, están n1uy por encima de los valores 
experimentales. En la última parte se dan las conclusiones. 

En los apéndices se encuentra una guía para el uso de los programas en FORTRAN utilizados. 
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Capítulo 1 

Presentación del modelo 

Uno de los escenarios en donde es posible obtener resultados analíticos en el estudio de la CDC, es 
el de los campos de norma en un toro de longitud L « 1 fm (18). En esta situación la libertad asintótica 
de la teoría permite usar teoría de perturbaciones y la finitud del espacio actúa como un corte para 
las divergencias infrarrojas. A primer orden en teoría de perturbaciones, el espacio de Hilbcrt se separa 
en subespacios degenerados que dependen solamente de las componentes constantes de los campos 
de norma; estos subespacios están separados por brechas de energía inversamente proporcionales al 
volumen del toro (ex: l/V). La separación permite construir un Harniltoniano efectivo para los modos 
constantes e incluir el efecto del resto de los modos pcrturbativarnente. El tamaño de las brechas de 
energía es fundamental para la validez de la aproximación. Cuando se aumenta el tamaño del toro para 
incluir situaciones físicamente relevantes, las brechas disminuyen, la mezcla de los diferentes subespacios 
degenerados aumenta y, por lo tanto, la interacción con los modos no constantes deja de ser manejable 
perturbativamcnte, rompiéndose, así, la aplicabilidad de la aproximación. En la referencia (15) se asumió 
una posición diferente, manteniendo el subcspacio de Hilbert de los modos constantes, se supuso que los 
efectos no pcrturbativos podían n1odclarsc por los parámetros indeterminados de un Ha.rniltoniano para 
estos modos. El resultado fue un sistema de gluoncs constituyentes con una masa aproximada de 0.8 GcV 
y un espectro de glueballs consistente con el obtenido por los cálculos de red (lattice) (16); sin embargo, 
a diferencia de estos últimos, se obtuvo un esquema muy sencillo para explicar el ordenatniento de los 
glueballs dentro de bandas del grupo 0(8). Por ejemplo, la alta masa del glueball i -+ es, dentro del 
modelo, una consecuencia del gran número de gluones que lo constituyen. La concordancia del modelo 
con los cálculos en la red sustentó la utilidad de la posición asumida. 

En esta tesis se extiende, asumiendo una posición similar, el modelo de la ref.(15) para incluir 
a los cuarks. Utilizando el Ha.rniltoniano para la parte gluónica, se introducen cuarks constituyentes 
(mq - 0.33 GeV) y se propone una interacción entre estos y los glueballs de la ref.(15) motivada por el 
término de interacción de la CDC (>lt-y"'l'A,.). Esto conducirá a un Hamiltoniano con 4 constantes de 
interacción, las cuales se ajustarán al espectro experimental mesónico. Es nuestro interés mantenernos 
con un modelo lo más sencillo posible, de aquf que se suponga un esquema del tipo de Lipkin (19) para 
describir el sector fermiónico. Dos observaciones : 

• Dado que de inicio se suponen cuarks constituyentes, implícitamente se ha introducido una de 
las consecuencias del rompimiento espontáneo de la simetrfa quiral, no como una consecuencia 
dinámica sino como hipótesis inicial. Un estado cuasi degenerado con el vacío, otra consecuencia 
del rompimiento de la simetría quiral, aparece en nuestro modelo cuando se aumenta alguna de 
las constantes de interacción más allá. de un valor critico. De esta manera, el modelo es capaz 
de simular una masa constituyente para los cuarks con un estado de paridad negativa cuasi
degencrado con el vacío. Aunque la estructura de la fenomenologfa quiral es inaccesible dentro del 
presente modelo, dos de sus consecuencias más importantes son reproducidas por él. Un hecho 
interesante es que los ajustes que se hicieron al espectro mesónico con la masa constituyente de 
los cuarks no fija, arrojaron un valor para ésta del orden -.. 0.4 GeV, el cual es consistente con el 
valor pro1ncdio de las masas constituyentes de los cuarks up, down y strange obtenido por otros 
modelos de CDC (20). 

• El uso de sólo 2 niveles (Lipkin) para los cuarks supone, como en el trabajo mencionado del sector 
puro de norma, la capacidad de un modo de oscilación, ahora de los caltlpos fermiónicos, para 
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describir la estructura gruesa del espectro hadrónico a bajas energías. A diferencia de la parte 
pura de norma, para los cuarks el principio dt! exclusión de Pauli limita la dimensión del espacio 
de Hilbert a dim=22-2 n 1 donde 20 es la degeneración de cada uno de los niveles de Lipkin, esta 
degeneración es mínimamente 20 = 18 para incluir las 2 orientaciones del espfn, 3 sabores (up, 
down y strange) y 3 colores. 

El modelo que se propone en esta tesis, en tanto que es esquemático, deja fuera la posibilidad de estudiar 
muchas cantidades física.mente relevantes y accesibles en modelos realistas, pero en cambio permite 
estudiar estructuras generales de un sistema con interacción entre fermiones y bosones constituyentes, 
ejemplos de ello son el ordenamiento del espectro y la mezcla de cuarks y gluones en los estados. Esto 
resulta útil para señalar mecanismos que podrían aparecer en modelos realistas donde es mucho más 
difícil obtener resultados exactos. 

El presente capítulo se ordena del siguiente modo, en la sección 1.1 se revisan algunas generalidades 
del modelo de Lipkin; el interés se enfoca en ilustrar algunos casos en donde el modelo de Lipkin, a pesar 
de su simplicidad, permite identificar y entender mecanismos subyacentes en sistemas con un número 
grande de grados de libertad; mecanismos que, a pesar de estar presentes en teorías más complejas, se 
ocultan en las dificultades matemáticas de las mismas. En la sección 1.2 se describen brevemente la 
formulación y resultados principales del Hamiltoniano para la parte pura de norma de la ref.(15). En la 
sección 1.3 se presenta el Hamiltoniano que incluye a los cuarks y anticuarks y se sugiere la conexión 
entre éste y el de la CDC. En la sección 1.4 se describe la estructura algebraica del sector fermiónico del 
modelo; se muestra que los operadores en términos de los cuales se escribe el Harniltoniano son parte 
del Algebra de Lie del grupo U(12) y se presenta una cadena de grupos para clasificar los estados que 
incluye como subgrupo al mencionado U(12). Finalmente, en la sección 1.5 se discute una aproximación 
que se usará en el estudio más general del modelo, ésta es la bosonización de los pares cuark-anticuark. 

1.1. El modelo de Lipkin 

Desde su formulación en 1965 el ~odelo de Lipkin-Meshkov y Glick (19) ha sido utilizado para probar 
la validez de diferentes tnétodos de aproximación en teorías de muchos cuerpos. Dado que es posible 
obtener soluciones exactas, permite comparar con los resultados de diferentes aproximaciones. El modelo 
de Lipkin, a pesar de ser sencillo, no es trivial y da indicaciones de mecanismos comunes, subyacentes en 
modelos más complicados. En la física nuclear, los modelos esquemáticos, como el de Lipkin, han sido 
muy útiles para entender conceptos corno el apareamiento entre nucleones, la interacción cuadrupolar y 
la transición de núcleos esféricos a núcleos deformados, por citar algunos ejemplos. En otros contextos, 
el modelo de Lipkin ha probado también su utilidad. En la ref.(21), por ejemplo, se utiliza el modelo de 
Lipkin para ilustrar las dificultades en el cAlculo semiclAsico de la integral de trayectoria alrededor de 
soluciones de instantón. En la ref.(22) se utiliza el modelo de Lipkin, en el contexto del decaimento doble 
beta en nucleos, para verificar la validez de la RQPA (Renonnalized Quantu.,. Phase Appro:rirnation) 
en los diferentes reglrnenes del modelo. En la ref.(23) se utilizan los resultados exactos de modelos 
tipo Lipkin para fijar el pará1nctro de deformación (q) en la construcción de los respectivos modelos 
q-análogos. Una extensión del modelo de Lipkin (parecida al modelo presentado en esta t.esis) fue 
formulada por Schüttc y Da Providencia (24), quienes agregaron términos bosónicos a la interacción entre 
pares fermiónicos del modelo de Lipkin. Dicho modelo, como sugiere su artfculo, puede interpretarse 
como una versión simplificada de un Hamiltoniano tipo Chew-Low (25) para nucleones y piones, los 
primeros representados por las variables fermiónicas y los segundos por las correspondientes bosónicas. 
Adicionalmente, estos autores estudiaron, dentro de un modelo exactamente soluble, la transición de 
fase cuántica a un estado con condensación bosónica y fermiónica. Como último ejemplo, en la ref.(26) 
se efectúa explícitamente la cuantización tipo BRST del modelo de Lipkin. En resumen, el modelo de 
Lipkin permite: 

• Probar, dentro de un modelo exactamente soluble, la validez de diferentes aproximaciones en 
sistemas de muchos cuerpos y estudiar con detalle su naturaleza, sugiriendo, así, sus rangos de 
aplicabilidad. 

• Identificar mecanismos generales subyacentes en sistemas con correlaciones entre pares de ferrnio
ncs. 
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El trabajo presentado en esta tesis puede verse como una generalización de los modelos de Lipkin 
y de Schütte y Da Providencia, en la que se consideran nuevas correlaciones entre pares fenniónicos 
para incluir Jos grados de libertad de los cuarks (color, sabor, esprn y dualidad partrcula-antipartícula). 
Aunque esta generalización se aplica al estudio de los estados hadrónicos (especialrnente mesones), puede 
también utilizarse en otros contextos en donde los grados de libertad relevantes sean pares fermiónicos 
interactuando con parUculas bosónicas. Tal es el caso, por ejemplo, de la superconductividad de alta 
temperatura (27). 

1.2. Estados gluónicos 

En esta sección se describe el Harniltoniano obtenido en (15) para la parte pura de norma. 
Si se restringen los campos de norma a los modos constantes (independientes de las coordenadas 

espaciales) se obtiene un Harniltoniano que, en la norma del tiempo, tiene la siguiente forma general 
(28): 

1 éJ2 
H = - 2B., f,;: (8A,:)2 + V.n(A). (1.1) 

Si se asume una forma muy sencilla para el potencial: 

Veff(A) = ~" L A:'A:', 

'ª 
(1.2) 

se obtiene el Harniltoniano de un oscilador armónico de 24 dimensiones con frecuencia w = .../C11 / B 11 y 
eigenenergfas EN = fíw(N + 12). Para identificar el contenido de espín y color de los estados, resulta 
útil la siguiente cadena: 

(N) [h1h2h3) 
U(24) ::::> U(S} X U(3} 

~ u u (1.3) 
(W1W2W30) 0(8} SU(3}J (p,q) 

u u K 
(0,0) SU.,(3} S0(3} J,M 

donde [N) es Ja irrep totalmente simétrica de U(24) y N es el número de excitaciones que determinan 
la energía. Las reducciones de la cadena anterior son realizadas en (15). El resultado es la tabla 1.1 que 
muestra, además de los indices de Ja cadena (1.3), la paridad y conjugación de carga de los estados con 
color cero. 

Si se fija la frecuencia del oscilador a w =0.8 GcV, se obtiene un espectro que reproduce gruesa, 
pero aceptablemente el espectro de glueballs reportado por Jos cálculos de red (16). Es notable que 
una suposición tan sencilla como el Harniltoniano (1.2) sea capaz de ello. Un ejemplo relevante es el 
glueball 1-+ (no mostrado en la tabla 1.1) cuya combinación JPC se obtiene hasta considerar N = 7 
excitaciones; consecuentemente y de acuerdo al modelo, su masa debe ser alta, lo que es consistente con 
los cálculos de red. Estos resultados sugieren que los modos constantes son grados de libertad adecuados 
para explicar grosso 'modo el espectro de glueballs. 

La modificación del Harniltoniano (1.2) para obtener un acuerdo más fino con el espectro de glueballs 
fue llevada a cabo en la misma ref.(15). La gula fue la cadena (1.3); usando una expansión en térmi
nos del inverso del número de campos de norma (1/8), se derivó un Ha.JDiltoniano con 6 parámetros 
indeterminados y las simetrfas de la cadena (1.3). El espectro de dicho Harniltoniano es: 

re;{ [ ~ 2 V Be 2n., + 4V -¡¡:;u N2 + k, (w, + w2 + w3)(w1 + w 2 + w 3 + 12) 

+ k2(.>.2 + .>.µ + µ 2 + 3.>. + 3µ) + k3C.(C. + 1) + k4] ! - ...fk¡} ' (1.4) 

donde ne y N2 son cuantos de excitación de osciladores armónicos en 1 y 5 dimensiones y (a, wa, ...\., µ y 
C.) números cuánticos asociados a los grupos de la cadena (1.3) (15). 
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8 # º·º 3 
0000 1 0,2 +1 +1 

(0000) 1 0.2 ... +1 +1 
(0000) 1 0,2 +1 +1 
(0000) 1 0,2,4,6 +1 +1 
(0000) 1 0,23,3,4 +1 +1 
0000 1 o +1 +1 
3000 1 1,3 -1 

(3000) 1 1,3,5 -1 -1 
(3000) 1 1,2,3,4 -1 -1 
3000 1 J,2,3 -1 -1 

(1110) 1 o -1 +1 
1110 0,2 -1 +1 

(2110) 1 +1 -1 
(2110) 1,3 +1 -1 
2110 1,2 +1 -1 

(2200) 0,2 +1 +1 
(2200) 0,2:a,3.4 +1 +1 
(2200) 1,2 +1 +1 
2200 o +1 +• 

(2210) 1 -1 -· (3110) 0,2 -1 -1 
(6000) 0,2,4,6 +1 +1 
(000) 0,2:a,3,4 +1 +1 
(4110) 1,3 +1 -1 
(3300) 1,3 +1 -1 
2220 o +1 +1 

Tabla 1.1: Números cuánticos de los estados glu6nicos con color cero hasta N = h1 + h~ + h3 S 6. El Indice N 
corresponde al número de cuantos de un oscilador ar.mónico de 24 dfrnensiones. La primera y segunda columna..~ 
inuestran las irreps de los grupos U(B} (U(3}) y 0(8) de la cadena (J.3), la tercera columna indica el nllmero de 
estados con color cero contenidos en las irreps y las dltimas tres columnas señalan el momento aagtdar, paridad 
y conjugación de carga de los estados. Nótese la ausencia de la combinación JPC = 1-+ que aparece hasta 
N = 7. Tabla tornndn de la rcr./15/. 

Los seis parárnct.ros de {1.4) ( ~, ~' k¡} fueron ajustados al espectro de glueballs de los cálculos de 
red. Dicho ajuste produjo un acuerdo mejorado, el cual es mostrado en la figura 1.1. Se reafirmó, así, 
la utilidad de la hipótesis de gluoncs constituyentes para describir el espectro de glucballs. Resultados 
similares han sido obtenidos desde otros modelos; en la ref.f14), por ejemplo, se obtiene una masa 
aproximada de 0.8 GcV para los gluones constituyentes; en dicho modelo la interacción proviene de un 

L-----' potencial instantáneo de confinamiento entre cargas de color. 
La extensión del modelo gluónico de la ref.(15) para incluir cuarks es el tema de la presente tesis. 

Usando como guia el término de interacción ("r}i71tPA 1 ) de la CDC, se propone una interacción entre 
glueballs y cuarks constituyentes. El modelo se limita a considerar interacciones entre pares cuark
anticuark con los glueballs de menor energ!a (o++), los cuales son representados por n., en la ec.(1.4). 
En principio, se podrían suponer acoplamientos con glucballs de mayor energía, sin embargo, cálculos 
iniciales tomando en cuenta acoplamientos con el segundo estado excitado (2++), mostraron poca 
influencia de este glueball al espectro de bajas energías del modelo. De aquí que, en este trabajo, 
sólo se suponga un acoplarnicnto con el glueball o++, el resto de los glueballs serán, por tanto, meros 
espectadores dentro del modelo. 

El Hamiltoniano para las excitaciones o++ estA dado por: 

(1.5) 

con nta y 9ta operadores de creación y aniquilación de gluones constituyentes de masa w 9 =0.8 GeV. 
Como se muestra más adelante, se puede hacer un mapeo bosónico del operador de número anterior 
para escribir: 

(1.6) 

con b y bt operadores bosónicos que representan la aniquilación y creación de un glueball o++. 
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Figura 1.1: Masas de los glueballs obtenidas con el 11nodelo algebraico de la ref.{15} (lineas). Las barras obscuras 
y claras son, respectivaaJentc, estimaciones y l/UJites superiores de los c4.lculos ea Ja red de la ret:/16/. Debido a 
que una irrep del grupo cúbico puede estar contenida en diEercntes irreps del grupo de rotaciones, eJ espin de UD 

estado en la red es anibiguo, el rnodclo algcbrruco sugiere que el gluebalJ 1++ en realidad es un estado 4++. El 
nJ.Odclo reproduce muy bictJ el espectro de los cálculos en la red. El glueball o+-, que se dcsvla considerable.in.ente 
de Ja estimación de la rcf.{16/, coincide muy bien con la estimación de otros cálculos de red (29/. 

1.3. La inclusión de cuarks 

En esta sección se presenta el sector fcrrniónico de nuestro modelo. Éste consiste de dos niveles 
de energía con una degeneración 2!l. Dicha degeneración incluye mínimamente las dos proyecciones 
de espín, el número de colores y el núrncro de sabores (2!lm1 n. = 2NfNc)- Es posible aumentar la 
degeneración de los niveles suponiendo excitaciones orbitales, sin embargo, durante el resto de esta 
tesis se trabajará con 2n = 18, que corresponde a 3 sabores, 3 colores y una sola excitación orbital. Se 
fijan los niveles de energía a 0.33 GcV y -0.33 GeV, el cual es un valor típico para la masa de cuarks 
constituyentes. Partículas en el nivel superior representan cuarks, mientras que, huecos en el nivel 
inferior representan anticuarks. El estado sin ningún cuark ni anticuark (el vacío perturbativo) es, en el 
lenguaje de los 2 niveles, aquel con el nivel superior vacío y el inferior completamente lleno. Nótese que 
se supone una masa degenerada para los cuarks constituyentes. Esta suposición simplifica el modelo 
y es suficiente para sus propósitos, en particular, para obtener el espectro al nivel de los diferentes 
multipletes mesónicos de sabor. No obstante, es posible aplicar una fórmula del tipo Gcll-Mann-Okubo 
para obtener el corrimiento de las masas dentro de un rnisn10 multiplete; para ello se requiere una 
energía representativa de cada multipletc, en este trabajo se usan las masas de las partículas isoescalares 
como dichas energías representativas. Para comparar el espectro del modelo con el espectro mesónico 
experimental, se debe considerar la mezcla entre las partículas isocscalares del octete y del singulete de 
sabor [30). Esta mezcla es más importante en los estados de menor energía, por ello, la comparación 
del espectro del modelo se hará respecto a las masas isoescalares experimentales, con excepción de las 
masas de las partículas Tf-T/' y w-<P, para las cuales se tomarán las rnasas experimentales corregidas por 
factores de mezcla tornados de la literatura; los detalles se discuten en el capítulo 4. 

1.3.1. El término libre fermiónico 

El campo fcrmiónico 1 en términos de ondas planas y utilizando el lenguaje de partículas con energía 
positiva (asociadas al índice 2) y partículas con energía negativa (fndice 1), es: 
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(1.7) 

con e, f y u índices de color, sabor y espín y w = +v'm2 + k2. 
Se puede reescribir lo anterior en términos de partículas y antipartículas, para ello basta sustituir 

el espinor: 
Üa(-w,k) - Va(w,-k), 

cambiar el operador de creación de una partícula con energía negativa por el operador de aniquilación 
de un anticuark: 

ckcfal - dkcfa 

y renombrar el operador de creación de una partícula con energía positiva por el operador de creación 
de un cuark: 

c~c/a2 - ª~cfc.rº 
Con esto el campo de Dirac torna su forma habitual: 

(1.8) 

Para expresar el campo conjugado '11 se usa la convención de indices ca y contravariantes (apéndice A.1 
y ref.(31]). Según esta convención, al obtener el adjunto de un operador se debe canibiar la posición de 
Jos indices, de abajo a arriba y viceversa. Para bajar o subir los índices, el operador se multiplica por 
una fase y sus Indices se cambian por su representación conjugada. En SU(2) esto significa cambiar 
el espín y su proyección S, u por S, -u y para SU(3) cambiar p,, µ)YTT, por (µ, Á) - YT - T,. En 
esta convención, las propiedades de transformación de un operador están indicadas por los índices en 
la posición inferior. 

Así, pues, el campo "1 se escribe: 

(27T~ 312 y;,J d 3 k [ckcfª 2 Ua(w,k)+ckcfalUa(-w,k)] exp(ik·X) 

(27T~ 3¡2 y;, j d 3 k [ akcfªUa(w, k) + d 1 kcf"Va(w, -k)] exp(ik. X). 

Las reglas de anticonmutación entre los operadores de creación y aniquilación son: 

con el resto de anticonmutadorcs igual a cero. 

(1.9) 

(1.10) 

Sustituyendo las expresiones para los campos de Dirac en el Ha.rniltoniano sin interacción ferrniónico 
y después de ordenar norrnalmentc, se obtiene: 

con Ñq y Ñq los operadores de número de cuarks y anticuarles: 

Ñ q = L a.~cfaªiéc/a' 
cfa 

Ñq = L dt iéc/adiécfo . 
cf a 

(1.11) 

(1.12) 

Se simplifi~ará el sistema restringiendo el Hamiltoniano anterior a los modos de oscilación con un 
mismo k = lkl. El resultado será un Harniltoniano para un sisterna de dos niveles con degeneración 
2n = 2NaNJNc, donde No es el número de excitaciones orbitales, esto rompe la invariancia relativista, 
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Figura 1.2: Niveles rermiónicos y bosónico del znodclo. La energía Wb =1.6 GeV corresponde a la masa del 
glueball o++, mientras que, Ja energfa Wf =0.33 GcV es aproxfrnadruncnte un tercio de la 1nasa del protón. 
Partfculas en e/ nivel superior ferDJiónico representan cuarks y huecos en el nivel inferior anticuarles. 

sin embargo, conserva aún la invariancia rotacional. Para realizar lo anterior, se expresan los operadores 
de creación de partículas con momento k en términos de operadores esféricos (32): 

a!. 
kcfv L f"(k)Y,!. º(k)aklmc/a• 

lm 

akcfa L J(k)Y,!,(k)aklmc/a • (1.13) 
lm 

sustituyendo las expresiones anteriores Uunto con las equivalentes para los anticuarks) en (1.11), se 
obtiene, después de integrar sobre los ángulos: 

Hoq = J dk k21J(k)l2w(k) ( ªktmc/aaklmc/a +di klmc/adktmc/a)' (1.14) 

con suma sobre indices repetidos. 
Tomando sólo el término correspondiente a un valor fijo de k en la integral anterior y rnultiplicandolo 

por una constante Wf, se obtiene la parte libre fermiónica de nuestro modelo: 

H ( t hncfa dt lrncfad ) 
Of = Wf almcfaª + lmcfa · (1.15) 

De aquí en adelante se supondrá. un valor Wf =0.33 GeV para la masa efectiva de los cuarks consti
tuyentes en términos de los cuales se expandió el campo fermiónico. Adicionalmente, se asume que los 
estados del modelo están localizados en un volumen elemental de aproximadamente "'a'" fm3 , correspon
diente a una esfera de radio 1 fm. 

El espacio de Hilbert de la parte fcrmiónica es generado por la aplicación de los operadores a1rnc.fa 
y dtlmc/a al estado IO), el cual está definido por la propiedad: 

ahnc/a¡o) = dtmcfalO) =O. 

El número de excitaciones orbitales l'fTl que se tomen, define la degeneración de los dos niveles. Como 
ya se mencionó, aunque es posible tomar más, en el resto de este trabajo se tomará sólo una excitación 
orbital, la correspondiente a l = m = O, con lo que se obtiene un nivel de cuarks y otro de anticuarles 
con una degcneracion 2f2 = 18 para el caso de 3 colores y 3 sabores. Los niveles ferrniónicos junto con el 
nivel bosónico que representa al glueball o++, son mostrados en la figura 1.2. En los párrafos siguientes 
se presenta la interacción entre los grados de libertad fermiónicos y bosónicos del modelo. 
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1.3.2. La interacción entre cuarks y glueballs 

Una posible relación entre el Harniltoniano del modelo y el término de interacción de la CDC, es 
sugerida en los siguientes párrafos. El término de interacción de la CDC es: 

H-; = - j d 3 xt:x = j d 3 xg'iic 1 f"YµA:_T:
1
c:1'1!c2 f, (1.16) 

con e y f índices de color y sabor. Las matrices Tª son los generadores del grupo de norma SU(3). 
Para derivar una interacción entre los glueballs y el sistema de dos niveles fermiónicos de la subsección 

anterior, se restringe el Hamiltoniano (L16) a las variables efectivas, es decir, a los Ca.JDpos de norma A:
constantes y a los campos fermiónicos con k fijo. Esto conducirá de un problema de tcoria de campos 
a un problema de mecánica cuántica de muchos cuerpos. Los términos de interacción resultantes se 
multiplicarán por constantes indeterminadas para simular los efectos de los términos no considerados 
explfcita.JYlcnte, pero de manera que el Harniltoniano efectivo conserve las simetrfas de color, sabor, 
momento angular, paridad y conservación de carga del Ha.JTiiltoniano microscópico original. 

Al restringir el Hamiltoniano (1.16) a los modos constantes de los campos de norma, se obtiene: 

H; = g J d 3 k ( atf.,a1'c' f<T' Ü.,(k)¡,'U.,.(k) + 

ªtcfadt 1'c'f"'Ü.,(k)-y'V.,•(-k) + 

d¡;cfaª1'c'f"'V.,(-k)-y'U.,•(k) + 

d¡¡cfadt l<c'fa'v.,(-k)-y'V.,•(-k)) T,;'c,A:' (1.17) 

donde se utilizaron las expansiones de los campos de Dirac (ecs.(1.9) y (1.8)) y, al igual que en la ref.(15), 
se ha tomado la norma del tiempo por lo que sólo aparecen )as componentes espaciales de A:. Utilizando 
la representación de Dirac para las matrices 7µ, y con la forma explícita de los espinares Uu y Vu en 
términos de espinares propios de la matriz de Pauli en Ja dirección z, se obtienen (apéndice A.2) las 
siguientes relaciones de Gordon: . 

Ü.,(k)-y'U.,•(k) 

ü.,(k)-y'v.,, (-k) 

que sustituidas en (1.17) conducen a: 

H; 

kª 
6uu' E 

(a:..,. - ~E~(rn_k_~~E=) (a. ié).,,,,) ' (1.18) 

(1.19) 

Este término de interacción actúa en el espacio de Hilbert formado por el producto directo del espacio 
fermiónico y el espacio construido en la ref.(15) para gluones constituyentes. El espacio incluye estados 
con color abierto, sin embargo y dad.o que la interacción conserva el color, éste se divide en subespacios 
con diferente color invariantes ante la aplicación del Hamiltoniano. Nuestro interés se centrará en el 
subcspacio de color (O, O), el cual se divide a su vez en: 

• Un subespacio ('Hco) con cuarks y gluones acoplados a color diferente de cero ({..l.q, µq} y (..\ 9 ,µ9 ) 

respectivamente), pero acoplados a color total (0,0), es decir, (..l.q, µq} 0 (..\ 9 , µ 9 ) a (O, O). 

• Otro subespacio (?t¡o.oi) en donde los cuarks y los gluones están acoplados cada uno por su lado 
a color (O, O). 

Los glueballs de la ref.(15), que se asumen en este trabajo como los grados de libertad efectivos en 
términos de Jos cuales se quiere escribir el Harnilt.oniano, pertenecen al subespacio 1ico,o), el cual no es 
invariante ante la aplicación de H.;, por ello, para obtener la interacción efectiva entre los glueballs y 
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los fermiones inducida por H;, se introduce el operador j = /(1 - Peo.o¡} donde Peo.o) es el proyector 
al subespacio ?tea.o) y f una constante con unidades de energía. 

La introducción del operador j con el límite f - ex> elimina los estados fermiónicos y gluónicos 
con color diferente de cero, los cuales, de acuerdo con la hipótesis de confinamiento, no son permitidos 
cuando la interacción entre cuarks y gluones está desactivada; además, lo anterior permite derivar un 
Hamiltoniano en términos de los glueballs de la ref.(15[ como se muestra más adelante. Nótese, por otro 
lado, que el límite mencionado elimina del modelo los estados tipo qijg acoplados a color total (0,0). 

Si se torna aj como un Hamiltoniano a orden cero, se obtiene un espectro con energfas degeneradas 
O y/, la primera para el subespacio 1'eo,o¡ y la segunda para 1'co. Aplicando teoría de perturbaciones 
para subespacios degenerados al Hamiltoniano j, según la versión de Bloch (33) y usando a H, como 
una perturbación, se obtiene el siguiente Hamiltoniano efectivo sobre ?tco.o): 

- - - ( 1 - Peo.o¡} -
H;eo.o¡ = Pco.o¡H;Peo.o¡ + Peo.o¡H; C-i) H;Pco,o) + ·· · (1.20) 

Debido a que TªA<' y la parte fermiónica de H, son octetes de color (irreps (1, 1)), al actuar H, sobre 
un estado cualquiera de 7-lco.o) se obtiene un estado en 1tc0 , por ello, el primer término en la ec.(1.20) 
se anula y el segundo se simplifica a: 

1 - 2 -
-yPeo.o¡(H;) Peo.o¡ . (1.21) 

Los términos de orden superior, sustituidos por los puntos en (1.20), contienen acoplamientos con 
glueballs de 3 o más gluones [(A<')3 [. Se tomará sólo el término (1.21) que involucra glueballs de 2 
gluones, bajo el supuesto de que éste es el dominante en el espectro de energía baja. Según la ref.(15[, 
los estados más bajos en energía (o++ y 2++) contienen sólo un par de gluones constituyentes. 

Para obtener la forma explícita de H i(o.o) en el espacio 1tco.o) se debe, pues, proyectar H; en 
el subespacio 1'eo.o¡. El proceso para realizar lo anterior (detallado en el apéndice A.3) consiste en 
el reacoplamiento de los operadores fermiónicos y gluónicos. El resultado neto es el operador (1.19) 
elevado al cuadrado, sin las rnatrices Tª, con los índices de color de los campos de norma contraídos y 
los índices de color ferrniónicos contraídos entre rniernbros del primer Ha con miembros del segundo. 
Esto es: 

Haco,o) = G1 (Hi§ + HiJ, + H~) A;_A!, 
con suma sobre índices repetidos, G 1 una constante (apéndice A.3), 

Hsii = jd3k1 d3k2 (a.!. aié1c'fa1 0 !, 0 ié2cf'a2 + dr dt ié1c'fª•d- , , dt ié2c/'a2 
k,cfo1 kac' f'o2 .:=1c/CT1 kac f 0-2 

( a.!. dt kic' fo-í at dt ié2c/'o; + dr alé,c' .faí dr , , aié2cra; 
k1c/a1 kac'f'a2 A::1c/o-1 .:2c f 02 

(1.22) 

(1.23) 

+a!. dt k1c'.faíd- ak2c/'a; + d- a lé1c'./aía!. dt ié':Jc/'02) 
k1c/a1 k:ac' /'a2 k1cfa1 kac' .f'a2 

y 

X (a-:,•ªÍ - E.t!!+.ei) (ü·f1)01oj) c~2a~ - E:a(~~E2) (ü-k2)a2a;) 

( at a.k1c'Jo1a,t dt k2c/'o; +a!. alé1c'./t71d- , alé2cf'o; 
lé1 cfoi lé2c' /'02 lc1 c/oa k2c' I "ª 

-dié1c/a1 dt k1c' fa-1 ok2c' /'a2 dt lé2c/'02 - d¡1c/a1 dt IC1c' ./'71 dié2c' /'"; alé2cJ'a; 

+a.12cfa2 dt kac' faiat.c' Poi a,k1c/'tT1 - a12cfo2 dt ié2c' ./"ád¡;ac' Poi dt iéacf'a, 

+d- aié2c'Ja;at a,ié1c/'cr1 - dr ak2c'.faád- dt iéac/'a2) 
k2c/a2 k¡c' /'a¡ «2Cft72 kac' f'tT1 

(1.24) 

X if.- c~20; - E2(.!:h2) ( éT º k2) , ) • (1.25) 020"2 



14 CAPITULO l. PRESENTACIÓN DEL MODELO 

Para restringir (l.22) al sistema de dos niveles fermiónicos es necesario tomar los términos de las 
ecs.(1.23), (1.24) y (1.25) con un mismo k = ¡f¡. Antes de ello conviene hacer las siguientes observaciones: 

• En el Hamiltoniano anterior los operadores fermiónicos y gluónicos están acoplados a color (y 
ta.mbien a sabor) cero de manera independiente, sin embargo, el acoplamiento escalar del momento 
angular tiene la forma: 

H¡;
9

w;
1 

donde el campo compuesto q•; = A!,A! es el mismo de la ref.(15) y H 9
; es la parte fermiónica, 

ambos tensores tiene componentes escalares y cuadrupolarcs (espín 2) y se pueden reacoplar de 
tal manera que la componente escalar (ermiónica se acople con la escalar gluónica y lo mismo para 
el espln 2. De esta manera se obtendrA un Hamiltoniano en términos de los grados de libertad 
gluónicos o++ y 2++ de la ref.(15). De estos glueballs, el que tiene una energla menor es o++, por 
lo tanto, es la interacción con éste la que se torna en el modelo. El reacoplarnicnto mencionado es: 

H';q•; = H"qii + C(H2 ©q2J8 

donde el supraíndice 2 se refiere al momento angular, [ ... © •.. ] J representa el acoplamiento de dos 
tensores a espín J y O es una constante cuyo valor exacto no es de interl?s aquí. Así, entonces, el 
reacoplarniento del momento angular permit.e encontrar el término fermiónico que está acoplado 
con el glueball o++. Éste se obtiene simplememente de contraer los índices i y j en las expresiones 
para H s, H p y HE anteriores. 

• Es nuestro interés obtener un Harnilt.oniano efectivo que esté escrito puramente en términos de 
operadores mesónicos, es decir, en t.érminos de operadores compuestos de Ja forma atdt para la 
creación de un par cuark-anticuark y da para su aniquilación. Revisando las expresiones para 
H s, H p y HE se ve que los únicos términos que tienen esta estructura son Jos de H p y el último 
de Hs. Esta será una de las razones (entre otras, sobre las que se discute más adelante) por las 
que se dejan fuera, en un modelo enfocado al estudio de Jos estados rnesónicos, los términos de 
HE y los dos primeros de H S· 

• Los dos primeros términos en Hs tienen la forma atataa y dtdtdd y pueden reescribirse, corno 
se discute en el último capítulo, corno nt D y ht h, donde nt y ht son operadores de creación de 
un di-cuark y un antidi-cuark respectivamente; estos términos son importantes para la adecuada 
descripción de Jos bariones dentro del modelo. En capítulos posteriores se verá que las masas 
bariónicas, sin considerar estos términos, resultan muy alta..<;, creemos que su inclusión mejorará 
estos resultados. Trabajo en esta dirección está actualmente en progreso (34). 

• En todos los sumandos de (1.23), (1.24) y (1.25) los indices de color están contraídos entre los 
primeros y los últimos operadores de creación y/o aniquilación y entre los segundos y los terceros, 
mientras que el resto de los índices se acoplan entre los primeros y los segundos y entre los 
terceros y los cuartos operadores de creación y/o aniquilación. Para obtener una expresión en la 
que todos los índices estén acoplados entre los mismos pares de operadores. se deben reacoplar los 
operadores ahora en el espacio de sabor (apéndice A.3) y de momento angular. El reacoplatniento 
de los índices de sabor es inmediato y produce pares ferrniónicos acoplados a color cero y sabor 
(O, O) y (1, 1) (singulete y octete). El caso del momento angular es más complicado como se discute 
en el siguiente punto. 

• Para analizar los acoplamientos de momento angular de los operadores fcrmiónicos, se deben 
considerar tanto los índices de espín O'k como los de momento angular orbital i,j. 

En los términos de H s los dos primeros y los dos últirnos operadores ferrniónicos están acoplados 
a S = O y L = 1 (S = espln y L = momento orbital ). Esto es claro ya que, por un lado, los 
índices de espín están contraídos y, por otro, aparecen las componentes de los vectores f 1 y k2 • 

En los términos de H p los pares fcrmiónicos están acoplados a S = 1 (al, dt 0'
2 a;,.

1 
0'

2 
es la i-esima 

componente de un tensor de espln 1) y a L =O (para los pares acoplados sólo por las matrices de 

Pauli) o a L = 2 (para los términos acoplados por sc.!:..E) (a · f) J. 
Finalmente, en los términos de He un J>.ar de operadores fermiónicos está acoplado a S = O y a 

L = 1 (los correspondientes al término ~) y el otro está acoplado a S = 1 y L = O ó L = 2. 
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En todos los casos el espín y el momento angular orbital de los pares se acoplan a momento 
angular J = L + S = 1 (estos 2 momentos angulares se acoplan, a su vez, a momento angular 
total O 6 2). 

De las observaciones anteriores se concluye que restringirse a tornar en cuenta una sola excitación 
orbital (L = O), implica descartar todos Jos términos con excepción de Jos de H p (que son 
los únicos en los que ambos pares fenniónicos están acoplados a L = O). Sin embargo, como se 
muestra en la sección 2.4, el uso exclusivo de los términos de H p conduce a un espectro físicamente 
inaceptable, con la masa de los estados de paridad negativa muy alta respecto a los de paridad 
positiva. Si se quiere obtener un espectro que reproduzca al experimental, se debe obtener un 
estado con paridad negativa (el ?r-octete) de masa pequeña respecto al resto de los estados. Por 
otro lado, los dos primeros términos de H p tienen una representación gráfica que es mostrada 
en los dos primeros diagra.Jilas de la figura 1.3, de esta figura es claro que, para tener simetrfa de 
cruzamiento de los términos de interacción, debe incluirse el término representado por el tercer 
diagrama de la misma figura. Este término no aparece de manera natural en la expresión para 
H-;.co.o), y sólo resulta si se asume k1 = k2; con esta igualdad, los términos que multiplican a los 
operadores fermiónicos en Hs,Hp y HE se reducen a: 

{1.26) 

donde A 8 """"' 2 y BL"""'2 son, respectivamente, operadores tensoriales acoplados a espín total 2 y 
momento angular orbital 2, cuya forma explícita no es de interés aquí. 

La igualdad k1 = k2 produce acoplamientos escalares del momento angular orbital en los pares 
fermiónicos de H s y H p, mas no asf en los de HE, que aún dependen explícitamente de las 
componentes del vector k en el producto ca . k); por ello se excluye HE del Hamiltoniano del 
modelo. Como se muestra en el apéndice A.4, la igualdad k1 = k2 produce, además del término 
cruzado a los términos de Hp, los operadores de número de cuarks y anticuarks necesarios para 
describir adecuadamente el sector bariónico del modelo. La hipótesis k 1 = k2 , introducida ad hoc 
para obtener el término cruzado a los términos de H p, produce, adicionalmente y corno se verá 
más adelante, un estado de paridad negativa cuasi degenerado con el estado base. 

En resumen, el Hamiltoniano de nuestro modelo resulta de: 

• restringirse en la expresión para H¡co.o) a los 1nodos con un mismo k 

• aplicar la condición k1 = k2 

• rcacoplar los índices de sabor y espín de tal manera que todos los indices (sabor, color, espfn y 
momento angular orbital) estén acoplados entre los mismos pares de operadores ferrniónicos 

• restringirse a los términos con momento angular orbital L = O (con esto último se elimina el 
término HE) 

• ordenar norn1almente el Harniltoniano y, finalmente, 

• dejar fuera los dos primeros términos de H 5 , los cuales, sin c1nbargo, son importantes para la 
adecuada descripción de los bariones dentro de nuestro rnodelo. 

El resultado es (apéndice A.4): 

l l 

Haef = G1A~A~ LE 
~-=OS=O 

G,.s [ (.at,.,:J.)S. B:,.,:>.¡s) + (Bc:>..:>.)S. Bc:>..:>.¡s) 

-2(Cc:>..:>.)s · Cc,.,:>.¡s) + G'.,,(Bl,.,:>.¡s • Bc:>..:>.¡s)] {1.27) 

= = 
~ 
~ 

<:::> o::; 
e-=> e:::> 

83 = c:r.:> ~ 
&:oc:l ..::i:: E-< .--=i 

.--=i 

~ 
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donde G)...s y Gs son constantes y los productos puntos representan acoplamientos escalares en sabor y 
espín de los operadores bifermiónicos: 

L ( (1, O)fi; (0, 1)'2J(Á, A)/) (4u1; 4u2JSM) a!¡, a, d!f>a, 
cf1f2a10-2 

L (Cl,O)fi; (O, l)hJ(Á,Á)/) (4u1; 4u2JSM) dc¡,a,Bcf2a 2 

cf1f2a10-2 

Bp,,:>.)f;S,.,, 

L (Cl,O)fi; (O, l)f:>J(Á,Á)/) (4u1; 4u2JSM) a!¡,a,Bcf2a2 

Cf1f2CT102 

C¡:>.,J.)f;S,.,, 

L (Cl,O)fi; (0, 1)'2J(Á,Á)/) (4u1; 4u2JSM) d!r.a,dcf2a 2 

cf1f2a1a2 

(1.28) C (J.,J.)f;S,.,, 

en donde han sido bajados los índices de los operadores de creación de ant.icuarks y de aniquilación de 
cuarks, con el fin de utilizar direct.arnent.e los coeficient.es de Clebsch-Gordan de SU(2) y SU(3) para el 
espín y sabor respectivamente. El caso G$ = 2 corresponde al Harniltoniano de interacción con simetría 
de cruzamiento. 

La ec.(1.27) es un Harniltoniano efectivo escrito en términos de glueballs y operadores bifermiónicos, 
con las partes fermiónica y gluónica acopladas independientemente a color cero. El análisis presentado 
ha permitido hacer explícitas las hipótesis desde las cuales se puede relacionar el Harniltoniano (1.27) 
con el término de interacción de la CDC. Los grados de libertad no considerados explícitamente pueden 
ser incorporados perturbativamcntc, sin embargo, en el interés de obtener un modelo sencillo, se asumirá 
una posición similar a la de [15), es decir, se mantendrá el modelo en el espacio de Hilbcrt reducido (de los 
glueballs y cuarks constituyentes con un mismo k) y se hará.de las constantes G,.s y GS del Hamiltoniano 
(1.27) parámetros libres a ajustar a valores experimentales. - · 

La incorporación efectiva de términos de interacción no considerados cxpHcitamcntc, a través 
de una redcfinición de los parámetros de un Harniltoniano, es similar al método de renorrnalización de 
Wilson y ha sido mostrado, también, en otros ámbitos de la física nuclear [35). 

El ajuste de las constantes G,.s y GS será efectuado en dos pasos. Las constantes GS pueden 
fijarse de imponer una simetría de cruzamiento al Harniltoniano de interacción del modelo y del estudio 
cualitativo de su espectro. En la sección 2.4 se muestra que para obtener un estado con paridad negativa 
muy bajo en energía, es suficiente tornar GS ~ 5 o eliminar el término ce y tornar GS 2: 2. Dado que 
esta última opción permite incorporar la simetría de cruzamiento antes mencionada, se elige: 

Gs=2. 
Con esta elección, la parte fermiónica del Hamiltoniano de interacción se expresa puramente en 

términos de operadores mcsónicos B y Bt. Del análisis cualitativo del espectro no es posible, en cambio, 
fijar las restantes 4 constantes G ),.S que quedarán como parámetros libres a ser ajustados al espectro 
mcsónico experimental. 

Es posible simplificar aún rnás el Hamiltoniano {1.27), para ello se escribe A~ A~ en térrninos de 
operadores de creación y aniquilación, en este caso, bosónicos. 

Como se mostró en (15}, la.."> excitaciones o++ son descritas por un oscilador armónico unidimensional, 
que no es más que la parte radial de un oscilador armónico de 24 dimensiones. De este rnodo el operador 
compuesto A~ A~ es: 

(1.29) 

donde g y gt son operadores de creación y aniquilación de gluones efectivos de masa m 9 - 0.8 GeV, 
que satisfacen las reglas de conmutación: 

[Yat,Y!•;] = Óaat6¡; 

[9a;.9a•;] = [g~,,g~,j] =O. 

Con el mapeo bosónico [36) de los operadores compuestos 9!t9!i, 9ai9a• Y g!'i9at= 

(1.30) 

(1.31) 
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v'48bt ( 1 + ~t:) 
2b1b, 

se puede reescribir (1.29): 
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(1.32) 

(1.33) 

(1.34) 

(1.35) 

El resultado anterior refleja el hecho físico de que una partícula compuesta por dos bosones se comporta 
como un bosón cuando su número no es muy grande (en nuestro caso no mucho mayor que 12). Como 
se mostrará en los capítulos siguientes, para los valores de las constantes de acoplamiento de interés, 
el número de gluones en los primeros cigenestados de energía no es muy grande, por lo que bastará 
con tomar hasta primer orden el rnapeo bosónico anterior y despreciar el tércer término 7abtb, de tal 
manera que para el Hamiltoniano efectivo bastará sustituir: 

(1.36) 

con M una constante que puede absorberse en una rcdcfinición de los términos de interacción. 
Con este último paso se llega, finalmente, al término de interacción de nuestro modelo: 

1 1 

Hr•f = L L V,.s [(at.>.,.>.¡s · at,..,.¡s) + 2(at.>. . .>.¡s · Bc.>.,.>.>s) + (Bc.>. . .>.)s · Bc.>. . .>.¡s)] [b+bt], 
.\=OS=O 

(1.37) 

en donde las constantes G 1 y l\f de (1.27) y (1.36) han sido absorbidas en los parámetros de interacción 
V..\S· La representación gráfica d~ los términos de interacción anteriores es mostrada en la figura 1.3. 

Como se mencionó, b y b 1 representan la aniquilación y creación de un glueball o++ y satisfacen el 
álgebra usual de los operadores bosónicos: 

[b,bt] = 1 

(b,b] = [bt,bt] =o. (1.38) 

Pueden obtenerse extensiones del modelo (grados de libertad orbitales, interacciones espín-espín 
entre cuarks y anticuarks, acoplanlientos bariónicos, etc.) considerando términos de la ec.(1.22) que 
no aparecen en el Hainiltoniano (1.37), ya sea porque fueron considerados efectivaznente en (1.37) o 
simplemente dejados fuera en este estudio del modelo que se enfoca a los estados mesónicos. 

En los capítulos siguientes se discutirán en detalle dos versiones simplificadas del Hamiltoniano 
(1.37): los casos V1.L = Vo.1 = O y Vi,L =O. En el capitulo 4 se estudiará el caso más general de pares 
cuark-anticuark acoplados a espín O y 1 y sabor (0,0) y (l, l). 

1.4. Estructura algebraica de la parte fermiónica 

En esta sección se discute la estructura algebraica del espacio de Hilbert ferrniónico de nuestro 
modelo, así corno el rol en esta estructura de los operadores biferrniónicos introducidos en la sección 
anterior. 

Para mayor claridad, se reescribe la relación entre operadores de cuarks y anticuarles con los opera
dores en el lenguaje de partículas con energía positiva y energía negativa: 

c!.fo-2' da/o = c~ful 
cofu2 dt o/o = cofcsl (1.39) 

donde el subíndice 2 se refiere a partículas en el nivel superior de energía positiva y el 1 a partículas en 
el nivel de energía negativa. Resultará útil en algunos casos el uso de este lenguaje, en particular, corno 
se verá más adelante, en la clasificación de los estados ferrniónicos. 
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(a) 

(b) 

(e) 

Figura 1.3: Representación grá/ica de Jos términos de interacción. L&S lineas onduladas representan al glueball 
o++, mientras que, las rectas representan pares cuarJc-anticuark. (a) Creacjóo (B[A,A)s·Bt,).,.)i.)S)b y aniquilación 

(.Bp.,,)..)S • Bp.,.,.,s)bt de pares cuark-anticuark. (b) Correlaciones del vaclo (Bl.).,>.)S • Bl,.\,,),)S)b' y (Bp.,.i.)s · 

Bc"·"¡s)b. (e) Dispersión (Bl,.,,.¡s · B,,.,,.¡s) (b + b'J. 



1.4. ESTRUCTURA ALGEBRAICA DE LA PARTE FERMIÓNICA 

Los operadores biferrniónicos en términos de los cuales se escribe nuestro Harniltoniano son: 

cf2a2l 
f10'12 

cf2a22 
f1a1l 

cf20'22 
f1a12 

cf2021 
f1a1l 

= 

-

-

-

B}{~~2 =: Ec~f1a12C0rf2v2l ~ Lª~fia1dtof202 .. 
B~~=~ = Ec~f¡u1lcºf2a22 = Ld0rf¡a,aºf2a2 
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(1.40) 

con la suma sobre el subíndice a representando la suma sobre el color (acoplamiento escalar de color) 
y las excitaciones orbitales (que en este trabajo será sólo una). Los pares anteriores pueden acoplarse 
[ver ec.(1.28)) a sabor (>•, ).) = (O, O) ó (1, 1) y espln S = O ó 1 y además forman el álgebra de Lie del 
grupo U(12): 

(1.41) 

Los operadores del primer y segundo renglón en (1.40) son operadores de ascenso y descenso, respecti
vamente, del álgebra de U(12) (37), mientras que, los dos últimos renglones incluyen a los operadores 
de peso (los 12 operadores de número) y a Jos restantes operadores de ascenso y descenso que son, tam
bién, los operadores de ascenso y descenso de los subgrupos de U(12): SUqa(2), SU.¡a(2), SUq•abor(3) y 
SUqaabor(3), para el espín y sabor de los cuarks y anticuarks respectivamente. 

Dado que existen 40 diferentes operadores c~fa<• (20 = N 0 NcNfNa), los posibles estados ferrnió
nicos serán las representaciónes antisimétricas del grupo U(4S1) (37). Una cadena de grupos que incluye 
al grupo U(12) de (1.41) es: 

[lN] 
U(40) 

[h] = [h1h2h3) 

::>U(~)® 
u 

().e, µe )SUc(3)().f, µf) 

[hr) 

U(12) 

u 
SUf(3) 0 SUs(2) S, i'vI (1.42) 

Si N 0 = 1 (O= 9), el grupo U(~) se reduce al grupo U(3) de color. La irrep [hTJ se refiere al diagrama 
de Young transpuesto de [h), donde las columnas y renglones son intercambiados [38]. Debido a la 
antisimetrla [lN] de la irrep de U(4S1), las irreps de U(0/3) y U(12) son complementarias. La irrep 
de U(U/3), en el caso O = 9, tiene máxirnamente tres renglones. En la cadena de grupos (1.42) no se 
indican Indices de multiplicidad. Hay multiplicidades Pf para ().f, µf) y ps para el espln S. Los Indices 
de color (Ac, µe) están relacionados a los h; a través de Ac = h 1 - h 2 y µe = h 2 - ha. 

El conjunto completo de estados, según la cadena anterior, es: 

(1.43) 

donde Y es la hipcrcarga, T el isocspín y Tz su proyección. Para estados rnesónicos, los números 
cuánticos de color son (Ac, µe) = (O, O). Los valores de h, se obtienen de considerar las posibles 
particiones de N = h1 + h2 + h3, cada partición de N aparece una vez. Para estados sin color se cumple 
que h1 = h7 = h3 = h . La irrep [hhh) de U(~) = U(3) (U = 9) fija la irrep de U(12): [3h012-h). 

La irrep de U(12) que contiene al estado base es [(~) 6 06]. Para la reducción de las irreps de U(12) 
se ha escrito un programa (apéndice E.3.1), que utiliza los subgrupos Uf(3) de sabor y U(4) de espln 
y partfcula-antipartfcula, para encontrar el contenido de sabor y espín en una irrcp dada de U(l2). 
La construcción explícita de los estados será hecha bajo la aproximación bosónica, los detalles de este 
procedimiento serán mostrados en el capitulo 4. 

Nótese que en la cadena (1.42) se ha utilizado el lenguaje de part!culas con energlas positiva y 
negativa, lo cual hace más claro el significado de las irreps de los grupos unit.a.rios. Por ejemplo, el 
número de renglones de la irrep de U(40) representa el número de part!culas (de cualquier energ!a) en 
los estados, mientras que los renglones de U(l2) tienen el siguiente significado: los primeros 6 indican 
el número de partículas en el nivel inferior para el estado de mínimo peso, mientras que, los restantes 
6 indican el número de partículas en el nivel superior en ese mismo estado. 
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Debido a que está escrito en términos del álgebra de U(l2), el Ha.rnilt.oniano (1.37) no mezcla estados 
de diferentes irreps y puede, por ello, diagonalizarse independientemente en cada irrcp. En las versiones 
más simples del Hamiltoniano efectivo (1.37) (Vi,s = Vo,1 =0 y Vt,s = O), se tendrán subespacios 
invariantes formando irreps de subgrupos de U(l2). En esos casos convendrá utilizar cadenas más 
sencillas para la clasificación y diagonalización numérica del Hamiltoniano (capítulos 2 y 3). 

1.5. Los pares cuark-anticuark como bosones 

Para concluir este capítulo se discute la aproximación bosónica que se usará en el estudio de la 
versión más general del Hamiltoniano (1.37). La bondad de dicha aproximación se probó en las versio
nes más sencillas. El resultado fue que, al menos para nuestros propósitos, la aproximación funciona 
adecuadaJllente. 

La construcción explícita de los estados de la ec.(1.43) y el cálculo de los elementos de matriz del 
Harniltoniano (1.37) resultan muy complicados, lo cual está en conftict.o con la idea de desarrollar un 
modelo simple. Una salida es usar un mapeo bosónico de los operadores bifermiónicos st y B y trabajar 
en un espacio de Hilbert bosónico. 

Los ingredientes básicos del modelo, los operadores bifermiónicos (1.40), pueden ser mapeados a 
operadores bosónicos (36): 

bj{!~2 

b~~:~ 
donde los operadores a la derecha satisfacen relaciones de conmutación bosónicas: 

(1.44) 

~ [bf2a2 bff4a•] = ,sh,sf4,sa2,sa• . {1.45) -·-"" r f1 "•' f3t73 f3 f1 D'3 a¡ 

~~; ¡ El mapeo bosónico exacto es complicado, pero puede ser obtenido en general (36, 39), sin embargo, para 
C;· ·:? 1 los propósitos de este trabajo, sólo es importante que este rna.peo pueda ser realizado . 

.. - \ En el estudio de la versión más general del modelo: 
-:;~: ! 

-· .:. ¡ 
~ .. _: ~ 1 

¡::::: f 
se trabajará desde el inicio en el espacio bosónico 

• se definirá un Hamiltoniano bosónico para el Hamiltoniano ferrniónico (1.37) 

La ventaja de trabajar en el espacio bosónico es la simplificación para obtener los elementos de matriz, 
sin embargo, esto trae consigo la aparición de estados espurios f36), como se discute en los capítulos 3 y 
4. Para elegir una base en el espacio bosónico, se utiliza el hecho de que los grados de libertad básicos 
están dados por los operadores de creación bosónicos b¡.\,J.)fSM "" blfsM• con )1 = O ó 1 y S =O 6 l. 
Esto da cuatro posibles combinaciones de (-", S]: (0,0), (0,1), (1,0] y (l,lj. Consecuentemente, el espacio 
de Hilbert total será el producto dircct.o de los espacios de Hilbcrt de osciladores de una, tres, ocho 
y 24 dimensiones (40). La construcción explicita de esta base, la propuesta del Hamiltoniano bosónico 
correspondiente al fcrmiónico (1.37), así como el cálculo de sus elementos de matriz y su diagonalización 
son realizados en el capitulo 4. 



Capítulo 2 

Pares escalares de espín y sabor 

En este capítulo se estudia la versión más sencilla del modelo presentado en el capítulo anterior, en 
la que sólo se consideran pares cuark-anticuark acoplados a espín y sabor cero, es decir, el caso en el 
que se hacen cero las constantes Vu, Vio y Vo1: 

Hco.o¡o Wf E ( a!foªCfCT + dt cfu dcfa) + Wb btb 
cf<T 

+Voo [ ( Blo,o¡o · Blo,o¡o) + ( Bco.o¡o · Bco,o¡o) + 2 ( Hlo.o¡o · Bco.o¡o)] [b + b1] . (2.1) 

En la primera sección se presentará la cadena que permite clasificar el espacio fermiónico en subespacios 
invariantes ante el Harniltoniano (2.1), los cuales son representaciones irreducibles (irreps) de un grupo 
SU(2). En la segunda sección se estudiará una versión simplificada del Hamiltoniano (2.1) que, debido 
a una simetría extra, acepta soluciones cuasi analíticas, excepto por la diagonalización de 1natriccs 
finitas. En la sección 2.3 se discutirá la diagonalización de (2.l)t este Hruniltoniano carece de la simetría 
extra mencionada, por lo que su representación matricial es de dimensión infinita. Sin embargo, la 
introducción de un corte en el número de bosones probará ser suficiente, en el rango de Voo considerado, 
para obtener los primeros niveles de energía. En esta misma sección se introducen estados coherentes 
como funciones de prueba para evaluar la energía del estado base. La comparación con el resultado 
de la diagonalización numérica permitirá establecer el valor mínirno del corte que se necesita para 
obtener cigenvalores independientes de él. Se analizarán los resultados de la diagonalización numérica, 
en particular la aparición de una fase condensada y de un estado de paridad negativa cuasi degenerado 
con el estado ha.se para valores de la constante de acoplamiento mayores que un valor critico. En 
la sección 4 se revisarán los resultados de la diagonalización numérica a la luz de la solución cuasi 
analítica que es posible obtener fijando la masa fermiónica Wf =O; este caso es útil para estudiar la fase 
condensada del Hamiltoniano (2.1) ya que, en ella, el término de interacción domina sobre el término 
libre ferrniónico. 

2.1. Una base completa: U(40) :::::> U(20} ® U(2} 

La simplificación a pares cuark-anticuark acoplados a espín y sabor cero reduce los subcspacios 
invariantes del Hamiltoniano, de las irreps de U(12) a las irreps de un subgrupo de ést.e: el grupo 
SU;r(2) llamado de pscudoesp{n (41). En este caso la cadena que conviene utilizar es: 

(/,, ... h2n] 
:::> U(2!l) 

(h1h2] 
® U(2) 

u 
SU;r(2) 

P.:7 
(2.2) 

.7 = h1;h".M 

donde (h] denota la irrcp transpuesta de (h1h2] que se obtiene de intercambiar renglones por columnas. 
El índice de multiplicidad P.:7 permite distinguir a las diferentes irreps .7 de SU;r(2) contenidas en 

una misma irrep [lN] de U(4!l) y corre desde 1 hasta dirnuc2n¡ (!l.1 ... h2nJ). El valor de las h; está 
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limitado: hi $ 2!1 y h,. :5 2. Los valores que puede tomar el pseudoespín .:T van de O a n en pasos de ~. 
De acuerdo a la cadena anterior, una base completa del espacio de Hilbert fermiónico es: 

IN; P.:r. :7 M). (2.3) 

La relación de los índices anteriores a las variables físicas de nuestro modelo puede establecerse fá
cilmente. N es el número de partículas en la imagen de partículas con energía negativa y positiva: 
N = n 1 + n2. El número de cuarks es igual al número de partículas en el nivel superior n 9 = n2, 
mientras que el número de anticuarks está dado por el número de huecos en el nivel inferior, es decir, 
n11 = 20 - ni. De este modo 

N = nq - n 4 + 20. (2.4) 

El Hamiltoniano (2.1) contiene operadores de creación y aniquilación de pares cuark-anticuark por lo 
que conserva el número bariónico B = Cnu;no> = N32º. 

Los pares cuark-anticuark del Harniltoniano (2.1) forman el álgebra de SU.:r(2): 

con: 

So 

2So, 

±S±, 

Ec1a a!fadt cJa 

Ec/a dc¡aacfu 

4- Ecfcr ( a!1 ªac1 ª + dt c/cr dc1 u) - n 
El estado de mínimo peso IM P) para un :7 dado se define por: 

S_jMP) =0. 

V6.Blo,o)o • 
VG.Bco,o¡o , 

ñ,;iñ• _ 0 . 

(2.5) 

(2.6) 

El eigenvalor de So para este estado da el valor negativo de .:T. De So en términos de los operadores 
fcrrniónicos [ec.(2.6)), se ve que para el estado de mínimo peso: 

(2.7) 

con nq-ual y nqval el número de cuarks y anticuarks en ll\.1 P}. El estado de mínimo peso corresponde al 
estado sin ninguna excitación cuark-anticuark (creadas por el operador S+)· Los cuarks y anticuarks 
del estado de mínimo peso serán llamados cuarks y anticuarks de valencia (cuarks y anticuarks no 
apareados). De este modo, si denotamos con nf el número de pares cuark-anticuark creados por el 
operador S+, el total de cuarks y anticuarks será: 

nq nqval + n1 

nqval + 11¡ (2.8) 

Sustituyendo estas expresiones en la cc.(2.4), se obtiene: 

(2.9) 

Usando esta ecuación, (2.7) y (2.2), se obtiene la relación entre los cuarks de valencia y las h, de U(2): 

2!1 - nqval ~ 
nqval · 

(2.10) 

La irrep de U(2) que contiene tanto al estado sin ningún cuark ni anticuark (vacío perturbativo) 
corno al estado base del sistema para el caso con interacción, es (20 O) (:7 = O). El número bariónico 
de esta irrep es B = O y contiene estados rncsónicos de sabor (O, O) y espín O. 

El número "pscudomagnético" M de .:T está relacionado con el número de pares cuark-anticuark, 
corno se deduce de la expresión para So en la ec.(2.6) y de la ec.(2.8): 

M = nf _ (O_ nqua1 ; nqual) = nf _ .::r, (2.11) 
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para la irrep (2íl O], la relación anterior se reduce a M = n¡ - n. 
La base completa (2.3) reescrita en términos de las variables ffsicas del modelo es: 

1 
( ) (

.-. n.,..al +n4val) M 
Jnqval n4val1P.::r,nf} = N = 20- nqual - nqval ;p.:r., .:T = •u - 2 = n¡ - .:r) . 

(2.12) 
Obsérvese que para el pseudoespfn :T = n la multiplicidad P.7 es igual a 1 ya que la única combinación 
de h 1 y h2 que lo produce es (2íl O] y la dimensión de [h] = (12 º] es diTnu(:Hl) ([1201) = l. 

Para el sector bosónico del modelo, la base completa es simplemente la de un oscilador armónico 
unidimensional: 

(2.13) 

El espacio completo es el producto directo del espacio fermiónico y bosónico: 

1'11) = 1)1 ® l)b (2.14) 

Si se reescribe (2.1) en términos de los operadores S+, S_ y So de (2.6), se obtiene: 

Hco.o¡o (2.15) 

donde los dobles puntos indican ordenamiento normal, Rb = b 1 b y las raices v'6 de (2.6) han sido 
absorbidas en una redefinición de la constante de acoplarneiento (V1 = Voo/6). 

El cálculo de los elementos de matriz del Harniltoniano (2.15), resulta idéntico al caso del momento 
angular .:T = h'21'3 con proyección M. La diagonalización puede efectuarse independientcrnentc para 
cada valor de .:7. En las siguientes secciones el interés se centrará en la irrcp ..7 = !l que contiene 
al estado base del sistema. Igualmente, se estudiarán los estados bariónicos que corresponden al caso 
de 3 cuarks (6 anticuarks) de valencia, es decir, a .:T = í2 - ~- En el capitulo 5, donde se introduce 
temperatura, la clasificación anterior de los estados fcrmiónicos, permitirá escribir n1ás fácilmente la 
función de partición del sistema. El Harniltoniano (2.15) conserva paridad, es decir, no mezcla estados 
de un número par de pares cuark-anticuark (paridad positiva) con estados de un núrnero irnpar (paridad 
negativa). La diagonalización en cada irrep .:T se hará, por tanto, de modo independiente para arnbos 
sectores. 

En la versión original del modelo de Lipkin que sólo considera operadores bifcrmiónicos, la simetría 
del pseudoespin es suficiente para obtener matrices finitas y diagonalizar el Harniltoniano. En el presente 
caso, a pesar de que la diagonalización se hará en los subespacios ferrniónicos con paridad y :T fijos, la 
introducción del grado de libertad bosónico produce matrices Hamiltonianas de dimensión infinita. La 
situación será rerncdiada por la introducción de un corte en el número de bosones considerados en la 
construcción de la matriz Harniltoniana. 

Con el objeto de adquirir un mayor entendimiento en el manejo del Hamiltoniano (2.1), se estudiará, 
en la siguiente sección, una versión sirnplificada de éste, en la que pueden obtenerse los eigcnvectores y 
cigenvalorcs diagonalizando matrices de dimensión finita. 

2.2. Un modelo exactamente soluble 

Si de los términos de interacción se toman sólo los llamados de creación y aniquilación de pares 
cuark-anticuark (fig.1.3), se obtiene el Harniltoniano: 

el cual ºconrnuta con el operador: 

R So+n 
--

2
--+nb. 

(2.16) 

(2.17) 

El Hamiltoniano (2.16) es igual al de la ref.(24], excepto en que los operadores de SU(2) aparecen 
cuadráticamcnte, mientras que, en Ja ref.(24] lo hacen linealmente. Debido a que un par cuark-anticuark 
tiene paridad negativa, los operadores S+ y S_ deben aparecer cuadráticamcnte para conservar paridad. 

= ~ 
~ 
~ 

e::> o:; 
e_;:;, e=> 
~ = 
cr.:> ¡::::¡ 
i:=.::J -<:e: e-. -.::i 

-.::i 

~ 



24 CAPITULO 2. PARES ESCALARES DE ESP/N Y SABOR 

Es posible diagonal.izar el Hamiltoniano en cada subespacio generado por los eigenestados de R con 
el mismo eigenvalor. Para la irrep (20 O] de U(2), los subespacios de R. son: 

Jr; nf).:r=n = 1.7 =O; nf) f © lnb = r - n.¡) b' (2.18) 

donde se usó la relación So+ o= Rf (ec.(2.11)) que se cumple para .7 =o. Los eigenvalores de R son 
r = k/2, con k = O, 1, 2, .... Los valores semienteros de r involucran estados con un número impar de 
excitaciones bifermiónicas, es decir, estados de paridad negativa: 

n¡ = 1, 3, ... ,min (20 - 1, 2r), 

mientras que, los valores enteros de r corresponden a estados con paridad positiva y un número par de 
excitaciones bifermiónicas: 

n¡ =O, 2, ... , n>in (20, 2r). 

La dimensión de los subespacios de R es rnin(r + 1, O + 1) para r entero y rnin(r + ~,O) para 
r sernicntero. De esta manera, la diagonalización del Harniltoniano se reduce a la diagonalización de 
matrices, a lo más, de dimensión n + l. Para el valor de O que se asume en este trabajo (!1 = 9), 
la dimensión máxima de las matrices es diez. Los subespacios de R contienen desde r - n hasta r 
excitaciones bosónicas, es decir, subespacios con un r mayor involucran estados con un número mayor 
de glueballs o++. Obsérvese que el subespacio r = O consiste de un sólo estado: el vacío pcrturbativo 
Jnb = n¡ = O); el cual es eigenestado del Harniltoniano (2.16) para cualquier valor de la constante de 
interacción, aunque no siempre es el cigcnestado con menor energfa. 

Los elementos de matriz diferentes de cero parar y n1 dados son: 

20Jnf(nf-l)J(1- n~~ 2) (1- n~~ 1 )Jr-n.{ +1 

<r;nj -21 S~b l~;nf) 
<r;nfl 2wf(So +O) +wbnb lr;nf) 

donde se usó: 

S+ 1.7.M) = ../.7(.7 + 1) - M(M + 1) l.7M + 1) 

bt lnb) = ./nb + 1 lnb + 1 )· 

y 

Se escribió un programa en FORTRAN (gsliOO.f, ver apéndice E.1.1) con el cual se realizó la diagona
lización numérica del Hamiltoniano (2.16). 

En la figura 2.1 se muestran las energías rnfnimas de cada subespacio de R como función de sus 
eigenvalorcs r. Las curvas corresponden a diferentes valores de la constante de acoplamiento. Para 
V< Ve= 0.035 GcV, el mfnimo global corresponde ar= O, es decir, al vacfo perturbativo. A partir de 
un cierto V1, aparece un rnínimo local en las curvas, el cual llega a ser el mfnimo global para valores de 
V1 mayores que Ve. Este valor Ve marca la frontera entre la fase perturbativa y la fase condensada en 
la que el estado base contiene tanto pares cuark-anticuark como pares gluónicos. En la misma figura 
2.1 se observa que, a partir de Ve, el valor de r que corresponde al estado base crece monótonamente 
con V1. Esto implica que el contenido gluónico del estado base aumenta con la constante de interacción, 
pasando de un condensado dominado por pares fermiónicos (para valores de Vi ligeramente mayores 
que V.,) a uno dominado por pares bosónicos. Este efecto se preserva en el caso del Harniltoniano (2.15) 
que no conmuta con R. 
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Figura 2.1: Eaergfa iulnima de cada subespacio ll co1no función de su eigcnvalor r para diferentes valores de 
V1. El valor de r con la encrgfa .rnfnima global cani.bia de r =O ar#: O a partir de Vi =0.035 GeV. El cambio 
es discontinuo e indicativo de una transición de fase de prizner orden. 
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Figura 2.2: Espectro de paridad positiva del Haniiltoniano (2.16) en función de V1 • El espectro se hace denso 
para Vi >0.035 GcV. La encrgfa de los estados se mide respecto a la encrgfa del estado base para cada valor de 
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En la figura 2.2 se muestra el espectro de los estados con paridad positiva corno función de la 
constante de acoplamiento Vi. Las energías de los estados se miden respecto a la energía del estado base 
para cada valor de V1 • Para V 1 = O la figura presenta dos estados, el primero corresponde a 2 pares 
cuark-anticuark con energía 4w1 =1.32 GeV y el segundo al glueball con energía Wb =l.6 GeV. Como 
puede apreciarse en la figura 2.2, el cambio de la fase perturbativa a la condensada viene acompañado 
por un aumento en la densidad de estados. Este efecto es similar al que presentan algunos núcleos al 
pasar de la forma esférica a la deformada (42). Para el caso del espectro mesónico, sin embargo, el 
comportamiento anterior no es realista, ya que la densidad de los estados mesónicos experimentales, 
no es de la forma sugerida por la figura 2.2. Corno se verá en las siguientes secciones, esta situación 
cambiará en el caso del Harniltoniano (2.15), el cual presenta un espectro con características más acordes 
con el espectro rnesónico experimental. 

2.3. Diagonalización numérica y estados coherentes 

En esta sección se presenta la diagonalización numérica del Ham.iltoniano (2.15) 1 que incluye, además 
de los llamados términos de creación y aniquilación de pares del Hamiltoniano (2.16), términos de 
dispersión [ S+S-(b+bt)) y de correlaciones del vacfo (S~bt +S~b). La introducción de estos términos 
mezcla los subcspacios de R y la diagonalización debe efectuarse, formalmente, en subespacios de 
dimensión infinita. Es de esperar, sin embargo, que para valores de Vi pequeños los cigencstados del 
Hamiltoniano puedan obtenerse corno perturbaciones de los eigenestados sin interacción, por ejemplo, 
el estado base serla obtenido del vacfo perturbativo lnb = n1 =O). Igualmente, de los resultados de la 
sección anterior, puede esperarse que, para valores mayores que un Vc, el cruzamiento de los estados 
aumente y el estado base no sea rnas un estado perturbado de lnb = n.1 =O), sino un estado colectivo con 
condensación tanto fermiónica corno bosónica. Con la intención de confirmar las expectativas anteriores, 
se introducen estados coherentes fcrmiónicos y bosónicos (43): 

(2.20) 

donde IO)¡ y 10)& son, respectivamente, los estados sin excitaciones bifermiónicas y bosónicas. La poten
>----~cia nen el factor de normalización ferrniónico indica que el estado coherente está definido para la irrcp 

..7 = n de SU.;r(2). Los estados anteriores, usados a modo de funciones de prueba, permiten obtener la 
energía y las características del estado base como función de la constante de acoplamiento. 

El valor de expectación del Hamiltoniano (2.15) en los estados coherentes anteriores es [441: 

PJ 2 
4!lw1 ( ) +WbPb 

1 +p°j 
4ffl/ip2 

---~1=2 [(2fl- l)cos(2tf>1) +2fl+ p°j] 2pbcos(tf>b), 
(1+p'J) 

(2.21) + 

con ZJ = p¡c•ri>r y Zb = pbei<l>b. Minimizando el valor de expectación anterior, se obtienen las siguientes 
condiciones para las fa.ses t/Jb y tf> f: 

cos(<J>b~in) -1, 

cos(24>1 """) 1 
(2.22) 

( 
4!1\líp} ) 2 

Pbm<n = ( )2 (4!1 - 1 +P1] · 
Wb 1 +PJ 

(2.23) 
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Substituyendo estas condiciones en la ec.(2.21), se obtienen las curvas de la figura :!.a, que muestran el 
valor de expectación del Hamiltoniano corno función de P.1 para diferentes valorrn.; tlt~ V1 · 

~ 
·~ 
~ 

o 

~ :e 

a.o 

"·º 

o 
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o 0.5 1.0 

Pr 
1.5 2.0 

Figura 2.3: Curvas de energla del Ha.niiltoniano (2.15) en función del par4rnetro Pf df! lea..~ estados coherentes. 
Obsérvese Ja aparición de un mfninio global en Pf '#-O para valores de V1 >0.0089 Gwt\". El valor de PI que 
:minimiza Ja energfa presenta una discontinuidad en Ve =0.0089 GeV. Esta indicación de n111t transición de l'ase de 
prfrncr orden, es confirmada por el análisis n - ex> realizado con la diagonalización nu1111~rica del HatDiltoniano 
en el apéndice B.1. La continuidad del valor de expectación del número de pares fern1ir\11ko.s en el estado base 
(que es una función monóto1Ja crecic1Jte de p¡, ver ec.(2.24)/, obtenida con la diagoruUización DUIDérica del 
Ha.Iniltoniano (lig.2. 7), es consecuencia del núnJcro ñnito de grados de libertad considt.•rmlt•."i (O = 9). 

Se observa que, para valores de V1 menores que Ve ~0.0089 GcV, el mínimo gltihal es PJ na&n =O, el 
cual corresponde al estado coherente lzf = 0)0lz• =O) = IO)f®IO)b- A partir d<' un cierto valor de V1 
aparece un mínimo local en Pf ,¡.O, que llega a ser global para V 1 mayores que Ve. J,os estados con Pf (y 
por tanto P•~;n, ver ec.(2.23)) diferentes de cero tienen valores de expectación (Ji¡), Y (ñb)z diferentes 
de cero que crecen monótonamente con PJ= 

P~n11n 

2f!p} 
(2.24) 

Corno se esperaba, al igual que con el Hamiltoniano (2.16), el sistema pasa de una fn:oOP pcrturbativa a una 
condensada. A partir de V1 =Ve, Pfmln crece rnonótonarncnte con V 1 y tiende a 1 t•u el limite V1 - ex>, ~~----i 
por lo tanto, los condensados fermiónico y bosónico son, también, funciones rno1u.'\t.onas crecientes de ~ 
V1; sin embargo, mientras que el valor de expectación del número de bosones cr~t·•• ilimitadamente con ~ 
Vi (ecs. (2.24) y (2.23)1, el condensado fermiónico tiende a f! en el límite V 1 - <X>. Este comportaniiento 5 52 
es el esperado de acuerdo al Principio de exclusión de Pauli. c.._:> e_:) 

Lo anterior es un ejemplo de una transición de fase cuántica (45), en la '''"~ V1 funge corno el c.r-.J f:.:::J:...."1 
parámetro de control y los valores de expectación (nf) y (nb) corno los par~\nu?tros de orden. La C/::i ~ 
discontinuidad del valor de Pf que minimiza la energía (fig. 2.3), sugiere una 1.nu1sición de fase de ~ ;:S5 
primer orden, el análisis realizado en el apéndice B.1 para el limiten - oo confir1nn •~•resultado anterior. ~ 
La continuidad obtenida con la diagonalización numérica del Harniltoniano (fig.2.7) es consecuencia, \ i::=-. 

1 simplemente, del número finito de grados de libertad considerados (f! = 9). 
Dado que el valor de expectación de nb es cero para V 1 < Vc y crece mo1u.\t.onarnente con V1 a 

partir de Vi = Vc desde (nb) ""' 2.5, es de esperar que, para valores de Vi no mucho mayores que V.,, los 
primeros niveles de energía sean insensibles a las configuraciones con un número J(l"llt1de de excitaciones 
bosónicas. 
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or.""'.::"":~==========i=::==============-==========t 

\<:.:::.::.:.~_-···-···-··--------·······------
··· ........................................ ·····························-······-········ 

v,-o.009 GeV -
v,-0.010 GeV --
v,-0.012 GeV ········ 
v,-0.016 GeV --

·120~--=s---,~o=----='1=s--~2~0,..--~2~s=---a==o--~a~s,...---~40-

nb max 

Figura 2.4: Resultados de la diagonalización numérica. Energfa del estado base como Función de n1wruas para 
diferentes valores de Vi. 

Siguiendo la idea anterior, se introduce el corte nmna:i: para el número máximo de excitaciones 
bosónicas consideradas en la matriz Hamiltoniana, este corte produce matrices finitas que pueden ser 
diagonalizadas numéricamente. Al igual que en el caso del Harniltoniano (2.16), el Hamiltoniano (2.15) 
conserva paridad, es decir, la. diagonalización puede efectuarse independientemente entre los estados 
con un número par de excitaciones bifermiónicas y los estados con un número impar. Los subespacios 
en los que se diagonaliza el Hamiltoniano son: 

(2.25) 

con n1 =O, 2, 4, ... , 2!l para la paridad positiva y n1 = 1, 3, 5, ... , 2n - 1 para la paridad negativa, en 
ambos casos nb =O, 1, 2, ... , ntnnaz• 

Los elementos de matriz diferentes de cero del Hamiltoniano (2.15) son: 

(.7 nf;n•I 2wf(So + 0)1.7 nf;n•) 

( .7 nf; n•I Wbbt b 1.7 nf; n•) 
(.7 nf + 2;nb - 11S~b1.7 nf;n•) 

(.7 nf -2;n. -11 s:..b l.:r nf;n.) 

(.:r nf;nb - 11 S+S-b l.:r nf;n•) 

J<nf + l)(nf + 2)J ( 2.7- nf) (23 - (nf + l))v'ñb 
J<nf)(nf - 1)J ( 2.7 - (nf - 1)) ( 2.7 - (nf - 2))vñb 

nf ( 2.7 - (nf - 1)) v'ñb (2.26) 

Con el programa llamOO.f (apéndice E.Ll) se efectúa la diagonalización numérica del Hamiltoniano, los 
resultados son presentados a continuación. 

En la figura 2.4 se muestra la energía del estado base como función del corte Rbnaaz para diferentes 
valores de V, . 

Como puede observarse, a partir de un valor relativamente pequeño de nrnnaz, la energfa del estado 
base converge a su valor asintótico, el valor de ntnnaz para el que se alcanza la convergencia aumenta con 
Vi lo que es consistente con el resultado obtenido con los estados coherentes, es decir, con el aumento 
del condensado bosónico al aumentar la constante de interacción. En la figura 2.5 se muestra la energía 
del estado base como función de V1 usando la rutina de diagonalización y el valor ntnnoz = 40, en la 
misma figura se muestra la estimación para esta energía usando estados coherentes (ec.(2.21)). 

La estimación de la energía del estado base obtenida con los estados coherentes coincide con los 
resultados de la diagonalización numérica. De esta manera, los estados coherentes proveen de otro 
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Figura 2.5: Energfa del estado base como función de Vi utilizando el valor nbmaz = 40 en la rutina de dia
gonalización (linea). Los puntos son Ja esti6Dacióo a Ja niiszna encrgla usando estados coherentes. Obsérvese Ja 
súbita disminución de Ja energla a partir de V1 =0.0089 GeV. 

criterio para estab]ecer si el corte ntnnaz es suficientemente grande para alcanzar la convergencia de los 
resultados de la diagonalización numérica. De las figuras 2.4 y 2.5, se concluye que el corte ntnnaz = 40 
es suficiente para diagonalizar numéricamente el Hamiltoniano {2.15) en el rango V1 $0.016 GeV 1 • 

2.3.1. De la fase perturbativa a la fase condensada 

Usando el valor nbrna:a: = 40 en la rutina de diagonalización, se calcula el espectro del Hamiltoniano 
(2.15). En Ja figura 2.6 se muestra el espectro de Jos estados de paridad positiva y negativa como función 
de la constante de acoplamiento V1 .. La energía de los estados se rnide respecto a la energía del estado 
base para cada valor de V1 • 

Corno se anticipó con el análisis de los estados cohcrcntcs 1 el sisterna transita de una fase pertur
bativa (normal) a una fase condensada (deformada) en Vi ,.,0.0089 GeV. A diferencia del espectro del 
Hamiltoniano (2.16)(fig.2.2), el espectro no es denso en la fase condensada y, por el contrario, presen
ta una tendencia adecuada para la descripción del espectro mcsónico cxpcrin1cntal 1 en particular, por 
la aparición de un estado de paridad negativa degenerado con el vacío, que anticipa la aparición del 
rr-octctc en la versión más general del modelo. 

Para valores de V1 » Ve, el espectro se reduce al de excitaciones igualmente espaciadas por una 
energía de 1.6 Ge\', que corresponde a la masa wb del glueball o++. Estos niveles de energía están 
doblemente degenerados con estados de paridad positiva y negativa. Lo anterior puede observarse en la 
figura 2.6 para los dos printeros estados excitados de cada paridad. El porqué de estas características 
en el espectro será aclarado en la sección 2.4, al estudiar el caso de masas fcrrniónicas Wf =O. 

La figura 2. i muestra la diferencia entre el valor de expectación de Tib y n.¡ (el número de excitaciones 
bosónicas menos el número de pares cuark-anticuark) en el estado base del sistema, como función de la 
constante de acoplamiento V1. 

Para la fa.se normal o pcrturbativa (Vi < Vc), el estado base contiene un número muy pequeño 
de excitaciones feriniónicas y bosónicas. Para valores 0.015 GeV> V 1 > Ve ::::::: 0.0089 GeV, el estado 
base presenta un condensado dominantemente fermiónico, mientras que, para valores V1 >0.015 GeV el 
condensado es dominado por las excitaciones bosónicas. Este resultado ya fue adelantado por el análisis 
de los estados coherentes y es explicable por el número limitado de pares fermiónicos que es posible 
excitar, de acuerdo al Principo de exclusión de Pauli. El ya mencionado espaciamiento regular de los 
niveles de energía, es un reflejo del dominio de las excitaciones bosónicas para valores V1 >> Ve. 

1 EI llamilt.oniano (2.15) es invariante ante un cambio en el signo de V1 , como puede verse en la cc.(2.21), en donde un 
cambio en el signo de Vi puede compenaarae por un cambio de 1f en la rase ,P6 • 
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Figura 2.6: Espectro del Hamiltoniano (2.15) en función de V1 para los estados de paridad positiva (a) y 
negativa (b). Las cnerglas se 17lidcn respecto a Ja cnerg/a del estado base para cada valor de Vi. La transición 
a Ja fase condensada en Ve =0.0089 GeV, viene acornpaiida por Ja aparición de un estado de paridad negativa 
degenerado con el vaclo. Obsérvese la degeneración y cspacia.niiento regular de los niveles en el lado derecho de 
las figuras (V1 » V0 ). 
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Figura 2.7: Diferencia de los valores de expectación del número de pares ferutiónicos y bosónicos ea el estado 
base co.mo función de Vi. Valores negativos irnplican un dominio ferzniónico (V1 ~Ve), para V1 ::> Vc el estado 
base es dominado por las excitaciones bosónicas. 
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Las observaciones anteriores serán importantes para ajustar el espectro de la versión rnás general del 
modelo al espectro rnesónico experimental. Este ajuste deberá caer en la región cercana a la transición 
ya que, en ésta, la escala de energías de los primeros estados excitados es igual a la del espectro 
experimental, menor a la escala de 1.6 GcV que la masa del glueball o++ impone en la región dominada 
por las excitaciones gluónicas en V1 >> Vc. De este modo, los estados mcsónicos del modelo serán estados 
con un contenido fcrrniónico mayor que el gluónico, corno corresponde a la región V1 ;::: Ve-

2.3.2. Estados bariónicos 

Los estados bariónicos se componen de 3 cuarks de valencia (nqval = 3, n4vc:d = O) y los antibariónicos 
de 3 anticuarles de valencia (nqval = O, n 4 val = 3), en ambos casos .:T =O - ~ y el número máxinlO de 
excitaciones cuark-anticuark se reduce de n¡ = 20 a nf = 2!1 - 3. La diagonalización del Hamiltoniano 
se realiza igual que antes, salvo por el cambio de .:T = n a .:T = {} - ~ que reduce el tamaño de 
las matrices a diagonalizar. El comportamiento cualitativo del espectro bariónico, medido respecto al 
estado base de .:T = O - ~, es idéntico al caso mcsónico, con la diferencia de que la transición a la 
fase deformada se recorre a un valor de V1 mayor (Vcnar ~0.011 GeV). Las masas físicas de los estados 
bariónicos deben, sin embargo, referirse al estado base del sistema total, es decir, al estado base de 
.:T = n. Este espectro se muestra en la figura 2.8. 
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Figura 2.8: M&Sas ba.riónicas en Función de V1 • La cnergla de los estados se mide respecto al estado base global 
para cada valor de V1. El aumento en Ja energfa de los estados se debe a la disaiinución de la energ/a del estado 
base (lig 2.5). El cruzazniento de los primeros dos estados en V1 ~0.011 GeV señala la transición a la fase 
co1Jsensada bariónica. 

Para V1 = O el primer estado consiste de los 3 cuarks de valencia con masa 3wf =1.0 GeV, el 
segundo es el anterior más dos pares cuark-anticuark 7w f =2.3 Ge'V, el tercero consiste de los 3 cuarks 
de valencia más un glueball '3<.4J¡ + Wb =2.6 GeV y así sucesivamente. 

El espectro no se modifica considerablemente hasta llegar a V1 ::::=0.0089 GeV, que corresponde a la 
transición del sector rncsónico. A partir de ese punto, la energía del estado base decrece rápidamente 
(fig.2.5), por ello, la energía de los estados bariónicos, que se n1ide respecto a ésta, crece también 
rápidamente. En V1 ~0.0089 GeV los estados bariónicos aún no alcanza.D la fase deformada, lo que 
puede verse en la figura 2.9 que muestra el contenido de cuarks y gluones del prinler estado bariónico 
como función de V1. 

Para valores menores que VcBar ~0.011 GeV, el contenido gluónico es prácticamente nulo y el 
fermiónico proviene únicamente de los 3 cuarks de valencia. Para valores mayores que VcBar, la situación 
ca.rn.bia y los estados bariónicos presentan un contenido de pares cuark-anticuark y de excitaciones 
gluónicas, las primeras dominando sobre las segundas. La transición de los bariones a la fase defornlada 
puede apreciarse en su espectro por un cruzamiento de los estados en V1 ~0.011 GeV. Sin embargo, 
debido a que la energía del estado base de .:T = n- ~ decrece más lentamente que la de .:T = n, la energía 

= = = c.~ C:> 
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Figura 2.9: Contenido fcrmiónico y gluónico del primer estado bariónico eo función de Vi. Para Vi <0.011 GeV 
el nllmero de pares de ferzniones (nqvai/2 + nr) es 3/2 y el número de bosones es cero. A partir de Vi =0.011 
GeV el número de rcrmiones y bosones aumenta. En el rango mostrado, el condensado es dozninado por los 
ferJDiones, sin embargo, Ja tendencia es igual al caso mesónico: el número de pares de fcrmioncs tiende al valor 
asintótico {} = 9, mientras que, el ntlmcro de bosones aumenta ilimitadamente. 

de los estados bariónicos continúa creciendo a pesar de haber alcanzado la fase dcfonnada. Para valores 
.------., de V1 mayores que Ve ~0.0089 GeV, las masas bariónicas resultan muy altas. Esta sobreestimación 

de las masas bariónicas en el modelo, proviene del hecho de que los cuarks y anticuarks de valencia 
actúan como espectadores, es decir, el Hamiltoniano no contiene términos de interacción que involucren 
a los cuarks y anticuarks de valencia. Otro hecho que indica la necesidad de introducir nuevos términos 
de interacción para los bariones, proviene del contenido de cuarks y gluones en los estados bariónicos. 
Como se mencionó, el espectro mcsónico experimental tiene una escala similar al de nuestro modelo 
para valores de V1 ligeramente mayores que Ve, pero menores que VcBar1 en esta región los mesones son 

..... -~·-·~· : estados complicados en términos de cuarks, anticuarks y gluones, mientras que, los bariones todavfa 
:=.=. : tienen una estructura simple de estados puros con 3 cuarks de valencia, lo cual no está de acuerdo con 
~~~ ! los resultados experimentales (46J, que indican una contribución del mar de cuarks y gluones en los 
--- estados bariónicos. La inclusión de términos de interacción que acoplen a los cuarks de valencia con las 

~---~ excitaciones gluónicas producirá bariones con una contribución del mar de cuarks y gluones, además de 
una dis1ninución de sus masas a energías consistentes con los resultados experimentales. En este trabajo 
se dejan fuera estos términos, queda como trabajo futuro el estudio del modelo con su inclusión (34). 

2.4. Fermiones sin masa 

En esta sección se presenta otra versión simplificada del Hamiltoniano (2.15) que consiste en hacer 
Wf = O. En la fase deformada del Hamiltoniano (2.15) con Wf .,¡.O, el término de interacción domina 
sobre el término libre, de aquí que el caso Wf =O provea de un escenario para estudiar la fase deformada 
con un Hamiltonia.no que acepta una diagonalización analítica, excepto por la diagonalización numérica 
de una. sola matriz finita de dimensión 20 + l. 

En esta sección se estudia, también, el efecto de introducir términos de interacción que fueron 
excluidos en la discusión del capítulo l. Se mostrará que los efectos del término Ce (ec.(1.27)) pueden 
modelarse por una redefinición de la...c¡ constantes de acoplamiento de los otros términos. Se verá, como se 
anticipó en el capítulo 1, que es necesario introducir el término de dispersión S+S- y que es suficiente 
fijar a 2 el coeficiente G$ (ver cc.(1.27)), para obtener un espectro con un estado de paridad negativa 
cuasidegenerado con el estado base. 

Los Hamiltonianos que se estudian en esta sección son de la forma: 

(2.27) 
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donde F es un operador hermltico en el espacio fermiónico. El caso: 

(2.28) 

corresponde al Harniltoniano (2.15) de la sección anterior con la masa fermiónica igual a cero. La 
diagonalización del Harniltoniano (2.27) sigue las mismas líneas generales independientemente de la 
forma de F. 

Los operadores: 

que satisfacen el álgebra 

permiten reescribir H (ec.(2.27)): 

B b+ V, F, 
Wb 

bt +V, F, 
Wb 

[B,B'] = 1, 

H = W•B'B - V,2 F 2 • 
Wb 

Para diagonalizar el Harniltoniano anterior, se definen los estados 

BID;i) =D. 

Estos estados son de la forma: 

(2.29) 

(2.3D) 

(2.31) 

ID; i) a través de la condición: 

(2.32) 

(2.33) 

con lz)b un estado coherente bosónico (2.2D) (blz)b = zlz)b) y IF;)J un eigenestado del operador F 
(FIF;)J = F;IF;)f)· El índice i corre de 1 a la dimensión del subespacio fermiónico (20 + 1). 

Los estados (2.33) son eigenestados de H: 

HID; i) = - (V,F;)
2 

ID;i). 
Wb 

Si se aplica el operador BI a los estados ID; i), se obtiene el resto de los eigenestados de H: 

. (Bt)n . 
In; t) = Vnf ID; t). 

Las cigenencrgías de los estados anteriores son: 

con n =O, 1, ... 

Eni = Wb1l - (ViF,)
2

, 
Wb 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

La tarea se reduce, entonces, a encontrar los cigenvalorcs del operador de dimensión finita F. Si, 
como en el caso de (2.28}, F conserva paridad, se tiene que diagonalizar una rnatriz de dimensión f! + 1 
para la paridad positiva y otra de n para la paridad negativa. 

El espectro (2.36) como función de V1 para el operador F de la ec.(2.28), es mostrado en la figura 
2.10. A diferencia de las gráficas de espectros de la sección anterior, las energías no se miden respecto 
al estado base de cada V1. 

lndcpcndicntemcntc de la forma de F, el espectro (2.36) se divide en bandas etiquetadas por el 
entero n y consiste, como función de Vi, de parábolas invertidas con el vértice en la posición Wbn y 
curvatura dada por los cigcnvalores de F (F,2 /wb)· Eigcnvalorcs En, con un Fa mayor decrecen, como 
función de V1, más rapido que los eigenvalores Ena con un F. menor. Las degeneraciones en el espectro 
F; se transmiten al espectro En; [ver ec.(2.36)). Como puede verse en la fig.2.lD, para valores pequeños 
de la constante de acoplamiento, las bandas están bien separadas unas de otras, pero eventualmente se 
mezclan conforme aumenta el valor de V1. La energía Ens del estado con n = O y eigenvalor Fa máximo 
es, para todo valor de V1, el estado base del sistema. La energía Ena del estado con n = 1 y eigenvalor 
F. máximo, cruza, conforme aumenta V1, los eigcnestados con n = O y Fa diferentes del máximo. Para 

, 
~I 
~ 

:;z; ¡:x; 
SC) 
~z=s 
gs~ 
E-- .-=i 

~ =-



·---=1 

34 CAPITULO 2. PARES ESCALARES DE ESPlN Y SABOR 
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-6.0 

o 0.002 0.004 0.006 

V1 (GeV) 

Figura 2.10: Espectro de H como función de V1 usando el operador F de la ec.(2.28). Para valores pequeños 
de V1 , el espectro consiste de bandas bien diferencidas, caracterizadas por el entero n. Estas bandas se crusau a 
partir de V1 ~0.006 GeV. Obsérvese que, para V1 =0.01 GeV, el primer estado excitado pertenece a Ja segunda 
banda y tiene una cncrg/a, medida respecto al estado base, de Wb =1.6 GeV. 

Paridad positiva 
324.26474 

256.302002 
196.356491 
144.440811 
100.581779 
64.8459702 
37.487381 

20.7156696 
8.03982735 
-13.0346012 

Paridad negativa 
324.26474 
256.302002 
196.356491 
144.440811 
100.581779 
64.8457336 
37.4102402 
17.5088787 

-1.71060491 

~ 
.._ ___ __, Tabla 2.1: Espectro del operador F = ( S~ + S~ + 28 + S-) para Jos estados con un número par de excitaciones 

bifcrmiónicas (colurnna. izquierda) y con un nún1cro frnpar (columna derecha). 

valores suficientctncntc grandes de V1, este estado llega a ser el pri1ncr estado excitado, separado del 
estado base por una energía Wb (fig.2.10). Si se continúa aumentando V1, la mezcla de las bandas es 
cada vez mayor y los estados base de cada banda (estados con Fa máximo y diferentes n) llegan a ser los 
estados globales con menor energía, la diferencia de energía entre estos niveles es constante e igual a Wb. 

Éste es justa.mente el efecto observado en el espectro del Harniltoniano (2.15) para valores de Vi » Vc 
(fig.2.6); para estos valores de la constante de acoplamiento, el efecto del término w1So es despreciable 
y los espectros de los Hamiltonianos con WJ igual y diferente de cero, llegan a ser iguales: un espectro 
de oscilador armónico con frecuencia Wb· Nótese que este comportamiento del espectro es independiente 
de la forma de F. 

La degeneración del estado base con un estado de paridad negativa, encontrada en el espectro 
del Hamiltoniano (2.15), puede entenderse, con el presente caso, por el espectro del operador F = 
(S~ + s:_ + 2S+S-) (tabla 2.1). 

El espectro de F presenta una cuasi degeneración entre estados con paridades negativa y positiva 
(que sería completa, si no se tomara la ordenación normal, es decir, si F = S! + S~ + S+S- + S-S+>· 
Corno ya se mencionó, las degeneraciones del espectro F, son transmitidas al espectro En; (ec.(2.36)). 
Conforme se aumenta el valor V 1 , el espectro del Haniiltoniano (2.15) (con Wf ,.¡. O) se acerca cada 
vez más al espectro Ena (w1 =O). De esta rnanera se explica la aparición de estados degenerados con 
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paridad positiva y negativa en el espectro del llamiltoniano (2.15). Los primeros c?st.ados en presentar 
esta degeneración son los de menor energía, pero al aumentar V 1 el efecto del término cinético disminuye 
y más estados presentarán la mencionada degeneración. Lo anterior puede verificartH? en el espectro del 
Hamiltoniano (2.15) mostrado en la fig.2.6; para V, "" Ve el único estado degenerado es el estado base, 
mientras que, para V1 >> Vc el número de estados degenerados aumenta. _ 

Con el Hamiltoniano (2.27) se puede estudiar fácilmente el efecto de incluir loN términos CC del 
capítulo 1, así como el efecto de variar el parámetro Gs de la ec.(1.27). Los primeros son eliminados del 
modelo, mientras que, GS se tomó igual a 2. Como se verá a continuación y se adehuató en el capitulo 1, 
esto es suficiente para obtener un espectro con un estado de paridad negativa degenerado con el estado 
base. Supóngase, pues, un F de la forrna: 

(2.37) 

donde el último término corresponde al término CC al restringir el Hamiltoniano general del capitulo 
1 al canal de espín y sabor cero. 

Paridad Positiva Paridad Negativa 
G=O 652.74 591.24 

531.78 474.43 
G=2 693.52 669.17 

637.05 600.79 
G=5 840.50 840.50 

777.01 776.76 
G = 2 sin término 324.26 324.26 

2ñ0 ñ. .. 256.30 256.30 

Tabla 2.2: Eigenvalorcs mayores del operador de la ec.(2.37) para diferentes valore . .., tlnl parámetro G. 

En Ja tabla 2.2 se muestran los 2 eigcnvalorcs máxirnos de F para las paridadeH positiva y negativa, 
en los casos G =O, G = 2, G = 5 y G = 2 sin el término 2ñqñq. Como puede vers•:, G =O no presenta 
una degeneración entre los estados de paridad positiva y negativa; esto se traduf:f~ en el espectro del 
Harniltoniano (2.15) con Wf :¡f O y para valores V1 > Ve. cu estados de paridad n1:gnt.iva muy altos en 
energía. Esta es una de las razones por la que se introdujeron los términos de disru:rHión en el modelo, 
para obtener estados con paridad negativa de energía baja. -

La aparición en el espectro del Hatniltoniano (2.15) (wf '# O) de un estado d'~ paridad negativa 
degenerado con el vacío para V1 > Ve, queda garantizado por la degeneración del •~Hf>ectro de F entre 
estados con distintas paridades. En la tabla 2.2, esta degeneración ocurre para r_; = 5 Y G = 2 sin 
el término ñqñq. Puesto que esta característica es deseada en el espectro, se prCHf!talan dos opciones: 
mantener el ténnino ñqñq fijando G a un valor grande (5 por ejemplo) o eliminar ul término ñqñ.4 Y 
fijar el valor de G a 2. Esta últin1a opción es la que se asun1e en el presente trabajo ya que incorpora 
Ja simetría de cruzan1icnto en los términos de interacción del Hruniltoniano (ver fig. J .3). 
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Capítulo 3 

Pares de sabor (O, O) acoplados a espín 
o y 1 

En este capítulo se presenta una versión del Harnilt.oniano {1.37) en la que se consideran, además de 
pares cuark-anticuark escalares, pares cuark-anticuark acoplados a espín 1; de acuerdo con la notación 
del capitulo 1, esto corresponde al caso Vis= O y Vos~ O: 

Hco.0¡1 

1 

Wf L ( a!fcracfa + dt cfcrdcfcr) + Wb btb 
e/a 

+ L Vos [( Blo,o¡s · B[0 ,o¡s) + (.Bco,o¡s · Bco,o¡s) + 2 ( B1o.o¡s · Bco.o¡s)] [b + bt] . 
S=O 

(3.1) 

El interés en el estudio de esta versión estriba en el hecho de que el cálculo de sus elementos de matriz 
es todavía posible, lo que permite obtener resultados exactos, junto con el liecho de que aparecen 
nuevas características respecto a la versión del capítulo anterior; entre éstas se pueden mencionar: un 
espacio de parámetros bi-dirncnsional (V00 y V01 ) y subespacios fcrmiónicos invariantes que son irreps 
de un grupo U(4). A diferencia del grupo SU(2) del capitulo anterior, los miembros de una irrep de 
U(4) requieren más de un índice para quedar completamente caracterizados. Estas nuevas propiedades 
enseñarán a manejar problemas que aparecen en la versión más general de nuestro modelo, en la que se 
consideran, adicionalmente, pares cuark-anticuark acoplados a sabor (1, 1). De especial relevancia será 
el mapco bosónico de los pares cuark-anticuark; el rnapeo bosónico de la versión del capítulo anterior 
es 1nuy sencillo, además, la uniparametrización de los miembros de una irrep dada de SU(2) permite 
identificar fácilmente a los estados espurios del mapeo, en la presente versión, en can1bio, ni el mapeo 
ni la identificación de los estados espurios resultan sencillos. Sin crnbargo, dado que la construcción 
explícita de una base y la diagonalización nurnérica es accesible, se podrá proponer un Harniltoniano 
bosónico cuyos elementos de matriz sean fácilmente calculables que preserve las características básicas 
del Hamiltoniano fcrmiónico, a saber, una transición de fase cuántica a una fase deformada junto con la 
aparición de un estado de paridad negativa de energía baja. Se verá que no es necesario realizar el mapeo 
bosónico exacto y que, para la región de interés, basta con proponer un HaJDiltoniano bosónico que 
simule el principio de exclusión de Pauli junto con reglas sencillas para eliminar los estados espurios, 
para el propósito de obtener el espectro de energías e información acerca del contenido de cuarks, 
anticuarks y gluoncs dentro de los estados. 

El Ha.tniltoniano bosónico y las reglas para cortar el espacio de Hilbert obtenidas en este capítulo, 
serán útiles en el estudio de la versión más general, en la que se trabaja desde un inicio en un espacio 
bosónico mapcado. 

El presente capítulo se ordena del siguiente modo, en la primera sección se mostrará la cadena que 
permite clasificar el espacio fcrmiónico utilizando el grupo de simetría (U(4)) del Hamiltoniano (3.1). 
En esta misma sección se construirá explícitamente la base fermiónica para la irrcp que contiene tanto 
al estado base como a los primeros estados excitados. En la sección 2 se calcularán los elementos de 
matriz del Hainiltoniano usando la base de la sección l. En la sección 3 se mostrarán los resultados 
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de la diagonalización num~rica del Hamiltoniano, se verá que, al igual que en el caso del capitulo 
anterior, el sistema presenta una transición de fase cuántica a un fase deformada en la que se tiene 
un estado de paridad negativa muy bajo en cnf!rgfa. En la sección 4 se propondrá un modelo bosónico 
para el Hamiltoniano fcrrniónico, se construirá el espacio bosónico utilizando las bases de osciladores 
armónicos de 1 y 3 dimensiones, se diagonalizará numéricamente el Harniltoniano bosónico propuesto 
y se compararán sus resultados con los del Hamiltoniano fermiónico de la sección 3; igualmente, se 
propondrán cortes sencillos para eliminar fácil y eficientemente la mayorfa de los estados no físicos que 
resultan al utilizar bosones para representar pares fermiónicos cuark-anticuark. 

3.1. Otra base completa: U(40) :::::> U(4) ® U(O) 

Los pares cuark anticuark acoplados a sabor cero resultan de contraer el índice de sabor en las 
expresiones de la ec.{1.40): 

B~':2 = L c~/a11 co/a22 = L a!.1a1 dta/a2 
o/ a/ 

s:~ = ¿c~'ª12cª'ª21 = ¿dª'ªJ.ªª'ª2 
o/ a/ 

e:~= ¿c~'ª11cº'ª21 
= ¿ 0 !.1a1°

0
'ª2 

o/ a/ 

e:~= ¿c~'ª12cº'ª22 = ¿dª'ªldtº'ª2 (3.2) 
o/ of 

Estos operadores satisfacen el álgebra de Lie del grupo U{4): 

(3.3) 

Puesto que el Hamiltoniano {3.1) está escrito en términos de Jos operadores de (3.2), las irreps de U{4) 
forman subespacios invariantes ante él. De esta manera y dado que el Harniltoniano es un operador 

._ ____ _, tensorial de espín total cero, la cadena de grupos que conviene utilizar para la clasificación de los 
estados es: 

[h. 1 ••• hn] 
::> U{!l) 

[h1h2h3h4) 
U(4) 

u {! 

Uq(2) $ Uq(2) 
u 

SUq(2) e SUq(2) 
u 

SU(2) 

[fih) nq = 2n - j, - ]2 {3.4) 

Sq=~ 

S M. 

La interpretación de los índices de esta cadena es similar a la del capítulo anterior, el número N es 
el número de partículas en la imagen de partículas con energías positiva y negativa. (h) denota al 
diagrama de Young transpuesto de (h1h 2h3h4). Los dos primeros valores(h1 y h2) cuentan el número de 
partículas, en el estado de mínimo peso de U(4), que se encuentran en el nivel inferior con espín 1/2 y 
-1/2 rcspcctivruncnte; h3 y h4 cuentan lo propio para el nivel superior en el mismo estado de mfnimo 
peso. El Indice {! es un Indice de multiplicidad en Ja reducción U{4) a Uq(2) $ U 4{2). Los subgrupos de 
U(4) se refieren, respectivamente, al sector de cuarks (nivel superior) y anticuarles (nivel inferior). 

Una base completa de acuerdo a la cadena anterior es: 

(3.5) 

que junto con la base para los glueballs, 

{3.6) 
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forman el espacio de Hilbert del modelo: 

(3.7) 

Para construir explícitamente la base fermiónica (3.5) se utilizan los estados de mínimo peso IMP} 1 

que son aquellos que cumplen con: 
O)MP) =0 

donde O es un operador de descenso. A diferencia de SU{2), el grupo U{4) tiene 6 operadores de 

descenso: los operadores B de (3.2) y los operadores e::~~ y c;j.f2
• 

El estado sin cuarks ni anticuarles es un estado de mfnimo peso y corresponde, en el lenguaje de 
los 2 niveles, al estado con el nivel superior vacfo y el inferior completamente lleno, es decir, el vacío 
perturbativo pertenece a la irrcp [!lf!OO]. Esta irrep contiene., también .. al estado base en el caso con 
interacción y a los primeros estados excitados, de esta manera, en lo que resta del presente capitulo, el 
interés se centrará en él. 

Para construir explícitamente una base de la irrep [!lllOO], se eligen operadores con proyecciones 
de Sq y sq máximas que no puedan ser obtenidos como productos de otros, estos operadores reciben el 
nombre de Elementary PerTnis.•ible Diagrarns (EPD) (47(. La primera elección de un operador de este 
tipo es: 

{3.8) 

el cual es un operador tensorial de espín total S = l. Este operador crea un cuark y un anticuark con 
proyección de espín ~- Nótese que en la expresión anterior se ha bajado el segundo de los indices, de esta 
manera las propiedades de transformación del operador están indicadas dircctarncnte por sus índices 
(ver apéndice A.1 para la convención de índices ca y contravariantes). Otro operador con proyecciones 
de Sq y sq rnáxirnas c.s: 

(3.9) 

el cual es un operador con sq, s 4 (y también S) cero. Nótese que el operador cuadrático en B 1 acoplado 
a Sq = sq = 1 es simplemente el operador (3.8) elevado al cuadrado, es decir, no es un EPD. Los dos 
operadores anteriores son suficientes para construir los estados de la irrcp [!l!1:00] con proyecciones de 
Sq y sq máximas: 

(3.10) 

con Nn.n:i una constante de normalización (calculada en el apéndice C.1) y IO} el estado sin cuarks ni 
anticuarks. La relación de los estados anteriores con la base completa (3.5) es: 

IN= 2n, (!l!lOO], (} = l; nq = n1 + 2n2, Sq = ';'; nq = nq. Sq = Sq; s = n¡ llf = s) 
{3.11) 

En la definición de la última línea se han eliminado la multiplicidad (} y el número y espín de los 
anticuarles debido a que, en esta irrcp, se cumplen las relaciones e= 1, nq = nq y sq = sq. Para obtener 

el resto de los miembros de la irrep, se aplican los operadores de descenso de SUq(2) (Sq _ :: C - l) y 

de SUq{2) ( Sq - s e:-1) al estado ln1n2): 

(Sq _)k' (Sq -)'" Jn1n2) ex J!l; nq =ni+ 2n2, Sq = ';', 71lq = Sq - k1; 7114 = s4 - k2) 

y se acoplan los espines Sq y s 4 a espín total S =O, 1, ... , 2sq: 

)N = 2n, rnnoo], (} = l; nq, Sq; nq = nq, Sq = Sq; s M) = 
l!l; nq, sq; S, M) = 

L (sqmq, sqmq)S.l\f)l!l; nq, Sq, Tnq; mq) , 
rn.,rn., 

{3.12) 

{3.13) 
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donde (sqTnq, sqrnqlSM) son los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(2) y en la definición de la segunda 
línea se han obviado, igual que antes, el índice de multiplicidad e y el número y espín de los anticuarles. 

Los valores permitidos de nq, Sq, S y M son fácilmente obtenidos de la expresión (3.10): tanto B~; 

corno A t, crean UN cuark con proyección ~, por lo tanto, debido a que el número rnáximo de cuarks 
de una proyección dada es n, se tiene que: 

(3.14) 

esta desigualdad, junto con las relaciones Sq = T y n 9 =ni + 2n2, restringe los valores posibles de s 9 
y n 9 • El espln total S resulta de acoplar Sq y sq = s 9 ., entonces, para un valor dado de ni, se tiene que: 
S =O, 1, ... ,2s9 , es decir, S =O, 1, ... ,n1. La proyección M toma los valores M = -S, -S + l, ... ,S. 

Si se utilizan los elementos de matriz reducidos y el Teorema de Wigner (38], no es necesario trabajar 
explícitamente con toda la base completa para obtener los elementos de matriz del Hamiltoniano. Este 
es el terna de la siguiente sección. 

3.2. Los elementos de matriz 

Los elementos de matriz que se desean calcular son de la forma: 

< n;n~s~;sM 1 [nt ® at)~=ºI n;nqsq;sM) (3.15) 

con L = O, 1 y los índices latinos i,j denotan el adjunto (t) para i,j = 1 y el operador mismo para 
i,j = -1. Los operadores BL son los operadores de la ec.(3.2), acoplados a espín L. Los paréntesis 
cuadrados implican acoplamientos de dos espines L a espin total J = O. Utilizando el teorema de Wigner 
(48), se reescribe el elemento de matriz anterior: 

(-l)S-M ( S 
-M 

L 
s 

(3.16) 
con n" = nq + j y donde los primeros símbolos entre paréntesis redondos y corchetes son símbolos 3-j 
y 6-j f48, 49, 50) respectivamente. Los últimos factores son los elementos reducidos del grupo SU(2) de 
espín total. Utilizando los valores de los símbolos 3-j y 6-j, la expresión anterior es: 

Basta calcular los siguientes elementos reducidos: 

ya que el resto se obtienen de las relaciones siguientes: 

( n:;s:;s"llB 1 llnqsqS) 

( n:;s:;s"llnallnqsqS) 

(-l)s"-s (n:;s:;s"lls~llnqsqS)" 

( n:;s:;s"l lai¡ lnqsqS) •. 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

Para calcular los elementos reducidos (3.18) se utiliza~ de nuevo, el teorema de Wigner, el resultado es: 

{ 

s" 
( nq + 1 s:; S"l IBtl lnq Sq s) = V(2S" + 1)(2L + 1)(2S + 1) ªÍ s" q 

Sq 
.!. 
2 

S" } f (nq + 1 s:;11nt¡¡nq sq), 

(3.20) 
donde las expresiones entre corchetes son 9-j símbolos y ( nq + 1 s:;llBtllnq sq) son elementos reducidos 

en los grupos SUq(2) y SUq(2) (apéndice C.2), los cuales son calculados utilizando la base construida 
en la sección anterior. 
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Dado que at es un objeto de espfn ~ en SUqe2) y su,,e2), los únicos elementos reducidos diferentes 
de cero son: 

(3.21) 

El caso s:f = Sq + ! se calcula aplicando el Teorema de Wigner al elemento de matriz siguiente: 

.(n; nq+l, Sq+~, f'nq=Bq+~; TT1q=Sq+~JB\ilº; nq, Sq, Tnq=sq; 111q=Sq> 

( -<~q+}~) t :: re nq + l Sq + ~llBtllnq Sq) 

2esql+ 1) e nq + 1 Sq + ~llBtllnq Sq) e3.22) 

el cual, por su parte, puede calcularse utilizando las expresiones de la sección anterior: 

(n; nq + 1, Sq + ~' TTlq = Sq + ~; Tnq = Sq + ~l»i! ¡n; nq, Sq, Tnq = Sq; Tnq = Sq> 

(n1 + 1 n2IB}iln1 n2)• (3.23) 

con Sq = T y nq = n1 + 2n2 (ver ec.e3.ll)J. 
Explfcitamente, en términos de los operadores de creación de (3.10), el elemento de matriz anterior 

es: 

(3.24) 

usando este resultado en e3.22) se obtiene: 

e nq + 1 Sq + ~ll»tllnq Sq) = ~e~.;:;-.l)~n;~2n2 (3.25) 

La constante de normalización Nn. 1 n2 es calculada en el. aP:·~~~(c;~ _·e'.-·~, el resultado es: 

eN. )2 = en1 + 1)! en ~'il1;~~ri~)! en - n2 + 1)! 
n,n. n1!n2!en1 + n2 + 1)! nr en+ 1)! 

(3.26) 

sustituyendo en {3.25) y utilizando n 9 =ni+ 2n2 y Sq ~-:T:;se obtiene finalmente: 

( nq + 1 sq + ~ll»tllnq sq) = Jc2sq + 1)(2sq + 2) (';q + sq + 2) (n - ~q - sq) (3.27) 

Para obtener el elemento reducido de matriz en el casos"= Sq - ~, se aplica el teorema de Wigner 
al siguiente elemento: 

(n; nq + 1, sq - ~,Tnq = sq - ~, rnq = rnqlB!..!-! In; nq, sq, rnq = sq; m.4 = sq) 

e -<~q-}4) i4 :: re nq + l Sq - 411Bt1Jnq Sq) 

2(sql+ 1) e nq + 1 Sq - ~IJBtllnq Sq) 

el cual puede calcularse directamente utilizando las reglas de conmutación de U(4) (ec.(3.3)): 

(n1 - 1n2+1JB~!-! ln1 n2) = 

.Nn,n2 e n1 ) 
Nn 1-1 n,.+1 n 1 +1 ' 

(3.28) 

(3.29) 

:=; = 
:;2; 

e:;; 

e::> o=; 
e_::> ~ 

r;:,:, = cr.; t==I 
i:=c::a -=: 
E-< ,__;:¡ 

,__;:¡ 
-=! 
i:=-.. 
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sustituyendo esta expresión en {3.28) y utilizando Ja ec.(3.26) para Nn1 n., se llega a: 

e nq + 1 Sq - ~ l JBtllnq Sq) = -J(2sq + 1){2sq) (';q - Sq + 1) (n - ';q + Sq + 1) (3.30) 

3.3. Resultados de la diagonalización numérica 
Con los resultados anteriores se escribió un progrania en FORTRAN (ham.10./, apéndice E.2.1) que 

calcula los elementos de matriz, construye la matriz Hamiltoniana y la diagonaliza numéricamente. Al 
igual que en el capítulo anterior se introduce un corte en el núrncro de glueballs (nbrnoz) para obtener 
matrices finitas. Debido a que el Hamiltoniano (3.1) conserva el momento angular total y la paridad, la 
diagonalización numérica del Hamiltoniano puede efectuarse independientemente para estados con espín 
total (S) fijo y número de excitaciones bifermiónicas (nq) pares (paridad positiva) o impares (paridad 
negativa), es decir, la diagonalización del Harniltoniano se hace independientemente en cada espacio 

con S y M fijos y donde rtq y Sq (de acuerdo a la restricción (3.14)) y nb tornan los valores: 

n1 = 2sq = Sa, Sa + 2, ... , (O ó O - 1) 

nq = n1, ni + 2 1 ••• , 20 - ni 

nb =o, 1, ... 'llfnnazt 

(3.31) 

(3.32) 

con la variable Sa definida del siguiente modo: para la paridad positiva Sa = S si S es par y Sa = S + 1 
si Ses impar, mientras que7 para la paridad negativa Sa = S si Ses impar y Sa = S + 1 si Ses par. 
Los resultados de la diagonalización numérica son mostrados a continuación. 

En la figura 3.1 se grafica la energía estimada del estado base como función del corte nbm.az para 
diferentes valores de la constante de interacción V2 = ~Vo1 1 en todas las curvas la constante de 
interacción del canal de espín O y sabor (O, O) (V1 = Voo/6) se fijó en cero. Al igual que en el caso del 

:¡¡; 
Q. 
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-80 
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\. 

5 

V2-0.0250 GeV -
V2-0.0275 GeV ----
V2-0.0300 GeV ········ 
V2-0.0400 GeV --

~---l 
10 15 20 25 30 35 

Figura 3.1: Resultados de la diagonalización numérica. Energía del estado base como función de ne.rnaz para 
direrentes valores de V2 = V3Vo1, \1'1 = Voo/6 = O. 

capitulo 2, se observa una rápida convergencia de las curvas a su valor asintótico. El valor de ntnnaz 
para el que se alcanza la convergencia aumenta con la constante de acoplamiento, lo cual (como se 
discutió en el capítulo 2) es una manifestación del aumento en el contenido bosónico del estado base 
para valores mayores de V2. El valor V2 =0.025 GeV corresponde, corno se muestra más adelante, al 
valor V2c que divide la fase pcrturbativa de una fase condensada (o deformada). En la fase perturbativa 
el valor de nbmaz que se requiere para obtener convergencia es menor que 5 y no aumenta hasta alcanzar 
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el valor crítico \12c, a partir del cual aumenta monótonamente con V2. De la figura se observa que un 
valor nbm.az = 30 garantiza la independencia, respecto al corte, de los resultados de la diagonalización 
numérica en el rango V2 :o;0.04 GcV. 

Una diferencia inmediata del Hamiltoniano del presente capítulo respecto al del anterior, es un 
espacio para.Jnétrico (Voo-Vo 1 ) bi-dirnensional. En el caso extremo V2 = O, se recuperan los resultados 
del capitulo 2. El otro caso extremo V 00 = 6V1 = O [ver ec.(2.15)J es mostrado en las gráficas de la figura 
3.2. En éstas se muestra el espectro del Hamiltoniano para los diferentes sectores de espín y paridad 
(SP) corno función de la constante de acoplamiento V2 = v'aVcn. En todos las gráficas las energías se 
miden respecto a la energla del estado base del sector o+ (que es el estado base global). 
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Figura 3.2: Espectro del Harniltoniano (3.1) con10 función de V2 = v'3Vo1 con Vi = Voo/6=0.0 y ne.nacaz = 30. 
Sector 5P = o+ (a), o- (b), 1 + (e) y ¡ - (d). Las encrgfas se miden respecto a la eoergfa del estado base para 
cada ~-alar de V2. Obsérvese la aparición de un estado 1- de cncrgfa znuy baja en V2 = l'c ~0.025 GeV . .Este 
valor divide la fase pcrturbativa (V2 < Ve) de Ja fase condensada ¡ - (V2 > Ve). 

El espectro del Hainiltoniano presenta un can1bio brusco en sus caracterfsticas en V2 = V2c =0.025 
GeV. Al igual que en el caso del capítulo 2, esto es reflejo del paso de una fase pert.urbativa a una fase 
condensada en la que los eigencstados son de naturaleza colectiva. En la figura 3.3 se muestra el valor de 
expectación del número de pares biferrniónicos y bosónicos en el estado base del sistema como función 
de V2 , para V1 =O.O GeV. 

Como puede observarse, en V2c los valores de expectación cambian, en un rango muy pequeño, de casi 
cero a un valor mayor. En el rango de \1"2 mostrado el condensado del estado base es dorninantemente 
fcrmiónico, aunque la tendencia de las curvas es igual que en el caso del capitulo 1: un contenido 
fermiónico que se satura y un contenido bosónico que crece indefinidamente. Para valores de V2 mayores 
a los mostrados en la figura, el condensad.o pasa a ser dominanternent.c bosónico. 

Una diferencia importante del caso Vi = O respecto al caso V 2 = O, puede apreciarse en las gráficas 
(b) y (d) de la figura 3.2: la transición a la fase condensada no viene acompañada de un estado o
degencrado con el estado base, por el contrario, a partir de V2 c las energfas de los estados del sector o-
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Figura 3.3: Valores de expcctacióo del numero de pares fermiónicos y de bosones en el estado base COJDO función 
de V2 • Vi = O y nb maz = 30. A partir del valor critico V2c ~0.025 GeV, el ndmero de bosones y pares l"ermiónicos 
aumenta rápidamente. En el rango mostrado, el condensado es dominado por las excitaciones (ermi6nicas, sin 
embargo, el número de Ecr1niones tiende a saturarse en (n.¡) = 9, mientras que, el ndmero de bosones crece 
ilimitadamente. 

aumentan rápidruncntc. El comportamiento del sector o- en el caso V2 = O con V1 -:¡!,: O, es transferido en 
el presente (V1 =O con V2 #O) al sector i - , el cual presenta un estado con energía muy baja (fig.3.2(d)). 
La interacción del canal de cspfn 1 produce un estado de paridad negativa muy bajo en energía en el 
sector correspondiente. Obsérvese, sin embargo, que la energía de este estado, aunque menor respecto al 
resto de los estados, no alcanza valores tan bajos como la del estado o- en el caso V2 =O (fig.2.6). Este 
comportamiento del espectro es el deseable para reproducir el octete piónico en la versión más general 
del modelo (capítulo 4); se puede anticipar que el valor de la constante de acoplamiento del canal de 
espín O y sabor (1, 1) debe ser mayor, aunque similar, a su valor crítico para obtener un espectro que 
reproduzca el espectro experimental n1esónico. 

3.3.1. 'Transiciones de fase cuánticas 

Hasta aquí se han identificado tres fases para el Hainiltoniano (3.1), a saber, una fase perturbativa, 
una fase condensada con un estado o- rnuy bajo en energía y otra fase condensada para el canal de espín 
l. La pregunta es ahora ¿Cómo se rnodifican las transiciones para el caso en el que las dos constantes 
de acoplamiento son diferentes de cero? Para responder lo anterior se fijó una de las constantes de 
acopla.IIliento a un valor diferente de cero y se dejó variar la otra. El resultado es la figura 3.4, donde 
se muestran los espectros del sector o+ co1110 función de V 1 y V2 , respectivamente, para V~ fijo menor y 
mayor que V2c y para V1 fijo menor y rnayor que \/'le· En todas las gráficas la energía del primer estado 
excitado presenta un mínimo, lo que señala la ocurrencia de una transición de fase. En la primera gráfica, 
que corresponde a un valor fijo V2 < V2c, el nlinimo se presenta para un valor de V1 apenas menor que 
V1c, es decir, el valor de V1 para el cual el sistema pasa a la llamada fase condensada o- es apenas 
modificado para valores de V2 < V2c· Lo rnismo ocurre en el caso de la gráfica (c), que corresponde a 
un V1 fijo y 1ncnor que V1c, el valor de V2 para el cual ocurre la transición a la fase condensada ¡ -
es apenas menor que V2c· La situación se modifica cuando la constante de acoplamiento que se fija es 
mayor que su valor crítico. En la gráfica (b) de la figura 3.4 (V2 =0.029 GeV), se observa que el valor de 
V, para el cual el sistema pasa del condensado 1 - al condensado o- aumenta desde V.e =0.0088 GcV 
hasta un valor V1 ....... Q.0100 GeV. Se verifica que la transición contraria, del condensado o- al condensado 
i - , ocurre en el mismo punto, en la gráfica (d) de la misma figura se fijó V1 =0.0100> V1c y se observa 
que el valor de V2 para el cual ocurre la transición aumenta de V2c ::0.025 GeV a V:. =0.029 GeV. En la 
figura 3.5 se muestra el espectro de los sectores o- y 1 - para este último caso. En el rango V,, <0.029 
GeV se tiene un estado o- de energía práctica.mente nula que indica que el sistema se encuentra en el 
condensado o-, a partir de V2 =0.029 GeV la situación cambia y se observa una rApida disminución en 
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Figura 3.4: Espectro del sector o+ corno función de V. para V2 =0.015< V2c (a) y V, =0.029> V2c (b). El 
mismo espectro como función de V2 para Vi =0.006< V1c (e) y V1 =0.010> Vic (d). Obsérvese el corrimiento de 
Jos valores criticas (señalados por el mfnirno del primer estado excitado) cuando el valor de Ja otra constante de 
acopla.miento es mayor que su respectivo valor critico (Vic =0.0089 GeV y V 2 c =0.025 GeV). La energfa de los 
estados se mide respecto a la cncrgla del estado base para cada v-dlor de V2 y V1. 

la energía del primer estado 1 - junto con un rápido aumento de la energía del estado o-, lo cual es una 
señal de que el sistema ha pasado al condensado 1 - . 

En la figura 3.6 se muestran las curvas de transición en el espacio de parámetros V1-V2. La región 
marcada con la letra "A" corresponde a la fase pcrturbativa, la marcada con "'D" a la fase condensada 
1- y la región "C" a la fase condensada con un estado o- cuasi degenerado con el estado base. La 
flecha indica la ruta de la transición correspondiente a las gráficas de la figura 3.5 y a la gráfica (d) de 
la fig.3.4. 

3.4. Un modelo bosónico para el Hamiltoniano fermiónico 

En lo que resta del capítulo se discutirá acerca de la posibilidad de reproducir los resultados del 
Hamiltoniano (3.1) utilizando un Harniltoniano definido en un espacio bosónico. Es bien conocido que 
el álgebra de los grupo unitarios puede reproducirse por funciones de operadores bosónicos (36), sin 
embargo, esta opción conduce a un problema que es casi tan complicado como el problema inicial. Lo qu 
se desea es, por el contrario, un Harniltoniano bosónico que sea mucho más simple que el Hanültonian 
fermiónico original, pero que preserve sus características básicas, es decir, una fase perturbativa par 
valores pequeños de las constantes de acoplamiento y fases condensadas con estados de paridad negativa----..1.l 
muy bajos en energía para valores de las constantes de acoplamiento mayores que ciertos valores criticas. 
La utilidad del Hamiltoniano bosónico propuesto será manifiesta en su aplicación al estudio de la 
versión más general de nuestro modelo (capitulo 4) en la que el cálculo de los elementos de matriz 
del Hamiltoniano ferrniónico resulta rnuy complicado. Un problema inherente al uso de operadores 
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Figura 3.5: Espectro del sector o- (a) y ¡ - (b) CODJO Función de V2. En anibos casos Vi =0.010 GeV > Vic
En V 2 ~0.029 GcV. el sistema pasa de Ja fase condensada o- a la fase condensada 1-. lo cual puede apreciarse 
por el canibio de cspln del estado más bajo en cner&fa. Para V2 <0.029 el estado de n1cnor energfa tiene esptn 
O, mientras que, para V2 >0.029 tiene espln l. 

hosónicos para representar pares fcrmiónicos, es la aparición de estados espurios, aunque se conocen 
procedimientos para identificar y eliminar estos estados 151) son, en general, con1plicados; contrario 
a esto, el interés es encontrar reglas sencillas para cortar el espacio bosónico que, sin embargo, no 
modifiquen significativamente las características cualitativas del espectro de baja energía encontradas 
en la sección anterior. Es importante recordar que el Hamiltoniano fertniónico que se estudia en esta 
tesis no es un Ha1niltoniano exacto de la CDC, sino que es un Hamiltoniano efectivo cuyas constantes 
de interacción se ajustan a valores experimentales y, por lo tanto, no es relevante, en este contexto, 
que el Hamiltoniano bosónico reproduzca fielmente el espectro del Hamiltoniano fcrmiónico, sólo es 
importante que las características cualitativas se preserven. 

La forma del Hamiltoniano bosónico que se propondrá, será sugerida por el Harniltoniano bosónico 
que resulta de mapear exactamente el Harniltoniano fcrmiónico en el caso más sencillo de pares cuark
anticuark acoplados a espín O y sabor (O, O). 

3.4.1. El Mapeo de Holstein-Prh:nakoff 

El álgebra de SU(2), que es satisfecha por los operadores cuark-anticuark acoplados a espín O y 
sabor (O, O) [ec.(2.6)), puede reproducirse por el siguiente mapeo de los operadores S+. S_ y So (52): 

S+ = v'6Blo,o¡o 

s_ = V6Bco,o¡o 

So= ñq +ñq -O 
2 

v'2n b&, / 1 _ Noo 
V 20 

v'2'fi fr¡-_-~N~o-o- boa 
V 20 

Noo -O, (3.33) 

donde los operadores boo y bÓo son operadores bosónicos y Noo = bboboo cuenta el número de pares 
cuark-anticuark que es a lo más 20:. El rnapeo anterior es definido para el pseudocspin .:T = O y recibe 
el nombre de rnapeo de Holstein-Prirnakoff. Existen otros rnapeos para los operadores de SU(2), sin 
embargo, el anterior tiene la propiedad de ser hermftico, es decir, el operador al que se rnapea s_ es el 
adjunto del operador al que se rnapca S+· 

Si se reescribe el Hainiltoniano del capitulo 2 (cc.(2.15)) utilizando el mapeo anterior, se obtiene: 

Hco.o)o 2wfNoo + wono + 

2ov. ( b&, ( i - 1:;;') 212 

b&, ( i - 1:;) 212 

+ 
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Figura 3.6: Curvas de transició11 en el espacio paraznétrico V1-V2. La flecha indica la ruta de transición de 
la figura 3.5. La región A es Ja fase perturbativa, la región B la fa.se condensada 1- y Ja región C la fase 
condensada o-. 

t ( Noo) 2 b 00 1 - 2 n boo + 

( 
N )t/2 ( N )'12 ) 1 -
2
;'; boo 1 - 2 ; boo (bt + b) . (3.34) 

El espcctrO del Hamiltoniano anterior coincide exactamente con el del Harniltoniano fcnniónico siempre 
y cuando el número de excitaciones N 00 sea a lo más 2!l. El Harniltoniano anterior está definido 
formalmente en un espacio de Hilbert bosónico generad.o por 

(3.35) 

que contiene estados (Noo > 20) sin equivalente en el respectivo espacio fcrrniónico. La restricción 
N 00 ::;;. 20 es la regla que permite eliminar los estados espurios y es, en este caso, simple e inmediata. 
¿Es posible usar reglas tan sencillas como la anterior y un Ha.rniltoniano bosónico de la fortna de (3.34) 
en el caso de pares cuark-anticuark acoplados a espín O y 1? Considerando los grados de libertad de los 
pares cuark-anticuark del presente capítulo, el espacio de Hilbert bosónico que conviene utilizar es el 
generado por los estados: 

1 
. ) NNo 1 S ( t)"" ( t )N~ ( t 1 ) Nu~-.s ( t )S 1 ) 

nb, Noo. No1SlvI = S = Vnb!NOOf b b00 b01 • b 01 b 01 1 O , (3.36) 

donde bb1 "'son operadores de creación esféricos del oscilador armónico en 3 dimensiones (40) y NN01 s 
es una constante de normalización. El producto punto es un acoplamiento escalar de lo operadores bln. 

A scrnejanza de (3.34) se propone el siguiente Harniltoniano bosónico para el Ha.rniltoniano con pares 
cuark-anticuark acoplados a espín O y 1: 

Hco.0¡1 2wrnr + Wbnb + 
1 

LVos{[(bÓ5 ·bÓs)+2(bÓ5 ·bos)+(bos·bos)] (1-~) b+ 
s-o 
bt (1-;~) [(bÓ5 ·bÓs)+2(bÓ5 ·bos)+(bos·bos)]}. (3.37) 

donde Voo = 2!1V1 , V01 = 2í2V2/3 y nr = N oo + N 01 es el operador de número total de las excitaciones 
bosónicas que representan a los pares cuark-anticuark. El factor (1 - m) tiene el mismo efecto que en 
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el Hamiltoniano (3.34), es decir, provoca una disminución efectiva de la interacción para estados con un 
número de pares fcrmiónicos cercano al máximo (nf ~ 2!!). Para diagonalizar el Ha.Dliltoniano (3.37), 
además de calcular sus elementos de matriz en la base (3.36), se debe restringir el espacio de Hilbert 
bosónico de manera que sean eliminados los estados bosónicos que no tengan un correspondiente en el 
espacio de Hilbert fermiónico. Corno se ilustra en el apéndice C.3, es sencillo establecer cuantos estados 
de un cierto nf y S se deben eliminar, sin embargo, no es inmediato decir cuales. Para el mapeo de la 
ec.(3.33), el criterio anterior no es ambiguo ya que sólo existe un estado con un número Noo fijo. 

Una manera de proponer reglas sencillas para realizar el cort.e, se obt.iene de considerar el grupo 
U(4!l) y las reducciones de las ecs.(2.2) y {3.4). En cada caso, las representaciones irreducibles que 
contienen al estado base son (2!1 O) y (nnoo); en el primero (que corresponde a pares cuark-anticuark 
escalares) los valores de la irrep indican que se pueden excit.al" hasta 20 pares fermiónicos, en este caso, 
entonces, el Umite Noo $ 2n el número de pares del tipo (O, 0)0 garantiza la no aparición de estados 
espurios; en el segundo caso, la irrep (!1!200] señala que el número máximo de pares fermiónicos que se 
pueden excitar sin que aparezcan estados espurios es n. Usando esta observación se propone el siguient.e 
criterio para cortar el espacio bosónico mapcado, restringiendo el número de bosones de cualquier tipo 
hasta 2n y el de excitaciones de espín 1 hasta n: 

Nao+ Nio $ 2n 
N01 $!l. (3.38) 

A pesar de que el critel"io anterior no elimina completamente los estados espurios y de que, incluso, 
elimina estados físicos, tiene la ventaja de sel" muy sencillo y de funcionar adecuadamente, corno se verá, 
para reproducir las características básicas del Hamiltoniano ferrniónico tanto en la fase perturbativa 
corno en la condensada cercana a la transición. 

3.4.2. Diagonalización numérica del Hamiltoniano bosónico 

El cálculo de los elemento de matriz del Hamiltoniano bosónico, a diferencia del Ha.rniltoniano 
fcrmiónico, es muy sencillo (apéndice D.2): 

(nb; Noo,No1SMJ2wfnf +wbnbJnb; Noo,No1SAI) 

(nb-1; Nao +2,N01SMI (bt,0 • blm) bJnb; Noo.No1SAI) 

(nb-1; Noo,No1 +2 SMI (bl, 1 · bl,1) bJnb; Noo.No1SAJ) 

(nb -1; Noo-2,N01SMJ(boo · boo)bJn•; Noo,No1S!vl) 

(nb - 1; Noo,N01 - 2 SMI (bo1 · bo1 )bJnb; Nao, No1S!vl) 

(nb-1; Noo,No1SMl(bbs · bos )bJn•; Nao. No1SAt) 

2wf(Noo + No1) + Wbnb 

V(Noo + 2) (Noo + 1) y'ñb 

v'CN01 - S + 2) (Noo + S + 3) v'ñb 

V(Noo) (Nao - 1) y'n;; 

V(No1 - S) (Nao+ S + 1) v'ñb 

Nos v'ñb. (3.39) 

Como se verá en el siguiente capitulo, el Hamiltoniano (3.37), la base (3.36) y los cortes (3.38) son 
fácilmente generalizables al caso general en el que se considel"an pares cuark-anticuark acoplados a sabor 
(1, 1); esto hace muy sencillo el cálculo de sus elementos de matl"iz y su diagonalización nurnérica, lo 
cual representa una gran ventaja puest.o que, en la versión general, la diagonalización del Harniltoniano 
ferrniónico es muy complicada. 

En la figura 3. 7 se muestrá el espectro del Hainiltoniano bosónico {3.37) en el caso V 1 = O, éste se 
obtuvo numéricamente utilizando el programa en FORTRAN ha'fnl0.f (apéndice E.2.1). 

Como se puede ver en las gráficas, las características cualitativas del Hamiltoniano fermiónico se 
pl"cservan. Para la fase pcrturbativa el espectl"o coincide con el del Harniltoniano fcrmiónico, además, el 
espectro muestra la tl"ansición a la fase condensada con un estado 1 - de cnergfa baja; dicha transición 
es señalada, ta.ITibién, por el rnínin10 de la energía del primer estado excitado o+. En el rango de V2 

mostrado, desde ccl"o hasta V2 ~ V2c, el númel"o de excitaciones fermiónicas en los estados de baja 
energía no es muy grande (fig.3.3), lo que explica por qué el modelo bosónico arroja resultados similares 
a los del Hamiltoniano fermiónico; este rango, por otra parte, es la región de interés en la que el 
espectro, debido a que las excitaciones gluónicas no dominan aún sobre las excitaciones fermiónicas, 
presenta caractel"fsticas acordes con el cspcct.ro mcsónico . En la región dominada por los glueballs 
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Figura 3. 7: Espectro del Hazniltoniano bosónico (3.37) como función de V 2 en el caso Vi =O.O. Sector 5P = o+ 
(a), o- (b), 1 + (e) y 1- (d). Las características cualitativas del espectro del modelo bosónico so11 sc1ncjantes 
a las del Hlllniltoniana fermiónico, en &n1bos casos se presenta una transición a una fase con un estado 1- de 
c11ergfa baja en V2 >0.025 GeV. 

(Vi» Vct) el espectro es el de un oscilador armónico de frecuencia Wb =1.6 GcV (capitulo 2), por ello, 
esta región no es de interés para reproducir el espectro rncsónico expcrhncntal. 

El Ha.Dliltoniano bosónico no reproduce exactrunentc el espectro del Harniltoniano fcrmiónico, sin 
ernbargo, éste no fue su objetivo, sf lo es, en catnbio, obtener un modelo bosónico suficientemente 
simple como el propuesto que preserve las características cualitativas del Hanliltoniano fermiónico y 
que, al generalizarse, permita el estudio de la versión más general que considera todos los posibles 
acopla.nlientos de espín y sabor de los pares cuark-anticuark. Este es el terna del capítulo siguiente. 
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Capítulo 4 

Modelo General 

En este capítulo se estudia la versión más general del Harniltoniano, en la cual se consideran todos los 
posibles acoplamientos de espln (S = O, 1) y sabor (().., µ) = (O, O), ( 1, 1)) de los pares cuark-anticuark. 
Los principales resultados de este estudio han sido publicados en la ref.(53j. 

Los operadores bifcrn1iónicos, en esta versión más general del modelo, cumplen con el álgebra de 
Lie del grupo U(12). Una cadena de grupos útil para clasificar el espacio de Hilbert ferrniónico es: 

(lN] [i•1 ..• hq] (h1 ... h12] E:.:1 "· = N 
U(40) :::> U(~) ® U(12) 

u {!f 
[l1hfa] Uf(3) 0 U(4) (91929394] (4.1) 

u u {!S 
(-"'c,µc) SUc(3) ()..f,µf) SUf(3) 0 SUs(2) SI\/ 

donde N es el número de partículas en la imagen de Dirac (partículas con energía positiva y negativa) 
y la irrep de U(40) es la representación totalmente antisimétrica; debido a esto, la irrep [i•] de U(0/3) 
es el diagrama de Young transpuesto de la irrep (h] de U(l2) (38j. Para O = 9 el grupo U(!,l) se 
reduce al grupo de color y sus irreps tienen máximo tres renglones. El grupo U(l2) se reduce al grupo 
Uf(3) de sabor y al grupo U(4) del capitulo anterior. Los indices Uf y Us son indices de multiplicidad, 
respectivamente, en la reducción de U(12) y de U(4) al grupo de espln total Sl.l_s(2t Los lnd~ces ~e 
color y sabor se relacionan con los índices de los grupos unitarios a través de ~e = h 1 - '12, µe = h2 -ha 
y >.f = /1-/2, µf = /2-/3. Se escribieron 2 programasen FORTRAN (u12.fy u.lu2.f, apéndice E.3.1) 
que utilizan el algoritmo de la ref.(54] para reducir U(l2) a Uf(3) <S> U(4) y U(4) a SUs(2). Para esta 
última reducción el programa utiliza la cadena de U(4) presentada en el capítulo anterior. 

Los valores posibles de h; (que determinan tanto a las h; de U(l2) como al color) se obtienen de 
considerar todas las posibles particiones de N = h1 + h2 + il3, con N = O, l, ... , ..:l!l, h.+1 :5: i1, y 
ii. 1 :::;: 12. Para los estados con color cero, en el caso n = 9, se cumple que h 1 = h2 = il3 = h. El sector 
mesónico del modelo corresponde a las irreps (12º] de U(40) (ver cc.(2.9)1, [2f 2f 2f J de U( !,l) y [ !,l606] 
de U{12). Esta última irrcp contiene al vacío perturbativo (ningún cuark ni anticuark} y al estado base 
del sistema en el caso con interacción. 

La clasificación anterior permite establecer el número de estados con un espín, sabor y número de 
pares fermiónicos dados; esta información es útil para cortar el espacio en el caso del modelo bosónico; 
además, la clasificación es de gran utilidad en el cálculo de la gran función de partición (capítulo 5). 

Al igual que en los capítulos anteriores, la cadena de grupos (4.1) permite escribir simbólicamente 
una base completa para el espacio de Hilbcrt fcrmiónico: 

(4.2) 

donde Y, T y T 3 son la hipercarga, isoespin y proyección del isoespln de las irreps SU(3) de color y 
sabor. En la tabla 4.1 se muestra, a modo de ejemplo, la reducción de la irrep (36 0 6 ] de U(l2) en algunas 
irreps de U(4), SUf(3) y SUs(2); para el grupo de sabor sólo se muestra el contenido (O, O) y (1, 1). 

La construcción explicita de la base fermiónica (4.2), a diferencia de los 2 capítulos previos, llega 
a ser, incluso en la irrep que contiene al estado base, una tarea muy complicada. Para ilustrar esto 
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U(l2) U(4) SUr(3) ® SUs(2) 
!3º Oº] [9900) (0,0) 055, 145, 235, 32s, 

421, 515, 610, 7s, 83 y 91 
[9720] (O, O) y (1, 1) Os1, 11711 21sg, 3135, 

490, 554, 627 y 7g 
[8820] (1, 1) 02s, ls4, 2s3, 345, 

430, 519, 69 y 73 
[8811] (O, O) y (1, 1) 035, 1281 22¡, 315, 

410 1 Se, 6a y 71 

[9711] (1, 1) 02s, ls4, 253, 345, 
430, 5181 69 y 73 

[5544] (O, 0)2 y (1, 1)4 03 y 11 

Tabla 4.1: Algunos ejemplos de la reduccion de la irrcp (36 O"] de U(12) en irreps de U(4) y SUr(3) C8> SUs(2). 
Sólo se muestra el conten;do (O, O) y (1, 1) de sabor. Los subladices indican Ja multiplicidad de las irreps. 

considérese el número de EPD's necesarios para construir Ja base fermiónica en los casos ¡n O] y [n n O O] 
de Jos dos capítulos previos, en el primer caso sólo se requirió uno (S+) y en el segundo dos (Bl ! , 
Al); para Ja irrep [-\f 6

0 6 ] de U(12), el número de EPD's necesarios aumenta hasta 30. Así, aunque 
en principio podría utilizarse la misma estrategia que permitió en el capítulo 3 construir la base y 
calcular los elementos de matriz del Harniltoniano ferrniónico, en el presente caso la labor se complica 
considerablemente. La opción que se tomó ya ha sido adelantada en los capítulos anteriores: se propone 
un Ha.miltoniano bosónico para el Hamiltoniano fermiónico y se trabaja desde un inicio en un espacio 
bosónico recortado por un generalización de las reglas propuestas en el capitulo 3 (ec.(3.38)]. El modelo 
bosónico que se propone debe considerarse como un modelo inspirado del modelo original fermiónico 
(que a su vez esta inspirado del Hamiltoniano de la CDC) con el que con1parte las mismas simetrías 
de sabor, espín, paridad y conjugación de carga y en el que se implementa de un modo efectivo el 
principio de exclusión de Pauli; como se confirma por los resultados de este y anteriores capítulos, estas 
características son suficientes para mantener las estructuras básicas del llamiltoniano fermiónico en el 
caso, mucho más manejable y sencillo, del modelo bosónico. No debe considerarse al modelo bosónico 
como una aproximación controlada del caso fermiónico, sino como un modelo que permite obtener 
información sobre la estructura general del Harniltoniano fcrmiónico original. 

El presente capítulo se ordena del siguiente modo; en la siguiente sección se presenta el espacio de 
Hilbcrt del modelo bosónico, el Harniltoniano propuesto y las reglas utilizadas para cortar el espacio 
bosónico mapcado; se determinan, también, los números cuánticos de sabor, espín, conjugación de carga 
y paridad ((.\, µ)SPC) de los estados. El modelo se aplica al estudio de los estados mesónicos, para ello 
se hace un ajuste de sus constantes de acoplamiento al espectro mesónico experimental, en la sección 
2 se discute sobre los valores experimentales respecto a los cuales se realiza este ajuste. En la sección 
3 se muestran y discuten los resultados del ajuste, en particular, el espectro de los diferentes sectores 
(...\., µ)SPC, el valor de las constantes de acoplamiento resultantes, la estructura y contenido gluónico y 
fermiónico de los estados, a.si con10 algunas predicciones y limitaciones del modelo. 

4.1. El modelo bosónico en el caso general 

El Hamiltoniano bosónico que se propone resulta de considerar los grados de libertad posibles de 
los operadores de creación y aniquilación de los pares cuark-anticuark: 

b}{;.~:a 

b~!:~ 
donde los operadores de la derecha satisfacen reglas de conmutación bosónicas: 

(4.3) 

(4.4) 
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Aunque el rnapco bosónico exacto puede ser obtenido en general (36, 39), su implementación produce 
un Hamiltoniano muy complicado que está mas allá de los propósitos del modelo esquemático. 

4.1.1. El espacio bosónico 

El espacio bosónico a utilizar resulta de considerar los posibles acoplamientos cuark-a.nticuark de 
los operadores de la ec.(4.3): 

(4.5) 

con )\ = O, 1 y S = O, 1, esto da cuatro posibles combinaciones [..ll, S): {O, O), [O, 1), [l. O) y (1, l]. 
Las dimensiones de las irreps respectivas, dim(O,O)dim(S = O) = 1, dim(O,O)dim(S = 1) = 3, 
dim(l, l)dim(S = O) = 8 y dim(l, l)dim(S = 1) = 24, indican el espacio de Hilbert bosónico que 
conviene utilizar: el producto directo de los espacios de osciladores armónicos en 1, 3, 8 y 24 dimen
siones (40]. La elección de la base en el espacio de los osciladores se hace en función de la forma del 
Hamiltonaino bosónico propuesto [ec.(4.12)). Se usará, para cada oscilador, una base con antigüedad 
(seniority) bien definida (48): 

(4.6) 

donde N,.s es el número de bosones del tipo [A, S], V>..s es la antigüedad correspondiente Y NN,.,sv.,..s es 
una constante de normalización. La antigüedad se define como el número de bosones bls no acoplados en 
pares a un escalar. La etiqueta Ot.>.s denota al resto de los números cuánticos necesarios para caracterizar 
a los estados de un oscilador armónico particular. El punto en el lado izquierdo de la cc.(4.6) indica un 
producto escalar. 

La base con antigüedades bien definidas permite calcular fácihncnte los elementos de 1natriz del 
Harnilto11ia110 bosónico (4.12), pues {,ste contiene expresiones del tipo (bls·bls>• (b:>.s·b:>.s) y (bls·b:>.s). 
No es necesario conocer la forma exacta de lv..\SO'..\s), sólo se requiere conocer los nú111cros cuánticos 
a..\s para un valor fijo de V..\S· Debido a que los operadores (bls · bls> de (4.6) son escalares de sabor, 
espín, paridad y conjugación de carga, los números cuánticos (...\, JJ.)SPC son determinados por las 
antigüedades y están incluidos en la etiqueta Ot..\S· La diagonalización del Hamiltoniano bosónico se 
efectúa independientemente no sólo para cada sector con una con1binación (....\, Jt)SPG fija, sino, además, 
para cada tétrada de antigüedades (v11, v10, va1, voo) fija. 

En el oscilador armónico unidimensional ((0,0)} la antigiiednd puede tornar los valores O 6 1, sus 
estados son de la forma: 

(4.7) 

donde el valor v 0 o =O implica un número par de excitaciones y voo = 1 un número iinpar. 
Para el oscilador armónico en tres dimensiones ([0,11), la antigüedad es igual a su espín 801 f40l: 

(4.8) 

El espln So1 y el 811 de las excitaciones [1,1] se acoplan a espln total S. 
El oscilador de ocho dimensiones ((1,0]) contribuye sólo al sabor, el contenido (..l\10, µ10) de sabor 

para una antigüedad dada v 10 puede obtenerse recursivamente utilizando la reducción de las irreps 
tot. sim{,tricas [N10) del grupo U10(8) en irreps del grupo SU10(3) (55). En la tabla 4.2 se muestra el 
contenido (0,0) y {l, l) de las irreps [N10) con N10 :s; 4. La irrep [N10 = 1), por ejemplo, contiene sólo 
un (1, l), mientrás que la irrep [N10 = 3) contiene un estado (O.O) y un (1.1), este último se obtiene de 

aplicar al estado con N10 = 1 el operador ( bia · b1 0 ), el cual no 1nodifica ni el sabor ni la antigüedad, 
pero sí el núntero de excitaciones N10 por dos. De esta manera se deduce que la antigüedad vio = l 
contiene sólo el sabor (1, 1) y que a la antigüedad v 10 = 3 corresponde un sabor (O, O), pero no un (1, 1). 
Restando la multiplicidad de las irreps (..ll, µ) en [(N10 - 2)) a las multiplicidades en [N10), permite 
conocer el contenido de sabor en la antigüedad V10 = Nio· El sabor de un estado con antigüedad dada 
vio, debe acoplarse con el sabor de los estados (1,1) con antigüedad v 11 • 

El caso del oscilador armónico en 24 dimensiones ((1,11) es discutido en la ref.[15), el color en esa 
referencia debe interpretarse aquí como el sabor. En la ref.[15) se consideran únicamente estados (O, O), 
sin embargo, se explica el procedimiento a seguir en el caso general, éste consiste, al igual que en el 
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U(8) SUr(3) 
[O) (O,O)i 
[l) (1, 1) 1 
[2) (0,0)1. (1, lh 
[3) (0,0)1. (1, l)i 
[4) (O,O)i, (1,1)2 

Tabla 4.2: Rcduccion U(B) a SU(3) para irreps tot. simétricas. Sólo se muestra el contenido (O, O) y (1, 1) de 
las irreps. 

caso del oscilador 8-dimensional, en reducir las irreps tot. simétricas [N11), ahora de U(24), a los grupos 
SU(3) y SU(2) de sabor (..X11, µu) y de espfn Su. Conociendo el contenido de sabor y cspfn de (Nn -2) 
y [N11 ], se pueden encontrar los espines y sabores de la antigüedad v1 1 = N11 simplemente restando 
las multiplicidades de las irreps de sabor y espín contenidas en [N11 - 2) a las multiplicidades de las 
contenidas en [N11). 

Acoplando los espines So1 y Su a espín total S y los sabores (..X10, µ10) y (..X11, Jl11) a sabor total 
(..\, ¡.1.), se obtiene el contenido de sabor y espín para una tétrada de antigüedades (vi 1, vio, vo1 1 voo) dada. 

El procedimiento anterior es fácilmente codificable en FORTRAN (programas nv-allfla.fy nv-apace.f, 
apéndice E.3.2). 

La paridad P de un conjunto fijo de antigüedades está dada por P = (-l)n', donde n¡ = L:l,s=O V:>.s 
es la suma de las antigüedadea, esto es así ya que cada bosón {..\, S) representa a un par cuark-anticuark 
de momento orbital cero, el cual tiene paridad negativa [56). La aplicación de los operadores (bls · blsl 
no modifica la paridad {{-l)n,+2 = (-l)n' ) 

La conjugación de carga de los estados se obtiene de aplicar el operador C a los operadores bifer
miónicos B/>..>.)J.SMº El resultado es (ver apéndice D.l): 

(4.9) 

donde .X y f son una notación corta para .X= (.X,µ) y f =o Y, T, T,, los índices conjugados son X = (µ,.X) 
y f = -Y, T, -T,. Sólo estados con Y= O, T, =O yµ= A, tienen conjugación de carga C definida. 
En la ec.(4.9) se aplicó el operador C que intercambia los operadores de cuarks y anticuarks (at - dt) 
e invierte los números cuánticos magnéticos de sabor: (Y. - -Y, y Tu: - -T&:)· 

Para el producto de dos operadores de creación cuark-anticuark (ver apéndice D.l): 

e [n' 0 nt ] p(:>..,,¡s c- 1 
.\1,S1 .\:1,S:1 f,M ,(4.10) 

donde pes el índice de multiplicidad de (.X,¡~) en el producto (..X 1, .Xi) 0 {..X2 , ..X2 ). El símbolo Pmaz denota 
el valor máximo de p. Se usa la convención de fase de la ref.(50). El signo 0 indica acoplamientos tanto 
de sabor corno de espín. 

Análogamente, la acción de la conjugación de carga en el producto de tres operadores cuark-anticuark 
es (apéndice D.l): 

[[ 
t t ]P1:1(..\1:1.µ.1:1),Su t ]p(.\,µ.},S -1 

e 8 ..\1.s. ® 8 .\:11,s:ii ®B.\3,s3 e = 
f.At 

[[ ] 

P12(µ12 . .\1:1),S12 ] p(µ,.\},S 
(-l)s1+s2+S3-.\-µ+P1:1 . ._ .. ..,-p12+p._ ..... -p Bl,,s. ® Bl,,s2 <8> Bl: .. s3 -

/.M 
(4,11) 

donde P12 es el índice de multiplicidad de (..X12. µ12) en el producto (..X 1, ..Xt)0(..X2 , ..X2 ), pes la multiplicidad 
de (.X,µ) en el último de los acoplamientos y P12.,,.az es el valor máximo de P12· 

El procedimiento anterior puede ser usado recursivamente para acoplamientos de más de 3 opera
dores cuark-anticuark. Para nuestros propósitos, sin embargo, es suficiente el cálculo hasta tres pares, 
pues los valores de las antigüedades en los estados de menor energía no es mayor que 3. 

En la tabla 4.3 se muestran los primeros valores de las antigüedades para diferentes combinaciones 
(.X, µ)SPC, dicha tabla fue construida utilizando el programa nv-allfla./ mencionado anteriormente y 
las formulas (4.9), (4.10) y (4.11) para la conjugación de carga. 
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(>.,µ)S -
(0,0)0 
(1, 1)0++ 
(O,O)o-+ 
(1, 1)0-+ 
(1, 1)0-
(0,0)1+
(1, 1)1+
(l, 1)1++ 
(O, 0)1-
(l, 1)1-
(0, 0)1-+ 
(1, 1)1-+ 

(voo,vo1,v10,v11) 
(0,0,0,0) 
(0,0,0,2), (0,0,2,0), (0,1,0,1), (1,0,1,0) 
(1,0,0,0), (0,1,1,1), (0,0,3,0), (0,0,1,2), (0,0,0,3) 
(0,0,1,0) 
(0,0,1,2), (0,1,1,1) 
(0,0,1,1), (1,1,0,0) 
(0,0,0,2), (0,0,1,1), (0,1,1,0), (1,0,0,1) 
(0,1,0,1), (0,0,1,1) 
(0,1,0,0) 
(0,0,0,1) 
(0,1,1,1) 
(1,1,0,1), (0,1,0,2) 
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Tabla 4.3: Primeras antigüedades de las diferentes combinaciones (..\, µ)SPC, nótese que las antigüedadea de 
las combinaciones 5PC exóticas (o--. 1-+) sunJan 3, rnientrás que, Jas demás combinaciones sPc tieaea 
antigüedades menores. 

El espacio total del modelo es el producto directo de los espacios de los osciladores armónicos 
anteriores y el espacio bosónico de las excitaciones de los glucballs o++ ( (bt)"•IO)). 

4.1.2. El Hamiltoniano bosónico 

Similar al Hamiltoniano bosónico del capitulo 3 (ec.(3.37)1 se propone el siguiente Hamiltoniano 
para el caso presente: 

H 2w1n1 + WbT&b + 
1 

L: V.>.s { [ ( bls • bls) + 2 ( bls · b;..s) + ( b.>.s · b.>.s)] ( 1 - ~) b + 
.>..,S=O 

bt (1-;-~) [(bl 8 ·bls)+2(bl8 ·b;o.s)+(b;..s·b;..s)]}. (4.12) 

donde nf = L.\s NJ..s es el operador de número total de los pares cuark-anticuark. El Hamiltoniano 
anterior es un operador tensorial escalar en sabor, espín, conjugación de carga y paridad. El término 
(bls · bls> ((b;..s · b.>.s)I describe la creación (aniquilación! de dos pares cuark-anticuark con la creación 
o aniquilación de un par gluónico. El término (bls · b>.s) describe la dispersión de un par ferrniónico 
con la creación o aniquilación de un glueball o++. El factor (1 - n 1 /20) simula el efecto de un mapeo 
bosónico exacto (3.34} y es responsable de la disminución de la interacción cuando el número de pares 
cuark-anticuark es cercano a 2n. En otras palabras, este factor simula el principio de exclusión de Pauli 
que no perrnitc rnás de 20 pares cuark-anticuark. 

El Hamiltoniano (4.12) contiene 4 parámetros indeterminados, el valor de Wf es fijado a 0.33 GeV 
(aproximadamente 1/3 de la masa del nucleón), mientras que, Wb es fijado a 1.6 GeV. La forma del 
Hamiltoniano (4.12) permite calcular fácilmente sus elementos de matriz en la base con antigüedades 
definidas construida anteriormente. Los elementos de matriz del Harniltoniano pueden leerse de los 
siguientes (apéndice D.2): 

(n•lnblnb) 
(N;o.s + 2 v;..s a;..sln1IN.>.s V.>.s <>;o.s) 

(n• + llbtln•) 
(nb - llbln•) 

(N.>.s + 2 V.>.s o;..sl(bls · bls>IN.>.s v;..s <>;..s) 

(N;o.s - 2v.>.set.>.sl(b.>.s · b.>.s)IN.>.sV.>.s<>>.s) 

(N;..s v;..s o;..sl(bls ·b;..s)IN.>.s v;..s <>;o.s) 

nb 

N;..s 

.../nb + 1 

...¡n¡; 

../(N.>.s - v;..s + 2)(N.>.s + v;..s + d;..s) 

../(N.>.s - v;..s)(N;..s + v;o.s + d;..s - 2) 

N;o.s 

(4.13) 

:e=:; 
= 

;;;=::; C..'.:J 
<:::> ce: 
c...:> <::::> 
~ = 
~ ~ 

~ -=e: 
,__...;:¡ 
,__...;:¡ 

1 ~ 



56 

donde d>..s = 1, 3, 8 y 24 para las combinaciones [>., SJ 
V.>..,S son las antigüedades correspondientes. 

4.1.3. El corte del espacio bosónico 

CAPITULO 4. MODELO GENERAL 

(0,0], (O, 1) ,(1,0] y [1, 1] respectivamente y 

Para definir totalmente la matriz Hamiltoniana a diagonalizar, se debe cortar el espacio bosónico 
de los pares cuark-anticuark. Como es bien conocido, el espacio de Hilbert fermiónico contiene menos 
estados que el correspondiente bosónico (apéndice C.3). A manera de ilustración, considérese el estado 
fcrmiónico que resulta de excitar todos los niveles cuark-anticuark, es decir, el estado con 2f! pares; este 
estado es único y tiene sabor (O, O) y cspfn S = O. En el espacio bos6nico1 por el contrario, este estado 
no es único y puede construirse por cualquier combinación: 

con N>.s par y ¿:;,.8 N>.s = 20, esto da un total de (3 + 0)!/(3!0!) posibles estados con 20 pares 
(para O = 9 esta multiplicidad es 220). Para eliminar este crecimiento en la multiplicidad de los 
estados bosónicos respecto a los fcrmiónicos, se imponen límites al número de excitaciones bosónicas 
permitidas. Para proponer limites diferenciados para los distintos tipos de excitaciones, se consideran, 
como en el capitulo 3, las reducciones del grupo U(40); si sólo se toman en cuenta pares [~,S) = [0,0], 
la estructura relevante es U(40) ::> U(20) 0 U(2) y la irrep del estado base es (20 O), por lo que el 
número de excitaciones bosónicas que se pueden producir sin que aparezcan estados espurios es 2fl, si se 
consideran adicionalmente excitaciones (O, 1], la cadena relevante y la irrep del estado base son U(4f2) 
::> U(f!) 0 U(4) y (Of!OO], en este caso, el número máximo de excitaciones bosónicas que se pueden 
crear sin la aparición de estados espurios es O. Con excitaciones (1, O) se tiene U(40) ::> U( 2f) 0 U(6), 

[ 2f 3
ü 3 J y hasta 2!1/3 pares no aparecen estados espurios. Finalmente, para el caso general que incluye 

pares (1, 1), la cadena e irrep del estado base son U(~) 0 U(12) y (~ 606], de donde el límite superior 
para la no aparición de estados espurios es !l/3. Con las observaciones anteriores se propone el siguiente 
criterio para cortar el espacio bosónico: 

Noo+No1 +N10+N11 ~ 2n 

No1 ~ o 
N10 ~ 

20 
3 

N11 ~ 
o 

(4.14) 3 
Para el caso n = 9 los límites anteriores son 181 9, 6 y 3 respectivamente. 

El criterio (4.14) no elimina totalmente los estados espurios e incluso elimina algunos estados ffsicos, 
sin embargo, sí reduce significativamente la influencia de las configuraciones espurias en los estados de 
menor energía para valores de las constantes de interacción no mucho mayores que los valores crfticos. 
Como se ha visto en los dos capítulos anteriores, en el régimen V. ':::/>V.e la contribución dominante a 
los estados de baja energía viene de configuraciones con un número pequeño de pares cuark-anticuark. 
Se verá más adelante que los valores de las constantes de interacción que mejor ajustan el espectro del 
modelo al espectro mcsónico cumplen con la condición V. >Ytc· 

Los criterios (4.14) tienen la ventaja de ser simples y fácilmente implementables. Pueden conside
rarse, por otro lado, con10 una primera aproximación a criterios más refinados para cortar el espacio 
bosónico. Uno de estos procedimientos más refinados (y también más complicados) consiste en consi
derar la cadena del grupo U(l2) de la ec.(4.1). Con los programas escritos (u12.f y u.lu2./) se puede 
conocer el núrnero de estados fcrmiónicos con nf, (..\, µ) y S fijos y comparar con el número equivalente 
en el espacio bosónico; si los números coinciden, todos los estados bosónicos son tomados en cuenta, 
si no, se eliminan estados bosónicos hasta que los números coincidan. El criterio para decidir que es
tados bosónicos se deben eliminar está determinado por el tipo de excitaciones que son relevantes en 
cada régimen, es decir, depende de la forma específica del Harniltoniano (51). En ciertos casos, el error 
introducido por no eliminar correctamente los estados espurios puede ser absorbido en los parámetros 
del modelo~ esto es una práctica general en el manejo de modelos fenomenológicos, en donde el número 
correcto de grados de libertad es lo dominante para la correcta descripción del espectro (57j. 



4.2. AJUSTE AL ESPECTRO MESÓNICO 57 

4.2. Ajuste al espectro mesónico 

Con la base bosónica (4.6), el Hamiltoniano (4.12), los elementos de matriz (4.13) y los cortes 
(4.14) de la sección anterior, se escribió una subrutina en FORTRAN (eneryycut./, apéndice E.3.3) que 
calcula los estados y valores propios del Hamiltoniano como función de las constantes de interacción, el 
programa utiliza la lista de antigüedades para cada (.l., µ)SP generada por nv-allfta./. Los resultados de 
eneryycut.f son usados por el programa fit.f (apéndice E.3.3), el cual utiliza la rutina minuit (58[ de las 
librerías del CERN para minimizar la función: 

FCN(V>.s) = LP;(E;~0 - E;ezp) 2 , (4.15) 

donde i va de 1 hasta el número de masas mesónicas consideradas, Ps es el peso dado al valor experimental 
y Earno y E 1 e:z:p son las energías del n1odclo y masas experimentales respectivruncntc. 

Los valores experimentales considerados se discuten a continuación. 

4.2.1. El rompimiento de la simetrfa SU(3) de sabor 

Como se mencionó desde el primer capítulo, en el Haniiltoniano se supone una rnasa degenerada para 
los 3 sabores de los cuarks, la consecuencia es un Hamiltoniano con multipletes de sabor degenerad.os. 
Al nivel de la CDC, el rompimiento de la simctrfa de sabor se debe a la diferencia de las masas de los 
cuarks up, down y strange (59[ y al efecto de excitaciones topológicas llamadas instantones (60[; en la 
naturaleza el rompimiento de esta simctrfa se manifiesta por un corrimiento en las 1nasas de un 1nisrno 
rnultip]ete y por la mezcla de las partículas isoescalares (T = Y = O) de los octetes y singuletes de sabor. 
Sin embargo, el espectro mesónico experimental muestra una jerarqufa en el rompimiento de la sirnetría 
de sabor, mientras que la diferencia de las masas entre distintos multiplctcs para una con1binación 
SPC dada es del orden de los GeV's (rr(l300) - rr(l35), p(1450) - p(770)), los corrimientos dentro 
de un mismo multipletc son un orden de magnitud menor (K+(494) - rr(135), K"(892) - µ(770)). 
Esto da sentido al uso de un 1-laaniltoniano con la simetría de sabor para describir las rnasas de los 
diferentes rnultiplctes niesónicos. El corrimiento en cada multiplete puede verse~ en este contexto, corno 
la estructura fina del espectro rncsónico (1). Como energías representativas de cada 1nultiplete de sabor~ 
se toman, en este trabajo, las masas de las partículas isoescalares. Estos estados son comunes a todos 
los multiplctcs mesónicos, lo que no ocurre para los estados con isoespín diferente de cero. La elección 
de las rnasa.s isocscalares como energía.._«; representativas de los multipletes mesónicos, obliga a considerar 
la otra consecuencia del ro1npimiento de la simetría de sabor mencionada: la n1ezcla de los isoescalarcs 
de los octetes y singuletes 1nesónicos. El Hamiltoniano (4.12) produce estados isoescalares con sabor 
bien definido~ cxperimentahnente este no es el caso, las partfculas isoescalares físicas son con1binaciones 
lineales de los estados con sabor bien definido. El efecto anterior es má.5 acusado en los isocscalarcs de 
menor energía o-+ y 1-- (T/ - r¡' y <f>-w) (30), es por ello que en lo siguiente sólo se considera la mezcla 
de estos estados. 

Una rnanera común de representar la mezcla es a través de una rotación (61): 

cos(Op)IT/e) + scn(Op)IT/1) 

- sen(Op)IT/e) + cos(8p)IT11) , (4.16) 

donde IT/) y IT/') son los estados físicos y IT/1) y IT/e) son los estados puros con sabor definido (O, O) y 
(1, 1) respectiva1nente. La expresión (4.16) para los estados físicos implica que la rnatriz Harniltoniana 
responsable de la mezcla de los estados puros es (en la base IT/e), IT/i)) de la forma: 

( 
TTlp8 

He 
He ) 

Tnpl ' 
(4.17) 

donde Hs es un valor que paramctriza el rompin1icnto de la simetría de sabor y los valores 171pS y mp1 

son las masas isocscalares para el caso no físico en el que no hay mezcla (Hs =O). Dado que nuestro 
modelo no considera términos que rompan la simetrfa de sabor, el ajuste del espectro del modelo debe 
efectuarse respecto a mpa y mp1 y no respecto a las masas Tn-i y Tn-i•· Estas últimas son los cigcnvalores 
de la matriz (4.17) con los eigenvectores dados por la ec.(4.16), de esta manera, las relaciones entre mpe 
y 77lp1 y las masas físicas son: 

cos2 (8p)rn., + sen2 (8p)rn.,• 

cos2 (8p)m.,• + sen2 (8p)rn., (4.18) 
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partlcula (><J,µ1) Jr E,,.od (GeV) Eexn (GeV) P; 
vacío (O,O) o.,. o.o o. o 
fo(400-1200) (0,0) o+ 0.656 0.600 25 
fo(980) (1,1) o+ 0.797 0.980 25 
fi(1420) (O,O) 1+ 1.445 1.420 100 
ft (1285) (1,1) 1+ 1.363 1.285 100 
T/' (958) (0,0) o- 0.885 •o.892 300 
r¡(1440) (0,0) o- 1.379 1.440 o 
77(541) (1,1) o- 0.602 •0.615 300 
r¡(l295) (1,1) o- 1.428 1.295 20 
r¡(l 760) (1,1) o- 1.671 1.760 10 
w(782) (0,0) 1- 0.851 •0.861 300 
4>(1020) (1,1) 1- 0.943 •o.940 300 
w(1420) (1,1) 1- 1.389 1.420 20 
w(1600) (1,1) 1- 1.639 1.650 10 

Tabla 4.4: Estados usados en el ajuste. Las partlculas son cnlistadas en la primera columna, sus propiedades 
de transformación de sabor, espln y paridad son mostradas en la segunda y tercera columnas. Ea la quinta 
columna se muestran las masas experimentales tomadas de {62/. Para los mesones r/. 11', w y 4' (nuarcados con 
un asterisco) se cnUstan las JDasas sin mezcla de sabor /ecs.(4.18) y (4.19)/. En Ja sexta columna se .muestra 
el peso dado a los estados en el ajuste; obsérvese que sólo 4 estados tienen el peso nJayor (300). En la cuarta 
columna se muestran las masas resultantes del ajuste. Con excepción de fo(980), las masas coinciden con el 
valor cxpcrfrncntal al nivel del 10 % . 

Fórmulas similares aplican para los isocscalares vectoriales: 

cos2 (8.,)m<t> + sen2 (8.,)mw 
cos2 (8.,)mw + sen2 (8.,)mq, (4.19) 

Los ángulos de mezcla son tomados de la literatura (61, 621: Op = -23,7° y 8., = 35,3. Debido a la 
ausencia de datos y a que el corrimiento de las masas es menor que en los isoescalares vectoriales y 
pseudoescalares, para el resto de los estados se asume un ángulo de mezcla 8 = O. 

4.3. Resultados del ajuste 

La lista de valores experimentales usados en el ajuste del modelo son mostrados en la tabla 4.4, 
para los isocscalares 77 1 71' 1 w y <P se muestran las masas de los estados sin mezcla obtenidas de las masas 
físicas de acuerdo a las ecs.(4.18) y (4.19). En la última columna se muestran los pesos [ec.(4.15)) dados 
en el ajuste a los diferentes valores experimentales. En la cuarta columna se muestran las masas que 
resultan del n1odelo en el ajuste de las constantes de acoplarniento V~s-

En la figura 4.1 se rnuestra el espectro del modelo en el caso sin interacción (V1 =O) para diferentes 
sectores 5PC 1 el espectro corresponde a la combinación de los espectros de los osciladores armónicos de 
1, 4, 8 y 24 dimensiones. El sabor y rnultiplicidad de los estados son indicados por (A, µ)p-

Corno puede observarse, las degeneraciones son muy grandes incluso para los estados con energfa 
baja, este es un problema común a los modelos que permiten configuraciones de muchos cuarks: existen 
muchas maneras de construir un estado (A, µ)SP dado. En nuestro modelo estas degeneraciones son 
rotas por la interacción con el glueball o++, lo que produce, adicionalmente~ estados sin un número 
definido de pares cuark-anticuark ni de gluones. 

El espectro de los estados de espín O, 1, 2 y 3, usando las constantes de interacción obtenidas en 
el ajuste, es mostrado en la figura 4.2. Sólo se muestran combinaciones 5PC no exóticas (63). Al lado 
derecho de cada estado se indica su sabor de acuerdo a la interpretación del modelo, la degeneración, 
cuando existe, es indicada por un subíndice. En todas las figuras el espectro del modelo es comparado, 
a la izquierda, con las masas isocscalarcs experimentales tomadas de (62). Las cajas de las masas 
experimentales rcHcjan su incertidumbre, para algunos estados la incertidumbre es tan pequeña que las 
cajas aparecen como líneas. Los estados experimentales que requieren confirmación y que son omitidos 
en las tablas SUf'Tlarias de (62], son indicados en las figuras por cajas punteadas. 
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Figura 4.1: Espectro .rnes6nico para estados de espín O y 1 en el caso sin interacción. Nótese Ja gran multiplicidad 
que presentan los estados. 

El espectro experimental no es reproducido en detalle por el modelo, pero sí sus características 
globales, como, por ejemplo, la densidad de estados en los diferentes sectores y las brechas de energía 
entre los grupos de estados poco densos a baja energía y los grupos de estados con energías y densidades 
mayores. Aunque el aumento con la energía de la densidad de estados no es más que una consecuencia 
del aumento en el núrncro de acoplamientos posibles al aumentar la cantidad de excitaciones, el número 
de estados en cada banda es una característica bien reproducida por el espectro del modelo. 

Analizando los resultados para cada sector 5Pc, se ve que el espectro del modelo reproduce adecua
damente el número de niveles de rnás baja energía del sector o++ (contrástese con el caso sin interacción); 
la brecha de energía y número de niveles del segundo grupo de estados del sector o-+; el aumento en 
la densidad de estados que sigue a esto niveles y la aparición de un estado 71(1760) a una energía inter
media entre el segundo grupo de estados y la torre de niveles con energías mayores que 2.0 GcV. Para 
1-- la situación es similar a o-+, el espectro obtenido reproduce los tres grupos de niveles, aunque el 
número de estados de los 2 grupos de mayor energía excede al número de estados experimentales. En 
el sector 1 +e las diferencias entre el espectro experirncntal y teórico son más marcadas, especialmente 
en el sector 1 +- en el que, por otro lado, se tiene poca inforrnación experimental. Para 1 ++, aunque 
la ubicación de los niveles no coincide, sí se reproduce la baja densidad de estados respecto a los otros 
sectores. Obsérvese que, a diferencia del caso sin interacción (fig.4.1), el espectro presenta muy pocos 
estados degenerados. La desviación del espectro del modelo respecto al experimental es más acusada 
para los estados de espín 2 y 3, sin ernbargo, el orden en el que aparecen los primeros estados para los 
diferentes sectores 5Pc es preservado por el espectro del 1nodelo. 

La intención del ajuste no es reproducir detallada.rncnte el valor de las masas experimentales, sino 
fijar las constantes de interacción a la escala en la que el espectro del modelo tiene la misma estructura 
cualitativa que la del espectro n1csónico. Es notable que esto haya sido posible con un modelo tan simple 
corno el presentado, más aun si se considera que sólo una de las constantes de interacción {V10, ver más 
adelante) fue la determinante para producir el ajuste. 

No existe modelo alguno que pueda reproducir la cornpleja estructura del espectro mesónico al nivel 
de los multipletes. La figura 4.2 es un resultado que rnucstra la necesidad de introducir términos qu 
mezclen la estructura q-ij del modelo de cuarks constituyentes con el sector gluónico de la CDC; a pcsal'-----J 
de que la masa del glueball o++ en la aproximación pura de norma es del orden de - 1.6 GeV, su 
interacción con los cuarks y anticuarks, como muestra el modelo, tiene una influencia muy grande en 
el espectro mcsónico de bajas energías. 
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Figura 4.2: Espectro mesónico obtenido con el ajuste de las constantes de acoplamiento del modelo, para espines 
O, 1, 2 y 3. En cada sector 5Pc 1 se .muestran, del lado derecho, las .masas del modelo y del lado izquierdo los 
valores experimentales con su incertidumbre. Las masas experimentales corresponden a las partfcuJas isoesca.lares 
y fueron tomados de la rcF.{62/. Rcctangulos punteados indican estados mesónjcos experimentales que requieren 
confirmación. 



4.3. RESULTADOS DEL AJUSTE 61 

partícula (>.,,µ,) J" Emod (GeV) Eexo (GeV) 
vacío (O,O) o~ o.o o.o 
/0(400-1200) (0,0) o+ 0.671 0.600 
/0(980) (1,1) o+ 0.796 0.980 
ft(l420) (O,O) l+ 1.508 1.420 
ft(l285) (1,1) 1+ 1.508 1.285 
TJ' (958) (0,0) o- 1.005 *0.892 
TJ(l440) (0,0) o- 1.409 1.440 
TJ(541) (1,1) o- 0.615 *0.615 
TJ(l295) (1,1) o- 1.444 *1.295 
TJ(l 760) (1,1) o- 1.784 1.760 
w(782) (0,0) 1- 1.005 •o.861 
4>(1020) (1,1) 1- 1.005 *0.940 
w(l420) (1,1) 1- 1.409 1.420 
w(l600) (1,1) 1- 1.784 1.650 

Tabla 4.5: Resultados del ajuste de V 10 a la masa del mesón 71(541). el resto de las constantes de acoplamiento 
Fueron fijad&<> a cero. 

4.3.1. Los parámetros del ajuste, el canal de sabor (1, 1) y espfn O 

Los valores V~s que resultan del ajuste son: 

Vooa 0.0337 GeV 

V01a 0.0422 GeV 

0.1573 GeV 

0.0177 GeV (4.20) 

Los valores críticos para los canales (O, O) y (O, 1) fueron obtenidos en el capítulo 2 y 3: Vooc =0.1584 
GeV y Voic =0.1500 GeV (ver el comentario que sigue a la ec.(3.37) para la definición de las constantes 
V.lis). Para estimar los valores críticos de los canales (1, O) y [l, 1), se utiliza la rutina de diagonalización 
para encontrar el cambio en la estructura del espectro con10 función de Vio y V11 respectivamente, el 
resultado es: Vioc=0.1425 GeV y V 11 c =0.1525 GeV. Comparando con (4.20), se ve que sólo para el canal 
[1,0] el sistema alcanza una fase deformada, este resultado era predecible considerando la baja energía 
del octete piónico respecto al resto. Recuérdese que la transición a la fase deformada viene acompañada 
de un estado de paridad negativa muy bajo en energía con los números cuánticos del canal que ha 
alcanzado esta fase. Como se vió en el capítulo anterior, el valor de transición de algún canal no se ve 
afectado por el resto de los canales, si los valores de las constantes de acoplamiento de estos últimos 
son menores que sus respectivos valores críticos; este es el caso de los valores del ajuste (ec.(4.20)). 
Otro punto importante es que el valor V 100 es apenas 10 % mayor que su valor crítico, lo que indica 
que, para los valores del ajuste, el sistema se encuentra en una fase condensada (1, 1)0- dominada por 
pares fermiónicos, donde, por otra parte, los efectos de los estados espurios del espacio bosónico no son:__---, 
dominantes para el espectro resultante. 

El hecho de que sólo la constante de interacción V10 sea mayor que su valor crítico es una indicació -. 
de que este canal es el fundan1cntal para reproducir, con el 1nodelo, la estructura del espectro rnesónic ~ ~ 
experimental. Para ilustrar lo anterior, se muestran en la tabla 4.5 las energías que resultan del modelo ~ ~ 
al fijar las constantes Voo, Vo1 y V 11 a cero y ajustar el valor de la constante Vio a la masa del isoescalar c..:> 
del octetc piónico (corregida respecto a la masa física canto se discutió en la sección 4.2). ~ ~ 

Compárese el resultado de la tabla 4.5 con el obtenido en el ajuste de las 4 constantes de acopla- ~ 
miento (tabla 4.4). Las energías obtenidas ajustando sólo la constante V1o son similares a las obtenidas ~ 
con el ajuste completo. Se concluye que, para reproducir el espectro experimental, es suficiente con 
resolver exactamente el canal (1, 1)0 y tratar al Harniltoniano de interacción del resto de los canales 
pcrturbativamentc. El modelo restringido sólo al canal (1, 1)0 es, en el caso fermiónico. todavfa mane
jable. En este caso la cadena de grupos útil para construir la base fermiónica y calcular los elementos 
de matriz, es [ver ecs.(2.2) y (3.4)) U(40) ::> U(20/3) 0 U(6) y el número de EPD's necesarios para 
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construir la irrep del estado base (siguiendo la estrategia del capítulo 3) se reduce de 30 para el caso 
general a sólo 3. Este es un plan de trabajo futuro. 

4.3.2. Estructura colectiva de los estatlos 

En la tabla 4.6 se muestran los valores de expectación del número de pares cuark-anticuark Y del 
número de glueballs para los estados usados en el ajuste (tabla 4.4). En la columna 5 se muestra el 
contenido de pares del tipo p., S] = [1, O] y en la columna 6 el contenido de todos los tipos de pares. 

partícula Em.od p..,,µ,) s~ (n10) (nr) (no) 
vacío o.o (0,0) o~ 3.118 3.177 1.705 
/0(400-1200) 0.656 (0,0) o+ 0.457 0.471 0.321 
/0(980) 0.797 (1,1) o+ 3.781 3.832 1.495 
/¡ (1420) 1.445 (0,0) 1+ 2.392 3.434 0.902 
'2(1270) 1.363 (1,1) 1+ 2.464 3.519 0.993 
71'(958) 0.885 (0,0) o- 2.509 3.562 1.292 
71(1440) 1.379 (0,0) o- 0.773 1.790 0.444 
71(541) 0.602 (1,1) o- 2.711 2.766 1.163 
71(1295) 1.428 (1,1) o- 1.611 1.638 0.531 
71(1760) 1.671 (1,1) o- 3.535 4.581 1.254 
w(782) 0.851 (0,0) 1- 2.563 3.621 1.341 
</>(1020) 0.943 (1,1) 1- 2.394 3.438 1.198 
w(l420) 1.389 (1,1) 1- 0.853 1.870 0.468 
w(1600) l.639 (1,1) 1- 3.546 4.597 l.206 

Tabla 4.6: Contenjdo fcrmiónico y bosónico de algunos estados. En las columnas se indicazJ, rcspecth7Ullcntc, 
Ja cnergfa según el ajuste del modelo, el sabor /(>..f,µJ)/, el cspln S y Ja paridad (P), el valor de expectación 
de los pares cuarJc-anticuark del c&1al (l,l) o- ((n10)J, el valor de expectación del número total de pares 
cuark-anticuark ((nf)) y el valor de expectación del n1ímcro de glucballs o++ ((ng)J. 

La contribución de los pares [1, O) es dominante no sólo respecto al resto de los pares cuark-anticuark, 
sino también respecto al contenido de glucballs. En particular> el contenido de pares fermiónicos en 
el estado base es aproximadamente el doble que el contenido de glucballs. El modelo sugiere que la 
estructura colectiva del estado base de la CDC es la de un condensado de gluones y cuarks-anticuarks 
en la que estos últin1os dornina.n sobre los prirneros y se encuentran correlacionados en pares acoplados 
a espín O y sabor (1, 1). Esta estructura colectiva se preserva en los estados excitados (mesones), los 
cuales tienen, por un lado, una estructura colectiva de gluoncs y pares cuark-anticuark acoplados a 
espín O y sabor (1,1) y, por otro, pares cuark-anticuark aproximadamente puros de Jos otros canales 
que se sobreponen a la estructura colectiva anterior. Según el rnodclo, ningún estado puede describirse 
como un estado pura111ente gluónico. 

La energía del estado base medida respecto al vacío perturbativo del modelo (el estado base para 
el caso sin interacción) es E-uac= -0.726 Ge\.!. Suponiendo un volumen de Ve1 = ~r:, para el sistema 
físico representado por el modelo, con rcl =:::: lfm, se obtiene la siguiente estimación para la densidad 
de energía del vacío no perturbativo: -0.173 GeV/fm3 = -(0.192 GeV}4 , que es un valor consistente 
con las constantes de la bolsa (B) reportadas en la literatura 117). Este valor es menor que la densidad 
de energía del vacío no perturbativo de la CDC estimada con las reglas de suma SVZ 181, la cual es 
enp = -0.5 Ge V /fm3

, esta densidad de energía es medida respecto al vacío perturbativo de la CDC que 
no corresponde al vacío perturbativo de nuestro rnodelo. 

Si bien a lo largo de la tesis se ha supuesto una masa de 1/3 GeV para la masa de los cuarks, este 
es un parámetro que puede ser modificado. Se realizó un ajuste al espectro experimental dejando libre 
este parámetro, el resultado fue similar al mostrado en los párrafos anteriores salvo por el valor de la 
masa ferrniónica: w 1 ~ 0.4 GcV; puede considerarse a este valor corno un promedio de la masa de los 
cuarks constituyentes (mu + 711d + ma)/3 que coincide bien con el valor promedio reportado en otros 
modelos (20). Sin entbargo, dado que los resultados generales no se ven modificados por este cambio, no 
se creyó necesario modificar los resultados presentados. 
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4.3.3. Estados exóticos 

En los modelos tradicionales de cuarks-constituycntes, la estructura de los estad.os mesónicos es la 
de un par cuark-anticuark, en este esquema no hay lugar para estados con las combinaciones JPC=o+-, 
o- - , l -+, 2+-, etc. En nuestro modelo, por el contrario, sí es posible obtener dichas combinaciones. 
En la tabla 4.7 se muestran las masas de los estados o-- y i -+ más bajos en energía que resultan 
del modelo con las constantes V.-.s del ajuste. La energía del estado exótico de menor energía (1-+) 

o (1,1) 2.189 GeV 
(1,1) 2.268 GeV 

1 'T (1,1) 1.727 GeV 
(0,0) 2.189 GeV 
(1,1) 2.189 GeV 
( 1, 1) 2.213 GeV 
(1, 1) 2.268 GeV 

Tabla 4.7: Encrgfas del modelo para Jos estados exóticos de menor cnergfa. 

es similar a la masa de las partículas exóticas 7r(l400) y 7r(l600) reportadas en la literatura (62]. Estas 
últimas son las combinaciones exóticas de las que se tiene mayor certeza experimental. 

4.3.4. Los bariones dentro del modelo 

Como se discutió en los primeros dos capítulos, el sector bariónico no es bien descrito por el modelo 
en su forma actual. La razón es que los cuarks de valencia (cuarks no creados en correlación con un 
anticuark) con los que se construyen los bariones, son, en la forrna actual del modelo, espectadores que 
simplemente se sobreponen a la estructura colectiva del sector n1esónico. En la. forma actual del modelo, 
los cuarks de valencia se limitan a disminuir el núrncro de pares cuark-anticuark que es posible crear, de 
2f! a 2f! - 3, lo que produce un corrimiento hacia valores rnayorcs de los valores críticos de las constantes 
de interacción para los que ocurren las transiciones a las fases colectivas o deformadas. De esta manera, 
las masas bariónicas de menor energía son aproxin1adan1cnte rna = 3w1 - Evac :::::::l+0.7=1.7 GeV; muy 
por encima del valor experimental ._¡ GeV. Esta situación puede rcrucdiarse introduciendo términos 
que acoplen a los cuarks de valencia con la estructura colectiva a través de un acoplamiento con los 
glueballs. La forma concreta de esta interacción ya fue sugerida en el análisis del capitulo 1 y es discutida 
en el capítulo 6. 
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Capítulo 5 

Temperatura finita 

El estudio del sistema de cuarks y gluoncs constituyentes a temperaturas y densidades finitas, es el 
tema del presente capítulo. La mayoría de las herramientas necesarias para realizar este estudio ya han 
sido provistas por los resultados de los capítulos previos (espectro, clasificación de los estados, etc.). 
El tema de este capitulo es el tema central de la tesis doctoral de Samuel Jesgarz [64). Otra discusión 
complementaria a Ja presentada en este capitulo, ha sido publicada en la ref.(65). 

En la primera sección se calcula la gran función de partición y se derivan las fórmulas útiles para 
obtener las cantidades observables, en esta tarea la clasificación del espacio ferrniónico respecto a las 
cadenas del grupo U(4!l) [ecs.(2.2) y (4.l)J será de gran ayuda. En la segunda sección se aplica el modelo 
a la descripción de la transición al plasma de cuarks y gluones (PCG) (66, 67] y se comparan algunas 
de sus predicciones (producción de piones y kaoncs) con resultados experirnentales. 

5.1. La gran función de partición y el grupo U{40) 

A manera de introducción, se calcula la función de partición de la versión más simple del 1nodclo, i.c., 
la versión con pares cuark-anticuark acoplados cscalarrncntc en espín y sabor {capítulo 2). Esta versión 
ha sido estudiada extensamente (sin el acoplamiento bosónico) por otros autores (68), sin embargo, el 
uso del grupo U{4!2) permite una derivación rnás clara de la función de partición que hace tnuy simple 
su extensión al estudio de Hamiltonianos rnás generales. 

La clasificación de los estados fcrrniónicos puede efectuarse usando la cadena presentada en el capí
tulo 2: 

[li 1 ••• li2n] 
U(2!1) 

[h1h2I h, + h2 = N 
0 U(2) 

U P.:T 
SU.:r(2) .7=h'21",M 

(5.1) 

donde .7 es el pseudoespln del modelo de Lipkin [19[. El Hamiltoniano del capitulo 2 está escrito en 
términos de los generadores del grupo SU.:r(2), de este modo, los eigenestados del Hamiltoniano se 
ordenan según el valor del pseudoespín. En la interpretación del modelo, el número bariónico es: 

B = N - 20 = h, + h 2 - 2!1 . 
3 3 

(5.2) 

Dado que la reducción de U(4!l) a U(2!1) ® U(2) es única, la gran función de partición del sistema es: 

2!2 ha 

Z = L L dimuc2n¡ (JT.J) e(Pµu••+\•-m) ¿e-PE~ 
h1=0h2=0 K 

(5.3) 

donde dimuc2n¡ (liiJ) es la dimensión en U(2!l) de la irrep transpuesta [h] _ [li 1 ••• h2n] obtenida de 

la irrep [h1h2] de U(2) intercambiando columnas por renglones, µn es el potencial químico bariónico 
y E~ son los eigcnvalores del Ha.rniltoniano en la representación con pscudoespín ..7. Para el caso sin 
interacción: 

E'k = 2wf(M + !l) + wbnb, (5.4) 
.-~~~~~~-----~~-, 
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con nb =O, l, ... y M = -.:T, ... , .:T [ver ec.(2.15)1. En el caso con interacción las energlas E'l: pueden 
obtenerse numérica.mente. 

La dimensión de la irrep transpuesta (ii) es: 

dimuc2oi ( [ii]) = ( ~~ ) ( 
2ºh: 1 

) h,;:, ~ :- 1 
• (5.5) 

Sustituyendo esta expresión en (5.3), se puede comprobar (apéndice E.1) que la ec.(5.3) es igual al 
resultado obtenido por Kuriyama et.al. (68): 

20 20 ( 20 ) ( -fJµa/3 )2r [rl z = (e-fJµo/3 + efJµo/3) L e L9k ¿e-fJE~-· 
27'"=0 2r 1 +e 2/3µa/3 A::"""o K 

(5.6) 

donde 
r _ ( 2T ) 2T - 2k + l 

Bk - k 2T - k + 1 ' 

y la función [r) es igual a T si res entero y r - 1/2 si es semientero. 
La factorización del término (e-fJµo/ 3 + efJµo/3 ) 2º en la cc.(5.6), permite eliminarlo en el cAlculo de 

las observables y evitar, así, problemas de sobreffujo en los cálculos numéricos. 
La energía interna y la capacidad calorffica [ ((E2) - (E)2)/T2 ) se obtienen fácilmente de la ec.(5.6) in

troduciendo en la última de las sumas un factor Ek-" y (Ek-k)2 respectivamente. Con el programa fun
parO.f (apéndice E.1.2) se calculan los cigenvalorcs E'i: para todos los valores de .:T = 1/2, 1, 3/2, ... , O; 
estos eigenvalores son usados por el programa funparldp.f (apéndice E.3.4) para calcular la energía y 
capacidad calorífica del sistema para diferentes valores de T y µ 8 . Los resultados son mostrados en las 
figuras 5.1 y 5.2. Obsérvese, para el caso con interacción, el cambio de la energía interna en un rango 

4.0 

> 2.0 

"' Q.. -w 
o 

-2.0 

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
T (GeV) 

Figura 5.1: Energfa interna (E) corno función de la tclllcpcratura T para el Ha.uJiltoaia.oo del capitulo 2 
/cc.(2.15)}. La linea discontinua es el resultado para el Ca.50 sin interacción (V1 =O.O GeV). La linea continua 
corresponde a un valor de la constante de acoplamiento mayor que el valor critico Vi =0.01 J GeV> Ve =0.085 
GcV. Para V1 < Ve, las curvas de la encrgfa interna son sin1ilares al caso sin interacción. ~"'- partir de Vi = Ve, 
el comporta.niiento de la cncrgfa interna como Función de T se modifica, presentando un cambio brusco en un 
rango pequeño de T. Se usó el valor µn =O. 

muy pequeño de temperaturas cerca de T ........ Q.25 GeV. 
Para el Hamiltoniano del capítulo 4, la cadena que clasifica a los estados, en el caso particular {} = 9, 

es: 
(lN) [ii1ii2h3) [h, ... h12) ¿:;,, h, = N 

U(40) :::> Uc(3) ® U(l2) 
u u (!f.l!S (5.7) 

(.>.c,µc) SUc(3) (.>.f,µf) SUf(3) ® SUs(2) SM 
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Figura 5.2: Capacidad calorlfica O COJDO función de Ja tcniperatura T para el Hasniltooiano del capitulo 2 
/ec.(2.15)/. Las curvas corresponden a los .mismos casos de la figura 5.1. Obsérvese el súbito aumento de C para 
Vi '=0.011 GeV > Ve en comparación con Ja curva del caso sin interacción. 

La irrep [Tt1h2h3] de Uc(3) se obtiene de la irrep de U(12) intercambiando renglones por columnas, por 
ello se cumple que h; s; 12. 

Los cigencstados del Ha1niltoniano se ordenan en irrcps del grupo U(l2), por lo tanto, procediendo 
del mismo modo que en el caso de la ec.(5.3), la gran función de partición es: 

12 i..1 i.2 
Z = L L L dimv«3l (!TtJ) eº''"n L e-fJCE!"'-,, •• ,-,,,.r.,¡ 

ii.1=0ii.2=0i.3-=0 • 

(5.8) 

dOnde se han introducido fugacidades para el isocspín y el sabor que permitirán fijar sus promedios 
termodinámicos. De acuerdo con la interpretación del modelo~ en la que los números de cuarks y 
anticuarks de valencia (que no se modifican por la acción del Harniltoniano) son nqval = /,7 +hs+ ... +h12 

Y nqval = 20 - (h1 + h2 + ... + h&) [ver ec.(2.10)), el número bariónico es ahora: 

B = E:::."· - 2n . (5.9) 
3 

La dimensión dimue(3) (!iiJ) es igual a: ~(Ac + l)(µc + 1)(-Xc +µe+ 2) con Ac = h1 - 112 y µe= h2 - h3. 

Los eigenvalores E]hJ para cada irrep de U(l2) son los calculados en el capitulo anterior con las 
constantes de acoplamiento obtenidas en el ajuste al espectro mcsónico. Sin entbargo, en el capítulo 
anterior sólo se calculo el espectro de la irrep (36 0 6 ] de U( 12). Para calcular el espectro para toda irrep 
de U(12), se asurne que el único efecto de los cuarks y a.nticuarks de valencia es el bloqueo de los niveles 
y la consecuente disminución del número de pares cuark-a.nticuark que es posible crear (2J). Los valores 
de la irrep de U(12) determinan este número: 

6 12 

2J = 2n - nq"ª' - n4val = L 1i. - E "· (5.10) 
1=1 •=7 

En el caso de la irrep (36 06 ]: 2J = 20 = 18 (n = 9}. El cambio en el número máximo de pares 
cuark-anticuark que es posible crear modifica los cortes al espacio del modelo bosónico (ver ec.(4.14)1: 
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donde, corno en el capítulo 4, N,.s es el número de pares cuark-anticuark (representados por excitaciones 
bosónicas) acoplados a sabor {A,..:\) y espín S. Otra contribución a Z viene del número de estados posibles 
que se pueden construir con los cuarks y anticuarks de valencia, por ejemplo, un cuark de valencia puede 
estar en NfNtT = 6 diferentes estados, donde Nf = 3 es el número de sabores y No- = 2 es el número 
de proyecciones del espln (el color ya fue tornado en cuenta por la dimensión de la irrep de Uc(3)). 
Cada estado de los cuarks y anticuarks de valencia. (a los que se sobreponen las excitaciones de los 
pares cuark-anticuark} contribuye de modo diferente a la extrañeza (ss) y al isoespín (Tza), para tomar 
en cuenta estas contribuciones de los cuarks y anticuarks de valencia, se asume que forman irreps del 
grupo U(6) y que estas irreps están dadas por: 

(5.12) 

para los cuarks de valencia y por: 
(5.13) 

para los anticuarks de valencia. Reduciendo las irreps anteriores según U 9 (6) :::> SU9 f(3) ® SU9 .(2), y 
subsecuentemente de SUqf(3) a SUqT ® U 9 y(l), permite obtener el isoespfn e hipercarga (Y = s + B) 
de las diferentes configuraciones de los cuark y anticuarks de valencia para una irrep dada de U(l2). 

En resumen, la aproximación de la función de partición que se torna consiste en: obtener el espectro 
del modelo para toda irrep de U(l2) cambiando el parámetro 20 por 2J 1 y reducir las irreps [h 1 ••• h 6 ] 

y [h7 ... h1 2 ) de U(6) a SU(3) ® SU(2) para obtener la contribución de los cuarks y anticuarles de 
valencia a la extrañeza y al isoespln. La reducción de U(6) a SU(3) ® SU(2) se efectúa con el programa 
u6s.f (apéndice E.3.4), la subsecuente reducción de SU(3) al grupo SU(2) de isoespfn y U(l) de la 
hipercarga es bien conocida y existen formulas analíticas para efectuarla (50). La expresión aproximada 
de la función de partición (5.8) que resulta es: 

12 ;,. ¡,:I 
Z"" L L L dimuoea¡ (¡T,J) ef1(µu-µ.)B x Fqv(/3µ.,/3µr, [h7 ... h12])F4v(f3µ.,/3µr, [h1 ... hG)) x 

ia 1 =O f,:1 =O it:1 =0 

(5.14) 

donde se han factorizado las contribuciones de los cuarks de valencia, la de los anticuarks de valencia 
y la de los pares cuark-anticuark acoplados al glueball o++. La contribución de los cuarks de valencia 
es (una expresión similar aplica para los anticuarks de valencia): 

kmaz((h)) .\.1o µ,. T.,., 
F 9v(/3µ •• /3µr,[h))= L mult(Sk.(.:i..,,,,.,))(2S.,+l)LLc/Jµ.Y •• L ep.,,r ••• , (5.15) 

k=l p=Oq=O T.,.,.=-T.,., 

donde k es un indice que corre sobre las diferentes irreps S.,, (.:i..,,µ.,) de SU(2) ®SU(3) contenidas en la 
irrep [h) de U(6), cada una de éstas con multiplicidad mult(S.,, (.:i.1., µ.,)), p y q son indices involucrados 
en la reducción de SU(3) a SU(2) ® U(l) y dan la hipercarga e isoespln a través de Y9 v = -(2-" + I' -
3(p + q))/3 y Tqv = (µ + p - q)/2. La contribución de los pares cuark-anticuark acoplados al glueball 
o++ es: 

a ., ~ •. 
Fqq(/3,/3µ., /3µr, 2J) = L L(2S + 1) L L L mult(ElJ)e-/JCE~J-µ.Y.o;l L ef1µTT•••• 

P=± $)...µ i P=O q=O T.,4'••=-T.,.-. 
(5.16) 

donde el índice i corre sobre los diferentes estados con los mismos números cuánticos (.X., µ)SP, estos 
estados se obtienen de la diagonalización numérica del Hamiltoniano bosónico [ec.(4.12)) con 2fl susti
tuido por 2J y usando los cortes de la ec.(5.11). Y; y T;, son la hipercarga y proyección del isoespin y 
están relacionadas con p y q como ya se mencionó en renglones previos. La multiplicidad del estado i 
esta dada por mult(ErJ). 

Algunas observaciones importantes: 

• En la gran función de partición (5.14} las contribuciones de la extrañeza e isoespfn han sido 
factorizadas, lo cual es posible debido a sus propiedades aditivas, Tz = Tqvz + T4vz- + Tq4z, para 
la extrañeza, adicionalmente, se ha usado la relación s = Y - B = Yqv + Yqv + Y94 - B. 

1 Este cambio es fAcilmente implementable en el programa de diagonzaliaación enernewcut/fa./ (apéndice E.3.4) 
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• Corno se discutió en el capítulo anterior, el modelo produce multipletes de sabor degenerados y, 
además, las masas de los mesones T1-T1' y w-<P son las masas no físicas de las partículas sin mezcla 
de sabor. Puesto que las masas de estos nonetes son las de más baja energía, su contribución a la 
función de partición se hará corrigiendo con el ángulo de mezcla (ecs.(4.18) y (4.19)) para obtener 
las masas físicas de las part!culas isoescalares y aplicando la fórmula de Gell-Mann-Okubo para 
obtener las masas del resto de las partículas en estos dos multipletes. 

• En (5.14) la suma sobre irreps de Uc(3) se hace sobre todos los valores permitidos de las h;, esto 
incluye estados con color diferente de cero. En la siguiente sección se estudiarán dos casos, uno 
en el que se permiten estados con color abierto y otro en el que sólo se permiten estados con 
color cero. Para este último caso, las 3 primeras sumatorias en (5.14) se sustituyen por una sola 
CEl~ = 0 ), de acuerdo a la condición de color cero que in1plica h..2 = h3 = li1 (ver los comentarios 
siguientes a la ec.(4.1)). 

• Aunque por completez se introdujo un potencial químico para la proyección del isoespín, en lo que 
resta del capítulo se supondrá un valor µ-r = O. Esto es asf ya que el valor de µr en las situaciones 
físicas consideradas, es uno y dos órdenes de magnitud menor que µ. y µ.a respectivamente. 

• El Harniltoniano considera el acoplamiento de los cuarks y anticuarks con el glueball o++. El 
resto de glueballs de la ref.(15) entran en el modelo como simples espectadores. En el rango de 
temperaturas considerado, el efecto de estos glucballs es despreciable debido a que sus energías 
son mayores que 2 GcV. La aseveración anterior fue checa.da con los programas escritos (apéndice 
E.3.4), en los que existe la opción de incluir el espectro de los glueballs distintos al o++, en el 
cálculo numérico de la gran función de partición. 

La aproximación (5.14) introduce estados espurios adicionales a los mencionados en el capítulo 4, 
sin embargo, es consistente con la posición asumida en dicho capítulo de utilizar reglas sencillas para 
restringir el espacio bosónico mapeado y, además, el error introducido es suprimido exponencialmente 
en la función de partición y no afecta mucho al resultado en el rango de temperaturas de interés 
(O :5 T ::50.200 GeV, /3 >> 1). Esta afirmación es corroborada por la figura 5.3, en la que se grafican, en 
el caso sin interacción, la energía interna corno función de la temperatura utilizando (5.14) con las reglas 
(5.11) y el resultado exacto en el espacio fcrmiónico (68). Con10 se puede observar, la curva obtenida 
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Figura 5.3: Energía interna como Función de la te.rnperatura para el caso sin interacción. La linea sólida es 
el resultado fern1iónico exacto. La linea punteada corresponde al Hazniltoniano bosónico con los cortes de la 
ec.(5.11). La linea discontinua es el resultado del Hazniltoniano bosónico, pero sin usar los cortes diferenciados 
de la ec.(5.11), limitando únicamente el número de pares de cualquier tipo hasta 2J. 

usando el modelo bosónico con los cortes (5.11) es similar (en el rango de temperaturas mostrado) al 
resultado exacto fcrrniónico. Corno ilustración, en la misma figura se muestra el resultado que se obtiene 
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con el modelo bosónico sin usar Jos cortes diferenciados de la cc.(5.11) y limitando solamente el número 
de pares cuark-anticuark hasta 2J. En este último caso la energía interna crece mucho más rápido 
que en los ca.sos anteriores, reflejando el hecho de que el crecimiento en el número de estados espurios 
domina sobre su supresión exponencial a partir de una temperatura relativamente baja. Este no es el 
caso de la energía interna calculada usando los cortes (5.11), lo que es una prueba de que la dimensión 
del espacio bosónico mapeado reproduce bien la correspondiente dimensión del espacio ferrniónico Y 
de que el efecto de los estad.os espurios es minimizado, al menos en el rango OS T ~0.250 GeV. Este 
último es, por otro lado, el rango de interés en la aplicación del modelo al estudio de la transición al 
PCG. 

Con la notación corta Za = E; e-Pt:, para (5.14), las observables ((O)) son: 

E·O;e-fJC, 
(O)a = 

3 
Za ' (5.17) 

donde a = {O, O) cuando sólo se consideran estados sin color y a = e cuando se incluyen estados con 
color. Las observables que se calcularán serán la energía interna (E), la capacidad calorffica C, el número 
bariónico promedio (B), la extrañeza (s) y el número promedio de diferentes partfculas (n.,), donde k 
denota la partícula. Si la energía (masa), número bariónico y extrañeza de la partícula k son Ek, B1c Y 
sk, su número promedio es: 

e-/J(E. -µu u,.-µ..••) 
(nk) = Za . (5.18) 

Con los resultados anteriores se escribió el programa ztotOjla.f (apéndice E.3.4) que calcula los espectros 
de energía para todos los valores de 2J, estos valores son usados por los prograinas tontsave./ y ztot
probfla.f (apéndice E.3.4) para calcular numéricamente la gran función de partición y las observables 
termodinámicas. 

5.2. Aplicación al estudio de la transición al PCG 

En esta sección se aplican los resultados de la anterior para obtener algunas cantidades de interés 
en el estudio de la transición al plasma de cuarks y gluoncs (PCG). 

El confinarniento de color, que tiene su origen en una simetría exacta de la naturaleza (69), es 
incorporada en el modelo a través del Harniltoniano j del capitulo 1 (ec.(1.20)(, pueden obtenerse 
estados con color diferente de cero, por ejemplo, al excitar un solo cuark de valencia. Estos estados 
pertenecen a irreps diferentes a la de los mesones y estado base. Tomar el limite J - oo es equivalente 
a simplemente rc1nover los estados con color en el cálculo de la función de partición. De este modo, a 
lo largo de la discusión siguiente, se supondrán los dos escenarios: a) uno en el que se consideran las 
configuraciones con color abierto a temperaturas mayores que un valor crítico Te (deconfinamiento) y 
b) otro en el que sólo se consideran las configuraciones con color cero (fase confinada) a temperaturas 
T < Te . Con el estudio de estos dos casos será posible csti111ar los valores Te y µbe para los cuales 
ocurre la transición al PCG. 

En la figura 5.4 se n1uestra la energía interna corno función de la temperatura para densidad bariónica 
y extrañeza nula /J.B = J.J. 11 = O. Las curvas que cruzan el origen de coordenadas corresponden al caso sin 
interacción (V.>.s = O) usando el modelo bosónico y el resultado exacto fermiónico, la curva que cruza 
al eje de las ordenadas por abajo del cero corresponde al caso con interacción usando la cc.(5.14), los 
cortes (5.11) y los valores V..xs obtenidos en el ajuste del capítulo anterior. El valor al que tiende esta 
curva en T = O es la energía del estado base (Evac ---O. 73 GeV) medida respecto a la energía del vacfo 
pcrturbat.ivo. En todas las curvas de la figura 5.4 se tomaron en cuenta las configuraciones con color 
diferente de cero (Za=c)- Las curvas no presentan visos de una transición de fase. De acuerdo con los 
resultados de la rcf.(44}, el comportamiento termodinámico del sistema es independiente del valor de la 
constante de acoplamiento siempre que ésta sea menor que sus valor critico (V< Ve), en estos casos el 
cambio de la energía respecto a la temperatura es suave y se asocia con un cruzamiento. Para valores de 
la constante de acoplamiento mayores que Ve el comportamiento termodiná.rnico se modifica y el sistema 
presenta un cambio brusco en la energía en un rango de temperatura muy pequeño. Este caJJlbio brusco 
es de naturaleza diferente al cambio en el caso sin interacción y se asocia con una transición de fase de 
primer orden [44). En la figura 5.4 el cambio de la energla en el caso con interacción es casi tan suave 
como en el caso libre. La razón de este comportamiento se encuentra en los valores de las constantes de 
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Figura 5.4: Energla interna como Función de la tcrnperatura. El caso sin interacción es mostrado por las lineas 
discontinua y punteada usa.o.do, respectiva.mente, el resultado exacto Fcrmidnico y el modelo bosónico con los 
cortes (5.11). La linea continua corresponde al modelo bos6nico con los cortes (5.11) usando los valores V-" s 
obtenidos en el ajuste al espectro mesónico experimental (capitulo 4). 

acoplamiento usados [ec.(4.20)): sólo en el canal (A, A)S = (1, 1)0 la constante de acoplamiento es mayor 
que su valor crítico, para el resto de los canales, el sistcrna se encuentra en la fase pcrturbativa. La 
superposición de estas dos situaciones produce un crunbio cu la energía más cercano a un cruzamiento 
que a una transición de fase de primer orden. 

En la figura 5.5 se grafican el valor promedio del operador de Casimir del color (C2 = (C,.)) Y su 

variación (AC2 = Jcc,.2 ) - (C,.)2 ) usando la gran función de partición Za-e en el caso µs = µ. = 
µr =O. Los eigenvalores del operador de Casimir son C 2 (.!.c, Jtc) = .!.2, + Ac/tc + ¡t2, + 3(.1.c+µc) 2: O, 
como referencia, para la irrep (1,0) de color C2 = 4 y para (1, 1) C2 = 9. 

En Te =0.170 GeV la variación del color es igual a su valor promedio, para T > Te Ja variación 
es menor y para T < Te ocurre Jo contrario. Esto da una imagen para establecer la temperatura en 
la que se espera una transición de la fase con estados de color abierto (deconfinada) a la fase con 
puros estados de color cero (confinada o hadrónica): En T > Te la probabilidad de encontrar estados 
con color cero (C2 = O) es pequeña ya que la variación t:!.C2 no es suficientemente grande como para 
permitirlos, se tiene, entonces, una fase deconfi.nada (el PCG) en la que dominan los estados con color; 
en T < Te la probabilidad de encontrar estados con color cero aumenta significativamente debido a 
que la variación AC2 es mayor que el promedio C 2 , en esta situación el PCG se disuelve al formarse 
pequeños volúmenes de color cero. Con la interpretación anterior, el modelo permite establecer, a través 
de la igualdad C2 = AC2, el valor de T para el que ocurre la transición del PCG a la fase hadrónica. 
De acuerdo con esto, la temperatura crítica para /LB=µª= O es Te =0.170 GeV. 

Para determinar la presión del sistema (presión de la bolsa) en la transición, se requiere introducir un 
volumen representativo (Ve.1) para el sistema, un valor razonable para éste es Vet = 4=i'" r~1 con Te.l = lfrn. 
Usando este valor y la temperatura crítica para µs = µ. = O en la fonnula 

P. _ TlogZa=c (5.19) 
e - Yet 

se obtiene la presión crítica Pci =0.18 GeV, la cual es consistente con valores estándar para la presión 
de la bolsa en el modelo del MIT (17). 

Para determinar la curva de transición al PCG para µn y µ. diferentes de cero en el caso de extrañeza 
(s) =O, se resuelve el siguiente sistema de ecuaciones respecto a las variables T, µs yµ.: 

T log Za=c(T, µ.s, µ.) 

V.1 
(s)(T, µs, µ.) o. 
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Figura 5.5: Valor promedio del operador de Casimir del grupo SU(3) de color (03, linea continua) y su variación 
(L::t.C2 , ltnca discontinua) como Función de Ja temperatura. La variación alcaJJza al proinedio ea T =Te ::=0.170 
GcV. Se usaron las constantes de acoplanuºento del ajuste y los valores µe = µ. =0. 

La solución a este sistema de ecuaciones se obtiene numérica.Illente usando el programa ztotprobfla./ 
(apéndice E.3.4), el resultado son tres funciones (Te = Tc(µuc). Te= Tc(µ.c) y µ•e = µ.c(µue)) equiva
lentes entre si que dan la..~ curvas de transición al PCG en el espacio µa-T, µ.-T y µa-µ •. Las funciones 
Tc(Pnc) y Tc(J.t3 c) son mostradas en la figura 5.6, mientras que, la función µ.c(Poc) es mostrada en la 
figura 5.7. 

Las curvas de transición son consistentes con las estimaciones realizadas usando teorías de norma 
en la red )70) y otros modelos )71, 67). Con la función de partición Zc se ha podido estimar la curva de 
transición de la fase hadrónica al plasma de cuarks y gluones a temperaturas y densidades bariónicas 
finitas, se ha supuesto, para ello, que el modelo representa a un volumen elemental de 4-rr /3frn3 , el cual, 
a su vez, es representativo de lo que ocurre a nivel global en un volumen mayor formado por algún 
número de volúrnenes ele1nentales. 

A temperaturas T < Te se asume que el sistema está en la fase confinada, en tal caso la función 
de partición apropiada es Za=(o,o) ... Para T > Te el sistema se encuentra en la fase dcconfinada y la 
función de partición a usar es Za=e· De esta manera se implementa de un modo efectivo la hipótesis de 
confinamiento. aunque esta implementación es introducida a TJJano, el modelo por si mismo si permite 
establecer los valores de µn y Ta partir de los cuales el sistema debe ser descrito con una u ot.ra función 
de partición. 

En la figura 5.8 se tnucstra la cncrgfa interna (en el caso µs = µ. = O) corno función de T, usando 
los valores V"'s obtenidos en el ajuste, para el caso con confinamiento Zco.o) y sin confinamiento Ze. La 
línea solida conecta los dos resultados en el valor critico Te =0.170 GeV. La diferencia entre la energía 
interna usando Ze y Zco.o) produce una discontinuidad en Te =0.170 GeVª De esta manera, el paso 
del PCG a la fase hadrónica será acompañada por un aumento en el número de volúmenes elementales 
que forman el volumen total del sistema, es decir, el sistema global sufrirá una súbita expansión al 
producirse la transición. En la figura 5.9 se muestra la capacidad calorlfica para los mismos caso de 
la figura 5.8. La linea. sólida conecta al resultado con confinamiento (T < Te) con el result.ado sin él 
(T > Te). En T = Te el valor de C no está definido. 

5.2.1. Comparación con resultados experimentales 

Para comparar el modelo con los resultados experimentales obtenidos en colisiones de iones pesados, 
se debe considerar el número de volúmenes elementales que forman al sistema termalizado producido 
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Figura 5.8: Energla interna cozno función de Ja temperatura. La linea superior es el resultado usando todas 
las configuraciones incluyendo las de color diferente de cero. La linea inferior es el resultado utilizando sólo las 
cooliguraciones con colo cero. La linea vertical une los dos resultados en T = Te =0.170 GeV. Se usaron las 
constantes de acopla.miento del ajuste y µ. = µo = O. 
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Figura 5.9: Capacidad calorffica con10 función de la tcinperatura. La linea continua interpola entre el resultado 
sin color debajo de Te ~0.170 Ge\' y el resultado con color arriba de Te. Las curvas punteada y discontinua 
corresponden, respectiva.mente, al caso donde se permite el color y aquel con sólo estados de color cero. Se 
usaron las constantes de acopla.nicnto del ajuste y µ. = µb = O. 
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en la colisión. Para obtener una estin1aci6n de este número se usa la siguiente relación: 

Viot Npo.rt 

Vel = (B)a ' 
(5.21) 

donde (B)a. es el número bariónico del volumen elemental calculado con la función de partición con color 
a= e 6 sin él a= {0,0) y Npa.rt es el núrnero de nucleones que participan en el sistema terrnalizado de 
la colisión, este último es un parámetro adicional que deberá ajustarse en cada experimento particular. 

Primero se comparará el modelo en un punto de la fase hadrónica. En tal caso el confinamiento es 
efectivo y la función de partición a usar será Za=(O,O)· Se torna corno ejemplo la producción total de 
7r+ en colisiones centrales Au+Au, a una energía por nucleón y en el centro de masa de 10 AGcV. Este 
experimento fue realizado en el AGS del BNL. En las figuras 2.1 y 2.3 de la ref.(72) se reportan los 
valores T =0.13 GcV y µn =0.55 GcV para el sistema en equilibrio térmico y quín1ico formado durante 
la colisión. Obsérvese que estos valores están dentro de la fase hadrónica de acuerdo al diagrama 11.
T de la figura 5.6. Fijando µB =0.55 y T =0.13 GcV, de acuerdo a los datos anteriores, se resuelve 
numéricamente la condición de extrañeza (s) = O, para encontrar el valor µ. correspondiente. Con estos 
tres valores se calcula, con el modelo, la producción total de piones de acuerdo a: 

( > 
V.ot _ ( ) Npart 

Nn+ = nn+ a=(O.O) V.t - nw+ a=(O.O) (B)a=(O.O) • 
(5.22) 

donde, en la última igualdad, se usó la relación (5.21). Asumiendo que todos los nucleones de los núcleos 
de oro participan en el sistema tcrmalizado (Nport = 394), la producción de piones, según el modelo, es 
Nn+ = 180 que está muy cerca del valor experimental de 160 obtenido de la figura 2.3 de la ref.(72). Este 
es un ejemplo que muestra que, a pesar de su simplicidad, el modelo es capaz de producir estin1acioncs 
correctas para la producción total de partículas en colisiones de iones pesados. · 

Se compara el modelo, ahora, a temperaturas y densidades sobre la línea de transición. 
En la figura 5.10 se grafican algunas razones de producción para energías de colisión de ../S = 130 

AGeV, los valores experimentales son tomados de la ref.(73) 1 los cuales están basados en un expcri1nento 
realizado en el RHIC y descrito en la ref.(74). En el modelo, las razones de producción son obtenidas 
usando: 

e-/3(E1c-µ.nB1c-µ..•1c) 

e-f3(E.-µn n.-1 ... a.) 
(5.23) 

Para los barioncs sólo se calculan razones partícula-antipartícula ya que las 1nasas bariónicas, corno se 
mencionó en el capítulo anterior, no son bien descritas por la forma actual del n1odelo. Para determinar 
los potenciales químicos y la temperatura sobre la línea de transición, se usa la razón expcrilnental 
K_/I<+. ésta, de acuerdo a la cc.(5.23), debe ser igual a e- 2 f3µ. •• La ecuación anterior tiene solución 
única, si se asume que el sistema se encuentra sobre la línea de transición. Usando la figura 5.6. se 
encuentran los valoresµ, =0.012 GeV y T =0.1695 GeV, estos valores determinan (usando la fig.5.6 ó 
5.7) el potencial químico bariónico: µu=0.044 GeV. Habiendo establecido los valores T, µu yµ. con 
la razón de producción de los kaoncs, se encuentra el resto de las razones de la figura 5.10 usando la 
ec.{5.23). Las razones predichas por el modelo son consistentes con los valores experimentales. Este es 
un eje1nplo 1nás de que la suposición de equilibrio ténnico es capaz de predecir las razones de producción 
en colisiones de iones pesados y de que estas cantidades experimentales no son sensibles a los detalles de 
la dinán1ica de producción. Existen 1nodelos termodinámicos que, suponiendo un gas ideal fermiónico 
y utilizando la información experirnental de las partículas hadrónicas (masas y anchuras}, reproducen 
muy bien las razones de producción ajustando los valores de µB y µ •. Uno de estos modelos (73)~ 
aplicado a las razones de producción de la figura 5.10, produce los valores T =0.1658 GeV, µu =0.0313 
GeV y JLa =0.0074 GeV, similares a los obtenidos con nuestro modelo. 

Para detenninar las producciones totales de partículas sobre la linea de transición, se procede similar 
a los casos anteriores. Pri1ncro se determina {3µ. usando la razón experimental K -/ K +, con este valor 
y usando la línea de transición de la figura 5.6 se fijan µa y T. Los resultados para diferentes energías 
h/s = 40, 80 y 158 AGeV) en colisiones Pb+Pb, son mostrados en la tabla 5.1. Se usaron los valores 
experimentales reportados por la colaboración NA49 del SPS-CERN (75). 

Con los valores µu, µ. y T para las diferentes energías de colisión, se calculan algunas producciones 
totales utilizando la fórmula de la ec.(5.22): 

N· _ ( ) Npart 
a - na a=(O,O) (B)a=(O,O), 
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Figura 5.10: Algunas razones de producción para energías de colisloa de ,/8 =130 AGeV. Los valores experi
mentales, tomados de la rcE./73/, son mostrados con barras de error. Los resultados del modelo son mostrados 
con cuadros sólidos. Se supuso al sistema sobre Ja linea de transición de la lig.5.6. La temperatura y potenciales 
qufmicos que resultan del modelo son: T =0.1695 GeV, µo =0.044 GeV yµ. =0.012 GeV. 

vs 40 AGeV 80 AGeV 158 AGeV 
T 0.1635 GeV 0.1655 GeV 0.1670 GeV 

/LB 0.350 GeV 0.285 GeV 0.230 GeV 
µ. 0.090 GeV 0.070 GeV 0.060 GeV 

Tabla 5.1: Valores T. µ. 8 y I"• que resultan del n1odclo para dil"crentcs energfas (../8) en colisiones Pb+Pb. 

con i = 7T+, K_ 6 I<+-
Se supondrá que el sistcrna se encuentra justo debajo del valor critico Te. es decir, en donde sólo 

son permitidos estados con color cero y se debe usar la función de partición Za==(O.O)· El resultado para 
la producción total de piones es mostrado en la figura 5.11. La curva superior resulta de suponer la 
participación de todos los nucleones (Npart=414~ f Pb+Pb)), mientras que, la curva inferior describe 
el caso Npa.rt=250~ en el que sólo participa una fracción de los nucleones. Como puede observarse, 
esta última curva reproduce mucho 1nejor los valores experimentales. Compárese con el resultado para 
la producción de piones a energías de 1 O AGeV, en ese caso el valor experimental fue reproducido 
suponiendo la participación de todos los nucleones. Este resultado, el aumento de la transparencia al 
aumentar la energía de colisión, es bien conocido (ver por ejemplo ref. (76J). El valor Nport = 250 no 
está en acuerdo con el valor reportado en la ref.(75), donde se obtuvo una estimación de Npa.rt = 349, 
por encima del valor obtenido con nuestro modelo. 

La producción total de ka.ones obtenida desde el modelo es comparada con los valores experimentales 
(75) en la figura 5.12. El número de participantes que se asume en esta figura es el mismo que para 
los piones: Npart = 250. La razón de las producciones I<+/K- fue utilizada para determinarµ., µBy 
T, sin embargo, las producciones totales y la forn1a de las curvas son resultados directos del modelo. 
A pesar de que nuestro modelo predice un valor 1nenor para el número de participantes en la colisión 
que el reportado por el experimento, es consistente al reproducir la producción total de kaones y la 
de piones con el mismo valor de Npart• además, en acuerdo con los valores experimentales, el número 
participantes predicho por nuestro modelo no cambia significativamente en el rango de 40 a 158 AGeV. 

En resumen, el modelo presentado, a pesar de su simplicidad, es capaz de predecir la curva de 
transición al PCG y de reproducir aceptablemente la producción total de partlculas en un rango muy 
grande de energías. Claramente, es incapaz de describir los procesos dinámicos involucrados tanto en 
la transición al PCG como en las colisiones de iones pesados, pero, por otro lado, es un ejemplo de 
la utilidad de los modelos termodinámicos para describir la producción de partículas en colisiones de 
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iones pesados y de los modelos esquemáticos para reproducir cualitativa.mente (y en este caso incluso 
cuantitativamente) características básicas de teorías altamente no lineales y complicadas como es el 
caso de la Cromodinámica Cuántica. 
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Figura 5.11: Producción total den+ sobre Ja linea de transición en la región µ-T de la tabla 5.1. La linea 
superior es para Npart =414 y Ja inferior para Npart=250. Los valores experimentales /75/ son indicados por 
barras de error. Debido a que µT ~O, Ja producción de 7f'- es igual que la producción de 7r+. El valor de Npart 

que mejor reproduce los valores cxpcrfrnenatalcs, es menor que el valor reportado en la rcE.(75/ (Npart = 349) 
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Figura 5 .. 12: Producción total de kaoncs en la misEna región que Ja figura 5.JJ. La linea superior es el resultado 
del modelo para K+ y la inferior para K-. En ambos casos se usó Npart = 250. Los valores experimentales 
(barras de error) fueron tomados de la ref. {75}. El valor de Npart utilizado es menor aJ reportado en la ref./75/, 
pero es igual al utilizado para reproducir la producción de piones 



Capítulo 6 

Extensiones del modelo 

En este último capítulo se discuten brevemente algunas extensiones del modelo. Éstas ya han sido 
mencionadas a lo largo de los capítulos previos, sin embargo, en este capitulo se describen con más 
detalle. El rompimiento de la simetría de sabor que resulta de suponer masas diferentes para los cuarks, 
es discutido en la primera sección; en la segunda se discute la inclusión de excitaciones orbitales y en 
la tercera la extensión del modelo para describir a los barioncs. 

6.1. El rompimiento de la simetría de sabor 

Una de las razones del rompimiento de la simetría de sabor en las interacciones fuertes, es la 
diferencia en las masas de los cuarks. A pesar de ello, la simetría de sabor, como mostraron Gell-Mann 
y Zweig en los 60 (77J, es útil para describir el espectro hadrónico. Los dos cuarks más ligeros (up y 
down) producen la sirnetría de isocsp{n cuyo rornpimiento (m7f+ - m7fo = 4,59 MeV) es de una escala 
menor que la del ron1pi1nicnto de la sirnetrfa SU(3) de sabor (mK+ - mw = 357 MeV ). Esta tendencia 
continúa con la inclusión de los cuarks más pesados. En el modelo se consideraron sólo los tres sabores 
ligeros y se supuso una rnasa cornún para ellos (wf)· Si se toman rnasas diferentes para los cuarks, se 
obtiene un modelo de Lipkin generalizado (78) de 6 niveles, cada uno con una degeneración 20/3. Para 
mu = Tnd el número de niveles se reduce a 4, dos de ellos con una degeneración 4f!/3 y los otros dos 
con 20/3. Por simplicidad se discutirá este último caso (mu = md) con el término de interacción del 
capítulo 2, es decir, aquel con pares cuark-anticuark acoplados a espín O y sabor (O, O). El Harniltoniano 
de la cc.(2.15) con una ma..«;a distinta para. el cuark strange, es: 

(
2mu+rn•) )2 t H¡o.OJO = 2m,.Jo + 2m.Lo + 20 3 +wbnb +V, :(S+ + s_ : (b + b)' (6.1) 

donde Jo y Lo son, respectivamente, los operadores de peso del pseudoespín de los cuarks ligeros 
(up y down) y del cuark strange. Los operadores del pseudocspln total S± y S 0 son la suma de los 
pseudoespincs anteriores: 

S± = J± +L± 
So= Jo +Lo. (6.2) 

Si se hace ni., = m,,. = Wf, se recupera el Harniltoniano (2.15) del capítulo 2. La base fermiónica del 
capitulo 2 (con pseudoespln total :T definido) ya no es útil para diagonalizar el Harniitoniano (6.1). Una 
base que genera los subespacios invariantes del Hamiltoniano es: 

Los valores posibles de los pscudocspincs L y J son: 

L = O, 1/2 •... , 20/3 

y 
J = o, 1, ... '0/3 . 
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(6.3) 

(6.4) 

(6.5) 
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La relación de la base anterior con la del capítulo 2 es claramente: 

l..'.TM) = E (LM¿;JMJl..'.T.M)ILM¿) ® IJMJ) (6.6) 
MLMJ 

con M = M¿ + MJ, .7 = IL -MI, ... ,L+ M y (LM¿;JMJl..'.T.M) coeficientes de Clebsch-Gordan de 
SU(2). Los elementos de matriz se pueden obtener fácilmente de las siguientes ecuaciones: 

L±ILM¿) ® IJMJ) = C±(L,M¿)ILM¿ ± 1) ® IJMJ) 
J±ILM¿) ® IJMJ) = C±(J, MJ)ILM¿) ® IJMJ ± 1) 

LolLM¿) ® IJMJ) = M¿ILM¿) ® IJMJ) 

JolLM¿) ® IJMJ) = MJILM¿) ® IJMJ) , (6.7) 

con C±(L, M) = ..j(L =¡= M)(L ± M + 1). 
Los pseudoespines L y J que contienen al estado base del sistema son L 20/3 y J = 0/3. El 

espacio de Hilbert completo es el producto directo del espacio ferrniónico y bosónico: 

(6.8) 

donde lnb) son Jos estados de un oscilador armónico unidimensional (ec.(2.13)1. 
Con los resultados anteriores e introduciendo un corte en el número de excitaciones bosónicas 

(nbmax), se puede diagonalizar numéricamente el Hamiltoniano (6.1). La masa del cuark extraño rompe 
la degeneración de Jos multipletes de sabor y produce eigencstados sin sabor definido. En el caso sin 
interacción, por ejemplo, los cigenestados isocscalarcs de energía menor, son combinaciones lineales de 
los isoescalares del octete y singulete de sabor: 

iuu) + ldd) 
iss) 

cos 017/s) +sen Ol'lt) 

- sen 017/s) + cos 01'71) (6.9) 

con O el ángulo de mezcla ideal (O ~ 35°). De esta rnanera, el sabor de los estados es útil sólo como una 
aproximación. 

El corrimiento de las masas dentro de los rnultiplctcs debe ser, de acuerdo a la información expe
rimental, de una escala menor que la diferencia de energía entre distintos rnultipletes con el mismo 
espín, sabor y paridad. Es de esperar, por otro lado, que a la escala del ron1pirnicnto, otros términos 
de interacción no considerados en el modelo sean rclc,~antes (interacciones dependientes del espín, por 
ejemplo). La combinación de estos términos deberá dar lugar al siguiente nivel de la espectroscopia 
mcsónica, en el que aplican fórmulas tipo Gcll-Mann-Okubo. 

6.2. Excitaciones orbitales 

A lo largo de la tesis se supuso 20 = NCTNcNaNJ = 18, que implica una sola excitación orbital en 
cada nivel fcrrniónico (Na = 1, l = O). Una primera extensión al modelo sería considerar excitaciones 
l = l, de esta manera, el número de excitaciones orbitales cambiaría a Na= 1 +3 = 4 y la degeneración 
de los niveles aumentaría a 20 = 72. El número de posibles acoplamientos de los pares cuark anticuark, 
tan1bién aumentaría: 

Bl.~ .. .).)f;Lhf PL ;arn (6.10) 

con L = O, l, 2 y PL el respectivo índice de multiplicidad: Po = 1, 2; Pi = t, 2 y p 2 = l. Este índice 
de multiplicidad viene de las diferentes maneras de acoplar a momento angular L = O 6 L = 1, dos 
momentos angulares l1,l2 =O 6 l. La clasificación de los estados también se modificaría. En la cadena 
de la ec.(4.1), el grupo U(~), que para una excitación orbital se reduce al grupo de color Uc(3), sería 
en este caso U(12). Éste se reduciría al grupo Uc(3) de color y U(4) para las excitaciones orbitales. Se 
podría suponer una energía diferente para las excitaciones l = l, obteniéndose de este modo un modelo 
de Lipkin generalizado con 4 niveles, 2 de degeneración 18 (l =O) y Jos otros 2 de 54 (1 = 1). La inclusión 
de excitaciones orbitales permite introducir nuevos términos en el Ha.I11iltoniano de interacción, la forma 
general de algunos de estos sería: 

( Bt,,,.¡L.s · B[,..,.¡L,s) (b1 + b) (6.11) 
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donde el producto escalar es un acoplamiento sirnultáneo en los indices de sabor, momento angular 
orbita1 y espín. Los operadores bt y b son los operadores bosónicos del glucball o++. AdicionalmenteT 
se podrían incluir los términos del Hamiltoniano HE [cc.(1.25)], los cuales fueron excluidos por no 
conservar la paridad en el caso de una sola excitación orbital. Un ejemplo de interacción que resulta de 
este término es: 

(6.12) 

donde Lq y Lq son los operadores de momento angular orbital de los cuarks y anticuarles respecti
vamente. El producto punto anterior es un acoplamiento escalar en el espacio de momento angular 
orbital. 

La manera más sencilla de suponer excitaciones orbitales es aumentar el valor de f! sin introducir 
nuevos acoplamient.os al Harniltoniano. En este caso, el único cambio al modelo sería la interpretación 
de los números cuanticos de los estados. El momento angular sería el resultado de acoplar el momento 
angular orbital con el espín. De igual modo, la paridad y conjugación de carga de los estados sería 
modificada. por la contribución orbital. 

6.3. Términos que conservan el número y los bariones 

En el capítulo 1 se discutió la exclusión de términos que conmutan con el operador de número de 
los cuarks y de los anticuarles. Estos términos, los dos primeros de la ec.(1.23) y los dos últimos de la 
cc.(1.24), fueron excluidos porque su efecto en el espectro mesónico (en la representación irreducible 
sin cuarks de valencia) puede simularse por una redcfinición del parámetro que multiplica al llamado 
término de dispersión (parámetro G, ec.(2.37)). Sin embargo, estos términos son importantes para la 
adecuada descripción de lo barioncs dentro del n1odelo. Esto se debe a que los términos excluidos 
acoplan los cuarks de valencia con los glucballs o++. 

Los términos a los que se ha hecho alusión son, del téru:üno H s (ec.(1.23)]: 

(6.13) 

y del término H p (ec.(1.24)]: 

(6.14) 

Siguiendo los mismos pasos que condujeron al Hamiltoniano del modelo (rcacoplamientos de sabor y 
espín, etc.), se reescriben los términos anteriores. El resultado, para los canales de sabor (O, O) y espín 
O y 1, es: 

(>., ..\)S = (O, 0)0 
Hs: 
H,,: 

(..\, ..\)S = (O, O) 1 
Hs: 
Hp: 

(nq)2 + (n.;)2 
2nqnq 

(Sq)2 + (S.,)2 
2Sq ·s., , 

donde n son los operadores de número de los cuarks y a..nticuarks y S son sus respectivos operadores 
de espín. Términos similares resultan para los canales con sabor {l~ 1). Se pueden incluir los términos 
anteriores en el Harniltoniano de interacción, para ello se introducen nuevos parámetros indeterminados 
(Cu,,>.s Y Cup>.s): 

H sB = ( Cusoo(n~ + n~) + Cu,,01 (S~ + S~)) ( bt + b) 

HPB = (c11poonqn4 +C11po1Sq·S4) (bt +b). 

(6.15) 

(6.16) 

Estos parámetros se ajustarían, ahora, al espectro bariónico experimental. Los términos anteriores 
conmutan con el operador de número de los cuarks y anticuarks, es decir aco lan estados con 
mismo número de cuarks y anticuarks. TESIS CQ1'T 

FALLA DE ORIGEN 
-------L.;:: 
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Los términos de H sn, a diferencia de los de H ps, involucran operadores exclusivamente de cuarks 
u operadores exclusivamente de anticuarks; además, pueden reescribirse de la siguiente manera: 

( 
t -t - ) t 

Dp .. ,µ)S • Dp.,µ)S + Dp ... µ)S . D(J..,µ)S (b + b), (6.17) 

donde Dt, D, ht y h son, respectivamente, operadores de creación y aniquilación de dicuarks y 
antidicuarks. 

En la aproximación bosónica, la expresión (6.17) es: 

(6.18) 

con n el operador de número de dicuarks o antidicuarks con sabor (Á, µ) = (2, O), (O, 1) y espín S = O, 1. 
Multiplicando los términos anteriores por constantes indeterminadas para cada canal de sabor y espín, 
se obtiene una expresión alternativa a la ec.(6.15): 

(6.19) 

Las constantes vc~.µ),S deben ajustarse al espectro bariónico experimental. Otro término de interacción 
que no puede excluirse a priori en la descripción del espectro bariónico, proviene del rnapeo bosónico 
de A:-A~ [ec.(1.35)), este término es el operador de número de las excitaciones bosónicas, que estaría 
acoplado al operador de número de los dicuarks y antidicuarks: 

(6.20) 

La última extensión que se tnencionará es la que resulta de considerar acopla.ntientos con el glucball 
2++, el cual, de acuerdo a la rcf.[15], puede re¡lrcscntarse por un oscilador armónico de 5 dimensiones. 
En este caso, los pares cuarks anticuark deben acoplarse a espín 1, para, así, obtener un espín fermiónico 
81 = 2. Este espín se acopla con el espín del glucba.ll a espín total cero: 

[ 

S-2 ] J-O [.Bl 0 nl] - 0 (b~ + "2) 
0 

, (6.21) 

donde "2 son los operadores bosónicos que representan al glucball tensorial 5PC = 2++. 
Al igual que en el sector tncsónico, el modelo presentado contiene estados bariónicos exóticos que no 

pueden ser construidos por 3 cuarks. De especial relevancia es el pentacuark, reportado recientemente 
por diferentes grupos experimentales (79). Este estado puede obtenerse de acoplar tres cuarks de valencia 
de sabor (1, 1) con un par cuark-anticuark en la rnistna representación de sabor. La predicción de la 
masa de estos estados exóticos, debe surgir en nuestro modelo, una vez que se hayan ajustado las 
nuevas constantes de acoplamiento a los multipletcs bariónicos de menor energía. Trabajo en la dirección 
anterior estáa siendo actualmente realizado (34). 



Con.el usion.es 

El objetivo inicial de este trabajo fue explorar la posibilidad de reproducir características generales 
de la CDC no pcrturbativa, usando un modelo sencillo con grados de libertad gluónicos y ferrniónicos. 
En este sentido, una de las principales conclusiones de este trabajo es que el modelo propuesto sí es capaz 
de reproducir algunas de estas características, como son: la densidad de estados del espectro rnesónico 
experimental, la aparición de un estado de paridad negativa con energía pequeña, la estimación de la 
energía del vacío no perturbativo de la CDC, la curva de transición al plasma de cuarks y gluones en el 
espacio µ-T, así como la producción total de piones y kaoncs en colisiones de iones pesados. 

Independientemente de su capacidad para reproducir el espectro mcsónico, el 1nodelo tiene interés 
en si mismo. Se logró caracterizar las propiedades básicas del modelo. Se enumeran algunas: el modelo 
presenta varias fases de acuerdo a los valores de sus constantes de interacción; existen valores críticos 
para éstas, debajo de los cuales el sistema se encuentra en una fase perturbativa, en la que los estados 
no son de naturaleza colectiva y pueden obtenerse perturbativamente desde los estados en el caso sin 
interacción; el valor de expectación de los operadores de nínncro en el estado base es, en esta fase, casi 
cero. Para valores de las constantes de interacción mayores que sus valores críticos, el sistema pasa a una 
fase condensada en la cual los estados son de naturaleza colectiva y el estado base contiene un número 
finito de excitaciones tanto bosónicas como ferrniónicas. El condensado es dominado por excitaciones 
fermiónicas para constantes de interacción mayores, pero cercanas al valor crítico; al aumentar el valor 
de las constantes de interacción, la expectación del número de pares fermiónicos en el condenado se 
satura en el valor O, mientras que, el número de bosoncs crece ilimitadamente. En la región dominada 
por las excitaciones bosónicas, el espectro de los primeros estados de energía es similar al de un oscilador 
armónico (energías igualmente espaciadas) con frecuencia (n1asa) Wb· La transición a la fase condensada 
es acompañada por la aparición de un estado de paridad negativa de energía n1uy baja respecto al resto 
y con los núrneros cuánticos del canal que ha alcanzado dicha fase. Cuando n1ás de una constante de 
interacción está activa, existe una competencia entre los distintos canales. El valor de la constante de 
interacción para. el que el sistema alcanza una fase condensada en algún canal. es apenas modificado, 
si el resto de las constantes de interacción están fijas en valores menores que sus respectivos valores 
cr(ticos. Si dos o más constantes de interacción son mayores que sus valores críticos. la naturaleza del 
condensado está determinada por los valores espccUicos de las constantes de interacción; en general, el 
valor de la constante de intcración para alcanzar la fase condensada en algún canal. aumenta linealmente 
respecto al resto de las constantes de interacción, siempre que éstas sean n1ayorcs que sus respectivos 
valores críticos. 

El tipo de correlaciones consideradas en la interacción. determina la estructura del espectro en la fase 
condensada. Por ejemplo, si sólo se consideran términos de creación y aniquilación de pares, la transición 
a la fase condensada es de primer orden (cambio discontinuo del valor de expectación del número de 
excitaciones bosónicas y fcrmiónicas en el estado base) y el espectro en la fase condensada es mucho 
más denso que en la fase perturbativa. En oposición. la inclusión de los términos de dispersión y de 
correlaciones del vacío. produce un espectro poco denso en la fase condensada que llega a ser identico al 
de una oscilador armónico de frecuencia Wb= L6 GeV para valores de la constante de interacción mucho 
mayores que el valor crítico. En cuanto al orden de la transición. el análisis usando estados coherentes 
sugiere un transición de fase de primer orden, en la que el número de excitaciones en el estado base 
es discontinuo en V1 = Ve. Esto fue confirmado por los resultados de la diagonalización numérica, 
al analizar el con1portamicnto del sistema en el límite f! - ex>. Para el valor f!=9 considerado en el 
cap(tulo 2, los valores de expectación del número de excitaciones fcrmiónicas y bosónicas en el estado 
base obtenidos con la diagonalización numérica, pasan continuamente de cero a valores mayores como 
consecuencia del número finito de grados de libertad considerados. 

La baja densidad de estados en la fase condensada, así corno el espectro de oscilador armónico en 
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Ví »Ve, es común a los Hamiltonianos de interacción de la forma: 

con F un operador en el espacio fcrmiónico. La aparición en la fase condensada de un estado de paridad 
negativa degenerado con el vacío, es garantizada por la degeneración del operador fermiónico F; este 
último, a diferencia del Hamiltoniano completo que incluye las excitaciones bosónicas, está definido en 
un espacio de dimensión finita. La inclusión del término de dispersión produce un espectro de F con 
degeneración entre los estados de paridad negativa (número impar de excitaciones cuark-anticuark) y 
positiva (número par de excitaciones cuark-anticuark); su exclusión implica un espectro de F en el que 
los eigcnvalores de paridad positiva son mayores que los de paridad negativa, lo cual produce, a su vez, 
un espectro del Hamilt.oniano completo con estados de paridad negativa muy altos en energía respecto 
a los de paridad positiva. 

Los estados coherentes fueron, para el Harniltoniano más simple, una herramienta muy út.il para 
estimar la energía del estado base (y por t.anto el valor crítico Ve) corno función de la const.ante de 
acoplamiento V 1 • La diagonzalización numérica del Harniltoniano; t.anto en la fase perturbativa como 
en la fase condensada, pero cercana a Ve; fue posible a traveé de la introducción de un corte (nrnnaz) en 
el número de excitaciones bosónicas. La región V » Ve (inaccesible con la estrategia anterior debido a 
la influencia de las configuraciones con nb > ntnnaz en el espectro de menor energía) es, por otro lado, 
de poco interés; el espectro en esta región se reduce al de un oscilador armónico de frecuencia Wb =1.6 
GeV; valor muy por encima de la escala de energías rnesónicas. 

En los capítulos 3 y 4 se introdujo un modelo bosónico para estudiar el Harniltoniano fermiónico 
de la versión más general (pares cuark-anticuark acoplados a sabor (0,0) y (1, 1) y espín O y 1). El 
Ha.ntiltoniano bosónico fue propuesto con base en las simetrfas del Hantiltoniano fermiónico original 
e introduciendo términos efectivos para simular el principio de exclusion de Pauli. Estos términos 
efectivos fueron motivados por el Hamiltoniano que resulta del mapeo bosónico de Holstcin-Primakoff 
en el ca...c:;o 1nás sencillo de pares cuark-anticuark acoplados a esp(n y sabor O. Además del Hamiltoniano 
bosónico, se propusieron cortes sencillos para el espacio bosónico mapeado. Estos cortes, a pesar de no 
eliminar todos los estados espurios y de, incluso, eliminar estados físicos, fue suficiente para reproducir 
las características generales del Ha.iniltoniano ferrniónico en la fase pcrturbativa y en la condensada 
cercana a la transición. El Hanliltoniano bosónico tiene la ventaja de que sus elementos de matriz son 
fácilmente calculables, a diferencia del Harniltoniano ferrniónico del caso general. 

Se aplicó el Hamiltoniano bosónico al estudio del espectro mesónico. Ajustando las 4 constantes 
de acopla1nicnto a los datos experimentales, se obtuvo un espectro que reproduce accptablemcnte el 
espectro experimental. El canal de sabor (1, 1) y espín cero fue el dominante en este ajuste; la constante 
de acoplamiento de este canal fue la única que resultó mayor que su respectivo valor crítico. La imagen 
de los estados mesónicos in1plicada por este resultado, no es la de un simple par cuark-anticuark, sino la 
de un estado colectivo formado por configuraciones con diferentes números de pares cuark-anticuark y 
gluones. La estructura de los estados es la siguiente: los estados están formados, por una parte, por un 
condensado de glucballs y pares cuark-anticuark acoplad.os a espín O y sabor (1, 1) al que se sobreponen 
excitaciones puras de los pares cuark-anticuark del resto de los canales (por excitaciones puras se 
entiende configuraciones fonnada.s predominantemente por un estado con un número definido de pares 
cuark-anticuark). La interacción rornpe las degeneraciones encontradas en el caso sin interacción. 

La constante de interacción del canal (1, l)S =O que resultó en el ajuste, es mayor pero cercana a 
su valor crítico, es decir, tanto en el estado base corno en los primeros niveles de energía, las excitacio
nes ferrniónicas dominan sobre las gluónicas. Las constantes de acoplaniiento resultantes en el ajuste, 
sugieren la siguiente estrategia para estudiar el espectro mcsónico usando el Harniltoniano fermiónico 
original: dado que el único canal en la fase condensada es el (1, l)S = O, se puede resolver exacta
mente el 1-lainiltoniano (cálculo analítico de los elementos de matriz con diagonalización numérica) en 
este canal, y calcular el efecto del resto pcrturbativainente. A diferencia del caso general fermiónico, 
la diagonalización del Harniltoniano limitado al canal (1, l)S = O, no resulta tan complicada y es aún 
accesible. 

El modelo en su forma actual produce masas bariónicas muy altas respecto a los valores experimen
tales, esto se debe a que los cuarks de valencia no interactuan con los glueballs. Se propusieron términos 
de interacción que acoplan los cuarks de valencia con el sector gluónico. Queda con10 trabajo futuro 
investigar sus efectos en el modelo. Otras posibles extensiones al modelo son: una masa diferente para 
el cuark strangc, excitaciones orbitales y acoplamientos con el glueball 2++. 
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El estudio termodinámico del sistema arrojó una curva de transición al plasma de cuarks y gluones 
consistente con otros modelos, en particular con los resultados obtenidos desde cálculos en la red. 
Suponiendo equilibrio tcrrnodinámico y valores T, µo y µ. sobre la curva de transición, se pudieron 
reproducir aceptablementc las producciones totales de piones y kaoncs medidas en colisiones de iones 
pesados. La clasificación de los estados fermiónicos respecto a las cadenas del grupo unitario U(40), 
fue 1nuy útil en el cálculo de la gran función de partición. 

El modelo estudiado puede ser relevante en otros sistemas en los que exista un fuerte acoplamiento 
entre grados de libertad fermiónicos y bosónicos. Adicionalmente, el modelo presentado puede servir, 
como han servido otros modelos algebraicos, de "laboratorio teórico" para probar diferentes métodos 
de aproximación en sisternas de muchos cuerpos. Seria deseable estudiar la fase condensada del modelo 
usando variables colectivas que permitan su estudio analitico. Candidatos para estas variables son los 
operadores Bf, cuya conexión con los grados de libertad microscópicos fue establecida en la sección 
2.4. La aplicación y generalización de estas variables a modelos rná..c;; complejos, es una linea futura de 
investigación. 

Un resultad.o importante es la consistencia del modelo en su aplicación a diferentes aspectos de la 
CDC no perturbativa: la curva de transición al plasma de cuarks y gluones obtenida, es consistente con 
las estimaciones de otros modelos (70, 71) y depende de las constantes de acoplamiento y de un volumen 
elerncntal; las primeras resultan de un ajuste al espectro rnesónico experimental (62) y del segundo se 
obtiene un valor para la densidad de cnergfa del vacío no pcrturbativo de la CDC consistente con la del 
modelo de bolsa del MIT (17); además, la masa de la excitación bosónica (el glueball o++) es tomada de 
los cálculos de red para la parte pura de norma (15) y la masa de los cuarks utilizada. es consistente con 
el valor promedio de las n1asas de los cuarks constituyentes más ligeros reportadas en otros modelos (20). 
El dominio de las excitaciones del canal (1, l)S =O en los eigenestados de energía, sugiere una conexión 
con el modelo de Skyrmc y el cloudy bag model (80), en estos modelos los estad.os hadrónicos son estados 
colectivos piónicos, similares a los obtenidos en nuestro modelo con las constantes de acoplamiento 
resultantes del ajuste al espectro mesónico experimental. 

En resumen, el n1odelo presentado, a pesar de su simplicidad, es capaz de reproducir resultados 
generales de la CDC no perturbativa y permite, desde un escenario mucho n1ás sencillo, sugerir posibles 
conexiones entre ellos. 

TESIS CON 
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Apéndices 

A.1. Indices co y contravariantes 

En este apéndice se discuten las propiedades de transformación de los operadores de creación y 
aniquilación. Un cua.rk pertenece a la representación (1, O) de SU(3), tanto de sabor como de color, y 
tiene espín 1/2. Su operador de creación tiene las mismas propiedades de transformación. El respectivo 
operador de aniquilación transforma según la representación conjugada (31). En los grupos utilizados 
las representaciones conjugadas son: 

SU(2): S,a s,-a 
SU(3): (..\,µ)YTT, (µ, ..\) - YT - Tz 

Para el espín es clara esta propiedad: rnicntra.s que un operador de creación aumenta la proyección de 
espín al actuar sobre un estado, la aplicación del operador de aniquilación la disminuye. Se introducen 
índices covariantcs y contravariantcs para. un manejo sencillo de las propiedades anteriores. Índices 
covariantes (posición inferior) indican las propiedades de transformación del operador, por lo tanto, la 
transforrnación adjunta ca.tnbia la posición de los índices: 

(a1c/a)t = akc/u ' 

Para obtener las propiedades de transformación del operador, basta con bajar sus índices y cambiarlos 
por la representación conjugada: 

akcfa = (-1)'"'ª-ié~/-a 1 

donde la fase <P depende de la convención (en este trabajo se usa la convención de la ref.(31!>, y e y 
f son una notación corta para los índices SU(3) de color y sabor respectivrunente. Si e= (1, O)YTTz, 
entonces E= (O, 1) - YT - Tz. Obsérvese que k cambia a -k al bajar los índices. 

Un cuark tiene las propiedades conjugadas de su anticuark, por ello, en los operadores de creación 
de los anticuarks, se colocan los índices arriba: 

Los respectivos operadores de aniquilación son: 

dkcfa = (di kcfa) 1 . 

Corno un ejemplo de la notación anterior, el producto escalar de dos operadores de creación cuark y 
anticuark es: 

a!. dt kc/a 
kcfa ' 

con suma sobre índices repetidos. 

87 

1 ~, 
i:=c:i e:; 

~'22 8 e:::> 
cr.> i:=c:i 
- c=:l 
~-< 
E-'.......=¡ 

~ 
t=-1 



88 APÉNDICES 

A.2. Relaciones de Gordon 

Los espinares de Dirac son: 

U 0 (k) = N ( ~.xXo ) V 0 (-k) = N ( -!'.;.i;xO' 
Xo )· y 

con a las matrices de Pauli y N = .,/(E+ m)/2E. Contrario a lo habitual, se toman biespinores (x 0 ) 

que son eigenestad.os de la tercera matriz de Pauli, es decir, 

De esta manera, se pueden acoplar fácilmente los operadores de creación y aniquilación correspondientes 
a diferentes direcciones de k. Usando la representación de Dirac para las matrices -yµ., se obtiene: 

2(t iª·k)Cº N Xa-' Xa' rn + E a• -~.;_Í,xo) 
Xo 

2(, 1 a.;< , a.;< ) 
N D' a'a - Xa' m +Eª TTl +EXº (A.I) 

Con las propiedades de las matrices de Pault, el último de los sumandos es: 

1 a.;< , a.;< i ( ) 
Xo• Tn +E" 111 +EXº = (111 + E)2 2k'k. ªº'º - ¡;<¡2.,.:,,,º 

Sustituyendo este resultado en la ec.(A.l), se obtiene: 

Procediendo del mismo modo, se obtiene la siguiente relación de Gordon: 



A.3. REACOPLAMIENTOS FERMIÓNICOS 89 

A.3. R<?acoplamientos fermiónicos 

En términos de sus propiedades de transformación bajo el grupo SU(3} de color, cada uno de los 
sumandos del lla.Jlliltoniano H, se escribe: 

[ 
c11) ] (o.o) 

[</I,O) © qC0,1)] º ® 9 c1,1¡ , 
Y=O,T"""'O 

donde q(l,O) 
q(0,1) =: q en 
gluónico. 

¡¡ representa un operador tensorial en la representación de los cuarks (a!fcr 6 dcfcr) Y 
ta de Jos anticuarks (acfcr o dt cf"), gCl.t) = g representa al operador asociado al octcte 

Al elevar 1-li al cuadrado se tiene autornAticamente color cero, ya que H, es un escalar de color. 
Se reacoplan los operadores de H"f de tal manera que queden acoplados, por un parte, los pares cuark
anticuarks y, por otra, los gluoncs: 

[ [ 
l l ] (0,0) [ ] (0,0)] (O,O) 

[q1®q1](. >091 ® ['12®Q2]<1•1>092 = 
Y-O,T:=:O 

{ 

(1, l} (1, 1) (O, O} } E (1, l} (1, 1} (O, O) 
...... ()l.i,µ1) (µ1,..l.1} (0,0) 

[ ] 
<-'· ,.,¡ . ] co .• o> 

X [l'11 ® qt)(l,1) ® [q2 ® q2)(l,l) ' ® [91®02)(1'."-'•.) .. ' ;,;. 
-· •1 ':,,o· y...;o,T-=O 

{ 

(1, 1} (1, 1} (0,0) } { (1, O} (O, 1) (l, l} } L . (1, 1} (1, l} (0,0} (O, 1} (1,0) (1, l} 
"•;,... (~1. µt) (µi. ..l.1) (O, O} · (..l.2, µ2) (..l.3, µ3) · (..l.i. µt) · 

[ [ 
. " (-'• ,.., . " .. "· " "· " ] (0,0) ' 

X, [q~.\8'Q2)(~~,¡.>) ® [q2 ® qt]<-'o.•»)] ' ~ [~1®9:Í},(¡.,,.>..J >'=O,T~O 
(A.2} 

Para obtener In proy.eéció~ al espacio 'Hco.o), simplemCnte se toma el término correspondiente a (...\ 1, µt) = 
(O, O}, lo qun implica, por .otro lado, que (..l.3, µ3) = (µ2, )1.2). Dado que (..l.2, µ2) resulta de acoplar un 
cuark y un a11t.icuark~ ...\2 = µ2 = O 6 1, el_ resultado es: 

1 . { (1, l} (1, 1} (0,0) } { (1,0} (O, l} (1, l} } 
Pca,01 (/f;} 2 Pco.o1=:....E .. , (1,1) (1,1} (O,O) (0,1} (1,0) (1,1} 

-'2=0. (0,0) (O,O) (0,0) (..l.2,..l.2} (..l.2,.>.2) (0,0) 

" [ . . . . . (O O) ] (0,0) 
X [['11. 0 q:i)C-'~,.>.2) ® [q2 © qt)(.>..,.>.2)] ' ® [91 ® g2J(O,O) 

y,,,.o,T-o 
(A.3} 

Se obtic11" un Hamiltoniano con parcs.cuark-anticuark acoplados a color (0,0) y (1, 1). El modelo 
se restringir(• al acoplamiento escalar [(..l.2, ..l.2} = (O,O}I, bajo el supuesto de que éste da la contribución 
dominante (!ti el régimen de energía baja. 

El acopln1uicnto gluónico, [91 ® g2J(O.O), se escribe explícitamente como: 

[91 ©92)~~~.T=O = CLA:'Aj, (A.4) 

con C una cunstante (el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(3) que resulta de acoplar los octetetes 
de color T~ .. A~· a color cero.) 

Con los rrn;ultados anteriores, la proyección de H'f al subcspacio ?too que se tomará con10 el Hamil
toniano efectivo del modelo, es: 

- J Peo.o) (H ;)2 Peo.o¡ 7{ (1, 1) (1, 1) (0,0} } { (1,0} (0,1) (1, 1) } (1, l} (1, l} (O, O} (O, 1) (1, O) (1, 1) 
(0,0} (0,0} (0,0} (0,0) (0,0) (0,0) 

X [lq1 
] (0,0) 

0 q2)(0,0) © [q2 ® qt)(O,O) Y=O,T=O LA~Aj (A.5) 
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donde se usó la forma explicita del acoplamiento gluónico (ec.(A.4)(. ij1 y ij2 representan a los operadores 
a!f• o dcfa del primer y segundo H, respectivamente. Por su parte, Q1 y q2 representan a los operadores 
acf• o dt e/• del primer y segundo H; en el producto (H;)2 . La ec.(A.5), escrita en términos de 
operadores de creación y aniquilación, es mostrada en la cc.(1.22), en ésta se utiliza la constante G1, 
definida como: 

gC { (1, 1) 
G1 = -

1 
(1, l) 
(0,0) 

(1, 1) 
(1, 1) 
(0,0) 

Reacoplamientos de sabor y espfn 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) } { 

(1,0) 
(0,1) 
(0,0) 

(0, 1) 
(1,0) 
(0,0) 

(l, l) } 
(1, l) 
(0,0) 

Habiendo analizado la estructura de color del Hamiltoniano efectivo, se hará un análisis similar 
para la estructura de sabor y espfn. La intención es reacoplar los operadores, de tal manera que el 
acoplamiento de sabor se haga entre los mismos operadores del reacoplamiento de color (ec.(A.3)(. 

De acuerdo a la ref.(15), la parte gluónica (ec.A.4) puede acoplarse a espin J = O, 2. Puesto que H; 
es un operador escalar de espfn, la parte fermiónica debe acoplarse a los mismos espines J = O, 2. 

Para la simetría de sabor, basta considerar la parte fermiónica, ya que los gluones son escalares de 
sabor. En términos de acoplamientos de sabor y con los irreps de SU(3) refiriendosc ahora a la simetría 
de sabor, H; es: 

(A.6) 

Reacoplando los términos anteriores, de tal manera que los cuarks del primer término ( iit) se acoplen 
con los anticuarks del segundo (q2 ) y los anticuarks del primero (q1 ) con los cuarks del segundo (ii:z), se 
obtiene: 

(1,0) 
(O,l) 

(>.1, >.1) 

(O, 1) 
(1, 1) 

(>.,, >.1) 
(A.7) 

Resultando pares cuark-anticuark acoplados a sabor (0,0) y (1, 1). El reacoplamiento del espín es 
realizado en el apéndice A.4. 
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A.4. Cálculos para obtener el Hamiltoniano efectivo 

Efectuando los reacoplamientos de sabor del apéndice anterior, ordenando normalmente el Harnil
toniano y contrayendo los Indice espaciales i y j, la cc.(1.23) es: 

Hsef 

(A.8) 

donde los productos·®· denotan acoplamientos de sabor. Los operadores de creación y aniquilación en 
términos de ope.ra'dores esféricos son: 

:<:;!'~t;~,;,, Ef"(k)Y,:. "(k)al1 ... c/a• akc/a = Ef(k)Y:,(k)akhncfa' 
., .. ,'.-.:."'·:.,· lrn lm 

i'>TJ.~;~cfa;';";LY"(k)Y,!."(k)dl kl ... cfa, dkcfu = Eg(k)Y,!.(k)dk1 ... cfu. 

Sustituyi.;.id~ :·~'t.aJ.·~prc8i~:cS en la cc.(A.8), se realiza la int~;ación angular después de 
con k2: de a.:Ou.;rdd ala discusión del capitulo l. El resultado es: 

igualar k1 

Siguiendo la'discusiÓn:·dcl·'capltldo 1, para obtener el Harniltoniano efectivo del modelo, se supondrá 
una sola excitación .. _orbital'".(l 1 .. ~ 'Tn._1 = l 2 = m 2 =O), se tornarán los términos correspondientes a un 
valor fijo de k,;y,:k2'y so!inultiplicarán estos por constantes diferentes para cada sabor: 

Hsef = L:~,=o A,. (- [[a!f•» 0 ac/'u2 f"'·"'h 0 [a!'f'a2 0 ac'fa, f"'·"'>rrº·ºlr 

[[dt c/'u2 ®dcfu,f"'·"'>r 0 [dt c'f"'dc'f'u2f"'·"'l](O,O)r 

+2 [[ 
1 di cf'u2]<"'·"'>r [d c'fa•]("'·"'lr] (O,O)r) 

ªcfu 1 ® ® c*f'a3 ®a 

(A.10) 

donde eJ símbolo 9-j y los factores !kdºl!Ck:::Y219Ck2 ll
2 

se han absorbido en la definición de las constantes 
indeterminadas A..\; para. simplificar la notac

1

ión, se han eliminado los índices lt, 711.¡ y kt de los operadores 
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de creación y aniquilación. Para que todos los índices de los operadores estén acoplados entre los mismos 
pares, resta reacoplar los índices de espín (u,). Para ello se procede igual que en el reacoplamiento de 
color y ·sabor (apéndice A.3). Cada uno de los sumandos de la ec. (A.10) tienen la siguiente estructura 
en términos de sus propiedades de transformación respecto al grupo SU{2) de espín: 

[!<11 0 q, ]5 '-o 0 (q2 ® q2] 5•-0):,_
0 

, (A.11) 

donde, corno antes, ii• representa al operador de creación de un cuark o de aniquilación de un anticuark 
y Qi al de aniquilación de un cuark o de creación de un anticuark. Cada uno de los operadores tensoriales 
anteriores, tienen espín 1/2. Lo que se quiere es acoplar los términos ij1 con Jos q2 y los ¡¡2 con los q 1 : 

1/2 
1/2 
s 

o } o O [!<11 ® q,]5 
® ['12 0 q, J5) _ , (A.12) 

0 M-0 

donde, ahora, los productos ® y los simbolo 9-j se refieren al grupo SU(2) de csp!n. Realizando los 
reacoplarnicntos anteriores en la expresión (A.10), se obtiene: 

{ 

1/2 
1/2 
s 

1/2 
1/2 
s 

(- [[ 
t cf''"] p..,Jo.)rS [ t e''ª'] (Jo..A)rS] (O,O)rO 

ªcfai ®a ® ªe' f 1 d2 ®a 

[[ 
t c/'a2 ] (Jo..Jo.)rS [ t c'fa, ] C-'·-'lrS] co.o¡,o 

- d ® dc/a 1 ® d dc1 f'a 2 

[[ 
t dt cf'a2] (A.Jo.)rS [d c'fa•] (A,A)¡S] (0,0)¡0) 

+2 ªcfa 1 ® ® c'f'cr2 ®a 

(A.13) 

con los productos 0 denotando conjuntamente acoplamientos SU(3) de sabor y SU(2) de espín. 
Consistente con lo realizado anteriormente, se introducen nuevas constantes indeterminadas para 

cada esp!n (S =O, 1). Con la notación (ver cc.{l.28)1: 

la ec.(A.13) se escribe: 

l l 

B1A.A)/;SM 

B(Jo.,Jo.)/;SM 

Cp.,><)/;SM 

º<"'·"'>f:sM 

Hs.1 = L L A"s[ - (Cc><.AJs ·Cc"'·"'>s) - (C:c"'·"'>s · º<"'·-'>s) +2(B¡,..,,..¡s · Bc-'·-'>s)] 
..\=OS=O 

(A.14) 

(A.15) 

donde el producto punto es un acoplamiento escalar en el espacio de espín y de sabor, y se han intro
ducido constantes indeterminadas para cada sabor y espín. 

Repitiendo los pasos anteriores para el tl!rmino de la ec.(1.24), se obtiene: 
1 1 

HPef = L L A"sDs[(B¡-'·-'>S · B/-'.-'>s) + (Bc-'·"'>s · Bc-'·"'>s) -2(c¡ .. ,,..>s ·Cc-'.-'>s)) 
.>.=OS=O 

(A.16) 

La única diferencia con H s, es el acoplamiento inicial de los espines de los pares ij¡ ®q., mientras que en 
H p están acoplados a S, = O, en H p están acoplados a S, = 1 1 ., para tomar en cuenta esta diferencia 
se introdujo una nueva constante Ds en la expresión (A.16). 

1 Es decir, en las expresiones equivalentes a las ecs.(A.12) y (A.13). los primeros 2 valores de la última columna en el 
slmbolo 9-j, cambian de S, = O a Sa = 1 



A.4. CALCULOS PARA OBTENER EL HAMILTONIANO EFECTIVO 93 

Finalmente, para llegar al Hamiltoniano efectivo de la ec.(1.27), se eliminan los términos C · C y 
C. C de la expresión (A.15) (importantes, sin embargo, para describir el sector bariónico del modelo) 
y se redefinen los parámetros indeterminados (A>.sDs ""G>.s y 2A.>.s ""G.>.sG$): 

1 1 

H Se/ + H Pe/ = L L 
.\=OS11:11:0 

G>.s [<Bl>.,>.)S. Hl>.,>.)s) + (Bc.>.,.>.JS. Bc>..>.JS) 

-2(Cc>. • .>.)S. º<>.,>.)s) + G$(Bl,. ... ,s. Bc>.,.>.JS)] (A.17) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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B.1. 

APÉNDICES 

Transición de fase cuántica del Hamiltoniano (2.15) en el 
límite n --+ 00 

El análisis de la transición de fase cuántica del Hamiltoniano (2.15) usando estados coherentes (figura 
2.3), sugiere una transición de primer orden, en la que el valor de expectación del número de pares 
ferrniónicos ( (n f) que es función monótona creciente de la variable p f) pasa de manera discontinua de O 
a un valor finito en V1 = Ve. Por otro lado, el valor de expectación de los pares fermiónicos obtenido con 
la diagonalización numérica del Harniltoniano, realizada para !1 = 9, no muestra dicha discontinuidad 
(ver figuras 2.7, 2.9 y 3.3). Con el objetivo de hacer consistentes estos dos resultados, se presentan en 
este apéndice los resultados de la diagonalización numérica tomando diferentes valores de n, es decir, 
se presentará el comportamiento de la transición de fase al aumentar el núrnero de grados de libertad 
del sistema. 

Con la diagonalización numérica del Hamiltoniano, claramente, es imposible calcular el valor de 
expectación (n¡) en el límite termodinámico !l-+ ex>, sin crnbargo, si es pósible obtener la tendencia del 
cambio de (n¡) en la región V1 =Ve al aumentar el número de grados de libertad del sistema, es decir, 
al aumentar el parámetro í!. Esto es precisamente lo que se muestra en la figura que está en la parte 
inferior de la página. En ella se ha graficado, para diferentes valores de !l, el valor de expectación de n1 
normalizado respecto a í! como función del cociente V1/Vc. donde V1 es la constante de acoplamiento 
del Hamiltoniano (2.15) y Ve es el valor crítico estimado para los diferentes valores de !2. De la figura es 
claro que, al aurncntar el valor de !l, el cambio de (n1} en la transición, es cada vez más abrupto. Sin 
ser una dcsrnostración formal, esto comprueba que en el límite n - oo el cambio de (n1 ) en V1 = Ve 
es discontinuo y, por tanto, que la transición de fase es de primer orden, en acuerdo con el resultado 
obtenido con el análisis usando estados coherentes. 

De este modo, la continuidad de (n¡} obtenida con la diagonalización nurnérica del Ha.tniltoniano en 
la transición de la fa.se perturbativa a la fase deformada, es consecuencia simplemente del número finito 
de grados de lihcrtad considerados (í! = 9) y no al hecho de que la transición sea de segundo orden. 

~ 
e: 

0.6 

0.4 

0.2 

n=S-
n-9----
n-12 ....... . 
n-3o--

.. /<íi 
........... ..i 

.. ········· 
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C.1. Cálculo de la constante de normalización Nn,n 2 

Los estado de máximo peso en los grupos SUq(2) y SUq(2) son: 

ec.1) 

donde IO) es el estado sin excitaciones cuark-anticuark y »\ ! y A t son definidos en el capitulo 3. 
De la ec. anterior es claro que se cumplen las relaciones n 9 = n 4 y sq = sq. El espfn total S de los 
estados resulta del acoplamiento de Sq y Sq- La constante de normalización Nnin-:J es calculada usando 
la siguiente condición: 

La ec.eC.2) puede ser resuelta usando las siguientes reglas de conmutación: 

Se calcula 

[aH, (At)"] ¡o) 

[aH, (»¡!)"] 
nen - l1 - 2)B!_!-! eA)"-

1 IO) 

( 1 )n-1 
B ! ! nen - n + 1 - Dq! - º11-;) · 

N,;;':,2 = (OI eA)"2 (aH)"' (»\;)"' (At)"' ¡o) 

(OI (A)"2 (aH)"'-' (»\!)"' aH (.At)"' io) 

+ (OI .(A)"2 (a!!)"'-
1
(»\!)"'-

1
n1en-n1+1-nq!-n11_!)(A 1)'"¡o) 

ec.2) 

eC.3) 

ec.4) 

donde se ha usado (C.3). Después se usa (C.4) y el hecho de que cada sumando en A 1 consiste de una 
partícula con proyección de espín ~ y una antipartícula con proyección de espín - ~ : 

N,;;"';,2 (OI (A)"2 
( aH r•-• ( »\;)"' n2(n2 - n - 2)B!_!-! (A)"'-

1 
jO) 

+ (OI eA)"2 (aH)"•-• (»\;)"'-
1 

n1(l1- ni+ 1 -2n2) (.o. 1)'" 10) 

Debido a que»!..;-! conmuta con»\! y con a!!, se sigue que: 

N,;;"';,, (OI (A)"2 .B!_!-! ( aH r·-• ( »\ ;)"' n 2 (n2 - U - 2) (A)"2
-

1 
jO) 

+ (OI (A)"2 (aH)"'-' (»\;)"'-' n 1 (l1- n 1 + l -2n2) (A1)"
2 

IO) 

Nótese que (a!!¡t =»!_!-!'lo que permite usar Ja conjugación compleja de Ja ec.(C.3) que conduce 
a: 

N.;-,; .. = (OI n2(n2 - l1 - 2) (A)"·-· aH e aH) n,-l ( »\ ! ) "' n2(n2 - l1 - 2) (A)"·-· IO) 

( H)"•-• ( )"•-• ( )"' + (OI (A)"2 B »\ ! n1(n - ni+ 1 - 2n2) A 1 IO) 

Finalmente se usa (C.2) para obtener: 

N,;;':,, = n~(n + 2 - n2) 2 N~~n•-•> +ni (n - n1 + 1 - 2n2)N¡:;; _ 1¡n, 

Esta ecuación tiene la solución: 

N,;;':,, = n2!en1 + n2 + l)!n1! (n + l)! n! ec.5 ) 
(n1 + 1)! en - n2 + 1)! en - n, - n2)¡-! ____________ _ 

Que es el resultado buscado. TESIS CQN 
FALLA DE ORIGEN 
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C.2. Los elementos reducidos en SUq(2) y SUc¡(2). 

En este apéndice se explica la notación utilizada en el capitulo 3. 
Bl es una notación simplificada del operador compuesto que actúa en el espacio de los cuarks y en 

el de los anticuarks: 
BlM = L (1/20-11/2 u2ILM) a~fa• d1º~, 

0tft110'2 

Utilizando la ec.(2.53) de la ref.(48), se obtiene: 

,/(2S" + 1}(2L + 1}(2S + 1) { 

Debido a que en la irrcp del estado base ([0000]) se cumplen las relaciones n 11 = nq y sq 
product.o de elementos reducidos en la última igualdad puede escribirse como: 

( nq + ls~lla~fa, llnqsq) ( nq + ls~lld1 afllnqs11) = ( nq + l s~llB1 11nq sq) 

que es el significado de Ja notación utilizada en el capitulo 3. 
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C.3. Comparación del espacio fermiónico y bosónico 

En este apéndice se hace una comparación explícita entre el espacio de Hilbert fcrmiónico y bosónico, 
para el caso de pares cuark-anticuark acoplados a sabor (O, O) y espín O y 1 en la irrcp [fH100] del grupo 
U(4). 

El espacio femiónico de la irrcp [0000) es construido en el capítulo 3. Los estados de máximo peso 
en SUq(2) y SU4 (2) son: 

IN;sqTnq = Sq;S4Tn4 =s.;) =Nn,n2 (B\!)n' c~t)n
2

10>' 

donde Sq = sil = T y N = nq = n 4 = n1 + 2n2. Los operadores .Bt y ..oit.. t son definidos en el capítulo 3. 
La condición de que sólo haya hasta n cuarks (o anticuarks} de una proyección de espín dada, 

implica: 
n1 +n2 ::5' n. 

Los espines de los cuarks y anticuarks, se acoplan a espín total S: 

S =O, 1, ... , 2sq . 

Por su parte, el espacio bosónico es construido con los operadores de creación del oscilador unidimen
sional y tridimensional. Los estados de máximo peso en el grupo 80(3) de espín total S, son: 

N Ng\-s S 

INoo;No1SM=S}=N(bó0 ) 
00 (b!·bl) (b1 1 ) IO}. 

Los cortes propuestos para el espacio hosónico son: 

Noo + N10 $ 2!1 

No1 $ !1. 

(C.6) 

Con las ces. anteriores se construye la siguiente tabla, en la que se muestran las bases fcrrniónica y 
bosónica para n = 2: 

Fcrmiónico Dosónico 

Nao No1 s 
o o o o o o o o 
1 1 o 2 O, 1 1 o o 

o 1 1 
2 2 o 1 o, l, 2 2 o o 

o 1 o o 1 1 1 
o 2 O, 2 

3 1 1 2 o, 1 3 o o 
2 1 1 
1 2 0,2 

4 o 2 o o 4 o o 
3 1 1 
2 2 0,2 

Para N $; !1 no hay aún estados espurios, los cuales aparecen a partir de n + 1. En N = 3 y N = 4, 
el espín S = O aparece duplicado en el espacio bosónico, y existen estados espurios de espín S = 2. En 
N = 4 aparece un estado espurio de espín l. 

TESIS CON 
FALLA DE OHIGEN 
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D.1. Conjugación de carga de los estados 

El operador de conjugación de carga actúa del siguiente modo sobre los operadores de creación de 
los cuarks y anticuarks: 

ca!10-c- 1 

Cd!1ac- 1 (D.l) 

donde el operador at transforma en color y sabor como una irrep (1,0) de SU(3}, mientras que dt 
transforma como (0,1). Los índices C y f se refieren a la reflexión en los números magnéticos cuánticos 
de SU(3), es decir, si fes Y, T y Tz, .fes -Y, T y -Tz; de modo similar para c. 

Con lo anterior, la acción de operador de conjugación de carga sobre un par cuark-anticuark es: 

CHl1.sMc- 1 =e Ecf,J.a1a2 a!,, a, d};:, {(l,0)/1. (O, 1)/21(.~. >.)/), 

C4u1, !u2ISM)C-1 

= Ec¡,¡,.,,.,2 d!f,.,, 0}2';,.2 ((1, O)fi, (O, 1)/21(>., >.)/), ( 40-1, !u2ISM) 

= - Ec¡,¡,.,1.,2 a},:,d!.r,a, ((1, O)/¡, (O, l)/2J(>., >.)/), C!o-1, !u2ISM) 

= -(-1)2 "'•+1-S Ec¡,¡,.,1.,2 a};;,2d!.r,.,, ((l,0)./2, (O, 1)/11(>., >.)f)t(4a2, 4u1JSM) 

= (-l)5 Hl/,S1Af (D.2) 

donde se usaron las propiedades de los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(2) (49) y de SU(3) (50). 
El subíndice 1 en el coeficiente Clebsch-Gordan de SU(3) indica una multiplicidad de uno (50). 

Para el producto de dos pares de operadores, se tiene: 

e [Bt ® Bt ] p(>.,µ)S c-1 
..\1,S1 ..\2,S2 J,,.,.I 

= e E¡,¡,M,M2 Bl,,, ,s,M, Bl,¡,,s,M2 ((>.,, -"1 )/1' (>.2, -"2)/,I(>., µ)/)p 

(S1Mi. S2AhlS.M)c- 1 

L.,¡,¡,M,M2 (-l) 5•+5•Bl,.r .. s,M, Bl,¡,,s,M, ((>.1. -"1)/1, (>.2, >.2)/21(>.,µ)/)p 

(S1M1. S2M2ISN/) 

(-1)S1+S2->.-µ+p~u-P L:;¡,¡,M,M• Bl,f.,s,M, Bl,.r,,s2M2 ((>.1, >.1)./1, (>.2, -"2)/2J(µ, >.)f)p 
(S1N/1, S2M2ISN/) . . 

(-l)S1+S2->.-µ+p .... -p [Bt ®Bt ](µ,>.)S 
.>.1,S1 .\3,S2 f./.-I 

donde pes el Indice de multiplicidad de (>., µ) en el producto (>.¡, >.1) ® (>.2 , >.2). 
Para el producto de tres pares,sc tiene: 

(D.3) 
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((µ12, )..12)f12, ()..3, )..3)f3i(µ, )..)f)p(-1)""+""-"-"+P--•-P(S12M12. S3llf3 ISM) 

[[ ] 

(,.12 "•2) S12 ] (µ. ... ).S 
(-l)S1+S2+S3-,>.-µ+p12,n ... :r-Pt2+Pma•-P B1

1
.S

1 
® .B1

2
,S

2 
• • ® B1.:t.S.:s _ 

f.M 
,(D.4} 

donde se uso la notación de la ref.(50( para el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(3) y sus propiedades 
de simetría. 

TESIS CON 
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D.2. Elementos de matriz del Modelo bosónico 

En este apéndice se calculan los siguientes elementos de matriz: 

donde N,,.8 es el número de excitaciones, V)i.S es la antigiiedad (número de excitaciones no acoplad.as 
escalarmente en pares) y o es el resto de los números cuánticos, los cuales no son relevantes para el 
presente cálculo. 

Los estados con antigüedad definida son de la forma (se eliminan los subíndices para simplificar la 
notación): 

INva) = NN., (bt · b') ~ lvva) , 

donde los estados lvvo) son aquellos sin ningún par escalar y satisfacen la siguiente relación: 

(b · b) lvva) = O • 

El elemento de matriz es simplemente la razón de dos constantes de normalización: 

{N + 2 v al(b1 · bt)IN v ar) 

NN.,(N + 2 v arl (bt · bt) (bt 'bt).otr' lv var) 

NN., -";!,.N+2 "{N + 2 val (bt · b 1) .. "+:¡-• tv var) 
JVN+2 V , 

.;!N., (N+ 2 V o!N +2 V ar) 
JVN+2 V 

NN., 
N°N+2 v 

La constante de normalización NNv se determina desde la siguiente condición: 

,, __ ( ) "T"- 2 
(N V ar!N V ar)= (v Vª' (b. b)--,,-- bt. b 1 lv V ar) (NN .,) = 1 

De la definición del producto punto: 
d 

b 1 . b 1 = Eb!b~ 
i=l 

(D.5) 

(D.6) 

donde d es la dimensión del oscilador armónico, se puede calcular facilmentc el siguiente conmutador: 

donde N es el operador de número. Utilizando el conmutador anterior, se obtiene: 

donde se usó: 

(Cb·b), (b1 -b1)m] 

~ (b'. bt)m-l-k (Cb. b), (bt. b')] (b'. b1/ 
k=O 

"' 1 m-1 
(bt-bt) - L(4N+8k+2d)= 

k=O 

m (b1. bt)"'-
1 

(4N +2d+4(m-1)) (D.7) 
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Sustituyendo el conmutador (D.7) en la condición (D.6), se obtiene (m = N;v): 

de donde resulta: 

NÑ 2
v = (vvad (b · b)"' ( b 1 • b 1)"' lvvo) = 

(vvol (b · b)"'-1 
( bl · b 1) ,,,_, m (4N + 2d + 4(rn - 1)) lvvo) = 

m (4v + 2d + 4(rn - 1)) (vvol (b · b)"'- 1 
( bl · bl) "'-

1 
lvvo) = 

m (4v + 2d + 4(m - 1)) NÑ~2 v , 

NÑ 2
v = NÑ~2 v2m (2v + d + 2(rn - 1)) 

que aplicad.a recursivamente conduce a: 

N,-2 _ 2 ,,. 1 (2v + d + 2m - 2)!! 
N v - m. (2v + d - 2)!! 

Despejando y simplificando la expresión anterior, se llega a: 

(2v+d- 2)!1 
(N - v)!I (N + v + d - 2)!1 

Sustituyendo este resultado en la ec.(D.5) y simplificando, se obtiene: 

(N + 2 v <>l(b1 · b 1 )1N v o) 
Nn v 

NN+2,.. = 

.,/(N - v + 2)(N + d + v) . 

El elemento de matriz del operador transpuesto se obtiene de conjugar el resultado anterior: 

(N v ol(b · b)IN + 2 v o) = .,/(N - v + 2)(N + d + v) , 

es decir: 
(N - 2 v <>l(b • b)INva) ,;,, . ../(N - v)(N + v + d - 2) . 

El operador bt · b, es simplemente el operador de núrnéro., por lo que: 

(Nvol(b1 · b)INvo) = N . 

Las dimensiones de los osciladores para los diferentes canales (..\, ..\)S de sabor y espín, son: 

(..\,..\)S d>.s 
(0,0)0 1 
(0,0)1 3 
(1, 1)0 8 
(1, 1)1 24 
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(D.8) 

(D.9) 

(D.10) 

(D.11) 

(D.12) 
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E.1. Reescritura de la gran función de partición 
La ec.(2.7) del trabajo de Kuriyama (68), que expresa la gran función de partición, es: 

20 2'1-2T" 

Zk=L L 
2-r=D ,..,=O 

donde o'k = ( 
2
; ) ( k

2
:_ 1 ) :='' ( 

2
{ ,) ( 2,;~::_2,¡k.t11 ), el pseudoespfn es .:T = -r - k y 

{ 
·-r . . si 2-r es par (-rentero) 

[-r) 7: '•:-r::;;J·" si 2-r es impar (-r semientero) 

1 
k!(l - k)!(2(n - .:T) - k - t)!(2.:T + k + 1)! 

La primera de las sumas sobre k es: 

l 2{3µl l 1 
~e t; k!(l - k)!(2(n - .:T) - k - l)!(2.:T + k + 1)! 

(E.1) 

(E.2) 

(2.:r+
1
k+1). 

(E.3) 

(E.4) 
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1 ~ ( 2(0 - .7) - l ) ( 2.7 + l + 1 ) 
(2(0 - .7) - l)!(2.7 + l + l)! ~ k l - k = 

1 ( 20,+ i ) 
(2(0 - .7) - l)!(2.7 + l + 1)! ' 

Donde se uso la identidad L:~-o ( 7J: ) ( p ~ k ) ( "'; n ) . 
Del mismo modo, Ja segunda de las sumas sobre k en (E.4), es: 

1 
k!(l - k)l(2(0 - .7) - k - l)l(2.7 + k + l)! 

_______ 1 ______ ~ ( 20,+ i 

. (2(0-: .7) - l)1(2.7 + l + 1)1 

Entonces, Ja ec.(E.4) es sim~ierii~~~~,· .' 

) . 

.. ' . ·.-·, -- - . ,. 
2'E-T::2i;~:t;c~ ~ ;> - ,~1(2.7 +, + 1)1 C 

l=o- --: .,; · ., >- _ .• 

20+ 1 
l ) ' 

sustituyendo está. exp~esllm ~riÍ~ e~;(:Í;;.a); ~.;obtiene: . .. . '-· 

. 2n--: .···:_·-:.": .. -

c-'1Jµ2o L (2j"+ l)Z[.7]ef1"2.7 x 
2.:r-0 . 

2~..7 2/JµI (20)1 
t;¡; e (2(0 - .7) - l)l(2.7 + l + 1)1 

( 2ot i ) = 

e-t1µ20 L (2.7 + l)Z[.7]ct1µ2..7 L e 2 
2n 2n-2.::r 2pµl ( O 

2..7=0 l=O 2.7 + l + 1 2.7 + l 
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(E.5) 

(E.6) 

Finaln1ente, en la sumatoria anterior se cambia la suma sobre 2.:T por una suma sobre h1 = l + 2.::T y se 
renombra l = h2, el resultado es: 

f:. ·i'.:. ·e· 20 ) ( 20 + 1 ) h1 - h2 + 1 etlµ(h,+1.,-201 Z[.7 = ¡,1 _ h:i] = 
h, -o h,=o "• " 2 h1 + 1 

2n "• E L dimuc2oi (rliJ) ctl"Ch,+h,-2oizr.7J , 
h1-0h2=0·-

que coincide con la ec.(5.3) del capitulo 5. 
Para obtener Ja ec.(5.6), se parte de la ec.(E.l) multiplicada por el factor e-t1µ20 : 

Con la sustititución µo/3 ~ ¡t, la expresión anterior coincide con la ec.(5.6). 

(E.7) 

(E.8) 
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Programas en FORTRAN 

En los siguientes apéndices se explica el uso de los programas escritos, los cuales se encuentran en un 
disco anexo a esta tesis. Los programas se dividen de acuerdo al tipo de acoplamientos cuark-anticuark 
considerados en el Hamiltoniano. En todos los programas las variables con unidades de energía, están 
expresadas en GeV. 

E.1. Pares cuark-anticuark acoplados a sabor (0,0) y espín O 

En este apéndice se explica el uso de los programas de la versión más sencilla del Hamiltoniano, en 
la que sólo se consideran pares cuark-anticuark acoplados a sabor (O~ O) y espín O. La primera sección se 
dedica a la diagonalización numérica (capítulo 2) y la segunda al cálculo de la gran función de partición 
(capitulo 5). Un diagrama con las subrutinas y archivos de entrada requeridos por los programas, así 
como los archivos de salida generados por los mismos, es rnost.rado en la figura E.l. 

E.1.1. Diagonalización numérica 

Para la diagonalización numérica se escribieron 2 progra.n1as gshOO.f y ha.,-nOO./. El primero para el 
1-larniltoniano con la simetría R (ec.(2.16)) y el segundo para el 1-larniltoniano de la ec.(2.15). 

Programa gshOO.f 
• OBJETIVO: Diagonalización del Harniltoniano de la cc.(2.16) en función del eigenvalor r y de 

la constante de acoplamiento V1 _ 

• SUBRUTINAS UTILIZADAS: Subrutina de diagonalización de matrices simétricas, GI
VENS.FOR. 

• VARIABLES DE ENTRADA: Las variables se introducen desde el archivo gsliOO.in. 

cpsilon: Parámetro WJ, masa de los cuark.s. 

omegab: Wb~ n1asa del gluebaJl Q++. 

vmin, v1nax., vdcl: Rango de la constante de acoplan1icnto para el que se efectúa la diagonali-
zación, desde vmin hasta vmax en pasos de vdcl. 

omega: Parámetro !1. 20: es la degeneración de los niveles ferrniónicos. 

nrootx: Núrnero de cigcnvalores solicitados para cada valor de V1 • 

npmax: El progran1a diagonaliza, para cada V"dlor de \1'1 , los subespacios de ll con eigcnvalor 
r =O, 1/2, l, 3/2, ... , npmax/2. 

• ARCHIVOS DE SALIDA: 

galaOO.out: En este archivo simplemente se reescriben las variables de entrada. 

gaOO.dat: Aquí se escriben los resultados de la diagonalización en el siguiente orden: 

r,e(l),e(2),e(3),V1 

donde e(i) son las tres primeras cigenenergfas para cada subespacio del operador R con 
cigcnvalor r y Vi es el valor de la constante de acoplamiento. 
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gaOOp+.dat: Lo mismo que el anterior, pero sólo parar enteras (estados de paridad positiva). 

gsOOp-.dat: Lo mismo que gsOO.dat, pero sólo parar semientcras (estados de paridad negativa). 

orOOp+.dat: Primeros eigenvalores del Hamiltoniano (2.16) para los estados con paridad po-
sitiva en función de la constante de acoplamiento. El orden es el siguiente: 

Vi, Eo, e(l), e(2), ... 

con V1 la constante de acoplamiento, Eo la energía del estado base y e(i) las eigenenergfas 
medidas respecto a Eo. 

orOOp-.dat: Igual que el anterior, pero para estados con paridad negativa 

Programa ha7n00.f 
• OBJETIVO: Diagonalización del Hamiltoniano de la ec.(2.15) y de los modelos bosónicos con 

la forma de la cc.(3.37}, en función de la constante de acoplamiento V¡. 

• SUBRUTINAS UTILIZADAS: Subrutina que construye la matriz, diagOO.f, y subrutina de 
diagonalización de matrices simétricas, GIVENS.FOR. 

• VARIABLES DE ENTRADA: Las variables de entrada se leen desde el archivo hamOO.in. 

epsilon, omegab, vmin, vmax, vdcl, omega: Mismos significados que en el programa anterior 
gshOO.J. 

nqmax: Número máximo de cuarks considerados en la construcción de la matriz Hamiltoniana. 
Si el valor de esta variable excede 2!!, es puesto automáticamente en 2!!. 

ngmin,ngmax: Cortes en el nún1cro de excitaciones bosónicas consideradas en la matriz Ha
n1iltoniana, ngmin es el nún1cro n1ínimo de excitaciones y ngmax (:= nbmax) es el número 
n1á .. ....:irno. 

nrootx: N úrncro de cigenvalorcs solicitados para cada valor V1. 

ntnb: Variable que controla el tipo de Hamiltoniano a diagonalizar. Valor 1: n1apco bosónico 
a prin1er orden (sustitución S+ -+ b} y S_ -+ b1); valor 2: Hamiltoniano bosónico con la 
forma de la ec.(3.37); cualquier otro valor: Hamiltoniano fermiónico (2.15). 

npb: Variable para decidir si se calcula el espectro de los estados bariónicos (nph=l) o no 
(npb~I). 

ncv: \'ariable para decidir si se calculan (ncv=l) o no (nev:#=l) los valores de expectación del 
número de pares cuark-anticuark y del núrnero de bosoncs en los cigenestados. 

vp,vs,vv: ·variables para modificar el Hruniltoniano de interacción: 

H, = Vi [vp ( s;_b + s:.b1) + 2vsS+S- (b + b1) + vv ( s;_b1 + s:_b)] 

Los valores vp=vs=vv=l, corresponden al Hamiltoniano de la ec.(2.15). 

• ARCHIVOS DE SALIDA: 

hamOO.out: En este archivo silnplcrnente se reescriben las variables de entrada. 

hamp+.dat: Lista de eigcnvalores para los estados de paridad positiva (estados con un número 
par de excitaciones cuark-anticuark), el enlistado tiene el siguiente orden: 

Vi, Eo, e(I). e(2), e(3), ... 

con V1 la constante de acoplamiento, E 0 la energía del estado base y e(i) las eigcnenergías 
medidas respecto a Eo. 

harnp-.dat: Lo mismo que el anterior, pero para estados de paridad negativa. 

hambp+.dat: Lo mismo que hamp+.dat, pero para los estados bariónicos con un número par 
de excitaciones cuark-anticuark. 
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lia7nbp-.dat: Lo mismo que liaTnp+.da&. pero para los estados bariónicos con un número impar 
de excitaciones cuark-anticuark. 

ualep+.dat.: Valores de expectación del número de pares fermiónicos y bosoncs en los eige
nestados de energla con paridad posit.iva. El orden es el siguiente: 

V1, n1(l), ... , n¡(5), n 9 (1), ... , n 9 (5) , 

con Vi la constante de acoplamiento, nJ(i) los valores de expectación del núrnero de pares 
fcrrniónicos y n 9 (i) los valores de expectación del número de bosones. 

valep-.dat: Igual que el anterior, pero para los estados con paridad negativa. 

valebp+.dat: Lo mismo que para valf!Jl+.dat, pero para estados bariónicos con un número par 
de excitaciones cuark-anticuark. 

valebp-.dat.: Lo mismo que para valep+.tlat, pero para estados bariónicos con un número impar 
de excitaciones cuark-anticuark. 

E.1.2. Cantidades termodinámicas 

El cálculo de la gran función de partición y dernás cantidades termodinámica.e;, se realiza en 2 
pasos. El primero es realizado con el prograina funparO.f, el cual genera una lista (evaOO.dat) con 
las eigencnergfa.s para todos los valores del i-udocspln (.7 = O, 1/2, ... , !l) y, si a.si se desea, otra 
(vaeOO.dat) con los valores de expectación del número de ferrniones y de bosones. Estas listas son 
utilizadas por el progra.IDa Junpar1dp.f para calcular, con la expresión de la cc.(5.6), la gran función 
de partición y demás cantidades termodinámicas. 

Programa funparO.f 
• OBJETIVO: Diagonalizar el Hamiltoniano para todo valor del pseudoespln .:T = O, 1/2, 1, ... , fl. 

• SUBRUTINAS UTILIZADAS: Subrutina que construye las matrices para toda .:T, diagOO.f, 
y subrutina de diagonalización de matrices simétricas, GJVENS.FOR. 

• VARIABLES DE ENTRADA: Las variables de entrada se Icen desde el archivo funpar.in. 

cpsilon: Parámetro w¡, masa de los cuarks. 

omcgab: wb, masa del glueball o++. 
vl: Valor de la constante de acoplainicnto V1. 

omega: Parámetro !l. 2f! es la degeucracióu de los niveles ferrniónicos. 

ngmax: Corte superior al número de excitaciones bosónicas consideradas en la ruatriz Hamil
toniana, ngmax;:::; nbmax· 

ntc: Variable para decidir si en el cálculo de la gran función de partición se utilizan todos los 
eigenvalores genera.dos por la diagonalización (nt.c~ 1) o si se utilizan, para cada 3, nrootx 
cigcnvalores (ntoe=l). 

nrootx: Núrnero de cigenvalores que son tomados en cuenta, para cada .:T. en el cálculo de la 
gran función de partición. Esta variable es utilizada, si ntc= l. 

nev: 'Variable para decidir si se calculan los valores pron1edios del nluncro de pares fenniónicos 
y bosoncs (ncv=l) o no (nev~ 1). 

ned: Variable que controla el tipo de Harniltoniano a diagonalizar. ned= 1: n1apco bosónico 
a primer orden (sustitución S+ - b} y S_ - b¡ ); ned=2: Hamiltoniano bosónico con la 
forma de la cc.(3.37); cualquier otro valor: Hamiltoniano fermiónico (ec.(2.15)(. 

vp,vs,vv: Variables para modificar el Harniltoniano de interacción: 

Los valores vp=vs=vv=l, corresponden al HaDliltoniano de la ec.(2.15). 
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•ARCHIVOS DE SALIDA: 

evaOO.dal.: Lista de eigenvaJorcs del Ha.miltoniano para todos los valores del pseudoesp(n. 

vaeOO.dat: Lista de valores de expectación del número de fermiones y de bosoncs en los eige
nestaclos del Hamiltoniano. 

Programa funpar 1 dp.f 

• OB.JETIVO: Calcular la gran función de partición y demás cantidades termodinámicas. 

•SUBRUTINAS UTILIZADAS: Ninguna. 

• VARIABLES DE ENTRADA: El programa necesita los archivos evaOO.dat (eigenvalores del 
Hamiltoniano) y vaeOO.dat (valores de expectación del número de pares fermiónicos y de bosones) 
generados por el programa funparO./. El resto de las variables de entrada se leen desde el mismo 
archivo que usa fun7JarO.f, es decir, desde funpar.in. 

epsilon., omegab, vl., omega, ngmax, nte, nrootx, nev, ned, vp, vs, vv: Igual que en 
funparO.f. 

tmin, tmax, tdel: Rango de temperatura en el que se calcula la función de partición, desde 
tniin hasta tmax en pasos de tdcl. 

vrnin, vmax, vdcl: Rango del potencial bariónico dividido por tres (vmin= µbrnin/3) en el 
que se calcula la función de partición~ desde vmin hasta vmax en pasos de vdel. 

p: Presión de la bolsa. a la 1/4 (B 114 ). Esta variable se utiliza para calcular la isóbara crítica, 
en la que ocurre la transición al pla..."itna de cuarks y gluoncs. 

• ARCHIVOS DE SALIDA: 

funpardp.dat: Lista de variables tcrrnodinárnicas en el siguiente orden: 

T, ":f, (E}, Calor especifico, (nq - nq) ,(nq + nq}, (nb), (2r). 

Con T la tcrnpcratura, µu el potencial químico bariónico, (E) la energía interna, nq el 
número de cuarks, n.4 el número de anticuarks, Rb el número de bosones y T la variable de 
la cc.(5.6). 

presiondp.dat: Lista de valores 'T- y T correspondientes a la isóbara de la presión de la bolsa 
B. Para obtener esta lista, es necesario que los rangos de temperatura y potencial bariónico 
elegidos contengan los valores de la isóbara crítica. La presición con la que se calculan los 
puntos de la isóbara, está. determinada por el valor vdel elegido. 
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gshOO.ln hamOO.ln fun.,.r.ln 

funparO.f 

g•hOO.out 

g•OO.dat 
g•OOp+.d•t 
g•OOp-.d•t 

hamOO.out 

hamp+.dat 
hamp-.dat 

orOOp+.dat 
orOOp-.dat 

hambp+.dat 
hambp-.dat 

valep+.dat 
valep-.dat funpar1dp.f 

Significado: valebp+.dat 
valebp-.dat 

c=i 

<> 

programa 
principa1. 

archivo• de 
entrada o 
•al.ida 

subrutina• 

funpardp.dat 

pre•londp.dat 

Figura E.l: Dependencias de los programas escritos para. los Harniltonianos con pares cuark-anticuark 
acoplados a espín y sabor O. Para detalles ver el texto. 

E.2. Pares cuark-anticuark acoplados a sabor (0,0) y espfn O y 1. 

Para esta versión del Hruniltoniano (capítulo 3) se escribió sólo un programa, el cual realiza la 
diagonalización numérica, tanto del 1nodelo bosónico con10 del fermiónico, para diferentes valores de 
las constantes de acoplamiento V1 y V2 , con el corte en el nUmcro de excitaciones bosónicas ntnnaz· El 
diagrama con los archivos de entrada y subrutinas utilizadas por el programa, así corno los archivos 
generados por el mis1no, es mostrado en la figura E.2. 

E.2.1. Diagonalización numérica 

Programa harn1 O./ 
• OBJETIVO: Diagonalizar el Hamiltoniano de la ec.(3.1) y el modelo bosónico de la ec.(3.37). 

• SUBRUTINAS UTILIZADAS: Subrutina que calcula Jos coeficientes de Wigner del grupo 
SU(2), SU2PACK.F (SIJ y subrutina de diagonalización de matrices simétricas, GIVENS.FOR. 

• VARIABLES DE ENTRADA: Las variables de entrada se leen desde el archivo harnJO.in. 

cpsilon: Parámetro Wf, masa de los cuarks. 

;2:::; = :=:: S2 
e:::> r-:.:; 
c....::> e::> 
CF.2 = e;::; t:=::I 

~ -=:e: 
,__.::¡ 

~ 
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omegab: wb, masa del glueball o++. 
v1min.,v1max,v1dcl: R.a.ngo de la constante de acoplamiento V1 para el que se realiza la 

diagonalización, desde v1rnin hasta vlma.x: en pasos de vldel. 

v2min,v2max,v2del: Rango de la de la constante de acoplamiento V2 para el que se realiza 
Ja diagonalización, desde v2min hasta v2max en pasos de v2del. 

jmin, jrnax: Espín de los subespacios a diagonalizar, desde jmin hasta jrnax en saltos de 1. 
Téngase en cuenta que los eigenvalores del Harniltoniano se miden respecto al estado base, el 
cual tiene espín O. Para espines mayores que 1, debe editarse el programa para darle salida 
a los resultados. 

omega: Parámetro n. 2n es la degeneración de los niveles fcrmiónicos. 

ngmax: Corte superior al número de excitaciones bosónicas consideradas en la matriz Hamil
toniana, ngmax::= nlnna:z:· 

nrootx: Número de eigenvalores que se dcsüan para cada combinación SP y para cada valor de 
la constante de acoplamiento. 

nmb: Variable que controla el tipo de Han1iltoniano a diagonalizar. nrnb=l: mapeo bosónico 
a primer orden (sustitución BÓ0 - bbo y .BÓ1 -- boi, con B operadores biferrniónicos y b 
operadores bosónicos); nmb=2: Harn i l toniano bosónico con la forma de la ec. (3.3 7); cualquier 
otro valor: Harniltoniano fermiónico (cc.(3.1)). Para los Hamiltonianos bosónicos se utilizan 
los cortes al espacio de la cc.(3.38). 

ncv: Variable para decidir si se calculan (ncv=l) o no (nev# 1) los valores de expectación del 
número de pares fermiónicos y de bosoncs. El cálculo de los valores de expectación no ha 
sido implementado para los Hamiltonianos bosónicos. 

ncc: Esta opción no esta implementada, poner el valor en cero. 

npc: Con esta variable se controla la posición del término que simula el principio de exclusión 
de Pauli en el Hamiltoniano bosónico. Para npc=l, se utiliza el siguiente Hamiltoniano de 
interacción: 

Para npc#l, se utiliza el Hamiltoniano bosónico de la ec.(3.37). Esta variable es utilizada, 
siempre y cuando nmb=2. 

• ARCHIVOS DE SALIDA: 

ham.10 .. out : En este archivo simplc111cnte se reescriben las variables de entrada. 

O+.dat, 0-.dat, 1+.dat, 1-.dat: Lista de eigenvalores del Hainiltoniano medidos respecto al 
estado base., para los espines O y 1 y paridades positiva y negativa. El orden de los enlistados 
es el siguiente: 

Vi, V2, Ea, e(l), e(2), ... 

con Vi las constantes de acoplamiento, Eo la energía del estado base y e(i) los eigenvalorcs 
n1cdidos respecto a Eo. 

ezO+.dat, e:z:O- .. dat, ex:I. +.dat, ex.1- .. dat: Lista de valores de expectación del número de 
fcrrniones y de bosones en los cigenestados del llarniltoniano, para espines O y 1 y paridades 
positiva y negativa. El orden de los cnlistados es: 

V1, V2, (n¡)(I), ... , (n¡)(7), (nb)(l), ... , (nb)(7). 

Con (n¡)(i) los valores de expectación del número de pares cuark-anticuark y (nb)(i) los 
valores de expectación del número de bosones. El cálculo de los valores de expectación no ha 
sido implementado para los Hamiltonianos bosónicos. 
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hem10.ln 

hem10.f 

ham10.out 

S:i.gn.i.f.i.cado: O+.dml 
0-.clat 
1+-dat 
1-.d•t 

progr._ 
pri.nc:lpa1. 

arch.J.vo d9 
entrada o 
••1:1.da 

<> •ubruti.na 

•llO+.üt 
•llO--dat 
••1+.d•t 
••1-.dat 

Figura E.2: Dependencias del programa escrito para diagonalizar el Hamiltoniano de la ec.(3.1) y 
modelos bosónicos (ec.(3.37)) en función de las constantes de acoplamiento. Para detalles ver el texto. 

E.3. Modelo bosónico en el caso general 

Los programas para la versión general del n1odelo se dividen en 4 grupos. Los del primero sirven 
para la clasificación de los estados fcrmiónicos. Los del segundo grupo sirven para construir el espacio 
de Hilbcrt en el modelo bosónico. Los del tercer grupo sirven para diagonalizar el Hainiltoniano del 
modelo bosónico y ajustar los parámetros del ruodclo al espectro rncsónico. Finalmente, con los del 
cuarto grupo se estudian las propiedades tcrrnodiná.Jnicas del 111odclo general. 

E.3.1. Reducciones U(l2) :::> U(4) <8> U(3) y U(4) :::> SU(2) 

Los siguientes dos programas realizan las reducciones que son útiles para clasificar el espacio fer
rniónico de la versión más general del modelo. 

Programa u12u4u3.f 
• OBJETIVO: Reducir una irrep (h1h2 ... h12] de U(l2) en irreps (f1f2f3] ® (91929394] del grupo 

U(3) 0 U(4). 

• SUBRUTINAS UTILIZADAS: Ninguna. 

• VARIABLES DE ENTRADA: Las variables de entrada se introducen desde el prompt. 

Arreglo h(l.2): Renglones de la irrep de U(l2). 

nftag: Con esta variable se elige la estrategia a utilizar en la reducción. oflag=O: La reducción 
se realiza descomponiendo la irrep de U(l2) en irreps tot. simétricas. nftag=l: La reducción 
se realiza descomponiendo la irrep de U(12) en irrcps tot. antisimétricas. Los detalles del 
algoritmo se encuentran en la ref.(54]. Si la irrep de U(l2) tiene menos renglones que co
lumnas, conviene usar la estrategia nftag=O¡ si menos columnas que renglones, Ja estrategia 
nftag=l. 

~ 
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• ARCHIVOS DE SALIDA: 

u12.out : Lista de las irreps de U(4) 0 U(3) contenidas en la irrep de U(l2) con sus multiplici
dades. 

Programa u4u2.f 
• OB.JETIVO: Reducir una irrep (h1h2hah4] de U(4) en irreps [lih] 0 (9192] del grupo Uq(2) <8> 

U-1(2), estas últimas se reducen a su vez en irreps del grupo SU(2) de espín total. 

•SUBRUTINAS UTILIZADAS: Ninguna. 

• VARIABLES DE ENTRADA: Las variables de entrada se introduce desde el r>roTnpt. 

Arreglo h(4): Renglones de Ja irrcp de U(4). 

• ARCHIVOS DE SALIDA: 

u4u2.out : Lista de las irreps de U(2) 0 U(2) contenidas en Ja irrep de U(4) con sus multiplici
dades. Posterior a esto, se enlistan las irreps de SU(2) del espín total contenidas en la irrep 
de U{4) con sus multiplicidades. 

E.3.2. Antigüedades de las distintas combinaciones p., µ)SP. 

Con los siguientes dos progrrunas se encuentran las antigüedades para los distintos sectores((...\, µ)SP] 
de sabor, espín y paridad. Existen dos versiones nv-apace:J./y nv-allfla.f, el primero se limita a obtener 
las antigüedade.• de Jos sectores de sabor ()1, µ) = (O, O) y (1, 1). 

Programas nv-space3 .f y nv-allfta.f 
• OBJETIVO: Encontrar las antigüedades para los distintos sectores de sabor, (!Spín y paridad 

(...\, ¡.t)SP. El programa nv-space3./ se limita a encontrar las antigüedades para los sabores (..\. µ) 
(0,0) y (l, l). 

• SUBRUTINAS UTILIZADAS: Ninguna. 

• VARIABLES DE ENTRADA: 

El programa requiere del archivo u8hlh2h3.dat en el cual se enlistan las diferentes irreps de hasta 
3 renglones que se pueden formar con hasta 12 cajas. 

El resto de las variables de entrada se introducen desde el prompt: 

nrnax: El programa encuentra las antigüedades cuya suma (voo + Vo1 +vio+ v11) es menor o 
igual que nmax. 

ispinrnax:: El programa encuentra las antigüedades para los sectores con espín desde O hasta 
ispinrnax. 

• ARCHIVOS DE SALIDA: 

nv-space.out y nv-alljla.out : Lista detallada de las antigüedadea para los diferentes sectores 
()1, µ)SP. El archivo nv-apace.out se limita a sabor (1, 1) y (O, O). 

nv-space. dat y nv-allfta. dat : Lista de las antigiiedadt!8 para los diferentes sectores ()1, µ)SP. 
El archivo nv-space.dat se limita a sabor (1, 1) y (0,0) y es utilizado por el programa de 
diagonalización y ajuste fit.f. El archivo nv-allfla.dat es utilizado por Jos programas que 
calculan las cantidades termodinArnicas (ztotOfla.f). 
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E.3.3. Diagonalización y ajust;e al espect;ro mesónico 

Programa fit.f 
• OBJETIVO: Diagonalizar el Hamiltoniano bosónico de la versión más general del modelo 

(ec.(4.12)) y ajustar sus pará1nctros al espectro mcsónico experimental. Un diagrama con los 
archivos de entrada, subrutinas usad.as y archivos de salida generados por el programa, es mostrado 
en la figura E.3. 

• SUBRUTINAS UTILIZADAS: Subrutinas que construyen la matriz Hamiltoniana, energy
cut.fy energypn,.J-, subrutina de diagonalización de matrices simétricas, GJVENS.FOR. Adicional
mente, el programa utiliza las subrutinas englobadas bajo el nombre de minuit, estas subrutinas 
son parte de las librerías del CERN [58[. 

• VARIABLES DE ENTRADA: El programa utiliza la lista de antigüedadt!s para los diferentes 
sectores (..>.., µ)SP, nv-space. dat. Esta lista es generada por el programa nv-space:J.f y está limitada 
a las antigüedades para las irrcps de sabor (..\, µ) = (O, O) y (1, 1). 

Utiliza, también, el archivo fitinput.dat, el cual contiene los valores de las masas n1esónicas expe
rimentales y los pesos dados a cada una de éstas . El orden en el que se introducen las variables 
en este archivo es el siguiente: primero se introduce el número de datos experi1nentales respecto a 
los cuales se hará el ajuste; después se introducen los valores experimentales en el orden siguiente: 

Paridad (0•+ 0 l•-) 0 aabor (0=(0,0). 1=(1,1)), eapin. Maaa. P•ao Cpi>· 

El resto de las variables son introducidas en el archivo fit.in. 

rnqmin, mqma.x., mqdel: Las dos primeras establecen el rango de la masa de los cuarks en el 
que el programa busca el mejor ajuste [mqmin,mqma.x). El tercero establece la precisión 
inicial con la que la rutina Jninuit busca el mejor ajuste (esta precisión es modificada poste
riormente por la rutina minuit). Si se desea fijar el valor de la masa de los cuarks, se debe 
hacer mqdel=O y a_<;ignar el valor deseado a la variable mqmin. Si no se quiere poner limites 
al rango en el que el programa busca el mejor ajuste, se debe hacer mqmin=mqrnax=O y 
mqdel#O. 

mgOmin., mgOmnx, mgOdcl: Lo mismo que las 'tariables anteriores, pero para la masa efectiva 
de los gluoncs. La rnasa del glueball o++ es dos veces la masa efectiva de los gluones. 

clmin-c4min, c11nax-c41nax., cldel-c4del: Lo mis1no que las variables anteriores, pero para 
las constantes de interacción del niodclo. el, c2, c3 y c4 corresponden, respectiva.JDente, a 
los canales de sabor y espín (..\, ..\)S = (O, 0)0 ,(O, 0)1, (1, 1)0 y (1, 1)1. 

c5min-c8min, c5max-c8max, c5del-c8del: Estas variables son reminisencias de viejas ver
siones del progra1na, deben fijarse a cero. 

omega: Parámetro O. 211 es la degeneración de los niveles fermiónicos. 

ndj: Parámetro 2J = L:?= 1 h, - L:!7 h 1 • Este parámetro es utilizado sólo si la variable ifttO=O 
(ver más adelante). El sector 1nesónico del rnodclo corresponde a 2J = 2f2. El valor de ===== 
2J se modifica con la excitación de cuarks y /o anticuarks de valencia, los cuales limitan el ~ 
número de excitaciones cuark-anticuark pcnnitidas (nao+ no1 + nio + n11 $ 2J, donde n..\.s ~ ~ 
es el número de pares cuark-anticuark de sabor (...\, ...\) y espfn S). Este parámetro aparece e_:;. O 
explícitamente en el térn1ino que sirnula el Principio de exclusión de Pauli en el Ha.JDiltoniano ~ 

bosónico (1 - n.1/2J) [ver ec.(4.12)f. ~ t~ 
mqestOO, mqest01, mqestlO, mqestll., mgOest, etop: Con estas variables se controla el ~- -.-=-r: 

número de excitaciones cuark-anticuark y del glueball o++ consideradas en la construcción ;::g 
de la matriz Harniltoniana. La configuración lnoo: noi. n 1o. nu, n 9 ), donde n 9 es el número de ~ 
excitaciones del glueball o++, es considerada en la construcción de la matriz Harniltoniana.._ ___ _, 
si nao + no1 + n10 + n11 :S 2J y si: 
mqes~00noo+mqest01no1 +mqest10n1o+mqest11n11 +mg0estn9 :S etop. 
Esta opción es posible sólo si la variable npcor# O (ver más adelante). 
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ngOmax: Parámetro Tibmcu:· Esta variable fija el número máximo de t.•x1:11.u.ciones boáonicas 
consideradas en la construcción de la matriz Ha.rniltoniana. 

nqmax: Número máximo de pares cuark-anticuark considerados en la con~t, 111~ción de la matriz 
HaJTiiltoniana. Esta variable es similar a nbtnoz:t pero para las cxcitacionc•fl 1·uark-anticuark. Si 
el valor de esta variables excede 20, el programa la fija autornáticamc111,.. u 20. Puede fijarse 
a un valor menor para reducir el tiempo en el que el programa rcaliz11 la diagonalización 
numérica de la matriz Harniltoniana, sin embargo, deber ser suficicnt.rtUl'!Dte grande para 
obtener convergencia en los resultados de la diagonalización. A difereru·i11 1lc 2J esta variable 
no aparece en el Harniltoniano bosónico. 

smin., smax:: El programa encuentra los eigenestados del Hamiltoniano t·111t •!Hpfn desde smin 
hasta smax. Tómese en cuenta que el estado base tiene espín O. 

neigw: Número de eigcnestados del Harniltoniano que se desean para r111J1a. sector de sabor, 
espín y paridad (..\, ..\)SP. 

neO: Esta variable determina si los eigenvalores se miden respecto al cst"'''' base (neO= 1) o 
no (neO~ 1). En el caso neO= 1, asígnese el valor cero a la variable s1nill· 

xc: Con esta variable se determina la aparición (xc=l.O) o no (xc=O.O) c.lr·I t.l01·1nino que simula 
el Principio de exclusión de Pauli en el Harniltoniano, es decir, del tén1•il•'' (1 - n¡ /2J) que 
aparece en el Harniltoniano de la ec.(4.12). 

npcor: Con esta variable se determina la manera de cortar el espacio tl1• tlilbert del modelo 
bosónico. Si npcor#O, el programa utiliza el corte sirnple n.oo + no1 • "10 + n11 $ 2J · Si 
npcor=O, el programa utiliza los cortes diferenciados de la ec.(4.14). 

iHtO: Esta variable se utiliza para decidir si el programa realiza el ajuste (iflt.O l) o no (iflt.=O). 
En este últirno ca.so los parámetros que utiliza el programa son: mqmiu. 111K:Omin y c1min
c4min para la rnasa de los cuarks, la masa de los gluones constituyentl•s ·~ para las constantes 
de interacción. Otra rnanera de diagonalizar el Hamiltoniano sin hac~··1 uingún ajuste, es 
asignando los valores iftt.0=1 y mqdel=rng0dcl=c1dcl= ... =c4del=- U. ,,.,,ual que antes, los 
parámetros que usa el programa para hacer la diagonalización en cstr • ;a:-;o, son: mqmin, 
mgOrnin y c1min-c4min. 

mqst.a.rt, mgOstart.: Estas variables determinan los valores de la n1asa d,1· Ju:i cuarks V de los 
gluones constituyentes, desde los cuales el programa comienza a buscar ··1 1ncjor aiustc. Si 
mqdel o 1ngOdcl son cero, estas variables no son utilizadas. 

clst.art.-c4st.art.: Lo mismo que las variables anteriores, pero para las consr..;.yul.es de interacción. 

c5start.-c8st.art.: Variables espurias, fijarlas en cero. 

ifltm: Con cstn variable se determina la estrategia que usa el progran1a pnrH .~ucontrar el mejor 
ajuste. ifitm=l: minimización simple; ifttm=2: busqueda aleatoria y rt1lui1nización simple. 
Para detalles ver la documentación de la subrutina minuit (581. 

argpmin(l), arg¡>min(2), numar: La primera variable es el número rut1xirno de lla1nadas 
a la función a rninimizar (incluso si no se ha alcanzado convergencia}: ~;> segunda establece 
el criterio con el cual el programa determina si se ha alcanzado couvt~·111,,,~ncia en el ajuste 
(minimización); la tercera le indica al programa cuantas de las 2 vari;.d.1les anteriores son 
establecidas por el usuario (O, 1 6 2). Para detalles ver la docurnent."'l.I' ,r,11 de la subrutina 
n1.inuit (58). 

• ARCHIVOS DE SALIDA: 

fi.t.out : Este es el único archivo de salida, el contenido del archivo varia dt? ;-,,....·ucrdo a la variable 
de entrada ifit.0. En el caso ifltO=l el contenido del archivo es el sigu¡,....,,t.•!: 
En la primera parte se reescriben las valores de las variables de entrada. =-~· escribe el número 
de renglones de la matriz diagonalizada más grande, el valor y espín m.s,,xi111os usados en el 
cálculo de las antigüedades y los números cuánticos, masas y pesos de !,..-,:; datos experimen
tales. 

En la segunda parte se escriben los mensajes producidos por la subrutinA' r11inuit, en particu
lar, el valor mínimo encontrado de la función FCN (ec.{4.15)). 
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En la tercera parte se muestran los resultados del ajuste, iniciando con los mejores valores 
encontrados para los parámetros del modelo y la energía del estado base (en GcV) corres
pondiente a esos valores. Le sigue una lista de los estados usados en el ajuste, en la que 
se compara la energía experimental con la que resulta del modelo; además de las energías, 
en la mencionada lista se muestran las antigt"iedades (v.\s) de los eigenestados. Posterior a 
esto se muestran, en orden creciente y en GeV, las listas con el espectro del modelo para los 
diferentes sectores de sabor, espín y paridad (.X, >..)SP. El orden de los enlistados es: 

En donde V>.S son las antigüedades de los estados, (n..\s) los valores de expectación del número 
de pares cuark-anticuark acoplados a sabor (..\,..\)y espín S, (nf) es el número total de pares 
cuark-anticuark y (n9 ) es el valor de expectación del número de bosones (glueballs o++). 
Para ifttO=O, el contenido del archivo fit..out es igual que antes, excepto en que no hay 
mensajes de la subrutina ?ninuit y no se enlistan los valores experimentales. 
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flt.ln 
tHlnput.dllt 

flt.f 

--------------------- lit.out . 
Si.gni.fi.cado: 

<> 

programa 
princi.pa.1. 

archivo de 
antrac:la o 
sa.1.i.da 

•ubruti.na 

Figura E.3: Dependencias de los programas escritos para diagonalizar y ajustar los parámetros del 
modelo bosónico general. Para detalles ver el texto. 
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E.3.4. Cantidades termodinámicas 

Al igual que para el caso de sabor y espfn O, el cálculo de las cantidades termodinámicas es realizado 
en dos pasos. El pdmero es realizado por el progra.nia ztotOjla./, el cual calcula el espectro del Hamilto
niano bosónico para todos los valores del parúnetro 2J (2J = L:?=l h.; - L::!7 h;). El programa genera 
el archivo eigen/fa.out que contiene la lista de eigenvalorcs para los diferentes sectores de sabor, espín 
y paridad. El enlistado anterior es utilizado por los progran1as tontsave./ y ztotprobfla./ para calcular 
la gran función de partición y demás cantidades termodinámicas. El programa ztotprobfla.f calcula la 
línea de transición al plasma de cuarks y gluones; los valores de T, µa,µ. y µT correspondientes a esta 
línea de transición son escritos en el archivo niutljla.ou.t. El programa tontsave.f calcula las cantidades 
termodinámicas de dos maneras diferentes (de acuerdo al valor de la variable ntest.). En una se calculan 
las variables para valores fijos de los potenciales químicos y en un rango de T establecido por el usuario; 
en la otra el programa calcula las cantidades tcrmodinárnicas para los potenciales químicos y tempe
raturas sobre la línea de transición al plasma de cuarks y gluones. En este último caso el programa 
tontsave.f utiliza la lista mutlfla.out mencionada anterionnente. Las dependencias entre los diferentes 
progra.ntas, los archivos de entrada y subrutinas requeridas, así corno los archivos de salida generados, 
son mostradas esquemáticamente en la figura E.4. 

Programa ztotOfla.f 
• OB.JETIVO: Calcular los eigenvalorcs del Hamiltoniano bosónico de la ec.(4.12), para todos los 

valores del parámetro 2J = E~=l h¡ - E!!7 h 1 • El programa utiliza los cortes al espacio bosónico 
de la ec.(5.11). 

• SUBRUTINAS UTILIZADAS: Subrutina que construye y diagonaliza la matriz Hamiltoniana 
para. cada valor del parámetro 2J, enernewcutfln./. Subrutina de diagonalización de matrices 
simétricas, GIVENS.FOR. 

• VARIABLES DE ENTRADA: El programa utiliza el archivo nv-allfla.dat generado por el 
progrruna nv-allfla.f. Éste contiene la lista de antigüedades para los diferentes sectores de sabor, 
paridad y espín (),.f, µf )SP. A diferencia del archivo nv-space.dut, el archivo nv-allfla.dat no se 
limita a los sectores de sabor (O, O) y (1, 1). 

El resto de las variables de entrada es introducido desde el archivo ztot.in (cornún a todos los 
programas que calculan las cantidades tcrmodinán1ica.s en la versión más general del Harniltoniano 
bosónico). 

MQ: Masa de los cuarks, Wf· 

MGO: l'vlasa de los gluoncs constituyentes, w 9 • La n1asa del glueball o++ es dos veces la masa 
MGO. 

C1 - C8: Constantes de acoplamiento V.. Las únicas variables relevantes para la presente versión 
del modelo, son Cl ([.:\,S] =(0,0]), C2 ((0,1]), C3 ((1,0]) y C4 ((1,1]). Las otras constantes 
deben ser puestas en cero. 

mgest00.,mgest01.,mgest10.,mgest11.,mg0cst, ctop: Estas variables no son utilizadas por la 
presente versión del programa. Deben ser puestas en cero. 

smin,smax: Determinan el rango de los espines que son tomados en cuenta en el cálculo de la 
gran función de partición. 

ng01nax: Pará.Inetro nbnaa.z· Número máximo de glueballs o++ que son tomados en cuenta en la 
construcción de la matriz Harniltoniana. 

nqmax: Número n1áximo de pares cuark-anticuark que son ton1ados en cuenta en la construcción 
de la 1natriz Harniltoniana. 

ndotnega: Parámetro 20. Degeneración de los niveles ferrniónicos. 

lamax: Determina el sabor máximo que es tornado en cuenta en el cálculo de la gran función de 
partición: (O, O), (1, O), (O, 1), (1, 1), (2, O), .•. , (lamax, l1UDax). 

xc: Esta variable controla la aparición del factor (1 - ~)de la ec.(4.l~~n--':=±-~.,._:'!S~C~.Q""'N~:J 
aparece; si xc=O, no. t 
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ifttO: Con esta variable se establece si el programa calcula los valores promedios del número de 
pares femiónicos y de glueballs (ifitO=O) o no {ifitO=l). 

neigw: Determina el número máximo de estad.os de cada sector (.X, µ)SP que son tomados en 
cuenta en el cálculo de Ja gran función de partición. 

El resto de las variables del archivo ztot.in no son utilizdas por el programa ztatO/fa.J y son 
explicadas más adelante. 

• ARCHIVOS DE SALIDA: 

eagen/lo.out : En este archivo se cnlista el espectro del modelo. En la primera linea del archivo 
se escribe la energía del vacío. En la siguiente linea se da la siguiente información: 

2J. s. ~. µ. P. Número de ••tado• 

donde Ses el espln, (.>.,µ)el sabor, P la paridad (P=l=-, P=O=+ ), y en la última columna 
se escribe el n(Jmero de eigenvalorcs calculados para los números cuánticos anteriores. Este 
último número es la variable neigw o el número de renglones de la matriz diagonalizada 
correspondiente a los números cuánticos dados. Posterior a la línea anterior, se enlistan los 
eigenvalores del Harniltoniano con su degeneración para el sector 2J, (A, µ)SP correspon
diente. Esto se repite hasta agotar las diferentes cornbinaciones de los números cuánticos 2J, 
(.>.,µ)SP. 
La lista eigenfla.out es utilizada por los programas tontsave./y ztotprobfla./para calcular las 
cantidades termodinámicas. 

Programa ztotprobfta .f 
• OBJETIVO: Calcular la presión del sistema (P) y, con la condición de extrañeza {s) = O, 

calcular la isóbara crítica (en el espacio J.La-J.La- T) para la que ocurre la transición al plasma de 
cuarks y gluones (P = B, donde Bes la presión de la bolsa del modelo del MIT). 

• SUBRUTINAS UTILIZADAS: Subrutina u6s.f, que realiza la reducción de las irreps del 
grupo U(G) en irreps del grupo U(3) 0 U(2) de sabor y espín (ver ec.(5.14ll. 

• VARIABLES DE ENTRADA: Utiliza el archivo eigenfla.out generado por ztotOfla.f, el cual 
contiene la lista de eigenvalores del Harnilt.oniano. 

Utiliza (si mtcst.=1) el archivo glucs7Jck.in, el cual contiene el espectro de los glucballs, con 
excepción del o++, calculado en la referencia (15). 

El resto de las variables es introducido desde el archivo ztot.in. Las prin1eras variables del archivo 
ztot.in fueron explicadas en la sección anterior dedicada al progran1a ztotOfla./, en lo siguiente 
se explica el resto de las variables, algunas de ellas no son utilizadas por el presente progrruna, 
pero sí por el programa tontsave./ (explicado rnás adelante); esto es indicado en las descripciones 
correspondientes. 

tmin.,tmax.,tdel: Controlan el rango de temperaturas en GeV, para el que se calcula las canti
dades termodinámicas. Desde tniin hasta t.ma..x: en pasos de tdcl. Estas variables siernprc 
son utilizadas por el progra.nta ztotprobfla./ y por el programa tontsave.f siempre y cuando 
ntest.=0. 

vbmin,vbmax.,vbdel: Estas variables son usadas solamente por el programa ztotprobfla.f. Con
trolan el rango del potencial bariónico µa en GcV, en el que se busca, para un valor fijo de 
la temperatura, la transición al plasma de cuarks y gluoncs; el parámetro vbdel determina 
la precisión con la que se determina el potencial bariónico. La curva de transición µ.s - T es 
calculada por el programa ztotprobfla./utilizando la ec.(5.20). Se debe elegir cuidadosamente 
el rango de µ.a y el parámetro vbdel, para obtener resultados razonables. 

muB., muS .,mulz: Fija los valores de µs, 77lus y mu1~ en GeV, para los que se calculan las 
cantidades termodinálnicas. Estas variables son utilizadas, siempre y cuando nte11t=O y son 
usadas solamente por el progra1na tontsave.f. 
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ntest: Esta variable es usada sólo por el progran1a tontsave.f. Si ntest=O, el programa utiliza los 
potenciales químicos asignados a las variables del punto anterior. Si ntest=l, el progra.nia 
calcula las cantidades termodinámicas sobre la linea de transición al PCG, utilizando la lista 
rnutJfla./ generada por el programa ztotprobfla./. 

mt.est.: Si mtest=l, se incluye el espectro de los glueballs diferentes al o++ en el cálculo de la 
gran función de partición. Si mtest=O este espectro no se incluye. 

ktest: Si ktest=l, se incluye, en el cálculo de la gran función de partición, el efecto de la mezcla 
de sabor y la fórmula de Gell-Mann Okubo para los nonetes de menor energfa. Si ktest=O 
estos efectos no son incluidos. 

npart.: Parámetro Npart.t determina el número de partículas que participan en la formación del 
PCG (ec.(5.21)). Este paránletro es utilizado en el cálculo de la producción total de piones y 
kaoncs que realiza el programa tontsave.f. 

bagp: Esta variable es utilizada sólo por ztot.probfla.f, y sirve para introducir la raiz cuarta de la 
presión de la bolsa, Bi, en GeV. 

radel: Esta variable sólo es usada por el progra1na ztot11robfla.f. Se utiliza para introducir el valor 
del radio (en frn) del volumen elemental Ve1, el cual es utilizado para determinar la presión 
del sistema y, con ello, la isóbara crítica de transición al PCG. 

itcst.: Si itest=O, el volumen del sistema tcrmalizado (V, 0 t) es asumido constante. Si itest=l, Víot 
es calculado usando la ec.(5.21). El volumen V, 0 , sólo es utilizado por el programa tontsave.f 
para calcular las producciones totales de piones y kaones. 

ztcst: Si ztest=l, los programas ztotprobfla.fy tontsave.fcalculan las cantidades termodinámicas 
utilizando la gran función de partición Za=c' que considera configuraciones con color diferente 
de cero. Si ztest=O, los programas utilizan Za=(O,O)t que sólo considera estados con color 
cero. Si ztcst=2, los programas calculan, si1nultanca1nente, las cantidades tcnnodinámicas 
con Za=c Y con Za=(O,O)· 

• ARCHIVOS DE SALIDA: 

rnut1Jfa.out : Lista con los puntos de la isóbara critica (cxtraiieza (s) =O) en el rango [tmin, 
rnaxJ. El orden del cnlistado es: 

Programa tontsave.f 
• OBJETIVO: Calcular la función de partición y diferentes cantidades termodinámicas en un 

rango de temperaturas y para valores de µn y 11.~ establecidos por el usuario, o para los valores 
T, 11.n y Jla correspondientes a la línea de transición calculados por el prograrna ztotprobfla.f. 

• SUBRUTINAS UTILIZADAS: Subrutina u6s.f, que realiza la reducción de las irreps del 
grupo U(6) en irreps del grupo U(3) ® U(2) de sabor y espín Jver ec.(5.14)J. 

• VAR.IABLES DE ENTRADA: Utiliza el archivo eigenjla.out generado por ztotOfta.f, el cual 
contiene la lista de cigcnvalorcs del Hamiltoniano. 

Utiliza {si mtcst=l) el archivo gluespek.in, el cual contiene el espectro de los glueballs, con 
excepción del o++, calculado en la referencia ( 15). 

Utiliza (si ntest= 1) el archivo 'fnutlfla.out generado por el prograrna ztotprobfia.f, el cual contiene 
la lista de valores T, µn yµ. de la línea de transición a.l PCG. 

El resto de las variables es introducido desde el archivo ztot.in, éstas ya fueron explicadas en las 
secciones dedicadas a los programas ztotOfla.f y ztotprobfla.f. 

• ARCHIVOS DE SALIDA: El programa genera diferentes archivos de salida dependiendo de 
los valores dados a las variables de entrada ntest y ztest. 

ztotjla.out : Este archivo es generado si ntest=O y si ztest=l ó 2. Lista de variables terrnodiná-
n1icas en el rango de temperaturas y para los potenciales químicos µ 8 , · 

por el usuario. El orden del enlistado es el siguiente: TESIS CQN 
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T, PV.1, (E), C, (C2), AC2 

donde T es la temperatura, P la presión, Ve1 el volumen elemental, (E) la energfa interna, 
C la capacidad calorífica, (C2) el valor promedio del operador de Casimir del color y AC2 
su variación. Estas cantidad.es corresponden al caso en el que se consideran, en el cálculo de 
la gran función de partición, estados con color diferentes de cero (Za=c). 
El programa puede ser fácilmente editado, para calcular otras cantidades terrnodinAIDicas. 

ztot/laOO.out: Este archivo es generado si ntest=O y si ztest=O 6 2. Es similar al archivo 
anterior, pero para el caso en el que sólo se consideran, en el cálculo de la gran función de 
partición, estados con color cero (Za=o). El cnlistado producido en este archivo es: 

T, PV.1, (E), (B), S, (Q) , 

donde (B) es el valor promedio del número bariónico, S la entropía y (Q) el valor promedio 
de la carga eléctrica. Igual que para ztotjla.out, el programa puede ser fácilmente editado 
para calcular otra.e:; cantidades termodinámicas. 

prodprob/fa.out: Este archivo es generado si ntest= 1 y si ztest=l ó 2. En él se enlistan las 
variables termodinámicas correspondientes a la línea de transición calculada por el programa 
ztotprobfla.f. El orden del enlistado es: 

T, < 7r+ >, < K+ >, < K- > , 

donde T es la temperatura y < .,,.+ >, < K+ > y < K- > son las producciones tota
les calculadas con la fórmula (5.22), utilizando la gran función de partición que considera 
configuraciones con color diferente de cero (Za=c>· 

prodprob/faOO.out: Este archivo es generado si ntest=l y si ztcst=O ó 2. Es igual que 
prodprobfla.out, pero usando la gran función de partición que considera solamente estados 
con color cero (Za=o). 

rodiua.out: Este archivo es generado si ntest.= 1 y si zt.est.=1 6 2. En 61 se enlistan otras 
variables termodinámicas para la línea de transición calculada por el programa ztotprobfta.f. 

T, r, (B), S/(B), S, 

donde res el radio del sistema tcrn1alizado calculado con la cc.(5.21). Las variables anteriores 
corresponden a la gran función de partición Za=c· 

rodiuaOO.out: Este archivo es generado si ntest= 1 y si zt.est.=0 6 2. Es igual que radius.out, 
pero para la gran función de partición Za=(O.O)· 
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Figura E.4: Dependencias de los programas escritos para calcular la gran función de partición y demás 
cantidades termodinán1icas del modelo bosónico en el caso general. Para detalles ver el texto. 
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