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Introduccion

La estadfstica en un ambiente de metodologfas bayesianas, cuyas bases datan
desde hace mas de dos siglos, es una herramienta que dfa con dfa ha tomado
mayor fucrza tanto en el campo de la investigacién como en ciertas aplicaciones,
por ejemplo, para el estudio de datos longitudinales ( a través del tiempo), dreas
como las ciencias de la salud, de la educacién, medicina y algunas de los ciencias
sociales, entre otras.

La coracteristica primordial que hace del dnalisis bayesiano una teoria dife-
rente de las demds es la existencia de incertidumbre en la variable de estudio
¥, en el o los pardmetros que definen el comportamiento de dicha variable; de
esta manera, a cada una de estas incertidumbres se les asigna una distribucién !
de probabilidad, con el fin de tener las herramientas indicadas para realizar |
inferencia estadistica y pronésticos referentes al problema en cuestién.

El objetivo del presente trabajo de investigacion es proporcionar una intro-
duccién 1til a las herramientas adecuadas para aprender y consultar las técnicas
basicas utilizadas en el enfoque estadistico bayesiano asi como mostrar el pro-
cedimiento especifico que antecede a los modelos bayesianos uniparamétricos de
mayor uso, basado en una tcoria matemadtica sustentable.

El primer capitulo trata acerca de los antecedentes del enfoque estadistico
bayesiano y describe de una manera clara, precisa y digerible la teorfa funda-
mental que genera la creacidn, asi como actualizacién, de los modelos bayesianos
basados en un modeclo general que describe la aleatoriedad, tanto de la variable
de interés como de sus propios pardmetros. También se especifica la instruccién
para realizar inferencia estadistica establecida por herramientas pertenecientes
a teoria de decisiones y, en particular, al criterio de la utilidad méxima esperada.
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INTRODUCCION

El segundo capftulo proporciona una recopilacién 1til de distribuciones de
probabilidad con sus respectivas propiedades y caracteristicas que permiten
identificar a cada una de ellas.

El tercer capitulo presenta el desarrollo detallado de ciertos casos especiales
referentes a modelos bayesianos que constan de un solo pardmetro aleatorio y que
tienen mayor recurrencia y utilidad en circunstancias reales. Dicho capitulo tiene
como principal propésito el plasmar la aplicaciéon de metodologias bayesianas
sobre modelos ya creados, pero no explicados minuciosamente ante el lector.



Capitulo 1

Elementos de estadistica
bayesiana

A lo largo del tiempo, el ser humano siempre se ha preocupado por saber
qué es lo que sucederd a futuro ante cualquier circunstancia o fenémeno, Esta in-
certidumbre ha propiciado ¢l desarrollo y enriquecimiento de diferentes teorfas
y metodologias que tienen como fin dominar la aleatoriedad que se presenta a
cada momento, o bien, influir en ella.

Lua técnica estadistica conocida como estadistica bayesiana es un enfoque
alternativo cuyo nombre proviene del Matemadtico Thomas Bayes.

Aunque no se ha encontrado registro de la fecha exacta de su nacimiento, se
sabe que Thomas Bayes nacié en Londres, Inglaterra, en 1702 y murié6 el 7 de
abril de 1761. Su educacidn fué privada, un hecho particular para el hijo de un
ministro preshiteriano de aquellos tiempos. Bayes fué ordenado ministro presbi-
teriano y mds tarde fué nombrado pastor en Twinbridge Wells (Kent, Inglaterra).
Tedlogo, matematico y miembro de la Royal Society desde 1742. Fué el primero
en utilizar la probabilidad inductivamente y establecer una base matemadtica
para la inferencia probabilistica (la manera de calcular, a partir de la frecuen-
cia con la que un acontecimiento ocurre, la probabilidad de que ocurrird en el
futuro). Abordé el problema de las causas a través de los efectos observados y
enuncié el teorema que lleva su nombre en la publicacién Essay towards solving
a problem in the doctrine of chances, en 1763; lo cual actualmente, es la base
para calcular la probabilidad de la validez de una proposicién, o bien, de cier-
to evento, partiendo de la estimacién de probabilidad previa y las evidencias

9
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10 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE ESTADISTICA BAYESIANA

relevantes mas recientes.

Esto concede la nocién de poder medir la incertidumbre por medio del uso
de la probabilidad.

La teorin de probabilidades estudia los fenémenos aleatorios o libres de
determinacion, y los métodos de andlisis de éstos, cualquiera que sea el drea en
que sc presenten.

La probabilidad representa el riesgo o la posibilidad de que ocurra cierto
evento.

Un fenémeno aleatorio (fortuito o al azar) es un fenémeno empirico que se
caracteriza por la propicdad de que al ser observado bajo determinado conjunto
de condiciones, no siernpre s¢ obtiene el mismo resultado, de manera que no
existe regularidad deterministica; pero, al obtener una sucesién muy larga de
observaciones realizadas al azar, se acerca a un valor limite estable a medida que
¢l niimero de observaciones tiende a infinito. Este valor limite de la trecuencia
relativa es ¢l que se conoce como probabilidad del evento aleatorio.

Sin embargo, al estudiar cierto fendineno aleatorio, la probabilidad de éste
dependerd de dos situaciones importantes:

= [l evento incierto
s Las condiciones bajo las cuales se estd considerando dicho cvento!

Al considerar las condiciones bajo las cuales puede tener lugar el fenémeno
aleatorio, la probabilidad de ocurrencia es probabilidad condicional debido a
que el valor de esta varia en funcion del conocimiento de determinada infor-
macién relativa al suceso. Por esta razén, se afirma que la probabilidad es
siempre condicional, es decir, si se ticnen dos eventos A y B; por probabilidad
condicional del evento B,dado el evento A, denotada por

7)[B|A]
se entiende intuitivamente, la probabilidad de que B ocurra bajo la suposi-
cién de que A ha ocurride. En otras palabras, representa la reevaluacién de
la probabilidad de B bajo la informacion adicional de que A ha ocurrido, que
cumplc con la siguiente igualdad

]

!Si se desea mayor explicacion se puede consultar en la revista The Stalistician (2000) Vol.
49, pigs. 293-337. i
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11

y bien, el teorema o regla de Bayes es una simple consecuencia de la definicién
axiomatica de la probabilidad condicional de un suceso dado otro.

Por lo tanto, un mismo evento puede tener diferentes probabilidades de o-
currencia condicionado bajo diferentes circunstancias.

Las diferentes perspectivas que genera la probabilidad condicional estdn es-
trechamente relacionadas con la apreciacién subjetiva.

Una probabilidad, o bien, apreciacién subjetiva es una evaluacién que
una persona, que toma decisiones, hace acerca de la verosimilitud relativa de que
ocurra un evento incierto? , o sea, representa las "apuestas” que se hacen sobre
la ocurrencia de ese evento. Tales apreciaciones son suinamente personales, tanto
que, al igual que las diferentes perspectivas en la probabilidad condicional, dos
individuos pueden asignar diferentes probabilidades subjetivas al mismo evento
debido a que la incertidlumbre de uno es difcrente a la del otro. No obstante, estas
probabilidades subjetivas pueden aprovecharse en la toma de decisiones, de la
misma manera que las probabilidades objetivas, ya que en dichas probabilidades
se incluye tanto el conocimiento que cierta persona tenga con respecto al evento,
como el juicio hecho sobre el ricsgo de interds.

Un elemento cardinal con que predominantemente opera el enfoque
bayesiano es el manejo subjetivo del concepto de probabilidad.

El interés por cl teorema de Bayes trasciende especialmente cuando se amplia
a otro contexto en el que la probabilidad no se entiende exclusivamente como la
frecuencia relativa de un suceso a largo plazo, sino como el grado de conviceién
personal acerca de que el suceso ocurra o pueda ocurrir (definicién subjetiva de
la probabilidad).

Afirmaciones del tipo "es muy probable que ¢l partido X gane las préxi-
mas clecciones”, "es improbable que cierta persona haya sido quien llamé por
teléfono” o ”es probable que se encuentre un tratamiento cficaz para el SIDA en
los préoximos 5 anos”, normales en el lenguaje comin, no pueden cuantificarse
formahnente; resultan ajenas, por tanto, a una metodologia que se desenvuelva
en un marco frecuentista.

Una cuantificacién sobre base subjetiva resulta, sin embargo, familiar y fe-
cunda para el enfoque bayesiano. Al admitir un manejo subjetivo de la probabi-
lidad, el analista bayesiano puede emitir juicios de conviccidén al respecto, tanto
antes como despuds de haber hechio observaciones.

?Se podria ser mds preciso y definir la probabilidad subjetiva en términos de las preferencias
de los responsables de Ia toma de decisiones ante situaciones hipotéticas. Sin embargo, para
cl presente estudio, la definicién intuitiva puede considerarse suficiente.

Si se desea consultar de manera detallada, véase el capitulo 5 del libro Howard Raiffa,
Decision Analysis, Ed. Addison-Wesley, 1968.
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12 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE ESTADISTICA BAYESIANA

En su versién mas clemental y en este contexto, el teorema de Bayes

asume la forma siguiente:
Sean C,, Cs, ..., C, n eventos mutuamente exclusivos, y sea B un evento

acerca del cual se conocen las probabilidades condicionales p[B]Cg] de B, dado
C;, y también las probabilidades absolutas p[C,-]. Entonces se puede calcular la

probabilidad condicional p[C,-IB] de cualquiera de los eventos C; dado B por
medio de la férmula:

p[z10]s[c)
ool

Si los eventos C; se les llama "causas”, entonces la férmula de Bayes puede
considerarse como una férmula de la probabilidad de que el evento B, que ha
ocurrido, sea el resultado de la causa C;. De esta manera, dicha férmula se ha
interpretado como férinula de la probabilidad de ”causas” o "hip6tesis”.

En la préctica, la dificultad que surge con esta interpretacién es que en
muchos casos no se conocen las probabilidades, sobre todo las probabilidades
incondicionales p|C;| de las "causas”, debido a que es diffcil encontrar una
probabilidad de estas caracteristicas, sin ningin factor que pueda influir en
ellas para ser totalmente incondicionadas.

pfois] -

1.1. Modelo general

Con respecto a la filosofia que afirma describir a la incertidumbre exclusi-
vamente en términos de su propia probabilidad, implementa la idea de requerir
la construccién de una distribucién de probabilidad para todos los elementos
inciertos del fendmeno estudindo que, en su especificacién total seria el modelo.
Dicho modelo define la percepcidn de la realidad y estd fundamentado en el
método bayesiano que consiste escencialmente en lo siguiente:

1. Suponer que ¢l parimetro o parimetros son aleatorios.

2. Describir el comportamiento aleatorio del pardmetro mediante una funcién
de probabilidad 7)[0] llamada distribucién de probabilidad a priori
o inicial.

I}T!‘I L]
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1.1. MODELO GENERAL 13

La distribucién a priori refleja el conocimiento que se tiene acerca del

" pardmetro o pardmetros, es decir, estd formada por toda la informacién
relovante que de cierta mancra describa el comportamiento real y dismi-
nuya la incertidumbre que genera el fendmeno estudiado.

La especificacién de la distribucién a priori o inicial puede ser totalmente
subjetiva, o bien, puede ser establecida de acuerdo al ingenio que el ana-
lista tenga para utilizar conjuntamente toda la informacién disponible®.

3. Si el modelo es X con una distribucion de probabilidad p[XIO], interpretar
dicha distribucién como la distribucién condicional de X dado que este
pardmetro aleatorio tome el valor particular 0.

La probabilidad condicional de los datos dado el valor del pardmetro des-
cribe, de cierta manera, la variabilidad natural que se presenta en poten-
ciales repeticiones del experimento.

Al tener ambas distribuciones de probabilidad anteriormente mencionadas y
utilizando el concepto de probabilidad condicional se obtiene la distribucién
de probabilidad predictiva inicial 1’[)( ] que, resulta ser de la siguiente
manera:

[ nxtomorta
o

en caso de que @ sea una variable aleatoria continua, o bien,

>_p(X| 0)p( 0)

fce

si 0 es variable aleatoria discreta, siendo © el conjunto de todos los posibles
valores que puede tomar el pardmetro.
I X] describe el comportamiento de las observaciones futuras basado en

la informacién contenida en p[,\'w] y p[O], mads sin en cambio es necesario

3L especiticacién de ta distribucion inicial puede ser totalinente subjetiva o totalmente no
informativa. Se puede especificar a través de formas funcionales, familia exponencial, familias
conjugadas, informacion de Fisher, aproximacién asintética normal, reparametrizaciones y
modelos jerdrquicos; que para mayor detalle se puede consultar on los caplitulos 4, 5,6, 7,8y 9
del! libro Estadfstica, Teorfa y Métodos de la Facultad de Matemasticas, Ediciones Universidad
CatSlica de Chile que pertenece a la Coleccién de Textos Universitarios (1ra. ed., abril de
1095).
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14 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE ESTADISTICA BAYESIANA

cuestionar, mejorar y actualizar la efectividad que pudiera tener la distribucién
inicial, por lo que se recurre a obtener una distribucién de probabilidad

a posteriori o final P[0|x] que consiste en colectar datos observados?® , o

bien, tornar una muestra aleatoria® del fenémeno estudiado e incorporar nueva

informacion al modelo.
Utilizando la regla de Bayes dicha distribucién de probabilidad est4 dada

por
_px0) __ »(X]|9)p(0)
e [ ot ot oy 0
[=]

si 0 es una variable aleatoria continua, o bien,

o[

_px0) _  p(X]0r(9)
ploi] = Z55 =
px) 3" p(X] 0)p( 6)
o€0

si @ es una variable aleatoria discreta.

Cada vez que se tenga nueva informacién muestral se podré realizer el mismo
procedimiento y hacer iteraciones. Para cada iteracién habrd una distribucién a
priori y una a posteriori. La distribucién a posteriori para la primera iteracion
serd la distribucién a priori de la segunda, y asf sucesivamente, continuando en
una disposicién ordenada en cadena.

IEn caso de que no sc cuente con informaciéon muestral se podrd utilizar
la distribucién de probabilided inicial p[()] para poder calcular el valor del
pardietro o pardmetros de interés.

De igual manera sucede con la distribucién predictiva inicial: con el fin de
cjercer una actualizacion sobre ésta, se puede incorporar informacién muestral
dando lugar a la distribucién de probabilidad predictiva a posteriori
o final que serd diferente para cada resultado muestral. Dicha distribucién de
probabilidad esta dada por

Plx1x] - /e p(X] 0)p( 0]x)d 0

4La recoleccion de dotos pucde referirse a una muestra aleatoria, o si es permitido, a todos
los datos que se tengan sobre el fen6meno aleatorio.

5Una muestra aleatoria es el conjunto de medidas repetidas (r1,z3,...,2n) con respecto
a la variable aleatoria X, en la cual sus elementos x;,t = l,...,n, son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuldas.
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1.2. ELEMENTOS DE TEORIA DE DECISIONES Y UTILIDAD 15

en caso de que 4 sea una variable aleatoria continua, o bien,

PX1x] = 3" p(X| 0)p( 0}x)

0O

si @ es variable aleatoria discreta.
En caso de no contar con informacién muestral, entonces, la herramxenta
predilecta para el establecimiento de predicciones seré la distribucién predictiva

a priori o inicial P|X]|.

El modelo probabilistico especificado es la base para enfrentar cualquier
problema desde un punto de vista bayesiano y, puede ser utilizado y actualiza-
do aiin con informacidn empirica o subjetiva, sin perder la versatilidad que lo
caracteriza con herramientas cien por ciento probabilfsticas.

1.2. Elementos de teoria de decisiones y utilidad

A partir de un enfoque bayesiano, la teoria de decisiones es una herramien-
ta muy valiosa en el estudio de cierto fenémeno que causa el interés de adquirir
un dominio sobre él, ya que proporciona gran ayudantfa en el desarrollo de
procesos logicos para la toma de decisiones bajo condiciones de incertidumbre.

Por esta razén, la inferencia estadistica conveniente para el estudio del
fenémeno o evento se puede desarrollar bajo las condiciones con las que se
caracterizan dichos procesos 16gicos y se puede resolver como un problema de
teoria de decisiones.

El andlisis de decisiones es la disciplina que consiste en evaluar alternati-
vas complejas en términos de valores (habitualmente monetarios) y de incer-
tidumbre, proporcionando informacién sobre las diferencias entre las alterna-
tivas definidas y sugerencias de muevas y mejores alternativas. Es un proceso
que le permite al decisor seleccionar una decisién entre un conjunto de opciones
posibles cuando existe incertidumbre con respecto al futuro, con el fin de opti-~
mizar los préximos resultados en términos de algin tipo de criterio de decisién
numérico.

TESIS Cow
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16 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE ESTADISTICA BAYESIANA

Los objetivos de la teoria de decisiones se fundamentan en la idea que
especifica a la complejidad de los eventos de interés presentados a cada momento
junto con la cantidad de informacién, incertidumbre y riesgo, como elementos
que requicren un marco racional para influir directamente en la toma de de-
cisiones, incorporando orientacién, informacion, discernimiento y estructura al
proceso, de tal manera que las decisiones puedan scr mejores y més racionales.

1.2,1. Elementos Basicos de un Problema de Decisién

Un problema de decisién es una estructura determinada por los siguientes
elementos:

1. Conjunto de alternativas posibles de decisién, siendo a; una accién, miem-
bro del conjunto A, que puede ser adoptada por el decisor.

El conjunto de opciones dede ser:

Exhaustivo ; es decir, que se agoten todas las posibles acciones que en
principio parezcan razonables.

Excluyente ; es decir, que la cleccién de una accién a; € A, debe excluir
a cualquier otra accién posible.

Una buena decisién depende de un conjunto lo mas completo posible que
cuente con las alternativas mds relevantes y trascendentales.

Los criterios que se utilizan para restringir el conjunto de acciones que se
pueden tomar son los siguientes:

» Una accién a; domina a otra accién ay, st
* Su consecuencia® asignada es mejor o igual que la consecuencia
asignada de a;+ bajo el mismo escenario.
o Existe algin estado de la Naturaleza en que la consecuencia asig-
nada a la accién a; es estrictamente mejor que la consecuencia
asignada a la accién ay.

6Se hablard mas adelante de las consecuencias.
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1.2. ELEMENTOS DE TEORIA DE DECISIONES Y UTILIDAD 17

= Una accién es admisible si no existe otra accién que la domine y
viceversa. _ . v

= Una accién es inadmisible si existe al menos otra accién que la domina
y viceversa. : : : :

2. Algebra de eventos (futuros) posibles?

llamados estados de la Naturaleza, es decir, un conjuﬁto de escenarios
posibles.

Las circunstancias en las cuales se toma una decisién se llaman estados de
la Naturaleza y, se identifican y agrupan en el conjunto £ cuyos miembros
se denotan como Ej, j € N. El conjunto £ es un grupo de conjuntos
mutuamente excluyentes por lo que solo puede ocurrir un estado de la
Naturaleza bajo un mismo criterio de especificidad de estados.

3. Conjunto C de consecuencias, que son los hechos que proceden necesaria-
mente de las acciones; que pueden surgir al haber elegido una acciéna € A
bajo la ocurrencia de un evento E € £.

4. La existencia de un decisor responsable individual (o bien, conjunto de
decisores que leguen a un mismo acuerdo) que pretenda definir sus prefe-
rencias entre las diferentes acciones, elementos de A.

Para el decisor es desafiante la tarea de comparar varios cursos de accién
bajo diferentes estados de la Naturaleza y finalmente seleccionar la accién
que se va a realizar; es por esto que, las dificultades de la toma de decisiones
estdn representadas por la complejidad de las alternativas de decisién.

La capacidad que tiene un decisor de procesar informacidn limitada es un
factor de exigencia ya cuando se consideran las implicancias de un solo
curso de accién, sin embargo en muchas decisiones, se deben visualizar y
comparar las implicancias de varios cursos de accién. Ademés, hay factores
desconocidos que se inmiscuyen en la situacion problemética y rara vez se

7Se dice que £ es un dlgebra de subconjuntos de £2 si:

i) £ es no vacfo

ii) Para toda E perteneciente a&, el complemento de E tambien pertenece of

iii) 8i E1, Eg, ..., En pertcnecen a &, entonces la unién de E1, Ea, ..., En también pertenece
al.

Sin embargo, usualmente los eventos reales se presentan ante un solo escenario o estado E y
cabe aclarar que si el espacio de estadosE es finito, siempre es posible encontrar solucién al
problema de decisién, en cambio, si es infinito, puede o no existir solucién.
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conoce con certeza cl resultado. Estos detalles orillan al decisor, algunas
veces, a posponer la eleccién lo méds posible y después decidir sin intentar
considerar todas las implicancias de su decisién.

La toma de decisién, fundamentalmente, ticne que ver con combinar in-
formacién sobre probabilidades e informacién sobre deseos ¢ interés. Y, el
decisor debe de tener cierto conocimiento de los estados de la Naturaleza
para poder predecir las probabilidades de cada estado. De lo contrario no
podrd tomar una buena decisién que sea razonable y defendible. También,
siempre que un decisor tengo cierto conocimiento sobre los estados de la
Naturaleza podra asignar una probabilidad subjetiva a la ocurrencie de
cada estado, o bien, puede tomar informaciéon relevante de especialistas
para decidir correctamente.

1.2,2. Criterio de la utilidad maxima esperada

Las distintas consecuencias posibles generadas por las preferencias de quien
ha de tomar una decisién (decisor) bajo distintos escenarios se pueden cuantificar
por medio de una funcién de utilidad, o bien de pérdida, dependiendo de lo que
se esté especificando.

A la medida en que una alternativa satisface un criterio se le denomina uti-
lidad. Hay otras palabras que ticnen escencialmente el mismo significado como
valor ganancia, valor psicoldgico y "satisfactoriedad”. Un modelo de utilidad es
un modelo gréfico o matemdtico que puede usarse para estimar la utilidad de un
concepto o de una alternativa. Esencialinente, un modelo de utilidad transforma
una descripeidn de un concepto o alternativa en una evaluacién o descripcién
numérica de preferencias cxistentes que permita ordenar las eventualidades lo
mds certeramente posible.

Regularmente, la manera mas usual de formular un problema de decisién
es usando una matriz de consecuencias, o bien de beneficios, que consiste en
asignar a cada fila una accién posible y a cada columna un escenario posible.
Se analiza y se estudia la ocurrencia de cada accién y, se le asigna a cada una
de ellas, bajo los distintos escenarios existentes, un valor o beneficio generado
por la funcidn de utilidad, o bien de pérdida, segin los intereses del tomador
de decisiones; asi como también, se le asigna cierta probabilidad de ocurrencia
a cada posible estado de la Naturaleza.

Una vez definida la estructura junto con los valores y las probabilidades se
procede a calcular la utilidad esperada para cada una de las acciones y, se toma
la accién correspondiente a la utilidad esperada mas alta, o bien, correspondiente
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a la pérdida esperada més baja, segin la prespectiva con la que se analice la
situacién.

Es claro notar que al tomar una decisién basada en ecste procedimiento tal
vez, no se obtengan los resultados ue realmente se esperan, sin embargo se
puede tener un considerable acercamiento a ellos.

Este procedimiento es conocido como criterio de la utilidad esperada mdxima
(criterio de Bayes) cuya coherencia y optimalidad estdn respaldadas por una
teoria matematica bien fundamentada y totalmente especifica®.

Las decisiones pueden verse afectadas por la racionalidad subjetiva de las
personas y por la manera en que a cada problema de decisién se hace frente,
por ejemplo, algunas personas tienen la tendencia a evitar el riesgo cuando hay
perspectivas de ganancia, y buscan el riesgo cuando las perspectivas son de
pérdida. Es por esto que, abordar las decisiones como si fueran ”apuestas” es
la base de la teoria de la decisién. Sin embargo, pueden existir errores en deci-
siones arriesgadas debido a presunciones falsas, no tener estimacion exacta de
las probabilidades, depender de la espectativa, dificultades en medir la funcién
de utilidad y los errores de prondstico.

EVENTQOS
1

ACCIONES — [ MODELO MATEMATICO — CONSECUENCIAS

1.3. Inferencia estadistica

La inferencia juega un papel muy valioso e importante dentro del campo
de la Estadfstica ya que por medio de ella se define cual serd la mejor decisién
que se tomard ante las circunstancias que se estén analizando. La informacién
estadfstica se recopila y analiza no solamente con el propésito de afiadirla al
conocimiento cientifico, sino también para ayudar en la toma de decisiones, por

8V¢ase detalladamente en el libro Bernardo José M. y Smith Adridn F. M., Bayesian
Theory, Ed. Wiley, 1004,

o S
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cso es quc la Estadistica se ha llegado a definir como un grupo de métodos
cncaminados a tomar decisiones correctas ante la incertidumbre y como se ha
mencionado en la seccién anterior, la inferencia estadistica se puede resolver
como un problema de teoria de decisiones en un ambiente o enfoque bayesiano.

La inferencia estadistica bayesiana se lleva a cabo mediante el contraste de
hipétesis, estimacién puntual, estimacién por regiones y prediccién.

1.3.1. Contraste de hipdtesis

El contraste de hipétesis constituye el proceso relacionado con aceptar o
rechazar declaraciones acerca de los pardmetros de cierto evento.

El problema de inferencia pura, o bien, contraste de hipdtesis puede ser
descrito como el método o procedimiento en el que se busca saber cual de los
clementos, de cierto conjunto de hipdtesis, teorias, estados de la Naturaleza
o modclos paramétricos mutuamente exclusivos H;; es verdadero, es decir,
cual de todos los escenarios plantcados es el que tiene mayor posibilidad de ocu-
mir. Generalmente el conjunto de hip6tesis es una. particién finita? de posibles
escenarios dentro del espacio de estados de la Naturaleza £ y el objetivo es
contrastar

Hy:86e©,,H,:0€0,,..,H,,: 0 O,

siendo 6,4, 84, ..., O,, subconjuntos disjuntos de ©.

El contraste sc lleva a cabo mediante el cdlculo de la probabilidad que cada
hipdtesis tiene y se utiliza el criterio dptimo llamado criterio de la utilidad méxi-
ma esperada (criterio de Bayes) para escoger la hipétesis de mayor conveniencia.

En este caso, cl espacio de estados relevantes es {©,, O3, ..., ©} o indistin-
tamente {Hy, Ha, ..., H}, el espacio de acciones es A = {a,, ..., a;,} en donde
el significado de a; serd actuar como si H; ocurriera y

p[Hs] =pl6 € ©)) = fe p(0)ds,
3

o bien,

9Si un conjunto de tamafio N se puede dividir en n subconjuntos ordenados tales que el
primero tenga tamaiiok), el segundo kg, y as{ sucesivamente de tal manera que la suma de
todos los ki, con i=1, ..., n, sea igual a N; entonces e cada subconjunto dd;,i=1,...,n, se
le llama particién finita.
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~ plHs] =recen =3 po),
. S ’ R 0€0;
o, en caso de cxistir informacién muestral x = (21,22, .-, Tn)

- p[H’] =p(@e Qj) = /e, p(0]x)d8,
o bien,

pH;] =p0 €©;) = 3 p(6lx).
0€6;

1.3.2. Estimacién puntual y estimacién por regiones

Se recurre a la estimacién de pardametros dentro de la inferencia estadistica
debido a que no se conoce ¢l valor real de dichos pardmetros y, en vez de su
valor real se hace uso de un estimador que es una aproximacién tentativa para
tener resultados dptimos en la toma de decisiones.

Las estimaciones pueden ser de dos tipos:

Puntuales ; las cuales se caracterizan por ser un solo valor numérico tnico.

y

Por regiones ; las cuales se caracterizan por contar con un limite inferior y
un limite superior que delimitan el intervalo en donde se encuentra el
"verdadero” valor del parametro.

ESTIMACION PUNTUAL

En estadistica bayesiana, la estrategia bdsica utilizada, en caso de tener
interés por hacer estimacién puntual, estd dada por los siguientes cursos de
accion: Coe :
a) En primer lugar, se necesita utilizar el espacio de acciones .4 como el espacio -

de todos los posibles valores que podria tomar el pardmetro, es decir,
A = 6, de tal manera que cada accién, que se pueda realizar, se defina
como si el valor de # fuera cierto.

TESIS OV
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b) Se debe definir una funcién de utilidad o pérdida clara lamada u[é, 0] 0

l[é, 9] donde § es la accién de actuar como si & fuera cierta.

¢) Una vez definida n[(:’, 0], o bien, l[é, 0], sc aplica el Criterio de Bayes,
utilizando la distribucién de probabilidad de 8, ya sea a priori p[&] (en

caso de no existir informacién muestral), o bien, a posteriori p[G[x] (en
caso de contar con informacién muestral).

El estimador puntual bayesiano serd aquel niimero que minimize la pérdida
esperada, 0 bien, maximize la utilidad esperada y se puede interpretar
como un simple resumen de la distribucidn de § ya que toda la informacién
necesaria csti contenida en dicha distribucién.

Los estimadores puntuales bayesianos mds utilizados se mencionan a contin-
uacion con su respectiva funcion de utilidad:

M u(8,86)

~6-02 | E)

-6 -6 | Med(6)
- QZ_H)Z E@__)_
[ E(0)

ESTIMACION POR REGIONES

En ocasiones la descripcién de la informacién sobre 8 a través de p[B] 0

de p[alx] resulta complicada para aquellos que no estdn familiarizados con el
suceso. Esta situacion necesita contar con resultados mas accesibles, por
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lo que se recurre simplemente al reporte de ciertas regiones contenidas en ©,
con cierta probabilidad dada, que puedan contencr el valor real del pardmetro.

Sin embargo, es claro notar que para cicrta probabilidad o dada, por lo
general existe una infinidad de regiones dentro de 6. Por esta razdn, al hacer
estimacién por regiones de cierto pardmetro se buscan otras caracteristicas a la
par, como obtener el intervalo cuya distancia sea minima entre el limite superior
¢ inferior y obtener la méxima densidad dentro del intervalo.

Basicamente el procedimiento para llevar a cabo la estimacién por regiones
de # esté dado bajo las condiciones mencionadas, haciendo uso de la distribucién
de probabilidad de 6, ya sea a priori, o bien, a posteriori y, la complejidad del
cdlculo de la region estimada dependerd de dicha distribucién.

1.3.3. Predicciéon puntual y predicciéon por regiones

Al modelar probabilisticamente un fendmeno aleatorio causa interés saber
cudl serd el préximo comportamiento que tendrd el pardmetro analizado 8 (como
ya se¢ ha hecho incapié¢), pero también, ocurre con frecuencia el valioso interés
por hacer inferencias sobre observaciones o repeticiones futuras del fenémeno
aleatorio.

Bajo estas condiciones se utiliza la distribucién de probabilidad del
fenémeno, ya sea a priori o a posteriori, p[X] o p[X|x] respectivamente y,
se aplican las mismas técnicas de contraste de hipétesis, estimacién pun-
tual y estimacién por regiones para realizar la inferencia de 8, aplicadas a la
inferencia sobre X.

Aunque las bases de estadistica bayesiana datan de hace mds de dos siglos,
no es hasta fechas recientes cuando empieza a asistirse a un uso creciente de este
enfoque en cl dmbito de la investigacién. Una de las razones que explican esta
realidad y que a la vez anuncian un impetuoso desarrollo futuro, es la absoluta
necesidad del calculo computarizado para la resolucion de algunos problemas
de cierta complejidad. La existencia de software disponible hace posible
aperar con estas técnicas debido a que los procedimientos bayesianos cons-
tituyen una tecnologia emergente de procesamiento y andlisis de informacién
para la que cabe esperar una presencia cada vez més intensa en el campo de la
aplicacién estadistica.
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Capitulo 2

Distribuciones
probabilisticas

Debido a las condiciones y ambiente en que la estadistica es considerada des-
de un punto de vista bayesiano, la aleatoriedad tanto del evento de interés como
de los pardmetros involucrados es convenicnte considerarla en términos de una
distribucion de probabilidad. Por esta razén, el conocimiento de las distribu-
ciones probabilisticas es de gran utilidad para la realizacién de aplicaciones ya
que para describir un fenémeno aleatorio con resultados numéricos, es necesario
y suficiente especificar su funcion de probabilidades.

Se tienen a la mano representaciones distintas pero equivalentes del mismo
concepto matemaitico, que es posible llamar ley de probabilidades (o distribucién
de probabilidades) del fendmeno aleatorio con resultados numéricos.

Una de dichas representaciones es la ley de probabilidades llamada discreta,
la cual corresponde a una funcién de distribucién discreta y describe compor-
tamientos o eventos que solo pueden tomar valores cnteros.

La segunda representacion es la ley de probabilidades continua que corres-
poude a una funcién de distribucién continua y describe comportamientos que
pueden tomar valores correspondientes a un intervalo sin interrupciones.

Sin embargo, aunque las mencionadas representaciones forman parte de una

25
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principal clasificacién de ley de probabilidades, también sc pueden encontrar dis-
tribuciones con caracteristicas mixtas, es decir, que dentro de su comportamien-
to probabilistico se involucran tanto comportamientos discretos como compor-
tamientos continuos; y también, dentro de la anterior clasificacién se podrin
encontrar distribuciones que describen a una sola variable aleatoria (distribu-
ciones univariadas), o bien, distribuciones que describan a un vector de variables
aleatorias llamado vector aleatorio que definird su comportamiento con respecto
a vectores o matrices de pardmetros (distribuciones multivariadas).

A continuacion se presentard una recopilacion iitil de distribuciones de pro-
babilidad tanto discretas como continuas en los contextos univariante y mul-
tivariante, a las cuales se recurre con gran frecuencia al realizar aplicaciones
bayesianas e incquivocamente cuando existe interés en la aleatoriedad y pro-
babilidades de algiin evento en particular independientemente de un enfoque
bayesiano. Cada distribuicién de probabilidad contard con ciertas propiedades y
caracteristicas que las definen claramente y de manera (nica.

2.1. Distribuciones discretas univariadas

Distribucion Bernoulli

Una cantidad aleatoria discreta x tiene distribucién Bernoulli con parametro
6, donde 0 < @ < 1, si su funcién de probabilidad Br(z|d) estd dada por

Br(z|0) = 6*(1 — 6)1—=,
parax = 0,1

La distribucién Bernoulli representa un experimento con dos posibles resul-
tados, los que por convencién se llaman fracaso y éxito, donde :z:(fracaso) =0,
z(éxito) =1y Br(z=0)=1-8, Br(z=1)=

La media y varianza son Efz] = 6, y V]z] = 6(1 - §)

i
i
i
1
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Distribucién Binomial

Una cantidad aleatoria discreta x tiene distribucién binomial con pardmetros
fyn (0<8<1,n=1,2,..)sisu funcién de probabilidad Bi(z|?,n) estd dada
por

Bi(z|0,n) = (:)0’(1 —~9)1-=,
dondez =0,1,...,n

La distribucién binomial representa la distribucion del ndimero total de éxitos
de n ensayos independientes para los que € cs la probabilidad de éxito de cada
ensayo individual.

La media y varianza son £z} = nf, y V([z] = n#(1 - 8). Y, cl dato modal
cs conseguido por el entero mds grande M|[z] el cual no debe exceder de z, =
(n -+ 1)0; si @y, ¢s un entero, entonces ambos T, ¥ T, — 1 son modas.

Si n = 1, se dice que z tiene una distribucién Bernoulli con funcién de
probabilidad denotada por Br(z|8).

La suma de & cantidades aleatorias binomiales independientes con pardéme-
tros (8, n;), i = 1,..., k, es una cantidad aleatoria binomial con pardmetros 8 y
ny + ...+ ng.

Distribucién Binomial - Beta!

~ Una cantidad aleatoria discreta = tiene una distribucién binomial - beta con
parimetros a, 8y n (@ > 0,6 > 0,n=1,2,. ) si su funcién de probabilidad
Bl(z|a, B, n) esta dada por AR

Bb(z|a, B,n) =¢ (:) F(a + x)l"(ﬁ +'Vn - z),

para T = 0,...,n,

!Para la comprensi6n de esta distribucién es necesario conocer la dtstrlbucidn de la variable
alcatoria continua beta.




28 CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES PROBABILISTICAS

Mo -+ )
T(a)T(B)(a+ B +n)

donde ¢ =

! gl SR T
Lo distribucién es generada por ln combinacién de‘distribuciones - -

Bb(z|a, B,n) = /0 ' Bi(slo,n) Be(8la, ) do.

La media y la varianza estdn dadas por

naff (¢+B8+n)
e+ B2 (a+8+1)

Elz]=n

o i
py Vand Vizg] =

Y, la moda es adquirida como el entero mds alto M(z] el cual no excede
= (-1,
" a+p3-2 "
si z,, es un entero, ambos z,, y z,, — 1 son modas.

Si @ = 8 = 1 se obtendrd una distribucién uniforme diséreta, aéiéﬂando en
gran cantidad (n + 1)~! a cada posible z. .

Distribucién Binomial Negativa

Una cantidad aleatoria discreta x tiene una distribucién binomial negativa
con pardmetros § y » (0 < 8 < 1,r = 1,2,...) si su funcién de probabilidad

Bn(zx|r,0) es
Bn(z|r,0) =c (r tf; 1) (1-9y7,
donde z =1,2,... y c=86".

La distribucién binomial negativa se utiliza al observar los resultados de
cusayos independientes, cada uno con probabilidad 6 de que el resultado se
considere un éxito, hasta que suceda el r-ésimo fracaso. El niimero de éxitos
obtenidos es la variable aleatoria que se llama binomial negativa.
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(1-6)

La media y la varianza son E[z] = r-——= 7 V[ ] = r(l — 0)

Si 7(1 - 0) > 1 el dato modal M|z] es el minimo entero no menor que
(1-6)
r

;5ir(l —f)=1ecxistendos modasena=0yz=1;ysir(1-6)<1

entonces la moda M{z] = 0.

Si » = 1 se dice que = tiene una distribucién Pascal, o bien, distribucién
geométrica. Mds aiin, la suma de k variables aleatorias independientes con dis-
tribucién binomial negativa con parimetros (8, r;), i = 1, ..., k, es una variable
aleatoria con distribucién binomial negativa con parametros § y r; + ... + 7.

Distribucién Binomial Negativa - Beta?

Una cantidad aleatoria discreta = tiene una distribucién binomial negativa
- beta con pardmetros a, 8 y r (o > 0,8 > 0,7 =1,2,...) si su funcién de
probabilidad Bnb(z|a, B,7) es

r+:v—l) T'(8 +x)
1

sutelesn =o (T2 ran gy

para xz = 0,1, ...

INa+ )M a+T71)

donde ¢ = NCIT)

La distribucién es generada por la combinacién de distribuciohes

1 : R ;
Nbb(zla, B, 1) = / Nb(z|0,r) Be(fle, B) db.
o PR LR S

La media es Efz] = 37—‘_2—1-, a > 1, y la varianza estd dada por

2Para la comprensién de esta distribucién es necesnrio conocer la distnbucién de la variable
aleatoria continua beta.
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L g ;ﬁ el r,é Ly
NYM_—G-I[ a-2 (a—l)(a.—z)}’ a>2

Distribucién Geométrica
Una cantidad aleatoria discreta z tiene una distribucién geométrica con
pardmetro 8 con 0 < & < 1 si su funcién de probabilidad Geo(z|f) cs
Geo(z|f) = 6(1 — 8)* — 1,
para x = 1,2,...,

Un caso particular de la distribucién binomial negativa lo constituye la dis-
tribucién geométrica del nimero de éxitos hasta el primer fracaso.

La media y la varianza cstdn dadas por Efz] = T%E y Viz] = -1——%

-9

Si (1-6) > 1 el dato modal M[z] es ¢l minimo entero no menor que ;
si (1 — 6) =1 existen dos modasen z =0 y z = 1; y si (1 — 8) < 1 entonces la
moda M{z] =0.

Distribucién Hipergeométrica

Una cantidad aleatoria discreta z tiene una distribucién hipergeométrica
con pardmetros enteros N, M y n (n < N + M) si su funcién de probabilidad
Hy(z|N, M,n) esté dada por

Hy(z|N,M,n)=c (Z)( M ),

n—-zx
donde maz{0,n — M} £ z < min{n, M}, y
(N + IVI) -!
c= .
: n
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La distribucién hipergeométrica se utiliza al tener una poblacién con N
elementos, M de los cuales cumplen con cierta propiedad (los N — M restantes
no la cumplen). Se extrae una muestra de tamafio n sin reemplazo; entonces,
el niimero de elementos en la muestra que cumplen con la propiedad es una
variable aleatoria que se distribuye como una variable hipergeométrica.

N
La media y la varianza son Efz] = —N—nm y Vjz] =

nMN (N+M-n)
(N+ M2 (N +M-~-1)

El dato modal se obtiene como el méximo entero M|z] que no excede

o - EDN +1)
M= TMIN+2

si z,, €8 un entero, entonces Z,, y Z, — 1 son modas.

Distribucién Hipergeométrica Negativa

Una cantidad aleatoria discreta x tienc distribucién hipergeométrica negativa
con parametros enteros r, M y N si su funcién de probabilidad Hn(z|r, M, N)

es
c4+r— I\ (N—r—=x
Hu(z|r,M,N)=¢ ( z )( M-z ),

paraxz=1,2,... M

-1
donde ¢ = (g) .

La distribucién hipergeométrica negativa se utiliza al observar una poblacién
con N elementos, M de los cuales poscen una cierta propiedad (N — M no
la cumplen, los restantes). Se extrae de la poblacién sin reemplazo; entonces,
el nitmero de elementos que tiene la propiedad hasta que se tenga el r-ésimo
que no la tiene, es una variable aleatoria que se distribuye como una variable
hipergeométrica negativa.
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La media y la varianza estdn dadas por

_ Mr _ Mr(N—M-r+1)(N+1)
Blel=g—3rm1 Y VH = N v e (v oM+ D

La distribucién hipergeométrica negativa es también una distribucién bino-
mial negativa con pardmetros r, N- M - R+ 1y M.

Distribucién Pascal

Una cantidad aleatoria discreta z tiene distribucién Pascal con pardmetros
T y 0 (r entero positivo y 0 < 8 < 1) si su funcién de probabilidad Ps(z|r, 8) es

. _(z-1 M\ E
Ps(z’l’l,ﬂ) = (1“—1)(1 0) [/
paraz=r7,r+1,..

La distribucién Pascal se utiliza al observar los resultados de ensayos inde-
pendientes consecutivos, cada uno con probabilidad ¢ de que el resultado sea un
éxito, hasta que suceda el r-ésimo fracaso. El niimero de ensayos es una variable
aleatoria con distribucién Pascal.

Esta distribucién pucde confundirse con la binomial negativa, donde al reali-
zar el experimento también se estd en espera del r-ésimo fracaso, pero donde la
variable aleatoria es el niimero de éxitos obtenidos antes del evento esperado, en
tanto que en la distribucion Pascal la variable aleatoria es el mimero de ensayos
reuqeridos hasta obtener el evento esperado.

La media y la varianza estdn dadas por

0

Blel = 15 ¥ VIal = g

La distribucién Pascal con pardmetros ry 6 es también una distribucién
geométrica con pardmetro @ y Ps(z|r,6) = Bn(z —rjr,8).
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Distribucién Poisson

Una cantidad aleatoria discreta z tiene distribucién Poisson con parémetro
A (A > 0) si su funcién de probabilidad Pn(z]A) es

AE
Pn(z|A) = ¢ et

paraz = 0,1, 2, ...,

donde ¢ = e~*.

BEsta distribucién puede considerarse naturalmente como la distribucién del:
mimero de eventos que ocurren en el intervalo de tiempo (0, 1) cuando los eventos
ocurren a razén de A por unidad de tiempo. .

La media y la varianza estdn dadas por Efz] = Vizg] =

El dato modal M [x] es el mdximo entero de los cuales no exceden A Sx Aes
un entero, entonces A y A — 1 son modas. e

La suma de k cantidades aleatorias independientes Poisson’ con pai';imet;ros
Aiy 1 =1, ..., k, es una cantidad aleatoria Poisson con pardametro A; + ... + Ag.

Distribucidén Poisson - Gamma®

Una cantidad aleatoria discreta x tiene distribucién Poisson - gamma con
pardametros « Sy n {(a > 0,5 > 0,n = 1,2,...) si su funcién de probabilidad
Pg(z|a,B3,n) es ST IEES BT

r =
Pg(zla,Bin) = ¢ (QJ 2 B +"n)¢;+,

parax = 0,1,2, ...

3Para la comprensién de esta distribucién es necesario conocer la dlsl.nbucxén de la variable
aleatoria continua gamma.
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‘ _pe
dondec—r(a).

La distribucién es generada por la combinacién

1
Pg(xla,ﬂ,n)=/o‘ Pr(zin)) Ga(Mla,B) dA.

Una distribucién Poisson compuesta es, en ofecto, una generalizacién de la

distribucién binomial negativa Bn(z|a, m), solamante para enteros a.

na(8 + n)
B2

La media es Efz] = —, y la varianza es V|z] =

ﬂ
o
St an > B+n, existe una moda en el minimo entero no menor a (-(———~—2) -

1;sian = G+n, existen dosmodasenz=0yz = 1;y, su:m.<ﬁ+n, 1\/[[:1:]

Distribucién Uniforme

Una cantidad aleatoria discreta x tiene distribucién uniforme con paxémetro
n (n==1,2,...)) si su funcién de probabilidad Und(z|r) es

1
Und(a:ln) = n_:l-—l'

PaAra T = Tg, L1, ey T~

La media y varianza estan dadas por

>
E[.’I‘] = ;Lio-;—]:

n n
ny o -2 zz;

Vil =

La distribucién uniforme carece de moda.
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"2.2. Distribuciones continuas univariadas

. Distribucion Beta

Una variable aleatoria continua x tiene distribucién beta con parimetros o
¥y O {(a > 0,8 > 0) si su funcién de densidad Be(z|a, 8) es

Be(zla, f) = ez} (1 — )7,

paral <z <1,

donde
_ (e+8)
ONG]
yl(x)= t==1 e~! dt; valores enteros y semi-enteros de la funcién gam-

o
ma son ficilmente de encontrar utilizando la relacién recursiva I."(:c+1) = z[(z),
¥ los valores de I'(1) = 1 y ['(1/2) = /7 ~ 1,7725.

La aplicacién sistemadtica de la integral beta,
1
- - M@)'(B8)
oY1 - )Pt dp =
/o ( ) Mla+8)’
se obtiene que

af
(a+B8)*(a+B+1)

(s

a+ 8

Elx] =

y Via=

-1
Sia>1yf > 1, existe una tinica moda en -&%ﬁ' Si z tiene densidad

de probabilidad Be(z|a, £), entonces y =1 — z tiene densidad de probabilidad
Be(yla, 8). Si @ = 8 = 1, se dice que z tiene distribucién uniforme Un(z|0,1) -
en el intervalo (0,1). e

Al considerar la transformacién y = a + z(b — a), donde = tiene dens1dad
de probabilidad Be(z|a,S), la distribucién beta puede ser generahzada para
cualquier intervalo finito (a,b).
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En particular; la diétribuéién'iiﬁifotme Un(yla;b) en’el intervalo (a,b), -

Un(?llarb),=(b-a)_l, a<y <"b,‘3 o SERCTRIN
" tiene media E[z]) = (a +b)/2 y varianza V'{y} =‘A(b - a)?/12; :

Distribucién Cauchy

Una variable aleatoria = ticne distribucién Cauchy con pardmetros o y
(—o0 < a < 00,8 > 0) si su funcién de densidad de probabilidad Ca(z|c, 3) es

B 1

Caf(zle, ) = = Fiw_or

donde —co < z < 00.
La funcién de densidad de probabilidad de Cauchy es simétrica con respecto

a a que es la mediana de la variable, y ni la media ni la varianza existe para
esta distribucién.

Distribucién Exponencial

Una wvariabla aleatoria = tiene distribucién exponencial con pardmetro #
(@ > 0) si su fincién de densidad Exp(z|0) es

Ezp(zx|f) = 6 e %=,

donde z > 0.
La media y la varianza estdn dadas por .

Bel=3 v V-

La moda de ‘unaj dlstnbucnén exponencml est4 localizada en = = 0.
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Distribucion Exponencial Negativa

Una variable aleatoria = tiene distribucién exponencial negativa con
pardmetros a y 8 (—o00 < o < 00,8 > 0) si su funcién de densidad de pro-

babilidad ExzpNeg(z|a, §) es
EzpNeg(z|a, B) = e~ Al==2),
para a < £ < 0.

La media y la varianza estdn dadas por

En particular, EzpNeg(0, 8) = Ga(1, -é—) = W(g, 1)~

Distribucién F (o de Snedecor)

Una variable aleatoria continua z tiene distribuciin ‘F o Snedecor: con
pardmetros a y 8 (grados de libertad) (a > 0,8 > 0) si su densidad de proba-
bilidad Fs(zla, 8) es

F z(a/Z)—l
s(zla, B) =c BT az)@rdr’
para & > 0,
donde

_ I((«+8)/2) ac/2p9/2,
~ T(a/2)0(6/2)”

c-27
i2 - ];masaun,

¥ existe una tinica moda en [ 3

Siﬁ>2,E[:z:]=ﬂ
si >4,

4Distribucién Weibull
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B (a+B-2)
a(f—4) (8-2)?2 °

Si z y y son cantidades aleatorias independientes, ambas con distribucién
ji-cuadrada, con v; y vg grados de libertad respectivos, entonces

_ (z/u)
~ (w/wm)

tiene distribucién Snedecor con vy y va grados de libertad.

Vizg] =2

Distribucién Gamma

Una variable aleatoria continua z tiene distribucién gamma con parametros
ay B (a> 0,8 > 0) sisu funcién de densidad Ga(z|a, §) es

Ga(z|a, f) = ¢ z°~! 9%,

donde z > 0 y donde ¢ = 8*/T'{(a).

De la aplicacién sistemética de la integral gamma

,m a—1 —191: _P_(SY_)_‘
/o”" T =

se obtiene que B[z] = B y V[a:]

s . L a-1 . .
Si o > 1, existe una tinica moda en ] y si @ < 1 no existen modas (la

densidad es ilimitada).. -

8i a = 1, se dice que x tiene distribucién exponencial Exp(z|B), y si también
B =1 se dice que z tiene distribucién exponencial estandarizada.

Si B =1, se dice que z tiene distribucién Erlang con pardmetro &, o bien,
se dice que tiene distribucién gamma estandarizada. o
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Sia= g yB= —;-, se dice que z tiene distribucién ji-cuadrada (x?) (central)
con pardmetro v (frecuentemente conocido como grados de libertad) y densidad
denotada como x?(zjv) o x2(x).

Considerando la transformacién y = a+z o z = b—z, donde z tiene densidad
Ga(z|a, ), l1a distribucién gamma puede ser generalizada para los rangos (a, 00}
o (—o0,b). Mds aiin, la suma de k variables aleatorias con distribucién gamma
independicentes con parametros («;, 8), ¢ = 1, ..., k es una variable aleatoria con
funcién de densidad gamma con pardmetros aq + ... + ax y 8.

Distribucién Gamma - Gamma

Una variable aleatoria continua z tienc distribucién gamma-gamma con
pardmetros o, 8y n (@ > 0,8 > 0,n = 1,2,...) si su funcién de probabili-

dad Gg(z|a, B,n) es

g* T{a+mn) gnTlo
@) ) @Broem

Gy(z|e, B,n) =
paraz > 0.
La distribucién es generada por la- co'hibimﬁ:ién’, FEae

Galele,Bm) = [ Galaln, X) Ga(Ma,8) d.

La media y la varianza estdn.dadas por -

_ Pntn-1)

= e 7%
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Distribucién Gamma Invertida
Una variable aleatoria continua x tiene distribucién gamma invertida con
pardmetros o y 8 (a > 0,8 > 0) si su funcién de densidad Gi(z|e, 8) es

Gi(zla, 8) = c z~(et) g=F/=

_ B
para 2 > 0, donde ¢ = ——I‘(a) .

La media y la varianza son respectivamente

E‘[z]:;!i-—l, a>1,

Viz]= a>2.

BZ
(@ -1P%(a-2)
En la distribucién gamma invertida solo existe una moda en = = G/(a+1).
El término gamma invertida se deriva del dato fcilmente establecido, el cual

dice que si y tiene densidad gamma Gu(yle, 8), entonces = = y~tiene densidad
gamma invertida Gi(z|a, 8).

Si a tiene distribucion gamma invertida con a = v/2, 8 = 1/2, entonces se
dice que x tiene distribucién xZ-invertida.

Una variable aleatoria continua z tiene distribucién raiz cuadrada gamma
invertida Ga='/?(y|a, B}, st = y~2 tiene densidad gamma Ga(z|a, 8).

Distribucién Ji - cuadrada
Una variable aleatoria continua z tiene distribucién ji-cuadrada con
parametro v (grados de libertad) si su funcién de densidad x?(zjv) = x2 es

¢ gW/D-1 g-a/2,

(1/2)~72

para z > 0, donde ¢ = W
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La media y la varianza estin dadas por

Elgl=v y Viz]=

La distribucién es unimodal y la moda se encuentra en el valor de M([z] tal
que x2(Miz][v) sea igual a x*(M{z)jv — 2).

Distribucién Ji - cuadrada no central

Una variabla aleatoria continua z tiene distribucién x2 no central con
parametros v (grados de libertad) y A (no centralidad) (v > 0,x > 0) si su
funcién de densidad x?(z|v, A) es

o0
X2(zlv,A) = D Pn(ilA/2) x*(zlv +26),
=0
para z > 0; es decir, la combinacién de distribuciones x? centmles con pesos
Poisson.

La distribucién ji-cuadrada no central se reduce a una distribucién - ji-
cuadrada central cuando A = 0.

La media y la varianza estdn dadas por Efz] = v+ Ay Viz] = 2(v+2A); y,
la distribucién es unimodal y la moda se encuentra en el vaor de M [:c]tal que--

x2(M{z]|v, A) sea igual a x2(M|z]lv - 2, A).

Si z1, ..., zx son variables aleatorias mutumnentc mdependxentes y con dls-
tribucién normal N (x;|, 1) entonces z = E z? tiene dlStrlbUClOﬂ x2 10 central
t=1 : .
2 2
x“(zlk, Z i)
i=1

La suma de & distribuciones x2 no centrales independientes con pardmetros
(vi, A:) ticne distribucién x? no central con pardmetros v +...4+Uk ¥ Ay +oee 4 Age

 TESIS (W
FALLA DB ol




42 CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES PROBABILISTICAS
Distribucién Laplace

Una variable aleatoria continua z tiene distribucién Laplace con pardmetros
ay B (—oo < a < oo, > 0) si su funcién de densidad Lep(z|c, B) es

Lap(zle, 8) = g e—ﬁlz—al’

para —oo < & < 00.
La media y la varianza estén dadas por Efz] = a y V(z] = -ﬁ%-

La funcién de densidad es simétrica con respecto a a.

Distribucién Logistica

Una variable aleatoria continua z tiene distribucién logistica con pardmetros -

ay B (e R, B >0)sisu funcién de densidad Lo(x|a, B) es

_E_a
e A

Lo(z|a,B) =¢

dondez ER yc= "1
Una expresién alternativa para la funcién de densidad es

%sech2 {% (z__;g) }

por lo que la distribucién logistica es llamo.da tamb:én dlstnbumdn sech-
cuadrada. : : :

La distribucién logfstica es mds snnple de expresar en térmmos de su funcién
de distribucién, e : : :

Fx(m)“—"‘[1+e"!'5£] . ‘
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La distribucién es siinétrica con respecto a = «. La media y la moda estdn
dadas por Efz] = M[r] = e, y la varianza es Viz} = 82a2/3.

Distribucién Lognormal

Una variable aleatoria continua z ticnen distribucién lognormal con paré-
metros oy A (—co < p < 00, A > 0) si su funcién de densidad LogN (z|u, A)

cs

LogN(xip,AN)=c¢ o~ #lagz—p)*

\ 1/2
para z > 0, donde ¢ = (m)

La media y la varianza estdn dadas por
Elz] = et tix
Viz] = e (e‘} - e'})

La distribucién de probabilidad es sxmetnca con respecto a x = u, por lo
que Elz] = Miz).

Distribucion Maxwell

Una variable aleatoria continua z tiene distribucién Maxwell con pardmetros
1y A (=00 <t <o0),A>0)sisu funcién de densidad Maz(x|,A) es

Maz(zip,\) =c¢ (z — p)? e~ 3"

12
273
para u < T < 0o, donde ¢ = e .

La media y la varionza estén dadas por
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=)

smog
V[.'l:]: BV SR

Distribucién Normal

Una variable aleatoria continua « tiene distribucién normal con parémetros
BY X (1€ R, > 0)si su funcién de densidad N(zjp, ) es - T

N(zlp,A) = ¢ e~ #=nP,

\ 1/2
para = € R, donde ¢ = (——) .
27

La distribucidn es simétrica con respecto a x = p. La media y la moda son
E[z] = Mz]) = u y la varianza es V[z] = A~ tal que A representa la precisién
de la dlstnbuclon Alternativamente, N(z|y, A) es denotada por N(z|u,o0~2),
donde 0? = V[z] es la varianza.

Si u =0y A = 1, se dice que z tiene distribucién normal estndar, con funcién
de distribucién

Foa
B(x) = e” 7 di.

\/_

Si y = AY2(x— ) = (z — pt)/o, donde z tiene densidad de probabilidad nor-
mal N (z|y, A), entonces y tiene funcién de densidad normal estdndar N(z|0,1).

En general, si ¥y = a + 2 b;x;, donde las z; son independientes entre s

con densidades N(z|p:, Ai), entoncw y tiene densidad de probabilidad normal,
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Nyla + Z bipti, A) donde \ = (E % )" una media arménica ponderada de

prccxsxonca mdlv1dunlc:a

Si zy, ..., zx son variables aleatorias independientes y con distribucién normal

k
esténdar, entonces z = ¥ z? ticnen distribucién x? central.
i=1

Distribucién Pareto

Una variable aleatoria continua z tiene distribucién Pareto con parimetros
ay f (o >0,8>0)sisu funcién de densidad Pa(z|e, 8) es

Pa(zla,f) = ¢ z~*+D),

para x > 8, donde ¢ = af”.
La media y la varianza estan dadas por

,E[a:]=;—_ﬂi, st a>1

af?

-(-a—::l—)z—(m, st a>2.

Viz] =

La moda es M[z] =
La distribucién es generada por la combinacién

Pa(zla, B) = /” * Bap(z - 516). Ga(0]ev, ) d6.

Una variable aleatoria continua y tiene densidad Pareto invertida Pi(y|c, 8)
si ¢ =y~! tiene densidad Pa(z|a, 8).
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Distribucién Rayleigh s
Una variable aleatoria continua x tiene distribucién Raylexgh con pa.rémetro
B (8 > 0) si su funcién de densidad Ray(z|B) es B
_z3a2

1

Ray(z|B) =c z e

para z > 0, donde ¢ = §2.

La media y la varianza estén dadas por

1 /7

Elz] =5V2
y H
Vie = 5

Distribucién Triangular
Una variable aleatoria continua x tiene distribucidn triangular con pardme-
tros a, by ¢ (a < b < ¢) si su funcién de densidad T'ri(z|a,b,c) es

_2—a) o,
Tri(z]a, b, C) = (b -Z-(Z)ECZ_)_ 0.)
(c=b)(c—a) b<z<e

Su media y su varianza estdn dadas por

2 —ab — ac —
V[:z:]‘=a +b2+0218ab ac bc'

La moda se obtiene cuando z = by es igual a B
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Distribucién T - Student

Una variable aleatoria continua z tiene distribucién T-student con 'pa.ré.m’e-
tros s, Ay a (p € R,A > 0,a > 0) si su fincién de densidad St(z{u, A a)

s
A —-(x+1)/2
Stz M o) =¢ [l + a(:v - /t)’] )

paraz € R

donde

1/2
F((a+1)/2)( )
~ [(a/2)T(1/2) )

La (hstubucxon es simétrica con respecto a £ = /i, y tiene su Ginica moda en
Mlz) =
La media y la varianza son

Elzl=p, sia>1,

. 1
V] = ——g—2)’ st a>2

El pardmetro o usualmente se refiere a los grados de libertad de la dlstmbu-

cidn.

La distribucion es generada por la combinacién

it a o
St(xll" Aa) = N(-’L‘Ill, Ay) Ga yl—, 5 dy'
e incluye a la dlstnbucmn normal como un caso de lumte. tal que

N('cl,u,,\) = h’m St(xlu,A a).
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Si = A2, donde = tiene densidad St(z|g, A, ), entonces y tiene densidad
T-student estaudar St(y|0,1, ). Si @ = 1 se dice que z tiene dlstnbuclon Cauchy
con densidad Ca(zlg, A).

Si 2 tiene distribucién normal esténdar, y tiene distribucién x2, y si y v
son mutuamente independientes, entonces
_ T
(y/v)'/?
tiene densidad T-student estandar St(z(0,1,v).

Distribucién Uniforme

Una variable aleatoria continua z tiene distribucién uniforme con parametros
ayb(aeRbeR,a<b)sisu funcién de densidad U(z|a,b) es
1 S

U(z|a,b) = oo

paraa < z < b.

La media y la varianza estdn dadas por Elz] = 5 y Viz] =

La distribucién uniforme carece de moda.

Distribucién Weibull

Una variable aleatoria continua x tiene distribucién Wexbull con parametros
ayb (a>0,b> 0) sisu funcién de densidad W(zxla,b) es -~
W(zla,b) = a . b zb~? é'““’b,

para z > Q.

La media y la varianza estin dadas por
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B E % : - -

; A A :

Elel = (5) P(Hl)

v 1)} 2 r; !
[=] = (b ¥ 1) - (m) ‘
Si b = 1 entonces W(z|a,1) = Ga(z|1,1/a) = Ezp(z|l/a).

St a=1/8y b= 1 entonces W(z|1/8,1) = Exp(x|B).

Sia =1y b = 1entonces W(z|1,1) = Ga(z{1, 1) = Exponencial estandariza-~
da.

2.3. Distribuciones discretas multivariadas
Distribucién Multinomial

Un vector aleatorio discreto x = (zy,...,xx) tiene una distribucién multino-
mial de dimensién &, con parimetros @ = (fy,...,0¢) yn (0 < 6; < 1.i9.- <
1,n = 1,2,...) si su funcién de probabilidad Mu,(x|8,n), para z; = 0:—_;:2, ey

con E z; <n,es
i=l
k k

Muy(x|0,n) = __..__n'_.___ Hotz;(l _ Z gi)"*‘m i
H:L.'(n—zz,)' i=1 =1

i=1

El vector de medias y la matriz de covarianzas estdn dados por

Efzil =n;, Vizi]=n(1-6;), Clzi,zj]= —nbib;.

La moda (s) de la distribucién es (son) localizada cerca de E[x], satisfaciendo
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i < Mlz) < (n+k = 1),

estas designaldades, con la condicién Y z;- < n, restringen las posibles
= : . f .

modas relativamente en algunos puntos.

La distribucién marginal de x{™ = (z1,...,Zm), m < k, es la ditribucién
multinomial M, (x(™|6y, ..., 00, 7).

La distribucién condicional de x("™), dado el recordatorio de saber que cada
<! tiene también distribucién multinomial y que dicha distribucién depende de
n

las x}s solo a través de su suma s = 3, T;; especificamente es
is=m4-1

0 6
PO g1, ey ) = Mty (x""’l—m—‘—. o s)-
E 6; E 0;
i=1 i==1
Si x = (z1,...,2) tiene densidad Muk(x|0,n), entonces y = (y1,..., %)
donde

Y1 =14 oo Tity oo, Yt = Tip 41 + oo+ Tik,y 1<t<k,
tiene densidad Mu, (yl¢,n), donde

dr=01+ .. + 001,y = 0;, 141+ + Ok

Si z es la suma de m vectores aleatorios independientes teniendo densidades
multinomiales con parimetros (6,n;), i = 1,...,m, entonces z también tiene
densidad multinomial con pardmetros 8 y (nj +... +ny,). Si k=1, Mu(x|8,n)
se reduce a una funcién de densidad binomial Bi(x|9, n).

Si z),..,2x son k cantidades alcatorias independientes con distribucion

de probabilidad Poisson Pn(x;|)i), entonces la distribucién conjunta de x =
n A

(z1, ..., Zx), dado que Y x; = n, es multinomial Mu(z|8,n), con 6; =
=1 2 A
i=1
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Distribucién Multinomial - Dirichlet®

Un vector aleatorio discreto x = (z1, ..., Tx) tiene distribucién multinomial -
Dirichlet de dimensién k, con pardmetros a = (i, ...,ak41) ¥ n donde o; > 0,
y n = 1,2,.., si su funcién de probabilidad Dm(x|a,n), para z; = 0,1,2,.

con E z; <n,cs
i=1

k1 a[zzl
Dm(xja,n)=c H ( )

i=1

8
donde al” = H(a_+j ~1) define Ja funcién factorial ascendente, con Tr+1. =
i=1

n!
= .
K In)

.c

El vector de medias y la matriz de covarianzas estin dadas por

;
Elzi]l =np;, pi= ey

a5
=1

k+1
n+ Z oy
Vig] = — a1 — pa).
14+ ) o
j=1

k1
nt+ 3 aj
s
Clz;, 5] = -——,J,;T—HP-'PJ‘-
1+ z 2%}
F=1

5Para la comprensién de esta distribucién es necesario conocer 1a distribucién de la variable
aleatoria continua multivariada Dirichlet.
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La distribucién marginal del subconjunto {a:l, ,:z,} es una multinomial -

Dirichlet cqn pardametros {a, ..., g, E oy — E a;} y n. En particular, la dis-
tribucién marginal de z; es binomial - beta Bb(z|c;, Z ajy — a;). Mds alin, la
=1

3
distribucién condicional de {zs41, ..., Zk} dado {ml, .»Zs} €S también multino-

mial - Dirichlet, con parémetros {41, ...,y Z o~ Z aj;}y "-"Z;_—.x z;
Jj= =s+1

2.4. Distribuciones continuas multivariadas

Distribucion Dirichlet

Un vector aleatorio continuo x = (z1,...,Zx) tiene distribucién Dirichlet de
dimensidn k, con pardmetros & = (@1,...,0k41) (s > 0,7 = 1,..,k + 1) si su
densidad de probabilidad Di(xja), 0 <zi<lyzi+..+zx <1,es

k
Dig(xa) = ¢ z@ ™ a1 — Zz,-)""“‘l,

i=1

donde
k41
F(; o;)
= kx
El (i)

Si k = 1, Di(x]a) se reduce a una densidad de probabilidad beta
Be(z|ay, az).

En el caso general, el vector de medias y la matriz de covarianzas estdn dados

por
Elz;) = W y  Vim] = E(i](ik};f-;[—?]—) Clzi,z;] = —E—[ﬂ—?@?—]
j}=:1a_, 1+ é:‘aj 1+j§1a,~

Si o > 1,1=1,...,k, se define la moda dada por
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_ a; —1
M[Ii] = 1 .
Z: oF - k-1
s=1
La distribucién marginal de x(™) = (z),...,z,), m < k, es distribucién
Dirichlet
k41
p(xt™) = Din(x™ ey, ..., am, Z aj).
j=m+1

La distribucién condicional, dado £m41, ..., Tk, de

T;
' i . -
= — i= 1,..m
1- 2
Jj=m+1

¢s también Dirichlet, Di,,, (2, ..., Tmlc1, ..., Qm, i1 ). En particular,

m

PE T a1y ooy Th) = Be(xﬂa.—,Zaj +agy1 —ai), i=1,..,m.
=1

Més aiin, si x = (z),...,x}) tiene densidad de probabilidad Diy(x]a), en-
tonces y = (1, ..., ¥) donde
Y1 =81+ oo +Ti1y 0 Yo = Tiy 41 F e + Tk, 1<t<k,
ticne densidad de probabilidad Di,(y|8), donde

B =0+ o+, e B = oy, g1 e o By = 0k

Distribucion Normal - Gamma

Un vector aleatorio continuo bivariado (z,y) tiene distribucién normal -
gamma, con pardmetros i, A, ay 8, (¢ € R,A > 0, > 0,8 > 0) si su densidad
de probabilidad Ng(z, yli1, A, a, B) es .

Ng(z,ulp, A, o, 8) = N(z|u, Ay) Ga(yle,B8), =ze€R,y>0,
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donde las densidades de probablhdad normal y ‘gamma son deﬁmdas en la
seceién 2.2, : .

Las medias y varianzas estdn dadas por

Elz)=p, Ell= -g Viz] = :\—(Eﬂ—-_l) V= 5

Es claro, de acuerdo a la funcién dada, que la funcién de densidad condi-
cional de z dado y es N(z|u, A\y) ¥ que la funcién de densidad marginal de y es
Ga(yla, B). Ms atin, la funcién de densidad marginal de = es St(z|u, 5\ﬁ3, 2a).

Distribucién Normal - Gamma Multivariada

Un vector aleatorio continue x = (z1,...,Z,) ¥ una cantidad aleatoria y
tienen una distribucién normal - gamma conjunta multivariada de dimensién k,
con pardmetros 4, A, a, 8 (p € R®¥, X una matriz simétrica positiva definida
de kx k,a >0y g > 0)si la densidad de probabilidad conjunta de x y y,

Ng(x,ylm A o, ) es
Ng(x,ylp, M &, B) = Ni(x|n, 2y) Ga(yla,B),
donde las densidades de probabilidad multivariadas gamma y normal han

sido ya definidas en la seccién 2.2.

El vector de medias, la matriz de covarianzas para Xy la varmnza. dey estan
dadas por EREE R ~

Bixyl= gV l#1=fx(f_i>? - Vhi= t%

De Ia funcién de "densidnd}y antéﬁdi‘, se tiene que, la densidad cohdicioﬁal dex
dado y es Ny (xilp,)\y)’ v la dénsidad de probabilidad marginal de y es Ga(y|a, §).

Més adn, la dénsidagi de probabilidad marginal de x es Stx(x|g, z-', 2a).
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Distribucién Normal Multivariada

Un vector aleatorio continuo x = (21, ..., Zk) tiene distribucién normal mul-
tivariada de dimensién k, con pardmetros g = (u1, ..., 4x) ¥y A, donde p2 € R* y A
es una matriz simétrica positiva definida de &k x k, si su densidad de probabilidad

Ni(x|p,A) es
Ni(xlp, A) = ¢ e 300 x e ;¥
donde ¢ = (21r)f‘§|,\|‘§.

Si k = 1, como A es un escalar, A, Ni(x|ps, ) se reduce a una densxdad de
probabilidad normal univariada N(z|gu, A). L

En le caso general, E[z;] = p;, y, con £ = A~! para cualquier elemento Oij
Vizi) = 0ii y Clzi, T;) = gij, tal que Vix} = A~1. El parmetro x por lo tanto
etiqueta el vector de medias y el pardémetro A la matriz de precisiones (la matriz
inversa a la matriz de covarianzas ).

Si y = Ax, donde A es una matriz de m x k de nimeros reales
tal que AXA! es no singular® | entonces y tiene densidad de probabilidad
Ne(y|Ap, (AZA®)7).

En particular, la densidad de probabilidad marginal para cualquier subvector
de x es normal (multivariada), de dimensién apropiada, con vector de medias
y matriz de covarianzas dados correspondientemente por el subvector g y la
submatriz A™!. Mds aiin, st X = {X3,%2) es una particién de x, con x; de
dimension k;, y k1 + k2 = K, y las particiones correspondientes de g y A son

531 ) STRP. V1S
= A =
# 2)' ( A21 Az ) ’
entonces la densidad de probabilidad condicional de x; dado x2 es tafn-

bién normal (multivariada), de dimensién k; con vector de medias y matriz de
precisiones dados, respectivamente, por

#1 = Af Mz (%2 = p2) ¥ A .

6Una matriz cuya inversa existe es na singular,

TEUI% (V)N
FAIJ,JA‘ ljf (/“1( }LN

L A
e e e teed
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La cantidad aleatoria y = (x — ) ‘X()E = ;4) tienes densidad de probabilidad
x2(y|k). Y, también es preciso notar que, de la. forma de’ ln funcién de densidad
se puede deducir que : -

/ (x-u)‘»\(x-’#) dx =007 (2”)5
9k |,\|§

Distribucién Normal - Wishart Multivariada

Un vector aleatorio continuo x y una matriz simétrica positiva definida de
cantidades aleatoria y tienen una distribucién conjunta multivariada normal-
Wishart multivariada de dimensién k, con parimetros g, A, o, 8 (u € R*,
A > 0, 2a > k — 1 cntero, y f una matriz simétrica no singular de k x k),
si la densidad de probabilidad de £ y de los ﬂ%‘”—‘l elementos distintos de y,

ka(xvylll'y Ayaiﬂ) s

ka(xa ylﬂ'v A Cl,ﬁ) = Nk(xlﬂv Ay) Wik(y‘av ﬁ)r

donde la densidad de probabilidad normal multivariada ha sido ya definida
v la densidad de probabilidad Wishart estd definida en piginas posterlores de
la presente seccién. _

Las medias y las varianzas estdn definidas respectivamente por

Bxyl=w35} v V=g

De la funcién de densidad de probabilidnd se tiene que la densidad de pro-
babilidad condicional de x dado y es Ni(x|g,Ay) ¥ la densidad de probabi-
lidad marginal de y es W;, (yla,8). Més alin, la densidad marginal de x es

Ste(x|1s, i\ﬁﬁ’ 2a).

Distribucién Pareto Bilateral

Un vector aleatorio bivariado continuo (z, y) tiene distribucién Pareto bila-
teral con pardmetros Bg, 81, y o ({8, 51} € N2, 6 < B, > 0) si su funcxon
de densidad de probabilidad Pay(z, ¥, fo, B1) es

TESTS COV
FALLA DE ORIGEN |




2.4. DISTRIBUCIONES CONTINUAS MULTIVARIADAS 57

| _' ﬁa?(xv ylarﬁﬂvﬁl) =c. (y - z)-—(a+2) ,zs ﬁo, ¥y 2 ﬂl,
donde ¢ = q(g + 1)(B, ~ ﬂq)ﬁ ; : o .

La medias y varianzas estdn dadas por

B =20 gy 2Bih gy,
V[:t] = V[y] = a(ﬂl — ﬂO)z st a> 2, »

(@~ 1%a-2)’

y la correlacién entre z y y es —a~!.

Las distribuciones marginales de t; = By ~ 2 y to = y — o son ambas
Pa(t|p1 — fo, ). :

Distribucién T - Student Multivariada

Un vector aleatorio continuo x = (z1,..., zx) tiene distribucién T-student
multivariada de dimensién &, con pardmetros g = (f1, ..., i), A y @ (1 € R*, A
una matriz simétrica positiva definida de dimensién k x k, o > 0) si su densidad
de probabilidad St(x|u, A, a) es

1 ~(a+k)/2
Ste(x|p, A o) =¢ [1 + —(x— p)A(x - #)} ,
para x € RF,
donde
r §a+k!
c= ( 2 ) lf\lllg-
I($)(am)k/?

Si k =1, tal que A es un escalar, A, entonces Sti(x|u, X, @) se reduce a una
densidad de probabilidad univeriada Si(z|u, A, a). .
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En el caso general, E(x] = py V[x] = A~} (a/(x—2)). Aunque no exactamen-
te igual a la matriz inversa de matriz de covarianzas, el pardmetro A a menudo
referida como la matriz de presicién de la distribucién. Si y = Ax, donde A es
una matriz de dimensién m x k (m < k) de nimeros reales tal que la matriz
AT At sen no singular, entonces y ticne densidad St (y|Ap, (AA"IAY) ! q).
En paticular, la densidad marginal para cualquier subvector de x es T-student
(multivariada)., con su dimensién apropiada, con vector de medias y matriz de
presicién dados por el correspondiente subvector de # y submatriz de A. Més
auimn, si X = (X1, X2) es una particion de x y las particiones correspondientes de
1y A estdn dadas por

_ (i _f A A )
”—(pz)’ )‘_(1\21 Az )
entonces la densidad condicional de x,, dado x2 es también T-student (mul-

tivariada), de dimensién ky, con a + k2 grados de libertad, y el vector de medias
y la matriz de presicién, respectivamente, estdn dados por

p1 = A Ar2(x2 — p2),

A o+ ks ,
Mo (kg — pa)t Oz — A2 At A2) M (xe — p2) |

Distribucién Wishart

Una matriz simétrica positiva definida x de variables aleatorias tal que z;; =
Tji, para i = 1,..,k, j = 1, ..., K, tiene distribucién Wishart de dimensién &, con
parémetros a y 8 (con 2a > k — 1 y # una matriz simétrica no singular de

k x k), si la densidad de probabilidad Wig(x|a,8) para los distintos E(izf_ll
vectores aleatorios dimensionales de x es

Wik(x|e, B) = cix“""(k'i-l)/z . e—"‘(ﬁx)’

donde ¢ = |B|®/T'y(a),
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‘es la funcxon gamma generahzada y tr( ), denota la traza del a.rgurnento de
1a matriz’. ' Sk S :

Si k=1, tal 'qvu’efﬂ‘es un %‘éalat, 0, entonces Wi (x|a, 8) se reduce a una
densidad de probabilidad gamma Ga(z|a, 5).

Si {xy,.. ,x,.} es una muestra aleatoria de ta.mnno n > 1 de la distribucién
normal multivariada Ni(xi|i, ), y % = n~? E Xi, entonces X tiene densidad
i=1
de probablhdad Ni(X[p,nA), y

§= i(xi - %) (xg - %)*

i=1

es independiente de %, y tiene distribucién Wishart Wik(S|1(n — 1), 1)),

Algunas de las caracteristicas que definen una distribucién Wishart son las
siguientes: Ex] = af~1y E[x~'] = (@ — (k-+1)/2)718; si y = AxA" donde A
es unna matriz de m x k (m < k) de niimeros reales, entonces y tiene distribucién
Wishart de dimensién m con pardmetros 'y (AS~1A%)~1, si es que existe; en
particular, si x y 87! son particionadas conformablemente en

—_{ X1 X2 ~-1__ [ onn 0Ox2
Xx= ’ ﬁ - 1]

Xa1  Xa22 0231 022
donde x4, 11 son matrices cuadradas de h x h (1 < h < k), entonces x;;
tiene distribucién Wishart de dimensién A con pardmetros a y (011)"}. Mis
atin, si x1,...,X,; son matrices aleatorias independientes de k x &k, cada una con
distribucién Wishari, con pardmetros o, 8, ¢ = 1,..., 8, entonces x; + ... + X,

también tiene distribucién Wishart, con pardmetros oy + ... +as y 8.

Es notable que, de la forma de la densidad de probabilidad Wishart se deduce
que

7La traza de una matriz cuadradak x & es la suma de los elementos de la diagonal.
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k(k+ 1)

5 elementoq

sicndo entendido que la integracién es con respecto a los
distintos de la matriz x.




Capitulo 3

Modelos: Una interaccion
matematica entre
estadistica bayesiana y
distribuciones de

probabilidad

La aplicacién de metodologias bayesianas para la construccién de modelos
referentes a problemas reales y de la vida cotidiana, resulta un tanto laboriosa
debido a la gran diversidad de comportamientos y a la complejidad de manipu-
lacién en operaciones para obtener las distribuciones de probabilidad deseables.
Sin embargo, existen modelos a los que comiinmente se acude para hacer infe-
rencia estadfstica y, para proporcionar alguna idea sobre el funcionamiento de
las téenicas bayesianas, solo se hara referencia a algunos casos muy simples y

ya definidos.

Estos modelos son creados a través de dos distribuciones de probabilidad
dadas: la distribucién de probabilidad p(x]§), y la distribucién de probabilidad
paramétrica a priori, es decir, p(8). A partir de dichas distribuciones se genera
completamente un modelo particular y el desarrollo de cada modelo en particular
se basa en los procedimientos explicados en el Capitulo I referentes al modelo

61

TESIS CON
FALLA DE CuiGEN




62 - CAPITULO 3. MODELOS

general,

No obstante, es necesario hacer incapié en el procedimiento que antecede
dichos modelos, ya que es necesario poder visualizar la aplicacién de la teoria
fundamental que sustenta al enfoque bayesiano, asf como comprobar los resul-
tados una vez ya establecidos.

Los modelos que en particular se desglosardn a detalle, serin modelos in-
ferenciales uniparamétricos, es decir, los que dnicamente constan de un solo
parametro aleatorio; y por medio de dicho desarrollo se establecerdn, en el pre-
sente orden y para cada uno de los modelos, la distribucién de probabilidad
predictiva inicial o a priori, la distribucién de probabilidad paramétrica ﬁnal o
a posteriori y la distribucién predictiva final o a posteriori.

Los modelos serdn los siguientes:

» Modelo Bernoulli

= Modelo Poisson

= Modelo Binomial Negativa

» Modelo Exponencial

» Modelo Uniforme

» Modelo Normal con precisién A conocida .

» Modelo Normal con media g conocida

3.1. Modelo Bernoulli

Sea la muestra aleatoria =1, %3, ...,Zn tal que :1:J ~ Ber'noullz(O) con 6 des-
conocida = fx € P = {p(z|f) = 6*(1 — 9)1" II( (z)} 0 € e --]0 1}

Sea la distribucién xmcml propuesta pam 2] tal'que 9 Beta(a, ﬁ)

@) = [, p(al) p(6) di
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— it a1z () F(a'}'ﬁ) pa—1 _ me-1 ©) 15 __
_feo =0 13 vy o -8 G =

I'(a+B)
I(e) T(8)

T{a+p8)
C(e) T'(8)

Lgrran a-6f= 1§ df =
a
/ Jlatz)-1 (1_9)(ﬁ—z+l) -1 H(( % dé

Para resolver la integral anterior se tiene que

! Nat+z+08—a+1)
o [la+z) F(B-z+1)

gla+z)-1 (1___5)(ﬁ—x+1)-1 df = 1

v ~ ~ Mla+z) I'(G—z+1)
N (a+x)~1 _ m(B-z+1)-1 —
-/0‘ 0 (1-9) dé Platz+B—z+1)

Fla+8) Ma+z) P(B-z+1)

= p(z) M) T(8) T(a+A+1)

Ig)

x ~ Binomial — Beta(co, 8,1)

Por otra parte y considerando que las observaciones provienen de una mues-
tra aleatoria, la funcién de verosimilitud est4 dada de la siguiente manera:

n

%= -5 z
p(xlf) = 657 (1-9)" = Hn(o(l))

o by = 2O PO
| 9(xI0) p(5) b
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9> 2y D - -
i a-97 Hll(él}) 1-(53 -;(ﬂﬁ)) o*~1 (107~ 1]

= - ..; @) Lla+8) -, _ A1 43
/oa a-&" il;[}nw‘” Froy rapy 7 A- 0 ad

_ 9«{:1 zita-~1 a -g)n—‘);lm-&-ﬂ—] H)o(z[)
1 S ) -5 2=
/‘ §(°+i);lz') 1 (1_0)(ﬁ+n ‘2‘:‘:«) 1 db
0

Para dar solucién a la integral del denominador se tiene que

/‘ I'(a+ 8 +n) 5‘“*& )1

n n N
o [‘(a+i2 ;) D(B+n-— E}x,)
=1 i

i=

- > -1 -
Ca-oEST g = g

O
= / FTEDT 1o TTEMT g <
0

‘P(d+i§ zi) T(B+n —g:l z;)
T(o+ 8+ n)

n "
¥ zita-1 n—‘zlz‘-ﬁ-ﬁ—-l

gim a-9)
Clat gl 2i) T(B+n— ‘z_'f‘ )
T(a+8+m) -

Lo

= p(6lx) =

HNa+B8+n Ez+a 1 n- f::-;—ﬁ—l
% ( ) 7 ‘ (1-g & H]off[)
Ma+ 3 i) T(B+n— 3 i)
i=21 i=1
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0|x~ Beta(a+z:¢:.,ﬁ+n Zz,)

i=1 L i=1
Finalmente, ) ‘ . ‘ |
p(zlx) = /;P(xlé)vf p(élx) dﬁ =
- [ a-op ) — ,‘.““f‘*."*") —
e Ta+Y ) NB+n—Y )
o d=1 . : i=1.:"
0-‘);,’ zita~1 (1_§)n_(§x=i+ﬂ_l ﬁ]o(f[) db
_ Ple+B+n)
— n n -
Tla+ 3 ) D(B+n— 3 )
=1 3=1
1 3 z)— - T+ :
) / 5(0+(§lz|+) 1 (1_0)(54'" Z +z)-1 o(zi)) di
0
MNa+pB8+n)

T(a+ g z) T(B+n- ; ;)

INa+ f:la:;-i»z:) g - im,-—x-}-n-i-l)
. 1= i=1
TFla+B8+n+1)

n n
z|x ~ Binomial — Beta <a + Zz;,ﬂ +n-— Z:a:i, 1)

i=]1 i=1

I3
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3.2. Modelo Poisson

Sea la muestra aleatoria z;, x9, ..

+»Tn tal que Tj ~ Pmssan(A) con A desco-
nocida = fx € P =

{p(ziy) = e 5 1D ,' A e A =0, 00}

Sea la distribucién inicial propuesta para A _tal que /\ ~ Gamma(e, §)

M@ej}aﬁxﬂbdx

o0 - x; ﬂ "
— -X -1 —ﬂA (=)
= /o T T Ao u(mw, d5

ﬁa

o +a-1 Mo+1) ¢ (=) 3
z+a~1 o=
z! T(a) Jo A ‘ To,.

Ahora, para resolver ;
/0 = Setast ﬁ‘?—x,(,mi)r I & dk
se tienc que R

g Y

o I‘(a: -+ a)
jeta-1 ,—X(8+1) _ Iz+a)
=> / ’\ ; dr = (8 + 1)=+a
= pe) = 2 L@t (=)

z! T(e) (8+1)=+e n{o.x.,..)
z ~ Poisson — Gainmal(e, 8,1)

Por otra parte y considerando que las observaciones provienen de una mues-
tra aleatoria, la funcién de verosimilitud estd dada de la siguiente manera:

1

TNt
Ff‘n) b bo\ ‘
T o TATIRT !
CETLA DR OGN
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n

xy
: ,\w 1
p(x|\) = ™ H]I{o(‘;‘)}
".; :——1
i=1
o o) Pl p()

fA p(x]%) p(3) dA

n

¢ : .
—vu\ ’\ml - (=) Ba ,\a-—l

e—ﬂA I [€Y)
I l ;! i=1

H(O,l....} I‘(a)

0 i= i T -
[ B g, £y e e
0 H :1:l =1 . L

i=1

/\a+(‘§lm)—-l e~ MB+m) Il,Rg,\)
/ TRHEET i gy
A

Para dar solucién a la integral del denominador se tiene qﬁe

0o 0+£ x4 n : V ’
/ ——__('B + n) = S\Q+(i§1 zi)-1 . e—X(ﬁ'b'ﬂ) dx = 1
0 ’ : :

L(a + i ;)

=1
Mo+ 3 )

n o+ T

= /Wxa+(‘§lz;)—l e‘:\(5+") d:\ = ._..__._.__..‘_.
o a+t
(B +n) E xi
AR = (ﬂ_""_‘l_:'_ ,\““?.;f‘,)" emABH) [
o+ Z x;)
i=1
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Alx ~ Gamma (a + zx,,ﬁ + n)
EE »““;7"'1 !

Finalmente,

plalx) = [ pal®) p(ibo) a5 =

- 3z 0'*'{?]1{ 2n: )1 i
= / e A I 0(’? ) (5_'*'"_);‘.__ :\a'+(‘_,mf- e=MBrm N g}
A al ) Ta+ Y zi)

t=1

u+§n: T n
Cha) ni“l — /°° :\t-l-a+(i§‘:;)—-1 e_:\(ﬁ+n+1) ]I{é:;) } dX
Tla+ Y i) Y : nr

i=1

Para dar solucién a la integral anterior se sabe que

'y o e
Bt+n+1) ' / ;\““"“"(2 =)~ lv~—-i(ﬁ+n+l) i o= 1

F(a:+a+ Z:n)

n
STzt a+ Y )
i=1

= /°° ;\’"“‘f'*“.z.%"”",e-’"i(h+n+x)’dx -

@+n+1) TR
L . + a .
| @+n" B oot Sz)
el o i=1 &)
o p(zlx) = — I
(ab) 1

P(a+2x,) B+n+1)""

i=1

zfx ~ Poisson — Gamma (a + Zzn B+mn, )
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3.3. Modelo Binomial Negativa

Sea la muestra aleatoria z1, 2, ..., Zx tal que z; ~ Binomial Negativa(0,r)
con @ desconocida = fx € P = {p(z|0) = ("*7!) 0" (1 -0)* H((’) :0€
o =Jo, 1[}.

Sea la distribucidn inicial propuesta para 6 tal que 8 ~ Beta(o, §)

=

p(z) = fe p(zld) p(B) db

B r+z—1 ~ _ e D@+B) zacy 1 _z8-1 7 (2 0 45
—/e( 1 ) 0’ (1 9)’ @) ) o (1-6) H{p'l‘f") H(o.l]’do

r+w —jl F(a + ﬂ) ' ga+r—1 z+ﬁ;l (:z) o
( r—1 ) Ty T S, O - Igh, y d6

como,

' Pla+r+B8+2) zopr P
r— 1= z-4G-1 —
o Ta+r) T@td) * (1-9) @ =1

';a+r—l ‘ _ p\z+s-1 :",__ ,I‘(d+7‘) r(m'*'ﬁ)
= /(;9 (1-6) ,,(fw‘,.—"l‘(a+7‘+ﬂ+:r)

__’ T+ -1\ I‘(a+vﬂ)‘ I'a+7) T(z+6) (=)
» o) = ( =1 ) (@) T(8) T(atr+p+z) O
T~ Binbfnial N eéativa — Beta(a,, B,71)
Ahora,
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p(HIX) p(x]8) p(6)
(xw) p(f) dé
H‘(’*“_"'l) o a-oF" I,
i=1 i=1
(r+a:,--——1) T+ B) ‘
s\ -1 I(e) T(B)

X - _ _ o
55y o 080 1
’ 1. - i Ty, Pt » (i)
./o (1= )= gt -6 [[1,80, db
i1

gotrr=t (1 & g 0

T(a+nr) D(B+Y )
i=1

la+nr+ B8+ )

i=1

I‘(a+nr+ﬂ+na:~ :
- R T
T{a+mnr) T'(B+ Zx.) et

i=1

‘. 8|x ~ Beta (a +nr,8+ z:c,)

f=1
Por 1ltimo,

plalx) = /e p(aéléii;»(él;c)f i =

o -'}f'r'(a+nr+ﬂ+ 3 )
- [ o ema, Cul
© ' ; P(a+nr) DB+ X 2)

TTRSE o8

N S
u\,\\“ oy W
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- = % mitB-1 c
et R 0 ag
- (r'+~x'—,-1) ~ (a+nr+ﬂ+i§z,‘)
o r—1

T(a+nr) T8+ _z":lzi) '

1. -5 i+B+z-~1 ~
L[t RS g @ | ag

_ frdz-1 I‘(a+nr+ﬁ+‘_§l$i)

- r—1 n )
, a+nr) B+ ¥ i)

‘ i=1

TR DA n

T(anr+1) T(B+ 35 2 +12)

: . o S =1 H (:x:)

‘ Sy e n {0,1,...}

S Matnr+r+ 8+ 3 i+ x)

i=1

n
‘. xz|x ~ Binomial Negativa — Beta (a +nr, B+ Zmi,r)

i=1

3.4. Modelo Exponencial

Sea la muestra aleatoria 1,2, ...,y tal que z; ~ Exponencial(d) con
desconocida = fx € P = {p(z|6) = § e=?* l'm(,’) : 6 € 6 =|0, oo}

Sea la distribucién inicial propuesta para 8 tal que § ~ Gamma(a, §)
=

p(z) = /e p(ald) p(6) di
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oo .
=g a=0z .3 a—l —po (=)
k “- r@) T “1° »

C o —O(ﬂ-}-z) (z)
» I‘(a) / e 11, [do

ﬂa I‘(a+1) }( "
@ (a_+ oyt o -

T~ Gamma - Gamma(a, B, 1)

Por otra parte, ) )
x|0 7}
P(O1%) ( I~) p(~) ;
p(x]6) p(6) do
(=]

-6 z": zi ﬂ -1 g-f= e i (‘]
E 79 oot et Tno 1pi”

i=1

B o ~0E+E ) & -
t@ J T e = Ml @

" e

-0 "
gotn—1 o w+.§xz‘) ][Rg’)

I(a +n)
{8+ '___il zy)atn

+ atn n . .
v .; =) goetn-1 e"o(ﬁ+i§1;¢) L@
Da+n) R+

i=1

Glx ~ Gamma (a +n,B+ Zx.)

Por 1iltimo,
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Plalx) = /e pald) p(0) dF =

B+ .'L'g“"f"‘ R
= / G %= ]I (=) _.__( "§ _) gotn—1 e-e(ﬁ'ﬁ")_:l z¢)
e  ®  Tla+n)
o zn: . °+';

+ 2z _—

= _( i=1 ) it gatn e"0(5+‘§1 zi+x) di
Lo +n) f
o atn
(ﬁ+,§: 1) I‘(a+n+1) 1@
P(a + n) ﬂ + z a+n+1 *

n
.. zlx ~ Gamma — Gamma (a +n,B+ Z:z:i, 1)

i=1

3.5. Modelo Uniforme

73

1. di

Sea la muestra aleatoria z,, zq, .. ,zn tal que z; ~ Uniforme(0,0) con @

desconocida = fx € P = {p(z|0) = II(O(“) # € © =]0, c0f}.

Sea la distribucién inicial propuesta para 6 tal que 6 ~ Pareto(e, B)

sy
w0 = [t R

= L@ age geten O
= /05 To aﬁ"a ot g ¢ ), di
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- . -—- N i N . o . .
= aﬁQ/;R (af2) H[OS:]) n[() d

ﬂtwl
- aﬁ‘,/”, gD gi = ape oty
ma:{z,ﬁ} LU s _(a+1) maz{z,8)
a 1 af* -
= o371 3= + o7 - T Lesn
@ 1
&Z ~

T Uniforme(0,B) s.q. < B 6 z~ o 1Pareto(c:, B) sq. z>p

Ahora bien, al considerar que las observaciones forman parte de una muestra
aleatoria, la funcién de verosimilitud referente al modelo es la siguiente:

1 & (=
p0) = oo T[0GP
i=1
Entonces,
pOlx) = —-Pxl6) p)

| p(x8) 9@y a8
e

n -
' Ti) ' ma p— (]
o= En]ofa[) af* g=(@+n n[ﬂ(,o)o[

/m ' R S

’mo::(zl‘,:l:'n---.zn 8} o"

. n
af* g—(a+n+1) HHIOS:[‘) nlﬂ(,‘:l’[
= » - - 1=1
op= [ Grlatnad) g5

maz{z),22,..,n .8}

i 1

b el CVOVRT )t

i UGl LU ]
Vi : :
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n
o= TGt Uscar

i=1

—§—(o+n)

a+n
max{z1,T2,..&n,8}

- (a+n) ﬁg+n 0—(a+n+l) I—IIH]OG;[‘) H[ﬂ(,fl:[
i=

donde. £, = maz{xry,2,....7%n, B}

8|x ~ Pareto(c + 1, Bn)

donde B, = maz{z;,22,...,Zn, B}

Finalmente,

plzx) = /e p(z|0) p(flx) di =

! 5— . i [} =
/;-5 (x+mn) gg-i—n g-(a+n+l) I-Ilnlof;[) H(g(,;[ H]of:() df
=

= (a+mn) G*"

00
= (a+n) got" / §=(e+n+®) df
maz{x1,T2,....,Tn,3,x}
g—(a+n+1) hd
-(O' e l) maz{zy,z3ye.,Tn 0T}

a+n

at+n+1l

1
G Uegoay +

z[x

(a +n) gat" -
a+n+ll - 2T L)

a+n .
~ m Umformc(O,ﬁ,.) 54q. T < ﬂ

6
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zfx ~ .Pa“‘féto'(.a +n,06) sq x>0

1
a+n+1

3.6. Modelo Normal (con media yu conocida)

Sea 1a muestra aleatoria z1, za, ..., Ty tal qﬁe a:j ~ Normal(u,8) con p cono-
cida y 8 desconocida = fx € P = {p(z|,u, 9) e~ ¥0(z-n)’ ]I]_(:g’oo[ 10 e

© =|0, co[}. 2 o

Sea la distribucién inicial propuésta para 8 tzﬂ__qtie 6 ~ Gamma(a, B)

=

pla) = /9 p(x|5) 200 @

_5,,_ ). u-l -pa (z) ]
= e e e

1B [ —é(;tz-m?+p)~~é+;-1 FE s
2r ' (o) € » 0 V“»»I[]‘QO.OO[ d&,

Para dar solucién a la integral antérior, se tiene que

/ P GE=m? BT e foril g~ 1

Mo+ 3) ‘ o
[ o=} (@-n)*-8) goti-1 g5 I"(a:e- 1)"
Entonces, Lo
- . . . »
M) = |5 - g - T+ - Gmwr sy 5
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1 . F(O"*‘l) 1 g _(a+}) B (z)
Br @ @ T A EDTY fa

z~T ~ Student( ﬁ2a)

Por otra parte, se sabe que la funcién de verosxmllxtud referente al mode]o
normal con u conocida esta dada por

g\ -103 (m-w?
p(x|8) = ( '2—7;) e i HH]-(::.)OQ[

=1
o peb) = DO
eP(Xl()) p(0) do

AL i’ ﬁ @) B gamt g0 ©)

)

n ”n
LM CETD L L =80 =) 4d
) e i=1 . P(ﬂ) 9& HH—:; °°[

i=1

- > AL
e 0(%'_21(2. #)'+6) 0u+*_1 Hkio)

1 S (2= p)?
/ooe 0(% 1§|(z' n)*+-8) 5&-&-7—1 d0
[¢]

Resolviendo la integral del denominadbr se tlene que

4y~ 2°+§ —o( 2<.—)+m N
p(0)x) = (ﬁ 21,((a+’,f))) e } o 0"‘"‘ -1 @

i g m .
0’|x ~ Gamma (q_+ -2-nsﬁ_+ 3 g(ﬂh‘ =) )
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Ahora, . .
plab) = [ pleld) p(Blx) a5 =
=/ ”\/i R o ot
A 2 T{e+ 2) ’
X -9(}2(1“—13)3-0-19) o +% -1 H (z) ol db’
T (B+3m—p)™?
2 Mo+ %) )
had —0(1}(r—u)’+(}2(m—u)’+ﬁ) Gok 34 4-1 (:c) 7
. /0 forati-l @) db
Pero
'/we-é(i‘(-?"l‘)""(*'gl(zi"ﬂ)z+ﬁ) 50_’_9_‘_&_1 dé =
o] - .
- r(a+ +’)
(e — w2 + (4 Z(z. m2+a)“+***
= p(wlx);=
_ JI Btie—w)tE
on " Tla+3)
I‘(a+ + 1) L@
] ©0,00]

(2(“ w2+ (3 E(:z:, - n)? +ﬂ)°+9+*

1
Da+g+3) |i2E-ms

TMa+3) 21
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()

]—00100[

. (1+V————n>' (z p

)-(a+§+}) ‘
,_Zl(.m —-w)?+28

.'1:|x ~ T — Student (/1, B + 5 Z(x‘ )2; 2a + n)

i=1

a

3.7. Modelo Normal (con precisién A conocida)

Sea la muestra aleatoria x4, 3, ..., Z, tal que z; ~ N armal(0 A) con A cono-

cida y 0 desconocida = fx € P = {p(z|f, A) = /2 e~ ¥ =-0* L3 (’) o[ 1O €
O =)0, cof}. ’

Sea la distribucién inicial propuesta para 6 tal que 8 ~ Normal(jg, o)

=

plz) = /e p(zlf) p(6) db

/ 1/ SRt g @ 1/5\_,2 e~ $2o(0-p0)®

= [T YA -0 reB-pe)? g (@ 5
= /_ Gt o@-po)® g @) . df

= / V"* e N2+~ 1200 ~20u0tud) | ) gi
J=oo,00f ¥

oo . - .
\/2/\7:\0  em 002+ r0nd) / e-g((,\+Ao)o’+2(f\m+xouo)9) o _(;)W[ di

Para dar solucién a le integral anterior es preciso notar que
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[ ) o

27 o . o
/oo \/_ATXO' . e'é‘m‘(éqf25(—ﬁfﬂ;\';AVD )+(A:x+:F‘\£o )2) dé = 1
—co 2w N T

= /°-° =3 (20842004 200000) g5

T ()
AN4Ag :

VAdg v 21 e—% (AI’-!—)«)II’——'!LFQH—) I (x)
2T : A +,\0 ]=00,00]

AA
- -XT!\J; e—&' ,\,\Po ( ,\+AD =7+(A+Ao):-ﬁ _5,\;15,\3;.022) ]I] (=) wl
V 21 -

Adg 22 T 2
- R
27 ] —c0,00]
- '\—'\_’f\;{‘; _! ,\.\P (A’ 2+A1022+)0Ap3+xu:§ A2:3 2arAquo .\n,.n), (z)
2w ]—oo o]
X’l&‘.ﬂ. A AX, 2 2y R
I -2 (B2 —apo+ud)) @ -
2r R o S
A AX 2 SO
o o3 bR @
2n Do | —=00,00(

.z~ Normal (po, :\-'\:,\-‘i—-) .
‘ pg

= p(z)
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Por otra parte y considerando que las observaciones provienen de una mues-
tra aleatoria, la funcién de verosimilitud estd dada de la siguiente manera:

n "
[ A -3 ¥ (zi—0)? hid (d)
( 57;) (&4 =1 ].Ilnl'wtoo[
1=

p(x|0) p(0)

= p(O]x) R
/e p(x|8) p(B) db
" —%}E(I-'—o)’ - ) Ao _2a(g_ 2 o
(V ﬁ‘) Hl—(:oool e €O L R

—"AZ(ri-—O) N2 -
) /2"/ —30(f-po) H“l( ‘)

(

2r
-3 g -2 ‘i’ 204n0%)+ 20(6% ~2u00+13)) (g
- € = N }~c0,00(
e-g(,\‘};1 224+ Aopd) /°° c_g((m\+,\o)é=-z(,\ ‘}; zi+Aopo)d) i
—-00

e— i ((ru\+¢\o)0’—2(»\ E::l m;+Anuo)0) ) e— i (A iél x?+:\ou§) 1 (0)
]—00,00(

e-%(,\‘éI z242op3) /oo e_%((nz\-&-z\u)é’—ﬁ(,\‘él1.'+¢\opo)§) &

-0

L 7 +'\nlo) E =;+Aano

u.\+)o . e ‘H—\D( ( m\-N\a ) ) ][} (0

nAEA
—_ 0 (U—
—00,00{

€

/oo ot ((,.,\+,\(,)é’—2(,\'_§l zi+Aouo)d) &
—-00

Para dar solucién a la integral ubicada en el denominador se sabe que

32 F ositrono)d 2 £ zitrono

/oo M e_.("_*";in)(é'ﬁ'_ '.-rll)\+o\o +( =g ) ) di = 1
)

2r

TRSIS row
FALLA 1 LaliEN




82 g CAPITULO 3. MODELOS

N /' 1((nz\+f\o)§’—2(:\ 2 zi+4\ono)9)

n R
A X Ti+Aou0)d

s

)_, xi+A
[__— [le-’-A ]( n + 00“0)
nA+ Ao

A% sitrgn N £ o4
e—"—*,ﬁn(o— Srm)’ | 2 (-(PEmm)) ) @
. pl) = ——

A B zi4r0m0

V 21{ —'%'iol( 4= n + 0 )
/ Vn/\+/\0 -2 (o = r..:::m)) L ©®
]~00,00(

(/\ E &i t+ ’\OﬂO)

0|x ~ Normal (-————A——{_,\—,NA + /\0)

Por 1iltimo,

Plab = / p(z-w) pwlx) di =

/‘/ : —-é(;—a)’ 1 @ -
L ; 2% =it+damsp) -
. ‘/"’\.2‘*'*_0 e-‘ﬂ?ﬂ( - )’ 1D . df
13

V4 /\(TL/\ + /\0) .

27
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B E =+Aguo _ (A E z+Agup)?
) /°° e—'}(A(x’—229+é’)+(nx+Ao)(0 -2 “';H,\o S }) 1@ (::) o 4

- 00

VAMA+ Ag) )

2T
£ =i+2gu0)?
find 5((.\+n.\+>«o)a’—2(,\x+,\ z Zi+Agmo)0+Az? +-—'L,\TA°——) (z) -
. / e H]_m'w( dé
=)
£ = 2
VA + Ag) e_g(,\,u“_@_lm‘;:_“"_"._) .
27
2~ ((nA+AF 20242 35 zitrano)d) () .
: /_ K & 1.9 db

Para dar solucién a la integral anterior se sabe que

n
(Ar+Ar 3 zi+Agpugl0 ArtA 2 @g+Agug
A+ A+A 2 i=i
/ /z\+n/\+/\o 2t (g e — () ) g = 1

oo 1 32 . G F
=g A4nA+20)0° ~2(Ax 42 30 xi-+Aopo)l -
= / e i & ) dd

(Az4a B =, 4a000)2
= ‘/_i___ . e%('—ﬁW)
A4+nd+ Ag

x B 2
VAR X)) -y (,\,2_,245'%:%"1)
27

= p(zlx)
(Az+A ﬁ zi+Agu0)?
) @ o
A+nA+Ag 1=o0100]
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n
bnataglA £ zi+rong)?  (Az4r £ zi+rgua)?

A(nA+A (AdnAtrg)x? i=1 i=1
c—ﬂ:éf.‘.wg)o‘)’ Akl X(nitag)Z =X F X} ) ][] (z) l
. - 00,00
n
,\‘):xzi-i')‘nllo
Haciendo p, = e Y An = nA+Ap
%’-‘— AX ((a+ n)ZE +(«\+An)u )
= plalx) = {3 D - Hl—oo. (
,\%_{{*— EEYY (au+x..)=’+x..u+&)»?. (-\x#-u.‘a..)’) (=)
= At o HRERT XSn I
2r 1-ea.00|
A\
=280 Ad A% ”+,u..=’+,\,.,\u';‘,+4\’»3. 2222 2azppAn_pda
= /2 -midin( Axa 2) I _<=) ol
o 00,
-—n‘AA AX
= 438N ~mian (e e -2zu+ud) L &
2n ]—com[

AA
Y TS,
2 ]_mlm[

A
A+ A

.. z|x ~ Normal| pn,

A 2 zi-+Aoto o
donde gy, = —Zr——y A = BAt X




Conclusiones

En problemas reales, es de suma importancia generar, o bien, tener a la
mano cl modelo que mejor sc ajusta al comnportamiento del evento observado.
Sin embargo, considero que este s el paso que mas requiere del discernimiento
¥ buen juicio del analista, asi como de su experiencia y conocimiento, tanto del
fenémeno en cuestion como de las herramientas matematicas, ya que pasar de
la realidad a la abstraccion puede ser verdaderamente dificil. No obstante, de
acuerdo al presente trabajo, se sabe ya que para abstraer un evento real en dis-
tribuciones de probabilidad y asf generar el modelo estadfstico bayesiano; solo se
necesitan establecer las funciones de probabilidad p(z|0) y p(#), con informacidn
preliminar ya recabada gue de cierta manera conceptualiza el modelo.

Toda esta situacion, aunada al desarrollo tecnoldgico y computacional de
diferentes tipos de software que facilitan cada ves mds ¢l manejo de la compleji-
dad de cdlculos matematicos, brindan alternativas oportunas para dar solucién a
problemas reales; lo cual se considera la principal razén de pensar, a buen juicio,
que la estadistica bayesiana es una teoria en vanguardia que persigue satisfacer
hasta el control de variables mas ambicioso que se pueda presentar, sicmpre y
cuando exista informacion disponible; y, por otra parte, es preciso concluir que
por medio de los modelos ya desarrollados se puede iniciar un buen proyecto, o
bien, se pueden adquirir los métodos suficientes para innovar cualquier modelo
que se requiera adaptar en una situacion real.
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Apéndice A

Propiedades de la funcién
indicadora

El método de las funciones indicadoras consiste en interpretar operaciones
con eventos en términos de operaciones artiméticas.

Dado un evento A, en un espacio de descripciones muestrales S, se define la
funcién indicadora del evento, denotada por It 43, como una funcién de variable

real definida en S, con valor en cualquier descripcién s, denotada por lI{,(‘a}), e
igual a 1 0 0, dependiendo de que la descripcién s pertenezca o no a A, es decir,

L& = 1 st s€A
{4y — 0 si se A°

Las dos propiedades bdsicas de las funciones indicadoras, que permiten hacer
operaciones con cllas, son las siguicntes.

Primera, un producto de funciones indicadoras siempres se puede reducir a
una sola funcién indicadora; de manera mds precisa, para cualesquiera eventos
Ay, Ao, ..., A, se tiene que,

I Tazy-tianr = Taynaan..naa

o bien,

n
Inp a0 = HK{AJ

i=1
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La habilidad para escribir expresiones de este tipo para las funciones in-
dicadoras de eventos compuestos, en términos de las funciones indicadoras de
eventos que los componen, tiene importancia debido a lo siguiente:

Una ecuacion que contenga Gnicamente sumas y diferencias (pero no produc-
tos) de funciones indicadoras, conduce inmediatamente a una ecuacién corres-
pondiente a probabilidades; esta relacién se obticne al reemplazar I(.) por P(.).
Por cjemplo, si sc hace esa sustitucion en lyaupy = Iiay + Igpy — Lansy
se obtiene la bien conocida férmula P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AﬂB)

De esta gran importancia, caracteristica de las funciones indicadoras, se tiene
que

E(liay) = P(4)

A partir de las dos propiedades bdsicas de las funciones indicadoras, se
pucden generar propiedades secundarias de las mismas, que también pueden
describir (con mas detalle y de manera particular) la caracterizacién de las fun-
ciones indicadoras y asi, crear un conocimiento de mayor profundidad sobre
cllas.

A continuacién se especificardn algunas de las propiedades que, en particular,
pueden brindar una ayuda mayor al manejarlas en cierto contexto de interés:

{1 siocurre ANB

a) Ijangy = fMarlis) = § o 4 ocurre anpye = ks

b) Liavpy = Lay + Isy — Lansy = Ljay + Imy — Ipaylis

© Iwn,ay = 2 lay — ,Z.H(A«A,} + 3 Lanlaniiag
t=1 i<y 1<J<k

+ (=1 Ty Lagy o Tgany

=]

i i‘:dl(_l)'l+l > n{n‘_,A“}

i <ja<eu<je

_ _J 1 siocurre A°
@) Iy =1 = Ta _{ 0 siocurre (A = A

e lamy = la-5y = Tpanpey = Talisg = Lay(l — Isy)
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f) Liaany

lI

"{A} - K{A)H(s) = Iy — Liansy

»H{A) + H{m - 2alym

&) (nm)"ﬁ Z nm neN

h /II )du .=k du
) By ..~ JanB
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