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Introducción 

La estadística en un ambiente de metodologías baycsianas, cuyas bases datan 
desde hace más ele dos siglos, es una herramienta que día con día ha tomado 
mayor fuerza tanto en el campo de la investigación como en ciertas aplicaciones, 
por ejemplo, para el estudio de datos longitudinales (a través del tiempo), ár.eas 
como las ciencias de la salud, de 111 educación, medicina y algunas de los cicncius 
sociales, entre otras. 

La característica primordial que hace del ánalisis bayesiano una teoría dife­
rente de las demás es la existencia de incertidumbre en la variable de estudio 
y, en el o los parámetros que definen el comportamiento de dicha variable; de 
est;n m1111cra, 11 cada una de estas inccrtidmnbres se les asigna una distribución 
de probabilidad, con el fin de tener las herramientas indicadas para realizar 
inferencia estadística y pronósticos referentes al problema en cuestión. 

El objetivo del presente trabajo de investigación es proporcionar una intro­
ducción útil a !ns herramientas adecuados para aprender y consultar las técnicas 
básicas utilizadas en el enfoque estadístico bayesiano así como mostrar el pro­
cedimiento específico que antecede a los modelos bayesianos uniparamétricos de 
mayor uso, basado en una teoría matemática sustentable. 

El primer capítulo trata acerca de los antecedentes del enfoque estadístico 
baycsiano y describe de una manera clara, precisa y digerible la teoría funda­
mental que genera la c1·eació11, así como actualización, de los modelos bayesianos 
basados en un modelo general que describe la aleatoriedad, tanto de la variable 
de interés como de sus propios parámetros. También se especifica la Instrucción 
para realizar inferencia estadística establecida por herramientas pertenecientes 
a teoría de decisiones y, en particular, al criterio de la utilidad máxima esperada. 
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8 INTRODUCCIÓN 

El segundo capítulo proporciona una recopilación útil de distribuciones de 
probabilidad con sus respectivas propiedades y características que permiten 
identificar a cada una de ellas. 

El tercer capít.ulo presenta el desarrollo detallado de ciertos casos especiales 
referentes a modelos bayesianos que constan <le un solo parámetro aleatorio y que 
tienen mayor rccurrcncia y utilidad en circunstancias reales. Dicho capítulo tiene 
como principal propósito el plasmar la aplicación de metodologías baycsianas 
80bre modelos ya creados, pero no explicados minuciosamente ante el lector. 



Capítulo 1 

Elementos de estadística 
bayesiana 

A lo larr;o d1~l tiempo, el ser humano siempre se ha preocupado por saber 
qu(, Ps lo que sucederá a futuro nute c1mlquier circunstancia o fenómeno. Esta in­
certidumbre ha propiciado el desarrollo y enriquecimiento de diferentes teorías 
y metodologías que tienen como fin dominar la aleatoriedad que se presenta a 
cada momento, o bien, influir en ella. 

La técnica estadística conocida como estadística bayr.siana es un enfoque 
alternativo cuyo nombre proviene del Matemiítico Thomns Bayes. 

Aunque 110 se ha encontrac.lo registro de la fcdm exacta de su nacimiento, se 
:;abe que Thomas Bayes na.ció cu Londres, Inglaterra, en 1702 y murió el 7 de 
abril dC' l 7Gl. Su educación fui\ privada, un hecho particular para el hijo de un 
ministro prPshitcriauo de aquello.-; tiempos. Uayes fué ordenado ministro presbi­
teriano y más tarde fué nombruclo pastor en 1\unbridge Wells (Kcnt, Inglaterra). 
Teólogo, matemático y miembro de la Royal Society desde 1742. Fué el primero 
en utilizar la probabilidad inductivamente y establecer uua base matemática 
pm·a la inferencia probabilíst.ica (la manera <le calcular, a partir de la frecuen­
cia cou la que un ¡u;outccimicnto ocurre, la probabilidad de que ocurrirá en el 
futuro). Abordó el problema de las causas a través de los efectos observados y 
enunció el teorema que lleva su nombre en la publicación Essay towards solving 
a problem in the doctrine of chances, en 1763; lo cual actualmente, es la base 
para calcular la probabilidad de la validez de una proposición, o bien, de cier­
to evento, partiendo de la estimación de probabilidad previa y las evidencias 

g 



10 CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE ESTADÍSTICA BAYESIANA 

relevantes más recientes. 
Esto concede la noción de poder medir la incertidumbre por medio del uso 

ele la probabilidad. 
LtL teoría de probabilidades estudia los fenómenos aleatorios o libres de 

determinación, y los métodos de análisis de éstos, cualquiera que sea el área en 
qne se presenten. 

La probabilidad representa el riesgo o la posibilidad de que ocurra cierto 
evento. 

Un fenómeno aleatorio (fortuito o al azar) es un fenómeno empírico que se 
caracteriza por la propiedad de que al ser observado bajo determinado conjunto 
de condiciones, no siempre se obtiene el mismo resultado, de manera que no 
existe regularidad determinística; pero, al obtener una sucesión muy larga de 
observaciones realizadas ni azar, se acerca a. un valor límite estable a medida que 
el nt'mwro ele' observaciones tiende u infinito. Este valor límite de la frecuencia 
relativa es el que se conoce como probabilidad del evento aleatorio. 

Sin embargo, ni estudiar cierto fenómeno aleatorio, la probabilidad de éste 
depencler;í de dos situaciones importantes: 

• El evento incierto 

• Lt~~ coudi..:.iones bajo las cuales se est;í cm¡,;;iJeraudo dicho cvcnto1 

Al considerar las condiciones bajo las cuales puede tener lugar el fenómeno 
aleatorio, IEL prolmbilidad de ocurrencia es probabilidad condicional debido a 
c¡ue el valor de esta varía en funci6n del conocimiento de determinada infor­
mncióu relativa al suceso. Por esta razón, se afirma que la probabilidad es 
siempre condicional, es decir, si se tienen dos eventos A y B; por probabilidad 
condicional del evento D,dndo el evento A, denotada por 

p[BIA] 
se entiende intuitivamente, la probabilidad de que B ocurra bajo la suposi­

ción de que A ha ocurrido. En otras palabrns, representa la reevaluación de 
la probabilidad de B bajo la información ndicionnl de rp1e A ha or.11rrido, que 
cumple con la siguiente igualdad 

1 Si se desea mayor explicación se puede consultar eu la rnvi~La Th~ SLaLioLician (2000) Vol. 
4!J, plÍ¡,,'O. 203-337. 

(1 r.o· J TESfo .1 ~·~ 
~ALLA DE ORIGEN • 



11 

y bien, el teorema o regla de Bayes es una simple consecuencia. de la definición 
n.xiomíltica de la probabilidad condicional de un suceso dado otro. 

Por lo tanto, un mismo evento puede tener diferentes probabilidades de o­
currencia condicionado bajo diferentes circunstancias. 

Las diferentes perspectivas que genera la probabilidad condicional están es­
trechamente relacionadas con la apreciación subjetiva. 

Una probabilidad, o bien, apreciación subjetiva es una evaluación que 
una persona, que toma decisiones, hace acerca de la verosimilitud relativa de que 
ocurra un evento incierto2 , o sea, representa las "apuestas" que se hacen sobre 
la. ocurrcmcia de ese evento. Tales apreciaciones son sumamente personales, tanto 
que, al igual que las diferentes perspectivas en la probabilidad condicional, dos 
individuos pueden a.signar diferentes probabilidades subjetivas al mismo evento 
debido a que la. incertidumbre de uno es diferente a la del otro. No obstante, estas 
probabilidades subjetivas pneclen aprovecharse en la toma de decisiones, de la 
misma manera que lns probabilidades objetivas, ya que en dichas probabilidades 
se incluye tanto el conocimiento que cierta persona tenga con respecto al evento, 
corno el juicio hecho sobre el riesgo de interés. 

Un elemento cardinal con que predominantemente opera el enfoque 
bayesiano es el manejo subjetivo del concepto de probabilidad. 

El interés por el teorema de Baycs trasciende especialmente cuando se amplía 
u otro contexto en el que la probabilidad no se entiende exclusivamente como Ju 
frecuencia relativa de un suceso a hu·go plazo, sino como el grado de convicción 
personal acerca de que el suceso ocurra o pueda ocurrir (definición subjetiva de 
la probabilidad). 

Afirmaciones <le! tipo "es muy probable que el partido X gane las próxi­
mas elecciones", "es improbable que cierta persona baya sido quien llamó por 
teléfono" o "es probable que se encuentre un tratamiento eficaz para el SIDA en 
los próximos 5 años", normales en el lenguaje común, no pueden cuantificarse 
formalmente; r<>sult.1u1 ajenas, por t.anto, a una metodología que se desenvuelva. 
en un marco frecuentista. 

Una cuantificación sobre base subjetiva resulta, sin embargo, familiar y fe­
cunda para el enfoque bayesiano. Al admitir un manejo subjetivo de la probabi­
lidad, el analista baycsiano puede emitir juicios de convicción al respecto, tanto 
ant<:>.~ como después de haber hecho observaciones. 

2 Se podría ser más preciso y definir Ja probabilidad subjetiva en términos de las preferencias 
de los responsables de la toma de decisiones ante situaciones hipotéticas. Sin embargo, para 
el presente estudio, la definición intuitiva puede considerarse suficiente. 

Si se desea consultar de manera detallada, véase el capítulo 5 del libro Howard RallTa, 
Decision Analysis, Ed. Addison-Wcsley, 1968. 

TESI8 r.ON 
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12 CAPÍTULO l. ELEMENTOS DE ESTADÍSTICA BAYESIANA 

En su versión ml\S elemental y en este contexto, el teorema de Bayes 
asume la forma siguiente: 

Sean 0 1, C2 , ••• , C., n eventos mutuamente exclusivos, y sen B un evento 
acerca del cual se conocen las probabilidades condicionales p[BIC;] de D, dado 

C;, y también las probabilidades absolutas p[c;]. Entonces se puede calcular la 

probabilidad condicional p[C;IB] de cualquiera de los eventos C; dado B por 

medio de la fórmula: 

p(BJC;]p[c;] 
i~/[BICi]P[ci] 

Si los eventos C; se les llama "causas", entonces la fórmula de Bayes puede 
considerarse como una fórmula de la probabilidad de que el evento B, que ha 
ocurrido, sea el resultado de la causa C;. De esta manera, diclm fórmula se ha 
interpretado como fórmula de la probabilidad de "causas" o "hipótesis". 

En la práctica, la dificultad que surge con esta interpretación es que en 
muchos casos no se conocen las probabilidades, sobre todo las probabilidades 

incondicionales p [ C;] de las "causas", debido a que es difícil encontrar una 
probabilidad de estas características, sin ningún factor que pueda influir en 
ellas para ser totalmente incondicionadas. 

1.1. Modelo general 

Con respecto a la filosofía que afirma describir a la incertidumbre exclusi­
vamente en términos de su propia probabilidad, implementa la idea de requerir 
la construcción de una distribución de probabilidad para todos los elementos 
inciertos del fenómeno estudiado que, en su especificación total sería el modelo. 
Dicho modelo define la percepción de la realidad y está fundamentado en el 
método bayesiano que consiste escencio.lmente en lo siguiente: 

1. Suponer que el parámetro o parámetros son aleatorios. 

2. Describir el comportamiento aleatorio del parámetro mediante una función 
de probabilidad 71 [O] lhunada distribución de probabilidad a priori 
o inicial. 

r 
l P' 
L_t ;~~ 



1.1. MODEf,O GENERAI, 13 

La distrihución a priori rcíleja el conocimiento que se tiene acerca del 
panímetro o parámetros, c.-; decir, está. formada por toda la información 
relevante que de cierta manera describa el comportamiento real y dismi­
nuya la inccrticlumhre que genera el fenómeno estudiado. 

La especificación do la distribución n priori o inicial puede ser totalmente 
subjetiva, o bien, puede ser establecida de acuerdo al i11g1mio que el ana­
lista tenga para utilizar conjuntamente toda la información disponible:!. 

3. Si el modelo es X con una cfoltribución de probabilidad p [X IO], interpretar 
dicha distribución como lu tli::;tribución condicional de X dudo que este 
parámetro aleatorio tome el valor particular 11. 

La probabilidad condicional de los dalos dado el valor del parámetro des­
cribe, dn cinrln. 11111m•rn, la variabiliclad natural que se presenta en poten­
cialt'll reputicionP.'l del «'XJ>Hl'intnnto. 

Al tener ambas distribuciones de probabilidad anteriormente mencionadas y 
utilizando el concepto de probabilidad condicional se obtiene la distribución 

de probabilidad predictiva inicial P [X] que, resulta ser de la siguiente 
manera: 

j~ p(XI O)p( O)d O 

en caso de que O sea una variable aleatoria continua, o bien, 

¿p(XI O)p( O) 
or:e 

si O es variable aleatoria discreta, siendo e el conjunto de todos los posibles 
valores que puede tomar el parámetro. 

l'[X] describe el comportamiento de las observaciones futu1·as basado en 

la información contenida en p[XIO] y v[o], más sin en cambio es necesario 

"l,a cspccilicución do In dL~tribuclón inlcinl pu~'<lc ser totalmente subjetiva o totalmente no 
lnformntlva. Se ptmde especificar a través de formas runcionalcs, ramilla cxponcnclnl, famllins 
conjugndlL•, lnformnciún de Flsher, nproximaclón UBint.óticn normal, reparometrizacloncs y 
ruodeloo jerárquicos; que para mayor detalle se puede consultar un los capltulos 4, 5, 6, 7, 8 y 9 
del libro Estadl•t.ica, Teorla y Métodos do la Facultad de Matemáticas, Ediciones Universidad 
Cntólica de Uhile que pertcnoce a la Colección do Textos Universitarios ( lra. cd., abril de 
l!l9!i). 

TESlS CON 
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14 CAPÍTULO l. ELEMENTOS DE ESTADÍSTICA BAYESIANA 

cucstionnr, mojorar y actualizar la efectividad que pudiera tener la distribución 
lnieinl, por lo que se recurre a obtener una distribución de probabilidad 

a posteriori o final P [ Olx] que consiste en colectar datos observados4 , o 

bien, tomar una muestra aleatoria5 del fenómeno estudiado e incorporar nueva 
infornmci611 al modelo. 

por 
Utiliznndo la regla de Baycs dicha distribución de probabilidad está dada 

p[Olx] = p(x,O) = p(XI O)p( O) 

p(x) la p(XI O)¡J( O)cl O 

si O es una variable aleatoria continua, o bien, 

[
Olx] = p(x, O) = p(XI O)p( O) 

P p(x) :¿:: p(XI O)p( O) 
oee 

sr O es una variable aleatoria discreta. 
Cada vez que se tenga nueva información muestra! se podrá realizar el mismo 

procedimiento y hacer iteraciones. Parn cada iteración habrá una distribución a 
priori y una a posteriori. La distribución a posterior! para la primera iteración 
será la distribución a priori de la segunda, y nsf sucesivamente, continuando en 
una disposición ordenada en cadena. 

En caso de que no se cuente con información muestra) se podrá utilizar 

la distribución de probabilidad inicial p [o] para poder calcular el valor del 

pará111et.ro o paránwtros dr interés. 
De igual manera sucede con la distribución predictiva inicial: con el fin de 

ejercer una act.ualización sobre ésta, se puede incorporar información muestra! 
dando lugar a la distribución de probabilidad predictiva a posteriori 
o final que será difcrcnLc para cada resu!Lado muestra!. Dicha distribución de 
probabilidad está dada por 

P[Xlx] = .l p(XI O)p( Olx)d O 

4 Ln recolección de dntos puede referirse n unn muestra alcnt.orla, o si es pecmitido, a todos 
los datos que se tengan sobre el fenómeno aleatorio. 

5Una muestra aleatoria es el conjunto de medidas repetidas {x1,z~ ••.. ,x,.) con respecto 
a la variable aleatoria X, en In cual sus elementoe x¡,i = l, ..• , n, son variables aleatorios 
independientes e idénticamente distribuidas. 
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en caso de que B sea una variable aleatoria continua, o bien, 

P[Xlx] = L p(X/ O)p( 0/x) 
oee 

si O es v1uiable aleatoria discreta.. 
En caso de no contar con información muestra!, entonces, la· herramienta 

predilecta para el establecimiento de predicciones será la. distribución predictiva 

a priori o inicial P [X] . 

El modelo probabilístico especifica.do es la base para enfrentar cualquier 
problema desde un punto de vista baycsiano y, puede ser utilizado y actualiza­
do mín con información empírica o subjct.iva, sin perder la versatilidad que lo 
carncterizu con herramientas cien por ciento probabilísticas. 

1.2. Elementos de teoría de decisiones y utilidad 

A partir de un enfoque bayesiano, 111 teoría de decisiones es una herramien­
ta muy valiosa en el estudio de cierto fenómeno que causa el interés de adquirir 
un dominio sobre él, ya que proporciona gran ayudantía en el desarrollo de 
procesos lógicos para la toma de decisiones bajo condiciones de incertidumbre. 

Por esta razón, In inferenci11 estadística conveniente para el estudio del 
fenómeno o evento se puede desarrollar bajo lns condiciones con las que se 
caracterizan dichos procesos lógicos y se puede resolver como un problema de 
teoría de decisiones. 

El análisis de decisioues es la disciplina que consiste en evaluar alternati­
va,; complejas l'll términos de valores (hnbitu11lmente monetarios) y de incer­
tidumbre, proporcionando información sobre las diferencias entre las alterna­
t.ivas definidas y sugerencias de nuevas y mejores alternativas. Es un proceso 
que le permite ni dccisor seleccionar una decisión entre un conjunto de opciones 
posibles cuando r.xiste incertidumbre con respecto al futuro, con el fin ele opti­
mizar los próximos resultados en términos de algún tipo de criterio de decisión 
numérico. 

TESIS Cíl~r 
PALLA DE ORIGEN 



16 CAPÍTULO l. ELEMENTOS DE ESTADÍSTICA BAYESIANA 

Los objetivos de la teoría de decisiones se fundamentan en la idea que 
especifican la complejidad de los eventos de interés presentados a cada momento 
junto con la cantidad de información, incertidumbre y riesgo, como elementos 
que rcqt1icren un morco rncio111~l para influir directm11cnt•1 en la toma de de­
cisiones, incorporando orientación, informnción, discernimiento y estructura al 
proceso, de tal manera que !ns decisiones puedan ser mejores y más racionales. 

1.2.1. Elementos Básicos de un Problema de Decisión 

Un problema de decisión es una estructura determinada por los siguientes 
elementos: 

l. Conjunto de alternativas posibles de decisión, siendo a¡ una acción, miem­
bro del conjunto A, que puede ser adoptada por el decisor. 

El conjunto de opciones dede ser: 

Exhaustivo ; es decir, que se agoten todas las posibles acciones que en 
principio parmr.can razonables. 

Excluyente ; es decir, que In elección de una acción a¡ E A, debe excluir 
a cualquier otra acción posible. 

Una buena decisión depende de un conjunto lo más completo posible que 
cuente con las alternativas más relevantes y trascendentales. 

Los criterios que i;e utilizan para restringir el conjunto de acciones que se 
pueden tomar son los siguientes: 

• Una acción a¡ domina a otra acción a;•, si: 

• Su consecuencia6 asignada es mejor o igual que la consecuencia 
asignada de ai' bajo el mismo escenario. 

• Existe algún estado de la Naturaleza en que la consecuencia asig­
nada a In acción a; es estrictamente mejor que la consecuencia 
asignada a la acción a¡•. 

6 So hnblnrá más ndclnntc de lns consccuoncios. 

TESIS r.n~r 
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1.2. ELEMENTOS DE TEORÍA DE DECISIONES Y UTILIDAD 17 

• Una acción es admisible si no existe otra acción que la domine y 
viceversa. 

• Una acción es inadmisible si existe al menos otra acción que la domina 
y viceversa. 

2. Álgebra de eventos (futuros) posibles7 

llamados estados de Ja Naturaleza, es decir, un conjunto de escenarios 
posibles. 

Las circunstancias en las cuales se toma una decisión se llaman estados de 
la Naturaleza y, se identificnn y ngrupan en el conjunto e cuyos miembros 
se denotan como bj, j E N. El conjunto & es un grupo de conjuntos 
mutuamente excluyentes por lo que solo puede ocurrir un estado de la 
Natnrnlcza bajo 1111 mismo criterio de especificidad de estados. 

3. Conjunto C de consecuencias, que son los hechos que proceden neccsaria­
mcnt.u de lns nccioucs¡ que p11cde11 s11rgir al haber elegido 11nn acción a E A 
bajo In ocurrencia de un evento E E &. 

4. La existencia de un decisor responsable individual (o bien, conjunto de 
decisores que llegul'n a 1111 lllismo acuerdo) que pretenda definir sus prefe­
rencias entre las diferentes acciones, elementos de A. 
Para el dccisor es dc·safiantf! la tarm~ de comparar varios cursos de acción 
bajo diferentes estados de la Naturaleza y finalmente seleccionar la acción 
que se va a realizar¡ es por esto que, las dificultades de la toma de decisiones 
están representadas por 111 complejidad de las alternativas de decisión. 

La capacidad que tiene un dccisor de procesar información limitada es un 
factor de exigencia ya cuando se considenm las implicancias de un solo 
curso de acción, sin embargo en muchas decisiones, se deben visualizar y 
comparar las implicancias de varios cursos de acción. Además, hay factores 
desconocidos qtw se inmiscuyen en la situación problemática y rara vez se 

7Se dice que t: es un álgebra de suhcoujuntos de f2 si: 

i) t: ""no vado 

ii) Pnrn toda E perteneciente nE, el complemento de E tn.mbien pertenece aE 

iii) Si B1, E2, .. ., En pertcrwcen a t:, entonces In. unión de E1, E2, •. ., En también pertenece 
a t:. 

Sin embnrgo, usualmente los eventos reales se presentan ante un solo escenario o estado E y 
cabe aclu.rnr que si el espacio ele estadost: es finito, siempre es posible encontrar solución al 
problema de decisión, en cambio, si es infinito, puede o no existir solución. 

TESIS CON 
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conoce con certeza el resultado. Estos detalles orillan al decisor, algunas 
veces, a posponer la elección lo más posible y después decidir sin intentar 
considerar todas las implícancias de su decisión. 

La toma de decisión, fundamentalmente, tiene que ver con combinar in­
formación sobre probabilidades e información sobre deseos e interés. Y, el 
dccisor debe <le tener cierto conoci111iento de los estados de la Naturaleza 
pm·a poder predecir las probabilidades de carla L>stado. De lo contrario no 
podní tomar una buena decisión que sea razonable y defendible. También, 
siempre que un clecisor tengo cierto conocimiento sobre los estados de la 
Naturaleza podrá asignar una probabilidad subjetiva a la ocurrenciii de 
cada estado, o bien, puede tomar información relevante de especialistas 
para decidir correctamente. 

1.2.2. Criterio de la utilidad máxima esperada 

Las distintas consecuencias posibles generadas por las preferencias de quien 
ha de tomar una decisión (decisor) bajo distintos escenarios se pueden cuantificar 
por medio de una función de utilidad, o bien <le pérdida, dependiendo de lo que 
se esté especificando. 

A In medida en que una alternativa satisface un criterio se le denomina uti­
lidad. Hay otras palabrns que tienen escencialmente el mismo significado como 
valor ganancia, valor psicológico y "satisfactoriedad". Un modelo de utilidad es 
un modelo gráfico o matemático que puede usarse para estimar la utilidad de un 
concepto o de mrn alternativa. EHCncialmente, un modelo de utilidad transforma 
una descripción de 1111 concepto o alternativa en una evaluación o descripción 
munérica de preferencias existentes que permita ordenar las eventualidades lo 
más certeramente posible. 

Regularmente, Ja manera más usual de formular un problema de decisión 
es usando una matri:t. ele consecuencias, o bien de beneficios, que consiste en 
asignar a cada fila una acción posible y a cada columna un escenario posible. 
Se analiza y se estudia la ocurrencia de cada acción y, se le a.signa a cada una 
de ellas, bajo los distintos escenarios existentes, un valor o beneficio generado 
por la fu11ció11 de utilidad, o bien de pérdida, segím los intereses del tomador 
de decisiones¡ así como también, se le asigna cierta probabilidad de ocurrencia 
a cada posibfo estado de Ja Naturaleza. 

Una vez definida la estructura junto con los valores y las probabilidades se 
procede a calcular Ja utilidad esperada para cada una de las acciones y, se toma 
la acción correspondiente a la utilidad esperada. más alta, o bien, correspondiente 
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a la pérdida esperada más baja, seglín la prespectiva con la que se analice la 
situación. 

Es claro notar que al tomar una decisión basada en este procedimiento tal 
VCJ'J. no so obtengan los reimlt.ndrn< que realnumte se esperan, sin embargo se 
puede tener un considerable acercamiento a ellos. 

Este procedimiento es conocido como criterio de la utilidad esperada máxima 
(criterio de Bayos) cuya coherencia y opt.imalidad están respaldadas por una 
tcorín mate1mítica bien fundamentada y totalmente cspecífica8 . 

Las decisiones pueden verse afectadas por la racionalidad subjetiva de las 
personas y por la manera en que a cada problema de decisión se hace frente, 
por ejemplo, algunas personas tienen la tendencia a evitar el riesgo cuando hay 
perspectivas de ganancia, y buscan el riesgo cuando la.9 perspectivas son de 
pérdida. Es por esto que, abordar las decisiones como si fueran "apuestas" es 
la base de la teoría de la decisión. Sin embargo, pueden existir errores en deci­
siones aniesgadns debido a presunciones falsas, no tener estimación exacta de 
las probabilidades, depender de In espcctativa, dificultades en medir In función 
de utilidad y los errores de pronóstico. 

EVENTOS 
! 

ACCIONES -+ MODELO MATEMÁTICO 

1.3. Inferencia estadística 

-> CONSECUENCIAS 

La inferencia. juega un papel muy valioso e importante dentro del campo 
de la Estadística ya que por medio de ella se define cual será la mejor decisión 
que se tomará ante las circunstancias que se estén analizando. La información 
estadística se recopila y analiza no solamente con el propósito de añadirla al 
conocimiento científico, sino también para ayudar en la toma de decisiones, por 

6 Véase detalladamente en el libro Bernardo José M. y Smith Adrián F. M., Bayesinn 
Thcory, F .. d. Wilcy, 1094. 

f; 
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eso es que la Estadística se ha llegado a definir como un grupo de métodos 
encaminados a tomar decisiones correctos ante la incertidumbre y como se ha 
mencionado en la sección anterior, la inferencia estadística se puede resolver 
como un problema de teoría de decisiones en un ambiente o enfoque bayesiano. 

La inferencia C*ltadística baycsiana se lleva a cabo mediante el contraste de 
hipótesis, estimación puntual, estimación por regiones y predicción. 

1.3.1. Contraste de hipótesis 

El contraste de hipótesis constituye el proceso relacionado con aceptar o 
rechazar declaraciones acerca de los parámetros de cierto evento. 

El problema de inferencia pura, o bien, contraste de hipótesis puede ser 
descrito como el método o procedimiento en el que se busca saber cual de los 
elementos, ele cierto conjunto de hipótesis, teorías, estados de la Naturaleza 
o modelos paramétricos mutuamente exclusivos Hj; es verdadero, es decir, 
cual de todos los escenarios planLeados es el que tiene mayor posibilidad de ocu­
rrir. Generalmente el conjunto de hipótesis es una partición finita.0 de posibles 
escenarios dentro del espacio de estados de la Naturaleza E: y el objetivo es 
contrastar 

H1 : O E 91, H2: O E 82, ... , Hm: O E 9m 

siendo 81. 82, ...• 9m subconjuntos disjuntos de e. 
El contraste se lleva a cabo mediante el cálculo de la probabilidad que cada 

hipótesis tiene y se utiliza el criterio óptimo llamado criterio de la utilidad máxi­
ma. esperada (criterio de Ba.yes) para escoger la hipótesis de mayor conveniencia. 

En este caso, el espacio de estados relevantes es { 9 1 , 0 2 , •• ., 9m} o indistin­
tmnentc {If1,H2, ... , Hm}• el espacio de acciones es A= {ai, ... , am} en donde 
el significado de a¡ será actuar como si H; ocurriera y 

o bien, 

9 Si un conjunto de tamaño N se puede dividir en n subconjuntos ordenados tales que el 
primero tenga tamañok1, el segundo k2, y así sucesivamente de tal manera que le. suma de 
todos los k;, con i=l, •.. , n, sea igual a N; entonces e. ce.de. subconjunto d<k¡, i = 1, .•• , n, se 
le lle.me. partición finita. 

--- - - - - - - ----------- -------------- --~ 
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v[Hi] '.'"' p(B e e;)= E p(B), 
oee¡ 

o, en caso de existir informnción muestrul x = (x1, :i:2, .•• , xn) 

v[n;] =p(BE0j)=1 p(Blx)dB, 
9¡ 

o bien, 

p[H;] =p(B E 0;) =E p(Blx). 
oee¡ 

1.3.2. Estimación puntual y estimación por regiones 

Se recurre a la estimación de parámetros dentro de la inferencia estadística 
debido n que no se conoce el vnlor real de dichos parámetros y, en vez do su 
valor real se hace uso de un estimador que es una aproximación tentativa para 
tener resultados óptimos en la toma de decisiones. 

Lus cstinmcioncs pucdcu ser <le dos t.ipm1: 

Puntuales ; la.~ cuales s" caract.t~rbmn por ser uu solo valor numérico único. 

y 

Por regiones ; las cuales se caracterizan por contar con un límite inferior y 
un límite superior que delimitan el intervalo en donde se encuentra el 
"verdadero" valor del parámetro. 

ESTIMACIÓN PUNTUAL 

En estadística bayesiana, la estrategia básica utilizada, en caso de tener 
i11tcrés por hacer estimación puntual, está. dada por los siguientes cursos de 
acci1í11: 

a) En primer lugar, se necesita utilizar el espacio de acciones .A como el espacio 
de todos los posibles valores que podría tomar el parámetro, es decir, 
.A= 9, de tal manera que cada acción, que se pueda realizar, se defina 
como si el valor de e fuera cierto. 

TESIS rrrn 
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b) Se debe definir wm función de utilidad o pérdida clara llam11da u [o, B J o 

l [o, o] donde 8 es la 11cción de actuar como si B fuera cierta. 

e) Una vez clefinida 11[0,o], o bien, 1[0.0], se aplica el Criterio de Bayes, 

utilizando la distribución de probabilidad de B, ya sea a priori p[o] (en 

c1150 de no existir información muestra!), o bien, a posteriori p[Blx] (en 

CllSO de contar con información muestra)). 

El estimador puntual bayesiano será aquel ntímero que minimize la pérdida 
esperada, o bien, maximize la utilidad esperada y se puecle interpretar 
como un simple resumen de la distribución de O ya que toda la información 
necesaria está contenida en dicho distribución. 

Los estimadores puntuales baycsinnos más utilizados se mencionan a contin­
uocióu con su respectiva función de utilidiul: 

o· 11(0,B) 

-(8 - 0)2 E(B) 

-10-01 Med(B) 

-cº-:.ºl2 E(BL) 

B E((I) 

L -

ESTIMACIÓN POR REGIONES 

En oca.~iones la descripción de In información sobre O a través de p[o] o 

de p [ Blx) resulta complicada para aquellos que no están familiarizados con el 
suceso. Esta situación necesita contar con resultados más accesibles, por 



1.3. INFERENCIA ESTADÍSTICA 23 

lo que se recurre simplemente al reporte de ciertas regiones contenidas en e, 
con cierta probabilidad dada, que puedan contener el valor real del parámetro. 

Sin embargo, es claro notar que para cierta probabilidad a dada, por lo 
gcmen1l existe una infinidad dn regiones dPnt.ro de 8. Por esta razón, al hacer 
estimación por re~ione8 de cierto pariímetro se buscan otras características a la 
par, como obtener el intervalo cuya distancia sea mínima entre el límite superior 
e inferior y obtener la máxima densidad dentro del intervalo. 

13ásicanwnte el procedimiento para llevar a cabo la estimación por regiones 
de B está dado bajo las condiciones mencionadas, haciendo uso de la distribución 
de probabilidad de IJ, ya sea a priori, o bien, a posteriori y, la complejidad del 
cálculo de In región estimada dependerá de dicha distribución. 

1.3.3. Predicción puntual y predicción por regiones 

Al modelar probabilísticamente un fenómeno aleatorio causa interés saber 
cuál será el próximo comportamiento que tendrá el parámetro analizado O (como 
ya se ha hecho incnpié), pero también, ocurre con frecuencia el valioso interés 
por hacer inferencias sobre observaciones o repeticiones futuras del fenómeno 
aleatorio. 

Bajo estas condiciones se utiliza la distribución de probabilidad del 
fenómeno, ya sea a priori o a postcriori, p[x] o p[Xlx] respectivamente y, 
se aplican las mismas técnicas de contraste de hipótesis, estimación pun­
tual y estimación por regiones para realizar la inferencia de B, aplicadas a la 
inferencia sobre X. 

Aunque las bases de estadística baycsiana datan de hace más de dos siglos, 
no es hasta fechas recientes cuando empieza a asistirse a un uso creciente de este 
enfoque en el ámbito de la investigación. Una de las razones que explican esta 
realidad y que a la vez anuncian un impetuoso desn.rrollo futuro, es la absoluta 
necesidad dl'l c1ilculo computarizado para la resolución de algunos problemas 
de cierta complejidad. La existencia de software disponible hace posible 
operar con estas técnicas debido a que los procedimientos baycsianos cons­
tit. uy<'n una tc>cnología emergente de procesamiento y análisis de información 
para la que cabe esperar una presencia cada vez más intensa en el campo de la 
aplicación estadística. 

TESIS CON 
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Capítulo 2 

Distribuciones 
probabilísticas 

Debido a lus condiciones y ambiente en que la estadística es considerada des­
de un punto de vista baycsinno, la aleatoriedad tanto del evento de interés como 
de los paníuwtros iuvolucra<lus es cunvenieute considerarla en términos de una 
distribución de probabilidad. Por esta razón, el conocimiento de las distribu­
ciones probabilísticas es ele gran utilidad para la realización de aplicaciones ya 
que para describir uu fenómcuo aleatorio con resultados numéricos, es necesario 
y suficiente especificar su función de probabilidades. 

Se tienen a la rnauo representacioues Jistiutas pero equivalentes del mismo 
concepto nrnterruítico, que es posible llamar ley de probabilidades (o distribuci6n 
de probabilidades) del fenóml'no aleatorio con rc.~ultados numéricos. 

Una de cliclrns representaciones es la ley de probabilidades llamada discreta, 
la nml corresponde a una función de dist.ribuci6n discreta y describe compor­
tamic11tos o eventos que solo pueden tomar valores enteros. 

La segunda representación es la ley ele probabilidades continua que corres­
ponde a 111m fuución ele distribución continua y describe comportamientos quo 
pueden tomar valores correspondientes a un intervalo sin interrupciones. 

Sin embargo, aunque las mencionadas representaciones forman parte de una 

25 
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principal clasificación de ley de probabilidades, también se pueden encontrar dis­
tribuciones con características mixtrui, es decir, que dentro de su comportamien­
to probabilístico se involucran tanto comportamientos discretos como compor­
tamientos continuos; y también, dentro de In anterior clasificación se podrán 
encontrar distribuciones que describen a una sola variable aleatoria (distribu­
ciones univarindas), o bien, distribuciones que describan a un vector de variables 
uleutorins llamado vector alea.torio que definirá !!U comportamiento con respecto 
a vectores o matrices de parámetros (distribuciones multivarindas). 

A continum:ión se ¡Hescntará una rccopilacic>n 1ítil de distribuciones de pro­
babilidad tanto discretas como continuas en los contextos univarinnte y mul­
tivariante, n las cuales se recurre con gran frecuencia nl realizar aplicaciones 
bnycsinnas e inequívocamente cuando existe interés en la aleatoriedad y pro­
bnbiliclndes de algún evento en particular iudcpendientemonte de un enfoque 
bnyesinno. Cada distribución de probabilidad contará con ciertas propiedades y 
características que las definen claramente y de manera única. 

2.1. Distribuciones discretas univariadas 

Distribución Bernoulli 

Una cantidad aleatoria discreta x tiene distribución Bernoulli con parámetro 
O, donde O < O < 1, si su función de probabilidad Br(xJ8) está dada por 

Br(xJO) = 8"(1 - 8)1-"', 

para x =O, 1 

La distribución Bernoulli representa un experimento con dos posibles resul­
tados, los que por convención se llaman fracaso y éxito, donde x{fracaso) =O, 
x{éxito) = 1 y Br(x =O)= 1 - 8, Br(x = 1) = (}. 

La media y varianza son E(x] = (}, y V(x] = B(l - O) 

j 

¡ 
J 
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Distribución Binomial 

Una cantidad aleatoria discreta x tiene distribución binomial con parámetros 
By n (O< B < 1,n = 1,2, ... )si su función de probabilidad Bi(xjB,n) está dada 
por 

Bi(xjB,n) = (:)o"'(l - 0) 1
-"', 

donde x =O, 1, .. .,n. 

La distribución binomial repm;entn In distribución del número total de éxitos 
de n ensayos independientes para los que O es la probabilidad de éxito de cada 
ensayo individual. 

La media y variamm son E[x] = nO, y V[x) = nB(l - 8). Y, el dato modal 
es conseguido por el entero m1ís grande Aí[x) el cual no debe exceder de Xm = 
(n + 1)0; si x,,. rn; uu entero, entonces ambos Xm y x,,. - 1 son mod!l.S. 

Si n = 1, se dice que x tiene una distribución Ilernoulli con función de 
probabilidad denotada por Br(xlO). 

La suma de J., cantidades aleatorias binomiales independientes con paráme­
tros (0,n¡), i = 1, .. .,k, es una cantidad aleatoria binomial con parámetros By 
n 1 + ... +nk. 

Distribución Binomial - Beta1 

Una cantidad aleatoria discreta x tiene una distribución binomial - beta con 
pnnimetros a, {:J y n (a > O, {:J > O, n = 1, 2, ... ) si su función de probabilidad 
B/J(xja, {3, n) está dada por 

Bb(xja, /3, n) =e (;)r(a + x)I'({:J + n - x), 

para x =O, ... , n, 

1 Para la comprensión de esta distribución es neecsario conocer la distribución de la variable 
alcntorin. continua bct.a.. 
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r(a + {j) 
donde e= f'(a)f(,B)f(a + .B + n). 

Lo. distribución es generada por la combinación de distribuciones 

Bb(xla, ,8, n) = fo1 

Bi(xlO, n) Be( Ola, {l) dB. 

La media y la varianza están dadas por 

a 
E[x] = n-- and 

Ct + {l 
V 11a(:J (a+ .B + n) 

[x] = (a+ {l) 2 (a+ .B + 1)' 

Y, la moda es adquirida como el entero más alto M[x] el cual no excede 

(n + l)(a - 1) 
Xm = O' + ,8 _ 2 ; 

si Xm es un entero, ambos Xm y Xm - 1 son modas. 

Si a = .B = 1 se obtendrá una distribución uniforme discreta, asignando en 
gran cantidad (n + 1)-1 a cada posible x. 

Distribución Binomial Negativa 

Unn cantidad aleatoria discreta x tiene una distribución binomial negativa 
con parámetros 6 y r (O < 9 < 1, r = 1, 2, ... ) si su función de probabilidad 
Bn(xlr, 8) es 

Bn(xlr, O) = e (r + x -
1) (1 - 6)"', 

r-1 

donde X = 1, 2, ... y C = 9r. 

La distribución binomial negativa se utiliza al observar los resultados de 
ensayos independientes, cada uno con probabilidad 8 de que el resultado se 
considere un éxito, hasta que suceda el r-ésimo fracaso. El número de éxitos 
obtenidos es la variable aleatoria que se llama binomial negativa. 

----------------·-··----- -· 
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(1- B) (1 - O) 
La media y la varianza son E[x] = r--

0
- y V[x] = r-r· 

Si r(l - O) > 1 el dato modal M[x] es el mínimo entero no menor que 

r (l ; O); si r(l - O) = 1 existen dos modas en x =O y x = l; y si r(l - O) < 1 

entonces la moda .M[x) =O. 

Si r = 1 se dice que x tiene una distribución Pascal, o bien, distribución 
geométrica. Más aún, la suma de k variables aleatorias independientes con dis­
tribución binomial negativa con parámetros (O, r;), i = 1, ... , k, es una variable 
aleatoria con distribución binomial negativa con parámetros O y 1·1 + ... + Tk· 

Distribución Binomial Negativa - Beta2 

Una cantidad aleatoria discreta x tiene una distribución binomial negativa 
- beta con parámetros a, f3 y r (a > O, f3 > O, r = 1, 2, ... ) si su función de 
probabilidad Bnb(xla, (J, r) es 

Bnb(xlcr,(J,r) =e , (
r+ x-1) rea +x) 
r-1 r(a+.B+x+r) 

para x = O, 1, ... 

r(a + ,B)r(a + r) 
donde e= r(a)r((J) . 

La distribución es generada por la combinación de distribuciones 

Nbb(xla, (J, r) = fo 1

Nb(xJO,1·) Be(OJa, (J) dO. 

La media es E[x] = r/3 l , a > 1, y la varianza está dada por 
o-

2 Para la comprensión de esta distribución es necesario conocer la distribución de la variable 
aleatoria continua beta. 

TESIS r.n~r 

FALLA UE ViüGEN 



30 CAPÍTULO 2. DISTRlBUGIONES PROBABILÍSTICAS 

V[x] = _!}!__ [º + ,B + r -
1 + r~ ] , o > 2. 

0: - 1 a: - 2 (a - 1) a - 2) 

Distribución Geométrica 

Una cantidad aleatoria discreta x tiene una distribución geométrica con 
parámetro e con o < e < 1 si BU función de probabilidad Gco(xlB) es 

Geo(xlB) = 8(1 - B)z - 1, 

para x = 1,2, ... , 

Uu caso particular de la distribución binomial negativa lo constituye la dis­
tribución geométrica del número de éxitos hasta el primer fracaso. 

La media y la varianza están dadas por E[x] = 
1 
~ O Y V[x] = 

1 
~ () · 

Si (1-0) > 1 el dato modal M[x] es el mínimo entero no menor que (l; O)¡ 

si (1 - 8) = 1 existen dos modas en x = O y x = 1; y si (1 - 8) < 1 entonces la 
moda .M[x] =O. 

Distribución Hipergeométrica 

Una cantidad aleatoria discreta x tiene una distribución hipergeométrica 
con parámetros enteros N, M y n (n $ N + M) si su función de probabilidad 
Hy(x¡N, M, n) está dada por 

Hy(xlN,M,n) =e (~) (n~ x). 

donde max{O, n - M} :::; x $ min{n, M}, y 
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La distribución hipergcomét.rica se utiliza al tener una población con N 
elementos, AJ de los cuales cumplen con cierta propiedad (Jos N - M restantes 
no la cumplen). Se extrae una muestra de tamaño n sin reemplazo; entonces, 
u! número de elementos cu la mucst.ra que cumplen con la propiedad es una 
variable aleatoria que se distribuye como una variable hipergeométrica. 

Ln media y la varianza son E[xJ 
nMN (N+M-n) 

nN 
N+M y V[x] 

(N + fl-!)2 (N + M - 1). 

El dato modal se obtiene como el máximo entero l\l[x] que no excede 

(n + l)(N + 1) 
Xm = A1+N+2 i 

si x,,. es un entero, entonces x ... y x,,. - 1 son modas. 

Distribución Hipergeométrica Negativa 

Una cantidad aleatoria discreta x tiene distribución hipergeométrica negativa 
con parámetros enteros r, lvf y N si su función de probabilidad Hn(xlr, lvf, N) 
es 

Hn(xlr,.M,N) =e (
x + 1' - 1) (N - 7' - X) 

1 x M-x 

para x = 1, 2, ... , lvf 

(N)-1 
donde e= M . 

La distribución hipergeométrica negativa se utiliza al observru- una población 
con N elementos, 111 de los cuales poseen una cierta propiedad (N - lvf no 
Ja cumplen, los restantes). Se extrae de la población sin reemplazo; entonces, 
el número de elementos que tiene la propiedad hasta que se tenga el r-ésimo 
que no la tiene, es una variable aleatoria que se distribuye como una variable 
hipergcométrica negativa. 

TESIR r.nN 
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La media y la varianza están dade.s por 

Mr V[ ] _ Mr(N - M - r + l)(N + 1) 
E[x] = N - M + 1 y :z: - (N - M + 1)2 (N - M + 2) . 

La distribución hipergcométrica negativa es también una distribución bino­
mial negativa con parámetros r, N - lv! - R+ 1 y M. 

Distribución Pascal 

Una cantidad aleatoria discreta x tiene distribución PAScal con parámetros 
r· y O (r entero positivo y O< O < l} si su función de probl\bilidad Ps(xjr, O) es 

(:z:-1) Ps(:z:jr,O)= (1-oro"', 
r-1 

para x = r,r + 1, ... 

La distribución P11Scal se utiliza al observar los resultados de ensayos inde­
pendientes consecutivos, cada uno con probabilidad O de que el resultado sea un 
éxito, hasta que suceda el r-ésimo fracaso. El número de ensayos es una variable 
n!eatoria con distribución Pascal. 

E.~t.a dist;rihución puede confundirse con la binomial negativa, donde al reali­
zar el experimento también se está en espera del r-ésimo fracaso, pero donde la 
variable aleatoria es el mímero de éxitos obtenidos antes del evento esperado, en 
t¡mto que en la distribución Pascal la variable aleatoria es el número de ensayos 
reuqeridos hasta obtener el evento esperado. 

La media y la varianza están dadas por 

T r(} 
E[x] = 1 - O y V[:z:] = (1 - 8)2. 

La distribución Pascal con parámetros r y () es también una distribución 
geométrica con parámetro O y Ps(xjr, O) = Bn(x - rjr, O). 
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Distribución Poisson 

Una cantidad aleatoria discreta x tiene distribución Poisson con parámetro 
,\ (,\ > O) si su función ele probabilidad Pn(xl,\) es 

para x = 0,1,2, ... , 

X:" 
Pn(xl,\) = c !• x. 

donde c =e->-. 

Esta distribución puede considerarse naturalmente como la distribución det 
número ele eventos que ocurren en el inlerv-.ilo de tiempo (O, 1) cuando los eventos 
ocurren a razón de ,\ por unidad de tiempo. 

La media y la varianza están dacias por E[x] = V[x] = ,\. 

El dato modal .Af[x] es el máximo entero de los cuales no exceden ,\. Si .,\ es 
1111 entero, entonces ,\ y ,\ - 1 son modas. 

La suma de k cantidades nteatorills independientes Poisson .con parámetros 
A;, i = 1, ... , k, es uua cantidad aleatoria Poisson con pnrámetró .,\1 + ... + ,\k· 

Distribución Poisson - Gammaª 

Uua cautida<l aleatoria discreta x tieue distribución Poisson - .gamma con 
parfü11ctros n /3 y n (a> 0,/3 > 0,n = 1,2, ... ) si su función de probabilidad 
Pg(xla:, ¡'.J, n) es 

r(a +x) n"' 
Pg(xla, ¡'.J, n) = e , 

x! (/3 + n)<>+:r: 

para :1: = O, l, 2, ... 

3 Para la comprensión de esta distribución es necesario conocer Ja distribución de la variable 
a.leatorja continua gamma. 

TESIS r.O~T 
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/3" 
donde e= r(a). 

La distribución es generada por la combinación 

Pg(xla, .B, n) = fo 1 

Pn(zln-\) Ga(-\la, ,B) d,\. 

Una distribución Poisson compuesta es, en efecto, una generalización do la 

distribución binomial negativa Bn(xla, (.B ! n) ), solamante para enteros a. 

La media es E[xJ = ~a, y la varianza es V(x] = na(:: n). 

Si an > .B +n, existe una moda en el mínimo entero no menor a. ( n( ª ¡; 1)) -

l; si an = /3+n, existen dos modas en x =O y z = l; y, si an < /3+n, .J\!J(x) =O. 

Distribución Uniforme 

Una cantidad aleatoria discreta x tiene distribución uniforme con parámetro 
n {n = 1, 2, ... ) si su función de probabilidad Und(xln) ea 

1 
Und(xln) = --

1
, n+ 

La media y varianza. estan da.das por 

y 

n 

Ex; 
E[x] = i=O 1 

n+ 

n n 

nL:x~-2¿x;x; 
V[x) = _i_=_o ___ i_<_i __ 

(n + 1)2 

La distribución uniforme carece de moda. 
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2.2. Distribuciones continuas univariadas 

Distribución Beta 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución beta con parámetros a 
y {J (o:> O, {J > O) si su función de densidad Bc(a:la, t3) es 

para O< x < 1, 

donde 

Bc(xla,,8) =="- 1(1-x)(j-1, 

I'(a+ .B) 
c = r(a)I'(.B) 

y r(x) = fo00 

t"'- 1 e- 1 dt; valores enteros y semi-enteros de la función· gam­

ma son fi\cilmcnte ele encontrar utilizando Ja relación recursiva. r(x+l) = xr(x), 
y los valores de I'(l) = 1 y I'(l/2) = ,/1i ~ 1,7725. 

La aplicación sistemática de la integral beta, 

rol x"-1(1- x)/J-1 dx - r(a)r(.B) 
lo - r(a+.B)' 

se obtiene que 

Cl' 
E[x]=-­

a + .B 
y af3 

V(x] = (a+ .B)2(a + /3 + 1). 

Si n > 1 y .B > 1, existe una 1ínica moda en °'; 1 
. Si x tiene densidad 

a+ -2 
de prohabilidad Be(xla, .B), entonces y = 1 - x tiene densidad de probabilidad 
Bc>(yla, {J). Si a = .B = 1, se dice que x tiene distribución uniforme Un(xlO, 1) 
en el intervalo (O, 1 ). 

Al considerar la transformación y = a+ x(b - a), donde x tiene densidad 
de probabilidad Be(xla, {3), la distribución beta puede ser generalizada para 
cualquier intervalo finito (a, b). 

· ·TESIS CON 
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En pa.rticulnr, la distribuci6n uñ.iforme Un(yja; b) en el intervalo (a, b), 

Un(yja,b) = (b-a)- 1 , a< y< b, 

tiene media E(x] = (a+ b)/2 y varianza V(y] = (b - a)2 /12: 

Distribución Cauchy 

Una variable aleatoria x tiene distribución Cauchy con parámetros a y fJ 
(-oo < o < oo, f3 > O) si su función de densidad de probabilidoo Ca(xjo, .B) es 

Ca(xla, /3) = f!.. 
1 

71" 132 + (:z: - a)2' 

donde -oo < x < oo. 

Ln función ele dcnsidnd de probabilidad de Cauchy es simétrica con respecto 
a a que es la mediana de la variable, y ni la media ni la varianza existe para 
esta distribución. 

Distribución Exponencial 

Una variabla aleatoria x tiene distribución exponencial con parámetro (} 
(O >O) si su finción de densidoo Exp(x\9) es 

Exp(xl9) = (} e-ll:z:, 

donde x >O. 

La media y la varianza están dadas por 

1 
E(x]=o 

' . 1 
y 'V[x] = 92 ; 

- ,. ' 
Ln moda de una distribución exponencial está localizada en x = O. 

TESIS CON 
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Distribución Exponencial Negativa 

Una variable aleatoria x tiene distribución exponencial negativa con 
paní.mctros a y /3 (-oo < cr < oo, /3 > O) si su función de densidad de pro­
babilidad ExpN eg(xlcr, {:J) es 

ExpNeg(xja,/3) = f3 e-P(x-0
), 

para a < x < oo. 

La media y la varianza están dadas por 

En particular, ExpNeg(0,/3) = Ga(l, !) = W(/3, 1)4 • 

Distribución F (o de Snedecor) 

Una vnrinhlc aleatoria continua x tiene distribuciín F o Snedecor con 
parámetros cr y /3 (grados de libertad) (a > O, /3 > O) si su densidad de proba­
bilidad Fs(xlcr, (J) es 

para x >O, 

donde 

xC<>/2)-1 
Fs(xja, [:J) = e 

(/3 + ax)C0 +13J/2' 

e= r((et+/3)/2) o/2pfJ/2 
r(a/2)r(/3/2) 

0 
• 

Si /3 > 2, E[x] = (J ~ 2 y existe una única moda en [p ! 
2 
ª: 2]; más aún, 

si f3 > 4, 

4 Distribución Weibull 

TESIS CON 
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{32 (a + (3 - 2) 
V[x] = 2 a(.B - 4) (.B - 2)2 . 

Si x y y son cantidades aleatorillB independientes, ambas con distribución 
ji-cuadrada, con v1 y v2 grados de libertad respectivos, entonces 

(x/v1) 
z = (y/v2) 

tiene distribución Snedecor con V¡ y v2 grados de libertad. 

Distribución Gamma 

Unn variable aleatoria continua x tiene distribución gamma con parámetros 
c.~ y (3 (n > O, (3 > O) si su función de densidad Ga(xla, (3) es 

Ga(xla,,B) =e x0
-

1 e-f3x, 

donde x >O y donde e= ,B°' /f'(a). 

De la aplicación sistemática de la integral gamma 

100 a-1 -f3:i: J- r(a) 
X e u;,¡=--

0 ' (je>: 

a· a 
se obtiene que E[xJ = {j y V[x) = (32 • 

S. 1 · t • · 1 ª - 1 · 1 · d (1 1 a > , ex1s e una umca moc a en -(3- y s1 a < no existen mo as a 

densidad es ilimitii.cla); 

Si a = 1, se dice que x tiene distribución exponencial Exp(xl.B), y si también 
,B = 1 se dice que x tiene distribución exponencial estandarizada. 

Si (3 = 1, se dice que x tiene distribución Erlang con parámetro a, o bien, 
se dice que tiene distribución gamma estandarizada. 
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Si a=~ y (J = 4. se dice que x tiene distribución ji-cuadrada (x2) (central) 

con parámetro v (frecuentemente conocido como grados do liberto.el) y densidad 
denotada como x2 (xlv) o x~(x). 

Considerando la transformación y= a+x o z = b-x, donde x tiene densidad 
Ga(xJa,(J), la distribución gamma puede sor generalizada para los rangos (a, oo) 
o (-oo,b). Más aún, la suma de k variables aleatorias con distribución gamma 
independientes con panímetros (u;, (J), i = 1, ... , k es una variable aleatoria con 
función de densidad gamma con parámetros o 1 + ... + °'k y (J. 

Distribución Gamma - Gamma 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución gamma-gamma con 
parámetros o, {3 y n (u > O, (J > O, n = 1, 2, ... ) si su función de probabili­
dad Gg(xla,(J,n) es 

{3ª r(a + n) xn-l 
Gg(xla,(J,n) = r(~) r(n) ( ) + , ~ f3+x"'n 

pura x >O. 

La distribución es generada por la combinación 

Gg(xla,·(J, ri);;,· j/:ea(xln,>.) Ga(>.la, /3) d>.. 

La media y la varianza están dadás por 

E[x).= n 2-_ a> 1, 
. · a-1' 

V[x] = /32
(n + n(a - 1)) 

(a: -1)2 (a - 2) ' 
a> 2. 

TESIS cn~r 
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Distribución Gamma Invertida 

Unn variable aleatoria continua x tiene distribución gamma invertida con 
¡m.rámetros a y f3 (a> 0,{3 >O) si su función de densidad Gi(xjo,/3) es 

Gi(xja, {J) =e x-(n+l) e-f1/z, 

/3ª 
parn X> 0, donde C = r(a). 

La media y la varianza son respectivamente 

/3 E[x]=--
1

, 
a-

a> 1, 

/32 
V[x] = (a - 1)2 (a - 2)' o >2. 

En la distribución gamma invertida solo existe una moda en x = fJ/(a+ 1). 

El término gnmma invertida se deriva del dato fácilmente establecido, el cual 
dice que si y tiene densidad gamma Ga(yja,,8), entonces x = y-1 tiene densidad 
gamma invertida Gi(xlo, f:J). 

Si :J: tiene clistribución gamma invertida con a = v/2, {J = 1/2, entonces se 
dice que X tiene distribución X~-invcrtida. 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución raíz cuadrada gamma 
invertida Ga-1! 2 (yio,/3), si x = y-2 tiene densidad gamma Ga(xja,{J). 

Distribución Ji - cuadrada 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución ji-cuadrada con 
parámetro V (grados de libertad) si su función de densidad x2(xlv) =X~ es 

{1/2)v/2 
para X> 0, donde C = r(v/2 ) . 

TESIS CO~T 
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La media y la varianza están da.dns por 

E[x] = v y V(x] = 2v 

La distribución es unimodal y Ja moda se encuentra en el valor de M[x] tal 
que x2(M[x]lv) sea igual a x2(M(xJlv - 2). 

Distribución Ji - cuadrada no central 

Una variabla aleatoria continua x tiene distribución x2 no central con 
parñmetros v (grados de libertad) y >. (no centralidad) (v > O,>. > O) si su 
función de densidad x2 (xlv, >.) es 

00 

X2 (xlv, >.) = L Pn(il>./2) x2 (xlv + 2i), 
i=O 

para x > O¡ es decir, la combinación de distribuciones x2 centrales con pesos 
Poissou. 

La distribución ji-cuadrada no central se reduce a una distribución ji­
cuadrada central cuando ,\ = O. 

La media y la varianza están dadas por E[x] = v +>.y V[x] = 2(v + 2.>.); y, 
la distribución es u ni modal y la moda se encuentra en el vaor de M[x]tal ·que 
x2 (M(x]lv, >.) sea ibrual a x2(M[x]lv - 2, >.). 

Si x 1, ... , Xk son variables aleatorias mutuamente independientes y con dis­
k 

t.rilrnción normal N(xilJi.;, 1) entonces z = I:; x~ tiene distribución x2 no central, 
i=l 

k 

x2 (zlk, L µ;). 
i=l 

La suma de k distribuciones x2 no centrales independientes con parámetros 
(v;, >.;)tiene distribución x 2 no central con parámetros v 1 + ... +vk y ..\1 + ... +>.". 

TESIS ro\r 
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Distribución Laplace 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución Laplace con parámetros 
a y f3 (-oo < a < oo, f3 > O) si su función de densidad Lap(xla, {3) es 

Lap(xla,fj) = ~ e-fJl:i;-al, 

para -oo < x < oo. 

La media y la. varianza están dadas por E[x) =a y V(x] = ; 2 • 

La. función de densidad es simétrica con respecto a a. 

Distribución Logística 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución logística con parámetros 
ü y (:3 (a E !R,(:3 >O) si su función de densidad Lo(x\a,/3) es 

Lo(xla, /3) =e 

donde x E !R y e= 13-1 • 

Una expresión alternativa para la función de densidad es 

J11 sech2{ ~ ( x ~ ª) }· 
por lo que la distribución logística es llamada también distribución sech­

cuadrada. 

La distribución logística es más simple de expresar en términos de su función 
de distribución, 

F.,(x) = [1 + e-;s. )-l 
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Ln distribución es simétrica con respecto ax = a. La media y la moda están 
dndns por E(x] = M[xJ =a, y la varianza es V(xJ = {32

7r
2/3. 

Distribución Lognormal 

Unn variable nleatoria continua x tienen distribución lognormal con pará­
metros Jt y ,\ (-oo < µ < oo, ,\ > O) si su función de densidad LogN(xlµ, ..\) 
es 

LogN(x\¡t, >.)=e c-t(log:i:-11)2, 

( ) 

1/2 

para x > O, donde c = '> ,\ 2 -1TX 

La media y la varianza están da.das por 

y 

La distribución de probabilidad es simétrica con respecto a x = µ, por lo 
que E(x] = M(xJ. 

Distribución Maxwell 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución Maxwell con parámetros 
¡1 y ,\ (-oo < Jt < oo), ,\>O) si sn función de densidad .Mux(x\¡t, >.) es 

Max(xl¡t, ..\)=e (x - µ) 2 e-t<:i:-µJ' 

(2..\ª) 1

'

2 

para µ < x < oo, donde e = --;:-

La media y la varianza están dadas por 

T.ESIS r.n~.r 
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... ·· . 2 1'2 
E(x) = µ+2(x1r) 

V[x)= 311"-8 
..\11" 

Distribución Normal 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución normal con parámetros 
¡t y ,\ (µ.E ~. >. > O) si su función de densidad N(xlµ, >.) es 

N(xl¡J, >.) = c e- ~(:i:-µ)', 

( ) 

1/2 

para x E !R, donde e = 2~ · 

La distribución es simétrica con respecto a x = µ. La media y Ja moda son 
E(x) = M[x] = µ y la varianza es V[x) = >.-1, tal que >. representa la precisión 
de la distribución. Alternativamente, N(xlµ., >.) es denotada por N(xlµ, u-2 ), 

donde u2 = V[x) es la varianza. 

Si µ.=O y>. :::: 1, se dice que x tiene distribución normal estndar, con función 
de distribución 

iI>(x) = rn= e-'i- dt. 1 j"' • 
y21l" -oo 

Si y= >.. 112 (x- µ) = (x - µ)/u, donde x tiene densidad de probabilidad nor­
mal N(xlµ, >.), entonces y tiene función de densidad normal estándar N(xlO, 1). 

k 
En general, si y = a+ :L b;x;, donde las x; son independientes entre s 

i=l 
con densidades N(x;Iµ;, >.;),entonces y tiene densidad de probabilidad normal, 
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k k ~ . . 
N(yja + ¡~ b;¡i;, >..) donde ,\ = (i~ >..'; )-1

, una media armónica ponderada de 

prccisionc¡¡ individualCll. 

Si x 1 , ••• , Xk son variables aleatorias independientes y con distribución normal ,, 
estúmlar, entonces z = E xr tienen distribución x% central. 

i=l 

Distribución Pareto 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución Pareto con parámetros 
a y (3 (o >O, /:i >O) si su función de densidad Pa(xjr.i,, f3) es 

Pa(xja, {3) = e x-(n+l), 

para x ;::: {3, donde e = a{J"'. 

La media y la varianza están dacias por 

a/3 
E[x] = -. -

1
, si a > 1 

a-

a/32 
V[xJ = (a - 1)2(a - 2)' si a> 2. 

Ln 111oda es A/[:z:) = {3. 

La distribución es generada por la combinación 

Pa(x/a, {3) = f
00 

Exp(x - /318) Ga(Oja, {3) dO. 
Íu 

U na variable aleatoria continua y tiene densidad Pareto invertida Pi(yla, {3) 
si :e= y- 1 tiene densidad Pa(xla,,B). 
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Distribución Rayleigh 

Una variable aleatoria continua. x tiene distribución Ra.yleigh con pa.ráme~ro 
f3 (/3 > O) si s11 función rlo densidad Ray(xl.B) es 

~ Ray(xlf3) = e x e- • , 

para x > O, donde e= f32
• 

La media y la varianza están dadas por 

y 

Distribución Triangular 

1/i E[x] = - -
f3 2 

4-71" 
V[xJ = 2{32 • 

Una variable aleatoria. continua. x tiene distribución triangular con paráme­
troo a, by e (a < b < e) si su función de densidad Tri(xla, b, e) es 

{ 

2(x-a) 

Tri(xla, b, e) = (b 2c~)~cx) a) 

(e- b)(c- a) 

a<x<b 

b<x<c 

Su media y su varianza están dadas por 

y 

E[x] = a+b+c 
3 

V[ ) = a2 + b2 + ¿. - ab - ac - be 
X 18 • 

La moda. se obtiene cuando x = b y es igual a 
2 

b-a· 
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Distribución T - Student 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución T-student con paráme­
tros ¡1., ,\ y n (¡1, E !>'t, ,\ > O, o > O) si su finción de densidad St(xjµ, >.,et) 
es 

parn x E !>'t 

donde 

r((et + 1)/2) >. 
( ) 

1/2 

e= r(et/2)r(I/2) ;;- · 

Ln distribución es simétrica con respecto a x = fl, y tiene su única moda en 
M[xJ=µ. 

La media y la varianza son 

E[x] = µ, si et> 1, 

si a> 2. 

El parámetro et usualmente se refiere a los grados de libertad de la distribu­
ción. 

La distribución es generada por la combinación 

St(xjµ,..\,a) =fo"° N(xlJl,Ay) Ga(yli, ~) dy. 

e incluye a la distribución normal como un caso de lúnite, tal que 

N(xlµ, ,\) = lfm St(xlµ, ,\,et). ,,. 
Q--+00 

TESIS CON 
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48 CAPÍTULO 2. DISTRIBUCIONES PROBABILÍSTICAS 

Si 11 = >. 1/2, donde x tiene densidad St(x!J,, >.,a), entonces y tiene densidad 
T-student estándar St(ylO, 1, a). Si a= 1 se dice que x tiene distribución Cauchy 
con densidad Ca(xlµ, ,\). 

Si x tiene distribución normal estándar, y tiene distribución x;, y si x y y 
son mutuamente independientes, entonces 

X 
z = ..,-.,....,...,..,,,. 

(y/v)l/2 

tiene densidad T-student estándar St(z!O, 1, v). 

Distribución Uniforme 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución uniforme con parámetros 
a y b (a E ~. b E ~.a < b) si su función de densidad U(x\a, b) es 

para a< x < b. 

1 
U(x\a,b) = -b -, 

-a 

La media. y la varianza están dadas por E[x] = ª ; b y V[x] = b ¡; ª. 
La distribución uniforme carece de moda. 

Distribución Weibull 

Una variable aleatoria continua x tiene distribución Weibull con parámetros 
11 y b (a> O,/,> O) si su función de densidad W(xla, b) es 

W(xla, b) = a . b xb-l 

para x >O. 

f,a media y la vnriamm están ciadas por 
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y 

(1) ~ ( 2 1 ) V[x]= a r(b+1)-r2(b+l). 

Si b = 1 entonces W(xla, 1) = Ga(xll, l/a) = Exp(xll/a). 

Si a= 1//3 y b = 1 entonces W(xll//3, 1) = Exp(xl/3). 

Si a= 1yb=1 entonces W(xp, 1) = Ga(xlI, 1) =Exponencial estandariza­
da. 

2.3. Distribuciones discretas multivariadas 

Distribución Multinomial 

Un vector aleatorio discreto x = (xlt ... , Xk) tiene una distribución multino-
n 

mial de dimensión k, con parámetros O= (0 1 , ... ,0k) y n (O< O;< 1,¿o; < 
i=l 

1, n = 1, 2, ... ) si su función de probabilidad .Muk(xlO, n), para x; =O, 1, 2, ... , 

" con L x; ::; 11, es 
i=l 

ni k k f; 
k n rr Of'(l - E O;)n-fgJ "''. 

rr x;!(n - E X¡)! i=l i=l 

i=l i=l 

El vector de medias y la matriz de covarianzas están dados por 

E[x¡J = nO;, V[x;J = nO;(l - O;), C[x;,xiJ = -nO¡Oi. 

La moda (s) de la distribución es (son) localizada cerca de E(x], satisfaciendo 

TE8IS GO~T 
FA1.i1f\ DE (,i\iGEN 
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nO; < M[x;] ::;; {n + k,... 1)9;¡ i= l, ... ,k¡ 

n 
l'.'>tas dcsigualdacles, con la condición E x¡ ::;; n, restringen las posibles 

¡,_,¡ 

modas relativrunente en algunos puntos. 

La distribución marginal de x<ml 
multinomial 1\fum(x<ml IB1, ... , Om, n). 

(xi. ... ,xm), m < k, es la ditribución 

La distribución condicional de x(m), dado el recordatorio de saber que cada 
x:s tiene también distribución multinomial y que dicha distribución depende de 

n 
lns :r.~s solo a travl\.~ ele su suma s = ¿:; x;; específicamente es 

i=ni+1 

Si x = (x1, •.. ,xk) tiene densidad kfuk(xJO, n), entonces y = (y1 1 ... , Yt) 
donde 

y¡= X¡+ ... + X¡¡, ... ,yt =X¡, 1+1 + ··• +Xikt 1:::;: t < k, 

tiene densidad Mut(Yl<fi, n), donde 

</!1 = 01 + ... + On, .. ., <Pt =O¡, 1+i + ... + O;k. 

Si z es la suma de m vectores aleatorios independientes teniendo densidades 
multinomialcs con parámetros (6, n;), i = 1, .. ., m, entonces z también tiene 
densidad multinomial con parámetros 9 y (n1 + ... + nm)· Si k = 1, Mu1:(xJ9, n) 
se reduce a una función de densidad binomial Bi(xlB, n). 

Si x 11 •• ., Xk son k cantidades aleatorias independientes con distribución 
de probabilidad Poisson Pn(x;I>.;), entonces la distribución conjunta de x = 

n >.· 
(x1, ... , x¡,), dado que ¿:; x; = n, es multinornial Mu(xJ9, n), con O; = ~· 

i=I E>..; 

T.E.SlS CON 
VALLA DE ORiGEN 

¡,_,¡ 
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Distribución Multinomial - Dirichlet5 

Un vector aleatorio discreto x =(xi, ... ,xi:) tiene distribución lnultinomial­
Dirichlet de dimensión k, con parámetros a = {a1, ••. , 01:+1) y n donde OI; > O, 
y n = 1, 2, ... , si su función de probabilidad Dm(xla, n), para x¡ ;,,. O, 1, 2, ... , 

TI 

con E x; ::; n, es 
i=l 

• 

k+l (e/•;]) 
Dm(xla, n) =e fl ~ 

i=l x, . 

donde ul•l = IT (a+j-,1) define Ja función factorial ascendente, con X1:+1 = 
i=l 

n! e=---. 
kE1 a.l?'l 
j=l ' 

El vector de medias y In matriz de cov-drinnzas están dadas por 

E[x;J =np¡, 
a; 

p¡=~ 

¿ °'i 
j=l 

k+I 
n+ E °'i 

j-1 
V[x¡J = k:i np1(I - p;). 

1 +E Oj 
i=I 

k+I 
n+ ¿o.; 

j=l 
C[x;, xi] = - k+I np;p;. 

i + ¿o.; 
j=I 

5 P1un la comprensión de esta distribución es necesario conocer In distribución de la variable 
aleatoria continua 111ult.ivariada Dirichlct. 

TESIS rnr\r 
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La distribución marginal del subconjunto {x¡, ... ,x.} es una multinomial -
k+J B 

Dirichlet con parámetros {a1, ... , a., L: a; - E aj} y n. En particular, la dis­
i=l j=l 

k+l 
tribución marginal de x¡ es binomial - beta Bb(x¡Ja;, ¿;a; - a;). Más aún, la 

j=I 

distribución condicional de {x8 +J, ..• ,xk} dado {x¡, .. .,x.} es también multino-
k+l k 

mial- Dirichlet, con parámetros {a.+1, .. .,ak, E a;- 'E o;} y n- L:j=1 Xj· 
j=l j=•+l 

2.4. Distribuciones continuas multivariadas 

Distribución Dirichlet 

Un vector aleatorio continuo x = (x 1, ... , XA:) tiene distribución Dirichlet de 
dimensión k, con parámetros a = (o1 ,. .. , ªA:+t) (o¡ > O, i = 1, ... , k + 1) si su 
densidad de probabilidad Di(x!a), O< X¡< 1 y x1 + ... + Xk < 1, es 

donde 

k 

Dik(xja) =e xf'-1 ... x¡:•-1(1- ¿x¡)º•+•-1 , 

i=l 

k+l 
r(E a;) 

i=l 
e= k+l 

TI r(a¡) 
i=l 

Si k = 1, Di(xja) se reduce a una densidad de probabilidad beta 
Be(xja¡, 02). 

En el caso general, el vector de medias y la matriz de covarianzas están dados 
por 

v¡ ·] _ E[x;)(l - E[:r.;]) 
x, - A:+! , e[ . ··J - -E[x;]E[x;] 

x.,x, - k+l • 

1 +¿:a; i+ ¿:a; 
j=l i=l 

Si a¡ > 1, i = 1, .. ., k, se define la moda dada por 

----------·----- ---
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Dt; - 1 
M[x;] = -k.-1-1-"'-----

¿ O'j -k- 1 
j=I 

53 

La distribución marginal de x<mJ = (x1, ... , x,..), m < k, es distribución 
Dirichlct 

k+l 

p(x<m)) = Dim(xCm>¡a¡, •.. , °'"'' L °'J)· 
j=m+l 

Ln distribución condicional, dado Xm+I • ••• , Xk, de 

x: = ___ x..,.!--
1 - E Xj 

j=m+l 

i= 1, ... ,m 

es también Dirichlct, Di,,.(x\.. ... , Xmla1, ... ,a,,., a1:+1 ). En particular, 

m 

p(x:lxm+l• ... , Xk) = Be(x~la;, La;+ °'k+l - a;), i = 1, ... , m. 
j=l 

l'vlás a1ín, si x = (x1, ... ,x1.:) tiene densidad de probabilidad Dik(xla), en­
tonces y = (y1 , ••• , Yt) donde 

Y1 = X1 + ... +x;1, ... ,yt = x;, 1 +1 + ... +xk, 

tiene densidad de probabilidad Dit(YIP), donde 

Distribución Normal - Gamma 

1:::::; t < k, 

Un vector aleatorio continuo bivariado (x, y) tiene distribución normal -
gamma, con parámetros /J., ..\, a y {3, (µ E !R, A > O, a > O, {3 > O) si su densidad 
de probabilidad N g(x, yj¡L, ..\,a, {3) es 

Ng(x,ylµ,..\,a,{J) = N(xlµ,..\y) Ga(yja,13), X E !R,y > 0, 
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donde las densidades de probabilidad normal y gamma son definidas en la 
Rccción 2.2. 

Las medias y varianzas están dadas por 

E[x)=µ, 
et 

E(y]=­
{3 V(x] = >.(etf3- l) V(y] = ; 

Es claro, de acuerdo a la función dada, que la función de densidad condi­
cional de x dado y es N(x¡µ, >.y) y que la función de densidad marginal de y es 

Ga(ylet, {3). Ms aún, la función de densidad marginal de x es St(xlµ, ~a, 2et). 

Distribución Normal - Gamma Multivariada 

Un vector aleatorio continuo x = (xi. ... ,xn) y una cantidad aleatoria y 
tienen una distribución normal - gamma conjunta multivariada de dimensión k, 
con parámetros µ, >., a, fJ (µ E !Jtk, .>. una matriz simétrica positiva definida 
de k x k, et > O y (3 > O) si la densidad de probabilidad conjunta de x y y, 
N g(x, y¡µ,>., a, /3) es 

N g(x, y¡µ,>., a, {3) = N¡,,(xJµ, >.y) Ga(yla, {3), 

donde las densidades de probabilidad multivariadas gamma y normal han 
sido ya definidas en la sección 2.2. 

El vector de medias, la matriz de covarianzas para x y la varianza de y están 
dadas por 

E(x,y] = (µ, ~), f3 
V(x) = >.(a - 1)' V(yJ= ;. 

De la función dcdensidad anterior, 'se tiene que, la densidad condicional de x 
dado y es N¡,,(xlµ, .Xy) y la densidad de probabilidad margina.! de y es Ga(yla:, {3). 

Más aún, la. densidad de probabilidad marginal de x es Sti,(xlµ, {3.>., 2a)~ 
a: 

-----~----------·- --- ··-~----
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Distribución Normal Multivariada 

Un vector aleatorio continuo x = (x1,. .. ,xk) tiene distribución normal mul­
tivariada de dimensión k, con parámetrosµ= (µ 1 , .. ., µk) y>., dondeµ E !Rk y>. 
es una matriz simétrica positiva definida de k x k, si su densidad de probabilidad 
Nk(xlµ, .>.) es 

Nk(xlµ,>.) =e c-Hx-µ)'.\(x-¡¡)' X E !R\ 

donde e= (2rr)-!¡>.¡-!. 

Si k = 1, como>. es un escalar, >., Nk(xlµ,>.) se reduce a una densidad de 
probabilidad normal univariada N(xlµ, >.). 

En le caso general, E[x;] =µ;,y, con E= >.-1 para cualquier elemento u;3, 
V[x;) =a;; y C[x;,xiJ = CT;j, tal que V[x] = .>.- 1

• El parámetroµ podo tanto 
etiqueta el vector de medias y el parámetro >. la matriz de precisiones (la matriz 
inversa a la matriz de covarianzas E). 

Si y = Ax, donde A es una matriz de m x k de números reales 
tal que AEA1 es no singular6 , entonces y tiene densidad de probabilidad 
Nm(YIAµ, (AEA1)- 1). 

Eu particular, la densidad de probabilidad marginal para cualquier subvector 
de x es normal (multivariada), de dimensión apropiada, con vector de medias 
y matriz de covarianzas dados correspondientemente por el subvector µ y la 
submntriz >.- 1. Míis aím, si x = (xi. x 2) es una partición de x, con X¡ de 
dimerniiúu k;, y k1 + k2 = k, y las particiones correspondientes deµ y,\ Hon 

.\12 ) 

.\22 ' 

entonces la densidad de probabilidad condicional de x 1 dado x 2 es tam­
bién normal (multivariada), de dimensión k1 con vector de medias y matriz de 
precisiones dados, respectivamente, por 

6 Unn matriz cuya inversa existe es no singular. 

'I'E0IS GO~T 
FALJ-111 1)1:: o.mnE1N 
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La cantidad aleatoria y = (x - µ)t>.(~ .:._ ¡&j tie~ésderisÍdad de probabilidad 
x 2 (ylk). Y, también es preciso notar que, de laforma de la función de densidad 
se puede deducir que 

Distribución Normal - Wishart Multivariada 

Un vector aleatorio continuo x y una matriz simétrica positiva definida de 
cantidades aleatoria y tienen una distribución conjunta multivariada normal­
vVishart multivariada de dimensión k, con parámetros µ., ,\, er, (3 (µ. E !Jtk, 
>. > O, 2er > k - 1 entero, y (3 una matriz simétrica no singular de k x k), 
si la densidad de probabilidad de x y de los k(k2+

1l elementos distintos de y, 
Nw.(x,y¡µ.,,\,er,(3) es 

Nwk(x, y¡µ,>., a,(3) = Nk(xlµ, >.y) Wik(Yla,,B), 

donde la densidad de probabilidad normal multivariada ha sido ya definida 
y la densidad de probabilidad Wishart está definida en páginas posteriores de 
la presente sección. 

Las medias y las varianzas están definidas respectivamente por 

E[x,y] = {µ., ~} y fJ 
V[x] = >.(a - 1) 

De In función de densidad de probabilidad se tiene que la densidad de pro­
babilidad condicional de x dado y es Nk(xlµ, >.y) y la densidad de probabi­
lidad marginal de y es W;.{yier,,B). Más aún, la densidad marginal de x es 

>.a 
Stk(xlµ, P' 2a). 

Distribución Pareto Bilateral 

Un vector aleatorio bivariado continuo (x, y) tiene distribución Pareto bila­
teral con parámetros f3o, /31, y a ( {f3o, {31} E g\2 1 f3o < {31 , o > O) si su función 
de densidad de probabilidad Pa2(x, yla, /Jo, {3i) es 

TESlS CON 
___ __._.VALL_b_PE ORlG~~ r. 
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P ( 1 f3o /3 ) _ ( - )-Ca+2> a2 x, y a, , 1 - e y - x .. - . 

donde e= o(o + 1)(13¡ - f3o)ª 

La medias y varianzas están dada5 por 

E[x) = of3o - /31 , 
O: - 1 

E( ) = 0t/3i - f3o 
y a:-1 ' si a:> 1,. 

o(f31 - f3o)2 
V(x) = V(y) =(o - l)2 (

0 
_ 2), si o> 2, 

y la correlación entre x y y es -a- 1• 

57 

Las distribuciones marginales de t1 = f31 - x y t2 = y - f3o son ambas 
Pa(tl/31 - f3o, a). 

Distribución T - Student Multivariada 

Un vector aleatorio continuo x = (x1 , ••• , Xk) tiene distribución T-student 
multivariada de dimensión k, con parámetrosµ= (µ1, ... ,µk), A y 0t (µE !Rk, .>. 
una matriz simétrica positiva definida de dimensión k x k, o > O) si su densidad 
de probabilidad St(xlµ, A, a) es 

Stk(xlµ,>.,a) = c [1 + ~(x - µ)tA(x - µ) r(a+kl/
2
, 

µara x E !Rk, 

donde 

r(<a+kl) 
- 2 1 ¡112 

c - r(~ )(a:7r)k/2 A . 

Si k = 1, tal que A es un escalnr, .>.,entonces St¡,,(xlµ,.>.,a) se reduce a una 
densidad de probabilidad univariada St(x¡µ, .>.,a). 

1 

TESiR CO~T 
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En el caso general, E[x] =µy V[x] = >.- 1(a/(a-2)). Aunque no exactamen­
te igual a la matriz inversa de matriz de covarianzas, el parámetro >. a menudo 
referida como la matriz de presición de la distribución. Si y = Ax, donde A es 
una matriz de dimensión m x k (m $ k) de números reales tal que la matriz 
A>.- 1 At sen no singular, entonces y tiene densidad Stm(YIAµ, (A>.- 1At)- 1 , a). 
En ¡mt.icular, la densidad marginal para cualquier subvector de x es T-student 
(nmltivttriacla)., con su dimensión apropiada, con vector ele medias y matriz de 
prcsición dacios por el correspondiente subvector de µ y submatriz de >.. Más 
aún, si x = (x1 , x2 ) es una partición de x y las particiones correspondientes de 
µ. y >. están dad f\8 por 

_ (µ1) >. _ ( >.u 
µ - \µ2 ' - >.21 

entonces la densidad condicional de xi, dado X2 es también T-student (mul­
tivnriada), de dimensión k1 , con a+ k2 grados de libertad, y el vector de medias 
y la matriz de presición, respectivamente, están dados por 

y 

Distribución Wishart 

Una matriz simétrica positiva definida x de variables aleatorias tal que Xii = 
Xjii para i = 1, ... , k, j = 1, .. ., k, tiene distribución Wishart de dimensión k, con 
parámetros a y fJ {con 2a: > k - 1 y fJ una matriz simétrica no singular de 

k(k + 1) 
k x k), si la densidad de probabilidad Wik(xla,,8) para los distintos 

2 
vectores aleatorios dimensionales de x es 

Wik(x\a,,8) = clxl"'-(k+I)/2 . e-tr(px)' 

donde e= l.BIª /fA:(a), 
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- - k • 

rk(a)'== 71"k(k~l)/<l rrr(2ª +1_-i) 
i=l 

2 
, ' ' , 

es la fu~ción gam~ll'generalizada y tr(.), denota la traza del argumento de 
la matriz7 • -

Si k = 1, tal que .8 es un escalar, /3, entonces Wk(xla,P) se reduce a una 
densidad de probabilidad gamma Ga(xla, /3). 

Si {x11 ••• , Xn} es una muestra aleatoria de tamaño n > 1 de la distribución 
n 

normal multivariada Nk(x;Iµ,..\), y x = n- 1 Ex;, entonces x tiene densidad 
i=l 

de probabilidad Nk(xlµ, n.X), y 

n 

S = E<x1 - x)(x, - x)1 

i=l 

es independiente de x, y tiene distribución Wishart Wik(Sli(n - 1), ~.X). 

Algunas de las características que definen una distribución Wishart son las 
siguientes: Exj = ap- 1 y E(x- 1) = (a - (k + 1)/2)-1/3; si y= AxA t donde A 
es unn matriz de m x k (m ~ k) ele números reales, entonces y tiene distribución 
Wishart ele dimensión m con parámetros a y (Ap-1 A 1)-1 , si es que existe; en 
particular, si x y p-1 son particionadas conformablemente en 

X= ( X11 
X21 

x12), 
X22 

p-1 = ( 0-11 0-12 ) 1 

U;n 0-22 

donde x11 1 0-11 son matrices cuadradas de h x h (1 $ h $ k), entonces x 11 
tiene distribución Wishart de dimensión h con parámetros a y (o-11 )- 1• Más 
aún, si x1, ... , Xs son matrices aleatorias independientes de k x k, cada una con 
distribución Wishari;, con parámetros a;, p, i = 1, ... , s, entonces x 1 + ... + X 8 

también tiene distribución \Vishart, con parámetros a 1 + ... + a 8 y {J. 

Es notable que, de la forma de la densidad de probabilidad Wishart se deduce 
que 

7 La trnza de una matriz cuadradak x le es la suma de los elementos de Ja diagonal. 

TESIS r.0N 
FALLA DE Li-JGEN . ..-----· 



60 CAPÍTULO 2. DISTRIBUCIONEs PROBAB'JLfSTICAS 

! lxlª-(k+l)/2. '. e-tr(tlx) dx = c-1, 

siendo entendido que la integración es con .respecto a los k(k: l) .elementos 

distintos de la matriz x. 



Capítulo 3 

Modelos: U na interacción 
matemática entre 
estadística bayesiana y 
distribuciones de 
probabilidad 

La aplicacióu de metodologías bayesianas para la construcción de modelos 
referentes a problemas reales y de la vida cotidiana, resulta un tanto laboriosa 
debido a la gran diversidad de comportamientos y a la complejidad de manipu­
lación en operaciones para obtener lus distribuciones de probabilidad deseables. 
Sin embargo, existen modelos a los que comímmente se acude para hacer infe­
reucia estadística y, para proporcionar alguna idea sobre el funcionamiento de 
las técnicas bayesianas, solo se hará referencia a algunos casos muy simples y 
ya definidos. 

Estos modelos son creados a través ele dos distribuciones ele probabilidad 
dadas: la distribución de probabilidad p(xlB), y la distribución de probabilidad 
paramétrica a priori, es decir, p(B). A partir de dichas distribuciones se genera 
completamente un modelo particular y el desarrollo de cada modelo en particular 
~e basa en Jos procedimientos explicados en el Capítulo I referentes al modelo 

61 
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general. 

No obstante, es necesario hacer incapié en el procedimiento que antecede 
dichos modelos, ya que es necesario poder visualizar la aplicación de la teoría 
fundamental que sustenta al enfoque bayesiano, así como comprobar los resul­
tados una vez ya establecidos. 

Los modelos que en particular se desglosarán a detalle, serán modelos in­
ferenciales uniparamétricos, es decir, los que únicamente constan de un solo 
parámetro aleatorio; y por medio de dicho desarrollo se establecerán, en el pre­
sente orden y para cada uno de Jos modelos, la distribución de probabilidad 
predictiva inicial o a priori, la distribución de probabilidad paramétrica final o 
a posteriori y la distribución predictiva final o a posteriori. 

Los modelos serán los siguientes: 

• Modelo Bernoulli 

• Modelo Poisson 

• Modelo Binomial Negativa 

• Modelo Exponencial 

• Modelo Uniforme 

• Modelo Normal con precisión ,\ conocida 

• Modelo Normal con media µ conocida 

3.1. Modelo Bernoulli 

Sea la muestra aleatoria x 11 x2, .•. ,xn tal que x;--,. Bernoulli(O) con O des­
conocida=> he E 'P = {p(:z:IO) = 0"'(1 - 0)1-"' n{J~» : O E 9=JO,1[}. 

Sea la distribución inicial propuesta pa~~ (J. tal. que fJ ·...., Beta( a, {3) 
,,,,_ ;;-~.::.·;,_r<:,,:, ,·;::~· :- .. '.~ 

p(x) = Je p(~i8) ~(Ó) dÓ 

------·-- ·-- --------· 



3.1. MODELOBERNOULLI 

= r O"' (1 - 0) 1-x ][ (%) r(a + .B) 0°-1 (1 - O)IJ-1 ][ (O) dO Je {0,1} r(a) r(.B) JO,l[ 

r(a+.B) {
0

1
0.,+cr-1 (l-8)11-x n <x> do=· 

r(a) r(.B) lo {0,1} 

= r(a + .B) {
1 

¡jCa+:z:J-1 (l _ o)CtJ-:z:+i)-1 n Co:> dO 
r(a) r(.B) lo {O,l} 

Para resolver la integral anterior se tiene que 

[
1 

r(a +X+ ,8 - X+ 1) jj(a+:i:)-1 (l _ Ó)(/J-:z:+l)-1 d0 
lo r(a +X) r(,B - X+ 1) 

::} p(x) 

r(a + x) r(,B - x + 1) 
r(a+x+.B-x+l) 

r(a+.B) r(a+x) r(,B-x+l) ][ (:i:) 

r(a) r(,B) r(a + .B+ 1) {0,1} 

x "'Binarnial - Bcta(n, ,B, 1) 

63 

Por otra parte y considerando que las observaciones provienen de una mues­
tra aleatoria, la función de verosimilitud está dada de la siguiente manera: 

n f: "'' n-f: "'' p(xlB) = 81= 1 (1 - B) •= 1 II ][ (x) 
{0,1} 

i=l 

::} p(Bjx) = p(xlB) p(B) 

L p(xlO) p(O) dO 

TESiS CON 
b~Ll\ DE Ol:lCiEN 

-----------------
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0,'f::, "'' (1 - B)n- ,'i;:, "'' rr" Il (:i:1) r(o + {3) 9et-1 (1 - O)fJ-1 Il (O) 
i=l {0,1} f(o) r(/3) ]O,l( 

(1 - o)"-,~."'' rr" n <x•> r(a + f:J) 0°-1 (1 - o)P-1 d8 
i=l {0,1) r(a) r(,8) 

f: =•+<>-\ n-f: x,+(J-1 ( ) 
8••• (1 - 8) 'ª' ll¡o,~( 

1
1 -(o+ E :i:;)-1 ((J+n- f: x¡)-1 -

8 .., (1 - 8) •-• d8 
o 

Para dar solución a la integral del denominador se tiene que 

[
1 r(o+f:J+n) -(o+ i: :i:1}-l 

8 ·-· . Jo n n 
o r(o + ¿ x;) r(,6 + n - E X¡) 

i=l i=l 

( )
((J+n- E .,,).,-1 -

. 1 - 8 •=• d8 = 1 

11 .(o+ f; :i:¡)-1 ((J+n- f; :i:1)-l d
8
_ 

=> 8 ·-· (1 - 8) ,_, 
o 

n " 
r(a+ ¿ x;} r(¡'3+n- ¿ x;) 

i=l i=l = r(a +/1+ n) 

=> p(Olx) 

f: "'•+<>-1 n-f: x,+(J-1 n (:i:) 
8••• (1 - 8) ••t )0,1( 

!'(a+ f: .,,¡ r((J+n-f: .,,¡ 
i-1 t•l 

r(a+(J+n) 

r(a + f3 + n) f: :i:1+a-l n-f: x1+(J-l Il (:i:) 
n n 8••• (1 - 8) •=t JO,l( 

r(a + ¿X¡) r(¡'3 + n - Ex;) 
i=l {1::1.l 

TESIS CO~T 
FALLA DE ORIGEN 

-------------------------- ----·----------- ------------



3.1. MODELO BERNOULLI 

Finalmente, 

p(xlx) = la p(xlO) p(Olx) dO = 

fe O" (1 - o)1-:i: lI <o:> r(a+ f1 + n) 
}" {O,I} .. n · . n 

r(a+ L;x¡) r({J+n- L;x;) 
i=l i=l 

-f. 0:1+0-1 - n-f. :i:1+P-I ll (o:) dO-
O•R1 (1 - O) 'ª' ]0,1[ 

= f(°'+fl+n) 
n n 

r(n +E X¡) f(fl+n- E X¡) 
i=l i=l 

¡1 -<a+ f; :r:1+o:l-1 - <P+n-E z1+:i:l-1 n Cxl dO-o ,_, (1 - O) iBl {0,1} 
o 

r(a + f1 + n) 
n n 

r(o+ L;x;) f(.B+n- L;x;) 
i=l i=l 

r(a+Ex1+x) f(fl-f:x;-x+n+l) 
i=l i=l JI (x) 

r(a +fJ + n + 1) {0,1} 

xlx ,..,Binomial - Beta( a+ tx¡,{J + n - tx¡, 1) 

TESTS r:nN 
fAL1A Dl!: uiuGEN 
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3.2. Modelo Poisson 

Sea la muestra aleatoria x¡, x2, .• ., Xn tal que x; ,..,, Paisson(>..) con >.. desco­

nocida => fx E 'P = {p(x\>.) =e-.\ % ¡¡{J~{,. .. }: >-.E A =]0,oo[}. 

Sea la distribución inicial propuest~ para..\ tal que>..,..,, Gamma(a,/3) 

~ 

p(x) = Lp(xj'J..) p().) d'J.. 

100 'J..:i: /3ª = o e-X r(o) ')..n-1 e-fJX ¡¡ (:i:) d'J.. xi {0,1, ... } 

1_ {
00 

>,x+n-1 e-Xc.o+i> ¡¡ C:i:l dA 
:ti r(o) lo {0,1, ..• } 

Ahora, para resolver 

{

0

00 
')..:i:+a-1 e-XCP+l) Il (x) d'J.. lo {0,1, ... } 

se tiene que 

=> · ["'° >,:i:+n-1 e-X({J.1-1) d'J.. = f(x +a) 
lo . (f3 + l)"'+n 

=> p(x) /3ª r(x +o) 11 (:i:) 
xi r(o) (/3 + 1)"*' {0,1, ... } 

x...,, Poissun - Gamma(a, /3, 1) 

Por otra parte y considerando que las observaciones provienen de una mues­
tra aleatoria, la función de verosimilitud está dada de la siguiente manera: 

------------------·--· --·-- -------



3.2. MODELO POISSON 

p(xl>.) 
f; "'' n 

e-n>. ,\•-• rrn (:i:¡) -n-- {0,1, •.• } 
I1 :c;I i=l 
i=l 

=> p(>.lx) = p(xl>.) p(>.) 

h p(xl.X) p(A} d.X 

f: Xl fl >-·-· II n c.,,, .L.. ,\º-1 e-/J>. n <>-> 
n ,·--i {0,1, .•. } r(o) R+ rr x;! 

i=I 

- f; "'' n >.·=• ( ) /3º -IIJ[ "'' ,Xo-l e-/J>. dA 
-n-- {0,1, ... } r(o) 
11 x;I i=l 
i=l 

o+d: :i:¡)-1 (>.) ,\ •=• e->.(/J+n) ][R+ 

100 -"'+o: .,,¡-1 ->.cfJ+ > ->. •·• e n d,\ 
o 

Para dar solución a Ja integral del denominador se tiene que 

o+f; "'' ("" ({3 + n) n 1•1 -lll+(E X¡)-1 5.(fJ+ ). -Jo >. ,_, e- n d,\ = 1 
o r(o +Ex;) 

. . p(>.ix) 

i=l 

a+f; :i:; 
(/3 + n) ,_, 

n 
r(a +Ex;) 

i=l 

n 
rea+ Ex;) 

i=l 

o+f; :i:¡ 
(.B + n) ,_, 

TESIS r.n~r 
FAL1A u~; utHGEN 
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Finalmente, 

p(xl~) = l p(xJ.\) p(.\Jx) d>. = 

a+f; x; 
(/3 + n) ;.1 

n 
r(a+ E xi) 

i=l 

a.+f: "'' (/3+ n) ,_, 
n 

r(a+ E :z:;) 
i=I 

-a+d: Z<)-1 e-;\(JHn) n (,\) d' A . ,_, R+ /\ 

). •·• e->-(JJ+n+l " ¡ 00 -z+a+( f: :i:,)-1 - ) n (:z:) d' 
o {0,1, ... } 

Para dar solución a la integral anterior se sabe que 

:i:+a+f "'' 
(f3+n+1) 'ª1 

n 
r(x+a+ E Xi) 

i=l 

n 
r(x + a+ E x;) 

i=l 

x+a+E '"' 
(/3 + n + 1) •·1 

.. p(XJx) = 

a+f; "'' n 
(/3 + n) •-1 r(x +a+ E x;) 

i=l [ (z) 
n z+a+ f; x; {O,l,. .. } 

r(a +E X¡) (/3 + n + 1) ·-1 

i=l 



3.3. MODELO BINOMIAL NEGATIVA 69 

o 

3.3. Modelo Binomial Negativa 

Sea la muestra aleatoria xi, x2 1 ... , Xn tal que x;,.., Binomial Negativa( O, r) 

con() desconocida=> Jx E 'P = {p(xlO) = r!:.-¡ 1
) or (1 - 0)"' llcJ~L.} : ()E 

e =Jo,1[}. 

Sea la distribución inicial propuesta para 8 tal que O ,...., Beta( a, /3) 

=> 

= r (r+x-l) §r 
le r-1 

= (r+x-.1) 
r-1 

como, 

p(x) = k p(xlO) p(O) do 

(1- O)"' I'(a + (3) t}a-1 (l - B)/J-1 JI (x) ll¡o(,81)) dO 
r(cr) r({J) {0,1,. .. } 

r(a + f3) {º1 jja+r-1 (1 - oy+P-1 ¡¡ cxi do 
r(cr) I'(.B) lo {0,1, ... } 

{1 r(cr + r + f3 + x) 9a+r-1 (1 - oy+P-1 dO 
lo r(a + r) I'(x + .B) = 1 

=> p(x) 

Ahora, 

r(a + r) r(x + .8) 
I'(a+r+.B+x) 

= (r+x-1)· I'(a+.B) r(a+r) r(x+.B) JI (z) 

r - 1 r(a) r({J)' r(a + r +.a+ x) {0,1, ... } 

x ...... Binomial Negativa - Beta(a,,B,r) 

TESIS CON 
FALLA DE CfüGEN ---··-···-·· ....... 
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p(9lx) = p(xl9) p(9) L p(xlÓ) p(Ó) dÓ 

rrn •(r + x_; - 1) 9nr (1 - 9)•~1 "'' rr" n (:i:¡) 

'

·=1 r 1 {0,1, ... } 
i=I = 

11
9nr 

IT (r +X; - 1) r(o + (3) 
i=l r - 1 f(o) r(f3) 

qa+~l r!aj r-(Jj 
90-l {l - 9)(3-I (O) 

Il¡o,1¡ 
n n 

- E"'• jjo-1 c1 - o)fJ- 1 IIn e,,,, (1 - 9)•· 1 
{0,1, ... } 

i=I 

+ i f:. ,,,+(J-1 n co> 90 nr- (1 - O);ml 10,1[ 

n 

r(a+nr) f(.B+ LX¡) 
i=l 
n 

r(o + nr + (3 + L :e;) 
i=l 

dii 

r(a + nr + (3 + E X¡) 

-
______ i=....,,l,___ 90.+nr-l (1 - (J)•f;t z1+P-l (9) 

n ll¡o,1( 
r(a + nr) í'((3 + E x;) 

i=l 

. . Olx ,..... Beta (a + nr, (3 + t x;) 
•=1 

Por último, 

p(xlx) = fe p(xlÓ) p(Blx) dB = 

f(r+x-1) 
Íe r-1 

· rea+ nr + (3 + t x;) 
jjr (1 _ B):r :U: (:i:) i=I 

{0,1 1 ... } n 

í'(a + nr) r((3 + Ex;) 
i=I 



3.4. MODELO EXPONENCIAL 

= (r+x-1) 
r-1 

n 
r(a-+nr+.B+ Ex;) 

i=l 
n 

r(a- + nr) r(.B +Ex¡) 
i=l 

{1 _ f; x;+.B+x-1 (z) Jo ó<>+nr+r-1 (1 - O)•-• 1!{0,1, .•. } dB 

= (r+x-1) 
r-1 

r(o+nr+,8+ f:x¡) 
i=l 

n 
r(a + nr) r([j + E X¡) 

i=:l 

n 
T(a+;nr+r) r({:J+ E Xi +x) 

i=l 11 (z) 
. , . . n {0,1, •.. } 

r(a+nr+r+.B+ E :e; +x) 
i=l 

. . xlx,.,,, Binomial Negativa - Beta (a+ nr, .B + t X¡, r) 
1=1 

3.4. Modelo Exponencial 

71 

o 

Sea la muestra aleatoria xi, x2, ... , Xn tal que Xj ,.,,, E::cponencial(O) con (} 
desconocida=> fx E P = {p(xlO) = (} e-º" IRÍz): (}E 0 =JO, oo(}. 

Sea la distribución inicial propuesta para(} tal que(}"" Gamma(a,.B) 

=> 

p(x) =fe p(xlfi) p(O) do 

TESIS cn~r 
P.1 t. ;, '' ) 1 :·· • ··:' : :.: ;-~ T':T : 

. -· ···~--._., 
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= fo 00 

8 e-iiz :c:) oa'-l e-'-f3ii ·rr¡~~~[ dÓ 

f3ª f 00 éº e-. iiCP+~> rr . <:<> dó 
r(o) Jo . • . )O,oo( 

fJ"' r(a: + 1) n , .. , 
r(Cl') (,B + x)~+l JO,oo( 

:, '· 

x,...., Gamma - Gamma(Cl',(3, l) 

Por otra parte, 

= 

Por último, 

p(Blx) 
p(xlB) p(B) 

= k p(xló) p(B) do 

On -8 f; "'' .Bº oa-1 e-/J:z rrn n (:i:¡) ][ (8) 
e <•I r{Cl') . JO,ooJ JR+ 

t=l 

.Bº 1"" iJn+n-1 e -iicP+i~, "'•> rr" n cx.i do 
r( ) ]O,oo( 

Cl' o i=l 

1 -0(/J+ E "'') ][ (O) 9a+n- e •-• R+ 

n 
(,B + E x;)a+n 

i=l 

. r(Cl'+n) 

r(Cl'+n) 
n 

(/3 + E X¡)ct+n 
i=l 

+ 1 -0(/J+ f; :z:¡) [ (O) 
Oª n- e 'ª' R+ 

Blx"' Gamma ( Cl' + n, .B.+~ x;) 

TESIS Cíll\T 
fALLA DE (jlüGEN 
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3.5. MODELO UNIFORME 

p(xlx) .· = k p(xlÓ) p(Ólx) dÓ 

n 
(/3 + ¿: x;)"'+n n 

le - - e > . i - + i -9CP+ E .,,¡ n coi de-
e 

8 e-Bx lfa+"' •= 8°'" n- e 1• 1 JR+ 
r(a+n) 

= 

n . 
(a+ ""x,)o+n 00 n 

i=l óo+n e •=1 dÓ ,., L.J ' 1 -8(/J+ E :i:1+:i:l 

r(a + n) o 

11 

(f:J+ E xi)"'+" 
i=l 

r(a + n) 
r(a+n+ 1) 

n 
((3 + ¿: x;)<>+n+l 

i=l 

n (x) 
R+ 

:. xlx ....... Gamma - Gamma(a + n,(3 + tx;,1) 
•=l 

3.5. Modelo Uniforme 

73 

o 

Sea la muestra aleatoria X¡, x2, ... , Xn tal que x; ""' Unif arme(O, 8) con 8 
desconocida ~ fx E P = {p(xlO) = ~ Il¡0~~l : 8 E 0 =)O, oo[}. 

Sea la distribución inicial propuesta para. 8 tal que e,...,. Pareto(a, (3) 

=? 

p(x) =Je p(xlÓ) p(Ó) dÓ . 

= ... { 1 Il (o:) a(Jn ó-Cn+I) Il¡,,<,~[ dÓ 
lo O ¡o,o¡ ,, 

TESIS CQ~T 
FALLA DE Cili:GEN 
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= a{3" fe 9-ca+2) ll (z) ll (B) . dO Je [0,9) [P,oo[ 

= a{3"' loo tJ-(a+2) dO 
ma:i:{z,¡1} 

o 
a+l 

9-(a+l) loo = af3ª -(o+ 1) 
ma:i:{z,P} 

x ~ 
0 
~ 

1 
Uniforme(O, {3) s.q. x S {3 ó x ~ 

0 
~ 

1 
Pareto(cr, {3) s.q. x > {3 

Ahora bien, al considerar que las observaciones forman parte de una muestra 
aleatoria, la función de verosimilitud referente al modelo es la siguiente: 

Entonces, 

p(Olx) = p(xlO) p(O) = 
k p(xlB) p(8(a8 

n 
1 fI!I (z;) ~(3ª 9-(a+l) lI (O) 

9" )0,9[ ~ (P,oo[ 
i=l = 

1
00 . 1 

af3ª tJ-Ca+l) dO 
maz{zí,z2,. •• ,zn,P} tJn 

n 
0t.{3ª 9-(a+n+l) fin (:i:¡) n (8) 

)0,0( (J3,oo[ 
= i~l 

af3.ª ("° ¡j-(a+n+l) dÓ 
. Íma:{z11::t'~ih•••1::t'n1tf} 



3.5. MODELO UNIFORME 

Fino.lmentc, 

n 

0-(a+n+I) I1 Il)O~;¡> Il[/J~i:;,( 
i=l 

_9-(o+n) /°" 
a+n 

mnx{x11X21·•·1Xn1/3} .. 
(~ + n} /3na+n o-Ca+11+1) I1 JI (:i:,) JI (8) 
~ )0,8( [fl,oo( 

i=I 

Bjx"" Pareto(a + n, /311 ) 

p(xjx) = la p(xjO} p(Olx) dO 

.l ~ (a+ n) 13::+n &-<o+n+i) Í}II10~;¡> n1n~1:!, 1 JI10~;l dB 
i=l 

(a+ n) 13::+n 1°" ¡j-(a+n+2) dO 
max{x1 ,x:;i, ... ,x,,,,/3,x} 

a+n 
o-+n+l 

a+n 
. . xjx"' 

0 
+ n + 

1 
Unif orm.e(O, /3,.) s.q. x ::5 (J 

ó 

TESIS Cíl~T 
~~LL.A m~ Ci:~.i.UEN 
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76 CAPÍTULO 3. MODELOS 

xlx,..., a+~+ 1 Pareto(a + n, fJn) s.q. x > fJ 

o 

3.6. Modelo Normal (con media µ conocida) 

Sea la muestra aleatoria x1,x2, ... ,xn· tal que XJ ""Normal(µ, 8) conµ cono­

cida y 8 desconocida=> fx E 'P = {p(xlµ, 8) = j¡; e-!9C:z:-µ)' n1 ~~.co(: 8 E 

e =]0,oo[}. 

Sea la distribución inicial propuesta para 8 tal que 8 ~ Gamma( a, (3) 

=? 

p(x) =fe p(xlÓ} p(Ó) dÓ 

roo fe e-ill(o:-µ)' . (:Jª 9a-1 e-PD 1 (:z:) d,Ó lo V 2;;: r(a) ·· 1-oo,oo( 

= /12: . L r00 

e-6(!(z-µ) 2 +P) 9a+!-1 1 (z) dO V 2T'r real lo ·.. .. . 1-00,001 

Para dar solución a la integral anterior, se tiene que 

roo (!(x - µ)2 + ,B)<>+i -li(H:z:-µ)'+Pl 0a+!-1 - = 1 
lo r(a+~) . e dO 

Entonces, 

p(x) = n; . ~=) r(a + ~) . (~(x - µ) 2 + ,B)-<0 +i> n1 ~~,oo[ 



3.6. MODELO NOR:MAL (CON MEDIA µ CONOCIDA) 77 

= ¡-1. r(a+~). (_!_(x-µ)2+1)-C<>+!> JI (:r:) V;¡¡¡:; rea) 213 . . 1-00,001 

x...., T - Student (µ, ~, 2a) 
Por otra parte, se sabe que la función de verosimilitud referente al modelo 

normal con µ conocida está dada por 

( '()) ( ro)" -!of;(:r:;-µ)2 rr" JI (:r:;) 
p x = V 2; e ,., J-oo,oo[ 

i=l 

~ p(Bjx) = p(xjO) p(O) = 
fe p(x¡O) p(O) dB 

e -!O .'f, (x¡-µ)2 rr" JI (::i:;) L e<>-1 e-f10 JI (O) 
. J-00,00( r(a) JR.+ 
•=1 

1 n 2 
e -O('l ,~/•;-µ) +fJ) 0a+t-l JI (O) 

R+ 
00 _1n 2 

1 -O(, E (x;-µ) +fJ) - +n 1 -e ,., ()º ir- dO 
o . 

Resolviendo la integral del denominador se tiene que 

p(Bjx) 

· ··(· l In ) Ojx,..., Gamma a+ 2n, /3 + - L:Cx; - µ) 2 

2 
i=l 

TESIS GO~J 
FALLA Df: viilGEN 



78 

Ahora, 

Pero 

CAPÍTULO 3. MODELOS 

p(xlx) = L p(xlÓ) p(Ólx) dÓ = 

('º fo e-!li(x-11)º (,8 + 4(x¡ - µ)2)<>+i 
lo V2ir rea+~) 

".l n 2 
-11(, E (:z:,-11) +Pl 0-n+.;--1 H Cxl d()-

e <=I )-00,00{ 

fooo e -liC!C:z:-i<lº+C! ,~,(x,-µ¡•+,a) §<>+i+!-1 dÓ = 

r(a+ ~+ 4) 
( ! (x _ µ)2 + ( ! f: (x¡ _ µ)2 + .B)"'+i+! 

2 2 i=l 

=> p(xlx) = 

= [1 (/3 +~(X¡ - µ)2)°'+i 

V?;; · rea+~) 

r(a + ~ + ~) H (x) 

(!(x - µ)2 + <! f: (x¡ - µ)2 +,a)°+~+! J-00,001 
i=l 

= I'(a+~+4) 
r(a: + ~) 211' 



3. 7. MODELO NORMAL (CON PRECISIÓN..\ CONOCIDA) 79 

( 

( )
.2 )-(a+i+!l 

x-µ (x) 
1 + n nJ-oo,oo[ 

E<xi - tt) 2 + 2p 
i=l 

( 
'1 n ) 

xlx,..,, T - Student µ, f3 + 2 ~(x; - µ) 2
, 2a + n 

o 

3. 7. Modelo Normal (con precisión ;\ conocida) 

Sea la muestra aleatoria x1i x2, ... , Xn tal que x; ,..,, N ormal(O, ..\) con ..\ cono­

cida. y O desconocida. => fx E 'P = {p(xlO, ..\) = ¡-¡; e-~>.(:r.-o)2 lil~~,oo( : 8 E 
e =]O,oo[}. 

Sea la distribución inicial propuesta para() tal que 8"' Normal(¡io, ..\o) 

=> 

p(x) = L p(xlO) p(O) dB 

= r00 

{>: e-!.\Cx-til' n C:rl [);; c!.\o(ti-µoJ" dO 
Í-oo Y<¡; J-oo,oo[ ' V '2; 

= roo y':\'XQ e-!.\C:i:-ti)'-!.\o(li-µol' ll (:i:l dB 
} _ 00 27r J-00,00( 

¡_: ..;;:o e-!.\(:i:2 -2:i:ti+ti2 )-!.\o(02-2tiµo+µ~) ll¡~~.oo[ dO 

Para dar solución a la integral anterior es preciso notar que 
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~ 1 (C.\.i:-f.l.oeo) 2
) 

= V~ . e• ·~~º 

:::} p(x) 

= 

.. x ..... Normal (io, ,\:'~o ) 

------~------~-

·---
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Por otra parte y considerando que las observaciones provienen de una mues­
tra aleatoria, la función de verosimilitud está dada de la siguiente manera: 

'* p(Blx) 

-t f: (o:;-0)2 
(! h1:.l 

n 

II ][ (x;) 
J-oo,oo[ 

i=l 

p(xlO) p(O) 

fe p(xJB) p(B) dé 

-j E (:r.;-0)2 Iln 11 (x:;) ¡-¡;;; e-~(0-µ0)2 (O) 
e ;=J J-oo,oo[ V~ ll¡-oo,oo[ 

i=1 

" II 11 <:r•> do 
J-oo,oo[ 

i=l 

-! (>.CE r;-2 f: x~O+n02)+Ao(02 -2µo0+1•~l) ( ) 
e ó=l •=• n o 

J-00,00( 

-!C>. E x~+>.01•~) J"" -!{(n>.+>.o)IP-2(.\ E :i:1+AoµoJO) 
e •=> e ;=• dO 

-oo 

-!(cn>.+Ao)02 -2(>. f: x;+Aoµo)O) -!(>. f: :i:?+Aoµ~) (O) 
e ·=• . e •=• ll¡-00,00( 

-!C>. f: :i:~+>.01•~) !"" -t((n>.+>.o)02 -2(>. f; :i:;+>.wol9) 
e •= 1 e •=• dO 

-oo 

1
00 -! (Cn>.+>.0)02-2(.\ f:. :z:;+>.oµo)ii) -

e ;-1 dO 
-oo 

Parn dar solución a la integral ubicada en el denominador se sabe que 

TESIS r!ílN 
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.. p(Blx) 

Por último, 
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l oo -~(Cn>.+.\0 )92 -2(>. f: x1+>.oµo)O) d;; 
=:- e •=• u 

-oo 

~ 
V~ 

1
00 Jn>..+>..o _< .. •t•n>(o- <•,~,•;+>01•0>), (11) 

--- e u>+•o 111 ( 
-oo 27!' -co,oo 

n 

(

(>.:Ex;+ >..oµo) ) 
Blx ~ N armal i=~,\ + >..o , n,\ + ,\0 

p(xlx) = la p(xlO) p(Olx) dO 

{ .. ·!T. ,\ 'e-~(:i:-li)' n (:i;) 
le V 21r. i-00,001 

. - (n.1\Í~o) (ii- C.> I~! ~,+>ol'ol) 2 
e nX+>o ll (O) dB 

7r J-00,00( 

-~-- .. -·--·-·-------------
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yl>..(n>.. +>.o) 
21T 

J>..(n>.. +>.o) 
27r 

e ·=' n x> dB 1
00 

- ! ( (.\+n.\+.\0)02 -2(.\z+.\ f x1+.\wol!i) ( 

_
00 

J-oo,oo[ 

Para dar solución a la integral anterior se sabe que 

j oo -i\-(C-'+n.\+.\o)02 -:Z(.\x+.\ .f: x;+.\o¡•o)!i) 
=> e •=1 

-oo 

=> p(xlx) = 
yl>..(n>.. +>.o) 

21T 

cié 

TESl~ r~nN 
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=> p(xlx) 

= 

= 

Haciendo µn 

= 

= 

.\(n.\+.\o) 

.>.+n.>.+.>.o 
271" 

.\E .:;+.\oµo 
_.<=.m~'-,.\,.-+,..>.~o-- Y An 
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= n.X+.Xo 

n c.:> 
J-00,00( 

n '"'> J-00,00( 

xlx,-.,Normal(~• .X~~n) 
"t "'•+-'o#O 

donde µn __,< ... =n~'.,..>.+.,.....\-o-- Y An = n.X+ .Xo 

o 



Conclusiones 

En problemas reales, es de suma importancia generar, o bien, tener a la 
mano el modelo que mejor se ajusta al comportamiento del evento observado. 
Siu embargo, considero que este es el paso que miís requiere del discernimiento 
y buen juicio del analista, así como <le su experiencia y conocimiento, tanto del 
fcnómeuo en cuestión como de las herramientas m1üemáticas, ya que pasar ele 
la J'Palidad a la abstracción p11cclc ser verdndenu11e11tc difícil. No obst1111te, de 
acuerdo ni presente trnbajo, se sabe ya que para abstraer un evento real en dis­
tribuciones de probabilidad y así generar el modelo est.adfstico bayesiano; solo se 
necesitan establecer las funciones <le probabilidad p(xlO) y p(O), con información 
prdimiuar ya recabada c¡nc de cierta mmwra conceptnaliza el modelo. 

Toda c•sta sif.1111ció11. a1111acla al desarrollo tecuológic:o y computacional de 
clifcreut.cs tipos de software r¡ur. facilitau cada vez más el maur.jo de la compleji­
dad de cálculos matenuit.icos, brindan alternativas oportunas para dar solución a 
problemas reales; lo cual se considera la principal razón de pensar, a buen juicio, 
que la estadística bayesiana es una teoría eu vanguardia qufl persigue satisfacer 
hasta el control de variables mn.~ ambicioso que se puerla presentar, siempre y 
cuando exista información disponible; y, por otra parte, es preciso concluir que 
por medio de los modelos ya desarrollados ::;e puede iniciar un buen proyecto, o 
bien, se pueden adquirir los métodos suficientes para innovar cualquier modelo 
que se requiera adaptar en una situación real. 
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Apéndice A 

Propiedades de la función 
indicadora 

El método de las funciones indicadoras consiste en interpretar operaciones 
con eventos en términos de operaciones artiméticas. 

Dado un evento A, en un espacio de descripciones muestrales S, se define la 
función indicadora del evento, denotada por ll{A), como una función de variable 

real definida en S, con valor en cualquier descripción s, denotada por II{1y, e 
igual a 1 o O, dependiendo de que la descripción s pertenezca o no a A, es decir, 

(•) { 1 
Il{A} = 0 

si 
si 

s E A 
s E Ac 

Las dos propiedades b!lsicas de las funciones indicadoras, que permiten hacer 
operaciones con ellas, son las siguientes. 

Primera, un producto de funciones indicadoras siempres se puede reducir a 
una sola función indicadora¡ de manera más precisa, para cualesquiera eventos 
A1,A2, ... ,A., se tiene que, 

o bien, 
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La habilidad para escribir expresiones de este tipo para las funciones in­
dicadoras de eventos compuestos, en términos de las funciones indicadoras de 
eventos que los componen, tiene importancia debido a lo siguiente: 

Una ecuación quc> contenga úuicanrnnte sumas y diferencias (pero no produc­
tos) ¿le funciones indicadoras, conduce inmediatamente a una ecuación corres­
pondiente a probabilidades; esta relación se obt.iene al reemplazar ll(.) por P(.). 
Por ejemplo, si se hace esa sustitución en ll(AuH} = ll(A} + ll¡o¡ - Il¡AnB¡. 
se obtiene la bien conocida fórmula P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB). 

De esta gran importancia, camcterística de las funciorn's indicadoras, se tiene 
que 

E(H¡A¡) = P(A) 

A partir de las dos propiedades básicas de las funciones indicadoras, se 
pueden generar propiedades secundarias de las mismas, que también pueden 
describir (con mús detalle y de manera particular) la caracterización de las fun· 
dones indicadoras y así, crear un conocimiento de mayor profundidad sobre 
ellas. 

A continuación se especificarún algunas de las propiedades que, en particular, 
pueden brindar una ayuda mayor al manejarlas en cierto contexto de interés: 

a) ll¡AnU} f(ll¡A¡.ll¡s¡) 

b) ll¡;1u11¡ [{A} + ll{B} 

n 

c) ll¡u¡~,A,) E ll(A¡} -
i=l 

n. 

EC-l)"+i 
i=l 

e) Il{A/B) = ll(A-B} 

--------------------

{ ~ si ocurre AnB 
ll{A}ll{B} = si ocurre (AnB)c 

ll{AnB} ll(A} + ll{B} ll(A}ll{B} 

E ll{A1A¡} + E ll{;1,¡ll(A¡}J[{Ak} 
i<j i<j<k 

si ocu1Te 
si ocurre 

TF~l~ r~n~T 
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f) ll¡,1.c.B} ll{A} + Il{B} 

g) (n{A}r =' ll{A}t n EN 

h) r n{~J) d~ .~ r du 
ÍA · . JAnB 
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