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Introduccion

En la teoria de médulos y anillos ha existido el inﬁéfés yd‘e desarrollar una teoria de
descomposicién de médulos en sumas dlrectas de :mé6dulos mds manejables,
sobre un anillo asociativo con 1. En 1976, Goodem‘l y Boyle [12] desarrollaron un
teorfa de tipos para la categoria de modulos myechvos no singulares sobre un anillo
arbitrario; también estudiaron ciertas txpos d médulos I, IT'y 111, Goodearl y
ngular tlene una descomposicién en

- Boyle probaron que todo médulo myectlvo n i
suma directa como sigue: M = M; e M" ea Mm donde M; es de tipo I, M;s es
de tipo 11 y My es de tipo I11. Mas' tarde, en_1989 John Dauns [7] estudié los
mddulos inyectivos no singulareszde\aéﬁerdo a una relacién de equivalencia ~, donde
A ~ B siysolosi-Ase sumerje en uha.‘cépsula inyectiva de una suma directa de
_‘copias de By viceversa. Demostré que la clase E(R) de todas las clases de equiva-
lencia de médulos no singulares tiene una estructura de reticula completa de Boole
'y estudié cuatro clases cSpeciules de médulos libres de torsién: discretos, continuos,

molecularmente continuos y sin fondo. Dauns mostré que todo médulo inyectivo no
singulnr se descompone como el producto directo: M = A® B = C & D donde A
es molecular, B ¢s sin fondo, C continuo y D discreto. En [9], Dauns comenzé el
estudio de las clases naturales de médulos inyectivos no singulares.

John Dauns publicé un articulo, en 1997, bajo el titulo “Module Types" [10],
cn donde extiende la teoria existente llevandola a una teoria de descomposicién en
sumas directas de mc')(’l‘ulos. arbitrarios. Para esto, introduce una reticula de clases
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de médulos, -‘lamada la reticula de clases naturales qué, enti'c otras cosas, se utiliza -
parala clasnﬁcamén de médulos., Una clase natural es una clase de médulos cerrada

' ba]o copxas 1somorfa.s, submédulos, sumas dlrectas Y capsulas inyectivas.” Dauns
,. comienza.a estudiar la clase de clases natumles de médulos arbitrarios. Primero,
. dada una clase arbritaria de médulos 'I' construye la clase natural mds pequeiia que
“la contenga, es decir, la clase natural generadd pot T y “muestra una descripcién
"complcta. de ésta. Después, define un orden parc_ml en las clases naturales, dado por
la inclusién de clases. Dada una familia de clases naturales se caracteriza el {nfimo

.como la interseccién y al supremo como la clase natural generada. Un resultado
importante que Dauns demuestra es quelas clases naturales forman una reticula
-completa, que se denota como R-Nat. Dada una clase natural A, define la clase cA,
. que también es clase natural. Para cualquier médulo M y clase natural A, se tiene
‘una descomposicién de la cdpsula inyectiva como sigue: existen N y K submédulos
de EM tales que EM = K@ N con N € Ay K € cA. Este resultado, conduce
a demostrar que en R-Nat, A y ¢A son complementos y ademas que R-Nat es una
reticula distributiva. Por lo que R-Nat resulta ser una reticula completa de Boole.
El resultado de descomposicién se extiende para una familia [' de clases naturales
con ciertas caracteristicas, se prueba que todo médulo M contiene esencialmente una
suma directa de submédulos M., donde cada M, pertence a una clase natural vy € I'.
Dauns continua su trabajo, estudiando ciertas clases de médulos: primero, extiende
las definiciones de médulo tipo I, tipo I, tipo 11, moleculares, sin fondo, continuos
y discretos para médulos arbitarios. Después, demuestra que estas clases de médulos
forman clases naturales, para esto, da otra construccién de clases naturales a partir
de una clase arbitaria de médulos. Denota como I, IT y III a las clases naturales
formadas por los médulos tipo I, II y III respectivamente; también denota como
: A B ‘CyDa las clases naturales formadas por los médulos moleculares, sin fondo,
o contmuos y.discretos respectivamente. - Aplican los teoremas de descomposicién en

'~~,‘_'_sumas dxrectas para estas cla.ses naturales en particular. Dauns muestra un funtor

'contravarlante, que dcnota como ¥, de los anillos asociativos con 1 a las reticulas
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completas de Boole, donde a cada anillo se le asocia la reticula de clases naturales
y ciertos morfismos de anillos inducen morfismos de reticulas booleanas complctas.‘
También introduce el concepto de clase natural univeral. Una clase natural universal
es una asignacién donde a cada anillos asociativos con 1 se le asocia una clase natural
y cumple dos condiciones que se relacionan con el cambio de ahil]o Sé dzm ‘ejemplos '
de clases naturales universales: [, II, III, A, B, C.y-D.. Defme AN(R) como-
los médulos de dimensidn local R y prueba que Ay es_una cla.se natural universal.

* También demuestra que para cardinal R existe un‘amll R al que AR (R) es distinto

de la clase natural cero. En este trabajo hacem' S 'un des rrollo detallado de los .

resultados publicado por John Dauns en [10]




Capitulo 1
Clases Naturales

Sea R un anillo asociativo con 1. Una clase. natura.l A es unn clase de
R-médulos izquierdos cerrada bajo copias isomorfas, submédu]os, sumas directas
y cdpsulas inyectivas. En este capitulo, se probaran algunas propiedades impor-
tantes de las clases naturales y se da.ran ejemplos Dada una clase arbitraria T de
R-médulos izquierdos, es posible construir’la clase natural més pequeiia que con-
tenga a T, a ésta clase se le llama la clase natural generada por Y. El orden parcial
que se define en las clases naturales es el orden de inclusién de clases. Se caracteriza,
ademds, el infimo de una familia arbll:ra.rla. de clases naturales como la interseccién y
el supremo de una familia arbitraria como la clase natural generada por los médulos
de la familia de clases naturales.. Con estas operaciones de infimo y supremo se
muestra que todas las clases naturales en R-Mod forman una reticula completa, que
se denota como R-Nat. Para cada clase natural A, se define la clase cA, que resulta
también clase natural. Se prueba que en la reticula R-Nat, A y ¢A son complemen-
tos. Ademds se demuestra que R-Nat es una reticula distributiva. Esto nos conduce
a que R-Nat es una reticula completa de Boole. Para esto, se demuestra que para
B todoj R-mdédulo izquierdo M y para toda clase natural A, existen submdédulos de IV
y _K de M tales que N® K C. M con K € Ay L € cA. Finalmente se muestra
que para una familia I" de clases naturales tal que a A =0 paratodae, €y
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VT = 1, se tienc que todo M € R-Mod contine csencialemente una suma dlrecta'
de submédulos como sigue: @yerM, S M, donde M, €eyyy€e .

1.1 Definiciones y propiedades

Definicién 1.1.1. Una clase no vacifa de R-mddulos izquierdos se llama. clase(natural i

si es cerrada bajo:
(a) subméddulos, B R
(b) copias isomorfas,

(¢) sumas directas y -

(d) ‘Aves cerr. da bajé' extensiones esenciales.

'Ahora b1en,, S claro que las clases {0} .y R-Mod: son clases naturales. En los
sxgmentcs eJemplos, vamos a utilizar algunos propledades de los prerradicales y
E algunos ‘resultados importantes de teorfas de. torsxon como: la biyeccién entre los
radxcales exactos izquierdos y las teorias. de torsxon hereditarias. Las definiciones y
den encontrar en [14] y los resultados

propiedades bisicas de los prrerradxcalgs se’
de las teorfas de torsién que aqui usa; ncuentran en [4]. Algunos resultados

de esta seccidén se pueden encontf
Ejemplo 1.1.2. Se.zi‘ T
A, ={Me R-Mod| r(M

_ submédulos, copias |somorf'xs umas direc asyextensmnes esencxales Por lo que A,




CLASES NATURALES

es una clase natural (a) Sea M €Ay N un submédulo de M. Comor(M)C. M
entonces r(M)nN N C. N, Ademas r(N) = r(M) N N pues 7 es exacto lzqmerdo

Por loquer(N) Nypotlo tantoNeA (b) SeaMGAytp M — M
un_isomarfismo. Como (p(r(M)) =-j 1‘(M’) y tp(r(M)) M’, pues (M) C; M :
entonces 7(M’) C, M'.. Por lo tanto M’ € A. (c) Sea {M, } una subfamllna. de - '
A. Como 7 es un prerradical entonces r(@M,) = &r(M,) S ®Ma. ‘Por lo tanto -
OMy €A, (d)Sea M €Ay M' una extensién esencial de M.’ Como ‘ (M) C M
y M C. M’ entonces (M) C. M. Esto implica que r(M) C. r(M’) '
que M' € A.

Ejemplo 1.1.3. Sea t; = (7, T,,F,) una teorla de t' ;
Como t, es una teorla de torsxén entonces 'JI‘ es cerrady ba

myectxvas Ademas, co
‘tivas. Fmalmente’ )

son clases natural

mdlcal exacto uqmerdo Zg s
mos las siguientes clases:
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veremos que Tz, es cerrada bajo capsulas myectwas Primero recordemos que para
-todo M € R-Mod se tiene que Zz(EM )= E(ZM) (ver apéndice). Ahora bxen, sean
Me Tz, y E(M) una cipsula myectlva de M. Como Zg(EM) E(ZzM)
entonces EM € 'lI‘z, Asi que rz, cs estable y por To tanto 'Jl‘z, y le,

naturales

A cada clase de R-modu
uqmerdos, ‘que llamare

Los médulos que perten
Observemos Qpé-cA" ‘por.

Proposicién l.i.ﬁ‘.

(b) s

Prueba. (a) Es clvéu', S cerrada bajo submédulos
@: M — M uniso .

N' € A, si'se defin
contradice que }VI

una subfamilia d
sea 0’ 5£ :z:
a]guna a E

m C M Como N e A entonces




O conmutatxvo y que la

CLASES NATURALES

contradice que My € ¢, Asi que N ¢ Ay porlo que @M, € A (d) Sea Me c\A',
M C, E(M) su czipsula'inyectiva Y ;é K 1 sub'médu]d d E(IVI) Supbngamos

dbhde P“es la. uma: fibrada- del pnmer cuadro Observemos' que el dlagramn es
|ma sucesion es exacta [ver Apéndlce] ‘Ahora blen, tenemos
o que P E(M’)G)M/M’ pues B(M') es inyectivo. Como E(M’) y M /M’ pertenecen
ta A entonces P € A. Por otro lado, sea z € P tal que h(z) = 0. Como 0 = ph(z) =
k "g(:z:) entonces Z = f(y) para alguna y € M’. Asi que 0 = hf(y) = ji(y) y por lo
tanto s y = 0. Esto implica que z = 0. Por lo que & es monomorfismo. y entonces M

i ,hna copia isomorfa de un submdédulo de P. Como P € A entonces M €¢ A. 0O

Clase natural generada por una clase de médulos

Observacién 1.1.8. Sea {A;} una familia no vacia de clases naturales. Entonces
se cumple que: (1) La clase NA; es disntinta del vacio pues {0} pertenece a A; para
toda iy (2) la clase NA; es natural.
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: Como consecuencia tenemos la 'siguiente definicién:

Deﬁmcnén 1 1 9. Sea T una famllm de R—médulos 1zqu1erdos, lavc]ase

<T)

n{A € R—Nat 'r c A}

clase ‘natural generada

ses naturales géneradas por

a)'y (b) Es claro que Y’
es cerrada bajo submédulos y coplas is évz‘xr{M } una subfamilia de
Y. La sngulente familia de monomorﬁsmos My {—) E(GBJ,N,,) > E(®a ®J, Ni),
induce un tinico monomorfismo: @.,M < B (Da D, NJ‘,) Por lo tanto @aMa € Y,
asf que Y es cerrada bajo sumas directas. (d) Sean M € Y y {N;} una familia de
submédulos de M tal que M« E(EB,,N) Sl M' es una 'extensién esencial de M
entonces tenemos que M' — E(@,N;). Por lo tanto M"€Y. AsiqueY es cerrada
bajo extensmnes esenciales. Por: lo tanto Y es.una clase natural Ademds como
: 'I' c Y cntonces (T) cv: (3) Ahora blen, notemos que, si M € Y entonces M es
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. 'una copla 1somorfa de un submodulo dela capsula. myectwa ‘de una suma-directa’ de
: elementos dc T Por lo tanto M € (T) yYyc (T) ' i Eonen

que @H; C
que &H; N K

v . 4Asn que K =0,y

entonces &H; C. N. Por lo tanto N e Y a a_lo snbmodulos (b)
Es claro que Y es cerrada bajo copias 1som6rfas_ (c) Ahora verificamos que Y
es cerrada bajo sumas ‘directas. Sea {Ma} una. subfamllm. de Y. Para cada «
existe .una familia de submédulos {Paj} tal’ que @,., P.,, '_ ‘M. Asi, tenemos que
. Da Daj Po; S ®aM,- Por lo tanto, EBC.JVI ‘e Y. (d) Es claro que Y es cerrada bajo

o extensidnes esenciales. Por lo tanto Y es una clase natural, Ademds T C Y, por lo
S que; (’I‘) C Y. (2) Ahora bien, notemos que si M € Y entonces es una extensién

: esencnal de’ una suma directa de copias 1somorfas de submédulos, que son elementos

" de T. Por lo tanto Y C (7).

(##%) (C) Primero observemos que ’I‘ c T C (T), por: lo que {Y) = (T). Ahora
" veamos que ccT es una clase nat.ural (a) Y (b) Es claro que ccY es cerrada bajo
submédulo y copias isomorfas.. (c) Sea {M } una subfamlha de ccT y 0 # N un
submddulo de ®,M,. Supongamos que 0 95 :c € N entonces, por el argumento de‘
la proyeccidn, existe 0 # TE R y K} E M,, p ra alguna a tal que Rr::: =] Ry C 1\/!
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Como M, € T entonces existe H, submodulo de Ry tal que H € ’I’ Por. Io queb
Rrz e T y porlotanto NV € ccX. Asi que EB‘,IVI,, € cc'r (d) Sea M.€ cc’I‘ M C. MI,. B
yO# N C M'. Observemos, que: 0 # Nn JVI M y-ademds: NN M: e ‘ecT.
) dec1r, existe H € NN M tal que ] 0;9’: H c IV[’ entonces M’ € ccT Ademis:

ey C e, por lo tanto (T) c ccT

el inciso (17) del teorema anterior
YU A" tal que ®P; C, M. Sean M; = &{F; |
€'A’}. Por hip6tesis M, N M, = 0. Asi
;]V‘[g € A'. (2) Sean M), M> y M € R-Mod tal

: ;‘_que M ® M2 C. M con Ml
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que My €Ay M, €Ay My ® My Ce M, Como M, &M, € (A U A') entonces -
M e (AUA). : k . ]

1.2 R-Nat

Se denotard como R-Nat a la clase de todas las clases naturales deﬁmdas en: la

categoria de R-Mod. En esta seccién se probara que R-Nat es un on_]unto Ademas
se demostrard que R-Nat cs una reticula completa de’ Boole _'

Definicién 1.2.1. Sean A, y Az € R-Nat, se deﬁne un o
como sigue: S

A A A C A k
R-Nat tiene'a'{O}: como clemento menor ya R-M d:
kdenoturan como las clases naturales 0 y1 tespectlvament
i,{A | z € T } c R-\Iat Se tiene entonces que las operacxones' de infimo'y: supremo

! ‘estan deﬁmdas en R-Nat y se caracterizan como sxgu

(1) /\{A |1.G]} n{A IzEI} ER-Nat;
(n) V{A IZGI}-—({A Izel}) ER—Nnt

'lProp sxcic‘)r'x 1 2 2! Sea {N} un 3ubjamzlza de ‘R-Mod E'ntonc :
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’Observaclén 1 2. 3. Sea x.c {E(R/L) | L R s un 1deal xzqulerdo} un con-
_]unto completo _de representantes de c]ases de 1somorﬁsmo de capsulas myechvas de

- (i) lliq.ffunczén. fies inyectiva.:
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(iii) | R- Nat 1<) ’P(X) | < 2|7’(“)|

o(Rz s
Prueba. (z) Recordemos qu‘e T C JVI es el subconjunto’descrlto en la‘observamon‘ '

-1 2 3 (=>) Por. hlpote

(zv) Para tada A e R Nat A (@{Ra: |

Como E(Rzx) = E(P) € g(Mg) entonces se tiene que»E(
g(M,) € g(M2). Analogamente a(M). © g(Ml) .Asiq ]
Como g(M;) = g(Mz) entonces M. = Mz,. Por lo tanto (M,
(i) Primero observemos que para todo A € R—Nat v M €
f(A). Ahora bien, supongamos que f(4,;) = f(Az). Sea M
anterior, g(M) C f(A1) = f(Ag), asi que para todd E(Rz)
que implica que M, € A, y por lo tanto M € (1\/!)
Analogamente A2 < A; y por lo tanto A; = Az Po lo
(iii) Por el inciso antenor, IR Nat, 1<) ’P(X )| "

yectlva Con51der-
€ N conn>1ly A

‘E_]emplo 1 2. 6 EI sngme
. emos a’ Z-Mod la categon

de los’ grupos abehanos ‘Sean’
el conJunto de todo 105 que zipnrecen enila descomposnclén en primos de n.
Ahora bien conv_de m cnte subconjunto de X X'={E(Zn) = &{Zp |
~p € A}} c X 5 Sea.rA 3 R—Nat vt'll‘qne E(Z ) i< A Para toda peE A Z,— Z,,




12 e . ,;-v,'RQNAT:

ademds D(Z,,) = Zjeo € Ay por’ lo tanto Zgeo e f(A) pero Z,,m ¢ X' Es decnr
(A) 7& X' Por lo que f no es suprayectxva :

Como consecuecia del lema anterlor y de las observacmnes previas se tlene' que :

R-Nat es una reticula completa.

R-Nat tiene complementos

Lema 1.2.7. Sea A € R-Nat. Enlonces se cumplen:
(i) ccA = A
(u) A n cA 0

(m) SeN GA yK ECA entonces NnK— 0

i Prueba ‘Recordemos que si A € R Nat entonces cA e R—Nat (z) Por el inciso
zz) Observemos que para
A; :Asf que ANcA =0,




% K 'son pseudocomplemcntos uno del otro.
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(n) Sea N n submodulo de M ma:z:zmo con la propiedad de que N € A. Entonces

ar e‘norv', E‘(A/[) = E(N)® E(K) con

: . <tanto N’ €A Como N es maximo tal que NV € A entonces ‘ N' -Asi bque Ny

: v(w) Supongamos que K es un submodulo de Y y quc T € cA Como Tﬂ N = 0




WMo R SO i, R-NAT.

inica salvo superspecthdad ] cualquler otra descomposwlon, M =B, & B,

A; y B; estan en superspect1v1da para i=1, 2

- Teorema 1.2.12. Sea Ave R;Natfy‘NI'G.R-Mcdy éupongamas que NM\® K, C. M
Y N2® Kz S M con Ny, N € A’y Ky, 'Ky € cA. Entonces:
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(z) E( ) C: E(M) v E(K) c E(M) son submodulos de E(M) mammos con  la
propzedad de que E(N) ) ) E(K) € cAl; SR e L

ademds’ es méximo con esta
: propledad Supongamos que N; c L :OBservemos que LNK; =0
- por el Iema 1.2.7 (iii). Como M = N;® K;, ento o5 N, es ‘méximo con la propiedad
' ..‘de que NiNK; = 0. Ast que L - Ni M Por lo tanto N; es un submédulo
de M méximo conla prop:edad Po

para- ‘i'=1,2. Primero, observemos que N;

. Pdi'__gl mismo argumento K; € cA y es
maxxmo ‘con esta propledad .
(n) Ahora bien, por el lema’1:2.7: '(m), Nl N K, = 0. Consideremos el siguiente

. dmgrama

) M~ Mo, — 0

N1 n H
en@onces 1
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"N} C N, tal que Nl N’ c Ng An‘tlogamente N2 Poxf‘el té'dtéh'ié. de
Bumby, Ny = N2 ; . :

(iv) Sea ¢ : E(N1) —) E(Nz) un 1somorﬁsm Considere el siguiente dxagrama'

Como Nz E(Ng) entonces tp“(Nvgl)y C.E
: 'f',"_mos que 0 ;é H, C. E(Nl) y ademés 0_¢'H
;"EES claro que H1 = H,. -Veamos qu ‘Hy: C

A ‘e ‘R-Nat es tinica

lotantoAVcA RMo’
“que: 'I'/\A—Oy’!‘\\/A_-y—_
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yO;éNC.M ComoNGTentoncesN¢AyporlotantoMECA,Para.la,~~

Corolarlo 1. 2 14. Sea t,. v
Entonces '11‘,- = c(]I“,-)

0
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Asf que R-Nat es distribut{i'a.

Vi_c'l_br_r‘lpleta de Boole

Como consecuencia de;los resultados anteriores tenemos el siguiente resultado:
ticula completa de Baole.

: E i teona de torslén ‘hereditaria y . estable.
Para. cada'A € R—Nat se'deﬁnen las sngulentes clases ‘tA TrAAy fFA=TFAA,
Observemos que tA y f A son clases natural ;

Corolano 1 2. 17. Sen t., (7', T,-,]F ) una., teorfa torsién "h.ereditaria y estable.

Entonces se cumplen las SIguxentes cpnd;c;gnes

() tAAFA=Oy LAV f8

(ii) oA < e(tA) A cr(ij)"

: de cero no perte
) M e fA

" Ahora bien, consid em “clases naturales:




CLASES NATURALES G e . 19

R—Nat—,— —{A E R- Nat. ] MeT,; para toda M e A}

simplemente, como:

O

yMe ‘R-Mod: Entonces:

0.5i y solo si para toda M € R-Mod, M(a) € o

N{M)y0 ;é N € T un submédulo. . Observemos

: que, N G'A n IVI) orolario 1. 111 (1), existen submodulos 0 # Lc M
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ComoNeA LeAyporlotantoPeA

May € (M) entonces (Ma)) € AN (M).l,
R CON Por'el i inciso anterior.” . " '
"+ (##1) (=) Es claro.pues M) N M(ﬂ) € aA ,B =0. (<)SeaMeanp entonces

M ‘M(,,) yM= M(p) Asi que M = M(a) n M(ﬁ) =0. [m]

1.3 Descomposiciones en sumas directas

Teorema 1.3.1. Sea I’ C R-Nat una subfamilia tal que:

() aAB=0 para toda a, B €I" siempre que e # B y (ii) V' = R — Mod.

Sea M € R-Mod y para cada o € T', sea My © M una eleccidn de un submddulo
de M, mdzimo con la propiedsd de que M,y € . Ahora bien, sean Q C T un
subconjunto y K C M un su.bmddulo de M tal que cumple las siguientes condiciones:
}3{1\/[(.,) |ye Q} C K J KCMes esenczalmente cerrado. Entonces:

Asz
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“con la propzedad de que N(’V) e o8 Ahora bzen canszderemos N(Vm un submodula

e ‘la siguiente familia: {M(a,),(M(a,),..
Moy N (Ej%iM(ay))- Por hipétesis de induccién tenemos que
por el argumento de la proyeccién existe k £ iy 0 7é m

fy e 1"} tnl que, eBP e P Sl P £ 0 entonces P, # 0 para algun
y ' to M(.,) ® P €. Lo cual contradxce que M, es méximo. Asf que
P=0 y po ,lo anto GB{M(—,) |ve I‘} C M

,(u) Ke VQ Supongamos que K. C T con T submédulo de M, méximo con la
: rof)ledad de que T € VQ Supongamos que H C T es un pseudocomplemento de
K, por’ ]o que’ K ] H c. T. Como H E V § entonces existe ®{H, |y € Q} C. H.
: ;}hora blen, p'tra. cada 7€, M(..,) ® H ‘€ 7. Como M(,) es midximo con M) € ¥
'f»entonces H, =0, Por lo'que H or:lo tanto K C. T'. Asique K =T.

. b(-m) Solo falta ver que V(F\Q) _‘c(V 2): Por el corolario 1.2.13 basta demostrar
‘que V(F\Q) cumple las sxgulentes c “’dlcxones (a) (V (T\2) V (V ©) = R-Mod
“y () (V (C\Y)) A (V Q)= ! bxen como VI‘ = R-Mod entonces para
-todo-M € R-Mod, existe ®f JVI |r € Q)@ (@{M, |




22 : -~ - DESCOMPOSICIONES EN SUMAS.DIRECTAS |/~ -

v € r‘\Q}
bxen, sen 0 ;é
yo #, @{1\’11 |

M entonccs M € (V(I‘\Q))\/(\/) Ahoraifi_,

M(v m @ M(v ne. &

imo con la propiedad de que
M )

n ‘el teorema anterior. Paracada ¢ € T,

N@ E(M(,,)) & E(N("))

Corolario 1.3.3. Consxderemos a I com
se definen ta y fa € R-Nat como en’el orolano 1.2.17. Entonces al considerar las
siguientes subfamilias: {tc, fa | o € 1"} ¥ {Myay, Msay | @ € T} se tiene que,
&{Mua) | €T} @ (Mo |a € I‘}‘ C,'M

Prueba. Se sxgue del teorema anterlot, si hacemos Q= {ta|aecT}. )

Corolario 1.3. 4. Con51derem a ya {M(.,) | ¥ € '} como en el teorema. anterior.
Sea M,y M, 1 submodulos e M. ", max1mos con la propiedad de pertenecer a ty

y f'y respectlvament

lementos 'u‘r’io‘"cié‘l‘ otro‘en’ 1\/].,
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(m)ehM4M|7€F}@{MhI76F}C M
() ®{r(Me) [7€T C. ’

wwwm@WWMeWCM°"

: Prueba., (@ Como IVIg.,U‘ ety entonces ML., g 'r(M(.,)) Ademis 7"(>1V[('.,')) es un
a"ksubmédulo de M(,,) que perténece’ a la clase t'y A51 que M,., = T(M(.,)) '
_-(#) Por el lema de Zorn, xiste K submodulo de M(.,) tal que My c KyKes
: pseudocomplemento de‘ M Observemos que K €’ c(ffy)/\'y; Por el corolarlo 1.2.17
“'M,., € ty entonces

vAnalogamente,

se’ tlene que K e t'y Como ‘M,., es méxxmo con la propxed d

é.'d‘ad de pertenecer

pxédad de pertenecer

() © E(va) ® E(M(cy)).-
la propledad de pertenecer s

"entonces, por.
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- a ]a clase natural tvy.

-~ Por el inciso anterior, E(L) =
L C E(tMp)n M.

. (uz) Como M,y € E(TJVI(.,)) 'enton

submédulo p opledad de pertenecer ala clase natural tv, es

decir, M(,.,)

odo modulo M se tiene que Z;M es la cerradura
io antenor, Z>; M. es un submédulo de M méaximo

Prueba.. Sabemos que’ par
escencial de T(M )

con la propiedad de ‘Ia clase natural ty. m]



Capitulo 2

Tipos de Mdbdulos

En este capitulo,se extienden las definiciones de los tipos de médulos, para ambas
clasificaciones: la de Goodearl y Boyle, asi como la de Dauns. Las definiciones,
ahora, se dan para médulos arbritarios en lugar de médulos inyectivos no singulares.
Dada una familiaC de R-médulos izquierdos, se introduce el concepto de los médulos
esencialmente C-densos. Se demuestra que la clase de los médulos esencialmente
.- C-densos es una clase natural y se da una descripcién del complemento de ésta. En la
secci6n 2, se estudia el caso cuando C es la clase de médulos cuadrados y luego cuando
c es la clase de mdédulos cuadrados idempotentes. Esto nos conduce a estudiar
las clases naturales formadas por los mdédulos C-densos, los médulos localmente
directamente finitos, asi como las clases naturales de los médulos de tipo I, de
tipo IT y de tipo 7II. En la seccién 3, se estudia el caso cuando C es la clase
de mddulos atémicos y’luego_"(’:liando' C es la clase de médulos uniformes; lo cudl
nos lleva a estudiar las clases 'kmitku'rales formadas por los médulos moleculares, sin
fondo, continuos y dicretos.. En “ambas secciones, se aplican los teoremas, vistos
previamente, de c‘ies,cOmpdsic‘ién de un médulo en sumas directas de submddulos

que pertencen a estas clases naturales.

25
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2.1 Otra forma de construir clases naturales

Sea C una clase no vacia de R-mdédulos izquierdos cerrada bajo copias isomdrfas. Se

- denotard como, ess C, a la siguiente clase de R-médulos izquierdos:

ess C = {N € R-Mod | existe K € C tal que N C. K} (2.1)

Observemos que C Ci ess C La:clase ess C es cerrada bajo submodulos esenciales.

Y submodulos esencmles entonces C = ess C.

que M ‘es un médulo esencialmente
‘submédulo 0 # H de E(N),

,médulo de N tal que H C, C con c €C. Asique 0 £ C C E(C) =
v':fE(H ). c E(N) y por lo tanto M es esencialmente C-denso.

: (<=) Sea 0'# N un submédulo de M. Como M es esencialmente C-denso, existe
0 "-‘,éf»H un submédulo de E(N) tal que H € €. Como N C. E(N) entonces
": 0% H =HNMNC, HeCyporlo tanto H' € ess C. Asi que M es ess C-

deﬁSo o ]

A51 que, la. famxha de los médulos esencialmente C-densos es la familia de los
modulos ess C-densos .Es decir, cc(ess C) representa a la familia de los médulos
esenma.lmente C-densos Ademds la familia de los médulos C-densos esta contenida
en la familia de los esencmlmente C-densos. Por lo que cc(C) C cc(ess C).

‘ kProposxc:én'2 1.3. Supongamos que C es cerrada bajo submddulos esenciales. En-
tances M es C denso si y solo si M es esencialmente C-denso.
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Prueba. Por hipétesis, C = ess C. Asi que M es C-denso sx ¥y solo 51 IVI es ‘ess C-
denso. Por la proposxcxén nntenor tenemos que, M es: C-denso si y solo i IVI es.

esencialmanete C-denso.

Asf‘que siCesc cerradzi bajo sﬁbinédulb’é_ eséncmle

~Sean 0 # Me R-Mad y M' una ez
es, C denso 3ziy solo'si M’ es C-denso.” :

. un submodu]o de M'. Como M C. M’ éntonces 70 # N n M c. N.
n M ta que He C O

o ,Ademas, como M es C-denso entonces existe 0 # H

; Deﬁmclén 2. 1 5. Sea M € R-Mod. Se dice: que‘M sv Iocalmente C-libre si para
todo submédulo 0 # N de M, existe un submédulo 0.%# K de N, tal que ningiin
submédulo, distinto de cero, de K pertenece aC,es decxr Ke c(C).

submodulo de N pe
Asn que IV[ es C-hbre
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Teorema 2.1.8; Sea C una familia no vacia de médulos’. Entonce

“,‘Prueba. (1) Recordemos quela clase cc(ess C) es la clase de los' médulos’ esencml-u '
mente C-dénsos. (a) Es claro que ccless C) es cerrada bajo submodulos (b) Es,

claro que cc(ess C)es cermda ba_]o copias isomorfas. (c) Sea {M } una famly 1a‘ de»
médulos esenclalmente C-densos Si 0 # N es un submédulo de @M, ¥y 0 ;é T e N
por el argumento de: la proyeccnén, existen 0 #7 € Ry y € M,. para alguna. o tal :
que Rrz & Ry Como Ry es un submédulo de M, y M, es esencialmente C-denso,
entonces exlsAth‘_;é H, un submédulo de E(Ry), que pertenece a C. Por 1o que existe
0 .I{'gﬁ?E(er‘)shs“l‘ibmédulo de E(N), tal que K = H € C. Asi que @,M, es
ssencialn i ky‘ por lo tanto cc(es§ C) es cerrada bajo sumas directas. (d)
C-;dénsd-y' M’ una extensién esencial de M. Por proposicién

tanto 0 ;é T ﬁ K e ess. C Lo cual contra(-llcé; la clecclon de K. Por lo que T ¢ C



kY ‘ Prueba.
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y:por- lo’ tanto N no-es: esenclalmente C-denso':-wA'si‘_que M: peftene‘cé "‘a-la" clase

; complementa a de cc(ess c).

(z); Por lo que, M es C-denso siy solo si M es
mente esg C-libre si y solosi M es localmente

o submédulos entonces

es la clase natural generada por C, es decir,

:t,ejf-de los médulos C-libres.

Recordemos que'C 'c'on'siste de. todasj las copias isomorfas de submdédulos
de elemcntos de C. Por lo que ess5 C= C = C. (%) Por el teorema 1.1.10 se tiene que
ccless C) = cc(C) = cc(C) = {C). (43) Por la proposicién 2.1.7, M es C-libre si y solo
si M es localmente C-libre. O

2.2 Tipos de Goodearl y Boyle

Definicién 2.2.1. Sea M € R-Mod. Se dice que M es un médulo cuadrado si
existen Py @, submédulos de M, tales que M = P& Q yP=Q. Se dice que M
es cuadrado idempotente si P® Q. P.
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En esta seccidn, se denotafé como Cuala clase de todos los R-médulos izquierdos
’ cuadrados y como Cuz ala clase de los R—modulos lzquxerdos inyectivos cuadrados
'1dempotentes Es claro que C.y- Cuz son cla.ses cermdas ano copxas 1somorfas

} Ademas c es cerrada bajo cdpsulas myectwas

/Lema 2.2.2. Sea 0# M e R-Mod y IyI' € R-Mbd una eztensidn esencial de M.
Si-M' contiene un submddulo cuadrado(idempotente) distinto  de ‘cero entonces M
cantzene un aubmodulo cuadrado (uiempotente) dzstznlo de cero tambuzn

Prueba. Supongamos que ex1sten P Q submodulos dlstmtos de cero de M' t.alesvv 2
que P QC My :Sean f: P —>:Q un 1somorﬁsmo ( ’
M C IVI' entonc' iste 7' R.tal ; /

- (<=) Sé‘ii' ;é N submodulo de M. Por hipétesis, E(N) contlene un submédulo

: cuadrado distinto de cero. Entonces, por el lema anterior, N contiene un submédulo

cuadrado distinto de cero. Asf que M es Cu-denso. B [}

Proposicién 2.2.4. Sea M € R-Mod. Entonces:

S

(i) M es Cu-denso si y solo si todo sumando d:recto de E(M) es cuadrado.

(it) Si M es Cuz-denso entonces todo sumando d1recto de E(JVI ) es un cuadrado

zdempotente

Prueba. : (i) (=>) Sea N:un sumando dlrecto de:E(M): la siguiente clase: F =
{(V,w).|V.y Wi son submodulos de N; V+ V.22 W}. Se define un
) orden parcml en, .7-' dado por (Vl, Wl) < (V2, solo'siVi CVe y W) C W
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Ahora bien, bor la proposicién 2.1.4, E(M) es Cu—denso y entonces existen 0 ;é P, Q '

o submodulos de ‘N tales que P& Q C Ny P=Q. Por lo que .7-' no es vacla.j
‘ “Supongamos que {(V;, W;)} € Fes una cadena en .77 Sean v=UViy W UW .
_submédulos de NV, entonces V.+ W =V o W yvewy. por lo tanto (V W) EF..
:Asn que .7-' cumple las lnpotesns del Lema de Zornr_ Sea (K L) lun méximo'de £ y.- T :

dmdo dlstmto de-

v e W y por lo tanto
; (L) y por 16 tanto N es
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. Prueba. Sea N un submédulo Cu hbre de M. Se deﬁne F: la 51gu1ente clase ,_7-' -—_

) {K C M 1 N C K y K’es Cu-hbre} Observemos que F no, es vacfn pues,N €:F. -
o Ahom blen, sup gamos que {K;} C F es una cadena. entonces UK c M es un ‘v
. submodulo de M ( e'contlene a'N. Vamos a ver que UK- s Cu-llbre Sea T'

‘ un submédulo de UK, y_,supongamos que T. es cuadrado, declr, exnsten P, Q
' dg T P 63 Q y P Q in 1somorﬁsmoA ‘

.‘de'E(M) ntonces E'(N) = 0 y por lo tanto N‘ = 0 Asn que M es Cu-libre.

R (zz) = (uz) Por el lema 2. 2 27

g (zu) => (w) Supongamos que ex1sten TYY. e M tales que Rz = Ryy RzenRy=0.

s Entonces R:c 69 Ry es un cuadrado de E(M), por lo que x =0=y.

(i) = (8 Sea. 0. =,£ Nvun sumando directo de E(M) y supongamos que N es
cuadrade.” Por ¢l lema 2.2.2 M, existen 0 # P,Q submodulos de M tales que
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PEB Q CNyP= Q Sean f P - Q un 1somorﬁsmo Yy 0 # :c € P/ Observemos
que RzNRf(z) =0 y Rz = Rf (:z:) 'Esto contradice’ la hxpotems Por lo que N no

es cuadrado

Se denotam com

7 nte mﬁmto si ex:ste un sumando
cuadrado ldempotente Se dice que M

: ﬁmtos y-como CD}' a’ la clase de: todos Ios R-médulos izquierdos localmente di-
rectamente ﬁmtos Es clm'o que 51 M E R Mod es un maédulo abeliano entonces es
directamente finito y que si.M es dlrectamente finito entonces es localmente directa-
mente finito. A51 que, Ab C DF C LDF. Observemos que M es localmente direc-
tamente finito si y solo si todo sumando dlrecto distinto de cero de E(M) contiene
un submddulo inyectivo directamente finito. Por iltimo, observemos que la clase
de los médulos directamente finitos es cerrada bajo copias isomorfas, submédulos y

cdpsulas inyectivas.

Proposiciéon 2.2.10. Seu M. e R-Mod ‘ M es localmente directamente finito si y
solo st M es D.F—denso [ VERE

ulo de M. Como 0 ;é E(N) es'un sumando
0#£H, dlrectamen_te finto de E(N).

Prueba. (=>) Sea 0
dlrecto de E(M) entonces existe un submédul
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qi ‘M _es Ab-denso.

(N) es un sumando

que es inyectivo y
0% HNN € Cu.

directo de E(M) entoﬁ :
abeliano. Ahora bien :

(<) Supongamos
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: _sumando duecto de E(M) entonces E(N) no es abelmno, es decu-, E‘(N) contlene

un sumando dlrecto de E(M ) entonces E(N ) es dxrectaménte mﬁmto Por lo que
existe un sumando directo de cero de E(N) que es cuadrado 1dempotente Es decir,
E(N ) contiene un submédulo cuadrado 1dempotente distinto de cero. Asique M es
Cuz-denso s ' . BRIy

(=) Supongamos que 0 # N es un sumando du'ecto de E(M) Como 0#NNMC,
Nes un: submédul_o de M- entonces existe A submédulo cuadrado idempotente de
YN n M "Por lo que N.es directzmiente' inﬁnito y porlo tanto M es de tipo ITI. [1

: Proposncic‘m 2. 2 16. Sea M e R-Mod M es esenczalmente Cug-denso si y solo si
: VM es Df—lzbre k 2

: ‘Prueba. (=>) Sea 0. ;é N un-submodulo de ‘M. Por hipétesis, existe 0 # H
‘submodulo de E(N).tal que :
Asn que M es 'D

, (<=) Sea 05

" Por. lo que

or 1o’ que N no es directamente finito.

s; N no es directamente finito.
‘cero, de E(N) que es cuadrado

~ idempptevn,t: denso (]
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: ‘ omo 1a clase 'D.7-' es cerrada bajo submédulos Y la clase LDF
.esta formada por los modulos D]—' densos, por la proposxéloxi 2.1.10; LDF -es una
‘ c]ase natural -El mxsmo argument.o se replte para la clase .Ab y por lo tanto I es,'

(i) LDF es la cl generada por DF -

(i) Tesla clva's'é: generida por Ab </

(ii) 1€ LDF
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Pruebr -Por. el corolano 2:1.10 tenemos que:’:

ba_]o subrhodulos (D]") = ccDF = LDF.
) = cc(Ab) = cc(cCu) = I

Prueba.’ Por ‘el orol

(z) Como D.?-‘ es cerrada ba_lo submédulos, la clase complementaria de LDF consiste
de los médulos D]-’-hbres Como los médulos DF-libres son los médulos esenciale-
mente Cuz-densos entonces IIT es la clase complementana de LDF.

(#) Como Ab es cerrada ba_]o submédulos, la clase complementaria de I consiste de
los médulos .Ab-hbres, es decxr, de los modulos Cu-densos. Por lo que cc{Cu) es la

clase complementarla de I :

I/\IIICI/\C(I)—O R
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Al considerar la famiiia.*{j I, 1T} de clases naturales, por él teorema1.3.1 ten-

emos que:

Corolz'ufié_ 2 2.2

(u) La desc mposxc16n‘E(M) = E(M(,)) @ E(M(,,)) (s} E‘(M(,”)) es tnica salvo
superspectlvxdad

v 2. 3 TlpOS de Dauns

Definicién 2.3.1. Sea M € R-Mod. Se dice que M es un médulo atémico si todo
submdédulo distinto de cero de M genera la misma clase natural que M.

Se denotard como AT a la clase de todos los R-médulos izquierdos atémicos. La
clase AT es cerrada bajo submédulos. Ahora bien, se denotara. como U ala clase .

de todos los R-médulos |zqu1erdos unxformes Observemos que la. clase de todos los: L

médulos uniformes es cerradas bajo submodulos Como todo mod’ lo umforme es

atémico entonces L{ c .AT

 (M) .
(«) Sea 0 96 N un submodulo de M entonccs (N) < (M'
(1\1)

or. hipétesis,  (N) =



: szn fondo si no contxene s
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Deﬁnicién 2.3. 3 Sca M € R-Mod. Se dice que M es un médulo molecular si todo
submédulo dlstmto de ccro de M contlene un submédulo atémico. Se dice que M es
»odulos atémicos. Se dice que M es discreto si contxene

Corolarlo 2 3.5.; Para. todo amllo R, las clases A B C. y D son naturales )

: Prue a." Como la clase AT es cerrada bajo submédulos y la :clase A esta formada
“'por los AT-densos entonces, por la proposicién 2.1.10, A es una. Ala,se natural Ahora

" bien, como A es una clase natural entonces ¢(A) es una. clase ural Observemos

‘que A= cc(AT). Por lo que B = ¢(A) = c(ccAT) = ccc(AT) = c(.AT), por el

inciso (2) del lema 1.2.7. Asi que B es clase natural El mlsmo argumeto se repite

para la clase U.

Corolario 2.3.6. Para todo anillo R,

(i) A esla clase ‘g.cr}gradg:l._ por .AT e
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" (i) D'._’éys ]aclasegeneradapor u

(ili)y DA v
>ruek es cerrada. ba._]o submodulos (AT) = cc.AT = A

(CVD)/\(AVD)

ANB=0y CAA.

(C/\A)VB ="v o
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Al con51derar ]a famllla {CA B D} de clases naturales, tenemos que:

Corolarlo 2.3. 9. Sea. A/I G R-Mod Entonces

Nf(cA) 63 Nf(g) g‘, My,
B)‘EBMD) C 1\/[

E((c)) ® E(M(u)) y
i as salvo superspectividad.






Capitulo 3

Clases Naturales Universales

Sean R y S dos anillos asociativos con 1 y ¢ : R — S un morfismo suprayectivo
de anillos. En la primera seccién se estudia el funtor que induce el morfismo ¢ de
S§-Mod a R-Mod. En la scccién 2, se analiza el caso de cambio de anillo en las
clases naturales. Los resultados de ambas secciones, nos permiten definir un funtor,
denotado pdr %, de la categoria de anillos asociativos con 1 a la categoria de las
reticulas completas de Boole donde a cada anillo R, le asociamos la reticula de clases
naturales R-Nat y todo morfismo ¢, como arriba, induce un morfismo de reticulas
completas. . Por tltimo, se introduce el concepto de clase natural universal. Esté¢
concepto nos lleva a la descomposicién del funtor £. La clases naturales que se
estudiaron en el capitulo anterior, nos dan ejemplos de clases naturales universales.

3.1 Cambio de anillo: mdédulos

Sean Ry S dos anilloscon 1y ¢ : R = S un morfismo de anillos que preserva la
identidad. Este morfismo induce una asignacién de la categoria S-Mod a la categorfa
R-Mod, la cual denotaremos como .'Fq, La asxgnacxon de ob_letos esta dada como

sigue: a cada S-modulo
rem= ¢(r)m El R—modu

43
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como M,,,, es decnr FolsM) = M. Ahora, bnen, la sngulente proposxcxén nos mucst.ra

"f¢(m)

f (m)

f (sm) F(é(rym) = f(r-

morﬁsmo de S—modulos' :
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esta: operacxon en M como sngue o S X M —-) IVI dadn por s o m.=rTm donde

‘que: M,,, M,,, Sca z € M exxst
entonces 0 #sr=r-z¢€ A/! :
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#(r){Zalaca = {#(r)Tataca = {7 - Ta}aeca- Ahora blen al consxder'xr a {a:,,}ae,‘ 61
Daca(Ma)g, 12 multiplicacién por escalar esta’ dada por = .
Por 1o que (BacaMa)p = Baca (Mc,)¢

dos de

My Subn(M,,,) denota ]a retfcula

en submodulos, submédulos esencxa]es en submodulos esencmles, complementos en

complementos Y cocxe es en cocientes. Es decir,
(i) Subg (M) =Sulg(My)

(i) COCS(aM )

(iii)'caéii‘s'(’ﬁm ' COmR(”[eé)
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Prueba. (z) Como sM.C. E M entonces My C, (E .M),.

(u) Sea T.= {z € EM,-tal que Tz = 0}. Como I es un ideal bilateral entoncesi
T es un R-submédulo izquierdo de EM,. Ahora bien, T' también'es un S-médulo
1zqulerdo pues IT = 0. Ademds ,M C T. Entonces M, C. T¢ Ce E'M,,, en R-Mod -
Asi que ,M Cc, T en S-Mod.” A contmuac16n probaremos. que T es myectlvo en -
S-Mod. Sea J un ideal izquierdo de Sy . f: J — T un morﬁs o de‘ S—modulos-
Con31deremos el siguiente dmgrama -

:’: f E Homn(S¢,T¢ "
f fz Por lo tanto T es myect:xvo

Por lo bcbluke‘:ti'f{ z
tantoz € ZMy




48 . -~ CAMBIO DE ‘ANILLO: CLASES NATURALES

aeSLanuGO¢asyasz€Z_M Para.aeScx1st.etERtalque¢(t)—a ‘
. i Es Aanue"

que: en R/I—Mod Ann(z) /I €. R/I pues I es esencxalmente cerrado en R. Asi que
: AnR/l(:z:) CeR/I. Porloquez € Z ,M. O

3.2 Cambio de anillo: clases naturales

Sca A la categoria cuyos objetos son los anillos con 1y morfismos son homomorfismos
de anillos con las siguicntes caracteristicas: (a) preserva la identidad y (b) son
suprayectivos. Vamos a denotar como A* a la subcategoria de A que tiene los mismos
objetos pero cuyos morfismo sean: (c) ¢ € A tal que Nuc(p) es esencialmente
cerrado.

Ahora bien, sea B la categorfa cuyos objetos son las reticulas booleanas completas
con 0 y 1. Los morfismos son los morfismos de reticulas completas, es decir, funciones
que preservan infimos y supremos arbitra.’rios; con las siguientes caracterfsticas: (a)
preservan el elemento menor, (b) son inyectivas y.(c) tienen imagen convexa.
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Hay una asignacién de objetos de la categoria A a la categoria B. Esta asignacién

de objetos estd dada mediante; a cada anillo 2 € A se le asocia la reticula booleana
“completa R-Nat €-B. A continuacién se estudiard la asignacién de morfismos.
"Sean ¢ ! R =S un morfismo de A y A una familia de S-médulos izquierdos, se
‘denotard como A, a la siguiente clase de R-médulos izquierdos: Ay = {My € R-Mod
| s M € A} Ahofa.‘bieh, supongamos que ;A € S-Nat, por lo que a cada ¢ € A se
"~ le"asocia la. 'gulente funcién ¢* : S-Nat — R-Nat dada por: ¢‘( A) (A¢).~LLQS

! ados mostraran que ¢* € B, : Gd

i g—scrlblr cl inciso: (z) (lel teorelzrla 1 1. 10 ténemos Ia.s‘lgmente gu'\lda(l (A¢) ={M |
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‘existe N € ",Aly M = ENy}. Sea M € (D) y N € A como_arriba. Como
_M.N Ny es un submédulo de Ny entonces M N N es un submédulo de Ny por.lo
tanto M NN € ,A..Ademds, M Ny C Anpr(1). En R-Mod, MNNy Cc M y

4 ~ por_lo tanto’ M nN,, e Anar(I) Ce M. Asf que en. S-Modv M A N-C. Anp(I)

derecha (2) Sea
A"_'M(I),_G Ay, por

-y entonces AnM(I) € ,A Por 10 tanto M esta en
M. e R-Mod tal’ que"An (1) CeMy AnM(I) € .,A.. Entor
lo que M € (A¢)'.y :

" 'Sipongamos que
{ sM} entonces

lo tanto A< A'

Corolano 3.2. 5. Para ¢ € .A se deﬁne P S-Nat = R-Nat me ante ¢‘.( A);_
(D). Ent.onces i v o




CLASES NATURALES UNIVERSALES 51

qciéo_ys,"supongamos ,M € ,A". (a) Sea
“3yA entonces ,N € ,A. Ademis, como

: Bs claro que DacasMa € A, Como
: ntonces (GBaeA, My)e € A. (d) Sea ;M’' una ex-
. 'tensién esencml de ,M Como k',;M € A entonces ;M' € ;A. Ademds, como
My € A entonces M' E A Por lo tanto ,A’ es una clase natural de S-Nat.

My v N Co M)
Jgerra_da bajo extensiones

¢'( A) = (M € R-Mod ‘_
= {M € R—Mod | exlste N.,, €A y N,,: .

NG A Porloque NE A'yporlotv
Yy entonccs AL (s A')

: 'Corolano 3.2.6. Para ¢ € A se deﬁne ¢* : S-Nat,—» R—Nat mediante ¢*(,A) =
{A4). Entonces ¢* es un morfismo de retlculas completas, es decir, ¢* preserva

mflmos Yy supremos
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" Prueba. Sea {;Aq}aea una familia de clases naturales de S-Nat. (%) Como ¢‘
preserva el orden se tiene que: para cada ar € A, " (Naca ,Aa)bs ¢*(s0q) y.por lo
* tanto ¢*(Aaea s8a) < Aaes @ (s4a). Ahora bien, como la imagen de la funcién ¢* -
es convexa y ¢‘(/\aeA De) < AnéA #*'(sQa) < ¢*(, A}) entonces existe ;A € S-
i Nat tal que #"(+8) = "Naca 9" (:8a). ‘Ademids ,A es tinica pues. ¢ es myect;wa
L Por la proposicién 3. 2. 4 se tlene que, Naca sDa <, A < 58, para toda a. .Asi que -
A= /\ueA ,Aa. Por lo tanto ¢‘(/\ueA D) = /\aeA ¢*(s0a). Analogamente '
g prescrva supremos Por lo que ¢‘ es un morﬁmos de remculas completas RS

“Como_consecuencia de.l6 corolanos antenores se., txene que si¢ E .A entonces,

A) Por el lema ¢* se tiene que existe

‘que NV, C M Observemo que. como ‘conjuntos, ;N = Za(s N) c
; = = Como ‘Ny '€ Tz, entonces M € Torz,. Asi
' que ¢‘(,A) e R NatT (n) ‘Sean ,A €'S:Natr y M € ¢'(,A). Por cl'lema ¢*
se tlene que ex1ste ,N € A tal que N¢ ¢ M. Observemos que como ‘conjuntos,
0= Z2( N) Zz(N¢) Como;N,,, € ]Fz, entonces M € Fz,. Asf:que’ ¢ (sA) € R-
Naty. ‘ B I

Comio consecuencia de:los.resultados anteriores se tier‘lé'que'z" A

Teorem"a 3.2.8.La aysibgynvac,p n. a la categona B dada por a cada

anillo R € A se le asocia la"'ret’z’;cdld' eana'completa R Nat € B J a cada morfimo
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¢ € A se le asocia el morfismo ¢* € B, es un funtor contravariante. Adema’s ¢‘,(S-
"Naty) C R-Natr. Si¢p € A entonces se tiene, ademds, que ¢‘(S,—1’Vq'tgr)' C_R-th;:.

Al funtor del teorema anterior, se le denotard como . Asf que para cada ahil_lo
Rde A, £(R) es lareticula booleana R-Nat y para cada morfismo de anillos ¢de A,
Z(¢) = ¢*. Ademds observemos que la asignacién dada por: a cada ahillq R de Ase
le asocia R-Nats es un subfuntor de . A este subfuntor de I, le dehotarefnos B,
La asignacién dada por: a cada anillo R de A* se le asocia R-Natr es un subfuntor

de 3. A este subfuntor se le denotard como Zg.

3.3 Clases naturales universales

Recordemos que para cada anillo R de A, E(R) es la reticula booleana R~Nat y para
cada morfismo de anillos ¢ de A, E(¢) g

Proposxcnén 3. 3.:1 Sea ¢ R —) S un morﬁsmo de .A y sea A(S) € E(S) y

(R Asx’ que exxste N €A(S) tal que
. 5'N¢',._'€ A(R) Lo | ‘contradice la lupotesxs (zzz) o (u) Es claro. (i) = (i) Sea
- ,1\[ € cA(S).‘ Por hlpétesxs,.1\/[4, € c»A'(R) .Por,lo que My ¢ A(R). O
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, Definicién 3.3.2. Sea C una subcategoria de A, una asignaz:ién A, que a cada anillo
"R € C le asocia una clase natural A(R) € Z(R) se llama clase natural C-universal
si para todo morfismo ¢ : R = S de C se cumplen las siguientes condiciones: (a)
Si.,M.€ A(S) entonces My € A(R) (b) Si- oN€ cA(S) entonces N¢ € cA(R) -8i
C = A entonces A se llama clase natural umversal e .»

condxcnones para todo morﬁsmd
(¢) #°A(S) < < A(R) y: (¥ ¢‘cA(S) < cA(R)

Ejemplo 3. 3 3 Sea. Zg el radlcal de Goldle A cada amllo Se .A' Sc le asocia la
; clnse natura 'Té, (S) ‘que consxsté de los S-médulos de torsnén de Goldie. Recorde-
p ; mos ‘qu c'll‘z, (S) = ]Fz, (S) Si¢g:R=—=Ses un morﬁsmo de A* entonces por el

lema de 32 7, es claro’que: ¢*(Tz (S)) <. Tz (R) Y. @ (IFZ, (S)) < Fz(R). Asi que
"""]I‘z, es unla'clase natural .A‘-umversal Ademzis le, tambxen lo es.

i Ahora. bnen veamos como se pueden construxr otras clases naturales C-universales.
= o :Prlmero, dada A una asngnamén que manda ‘anillos & clases naturales, se define la
‘;amgnacxon A, a cnda amllo le asocia el complexhento de. A(R) en Z(R). Por otro
- lado; si cons1deramos al radlcal ‘de: Goldie eoria "ide torsién (Z,, Tz,,Fz,) se

:»pueden"deﬁ ir las sxgu nt
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Proposxc:on 3. 3 4. Sea.C una. subcategorfa de .A Sz A es una clase natural C--

umversal entonces cA tambzen 1o'es:

. ,‘Proposwlén 3 3 5. Sz A es una clase natural umuersal ‘entonces A,y A, con

CIGSBS natura es u 'UBTSG 63

‘ Ahora. blen sea | _,N E CAg(S) Supongamos exlste s
Ny € Ac(R), es dccnr, Z2(N¢) = Ng. Como Z2( N):‘

existe IV, subrﬁédulo dek M ’tal (jlie N,
Zy(,N) = .
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: emos ‘las’ sngulentes clases: LDF(S), la clase natural q .e consxste de
Iocalmeme directamente finitos, I(S), la clase natural que consxste de los S-médulos

de tipo I, 1I(S), 1a clase natural que ‘consiste de ]os ‘S médulos de’ tlpO II III(S),

la clase natural que consiste de los S-médulos de tipoIIl'y eeCu(S); la clase natu-
ral que consiste de los S-médulos sCu-densos.” Recordémos que I(S) y los médulos

- sCu-densos son complementos en =(S) y. que L'.'D]-' (S) y III (S) también son com-
vpleniéhtos'en L(5). Ademis, las clases néituralé's‘C'D']-'(S) yI (S) son generadas

. por los S—médulos directamente finitos y ‘abelianos respectivamente.. También la
clnsc natural TI] (5) consiste de los médulos’ esenclalmente sCuz-densos. Ademds
II (S) = [,’D}'(S) /\ coCu(S) Se denotara como I, 11, III a Ias asignaciones que se

descrlbxeron

,P y ,Q dos submédulos de
Vel amllo tenemos que My =
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si My es abeliano entonces M tambxen lo es. (m) Sea JVI un mddulo directamente
finito. Supongamos que E}V[¢ co' tle ke u] sumando dlrecto cuadrado e ldempotente,

distinto de cero, llamemosle N,, :
H¢$I(¢-—- N¢yH¢— I(,ﬁ :N

submodulo cuadrado de sN. Por el lema ante'
Ny. Por lo que My es un modulo Cu dcnso '

ENy. Porlo que 1\/!,,, es un modu]o Cu-ldempotente Asf que @ ('ccCu(S)) < ccCu(R)
y ¢*(II1I(S)) < III(R) Por 1o tanto I, 1T ccCu A CD.F son clases naturales
universales. Ademas como I I (S) L:‘D}' /\cc(C’u) entonces I I tamblen esuna clase ~

natural umversal

o Aho e denotara como s.AT y sLl a la clase de Ios S-modulos atémlcos
Ty y umformes, respectlvamcnte Dado un anillo S de A, consnderemos ]as 51gu1entes
clases A(S) la clase natural que consiste de los S-médulos moleculares, B(S), l'v.
»clase nat.uml que consiste de los S-médulos sin fondo, C(S), la clase natural que
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consxste de los S-modulos contmuos y D(S) la clase natural que consnste de ]os S- )
médulos discretos. Recordemos que A(S) y B(S) son complementos en. E(S) y que‘ :
C(S) y.D(S) también son complementos en £(S5). Adcmas, las la.ses naturales A(S) :
y D(S) son generadas por ]os médulos S—atomxcos y umformes respectlvamente Se '
Adenotara como A, B C ¥ D a las asngnacmnes que se descrlbleron La asxgnacxon :

U Myes atomlco Sea _,N un submddulo’de yM ,entonces se tlene ‘que (M) = (Ng).
" Es decnr que ¢‘(( M)) = ¢‘(( ,N)).. Como ¢* es mycct.lva entonces { oM)="(,N).
Por Io que M es un modulo atémico. (u) Por la proposxcwn 3 1 7 se tiene' que ,M -
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y entonces: My € ‘B(R).-El mismo argumento se repite para los médulos U-libres.
Asf que ¢*(B(S5)) < B(R) y ¢"(C(5)) < C’(R) Por lo tanto A, B, C, D son cl'ases
naturales umversales Ademas como CA = C'AA entonces CA tambxen es una clase
natural umversal : D
v Observacxén 3 3 11. Sen C una subcatergoria de .A. Como E(R) es:una retlcula

de Boole para R G C ‘entonces se puede expresar a cada clase. natural « como o =
. (A/\a)V(A/\ca) Asf que para cada A € Z(R) tenemos la s1gu1ente descomposicién:

B(R)= EA(R) @ Zea(R), donde Ta(R) = [0,A).  Ahora’ blen, consideremos una
B asignacién A que a cada anillo R le asocia una clase natural A(R) € ©(R). Dada tal
A consnderemos la 51gulente asignacién: Za : C = B deﬁmda por a’A(R) [0, A(R)]

'Deﬁmcnén 3 3.12. Sea C una subcategorla de .A y {2 C — B} una familia de
subfuntores de %, tal que para cada R €-C; se cumplen las siguientes condiciones:
(z) ¥ (R) ‘es una. subretlcula convexa y: {z € I | B! (R) # 0} es un conjunto. (%)
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(iiz') E(R). = H|e r S (R)'-'es una descomposzcwn en suma dzrecta de reticulas com- .

plelas corw

R)'# 0}e C (R) entonces {A;(R) #
(R);é 0} tambiénulo es. (i) < (i)
solo si M; N M; = O para.toda ‘
-Mod Y supongamos que existen M;
C M. Por la proposicién 1.2.2, se

; .{'submoduloé de M tal que M € A..(R),,y, M;:

Usgtlene que M € (@,NI) Vi(IVI,) < V A (R) Por lo tanto 1 = \/; A(R). Por

i '-'(e-); G n Z‘.A,(R) Por'lo que 1 = \/kl

) equwalentes

. otro lado, supongamos que. 1= \/;A; (R) Por el teorema 1.3.1, se tiene para todo
M € R-Mod, existe una’ famnlm de submédulos {M; € Ai(R)} tal que &M; C, M.
(u) = (iif) Como V Ai(R) =1, cada o € R-Nat, se expresa como a = V;x NA;.
Se define la siguiente funcién: ¥ : (R) = T, =a,(R) como #(a) = (@ A Ai(R))i. -
Es claro que 3 es un morfismo.de retfculas. Ahora veamos que es biyectiva.. Sea .

)i € T1; Sas(R). Si @ =V, e entonces ¥(a) = (a A AdR)) = (V,lex AA:(R)))i
pues I, (R) es una retfcula comp]eta convexa. Como consecuencia de la’ hipétesis
tenemos que: o;AA; = o; ¥ a; A A; = 0 para i # j entonces P(o) = (c); y por lo
tanto 7 es suprayectiva. Supongamios que P(a) = ¥(B) entonces para cada i € I se

-tiene oy € Ai(R) = B; € Ai(R) entonces a = V; o; € Ay(R) = V; 5 € Ay(R) =
Por lo que 9 es inyectivo y por lo tanto v es un isomorfismo de reticulas. Asi que
Ai(R)AA;(R)=0. B(R) T, Za, (R) es.una descomposicién de suma directa:
de reticulas completas convexas. (m) = (n) Si idetificamos a Z(R) = [[;ZadR)
medxante el isomorfismo anterior, cntonces a 1 € 'B(R) se le asocia las coordeenadas

V A Ademas Ai(R) ANA(R) = a

€i

~Teorema 3.3.14.. Supongamos que se cumple algunas de las condiciones equiva-
= - lentes del teorema anterwr para ‘todo amllo ReCC A SeanR, S dos anillos de C
oy R =8 un morﬁsm ! mIl de C vEntonces las szgmentes condiciones son

\i(5):se tzene:;]ue‘ My e A(R)
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(i) ¢*(2a,(5))-C EA:(R) v E —»H,E, EA. C-—) B es un producto ‘directo  de
subfuntares EA‘ <z S : B B I S S

‘(S) entonces ¢ ( A) = ({M¢| ,M € A}) Por

' ’tonces "My e Ad(R). Por lo que ¢*(,A)'< AdR)
hora. bien, observemos que Za, : C —r B.es'un

‘Prueba. (z) = (u) S

; dc Goldle Entonccs
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() Para. M e S-Mod exxste _,K Submodulo de - M‘ta.l que” Zg(,K) = 0 y'.

v Z‘r(R)
EFG (S )
Corolano 3. 3 17. C nsld m

tonces:

Adema.s ET(S) :
II'y TII. En-

(i) Para'S € A se tien III(S) = 0 y I(S) A

‘”,__submédulos de ,M tales
Y M ® My @ My C. M.
“es una déscomposicién en suma
éuperspect.ividad

108 las clases naturales umversales Ay B. Entonces

(1) Para odq M. G.:S-Mod ex1sten MA y ,MB submodulos de ,M tales que
_,JVIA € A(S), N[B [ B(S) y M @ MB eM.Porloque E,M = E M\ ®
B sMp es una descomposicién en suma directa de los tipos A y B, tinica salvo

superspectividad.
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(i1) Si ¢ R.— S es un morﬁsmo de A se tiene que A/[A‘ ® JVIB‘, C. N[¢ Por lo
tanto EM,,, ® L?M,,ds = EM,, ’ Lo

(111) Para todo R G .A E(R)

en suma
(Ilrectn de subretxculas conv as K o
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@ GdR < |R).

Deﬁmclén 3.3. 21 Sea M € R-Mod y un cardmal R con N =1 ’o Ro < N Se dlce )
que M’ tiene dxmensnon local de Goldie ¥, si pam todo su médulo N M exlste -
0 # H submédulo de N tal quc GdH = N ) o

: Para & = 1 o para cunlquler cardmal mﬁn'
se define:- Ag(R) = {M € R-Mod | JVI s de dimensi6
que-tienen dimensidn local de’ Goldle R.Su
entonces cualquier submédulo de’ M '
uniforme. Por lo que Ay (R) =  ’

Teorema 3.3.22. Para R =

e'son mdzimos con respecto
GBMA,, C. M. Ademds EM =

o de .A se tzene que: 8i ®y ;My C. +M entonces

"B e.;un p;oduéia directo de subfuntores de . En particu-
lar, si: R 6 : k
converas: v cofnpletas con A, (R) subreticulas booleanas. Ademas si qS e .Av
- entancea ¢‘(2A“ (S)) C Za(R). Co :

“entonces £(R) = [Ty Zan (R) es un producto directo de ret:’citlds
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Prueba. (i) Es claro de la definicién que Ay(R) es cerrada bajo submédulos y
» béobkia.s isomorfas. Supongamos que M € Ax(2) y M C. M’. Sea N un submédulo
de M'. Existe H un submédulo de N N M tal que GdH = R. Ahora bien, sea
- "{M,-};e/ una familia de médulos que tiene dimensién local de Goldie igual a R. Sea
“ N un submédulo de @M;. Por el argumento a la proyeccién, si 0 % = € N entonces
existe r € Ry y € M; para alguna ¢ tal que Rrz & Ry. Por lo que existe H un
submédulo de Rrz tal que H tiene dimensién de Goldie igual a R. Asi que Ax(R) es
~ una clase natural. Por otro lado, sea p(R) = sup{Gd(R/L) | L es un ideal izquierdo
de R} y R > p. Supongamos que Ax(R) # 0y sea M € Ay(R) entonces existe N,
un submédulo de Rz un submédulo ciclico de M tal que GdN = X. Por lo ‘que
R = GdN < Gd(Rz) < p(R). Lo cual es una contradiccién. Asi que Ax(R) = 0.
(#1) Sea k < R y supongamos que 0 # A (R) A Ay. Sea 0 # M € A (R) A AN, .
"entonces existe N un submédulo de M tal que GdN =k y como N € Ay entonces
existe H submédulo de N tal que GdH = R. Por lo que R < fc L6 cual ‘es una
contradiccién. Por lo que Ac(R) A Ay(R) = 0. Ahora bien, sea M € R-Mod.
Por el Lema de Zorn, para cada cardinal R, existe My subméd‘x‘xlo de 11/[ ‘tal (iue
My € Ax(R) 'y My es médximo con esta propiedad " Asi que SeMy = GBMVIR Sea
K un pseudocomplemento de ®xMy en M. Si 0 # U es un’ submodulo umforme de
M, entonces M, ® U € Al(R), lo cual contradxce el hecho dc que .Ml sea. maximo.

: ‘la, mdxxmlhdad de IVI

(uz) Sca. ¢ “R'<s Sun morﬁsmo de .A Es claro qu
- GdM; = Gd,M." Asi que ¢ ,An(R) < AN(R) Por. of
R-Mod ] para todo submédulo N de M, GdAN 7é R}.
submédulo de My. Como Gd,N = GdN, entonces GdN
cAg(R). Asi que ¢*(cAx(5)) < cAx(R).
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Capitulo 4

Ejemplos

anero, comenzaremos con eJemplos de am]los, cuyo 1dea1 Z (R) es el umco 1deal;

con 1 que satisface las siguientes condiciones:

(i) t(p)/(p") es un ideal méaximo -

(") Z(R) (P)/ (P") _
: V(m)"'Z(’R) C: R y por lo tanto Zg(R)
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(u) Z(R) Ce R y por lo tanto Zz(R)

(m) Z(R) es un 1deal maxxmo

AnT, (t ) + S)/S entonces sop('r) c Y(t)
: y 0 pues r‘ e Anm(t.) A51 que .= 0.
sap(rt) es
‘ 0 en otro

“lo, que op(r) n (I \ Y(t)) es ﬁmto pues de lo contrano sap(rt) no
es ﬁmto ‘50 #orp ¢ AnT‘(t.) entonces 7it; # 0. Como sop(rt) es finito entonces
{ie Iy Ti ¢ An’]"(t,)} es finito. Asi que r +S=r"+S € (I‘[,Ey(l) Ang(t) + S)/S.
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(it) Sea T € ([1;e; P +.5)/S vamos a demostrar que AnR(j NRT # 0 para todo
.-ideal ciclico R7. Como t; € P; entonces Ang,(t) N Tr, #0 para toda i € sop(r).
Para cada © € sop(r), seleccionemos 0 # kir; € Ang;(t;) n Tirs. Sea k= (k,r,),e, Si
i € sop(k) = sop(r) se tiene que k;r; # 0 y ademds kit = 0. Por lo que krt =0y
entonces k7t = 0. Observemos que sop(kr) = sop(r) Por lo que kT # 0. Es decir
0 # k7 € Ang(t) N RF. Por otro lado, sea T € Z(R) entonces (I'[,Ey(t) AnT, (t:) +
S)/S €. R. Sea t; = t; para toda i € V() y ¢} =0 en otro_caso.  Veamos
que t -+ S = t' + S, para cso basta ver que:l-\ Y(t) es ﬁmto Supongamos que
[I\Y(t)| = Ro. Sea k € T tal que sop(k) C-(I'\ Y(t)) SiFe AnR(—) entonces
sop(r) C Y(T), por lo que REN RF =0 pam todo T e Ann(_) Lo cual es una
contradlccxon Por lo tanto I \ Y(t) es ﬁmto : . :

para toda
2 y (tﬂ)l‘— 0
klco entonces

‘ se’ tlene ‘que REq ‘R_tg para alguna e R y ademas AnR(t i Anu,(tq) Lo
'ﬁcual es una’ contradlccxon pues sop(t,x) =A y sop(tB) = B. Por | ide ‘

_es '1t6m1co ASI que R 1o contlene 1deales 1zqulerdos atémlc

, ,hi‘:ghcqéiR ‘es un
modulo sin fondo y por lo tanto contmuo P

E_]emplo 4. Para. p.un; numero prlmo e mdetermmadas {:t,y} sea R el alge-
bra libre Zp2{z,y}. . Sl T E R se dice. que es-un t,ermmo si se puede expresar
de la siguiente forma: jr, = z‘(‘)y"(‘):z:‘(2)y"(2) _-:z:‘(")y"(") donde x0o= 90 =1,
1< e(2),63),.--, () .1 < 0(2),7(3), ..., n(n — 1) pero s(l) n(n)-—,.— 0,1,2,....
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r) entonces se vtlene que‘ )
O'y,,rls ,+ 7‘281) 0 Sl . ;é 0

Vfamllm nurﬁerable mﬁmta de 1deales c1chcos que es mdependlente y mdxima con esta
propledad en R cntonces @aR:z:n Ce R Supongamos que w € R tal que pt{w, en-
tonces el siguiente morﬁsmo f: R - Rw dado por f(r) = rw es isomorfismo pues
Ang(w) = 0. Por lo que se tiene que B Rzow <_Z_'. Rw. Ahora bien, supongamos que
p | w, entonces w = pv y p { v. Consideremos ala siguiente suma de ideales ciclicos:
@®aRzopv. Sea K un pseudocomplemento de ®qoRz,pv en Rpy, asi que @, Rpr v @
K C. Rpv. Por el lema de Zorn, existe { Ryg}gep una familia independiente maxima
de submédulos ciclicos en K, entonces @gRys C. K. Como pK C Rp*v = 0 en-
tonces Rpys = 0. En particular, pys = 0, cs dec1r, yp = pzp tal que p { z5. Asi que
tenemos que (@ Rpzav)®(PgRys) S. Rpvy por lo tanto (B, Rpzav)®(DsRpzs) C.
Rpv. Asi que hemos visto que: para cada ideal ciclico Rwv, existe una familia infinita
numerable e independiente de ideales ciclicos cuya suma esta contenida esencial-
_mente en el ciclico Rv. Finalmente, sea L un ideal izquierdo de R, vamos a demostrar
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que E(L) 'k(‘:'ontiene‘ un cuadrado idempotente. ‘,'Por_la observacién anterior,.Se tiene

,que-gn',,.
‘exxst.e una famllm numerable

1delaes ClC]lCOS que es mdepen-

1nﬁmta de

= IJI
tales ‘que J = Jx U Jz,» f
tltimo |I;| = IIzl |J1"

y que R/pR Rv, para toda

Por otro lado, 31 0 #a € R entonces Ra o R, por lo qué Gd(Ra)
0. R e AN (R) Observemos tamblen que si L- es un ldeal uquletdo

Ahora, consnderemos a P C Il Fivel subanillo del producto dlrecto

o fdf}'nvaglp por. ctores que son eventualmente constantes, es decir, P = {(p,);<n‘€ -
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‘-I'I,<RF | existe'j.< N tal que p, px para toda k > j}. Es claro que S es un ideal
"f'xzquxerdo de P. Sea R= P/S Supongamos que p= (pi)i<n, ¢ = (@)i<ck € P,P=7 .

’ siy solo si e‘aste j < Nital' que Px'= gi para toda k > j. Entonces |[R | = R. Ahora "
' Erbxen, sca 0 #a ZER donde a= (a.).<N € P. Entonces |sop(a)| = Ry ademas existe :

ki< R tal que a:se: hacc constantc a partir de k. Sea X = sop(a) y consxderemos" ‘
vuna purtlclén de X como sngue X = UienXiy XiN X; =0 y | Xi| = R.. Para cada' A
¢ < N se puede deﬁmr x, €:Pital que Xi# Xjparatodai£jy ademas tal c que a
partu‘ de k, x. sea’ un vector 6ohstante Ademas, para toda i < N, _7 < k y ] E X;

R Por Io que Gd(R_) Yy Asx que R E AN(R)

:f,‘EJemplo 7. Sea R= Z“" /Z(R°) Primero, observemos que R es un amllo de Boole.
:‘ Por lo tanto R es conmutatwo, todo elemento 1dempotente y si a. 3 R se txene la

_las snguxentes condncxones R

(1) Z (R)
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Por loque R = Re ® R(l - b) y entonces b € Ra, lo cual es una contrddxccxon
Por lo _tanto no exlsten 1deales cxcllcos cuya interseccién sea cero y ademas que sean :
1somorfos “Ast que R no contxene cuadrados y por lo tanto es de tlpo I :

E_]emplo 8 Sea F un campo y ﬁ_]emos F; = F parai €l con R < |I| Denotamos i
i como Tal producto du‘ecto T = I‘LE, vy a S como el R-producto de T es decxr,"f
: {t e T | |sop(t)] < N} Ahora bien sea P = {teT | Isop(t) ’< N}, Es‘..' '
: -claro que S C.P. Consxdcremos al 81gu1ente anillo R = T/S Y, al 1dea ! -

< que P/S S An(R)
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Apéndice A

Algunos teoremas

A.1 Argumento de la proyeccién

Teorema A.1l.1 (Teorema del argumento de la proyeccién). Sea {J\/[ }aér
una familia en R-Mod, 0 # = € E(®M,). Entonces ezistet € R, a € I" y 0 ;6 z'a .
M, tales que 0 # Rtz = Rz, con Ang(tz) = Ang(z,) . -

que si 0 < | sop(tz) |< n para alguna t entonces exnste o € I‘ y 0 % T, € M, tales
que Riz = Rz, con Ang(tz) = AnR(z.,) ;
Supongamos que | sop(tz) |= n. Prlmero, supo amos que existe @ € sop(rz)
tal que Ang(rz) = Anp(pa(rz))." Sea 0 ;‘-‘ To' ' ="Pa (rz) y por lo tanto Rrz =
Rz,. Ahora, supongamos que para tod" = ,(r:z:) se_tiene que Ang(rz) #
Anp(pa(rz)). Sea s € Ann(pao(r:z:))\AnR(rz) ar Aiguna @ € sop(r:z:) Entonces
Pao (srx) =0y adem-\s TST # 0.. Por Io que.0 <] ;

35

op(sr:z:) |< n. Por. hlpotesm (le
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induccidn, cxisten @« € ' 'y 0 # z, € M, tales que Rsrz = Rz, con A1m(.§1’z)v =
Anp(za). a

A.2 Teorema de Bumby

Teorema A.2.1 (Teorema de Bumby). Sean B C A € R- Mod tales que ambos
son inyectivos y eziste un monomorfismo f : A — B Entonces A B

Prueba. Como Bes myecnvo entonces A H G) B pam alguna
jcontmuamén se: desmostram por mduccxén que {H fH, . f H, .

teorema anteri
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A.3 Suma fibrada

Definicién A.3.1. Sea g : N — Ny y go : N — Ng dos homomorflsmos en
R — Mod. Un diagrama conmutativo en R Mod ‘ ) B

N——)Nz

wlole .

es llamnada suma fibrada par

es la suma f ibrada pkira ‘el.par (g1, 92).%Por.co stmccf&n,

Im ¢ (gm +92€2)(N) = {(91(11),gz(n)) I ne N }C,N;fe Nayy
Conuc q Ny @ Nz/Im q s
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Prueba.'Supongamos que  para’ i = 1', 2,1 tenemos "‘hom'okmbrfismos‘
hi : Ny — Y con higy = hags. Entonces obtenemos el diagrama - et '

A N —i—-)NIGBN ——)Canuc q*

lelﬂl;[lz;ril

con (’ll7l'1— ’lzﬂz)q
que_existe un.inico hom

represent, el diagrama-de la s

Tenemos el diagrama con

Ni.© Nﬁ/‘lmﬂq ——’Nz/fz(N),("lu na)+Im g > ny -+ f2(N),
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lo que nos conduce a] dxagrama dcsea(lo

N, Ny —— Nz/fz(N) 0
DI
; Nl —‘—> Q ———)Nz/fz(N) — 0

S N SALR
tr'f“ﬁ [N "“i,r:\
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Apéndice B

Radical de Goldie

B.1 Prerradicales

Definicién B.1.1. Sca r : R-Mod— R-Mod un funtor..Se dice que r‘ésv un preﬁad—
ical si rM es un submédulo de M y f(rJVI) c r}\/f' para. todo f M —+ M’ morfismo

de médulos.
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Se denota como R-pr a la clase de todos los prerradicales. En R-pr se define un
orden parcial dado por: si r y t € R-pr, se dice que r < tsi rM C tM. R-pr tiene °
elemento mayor, que se denota 1, y tiene elemento menor, que se (lcnota. 0. Ademés o
si € = {ra}a s una familia de prerradicales se caracteriza el infimo y supremo como .
signe: Ve(M) = . BaraM. .y
NC(M) = NareM. También se definen dos operaciones en R-pr Sean r y t e R- y ' -
La operacién producto es rt(M) = r(tM) y la operacién dos puntos es (r: t)(M) es
el tnico submédulo de M tal que (r: t)()VI)/r]V[ = t(]VI/rJVI) Goin k

Definicién B.1.3. Sea r un prerradlcal Se dlce que r.es 1dempote

se dice que 7 es radzcal si (r r) = r

- Ejemplos B.1.6.'Sea R un anillo’con 1+
(i) E! prerradical Z es exacto izquierdo :

(ii) El prerradical Soc es exacto izquierdo

B.2 Propiedades del radical de Goldie

Proposicién B.2.1. Sea M € R-Mod se tiene que

(i) Para todo submddulo N C. M, Z(N)‘ C. Z(M).
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(zz) Z(M)-C. zz(M)
' (zu) Para todo submodula N C. M Zz(N) C. Zg(]VI)
(w) Z(M/Zz(M)) =

A Prueba (z) Sea K C Z(M). Como KnN #0 exxste 0 75 z € Kn N tal que’
- Ann(z) C. R. Por lo tanto K M Z(N) # 0. ‘ : s
LR (dR) Sea K C Zy(M) tal que K N Z(M) = 0 Sz e K entonces (Z(M) z) Cc. R )
..'VAhora blen, sir € (Z(M) : z) entonces 7z E Z()\/I) Nk or lo que r'e = 0 as[ -
due r € Ang(z). Es decir, Ann(z)f =N r ‘ »
lkrcnto.nces z=0. Asi K=0.. :

(%) Por los incisos anteriorc_é :

P ‘un morﬁsmo f R — E(I\/I) tal’ que f |,— f Adcmas, como f(I) C E‘(IV[) se mducc :
: un morﬁsmo deg: R/I - E‘(]\/I)/Zg(E'(A/I)) dado por g(x+1) (z)+Z2_(_E(1VI)) E
©Asi qne, tcnemos el sngulcnte (lmgramu B T .

m

0— I = R ‘R/VI,Q];,;-—;'O,.

0 —— Zy(EM) — B(M) = E(xyf)/z‘zué(zvi)i —»o f
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Como I C, R entonces (1 ‘t) C. R paratodo = € R. Por lo tanto Ann([:z:]) C R

para toda [z] € R/I. Asi que Z(R/I) R/I Como Z(E(IW)/Zz(EM)) =0 por ‘el
. inciso anterior, entonces g = 0 “Asi que f(R) c Zg(E(I\/[)) Por lo que Zg(L‘(]VI)).
es inyectivo, Por la proposxcxon anterlor sc ticne que Zz(M) Ce Zz(E(M)) Asx que
B(Za(M) = Zo(EQH)).. : » n O
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