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Introducción 

En la teoría de módulos y anillos ha existido el interés de desarrollar una teoría de 

descomposición de módulos en sumas directas de·. módulos más manejables, 

sobre un anillo asociativo con l. En 1976, _Gocidead y,Boyle [12) desarrollaron un 

teoría de tipos para la categoría de módulosinyectivos' no singulares sobre un anillo 

arbitrario; también estudiaron ciertas tipos d¿ ·inód{;Íos: ./, // y I //. Goodearl y 

Boyle probaron que todo módulo inyectivo nó si~gular tiene una descomposición en 

suma directa como sigue: M = M1 Ea_}\111 EllM111 donde Ml es de tipo /, Mu es 

de tipo I I y M 111 es de tipo I //. Mas tarde, enl989, John Dauns [7) estudió Jos 

módulos inyectivos no singulares demiuerdo a una relación de equivalencia~, donde 

A ~ B si y solo si A se sumerje en una.cápsula inyectiva de una suma directa de 

copias de B y viceversa. Demostró que la clase B(R) de todas las clases de equiva

lencia de módulos no singulares tiene. una estructura de retícula completa de Boole 

y estudió cuatro clases especiales de módulos libres de torsión: discretos, continuos, 

molecularmente continuos y sin fondo. Dauns mostró que todo módulo inyectivo no 

singular se descompone como el producto directo: !v! = A El'l B = C El'l D donde A 

es molecular, B es sin fondo, C continuo y D discreto. En [9), Dauns comenzó el 

estudio de las clases naturales de módulos inyectivos no singulares. 

John Dauns publicó un artículo, en 1997, bajo el título "Module Types" [10], 

en donde extiende. la teoría existente llevandola a una teoría de descomposición en 

sumas directas de módulos_ arbitrarios. Para esto, introduce una retícula de clases 

\) 
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de módulos,-llamada la retícula de clases naturales que, entre otras cosas, se utiliza 

para Ja clasificación de módulos. Una clase natural es una clase de módulos cerrada 

bajo copia.S isomoí-f~, submódulos, sumas. directas. y cápsulas inyectivas. Dauns 

comienza· a estudiar Ja clase de clases naturales de módulos arbitrarios. Primero, 

dada una clase arbritaria de módulos T, construye la clase natural más pequeña que 

., Ja contenga, es decir, Ja clase natural g~neráda p~r 'y y :m~estra una descripción 

completa de ésta. Después, define un orden parcial en las clases naturales, dado por 

Ja inclusión de clases. Dada una familia de clases naturales se caracteriza el ínfimo 

. como Ja intersección y al supremo como la clase natural generada. Un resultado 

importante que Dauns demuestra es que las clases naturales forman una retícula 

-completa, que se denota como R-Nat. Dada una clase natural ti., define la clase ctl., 

que también es clase natural. Para cualquier módulo M y clase natural ti., se tiene 

·una descomposición de Ja cápsula inyectiva como sigue: existen N y K submódulos 

de EM tales que EM = I< E9 N con N E D. y /( E cD.. Este resultado, conduce 

a demostrar que en R-Nat, D. y ctl. son complementos y además que R-Nat es una 

retícula distributiva. Por lo que R-Nat resulta ser una retícula completa de Boole. 

El resultado de descomposición se extiende para una familia r de clases naturales 

con ciertas características, se prueba que todo módulo M contiene esencialmente una 

suma directa de submódulos M 7 donde cada M., pertence a una clase natural 'Y E r. 
Dauns continua su trabajo, estudiando ciertas clases de módulos: primero, extiende 

las definiciones de módulo tipo 1, tipo I 1, tipo JI 1, moleculares, sin fondo, continuos 

y discretos para módulos arbitarios. Después, demuestra que estas clases de módulos 

forman clases naturales, para esto, da otra construcción de clases naturales a partir 

de una clase arbitaria de módulos. Denota como I, I I y I I I a las clases naturales 

formadas por los módulos tipo J, I I y I I I respectivamente¡ también denota como 

-A, .B, C y D a las clases naturales formadas por los módulos moleculares, sin fondo, 

continuos y discretos respectivamente. Aplican los teoremas de descomposición en 

sumas directas para estas clases naturales en particular. Dauns muestra un funtor 

contravádante, que. denota como E, de los anillos asociativos con 1 a las retículas 
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completas de Boole, donde a cada anillo se le asocia la retícula de clases naturales 

y ciertos morlismos de anillos inducen morllsmos de retículas booleanas completas. 

También introduce el concepto de clase natural univeral. Una clase natural universal 

es una asignación donde a cada anillos asociativos con 1 se le asocia una clase natural 

y cumple dos condiciones que se relacionan con el cambio de anillo .. Se dan ejemplos 

de clases naturales universales: !, JI, JI!, A, B, C y D. Define ·.ó.N{R) como 

los módulos de dimensión local N y prueba que .Ó..N e.s una clase. natural.·universal. 

También demuestra que para cardinal N existe un anill6Rtal que .ó..N{R) es distinto 

de la clase natural cero. En este trabajo hacemos dtis~~rollo detállado de los 

resultados publicado por John Dauns en (10]: 
·'': 



Capítulo 1 

Clases Naturales 

Sea R un anillo asociativo con l. Una clase natural b. es una clase de 

R-módulos izquierdos cerrada bajo copias isomorfa5, submódulos, sumas directas 

y cápsulas inyectivas. En este capítulo, se probarán algunas propiedades impor

tantes de las clases naturales y se darán ejemplos. Dada una clase arbitraria T de 

R-módulos izquierdos, es posible construir la clase natural más pequeña que con

tenga a T, a ésta clase se le llama la clase natural generada por T. El orden parcial 

que se define en las clases naturales es e,l orden de inclusión de clases. Se caracteriza, 

además, el ínfimo de una familia arbitraria de clases naturales como la intersección y 

el supremo de una familia arbitraria como la clase natural generada por los módulos 

de la familia de clases naturales. Con estas operaciones de ínfimo y supremo se 

muestra que todas las clases naturales en R-Mod forman una retícula completa, que 

se denota como R-Nat. Para cada clase natural b., se define la clase cb., que resulta 

también clase natural. Se prueba que en la retícula R-Nat, b. y cb. son complemen

tos. Además se demuestra que R-Nat es una retícula distributiva. Esto nos conduce 

a que R-Nat es una retícula completa de Boole. Para esto, se demuestra que para 

todo R-módulo izquierdo M y para toda clase natural .ó., existen submódulos de N 

y [( de M tales que N EB [( ~. M con [( E .ó. y L E c.ó.. Finalmente se muestra 

que para una familia r de clases naturales tal que a /\ /3 = O para toda a, /3 E r y 



2 DEFINICIONES Y PROPIEDADES 

V r = 1, se tiene que todo IY! E R-Mod contine esencialemente una suma directa 

de submódulos como sigue: Ea7 erM7 ~. M, donde M 7 E 'Y y 'Y E r. 

1.1 ·Definiciones y propiedades 

Definición 1.1.1. Una clase no vacía de R-módulos izquierdos se ll~lll~ clase·n~tural 
si es cerrada bajo: 

(a) submódulos, 

(b) copias isomorfas, 

(e) sumas directas y 

(d) cáp~u1ruiiiiy~ctiv~. 

Obi~ri,~ii;·J~1~0e;sÍA ;~s una clase no vacía de R-módulos izquierdos, 

bajo ~~-b~ÓdÜ.ió~'y'c~pi~ iso~orfas, entonces son equivalentes: 
,.:~ ... :·-':<~~r·~~~-;,il>~)· .. '..~~.: .. _ .... \ · .. 

(d) 4·éscerrad11,bajo.cápsulas inyectivas y 

(~'): 'R·~~;:?~~f i,i"tl:~-~~jÜ extensiones esenciales. 

cerrada 

Ah~~~·. bi¿n, ·es ·claro que las clases {O} y R-Mod son clases naturales. En los 

sig\lientes ejemplos,· vamos a utilizar algunos propiedades de los prerradicales y 

algunos resultados importantes de teorías .de torsión como: la biyección entre los 

radicales exactos izquierdos y las teorías de t?rsión hereditarias. Las definiciones y 

propiedades básicas de los prrerradicales S«:! ¡>UE)den 'encontrar en [14] y los resultados 

de las teorías de torsión que aqu(usarnmói-i"se'e'ncuentran en [4]. Algunos resultados 

de esta sección se pueden encont~ar.~ri.¡2jJ~(Lkúci•.·~ · 
·/.:. 1. :;:;¡-,i:-.. ~¡-~::'.j~~~~A~~:y~l~:,..;:-, .-~ ... -::; .. _.:· .. :, , 

Ejemplo 1.1.2. Sea· r ·un ,prerríldiéal'fexacfo',izquierdo, se define .ó., como: 
.. ,- .,.; :.:· ;·:·.1.~1;\'. ;,-¿ ~'! :.,:~;:·.~:J&t,:t.;;.j';1iÍ:~~- "'.., ./ ":: _.·» .• .. 

b., = {M e R-Mod 1 r(M) ~~ M}):':Ncoñtiriúación'si! pruebá que b., es cerrada bajo 
. .·... .. .. ·.:' .. . .:: \;.;,:· t,:l.,:·,•;;.,~:;_\~ -J:y::;.í:~:-,·.-;r~:;;_: ;-.., ... ;.::,,.,. .. -< .. 

submódulos, copias isomórfas,·_súrri'~ <lireétliSY:'extensfones esenciales. Por lo que 6., 
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es una clase natural. (a) Sea M ,E b.. y Nun submódulo, de M. Como r(M) ~. M 

entonces r(M) n N ~ •. N., A~emág r(I'./) = r(M) n N pues r es exacto izquierdo. 

Pm lo que r(N) ~. N, y por .lo ~anto N .E b... (b) Sea M E · b.. y tp : M -+ M' 

un isomorfismo. Como ip(r(M)) ~ r(M') y t,o(r(M)) ~. M', pues r(M) ~. M, 

entonces r(M') ~. M'. Por lo tanto M' E /),., (e) Sea {M0 } una subfamilia de , 

b... Como r es un prerradical entonces r($M0 ) = EBr(M0 ) ~. EBM0 • Por lo t~~to 
EBM0 E b... (d) Sea ME/),. y M' una extensión esencial de M: Como'r(M) ~. M 

y 111 ~. M' entonces r(M) ~. M'. Ésto implica que r(M) ~. r(M') º· M;.;Po~'Io 
que NI' E b... 

. .... -"'· ..... :;_,,A;J<~.>:~.~·~·::-..·:·.- _. 
Ejemplo 1.1.3. Sea tr = (r, Tn 1Fr) una teoría de torsión h~reditáriay~estable. 

Como tr es una teoría de torsión entonces: Tr es cen:ad'~ b~jo ~~íJiils:directas y 1Fr 
.. - · ,._._.. ,·. ·:·- -> .. ·; ... · ·"··. ~·,,._!·,:.· ·::·:<~~~:Y.·:~"~,,"l;· .. -:-·~->sr·-I''..:''. ·~:-.::-\ · 

es cerrada bajo submódulos y· sumas directas/ Ahora·, bieri';', corrió.: 't.;.' es·. hereditaria 
>• ', :,, ·:· «',·: '¡<.•,,''>::;::,¡;¡;.,·,:_·-,:·.:¡,Jc~;;-':"::,;.¿:~"·'\~:~t:,M;~t:.~J..;-._:'•~,,:;~: •;., ,•' 

entonces: . Tr es cerrada :hajo,submódulos',!:adelil!Ú!;:!,:;{~~iéei:r.a:da~bajo.· cápsulas 

inyectivas. Además,_ cºTº/~_~s -.~st..~~1,~;~~t§~f~~({)!,~~~~~~ji~~~'."~Ji}~'.Aápsiilas inyec-
tivas. Finalmente,- ambas son cerradas bajo'.copias"isomorfas.\Por:Io.tanto Tr y 1Fr 

son clases naturale~.;·. ·::.'''.jJ¡·'f'·:;< ~f:f~JYé~~~-'ff~~~¡~~r-~~fJ§i~t~·~t , ... ··. 
Para el siguiente ejempló' se,utilizan,,varias· propiedades'deCraélical de Goldie, Z2 , 

:::;:~'.:.:'.::·:,:;~:;~~~~~iI-!l~l~''i~~2:.;~ro·'.·: 
chcal exacto 1zqmerdo y que Z:i:es el:radica1'exacto:1zquierdó·'asociado a.Z .. ,Al 

-~ ·/ · ·: ·.: " .. :;·.r~1'::::..-~".".xi·s;.\·.f:-:-·,;:,_.··, .. :. (·;.. ... ~-;.·.,s-:1·::·;;!, .. -~- ,;,;.;~t~.~ '.§f-.,·~;.~:r: , "·l· ;,,,"":.~:":~':}u-:.- ._· • .: \ \ 
radical exacto izquierdo Z2 se leHama el radiCal de'Goldie>Ahora'bien;'considere-

!'.':. ,_•¡. 

mos las siguientes clases: "· .':?:c:-c- ·<:;:!!>\::.:¡,> · , 0i 
. , . . ... ·--- ::-.<.~-... r~-~:i/ · ·_,~t: · · .:;;.: 

(i) 1Fz
2 

= Fz ~ {i\tl E···R-M¿·d'_:.j'-Z(M}:; 'O} :~. 
· :· :~-~·:~~; .. :_.r .--:~:~~-í·::.·: . .>·<·-.- 1~.;_:;:_ ·-.~ 

(ii) 'll'z, ={ME R-M~<l'T'z;(M).;,; in ' - ··~ ,' : . 

. , ,,;<_>¡_-~---,f,'_<~;,;~~~~~~-,, -" . . , ... '¡~\~: . . ' . . 

Por la.biyeéción entre: radicales eXáctos,izqúierdos,:Yteorías,de torsión hereditarias 
. ,' :::. ..,-: .: . ·.~· -~·:' ·" :;:_: .. ·¡:;,·: _.,.. .":;' ·-'\ ; . '.', . . : . ' . . »!.':" '. ': ~-' . . ,)} '-~-· .·,. f,'· ~-:;:.·. ·_· .. '.;: :·' .. '."·. ,,- ·;.,.: ... :. -

se tiene q\le rz; ':'? (Z,,:i.,')l'?~; lFz~) e~ una teoríá de. tor~i~n hm'\Jdit\J-ria. A,cont_inuación_ 
.. ·. : ' -.. -, .. ·-----~ ·:'. ·~ :-.. -·-,:~.· ·' . -- ~~·-- ·._ ·.·-:-·- ---.~ .. :-- :.._::-'-."-.º<:··,_-.)-:. -_-:---~~-_--<--.. ·, 
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veremos que 'll'z2 es cerrada bajo cápsulas inyectivas. Primero recordemos que para 

. todo M E R-Mod se tiene que Z2 (EM) = E.(Z2 M) (~er apéndice). Ahora bien, 'sean 
ME 'll'z2 y E(M) una cápsula inyectiva de M; Como Z2(EM) = E(Z2M) =BM 

entonces EM E 'll'z,. Así que Tz. es é~table y por)o tanto 'll'z. y lFz. son ;cias~!i 
naturales. 

A cada clase de R~módulÓsizquier~b:~I~ pode~~~asociaru~acl~e·:~e~-:Mul~s· 
izquierdos, qu.e lla:~~ejjs:~1'.~~~~z~J.f~i&·~~t:?~iff;~·)·¡jrq{;;~~1,.~/-~N:··:;]~;}~W:ji~:)>'.:'~.· · 

Definición 1.1.5.: Sea•:.ó. !úna :cla5e'ino;vací8: dé '.'.R-inódúlos. izquierdos,:; la·· clase 

~~d!~~illii!!iílll,~f '..rom~~ 
. , cctS';,;,{M:e'.R~Modl'¡)ai'a;tod<iO'#''N,'.súbmodulo de M, 

. .,,, ...... -·/'.'º~t)_;:.~·!,{~:·;:¡~··-~;·,~:·:-:·;rf~-~-:~~~~i,:~: 1:1~f/;.\.: .. · .. ('.2::·· ,:_---,-" .. ·- . 

L~ mód•loo q•• ;;.:~~;tcz~~·l¡~if;JJ'.':~:.O HE l>}. 
-.::··_·'.;;.::_;·;:.:.:_ -

Observemos que c.ó.: y{por:lc{tantó cc.ó. son clases cerradas b~jo submóduÍos. 
'':_.--

Proposición i:i.6.;si'i!'~W~J~¡~~ riatu~al entonces cti es úna Clase'ndt!l~i. 
·'.::;.; ... ·_,_··~7-~--~,<:r:-.. .. .1. :~.;··-_-.;·;. 

Prueba. (a) Es claro qÜe)::~:es cerrada bajo submódulos. (b) Se~ñ;l~ ~ '.cA, 
cp : M -+ M' un isomorfismo y O # N' un submódulo de M'. SupongamOs que · .. 

>:;··,':','.:'\'.'-~· ·.·,··: :::· .· - ·., . -.. ·• ··.: ·~;-. .-,~.-- .. :·:1'"•:' .. ~~t..;.;,b-~-~-·-:_,··_:t.-.-,_:;·".; . 

N' E .ó., si se de.fineN~:=' 'J'(N'Y~ M. entonces NE .ó. pmlS JVi~ N:,1 eo~;)<>, cual · 
contradice que M E ~¿if.;Á~Íqu!iN ~ .ó. y por lo tanto M' e: cA:;i(~) ,Se~~:{A,f~,}~€Á , 
una subfnmilia de ~~}o iN 'ún s~bmódulo de eM0 • Sup~~ga~6~·'~~~'.:zv e .Ó. y 

7 • - '!~··";· ··:<' · .. ~'"-~' ·-.:¡_.;'(·•'',:_ . . __ : _,..-.,., - . ._ '. ·. : .!"~· .--~-·.'.,_-.~-~-.,-~~:~~-'."~-~--~·.::,~(-·:'::. :.' •• 'J' 

sea O =fax eW;'Por el'argumento.de laproyección,'existúe''Ry:.me'M~ para . 
á1gunáar'e'A~a1'c¡ue·Mx· ~ Rm ~ ú~. Como Ne .ó. ~nt~;nceii~n~',~K'.,.Lo qué.· .. 
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contradice que Mo. E cD.. Así que N rf.D. y por lo que (f)M0 E cD.: (d) Sea ME có.., 

M ~. E(M) su cápsula inyectivayO ;6 K . . un submódul~ de E(J!.'1) •• Su¡>!lngamos 
K e ó.. Como O ,¡, k n M • ~ K entonces 1("n 'Ú E=i·· D.: L~ c~ai · c6nÚ~di~é 'qde 

M E có. .. Por lo que K .<f. ó.' y E(.Ú) E cLXr.Por .lo ta~to cb. es unii. clase natural. ' D 

La siguiente proposicló~.;i~~tr~·~¡~~'~bdf clase ~;~t~ral···~~···qérra~~ b~j6·exten-
siones. · ;- ;--':-· i:;:.:} · :--~~,·~>:7 .:-._ ,¿>· "~ ;: · _ l·.: '; -;,, 

:::~~·:~~.';¡~r.íllllll~~~~c#:t~.,~~·· 
Prueba. Considere er sigUieiité;é:liagrama:'· . .<t>}\'.; :,>"• · 

; :,' ~~~'~¡¡:~J~·l ~-: :;~: • . : 
donde P ¿~ lá· ~Ü~~~~faiáií::;~e( pdn;,er c'uadro. Obs~r~e;nO'~ q~e el diagrama es 

cbnmtitativo y qUéia%ti~a· sucesión es e~~cta [ver Apé~di~e]. Ahora bien, tenemos 

queP "=B(M')(f)M/M' pues E(M') es inyectivo. Como E(M') y M/M' pertenecen 

~ ·Á entonc~s P E Á. Por otro lado, sea x E P tal que h(x) = O. Como O = ph(x) = 
g(;) 1into~ces x = f(y) para alguna y E M'. Así que O = hf(y) = ji(y) y por lo 

tanto y = O. Esto implica que x = O. Por lo que h es monomorfismo. y entonces Jvl 

es una copia isomorfa de un submódulo de P. Como PE Á entonces ME D.. D 

Clase natural generada por una clase de módulos 

Observación 1.1.8. Sea {D.;} una familia no vacía de clases naturales. Entonces 

se cumple que: (1) La clase nó.; es disntinta del vacío pues {O} pertenece a D.; para 

toda i y (2) la clase nó.; es natural. 
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Como consecuencia tenemos la·siguiente definición: 

Definici6ii 1~i.9; Sea i u~a familia de R-módul.cis izquierdris,la clase 

(T) = n{~ E R-Nat 1 'I');;; ~}. 

es la menor cl~e natu~al ·que·. co~tiene . a• :y· y. es Ú~cii~k lÍcl~e •Itatural. generada 
por T. . .· . ·:;. :•,:,·'.y'/ ·,: .• ' . 

. ' ',,~.-,;·,] "~: '.~ - ' 

A. conti~Jii~Ú~~se'~arií'ti11~·~ai~ct¿~¡~~~{Ó~\a~··¡'j~l¡&i~\~~tJrá~~s g~íi~r1M~·por 

::;::}~~1Ú!~~i~~~};~~.'.~•~:~i~#~~·~·i¡:<ilA;~~~•.~.~.~. 
natural f¡énerada poT-,.'T ;: Sea X la· ~lasé~de todos '.los m6dulos _iio.morf~s ·a. u~ 

· . subm~d~!~'}~j'{.~1~~e2f ~:.:dl~T .. :t~to~cj s:'.~u~;le •. 1f •s:if ji~Jht~~~'~·t{ :,>;: .. • -:é··• · ·. 

{i) (1') .;;;,,{M E:R~Mod l"e:dste{Nj};e.I ·~ i,';y'tiiiste M<-:+:s(fi>ieJN;)} 
~ · .. · ./~·\:-~;;;::·J.::~;}(:\~~:'.::/:)::{-~: J?:, .. ~ · ··.:: ~;;:~ .. :~~-: ":;,· -: ~::;~.- .. ···--.~:-~-~<- ::>:~:-~-::.:::·L.:.-~-~--~:g::;::.';;?~~;_-~:·j~~~~~~*~::_~~:~~i''_. ;:

{iiJ (1') ~{ME R-Mcid 1 eX'iste {P;:~ N;};€í. ;N; E T;·''e1ii.JP/<,;,iM}' .·, 
_ ~: .· ~=r ·-~ •• ; /J~f·:?·?+:./:~:)}~~~~~:( ~iy::r. ·.~>~:.:-~: :'.~t·.c-_ ·~~ ~ ·.:::·~s~/;~~~:~f~5:.(?f~,'.i~~ ... ~·~i}:~ ,~~:~,/~~~~-tL.~. ·:. 

{iii} (1') ;== (T) ;=: i:c;'f;={M;E R.~Modl.vci~4:t~do:~ufi.iri61u_ló-;o,~.!f,il~-,M,-

p,..:::i~.1:~~~t~~~;i~~~$~!~~~~~::;~~6n. 
(i) (~) Primero ohserve~os ~Úe Y'ris"~;a:'·é:i~lri~~ÜÍ~l: .(~j y (b) Es claro que Y 

es cerrada bajo submódulo~ y copin5 iso'iii~rtiiS: <·c~)'sé~'{M0} una subfamilia de 

Y. La siguiente familia de nionoinorfismo~:· k/0 2+ E(ffJ¡
0
N;

0
) '-t E(e0 EBJ

0 
N;

0
), 

induce un único monomorfismo: e 0 M0 <-t'E(e~e~)V-;0 ). Por lo tanto e 0 1'vfo E Y, 

así que Y es cerrada bajo sumas directas. (d) Sean M E Y y {N;} una familia de 

submódulos de 1\1/tal que l'vl '--> E($¡N;). Si M' es una'extensión esencial de M 

entonces tenemos que M' <-+ E(Ea¡N;). Por. lo .tanto M'· E Y, Así que Y es cerrada 

bajo extensiones esenciales. Por lo tanto Y es una .clase natural. Además como 

T <,;,Y entonces (1') <,;,Y. (2) Ahora bien, notemos que si ,ME Y entonces Mes 
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una' copia isomorfa de ún súbmódulo de la cápsula inyectiva de una suma ~.irecta de 

eÍementos de Y. Por lo tanto ME (T) y Y~ (Y).· . 

(ii) (~)Primero obsservemo~>que Y es una cláSe,·ñaturaÍ. (a) Sean M E Y y 

N u~ 'subrilódtilo de M. Con~ideremos la sigtÍiente famili~~· F ,;,; Ú.H;}· I :. H; e~ 
un sub1nódulo de N y H¡ <-+ Ni E T para alguna j y 'EIÍ¡ ;: EBH¡}:' E~¡'~i;d·{P,¡} 
lma famÚia de submódulos de M tal que para todaÍ,'P/;··Nj~on Ni E Y y 

EaJPJ ·~. M. Suponga!Ilós qué N ?6 O y sea O 7'; x'E .N;'•PfrhF~rgÚmento de 
la proyección, existe r E R, j E J y p E P; tal quc"Rri\~ ·,l_lp ~ Pj 4 N1. 

Co~o Ni e Y entonces {Rrx} E :F. Es decir láfamÍlia'J=" rio,es.vacÍa: Además :F 

cumple las hipótesis del Lema del Zorri. Sea{fl;} 'un máximo.de:J:'. Observemos 
! .. .! \ ·~ ~ -·~- .' "·.-·. : ·: .· .. :' .'. . "... . . 

que E!Jf/¡ ~. M. Para eso, supongamos que ü"'f'[<es'uri'súbmódulo de N tal 

que EBH¡ n [( = O. Supongamos qué O ~ k E kerito~~e~f ~e;~· eÍ ~rgiíinento de 

la proyección, existes E R, P; y q·e·P;'tal~qu~füsk:':~;R~·'i;. P1: Si K' = 

Rsk entonces K' <-+ Pi <-+ N; e T ;i.EaH; né =\Q_;{~sí.q~~ {IÍ;} s; {{H1} u 
K'} E :F. Esto contradice que {H;}. sea Ún IIl~i!Il~:d~ J=," •• Así que [( = O, y 

entonces EBH1 ~. N. Por lo tanto .LV É Y ; Yr~s ~~¡;~a b~j~ submódulos. (b) 

Es claro que Y es cerrada bajo copias isomorfas. (c) Ahora verificamos que Y 

es cerrada bajo sumas directas. Sea {M.,} un·a subfamilia de Y. Para cada a 

existe una familia de submódulos {P.,J talque.Ean;Poj ~. lvl.,. Así, tenemos que 

.Eao Elln~ P.,1 ~. Ea.,lvl.,. Por lo tanto, E!l.,M0 E y; (d) Es claro que Y es cerrada bajo 

extensiones esenciales. Por lo tanto Y es una clase natural. Además Y ~ Y, por lo 

que (Y) ~ Y. (2) Ahora bien, notemos que si M E Y entonces es una extensión 

esencial de una suma directa de copias isomorfas de submódulos, que son elementos 

de T. Por lo tanto Y~ (Y). 

(iii) (~) Primero observemos que T.~ "f .~ (Y), porJo que (T) = (T). Ahora 

veamos que cc"f es una clase .naturaL (a) y.(b) .Es claro que cc"f es cerrada bajo 

submódulo y copias isomorfas. (c) Se~n'{M.,},una su.bfamilia de cc"f y O ;6 N un 

submódulo de Ea.,M.,. Supongamos ~lle O ;6 x E lf .~~tón,ces, por el argumento de. 

la proyección, existe O ;6 r E .R yy e M., p~rá 'alguna (Y tal,queRrx r::i Ry ~.M.,. 
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Como M 0 E Y entonces existe H ,submódulo., de Ry tal que H .E T. Porlo que 

Rrx ET y por lo tanto NE cc"f. Así que Ea0 M0 E cc"f. (d) Sea ME cc"f, M <;;;_~ M' 
y O i' N<;;;_ M'. Observemos que O f NoM s:;; M y además Nn M E,~~y;¿E:s 
decir, existe HE N n M tal que J! E.Y. O~ Hs;;; M' entonces M'.Ecc"f. Aden1ás 
Y r;;;_ ccT, por lo tanto (T).s:;; cc"f.,,·. . , , . ,· . ;,.;,; .:~;;,:;;,· 
(2).'Sea M E. ccY: Con~iderell1~sla'~igúiente familia: :F-".=.{{H;}(S:; .. T~~al,qu,e 
H; r;;;_ M par~-t~da i y EH; .;,. Eall;}. Como M E ccT ~xis.te,/J'':E'·r\):aÍ~que 
ci i' H ~ M,así que.fno e~ vacía., Además :¡:.- cumple las l;i~Ó~~~¡~:d~LL~~n~ . 

==~~~¡:';.;~j,,;tf R::•::.:.~':";m: ::::;;,~:kJ~~l~~o 
K E 'ccT ~nto~écs .existe O,~ B submódulo de K tal é¡ue .H É,Tf'aiif; n j:¡'·~; o.' 

·.; . 
•.: 
'M. 

:.:·:.;'.':',:;,:, 

(iv) .•(M)¡= . .{N1¡paratod~ s~bmódulo ~-~.L:s:;;:~N,';'.~iste o,;';6?H,:r;;;_•Ltal que. 

c~r~~~1irif ~~~JJ~j~~f~~,;~!~~~> .. 
Corolario i ~ 1.12: Seaiu~: y. L:S.1 dos ciasc8 i{atllrales tales que L.'l. n L.'l.' = o. Entonces 

-. ·. -:.· ··: ;'.·>· .. ,.~::'}~·-· ;·' : .. ·.~·~:\ .. ~" :~; .• ;,-_,_ .. -, .,.·.·:··:: '.-···. ·-'~'-:: ·- .,.::·' '::·:::···~ :: : -~~~.~~·.::-; ··u:';.,.;~_'1;~~··:'i'.:::~;:.'~: i!-:': '-~"' -:} ·. ' .. ; . . , . . 
(~U L.'l.') ;#;{.A:( E:R~ModJcxistcn:M¡:y':l\12 submódulos de M tales que !v/1 E L.'l., 

.Af.2 ~;~':i';~i~·,~/1¡~ ~~ ~J-'~\. ;;¡{ '.:;;::. ~~)·';.; ':'-;~-.;-,,,' .•. ' 
Pril~~~f·'c\;;Fse~·,\,¡.>E.(.Ó:-Ü~i);,EJt.~Íide1 i>'cir ~l illciso (ii) del teorema anterior 

se ti~~e·q~-e: ~~lsten .P; .:../N;; N/e'ti'ú 6.1 taÍ qÚe EFJP; s:;;. M. Sean !v/1 = Ea{P; 1 

P; "-+N; 'e 6.}' y M2 ~·${P/ ¡' P; '.-i; N/E L.'l.'}. Por hipótesis M1 n M2 =o. Así 

que Úi. EfJ AI2 C;;.·lví con M¡ E LS. y Ü~·É b,.i. (;;;>) Sean M¡, M2 y ME R-Mod tal 



que M1 E ~ y M2 E ~' y M1 EEl l\t/2 ~. M, Como M1 E9 M2 E (~ U~') entonces · 

ME (~U~'). D 

1.2 R-Nat 

Se denotará como R-N at a la clase de todas las clases naturales definidas en, la 

categoría ele R-Mod. En esta sección se probará que R~Nat es uri conjunto: Además 
, .. ·r 

se demostrará que R-Nat es una retícula completa de Boole. ' 
.. ·~: ;-· 

Definición 1.2.1. Sean Á 1 y Á2 E R-Nat, se define un ~rden'parci~l·e~'R-N~t 
'' ., -: ~J.l ~:; ~' '~·-,;; :.::~'.,/;\ -,. "". 

·::~;;·:~.~¡~;:;~;~~¡.~~;:- :i~~~-~¡:~:~:-~W.f ::.l .·-~;i~:.: .-, 
como sigue: 

- . :.-:.- .· .\ .... ,:.~:<v. ,~'-/'.¡:q:_.';t·.~x:,'.;·~~~>'" ·: ,_; .... 
R-Nat tiene a {O} como elemento menor y a R-Mod comoelt)'.11ento mayor. Se 
denota;an como las clases naturales o y 1 respectÍ~áiJ;~~i~:'''s~~·:.¡;c~~·'~brt}~~t~ y 

· , · .... ::-,·._,:)·:/~--,':··;.(_"¡~:~·h·_::,.,··;.1 ---r·,:·-, .. ~( .. 1~"': . 
{.ó:; 1 i E/} ~ R-Nat. Se tiene entonces que las operaciones d~''.fofimo Y.supremo 

.·.está~ definidas en R-Nat y se caracterizan comÓ sigue:,. ·: '
1
' :'}/.'.' ·:'' • ' . . · .. 

(i) t'.\{~¡ 1, i E J} = n{~¡ 1 i E J} E R-Nat 

(ii) V{~¡ 1 i E J} = ({~¡ 1 i E J}) E R-Nat 

Proposició,n 1~2.2. Sea { N;} un subfa171:ilia. de :R"Af~d'!'.Bnt~nce~: 
(EElN;) ~'V(l•I;)~' 

r.·,;··· 

Prueba: (~) Pam't~cl;.\ se tiene que: N; E V(N;). Entonces EBN; E V(N;). ~or 
!~~~e (ef.i):,.¿iV(iv)······(~).P.ara toda i se tiene que: (N;)'';;·(EEl. N..·.;r ·E¡;-t~nces 
'\¡(N;)~'(G)Jvi~;. :

1

: D 

·,R~N~fiesf~~~·rétícula completa 

.Para'. c1:iri6~f~~~ que R-Nat es una retícula completa basta ver qu~ ~~ un cÓ~junto. 
Primcro;ha"g~m~s la siguiente observación: 
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Observación .1.2.3. Sea X~ {E(R/L) 1. L ~ Rés ~n· idealizquierdó} un con

junto completo de repr~entantes de clases de isomórfismo de cápsulas inyectivas de 

módulos cíclicos. Observemos que par!I. todoÓ •:¡, M •E R-Mod,' existe mi subconjunto 
T ~ Ú'tal que {ECRx) Í ·;; É T}.~~xi~~ ~ri;cé>Üjurito coinpletri de''r~presentnntes 
· :. ., · ·.. .. :¡ : : .·-:.'- -. <·( · .. ;.'.;,-)-. -.~'::"·,, · ~·. :;· : .;, .::.,-:. ·.r::\.:;-: ".'·:··'· · :-."'·: :·;j ( >,.,. -;:.: . :~··_--.:·. --.: · 
.de clases de isomorfismó de cápsulas inyectivas de los submódulos Cíclicos de M. 

i~~a _i;~:.~;;)i~i~r~lf,;;,f~~~~~:f i~~~:~1;:~~{~l~I~tf:f !l~~%i!~·d0~;: T ~ M es 
el subconjunto:qtie 'se'.•'describió 'en ·1a·:observéiCión<'anteriór.i;.'Entoiú:es se tiene que: 

.· (k~~ ;:~.~~·1i;,,,.~,.;,:~í.~~;il~·:··~~··: .. '.T-.~:;\':J,·(;xr·?DJ~{:'J ¿¡r:·l1t~[111:~~;:;:~·_::·.-.· .. ·. · .. .. . . · 
.Pr,uéba:\(~).P?f,él.liin}adé.Zórn;'elCist.e·{R.:i;¡},·ünafamiliairidependiente máxima 

;,~.1~~~1,E~~I~:~r~r~~:~A~?~~t~~~1~;~~r::,~":: 
sig~ientfm9norfisírio~:e;Rx¡ ~.M., !;;B(M •. ,.):;~sí'que:;iy;!;; E(M •. ) E (M.). 

-~ .. ~- ;, : J.;.:,._;:.;/:;:(, - · )--:;;_$¡ "-:':· ·~: -:~z·.: :.; .·_-;;. , ·•:.'~ ~'/•· .';. ~·;;\·::-;·;_¡~•.-.i.-., .. '-', 0 .:0".:~-· ~ .. ,--:~~·:··!'.;;<;-, 1 .'>-''' , ¡. ;/.,f,i,.,.,·:.• .. /:;·"""' e:: ..... , , . -: 
· :Entó11~es·Jl;f..e•(M•)'Y. por.lo tant?;(M),!;;,;(M•):\(;::'.)~aia,c~dax E T tenemos el 

-;:, ·; ;:::t,.:_n.;-·;-:;·• :'i..~$:":_/;-·!:;:.'~:\'· 1 \·1::~;1~:~· .. ·ioo¡·fi_,,_,~_::'!:;:''''~·-1\~~; .,·,~-~:~::'i; ~t;iif:_';/">-· 1 :~·<1'.-:-:- --~,~~~ :,~;<~'): ·, L · 
sig~1ent,e,~onom,qrfi1?m,o:::}Cé;.~:;M;z;Entoricés,;M~1;'::=::e{fü:\I x E T} .Y. M(Tl !;; 

.': • · ·---· ;·· · ·, ,,:: . - .:::--:>;: :. :~_:~, :. "-" :,.. , ·: _:--~ -·~- ,. ! ;~., • .,_~ ~;·'~\,: .~;¿;~-~:·:· ··;:~- .,, -~»Ji· r·::; ·: ·-- -·º -i · ,~.- ·':~'.; :.·. ·<. · • · 
. E(M(Tl). Pórló:_tanto'M~ E(J\{)>Así9úe.(M~);::;.(M):.·.'<')'; .. ·. O 

-~-_:;. ::: .'-':· --~~ -:~~r~~-::<~cc~~>.: 1

::~.: .• _··.''-~~~--, ·~<·.:·~ .. , :·~~. ~ f:.~;~~~-:;:~::r~~ ~:---~~ -)t:.".~-:. ~. ·. ··- '-::;, . '. ~ · .· . 
Lema' 1.2 :s; §ea· X:; cpmo)'_en la . obs~niación .1;2.9. ::se definen las siguientes fun-

. ::k~~1:,~~~¡~~~}~!~ilr~!1'J ;,;:::) E~) 
y·¡ ;.}/j¡~~z"~:fü~)S'1~~d~i~:.,, ;:1'.'·· :;;:. 

Sean M1, /v[2 E R¿i.f 0J&!s1;: ~~;fi:R.~'if.~t: Entonces 
···,\: 

{i). (M1))~ (Ú2),<=>1u(iV!.)~~(Ú2~. 
:·'·,: ,. : ·f-T··: .~,_., 

{ii) La}unción f ~~:i~~,ecÚva. 

-----·. ·-----· 
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{iii) i R-Nat 1:51 'P(X) i :5 21-P(R)I 

(iv) Para toda.ti E R~Nat, .ó. = (${Rx 1 E(Rx) E/(A,)}) 

Prueba. (i) ~eco~dmTlbs.qÚ~ T r;, M. cs. el sub~·onjuntodescrito en Ja observación 

i.2.3. (~) Por.hi;óie~i~; (Ú1) ~ (M2). Por el IeiTia ant~;iC>~,' (M;~>'= (M2.).Sea 

E(Rx) E !J(M1); enton~es E(Rx) É (Úi.). Por 1() ~~~'íi(ni)''I= (M2,) ~'(M2). 
Por (iii) del teorema 1.úo, existe P, subincSdulo ciclíco de.M2~,'. t~I que Rx ~ P. 

Como E(Rx) ~ E(P) E g(M2 ) entonces se tiénil ~u~' B(~)··:E:-~(A;/2))AsÍ ·~~e 
g(M1) r;, g(M2). AnalÓgamente g(M2) r;, g(MI). Asíqui:.i!/(1)1¡}¡~ g(Áf2):, .. (~) 
Como g(Mi) = g(M2 ) entonces Mi.~ M2,. Por Jo tanto (M;) ~-(M~)}) .:; .. 
(ii) Primero observemos que para todo Á E R-Nat y M E :Ó..~~;ti~iieci~~ 1C.M) r;, 
/(.ó.). Ahora bien, supongamos que /(D.1) = f(.ó.2 ): Sea Ü É ¿:¡t~&ii~'~bséI"Vación 
anterior, g(M) r;, /(.ó.1) = f(D. 2 ), así que para todo E(Rx) ~g(M):'.e(Rx) e !i; Jo 

que implica que M, E Á2 y podo tanto M E (M) .;,,, (Af~) 5,.6.;:~AsÍq~e ~¡ r;, D.2 • 

Analogamente Á2 :5 .ó.1 y por Jo tanto D.1 = .ó.2 • Por Jo'q";ie fe~ illye6ti~a. 
(iii) Por el inciso anterh>r; IR-Nat 1 $1 'P(X)I. Ahora ~ie~;'bb~é~emos que cada 

elemento de X esta determinado por al menos un idéal'izquierdo,L Como IXI :5 
l'P(R)I entonces j'P(X)I :51 'P('P(R)) I= 21-P(R)I; 'f '•·,; · . · 
(iv) Observemos qÚe para toda E(Rx) É /(6.);.ft:1/e ~.por Jo que Ja suma directa, 

${Rx 1 E(Rx) E /(D.)} E Á. Así q~e (${Rx 1 E(Rx) E'/C~)}) r;, .ó.. Ahora bien 
para la otra contención, sea M E 6, p~ra cada':i: ·(: T se tiene que Rx r;,e E(Rx). 

Así que ${Rx 1 :i: E rj·~~ e{É(fu) 1 ~E :r}~·;M,.,A~Í q~e téheni~~ Ío0

siguiente: 

M E (M) = (M,) = (${RX 1 :i: ET})<r;, (${_& 1 E(fu) E /(D.)}). Por lo tanto 

D. r;, (${Rx 1 E(Rx) E~J(D.)}) .. A~í'qué (${Re 1-E(Rx):EJ(Li)}). • D 
-· ' ,. ' ' '" ·- '_·-- .. ' ' ·. .. -

- -¡--.. -~--'.~~~::~.-:~·-,\.· .. _¿.··.\.:;:··_f;.,.,,;·'~::-~ ;-:\;·,· ·;:··.- .. ~':., -~:· , .. ; . ..-::':i'. 
Ejemplo 1.2.6. El siguiente ejemplo múestra que I no es imprayectiva. Consider-
emos a Z-Mod, la categ~ría de:Josgrupos. abeli~nos:·-- s~~·~ ~'E N con n > 1 y A 

el conjunto de todos ICl~ ~ri~o~ ~u~ aparecen en )~ d~scoinposición en primos de n. 

Ahora bien co~sid~r~~os el-~ig~ic~te subconjun~o de X: X'= {E(Zn) = ${Zp- 1 

p E A}} ~ X. 'S~m ,.ó. E. R~Nat t~I que E(Zn) E Á. Para toda p E A, Zp y. Zn, 
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además E(Zp) = Z¡;~ .E A y por'io tanto Zp~ E f(.ó.) pero Zp~ </;X'. Es decir 

J(A) ;6 xi. Por lo quef no es suprayeetiva. 

Como consecuecia del lema anterior y de las obseI"V~~iorie; ;~~viiJ se Ú~ne que 
R-Nat es una retícula completa. ..·' . 

R-Nat tiene complementos 

Lema 1.2.7. Sea A E R-Nat. Entonces se cumplen: 

{i) ccA =A 

(ii) A n c.ó. = O 

{iii) SeN E A y [( E cA entonces N n [( = O 

Prueba .. Recordemos que si A E R-Nat enton~esc.Ó. E R-Nat. (i) Por el inciso 
.,. . .: '' ,;-,. ··:' ·_::- ~·t :·"··.-.~:-.: ·;-- ' - ." . ·. . , . ...:._'. -: ;,_::.:-~; .. : !: :i . ·,_-.: " - ' . · .. 

(iii)de Ll.10, se tiene que A= (.ó.) = (A) = ce~ = cc.ó.;; (ii) Observemos que para 

O ;6.M E R-Mod se tiene que si ME~~ e~tó~~esfuiti. Así que A n cA =o. 
. ' . ';-. '-~;_''~,:?/·/:¡~~.{.!.·· .· 

· (iii) Como N n K ~ N e A y N n K ~K e f~:.'..~~Wr:~e~. N_ n K e A n cA. Por el 
inciso anterior N n [( = O. · '''· ;. ·• -- : · ·' · D 

· · r;_".-; · ~-~:~~~~ft::_t-1:~·~:--'-'~---:·_~ · 
. . . -. <· ·-. -~~-::r~~<}~'._;:.::~·~>-:-?_:'.-· . .:··. . ·-

Lema 1.2.8. Sea A E R-Nat y C ~A úna.·cadena· ascéii.dente de módulos. Entonces 

U e .'e ~- ·- · '.»·-.:_-~,-:_•-_,:;; ___ f_;:,~.f_1~.~:_f_f;"_(_;~-_:.·.'. ;,• · . 
• "-~ \;;'.~~- .J e • ' ,. '• J ". 

Prueba. Supongamos que A ;6 O yq~~-O~JM~~·lJc. Sea O ;6 N ~ M. Entonces 

existe M0 e C tal que O ;6 N n M~(·c~iJóM~1~\& entonces N n M0 E A. Por lo 
- · ·· ·· . '" · .'::· · '·· '.'7-\\ .. __ ·;,m~i?;!d:·:<;.,:,:1~;·1 ·.; ·- -

que ME ccA. Así que ME A;:_:,,· . ' · .. , " " - D 
< . ·,_. ._, ... _« .•· .' ...... -·~.,-·_·::~-} :;-i·,;2<.:; :;i;'.·.·~~~-~--':,}·. ~).~' 

.. ' :,-· :· .. ·.:·:.': .. :::··" ''·\ ·:1: :· ·";. ·.: '. l . 

Lema·1.2;9, Sea~; E 'R':f.iat,'~•Ú/~Y'R.~Mod.' Ento",¡ces se cumplen las siguientes 
condiéiánés·: ¡, .· ".,: -, :;- .. • )~:< ·-r~~ .~;;::_~;~;·;:r¡~~t:~:~-·j · 1 • ~ 

_ ... " -. ·-_:· . ·: -~ -~«--':'.~·~;:~);·<~fJi.r.~2~:;\'.,:;.: -~'- ~,~;~_·_, __ 
{i) Eriste N,' sii.brnodulo 'de J'v[I m'áximo con la propiedad de que NE A. 

,,-. 



CLASES NATURALES 13 

(ii} Sea N Un submódulo de M, máximo con la propiedad de que NE A. Entonces 

· par~;ioÚ~Übfn&dii.lo ·H de M tal que N n H =O, se tiene que HE có.. 
/\ -: :\~·~ ··:-) 

{iii} Existen N y'[i, submod!Jl~s de M, pseudocomplementos uno del otro tales que 

·.· ~··~1r.s~'.·y;~::~~('.T~~ ~;c4-;i.>;;;'·•· ··.· ... ·. 
(iv) Ademas /Ces.'máximo con)a pfopiedad de que J( E có.. 
: .. , .-· _:-:;::--' ... -:;:;:·~::;·:~_.::~:~;~: \.J::tt~\i~~zi-~i:ú~~~;L.~?~{}).:_::}~~~::~: )t>-' '. , -_ .- _ 
(v) Para ÍÓs Íiubmi5dúlo8''.ilelinciso anterior, E(M) = E(N) Ea E(K) con 

E(N) ·e %.>v~É(i<') :¿···;·~·. L-. ... ·.·.:.\·.~ /t·"' . · · · . 
,_';o o•.';;,"~.'~";:.~(,, . , '·> · .. '. - ·-:_. '<· '.,;;·,~ .. :. -:)~~2-.'/¡~~Ji.-:~~)::;-:f'~=:~-"~;,:' ·.-·;·. :·_ . , 

Prueba: (i) Seá'~::;,:]{N'.s;'•MJN E ó.}. Por el lema anterior, :F cumple las 

hipótesis deÍ L~rilii'.".<le1";'z6ill:JAsí que existen submódulos de M, máximos con la 

· propie<l~d ~~ ~,er~~r:i:Tf'.:'~ 4; ;} . · 
(ii) Sea N \; lVhtaI;cjué,es máximo con Ja propiedad de que NE A. Sea H \; M 

•• --<' .. •• ···_:; - o:<\'!"' -,;:J:;:J, :·.-: '. ' - '. 

tal que N n H ,,,= o:'~Veamos que H E et.. Para eso, sea o ,P T submódulo de H. 

Supongamosqu~T ~ ¿{{e~tonces N$T E ó.. Como N es máximo con Ja propiedad 

de NE 't.·;e~tcihces''N. ~-Ne T, lo cual impica que T = O. Esto contradice lo ante-
.- ', -,,,>-:_.,.,f.r.-... ':··,;:_:.":"-,- _-,-· 

rior;'Así:qúe.T.~ ó.'y por Jo tanto HE có.. 

(iii) Sea N subm'ódulo de M, máximo con Ja propiedad de que N E t. y J( 

sul)fr.¡ódulo ~e·.M, un pseudocomplemento de N. Por el inciso anterior, J( E cD.. 

Ahora bien; sé demostrará que N es un pseudocompleme'nto de 1! en M. Sea N' un 

ps~Üdo~omplem~nti:, ~le K en M tal que N \; N'. Vmne>s'a cÍe~ci~trar que N' E t.. 
Sea H' sub;rió~l~lo d~ N' tal que H' n N = O. Pri~.e~()·:¡¡~~~ry~~~~ que H' E có. 

y entonces H'. _e K E et.. Así que N n (H' E9 K) =:". O.¡.qoU1~ K,;.es pseudocomple

mento yJCs; H' E9.K •. entonces tenemos dos casos-K~~;Bf;eJ(():M = H'E9 K. 

Supongamos M = H' E9 J(, entonces M E có. y N == o/có'irio-J( c. M entonces 

H'. =0. Ahor~ ,bien, si K = H' E9 J( entonces H' == o:.?Asf C¡tÍ~~N ~. N' .y por lo 

tanto N' E A. Como N es máximo tal que N E A ~ntClriCE_lS .. JX:;~~ ~'· Así que N y 

1( sori pseudocomplementos uno del otro. . 

(iv) Supongamos que [( es un submódulo de Y y qué T E i:ó.; 'Como T n N = O, 

-· ~···- - --- -------------------------------
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por el inciso (i}i) del lemal.2'.7, entonces l(= T pues]( es u¡¡, pseudocomplemento 

~:)~-can N,, ,K. é';M{como'.~1 inci~o, ante;iiir. ;,C,omo !{ e K .~ •. M ·entonces 
E(M).= ,É(f(f!jk) '':;;,pJ(l./) i9E(I(k: Ade~<ÍS N-~;6. yJ(. E ct:.·Ímplicán que 

E(N)_E t:.y~(Í~A·~~.~~~:.;~~~2\i~f'.\_:~/;~;}1'¡;,[~~:,,f~rJC:~·'.H; : ::-;-: . ·,··· : , ..... o . 
De aquí en adelante:· dcnófariímos/cómc)_:McAii!;,M, 'a los submódulos de M, 
. . · ·: .> ..• i/'.:"·'::k.'l··,~'"'~<":::~I:;:;,±<;.,A·:~·,f~.~· 1~;:;J.:. -:..,i~.~\~}::~~~:·~: .'. ~7/.~ ... <><<;::" .. :,;,:-1- : ... . . . . ··.,. (: , :,:.. . .. 

máximos con la p:~J>i~;1:~0,¡~~~~:2Jt~n)<~f~~:~r--L:·'. y:: }C. :',. y.·: -

Proposición 1.2.10;,~ean:.ND.~ Il-MÓa y/Me/;.> _!;;;M, u~ su~módulo, máiim.o ,eón la 

~~~;~;;:~~J~iil'~·~~~~:~~~·t2;M,.,.~ 
o -~~Mcai··~;L'.'..-.¿.yM;;;¡·-,.¿,o .. >ú1· 

~::,~::'~e;Zt~?J~~Jf [~i~~~~~~~~;:~i;%f Mt~,:,: :~· ~ 
Los submódulos Mc6> y'.Mc~)'rio_i;¡on},Íllicós por leí t11:nto si M tiene una descom-

~- · ·:· .. --·'d•¡J,-~.~ "'Jip-,1\1~i·.f·.~'.:n-.··~ .. c¡).''1~-.- .. '< ·. .- · 

posición, M(A) e M(eA) ~e ,M.en~_onC,e5 'no es única. A continuación se demostrará 
que existe tal descornposiriióri ; q~~,~~'.úri{;;~·s~ivo superspectividad . 

. -· - • ',','.?_,:·"· 
';.~~,º 

Definición 1.2.11. Seari·;A y B:dbs~~brriódulos de M, se dice que estan en super

spectividad si para cualquier 'sub~6d'úl~ D !;; M se tiene que M = A e D ~ M = 
B EEl D. Ahora bien,· una disc~tiip~icÍÓn de M dada por M = A 1 e A2 se dice que es 

única salvo superspectivicl~d ~i'p¡;a; cualquier otra descomposición, M = B 1 e B 2 , 

A; y B; estan en superspectivid¿d '~ara· i = 1, 2 

Teorema 1.2.12. Sea t:. E R~Ndt:y,M E R~Mod, supongamos que N 1 e K 1 !;e M 

y N2 $ K2 ~e M con N¡, N2 E t:. .Y K 1; /(2 E cD.. Entonces: 
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{i) E(N;) <;;, E(M) y E(K1) <;;, E(M) son.submódulos·de E(M) máximos con la 

propiedad de queB(N;) E ó. y E_(K;) E có.~ 

{ii} B(JVj)EÍ) E(Ki)c¡,: E(M) ',:,• E(,N2fEB;/fJ(K1); ,,• 

{iii) E(N1) ~ E(N2) y E(Ki) ~ Ecl(2) }D _:: 
{iv) Existen H1 <;;,. N1, H2 <;;,. N2• yf: Hi 1~~H/un iso.morfismo; 

(v) Para todo M E R-M~d;fo d~s:d~~~~si~i~~·~-(~) 'L ~(Mcái) (f) E(M(c6J) es 

única salvo superspectividad. /:1.(:üi ,-,,y (;~, ¡:f),;~-~'. 
' ·. =··--·-::1~-:-~·,,,,_~.: .. <:.:'•;_~· .. ,·-i\~ ... >·::.;:·::_.-:::·.::, '· ... '.' 

P~ueba. (i) Supongamos que N 1 (f)K¡ =;= M§ilj.J.(f)'K2 i_:'y 'N;;'1<;' son inyectivos 

para i = 1, 2. Primero, observemos qu~ N~;''.~ ::~·.j,;;;'.áe'ni'ás ~s ~áximo con esta 
':- -., ·-~~'.;~::' ,~;"·:t;.e' .. :/':::, ·, <: :,,·· -'•., 

propiedad. Supongamos que N; <;;, L <;;, JVI;'con~:L',E'li: Observemos que L n K; =O 

por el lema 1.2.7 (iii). Como M = N1 ia:K[é~~~Íi~~~ N; es máximo con la propiedad 

de que N; n K 1 = O. Así que L ~1 Nf:ó·ii .;:·:M. Por lo tanto N; es un submódulo 

de M; máximo con la propiedad d~ .N/~ ;ó'.; PÓr el mismo argumento K; E có. y es 
má.ximo·con esta propied~d. '..·.• ... "' i'i'. :····· 
(ii) Ahora bien, pare! Íein~ i.'2'.1 (iil), N 1 n K 2 = O. Consideremos el siguiente 

diagrama:_ 
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N~ ~ N2 tal que Ni ~ N~ ~ N2. Analogamente;· N2 ~ N( ~-Ni·· Por el teorema de 
Bumby, Ni ~ N2 • '. ,--";7'.:,,{,c. <·---

(iv) Sea tp : E(Ni) .,--+ E(N2) un isomorfi~m~. Consid~re,el ~igul~rit~ diagra~a: 
- . ': . ,· _'. (':: ··:.:·:>·: .. ·, ~·-~ .. ~- '·.:.-.'.~'.,;- .'.:":-~:< -<:'.>. ':. >-: .. \· 

.. º ~ ~:10·)1; fü~~Yf"T 
. ··-• .. _·.. º. ~ N,; \.:,;:RJ;''.: .. }~~~~r~)~: .. -~:_·. > : . .· . 

· ComoN2 ~e E(N2) entonces ip- 1(N2) ~. E(N1);:,Séá.'Hi':=:Jlf10.P7,1(N2). Observe- · 

mosque 0-/:- H1 ~. E(N1) y además O #Jh1~f•í\f{~·'.Ahor~;~ieh,s~aH2·=,'.ifJ(H1) .. 
Es,clarn é¡~e H1 .~ H2. Veamo_s quE\_ii~:i~~SiY;;;,~'.~ii;~l'.#,i~~.-~'.lV~~ Á:~Í:~úe 
O f:. L' ::= ip-1(L) f;; ip-1(N2) Ahora bien-O·-/:- 'L'. n.N1;:r;.adeniás O,;{: L' 0,Hi'.' Si 

O f:. _x E L' en~onces O # ip(x) E L n. Iff r:~J;',1~~€,~~f~.!l,,t~'i.~~'.,~/i~;:}~~;i¡\;{;.:'.;~{;}:: 
(v) Considerese dos descomposiciones .• _dé:·•E(ivI):~¡,\k_(Nif;'ffifE_(K1).:~f=:' M: = .. ·· 

. - - . . . ,' . , , ... ··.·; {.t,.:'.·~>J··'-<:;:.~:.' ·:7':';~,-·: i;,.,:.:e:: :-,;-~i::"'.: ;._,c:';".;~,·--f,'.;.·r- . ·:.·< .' ·_:,. _·., 
E(N2) E0 E(K2) con E(N;) E f;. y.E(K;) e_cf;.;;_Pcír .. el.inciso: (i) y t'odó'.súbmódulo 

- , . · . - . ·: ·. -" ·._;_ -~-·· _·· . .;:'-"':·-:;_ <'·-!.'•0'.~--~~~<·''.°{I\f.~· ~:>t~:t·:-;~.'~•-·-:,...'.'~·~;<:.'l.!o>.~t;'d. ·.::-·•·:.,: ·_-.. ·. · ' 

C1 ~ M E(M) = E(N1) E0 E(C1) si y soló si E(N:.i) Ef>:B((J~);)=~orJÓ que E(N1 ) y 
E(N2)._estan. esn sup.~r~pectivid.ad .• ,,.·}:f~~fok1!;~,;j~~~;J;{I.;{'j?f':t[{•'':.~---_.: ... ·.. · '·· D 

Corolario 1.2.13. · Sea.6. e R-Nat. Entonces Iá clase iuitural éó. e R-Nafes única 

con. respect? a.,~~ ~igriin,~e:sgropi~d~d~s:. ;,;·:; . =·~· 
(i) 6.Ac~:~o .;Y,:': ... _, ...... ·· :'.; ·:, 

. :.~:~. ·. \ {·\~}{t~~::i ·, : :,~;:·~-~ 3-~---~./~~'.-,:_:, ·,. : .. '_¡ .':··; _·,j:~-( .: : ; ·~ 
. (ii) 'áVcÁ;;,;,R~Mod 

;';~ .. ::'"'~···<·:,:,~:<.~~~ .. :~¡ )/",: .·,,,c:_r"_ '. ';:' .. , ~: 

,.,.;,-

Prueba. (i) Pi>ri.2.7 tenemos C¡üÓ 6. 1''%:·:=:li ri~_ó.::;, (o). .··::-··.•-. · •· .... · /_ ... 
(ii)Recórdemos_q~e ti V cf;. ;,;;({6.:' cfi})'.'~·:Ji=Mcid. :P~rala'otrii<:onteilción;sea··· 

· · M:e R-Mod:• Por 1.2.9 e~ist~~ Úc.ii e :s~ 6."-vcf;.·§'•M(~~¡· e'~f;.·~;L:\vc~tal. 
que M(AJ EBM(~AJ f;;. M. c~~o'M<A:)Ea'M(~AJ ~~vcti 1~rito~desM'e:6.'V~li:·:·Por 
lo _tanto f;. v có. = R-Mod:· AhÓril'>bi~n:·;p~r~'mostr~r•ia i1ni¿idad;' ~ea;T.~(A· tal'· 

.- ·- :. . : . . __ :. : :-:.:. '/!·'.'.;,.:,/:• ··.·:~ ·:'.~ \'.': .·-.' ::::_'·: · .. : . · ..... ,:.. ·.': ~.-.· ::.'·. 

que: i /\ f;, =O y T V~ =' R~Moil.\Prirriefo;'observeinos que T ~ có._. S~a M ET; 
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y O f. N r; !vi. Como NE T entonces N f t:. y por lo tanto_ M.E cA.,.Para la 

otra contención, supongamos que !vi E et:.. Como !vi. E. R-Mod= T' V t:. = (TÚ t:.) ... ·- ., , .. , - ' .. , ., 

entonces por el corolario 1.1.12 existen M1 E T,y ~_/2 E,A,,,tales que;M1eM2 :r;. M~ 
Como M E et:. entonces !v/2 E cÁ. Así qu~ M2 ·"e Ó y:~¿~'.:16 i~~tX11i,' ~. M. Es 
deciÍ', !vi E T. Por lo tanto T = cA. '' ' .. ,:;::o.;Y,-.. 'i>$'r \:;·.: +::· " :;i. O 

,,·,c. ,'~~··._ •>;· .~".""·;;·~; -,-, 

Así que para cada A E R-Nat exis\~_--s·~:;~d~-~~:~'.iii~~;td;~Ch~-~;\_:/.~ _{_ ;_-.-. 
Corolario 1.2.14. Sea tT_= (r;'ll'/F;) Ü*~-Ú~~Í~-~e"tbisióri:Íi~reditariii y estable. 
Entonces 'Il'T ~ c(IFT-) ;- >< :-:--f:-.':-~1 ;\~<:ú ~:~,~_C;:;/ ,;~ 

_:,,';._ .,".::: .. ,-,~, <-,,· 

Prueba. (i) Es claroque 'll'T A IF'T ;,; 10' '•-r•··.· / 

(ii) Sea !vi E R-Mod entonces r(M) E''ll'.,:. 'Sea"K r;_:M uri pseudocomplemento 

de r(M). Ahora bien, como r(K) = Kh r(M) ::,·oentcmees K. E IF'T. Por lo que 

o 

R-Nat es distributiva 

Lema 1.2.15. Sean a, {J, 'Y E R-Nat . .Éf{tb~be~ \·~ . · 
-_ 1>0·,.-_, - ·-:'.>'. 

ca/\ Pr·v c'cikW'~-~" CfJ ~ 1) 
" .. .,_ , - .;.':·"(~r- ,- .. -··-· ·. ;;;_.· . -

Prueba. (:::;)Es ciar~.'(~) S~~ . .&,.~{J~(~.\f4)kco~sideremos el siguiente conjunto: 

. · s ~K~~;~1T.~it~:~t~,;~~~§"~iT~'i;i·~~·;'_~ ~-.ªA 7}. --- , -_ 

Como (O, O) E Stent'Onées'S~;0;~s tiene un ordéií parcial; se défirie como: '(P, Q) '.::; 
'. "· '. ; . >' ··- ¿;~ -· ~·-·: -l"-;:.:; ,·,;:::·-:u·;, ,_'z~-:,-:,;.s~,::; ':;-; ··'.:-::';' ;~:~·.; e" .. -.·.,,-.;_ ·-·. ·-;;.:.. :_ :;--,~/< _'::·.'.',' >'.•),;;:,,:. ,_;./ ,:;:. :_, ·:·· -._ -. 

(P', Q') <=> P.f; P'.'y[Q r;_Q'..·:s,ciirñi>Je"las_hipóte5is'del Lermi.~del Zorii.: Sea (P, Q) 

un. ~~i6~ '.~~ f 11.~r:?3':ff5~~1~~!~.1~~~~\(j~'.~)-~'iolS:'Jr; <)~~~~~T:~~ ~~é p El) Q E 
(a /\ {3) V (a'i\'1}?; Séá y::;r;;'A{:un p~etidocorii'plemé'nfo:Ml{EB Q en M, a8í que 

P•eéJ~-x,¿r~tf~:~~;f~Í~()·i~~-rk:-:~·:f.~0;(~:~>r>/.f~f~~-~,?i~.~~i~J·l.12 entonces 
existen A:e fJ y;B\E>rj tal (¡úé-.A'E!lB.r;~·.-¡r .. Cómó (P,Q)':5'(P El) A, Pe B) con 
.-. .. ·, .-· .. ·.:· ,·-:_·d1• :~ :j>.· ~+o_c.,~!'.»~if4i!\-.. ~-;-:\~ ·,:·:'.'.;·.' .;:.-,..;-.,,. ·,l ··<~. ~:: ";:-;';,_; ·-., .·:>'.· ,.' .:·:·. -<'· 
Pe AE a'NfJ y CJ$;:s~e;,a(,\"'jeritciifoes"_A·~ O,y~~;~ _O;'Por)o que V= o y por 

lo tanto_[> Ell Q r;;ivJ:,,A~i¡,qüé¡M E (a 1{{3)g (a, í1.'7),:,,,\ O 
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Así que·R-Nat,es distributiva.· 
º' :._ .... 

R-Nat;es 'ilria·i:~tíCula completa de Boole 

Com~ cdn~~~u~~j¡fJ~·'.{~~;¡es~ltados anteriores tenemos el siguiente resultado: 
. . )~-:~,~:~· >;\~-- "'>;· '!:.:~ .. -

Teore~a i;2.í6'.c<,:jz~~~t"b una•retícu/a completa de Boo/e . 
....... '.: '" '1 ~-:~;' •• -; ( :··/._ .• •; .•• -

·Sea' .ir;;F/~~,;,/(i'.~i;IF,;),,~uii¡ .. · teorí~ ..• ·de ••.. torsión,· hereditaria y estable. 

Para cadá 6. E R-Nat se 'éieflnen lM si~ientes cl~es:. ti:,. = 1'r A A y f A = 1Fr A A. 

Observemos que t't.. yf 6 son clases n~turales. ;';< .• : 
;_\ ;);"." ;::,;:::,·,•O 

Corolario 1.2.17. Sea tr = (r, 'JL\;1Fr) ~ria t~~r1~}1~ t~~siÓn hereditaria y estable. 

Entonces se cumplen Ías siguientes ~ondicl.ones: , /:> . "' 

(i) tA A f A = o y tA V j K;;, A. 

(ii) cA ::;; c(tA) A c(Jb..) 

(iii) JA~ ~(tA)AAy ti:..";; c(}6.) NA.' 
\ " .... -.~-: \:,. ·_.;._'::".•' _,_· _'.::_ .; ' . 

(iv) ti:..'y c'fi.. ~·~(fA):jf AV{;¡;{'= c(tfi) • ' . : .· 
- ·_: __ :~:;:_--:.::·:,~,:~-:~~-':<{$¿(~~1~~;=r;;~~~:~:~;;1~~~~:.'~i~(:~~ .. '.-~:~,:/>~<->- .. -.:.:: · __ ~-- · ,_ , __ .. · __ , --<·_.:_ . .; ____ ·_ ·, _,,:, __ . . --
Prueba: t(i)cObservemos que t.ó.'Af A='= ('ll'r·/\JF,) A6 =.O. Ahora bien, tAV JA= 

'-,,.· ... 1.1·:, ..• :'~,"-<1.\i'::f,.>:~'t:~-.,-H~"'.í? .. -->5;:-·-· .-.~ : - .. ,-.. ·.···.· ·. - . ' .0-~ • •• • 

· ('ll'.,.Í\~) v'(Wit\'6.);'.::'..('ll';'y JF;) AA='= A'. .. , · .·~; , >' ~~.' ,., '' 

. ·~i1~~~~tA~~~;!tº~,;~~~'.~~7;}~~~.0c~:C'..~f~jí(·2ui~/v;:~~,~~JRg'~/~·.~·.pº~ 
(iii) (5) Es claro: (2:) Sea M E c(tA) '/\A en~oncE)s todo·sll. níódulo,de M.distinto 

~; :e7:.~· ~~;te~~~e.a t,~~· ~~~j~i'.'~C~~~~~~j~~~'~J~~~}~t{~Nf:~~(f~~-'~··M, .. A~Í .que 

(iv) .Como RcNat es de Boole, '.por'.el inciso .anterior. se· tiene"que: tA V cA 
' -~ ·'·. : -:.;.,.: .'. t' :-""·~::l ~~ ::';·'' ~ ·:.;;-~.'>'.-~·;,!',:,;· ;;.'l;~~;;· SA>: ·"'!_- -~.,¡)' '.':"i/-1' .. . -: .-<.' .' .·• ' 

(c(J A) A A) V cA = (c(f .A) V cA) ti. (8'.(c6);~.c(J A)V cA .=e(! 6); O 
!·o - ..... ' .-•... -.; - .: ;1/.-/\'-'.:-,,,:·<~f~~;r··/· .. ·f..'?!1:¡:.t.~.-::~-'>. -- <:~- - - .. _:. ·-

Ahora bien, considllr~ri1·ósiiis.sighie~t:M ~lriSe~'de"~iases .naturales: 
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R-Natr,.={~ E R-Nat 1 ME 1'r para toda M E~} 

R-Nat~,7'{Ke R-.Nat 1 Mé:JF,: p~a .. t~da:ú e ti} 
'.-_;:,::.·:_:':·.!~,.; ·:::· \_.:\_~_ 1• ':: ''U\:t\·::,.(·.-.'.:"/ '· 1,:_,··.:!c:/·~-:=.-·<.,::··;-,_ ·.·' 
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Sir es el.radical cl/d~ldi¡~·~fit¿~¿~s é~t~"cl~es;s~;denot~rá~.~¡~J>Í~rnente; corno: 

R-N at7-f ;~\;tt~.PW,;g;y;~/J\~·~:'..l~·~.'.~i'.,;·,!j¡A'.:~~~;·!t~~~·l;~~~:~':.' .~·,;·.· .··· 
Corolario 1.2.18 •. ,Entonces.;.·;, ... ,,.., "·· , , ·.-.. _,,:·,, .. ,.. h;· . , 

·.. " ~i''," f::~"'",;1-;'~' :/~~::,:~~,;,Í«~,- ~ )~:v:•t r:~,:,: :.f, ~:i,~¡~1:.:<;:~:S-/\\~~ ~:~ ~' 
(i) · R-NatT,:"yºR-NatF~<soii 'subretículas convexas i:le"R-Nat.''. · ·: 

·« _ . ·. ··; :::_\- .. ::·: · -:--:-·~,~.:;.,-_: _-11:1{;~-: .~:~~~_:<~~r;~~~;-;,~~~1;>:~'.~-J:-~~ ·i(~:~~:<~iHN~:}4t~~~~t~~i~~~~--~~;~:;~,:::·.;;;sE::·:-~::\· ~,,-_,-:.; · ~·.:_:-- : ,_ 
(ii) .•. · R-N at •.;;; R"~atr,: E9 R-N ~t;,.;/es üna súrria di~ecta de)u~retí~ulas convexas. 

~~;~J[~f~lf lilJf ltf (lli~!~:; 
entonces~ E R-Natr. Así que'el:interválo·[A'J:';'AW~Jki'fatiXfÁílálogamente para 
{~re R·Nat" \ L·»úi:;~¡~{~\li:.:~.~~,:;:i __ - .. . ~~~:·~::~·z, ~.~~,., 

(ii)¡R~Na~r E9F~-Nat/=;}_d;:,xieJ!h~~~··:!1~:~~;. Y.l,:á:}~~~-~A~}'.;Esc1aro que n-
NatrE9R-NatF ~ R-N~t~iA.horabien¡séa'AiE'R-Nat::'Por'el inciso (i), ~ = t~V JA 

y por lo tanto R;~.~~20f,:·:~i~~~,·~~~~~~[&~~;%ti.~} .. •. . . D 

Proposición 1.2.19~ iSean'~'e:RcNát 'y·M ·e R~Mod; Entonces: 

~~.~~i~~if~~~~r~prf . 
(iii)•Par:(l',t,'?_~áQ,'/l{,E}J'(,¿!f~t;•ial\f!. :7: O si y solo si para toda ME R-Mod, Mc0 ¡ E a 

· · >.~~;:~t?:iirn~~~:f:~~~i;g~;,~n.Ivfc~~ ~ º 
Prueba. (i)'(~)is~~ri:71;J·:~·n.(M)y O f= N ~ T un submódulo. Observemos 

que N ·.E ~"n'.cú}~. ~·P6~~'óLii6~¿lario Ll.11 (i), existen submódulos o f= L.~ M 
,. '·. ., .. · ._:._; \".;:<· .:'.:·J_;.~:.-~f--r~:.'...;··-'~;;¡_ ·_:::'.¡.-· ::·<~::·:· -~. ,, .. , . .. ~ . : ~· 
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y o f' p ~. M tal~s q~e :C,' 8'!:P.·Com~N e .ó., L e t:... y por lo tanto P e t:.... 
Por el Jcma de Zorll; exist~mi"s'~b~Ótlúlo P·~ '(J e··s máximo con respecto a que 

Q E,!:;. ... ;, f'or ,el te~re~a;l.2.12 (iÜ}; e~isten submódulos H ~. MeAJ y H' ~. Q 
tales 'queH:~k:~.~:,Q. :Por lo tarito Q·e (MeÁJ). Así que P. E (MeAJ)Y por 

. lo tanto L e,l(M~~j);'Es decir, exi~t~~ submódulo O f' K ~ L y .O f' K' .~. M(A¡ 

taies que,'i(.ei)(:;º MeA¡;' E~t01ic~s para t~daO f N ~ T existe Ó f'K ~iN'.':i~l 
· .. que K~K' ~ MeA¡.;Por el <'.Órolario,LLll, 1' E (MeA»· (2) Como MeA) E/:;. y 

M¡A).E (Ú) e~tci~ces (M(Á)) ~ /:;. n (M) .. · · . . · · · . · .. ·. ·. '' 

· .. ·· ( Ú) Por'el inciso anterior. 

(iii) (=>) Es claro pues M(o) n Mep¡ E a/\ f3 =O. (<==) Sea M E a/\ f3 entonces 

M = M(o) y M = MePl· Así que M = M(o) n M(p) =O. O 

1.3 Descomposiciones en sumas directas 

Teorema 1.3.1. Sea r ~ R-Nat una subfamilia tal que: 

( i} a /\ f3 = o para toda a' f3 E r siempre que a "' f3 y ( ii) V r = R - M od. 

Sea M E R-Mod y para cada a E r, sea Meo) ~ M una elección de un submódulo 

de M, máximo con la propiedad de que Me0 ¡ E a. Ahora bien, sean f! ~ r un 

subconjunto y K ~ M un submódulo de M tal que cumple las siguientes condiciones: 

E{Me7¡ l 'Y En}~. K y K ~.M .e~ esencialmente cerrado. Entonces: 

(i) E{M('Y) J 'Y E r} = ~{J\.1C'Yl.i)Y~,r} ~. M 
... ..,,·: .. ,.~.<-:'.··._;:: 
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con la propiedad de que NM E 'Y· Ahora bien consideremosN<vn) un submódulo 

de M tal q~e ff)Jvh) ~; N(VO) evn y mch:i~o c~n la pr~~iedad de'N(VO) E 

\;.ri.,~~tór¡'c~sE(N'cvní)';,;E(N!cv~>). ·., .··•··: .,·,.·; .. ;,::> \', ;''.'.' .... 
··Prueba; ( i) Sea ·aa' E. I' y ·:i; EMcaoJ n Ea;o!~~A-lc~J :' ¡>dlll~~o~·veafuos q~e'cualquier 
subf~mllia finita de '{M(7) 1 'Y E I'} es ind~p~ndfonte:,~;L'a;d;rlÍ-{)~tr~ció~ se hará 

'•por ind~cción sobre la cardinalidad de lá subfamilia. ;s~p'ó'ñgá'iJ,;Os''cjue ·~uálquier 
• •. • • • • • ·,r" • ~¡>' ' 

familia ·de cardinalidad menor o igual ·a n ·- 1 es independiente: : Corisideremos 

la siguiente familia: {M¡01¡, (M¡0 ,¡ 1 ••• , M(on))}.y supóiiga~()SctU;é'~xiste O 'I= m E 

Mc0 ,¡ n (EN;M¡a¡J)· Por hipótesis de inducción tenemos que 71l e:M,;fn(e#;M¡0 ,¡), 
por el argumento de la proyección existe k f. i y O iF m' éMc~~{tal•qúe'Rm~ 
Rm'. Por lo que o f. Rm E a;/\ ªk· Lo cual es una ~on.tradicci?n'y por lo tanto 

M¡0,¡n(E;,.;M¡0~>) =Ó para toda i = 1 ... n. Ahora bi~~. ~i~?~'Ét~~¡·Aj¡~j'~hto~c~s 
existe {a1; a2, : . . ,an}.·~ I'.tal que x E Mcao) n(Mco,¡EBMc~~j'ffii.:·:~Mcd~)):Como. 
toda subfamiliafinita ~e {M('l') l .'Y E I'} es ind~pendil)-~te ent~~~és;;:;, o.· Por lo 

tanto { M(7) 1 'Y E D} esuna familia independiente. ,: · ' · ' 

'P~r·;;tib l~d~, ~e~''p ·~ M un pseudocomplemcinti/<le·'${M('l') 1 'Y e I'} y por lo 

ta~to (Eá{M(,.¡ 17 E r}) ff) p r;.. M~ Cómo ¡,e' V r, por el teorema 1.1.10, existe 

{P,. ~ PJ)::;,.,E 'Y er}tal qué,eaP,. ~. P ... Si'~ f.o entonces P., f. o para álgun 

. '-y E I; y porJo tanto MC7J Efl P7 .E 'Y. Lo. cual contradice que M,. es máximo. Así que 

P=Oypm:I~ tanto EB{M(7 ¡ b E I'}.~,; M .. 

(ii)'K E V n'. Supongamos que ](.~ i con T submódulo de M, máximo con la 

propiedad de que T E V n. Supongamos que H ~ T es un pseudocomplemento de 

~ l<, por lo que ke IÍ ~. T. Como H E V n entonces existe e{H., l 'Y E n} s;. H. 

'Ahora bien, para c.ada 'Y. En, Mc-,J ff>ii., E 'Y· Como Mc7¡ es máximo con Mc7¡ E 'Y 

,entonces H 7 =O. Por lo q~e H = O y ~or lo tanto I< ~. T. Así que I< =T. 

(iú) Sol~ falta v~r q~e V(r\n) ~ c(\;n); Por el corolario 1.2.13 basta demostrar 

que vcr\n) cumple las siguientes (:()~dicfones: (a) (V (I'\í2)) V <V r!) = R-Mod 

. y (b) <V (r\n)) /\(V n) =(O). ·.Ahora bien como vr = R-Mod entonces para 

todo ME R-Mod, existe e{M~j 7 E I'}f;~ M. Como (Ea{M7 l 'Y E !1}) Efl (e{M7 1 
- , , -· ···: ~ ·::·-'} __ .,.,,-.-,:~: >;- :~:--'~1::.-~-~-~> '.o··~~:'~·.·:'._, ·--"·.(· . 

-:;'·, 
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'Y E r\n} ~. Mcvni e Mcvr\nl ~. M entonces M E (y(r\Ü)) V(\Jn).>Ahora 
bien, seáoi 1vFi/{V(r\n))/\(Vfl) entonces.~xisten•Of'EB{M7 l7e n}·~.M 
y o ,¡, E9{M7J~ E f.~O} ~. M: Por leí qúe' o .oJ T = [e{kf.1 1 i É njfo [e{.t\{7 1 
'Y ET\S1}] ~é•lvh:;.Sea.O,Px ET, como OfT ~ E(Ea{M.1 l .'Y E íl)e~toncespor 
el arg~~~rii;;··~~·;'}~;'~~o:Y~~é:iÓri existen r. E .R y o,¡, y E Ma para alguna'd'.ln t"ales 

queRr:i:~·u~~'~"~:~;Co~~o.i.rx E Ty r·.~ E({M7 l.-r·Er\n):e~t~;;;~sp~~.el 
argllm~~t~;d'~í'~"·~¡.~~e~~ió~ ~xiste se Ry O,,P,z E Mp ¡>ará algun~)J ~ r\n t~les 

~:;.~~f ~~J{1~1·~~~}~~,~i,~~1~~¿Sc;oo~ .. oo·~·: 
Corolario,L3;2:~En•p11rtfoular:si'.fl =:::{a})e:.C:11mple losigtiiente · 

· · •·• • 
1 

• ·\}··:-?; /:?·'.;~t-f'.J/~· .·~·~. ~ ::~;\~~t?:~f :?t\;_;:~~~\~:;;~~t~-~~~:.,,~.:-t:~t;+f.t~~i~~~:1f!;~tft(r~; ¿~~It\-:;.~-l ;~" ._ 
(i) SiM~i!:;; :M es'un•suomódulo;:in'áiéiino'.coida~própiedad de M 0 E a entonces 

>" .. ·. , :-, . : : ·: ·-. ::; . . : .. '://<.: iy~'<,..-< ... i'.'.'.:·''.-"~·/·· ... -.,1:~~·-:1.'\,;;~(';~n'.''.}'.:·1r·>-rs· .' ':/ .... :··· 
existe un submódulo.EB7er:i#a'>Af.c7>\!:;;~;N.:(;;)':E;c(a) ta~ que MaE9M(c(a)) ~. M. 

~ -: . . ., .> '.:-.:·:: .: · : : :,.,/ -~.:·: ;·· .. ; \'. .. :/· ;)-;_-¡·;'¡;fr?;¡:;t·-I~~J:·h:·:·%~Pi~~fi-~; .. _ .. >_~ 
(ii) SiNC<>J.·~ esotraelécción'.~e.''sU~ip.óduloi'.,'ñláXimo con la propiedad de que 

NC<>l ·E(M(oJ) ~ E(NC~í)'y'E(Mc~S.~'E(NC~_;;l). · 
.. ' . '' . ' \. , ---~: ":''.,-" . - ' : . ·' 

: \': 

Corolario 1.3.3. Consideremos ar cofu~ en el teorema anterior. Para cada a E r, 
se definen ta y fa E R-Nat como en'el¡coirilario 1.2.17. Entonces al considerar las 

siguientes subfamilias: {ta, fa 1 a ET}:'y {M(t<>)• Mua) 1 a E r} se tiene que, 

e{M(ta) 1 a E r} Ea {MCJal 1 a ET} ~.'M" 

Prueba. Se sigue del t".orema iu1te~ior, si hacemos O= {ta 1 a E r}. o 

Corolario 1.3.4. Consideremos'aT y !l.{Mci» 1-r E r} como en el teorema anterior. 

Sea M11 y M~7 submód.~los. dé)1I{~·), máximos con la propiedad de pertenecer a t'Y 

y h respectivarríent~.~ Ent6nces: > 
~;.;,-.. : < 

(i) M1.; =:=:'TC.Mc~í)~;:.; '. ',' 



CLASES NATURALES 

(iv) E9{r(.Mc~¡) l 'Y e r}) ~.f(l~1T 

(v)r(M) E9 (E9{.Mu7¡ l 'Y ET})~. Ú 
' • • 1 • • • • • 
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Prueba. (i) Como .M17 E ti'entonces M 17 ~ r(M(7))· Además r(.Mc7¡) es un 
subínóduió de .M(7j que pertéríece a la clase t"(. Así que Mt7 = r(M(7¡). 

(ii) Por el lema de Zorn, exi~t~ Ksub~ódulo de M(7) tal que M17 ·~ K y K es 
pseud~co~plemento dé"M í7 • c}bserVemos que J( E· c(f'Y) ¡\~.'.Por el corolario 1.2.17 

se tiéne cíiié K E t"(. Coriiri M1~ ~smáXimó c.ori la: propiedaddé'M1.y E t'Y entonces 
K = Mi7 y por io · tant~ Mi~' es :uii • pséud()compleÚ!erit~''d~ i'Af'17 ~· Análogamente, 

f ~E.~~if 1l*~~;~1~~~~~I~i;~;f :. r(M). P•m 

·· (v) Po~ el cor()lB.rió ~n~eric>r; ~9{1:(,N/(~¡) 1 ~e··.I'}ffi;{:l~fc!;.rJ -~:e•P} ~. M. Por el 

::~;~~f ~11~Wi~~ii~l!t~~~,~?4~6~~"º"ma=Wrio: 
Para cada'"f,· se defiiui"el.siguientesuOlnódÜlo'E(r Mc~)).r;1'M. Entonces: 

·(::;.~;jt~~~lf ~Uti~~~i~~'~i:::: :: :: 
a.la da5e,nat~ralt-y?e5"decfr;' Mc:~n==.·E(i Me~¡) n·M 

;:::::'.t7~i~t%a4fil1,rJf 'llt~~Í~"; ... ·· .·. 
Prueba/ (i).Co_mó'~E.(M)'~i§(A{é;)fafE(l\(c~il:#.li¡(iMc~)) E9E(M17 ) E9 E(Mc.,.,¡) 

·. entori~e~:·,porclt~~~eRi'~:~}+t::E:.cf i:ig¡{~~~.fi~8·¿ci~ ~apr6picdad dé pertenecer 
.,_;·' - . 
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a la clase natural t'Y. t -' . ~ ~ -~~::.~ · 

(ii) Supongamos que Les un submódulo de Mtal queB(r~fc7i)(l.N[~:~ y,L E t7. 

Por el inciso anterior, E(L) = E(rM(7J)·: .A~(q~~ L ~ -~(rM;~iYYS;od6 t~~to . 
L ~ E(rM(7J) n M. . ., , j/r;,:;•q;· '}· 
(iii) Como rMc7 J ~. E(rM(7)) ent(¡nc~7'J\!7J ~.-.EJ(r}.1(7i) n Ji;I.: ~Q-:D-.,:· L'.'·>i. , . 
(iv) Observemos que M(17i es ~s~~~i!11riie'~tece~~aclo por,c~~st;J~~Í~~'.jb-lli~~-bl~~: 
supongamos que Les u'n subiliód~io <le' Ú-que ~ontiene a rMc~Í y q~e·i;_e~llsenéi~l~. · 
mente cerrado en .M. ·Ahor~ bi~~.- iio~~ E(-r;ivIC7J) ~ ~(L) ~~ton~e~§{!:Mc~i)nM,'~ _ 

- , •. . .. .. 1 :· •• , ·: .. ~ ·: • ·, • - . • - . 1 ~·. •. , , • \.-- .:. :..,> - ,,.,., r ,._, -ó·· · · : 

E(L) n_ M = L.pues L 'es esccncialmente cerrado. Así qué· Mci7J .es _el 'submódulo 

~ás pequeño que ~onÜ~d~'.'a._;Mc7J con la propied~d de scr~ie~ciitl~ent~ ¿e-rrado. 
Por lo tanto Úc1~; ~s l~'ce~;~~lura ésen¿iaLde rMbJ· · ' · ... , · ·· o 

Corol~i~1;i{~.'~ó~~:idere~~: 'ar y'a {M(7J 1 'Y E r} como en el teorema ante

rior~ Su~o~garii"c;i;i¡\10+~r~lradical éXacto izquierdo Z2 • Entonces: Z2 M(7J es un 

sub~ódulÓde' M. riiáxi~o~~on la propiedad de pertenecer a la clase natural t"'(, es 

decir, Mc17 ) ;,,z2''i.117i;' ''2· )~>.;;: .. 
- -·i··. ;:":~~~~:::~>' 

Prueba. Sabemos'que,para{tÓdo módulo M se tiene que Z2M es la cerradura 

escencial de r(M);\p~~~i'~o't~Í~rio a~terior, Z2Mbl es un submódulo de M máximo 
con la propiedad de pil~tei'i~ce~'.a la clase natural t7. O 



Capítulo 2 

Tipos de Módulos 

En este eapítulo,se extienden las definiciones de Jos tipos de módulos, para ambas 

clasificaciones: Ja de Goodearl y Boyle, así como la de Dauns. Las definiciones, 

ahora, se dan para módulos arbritarios en lugar de módulos inyectivos no singulares. 

Dada una familiaC de R-módulos izquierdos, se introduce el concepto de Jos módulos 

esencialmente C-densos. Se demuestra que la clase de Jos módulos esencialmente 

C-densos es una clase natural y se da una descripción del complemento de ésta. En la 

.sección 2, se estudia el caso cuando Ces la clase de módulos cuadrados y Juego cuando 

C es Ja clase de módulos cuadrados idempotentes. Ésto nos conduce a estudiar 

las clases naturales formadas por los módulos C-densos, Jos módulos localmente 

directamente finitos, así como las clases naturales de los módulos de tipo I, de 

tipo JI y de tipo I I l. En la sección 3, se estudia el caso cuando C es la clase 

de módulos atómicos y Juego 'cuando C es la clase de módulos uniformes; lo cuál 

nos lleva a estudiar las clases naturales formadas por los módulos moleculares, sin 

fondo, continuos i dicretos. En ·ambas secciones, se aplican los teoremas, vistos 

previamente, de descomposición de un módulo en sumas directas de submódulos 

que pertencen a estas clases naturales. 
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2.1 Otra forma de construir clases naturales 

Sea C una clase no vacía de R-módulos izquierdos cerrada bajo copias isomórfas. Se 

denotaní como, ess C, a la siguiente clase de R-módulos izquierdos: 

ess C ={NE R-Mod 1 existe K E C tal que Ns;;. K} (2.1} 

Observemos que C s;; éss. C., La clase ess C es cerrada bajo submódulos esenciales. 

Ahora bien,sÍ C .es~eii~da:bajo submódulos esenciales entonces C = ess C. 

Defi~i~i1?,;2,;i~~ú~~i~,~s,'~X~~~~~:;~~~AI~~ c¡~;·;Y e~ un módulo esencialmente 
· C~denso,' s~¡)a.i:~:~~:cI.~súbm§?ú!~:o "f:.'.JY;~i;ii~;,i:~ist.e ull submódulo o f' H de E(N), 

tal ~~2~:JJ~i~~~~iy• es " eri~6·~~ilr"L~'i es esencialmente C-denso. 
«: ·," ":'.';·; '-~.·-:;:0~:. .... ·éc·Í:;,f~·~'":;;(;: ~· ~;,') h::~f(:~· q '2· '., •.. !~- ., " 

,.·:· :;.:n , .... <'-'/(';/.: . .,,·.; ·.•. . . . . ,.,,;,,;' 

Propo~ición,2~1:2(Sea Af:e R-Mod. M es ess C-denso si y solo si M es esen-

cial11l~~~~·~·~i,;~~~~{,,: .. · 

P~~el:i~: '('#:) Se~ O·'# N un submódulo de M. Como M es ess C-denso, existe 

O~ Hs~~mÓdulo de N tal que H s;;. C con CE C. Así que O f' C s;; E(C) = 
E(H) ·~· E(N) y por lo tanto M es esencialmente C-denso . 

. ( ~) Sea O ·1' N un submódulo de M. Como M es esencialmente C-denso, existe 

. O ··'Y, :j¡ un submódulo de E(N) tal que H E C. Como N s;;. E(N) entonces 

. : O,·?= H' = H n N s;;. H E C y por lo tanto H' E ess C. Así que M es ess C-

denso.· D 

Así. que la. familia de los módulos esencialmente C-densos es la familia de los 

módulos ess ~7densos .. Es decir, cc(ess C} representa a la familia de los módulos 

esenciahn.~nte C~de~sos. Además la familia de los módulos C-densos esta contenida 

en}afa~i.l,ia d.e los,esencialmente C-densos. Por lo que cc(C) s;; cc(ess C). 

PrOpÓsig¡~·n 2.1~3. Supongamos que C es cerrada bajo submódulos esenciales. En

tonces. JVI. ·es C~denso si y solo si J\;f es esencialmente C-denso. 
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Prueba. Por hipótesis, C = ess C. Así que M es C-denso si y'solci si.l\t/ es ess C-

denso. Por la proposiciónanterior tenemos;qu~ M es:C-clenso si y solo si l\tl es 
.- ~ .t:V-. 

csencialmanete C-denso. D 

Así qu·e si C ~s cer~ada bajo. 'súbmódulos esen~i~les,-cc(C}.# cc(e~s C) .. 

Proposición 2.1.4. si~n·~'~úe R-Mod y M' un~·~t~~~iZ~~~~~;~idlde'M. M' 

es C-denso si y s~l~ 4Ívf. es C~denso. ·J··; '-'~·· 
: .:".' :-, ·; :- •; .' ~ ; . :. : '-- ;; •;.;. . 

Prueba.':i(;J;fÉi~'hiaro.' ' · : ;/·.': · · :; 

(<=)SeO: Ó;f 'ivllri ~ubÍnódulo de M'. Como M ~. ú;'e~t'ohcri~·o 1' Nn M ~. N. 

Adem~.· c~m:o Mes C~denso entonces existe o~ H <;;N-n M tlil que HE c. D 

Definición 2.1.5. Sea ME R-Mod. Se dice que M:e~ localmente C~libre si para 

todo submódulo O 1' N de M, existe un submÓdul.~ 0_,6 K de N, tal que ningún 

submódulo, distinto de cero, de K pertenece a C, es decir K E c(C). 

De la definición, es clara i~ 's'i~l~~Íe' afl~~ación: 
•.:; :-·-.. '.·.·:.;· -~:·.:., .. ·\;~'-=~~--::~:·.t:.~·;/~:·'-··.:_ -.. 

Proposición 2.1.6. se~;ME;R~Mo~:::::j,,¡ es'localmente C-libre si y solo si M es 
c(C)-denso. \,;1 '·'.'.'.:;sr:¿;,\;;~í'~·;Yi!'.:.,· 

< • - • - • • , • .,-_,,~:- -~·-· 

. ''(•;_; };~~t:¡.(.,.1 ~-:~._~!_\f.~:_,\~.::.~·-:·: 
Así que la familia dé lós'módúlcis localmente C-libres es igual a la familia de los 

':- O -~- • • ,,•: ,·,, .'"': '~{~.c~,;_:;-~:;t,~-·~-·:-':t•f:¡~~;1;":~~ 'Hr·.' : .... _. '<"' ' . 
módulos c(C)-den~os/es;deck,vcc(C(:);' Observemos que si M es un módulo C-iibre 

ento~c~s·:·1v~ .. ~;:;{~xfi~~íjt';~~i~·;~/ :•· ·.·. 
Proposición,2:L7;.'Supoiigamos que C es cerrada bajo submódulos. Entonces l\tl 

, : , : :~~ -·; ·'.::'· .. >l:.;:;~!':'.t;~::'i-.. ·'.';.·~~ . ..:~f~vJ.:.:'~ ... :~.t·-·" .:.· ·, 
es C~libre 'si i/soló.'Si.'1M~es.'localmenie C-libre. 

Prueba. (~)'~:~·~1l;~~Jif~~(l'f;~rt;;t"f~. ,, 
(<=) Sea o ;é·N;,~~:~~blifó<l~ló:.d~ M: fü1pongamos que N e e, entonces todo 

submódulo de N :pért~n~cé:;a';c>· Lo cual ~o~tradice que M es localmente C-Iibre. 

Así que J\!/ es C-lihre::~¿(, : , , · '·:· , .·, , •• ,, ·· D 
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Teorema 2.1.8; Sea C una familia no vacía. de módulos/.E~toncés: 

{i) La familia de los 'm6dúlos esenCialrn~iÍte. C~de'ii~~~,e~··J~'~'~z~~;~~dtu~al, es dcir, 
cc(ess C) E R;ffot. · .. ·. .·· .. ·. . .•... · ' .. ·· t ';';·'o>:<' ;'/_'''\:,: . . . 

(ii}. La f~mÍf ia i cÓmpie~~ni'arÚ' éle' ~~( é~{c) ·~dnsi~tej dé;·t~d~; l~~. rn~dulo~ lbcal· 
' ". " ' . . . . - '~ ·\· . . ' . . . -

mente éss C:libres.\, . . ' 

Prueba. (i) ~eco~demos. ~ue Ja cl~e cc(ess C) es la clase de los módulos esencial-' 

inentc C-dcnsos. (a) 'Es claro que cc(ess G) es cerrada bajo submódulos; (b) Es, 

claro que cc(ess C) es ~errada bajo copias isomorfas. (c) Sea {Mn} una ra:inni~ de 
:. ' - - ,,.. .. . ' ··' ·, ,_ ., . 

módulos esencialmente C-densos. Si O 1' N es un submódulo de E!lnMa y O =F x.E.N, 

por elargument~ de la proyección, existen O 1' r E R y y E Mn para alguna a t~I 
que ·Rrx 9! Ry. Cómo Ry es un submódulo de Mn y !vln es esencialmente C-denso, 

entonces· existe O.# H, un submódulo de E(Ry), que pertenece a C. Por Jo que existe 

O =F 1(~ E(Rrx), submódulo de E(N), tal que K ~ H E C. Así que E!lnMa es 

csenclah~~~te·c-d~n~o y por lo tanto cc(ess C) es cerrada bajo sumas directas. (d) 

Sean,M iÍIÍrh~d~Ío'~s·s C-densoy M' una extensión esencial de M. Por proposición 

2.1.4; ~f~:;~,~~}C,~~e~s,o,; !'ol' lo que ce( ess C) es cerrada bajo extensiones esenciales. 

(Ü) A cci'niin\ia~ióii ~s~> probará que M pertenece a la clase complementaria de 

cii(es~\·c)'i~i1§c~~solbsiM·esJ~calmente ess C-libre. Sea M E R-Mod y O =F N 
. ·--_,_-_ :-.-.. :~!·:·--,(}>\~'.-1¡-::'~-~>-."\·'.';:·>f.,\-·~-...----. -< - . · .. 
un'.subm.ódúló;'de•M:~'(=*) Supongamos que M pertenece a Ja clase complemen-

-~:. <(·-1:<·,_~¡<'.';;~':{F"'>·L'"!::·'.-·. __ .,_:·_· ;_:_;:_'•e' _: · , , 
taria'deléé(es~ C}c'eritonces 'N. no es esencialmente C-denso. Por Jo tanto existe 

O:# .¡cJ~bíÚÓcluib d~ ÍV talque E(K) E c(C). Sea O 1' T un submódulo de K 

y~up~ngamo~ queT E .éss C. Por lo tanto .existe O # C E C tal que T ~. C. 

A~í qt;e· a~ E(C)~ E(T) ~:E(Í<). Lo cual contr~di~~'.la elección de K. Por lo 

que T ~ ess e y por. Jo tanto !( ~s e~s C71ibr~'. Así que ú' ~ JocaÍmente ess C
libre. ( <=} Supongamos que M es localm~nte ess C-Úbre, por Jo que existe O # K 

subrrióduJo.de N .tal que K É ~(e~s ,c):\;'SeaO'# T un submódulo de E(K) y 

supongamos que T e C. Como f('.; ~¡:B(K); entonées< o -:f T n K ~. T y por Jo 

tant~ O -:f T n K E ess C. Lo cual c'!ntradic.e la elección de K. Por lo que T </. C 
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y. por :lo ta;to N:no .es•esencialmente C-denso .. '·A~í. que .Af' perte~ece a· la clase 

complementa.ria.de cc(ess C). '>:: 

. Corol~io ~.1.~¡'.St C e~ c~~;ada b~j~ súbciódul~s .esenciales entonces': · 
,.. .·, . .'. • .. ( " . ·. ·-.'. ,, ·.'e '~ > • ,'. ;',, : • " .; • .,, ·'.;').'>· _.,: ·. '<·· "·"' . • ,. . ' .' ' '. ~ . ., "! 

Prueba: Recordemos que C consi~te de tod~ las copias isomorfas de submódulos 

de elementos de C. Por lo que ess C = C =C. (i) Por el teorema 1.1.10 se tiene que 

cc(ess C) = cc(C) = cc(C) = (C). (ii) Por l·a proposición 2.1.7, Mes C-libre si y solo 

si !vi es localmente C-libre. O 

2.2 Tipos de Goodearl y Boyle 

Definición 2.2.1. Sea M E R-Mod. Se dice que M es un módulo cuadrado si 

existen P y Q, submódulos de M, tales que M ~ P EB Q y P ~ Q. Se dice que M 

es cuadrado idempotente si P fJ) Q. ~P. 
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En esta sección, se denotará como Cu a la clase de todos los R-módulos izquierdos 

cuadrados y como Cur a la clase de los R-módulos izquierdos inyectivos cuadrados 

idempotentes. Es claro que C y Cur son clases cerradas bajo copias isomorfas. 

Además·C es cerrada bajo cápsulas inyeÍ:tiva8. 

Lema 2.2.2. Sea O fe. M E R-Mod y M' E R-Mod una .extensión esencial de M. 

Si M' contiene un submódulo cuadrado{idempotente) distinto de cero entonces M 

contiene un submódulo c.uadrado {idempotente) distinto de cero tambié~. 

Prueba. Supongamos que existen P, Q submódulos distintos de cero· de· M'· tales 

que Pe Q e M'y P';:!. Q. Sean J: P-+ Q un isomorfismo yo,¡, x eP'.. ()omo 

M ~. M' e~t~n~~·~Xist~r:eikt~l q~e o~·· r~+rf(~)e'M; Observ~~~s·~iie. 
Rrx + n:,.¡(x) :;,•Ji'f::J:e·R~f(xf'c_; Úy'Rrx·~ R:,.j(x('Por loqu;:Rr~'~.R~f(x) 
es un submod1Ü~'~iJ~<l~íido dlsÜnto cero de M. ·"•'·/'.'.'· .. : '''' Ó 

'' :;, ·~;; ~ ','.;;:~,:. - ' ', . 

:~:fe~~~!~~~\~·~}se,h ·i[ É R-Mod. M es Cu-denso si y~;so'.lo··~it~.~h;éncial-
.Pm~b;:2(li) ~claro. 

(<=)·Sea º"1' N submódulo de M. Por hipótesis, E(N) contiene un submódulo 

cuadrado distinto de cero. Entonces, por el lema anterior, N contiene un submódulo 

cuadrado distinto de cero. Así que Mes Cu-denso. O 

Proposición 2.2.4. Sea /VI E R-Mod. Entonces: 

{i) /VI es Cu-denso si y solo si todo sumando directo de. ~(M) es cuadrado. 

(ii) Si M es Cuz-denso entonces todo sumando diTect~ 1 de.E(l\II) es un cuadrado 
idempotente. · · ··· f:1·?5J,,;_:.:F.i J;i · .· : 

Prueba .. (i) ( =>) Sea N un suma.ndo directo de•E(AJ)'yjJ: la siguiente clase: :F = 

{(V, W) 1 Vy W·~on submódulos de N, V+w;;;d:v!.fu)J1,:¡~y~ W}. Se define un 

orden paréial enF, dado por: (V¡, W 1) ~ (~, Hi2) si''y.;~~lo sÍV¡ ~ V2 y W1 ~ W2 • . - . - .. · .. , ', ., . ",., .. -
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Ahora bien, por Ja proposición 2.1.4, E(M) es Cu-denso y entonces existen O f P, Q 
. submódulos de N tales que P E9 Q ~ N. y P ·~ Q. Por, Jo que :F nÓ es wcía. 

Supongamos que {(V;, W;)} ~:Fes una cadena en :F: Sea~ V= U V; y W =U W; 

submódulos de· N, entonces V+ W =Y E9 W y V ~ W y por Jo tanto (V, W) E .i. 
·Así ·cjü·e·:F cumple las hipótesis del Lema de Z~rn. Sea.(K, L) ünllláicim<J de J;-y· T 

un pseudocomplemento de/( E9 L en N. Supongamos que T f o,: ~ntoil~~~· ~xlsién' 
O f Hi. H2 submódulos de T falés qu~ ·Jfí e H2 ~ N y H1 '.~ #i:·;o'b~~iv~'d!bs qtie . · 

~~:~~:~·n~~o~:;a:i:;ó~~::í(~'t}:~·:~~y~~iH~t~~~·1€~%~f:~y~~'~(~;l~· 
Como N es inyectivo entoncés N =B(K) E9 E(L)'Con·0E K).~iE(L)f'.Por'.lo tanto 

N es un ~ódulc) cuadra~~· , , : , ,· \'': .,z 1,:1if:.}:!i 1)!{i~~t)~~;,r;1rri< , '. 
(-:=) Sea O f N un submódulo de M, conii:i'E(N)::es suriuindo·;·dire~to 'de E(M) 
• . ' .. . ·' ,. . . '.• ,·,· :'," ' ··>".<: ••.. :5 ,·;,;1.-'; .. ~:·~;.~-~: ... ,\~ ;;' _··::;_<~-; . . ' 
entoricesE(N) es cuadrado. Por el Iema2.2.2:N,é:oiitierié:un•cuadrado distinto de 

cero. Por Jo tanto Mes Cu-denso ... ·; , .. ~.;é,:·;f:,};;~~;'.~¡~i;.:·¡;;L,·.. .' . 
(ii) Basta pedir en (=>) del inciso anterio~ que,y::~·,W{;~ V EaW y por lo tanto 

K ~ L ~ K e L. Así que N = E(K) e ECL)''.~;~'(kf~iE(L) y parlo tanto N es 

un cuadrado idempotente. , , .'<: : ; O 

Como consecuencia, tenemos el siguieht1(;~~J~~á~:' 
Proposii:ión 2.2.5. Sea. M é R-Mo{ E~t,o~c~~ don ~quivalentes: 

~:f ~~!~liif~i~~.: .·· .. ·{ ... 
. (iv) Tod~ súTTici11do;di,re,c~o d~;E(M) es cw1drado 
--:· \~.i<>:·., :·.X'./:··i:-:;:.:~tr.~~:~:~}:;p~.r.~.:J:~,;s~·.>-.n~t'~->:~,< ... ~ ·~:<;. :.-. ;·.: ·-~'· --'.·. -
Proposición·2.;2.i6.''.Se~Me;µ~Mod. Entonces todo submódulo Cu-libre esta con-

tenidó e~~ú~'~'ü,;i;i¿d~lb1 Ji.rixi'/n'dCJ-Úbre de M. En particular, todo módulo contiene 

~ii· s~b;nii!Lu1~· ca; í~~E~~-*~~~~f r1:: . 
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~ ' 

Prueba. Sea N un submódulo Cu-libre de M. Se define .?="la sigufonte clase: '.F = 
{K ~ M 1 N~ Ky J(ies Cu-libre}. Observemos que J:- no es vacía pues N E.·':F. 
Ahora bien, supo~gamosque { .iq ~ '.F es una cadena ent~n.~~s U J(¡ ~ M es un 

submódulo de:M que contiene a N. Vamos a ver que LJK;es Cu-libre. Sea T 
• ·' •. , -_!_.,, - ' . . •·'·· .•. ·· •• ···::··.---.. ·. 

un submódulo de LJK; y supongamos que Tes cuadrado/es,decir, existen P,Q 

submódulos d~ T tales.que T =Pe Q y·P~.Q.:se~f:.P ~.Q un isomorfismo. 

P~ra todaxe'P.~c·tiene que xy f(x) pcrtenc~n aalguni(; de la,~ad~na. Así que 

R:.r; + RJ(x) )= fu: e RJ(x) ~ K; y fu ~.· ,Rf (;;)S Como:1(;,~s Cu-libre entonces 

x == O Y.P~~\lo,tanto 'f ~.O. f'.or lo que T·~ O y tJK;~E ,#.:AsÍ ~ue .1'" cumple con 

cii:~~~'..~~~t:·~4.~~i~:;:~ ~C~~.3~i.{~,rW•= N ~ [( y K ~ 
DefiniCión 2.2~.7.1 Séa /vf'.E R-Mod;. Se diCe q~e. kf es un módulo abeliano si ningún 

~~~i~<l~:cÚr~6to disti~tii:d~ ce~o·.de E(M) ~~ hiiaC!rado. 
-',. :---::" '·f~;:~. -~- ... :•., 

Proposi<:~.ó~;~·2:~,: S~a M E R-Mod. En~onces son equivalentes: 

. (i/ Ú ~s a1elÍdii~ 

{ii) ~/:ds·C~·-libre 
{iiiJ ic~I)~~ bi~1¡bre 

(iv) ,NO~~isten O',./:!& E lv[ y O #y E M tales que R:.r; ~ Ry y R:.r; n Ry f. O 

· ;~u~ba;;'(i)·~· (i¡{su~origamos queNesun submódulo cuadrado ele M. Entonces 

E(1".) ta~bié~ 'es 6u~drad~. Como M es abeliano y E(N) es un sumando directo 

CÍ~:E(M) en~onc~~ E(N),,,; ci y por lo tanto N =o. Así que M es Cu-libre. 

(Ú) =>(iii).Porel lerna2.2,2 

(iii) :=?, (iv) ~uponga~os que.existen x y y E M tales que R:.r; ~ Ry y R:.r:n Ry =O. 

Entonces Rx,e Ry ~s un cuadrado de E(M), por lo que x =O= y. 

(iv) => (i) Sea O f= N un sumando directo de E(M) y supongamos que N es 

cuadrado. Por el lema 2.2.2 NI, existen O f. P, Q submodulos de M tales que 
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· P ff) Q ~ N y P ~ Q. Se~n f: P.-+ Q un isomorfismo y O # x E P. Observemos 

que fü: n Rf(x) = o .Y Rx ~ RJ(~). Esto contradice lá. liipÓtesis. Pdr lo. que N no 

es cuadrado. -.. / · ... ·:;,,T.i \-il-··;,>;i:; :;·;;_·': :::,,' .. ;:;· '· . O 

Se. denotará como Áb a la cla5e de los' móduÍo~a.belianós.-Del re~ultado anterior 

.:3:1?i1JJ:i~$~~l~~ít~i~':·~~::: .:::..::: 
finito. si ningd~. su~a~do:'.'?iié'c:ta::·di~·ti.rÍto.~de cero de E(M) es cuadrado idempo

. tente.; s/dic{~~;:1.'i,'.e~,~~1!,~Ó,~~1~[,'~i~ctam~nte infinito si existe un sumando 
· directo di~tinto de _cei;o: de,¿E;{J'.11)/qu~;¡¡ea cuadrado idempotente. Se dice que M 

es un n:.ódulo · pu;ament~ infl~ttiJ;~¡;hi~giln sumando directo distinto de cero de 
' . '"·' . -' ... - '. / .. ,;_,. -· .. - . . 

E(M) totalmente invariante e¡¡'directamerite infinito. Se dice que M es un módulo 

loc~lmente directámente finit)J'/~¡·;tód6, su~ando directo distinto de cero de E(M) 

contiene un submódulo dir~~t'a'.di~dt;'firiito de N. 

Se denotará como 'D .r ~ la.~l~ed~ tddos los R-rnód ulos izquierdos directamente 

finitos y corno C'D:F a la'clas~ d~ tC>dos los R-módulos izquierdos localmente di

rectamente finitos. Es ~la;~ qu~ si M E R-Mod es un módulo abeliano entonces es 

directamente finito y que si ./VI es directamente finito entonces es localmente directa

mente finito. Así que, .Ab !;;; 'D:F !;;; CD:F. Observemos que M es localmente direc

tamente finito si y solo si todo sumando directo distinto de cero de E(M) contiene 

un submódulo inyectivo directamente finito. Por último, observemos que la clase 

de los módulos directamente finitos es cerrada bajo copias isomorfas, submódulos y 

cápsulas inyectivas. 

Proposición 2.2.10. Sea ./V/ E R-Mod .. M es localmente directamente finito si y 

solo si M es 1J:F-denso. 

Prueba. (=>)Sea O i ~uri ~~ti~ó~'~1d'ci~ A,!'. ó6n1o O# E(N) es un sumando 

directo de E(M) entd¡;:~e~ ·~"iste'~ri s~bmód~Ío, O# H, dire~tamerite finto de E(N). 
• o' - ~- .. -_-;~-/.:.:'-'·-~~-s'·::--·~'.:.---~:-~:Í:::-:"-;~~/::,\~':':;~:~-?"~-?,:~~··.!,~,, .. \_;-:"_~·-·;':7.i ·.~.r;:_·_ <-··.-,- ·,¡,.; .-,·~ . 
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Como V:F es cerrada bajo submódÜlos y O f HnN es un ~ubmódulo de H eritonc~s 
O f'H nNes'directamente finito. Por lo que Mes V:F~~~n~o . . -- _ - ·.r;.·i· ,_ • 

(<=) Scá O fNun sumando directo de E(M). CómoM~s1J:F~deris,?'y'~f NnM 

es submódulo de M entonces existe un subrnód~lo; oi'Hí'directameiite finito de 
.. N n !\-[: Por lo que M es localmente directamcrite finito:>:¡:r , ' .. - D 

.·' .. ~:·-_. :. ·.:. . . ·1/.:~-':_,-.- .. ,.,·._.~:,::-.:~,'-:.,:>~<,,.~.:!\-':'<' .. ' 
~efinición 2.2.11. Sea M E R-Mod. Se dice que.Mes de_ tipo] si todo sumando 

• -<l¡;~cto 'distiÍlt~ de cero de E(M) contiene Ün ~iib~ÓdulÜ'ii.yectÍvo abeliáno. Se dice 
··.-· ,·-· .. · .. _.·. . ' ·· .. .,-.;_'.\;,·-~:·"'··.;·'.".-.-·>..-.< ·-:·: -:-· .... ·-

que JV{es de tipo Il si ningun sumando dirééto:de''E(M)es abeliano y además todo 

sufuando directo contiene, a su vez, un surriin'iiri1<lifeét~ ~ue s~a directamente finito. 
Se die~ que M es de tipo JI[ si tod~;~Ü~ii~d'h:'·<li;::~¿td·~ifJtÍrit~ dé cero de E(M) es 

directame~te infinito. _ -,·- t'. _:,;~'.)[,jJ;_.ii~J~kRf ,¡~~~~l~~t;,~J\c'-!,~<-·:~· _.·_-
Se denotará como I, IlyIII: á't6C!ós'Iós'R2módu1Ós iZqúierdos de tipo I, tipo JI 

y tipo IJI respectivamente.·· : ~E:'·~" :·}i~;{•;~~~'fiF''.;~-•-'.: 
Proposición 2.2.12. Sea M .. e R-;Mod.~•.JVf"·és, tiiio.'l"si'y solo si M es Ab-denso. 

,';~·:: ~-.~~J'~~\:~~'.i~~J:i?J¿~!j~}~~~~t~:t~ii~:J;~\S~~~~~'.t·;~rj{\.;; ·:·, ·::· :' 
Prueba. (=>)Sea O #N'.un submodÜlo.'i:lfM}f_Com-o O fE(N) es un sumando 

__ ; :. , '· .. ' :- , .--r.~c.:-:-;;r'/~?-k:~1;.i.Lf~'.é.:.;_;.-!_,,·,~~f{'\"!.'':z_--:t:':~{·-··-' f''·~ -:? ,.·. '' - · 
directo de E(M) entonces existe 11n.suJjmó,dulci_l';O~?!:·H,.~ E(N), que es inyectivo y 

- ·';·' '·,';"•7'.'i •':.,c;<:;.· ..• ~~·)0)Jt-.~:::.';,~·i"f!"~¡'.;:¡:.;_;..,r""·.;_:,·/\~~i:--:'"º,.~-~"":· :-:.;··:.':" ·-· .,. · 
abeliano. Ahora bien, O f~Hr:1L\' .. ~~·.lf.¡yJfl.E';;,\h:)'..~ntpnces O =I H n NE Cu. 

'·.f~ · '. · :,•·1':"'··.' ~:;~ '.'·<'<>:~.i>''r~-~-~4,,i'•'l:'lf.\./ ¡;~ ·Tr 1-,~·:i;-,:;~.-7 '.~-,,,¡:·;:",; r .. - ' ,_,•· '· · ··. : . . 
(<=) Sea O f N un sumando dir~cto.d,e.E(.M).',;~co~éi.:O:# N ri M ~ M entonces 

"' ·, · . ., · ·-e "'<·-*-h~r¡y~-"' '-;-:'.,_.;;~ -~1-~!~,':-:f7.'0 ~~¿i\ r.::i'; ;-•:ki,;1)~·,·~~\.\-/.f'_i \_-'· - ·,o.·•¡·,~:·,,.,. . 

existe un submódulo.iibeliario'H;.QNh'M;<'Así,qúe.E(H):-~ N es un submódulo 

inyecti~o _ ~ªb:~1,~~~:(:;i&{:_Wp{~~~(.~~~t~t~~,l~j;~;;~;'ltif ¡:t)J",;2~;, •• :.~ _., o 
Proposiéión 2.2~13;. Sria'M,e:R~Mod.. i·M.~és Cu~dé'nso' si 1Í solo si ningun sumando 

• -· -~·- ': __ -;~'. · ?"-:,;-': ~~\;f:_;::v:·~-::'L._;t~'~ --·nf:;::o:L'',F/• r,_,"~::,..~~:·.~~~L_, .. ;·::,:;.'.·~~;;;:_,;-~ .. - . ,'· · .. 
directo. _distinto cLe-cero·:de'E(M) ':es-'abeliano:•:,c:--"'':,;;;: .. ,e;.:; ·, ;· 
. -: .. :-~ -;::_;_:·: .. l;·~0-·::~:'.~~:;1~~~::~~rf;~t~i~t~~%~:~~~t~§:~~1:'.·f;w~~r:~;:~~t'.~i /f·~~~:-.. }~~.~~·y .. ~'?: -\ -

Prueba:J7J'Sup·C>Il_girI10,~c¡tie;~:~i:JX:es;tÍ~;,~uiriaI1do directo de E(M). Como 
- E(lvl)' esC°u~d~~~Ó e~t~ri~~:~ii~t~ó'°i\iis~briiÓéJ.~¡cjJ~ Ñ tal que Hes cuadrado. 

· ~=)í~'.~:;tJ~~ftlt~~*~~~'·~~tf·j1:·;~{l~~li~E)·~·¡;.J~.~ \Jomo O f E(N) es un 
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sumando directo de E(M) entonces E(N) no es abeliano, es decir, E(N) contiene 

·un ~ubmódulo cuadmdo distinto de cero.Por.el lema.2.2,2,N:contiene un cuadrado 
... ,, 

no cero. " .-~ . ; , ~ <-, -r-, .. . _, .. , o 

'Proposi¿ión 2.2.i4.' Sea ú. E 11.~Mod.. ',.,¡ ~{ú]J~ ú si 1/ s:Jló ~i'úi~~: ¿~denso y 

···~~c~l~elt~··· ~~~~~~·~0~'~;te ·~yi.~~··;:·,.·,,i,1,. f i~C1~@:1i~~~.Ú~~~[í~J;;:~~;'.~J]ff :é;; .. < .. ~ .••... · ·.· . 
• Prtíeba~.•:Por lru:i proposición anterior;•:Af is Cu~denso"si y,'iio!O:si no tiene sumandos 

'·: :· . ~··_ ·.· ,_ , ·:' ~ .·. ·. º'": .:. '· · .. :: .. ·. , , -'.··· ·;· .. ' ::-:-: -_;--/~~:: '} -~:i :·" .;,; ,;_ .. ·.- >,:·:. i_-\:;.Jo;.,;',_,_ ~·-~;.;,.:· 1.~'; .• -'~::;!.•.);'.;.:'.'\~JU; ";;:¿,·1~ .'. ·.,_ .. 
·'direcfos abéliiinos ·distintos. de' ceí:O.~:AdernáSl'Mi'es:lOi:almeiíte'direcfoinente finito 

;''"·~- . :.<·'" _::::-:., ··;.::: •::,., .: ... ' :'. . - ·i'.' '., .:·:·. :_:-- >'.'.<"'.~ ~:~:<~0··:(,: 1·;;-:;'t,~ "'-;_=,::_{'.':•f.:!,f•:t1...:f,;-.J:<;'·t~:.~~i?:.':.¡.0f.<:·:;'t~:..;~·~;.'~):.:':',\'.'.' / ;.··; •,' 
·si y:solo si todo ·suínarido _directo~de':E(M)fcóntiene'~nosúmarido.directo que sea 

dir~~~ám~rite fini t6:· "' · +> '·:.::~ \1'1h ;{T)'i~,'":~:'~~:-,:~fo~~;~f !f (~~'.i¡~~~·;f~'.\l;'.,',,·· · o 
·Propo~idóii 2.2'.:úi: si~ .ú eR~Mod. M es,tipo.JII siy solo':~i·M' es esencial-

>, .. ~ .. 

mente Ctix-denso'i• "·"· "'" ", .. ·.;;~:: ·:"' 

Prueba. (=>) Supon~mnos que O# N es ti~ ~~bmód~lo de M>Como O# E(N) es 

un sti~~nd~ dir~cto. de E(M) entonces E(N) e~ dir~~t~~ent~ i~fi~ito. Por lo que 

existe un sumando directo de cero de E(N) qtrn .es criadrádo ldempotente. Es decir, 

E(N) contiene un submódulo cuadrado idempotente distinto de cero. Así que Mes 

e ux-denso. : 

(<=)Supongamos que O# Nes un sumando directo de E(M). Como O# NnM !;;;. 

N es un submódulo de !vi entonces existe H submódulo cuadrado idempotente de 

NnM. Por lo que N es directamente infinito y por lo tanto Mes de tipo[//. O 

Proposición 2.2.16. Sea M E R-Mod. M ·es esencialmente Cux-denso si y solo si 
M es V:F-libre. 

Prue.ba •. ( =>) Sea O. 'f.. N un submódulo de M. Por hipótesis, existe O # H 

submódu.lo de E(N)tal ?ue'H/eq~z. , Por. lo que N no es directamente finito. 

Así que Mes VJr.~libre ·•· é;'.; ·( "; }'.~''·::~; .. 2 '·:·· '"" ' ·· 

( <=) Sea Ó # N: un,~u~~ód1ilo·~~·. J\/:. P~i. hi;otesis, N no es directamente finito. 

Por.lo q~e exist~.:~f':~ll~~#~?:;~~fü~f!;:~i~tl~t~~-~t~ccro, de E(N) que es cuadrado 
idempotenté; Por lo. ·tanto ·M,es :eiiencialménte Cux-deriso o 

- - ~· •,, );:.;~, •e";'·' •:/·.e_~',:'):··~,:·~·:·.-
•,: •'\):.·. 
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Las proposiciones anteriores muestran como construir lás Clases .CVJ'", ,1, 11, 

111 a partir de la,cla8e. de ~uadrados y la clase de cuadr~dos idempc:ltentes. Los 

resul ta:dos an·t~riores s~ •resumen en el siguiente teorema: 
, , , ,,, ~. , , 

Teore~·~·.;2.2:175·.:·,,p~f~:l.dd:¿,:.;:~~iuo·.R~·;; ~ ..:. · 

(i} , L~s ,mó~~¡¿;~\~~gl~~~te>direitam~ntejinitos so~ los in6d~los v.r~densos 
, {ii) ·¡~;f'~~Jf i~~E;t~:b}fl~~~¡1~~'.~~dflii~~·b:~Je7l:~;, •. '.::;····~:;:~·.,"::_;.~:,: •• ,.,:: •·' , , ,, 

:·,, '·,•1 '/:?.:•,~i:ef·~~h;,;·;;;fü'.~:·R~lK;H%?i;~\éhd\ .;,,- ,',.(;;;;6.,d:;,,_::';:,;.; :.e_:·;,: , ,, 
(iii) · Los,módulóstipcil f'son'los,'móiliilos que' son Cu'7 densos'iiloéalmente directa-

. ··~~~-~e~3!:t~}::;1¡F~;1~~~}if ~~~·~tPi :·':·;¡.:·,~%~:i{~,;:~.~;:~;~.;~~··:i.t':}1;1,}; .•. :;~,.-~ ·,', i · . 
(iv) , Los. módulos tipo ti !1,•son los:módul(]s esencfol7JÚÚ1te C'lii:~densos · 

'. ! ',;_· ~: ~~~}; ~·~.\ \·,~~~;.:'.·~?t1~~~ ~;.~~~!:~:ttJ~· ~·~:~i~~;-i~~~:-~~f :f j?j0:}j~::~?~:·~~\;~~~!:~·;~~i;{¿·_.;tt;-~:jj~f 1¡{.~~~1: .. ~~-~-_~; '. ': .. -. ; ~ ·: ~- ":;·~: '' ' 
Corolar10:2.2;18."cPara.todo anillo R'se.t1ene,_que los módulos C,u-densos forman 

'"· - · ~ -::; ó·t'<-".0 <·r~~'1' . .::tc:.~·(:~.,.Vie-.:i+Z~'?::f.:-_;iy;,-¡-.:-~,.:~··': ... ~:->'t:..:-.:." :::'.,'.·· ,.:>:.r:. ,.,,,.~: i:·,~:'."':···f\-~,.,,~·1·;,. .. _~·.r.: .•. '· · 
una cll!Sé. naturaHy:·quélnsdisiis :CV F;>I; JJ, J JJ;sorí~íiat\iralés ' ,· · , 

_ ~ :·:,,:- _:·.;:~.\~,~~,h~:,~?}~J~~\.~::r!~·.:~'?:~~::-~~-'.~~~'!:·~?:;·::~~-:.~i~-~':r~··: -;-:~. ,-~-~:.- .' _ -." .. ·~·. ~ __ , .-.·:-,~-,~<.- ~:}~~-i;~~'.{~\-~ 
Prue_ba: rRéc~rciérnos 1 (¡tie, lós niódulosC~ldensos sori;todos• lo~ módulos esencial

men~e Cu-den.sos. Por la proposición Ú.8, los •módulos Cu.:clénso forman una clase 

natu;al. Ahora bien; c~mo la clase VF es cerrada: bajé> ~ubmódÚlos y la clase .cv.r 

esta formada p~rJos módulos ,v.r-derisos;: por la prop~sicióll 2.1.10, .cv.r es u ria 

élasé; 11ntural. El mismo argu~ento se repite para la cla8~ Ah y por lo tanto¡. es 

una clase natural. Por otro lad(), !f es la int~~seción d,e dós clases natural~S.;: .Por 
í11timo, por la proposición 2.1~8. 111 es una clMe natural. D 

Corolario 2.2.19 •• Para t~do,aniU~ R,. 

' 1 • ~~~,~-:·-. .,, 1\ ,~ ' ' ' 

(i) .CVF es Ja clase natural generada por v.r 
•,,>:-.i 

,-·1 

(ii) 1 es la clase gener~<lá.';'Por Ab ·1 

•', ; ~ 

(iii) 1 ~ .cv.r 
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. Prueb~;.Por el co~olario 2;1;10 tenemos que: 

(i) Comó 'DJ:" e~ cerrada bajó submódulos ('D:F) = cc'D:F = C'D:F . 

. (ii) éo!IloÁb c~'~er~~dab~Josubmódulos (Ab) =cc(Ab) = cc(cCu) =J. 

(iU) ~º,Tº#*b:~iK~:~~~~~~s:,0;.;.1vi. ' '. 
··Corolari~\2.2.20 •• Para{toda"'áüiUoR, 

.. : ,7f ~1~;~~iif jf ~i~k~:;·· 
\.OH) r/}'2 c(J)'i,:;·v ?~? \(; .. 

o 

Prueba ... Po~ el có~ol!l.rio iúo tenemos que: 

(i) Corno 'D:F es cer~adabajo ~ubmódulos, la clase complementaria de CV:F consiste 

de los módulos VF-libres. Como los módulos 'D:F-libres son los módulos esenciale

mente Cuz-densos entonces I I I es la clase complementaria de CVF. 

(ii) Como Abes cerrada bajo .submódulos, la clase complementaria de I consiste de 

los módulos Ah-libres, es decir, de los módulos Cu-densos. Por lo que cc(Cu) es la 

clase co~plem'entariadeJ .. 
(iii) Como I ~ CVF entonées JI I ~ cc(Cu). Además c(J) = cc(Cu). o 

:"· -.. -. ·;.-.. - - : 

Corolario 2.'2.21; 'Para todo anillo R; 

(ii) .. IVII v.JJI~.-R~Mod,1~1Í~· o;~Ul\IY=O .. y1.Alll =.0 

·,Prueba. (i)._ Re~ord~~o~~~f ~·if\'ii~~[>'~~~~if ,·~f·~i§ó"*-Nat: es···una· retícula 

··booleana completa eÍltf>:riáis'IyJF"";/\{(c(D f>'5VF..)= (Iy c(J)) A(I V CV:F) = 
· C'D:F. Ahóra bien, JiviJf;;;, (c(I)Acv'iJv1ji~1(d(i)yJJI)A(i:.VFvIJI) = c(I). 
(ii) Por el inciso anterior,fv JI V JI I ~· .Cv:F \¡ ÚI,d: R,-Mod. Por otro ládo, 

I AJI = I " c(I) /\ CV:F :: O, JI A'JH, ~ ;c(I) ·~:cv":F'A' 1 JI::· o y por último 

I /\ I JI~ I /\ c(I) =O · O 
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Al considerar la fami!ia·{J, I I, I I} de clases na~urales, por el teorema 1.3.1 ten-

emos que:. 

(ii) La J¿sc~rÍl~o~lción E(M) = E(M<n) E9 E(Mun) E9 E(M(111¡) es única salvo 

súpe~specti~idad. 

2.3 Tipos de Dauns 

Definición 2.3.l. Sea M E R-Mod. Se dice que M es un módulo atómico si todo 

submódulo distinto de cero de M genera la misma clase natural que M. 

Se denotará como Aí a la clase de todos los R-módulos izquierdos atómicos. La 

clase Aí es cerrada bajo submódulos. Ahora bien', se denotará como U a la clase 

de todos Jos R-módulos izquierdos uniformes. Observemos· que Ja da5e de to?<,>s los 

módulos uniformes es cerradas bajo submodtilos .. Corno tódo módulo Únifórmé es 
atómico entonces U ~ Aí. 

·. ,_- -""::· .. - .<.-:- ._:}~·-·· -~(>\.\[··':·~~;.:·:·.:::,.'..-·:·.~~' -~::_ .' 
Proposición 2.3.2. Sea M ER-Mod. M. es atómicó si'y solo. si>(M) 'es: un átomo 

·'·S . ~' 

en R-Nat. .. ,... . .. ...: . .. t.J;\;L;f\· Ú ;\'.'·, 

. ~·;~:;i·,~7l;:'!l :~:;t~fu"i#;ih'~~~~~~~>}j;~~~~~;.;; 
Por. hipótesis,. se tiene que (E9J7} = (M}.~F'or)o,}¡ue.(N},,;.,,( (N,1}\y p'or)o tanto 

. (AJ) =:t~. . . :. -· · , .. _ ,; ::·r<'>.·,_.:;-;::'.\:~-~:-~~;. i·'.··.- · .. .__ 

(<=) Sea O# N un submódulo de M, enti:mces (N) ·~ (M},.· Por hipótesis, (N} = 
~· ·º 
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Definición 2.3.3. Sea Jvl E R-Mod. Se dice qu¡;i !vl es un módulo molecular si todo 

submódulo distinto de .cero de !vl contiene un submódulo atómico. Se dice que Jvl es 

sin fondo si no contiene submódulos atómicos. Se dice que M es discreto si contiene 

esen~ialmente i~na su~~ cÚre~ta de módulos uniformes. Se dice que M es continuo 
si no contiJ~e'~~bhiódÍÍl()~"uriitiru¡es. 

"· . ,;• "'··- ;'¿"". ;·;::-:•, .. ;;'·.-...·· 

• Se deriotarlÍ. como;¿,B,\CY D a Ja clase de R-módulos izquierdos moleculares, 

"'" ri:i:~~\~~~·~~tf ~gif F:v::i:: •. · · .. 
Te'orema.2.3.4;~•Pará·:todo anillo_R se tiene que 

. .- .': .. -.- .. ,-::;:)?;-:/:'.")~:ff:~0:Y\·:~~~~~~--:,~~~;_:;·{:::J:: _'._:-;~:;. ---'.:'::\~ .. ·:_·. .. . · 
(i) .:Los mó~ulOs:molecÚlarenon.los AT-densos 

(ii) .• Los.bó;{il~~j;iÍi1~~~f ·.~f g1~s;1r1i;bres. ·. 

{iii) Los. inódulós f discretos son. lóii' u;dénsos 
, . -_- ;: .. <;\}~::-~_-::+i{ .. :--.:x.i~;~~:'.]Ei~W~~;~~i(~~f;f(;~.~~;,~<::.~t~J.~: :<út ._:- '. 

{iv); Los módulo~¡'c~n~i'T}IJÓS_ son. los U;libres~, ' 
- -- ~- :. _- .:~< :::·~·.;:~~_.:·}~';:.-:::;~::~/~:~·:;::~~~~:::;·~.:¿~'.~(-'.H'.:~:~··:' _· ·-.. ~~~.~:·t<~~.-,.:: >~\'.·. ·. - · 
Prueba. (i),'(ii):.Y:'(iv) son clarai; de fas definiciones. 
(iiif P,~;-~(t~cii~íriri 1:1.io: · · · · o 

~or~léll'io ~~lJ.5. Para todo anillo R, las clases A, B, C yD's~n ·riaturafos 

Prue~a. ·.Corno la clase AT es cerrada bajo submódulos y la _da5e A. esta formada 

·. po~ los AT-densos entonces, por la proposición 2.1.10, A es_ una ch1~e natural. Ahora 

bien, como A es una clase natural entonces c(A) es una clase_ llatural. Observemos 

que A = cc(AT). Por lo que B = c(A) = c(ccAT) = ccc(AT) '= c(AT), por el 

inciso (i) del lema 1.2.7. Así que Bes clase natural. El mismo argumeto se repite ·. - . . '- . ~ : , 

para la clase U. o 

Corolario 2.3.6. Para todo anillo R, 

(i) A es Ja clase generada por AT 
.·, : .. '. ' ., ·:·;-. 
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· (ii) D es la élruie generada r,or U 

(iii) D~A 

. _Prueb~; .(i):~~'~liircí pues Bes la clase complementaria de A 

(iirEs cla~d pu~s .r)~s la clase complementaria de C. 

· (iii) Por líÍtiiri~;siun módulo e~_ÁT-Úb~e.'e'Ütonces ~;Ú-Úb~e. 

c:~·:~~~:~m~i~irr~~·:·:'.·. 
(ii) c = cA.'.v B VA ~g CA v"D 

D 

D 

~~~.iti~~[~j:~~r~~1Jf 2·~~=~~::.0 y DA B ~O . . . . 

(ii) Como R-Nat '.~s·· Ü~~ retÍcuía'b·~ol~ana ~ntonces CA v B = (e/.. A) v B = · 
(CV B)A(AVB) =Ó. Ahi:lr~ ~i~~;'·ÓAVD ;;. __ (CNA)VD =(CV D)A(AVD) =A .. 

( iii) Por el inciso' antc~io~: CA~ B V /)~e V [) ,;,,, R~Mod. Ahora bien, c A¡\ B ~ 
A" B =o y CA AÍJ~ (; kn''.:A.ae~á!iD A Be;· AAB =o'. • · · .·· o 
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Al considerar Ja familia {CA, B, D} de clases naturales, tenemos que: 

Corolario 2.3.9. Sea M, E R-Mod. Entonces: 

(i) Existen Ja.S sÍguientes 'd~séomposi~iones: ·' Meé~> E9 MeoJ ~. Mee» 
Meci E9 úebi r;;,~),¡, y'p~'r:,1atarit~ Me~A'i'e Úeoi.$ Mevi ·~.M 

(ii) Las siguien,tes ":desJ~~~o~i~ion~s;~.>1cJ\;/; - B(eci) E9 E(Mev¡) y 

E(M) = E(ú;;A¡) ÉÍ:l E(Úá1j)$ E(Mev¡) s~~ ú~icas salvo superspectividad. 
' -··: .... -.. - ; . .,,-- .. , ·.. .· . : ' 





Capítulo 3 

Clases Naturales Universales 

Sean R y S dos anillos asociativos con 1 y <P : R --t S un morlismo suprayectivo 

de anillos. En la primera sección se estudia el funtor que induce el morfismo <P de 

S-Mocl a R-Mod. En Ja sección 2, se analiza el caso de cambio de anillo en las 

clases naturales. Los resultados de ambas secciones, nos permiten definir un funtor, 

denotado por E, de la categoría ele anillos asociativos con 1 a la categoría de las 

retículas completas de Boole donde a cada anillo R, le asociamos la retícula de clases 

naturales R-Nat y todo morfismo </J, como arriba, induce un morfismo de retículas 

completas. Por último, se introduce el concepto de clase natural universal. Este 

concepto nos lleva a Ja descomposición del funtor E. La clases naturales que se 

estudiaron en el capítulo anterior, nos clan ejemplos de clases naturales universales. 

3.1 Cambio de anillo: módulos 

Sean R y S dos anillos con 1 y <P : R --t S un morfismo de anillos que preserva Ja 

identidad. Este morfismo induce una asignación de Ja categoría S-Mod a la categoría 

R-Mod, Ja cual denotaremos ~orno :F.¡,. La as.ig1_1ación de objetos esta dada como 

sigue: a cada S"módulo izqui~rdo ,M, se le puede definir Ja siguiente operación: 

r · m = ,P(r)m., El R-n;Ód;Jo iz~~i~rd~~~e ~~ i~duce de esta operación se denotará 
-' ~': '.. .•' ... >" -.. -.''." - _-, '. --. ,._- -· ;- .- ' ,--- . ·. ~ , 
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como M.¡,, es decir :F.¡,( ,M) = M.¡,. Ahora bien, la siguiente proposición nos.muestra 

que la asignación de morfismo esta dada por la identidad. Es decir, si I :.' ,lvf,-:+ 4M' 

es un morfismo de S-módulos entonces :F.¡,(f) .= f.¡, d~nde)~ :::lvÍ.¡, A M~ 'tal que 

f.¡,(m)=J(m). ·. . .. ··.· >!'' :,,, ·.:;~~,;(•::~~::•~·;~,·~.,;,~;)i'. \·>>· 
Proposiéióri 3.1.1. Sean R y S dos anillos Con J y' <P !1•R ''4,jS~tin é1norfisrno. de 

. ::~t~;~11f 0'.;¡~~t:%~;1t~xg~tri,~~rii~j~¡~~r~~ .. fo 
, ¡:>ru~ba. (~;;JSupongamo~ que I: Ñfs -+ M~ es un morfism~,de-S~módtilos .. ·Sean· 

··~u: .J;:s·~n eJ:jt:º;:Á-~~~~;~~.n·~;~\~~¡,;É,~~~-~;~~{f:i~~}t~0J~~·:bj~~>··~ri: 10

. 

(2) Suporigamosque f i M.¡, ,..-t·:·11:11~•~s,¡ift'.iíi\>rfl5.~~;,?e:i~7.Íiiódt1l?s>'.;~ea··s e·s y 

m e M. Observemos que' paf~ tÓ~a ·~· e s'~;¿i~t~'ife~'R':·tiff~ij~~;ef;(;f,;;;:'s; ·E:iitoli¿es 
. ' .. :,~ _/ . ' .... , .• -... ·.y ~-.:·~--t:.:·~,~,.,·-~¡:·/ti:•.~~,".i?!.::(;~'::.~-· ~'-':.;/¡-,. :.°-1''"1-... "?: •• <.';;~_:--.y- _.· '. -. 

/(-) ~ /(;(•)m) ~ /(• · m)~ • ·f(m)Y~<(,)j(n>)'"''J(ml~ Poi loqoo 1 " on 

·;:·.·<·;\·'·:. __ • ... 
Prueba. Supongamos quef;J:'g son monsmos e ~rriódulcis.' Es claro que :F.¡,(! g) = 

. -- '-«. :?- .. ( _,.-. ¡1'~:'.::~ ,_,>.;;:;<. 't·e~·_,_.,'. >~-'.: · .. :~ ... ·t:,· ~~~.\ '}r; ..... ·_, ~·: .'.~:.\ _~ .. ~-1(,'"' ~;.:!,t . .':.»·, . _ _, .. -· ,, . , . . . 
J;.¡, (J):F.¡, (g) ~',.9. ~~/:.¡, (!dif) ,=;:;¿i~if~\'pues· F~:'es)l~ ~a~nti9!1~ '.en }os morfismos. Por lo 

.·~~~Jiil~ilfi~l~i~;~;~f ~'.mMolooi•qoio: 
Pr\leb~:: 'P~1~er9;()bSIJ~:-:"llm.é.s):¡úeJA:f.¡,';F:·.o ¡>~r.11;·t()dó."M.¡,:: Por otro lado, sean 

·!u~~tii~~~:~~:~~i~~i~J~~~i¡fl~~~ft~;~~~t1~~t~t·;~~~:d~e::~e::: 
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esta· operación. en l'vl como sigue: <> : S x M. -t l'vl dada por ~ <> m = rm donde 

. ,P(r) = s. La operación <> esta bien definida: supongamos que ,P(i:) ,;. s = ,P(t) para 

t E R, entonces ,P(r - t) = O y r - t E J. P9r.Jo que (r _:. t)m =O y por lo. tanto 

s <> m = rm = tm = t <> m. Es fácilverific~~ que'iVJ E 's-M-~d. V~mos a denotar 

como .ú al S-módulo izquierdo que,se'obti~ne ~on ~st~'opé;iléiÓ~; Ahora bien, si 

o 
;< '~ 

-<:-. 'i" 

Corolario,3;!;5;[ Sean,:;;J'v(:yrJM', :e '.$"Mod :Y .,N. es. un .submódulo de: .Af .. En-

~i~1~itllil!~t~;:;~i~;)~'. "~:· ....... •··y: ·;.······.· .. 
:· ... (iii)' Si•{ Af.;};,~A :una ríi~il!a'dc S~iTJódulosent'!rices • ( ea'ci:.IM<i)~ = ·e~e'A(M;,.)~·· 

f f :~t~fo~~~!J~~~:if ~~?f 1É~~rM~~~Í~ll~; . 
entonces O f' sx = r · x E ,l'vl. · ·.::.,:. ··.-::.:·f·.,_.e>::.· 
( ii) ·Como :F4>. es exacto entonces. al considerar la siguiente sUccsióil_~exacta:'{o ~. · · 

~ ~ ( :~~ / ~)~i~: p: ~ tt::~7.sl'v~; •s~~c~t~:~~:'.ón ~~f fat~{~f'~'-~~: ~t 
(iii) Es claro que (E9oeAMa)4> y EEloeA(M0 )4> son los mismos como,¡~r11pos'áo'~ú~nos; 

.·. ' ·.: .. _7·.«·(' ~ .::::': 1.-1'."! .-,,.:) •'.) >~·/· :_' 
Para ver que son iguales como R-módulos, basta ver q1rn la multiplié:.ación por es-

calar es la misma. Sea r E R y {xa}oeA E (E9aeAMo)4>, cnt~nces.r,;:{3:'..,;}~eA -
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r/>(r){xa}oeA = {r/>(r)xo}oeA = {r. Xa}oeA· Ahora bien al c¿nsiderar a {:i:a}a~Jt E 
E9aeA (M.,).¡., Ja multiplicación por escalar esta dacla por : r{~a}~~A =.{ r ; x0 },.°eA~ 
Por lo que (EBneAÑfo)l/.i = ffioeA (Afa)tfl· ,·;·,· . O 

Si .M E S-Mod entonces Sub.( .M)dcnot<Í'. la retícula deS-submódulos izquier-
.'. . ' .... , '' -, . . ' . . . . , . . . 

dos de .M y Subn(M.¡.) denota la retícula d.e'R-m,6dúlos izquierdos de M.p' 
·; :<·~ :::. ;~:t,:' !~-.;\_:,;·· ~:~·~·:<). ·.'.:~··;_;_ .. ~ 

Corolario 3.1.6. Sean .M y;.M~.eS~MÓdlyi·~N·es ún submódulo de .M. En
tonces.se cumple lo. siguientó:;suii~'(ú.-i)';;:,'c:s{¡bn(Ú;)····· 

·. ·: ..... -." _·.'.--··-;··: ·_· ;'./ ·::·/~~~~~;::~:I<<t~tr,~:/~_~:::~.{~:ff/f :·~·.;::-:: -
Prueba. Como sx~= r· x~eíítonces:'·1ax:;e!.;N'"siy solo sir· x EN.¡.. Es decir, la 

' .· ... - :·¡ ,;~-'.:.::.- ~·:··.:.,,\:","i·.:·~.::.'~/",):>··~-' , . .:':·'/ .. , ·._,·. -
. -multiplicación es cerrada· !iJn·:',N,si ;y: soló síes cerrada en· N.¡.. o 

, - _, :_ :·:.;·:· :·: _,_::,:'.:"><,~:¿~~>-~~~1y;._~::r~·:·-<tí~<-,~ ;J.Jt· .. tú \ ~t: ... :':· · -:~·'·.~:-· . ... · .' . . ,_ .. 
Ahora ·bien, ••lasuliret1cula·.d¡J'submódulos esenciales. de M· se .denotará como 

Sub1t(M)yia cl~e d~ 1~;¿~~pl~~~nt<>s de ú ~e denotará como Com;it(M). También 

denotaremos c~uio pd~j;(1f}'ii los R~Ínódulos izquierdos cocÍentes de M. Co~o con

secuencia de l~sres~~tados a~tériores tenemos que el funtor :F.¡. manda submódulos 

en submódtilos,>submódÚlos 'esenciales en submódulos esenciales, complementos en - , . . .. -

complementos y éociéntés en cocientes. Es decir, 
. . . . ' ' . , -.- ~-- : .. -

(i) Sub'};(.M) ~'SV.b'!s(M.¡.) 

(ii) Cocs(.11,¡j' ~ -Cocn(M.¡,) 

(iii) · Coms( .M) = Co~n(M.¡.) 
' ' 

C¿rolario 3.1·. 7; :séan'';M e S-Mod: Entonces se cumple lo siguiente: 

.. (i) M.¡. e_;~ (E .M).¡. ~ ~M.¡,; 

(ii) EC.0)··~ {;J·'E'sA:í/ial cÍú~Ix= o}.· 
"''· ,. -·· /'¡; ,· --'-- ;•,f ~ .-,~.:. . ' ' 

(iii) EC~1v{).¡.'es uri'Ínódtilo quasi-inyectivo en R-Mod 
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Prueba. (i) Corno ,Me;. E ,M entonces M.¡, e;. (E ,M).¡,. 

(ii) Sea T = {x E EM.¡, tal que fa; = O}. Como I es un ideal bilateral entonces 

T es un R-submódulo izquierdo de EM.¡,. Ahora bien, T también es mi S-rnódulo 

izquierdo. pues IT = O. Además ,M e; T. Entonces M.¡, e;. T.¡, e;. EM.¡, en .R-Mod. 

Así que ,M e;. T en S-Mod. A continuación p~obaremos que T es 'foy'¡;ctÍ~d:en -

ScMod. Sea J un ideal izquierdo de S y f : J -+ T un mo~fi
0

smri d~ S-m6duI6s. 

Consideremos el siguiente diagrama: 

O .:____.;. J.¡, ---2-. S.¡, 

f_ 1 !1 t . V 
o_~T.¡,-2+EM.¡, 

. :. :~}: 

En R-Mod exist'e 7 : S.¡, -¿ EM.¡, tal que 7 ¡)~'i}:' ~lia'r~;·bi~~-(~ri~h--~/e i·.; ~ E s 
entonces_ r '. /(s) = '<P(r)](~) = O, es decir ](sfE T. P~-~ liY"~ti~](S} ~ T~- Ásí que 

7 E Homn(S.¡,;T.¡,}'~ Homs(S, T}: Es decir, ~~ S'.'M~d·exist~'¡'; S ~ T tal que 
¡:~ f()~o~·1~··t:antoi T. eS inYecúVO. ·._,. ·,'·._ -~~Q" ,_-, :~:~:":~:_-_'"< :::·,·:·:'~. , "-· ·' 

(iii) Prir ~l pri~e~0 inciso, la cápsula inyectiva dé (.E:M)/e~'EAn.\.\d~más, por 

~!"inciso a~terior, (E,M}¡ = {x E E(M.¡,)'1'.Jx~';,;,;o}>se~il~ .(/Endn(EM.¡,} y 

x E (E,M).¡,. Sir E I
0

entonces r · g(x) = <P(r)g(x) =O; Pór.io q~e g(x) E (E ,M).¡,. 

Asíqlieg((E_,Ni).¡,}_c;_j(E;.~/)q,._, · -~>ic: ..• ,._:, ... o 
• __ : ::·--· •. -.,'· .. -·i· .. -.,;-:.:··.::'.- '._ ·: 

C~rol~i<:l 3;1,s/ Sein .M E S-Mod. Entonces se cumple lo siguiente: 
-~· .. ,'.-_,.:···; .. -~·;···::.,.~!~'i!:::-V'i~-~~.1-~;'·'.+:':. ·,.-~-.~..:: .. ":· _,~,_,· -· .... ._ '·''-.'. ·- ·-:- · .. .,_,, .. -.. - .~ ~ ... 

. '(.i} f;·~§.f,!({C/f' --- ·c.·> - _¡ 

(ii) ~2 .J:;;f c; ~2J'flf> ·d'. ---~ __ - -,;_\,_>c .. - " -
·Prueba: (i) Sea x:e.z,Af;_yr ell: Corno An5 (x)¿ •. S é~tcmcc~ para __ s='</J(i'}-_ 

~f ~f ii:~rf r2~f 5~~.3[f !~·~~&~?~~~:~~:: 
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a E S tal que O .¡, as y asx E Z ,M. Para a .ES existe t E R tal que iP(t) =a. 

Por,lo que tr ·.x =: if>(tr)x.= ásx,e Z,M . . ~s,dc~ir, o . .¡, tr E ZMq,. Así que 

(ZM.p: ;j ~.R. Pór!o tantoxE Z2Mq,;:,. .. . • ··:• . O 
'/{;_"• ·-

. .. : .. -"· ·' .. _.~:·',~,":": ;·'-;.·;~ -::~=\>. _.' ,..__,,..;:,.·:··_,,,.-;~--:··~:- .. ·.:·,'o.~ __ \-~.-;· ._; .. :.,i·· , i . "-~ .. -:· .-·- :.,! ·-;'.;' 
Corolario 3;f~~: Sean:~Af'.éS-'Mod; Supongamos que I es un complemento de 

R .. Entf~c~(s~::f~~~1.~;\lf~i~yi,;~J~~F'" :•"s• ' ' : ·. · '' . · ··' · 

(i) Z~NI~.i~I~~;Ú.l~ .. · .. y._'~.··· .• 
·.~' '~··C- ·- ·-

, · (ii) :f·f·~~~~~J\~:i:i>f;;: .···. ' 
(iii)' Z(S)'~tZ(S.¡;).yiZ2(S) ::z2(S,¡,) 

.. .. . . .1;t;.\:J::,·.¡¡;;:fo~i'.:::'.:L;< :· .. · ... 
Prúeba; Siri' péÍ'dida>de generalidad podemos suponer que iP : R -+ R/ I es la 

.· .. ~-: ':·~· :t::>':._;_,!f::'i¿~~·! .. ~5if:~·"':.:,/: .. ~;;.:;< .·?.~u,:. '· '. __ .,. ' · .. · · - .~ 

• proyécciónihiitúra\l}'•Pí'irrieró, observemos que si x E Mq, entonces AnR¡r(x) = 

A;;_-n(~))Ifcci~~;~~~~,;,;·(;-i-I)x entonces r E Ann(x) si y solo si r+I E Ann¡r(x). 

"A.li~í:~ bie;; si x E Z(lvlq,) ~ntonces AnR(x) ~. R en R-Mod y por lo tanto se tiene 

que~ en R/ J,.Mod, Ann(x)/ I ~. R/ I pues I es esencialmente cerrado en R. Así que 

Ann¡r(x) ~. R/I. Por lo que x E Z ,M. O 

3.2 Cambio de anillo: clases naturales 

Sea A la categoría cuyos objetos son los anillos con 1 y morfismos son homomorfismos 

de anillos con las siguientes características: (a) preserva la identidad y (b) son 

suprayectivos. Vamos a denotar como A* a lasubcatcgoría de A que tiene los mismos 

objetos pero cuyos morfismo sean: (e) <p E A tal que Nuc(tp) es esencialmente 

cerrado. 

Ahora bien, sea B la categoría cuyos objetos son las retículas booleanas completas 

con O y l. Los morfismos son los morfismos de retículas completas, es decir, funciones 

que preservan infimos y supremos arbitrarios¡ con las siguientes características: (a) 

preservan el elemento menor, (b) son inyectivas y (e) tienen imagen convexa. 
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Hay una asignación de objetos de la categoría A a la categoría B. Esta asignación 

de objetos está dada mediante; a cada anillo R E A se le asocia la retícula booleana 

completa R-Nat E B. A continuación se estudiará la asignación de morfismos. 

Sean <P : R --+ S un. morfismo de A y ,Á una familia de S-módulos izquierdos, se 

denotará como ·Á.¡, a·la siguiente clase de R-módulos izquierdos: Áq, = {NI.¡, E R-Mod 

1 ,ME ,ó.}: Ahora bien, supongamos que ,Á E S-Nat, por lo que a cada <PE A se 

le asocia Iá sigriierite función q,• : S-Nat --+ R-Nat dada por: q,• ( 8 Á) = (Áq,). Los 

siguientesr~~riitad~s mostranín que q,• E B. 

,Leilla.~~2.1>~e~ <P: R-t S un.morfismo d~ A con! =Nuc </J •. ·Á~ ~,una CICUJe 
. de R~m6duÍo~ i;q~ie~dÓs cerrada bajo: {a) submódul~s, {b)co~i~~i~·a-fu·ié/i.s '.y,(c) · 

··su~~~;t~r~it:~?· '.<.· ·.•/ . . ........ : ....•......•. • , ..•. ;.;.:¡·,}f;/;·~~.\·i··~¡~,);~~~E~;··.·i,;.~·· 
.·· .. Prueba;(a)•.sea Mq, E"<·f!.~·Y Nq,.submódulo dé·M~~\•O~mo::;v~:e;·~·~·¡entoiices 

S~,Y4~1~Wf!~ti;°E::~
6

i*&f ~t~~ll4li11~1~~~E~~~ 
•• :F.¡,; sea .M' E S-Mod tal que :Fq,( .M') = M';;Ademfls ~M1 •7i·:;'M=E~A;'porJo qúe 

~w j~ 
•.'., 

Prueba: (i).Comi>A/cs cerr¡ida bajo irnbmódulos, copias isomorfas'y sumas direc
~:. t,.'. 7: ·\~, ···ff'::":;'/·;:~~\ ','.!.(/.'fo.:~~;:,,;\?; .. ::.,._~:.~~;':·~: 'Í:-:,··f·> \.,~·;::· ~\r~: '.· .~:,·:·'o-'.·'..~-\~:<".>~,-;.· .. -:.~; · .: ~\~;; .. '. -~·::.p.:. ·.,·,;,~~·t(. ·.:.3. ··; · .;, 

. tas .• ' entonces/.caly reescribir ... ·. e.! ·,·.teorema · _ 1;1.10.·.··.·se•·•··.·• .. tie11e.··,Ja, .. igualdad . 
. (ii) Conió·,;; ~s un. fd~al. bilatc~a1.'ent~nces ,An;, (I) es\ ur R-;~biiiód~lo de M . 
. Adcin~;., por: lÓ:· fo~;~~ '.en' que. ~e ·· construy~; : :Añ~ ( 1)' es tiTI ·. S~mÓdufo. (~) Al ree

scribir el iTl~iso Ú) ~!el t~~rema 1.1.10, t~nemosla sig~ientriigualdad: (Á~) = {M 1 
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existe N ·E ,D. y M <-+ EN<t>}· Sea M E (6.<1>) y N E ,6. como. arriba. Como 

M n Ne/> es un submódulo de Ne/> entonces M n N es un submódulo de N y por lo 

tanto .M n N. E ,A: Además, M n Ne/> º AnM(J). En R-Mod, M n Ne/> ~. M y 
por lo tanto M n Ne/> ~.AnM(I) ~. M. Así que en.ScMod, ú nN ~. AnM(I) 

y entonces AnM(I)e ~6.. Pcir lo tanto Mesta en¡a.clas~de laderecha. (2) Sea 

M E R-Mod tal que AnM(I) º" M y AnM(I) E; .6:~; Ent~rici!; AnM(I) E Aif>, por 
lo que Me (A¡); 1 .. ·· . , .~: · _ :<~:)>· •· . D 

Supongamos que 

~ ':( = { ;M} entonces 

familia}~ Ti.,t~l ;qúé'.f:a;··;H;;~~ ·.'~é/V:.·¡:~sí'.que _EElj ( ,H; )ef> = ( EEl; aH;)<t> º· Nif>. Por lo 
qÚe exi:~te .• {(;n;};j]~?tiriJ;i¡¡~iliad~-~hbÍiiÓdulo~ de L tal que EEl;(.H;)<1> ~. L pues 

N" º• ii~;p:or'.'10 taÍitÓ;L,it(i;)JXr. :- ': •. . .. o 
"'<"' ,. '.:~<',l;:;s·,' --.:>·;. ., ;'• .·->: .-- . 

P~ÓpÓ~ició'~ 3;2;4.:·s~~n':~Á'~1?ll-.i~:'e';s~N~t:· P~ra~ .e A. se define la siguiente 
)u~ción: ~; :. S~Nát ·~ R)N~t'·m~~iani~ ~;(~:¿_) ;,i· (A~).· Entonces: <P*(,6.) :5 

;;J;;Jf I~J;,'.i~~f~~~~~~i~~,01,[~;~i~·~sq·'.·~•< ·ª· 
(<=)Por otro lado, su¡JOnga[Jlos, que,P~(':..6-) :5 ifo~OD.'):y:·~iv E•,A; CoIJl? M,¡, É 

~:::~:·~1~:::;:·::-.~;:~~~~,~~·~~.~~~:+'*~:~;4z:~Tff~~ 
t. ; \ :~·:.' .-¿',":_». <, -~~;··. :: ,'."/: 

Corolario 3.2.5. Para <PE Ase ~efine q,•,: S-Nat -+,R~N~t.mecli~~té <P*(;~);;., 
(6.,¡,). Entonces: · ,•: 
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(i). </>~(O)= O 

, (ii) q,• es i~yc'ctiva . . . , " 

·. (i~·i),,~~'.i~~~~~.;~:f ;:~;;:.~~.~~~~exa.· 
Prueba. '(i);~s diáro'. ,. · ·· 

(ii) 's~ponga~o'~'. (¡Je :~. ( ~Á) .- q,•( aÁ1
)'. • Por el inciso anterior ,Á $ ,Á' y 

~~¡)~::tifi~tf:~i~~~J'~~t&~:iiJ~-º1-~1~·f • ~s :7:c:::~ natural de R-Nat tal 

que i •. ~;~·~~ÚAY~•·'se·)~fin~'.l~.clase 1 d~ S-módulos izquierdos ,Á1 como sigue: 
.' ••, \'' ':'··:'!tL.• ;'::•, • • .,_,:-.. ...-:., ,~, ;":::~.11'·".~~"'·~1·'."? : .. ¡:>«l't:' .;, •: '_'"-,·~ J •;,_!k'..: ( :· ',; ~' • 

~A' ={,M.~··.~liM,¡.'/E'Á}:'::J\col}tinuación se probará que ,Á' es una clase 
natu:r~l,d~'.siN~C P~ra:Ío~·;sÍg~ieri~es incisos, supongamos ,M e ,Á'. (a) Sea 

.'N uri's~buiÓcluiij:d~;~·.M:<··C~Ui<i~-,M·E. 4Á entonces ,N E ,Á. Además, como 

M<I> E Á ént~nces' N.p' é:'Á[;:;(b) Se~ ,M' una copia isomorfa de ,M. Como 

,M E ,6.' entone~~ .;M' ~ :h: ~:Ad~~ás, como M.p E Á entonces M~ E .Á. (c) 

Seá { ,M0}a~A uná subf~~'iú~'. JeC ~A' .. Es claro que E9aeA ,M0 E ,Á. Como 

(E9aeÁ ,Ma).p = EBaeA( ,M);¡.'-'e~tonces. (E9aeA ,M0 )<1> E Á. (d) Sea ,M' una ex

tensión esencial de ,M . . ComÓ .M E ,Á entonces ,M' E ,Á. Además, como 

M.p E Á entonces M~ E ¡;;;; · Por lo tanto ,Á' es una clase natural de S-Nat. 

Ahora bien, vamos a probar ,que: </J•( ,Á'). = Á. Por el lema anterior, se tiene que: 

~· ( ,Ó.1
) { M E R-Mod j ¡ existe .fV<I> ·.: E. > ( ~Á').p

0 

y N<I> ~e M} 

=:= { M E R-Mod 1 existe N<I> E Á y N<I>' <;;e M},',g~Ill? A es, ~errada bajo extensiones 

esenciales entonces q,• ,Á1 $
0

Á. Por,;ot~6.1ácl~,.s'ea,M:,E: . .Á. Como M E q,• ,Á 

enton.ces existe.N.p E (,Á).p tal qÚeN~ ¿e·kJ,¡;§!:;,i~;q~eN.p E .Á. Es claro que 

,N E ,Á .. Por lo que ,N E .~' y por.lo t~n~b ly~~.éJ~'AD<I>· Así que M E </>*( ,Á') 
y entonces .Á $ <P*( ,Á'). , · ,. . · ·. · D 

Corolario 3.2.6. Para <PE A se define: q,•: S-Nat.~.R~Nat mediante </>*{,Á) = 

(Á<1>)· Entonces q,• es un morfismo de retícula8 completas, es decir, q,• preserva 

infímos y supremos 
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Prueba. Sea { ,ó.0 }aeA una familia de clases naturales de ScNat. (i) Como <fJ• 
preserva el orden se tiene que: para cada a E A, q,•(/\0 eA .Ll.0 ) :5 <P"( ,Ll.a) y por lo 

tanto <fJ•(/\neA .ó..,) :5 /\aeA <P"( ,Ll. .. ). Ahora bien, como la imagen de la función <fJ• 
es convexa y <fJ•(f\0 eA ,Ll.0 ) :5 /\aeA </J°( ,60 ) :5 </J°( ,6~) entonces existe ,Ll. E '8-

Nat tal que <P"( ,ó.) = /\neA ,¡,•( ,Ll.0 ). Además ,Ll. es única pues ,¡,• es inyectiva . 

. Por la proposición 3.2.4 se ti.ene que, /\~EA ,ó.0 :5. ,Ll. :5 • .ó.0 para toda.ª· Así que 

,Ll. =. /\aeA ,Ll.0 • Pcir lotanto<fJ~(/\0eA ,.ó.0 ) .=:' /\aeA <{J"( ,ó.0 ). Análogamente <fJ• 
·preserva· supremos. Por lo que <fJ• es un morfimos de retículas completas. O 

C~mO co~~ec\l~n~i~ ;de/Jos cor~Íados anteriores se tiene que si <f> E A entonces 
<t>• EIL' /,i ;,': :'', <'; ' .•;' ,, 

.. ~2y~{gi~~t·~~~~~;~:;;~S~~;~":.i"''"mp/,n l= ~~~tM rond> 

. , (i) ;81 </> E Av .~.ó.,f:.'8.fff.afrr...ento11ce1(<f>~(:;Ll.)'E•R-Natr 

· b),s•;~;K~tj~~11#~i~i~%~~~t~·,¡-N,., 
(iiiJ:En pa,rJir;ular,tf((~'.Jl'i,) ~ 1'R'fz~' v,<f>~,( ,Fz,) :5 nIFz, 

Pr~~~3Wj'.,~~~A'.~,~E;;~~a~~é;:~?: r/Jh.~). Por el lema,¡,• se tiene que existe 

.'~N É ,AtaÍ'qú~J.¡.p•'(;,. }.,f~ ·ob~~r.vernos que como. conjuntos, .N = Z2 ( ,N) ~ 
'?':i(N.p)::•:Podo c¡ue Z2(N:i,) := N.p. ci:m~o N.p E 'fz, entonces M E Torz,. Así 

que <P-C ,.ó.) E •R-Nat:,.. · (ii) Sean ',Ll. E S-NatF y M E </>"( ,.ó.). Por el lema <fJ• 
o ' •• 

se tiene qúe existe ,N E· ,ó. •tal: que' N:i, ~. J'vl. Observemos que como conjuntos, 

O= Z2( 1 N) = Z2(N.p). Como N~ e'Fz2 entonces M E Fz,. Así que </>"(,Ll.) E R

~~ o 
-··,,· 

Como consecuencia de l~~ i~sultadris ~~teriores se tiene que: : 
, • 

1 >:. ~,,~·~5:;:,:.~; ~)~~i::~i~: .. ,;·,);;~Y. _ :·•, , ·. , . .<° ... ::,' , .. ,.~·:' :,: , 
Teorema 3.2.8. La asignad6n.de la:·catl;!u.oría A a la categoría 8:,.dada por: a cada 

anillo R E A se le asocia laretícul~ boolean~ c~rripleta R~Nat E B y a cada mor.fimo 
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<PE A se le asocia el morfismo ,¡,• E B, es un funtor contravariante. Además <P*(S

Natr) <;; R-Natr. Si <PE A* entonces se tiene, además, que <P*(S-Nat:Ff<;; R-Nat;¡:. 

Al funtor del teorema anterior, se le denotará como E. Así que para cada anillo 

R de A, E(R) es la retícula booleana R-Nat y para cada modismo de anillos</> de A, 
E(<P) = q,•. Además observemos que la asignación dada por: a cada anillo R de A se 

le asocia R-Natr es un subfuntor de E. A este subfuntor de E, le denotaremos Er. 

La asignación dada por: a cada anillo R de A• se le asocia R-Nat;¡: es un subfuntor 

de E. A este subfuntor se le denotará como E;¡:. 

3.3 Clases naturales universales 

Recordemos que para cada anillo R de A, E(R) es la retícula booleana R~Nat y para 

cada morfismo de anillos <P de A, E(</>) = q,•. 

Proposición 3.3,1. Sea <P : R -+ S .. un morfismo de A y sea .ó:(S) E E(S) y 

.ó:(R) E E(R) fo/ que q,~6.cs) <;;.'6.(R). 'Entonces lcis siguientes condiciones son 

equivalentesi ~j: , ' ")?' > ::.; · " 
>:- _:· i - : ::~>.~-, ·<'.': .,;·:~'«:{~~y{:Ji~::~:~;f.\0~:f.:.~~~~'.~ .::~:;~.~-:~·;>:;<·.· r~· .... <: 
(i) .. Para .. t~do;;M,~Eé~L,\(S)~.-ie-.tiene,que.M~ ~ ~(R) 

. -·.y· .t::~~~ ·;·:,~~~~:·~~->;~~'.~/}~{~X .~·3f\?;j~;·,'._ , :~:t~~·: _t:'._: -'~: .~ .. :· >.':;< : .. . .. : . . 
(ii) Para todo ~M;E•ScM'!d,~y para toda descómposici6n ·,N e',K <;;. ,M con ·. . .~ ;,~J~}~~~:;:;;.cs;'.~·:~'~ N, ffi K, "" "' ro~ N, E A(R) y 

(iii) -q,•(c.ó:(S)) <;;'c.ó:(R)>( -., · -, > 
.:· . , !·r~·-~?'~:'.··~\·'.:~~:~f¡·:~~~( ;);~~;~~~~~;~~~~'.:'.r~:~~·~.::-.;:~f:6: .. ~:-:j) :·r~ ~·t /, .... · 

Prueba.'.:(i) =::: (i.iiJ'~.up~~g~IIl:()~,qtie </((c.ó:(S)) i, c.ó:(R). ·Entonces existe ,M E 

c.ó:(S) taLque'.;M~·:~ ~Li(R). Por defi~iciÓn de. clase .complementaria, existe N~, 
un sub~Ód~i~"'de'Ñ/tNi.íií\!~e'··N/e··~(R). 'Así ciue ~idste ,N E .ó.(S) tal que 
N~ e ~(R):):,:é) cJai,có~t.~~?icf! ill.,hip~tesi~. (iii) .<=> (ii). Es claro. (ii) ~ (i) Sea 

,M· E i:D.(Sj. Por l;ipótcsis, M~ E c.ó.(R) . . Parlo que M~ rt .ó.(R). o 



D~finición 3.3.2. Sea e una subcatcgoría de A, una asignación .ó., que a cada anillo 

R E e le asocia una clase natural .ó.(R) E E(R) se llama cÍase natural e-universal 

si para todo modismo </> : R -t S de e se cumplen las siguientes condiciones: (a) 

Si 6M. E .ó.(S) entonces M,¡, E .ó.(R) (b) Si· ,N E c.ó.(S) entonces N,¡, E c.ó.(R). Si 

e = A entonces .ó. se llama clase natural universal. ,..,. 

Las condiciones (a) y ( b) de la definición af1térior ~of1 equival~rlt;s a las ~iguient~s 
condiciones para todo morfismo </> . • :·R .. -> ·. ·''s . de ánil~s de· .C: 
(a') <t>•ti.(S) ~ .ó.(R) y (b') <f>•c.ó.(Sf ~ ~íi(R). · ·. ' .-. < 

Ejemplo 3.3;3. Sea Z2 el radical de. Goldie. A ca.da anillo SE ·A·, se le asocia la 

clase natural 'lI'z2 (S)i que consiste de .los. S-inódÜlos' de 'tOrsión de Goldie. Recorde

mos c¡ue á~2 (S) =.IF~~ (S). Si </> : R ~ S es un modismo de A' entonces por el 

. lema dé J.°2.7, es claro que: </>'('lI'z2 (S)) ~ 'lI'z2 (R) y </>' (1Fz2 (S)) ~ 1Fz2 (R). Así que 

'lI'z2 :es ~ria.clase natural A'-universal. Ade!flás IFz2 también lo es. 

Áhor~ bi~~: veamos ~orno se pueden construir otr.as ~!~es naturales e-universales. 

Primero, d~da .ó. una asignación que mandaanillos a clases naturales, se define la 

asignación c.ó., a cadaanillo le asocia elécinipieinellto de .ó.(R) en E(R). Por otro 

... l~dó, si. considerámos al radicál •d~_'(l~ldie}~ !~ t~~;íS: ''de torsión (Z2 , 'lI'z2 , IFz2 ) se 

·.pu.~1e.ll __ de:fi.nir .• l·~·.si.~ie•n\e;.~~:r:~t8~~}'.,ttK:·~~~-·é·fo?,;J.4 
.. (i) .Ó.t; á cada' anillo le asoCia'la'cláSe"t(~(R)):·'. 1;>''' :~· 

. ·> /.: :. : .... :.· ~. .:;:.:: :·:. ).>,:·
1

• , :>'.·:~; ::·:/:/-. --.r:~:{.,\~~~~-~;.~::1t~J;:-5;(:; .. : ;:::::>·· · 
(ii) .ó.¡, a cada anillo le ~óCiaJa.dasifJ(2S:(R)); ' 
, ·. . .·. :• .' , .. /. ·.:;;·.:._:---. ::-:~ :_~::;;,~\-'L_-.-~\:~:~:.(:;:.~f.F:}<~~·,·)s~;'.~~t:::~·.-.:r:; )·:'<·· :~> ;,. · : · · , 

Además, si ,6.i. y 6.:í sóri dos-a5igarícioncs conío:arriba se pueden definir otras asig-

. :~;~~~!~:;~&!$illlf ílf t~I¡~·,,. 
De la definicióri de.·clruié natural e~úniversal; es 'Claro que: .. . - '. ,. ~ <· ':: -·. ¿:: /::::_:-: ,~.<::.!:~ ·.... : :· .. ;' . ·· __ :·~::.:: •' <-.'' .. 1: J~' .... <'.·~.. . 
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Proposición 3.3.4. Sea.e una subcategoria de A. Si D. es una clase natural C-

universal ent~nce~ cÓ. también ú ~s. ·.· 

Proposición 3.3.5. Si ·fi· es u~a clase natural universal ~~tone~~ D.1 y l~.1 con 
clase; nat~ra,les )l·~~niv~rsales. ·~y'.•:!it'.JA,' ,.·.• 

1.:·;. 1~::_~~-' . . : ,-~-.' .. '·,' ·:: .. ;;:ú~~>:i<L-,-.-: ,1 ·-,'::\•:·f~' 

Prueba.Se~·.;¡,.· ;R,'""t:s'\lri morfismo de A. (i) Si .. ,!vi .e D.¡(s) en.tbnces··z;(~M) = 
.M. Óomo. Z2( ,M) ,~. Z2(Mq,). entonces Z2(Mq,) ·= Mq,. 'i~~:~~·:~~;iY<t> E ll.1(R) . 

. Ahora.bien, seai,NÉ cll.1(8).: Supóngamos existe ,N,sÚbm6cÍ~J()de ~M; tal que 

Nq, E D.1(R), es decir, Z2(Nq,) = Nq,. Como Z2( ~N) ·==A(lv;)~~tCl~ces :.NE ~1(S). 
Lo.cual es. una c~ntradicción. Por lo tanto Nq,,~ ~¡(R):.~·:&·,~~¿ir, :.M<I> E cb.1• 

(ii) Si ,M. E ll.¡(S) .entonces Z2(.M) =.o.' Comri;z2(;M);-;;;,;,'.z;(Mq,) entonces 
.' - . ' . . ·.. . ·-, ':.': _,~~;y·;:_-::::?<·'·-···=-·:: .. ~J'.:~("1'1~--· -:-' ., · .. _ 

Z2(Mq,) =O. Por. lo que Mq, e. ll.1(Ii.)~. Ahora ~.i~J1.l'.5:c~':J~.1JM~c::~~/,(~).•Supóngamos 
existe ,N, submódulo de .M, tal. que;N/eSAj(R),~es deéir;c~Z2 (Nq,):,,: o. Como 

· . ··• . • :·. · /:: :~..,¡,.;,J:,·::7;<· ;;.cA:· :c:<r· ..... ,Ji·. ·: : 
Z2( .N) = Z 2 (Nq,) entonc~s •.lf E ll.¡(S,),·~~.cuill es i11ia'coiítr~9'ié9i~J1··gor lo tanto 

;,_·, .. 

{i) 
'{"·. 

:·=r-5 -.~:º:-:; 

(ii) 
•'« , ' •• ~ .:; ~-->:.: 

.i~::.~; ::,i:~~~;"ftt\.\¿'.'; "':,.· ~ '..i· ·. 

{iii) Se define Ó.1 'fó.2;co.moA¡ + A2 = (b.1V'll.2] A c(ll.i v ll.2]:,Entonces.Ai + ll.2 

.es una élas~.'iihI'.;;~~/:&.~J~i~~'isdl:·Y••.•·.·.··,. •··::·'ti'.1 ;~•.• 0 ,:.:':•00''·''~'~<· . 
. ·.·,"· • .. _ 

~~.u~~a .. ;(i)}eh{~iÍ#~·'.'ü~~·r~~~I.iél_~~~~l~~~,f~t~~~}c~·§;4n'i~er,~áÍcs. Como;¡,• 
es un inárfismo 'dEl''retículas complcta5, entOnces; :;¡,~ -conrnüta" eón infimos y supre-

rribs .. 'Así.'~~~ ·~·.1va :d:'(s)J '='\;¡,~·[~~(S)] ~{¡~·~~(R)~'iJ.';¡,;(\¡~·.¿"(R)J. Para 

Já clMe. c~ni~I~melltal:'ia; ~!í~6ii~ utmiir~ 1Q;; l~y~s de D~1i10'~g¡{í{:·";¡,• { c[V" b.a ( S) l} = 
;¡,'{/\~;~~"fo)} ~·}\f{~;(c~~csíff ~'/\;~·1~i,:(n)Í'~~iv~ó.l~R)J. A~í Ciue q,·{c[V" D."(s)]} $ 

. . ,,..,.;·.::,_; .-~-'· ,. '· ·· .. ~~.;,·- ·"'. ..,~·:·:·:.r·.;· ·.(·r;~.-..-;_-;,,-~,:_~~~··1· .:.-~.1,-.; . . 
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,.:. 

c[V n ~ .. (R)]. De manera ánaloga se prueba para los infimos. Losin~isos (ii)y(iii) 
son consecuenciadel (i) y de la proposición anterior. .\ ,,.,.. . . .· : '· .. .. . : O 

,,- ··,!· 

A_ continuación se darán más ejemplos de clases n~turales iÍniveisales .. · 

Se denotará como sCu, sAb y s'D:F a la Clase d~ l~~ S~mÓd~l~~:~uadr~dos, 
abelianos y directamente finitos, respectivauiente: Dado'u~·~n.inci S de'A; ciillsiderj 

emos las siguientes clases: CV:F(S), la clase natural qu~ conslste d~ lcisS"mÓdulos 

localmente directamente finitos, I(S), la clase ri~turii.l que consi~te de los S-módulos 

de tipó I, I I(S), la clase natural que consiste de lÓs S-módulos dé tipo Ih I I J(S), 

la clase natural que consiste de los S-módulos de tipo 1 JI y ccCu(S); l~ clase natu-· 

ral que consiste de los S-módulos sCu-densos; Recordemos que J(S) y los módulos 

sCu-densos son compleméntos en E(S) y que "c.V:F(S) y III(S) también son com_. 

pleméntos en E(S). Además, las clases naturales .CV:F(S) y /(S) son generadas 

¡:ior los S-módulos directamente finitos y abelianos respectivamente. También Ja 

clase natural JIJ{S) consiste de Jos módulos esencialmenté sCux-densos. Además 

I I(S) = CV:F(S) /\ ccCu{S). Se denotará ~orno I, I I, I I I a las asignaciones que se 

describieron. 

L~II1~ 3.3.7. Sea <P : R ~ ·s ~~ '.,;¡'o~flsrno 'de c. E~tcinces: 
,,.· '•• '.·.' · ... - . , '; :· .. _, .C·"·''" '.·., .,._. 

·•·m: é,;A¿f~ª;A~·-~~~t{f .~~1ªi~1ti~ii~~~f 7,~f {i~i~:rre/i M~-- 10 
_es 

.. · (ii}, ~M .. és.un·rriódulo.abdiáno'si.y~salO'si M~lo'es ·: 
·-~-~ ._ ~~?. -~~f~~-~fi_\:{g~~.;:~st~~1,~X{~¿::~~fi~:~(~~~,_·~if{f ~:~:~-f~~::'.~L?;~h'.~;::-·:i~-~f~,-~-~: .. ~<\:?.\ ~[- .' . ... . .- ... 

°(Ú¡j. ;M- es:uñ rnódúlo· dfrectámente',firiito si'y solo si M~ lo 'es 
-:;· :· ;.:~:-~;~ _. ~:r~;x-\~·\:~·~1.t·~~.:~}1:·~~~;::-~;~~:-~:~.z~,:~~Yb:~.t~\J:)~~ :: :/(_:,?:· ~.:'.~ ;t·.: ·:: ~:Y:~~~:- :.:r:r .; ::":··:: · --··· · > ., · -·. · _ ; 

Pr~('lba.;;(i))~i,,~J1'[j.eii,;!1~)nódulo'cuadrado existen .P y .Q dos submódulos de 
· •N:.·;."f~.-.<":.';,6.':·"(-'.i'·~(;'r'°';'~!~'"-·""i:.l'i!;\,~~.;-''":~-,0~ f!•µ~:...'· .. -~";; _,;:·;.·,,~:c·;_l . .':J ~'.''-' ,.·." ;,. ' ~ 

~4! t~lcs, qilc,;;-&~:;Q,yj:;J\1;;=;~P.~~-q.,Al _c11m1Jiar el anillo tenemos que: M~ = 
:~,,·,-::::~., ;·--~---·---··ii.'_"~"-~ .. ~,_,!'i .. .,?''··•;-•···\,,.,:,_.~:-~.:.:":':,·-::t ,, ';._ --.... - ._.,. ···:·; ·, . ·!··_;' ,. ·-

(.P).{m'(~Q)~ y~qÚec(~P)~ ~~(.Q)~. Podo que iVI~ es cuadrado. Análogamente 
•_.~; ··.: __ :,:,."-'~--:.-}:>u..·'.:': .~''-'f, .. _;~:il:_:_·.'-'·-,:.r.:'l.--1:< .... ~- · .',r :':. -.. ·-" · :- ' 

si ;':[~·es ~iia~r'.1~º-~n~?ií~~- ~M lo _es ... (ii) Supongamos que .M es abeliano y sea 
~- ."L", -·•.·•~ .• ;.e·•¡~..,.._ ... _,_ , _ _,,_4 ··~ot · .. '->; •··.·• ~ ·. ·, ,· 

, N~ un sub~ód~lo qe lW'i: Si)V~ es cuadrado entonces .N tambicn lo es. Por lo que 

e .N. ~-o~ ;orl~ ta~t~':Nita'iribié~. Así queM,¡, es ~beliano. Con el mismo argumento 

---------~--.---·--.. ·-----~ 
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si M.¡, es abeliano entonces ,M t~mbién lo es;. (iii) Sea )vi un módulo directamente 

finito. Supongamos que EM~ ~o~tie~e J11: su~ando'di~~cto cuadrado e idempotente, 

distinto ele cero, llamemosÍe N.¡,,'E~iste~"H.¡,-~K.¡, ~Übr;¡óclulos de N.¡, tales que 

H"' E9 K"' = N"' Y H.¡, ·~ 1<"' '~ N.¡,: · Á.hói-a bie~,.,~i>ffió M~ ·~. (E .M).¡, ~. EM.¡, 
::í ,:'~:·{·,.)··.,'.~·.·:•.,,.'·-··,~,F'I·~--!·"". :·..:-·· .!;':.·,,,_: , ',· ~ 

entonces por el lema 2.2.2 existe .. un submódulo distinto .de cero; que es cuadrado 
- .:,~¡:_,>·;, .. ·:.-,,J~..,::: ~:.-_.•?: .. o:·(.'\.::~~''·."-='·>;,:,:.~·.,."~ ·f·., ,. . ....... , ,,- - "·· 

iclempotente en (E .M).¡, y por lo tanto existfi.tn surn~ndo di~ecto de E ,M, que es 
cuadrado idempotente. Lo cual es Ü~á:'co~tr~diccÍÓ~; 'p~~'1ci'ij~ci Ú.¡, es directa~~nt~ 
finito. Análogamente si lvl.¡, ~s di~.c~táinente, finito' ént~ncesf;,M lo es. · i,: ,; :, .O 

. ' " .. .' '.: ,• ~ ' ; 

Proposición 3.3.8. Las' asig~a~iones 1/1 I fn I so~ cicÍs;;s Tlat~r:iles ''iihivér~~les~. . . . ,. . . . - -· - .... ·. - ' '· __ ,_ - . ·, , - .. · ~ 
~ · . --~ ::. : :_ · . , .- : ... ·: · -_ . . -;:_ . " ...... _-- -.,-~ -::. :· <::-~~~::.' ... ~{iD~::· .. ~.{~'.\f'~f~·f{'. .. ~~~-: .. <~. ~·\~.', 

Prueba. Sea <P : .R -+ S un rnorfisrno de A. Por el corolario del lema 3;2.2; se tiene 

que <P"(l(S)) = <P~( ( ¡Ab)) =; (Ah.¡,) :5 ( nAb)=;l(R) y, J·(f.i>F,(s)>'\~::~~(( ~7J8) .;;, 
"' ' . '.·_'·-::·'~'i.~···,·:·•:--~•);~·:'>.t'·ry7, . .1~}-·>·.;:'.·'·f .• ~.-...... ~i!'·:_;-~'.····.l·, 

('D:F.¡,):::; (n'D:F)=C'D:F(R). Ahora bien, supongamoúiúe .;M .. és úll';modulo';sCu~ . 
·. . ·. · - :, ": -.: . .::.' ,._ '"::.- ::· -· ,.:- º,··:-..r.-'.-:;"·;\~~~.i;7Yt:;':· -~¡<.<! .• , ..• 'o. ;, ;,:.;;.._. 

denso. Sea N.¡, un submódulo ele M.¡,. Corno ~M.E cc(sCu) entcinces;exite>.H, un 
. ' ' • '· ,. :.· - . .. -<.,-,o-, .. -;:·.- ~ .• :-.,:··1}~.;~, ··;·';;·._,:' ·_ ·~ .•: i·:· · .. :: .,, 

submódulo cuadrado de .N. Por el lema anterior,. lf.¡,, es~~ s1;1.1:>1D~~!;il.()_~u~~~!".1.? ~e 
N.¡,. Por lo que M.¡, es un módulo. Cu~clenso. Así qué ~~(cé:Cu(S)),$ c{X:u(R):' Po~. 
otro lacio, supongamos que .M es u~ mÓdulo de tip~ I JI, e~ deci~. ·~~··~~i>~óc1'~!0 
esencialmente sCu-clenso. Sea N.¡,,tm sub~óclulo de '.M.¡,. Corno :M- ~~ ~-~-'.~Ód~l~ 

. ' . ' . . . " . • ' ' . ; ' .. " .. ,, . '::. :, : : ~ . i ·.:., : '; ~ 

ele tipo III, entonces existe .• H. un submódulo de E.N tal,q~e es·ci.tadrado .. e 
' : • ~ .. ' .. . ; . . . . . . '.t . . ~· " ~ . ' ~-, .. 

iclernpotente. Así que H.¡, es un submódulo cuadrado e idempótente de (E.N).¡, !;;;. 
. - ' . ' '~-. " .. '.; ,"··,, • ' - . "·o'• .. :;. . 

EN.¡,. Por lo que M.¡, es un módulo Cu~idempotente .. Así que cfo"(cc:Cu(S)) :$; ccCu(R) 

y ,P"(IIl(S)) :$; 1II(R); ·Por lo tanto 1, III, cCcú y C'DF soñ élases naturale8 

universales. Además como II(S) = CV:F /\cc(Cu) ent~nces Ú tambié~ es una clase 

natural universaL• O 
, •• • ·:.:'.~,' .·.- ~ ~. 1 • 

Ahora. bieri, ·~e dér;citará ¿orno sAT y sU a la clase de Iós S-m,Ódtilos_ atómicos 

y uriiforrnes,\espectivamente. Dado un anillo S de A,· consideremos las siguientes 

cÍ~es: Á(S); lacÍasenatural que consiste de los S-rnódulos rnolec'ulares, B(S), la 

clase na.tii~al que c~nsiste ele los S-rnódulos sin fondo, C(S), la clase natural que 
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consiste de los S-módulos continuos y .ÍJ(S), la clase natural que' consiste de los S

módulos discretos. Re~ordemos que A(S) y B(S) son complm~~ritosen E(S) y ~~e 
C(S) y D(S) también son complementos en E(S). Adem~, las clásesnaturalés'A(S) 

y D(S) son generadas por los ~ódúiós S-átomicos y tÍnlforrnes réspectivam~nte. Se 

denota~á como A, B, C yD ~ las~ignaciones que.se describier'on. Lll. asignación 
C /\A se denotará éom~ 'cA. . , . 

- . . . . : -

Lema 3.3.9. Sea' <P ': R ::...+.S;un 'mórfismo de·C; Entonces: 

(i) ,M.es u1l•mddulohi6~i~;.si y solo silvl.¡. lo es . 
. . :-: : ":, ·, "!'., : f.··': . -' ;:;;' ~ . . .'··· :, ' ...... ' " .. _ .... ' ,", 

'Ir:;._•<·.,¡"·,• 

(iiJ ·:~1. :0S.:'!§{~~itrz;f-:jjftºz~. ~.i·v ~·:zº·ªi• ~i</>'.1f ••·.f~·. 
Prueba, ( i) Seá·:~M un módulo atómico; entonces ( ~M}' es un átomo en la retícula 

E(S).'SJ~bil'g~k'~s~uei Se E(R) tal que s:::; (lvIJ,) = ~·((~M)). Como la imagen 

'ele ~· :~:~?.~vex'á eíitoncés existe ;A tal que' .P"C.A) ~ A~ Así que .P'( ,A) :::; 

V>· ( ( ;M)); ~o:m·¿ .ivI es atómico y por el lema 3.2.4 se tiene que .s = ( .M). Por lo 

'(IJ~ A'',:;·~~ (( ,M)) ~por lo tanto M.¡. es un módulo atómico. Ahora supongamos que 

M~esatórrÜco .. Sea: ,N un submódulo de ,M,ento~ces se tiene que (M.¡.) = (N.¡.). 
Es decir que .p-'( ( ,M)) = .p•( (,N)). Como q,• es inyectiva entonces ( ,M) = ( ,N). 
Podo ,qúe ,M es'\ln módul~ atómico. (ii) Por la proposición 3.1.7, se tiene que ,M 
es' uniforme si. y sofo si .M~ lo es, 

Proposición;3.3.10.'La8 asignaciones.A, B, e, D y CA son das~ natÜ;~lés: 
·univer1óle.~~:~):)~~:\.;·~;:_'~: ·.: ~<-~\":'.·'·, ... ~;:~: .. ~.·¡-~}·::.:":. , . . . . , . 

Prueba, Sea:if :R-fS uíimor~·~~ri de.4,0Por,elcorolar;o del lema 3.Ú, ~~tiene 
que, .P"(A(S)),7,p7"(<:A1i>>\=;(~f°~f;;(kAi)~.A(R) y .p•(D(S)) = .p•((.u)) = 

•• - '.• '". · v,',• ;-_.,_,,¡. f>;;.,,:: -'~l.~.~,~~::/:~;'~;¡.,;.J'f~r;''.~~:;-¡;!,:-."- '.•:,,:·~,;\,• •. '.·\~·-!"···'< . ,-
(U.¡.):::; ( .llU)=D(R). Ah6ra'bien;'1)ea)1\<f 'E B(S).entonces ,Mes un módulo ,AT-

·- "·~·:. · ... · _ --:··.;_;,,.'}.,A-,~~'\·•~!!'-1~,t'~f;_,,_· .. ~,.~~~·/>A-!,_,.~~f '',.J~f1,l~~);~:_¡j$;'.~!>t.,,~lt_:·\ 1. . .. " · 
libre. Sea N.¡. un subm.6d.uki.de M.¡. Y. supongamos que N.¡. es un submódulo atómico. 

'.' -, .. · · .. : ''..' ·,,; ·- ':.;.,:···tn.) :'J;; .. '.~;~~'~\c,':.'~' · :;::;,,_r~:;;~ ,,.·:,.',;·.·~.~~- \"..; .~. .-. '-. 

Por la afirmación (1) ,,N_:es. un submódulo de ,M que es atómico. Lo cual es una 
- ..• ' -~" -~ :~~/,._ ~· ,, ::j .• :_~ ... :,,· ... ~ ->.\. __,_-::~ '';;:.1;;-~·:t,: .n ::,_: 'f-ii,"', ~ .- ~-.: ~~ ·': : : :- ._ . 

contradicción, así que N.¡. no es:at~mico:' f.'or lo tanto M.¡. es un módulo nAT-libre 
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y entonces l'vf.¡, E B(R). El mismo argumento se repite para los módulos U-libres. 

Así que </>*(B(S)) ·:::; B(R) y </>*(C(S)) ::; C(R). Por lo tanto A, B, C, D son clases 

naturales universales. Además como CA= C AA entonces CA también es una clase 

natural universal. o 

Observación 3.3.11. Sea e ·una subcatergoría de A. Como E(R) es una retícula . . 

de Boole 'para/R E ·e entonces se puede expresar a cada clase natural a como a = 

(ti. A a) V (ti. /\ ca). Así que para cada ti. E E( R) tenemos la siguiente descomposición: 

E(R)=Ea'(R) EB Ero(R), donde EA(R) = [O, ti.]. Ah.ora bien, consideremos una 

aáign~ción ~ que a cada anillo R le asocia una cla8e natural ti.(R) E E(R). Dada tal 

~,'consideremos la siguiente asignación: EA ; e ~'B definida por UA(R) = [O, ti.(R)] 

Definición 3.3.12. Sea C una subcategoría de A·y {E; : C ~ B} una familia de 

subfuritores de E, talque para cada R E C._se 'cumpl~n las siguientes condiciones: 

(i) E;(R)es una_subretícula convexa_y {i EII E¡(R) ~O} es un conjunto. (ii) 

E(R) ~:Ili~r E;_(R) como retículas de Bo~le, donde las operaciones son coordenada 
a co'or.deriada_:··A menudo, para simplificar.se va a sustuir ~por= y se va identificar 

a ~(Rf=iiIÍi:;E;(R) bajo el siguiente.isomorfismo: Al elemento 1 E E(R) se le 

aso'éia>ei cl~mento (e;);er E fJ;e[E;(R) .• Entonces, para y E E(R), y se expresa 

cOiho'y·~ \l{yl\e; E J}, Por lo que, a y le corresponden las coordenadas (y/\e;);er· 

(iiifS_\_<f>/R~S eS un.morfislilo de C entonces </>~(E;(S)) ~_.E;(R). 
;e,:,;.\-' - {•''-'-· ~. 

T~6~eriía:·3:3j3; Sean ¿·una subcategoría de' A y 1{~i: e ~ B 1 i E /} una 
. ' ·. ·:~~:·•'--'.¿,-:·::-,;~:'.·~·:/>'.:\::,.:,,:~:;-' :..~-;·-'·::_-.- ·_ .. ::o''.--'.~°:''- - '<·. ·.. '"· '~:;_ -,·J.,.',;.~·:;·,-'~¡-i·:·_\:•,J';,; : . ·.".:, 

· familia·'de·cisignaciones.·qúe,manda'a,cada anillo.a una·retícula booleana como en la 
::,.:,~:;'." ···'.:~:::-~-->~.;l:."._~- ¡»_f:' • . f::•<;:.;·:_,,:/:.,':' :·.Oi7 <'.?--~;'.' <_._:,·.-;..:.;,~,:1 ·:j;; ·<--<¡.·. :;/j.: ":·f<'',"':~'·'.l!}fr'·iv> : ~. , 
observaci~11. áríter:io'r.: • ~a_ra cada' anillo R fijo, se tiene: que, las siguientes condiciones 

. ·shn. e q,~f~!f f ~g;~~;i~}{'..'.;';{,!!'.¿~.;é·¡,;'.·,,-~;·:,:,;,0,!?.¡¡;·;},;'.,-,é~f f .i/C' .. · .. ·_ 
{i)P,.a~á, tod,o,.M;,f=.:P..;(n,), s,i. i '¡fjenton'c.e.~ /vf;r,l/vf/:==' O. Además para todo M E 

R-M~d; eX¡;ie ~na f~milia de submódulo~JM¡ :e ti.; (R)} tal que EB;er M¡ s;. M . 
.:·•, 

{ii) V; ti.;(R) = l y para t()d~ i # j sé tien~ ~hé Íi1(R) A tl.j (R) = O. 
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{iii} E(R) S!! TI;ei EA, (R) ·es una descomposición en suina directa de retículas com-

pletas convexas. . ,; .,;:" •.'J 

Prueba; Péimel'o6bs~~ve~"os~u~. c~rrio:{~'i(k/# Óhe1 ~ E(R) entOnces {ó.;(R) f 
O};e1 esun co,nJ~nt~, por '1oclu~ {i El 1 ;.~;(R) 'f O} también lo cs. (i) <* (ii) 

.Sea i 'l'oi,:~s'~laro q~~ ~;(R) A t.1(R) ~(o si; y solo si M; n M 1 = o para toda 

M; E i,,¡ Y, M; E Áj~ ~hora bien; se~ .1\1 i::#~Mod y. ~u pongamos que existen M; 

submpd~los de Ú. tal q~e M; E :t.;(R) y EBM;~. M .. Por la proposición 1.2.2, se 
~ . .. . . . . . . ,, ' .. . 

tiene que M E (EF>;M¡) 5 V;(M¡) .5 VJ!>.¡(R). Por lo tanto l = VJ~•;(R). Por 

otro lado, supongamos que .1 = V1 Á;(R) .. Por el teorema 1.3.1, se tiene para todo 

M E R-Mod, existe una familia de submódulos {M; E Á;(R)} tal que ffJM; ~. M. 

(ii) => (iii) Como V 1 Á;(R) = 1, cada a E R-Nat, se expresa como a = V1 a n Á;. 

Se define la siguiente función: 'ljJ : E(R) ~ TI1 EA.(R) como t/i(DI) = (DI A Á;(R));. 

Es claro que 1/J es un morfismo de retículas. Ahora veamos que es biyectiva. Sea 

(a;); E TI; EA, (R). Si a = V1 a; entonces 'ljJ(a) = (a A Á;(R)); = (V1(D1¡ A Á;(R)]}; 

pues EA, (R) es una retícula completa convexa. Como consecuencia de la hipótesis 

tenemos que: a¡ A Á; =a; y °'i A Á; =O para i # j entonces 1/J(DI) = (DI;); y :por lo 

tanto 1/J es suprayectiva. Supongamos que 1/J(a) = .,P(/3) entonces para cada i E I se 

tiene a; E Á;(R) = /3; E Á;(R) entonces DI= V; DI; E Á;(R) = V;/3; E Á;(R) = {3. 

Por lo que 1/J es inyectivo y por lo tanto' 1/J es un isomorfismo de retículas. Así que 

Á;(R) A ó.1(R) =O. E(R) S!! Il;EA;(R) ·es una descomposición de suma directa 

de retículas completas convexas. (iii) => (ii) Si idetificamos a E(R) = TI; EA,(R) 

rO:e<liante el isomorfismo anterior, cntorices· 8. '1 E E(R) se le asocia las coordeenadas 

(é;); E TI1 EA,(R). Por lo que 1 ='V;ei·~ V1ó.;. Además Á;(R) AÁ;(R) =O. D 

Teorema 3.3.14. Supongamos qu~ se cumple algunas de las condiciones equiva

lentes del teorema anterior para todo anillo R E C ~ A. Sean R, S dos anillos de C 

y q, : R 4 ·S un morfisino'de::driuÚ de C. •Entonces las siguientes condiciones son 

equivalentes: 

{i} Para c11alquie~ iely/.M e ~iS).s~ tiene que M.,, e Á;(R) 
·' .. . . .~ . ' . . ~ : ' ' ,· , . ' . 

--------------



CLASES NATURALES UNIVERSALES 61 

(ii) </i°(EA.(S)) ·!;;;· EA,(R) y E = neiEAi : e -t B es un producto .directo de 

subfuntores EA, .$ E. 

Prueba; (i) =>'(ii) Sea.:~~·e·r:¿,(S)entonces <f¡•(.ó.) = ({M<t> 1 ,Me .!:l.}}. Por 

hipótesis, si .ú E .~·::;.~¡(sfentonces M.¡, E ó.;(R). Por lo que <f¡•( .~) :'.::; í:l.;(R) 

y por lo' tanto ~~( .~) :¿ E.i;'(R)/Ahora bien, observemos que EA, : e -t B es un 

subfu~tb~d,~E··~~~atód¡:·i ~éJ:'P~r la condición (iii) del teorema anterior, se tiene 
·•.·''-·!'.·:·~'. -l;,,!'~l-!':~-~l-<·''''''~;~:. ··'-· ·:· \.. ' •, 

'qué;E(R), =:' nm I::~i(~):;:.A,de'l!ás si consideramos la función <P' : Ilier EA¡ (S) -t .. 

Il;~;i:,i'¡(R}''d~éúf~iir~•(a;~1Í = (</i'(a;));eT· Es claro que es</>' es un modismo 
• • • - .- ., ... ·.-~;-_. '· ··';.:::-,;:¡;,· ·:!/:--,..,,,' ·,:, - ,· - .· 
de rctículas'y'.'<f>•;es'co~plcta pues las operaciones de retícula booleana se realizan 

, c'üo;denadll. 1!1'~~~rd~ii'~ci~·,;, f>of'lo que E = Ilier EA, es un prodricto dire~to ele 

~ubf~ntdres:' (úfF~;,;{i):Para i E /, sen .M E A;(S) entonces M~ e'</>'(( ,M)) E .· 

· ""(~A .• <~1)'.:·f::!j11~f,,~f.~:<~~.%~}·:f0c'.·~f?:·~.n~;1~',~~?:m.~lf>j,.j,¿;:}e!·/ik~'.~"r;.·,:· ·º· 
"Si I esfinito,entonées 'el producto Clirecto se' stistitilyé'"por'lasún'úi.'direc'ta; · 

. ~ · .-.• -_:i ..... ; : ~-> .... : .· ~ :._; ~-~-; / '.~:1~::~~¡~~~:~~ /~.¿t~~~:J2~{;~)~\~iL:t~:'.:¡:;-; ~t~¿:~t4';;~:,;i41kii~t~~~~~:./~8L{~~~\~!b~~~~~;::;;;~·:: ;if i.-~. :·.~~<> .. , -
Corólario'3.3 .• ls.:Suporigamos.que í;'es)mastibcategciríá'de'Afseá~·t..'una· clase 

-, ., ,. ,·. ', - ' ·e¿\ '(' '-:-''-\-}·.'.:· :,'.•~~·;,.; ;º;".{0-':. -i?•J, º~._!::t·~~-~~~Y, ';"''3j:f,};-i:e:~~·:,".'j7~ ;-:~:-:µ-~¡_;,;~;¡it:.1~H:!ff::·:t:;;.,"':;.t ~;<::J).':~.-:-f~~(~,/'.::f,~p;.~': ·~. · '. · ,. ' 
natural C~umversaJ:,Entonces se.cumpleii·las,'.s1gu1en~e\l .cond1cwnes:;':2:.· ... ·',>:.:'<<' -, : : .- --; .. ~~< -· ., "'~.;- .. ::.;~:.'. :/~ :<~-; r ;::~\>--}~;1:?;:_::.;~i;'.n~J~~t~ ?·:1.~~~~~~~~:~r1~;10!,~i~F-~~1~1\f·~~~~;~?:~J~~t:~;::~~}t~:.~;'.<~,~~·.- ~ ·; :: .. · .. 

(i) Para ,M eS~Mod,'existeri,~N"'.(.;'/<,submódúléi,sdef'i'M;falés.f:íúií';;N;;~!ó.(S),· 

(ii) ··~:::'.;:~:;!~~f R\t~~t~;íl~if ~*:,~ •· 
(E ,N)<t> $(E ,K).¡, !;;;. EM.¡, donde.:(E;.l'f)~·.E/.ó:(/l);y;(E:,K);p;e,:c.ó.(R); · . 

(iii) E.=. EA eEcA ei una.su~a;dir2't~~¡~~~Wii'iI~~~~~~f~1iI;¡~~i~¡{·J. tÁecir;· 

si"' E e eni~~ccs "'~: E(S)'~ E(ó.)(s);~:Iid(s)'::;;i:(.R)'.'~:E(~)(R) EBEA(R) 
·'- .·,: '.· ,:':·:-;,:~··.~ ,'>...,;·' :,~_:: .:·. ,~.·-.'.'.·¡., ,',.:, 1 ~ .. :'.."'~'i'·.c·~~-':· • .,.··:~;¡-_;:,:.'j.~.o\,. ·:·,.,;·~.;.;,-;.· ,;'~.:;·<'· :<'.· · . .;(,'.- ;.: · 

• y además se tiene qué:q,~(E;(S)) ~'E~(.m'y''tf>~(E~6·(s))!;; Ec~(R).:' · ... 
- . . ... -.-~' · .t· •· . .-' .. ·;.· ... '"",;,::.":.: ··.-·\.:'- ·.·>:··.¡_·~".·-~';~;,·:.:;·".' .... -::--. ,í~.::. . .,.. , 

Corolario 3.3.1G:'sea z/ei· ra~lical d~,G~ldi~ ;.(Z2 , ~z~; IF¿} l~ teoría de torsión 

de doldié. Entonces: ,·.:' 
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(i) Para ,ME S-Mod, existe ,K submódul,o de-,M.tal que Z 2UK) O y' 

Z2( ,M) E9 ,K e;,. ,!vi 

(ii) Si ·q,_: R.-~-- s'~s ~n: __ morflsmo de, anHloscl~A~ ento119es_,se ti~ne q~e{'(Z2 ;M).,,e 

i<~ c;;,~_A1.,, i:or1Z2.1V[<1>;,,, (Z2 :.lviJ<1> y zK.,,_~·o.';•;:.\: .. ,,O, .. _; .· · 
(iii) E·= E~;~ E:/es.ú:ria~sJiiiádl~~cill1c1~'~tiiiru;Íltor~~·<l~ E'r~st~ln~icla•~-·Á·,_es 

decir, si·~-- e A'. ~ntónces setienéqÜé:' ~·(Ei(Sj)' ~~ Ei(R) y ~·(E.?'(S)) e;_ 

E.r(R). Además Er(S) ~(O,T~(S)]':§=·'E~~(S) :fE.r(s)':.::¡ó,JF0 (S)] -
EF

0
(S). . .:_> ' ··o;._:•' ·. ;_; '"'.· "' . 

. ~,;'··:,,' . . :.·. . :'-.~·.'> \i. ;,:¡.~\:.--,::;:(:."~··;1_~,:· . ·,, 
Corolario 3.3.17. Conside~emos · la8 'Clase~ ,nattir~l~s · tihivér8rues1, Í i y 1 I I. En-

'~,7~;;S~ =0A~~~iil~~~~iií;~~~~*III(S) ~ O Y/(~ A 

(ii) Para todo .Me S-Mod;·existén'i;;·M¡;'{:;MriY:t.Múr submódulos de ,M tales 
,. , ::· :_ .. ·:'.' . ·-.~ :~-~--. ·"·\"·:º-;;;Jr, .. ~·f,r1"r~"~:~.-i.i'4-~tt:*-i::f'';;.-;·;;'~-~-'",:.- , º 

que ,M¡ E .I(S),; ,Mir e••JI(S)¡!·Mrú E':/ II(S) y Mr E9 Mu E9 Mm e;,. M . 
. -· .. : .··.e;_-~:·,~-<· .:i:-----.:{-_:z--~,;-~ >~)j.J¿.,~i.<fi,,:;:-~·Xli~~·":5·::u·t'"> 'f.°!¡~ :;·;·y·: -. . ; . __ , 

Por lo que E 0M ~ E·~Mi~'E1Mu eB ;Mrir es una descomposición en suma 

directa d.e.los.~i2°;~,f&~,~~j;~~{J?~~s~~~:J~~- sllperspectividad. 

(iii) Si q, ·: R ~ s és :ú[íc !IlorfisrnC>_dé'iA ·sé tiene la siguiente descomposición: 

Mr• E9 NI11• 9 N[ii;}:"2~''.M;:1 ''~~t~m!es: EMr• E9 E Mu• E9 EMm• = EM.,, 

(iv) Para,t~di{1{e_'.1~:i:(~j 1~~j(R)E9 Eir(R) E9 Em(R) es una descomposición 
en: s~~ii ;C1ii~b'[~tá~~~i;;~Ücuh1s c6nvexas. . 

Corolarii:/3.3.is:·•c~nsidcr~mos las clase~ naturales universales A y B. Entonces 

(ij PiÍra~i-~do:<M E>S-Mod, existen ,MA y. ,M8 submódulos de ,M tales que 

,MA ·~ A(S), Ú~ E B(S)y ,MA E9 ,Ms e;,. M. Por lo que E ,!vi= E .MA E9 

E,Ms es.una descomposición en suma directa ele los tipos A y B, única salvo 

supcrspectividacl. 

------------------
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(ii) Si <P : R ~ S es un morlismo de A se tiene que: NIA.; E9 Ms., s;. M</>. Por lo 

tanto EMA., EB EN!n,. = EM<P 

(iii) Para todoR E A, E(R) = EA(R) e E¡j(R}°es ;u~a déscoiripÓ~ició~ fül s~ma 
directa' de ~~l:ÍrritÍcul~ coiivrix~. ' : .. '" · · ''· . : · · '' '' .: .:: . ·. ,. . . \{,, ,:•;,, ;cc\ .. :L(:,;,·. ·>',¡:,~ i. '/.. . . 

Corolario 3,3;19, Consideremos las clase~ ¡j·~tu~alés;universnle~ 'CÁ/'B Y D; En-. 
t~ricC~:··, . . ·:. -= ::··-~>;:« : ;.i~~)~ : ... ::J~:~· :.~~~;,.'.~::~ .'?:::~:~(:~i->)-¿:·:,· -/~)'.:;;~<:~-~t: ).,..~;,l .: 1-~:·'.·::· .: : · ·, ''.· 

: ::·:>·:··t::; .. ·_,.-:1:~"·>_::):~/:.6~·:~.;~-.c-;_;~~C/'}~}~S::: ;~:,~:~f.:.-.t)~~~~:._}:;:. ~-~"·:._- .· , .. 
. (i) rara s e Ase tiéne~que: c_A(s) /'\'.á(sY~'~o.ú1(s)·fi':D(s) ·;, o y D(S) 11 

CA(S) = o .• Además cÁ(s).~s(s>'f:n(S)'.~ 1:{ /· .·· 

(ii) 
'• 

Para todo ,M.eS-Mod;existen'.·~Mc~/'JvI~'y .iv1~ submódulos de ,M t~les 
que ,McA E f(S), ~Ív[¡/EII(§),'Mo eÚII(S) y McA Ell Mn Ea Mo s;. M. 
Por lo que E .M =E ,M~ $'E .úo e E~Mo es una descomposición en suma 

·directa de los tipos ÓÁ;'B .yD,' IÍllicas~lvosuperspectividad. . - . .. '. . . . ~ . . . -

(iii) Si <P: R -+.Ses un 'inorfi.~m~.cle..Á se tiene que: McA~ E9 Mn0 Ell Mo,. s;. M</>;. 
Porlotanto.Efi:.IcA~G/ÉM~~~EM~~s;.EM"' , · .. ·.·· 

-.: .. >.':· ... _,_-;:~.:".~ -:·.:.-~-~.<·.'.-.'-:·--~-:·;··:--·-'-.-· :_-.>:< -· .· . .· .:· . 
(iv) Para todo J{~ A, á.R)1~ ~~,\(R) ea E8 (R) Ell Eo(R) e~. una descÓmposÍción 

en suma di~¿ét~"'éie ~u'.br~~Íc~liis ·~~n~exaa:, , .· •. 'i;,·· · . : .:·,. : . 
. :-. /' ··:~Y:::·~:~~~;:.~;-.. ;~-·~:~\~: :~,'.;:;{-.·:/;~~~~}~ <~:,-~ __ ;>~>,';-_ ~- ~y;·: .. -.: ·~-~~\\~_f.:-Y.~~ _, -· -ú:~ · ·.~- .; : , ._._~, :; _ , ~ ... ~. -~:~ _ 

Definición 3.3.20.-'Sea·M'e.'R-Mod.''La dimensión infinita di{Goldie de;M és el . ' - . ':.''. ·' -~-~.:;_;;· •"t·: ,:..:·'-:\:;.;_~--~'-_-· ~.~~--: :···";~,;/ .. ~ f.~'.; ~-· ~.::: .. :<.'o::·.<·'."'.:':.;·¡ ·.;~.<:·:-.:::;·¡,':'!Y-,;>~·Y.;f.;!;ó'./"\ ;;~-: -~--·': .; 

número cardinal GdM .:= sup{llltnl qÜe existe:!lna;fámi!iadé'submód!llós.distintos · 

de cero { M;};er t.ª¿.?tt;~~~f:F~~r;~ii~:~;~tj:tti~fl.,,.z]~~!!.'.,~.;l \:,; :'..:~:. ''.;· .. : ' ' ·. 
A continuadón se inCncion'aran,algu~8S· propiedades: .· · ' 

(a) SI N,~ ••.~;~~l~~\~f j~;,~ .. * ~i~~~~~; • 
(b) Si N•<;)_:M ento'riées°'GdN d.[IdM;·'' · ,. 
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(el) GdR:::; IRI. 

Definición 3.3.21 .. Sea M E R-Mod y un cardinal N con N =; 1 o H0 :=:; N. Se dice 

que M tiene dimen~ión loe~! d~ Goldie N, si para tod~ ~u~~óduÍri N;d~ M, existe 
O # JI submócl~lo ele N tal que GdH = N . ·• •:.: . . • '< ; ·. ·:. . .··-, O'. : .... 

, . . _ .. _ ·.·- .. - 7·::-:" "1:.:~¡·~-:.~;~;,;-~(\~~¡h>-· A;~fr:('.~::·;~:-i~ .. ~;: ~ _;·:.;_: ~·:~'.~;.!.~ -. 
Para N = 1, o para cualquier cardinal infinitó N ;:'.,No,'Y para'c~alqufor aniUÓR 

se define: t:.N(R) = {M E R-Mod 1 Mes cie dicic~~ióri\K~'ai{{}~;Í~~Íiii;~·cl~ ~ÓcÍui~~· 
.· :-· -''·:,:·. ·: ,. -~~::.:"":.: ::\<~JYt ~-_·(~'-L:,- .~·;.,; .. ·-:; ;:r¡.;.: .. ?>;-"·'.::--~·'·' ,,-: .. _ · - -·. 

que tienen dimensión local de Goldie.N. Supo11gaifios'qu~,N :=:éll\SbM<'E•R-Mocl. 

entonces cualquier submódulo .de M qu~ t~riili'di~:~~siÓÜ.~~ ·a61<li~ i~ual a 1 es 

uniforme. Por lo que t:.1(R) = D(~); ...• \~t'•;;,\1~·.·~~;\;~;~'.~{;~·:··~ :;;, . ; .. <'.. , 

Teorema 3.3.22 .. Para N.=,l'c~~··:+t¿,·f{{~f~tJ:~~~.·:q~~!.,fü_'.; ,.:';'. '. e' ,.·. :.·. ..· 

(i} Para RE A, .óN(R); es:u~a· clcise'na.türol;':adtirnás.'eXiste ~n cardinal p(R) tal 

'' 

~;:·i·i',-~,·;' 

máximos con 

a pertene~er,{:,a;t:.1t·y;;tal~s::'que.'°ENMi..;;•:d ffiMLl.~ ~. M. Ademas EM = 

k(ffi~,\j~)~:'·;j~f''.~;~;~?~~~,·,r,: .• •i\t<y».c.>;< ,. 
:<~,y- ,., . <.· -:-<··; 

(v) Si~) R S S(és ;¡n ITl~rfismo de A, se tiene que: si E9N .MN ~ • • M entonces 
ffi~( ~kI~)~~·r;;,.~'i,¡¡.·~¿~é(tM~){É .Ó.¡¡. ·.· 

'\o,.:•,',' 

(vi) E ;,, TI ti ti>"A ~ B. es un p~odu~to directo de subfuntores de E. En particu

lar, s{Iie.A ~~tonces E(R) ·~ ilN Ell.H (R) es un producto directo de retículas 

convexas:y' co~pletas con Ell.H(R) subretículas booleanas. Además si</> E A 

erítonces íp•(r:Ll.H (S)) ~ E6H (R). 
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Prueba. (i) Es claro ele la definición que D.11(R) es cerrada bajo submódulos y 

copias isomorfas. Supongamos que ME A11(R) y M ~. M'. Sea N un submódulo 

de 111'. Existe H un submódulo ele N n M tal que GdH = N. Ahora bien, sea 

{M;her una familia ele módulos que tiene dimensión local de Goldie igual a N. Sea 

N un submódulo de $1vl;. Por el argumento a la proyección, si O =f x E N entonces 

existe r E R y y E !vi; para alguna i tal que Rrx ~ Ry. Por lo que existe H un 

submódulo de Rrx tal que H tiene dimensión de Goldie igual a N. Así que .ó.11 (R) es 

una clase natural. Por otro lado, sea p(R) = sup{ Gd(R/ L) 1 Les un ideal izquierdo 

de R} y N > p. Supongamos que D. 11 (R) ¡6 O y sea M E D. 11 (R) entonces existe N, 

un submódulo de Rx un submódulo cíclico de l'vf tal que GdN = N. Por lo que 

N = GdN 5 Gd(Rx) 5 p(R). Lo cual es una contradicción. Así que D.t1(R) =O. 

(ii) Sea "' < N y supongamos que O =f .ó."(R) /\ A11. Sea O ¡6 M E A"(R) /\ At1, 
entonces existe N un submódulo de NI tal que GdN = "'y como N E .ó.11 entonces 

existe H submódulo de N tal que GdH = N. Por lo que N < "'· Lo cual ·es una 

contradicción. Por lo que A"(R) /\ At1(R) = O. Ahora bien, sea M E R-Mod. 

Por el Lema de Zoru, para cada cardinal N, existe Mt1 submódulo de 1vl tal que 

l'v/11 E A11(R) y Mt1 es máximo con esta propiedad. Así que E 11 M11 = $111vf11 . Sea 

f( un pscudocomplemcnto de $ 11 1vl11 en 1vl. Si O =f U es un submódulo uniforme de 

M, entonces 1111 EEl U E .ó.1(R), lo cual contradice el heého de qu~ M 1 sea máximo. 

Por lo que f( no contiene subffi:ódulos uniformes, esdecir; si O :¡6 N, s~bmódulo de 

J< entonces GdN ;:::: 2. En particular,'.!<· no.es_,uniforxne,:por 1() que GdK > l. 

Sea "'.= Gdl<, enton~es IC.e· A~. ÁsÍ qu'é.111;ffi]c E ;Li'~'; Lbcu~L contradice 

la. máximilidad de M". Por io q~e Í(=: Ó /por lo:t~íitci.$~iV[~; ~~ M;' Así q~e 
V., ·A·~,= .. l. . . :.·• ··· .. > ·-é. \.;,;:.:. ·:·, .. 
. "u" -~.:.:.; \i ,, - . ~ ,-º·· 

( iii) Sea rjJ : R --> S un morfismo de A; Es claro qu~ si .:Jli'. e:d s~~lod entoncés 

GdM<1> = Gd,M. Así que</>º ,.ó.11(R) 5 At1(R) Po~ ~tr~lado, C.Ó.~(R)·:;;; {ÚÉ . '.. '.;, ..... ~ ·-, ., ""-. -~·. . . '·' . . . 
R-Mod 1 para todo submódulo N de M, GdN =f N}. Sea;:~M/E{C:Li~(S) y N<P 

submódulo de M<P. Como Gd,N = GdN"' entonces ÓdN<l>~i··~t·p();'j'()'éj~e M<J> E 
c.ó.11(R). Así que <f>º(cD.t1(S)) 5 c.ó.11(R). · > ' D 





Capítulo 4 

Ejemplos 

Primero, comenzaremos con ejemplos de anillos, cuyo ideal Z(R) es ·el· único ideal. 

máximo y esencial en el anillo. -Est_os anillos servirán para cÓnstmi_r mÓdulos de 

torsión de Goldie, que sean módulos sin fondo. 

Ejemplo l. Sea D un dominio conmutativo de ideales principal;s.,,Si·i;e .D, se 
. . . '." ' l.'· :.'' '" - ·- ~ : . ·.; . - ~ '. ' .. '' .. 

denotará como (x) al ideal principal generado por x en D. Sean'p im eleínerito primo 

y n e N, se define R = D /(pn). Tenemos entonces que R es ~n ~riÚ1b''~ci'íSímt8.tivo 
con 1 que satisface las siguientes condiciones: 

(i) (p)/(pn) es un ideal máximo 

(ii)Z(R) =_ (p)/(pn). 

(iii) .Z(R) f;. R. y.por lo tanto Z2 (R) = R . ·-- . - . -··· - - .. · .. -
.. - ·.:· .. ··:¡--.··~-<</~: r~.- -~----> , ··: ·. __ . . 

Ejempióf P~rnpún número primo e indeterminadas {x,y}, sea R el algebra libre 

z,;2 {x',:v} :suJ~~~· ~;ia'.S sigÜ.ie~tes relaciones: xy = yx = :i;2 = y2 . = o. Observemos 

qu~ tó&6:'eíJíri~ht-;;'<l~ R!~sr&'18..fórma r = a0 + a1x + a2y donde ao."a1 y a2 son 
,,'_ ... -::_<:·<:'';~·-·'t}.1:'.:.~·::~_-·,¡~~-,.J.,::_;·;·:'''~:·~·: ·'.---'' ;-..,-_.- ·. . · -._ r _ ,. 

· · ele~.entm(de'z;:;,: Observemos qué R no es uniforme, pues Rx n Ry =O. Ahora 

· bl~~,' :n~~furic'~nii10'~-;;Jm~lit~Ü\:o 'con 1 que satisf~ce las siguienteScÓndidone~: · 
. --?;:.'~ '.~(; <~1::/J_, ~\{~-:~':'>·'.\\?:-:::~~-, "i- ·_ ~ ._ . -

···(i). Z(RJ~pZp•j-'~é:+~p•Y. 
-- - .--·-,,.'.··· 
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(ii) Z(R) ~. R y por lo ta~to Z2(R) = R 

(iii) Z(R) es un ideal m.cí.xin'w 

EJEMPLOS 

A conti~u~i::iÓ~ se m~e;tf~ l~ co~strucción hecha por Dauns pará exhibir eje~plos 
, '"'. ·:, :, :<:1··. ;<":·."·>···"·_ ::n··.' ·1\_·:· .. ·''-.. '-_ · .. _·.· ,_ : .:. -_.. ·-. . . ··: , :_ .. . . . 

de módulos de· tórsióií de' Goldie; qué son módulos sin· fondo y contimiós . .i:} 

Ejexripio'~.i :se~¡~iJ;~J· ~f 2~;.ilia:i~~~i ta. de anÍIIos ·tal .. :ue .ici;::~·:¡·~x~~~ 'i<l.~al 
máxirno'y esericial eri%p~~a toda.'{eJ: :Vamos a den~tai-conio P; al ideal Z('.11). 

Considcr,~~os•.~(~igiiÍ~ni.ttariÍiio;;i ·.~Ü;ei n .• y s· = e;e/T;'.f)R~~·~d'elli~~·~~~ si· 

t = (t¡);~/·E Te~torices ;Üp(t);;, {i .El 1 t; #o}, para't e Tse deÍí~e el conjunto 

Y(t). comoY(t) ·~ {iie r¡ :t; 'e ·P.}/ Se sabe que si tiecT¡ p~ró t;'Et P¡. ént.onces 

t, es invertible .. Pbr. l~q:.'.i~ 1SY(t)'.¿ sÓp(t): Finalmentéi sea R ·;;, T/S, si t ER 

entonces t = (t;);~1+s ~a'o'~de.t; E T¡;: A co~tinuación, se probará que se cumplen 
- .·- ··- ,,:., - •• .' 4, ·- • ,,. • • ·~ ; • • • ' • 

las siguientes propiedad~s);''.··.• 

(i) Si t = t -rs,,~ :n·~~~oií~~s.~íiR(t) = (ll;eYct) Anri(t;) + S)/S 

(ii) z.(~) ~;<h~w:~~~;~2~~··; .... { ,>~ . . . .. . 
(iii) ,Z(R) ¡;~·~y.':I)·~~.loj;antoZ:i(Rf;;,: R · ... 

''v)á,~1~~r~ft~l~ii~Ag~~ ~J .... . . . . . . . . . . 
(i) S~~)Oi~;l,'.f:.,;1~0'.f;.~\~.''Ul;~Y:ci)'!lnr; (t;) + S)/S .entonces sop(r) ~ Y(t). Si 
i E sop(r)'eñto'nse~;'sc;.tie'iui:'.quCr;t¡ = o pues T¡ E A~(t;). Así que rl= o. 
f>~~:~~.r~,Vii~~.~~i:li~~~füf.ÍF!fA.e.,AtiR(tJ,:entonces ~~. ~ 9, e~ de<:ir, s~p(rt) es 
finitO. Searh=·'r¡;¡:>ara.toda i E Y:(t) n{i.E 1 1 r; E An11(t;)} y rl:= O en otro 

~~ó.'.v~~~~rq~e.'..r!t.S: ~S, +·s,·l>á~~ ~~ob~ta ~er ~~e [(1 \ Y(t)) u {i e 1 1 

~;· ~.~ATi;.(t;)}JR:;óp(~). ~~ fl~it~. 'óbse~émos que para tod~ i E 1 \ Y(t), t; es 

inve~UbÍe; ~?\: l~· qu~ s~Cr) 'ri' (J.\ Y(t)) es: flnito pue~ d~ lo co~trario sop(rt) no 

es fin{t~5 Si'o f·~~ ~ Án~1 (t;) entonces ;;t;,'# o: Como s~(rt) es finito entonces 

{i E 1 Ir; f An11 (t;)} es finito. Así que r + S = r' +SE (Il;eY(t) AnT.(t;) + S)/S. 

---- --~ .. ------ -·-- ---· -----
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(ii) Sea t E .(TI;e/ P; + S)/S vamos a demostrar que Ann(t) n RT f O para todo 

ideal ciclico RT. Como t; E P; entonces Anr; (t;) n '.Íir; ;>f O para toda i E sop(r). 

Para cada i E sop(r), seleccionemos O"' k;r; E Anr;(t;) n T;r;. Sea k = (k;r;);e1· Si 

i E sop(k) = sop(r) se tiene que k;r; f O y además k;r;t; = O. Por lo que krt = O y 

entonces krt = O. Observemos que sop(kr) = sop(r). Por lo que k'f f- O. Es decir 

O f kr E Ann(t) n Rr. Por otro lado, sea t E Z(R), entonces (f1ieY(t) Anr; (t;) + 
S)/S ~. R. Sea t; = t; para toda i E Y(t) y t; = O .en otro caso .. · Veamos 

que t + S = t' + S, para eso basta ver que 1\ Y(t) es finito. Supongamos que 

II \ Y(t)I ;:::: N0 • Sea k E T tal que sop(k) ~ (I \ Y(t)). Si 'f .E Ann(t) entonces 

sop(r) ~ Y(T), por lo que Rk n Rr. = O para tOdo r .E Ann(l). Lo cual es una 

contradicción. Por lo tanto I \Y(t) es finito. 
~ . 

(iii) Sea O f r E R, para toda i E so¡)(r), se ti~ne tjueP;'n T;r; "'ci>Para cada 

i E sop(r), ·selcccionemós o"' t;r; E P;.nT¡r~,si.ÍEt·~op(r) .• enton~es fljamÓs t; ·=:.o: 
Sea t = (t;);e1, entonces sop(t) = sop(r) =·;(;p(rt), adei'náS i~'e'{Íl;~/J>;''.f;S)/S. 

- · .. ·,, ··: . . ''" ·· .. ·.·· ,:»'". '··¡:;., ~-.'.':: :: ~~;·;~:-_-/.'.·:,'/'.i';'.'<~ (:·~:.-.:'.·'. :. 
Por lo que O f t'f E Z(R). As1 que Z(R) ~.R. :.•· ·· ·. .' · ; , •. ·.·; '/• 
( iv) Supongamos que R. contiene ·un icleal iz~~ierdo i taÍ qu~··~s:·iitó~Í~o} Sea 

~·:~ ?~~;:,t~L~~~-~~r;x~~~~~~í!t'~r~¡:~~2!t~~~ 
en. otro 'caso: · · ~s cl~ro «1ué tA. y't ri pe~tenceii. a RÍ. Cóm6 '.J. es ~tólliico ·.entonces 

(Rt,i{=: (Rtii)>As((¡llc Rt,\ <-+. E((Rtn)<x>) .. Po~ el argurn~~to·d~ fa proyección 

se tlen~ quc:Rt;i' ~·:Rrtn para alguna r E R y además A~~(i,~)-,;; Anii(l8 ). Lo 

cÚales'uná contradicción pues sojJ(t;1) =A y sop(t¡J)':= B. P()r f~;que el ideal I no 

es atómico. Así que R rio contiene.ideales lzquierdo~ atómicos ;i'ent~nces·R es un 

módulo sin fondo y por lo tanto continuo. 

Ejemplo 4. Para p un.número primo e .indeterminadas {x,y}, sea.R el alge

bra libre Zp2{x, y}. Si .r E .. R, se .di~e que es un térn¡ino .. si.se ~uede expresar 

de la siguiente forma: r. == x.•(lly"<1>x«2ly'1(2) • • ·x<C~ly'IC~_>,, ~011de.,¡i:º = yº = 1, 

1 :5 e(2), e(3),. '.., e(n) J'· 1 ~ 17(2), 17(3),: .. , 17(n - 1) pero ,t:(l); 17(n) ·== O, 1, 2, .... 
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Un monomio de Res' una'constante por un 'término,"es decir, kT = -rk con k,'E' Zp2. 

Observemos que Res delasiguienteforrna: R,= ${ZpiT 1 Tes un términl'l'kEl 

grado de un término es grad(-r) ,;: e(l) :j. ~(1)+,; · + e(ii) +r¡(n). Todo elemento 

r E Res de la f~nna r ;, rj ,f. ~2,clond~'p'f r 1 cy p'f r 2 • Entonces ~e c'J~~ien'las 
siguiéntes condiciones!. y/ ::: \ ;j;'~.c,,e S,L; :, , ' , 

(i) ·. i(n);== Plf- :,:,,':'o;:: ,., i}5C:· • · > 

_, :: _, .. '.:,.. .- _ · _:,-:~-·-~;'~'.~.-:-~_::(\~~:.:_:.?::ft~~~;:~;F(. -. ·: ·:; ._ ._. 
(ii) z(n) ~. n y;J>orJo tanto%(R),;, n, , , .. 

(i_iÍ>, R~~~fV~ffe;i~I2j{;~~·1;&:~::;.·:: ·:~ . ,: . ·'. . . ... , 
(i) Sean 1'. ::. 7)'.J,'P!2\:,E',~R ~; s == si '.+P~2 E AnR(r) ento!1ces se ,tiene que 

(s1 -1: J?si) ~Ú .t'.~~~:~~}~~:i\j,~~,r;;~() ij~e ~;éL' ~ ?: ~: (r1~2,+ r~s1) = O •. Si r¡ 1', O 
~ntonce~ S(~ O, 'Y,P?(IO,~anto _s2r1 =O,lo ~ual implica que s2 = O. Así que p f r si 

~~~t;t~~i,ff:~¡~~f f ;~'~'o: ·~;m;; P l .r •i y .;lo •i r. ~.O m Y oob fil 

(iii) P~i~~rb ~·bs¿~emos lo,siguiente: por el lema de Zorn, existe {Rx0 }aeA una 

familia nu~.~rable inflnit~ de ideales cíclico~ que es independiente y máxima con esta 

propiedaden R, e1üonces $ 0 Rx0 e;. R ... Supongamos que w E R tal que p f w, en

ton.ccs el siguiente morfismo: f: R-+ Rw dado por /(r) = rw es isomorfismo pues 

AnR(w) =O. Por lo que se tiene que $ 0 Rx0 w e;. Rw. Ahora bien, supongamos que 

p 1 w, entonces w = pv y p f v. Consideremos a la siguiente suma de ideales cíclicos: 

<B0 Rx0 pv. Sea/( un pseudocomplemento de $ 0 Rx0 pv en Rpv, así que $ 0 Rpx0 v 9 

/(e;. Rpv. Por el lema de Zorn, existe {Ryp}¡¡en una familia independiente máxima 

de submódulos cíclicos en K, entonces $pRyp e;:;. I<. Como pI< e; Rp2v = O en

tonces R]J'IJp = O. En particular, pyp = O, es decir, yp = pzp tal que p f zp. Así que 

tenemos que ($ 0 Rpx0 v)$($pRyp) e;. Rpv y por lo tanto (EB0 Rpx0 v)EB($pRpzp) e;. 
Rpv. Así que hemos visto que: para cada ideal cíclico Rv, existe una familia infinita 

numerable e independiente de ideales cíclicos cuya suma esta contenida esencial

mente en el cíclico Rv. Finalmente, sea L un ideal izquierdo de R, vamos a demostrar 



EJEMPLOS 71 

que E(L) contiene un cuadrado idempotente. Porla observación anterior, se tiene 

que 
existe una familia numerable infi~ita ; de idelaes cíclicos que es indepen

diente< y .t~l que [EElie1Rw;) E9 [EElje~Rp11j) ~.:i donde p t W¡ y 'p t Vjj aae~ás 
111 = IJI = N0 : Para cada ca.So,;h~~~~cis una partición: Sean 11 ,. 12; J¡y J 2 
tales que J = JIU J 2 , l. =·I1;UÍ~:y.iademás J1 n J2 ·=0, f¡nJ2 ·::0, por 

último lid= II2I =ViÍ =V2I ~ N~.''.Es.~l~ro que R ~.Rw;para.toda·i E i 

y que R/pR ~ Rvi para toda•j e.;;.ÚÓPorlulecciÓn de la partición sé tiene que 

E(L) = E(EEl;e1Rw;)E9E[EElje:ÍRÍJvj]E[ef~;/nw~EElffijeJiRv;]E9E[E9;efiRw;EEléw2 Rv;] 
es un cuadrado idempote~te.;Í>éir)~ cid~ R ~s de tipo lI D 

. ..·.: ,.,':,.~---~)~~--(~:~·i~>:~-~~;:~----~·.:\t~{~._:'-> ' /. ·;., ... -.··,,.:. >-'_,- : ,,:_:·> .. ··, '-'~> :_~_,:, 
El siguiente ejemplo muestra que para cada cardinal N. existe un aniHo R tal. que 

.ó,,N(R) ~-º· . ··;-•-.\,· -· -.:',,· ,-~,·-- ----. ~-,~\,·,.·· ~-"\.~Lt., 

... · ~·:· ~--: ... ~--:~~.r~-i"~---~~::.:~;_.:-,~~1-.-. __ ~:,-:, _,-(-·,; .J:::, -'-. ;_-,_,;_-; ;_:;.;.\.,~--~-~:{i·;:~~~;,~.;--~~:~", 
Ejemplo 5. Sean F uncampci y Xun 'conjunto talque 2 ~ IXI =:N; Consideremos 

:~:~:J:::~¡!:ee ~a:i;~~k .tl<lf:¡=::~:~~º:ª:0¡::eiYn:Ll~~~~ijt~Jt)f jJi:;.· 
N $ Gd(R): Ahora: ble~, s~~ {.H;};e1 ~~ª famili~ ind~pencli~rii;;}Í~)cl~~Jes i~~~i~~dos~ 

• '· , ·'" '..~:·.·~:-." ··.:.¡ :'.·'.\f_J'..:' :,_u'.'' ;_¡cJ.F :-i ;•;·:: ~::.-- ~-· 

vamos a demostrar que III 5 N. Para cada i E /,-consideremos ún ideal cíclico de 

H¡; digamos Ra; con O -# a¡ E H;. Ahora, consideremos la fa~iÍiá' lilclep~iÍdi~~te 
{Ra;}, es claro que Ra; ~ Rxéon x E X. P6r loq~e l~I $ IXl.'Así ~ueGd(R)==N. 
Por otro lado, si O -# a E R entonces Ra ~ R.; p'or i6 qú~ ád(Rd) ,;'. ~?:-ÁsÍ '4ue 

O-# RE ~11(R). Observemos también que si Les un ideal izquierdo d~·JÚ~l~ú~ 
EEl;e1Rx;·~.·R,con. IIÍ :=;N, éntoncesGd(L)_= Gd(R) = N .. porlas_propicdaclesdel~ 
dirriéri~ióri'' d~ qo1dié. \ • · · ·- ·· · · · · · - -. · · _. - · · ' - ·, ' ·" _, '·' · • 

'.:'.; . ' - ~ '. ¡ .. 

Ej~mp1:o'.;6;i:.se1ap'iN;{~iÍ cardinaLinfinito y F tina nillo para todo ordinali ·< N 
fij~ri.io~,:F;·:;;;!Jk;·\•_s~>~efineel N-producto S de la·faínilia {Fl};<N como.-s ={te 

··m;:~'F; l'l~~(t)¡:'.<N}l P~rej~mplo, si consideramos al cardinal No·entonces Ses.la 
suiria cÚr~~ta:-;Ahor~; é~Ilsider~mos a P ~ Tl;<N F;, el subanillo del producto directo 

fortiia'doporldsvect"oi~s que son eventualmente constantes, es decir, P = {(p¡);.C11 _E 

_________ .:......:...... __ .;__,. 
------ -------·-· ------
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Ili<:N F; 1 existe j .< N tal que Pi = Pk para toda k > j}. Es claro que S es un ideal 

izquierdo de P. Sea R = P/S. Supongamos que p = (p;)i<N,Q = (q¡)i<N E P, p = i'j 
si y solo si existe j < N tal que Pk = Qk para toda k > j. Entonces IR 1 = N. Ahora 

:bie~; s~a Ó ;6 a E R donde a= (a¡)i<N E P. Entonces lsop(a)I = N y además existe 

.k.<:N tal.que a:se hace.constante a partir de k. Sea X= sop(a) y consideremos 

u~a: partición de X co~o sigue: X= Üi<NX;, X; n X; =0 y IX;I = N'. Para cada 

i < N, se puede élefinir Xi E·P tal que Xi# Xi para toda i # j y además tal que a· 

partir d~k, xi sea Un :Ve~t~r constante: Además, para toda i < N, j « · k y j E X; 

·~e'. tiene que (x;)/~;1.y sij <:· k y j .r¡. X; se tiene que (X;); = O. Consideremos 

la siguientefa~iHa'de ideales cíclicos de Ra: {Rx;a;};<N· Entonces {Rx;a¡}¡<N es 

··una familia independiente . .Asíque N $; Gd(Ra). Como GdR :5 IRI, se tiene que 

·~ ':::; adcmh $ iRf~ ~: p~~Jo que Gd(Ra) = N. Así que R E .6.~ (R) . 

.. Ejemplo .7. Sea R = Z~º /z~Nol. Primero, obse.rvemos c¡ue Res ,un anillo de Boole. 

Por lo tanto R es conmutativo, todo elémento 'es idempcitente y si a E R se tiene la 

siguiente descomp~sicióri: R = Rae R(l ..::a); :A.ho;a bien; por 1ii. observación es 

claro que si a e R entonces Ann(á)=:= R(l; ~)\Aa~huii'~~'úene que se satisfacen 

las siguientes condiciones 
!''•.: ,:;::::-·> .'_·,_._,;;, ';' 

(i) Z(R).= O 

(ii) R.es unmódukí sin fondo conti~tío 
'·' 

(iii) R ·~s un ~ódulo de tipo I 

,'(iy'~(:~'k;i'~R;·~~tonces Ann(a) = RÜ-a): c6m8.R~rlR(l-a) =o entonces 

ATi.ii(~(no' ~ ci~encial. Por lo que Z(R) = O. 

(Ú)·UtlÜz~~do el mismo argumento que en 'él iriéiso'(Úi) dei eje~plo 3, se tiene que 
' . ,,. " . - ' . ._, . . . ~ . • ' ~ , . ·'» . , . 

·· R 'es Ün R-niódulo izquierdo sin fondo y c6ntinuo:'r\; ~/:r;J~¿;,;.,,,,/~ 

· (iÚ) P~ra demostrar que Res de tipo/; bas~á ve~:~u:~:~~Í~~fe,~!de~lizquierdo cíclico 

es.un cuadrado. Sean a y b E n:tales'que a # b.,''.Süporig1uíi~sque Ra ~ Rb y 

Ra n Rb = O, entonces se tiene queA~n(a) = Ann(~):: Es'd~~lr'~(l - a) = R(l - b). 
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Por lo que R = Ra EB R(l - b) y entonces b E Ra, lo cual es una contradicción. 

Por lo tanto no existen ideales cíclicos cuya intersección sea cero y además que sean 

is~morfos. Así que R ~o contiene cuadrados y por lo tanto es de tipo/. 

Ejemplo 8. Sea F un campo y fijemos F; = F para i E I con N < III. D.enotamos 

como Tal producto direct.o T = IJ;ei F; y a S como el N-productóde·T, es decir, 

S = {t E T 1 lsop(t)I < N}. Ahora bien sea P = {t E T 1 lsop(t)I :::; l-i}. Es 

claro que S e;;,_ P. Consideremos al siguiente anillo R = T / S y ~¡ id~~IP/S de R. 
Además P/S e;;,.. R Entonces con el mismo argumento que eri el eje~plo6 se tiene 

que P/S E C.N(R). 





Apéndice A 

Algunos teoremas 

A.1 Argumento de la proyección 

Teorema A.1.1 (Teorema del argumento de la proyección). Sea {..lltfa}aer 

una familia e11 R-Mod, O#- x E E($../ltf0 ). Entonces existe t E R, a E r y O#- xc. E 

M 0 tales que O#- Rtx 9! Rx0 con Ann(tx) = Ann(x0 ) 

Prueba. Denotamos como Pa: $M0 -t ../ltl0 a la función proyccción,:ysi x:,'E E9M0 

denotamos como sop(x) al soporte de x. Como a:JM0 ~e: fJ(El'l.l\[J)/si 0;;;6 x: E 

E(a:JA{,) entonces existe r E R tal que rx #- O y rx E eM0;;qémí~; 1 sóp(rx) 1 es 

finita, haremos la demostración por inducción. Supon~.:-·--.·:/.:::_ '--r · 

gamos que I sop(rx) 1= 1, entonces existe un!\. sola:,a:'e r:tiil ciúe p0 (rx) #- O. Si 

Xa = Pa(rx) entonces Rrx 9! Rx .. y Ann(rx) = :An'n(x.;).• Ah.ora bien, supongamos 

que si o < 1 sop(tx) I< n para alguna t ent6_ncés existe:a E r y o ,.¡. x,. E M,. tales 

que Rtx 9! Rx0 con Ann(tx) = Ann(xo)· 

Supongamos que 1 sop(tx) I= n. P~imero; supórÍgaITIÓs que ~iste a E sop(rx) 

tal que Ann(rx) = Ann(Po(rx)). Sea O ''#'xC:: ;.;'·p~(rx) y' por lo tanto Rrx = 

Rx0 • Ahora, supongamos que par~ tocia:. ·a, e_:_sop(rx)se tiene que Ann(rx) # 
Ann(Pa(rx)). Seas E Ann(p00 (rx})\Árin(~x).p~riaÍg11na ao E sop(rx). Entonces 

l'o0 (sr:c) =O y además rsx #-O. P6.r' l~q~~ o'.~¡ ;o~(~r;) I< n. Por hipótesis ¡le 

)-S 
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in<lucción, existen a E r y O # Xn E M0 tales que Rsrx 9!! Rx0 con Ann(srx) 

Ann(xn)· O 

A.2 Teorema de Bumby 

Teorema A.2.1 (Teorema de Bumby). Sean B !;:; A.E R-Mod tales que ambos 

son inyectivos y existe un monomorftsmo f : A <-t B. Entonces· Á S#. B. 

Prueba. Como B es inyectivo entonces A = H Ea. B · para aÍgl.1~~ H ~: A: ·A 

continuación se <lesmostrará por. inducción que {H, f H, , j2H, •. .}es'.~na familia 

independiente de sub~ódulp~ de A. Prim~ro, como f(H) ·~ B H n f(H) :=i o:y' 
entonces{H; ·JH}.esII1ilep~ndierite:,Supongamos.que {H; ·f H;f,•¡~ H;'('.', ;·j>!'H}' 

.•. Í~~~~1~~:~~:n~¿e~·~:t~§~;i171,·~,(Jli~%~~;~·'.·:~ ~··efü¡B~~~:~i~11J~J~}~···· 
• f(h1 +Jh2 + · :"· +Jn-'.1 h~~í) co1í hj EH; Como f es}'rióiiomorfisíi1é)':yJf,H'.~1B, 

_ -, _ _, ,_,. . ··-- .. : , :-_ . ,_: __ .- __ : .. -. ·. _ ·· : ':. - -: · ... ·: .. -:~·:'.~;i\•.:qf!tt~~ ~\·-~·,:,.:,~·;;;:,<:t_- .' ~:;·<t- --> D-,r 
. enfonces h 1 = o. Por .lo quefnh~ ej H E9 f 2 H ea ... ¡n- 1 H y;porlki:fanto'/7:/1~ 7' o 

-":;'".,,¡:. )~ -- ;, .. ,,.. 
~-.. ) .. -- . ' -.-;.· 

Corolario A.2.2. Sean A y·A' E R-Mod tales que A es isomórfo a un submódulos 

· de .• A; .. ;,¿:!~t}f~m$~fr:i~~f~tf~~6~~~1·~.,~~"1i~1i~3~~Jf,~~~~;·)~n!F~',N~:r~•.: .. ':· 
Pruebá; síipóngamos';cíuc A~/B'.~!;:; :A" f• 'é¡ilé'A' i9!!K !;;'JI.:\ Obsérve'riios · ciue B. 

•• :-• ,'.,.> ;:::: .. > e'.':'C,'.-; :.:«?_~;~"': '.'.•,~::;:.' :.:::::?".-;:'·:·~:-,c':.;,;i}~'i :,'.• . ..'./~' \;',<q," ~ ..,;ci:J:·.- , '.'t.- l) :··' I ''· ,' • ,\, -<• / • >, ,''' ', : ';:,', : ·~.· •. ' ' ', 
es . inyecti VO y "cónsiderefiíos ,el sigüiente mónómorfismo: '.A' S#. B'. ~ A' 9!! .B. Por el 
tccireniii a1'tt~ri'cii,A~iñ'J~,W."';~ ··.> 1', .• • .. . ' D 
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A.3 Suma fibrada 

Definición A.3.1. Sea 9 1 : N ---+ N1 y 92 : N ---+ N 2 dos homomorfismos en 

R- Mod. Un diagrama conmutativo en R - Mod 

911 }· 
_N1-~·Q . . ·.'······· . ·.;L J~q1/:.--: '·· - -· -

es llamada suma fibra~a para'el ~~~ (gi,'~~) sih>aratodo par de homornorfismos 
:'. ~~: •• ' 1 ' 

·.-._ ... · <t~.~~1:;,%~~·(ft;~1/:)}SX!.°:,ii0:nii3~~\'..~ ';,;,: ;,;;. __ ,,, .. 
·existe~núnico.homomorfismbh :Q•;--+)'~.conhq1:"'hi·:ihq2 .·~•h2:: ,> .··. 

l'Jile,v~~e~,ie¿9:.~~~~·;~~~~~.0í~.~i~:cie,.~H~rt~Ni~~';~~ix~·-i,~~m3t~¡.~~i·;~~ª·.~uma 
fibradá es tanibiériJlainádá suma .amálgániádii'ó'éuadrádo. cócártesiáno .• · . . 

~:;z~1·~fa~·~,f Ir.;s:m~~~~~i)I~l~lt1~}f tiV. J. homo-
. Con inyecciriiies ei ; N; ;~_Ni' ffJ N2;':i :=:1~ 2;;{obt~nemos n homomorfismo 

C=·homo~"JUmru:lti:~i~~~,~~~~2UO q• el roodmdo 

.. ·~··"~~~~~:~. "_··· 

es la suma f ibrada para ~l par-;(~i;·~2j';;~Po~'c~iistrucci<fn, 
' ' .. · . ' ; ... . '.. . .. ~··' .· 

··; .. 

Im q' =' (g1Ei ;+g2E2)(N}={(o1cii).¡!Í2(h)) 1 ne N }f; N1 ffJ N2, y 

Conuc q' ~ N1 $ N2/Im q'. 
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Prueba. Supongamos que para 1, 2, tenemos homomorfismos 

h;: N¡--+ Y con h 1g1 = h2 g2 • Entonces.obtenemos el diagrama 

N ~ ;;,1 EBN2 _., Conuc q• 

'"w·:-~ ... ~r· 
y 

con (h17r1 _:_ h2~2)q• = (hí7r1 ·;,;2:;f2)(;;~i··+iJ-ie;)i= hig1-h2g2 = O. Por lo 

que existe un. úni~o horn6morfismo 1i'•Ld'diiut· ~~.;;:+;Y, ~~n lo cu~! obteneu{os el 
· , '• - .. -.· .·· ·-.. · • -:~-'<•·' ~-' .. -.,-.,1{"·•_,_;1::\ ,_.;•o . .,t."······ _··~· ·~'· -- .· · . · 

diagrama deseado,~ ··. ;; <\,,}·,.,, · . '· .· · . D 

.. :····· .. ·. :~· .,: .. :· r:'.5/;t:\:{'D/·~/ : .. '.···· . 
Propos.ición A:3:3: Si el diagrama "conmutativó · im R :-'- Mod: 

F ... '•. c~{~~ilf 'f ;•{':' ·.· 
representa ·el. diagrama'. de:la :súmafi~'j-í[dci/éntorices: 

r~~'' .
01 

d<o;rnm:;~~111111i1,i~':'" 
Prueba. De la proposición· anterior; tenemos que·:. · 

. • .. • ··: ;,~~.~'11f ~~1rrr;~)) 1. E N). 

con lo que obtenéino's C1)1órnoméirfismo · ;:~:. " 
',. ~-· - .... , -.·.:· _..,,."'<-:r-'<'.".:)··'"'!-~~'.".?-·',;-t~:'' ... -~:···J.:,,. -· -
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lo que nos conduce al diagrama deseado 

N ~ N2 .~ N2/h(N) ~o 

"1 lg~ 11 

N1 ~ Q ~ N2/h(N) ~o 

D 





Apéndice B 

Radical de Goldie 

B.1 Prerradicales 

Definición B.1.1. Sea r: R-Mod-+ R-Mod un funtor. Se dice que res un prerrad

ical si rM es un submódulo de 1W y f(rM) <; rM' para todo f: M-+ JÍ!I' morfismo 

de módulos. 

Ejemplos B.1.2. Sea R.un.anillo con.li : ·, 

(i) Soc(ivl) =E{S~l·S~<;·NI;~Xessimple:}> · 
- ·-·-.:~ >- ·'_, :· . . ·:~. ·... ...:· ·<__;_:. ·_:'.i ::,· -- ;:: .· ' ~:.':_;'.Ji . . ' - ~--:·· ' 

: (ii) J ( KI) ,:;;, n{ N 1 N ~s siibmóChilo'de Ú, y)N; es. máximo} 
,; . • . - ¡,.. • . •. . . • • ·- •. ' ··. ·"·-- . -~ '·. ; , -~ r. • .• ,. 

·s:;¡~~ilf lj}!f l~~~}::,~'(M) ~·I M. 

<·. -.' . ,..- • .• ·:v~·; ! • ,' 

.·· -· .>:;: ;; ;".';.'.'• >>i.':.~; '" ... :,.:: :;.:. ~:; ... ~~-;;>'. '.,:~'>Y 

(vi)· d(G);, E{N}'iv. l'!s cÜ~!sbie ele. G} 

~) 
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Se denota como R-pr a la clase de todos los prerradicales. En R-pr se define un 

orden parcial dado por: sir y t E R-pr, se dice que r::::; t si rM s;; tlvf. R-pr tiene 

elemento mayor, c¡ue se denota 1, y tiene elemento menor, que se denota Q. Además 

si C = { r"} 0 es una familia de prerradicales se caracteriza el ínfimo y supremo como 

sigue: V C(M) Ear0 M y 

/\ C(ivl) = n 0 r0 M. También se definen dos operaciones en R-pr. Sean r 'y:i .E R-pr: 

La operación producto es rt(M) = r(tM) y la operación dos puntos es (r: t)(M) es 

el único submódulo de M tal c¡ue (r: t)(M)/rM == t(M/rM). 

Definición B.1.3. Sea r un prerradical. Se dice que r es idempoténte si rr = r. y 
·.-· .' • • • ~-. •,. •'' • • ·, :,\ •: ,_.• I;.,: 'e• _: "--~~ 

se dice que res radical si (r: r) = r' 

• ,.· e • ·, I•·• •_':._·. 

Ejemplos B.1.6. Sea R un anillo con 1 

(i) El prcrradical Z es exacto izquierdo · 

(ii) El prerrnclicnl Soc es exacto izquierdo 

B.2 Propiedades del radical de Goldie 

Proposición B.2.1. Sea lv! E R-Mod se tiene que 

{i) Para todo submódulo N s;;e M, Z(N) \;e Z(M). 

-e:~.':.:_.:','/~. 

------------~'='==~=====-=--=-=-==-=--=-=-==~····--·~:.:'.::·_·-··_----_·-·-
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(ii} Z(M) ~. Z2 (M) . 

. (iii) · ~~r~ t~d; submódulo N ~. M, Z2(N) 5;. Z2(.M) 

(iv} Z(M/Z2 (M)) =o. 
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Prueba. (i) Sea I< ~ Z(M). Como.I< n N f O existe O f x E /( n N tal que 
,,, > • ' ·' ' 

;'1nn(x) 5;. R. Por lo tanto I< n Z(N) i' O. . . . . . 

(ii) Sea/(~ Z2(M) tal que J( n Z(M) =o. Si X E J{.entcinces(Z(M): ~)~.R. 
Ahora bien, si r E (Z(M) : x) ent~nces rx E Z(M) n ic:Por)o qu~ rx ·=O, a.SÍ 

que 1· E Ann(x). Es decir, Ann(x) =; (Z(M) : x) 5;. R. Por lo taÜtC> x E Z(M) y 
entonces x =O. Así I< =O. · ·:;-;· ::;: ;_' .•.. > 
(iii) Por los incisos anteriores teneiri~s· q~e Z(N) ~'. Z(M)~. z~i~i). ·~sí que 

Z(N) ~. Z2(M). Como Z(N)~·Z2(Nj ~Z2(M) entonces Z2(N) ~. Z2(M). 

(iv) Sea (x] E Z(M/ Z2(M)f~ilt~ric~s:(Z2(M) : x) ~. R. Por el i~'c'iso ~~t~rior; 
Z(M) ~. Z2 (M) e~tónée~·(Z(ifj : ;;) ·5;. (Z2(M) : x). Así qu~· (Z(kl) :·x)~~ R Y . 

. por lo tanto x ~ i:/c.A···.:>~?P~~-1+·:9~~ [:i:J·= o. ·: j·~ ;/.'!:3.·· :. ~\.o 
e,;.: .. 

Obser~~~foh . .B.2:2;.J>,'ór·~fü~ciso (iv)de .la.p;oposición·· B.2.1>iclleuios que z~ es 
. un '·radi~~i.·\'A1·:·t~d~ig(Üí':~z.;~.-.~c)~:.íi~~a·:~l-.raciiCa1 d~ G~idf~. ~, ·:f'.~~ ·>::; 

.-.~· .... :·;\'.<;~~;t~~l;~~~t:Í(:::ttf~~s> .::-~~:~· ·.·: --~- :.: ·.~ .. <-·.~ -. __ -: .... . -. _ ,, . 
CorolarfoB.~:3;-•Sea.M eR~1'.fod .. Entonces J!J(Z2(M)) = Z2 (E(M)). 

·· P;Jeh~. i';~~~~ilt~c~n's/p~l~ar~ qJé. ;2(~(M)) ~s inyectivo. Sea I un ideal 

· izq~ie;do tal qudJ ~~·R y'¡: J '-+ Z 2 (E(Ú)). Como E(M) es inyectivo, J induce 

un morfismo 7 :R':-+ E(.M) talq\le] Ir= f. Adémás, como f(I) ~ E(M) se induce 

un rriorfisn10 d~·g: R/I '-+ E(M)/Z~(E(MJ) dado por g(x+I) = f(x) +Z2 (E(M)). 

Asi que, tenemos el siguiente diagramá: 

0-t I -t R ~· R/I -tO 

11 71 91 
O -t Z 2 (Ei\1) ~ E(iVI) ~ E(.M)/Z2 (E(M)). -tO 
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Como 1 fe R entonces (/ : x) e;;;. R para tocio x E R. Por lo tanto Ann([x]) e;;; •• R 

para toda [x) E R/I. Así que Z(R/I) = R/I. Como Z(E(M)/Z2(EM)) =O porel 

inciso anterior, entonces g =O. Así que ](R) e;;;; Z2 (E(M)). Por lo q~e Z2 (E(M)) 
es inyectivo. Por la proposicion anterior se tiene que Z2(M) e;;;. Z2(E(M)). Así que 

E(Z2(M)) = Z2(E(M)). O 
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