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INTRODUCCION

“Nunca consideres el estudio como un deber, sino como una oportunidad
para penetrar en el bello y maravilloso mundo del saber™,

Albert Einsteii.

Hace varios m’ios un mﬂo de primaria me pidié que le ayudara con el siguiente

ploblema

Hallar e! drea de la figura sombreada. o ‘

T
5 A
\ i
1 2
———————— .
A > > B
5 8

Como la figura- sombreada consta de un mangulo v un rectangulo, basta con obtener la

: medxda dn la base que ‘ycornparten amb'ls hgums y la altura de cada una de ellas para

5 h'ph;c‘ar simplememé‘ las-férmula -y b x’[r. La base comin mide 8 y ia
; AR A y

" altura del ‘rectdngulo mide 2, porlo que el drea del rectdr gulo es: A, = 8x2=16. La altura

‘ /r del}riz’mgulo se obliénc tbm'a'n:do la altura del rectangulo mayor, y restandole la altura del

8x3

rcctnngulo interno: /1 = 5-2 =3, Asi, el drea del tridngulo cs: AT 5 =12, E! drea

sombreada ¢s la suma de ambas dreas: 4,+ 4,= 16+ 12 =28,



“a ’saber, quc el drea sombreada ticne dos valores correctos

ede d'e‘d‘ucb:ir que partimos de un supuesto falso. ;Cudl es? La

1 He Nlamado Ty al tridgngulo menor y ABC al triangulo mayor para facilitar la comprensién de los cilculos,
pero cn ¢l problema original estos trifingulos eran anénimos, no tenfan nombre ni simbole de representacién.
2 La razdn es que si un rectangulo tiene las dimensiones (fargo y ancho) indicadas en la figura, no cs posible
{evantar una perpendicular a la base en ¢l punto indicado que tenga su cxtremo superior cn la diagonal y mida
dos unidades. Las medidas de la base y Ia altura del rectiangulo obligan a quc las figuras intemas, a saber, ¢l
trisngulo y el rectingulo sombreados, tengan unus medidas distintas de las asignadas cn ¢l dibujo.



-veste problema es conocndo como ‘la paradoja® de Bertrand’. El propésito de este trabajo es

'exammar de cerc dlChO problema Y sus soluciones.

de I obra; pero en un libro cicntifico esta mancra de leer

esion’ paradoja viene dt.l griego (pala. contra, mas alli de y doxos: opinidn, creencia) y significa
Wl ‘de” 1o creible®, En st sentido mids general designa una afirmacién o ‘creencin contraria® a las
nes aceptadas cominmente.



resulta: verdaderamente demencxal la ltima parte podria llegar a ser desesperadamente

mmtehglble si no lee como la secuela de una marcha regular.

No se,d:be 'pmenzar la lectura de un nuevo capitulo o seccién hasta no estar

seguros de hab p‘;endido cabalmente todo lo anterior {...] El lector debe estar

conscleme de qu do‘él :terreno hasta el momento recom‘do ha sido “conquistado”, sin

que queden a sus espa]dasv dificuitades por resolver; de estn manera la marcha triunfal serd

muy dlsfrutable.

Quien proc.eda de otro modo podré expenmemur el hecho de que a medida

que nvanza su confusxén también aumenta hasta que sentlré la tentacion de abandonar la

leu.tura st mldo en un gran fastidio™

A fin de preparar el terreno para penetnar en este maravnlloso mundo’ iniciando por
‘el principio’, primero se considerard informacién acerca del origen del problema, sus
elementos y su relacidn con cuestiones afines. Ademids, se ejemplificardn algunos

conceptos que son necesarios para facilitar la compreusion de la exposicion.

% Lewis Carroll. £l juego de la légica, Grupo Editorial Tomo, México, 2002, pigs. 9-11.




INFORMACION PRELIMINAR

“Cuando un matematico {...] llega a determinadas conclusiones,

Jno pucden ser éstas expresadas cn lenguaje comin tan plena,

clara y definidamente como cn férmulas mateméticas? Si es asf,
¢no serfa un gran beneficio para personas como yo que se las
expresase de este modo, traduciéndolas de los jeroglificos?™.

Michael Faraday (cn una carta an Maxwell).

Se guyeﬁta que cierte dia ¢l conocido matemdtico Paul Adrien Maurice Dirac se

h‘gilaba enja mésa de los profesores en Cambridge cuando un recién llegado, pars iniciar la

‘_'cc‘m‘\".e'rSaci‘én,‘ dijo; «Hace niucho viento, profeser». Luego de oir esto Dirac se levantd, fue

ﬁasta Ia pu}eﬁn,lé abrié, mird hacia fuera, se sentd, pensé un momento y luego respondid:
S |

- En ‘L:;'tra ?';Scasiéq, chando estaba ;!ando un paseo por las cercanias de un lago en

: iconi}pzim"a’def un ‘colega, ‘éste indicé que habia 14 patos en el lago; Dirac respondio;

"."‘«er'ncc Vi.un qu‘éAibn'bbqjo el aguan,




algun modo las xdeas admitidas, especlalmente cuando fueron defendidas por un notable

'cxenufco o flésofo.

Un ejemplo de ello sucedié en la rama de la matemitica llamada probabilidad que

to quc m’indxé desconcncrto cs que Laplace en esta obra expuso también la

aplicacién”de -la probablhdnd a las -“cncncms morales™: las probabilidades en los

o Aqucllos en los que interviene el azar,
7 Sc llama clisica porque histéricnmente fue la primern en ser introducida y esta dada por la rcén del nimero
de casos favorables sobre el nimero de casos posibles, siecmpre y cuando Jos casos sean todos igualmente
probables. Existen otras interpretaciones de Ia probabilidad, por cjemplo, la frecuentista. La cual esta
establecida por la razdn del ndimero de casos en los que se verifica el resultado buscado sobre el nimero de
casos observados, siempre y cuindo el proceso se repita un gran mimero de veces on condiciones similares.




atesuguamlemos, en'la‘s ;elecciones, en las resoluciones tomadas en reuniones y en la

la“justa sentencxa judicial, Se consider6 que como las opiniones humanas

B kaprecmcxé d

suelen ser ,arbntranasv y, por tanto, no es posible determinar ob_;etlvamente sus

probabxhdades, la teor[a probabllfstlca que las pretendia estudiar no era scria. Asf que, a

mediados dellv'sxglo XIX,rmuchosi consideraban la probabilidad como una especie de

distraccién mafémét'q'

lculo de las distintas formas de enumerar los casos posibles sin tener

Elandlisis combmalono‘csl dia

gue contarlos o por uno. .
¥ Esto quicre decir que cada elemeiito ncnc ln misina probabitidad de ser clegido, es decir, cada segmento de

Iinea (recta o curva), scecién de superficic o fragmento de volumen que puede superponerse o hacerse

coincidir con otro, ticne la misma probabilidad que ¢l otro,
19 51 dominio se reficre al conjunto total de clencntos de la misma clase considerados cn ¢l problema, Pucden

ser puntos, lincas, superficies, etcétera,




El bailén tiene la misma
probabilidad de caer en

l1a seccién A o B,

Los puntos del area
. cuadriculada

corresponden al drea

favorabie.

LI arca det circulo

= 4n_corresponde -
a los casos totales.

Origen del
plano
cartesiano
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j La probabxlxdad solicitada busca encontrar cuz’mtos de los puntos que hay en el
: cfrculo penenecen al primer cuadrante, es decir, a la parte superior derecha del plano que
g ‘consta de ‘'valores positivos tanto en el eje x como en el y. Evidentemente la cantidad de -

: pun;qs f'qyorables es infinita pero, como se puede notar en ia grafica, forman una superficie

cuyialérén es finita. De hecho, es la cuarta parte del drea total, por lo que la probabilidad que
& sc pide es: P = w/(4n)=1/4.

- Audque eé(os ejemplos pueden.resultar muy~claros, ia tcoria de la probabilidad

'gcometnca ha sido cr' lcada en repetldas ocasuones por ‘la forma arbitraria como define la

itscciones'y longitudes




éhbef, el doble de'lo‘que mide el radio, esto‘gs,'él didmetro. También puede haber cuerdas

o que unan puntos de la circunferenci 'nuy cercanos entre si resultando cortas en longitud.

la mltad de la cuerda se llama punto medio. La distancia

‘El punto que se encuentra Justo
‘ de un pumop auna cuerda les la longxtud de la recta perpendicular a la cuerda que inicia
enp ytermina en I8
Triangulo equildtero inscrito en una circunferencia: es el triangulo equildtero (con
sus lados de la misma longitud) trazado dentro de una circunferencia de til forma que sus
. tres vértices se encucntren sobre ella.

No se pretende que esta obra sea enciclopédica, per lo que no contiene un glosario

'exhaustii/o', m bxograf’ Tas. hlsténcas' pero se busca que hasta lectores no matemiticos

puedan obtenﬂr algun b e]la, por eso se incluyen algunas exphcacno']es que

i 'probablr'mc'ne parezc 1tr1v1al i sma.ematxcos.

" Iin la matemiticn, como cn otras dreas, con frecuencia ¢l uso y los cjemplos clarifican mas los conceptos
que las definiciones aistadas, Por eso se presentan diversos cjemplos y analogias,



CAPITULO I

LAS SOLUCIONES AL PROBLEMA

*“Lo que caracteriza al hombre de cicncia no es la poscsién del conocimiento

o de verdades irrefutables, sino Ia investigacién desinteresada ¢ incesante de
la verdad™.

Poppér.

En esta secci6n se expondrd el planteamiento de la paradoja de Bertrand
y ‘las tres soluciones que ‘dio. También sc presentan las explicaciones
mas ‘conivﬁnmcnte' aceptadas que han suministrado muchos investigadores

de diversas nacionalidades desde hace més de 11 décadas.

1.1 EL PROBLEMA Y SU SOLUCION

*Micntras una rama dJe la ciencia presente abundancia de problemas, permansceri viva,

La carencia de problemas significa decadencia o el cese del desarrollo independicnte,

De la niisma manera que toda,

mpresa himana persigue sus objetivos, asf también ln
investigacion

David Hilbert

Eh~l_889, un erte, el matematico francés Joseph Louis Frangois
'Bc‘ﬁr’nnd publicé en su libro, robablilités ¢l siguiente problema:

Dado un circulo de ra ibujar al azar una cuerda. ,Cudl es la probabilidad de
que la longitud de la cuerda £ sca m

ayor que la longitud de un lado del tridngulo equildtero
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- inscrito? (Dicho lado mide'?

ara simplificar todos los célculos se considera el radio

Circulo concéntrico
=¥ dcradio 172

Como x y d son los catetos de un triangulo fé;ﬁténgulo cuya hipotenusa mide 1, por el

=VI,~ pof lo qlié x =4 —dt.se buscan  los

te wema de_Pitdgoras se cumple que x* +d?

12 La justificacién de esto aparcce en cf apéndice C,

'* En realidad, Bertrand no incluye ilustraciones, ni explicaciones detalladas en sus soluciones, pero muchos
autores si lo hacen para hacer mds clara la exposicién de las soluciones.

¥ Recudrdese que en esta clase de problentas fa probabilidad se calcula encontrando el drea de la regién
favorable (cl total de puntos de interés en cl planteamiento) entre ¢l drea de la regidn posible (el total de
priatos considerados).



valores ded para los cuales 2x, es decxr, la Iongxtud de la cuerdn, sea mayor que \/5 esto

“es, 2~/1— a’2 >J— Lo cual nmphca que ) oy
‘ |—_‘—d—2‘> :éé

E 3

l;,dz">~_vf:
73
—@pssL l__.l_
» 4
d2<l'
4

Por lo tanto, la regxén donde la longlmd de la cuerda A esdmayor que N3 correspounde al

' éxpr:sai' conio Ia razén del drea favorable al Area posible: P (/>3 )= (w/d)m =114

1



I.2 OTRAS SOLUCIONES

“Lo blanco y lo negro existen y ambos son verdad. Dejemos a cada cual con su
verdad, siempre que sea de buena fe, aunque nuestra verdad nos parezca mis
noblc y mas bella.”

Pérez de Ayala.

SOLUCTION I

. “Nuestra cabeza es redonda parit permitir al pensamiento cambiar de direccién,”

15



16
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-soLucION I

“Tres siempre se ponen de acuerdo... si dos de ellos estdn auschtes.’f

Proverbio escocés.

{ es la longitud
de la cuerda

=5

El - dngulo- @ pliede ‘

equilatero mid
oscilan entre. 60-

- cociente entre los angulos favol
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1.3 EXPLICACIONES COMUNMENTE ACEPTADAS

“Lo que ha sido crefdo por todos siempre y en todas partes, tiene todas las
pasibilidades de ser falso.”

Paul Valery.

“Aunque todos los expertos estén de acuerdo, bicn pueden estar equivocados.”

Rertrand Russell,

Aunque existen otras soluciones con resultados distintos, ¢stas son las mds
) - conocidas. (Por qué existen soluciones distintas para el mismo problema? En el capitulo I
de Calcul des Probabilités, Bertrand mismo explicS: “Entre estas tres respuestas (Cuil es la

. ,verdadﬁrq? nguna de las tres es falsa, ninguna es exacta, la pregunta estd mai

: planteada"" A lo Iargo de mas de 1 10 aﬁos se han dado explicaciones como las siguientes:

-enunciado del problema mismo, de modo que se

edidas plausibles al mismo espacio, y estas medidas

naturalmente 'cc_m' ferentes probabilidades para los mismos eventos o

cquivajentes”.

" Bertrand, Joseph, Cg)léul des Probabilités, Gauthicr-Villar, Paris,| 889, pag. 5.




Henry E. Kyb‘urg, Jr. , Probability Theory, pigs.193, 194,
“La palabra “probabilidad” presupone ciertos experimentos definidos. En muchos
problemas no se describe explicitamente el experimento, pero usualmente se hace
evidente por el contcnido del problema. Sin embargo, en el caso bajo consideracién /as
palabrés “una cuerda elegida al azar" en el enunciado del problema no dan ninguna
' indiéacién de un experimento especificc, a menos que se incluyan explicaciones
ad(icvi‘ohalés".
} L."é. M‘;\fslrm}, f‘rabability Theory: a historical sketch, pig.235.
-"é’Tnl co’t‘no‘v esta el problema no se puede resolver porque no es claro lo que'se quiere
decir con cuerda aleatoria”.
Shceidon Ross, A First Course in Probability, pag. 203.
“Como podemos ver fiéci Imel;te, el problema es ¢ste: el concepio de dibiy jar una cuerda

al azar no est¢ d.gﬁmao en las condlclones de nuestro problema, y hemos tomado

ventaja d_e_es!zi a}nbigz’:gdad para obtener soluciones a tres distintos problemas mas bien

que. n uno”

B. V Gncdenk The Theory of Probablluv /Trad. del ruso por B.D. Seckler, pag.40.

4clasc? Si no se cspccxﬁca el medio de transporte para desplazarse (seria sorprendente
quc sc obtuvicran distintas respuestas?”

Kai Lai Chung, Teoria elemental de la probabilidad y los procesos estocdsticos, pag.115.



:La bdrado_m ind

'son naturales en cierto sentido. Cara uno de los métodos anteriores usa una distribucién

pag.as.

' ‘Despﬁés de considerar |

S pdwl0.

“(En todas cstas citas textuales las negritas y cursivas son mias).
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A juzgar por las explicaciones anteriores y muchas otras semejantes se puede decir
que la tendencia general es la de acusar al propio planteamiento del problema como el
culpable de los diferentes resultados obtenidos. Al hacer esto se esti admitiendo
implicitamente que las soluciones examinadas son totalmente correctas. De hecho, el
matemadtico francés Poincaré fue quien le dio el nombre de ‘paradoja de Bertrand’ a este
problema, y lo hizo después de analizar las soluciones dadas, lo que indica que él mismo
consideraba intachables los métodos de solucién de su contemporineo L. F. Bertrand. No
sorprende, pues, que muchos investigadores y matematicos de reconocida capacidad desde
hace mas de un siglo hayan descriio las solucioites expuestas conio ‘ruzonables’, ‘resueltas

.con argumentos aparentemente impecables’, ‘perfectamente plausibles’, ‘igualmente
vilidas’, etcétera. Tan grande es la confianza que ce tiene en ias soluciones, que varios
autores las presentan comec ejercicios con validez incuestionable. Por cjemplo, en un jibro'®
reciente aparece como ejercicio lo siguiente:

Paradnja de Bertrand

a) Escoja un pinto P al azar dentro de un circulo de radio «. Sca X la longitud de la cuerda de la que P es
punto medio, Dcmue.sft/"cf que'? P(X >3 a)=1/4.

,V b) Escoj:i dos punlos ipdcﬁeﬁdichlemcntc al azar sobre el perimetro de un circulo de radio a. Sea X la longitud
: i du ’lzyni;;uerdn ciue los une, Demuestre que MY >3 a)=1/3.
= ’_:Diﬁcilmentc aiguien podria poner en tela de juicic los argumentos utilizados en el

* desarrollo de las 3 soluciones expuestas, ya que hay varios hechos que parecen sugerir su

solidez:

16 Geoffrey Grimmett y David Stirzaker, Probability and Random Processes, Oxford University, Clarendon,
Tercera Edicidn, 2001, pig. 237.

17 Estas cursivas son mias.



+ Matemdticos-brillantes como_Bertrand 'y. Poincaré estaban tan convencidos de la

radojas de su cotcrré'héb),rde que la definicién de

uando se;aplica a’ problemas’ como




3

4

: Concuerdan todns entre sf indicando de ese modo su sohdez

23

Los‘proéédilnienlos ’dé'solucién que utilriz'an sOn élriélo'gos a los ﬁsados en

las respuestas engm'iosas, pero evxdentemente no incurren en el mxsmo error. g

Establecen aspectos mnovadores en el anahsns de resolucxén de problemas o

de esc tlpo.

Bn cada caso se puede cu]t.ula. la probablhdad del cvento complementarxo"

sin usar la probablhdad del evento ongmai y nallar resultados consxstemes.; ‘

Pri merameme se consxdcmn las respuesms presentadas
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CAPITULO T

EXAMEN DE LAS SOLUCIONES

“Cuando sc llega a una conclusion falsa y ésta cs aceptada extensamente, no es
facil renunciar a ella y, cuanto menos se¢ cntienda més tecnazmente se conserva,”

*Ley de la conservacion de la ignurancia’, Georg Cantor.

e Ja verdad, es necesario al !
duda las cosas.”

Descartes.

En esta parte se hace una revision critica de cada una dc las soluciones

presentadas ﬁntcriénnente examinand Yy évaluando los argumentos

utilizados en c.\da w létddd d ) u 16 Sc mcluycn ejecmplos y ana-

logias para f"lcnlmr la comprensnén de los razonamientos involucrados.
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I1.1 UNA MIRADA A LA SOLUCION 1

“La misién de la ciencia consiste en sustituir las apariencias con
los hechos y las impresiones con las demostraciones.”

John Ruskin. .

Enla pri111ér;1 ‘solUCjén se hacen ios siguientes supuestos:

1) Que cada cuerda tiene un umca pqnm medio y cada punto determina una tinica_cuerde.

Para ilustrar cl problcma con_ur CJcmp'o mis. scncillo'(caso discreto), supdngase que

(.n ma bodugn d(. Jll&,llLtUi Imy X c.mndad dc Cﬂ}'lb y sc tienen los siguientes datos:
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. Cada caJa conhcne un 0so de peluche ymngun oso estzi sin caja.

. Cada 050 es azul 0 rosa y el color esta mdlcado en la caJa por su euqueta.

Isa y se deJan todas las cajas vaclas en la bodega.

probabilidad real debe ser mayor que ésta.



“del c(xculo no es n punto cualquxem, uene un .peso que correspoude a una infinidad de

ﬂveces el peso de los otros puntos y, en consecucncxa no puede suprimirse sin alterar la

; probabilidad involucrada.

I1.2 ANALISIS DE LA SOLUCION I

“Siéntate antc los hechos como un mﬂo, dispuestc a abandonar toda

idea preconcebidn y a scguira la nmu*ulczu a cunlqulcr lugu" o nblsmo

a donde te quiera conducir, o nunca col seguirds u rcndurnnda

T. H. lluxlcj' »

inélricamcntc‘congruentes entonces hay Ia misma
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cunndades mvolucradas son ﬁmtns no parece haber gran dlt‘ cultad el problema surge

cuando se traba_] con el mf‘mto.

Por ejemplo, sn se busca la probabllldad de que leglr al azar un mimero natural

e hecho'es el infinito llamado alef

‘éste sea par, la canudad de casos totales es infinita

¥ e acuerdo con ta teoria de infinitos dd mmcmxiuco nlcm.m Gt.or;, Cantor, la cardinalidad o ‘ntimero® de
clementos de los naturiles y de cualquier conjunto qnc sc puulxl poner cn correspondencia biunivoca (uno a
uno) con ellos es =o. Lo cardinalidad de los niimeros reales'y de 1os puntos de una recta, un plano o de una
porcidon de espacio se considera m.l)or que la anterior y se Mmbohcu por =10 por C (cl llamado *continuo®).
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... 98 99 100
-
|

“"Longitud > 1000

Ambos segmentos tienen longitud =1
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B Comb' se puede'a‘ﬁreélai"é'n‘la figura la trayectoria consta de 2 segmentos de recta: el

i umtarlo y otro que correspnnd a la‘ hlpotenusa de un tn{mgulo rectingulo cuyos catetos

'bimenor y"mayor miden 'y 1000 umdades respecuvamente. Por lo tanto, la longitud de dncho

‘ "segmemo mxde poco mas’ de 1000 umdades de hecho mide la raiz cuadrada de 1000001.Es

eyxdemeyque la® p;obah; e ucvel punio ‘seleccionado al azar esté en el segmento

de cllo 1,«.onfar(a en la demostracxén, o pcnsarl’a que tal demostracion debe contcner algun

error? Tal ‘demostracién’ en verdad ex' te, a coutmuaclén se detalla,

Cada linea perpcndicu!;_:r leyz_mtada enel segmento AB interseca la trayectoria en un

solo -punto, ya sea del 's;e'gme to ‘u'nit'nrio o del otro segmento. E igualmente, dado

un punto en la tr«wcctona puc.do ajar desdg. él una perpendicular al segmento AB, la cual

lo tomra enun solo p

ta dc pgrpendlculares en AB corresponde al total de

puntos que se puedty:ﬁe 2

favor blés. entre los totales estd dada por

cgmento AM y la idngitud de AB, esto es,
(SUY=|AM /[ AB | =%,
l‘qm ‘dcn.ostmc:én no sélo es errdnea, sino falaz, La falacia utilizada es: “dado un

segmento de rcct'1 y otro de mayor longitud, como Ia cantidad de puntos en ¢l menor es Ia
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"~ misma que enel mayor, ‘la’probabilidad de elegir un punto aleatoriamente en uno de ellos :

““es ln"misma ‘que ‘en ‘el otro”. De ‘esta forma, en vez de comparar las longitudes
;corfespondxentes aliproblema se comparan otras argumentando que ‘tienen la misma

 cantidad de puntos

Segmento que corresponde *
a cuerdas > ~f3

Segmento que corresponde a
: cuerdas <3 ‘




32
1.3 ;QUE HAY DE LA SOLUCION III?

“No condenes el criterio de otro sélo porque no coincide con

el tuyo, lo mas probatle es que ambos estén equivocados.”

Dandemis.

Finalmente hemos Ilegado a la tercera solucidn, Puesto  que las dos soluciones
anteriores son erréneas uno podr!a'?sentirsé teniadc 4 pensar que ésta si es correctr. Sin

,embargo, hay que recordar que exxsten m:is solucxones publicadas, y con dlatmlOS

toma al

azar una’recta,‘gcudl es la probﬁzi'blhdad de que su longitud sea >1?

‘Cada lado
mide uno yi

cada diagonal . C
mide: > 10
: -®
A, B,CyDsonlos
vértices de un
cuadrado unitario
A B

-2 Esta expresion se traduce literalmente por *lo que viene antes® y se refiere al conocimiento que ya se ha
‘acumulado, hechos que se dan por sentado por conocerlos de antemano.
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Suponiendo que alguien se diera a la tarea de contar el total de rectas involucradas,
se podria empezar parindose’ en un vértice, por ejemplo’ A, y contar las rectas que lo
contienen como extremo. En este caso s;)n tres: AB, ACy AD.

Ahora, moviéndose hacia la derecha (es andiogo si se hace a la izquierda) y

- situandose en B, gcudntas rectas tienen a B como extremo,’ sin’incluir ninguna de las tres

que ya estin contadas? Sélo dos: BC y BD.

Hasta este momento se han contado cinco rectas en total; sigamos avanzando y

_d‘étveiﬁigz‘im‘onos en C. Sélo existe una recta con extremo en C que no ha sido incluida en la
c:p’ta,“z‘;i gabcx', CD. '

Ffﬁalmente, se llega al vértice D y se puede notar que no hay ninguna recta que
ihq]pya a D como extremo que no haya sido ya contada. Asi, se han sumado seis rectas en
':,ov!él, de las euales unicamente dos tienen longitud >1, por lo que se concluye que la

: probabilidad que el problema exige es 2/6=1/3.

Por otra parte, puede advertirse que una Vez que uno se ubica en un punto fijo, la

dantidad de rectas correspondientes a cada punto sucesivo es gradualmente menor. Ademds,

] a pamr del pumo F_jo la probablhdad rcquerlda va cambiando en cada vértice. En A la

PUNTO RECTAS . | PROBABILIDAD

A . 3 o

2 12

o o w
-]
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En forma semejante si se aplica el mismo procedimiento en el problema andlogo,

pero esta vez usando un pentagono unitario se verifica una tabla similar.

Pentfigono unitario

D

B

PROBABILIDAD

2
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que si sé ‘Sd’tvi.‘rﬁzc".é;j‘ éiéf(o%s fe?}iisilbs iniciales, basta con calcular la probabilidad en un
punto fijo arbﬁrarié pam ¢ono¢er la probabilidad exigida por el problema, pero si alguien
recurre a este res‘ultac-l’o‘ se espera que por‘ lo menos /o mencione en su resolucién del
problema.

En resumep, la probabilidad calculada para el vértice fijado al principio no incluye
los casos favorablés y los totales de la figura completa, sino sélo aquelios que lo contienen

como. vértice. Por consiguiente, no se puede asegurar a priori que la probabilidad en el

- obvia la"equivalencia entrc las probabilidades que no tuvo necesidad de mencionarlo? No

descarte esta posibilidad en vista de su'amplia capacidad como matematice, pero el hecho

‘¢l ‘eran cbviamente correctas en realidad no lo sean,

o ‘probabilidad, entonc

calcularia en uno solo para resolver el problema”.




37

Aunqﬁé Joseph L. Bertrand hubiese llegado al resultado correcto (al cual todavia no
se ha llegado) eso no probaria quc su método de resolucién haya sido correcto. Hay que
recordar que llegi{r a una respuesta correcta no garantiza que el procedimiento sea correcto.

Témese como ejemplo el conocido caso de la cancelacién:

Si observo’ que pucdo cancelar el 6 en Ia expresién:-lgg—obteniendo el resultado

ismo con el 9 en.—l—g- y hid , podria concluir erréneamente

98
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CAPITULO HI

NUEVAS SOLUCIONES

*Quicn sélo haya hecho cjercicios de mateméticas sin haber resuclto ningiin problema,
es igual a quien sabe mover las piczas del ajedrez sin haber jugado nunca un verdadero
juego; lo rcal en matemdticas cs participar en el jucgo.”

Slcphcﬁ J Tu‘rné'r'

) ng.'l‘.ﬁc_mrds todos ustedes me tracn problemas,

Como se ha 'scﬁa,lqdib;;m:tgs‘,:’ hay,més‘soluciohes aparte de las presentadas aqui. Sin

embargo, se puede 'dc'c,xr_‘t;l_le 1a gencralidad de las soluciones se reduce a tres versiones

olucién con cada método. procurando hacerlo paso a paso

ocedimiento empleado y, dec ese modo, hacer explicites Jos

orma de proceder evitard incurrir en falacias como las

~“expuestas o bien ayudard a descubrirlas mas ficilmente en caso de cometerse alguuas.




III.1 SOLUCION 1
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“Cuando publicaba una mcmorin sobrc un asunto nucvo, exponia con sencillez

¢l camino que habia rccorndo, hacwndo observar sus dificultades y vericuetos,

y luego de hacer scgulr asus lcclorcs la marchn de su espiritu durante los primeros

ensayos, les cnscﬂnba cémo habfn conscgundo encontrar ¢l camino mds ficil,”

Nicolis Cnrlmt de C ; dorcc( (hublnndo de Leonhard Euler).

(“para ella”) y de tip

" cieita cantid d

Las cajas del mlsm

Cajas chicas

[D/ (0xy 5»)

. Cajas medianas (6x y 6p)

tamaiio contienen igual cantidad de chocolates de un mismo

: tlpo Dado que to los los chocolatcs tienen la misma probabxlldad de ser elegidos se dcsea

. :‘calculur la probabllldad de quc si se elige un chocolate nl azar sca de tipo.x.

La rcsolucxon serﬁ a través de los siguientes pasos:
1. Cnntar ¢! total de chocolates

2. Contar los chocolates favorables.

TESIS COM |

FALLA DE OWCEN |

I
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Contar cl total de chocolates

Se puede elegir arbitrariamente una caja (grande, mediana o chica) y después contar
los chocolates que contienen todas las cajas de su mismo tamaiio. Una vez hecho esto, se

hace lo mismo con las cajas de otro tamafio y {inalmente con las Gltimas.

Es claro que al huce" esto no importa realmente por qué tipo de cajas se empiece, si

se comlenza por las grandes tampoco importa cudl de las 6 grandes sea la primera, con tal

resultado de sumar 1

lo que [ ulv'lle n 278

- Vay'quiqs P oblcma que nos o\,upa. Para contar las cuerdas totales se inicia

" 'situdndose en un:punt

fijo. seleccxonado arbltranamcnte sobre la circunferencia. Como en

“el caso de las cajas no importa ‘cudl es el punto inicial de conteo, el resultado no se alterara

Supdng que. se ‘desea contar todas las posibles cuerdas en la circunferencia

unitaria, entonces 'se toma el punto fijo A4 como uno de los extremos de las cuerdas

sabiendo que ¢l otro extremo pucde ser cualquicer otro punte de la circunferencia. Observe

la figura siguiente:
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Arco

Fe

~.

- -

-

a A'iB fue contada cuando, ubicindose en AJ, se hizo la unién con

puntos, entre elios con B. Posteriormente la cuerda Ap+mB se contd cuando,

situdndose en Aa+w, se hizo el conteo de las cuerdas que lo ticnen como extremo, entre cllas

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

uvo, evidentemente, la cuerda AgemB.
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Procédiendo de esta forma, al llegar al punto C, se tendran tantas cuerdas como
puntos hay en el arco Lc, el cual equivale a 2z menos el arco AC. La cantidad de cuerdas
correspondientes al punto C es, entonces, la misma cantidad de cuerdas que habfa en 4
menos las que parten de A4 y tienen su otro extremo en el intervalo curvilineo (4,C), puesto

' que éstas ya fueron contadas cuando hubo que situarse en cada punto de dicho intervalo,
y asi sucesivamente hasta Ilegar nuevamente ai punto A4.

En resumen, para contar e} total de cuerdas posibles en la circunferencia sc debe
contar, primero, cudntos puntos hay en la circunferencia unitaria (‘cuéntas cajas hay') y
luego cudntas cuerdas corrcsponden a cada punto sucesivo que se va tomando (‘cudntos
chocolates hay en cada caja’).

El total de ‘cajas’ es rclativ?menIe ficil de determinar: tantos como puntos hay en la
linea de longitud 27 (el perimetro del circulo unitario). El problema surge cuando se quiere
determinar ‘el nmiimero’ de cuerdas correspondientes a cada punto cn ia circunferencia.
“':Cc‘)‘;’x_fno éq Puédc nolai' en la ilustracion, a cada punto le cor.respondc;' una cantidad distinta de

hay cajas del mismo tamafo®).
= -

Los arcos que unen al punto
A con los distintos puntos
de la circunferencia, por
ejemplo ¢n B, C, Dy E
tienen diferentes longitudes,

TESIS CON
| AL DE ORIGEN
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A cada punto i le corrésponden tantas cuerdas como puntos hay en su respectivo arco Li.

. ,‘ La'sﬁma de los puntos de todos estos arcos de circunferencia dar4 el total de cuerdas. Sin

. ex;jbé;réo,' esta .clase de ‘suma’.no es, en absoluto, ordinaria. Se tiene que sumar las
‘ sfgujémés cantidades de puntos:

. 1+2+3+....'.+' In/2

mptqu puntos como los que hay en un arco de longitud w2) +

g (17:/2+1)+ (11(/2 )+(I1:/24-3)4-....+ In (tantos puntos como los que hay en un arco de

Iongnud 7c)+ (17c+l)+ (17: +2)+ (17rl-3)+....+ 27, (Aqui se pudo haber elegido otras /

,‘como 11t/3 12 ovl co °c alquner longltud entre 0 y 2a; pero, como se verd mds

udnlante esto no cs rel vante para ‘el cdlculo de la suma).
Al llegar a este paso, se podria pensar en algo asi como: “Quizds no tenga sentido
‘buscar el resultado de esta ‘suma’, puede que sea imposible saber la respuesta de esto

operacién”, Después de todo involucra no sélo el infinito, sino cantidades infinitas ‘mas

ijo en cierta ocasion el conocido filosofo francés Voltaire: “El

: grzmdes’ que otras. Y comc

ter en todas partes el infinito a calculos algebraicos esta

yquecl pehultimo de ellos no es nada comparado con ¢l tltimo."?
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“Todas estas cosas que, en un principio pueden parecer un desvarfo, suponen

unesfuerzo .inmenso de sutileza y de superacién de la mente humana y

i se desea conocer el total de canicas que hay en

+i‘°+,l 1=66. Otra opcién es ubicarse en la

alidad, cl ejemplo pucde hacerse con cualquier nimcere impar de cajos, ya que en cada uno de ellos se
cr ficilmente cuill es In cajo que estd justo en medio.




Como ‘se puede notar, es posxble conocer el promedno desde el prmcxplo

UkﬁuEN

“prolongar dicha recta se hallard un punto B’ en la otra mitad de a circunferencia de tal
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forma que B y B’ equidistan del punto -4, pe‘roi'i'tambxéneq‘ﬁidis‘y’ f:f'del ‘otro extremo del

didmetro al que se lamard A’.

TRSIS GOV
FALLA DE ORIGEN

A

Nétese que para cada punto B a la derecha de A existe otro tnico punto B’ a su
izquierda cuya longitud La' es igual a la longitud del arco 4B solo que ubicado a la
izquierda de 4. Por lo ianto, sin importar doénde se ubique B, la suma de LB y Lp- siempre
da como resultado 27, pues L =2n-AR (Lees }gual 27 menos la longitud del arco AB). Por
cénsiguienie, el promnedio requerido es 27/2= .

De lo anterior se desprende que, un “camino mds ficil™ para saber cudntas cucrdas
hay en total es multiplicar el nimero de puntos B que hay-en la circunierencia por 7 (que
resulta de promediar Lo + Lw) ;De qué forma se puede efectuar esta multiplicacién?
Simplemente obteniendo el producto entre la longitud de la circunferencia (a saber, 2m) y
«, el cual corresponde al area de un rectingulo de basc 2n y alturél m. Esto .es razonable

porque es como si en cada punto de una recta de longitud 2x se levantara una perpendicular

de longitud xt.

25 A este “camino mds ficil® se le Namard aqui indisti el r: riento o ¢! método del promedio o

) Notese que se ha aplicado sélo en casos donde existe simetria respecto a un

imj te el pr
elemento central.
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De este modo, se concluye (jPor fin!) que el total de cuerdas posibles es 2nxx, esto
es, 2n%,

Contar los chocolates favorables

Para encontrar la cuntidad de chocolates de la clase x basta con contar cudntos hay
en cada tamailo de caja y'luego simplemente multiplicar dicho niimero por el total de cajas
correspondientes del mismo tamaiio. Asi, por ejemplo, si sc sabe que hay 12 chocolates'del
tipo x en cada uné de las seis cajas grandcs, 6 en cada una de las 9 medianas y 0 en cada

una dc la5'12 chxcas entonces hay en lotal l2><6+ 6><9 +0x]2 =72+54+0=108. go]osmas del

i tnpo X De modo que la probabxhdad requenda es P —108/278 54/139.

e m nera smular el :p“ b!ema inicial planieado se utilizard Ia

- siguiente ﬁgu;q

TESIS CON
FALLA DE CRIGEN
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Al ubi.carSe' eh los buntos del arco AB (‘las cajas grandes’), por ejemplo los puntos A1, A2y

’AJ se puede notdr que cada uno de ellos tiene tantas cuerdas mayores en longitud a la raiz

de 3 co 10 pl.mtos hay en un arco subtendido por un lado de! tridngulo equildtero. Dicho

arco corrc;sponde a 27/3, entonces cada punto en AB cuya longitud es 2x/3 se multiplica

también . por 21/3 ’que eS el arco que subtiende cada lado del trisngulo equilétero inscrito.

TESIS CON
FALLA b Uhl ‘t\iGEN

Utilizando ¢l hecho de que a cuda par de puntos en el arco BC simétricos respecto a

M le pertenecen tantas cuerdas como puntos hay en el arco de longitud 2n/3, por el
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'razonamxento del pro edxo se halla que a cada punto en BC (‘las cajas medianas’) le tocan

‘1r/3' cuerda

alturas algulen puede pensar que 'este estilo de contar es arbitrario,

- artifl cioso . y engaﬁoso A fin de convencer al lector escéptico se realiza el célculo de los
.sos desfaVOrablee en ¢l apéndice y consecuenteinente también la probabilidad del evento
‘cpm‘ple;memarlo. Como es de esperarse, si ¢l método es consistente, 1a suma de los casos

’fayk_)rdﬁles y desfavorables debe igualar a los totales.

1112 SOLUCION 11

“Mi objetivo cs escribir de modo que permita ul lector nlcnnzax cl forndo

i(m puru que

de las cosius que aprende; m.luso m. nl on&cn dc Ia mvc

quicn aprende pucda cnlcndcrlo como si lo hubx ra mvcntndo cl mlsmb "

Leibniz.

Esta estrategia de resolucién se basa en la comparacién entre dos longitudes tal
como pretendia hacerlo la solucion que se presenté como la segunda respuesta de J. L.

Bertrand.
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wComo sé ha éXﬁ}ﬁfnd L'andlisis de la solucién 2, las longitudes que deben

compararse no son las rectas E, sino los arcos BC con DC. ;Cuénto miden tales

Qegmentos dc la ci .unferel berlo examine la siguiente figura.

~ TESIS CON
FALLA DR GRIGH

f DC-DB=/2-7/3=n/6

/3 por ser la mitad del arco
que subtiende AB

Como ‘el arco D(. mxdc exactamente la cuarta parte del perimetro del circulo

unuuno, su longltud cs 27:/4— /2. En lo que respecta al arco DB se puede notar que es la
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" miitad del arco"AB el cual mide 2'):/3, por lo que DB mide /3. Sabiendo las longitudes de

‘DC y DB és"fécil calcular: la e BC como la diferencia entre cllas: DC-DB=n/2-1/3=n/6.

- "El cociente ‘.FCC— calcula la probabilidad de que una cucrda aleatoria mida més que la

erencia, puesto que compara los puntos correspondientes a dicha

Qﬁcsponden al total de cuerdas en la semicircunferencia. Por la
: /sim'e'trfzi d'\e»la' figura se concluye que esta probabilidad coincide con la probabilidad en la
. circunferencia completa. Por lo tanto, la probabilidad que se averigua es:

=(1/G)/(n/2)=2/6=1/3. ( 1jCoiicide con el resultado del método anterior!!).

¢

1I1.3 SOLUCION i1

“M| anmgo G.H. Hnrdy, quc fuc profesor de mnlcmdtvcns pums, mc duo

unu vez que si dl cncon(rabu una pru-.ba dc quc yo fucra a monrmc cn

cinco mmutos scr.nrm mucho pcrdcrmc, pcro quc esa pcna scrin supemda . .

La técnica que se va a usar ahora compara dngulos en vez de longitudes o dreas. La
“jlustracién 4 a determinar cudles son los dngulos favorables y compararlos con los
tomlcs Coni v'la [ prcs:on angulos favorables se hace referencia, en este caso, a aquellos

unp,ulos quc., re ’_llmn en cucrdns cliyo largo es mayor o igual a la raiz de 3. Asimismo, los
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4ngulos totales son la totalidad de cuerdas que pueden definirse en la circunferenc’:i:vl',

unitaria sin importar su longitud.

Se }Suede dividir la circunferencia en 3 arcos de la misma longitud: AC, CE y EA.

Ell,éngulo ® equivale a 60°, obsérvese que cada punto en el-arco AL tiene un angulo
favorable de 60°. Por consiguicnte, el total de cuerdas cuya fo}ngitud es mayor o igual a la
raiz de 3 que tienen un extremo en el arco AC se obtiene élq]ﬁltiblicar 60° : por el numero

.

de puntos en €l arco AC, esto es, 60° % (2n/3).
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1 pu‘hfd C y se aplica de nuevo el método del

Si- ahor se toma’como’ partida

j‘ promedxo en el rco CE,

que a cada f)unto en dicho arco le corresponde un dngulo

’ ,y favorable de 30° __daldvde cuerdas deseables en esta seccién es:

élqiu'em del arco EA4 se nota que todas las
’ .y‘a"fuberon contadas, por lo que ei dngulo

L f"wo‘able para “estos puntos es cero.

» _ : que la cantxdad total de cuerdas favorables es:
) _ [60° x (27:/3)] (30° % (21:/3)]+ 0 —90° x (21r/3)
Anzilogamente, la canudad de cuerdas totales se puede calcular situandose en 4 y
) bbSewnndo que lg canudad de cuerdas correspondientes a cada punto sucesivo a la Jerecha
{0 izqhicrda siy,sé' ’c'ueinta en el otro sentido) de 4 disminuye gradualmentc. Utilizando
nuevamente ¢l : raionamiemo del promedio ce concluye que a cada punic en la

,circlmferencia ‘(e tocan 90", poi lo que el totai serfa: 96° x (2m). Asi, la probabilidad

- buscadaes: : io—=l= ~.o=1/3,
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CONCLUSIONES

“Llegard el dia en que, por un estudio continuado de muchos sigles, las cosas
nclunlmcnie oculms purcccrén cvidentes, y la posteridad se asombrard de que

se nos hnyan cscnpndo verdades tun claras.”

Ahora que se ha avanzado hasta aqui alguien podria preguntar ‘Si hay realmente

una respuesta conecta, J,Por qué, entonces, nadie la encomré en mds de un siglo?’.En

xnste la posnbxhdad de que alguien se haya dado cuenta de ello e, incluso,
ﬁﬁdb haber éscr;tp n]go al respeclo, pero no es ficil contradecir los resultados de cientificos

. renombrados. 'En_segundo término, e! hecho de que muchos investigadores y autores

“-concuerden’ con "es'tus conclusiones aceptadas durante tanto tiempo no prueba que sean

carrectas: lo que si prueba es qye no es mwal darse cuenta de que sen incorrectas.

De modo que;’ este trabajo estar(a ya Justxf cado aunque sélo se propusiese descubrir

hombres distinguidos y nccptédas durante siglos. Aunque sélo han seitalado la mentira y no
“han'llegado a r'ccmp'lazarla por la verdad, no podemos negar que son, con todo, dignos de

encomio, especialmente si consideramos por un momento lo dificil que resulta descubrirla,
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lo que obligé incluso al principe de los oradores?® a exclamar: Utinam tam facile possem
.que oblig ! prin ¥4

i vera rep“e' ire, quam ']blsafconvincere («Ojala pudiera descubrir la verdad con la misma

facnhdad con que’reﬁlto la mentira»). Y es obvio que estos tiltimos siglos se merecen esta

Lalabanza‘ porque, durante el transcurso de los mismos, las artes y las ciencias descubiertas

por-‘lovbs antiguos han sido Hevadas sin descanso al grado de perfeccién elevadisimo de que

gozan" actualmente gracias a las investigaciones y a los experimentos de estas mentes

porque estéblece una base para solucionar otros problemas semejuntes que é! mismo
: plant . o y ta nblén algunos que fueron planteados por otros autores. Ademds, el problema
puﬂde tener aphcacnonea pricticas, puesto que s¢ ha modelado como un experimento de

ﬁéir.fa Sq' ;ienc una cdmara o disco oscuro de cierto radio especifico r que detecta como

“cuerdas dcl c]rculo correspondiemc aquellos rayos césmicos que atraviesan el plano del

-disco." El rayo césmxco penetra a traves de una diminuta venlana de entre un nimero finito

: de clhc, ysu trayectorm eslablece una cuerda dc cxerta Iongnud en cl circulo detector.

3 Se refiere a Cicerdn,

2 por cjemplo: *Si sc elige al azar un plano del cspacio jeuil cs la probabilidad de que forme un dngulo
agudc de menos de 45 grados con cl horizonte?' y *Si se cligen al azar dos puntos sobre la circunferencia,
seudl es la probabilidad de que su distancia angular sca inferior a 10 minutos?”’.



56

Por sxglos los matemétxcos han buscado la certeza de sus resultados a través de la

'demostracxén" Sm embargo, lo que ha sucedido con la paradoja de Bertrand justifica el

B planteamlento de las siguientes preguntas: ‘Una vez que se efectiia l]a demostracién de un

e,ncne ya la gaiantia de que el resultado es correcto? §Qué hay si la
demostracxén misma es incorrecta?. (Es necesanc hacer: una demostraczon de que la

‘ demostracu’m esla bien hecha? Si- ese fuera el caso, Lcémo podemos asegurar que la

metademoslracian (la deniostracién de la demostractén) esté tambxén libre de errores? ’Estd

claro que el proceso de demostrar ‘la. vahdez d lu demoslraclén podria extenderse

' : mdeﬁmd'-men'e. El andlisis de la paradoja de Bertrand presemado aqui puede proveer uha

-i_buena motxvaclén para introducirse en. el prob]ema fi loséf ico de qué es la verdad

ten IIII _/ardm crecen mds cmas que las que te/nbm el jn)‘dinero' Si tan sélo
motlv'm el dcsarrollo de wxa de tales semillas, mi deseo de ‘arrancar un:: gota de

conocimiento al gran océano de sabiduria oculta que la humanidad tiene ante si quedaria

satisfecho,
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APENDICE A

os un clip. Después de abrir una gran cantidad de

. «Tcrmmamos la’ prepnraclén de un articulo y b

- cnjoncs, t‘ nulmcnlc enconlrnmos uno quc cslabn demasiado torcido para ser usado, de modo que buscamos

o, Abnmos muchos cajones més y dimos con una caja !lena de clips sin usar,

“a convertir uno de cllos en herramicnta para cnderezar el clip torcido.

taba hﬁéiﬂc‘ri_do'mc:vdijo.j,“Unn vez que me fijo un objetivo, es dificil apartarme de

AL

: Ernst Strauss.

Ahora el ob_)..nvo seré el de x.alcular la probabilidad de que una cuerda escogida al

azar imida menos qt.e !a raiz de 3

TF"% ‘l C'ON
¥ ORIGEN

S| se f‘Ja el punro A y a pamr de & se empicza el conteo, se encuentra que al punto

A lc tocnn, a la dcrccha 27:/3 que son los puntos correspondientes al arco AB, y2n/3 a la

-lzqmcrda, que son los que corresponden al arco AC, o en total 47/3. Obsérvese que 4’ cs

“el punt ccntral dcl arco AB, por lo que contiene ¢l promedio de los puntos del arco.
- ¢Cuintos puntos le corresponden? A la derecha tantos como los que hay en el arco 4’8",

En lo que se reficre a la parte izquierda de A’ sélo le tocan los del arco C’A, puesto que los
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pum‘os' de AA’ ya fueron contados antes de llegar al punto central. De modo que el
pforﬁedio es: 27/3 (los del arco A’B’) + /3 (los del arco C’A)=x
‘ "Por el razonamiento del promedio, basta multiplicar este resultado por 27/3 (el total
de puntos en AB) para saber los casos favorables en el arco AB, a saber, & x (21/3) = 2r%/3.
Al ubicarse ahora en el arco BC, cuya longitud es 21/3, se encuentra que el punto central
coincide con el punto B’, por lo que éste ‘conticne’ el promedio que se investiga. A B’le
tocan todos los puntos dé C'B’ (que son 27/3) y del otro Jado ninguno, ya que los de A4°B*
se in'clﬁyeron en la cuenta icuz'mdo Hubo que situarse en cagia uno de esos puntos en el

7 recorrido hacia B”, Asf,tlos puntos correspondientes a B’ son 2x/3+0 =2x/3.
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Es el turno del arco CA. El punto central que aporta el promedio es C’ y a éste le
L corresponden sélo los puntos de C’A que son /3, el método del promedio indica que para
W 'ob‘tej‘r.n‘e'r los casos favorables se realice el producto de los puntos del arco (que son 27/3) y
’ loa pu.n‘tos del componente central, en este caso, 7/3. Al hacerlo se obtiene el resultado:

(2n'/3)>< (w/3)= 2709,

‘Lgx .suma de los casos favorables en los tres arcos da un resultado- total de:

2m/3+4n942nY/9= 12n%/9= 4n¥/3. Sblo resta hacer el cociente entre estos casos y los

‘consecuencias paraddjicas.
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APENDICE B

ALGUNAS PROBABLES OBJECIONES

“Seilor, haz que cuando nos equivoquemos estemos
dispucstos a rectificar, y que cuando tengamos la
razdn, no scamos insoportables.” .

Peter Marshall.

Cuand_d alguienha’ invertido , tiempo y esfuerze en efectuar cierta investigacion, la

 actitud. haci lascnﬁcqs o dudas sobre la validez de los resultados presentados tiende a

: f'cf)_incidir con la que éxprésé el escritor alemdn Johann Wolfgang von Goethe cuando dijo:

"~ “Beneficienmie con sus convicciones, si es que las tienen; pero guirdense sus dudas, pues

‘me ba's'tah‘_l‘as\mias,”:8 Sin embargo, cualquiera que haya llegado a un resultado correcto

aquellos ‘que . no se ‘guarcaron sus dudas® y que hicieron posible incluir este apéndice. A

ontinuacién aparccen las objeciones que he recibido y la respuesta a cada una de ellas.

- Mirquez, Francisco, Frases c#lebres, Edimat, Espaia, 1999.
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e Creo que el problema puede tener muchas Interproraclones”, cada una de las cuales

d a una resp unica. Me parece que i estis tomando una de esas

interpretaciones y por eso dices que la respuesta es tnica.

En realidad, he tomado la primera ‘interpretacién.' de Bertrand y mostrado por qué no
es correcta: perque la solucién viola una de las hipétesis de las que parte. Después, usando
Ia segunda ‘interpretacién’ del problema de Bertrand, he indicado que, cuando se razona
correctamente, se llega a la misma solucién que la tercera. Posteriormente, he
proporcionado otra forma (‘una nueva interpretacion’) de resolver el problema que conduce
a la misma solucién en la que coinciden las otras dos. De ese modo, hay por lo menos 3
‘interpretaciones distintas’ que convergen en la solucién presentada.

e Dependiendo de lo que se entienda por ‘elegir al azar’ se pueden encontrar

luci fgual te defendibles. Por efemplo, la respuesta que resulta en ¥ se

Y

pueda encontrar trazando todas las cuerdas horizontales™ Y, por simetria, basta
comparar los segmientos correspondientss sobre el radic vertical superior.

Como se ha explicado en el texto, lo que debe compararse cn ese caso, no son los

segmentos de recta del radio, sino los arcos de circunferencia indicados. Si se hace esto, la

probabilidad resulta ser nuevamente 1/3.

Aico correspondicnte
a cuerdas < -\/5/

Arco correspondiente

a cucrdas >\/§

TESIR CON
FALLA Dr uRIGEN

2% Se reficre especificamente a la frase “clegir al azar una cucrda®.
3% Las deméd das se pueden trabajar en forma andloga hacicndo una 1

pretende eliminar ¢l problema del punto central.

tacion del circulo. De esta forma se
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arcos de circunferencia indicados en vez de los

i6n:tomada arbitrariamente, se le invita.a considerar la




ndependicntemente -el complemento de las probabilidades en todos estos problemas,

ambién funcionan consistentemente dichas soluciones?

St realmente pueden emplearse !as técni utilizadas para resoiver otros problemas
semefantes por qué no das otros efJemplos de resolucién que sean consistentes.

Un problema muy similar es el siguiente: si se elige una cuerda al azar en un circulo de
radio r, ;cuil es la probabilidad de que la longitud de dicha cuerda exceda al radio r?

Este problemua es mencionado por Frederick Mosteller en su libro Fifiy Challenging

. Problems. in Probability with Solutions, en el que sc incluyen las siguientes soluciones:

_ctic,ldn‘ sea mas ]nijgu‘qlvi’cgriadi cs'i11/3=2/ S

TESIS CON
FALLA DE URIGEN
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12 YMestis suponiendo que los naturales estin bien acomodadus (l.e. 1,

, pero qué pasa si vaciamos los naturales en una bolsa Jcémo

S| se hn calculado correctamente la probabilidad buscada ‘suponiendo que los naturales

TESIS CONV
Fhios UE ORIGEN




Es cvidenié que la cantidad de casos to'talesl(ios naturales) es la misma, sin imponar -

- consideraron tod

También

disminuye," pues

b d, de un punto elegido al azar en un segmento de linea o

i dentro de alguna superficlo es un error conceptual, puesto que sl cada punto tiene
as/gnada l/na p(obablllaad p>0, entonces como existen una infinidad de puntos en fla
Iinbéa {o region de superficic) la suma de las probabilidades de una cantidad finita de
puntos puede rebasar cualquier namero natural, particularmente rebasa el numero 1,
que es la prohabilidad del evento seguro.

Como se seiiald en el trabajo, la probabilidad geométrica en general supone que cada
segmcmo dc linea (rccta o curva) seccxon de supert' icic o fragmento de volumen que puede

o bupupomrse o haccm. comcndlr con otro, tl :ne la mlsma probabxhdad que ¢l otro. Se toma
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qtje»lh o_i-mzi usual de calcular probabilidades

tratan de cuerpos tridimensionales. De mo

. ‘yén‘;kli’l ‘prjgbvzllrbil_id d ‘geor

" necesariamente que el evento sea imposible.”

Y para una explicaeion méis amplin y precisa de esto pucde consultarse Reichenbach H., The Theory of
Probability . University of California Press, EE.UU., 1949,




67

APENDICE C

1. Cada lado de un triangulo equilitero inscrito en la circunferancia mide r+ xﬁ '

donde r es el radio de la circunferencia.

Tridngulo
equilatero

Radio de
longitud r

El 4ngulo @ mide 60°, por ser la mitad del ingulo central de 120°. Para encontrar
los valores de las funciones trigonométricas de cualquier angulo se pueden consultar la
tablas construidas con ese propésito o utilizar ciertas formulas, perc la manera mas sencilla
y rapida cs presionando las teclas apropiadas en una calculadora. El seno de 60° ticne un

3_x cateto..opuesto
= V3 = = -—p——-. Al

valor de ﬁ, por lo que podemos seilular que sen 6U° = —= = = -
2 2 r hipotenusa

despcjar x de la cxpresién anterior sc obticne x = r» 1/5-:1 ,dedonde 2xr= r=-/3; pero 2x es

precisamente lo que mide un lado del tridingulo equilatero inscrito.

TRSIS CON
FALLA DE ORIGEN
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2. Considérese un poligono regular unitario de n lados. Se toma al azar una de las

rectas que parten de un vértice fijo 4,, ¢Cudl es la probabilidad de que dicha

recta mida mas que la unidad?

Sea 4, un vértice fijo de un poligono regular de » lados, cada uno de los cuales

-mide 1. El punto 4, forma una linea cuando es unido con cada uno de los vértices del

el que est4 en sentido contrario) obtenemos dos lados

de lqr:lvgitudv L De,h}:c

Bin age =i
pidecs: p =43,

todos 1os" (si-1) vértices:restantes de la figura. Por consiguiente, hay #-1 rectas que tienen

como_extremo al punto

nxmeciilas del reloj (el sentido no aitera el resultado). La linca que une 4, con 4, ya fue
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incluida en el conteo de las'_'bl‘,"lfﬁeas que pah:ﬁ'de A por lo que sélo restan n-2. Asi que,

a 4 ) le ‘frs‘brre;spon‘d‘er.::;i;rz rectas :d»i§!in't‘§s' qixe debemos sumar a las anteriores de A, y
anélogameﬁtg* A, 'iiéﬁé n- /, :/‘vf"_,rrtiene n-(n;l)=l y 4, tiene 0 (ya todas fueron
R incluidas‘e‘l? :Ip.sv oiros \}é,‘n'litt:és)';‘
En resu.xﬁ;‘efh', g ‘gqr)llada de lineas que corresponde a cada punto A se puede expresar

“en la tabla siguiente

Punto Lineas
1 n-1
2 n-2
3 o n3
A e

SAL"
A
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