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INTRODUCCIÓN 

"Nunca consideres el estudio como un deber, sino como una oportunidad 

para penetrar en el bello y maravilloso mundo del saber". 

Albert Einstein. 

Hace varios años un niño de primaria me pidió que le ayudara con el siguiente 

problema: 

Hallar el área de la figura sombreada. , 

s 8 

Como la figura sombreada consta de un triúngulo y un rectlingulo, basta con ohtener In 

medida de la base , que comparten ambas figuras y la ·altura de cada una de ellas pura 

, , .: ·'·• .. ,. ". : ·i ·, 6xk . • . . 
aplicar simplemente, las.,formulas:_::cAr~.':'\;'---- y An =b xh. La base comun mide 8 y la 

• .· ,·· . >.<. .,,_ ?;·Y'<;~~f:rr.~~1~"rnvw.:~ '· · \~ . · . 
altura del ·rei:táng11lo mide,2, por .lo que el .área del rectár gulo es: An = 8x2=16. _La altura 

/¡ del triángulo. se obtiene tomando In altura del rectángulo mayor, y restúndol~ la altura del 

rectángulo interno: h = 5-2 =3. Asl, el área del triángulo es: Ar = 8; 
3 = 12. El área 

sombreada es la suma de ambas áreas: An +Ar= 16 + 12 = 28. 
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Otra forma deresolverlO es ~alculando 'él área dél triángulo ABC y restándole el 

. <> .... ·· <.i/;¡3).5 .. 
área del triangulo menor T1 1 

•. Puesto que' 1.~•ac ·,~ ~ = 32 •5 y el área del triángulo T1 
, '· ·:, • ·:·-:': ~:~· :,. '-,:_ ••• • : >, 

",. ;: .• : ::·-·.. . . ..• ; ;:! '-.~' ;_~ ';' ".; 

es: Ári = 
5

; 
2

. ~.s,:.~ntb~t~~~. ~Í iíré~'.~:~~~~~~;is.:;32.s~s 27.5. ¡¿Cuál es la respuesta 

c~;;eclu 28~ f:;·,?J\'~~f ~f i~·'L j ' . 
Lo.primero:que)se'me ~;:¿;;fU'~'f~~á;riinar nuevamente cada procedimiento para 

ver • si. habl~~· ¿~*~'fff'1~~t erro;:~:~~{~i1b: ninguno, ambos métodos son totalmente 
. · :<~ ~~ ·,-r·~:., ·)1:1~ft~::~:~.K~,1~~~~~~,-~f~:r- :~·_f!;:~;-~_'.·-. :_:,» :-.. . · 

cofrecioS. Fu·e'eíiton.ées:c'ii~néio' recurrí n la lógica. La lógica indica que, si se parte de cierto 

'supll~si6~ ·};¡:~~~:J;.~~~~¡:¡;¡~~~r~bi~~~nte, se llega a una conclus;ón falsa, entonces el 
,_:· ~--.. :::·'./ .. (:;~~·. }~:-:Xf~:-;~_~/E~~:::~~~Lrt¡::·:_ 

sup~esto.inicialtiene•,qu~'se~ falso. Ahora bien, en los dos métodos de solución del 

pro~Íe1na.~c~~~j~~~~\::M~~~0ÍH~~do razonamientos impecables y, con lodo, se ilega a una 

conclusión claramente~1fals.a: a saber, que el área sombreada tiene dos valores correctos 

<lisn7;a,sr;r0f~[ i·:t~qf~it~1~~~tde . deducir que p~rtimos de un supuesto falso. ¿Cuál es? La 

. . e.ristencia de urm)igur,a. ge5>~1étncn con !as medidas dadas en el problema. Sr puede probar 
-- : . --: , . ', . ·' '-~:~ - -._ _'.'.r:·: ·:.{,.'. ~~~~-]~':')" .i~::~f;o:;::¡cif ~~·~:,:-~~~~¡~:::;_f~-(-. '. ... _· -. .. 

• que no existe, ni puedé ·existir, una figura que tenga esns dimensiones: 
· -~ · · -~:: .. :_":.;x:-,:-t:::~;:t_:~,,:~~:1t~{~~;:1~~~t·i~(:),.t:t~::· -: 

De mimerá'similar;'¡ a finales ·del siglo XIX el matemático europeo Joseph L. F. 

Be~:an.d pJJ~f~~1~~r:~1~iJ~~{~~~qt1~'.i·hdmite al menos tres soluciones distintas, todas las 

cuales se con~i~erari ·correctas.' Como no es lógico esperar más de una respuesta correcta, 

1 He l111111mlo To ni tri1íngulo menor y ADC ul lrinngulo mnyor para fncililar la comprensión de Jos cólculos, 
pero en cJ problema original estos triángulos eran anónimos, no tcnfnn nombre ni símbolo de representación. 
2 Ln razón es que si un rectángulo tiene Jus dimensiones (l;ugo y nucho) indicndns en In figura, no es posible 
Jevnnlnr unn perpendicular a Ja bnse en el pun10 indicodo que tenga su exlrcmo superior en Ja diagonal y mido 
do~ unidudes. Lns medidas de In base y In allum del reclángulo obligan a que las figuras intenrns, a sober, el 
triángulo y el reclúngulo sombreados, tengan unus medidas disrinlos de Jos asignados en el dibujo. 
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. este problema es conocido como 'la paradoja3 de Bertrand'. El propósito de este trabajo es 
(. \; . 

examin~r de cerca_ dicho problema y sus soluciones. 

Se ha,i di~Ídido, esta tesis en tres capítulos, cada uno de los cuales a su vez se 

compone ·(Je varias secciones relacionadas entre si con un propósito en común. El primer 

~~~ltulo:~amlliariza al lector con el planteamiento del problema original y los métodos de 

resohi~ió~ qJ~ proporcionó el propio Bertrand. En la segunda parte se hace un análisis 
, .. : .. ;·« .. ~;.)_., ::·:·r: '; . ,_ 

ruid~dos'b~e·~~da ima de esas soluciones, revisando de cerca los argumentos implicados en 

:11as: E1 \~ii~l'cai'rtulo proporciona nuevas y originales soluciones al problema explicadas 

·. paso X pa;o'. .Fi'.riahnente, se pone de manifiesto la importancia del problema y las posibles 

6óns~éuencÍas éie su correcta resolución. 

· Se incluyen tres apéndices, cada uno con información cie di!:tinta clase. El primero . 

. ·. conticme explicaciones que permiten comprobar la validez e.le las nuevas soluciones. El 

segundo, denominado apéndice B, presenta ciertas objeciones que he recibido, directa o 

indirectamente, respecto de algunos argumentos expuestos y la respuesta a cada una de 

éstas~· En. el upéndice C hay demostraciones que, de incluirlas en el desarrollo, hubiesen 
-. : . . - . . 

,. ·-._. · .. -.: . . -. . " . : 

: hecho menos flúida la lectura deltexto; 
; ·- ,~-:~~··:• '·r ·- • , . ' .. '·. 

Se ~~~biiilci11Jf.''.1a~fe~t;;;a ordenada y reflexiva de este trnbaio, ya que, como escribió 

···~;,f l:li'~~i!~~!ti~~t~~1i%; :m:::,::~,:I :::::: :, ::~::,::~~: 
' que nos ini.luce·n'irde· ictÍ'lado'a otro de un libro[ ... ) Tal vez estos devaneos de lectura sean 
; ~>·(_': ...:~~~ :-'. ... · -'<-· .. :~>f :;;·.:.~~-?f~~-f.-;ÜJ,~~-~-!~)~~(if~~'.? ~ ;::\:" ~ . 

pen11isibles. en úr1ifíiovelii;piics él volúmen llI de hecho tiene un sentido, aunque no se 
\' ·::.~· . -,. ,./'."' //;·~:n~.~~.t:(~~~;\\~1~¿>~·-'.:\.-.: :. · -

hayan lcidó hís pii'i'tcs'n1iieriorcs de la obra; pero en un libro ciemifico esta manera de leer 
' :· .'· -.: .. '¡. ,, :>' ,_,:·:>.\ ~;'·,~;~ '.;-_\.\Í)_,. ,; < ,-

' ,_):·~_;:·/., ~:. ¡:}·,_:'_'. '~ . 

. J .·~u _c.-..prC.~i.Ó~1 ·r:lf.id-6JU y·¡é·r~c d~I griego (pul'a: contra, mas ullá de y clo:co:r: opinión, creencia) y significa 
11 111t"1s nllti de lo creíble". En stÍ sentido mós general designo una nfirmnción o •creencia contraria' a las 
«:>Pini?ncs uCcptUdilS co1111inmcn1c. 
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resulta .verdadiir~merite demencial¡ la última parte podría llegar a ser· desesperadamente 
: '._,,:·-. 

ininteligible si no lee, como la secuela de una marcha regular. 

No se debe comenzar la lectura de un nuevo capitulo o sección hasta no estar 

seguros de haber comprendido cabalmente todo lo anterior [ .•. ] El lector debe estar 
,. ·, 

consciente de que' todo ~I terreno hasta el momento recorrido ha sido "conquistado", sin 
··.' ,_.:· - .... ·.: 

que queden a ,sus ·~spaldas dificultades por resolver; de esta manera la marcha triunfal será 
:<.;:; ¡ ,'.,,- ..... 

muy disf~tablé~ Quieíi'proceda de otro modo podrá experimentar el hecho de que a medida 
'' ,;¡ ' . ' ~,,., > '· ~::; • 

que av~~;ª ~~ confusión también aumenta, hasta que se.nHrá la tentación de abandonar 1a 

lectura, stlmido en un gran fastidio'"', 

A fin de preparar el terreno para 'penehar en este maravilloso mundo' iniciando por 

'el principio', primc:ro se considerará información acerca del erigen del problema, sus 

elementos y su relación con cuestiones afines. Además, se ejemplificar:!n algunos 

conceptos que son necesarios para facilitar la compreusión de la exposición. 

'L~wis Cnrroll. E/juego de la lógica, Grupo Editorinl Tomo, México, 2002, págs. 9-11. 
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INFORMACIÓN PRELIMINAR 

"Cuando un matemá1ico [ ... ]llega a determinadas conclusiones, 

¿no pueden ser éslas expresadas en lengunje común lun plena, 

clara y c!etinidamenle como en fórmulas ma1emá1icas? Si es asl, 

¿no serla un gran beneficio para personas como yo que se las 

expresase de este modo, lraduciéndolas de losjerogllticos?". 

Mkhacl Fqrndny (en una caria a Mnxwell). 

Se cuenta que cie11o día el conocido matemático Paul Adrien Maurice Dirac se 

hallaba en la mesa de los profesores en Cambridge cuando un recién llegado, pan: iniciar la 

conversación, dijo; i<Hace mucho viento, profesen>. Luego de oír esto Dirac se levantó, fue 

hasta la _puerta, la abrió, miró hacia fuera, se sentó, pensó un momento y luego respondió: 

«Sí». 

En otra ocasión, .cuando estaba dando un paseo por las cercanías de un lago en 

compaiiia de un :colega, éste indicó que había 14 patos en el lago; Dirac respondió: 

«Quince. y(uno:qu~ iba bajo e! agua» . 

. Estafm~~~ddtnsscle la vida de Paul Dirac ilustran dos características que suelen 
~-~· ''..';}~'.' '"'> 

acciinpañnr la~:(m~gcn·de los matemáticos, a saber, la comprobación de todas las 
.... ~ . -,,. 

atlrmaciÓnes·)ó·qi¡~:·: hn~e~ iy la incansable búsqueda de exar.titud en los cálculos. 
' -; -:;: ":·.,~\ 1');' . 

~ . ·.' ·;·.,· .,,,J\.~,. :·;·:.' 

Consecuentemente;. ctíimdo · los matemáticos llegan a im resultado interesante lo prueb.m 

:Jntecs ~ic1rfi~t1~~f ;~~e;:s sometido a la revisión crítica de otros matemáticos una vez que 
. . . .. . ·.,,,·-~.:.~ ·:<c . •. ,. ' 

;,:::· ,~-·~·-. »' - . 

ha sidci 1iublfc11d~.":~C<Ín mayor razón si el resultadCl es innovador o parece contradecir de 
.. -'·' ~ ,.. 

' Fcrris, Tinmlhy, la avc11111re1del1111i1•erso, Grijalbo Mondadori, Dnrcclona, 1990, pág. 252. 
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algún modo Iris ideas admitidas, especialmente cuando fueron defendidas por un notable 

científico o filósofo. 

Un. éjemplo de ello sucedió en la rama de la matemática llamada probabilidad que 
. ;• : 

estudia _li:is fenómenos aleatorios6 y sus regularidades. El origen de la teoría de las 
-·-· _·. , 

. probabilidades se remonta. al siglo XVII, cuando los matemáticos Pascal, Huygens, Fennat 

':yJacobii''~~moulli:, fundaron las bases clel cálculo de las probabilidades. Aunque ellos se ''· .. < .. :.·:: < ·>:\>· ... ·- -. '.'·.·-·:·:: ·.:<· -.- '_ ... ,.-._·-.:·,_. ·._-<·--_::·. 
··. d~dic:ar<Íri:;rimordialrne~'.ea+61e~as relacionados con los juegos de azar, entendieron la 

..•. ~.an itn~ort~fr:~-~f{li.if~t;i~~;~tJ'~~~;i~•que tenia la t~oria de las probabiltdad~s, ya que en la 

naturaleza hay fenomenos. aleatonos:de carái;ter masivo que pueden ser estudiados desde un 
;_·_ ·,'.·:'< -. "<i~ >~ -::1:>)_,:~~~~~)-i{~~f1!.f.~¡1~{'.~~~h~-~l~~~i+:)i> ~- ~>-- -
punto .de vista;prob~bilistico;':com~ po,r ejemplo la probabilidad de que caiga un rayo en 

- ~ ' ''.!Y :~~t?t.~· ~1 :.:'"" .~·:~ '< 
·.>· 

. :: .t!iiiffii~~~(·¡¡,;¡;;;¡,"'' n,io.> Y ~~má!ioo Loplm, oo o! Ilb<o "Toorlo 

. analítica ció las probabiiidiides',';hizo 'el balance de los logros de la teuria de la probabilidad 
.: .. ,~.'< -· 5< \~-:~~: '·:t;}~?~~~:~~:~~~_-;!-rt~}~(l~~l~:\~~~~j~?r~~{:-~<·- ....- . . . 
: de su época e mcluyó:en·é.lstis propios resultados fundamentales. 
- . . . , ~~~.-,~.' ·.~:" .. -, :;~~:<·:;;t:>;,~;:~~~S;~?~'t~t~~~:~~~~:~~}~li}}~·~~~~~ -~,; _ .. 

Los frrinceses\Bl_iíise:Pascal:(l623-166?.) y Pierre Fennat (1601-1665) resolvieron 
,,:·. -._:. : ': .. _:·:.~:: <:':1:.;:~~('.i~~.:M:~it~~;f ~i·;;~.fr::~r~~:-.:\\~~;::.~ ,\ .::_ :.:'-~""'. . .... . _ · . 

nlguuos · probl_enias 'rélricionridos)éon:, los ;jilcgos de· dados que habían permanecido sin 
\;~.~ .. ~ .... ,:::·'~ --.- : :'.~''.},~:::~~·?.(t~'.~)~\~:~~7('.:::;;~i~:~;;~:~~~!;~;·~·(t' .'._~.~~:'.:fé:· .~~·--:~:~. -'-:'~-~-.. :.:. ~. , .. ~: ·. -. ·'., ' . . .· ;"· . 
":soludón:durante,upr<;>ídnmdamente 3.00"m1os; Sin embargo, muchos problemas no pudieron 
'-: -:~ '-~ -... ·. _''," _·. ~- . ~~·;:~.:': ·::'.-~\'.;y~ ... -~.~~~::~::-~·i.'.:~~>:l;~J;~".-~:.:·:·~-~;:)t}---(.;''.:~:;)~~ ::< ~-:·; ' 
ser.resuellos 1i1cdi[)llle'clji1so:de)uprobabilidnd cJási~a7 y, por eso, hubo incertidumbre 

~..;_ ,'~:: __ ,,(_-~: '.".:': ···::_;:•.::-:- ·.¡·· . "-.~·.· .'·.::;····~1-· ·, 

rl!sp~~to d~ ~¡¡ qué 'cns~s era npl icable est~ esquema clásico. 
'.;.•., • .¡• .•~ > -<' o< ,: •: ". -;, ' • • • • ,_< • • •' "' 

;1:(;;:·
1

;~:'> -~):!~;/'"tji~:6 h~~t~~:·q'uc n~adió 'CiCsc~~~~{c~~·:"cs .que Laplacc en esta obra expuso también la 
'.'. '.; ·,, ' ' 

· -apÚcación de la probabilida~I a ·las . "ciencias morales": las probabilidades en los 

• Áqucllos en los que in1crvicne el uznr. 
7 Se llurnn clásica por<1uc históricnmcmc fue lu primen• en ser introducida y c"tá duda por la m.:ón del número 
de casos favorables sobre el número de casos posibles, siempre y cunndo los casos sean todos igualmcnlc 
probables. E.•istcn 01ras i111crprc1ncioncs de In probabilidad, por ejemplo, la frec11e11ti.rta. Ln cual eslá 
cslnblccida por In razón del número de cosos en Jos <1ue se verifica el rcsullndo buscado sobre el número de 
cnsos obscrvndos, siempre y cuundo el proceso se rcpitu un yrnn mimcro tic veces en condiciones similares. 
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atestiguamientos,-· en· las. elecciones, en las resoluciones tomadas en reuniones y en la 

apreciaé:ión·d~ fojusia s~ntencia judicial. Se consideró que como las opiniones humanas 

suelen s~r ~~~~it;arias· y, por tanto, no es posible determinar objetivamente sus 

probabilidades, la teorla probabillstica que las pretendla estudiar no era seria. Asl que, a 

mediado~ del sigl~ XIX, muchos consideraban Ja probabilidad como una especie de 

distracción matemática. 

Esto motivó . al . ro~¿ . Pafuuti. L .. Chebyshev a hacer una separación de aquelias 
-.~';;_, .~1··. ·. {jy·~~-t·-<~':': :.:_~.\- .. ,.~ ' 

cuestiones' gue no tenían nada'.ve~ con lá materia y a elaborar un esqm:ma de Ja teoría de Ja 
> ~;·_ :·<·:.<F·;/~:·y~~:,:·j\(~:.~·:.~~;~·;;.-~·:Y\i::_{, /~·~/: ·:·_ ; 

probabilidad·· más ·preciso'J_con'cini''temario y. aparato matemático específico. Lo hi¿o por 
: ·-.::: .. y:~~<~f:.\l.~;i~:~t:·~~i:~~~iS~<¡,:,:~(:;~~:f}>~:t_~~:!~_!(::~< -,-

meélio de cuatréí'"1lrtlcÚlos ésb'rifos'Cluriinte el periodo de 1845 a 1887. 

· Fu~: '.~~-}~~~';~onte . ~iÓri cuando el célebre científico francés George 
·:· .,:. '>· ·· ....... :'~?,. ~~fü_:~~;:~f7~;~);:.~f~~·:~~;~~;:;~;fiM~-~ú\~:·~:~:~'.·_· -<-
· Buffon füncfó'.uria' riueva:raina_delri.teorlá de la probabilidad con un artículo presentado en 
-; -~ --~~:, · -~·::-; :~.:-.)};,i~ 1~-~~~2t.~·.:.~i:~~N}5i:1~~·;715t1~'.~{·f~~\~~t~~~-:~·;'.~~'.":: 
· ·· ra Ácadémia' de éieiíciaii"de' París'eñ';1733, Dicha rama es llamada probabilidad geométrica 

. ;o~qu·~~+;p¡~~\!!;~~1f i;i~~[i'~t~~t~lll~dn~para su solución, un método geométrico más 

. que co~;bin'a1o~i~8:ifi~'!~iiaf~j~5~>ciéiprobi~más los elementos aleatorios considerados se 
... :·.: .. \~ :··. :·· .:· .. :- ::'. :.;_~\, ·~"/ ?~:~~·-.;·~0f:t~ú:··~.;~;~'.t'.'.::~?~··!n~'..::~·))"i:;;:: ··:.!Jt~~~~;~Y:'.:~~~,.\:::.~.:· 
:. suj)cin;,; 1111lfÓ;~~~~1;¡~;1}e.~Í(ríi)'b1;i¡io~9 •'Cn Jn'dóminio10 d:rdo. La probabilidad efe caer dentro 

:· .·.- ;; . ·.·~~~:: .. ·:· .. ::·~.:;~" :'.~:-{{~~-TPf.~l:~:f~(~~~;~l~J~~;:@~%~: · :~zx~;f,~:~;'.~f :'~ · 
, : . de cúalquier:·zóna·~dél'dóñ1ini0 ,en proporción de su área, longitud, volumen, etcétera. 

~ .~~·rg:::,. :~.~)~:.~·:·. ~'.;~;,:.::; :.::Tf ,~s~!;::t*:~\if§~·~:~~~~~'.~~~ét:r::~~~;~~é4~~-':;~ .I~~~r~i}~:-:: · 
;,:,<:~'Así 'qlle'prirú):alé:uliu';Jaj)fobnbilidad solo ~e tiene que calcular el cociente dl! la longitud, 

.. :·~-:.~'· ;\:~.~ú:·. ~;:.:;:.:".: .:lI~·:;::·'..<'.::,·,~/~~:;~·~~~JR~~;I¡;~~~:;::~l!\~<:;~~~·:t'.~:~~";~~i};\~r.:~f;·., < 

-;~. ·,tí1rea o volun\cn ,f1woriible y su)~sp'éctivo total._ Un ejemplo gráfico quizá 'pueda decir más 

"' 1~~·!}~:.·~1~¡1-;h;~_b_'._.;~_·,·~·t ·::T' -.,;_ '\F··;~' ~ff -_·. · · · 
::~\'-"-:;:~::_?-- ·,-~·::c.->. ·.:.___ .. - ... ~"'-·/-' -,,.-: 

·:~:j- ., ' .. ::<';: ·''"-· -. 

. ·:,¡_El ·nniÚisis conÍbinntori~ ~srudin 'cJÍ:álc~lo d~ tus dislintns formas de enumerar Jos casos posibles sin tener 
(]uc cOntnr~os u110 J>~.r uno. ·: ~.- · 
• llsto i1uicrc decir que cada elemento licnc In mismu probabilidad de ser elegido, es decir, cada scgmcnlo de 
Jhicn (recia o curva), •ccción de superficie o fr11gmcn10 de volumen que puede superponerse o hacerse 
coincidir con otro, tiene In misma probabilidad que el otro. 
10 llJ dominio se refiere ni conjunto totnl de elcmenlos de In misma clase considerados en el problema. Pueden 
ser puntos, Uncns, superficies, etcétera. 
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. Suponga que se .toma una cnnch.a de fút~~J'di~idida exactamente en dos partes 

iguales. Si se lanza .. un b~ló1\' al-.-aznr'.:en: la <!ancha (suponiendo que el balón cae 
; ,-"'" .. ', _,·-·:··,, .. >_·.:, .. ·,.'_; __ ., 

obligntoria~ente en ella) ,icJái .~s iit;p;bbábilid~d de que el balón caiga en una mitad 
, . · .. -· · -< /'.,_ ·.:): -~.-.-;'.~::;A~~~:~~--~,~~,,i:\'.M.~r::1!.;}/ ·"·-. · 

especifica de la cancha? No es;~ifi~iL'~o~.c!~ir~~ue _es V., puesto que tiene las mismas 
- . .. . -... · . ) ·_:..'.. _ ;.\;:0 ;;:~w<:r:·: !:.:~\- , -;.'> ~ _ . 

posibilidades de caer.en éualquiérá dé)ás'dos sécciones. 
: ' ' • •: ';/ ,;;;·)~t •:t:~~~~\~~~~::,':: -~:: ::•: '•,•''•e 

1;1 ár.:a del círculo 
= 4n corresponde 
a los casos totales. 

El balón tiene Ja misma 
prohabilidad de caer en 

la sección A o D. 

Los puntos del área 
cuadriculada 

corresponden al ár>!a 
favorabie. 

Origen del 
plano 
cartesiano 

---------
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La probabilidad solicitada busca encontrar cuántos de los puntos que hay en el 

círculo pertenecen ni primer cuadrante, e:; decir, a la parte superior derecha del plano que 

_con~ta' de valores positivos tanto en el eje x como en el y. Evidentemente Ja cantidad de 

, -, puntos favorables es infinita pero, como se puede notar en la gráfica, forman una superficie 

cuya árell es finita. De hecho, es Ja cuarta parte del área total, por Jo que la probabilidad que 

sé pide es: P = 1t/(4n)=l/4. 

Aunque e_stos ejemplos pueden resultar muy claros, la teoría de la probabilidad 

g~ométdca ha sido criticada en repetidas ocasiones por 'la forma arbitraria como define la . . .. ' •,. ..; 

, pr~babilidad de ~v~ntCls'.· Eimntemáti~oJrancé~ nadclo en 1822, Joseph Lo u is Bertrand, 

_ est~ba~~1~~~~it,~;tK1¡~~'.~t~~~{:~v~11~?con ,un número infinito de puntos, no se puede dar 

· nii1guna definii:ión'de probabilidad que sen objetiva e independiente del método do: cálculo. 
. · .·- ) .:::~,?\~-·.:;.' /Vt\~~~~·?{~~~;~~~~~f:~V2:~~-k;. ~·/:·; ~ -~ > ')',_ 

~-,, Erí,_sti 'ilibi~; sobre/teoría -- de la probabilidad consideró varios problemas de 

p;obaGilidad i~~~~JiiJ{~-¿~, ;os que, desde su punto de vista, el resultado depende del 
,.-:··\ . .,.·~\!~f: -~~ ... ,, - . 

n1é1od~ dé s~1J~íón:'.:l:ú.'problemn que so: examinará en este trabajo es el más conocido y -
l -~' . ~~,, -~$)~'./'.~·,;·/:~-. \"f)}. "-;·:~·· • .. ~> " . 

. estudiad~ de ellos.: g~rá,~~Íííp~encÍcr el plnnteamicnto del problema no se requiere más que 
·'.'.~_~>- .. ' .<" _;_:,;·; ·:r ... .,,:.· 

r~cCJrdar el ~igniricrid.id;:1as~igiii~htes cx'prcsiÓnes: 
. . ' .: ¡' ·, -~~'. . . ·. . ,·· .... '. - • .. . . . _.... -

Cuer¡la. E~ r'dir.{¿hr~:~¡;~:~~'.J*edÓ~·pur;t~s.dc.,l1im circunforencin. 

;. ·dir~¿~i0.~~sé~-1~ri~!;~~e~.•·•·"º•-- •.·. -

1-----------------· 
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En Ja lámina se obs~rv~ que las cuerdas pueden tener diferentes direcciones y ser de 

distinta longitud. U~a'~Üe~da ~te pase por el c~ntro tendrá Ja mayor longitud posible, a 

saber, el doble del¡,AJ~'~i~e,~i\adio,;;-~tci,es, el diámetro. También puede haber cuerdas 
' .;,. ,.': ;._( .. ,,, ' , 

que unan puntos de,Ía circÚnfeieíi'ci~::ltiuy cercanos entre sí resultando cortas en longitud. . - '" ·,: ,, .... 

, El puhto que se encuentra just~'~a: la ;n,itad de Ja cuerda se llama punto medio. La distancia 

de un punto p a una cuerda I es la longitud de Ja recta perpendicular a la cuerda que inicia 

en p y termina en /. 

Triángulo equilátero inscrito en 11na circunferencia: es el triángulo equilátero (con 

sus lados de la misma longitud) trazado dentro de una circunferencia de tral forma que sus 

tres vértices se encuentren sobre ella. 

No se pretende qui: esta obra sea enciclopédica, por lo que no contiene un glosario 

', exhaustivo 11 ni biografias históricas; pero se busca que hasta lectorei< no matemáticos .. _,-.' - . 

puedan' obtener algún' henefl~iO'ci'~, ella, por eso se incluyen algunas explicaciones que 
·.. - .-.~.:?',;::;'.-?:,-~·~;~:-:··;·., , -

11 f!n In nmtcnuiti~u, como en airas úreas, con frccucnciu el uso y los ejemplos clarifican más los conccplos 
que Jus Uclinicioncs uishnfas, Por eso se presentan di verbos ejemplos y nnalogias. 
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CAPÍTULO 1 

LAS SOLUCIONES.AL PROBLEMA 

"Lo que caracteriza al hombre de ciencia no es Ja posesión del conocimiento 

o de verdades irrcfutub!es, sino Ja invc:i.ligación desinteresada e incesante Je 

Ja verdad". 

Popper. 

En esta sección .se expondrá el planteamiento de la paradoja de Bertrand 
. .. . 

y las tres sohiciones que· ·dio. También se presentan !as explicaciones 

más comúnmente aceptadas que han suministrado muchos investigadores 

de diversas nacionalidades desde hace más de 11 décadas. 

I.1 EL PROBLEMA Y SU SOLUCIÓN . 

.. l\1icncrns una ruma Je Ja ciencia prc~cnlc abundJncia Lle problema:;, pcrmam:ct!rj vivn. 

Lu cur.:ncia de probJcnrns signiticu decadencia o el cese del dcsJrroJJo independiente. 

IJc In mismn mn11\!ru que rodu-cinprC!i'i1 hUnmm.1 'Persigue sus objetivos, osl tuml:iién Ju 
- ; ·, . -. ~ •. e - ; • ' 

investigución mntcnlática n-~CCSi1n sus problemas" 

· .. ,;·· 

-. . ''.' . : ~·:: ·-~~~'. :.·:~ :;~.:" :-:~: "' ... 
En 1889, tin Ótlo' iintés, e su muerte, el matemático francés Joscph Louis Fran~ois 

-.:(.;/.'::';~,/)~V'·i~-~·::·~:· 1:'-1,.' ~ ~ 

Bcrirnnd public~ ~n·~Ü,,it!Jfg~¿tiJi1i'a;i::~;obablilités el siguiente problema: 
-..... \ .':<•· l-:::;{_-.''."·:;. .. :,i· ,·e'.', 

Dado un cír~ulo u~''¡:¡ié¡¡~·¿dibtijor al azar una cuerda. ¿Cuál es la probabilidád de 
'.', -:<::-:· ···,!. 

que la longitud de la cllcrda /'sea ~1ay~r que la longitud de un lado del triángulo equilátero 
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inscrito? (~icho lado ,:.,id~12 J3 ~r. p~rÜ;sim~litid~r t~dcil~s cálculos se considera el radio 
.·;'·, ... .._.., .· .· 

r=I.) :,, . , '<t 

. El propÍo BertrancÍ indicó 3 ~~t~1~~ de s~iu~fa~ cuyo ~xitó sobrevive hasta hoy dla. 
: ... ; .. ( ~;·,.:~~ .. ~··s_;:~,~~~~\~:~.f;?~::·h.\'~·>;:/:{}ú~;f:!.>;·~\f;.::·:··:. -::_(~·: :}~~:;~-<~~~~:~ .. ·,~:-:.::~~¿~: :-::'.:.:.:~. :;_· _. 

Una solución ilpica~~ és'Já sigÜié1íie::Puésíó que téiaa cuérda.íiéne un punto medio, se elige 
·· ._-._ · -_ ~i~·>·:_:.~~--~~~--~?<-;:;~):f-~A~;ss.:::~t~~frf:N§~:~r~~{tt?:~t~:~~:~~-~,~{rs;~~-,];,:,:;~l~~:\;_~1/(}_~;::~~'.~:--_ -;· - . . 

al azar dentro de la c1rcunferencia'el punto medio, de la cuerda. Como cualquier punto en el 

·'· cf rcül~ :pu{~e:'~~~~·; it~~~f 1[i1~~[f~;~~~i~ie~~~J~;=~~~~~~~~:i1~ ¿'¡::ár~a, de un circulo de 

. radio l 0 es decir,' A'";: 7r'..>< 1 ',== x: :_Pará 'obtener, la región 'fnvorablé, que está constituida por 
. -, -~- _ --. .':'/:,:,_ ~->--~~:p~:_{f\:J .. ~:·~-:~,:.1'.:-;:·/:!i!.5~\tIX;f::-:~}:~.~\)t·-~"'-~-;~:~;~.~-::r::-~?--;~~~~ --'.:·:·_(·: · -_ .. _-_ 

todos los puntos mediósde fasi:uerdas'máyorésqueiVJ;¡ ~cin~idérese la siguiente figura: 
' ":-·:.· .. ,:" .. ·.··-:; ,.·,:.>·~:~;,,·,·.'.· •.''·<.'.'-:·:·'.· ~.·.-:' ¡.\-: __ .:<·\·~-:~':~: : . . 

X 
.X 

Circulo conc .. nlrfco 
___ ••• --'P de radio 112 

·-----• r=J 

Como x y <I son los catetos de un triángulo rectángulo cuya hipotenusa mide J, por el 

te 1rema de Pirñgoras se cumple que x• +<12 = i• =t; por lo que x = .,j¡ -d2 . Se buscan Jos 

"Ln jusiilicnción de esro nparece en el apéndice C. 
D En realidad, Bcrarnnd no incluye ilusarncioncs, ni explicaciones dc1nllndas en sus soluciones, pero muchos 
nu1orcs si lo hncen pnrn hncer más cforn Ja exposición de los soluciones. 
" Recuérdese que eu esln clnse de problemas la probnbilidnd se cnlcufn eneonlrnndo el área de la región 
favorable (el 101nl de punros de inrorés en el pfan1enmien10) enlre el área de fa región posible (el lolal de 
pu.llos considcrndos). 
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valores de d para l,os cuales '2x, es decir, la longitud de la cuerda, sea mayor que .J3, esto 

es, 2,/1 - d 2 > .J3 , L~ cual implica que:, 

.Ji -:d 2 > .J3 
' ·,' 2 

l-·d2 >~ 
'4 

-d2>.~ -1=-.!. 
4 4 

d2 <.!. 
4 

Por lo tanto, la región donde la longitud ,de la cuerda es.mayor que "''3 correspoude al 

úrea de otro circulo ~on' ~Il11ismo centro, pero de radio. igual a Y:z. Asl que la región 

favorable es A = 7t, x(t)2 = 7t x (t):: n/4. De modo que la probabilidad. buscada se puede 

e~presnr com~ la r~zÓ: del.Ón;•a favorable al área posible: P (! > J3 )= (7t/4)/7t = 114. 
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1.2 OTRAS SOLUCIONES 

"Lo blanco y Jo negro existen y ombos son verdad. Dejemos a cado cual con su 

vordad, siempre que sea de buena fe, aunque nuestra verdad nos parezca más 

noble y mas bella." 

Pérez de Aynln. 

SOLUCIÓNIJ 

"Nuestra cabeza es redonda µnru permitir ni pensamiento cninbinr de difección." 
' ' ' '. 

•"rnnds 'r1~ubln: · 

: .. . , .'., .· . .' . , ,. ·. .'· .. ::.··.\ :~; ,. ·. :.~ r· .· .'.·.'.,. ..... '.: 
Se dice que el propioBt'rtrand prefirió la siguiente súlución: .. 

~:;~ .. :: , .. :;~,,:--:~··· .;~·· 1. - -~-,. ·.... • .. ~;.,' .::~-.:'.; - , 

Considérese.·· la distiincia'ile'.hi cllerda al ·cent.ro de.I ~.frculo; la distancia toma valores en el 

intervalo (O, 1) conigútil prob~bilÍdad. 

> ./j 

,-Y r =J 

-, -, ,, 
11 --... 

I < ./3 
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Como se puede ~preciar en l¡¡cfi~ra,'afb s<lri los catetos de un triángulo rectángulo cuya 
. . . .. ' ' ' ' ' .. , ' , .. - . . . .. ' . ''. '' . . ' ' ~ 

hipotenusa l11id~I. ~¿r 1JqlJ~2~-g~,d;~yJ;c¡u~\;/j ctill~do bes menor que Y.. Como bes la 
'..·~ ... ; ~ . ~"'' '. - ''.", 

distanCia'd~l cen!;.ri:~ ia·c~ei~a; si:'tign'.e ~ú~ ~r~·~~tá ~n el intervalo [0,1/2) la cuerda mide 
. -. . ·. · ··-~ .. ·.;&:\·:· .. ·-~}j;:~~.r;;;~:;: .. ~}~:~::.;it:~r:s~\g~.:{:t~~ti:;:tJ1:~r:;;~~I{./~\\:; -~-:·::.:·: 

·. ·más que v'3 ~:En; consecuencia, si: la', distriricia es, mayor o igual que ~2, es decir, si b se 
·: . · , -~ :_ . _· -: :.-~-~·- )~'~;;.~: :.l~J~-.:y;;~~~:Fl~:~~~0J?;~?:.~-~A;::~\·~ii'.i:{~J~~~--{f;~I;~~~~S~~~~~;-- ·· --~ .. :· . 
enéuentrá'en'el'.intervaló [l12;1];'enton'ces/Iá cuérda mide igual o menos que .J3. Puesto 

_-.,·--:. :·!. ·'.:<-:~-~- .' .. ~\~~·p:···.~;:{·:~:r,(1\i\-}{:;~:~~~~:i~i:··;}h~~~~rt::;~~~~~-~:~~¿:{ü;r}§fSj}'~f~\~~ .. '.~§f f:~::::: .. ·,. ·:=- · : 

'que b tiene que éstar~en'álg'uiio)le'los~·dos iiltérvaJ.os y puede estar en cualquiera de ellos 

.co~ ,:;~ ~¡5;~ :i~~~~J¡~·¡1~t'.1[1~~%t~~~'";~ai~J~1·~~?[~~()babilidad solicitada realizando el 

. cociente dé I~ ·~Jng:t~d J~.1~%n';¡~;¡:s :f~~:~·r:bl:'·y total respectivamente: P (/ > B )= 
::·:·?>.·-_j 

(112)11=112. 



SOLUCIÓN 111 

"Tres siempre se po.nen de.acuerdo ••• si dos de ellos están ausentes." 

Proverblo·:esco~és; · 

Otro método d~ sol~~ióíl'es 'el sigUiente: · 
.:·, - ., :L··.,<· i: 
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Se consid.era Ün p~rÍto' tijci de' Ja .circunferencia como uno de los extremos. de la 
- . . ·._ ,- ,.:. . . ~ .. ·, 

cuerda y se elig~ CJ i\rigul(;cle iricli;aciÓn 'de la cuerda al azar con distribución uniforme. Se 

puede ver el p~nto~jo c~i11i el vértice de un triángulo .:quilátero. 

/= .3 

. . 

I es la longitud 
de la cuerda 

/>,/3 

1=2 

El ángulo <I> puede .. variar·: de.; Oº,' n l 80°, pero como cada lado del triángulo 
. ·.. .. -. _ .• -~- , ..... -·:-'-;;. ·> ,_;_ '. f 

::::'.~:::·;;;;~~titljl{~~~~~f;~~::::::::::::;:,::~:.:::::: 
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1.3 EXPLICACIONES COMÚNMENTE ACEPTADAS 

"Lo GUe ha sido creído por todos siempre y en todas partes, tiene todas las 

posibilidades de ser falso." 

Puul Valcry. 

"Aunque todos lo• expertos estén de ~cuerdo, bien pueden estar equivocados." 

Acrtra11d Russell. 

Aunque existen otras soluciones con resultados distintos, C:stas son las más 

conocidas. ¿Por qué existen soluciones distintas para el mismo problema? En el capitulo l 

de Calcul des Probabi/ités, Bertrand mismo explicó: "Entre estas tres respuestas ¿Cuál es la 

verdaderq? Ninguna de las tres es falsa, ninguna e~ exacta, la pregunta está mai 

'plnnteada"¡5• A lo largo de más de 110 años se han dado explicaciones como las siguientes: 

: ''La· clave parn entender In paradoja es durse cuenta que escoger una cuerr/a al azar 

··•.· ,ia ~stá 1efinido C:q;~ preeisi<Jti}iªY ;varias fomws de interpretar esta elección aleatoria 

y~ad~ una de elÍas ccinditde a'~~~ij~~puesta diferente del problema". 

Ridm rd 1s:111~; ;he Pleai·~~;:ef~j~~~f;a~ility,· pág. i 20. 
{ t '- - .·,,·;;;; !:':'~~:-;., ,::~~' '-""· 

"Debi<lo n qu~ el pr~ri~séJ ~ci'.ii¿¡t;'~j~~:·~¡..j:¡''cuc~dn al azar" no es una operación bien 
: ... :-~ --:_: ::,'.~~:·:.'.:~~{l~~~:~'.(-~;:.B~~~;<~;s~?t::. :( 

definida, es posible dar mué!mfrespucstas'controdictori:is". 

Arnold Knuf1m11111,· Cu;'fo'};,'j~~;;f~ ;¡J;á;;,ilo de probabilidades, pág. 15. 

"En estos casos haya111~i~t1~1;)~{~;1-;)e1111nc;ado del prublemamismo, de modo que se 
~·-~'- ""¿;-"'"-t·,¿:::'.·t.::~:::.-·-;- .' -

pueden asignar dos (o'.'ní~~)''ií1éaidns plausibles al mismo espacio, y estas medidas 

nnturnlmente condu~~~i~i;~Ji.'di-~~;~~tes probabilidades para los mismos eventos o 

" Ocrtrnnd, Joscph, Cu/culd<!s l'robuhi/i!Js, Gnuthier-Vilíar, l'nris,1889, pi1g. S. 
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Henry E. Kyburg, Jr., Probability Tlzeo1y, págs.193, 194. 

"La palabra "probabilidad" presupone ciertos experimentos definidos. En muchos 

problemas no se describe expllcitamente el experimento, pero usualmente se hace 

evidente por el contenido del problema. Sin embargo, en el c:iso bajo consideración las 

palabras "una cuerda elegida ni azar" en el en11nciado del problema no dan ning11na 

indicación de un experimento específico, a menos que se incluyan explicaciones 

adicionales". 

L. E. Malstrov, !'robabi/ity Tlzeory: a historica/ sketch, pág.235. 

''.Tal como está el problema no se puede re3olver porque no es claro lo que•se q11iere 

decir con cuerda aleatoria". 

Shcldon Ross, A First Co11rse in Probability, pág. 203. 

"Como podemos ver fáci/111e11te, el problema es éste: el concepto de dibz¡jar una cuerda. 

ril azar no está definido en las condiciones de n~estro problema, y hemos tomado 

ventaja de esta ambigi1edad para obtener soluciones a tres uistinto~ problemas más bien 

que n uno'': .. 

RV'. Gnc~lc;1_ko, !!'~. Theory of Probability /Trad. ele/ niso por B.D. Seckler, pág.40. 

" .. es oh;;;;; q{1~ li;;~~riíd~ja se debe. tan sólo u que el problema estará mal planteado 

mie11trt1./11~~~~~2;~~i~~11~ exactamente cómo interviene el azar en el trazado de la 

cuerdá;: ~~~¿)¡\~~~,d~'~brprendente quc: diversos procc:dimientos detrm1i11en diferentes 
:' \{:;·.;-~i\~:,:r:: : ·"1~··. · · · ·. • 

, probabiliclncles''.experlm.:ntalmente comprobables mediante procedin icntos mecánicos 
' :·.- ·."·'·•,·•t·1-·. , .. 

-,.··_,.; 

con10 los d~sc~itos. He nqul una sencilla analogía. ¿Cuánto se tarda en ir desde su casa a 

clase'? Si no se especifica el medio dr transporte para desplazarse ¿sería sorprendente 

que se obtuvieran distintas respuesllls'I" 

K:ll L:1i Chung, Teoría elemental de la probabilidad y los procesos estocásticos, pág.115. 
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"Los diferentes ~esulta~~s fuero.~ •considerados una paradoja puesto que se crela que 

"la elección ale~toria uniÍónne,..detenninn de forma única la probabilidad en cuestión. 

La paradoja i·~dic~i~~~ ~~~~~·,J¡~~Vi/ferentes elecciones uniformes, todas las cuales 
, '~ • • 1 •• : - , ·~<::,, . r, :,\·,:· 

son natural~~ ~~:~Íertl~~~iúcl~;(C~rl;·~ri~ de los métodos anteriores usa una distribución 

::~,~,'.. (~ o~~\1?~\jl~il~~tf J;~:~;, dol """'~ Y "bre "" rnd;o dcl 

Gabor J. Szekely, Paráaoxe.v\ in;~Probability:Théory · and; Mathematica/ Statistics, 

pág.
45

·. . .:· •.•. ·••<·.'~~:·;~~'ft1;~t~\.~~1~iI.~~J'c~f~z'.f{j¡,;.\¡L;::. .. ;< ,:,··:·•···>······.: ... 
·Después de considerar las'(!ltimas·dos·'sóluc1ones· examiiiadas otro autor dice: 
· .. _. ·~ ,-_ :,_~~-~-~-:.:_-r:~t·~~;~~-~~k!¿~~:~~il~~~~ff S~~~;i;~ffl~f:~,t~!~f~-'.~r5~;~:-:-~~,t~~;:4):il~::iF~~~/:: j? \ · · · ··· 

"Real mente . estamos· trátai1dó i con• dos'·pioblema$ .·distintos;;En la· primera solución se 
• ,_ --1 -... :.~:'~ , ;·~:;·;X~;-:::·~)}f~:~;.~;;f ~{(\~.f~if'.~i\,~;~f .. ~~:~lf I~~tt§~f~~(~~-~;:}tt~~t'.~f:+~íY::?;:~~:/}~~~f. .... . . . 

supuso que (a·d1stancia.deJ:rcuerda al centro, tiene una d1stribucwn .uniforme, mientras 
'.~"· ,- ~'-~~·~t<.::~~~~~;,:;·~f~:~;,~~~~~~~;~~.~)t:~i~1:I~~~\;~-~~~-tf::?@lif~ _- :t~~fg~ ~~~~~-~~-, : ___ ;-·. -

.. que eii Iá ,seg~~9ª.f~9}~8,\Ó[1S{~.~' 1stnbuc1 ~,\~!l~.I<>. la· que tomamos como 

. ü~iforn1é';'::/': ... \~:,,/~Jf,;~t~::1J;f~ ;~~};~~;·~'::· .. ' 
Jnmcs .v. Uspensky; /111rodzic1iri¡Qo/ .. at.1emat1ca .Pt:obabi/ity, cap. XII, pág.251. 

·_: · ':-~~·:.~, .::.,\f<.S:~~-:::-:·:~ ('.\;. ·~.~tlF.:· ;·.:?*~~'.~:\rNB-::~--~~~{f~~~~~~V:;~~~~;'.:f~:I'.ji~L~~:;_:;~}:::~~!~it·.: ., · 
Ln s1gu1ente ella ·textual •bns1cnmente\ resume .cuúles.son .'1~.s explicaciones. que se 

""' :;:;,,,;j~'~i~}~¡~¡!lllll,f l~1t~fil;t~~;·;: 
a111bigiiedades:.'ás0Ciiidas)éo1Í; l(i_" dejilliCió11' Clásica . risi. como :lá .1 necesidad. 'de 11/la; 

- · ~::: · .. :'.:-,:::~:::>::-,}(~: ::.::sr,;;~.:-~.·~-~~.'{~.-.\-~2-~-~ :\·:.~:·;···_ -~~/-- -: ... > ~-: : ·y_ ... ;··-: .. ,-~.: ·: ·:-: :·(:·. ·: .;-. ·,.::-~:-;!:":: <-~:::~<~i~~·,:~:::. ,~'.\{:: .. · ,:~. . · 
especiflcaCiónc/a~·á:de /Os eve111os de 1111 experimelllo y el significado de los tén11i11'os 

' {' •: 

''Posib/ci?y'~.fa'Jf;~:'¡,~/~·; .'~ ...... 
>·. :·~:: '·'-'. ,. ·.: 

. At1ui1111sios .Pllí>oulis, ·· P;·u/iability, · RwliÍum Variables a11d, · Stoclwstic Proceses, 

piig~IO. 

(En todns cstlls citus textuales lus ncgritns y cursivas son mlas). 
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A juzgar por las explicaciones anteriores y muchas otras semejantes se puede decir 

que la tendencia general es Ja de acusar al propio planteamiento del problema como el 

culpable de Jos diferentes resultados obtenidos. Al hacer esto se está admitiendo 

implícitamente que las sol11r.io11es examinadas son totalmente correctas. De hecho, el 

matemático francés Poincaré fue quien le dio el nombre de 'paradoja de Bertrand' a este 

problema, y Jo hiw después de analizar las soluciones dadas, lo que indica que él mismo 

consideraba intachables Jos métodos de solución de su contemporáneo L. F. Bertrand. No 

sorprende, pues, que muchos investigadores y matemáticos de reconociáa capacidad desde 

hace más de un siglo hayan descrito las soluciol1es expuestas con10 'razonables', 'resueltru; 

con argumentos aparentemente impecables', 'perfectamente plausibles', 'igualmente 

válidas', etcétera. Tan grande es la confianza que te tiene en ias soluciones, que varios 

autores las presentan como ejercicios con valiáez incuestionaule. Pur ejemplo, en un iibro 16 

reciente aparece como ejercicio lo siguiente: 

Paradoja de Berlrand 

a) Escoja un púnto Pal azar dentro de un circulo de radio a, Sea X lo longitud de la cuerda de la que P es 

punto medio. Demuestre qtte17 P(X>,¡'j a)=l/4. 

b) Escoja dos puntos h1dependientementc al azar sobre el perímetro de un círculo de radio a. Sea X lo longitud 

de fa cuerda q••e los une. Demuestre q11e P(X> .. ¡j a)~ll3. 

Dificihnente alguien podría poner en tela de juicio los argumentos utilizados en el 

desarrollo de las 3 soluciones expuesta;, ya que hay varios hechos que parecen sugerir su 

solidez: 

t 6 Gcoffrey Grimmett y David Stirzaker, Probability ami Ranáom Processes, Oxford University, Clarendon, 
Tercera Edición, 2001, pág. 237. 

17 Eslas cursivos son mías. 
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Matemáticos· brilÍantes c6mó 'a~r1ranci y, Poincaré estaban tan convencidos de la 

contundencia de:l~s !res 'resp~§stá'~ qúe usaron este problema y otros semejantes 

para probar que In defini~ÍcSnde prc;babilidad de otro matemático notable (Laplace) 

no era. ade,cu~~/E;~'.;:~i~~~~~b:~~:&~~i\·''_.-_ .... 
Desde. su .: publiéa'ción\en';,,iJ 889Jmuchos' investigadores y estudiosos de Ja 

-_ -. . ~- : :.-·::_:~·:<·~:j:~~;~;~k:.-:t:f{~i.itJ:~j:,~~H~JdJ~~~i~::;11~~;t~~~-://;'2\ ;::~>:-.·:; ... ' 
probabilidad haíi'examiriádci .. er problema y han llegado a Ja misma conclusión oue 

- :- <:->--~·:.:<-~>;:;~;:~:'.t~~~~j~\:~¡;~~~.;~~:t!:{~.m~~s-~~1r;~tRf;:.¡;i.~}:.\:;:~~1.:~ ~> .' ~ ·. · . -"·. · 
su autcír círiginal>~ór rél tantói n'cl'.s~fíñ flÍcil pénsar que todos están equivocados. 

: ~-... ~·/;:: ~::\ :~,·:;~:~'.i,~~S~:~JJ{;}f f:tú~~Fi~~tf t]~ift~?? .. ~:/t:::.~:~~:-;~~l~ · .~ :. 
Muchos probleínas;;i¡ue', irivolucrari'Hécnicas ·de probabilidad geométrica se han 

·:·> ~ >:· ,-~·'.{,: .'.i·;f:t)V~f;.~:;~Wi:·'.{~:f~.;lf};~:~~::l~;J~~~t\1:~.'.~ .. :~\ '.\.. · , . . . . . 
resuelto _con razonamientos semeJuntes y no han ongmado nmgun conflicto. 
- . . ~·.; ·;:.·: ~.;,.:·., .. ·,"-·~·~Y:~~~\131~~,trt;;~rfgt~~:~~:ii;(,::: ·.~;. ~~·-~~... -: ... 

El desarrollo ae; la ·¡,-róbabilidad hii sido amplio y profündo durante el último siglo y 

probabilistas modernos no han seiialado 

contlicté s~:~¡~~f jEf{~?:; ·.~ltádcís obtenidos por Bertmnd. De hecho, la 

g~nemiidiid de icis ~Utores ~étu~lés de libros de probabilidad y estadística concuerda 

con el +~¡~~:,~~r~*\~~~;~i1~#·:.:ni~ialmente por Bertrand y postcriom1ente por 

_,. : ~:· ~~:%~'.·"~.~·-;~~~}'.)~~~~i'.'~~~~~t:;.:i,J:~~~'.A;.f.~:-~.·-:: .:: .<-; .. 
nún eón las .;nuevns''hermmientns los 

Poincuré, (ql1ie1í: ge11érnliz~·. las' p:irádojas de sú coternínco) de que In definición de 
. · .... : ---: .. ,, .:.·; :_:-~.::\;>~;·:0{(;iIAs~r-~'.~12~r·r:~x~:'.~,r~;::~"::·: ·· -.~. ·'. ... · · · · · ... · ·. --_, : - : · - -
- probnbilidrid·:clñsiciüesultn 'va acc, como 

éste. ,;\. 00]~~}1~,~P'iu;r~r - _- jn1,~n'i~f:~*-r;;~;:~.;.;j'X:.·. ,!; ;( . 

El objetivo del presente, . 
0

();c_s,111qstrnr:,que/cli¡rerilidal:J;:1ñfrerdailem razón por la 
- . , . ·".:~:?. · ::-::-:: ::)_;.-:.;,-~¿_:;~:f:~r;?~1·;1if~:-~~:~~r:~11'.\1lj*;~r::~:~i~'.:i~c~.:~!:{-~t~1~;::-~f!~·~,·i~~~!::~~~-'.:;;~~J:'.~~~;~:J1'.~-{;(:-: ::.· , • 

que· las respuestus:,dadas:,d1(17.r.é1,1 '.es';porque::.~;,al;l)1~n,os;~dos :de. ellas_ son erróneas, pero 
~,;·:- .. , ~/k . , ~-:' ·1'.:< ~.:: :. \\::¡ .; ~/~~= :>l)t~:~~~~}~~i:E~ ;~;,~~~~-:,:~\ti~ihf ~~·tt1~ .. :,::~5if t:ff: :~~(¡i~?%1~ f ~·.'.~~~;~.rf~t;·:;~~~;}.~;·,~¿~l\:~ -~>r.{;~ .. ~ -·t:~ ~:«: ~ : . . · }.. >', i1ti,I i.l'i1n rii~(J,1m1i~}e1~t?~f~~¡.~,cp,5,. ~.L~!J~~1,11C!,Jtt~¡'É~~~flp,~~~: )'~:~()(el l()i f>ilrccen tan contundentes. 

;\;)~~!ili~~t.;2~~~i~;~01~~~~~~i~~~~~~1tr~;.~: .. :::::::::::~::::: .. : 
--.·¡;¡ i10_filcrnpéírqu~pn:sé1it.Ín cic1•1as pcctlliílridiides. Eshis SOIÍ que: 
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J. Los procedil~ientos d~soluéión qu,e utilizan son análogos a los usados en 

las respuestas engniÍosas, pero evidentemente no incurren en el mismo error. 

2. Concuerdan todas entre sí indicando de ese modo su solidez 

3. E~tablecen a~pectos innovadores en el análisis de resolución de probl~mas 
de ese tipo. 

4. En .cada caso se puede calcular la probabilidad del evento compleínentario 

sin usur la probabilidad del evento original y haÚar resultados c~nkistentes. 
Primeramente se ~onsidcran ia~ respuest~s ~iese~tadas. 



CAPÍTULO II 

EXAMEN DE LAS SOLUCIONES 

"Cuando se llega a una conclusión falsa y ésta es aceptada extensamente, no es 

fácil renuncinr n ella y. cunn10 menos se entienda más t~nuzmcnte se conserva!' 

'ley de la conservación de la ignurant:la ', Georg Cantor. 

"Para ser un vcrdád~ro J~v~~¡,¡·~~do·~ de Ja vcrdaJ, es necesario al 
'· - ·. _·:·:- -.,.;·.· ,.·,,-;- '-·:··. 

me~os tina ve~ en I~ \;ida ~~~Í:r ~n' d~da las cosas." 

Desear.tes. 

En esta parte se hace una revisión c~ídcn d~ ca~a una de !ns soluciones 
' - o.:-: ,- . ~--: :->. ... '· .. ;., ; ,_ ·-

presentadas nntcrionnente, examinando y e~ali.mndo los argumentos 

utilizados en cndn métod~ de reso.luci~n. Se incluyen ejemplos y ana­

logías para facilitada comprensión de los razonamientos involucrados. 

24 
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11.l UNA MIRADA A LA SOLUCIÓN 1 

"La misión de Ja ciencia consiste en sustituir las apariencias con 

Jos hechos y las impresiones con las demostmciones. 11 

John Ruskln. 

En Ja primera solución se hacen ios siguientes supuestos: 

J) Ot1c! cm/a c11é1;t1ti'tle11e 1Ú1 tilÍico tJ1111to 111etllo I' c11tfa p1111to deteo11i11a 1111a única t:11erd1:. 

Si no sé a~épt~ e~té'~upuesto, el problema resuelto (puntos medios favorables entre puntos 
··'-<·('. 

medios totales) no se:r~· ~quivalente al problema planteado (cuerdas favorables entre 

cuerdas totales). g: ;_é-- < 

2) Que L'llafnuÚr JÍ1t1Íto .·,íéi~;;~itio se i!fif!e <'()11 fO misma probahi/ilfa(/ V <'alfa 11110 tiene e/ mismo 

ve.,·o .es tlec:ir. tiene ~i;,;/t~~'l/,i;Y;i~Jk;>~~·~>~;especto ll los 1/e111ás. 

De otro modo rió -~6 ·~-g'¿;¡~~~esolver el problema utilizando el cadente entre el área 
~ ......... : · •. -~·,: y:_;··.:,\t:i~:>~_,1;}'~:;·~ ·,· ,· '.· .. :: • ' • • 

favorable 
0

(el c01i,i~ntÓCÍ6':~t;1(~5 medios de cuerdas menores que /j) y el área posible (d 

total'dc~1~nlb•1\~d¡,~~~j~~i~{~~1,~(i·}·/:-);,,, •.... · .. _ "; ,·. :\;: > ··.··. ·. _._. _ 
RI pri nícr_ sli¡llícsto; rea hi1eilíe; no se~ ~ntisfrice: puesio que!' el centro. del· circulo es un·. 

punl1,,qu~; 11{~f ~;~¡~¡í;S:l~~f '.:~~t1~}}\~~~{i¡ti~1~~f~t[t;f K~~;i~~f Ji~'~;~&~~~1~s!~Í)~o~na 
,,,, 'iJÍfinidúd 'élé ei1á's;1iEsto'rcperc'ufé':clí'clJscgÚndo~'supuesto;:ya'qÚe' él 'cenírodeI 'circulo no 

'•. :; ';¡g1~i~1 ~;:;'i:;!~::~~~~?~YiJt)'g~l~~ff J~;!~Í~~~~ii~~;~jj~fi'Yr~"Ú~~·f~~~¡¿~]~~rir~{~·:~b;b~ ida .resulta 

·1,.:':. -.{f +~~u .. ·J.1:: ·:\·· 0:1r ,:~T¡::~1·:·~~~.r'~;i~, :.GqJ~'.F :,v·~.--~;,,_·; ;:':.· _- ._._·_ ... ·.:... . . 
·.· C'.'. Pílrn il;1striir d1· problen~n c~ÍI uri' cjeííip!o niás sencillo (caso discreto). supóngase que 

e1.1u;iu bo¡Jega de ju~ueteshay ~ cunticlud de cajas y se tienen los siguientes cintos: 
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• Cada caj~ contiene un oso de peluch~ y ningún oso está sin caja . 

Cada oso es a~I ci ios~·.Y ~IcoÍ~r e¡tá indicado en la caja por ~u etiqueta . 
... . . . ·~. 

• 
Se vaéían las c~j~s'~J1··~ri~ ~ri~ii'ne bblsay s~ dejan todas las cajas vacías en la bodega. 

: '.· ':~_··):?>\~:.:j~.·,~71;f:~./1:{: ... • .' ~-" .(. : ~ .: .. ·." : .. ' 

Observando sólo las cajas ;vacías hay que ·responder la siguiente pregunta: si se extrae un 
·.- .:_·:_·-~>?·;~~::,~~;~~J:''.:'.t:f;.'~~:::~~'1;1~!:},:-t~·,:;:·,:_:.:<'.'.j:,··\~~ .. - l '·_, -·.. ' 

oso de la bolsa en formá.áleatoria'¿cúál es láprohabilidad de que sea azul?. 
· -:!~ :.~: ~(,:t~-~~~;a~f~P-~\~ti~A; -~8:)/.\:(!>::_ -'.;.~::./>~ \: _:·; .. _: -· -. · -. , · .>:· 

Solución: como cad · ·altiene'un:solo.oso; basta con contar.el número de cajas para 
,,_. ~:--;,~:\~H ~;~~-~J\h-~'~!~,:i_:!~~;'.;:y¿:;,j:~.,_;·:,';·(·.~:~-;.~_:_<·:· --~~:-_-·.- :._. · . .. · -· 

conocer el total dc'.osos•y.'.·p·uesto qiie·eLcolo(está indicado en la caja, basta con contar 
\; ~: f~¡~:\~/~\~;~~:;\1::~f.J5i~:~1f;~'.'.~;il{~ .. ~-~·?_:~.:{\'.~:::~~\ :·'_·· .. :'.·, < .---~" . . 

cuánta~ caj~s indican'.color;iízuJ,para saber: cuántos osos azules hay {casos favorables). 
\ ,: .. ~ :. -/:~.:!~\~:~Á~·;,1:~~:~-í:}}l~Xf~/;¿t}ift-:; ~~-::y; -~ .. = ·r '. ~. - · 

Suponiendo que ftié"raii'W'cíljns'y.8 de ellas seflalan1color.azul, la prol;abilidnd buscada es 
··- . ';._;~ ,;\~~:'.~\;~:7;3~:~-~:~i~}~)-~t;~\i,:~:.~~~1:r,;:~;:~t~~< "·:f ::.:.· ·' 

simpleí1iente: ·p, (oso'ázul),.;8/20_#4/ I o.;.21s:. 
· ::-· : __ -_, "<· ~-_;~·_l::y.~·~t~ :::~f~t:l!f,Z~t\~!~;:~~J)\- ~~~it:.~f~g~-> 

., ... , .... Ahora bien; su.póngase ; que; e11 realidad, unu de las cajas con etioueta azul contiene 
.-· ;·~_:· .. _.. ..~·;_,<~·-.~·-~(;;;_:,':W'.J.~~---.:~;1;?}'.:~%'J{:~:-~;~t~/;._:~-.:~~1./\,~~·~ ~-: :' .. , :_- .- . . . • 

·no uno,' smo tres osos azules.(qmzás un poco apretados, pero los contiene). En estl! caso, la 
-- --:~-< :~_ -- · .). · :.--_:· .. r(;-·- ,~'.~.¡;..;-; :~;:.:i~:-v:~~;~:;~~~;r~~,~}:-1.(:_'~~·:-:::~;;_:{ -· <~-- .. _ · _,_ -· _ . __ . : -- _ · _ : . · 

cantidad total de ososserfo ~2 (l9 caj~r r~n Iy una caja c~n3) y la cantidad de osos azules 

.,.,'. 

Analogmne11!c;:e11;J.a·prunera soluc1on:n pro ema de Bcrtrand hay una 'caja' tel 
--: ---~ . ::. <; ___ :_:.::~::.:--: ;:::is·:~.'-~.~t;~;~r\~f;~:;~~~~'.~J;f~~:<$}~f:~l · @~f:t;:~J:I;~~:t;-~-~:~~{ ~ ·:: _ ..... 

centro del cíi·c11lo) itji1efr:lpe~a;/1riuch!,i m ;~{que '.las. demás. Todos los puntos medios 
._.: ;·- > . . ;.º/:~-~· .::.8)f }~¡:~:~:'._)~~}r:i?;~;~~:_?~it.~~'.Wr;ff~~;:1~~~;,~\~i::;i:: / · ;._::.- -. ,-_-: 

. . corresponden a· una solii cuerda ·excepto el pt nto 'central que corresponde a una infinidad de 
' . ";-;:.< ... _:<·:·: ;:_: '\: ._. ~.;{/-:L\:~f;.~~~~~\~~t~r{~~f(~~:r~~I~~F:~fi~.~~f~t~:·,'·: 'f~~:-":~:·::.: .- ._ . . . 

cucrdas.·Asr que no sorprende que en este metodo de solución la probab1hdad hallada (114) 
~--- .' :i-~ .·: •. · .. ;(_'.\·>:;;~~-:.~ -::.r;~; • .,'."-i-'~:.:· ''-. :: ', ·-· -:. . . 

no corrcspo11d~ ~i:la''j;iobtbilid~d busc~da. De hecho, como se ilustra en el ejemplo, la 

probabilidad real debe ser mayor que ésta. 
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Observacfón: AlgÚien' pÓd~la pens'ar q~e comÓ en .un círculo hay una infinidad de 
·-- • . - ·,- . ._J ,.,_ .. .. 

puntos se pÓdría ón';itir-~l p~niÓ defcentfo si~ alterar el área y que, por tanto, la primera 
;·· '/_.: -· . •f ': -. •"·.": - _- :. _, __ 1, , .... : • ;: - "·:, -.-

respuesta serÍ~ 'córrect~ si se elimina el punfii'ce~trlll. Sin embargo, nótese que el centro 
- · .. - .. -:.,· ~ -';, .. ,' :, .. ·. ·--~. : .... ;.\<;'-': ~·····.· ' 

del círculo: n'o es: u'n punto ciuilquiera; tiene uri 'pesó' que corresponde a l//IQ infinidad de 

veces el peso de los otros puntos y, en consecuencia, no puede suprimirse sin alterar la 

probabilidad involucrada. 

H.2 ANÁLISIS DE LA SOLUCIÓN 11 

"Siéntete ante los hechos como un nillo, dispuesto a abandonar toda 

idea prcconc~bidn y n seguir a la naturaleza a cualquier lugar o abismo 
'·;. 

o donde te r¡uicra conducir, o nunca c0~1seguirás u~i-e11~cr,nOda.".· 

T. H. lluxlcy. 

La soluCión 'que; ~~- est~di~;!á. a ~Ó-111inuación. parece ser la favorita de varios 
;"\.' - ',-~' -· ~ .:,,~:,:, (\•(_ 

nmtctm\ticos. PÓr inendona(iin' soló ,_ejemplo, désde: el punto, de. vista de Henri 'Poincáré 
:;;:o.,~•Í:~-~-.·,",r; ~·,v,:·.-,·I • 

( Cálcu/ des PrbÚtibf !i~á~~; Pílr1s;; J 912fsi no éJ¡¿poi~ctno~ de ~inguna infommción preliminar 

entonces tlcbcri1;mosncep1nr:csdsolÚció11.po~~1ic 'il'stc es el m.;todo que asegura c¡ue si dos 
•• •• -_, ...:._', ~.-::. •• • 1 • ' ''{ ;~- -:: ·~·. 

conjuntos ·de 'cuéÍ:d~s :~o~ ,: gconiétricrimentc congruentes entonces hay In misma 
, ;;·. . . . - . , .. - . ,. -

probabilidad· de. q~~ u;~ .~~~{d~ escogida aleatoriamente pertenezca a uno u otro 
>":; ·~' 

cu11junto.~· 1 s_> ;c.' · .:<->'.·h · '' 
>'·<<. ~/('• :{~·~· .~'.::~:·:~· -.:, 

La ideii 'geri~ralq!te'.',comprendc el cíllculo de una probabilidad es encontrar el 

cociente cíitre.; 1''.;''.6n~t·l:1ild ~~ ca~~s favorables y los totales (cquiprnbnblcs). Cuando las 
),~;.: . :,' > 
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cantidades involucradas· son ·finitas no parece haber gran dificultad, el problema surge 

cuando se trabaja 'co~ el infinito. 

Por ejemplo, si se busca la probabilidad ·de 'que. al ·.elegir al azar un número natural 
. . . . ' - ' .• . 'J"::f .~ ' . 

éste sea par;~la cantidad de casos totales es ;nflnii¿/'c!g'hecho es el infinito llamado álef 

0=" tdo, 01:fEr·t·'·,. :m';t'~~,;~~~l~~i~i·;°' ,,..,,.,~. ,s, ,;ri, 
entonces qu~ i~' proh~biÍid~d reqúerida es .re~Í~e'nt~: ;P' epar);;, -!- ? En t:il caso, si uno se 

'/ci··.·.,,:,'." , ....... ,, ", ..•. ,,.,.:· .... :o,,;:.· ... ,··:· l'-: 0 

-: _; •::-~i~ ''\~,?.t~'.~(·~~·:·f:;~·::_·.,d:.~:-_ '.,~-.. f :\:~:-it:,-f(~~;.-~:~;~;:~j¡J{'.:<~:;~·,:,,_:~. '~:\--~. :;: --~'.:·:,- . '.. 
atiene a la' regfá'de,qu'é.'tóda caiúiditd'eiitre'sfmisma es i&'llal a I ',se concluiría que la 

.·. .. :-. ' 'C-··""1::./·' ,. •. ,,_,:·:. ;,:'·'. ·-, :-··. , ___ ,, .. ' :•"". 
··'c.r:;: -1;. -~ ,'. "y 

probabilidad dé\''qu(;'ei númerci seleccionado sea par es 1, lo cual es absurdo porque eso 
.. --.. : ,. ''._ '(>>;;;~;'(::-;~_·.~,~;.};:f\'.~';·_.:,:::·-:_··'· __ -' 

·. H~varla a ~o'n~l~if q~e'í6clos los naturales son pares. 

Es ~vidente q;,~ no se puede operar con el infinito como si se tratara de un número 

. cnt,t!rO~O re~f; si. ése. fuera e) caso basándose en el hecho de que para b diferente de cero Se 

. cumple qué a/b=c si y sólo si n=bc, sr. halla que la prohabilidad podría ser algúu resultado 

tan absurdo como rc/3,715, 5, 10000, etcétera, pues (7t/J)l'\ 0 = (7/5)t{0 = 51'\0 =100001'\0 · 

--~'.:«. 
' .. · .. ',:. .-~-.-·/;, 

, .... ",'.::º;'::6;.·"'r.~if :~~~t!jf~~}l~i:;:.jtz~::.:: :~::,:::; 
·se concluiría ql1c~la :probabiliJad;soliéitada :es 'Y,;, %s1~:re~uitad~ pa~ece nmy razonable, 

¡, e,<:: ~~.: -.< ~~~ ~ .. - ::··.~ "{.' .,_;,.". :; -· •. J;~..'. ;: " ' 

aunque 'la c11í1tlcl~d; de ~íl~os füv(,rnblcs (en té~mií1cis de cardinalidad) sea igual a Ja de 
,, .- . "-':. { 

'''De ncucrdu con Ja lcoriu de intinilos del nmtcm:ilico ulc_nuin.Gcurg Cnntor, Ju conlirmli<lud o 'número' de 
elementos de los rmtumlcs y de cunll)uicr conjunto qirc se pu~dn poner en corrcspomlcncin biunívoco {uno n 
11110) con ello• es =o. l.n cnrdinnlidnd de los núme.ros rentes ydc to.s pun1os de una recia, un plano o de una 
purcil>n de espacio se c.:onsidcra nrnyor c.1uc In untcrior y se Si.mbolizn por =1 o por C (el llnmudo 1continuo 1

). 

l.------------------------'··-
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Por lo tanto,' se podrfá ~eñ~lár que, .en el campo probubillstico, Ja cantidad de 

1iuturales es,-en'ci~~o se~tid~. ~l dCl~le que la'de ~ares. Análogamente se puede resolver el 
-·- ' " ; .. "-.' . " .• . ~ " ' •. ' ' . . . . . -- ' 

siguiente pr~blema:'.b~d~<íiíia'recta'de lóo unidades de longitud trazar una perpendicular 

pcir un punto' Ío1~adfa-;~¡;J;fa_~-~~te ~n ella. ¿Cuál es la probabilidad de que dicho punto 
-.- .· .. _··: :,tv }.:';~~-:~;:.~:~;:~_:: \..: .·· ·~: '.1''"'· 

pe11enezca al segmento [O; J ]? \ - '' 

. /
0 

,;¡\ :;~-&-~:J';:>(i- · --
1 1 l:~J:'.:·~: : :._;_;;·. ,·,·· .. 

98 99 100 

1 1 1 

Lonl!itud > 1000 

1000 

Ambos scgrncnlos licuen longitud =I 
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Como se puede apreciar en la figura la trayectoria consta de 2 segmentos de recta: el 

unitarioy'otroqu;·,~ó.rfespéi~~e~ lá liipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos catetos 

menor ymayor.Ji1iden 1 'y 1000 unidades respectivamente. Por lo tanto, la longitud de dicho 
: t . -- ' . . . ¡. ~ 

seg~ehto micfe~~o~o ~lás de '1000 unidiid~s. de hecho mide la raíz cuaclrada de 1000001.Es 

evidente que la prob~hiÜdacl de\] u~ ''el ~ur110 seleccionado al azar esté en el segmento 
~· ;~ ~ ·~ ·-

un ita ri o es menor que · : 1'. ; ·d~ he~ho ci · ~ . Pero qué hay si alguien afirmara que 
1000 ''. ,· 1000001 

la probabilidad es V., ¿le cree~íii? Más ~uri';'si esia persona le presentara una demostmción 

de ello ¿.:o.nfiarla en la demostraci6n,.,Óp¡l1imrla que tal demostración debe contener algún 
,.. . 

error? Tal 'demostración' en verdad',eídste, a continuación se detalla. 

Cada línea perpendicular levantada .en el segmento AD interseca la trayectoria en un 
:' - ._·, . 

5olo punto, ya sea del seg111~nto;unitario o del otro segmento. E igualmente, dado 

un punto en la trayectoria puedb.·b~]~r d~sde él una perpendicular al segmento AD, la cuul 

lo tocará en un solo puntÓ.:As·i;·;~·j1~~tal ~e perpendiculares en AD corresponde al total de 
. jr-1'· _ .. ~}L-: .-:·f:;J:·~\~J:1:t~t;ff; .. -~:-:~~:-~; , ;·, 

piintos que se puede elegir:en la'trayectoria.•Por lo tanto, se podría considerar la cantidad 
, . . . ,· . ~- . / ~< : __ ;}é :-~~~~.::··;:)3'.i;;'~~:~~~~ './~-)~~:~t l<·~j.~J;:·;·'·:::::( . ~. > ', .'' 
. de perpendiculores·posibles enAn·eomci los.casos totales. 

; · ,, .... :·:- -~--:~~-;- \-.-·~<~;\~:-~J3~;·~t~~~~~·~1:~~*k~i~;~{~V~?11;t1~1~~~~~~:ru}?~>> ::~'f.'· ·,·.;. ; 
:Por otra'parte,'como'Mf.es el:punto,med1o:de AD cada perpendicular alzada en 

· . . . , · · ..... : .<·· ~,:(. ~ i·'~:§ :):E~:::: .;~i\~;,/~~~{f\~~.il~:1~·~~~H~::~1l~!r~~1.;~· ?.~~i~}~::::{~-S:·;' :·.: ·.·, , . 
·:: nlu(11f,:p11nto rlc.º·AM:1'¡:'.;'detcrmmar.\',,11. cpunto.·'en .el segmento unitario y, por 

·-·~:S·.:·; ·. ~.-·.~-~ :!-.-:~'.\'.)·_: ;¡~~~~,;:rt;~~A~~~ ·~h¿i\~~:.:~i~=~:t~:~iit;~~¿t~:j:*·~~{f}~~~t2.~.'.:f f~··:·, .:::?~;:<- ;-.. : : ·.· 
\ ccii1sigilieiitc, crtotalde pcj·pcndicilfares en Al\i corresponde a los casos favorables. De este 

~ ·: ::-.'. -. _:. . > ":;. :.: ~r ,>f~'.f ~.),.~~~!.;~~~6~'.~,'.~.~~~:; .. ~~~\!.f~J~~~~~~~.{~~;~ .. ~·~~~~~;~~< .. :,'; .· : :·.. . 
:e·· ·· modo,.la probabilidad det.ermmada por,los casos favorables.entre los totales esta dada por 

.. . :'.··'.\_.: .. -;.:~: /.: :·· X.~:,~-:·~}::~~: i/'}:~;~~:.~~?~V~"= i~1~~!8~;~~;f:~,~:~~~~ :.~~·~~:· :· '.-~~!:~·:· ~ · -:'..: · · · · 
el éocie1íte entre Ja· Jcirigiiiíd dél ·s-egi'ncritO AM y In longitud de AD, esto es, 
·-. ··:·~·.'. ; ':,,-.:,;:.'·"··· "· '_¿)t:,:.~.'1~~:~:,:J?~~/:·,~;~-\;;~ ." ·:;·~·: 

':.C. ,•\Zúi_~{'"{ ~·P(SU)=I AM ,, 1AD1 =Y,, 

. Esta 'de11;;s;~;;~ió1Í' ~~sólo es errónea, sino folnz. La falacia utilizada es: "dado un 

segmento úc recta y otro úc mnyor longitud, como In cm11idad de puntos en el menor es la 

L.------------,,,,. 
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misma que en el mayor, la probabilidad de elegir un punto aleatoriamente en uno de ellos 

es la mismá. 'lu,e en el otro" . .l:!e ·esta forma, en vez de comparar las longitu~es 

correspondiente:~ . .'ai: problema se comparan otras argumentando que 'tienen la misma 
: i -.; ,'. _, :_~<-- ' 

cantidad depu~tos'. · 
-' . ·,''.·.:_ 

ésti1-.e~ pi~cisamenie la falacia introducida en la solución 2 de Bertrand, observe con 

cuiJadó I~ Ilustra6ión. 

Segmento que corresponde 
a cuerdas > ,{j 

Bortrnrtd. '."'"1·' ~"'.\~~~i'':~"~i''(Fifu A y M ~ lrt mi•mo '"' lo '"' "'"' 

· entre A y n, entonces I~ ~rob~bii,ld~d(es··s;-NÓt~~e qit~ s~ comparan las longitudes de AM 

·¡~ .¡i~'í~i~~~l:t1ii~~~~§~:~:::::'.~:::~:'.:.:':.::~,::: 
:-<,,corresponde n).ari;o,CIJyJa recta)\D 'i;s la 'base.sobre la que se srtímn las perpendiculares. 

·..:' ' -- \.i."• h'< ,_ - •'' 

: ,,'J>ó~Í~;ió~í~i~i;i¿)i1'~~l ·~~Mi~1Í6,~e sci1i1clones se establecerá la longitud que tiene cada uno 

·Je lo~ a~dos dc'ci~cluÜbr~n~ia·indicado~. 
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II.3 ¿QUÉ HAY DE LA SOLUCIÓN III? 

"No condenes el criterio de otro sólo porque no coincide con 

el tuyo, lo mas probable es que ambos estén equivocados." 

Dandcmis. 

Finalmente hemos llegado a la tercera solución. Puesto que las dos soluciones 

anteriores son erróneas uno podrfn ·sentirse tentado u pensar que ésta sí es correct:i. Sin 

embargo, hay que recordar que existen más soluciones publicaclas, y con distint.os 

resul.tados, además;de .• ;1as•tres·que dio Bertrand. De modo que no se puede asegurar a 

. ~r,i~;;;~ºqu~'ést~s.~~;!~§?kción exacta. 

· .Examinemiis;:pues; la últirnn solución antes de emitir el veredicto. Para hacerlo, a 
'°é .';:.-";,: .. .;_:·¡.. 

continllaciÓ~ s~ <lri~áu~ejeiriplo ilustrativo mucho 1Úás simple: considcrundo la figura, si se 
' l __ ; 'i' - ~· •• \:~.'<\' . . . . - - "' . ¡ ·:· 

· toma~·¡ azril'una r~~ll','i6t1ÓÍ ~s '1a' probnbiiíclad de 'que su longitud sea> 1? 
.;• ... ·;:,:',:. - . , .• .. 

Ca~~i/a;~ 
mide uno y 

cada diagonal 
mide> J 

" ... ,\ ,, 
............ , 

,, 

A u 

A, U, C y D son los 
vértices de un 
cuadrado un Unrlo 

'° Estn expresión se traduce literalmente por 'lo que viene nntes' y se refiere al conocimiento que ya se ha 
, acumulndo, hechos que se dan por sentado por conocerlos de antemano. 
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Suponiendo que alguien se diera a Ja tarea de contar el total de rectas involucradas, 

se podría empezar parándose· en un vértice, por ejemplo' A, y contar las rectas q·ue Jo 

contienen como extremo. En este caso son tres: AB, AC y AD. 

Ahora, moviéndose hacia Ja derecha (es análogo si se hace a 1.a izquierda) y 

situá~dose en R, ¿cuántRs rectas tienen a B como extremo,, sin incluir ninguna de Jns tre~ 

que yn están contadas? Sólo dos: BC y BD. 

Hasta este momento se' hnn contado cin~o rectas en total; sigamos avanzando y 

. :'deteiigámonos en C. Sólo existe unn recta con extremo en C que no hn sido incluida en la 

Finalmente, se llega al vértice D y se puede notar que no hay ninguna recta que 

incluya a D como extremo que no haya sido ya <'ontada. As!, se han sumado seis rectas en 

total, de las cuales únicamente dos tienen longitud >I, por lo que se concluye que la 

probahiliuad que el problema exige es 2/q=l/3. 

Por otra parte, puede advertirse que una 'l<eZ que uno se ubica en un punto fijo, la 

cantidad de rectas correspondientes n cada punto sucesivo es gradualmente menor. Además, 

n partir del punto fijo la probabilidad requerida vu cambiando en cada vértice. En A la 

pr(Jb~bilidad_ es 1/3, ya que de las tres rectas que inciden en él sólo una (AC) es mayor que 

):: .:..,;;J~-.§1¡,13'.'cf~-· pues una de las dos lineas que surgen de él es mayor que I, explícitamente: es 

'';- :,:'j)';~ffi~l~J at>'.siguiendo de esta forma se hallan los res·11taclos en todos los vértices. Se puede 

resúmir la información obtenida mostrándola en la tnl·fa siguiente: 

PUNTO RECTAS PROBABILIDAD 

A 3 l/J 

B 2 
1 

e 

o o 

1/2 

o 

------ _l 
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En fonna semejante si se aplica el mismo procedimiento en el problema análogo, 

pero esta vez usando un pentágono unitario se verifica una tabla similar. 

Pentágono unitario 

PROBADILIDAl1 

112 

213 

112 

o 

·-.;.;.:·: 

A, 

B 

e 1/3 

D 2 112 

E o 

F o 
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La tabla corresporidie~te al heptágono es: 
. ·' " .'".' ~: . ' -

" 
A 2,'J': : ' ' 

415 

314 

o :· 3 2/3 

E 2 112 

F o 

Como se plÍ~d~-:~~f.~h t6do~\~to~ ~j~rñ~Jos; después de fijar un punto inicial la 

probabilid~d. ~J'.;~;¿~;~if~iq;~f .;~1:~~~!~~1~;~:1~~ivo. Por lo tanto, no se puede garantizar 

sin justificadón.~pre-.:iii :;qlley1agpfobábiHdad búscada (de que una recta escogida 

:::;:,ri:t·§~~i~Jit~!l~tOOb1lirlOO q,. "~-" ru pm1m roo 

Aunque, :de .hecho;: en '.l~s ,ejem.pi os: presentados. si• coinciden estas probabilidades . 

. ~o·quec~ _•1+-:~~r~~,~~t~i~¡~~~:pfr:~~~:::~~jo~,tie~~~sc~11dicio11es21 , la probabilidad en el 

,· vér1icc iniciullijndoe~tá:dudapor:(n-3)/(n-1).Míentras que In probabilidud soiicitada en el 

t~~,,~~ ~~,~~!iiil·!';~~ " !~,;rru, ... , .. ~ ~.,.,;o, ""' ,;m•'" '-.in 
.. > -~· ·-<-~ ·:~-·~::. ·,:,,'.:·.(, ,· ·e·~ ·:, :'..;, . 

. , , . ;~t1r,:;f ~ti~l~[~;~~~~~f '~l1:~:;:'.:· ~:::~::::::,~~:,::::: 
•• ;·;,,- 5• ·.·,·.:,,,.·" .•. , ·.'· r: ='. r :·- _. ·:~.;, ., ~;; . 

. ,.:, 
:.~ '." "-·-··------~----

: ~';~;L~~ ~~0;1diC·i0;1·c~· ~0Í1: qúe er' polígono ·sen regulnr o que cxislo simelrln respeclo ni punlo lomado como 
,-,, ;':iílié:ióf'/ .. >;:,·· .... ,-·· ·: 
'·;;,, :_ ~'.Todo~ésro~ ~tÍlculos se dcsnrrollan en el Apéndice C. J.·.\ -, ,..... ¡~·:-~- ,;· 

~ifi,~'; 
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que si se satisfacen ciertos reqÍ1isitos iniciales, basta con calcular la probabilidad en un 

punto fijo arbitrario pára conocer la probabilidad exigida por el problema, pero si alguien 

recurre a este resultado se espera que por lo menos lo mencione en su resolución del 

problema. 

En resumen, la probabilidad calculada para el vértice fijado al principio no incluye 

los casos favorables y los totales de la figura completa, sino sólo aquellos que lo contienen 

como vértice .. Por consiguiente, no se puede asegurar a priori que la probabilidad en el 

vértice .fijo .. coincida siempre con la probabilida~ calculada para todas las rectas 

Íl'•\lºlucradas en el problema. No obstante, esto es precisamente lo que hace B"rtrand en la 

• le~c;ra sol~ción: calculó la probabilitlad en un punto fijado arbitrariamente y la presentó 

•>com.o.i1(probabilidad demandada por el problema sin dar mayor explicación de por qué las 

·. :probabilidades coinciden. 

Esta situación deja lugar a varias posibilidades: ¿Acaso para Bertrand era demasiado 

obvia la equivalencia entre las probabiliclade& que no tuvo necesidad de mencionarlo? No 

descnrtc esta posibilidnd en vista de su amplia capacidad como matemñtico, pero el hecho 

de que dos de las soluciones que pm:a· éf eran obviamente correctas en realidad 110 lo seao, 
,'._·:--.·-, 

sugiere una respuesta ~ega'Íiv~'; Ad~i1{á~;: a111iqu~ para él este resultado fuese evidente ¿por 
.·;_. ·- .·- ·: ;~; ·- '-,.··<.: /; ,.., :· ;_: .;". ,- .· . 

,\". --~ ;": ·· .. -• .---".·' ~-:"-.»".;:'._\ -.. . ,,_.,'/:_;- • . ; . ·. - .,• 

qué al puhticarto n¡, 1~.in~i:~Y'óil.E~llcrabn qui: ruese igual de claro para todos sus lectores~ 
::. '/- ·,,,·.~- <-:· /.:'/~~~~;,_· ~-:.;_·, - ···.:-'<-> - • '·, •• 

Otra opción. m~Íios.; halagadora para Bertrand (y, por extensión, para los 
,- 1:.::.~. ;·/~~-> 

. codefcnso';es de i~¡rfcl~a's{~s qu~ incurrió en la siguiente fülaeia u otra semejante: "Como 
• • • '. .e-.',''·' ~-C¡:•",'• •.;_.:; _' •.2_ _: • ~ 

""';i';'¡o.._-.¡-·;-

C¡l cualquie~ '¡i'11n.io''qúe elija en la circunferencia, una vez fijado, obtengo la misma 
' . .. , . - ~··· ,.·- ·r-: • 

pÍ:CJbabilid~d. '.~fa~N~~~ ~n todos los puntos la probabilidad es la misma y me basta con 

calcularla en uno solo para resolver el problema". 
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Aunque Joseph L. Bertrand hubiese llegado al resultado correcto (al cual todavía no 

se ha llegado) eso no probarla que su método de resolución haya sido correcto. Hay que 

recordar que llegar a una respuesta correcta no garantiza que el procedimiento sea ::orrecto. 

Tómese como ejemplo el conocido caso de la cancelación: 

S. b ' ' d 1 1 6 1 .ó 16 bt . d 1 1 d 1 o servo que puc o canee ar e en a expres1 n: _64 o enien o e resu ta o 

correcto: .!.., y pued~ -~~6el" lo mismo. con el 9 en: .!.2. y :: , podrla concluir erróneamente 

· · . 
4

) .• '}'0.'\tir,.·¡~~;~¡1~t<,;;:1;;.if: .· ·. ·· 95 

·que dicha 'cánééláéión;crúzada'/es ·correcta puesto que en todos estos casos obtengo los 

i(~Ól"~:j~)~~f !~f![,, ~'mi~lo r•~ o =•Mó o! ~biom• 
·: correctanie11te oniltien~(J ciertos detalles? La respuestP a esta pregunta es valiosa, porque si 

· ~·~~Mf ~;i~~j~ ,:·,,::, :::~~::·.::,:,: ::~~:~::.: 
~uie~es~~~ ~~·li~;:~~~:¡j;•¡¡;~-W~~·~6~~;estaciones que publicó en 1889 para Jefender sus ideas. 
. -~--.. :·; <:. :,.·-;; ;~ -~_:·:~;,' :·:~)'.~~~;··(··:{~;:~ü~::f~·!f ]::'.~:~~:?·:~,. :;:; -,:>: . ">:· 

.Así, ,es'.probable'fqué';'•'•a\pesar de su antigiledad y de todas las 'soluciones· 
;:-·: :~~~) ~~"" ... :-t;·;·3_.f!\~- _, .. :;f. ~~-.:,~. ·>'-·-: 

,, • _propuestas, !~• pf~gufüáéf:~ó~;fft\i~~s.~~.ahhente un problema abierto. Saber esto puede 

•, favCÍrcccr el fote;~~ pd~a~i-if'(;1siguienté capítulo: soluciones. 



CAPÍTULO 111 

NUEVAS SOLUCIONES 

"Quien sólo haya hecho ejercicios de matemáticas sin haber resucito ningún problema, 

es igual a quicu s3be mover las piezas del ajedrez sin haber jugado nunca un verdadero 

juego; lo real en matemáticas es participar en el juego." 

Stephcn J. Turnrr,. 

"E:;o es Jo.que me gust~ ci~ LÓ~d Yo,ung. Mientras todos ustedes me traen problemas, 

él n1c trtu:.-~oJuCio~·~~--.~~.-.... ·. 

Margar~; That~h~¡.;· 

Como se ha sctialadoantes, hay_ más.soluciones aparte de las presentadas aqui. Sin 
. . - . . . -

embargo, se puededec:ir que.la generalidad de las soluciones se reduce a tres versiones 

L 

2. Las q;1e cÓ1~1párnn l~11gitud~s'. y 

3. Las qu~coi1~para~:\~gul~s. 
' ··. ·. . •',,, "<?:.)~::.':'>·:-~. ,. 
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A continuadó~ ~e'cÍacl.'hníl'sol~ción con cada método.procurando lmcerlo paso a pas9 
~ . -· -. -- _.;;.~~~~~-~-:/.~_,:· .t-Ci}~-~;::;,;~~y. _:.: ·:. 

para que qucdc:;claro::cl':proccdimiento empleado y, de ese modo, iiacer explicites los 
-. _- ··::·Y-~· : }::¡>;~ '-:·.:'~)>: 3 ·~~- .. · 

expuestas o bien- a)~td:i~á'a d~scubrirlas más fácilmente en caso de cometerse alguttas. 

¡__ ________ ....... . 



111.1 SOLUCIÓN 1 

"Cuando publicaba una memoria sobre un asunto nuevo, exponía con sencillez 

el camino que habla recorrido, haciendo observar sus dificultades y vericuetos, 

y Juego de h~cer seguir a sus lectores la marcha de su esplritu clurnnte Jos primeros 

ensayos, les enseilaba cómo habíiconseguido encontrar el camino más fácil." 

Nicolás Carllat de Condorcel (hublando de Léonhard Euler). 

CÍtjas medianas (6x y 6y) 
'«; . .;_·: 
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Las cajas del 111ismC:Í t.amailo contienen igual cantidad de chocolates de un mismo 

tipo. Dado que toJds \os chocolates tienen In misma probabilidad de ser elegidos se desea 
' . 

ca_lculur la probabilidad de que si se elige un chocolate ni azar sea de tipo.\". 

· Laresolución será a través de los siguientes pasos: 

1. Contar el total de chocofates 

2. Contar los chocolates favorables. 

TESIS CON -\ 
FALLA DE OliIGEN } 

·-·-,-----~-... --
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Contar el total de chocolates 

Se puede elegir arbitrariamente una caja (grande, mediana o chica) y después contar 

los chocolates que contienen todas las cajas de su mismo tamaño. Una vez hecho esto, se 

hace lo mismo con las cajas de otro tamaño y finalmente con las últimas. 

Es claro quealhacer esto nn importa realmente por qué tipo de cajas se empiece, si 

se comienza por las grande;:s tampoco importa cuál de las 6 grandes sea la primera, con tal 

que se cúententod~s ~ma sola vez. 

Por '5u~~';i¡~',0b~,'~s ~ecesario abrir cada una de !ns cajas del. mismo tamaño para 

. poder co~t~~;,;¿~)~hci~bla·ie~ d~ su' inter;or. Como todas ;as del mismo tamal1o coutienen 

. igu~I ~í1!1;~;~:~(~~;¡1~~~~;ia :o~ ~outar los de una y multiplicar el resultado por el número 

..• (fo cajas'~~ e:~:~:i~~~idad. Así, por ejemple, como. cada caja grande contiene 20 chocolates, 
·¡;,::'·,·- ,-~"'-~"'';·-~..,., ;>":: 

el total d~'~i!Ós·~~·la~'·s~i; cajas.de m~yor tamaño es: 6x20,,,,l20. Jguahr.entc, se tienen 
~ ;, '· 

nue\·6 ca}~~ 1i1t:di~na~'dacl~ ~na con capacidad para 12 golosinas, lo que suma: 9x2= 108 . 
.<<\' ·\'·. :~:·;·:~ . 

Fi1iuln1eiiie, h~y li criJ~~:·~~cj~~ftas con S chocolates calla una, lo que du por resultado: 
- ' - ,,, - -~-·- -~. ·-~·, 

J2xS=GO. Por lo timt~;~i 'íci!al de chocolates, sin importar el tama11o de su envoltura, e;:s el 

resultado de sumar;1,~~~~i·b1f:~?~J~~1ueequivale a 278. 

Vayamos ah?ru'al.p~oblema qüe nos ocupa. Para contar las cuerdas totales se inicia 

situándose en 11;·;\;{~;~t'¿y;~~·;eccionado arbitrariamente sobre la circunferencia. Como en 
,· -. ;. 'i : ,•\;'_,:.':_ ,.-,' '/:~-.\' 

el cuso ,de ÍasCaj~s,'~o im¡)ortn cuál es el punto inicial de conteo, el resultado no se alterará. 

Supó1ig~s~ ,: qUe"sc desea contar todas las po~ibles cuerda~ en la circunfc.rencia 

)_ u~it~~i~,', e~t~nces s~ toma el punto fijo A como uno de los extremos de las cuerdas 

'>s'abl~mlo ~-i1c ~J 'c1Íro extremo puede ser cualquier otro punto de la circunferencia. Observe 

ht liguni siguiente: 



Arco 
L11 
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LB es el arco de circunferencia correspondiente a 21t menos el arco AB y se denota con /B Ja cantidad de 

puntos que hay en ÚnaUne~ de' 16ngitud B.: 

, .: ···-·~··' 
.(• 

A medid{~~e-~f-~~H ;eligiendo puntos sucesivos a la derecha de A, es decir, l!n 

sentido córítra~ió a ias riián'e~illas del reloj, se van contando cuántas posibles cuerdas tienen 
_, -·· ' -., .. ,_, ,_,_. -'"-'"''• 

· .. ·· s~extremo.~Ui.~~~~td~se(llegue ul punto B se tendrán tantas cuerdas como puntos hay en 

el arc~de:~irc0~};~¡l;:~j~i:,L};,ya que cada punto de ese arco puedo unirl~ con By obtener 

.·:•·:•u~ci·~t~~i;da·:~i~~;!f1!~~t~~tl~~fse··.,_excluyen los puntos._que.·pert~nec~~ al. arco AB? Porque 

.. parn llegar:a. 11·ri;1·t~tti'~~ Útvo .. que ubicarse en cada un~ _de ,·,:~llos'yaI tomarlos como 

i ;',~Ji7fü~~~W~~t:~~:re.::: :::.:·:,:·:~::B':'.::::::'::t;~:: :.~::~:: 
,~.: _·,;flí6~ot;j~c§~~~~Ka'i}i.i~~dndo? Cuando le tocó su turno a cada uno de dichos puntos. Por 

:'~,i:~~~j(!~~~i~,'._1d'~~ci~d~~i8 fue contada cuando, ubicándose en Ai , se hizo la unión con 

~<;.;,;.f1;~~;¡1~~'.1tÚ,;i~s', d~ir~ ellos con B. Posteriormente la cuerda Ar1+nJB se contó cuando, 
.:/-:· '. ;<:: .. ,.~:-l·_r.,i,"·· ~~:,. 

·'siiúó;1d~se en Ar1+nJ, se hizo el conteo de las cuerdas que lo tienen como extremo, emrc ellas 
.;:.·,· ,-:·, 

. 'e~lLÍvo, evidentemente, In cuerda Ar1+nJB. 

TESIS C9)~ ... M~T l 
FALLA_ D~ . .Qfilfilfu 
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Procediendo de esta forma, al llegar al punto C, se tendrán tantas cuerdas como 

puntos hay en el arco Le, el cual equivale a 211: menos el arco AC. La cantidad de cuerdas 

correspondientes al punto C es, entonces, la misma cantidad de cuerdas que había en A 

menos las que parten de A y tienen su otro extremo en el intervalo curvilíneo (A,C), puesto 

· que éstas ya fueron contadas cuando hubo que situarse l!n cada punto de dicho intervalo, 

y así sucesivamente hasta llegar nuevamente al puutoA. 

En resumen, para contar el total de cuerdas posibles en la circunferencia se debe 

contar, primero, cuántos puntqs hay en la circunferencia. unitaria ('cuántas cajas hay') y 

Juego cuántas cuerdas corresponden a cada punto sucesivo quP. se va tom:mdo ('cuántos 

chocolates hay en cada caja'). 

El tbtnl di" 'cajas' es rclati:v:unente fácil de determinar: tantos como puntos hay en la 

linea de longitud 27t (el perímetro del circulo unitario). El problema surge cuando se quiere 

determinar ·eJ ni'1mero' de cuerdas corre~pondientes a cada punto en ia drcunferencia . 

. : Como se puede notar en la ilustración, a cada punto le corresponde una cantidad distinta de 

cu~rda~ Cno liay cajas del mismo tamafio'). 
; .. ··.',>.:··:-· 

Los arcos que unen al punto 
A con los distintos puntos 
de la ci1 cunferenciii, por 
ejemplo e in B, C, D y E 
tienen diferentes longirudes. 

TESIS CON 
FALW\ D'E OillGEN 
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A cada punto l le corresponden tantas cuerdas como puntos hay en su respectivo arco Li. 

La suma de los puntos de todos estos arcos de circunferencia dará el total de cuerdas. Sin 

embargo, esta . clase de 'suma'. no es, en absoluto, ordinaria. Se tiene que sumar las 

siguientes cantidades de puntos: 

1+2+3+ ..... + /Tt/2 (ta11tos puntos como los que hay en un arco de longitud 7t/2) + 

. (/Tt/2+1)+ (litÍ2 -f2)+(/Tt!2!3)+ ...• + ht (tantos puntos como los que hay en un arco de 

longitud it)+ (/it+l )+(lit +2)+ (/it+3)+ ...• + i2it. (Aqul se pudo haber elegido otras l 
'.··' .. ·, :· .. ' . ·.:·::: •. ':/:'. ·. 

cori10 tirl3; 12 o l eón ciÍalquier _longitud entre o y 2it; pero, como se verá más 

udelante, esto no es reievante para el cálculo de la suma). 

Al llegar a este paso, se podría pensar en algo asl como: "Quizás no tenga sentido 

buscar el resultado de esta 'sunia', puede que sea imposible saber la respuesta de r,:s!a 

operación". D!!spués de todo _involurra no sólo el infinito, sino cantidades infinitas 'm:ís 

grande3' que otras. Y coin~,dijo en cierta ocasión el conocido filosofo francés Voltaire: "El 

método con el c¡uesepretendesomete~ en todas partes el infinito a cálculos algebraicos está 

basado en ( ... ] el ri~;.,~l;~gJ11~i'ym~dir con toda exnctitud algo cuya existencia no puede 

~el' c?ncebid·~.\ .{·~~"~f~;~~··~{i.f_ .. •·.·... . . 
. e . , Por lo tai1t6'.' l~\IÓgi~~ es' cj11éunhombre cualquiera se ría sin ningún recato cuando 

.··••·· ···::;;~;~1.~~~~~ír~~!k::::::,:::~: :.:7:0::~:::: :::::,:: ::· ""º 
.; ,.:/"' / ~.:-::\ ,·. -~·:" : ·.. " E/;· .. 

. ,j_~;. -itY ''.{:~~:1.;¡:ri1b,a_r~~/por sorprendente que parezca, .realmente existe una forma de obtener 

\;?t(el;resirltad~ :de la súma. Antes de que alguno de los lectores se empiece a 'reír sin ningún 

].~~~t'z-~~~tJ·~,iiJ~.i~fo~~:'quc no ha inicindo ya) pcnnítanmc presentar lo que Voltairc dijo 

;,j/\: irlfoc_diiuiún~nte después de lo mencionado: 
1;. ::;:~::._;t;;·'.~\>0~-·"·:->~:< · ... 

:2/1i,"."l~i1~;.~011.1/1~ E1;glish. Nucv11 York, Colticr t 910, p:ig. 128, ciludo por Dnvid Wclls en El curioso 1111111do di! 
:: ·~<:·¡/~1~\~ .111Cú"e11~·~¡!¡C:<1~-, ~cdisu, DurccJon:1, 2000, p(tgs, 184-185 . 

. . -· '.~, -
'· ::<;_.,.'.,, .i:~5:·· 
.~;: .:(;;:".. ·i., ;'.•\' ••· • 

. --~ ¿··:·:··~/j\·:; :·· :~. ·-: 



"Todas estas cosas que, en un principio pueden parecer un desvarlo, suponen 

un esfuerzo inmenso de sutileza y de superación de la mente humana y 

constituye;( el-·arÍ~' d~ hallar verdades que hasta entonces habían sido 
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desco.~;ci;f~·~t~:,-~. ;·;.: ;~> ____ ,, . 
Con ese esplntu pasemos a examinar el método empleado. Como se ha señalado 
. -·.~/ · .:~,::~>~.I~i:~~:~~~s~~k;i~Ft~fi~~t~~::-~.·, ·. . . .. 

antes, esta clase de' suma no parece mtmhva m mucho menos trivial. Por eso es conveniente 
) -.. _ '. :: .. ;\·· ,; . ,y~:::~::;Jtf~~~~:~~~~:w~~'.J!~\~t$Jt~~:~{.:'· .. · 

examinar.un éjeniplo ilustrativo'ántes de proceder a efectuarla. 
- . < :?': : x.·1~; 1)~~-~~~~ ~:~:~fr~'{s!~{w:~i~:~i~~~s- ¡~~(;:~>;·> -~- '. ·-.· -

Supón~asé qüe'se tiene Jas 'ordenadas de acuerdo con la cantidad de canicas 

que co~tie~1~:~:~~;.~~1l~~J~~)~~J(~~~;~~\~~J canica, la segunda dos y as! .sucesivamente, 

hasta liróltirii~-X~ ne_11:·camcas;~S1 se desea conocer el total de canicas que hay en 
··. '<~·._; ~ ·~. ·• <~;,;:~.!.~~ }~~-~if '.t:·1'~f~;.\j¡1{i~~/0.'.;~:}. ·:~~::·- :-::- <: --· · · · 

: las'! !-cajas puede _ · ':- 'siinia:;l_t2t3~: .. +J.O+J 1=66. Otra opción es ubicarse en la 
;_ ... : . -~ ~:. ~::~.~~~s~~jii:::~.:~'.;~~~;~~~;~¡~t:;~~ft;~~i~t?¿{~~;~~·~:;~Tt·.~ .. :.~.·~·:. -__ · 

..• caja que se:~ncÍlentrajust()ienlmeíliO~ ,:"valerse del siguiente procedimiento: sumar el 

~.con;ten:i~d~Ht"l~t;~~~~~;~~~i~~~~~\.f~:{~~~ii.Ba y obtener el promedio de las dos, luego la 

_segunda.: cow: la,"pi:11últi91,a~·y~:calcúlar,;~!1J>romedio, y así sucesivamente hasta agot¡¡r los 
; ... --- .- -~. . . '.«-,_ .. ,._.~·.·:.: .. ~:::~~~~,;s·:-l~~-{~~r~~~~)\~j~:~-~--;~ ~z~:?:~:ts~.1~·~~r«::· t ~ . : . 
_ pares de cajas quehay. a'.urnbos lados:de la'.c1ua central. Como la caJa que se encuentra al · ·.: · : .. · :·· _. :. -~) ::·:· · .. ~~ ~r:·~~ '..I ~~:t:~~.~ ~'.1;·f :::~7t~~w :\~~~::~~·~~~f:~-N~~~~~;::;.~~~f If:::-:)f;~ · .··~ .: .. · ... : .. ·. 
centro también· cont1e11e e el: mismo'- promedio •de canicas, entonces la cantidad total de 

,, . :·~ / · \·/· ~·::::,:;:~ \>~>:[1? :;:~~~F;~~i~.1~.;:;~~-,~L~1:~~~~~~:4j~if ~i0jt:~~:-~~}{:: ~· :~~ :· . , _ .. · -: . 
cmucas es igual a la cantidad promedio _de las cn1ns muluplicada por el total de cajas. 

· 0;;1:1~~ i~~f~,~~~2J~~g?~~;~~~~~t,Ji%b]~~~¡;JJ~;¡~'s:;l;l ~~j~s resulta que el promedio e~: 
C~+ici.S~rJ~'.~}J,i~,$~~~·~'.~lf1;'.h;''!;'.,:;: '.: __ . . . . 

=·"r"-"••.f:= ":f>c--;·i;= •:_,,.'.-'--':-= ~--..-... .-. = _6 =la can!ldnd de camcas de la ca.ia centro l. 

· .. :_:é '.;lf:'I;_J;"J,;.i~:~;tf~~t\'[jt:~r·-·-.·_· - . 
· '·" : ,,,, _._ Por, lo· !arito;: para· sa¡,er, la suma total de camcas basta con efectuar el producto del 

~?·:"< :: :·/~ . /~~~ -~~~.'~¡·~:~~-\r.}~.f;) . ./~7::·_,~>~;L~>~.'-. ·· .. ·' .· 
'J; pÍ'OJiJedio"coriel tÓfaldé'cajás, Íl saber, 6XJ !=66. 

"?,, ~ :,~).:.:': ,;··,:-'.('~ ··,:.:.,:"-:". ~1',:·.'f;· :~"';<'-f.•'·:.·1.·~'.;~-.~f/' :. , .'- -. ._-; 

•/:~~. -.. ,•";i', '':.". 

;.-.\'• 

'.~ 1i11 -~-~nlidnd, ·el.éJeinpÍ~ puede lmeerse con cualquier número impar de cnjos, ya que en cada uno de ellos se 
. p_ucdi:.:snbcr fi1cilmcnte cuál es In enjn que esuijusto en medio. 
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Como se 'puede notar, es eÍ_. prom~dio desde el 

. simplemente encolltrandó el número de elementos de la caja central, Asl, si el total de cajas 
. ,.._.__.,:. -·::·- -

fuese de 15,'en lugar de 11, el prom~dio ~erl~ 8 yelto;~I de canicas sx 15=90. 

Cada par.indiéado'cle cajas suma el 
mbmo prcím'c'ciio de canicas 

,·.· '~·/'._-,r:~:¡,\,>;l .. ,_; 

TESIS CON 
1 

FALLA DE ORiGEN 

. Es Üel}~fJO ci~ r~gr~~n,'r ~ la. suma que permit~ descubrir cuál es el total de cuerdas 

'cleri~idas ~n· lá ~ir~~;1te~enci~. : ·. 

\~) ·Si~ s~Je~iirí'tií un diánietro a través del punto fijo A, se pnrte la figura en dos 

. i s~;;];ici~~~J,;'~er~~~i~~:. ~i se toma un punto JJ en una de las semicircunferencias -por 

/ cj~1iíp16 1; ele laderccha- y a partir de allí se traza una perpendicular al diámetro, al 
'>' ,._ > . , " 
'· prolorÍgar di~lrn recta se hallará un punto B' en la otra mitad de Ja circunferencia de tal 
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forma que B y B' equidistan del punto A, pero también equidistan del otro extremo del 

diámetro al que se llamará A'. 

A'····· 

B' --·-------- -·-·------- B 

.----~---:··--:-

TESIS CON 
FALLA ·nE OlUGEN 

A 

Nótese que para cada punto B a la derecha de A existe otro rínico punto B' a su 

izquierda cuya longitud Lo• es igual a la longitud del arco AB sólo que ubicado a la 

izquierda ue A. Por lo tanto, sin importar dónde se ubique B, la suma de Ln y Lo• siempre 

da como resultado 27t, pues l.11 =211:-ÁB (Lu es igual 27t mimos !a longitud del arco AB). Por 

consiguienie, el promedio requerido es ::!n/2= 7t. 

De !o anterior se desprende que, un "camino más fücil"=s para saber cuántas cuerdas 

hay en total es multiplicar el número de puntos B que hay·en la circunferencia por 7t (que 

resulta de promr.diar Lo + Lll') ¿De qué fomia se puede efectuar esta multiplicación'? 

Simplemente obteniendo el producto entre la longitud de la circunferencia (a saber, 27t) y 

r., el cual corresponde al área de un rectángulo de base 27t y altura 7t. Esto es razonable 

porque es como si en cada punto de una recta de longitud 27t se levantara una perpendicular 

de longitud 11:. 

25 A este •camino más fácil' se Je Uamar.í aqui indistintamente el razonan1iento o el mélodo del promedio o 
simplemente el promedio. Nótese que se ha aplicado sólo en casos donde existe sirnetria respecto a un 
elemento cenlral. _ _¡ 
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De este modo, se concluye (¡Por fin!) que el total de cuerdas posibles es 2irxir, esto 

es, 2n'. 

Contar los chocolates favorables 

Para encontrar la cuntidad de chocolates de la clase x basta con contar cu:íntos hay 

en cada tamm1o de caja y· Juego simplemente multiplicar dicho número por el total ~e cajas 

con·cspondientes del mismo tamaño. Así, por ejemplo, si se sabe que hay 12 chocolates del 

tipo x en cada una <le las seis cajas grandes, 6 en cada una de las 9 medianas y O en cada 

una de las· 12 chicas; entonces hay en total J2x6+ 6x9+Ox12 =72+54+0=108.golosinas dd 

tipo x. Demou~ qüe I~ probabiliuad requerida es P =108/278=54/139. 

~i;~ ~:sgl·~~r. Je 11lanera similar· el. · pioblema inicial plameado 

siguiente rigura; .. 

se utilizará la 

~SIS CON 
FAI!.L~\ DE OHIGEN lit!_......, __ 
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Al ubicarse en los puntos del arco AD ('las cajas grandes'), por ejemplo los puntos A1, Azy 

Al, se_ puede notar que cada uno de ellos tiene tantas cuerdas mayores en longitud a la raíz 

de 3 como puntos h~y en un arco subtendido por un lado del triángulo equilátero. Dicho 

arco correspond.e a 2n/3, entonces cada punto en AB cuya longitud es 2it/3 se multiplica 

tambiéri-. por 2it/3, que es el arco que ~ub:iende cada lado del triángulo equilátero inscrito. 

':Ah~-~~ ~ien; si uno se sitúa en algún punto del arco OC observa que le corresponden 

tantas cue;das f~vórahle~ como puntos hay en su arco respectivo cuya longitud varía entre O 

y 2n/3, 

M 

Utilizando el hecho de que a cada par de puntos en el arco OC simétricos respecto a 

111 le pertenecen tantas cuerdas como puntos hay en el arco de longitud 2n/3, por el 
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razonamientodel promedio se halla que a cada punto en BC('las cajas medianas') le tocan 

"rrl3' cuerdas. · 

Fin~lme~te, s~·u~ga a ;os puntos que pertenecen al arco CA ('las cajas chicas'), a 

. los cuales no le~:ioca '.ninguna cuerda favorable puesto que ya todas fueron contadas en los 
-~-·- ·>·-<·:·:_ .. :/_ ::: 

·arcos anterio~es>:· 

En resúmen, la c11ntidad de cuerdas favorables es: (2ir/3)><(2ir/3) +(2ir/3)><(ir/3)+ 
;,··_,·,, .• -1\ 

·'r'•,, 

(2ir/3)><0= ( 47i>/9)+(2it2/9)+0=(6n2/9)= 2n2/3. De este modo,' comparando el área favorable y 
- - - ·:: ...:·, .· ' . . --~ ,, . .' 

e.I !lreapo.~ibl~'ie~ulta que la probabilidad buscada es: p ~ c27t2t3)/ (27t2)=1/3. 

A~-est~s alturas alguien puede pensar que este estilo de contar ea nrbitrario, 

artifi;ci,oso,y engañoso. A fin de convencer al lector escéptico se realiza el cálculo de los 

cnsos desfavor11bles en el apéndice y consecuentemente también la probabilidad del e\lento 

compl"'mentario. Como es de esperarse, si el método es consistente, la suma de los casos 

favorables y des_favorables debe igualar a los totales. 

lll.2 SOLUCIÓN U 

"Mi objeth·o es escribir de modo que permito al lector alcanzar el fondo 

de las cosus que uprcmJc; incluso iré n_I o_~igcr~ d~ I~ inv_cn~_ión pnru qUc 
' ' .·· 

quien 11prendc pueda cntenderlo'eori10 si lo hubiera inventado él mismo." 

Leibniz. 

Esta estrategia de resolución se basa en Iri comparación entre dos longitudes tal 

como pretendía hacerlo la solución que se presentó como la segunda respuesta de J. L. 

Bcrtrnnd. 
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D 

Como se ha ex~minadc 'ya en h1 análisis de la solu.ción 2, las longitudes que deben 
- '. - - . . . . : ~- . .. - , 

compararse no son las rerÍlls·~.f:'coÍl.DE, ·sino los arcos· BC con DC. ¿Cuánto miden tales 

'rESIS CO~T 
F·¡AL¡ '' r;~1 ,·1.ºUl~i\rN n_. ...i.\ l .l.JJ'A \. I\ .t.1:1 ---· ....... ........_ .. _____ ,. 

DC·DD=IÚ2·7Ú3=zr/tí 

Como el arco .DC .mide exactamente la cuarta parle del perímetro del circulo 

uriítario, su longitud es 27tl4= n/2. En lo que respecta al arco DO se puede notar que es la 
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mitad del arco AD el cual mide 27t/3, por lo que DB mide 7t/3. Sabiendo las longitudes de 

DC y DD esfácil cal#ular IÍ{de BC como la diferencia entre ellas: DC-DD=1t12-7t/3=7t/6. 

,,,;,'iJc'·• .. 
El cociente'-- calcu_la la probabilidad de que una cuerda aleatoria mida más que la 

·· ··'.\:j·DC,·c-

rafz de 3 ·~11 :la s~¿y~;;~~~ferencia, puesto que compara los puntos correspo~dientes a dicha 
. '~.\:c .. >:':~,.,;~·;) . .''·· 

cuerda;_~on')~s.'qüe·corresponden al total de cuerdas en la semicircunferencia. Por la 

simetrla de la figura se concluye que esta probabilidad coincide con la probabilidad en la 

circunferencia completa. Por lo tanto, In probabilidad que se averigua es: 

P=(it/ó)/(it/2)=2/6=1/J: (¡¡Coincide eón el resultado del método m1terinr!!). 

111.3 SOLUCIÓN JII 

"Mi nmogo G.H. Hnrdy, que füe profesor de matemáticas ¡JUras, me dijo 
. ' : 

· unu vez que s.i ~I c'nconti-abn un'a pruCbO d~ que yo fuera a morii-me Cn 
cinco minutos, s~nti_riá onu·c;o ~erdermc~ ~ero que osa pena serla superada 

con creces por ti phic~r de comprobar que In prueba cm válida . Yo estuve · 

de acucrd~;c~n éi·/~~ ~~ -~e111r· ofendido en absoluto." 

llcrt.·1111d nus~éu; 

La técniéa que s~ 'Va a usar ahora comp_ara ángulos en vez de longitudes o áreas. La 

ilustración ayudaráÍid~t~~ninar cuáles son los ángulos favorables y compararlos con los 

totales. Con la··~~presión ángulos favorables se hace referencia, en este caso, a aquellos 

1ingÚlos que resfüu1ncn cuerdas cuyo largo es mayor o igual a Ja raíz de 3. Asimismo, los 

1----"---------·------· 
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ángulos totales son Ja totalidad de cuerdas que pueden definirse en la circunferencia 

unitaria sin importar su longitud. 

o 

A 

Se puetle dividir la circunferencia en 3 arcos de la misma longitud: AC, CE y EA. 

El ángulo •I> equivale a 60°, obsi5rvcse que cada punto en el·arco AC tiene un ángulo 

favorable de 60°. Por consiguiente, el total de cuerdas cuya longitud es mayor o igual a la 

rafa de 3 que tienen un extremo en el arco AC se obtiene al multiplicar 60° por el número 

de puntos en el arcoAC, esto es, 60° x (211:/3). 

o 
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Si ahora' s~ t6~a 'cciiiio p!Írticla el pUnto C y se aplica de nuevo el método del 
. . , ; -~·: ·.;., 

promedio en el ¡¡(¿()'CE/se ha.Íla'que a c~da punto en dicho arco le corresponde un ángulo 
· .. _;.: -'!.~:/ -·';.-:;.: 

favorable de'3of .De ésíll'. ío'iíTia;Ha' cantidad de cuerdas deseable3 en esta sección es: 
:·/· .-,-../,·; -~-,~~--''.i:F!:·:;. =~--~:_ ... ~·. ~;:::·,;:'/_ :;_:.:: 

30,0 x(2~3).~' /.;\,;, ·:;'~;;;,:, •i'c·;~~tt,~r:~~p :. ,·~ .. -) . 
Finalmente, a(<ubiéarse}en ün punto cualquiera del arco EA se nota que todas las 

, . '\ .- ;,, . '. -._:._:~,;:>~ :_:~:~t~_-_; >·i~~/·:~~;~~:'t~::~~;~~t~:i.~tf;-~:~;~\~.::_:¿:t~~>:~ '~ . 
. cuerdas cuya extt:nsión·:·es,:armenos:•rafz.de'3 ya fueron contadas, por lo que el áugulo 
'.: _-. ~-_:· :_·.: ~~ .. - ":·.>;.(, n·~tff<:II~:'~:f~-:r/:.~~::~)~~\f;;~rr>r·:<,, :·· ·· , 

favornble para estos puntos es e.ero:•'.·• ', ·· · 
- . - . . --~'.···. :~, · 1.:.:.-'"--:~;·:1~:¡{/~~: .. f-> -:" ;:·.,. 

De lo antefiorsecleduce que la cantidad total de cuerdas favorables es: 
• • ' .- •• ~·: ,. '· ' _, "' < 

(60° X (27t/3)J+L30° X '(2,;¡3)}+ 0 =90° X (27t/3), 

Análogamente, la cantidad de cuerdas totales se puede calcular situándose en A y 

observando que lá cantidad Je cuerdas com»spondientes a cada punto Sllcesivo a la derecha 

(o izqúicrda si se cuenta en el otro sentido) de A disminuye gradualmente. Utilizando 

nuevamente el razonamiento del promedio ~e concluye <¡ue a cada punto en la 

i:irc11nferencia le tocan 90°, por lo que el total sería: 90° x (2n). Así, la probabilidn'd 

. ( ) 2tr 
90º X 2tr3, 3 

buscada es: ·· ·-··-- = ·. = l/J. 
90°x 2tr 2tr 



CONCLUSIONES 

"LlegÓrá el día en que, por un estudio continuado de muchos siglos, las cosas 

actualmente ocultas parecerán evidentes, y la posteridad se asombrurá de que 

se nos hÚyan escapádo verdades tun clarus." 

Séncéa,· 
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Ahora .'que .st: ha avanzatlo hasta aquí alguien podría preguntar 'Si hay realmente 

una respuesta correcta, ¡,Por qué, entonces, nadie la encontró en más de un siglo?'.En 
,., ..'. ·. 

, primer lugar,' .existe la posibilidad de que alguien se haya dado cuenta de ello e, incluso, 

pudo h~b~r eicrito algo al respecto, pero no es fácil contradecir los resultados de cientlficos 
.. · . ~ 

r~nombr~dos: En segundo ténnino, e! hecho <le qttc muchos investigadores y autores 
·, . ,.. . . . 

concuerden' con estas conclusiones aceptadas durante tanto tiempo no prueba que sean 

COIT~C;.~S, fO que si prueba es QltC 110 es trivial tlarse CU~nta de que son incorrectas. 
-.. ·:·_;.--··•.¡ ·.,J.c'· --• 

. . <'oe
1 ~1odCI qu~, este t~abajo estaríá ya justificado aunque sólo se propusiese descubrir 

._ .. '.-·. :,:."'· '''· .; .,, --· -

1Cls ~~Clre~ &~t;íe!idgs e{l~sJ'!lÚé:ion.csde Bertran<l aprobadas por tantos matemáticos y por 
: . ~~-:Y·:-··.:--~:-·_: __ .-~->:.::.><,:~º:.;~:i~:~?l~~i,G:'.~:f.;r;;:·:;;::;~·~:~::_.:.ú~::'. .. :.~<~~\ _:: : 
t;into. tiCmpo. l;a ':Clitiéultad ~tjúe.:in1plica porier de mranifiesto los errores que hau estado 

:<<: .·; ",: <·.'. : ___ :;.~::~:"' :f:·~;·):.·~~~~~~,~;:~-~~~~i;*~~:.{;~::J~~,:.,::.('i,; ·, .·:: . '.'. . 
csco'11didos dui.1'ntc;,:túiiélíosfolios' llevó a ciue en lu obra de Galileo Galilei Dialogues 

:.'_ .. :· .·.;.,'./ . .-, ... · · -_-: .. f :':~~\.:H-~ '.t,'.t1-~~:ái/;i~~~~~-~~t:t;~:,?~~~f?~J~~Z0 :>:~.,~~::·· ... . . 
Co11cemi11g]'ivo:Ne1v'Sc.ie11cés sú·ectitor lo recomendara del siguiente modo: "Es obligado 

>'·:<:;~ ::~:".~ .. '.~~'.;>~:;·:;:::::: \:f;~;. :t?~t~'.{f:;{~~~~~:f .. /'.'··: .. :<:':.. ·' 
tributnr.admiradóri.'a.;.todos'.(los que [ ... ] han dirigido su atención a lo conocido para 

>¡~ .< -_ ~~>: ·,~ :~ .. -u~;,-~ -.~~~:1·x.: ;~~:~j~~t~.::~ f ~~}~,t:~:~~~}~f z:~:"- -~.- -; \: 
'· ·, ':'; de~cubnr y.·. ~orrcg1r :;errores :y falacias de tantas y tantas proposiciones enunciadas por 

··""' -.· : '-; ;;: ' . ~-. ~'.::-·~·¡í-:,·:;. "<·~ 

IÍ,()n1brcs ctis'tirigu.i~os y acéptadas durante siglos. Aunque sólo han scñalndo la mentira y no 
. . ' . . . . 

han ·Úcgudo .a reemplazarla por la verdad, no podemos negar que son, con todo, dignos de 

encomio, especialmente si consideramos por un momento lo dificil que resulta descubrirla, 
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lo que_ obligó incl~-so ~l· príncipe de los oradores26 a exclamar: Utinam tam faci/e possem 

vera reperire, /¡11cin1 f(llsa convincere («Ojalá pudiera descubrir_ la verdad con la misma 

facilidad co.n qtie- refuto la mentira»). Y es obvio que estos últimos siglos se merecen esta 
: .. ~ ... -:; 

a!ábanza po~qu~;_duranie el cranscurso de los mismos, las artes y !ns ciencias descubiertas 

. - po/10~ -~ntf;¡o~han sido llevadas sin descanso al gcado de perfección elevadísimo de que 
·;:;· 

; goza,n iu:tllalme.nte gracias a las investigaciones y a los experimentos de estas mentes 

Hu~~-r~s'.';Il~e·~~sarroll~ es particulannente evidente en el caso de las ciencias matemáticas." 

r-_ .-;~1' ;~t~: parte, resolver este problema de Bertrand en particular es importante 

.porque -·~s:t~~l~cé una base para solucionar otros problemas semejantes que él mismo 
··' ,. ' 

• pla~t~Ó27 'y t:tillblén algunos que fueron planteados por otros autores. Además, el problema 

·-;uede t~n_er aplicaciones prácticas, puesto que se ha modeladu como un experimento de 

. ' flsica'.·s~ tiene una cámara o disco o~curo de eitirto radio específico r que detecta como 

·cuerdas 'del circulo correspondiente aquellos rayos cósmicos que atraviesan el plano del 

disc·ú. El rayo cósmico penetra a través de una diminuta ventana de entre un número finito 

el~ clla_s y s~ trayectoria establece una cuerda decieria'longitud en el círculo drtector. 

-Adicion~l111~1lie;\las técnicns_'cmpleadas 'al resol~ei .• ~l ,problemn desde distintos 

_ enF,oquest•;ei~~;~,~~-~l;;M~s:~~~~--~.h~~dn/prueb~s:sin~;la~e~-en .. el ~~mpo- dc In probabilidad 

geométrica.Tumbi~n, lnsrepercusiunes de todo esto pueden edificar un buen principio pura 

hace; 1i;ia Je~i~'fg~T~~--l;s\!iseusiones en tomo a In definición clásica de probabilidad, ya 

:,'_i. ,- , 'q~1e· u~~)Ji~--~~J~~§~i pri.:U~rios de Joseph Louis F. Bertrand, al diseilar este problema, era 

'__ '1pi;~~isa1'11eÍ;~~- ef';éié;·~~l1ibir la imposibilidad de presentar una definición de probabilidad 

;:é)'/,'¿~Jct'rS~'cn 1!1'~~s6 Jc'un húmero infinito de eventos. 

11' Se refiere 01 Cicerón. 
27 Por ejemplo: 'Si se elige ni nznr un plano del espacio /.cuúl es Ja probnbilidnd de que fonnc un ángulo 
ngudc de menos de 45 grados con el horizonlc?' y •Si se eligen ni nznr dos punlos sobre In circunfcrcncin, 
¡,cuál es Ja probabilidad de que su dislnncin nngulnr sen inferior a 1 O minu1os?'. 
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, Por siglos los matemáticos han buscado la certeza de sus resultados a través de la 

demostración; Sin embargo, lo que ha sucedido con la paradoja de Bertrand justifica el 
.. - ' ··' 

planteamiento de las siguientes preguntas: 'Una vez que se efectúa la demostración de un 

resultadÓ; ;.¿1:e' tiene ya la garnnt!a de que el resultado es correcto? ¿Qué hay 1:i la 

demostración misma es incorrecta? ¿Es necesario hacer· una demostración de que la 
,.:;.·,'. ' 

· de~cistración está bien hecha? Si ese fuera el caso, ¿<;ómo ·podemos asegurar que la 

· · metademostración (la demostración de la demostración) está también libre de errores? 'Está 

cl~;o que el proceso de demostrar 'la validez. de '·1a di:mostración' podría extenderse 

_ indefinidamente .. El análisis de la paradoja de Bertr::md presentaclo aquí puede proveer U'•m 

· buena motivación para introducirse en el problema filosófico de qué es la verdad 

matem:ítica y cómo distinguir lo verdadero de lo fals.caun en las demostraciones. 
-. 

Lps métciJos presentados podrían· Íambiéil ser manejados para ¡¡frontar problemas 
'í'' 

relaéion:ados'.con el infinito desde unn nue~a perspectiva. La suma de un:i infinidad de 

clemeíúo~ que se expuso en la p~ime~a'solÍíciÓ~ quizás pueda se~ir de inspiración para 
:': ~·. · ~:~~: .:;~:_.:.~.;:.:·:~"~-'.,~:-~:··~>J.\._-: ,._~ _. .... <_,-·- . · _---~_::.: ~::· :;:~);,F~~~t.~,i~~~-'.~~k.L1~Y¿, , ... 

. · luillar nuevos pro'Céuimieníos. de: sumas .irifinitas . en áreas como el cálculo o el análisis 
;-_: ~--:-~- '. ... -:.·<·_ ·, .--;-~ :.; , -:.; ---_.- -1·~::_,,;:- _- ::--~~:-._)t:~~:<~>~z~~~~:J~!:~~}~}:i~~~~~~1;~~J:::~~:·,f~~·~--... ·.·::_:. · · • ~ 
'.matemático.Puesto.que m1.1gnorancm·:en el'ampho c:m1po de las matematicas es enorme, 

.<:-· _, .' ~-::. :·; ... :/ . :.~'->\. · ~;·.~-<-:_·:·~~-~·-,:~r:.:~~;r:'.~5ft~?~?.;·~f;~K~-t~~;:;yt~~~::~~~\l~::;:/_:· >: ~ · 
incli1sopuede haber ápliériciorie(qúe:yo_mism? nhorn ni siquiera sospecho, como dice un 

'en 1úi}ardín cr~ce11 más 'cosas que l~s que siembra e/ ja/·di11ero •. Si tan sólo 

motivara .el desarrollo de una de tales semillas, mi deseo de arrancar una gota de 

conocimiento al g(an océanÓ de subidurla oculta que la humanidad tiene ante ~ i quedarla 

sutisfccho. 
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APÉNDICE A 

«Terminamos, la preparación de un anlculo y buscamos un clip. Después de abrir una gran cantidad de 

cajones; fi11~lm.en;~·en~~1i_t'cº.mos uno que estaba demasiado torcido para ser usado, de modo que buscamos 

uno hcmmicntÚ.pa.ra e~d~r~'..ario. Abrimos muchos cajones más y dimos con una coja llena de clips sin usar. 

' Einstein e~1~é~Ó :¡~·~~diat~·ri1~n;~· a convenir uno de ellos en herramienta para enderezar el clip torcido • 

. Cuando le ·¡,i:g~n;~\~1t;~-~~·h~i:iendo me dijo: "Una vez que me lijo un objetivo, es dificil apal1anne de 

' . ~ : 

' ··'-
•;; 

Ernst Strauss. : 

·,·. ·. 
Ahora, el. objetivo será el de calcular la probabilidad de que una cuerda escogida al 

nzar mida menos que la ralz de 3. 

e 

A 

TESi~ CON 
E~1.LA_ PE üiUGRN 

Si se fijn el punto A ·y a pnrtir de él se empieza el conteo, se encuentra que al punto 

Ale tocnn;nia derecha, 21t13, que son los puntos correspondientes ni arco AB, y 21tl3 a la 

izquierda, que son los que corresponden ni nrco AC, o en tolal 47tl3. Obsérvese que A, es 

. elbitnto ~c111ral del arco AD, por lo que contiene el promedio de los puntos del arco. 

¿Cuántos puntos le corresponden? A la derecha tnntos como los que hay en el arco,., 'B'. 

En lo que se refiere a la parte izquierda de A' sólo le tocnn los del nrco C' A, puesto que los 
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puntos de AA' ya fueron contados antes de llegar al punto central. De modo que el 

promedio es: 27t/3 (los del arco A 'B') + n/3 (los del arco C'A)= n. 

Por el razonamiento del promedio, basta multiplicar este resultado por 27t/3 (el total 

de puntos en AD) para saber los casos favorables en el arco AD, a saber, :it x (27t/3) = 2it2/3. 

Al ubicarse ahora en el arco BC, cuya longitud es 27tl3, se encuentra que el punto central 

coincide con el punto B', por lo que éste 'contiene' el promedio que se investiga. A B' le 

tocan todos los puntos de C'B' (que son 27t/3) y del otro lado ninguno, ya que los de A 'B' 

se incluyeron en la cuenta cuando hubo que situarse en cada uno de esos puntos e11 el 

recorrido hacia B'. Así, los puntos correspondientes a B' son 2,JJ+O =2it/3. 

De este modo, se dt;scubre qu~ los plrntos favorabll's del are~ BC son el total por el 
' . .-_-. 

promedio: (2nt3)x (2n/3) =4~219. 

A 



59 

Es ·el tumo del arco CA. El punto central que aporta el promedio es C' y a éste le 

corresponden sólo los puntos de C'A que son 7rl3, el método del promedio indica que para 

obtener los casos favorables se realice el producto de los puntos del arco (que son 27rlJ) y 

los puntos úel componente central, en este caso, 7rl3. Al hacerlo se obtiene el resultado: 

(27rf3) X (7t/3)= 27t2/9. 

La suma ele los casos favorables en los tres arcos da un resultado total de: 

.2ifÍJ+4~/9+2n2/9= 12n'J9= 4n'l3. Sólo resta hacer el cociente entre estos casos y los 
:,· ; -., .. ·· .. e·'·-· ... 

totales .que.son;. como se mostró en·'ª solución uno, 2n2. Por lo tanto, la probabilidad 

desearla es l~ si&t1iente: (4r..2/3)/ 2n2= 2/3. ¡¡Justo el complemento de 113!! 
·. ·:'·.,' - . .. . -~ ; :' 

. ~~j:~~¡¡~~cÍo. lo análogo con las otras dos soluciones encontrando también el feliz 
-:-~.<: . , , '" ' 

· resultado;!! in~ií'ó:córcHalinente a los lectores a efectuarlo por si mismos . 

... , s(: ici~~~i~: ~lguien exiBiera mayor evidencia: el 'promedio' puede ,,,__., también ser 

uÍiliz~dó' bo~·:6'xir~ para resolver el pr~•blt:ma planteado por Bertrand, pero sustituyendo el 

1~i:\11gÍ.11~~91iitá1~~~porun triangulo isósceles. De hecho, es posible resoiver el problema de 

B~r1rrind\it~¿d11tÍ;ndo un cuadrado inscrifo en lugar de un triángulo inscrho. En todos 
' . ' "· . ( -~-" . . ' '' , ," .. ' ' - ,_. • ' . "' '" - - I> '. . ' . ; ' 

e;tos ~as~s lCJs Íe~·1Í1t~á~s ~iicb~t~acÍ~; p~~ ~~diu de Iris técnicas expuestas son consistentes, 
- '''. -: ·. . . . - : .:i -... -:>::::);~~;\'~;~~~'.i,\f ~/~{}~-:::\~-~-:;~:,~·¿~~>~?~/:.::~~~~::'.~:~(t~:··:> .;.::: ~; ' . . . 
no conducen ª· 11111guna.co~1.rad10cc1ó11 m Uene.n consecuencias paradóJicas. 

¡'f'•• 
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APÉNDICE B 

ALGUNAS PROBABLES OB.JECIONES 

"Sc11or, haz 4ue cuando nos equivoquemos estemos 

dispucslos a rectificar, y que cuando tengamos la 

rnzón, no seamos insoportables." 

Pctcr Marshall. 

Cuando alguie1'1';110 .. invertido, tiempo y esfuerzo en efectuar cierta investigación, la 

· actitud hacia: las éiíii~n~ o dudas sobre la· validez de los resultados presentados tiende a 
' ,, 

coincidir co,nia qtlá expresó el escritor alc:mán Johann Wolfgang von Goethe cuando dijo: 

"~eneficienme con sus convicciones, si es que las tienen; pero guárdense sus dudas, pues 

. n;e bastm1'1as mlas."~9 Sin embargo, cualquiera que haya llegado a un resultado correcto 

.. ;ued~·dar lnbi~nvenida a las pruebas y exámenes a los que tenga que someterse dicho . - .·"··-··· ·::. ·' '·. 
·,_:, 

· res,111tado; ;:pi.ie.s ''de· ese modo verifica su validez y, con frecuencia, profundiza su 
:; .... ~-- -'~.< ··::::>· .. ::· ... ~\."-, ::- . -~ 

. enténdimié11to.'deJiis cuestiones y consecuencias implicadas por el 'fruto de Sil trabajo. Las 

criÜ~a~\.y·~~j:~~::~-,~~i',:;~~den ayudar a desechar ideas o conceptos erróneos y también 
,:-.~· _._,_ .- : ·. ·'· ,. ;:·' ,, .... -c . .:.c>_;·,, -·--:>. . ' 

• · ;¡;1;~clcri'C:1a;fo~~JS6~/q~{no lo son. Varius lectores pueden 'observar' aspectos dignos de 

•\ -~·,;;{;1~ió';~:~1Í:·:~f;~¡'.g~~~·escritor no percibe inicialmente. Por lo anterior, agradezco a todos 
-.·;· ·¿;:. ".' 

;·;aiji1~llos'qm(nose 'guarc'áron sus dudas' y que hicieron posible incluir este apéndice. A 

.'~onti.~1l~~lóí;up~recen las objeciones que he recibido y In respuesta n cudn una de ellas. 

2~_Miíiqucz, Frnnc.iscu, Frases r•'lebNs, Edimar, Espmla, 1999. 
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Creo que el problema puede tener muchas lnterpretaclones 2
•, cada una de las cuales 

conduce a una respuesta única. Me parece que tú estás tomando !JM de esas 

Interpretaciones y por eso dices que la respuesta es única. 

En realidad, he tomado Ja primera 'interpretación., de Bertrand y mostrado por qué no 

es correcta: porque Ja solución viola una de las hipótesis <le las que parte. Después, usando 

Ja segunda 'inte;pretación' del problema de Bertrand, he indicado que, cuando se razona 

correctamente, se llega a Ju misma soJm:ión que Ja tercera. Posteriormente, he 

proporcionaáo otra forma ('una nueva in!erpretación') de resolver el problema que conduce 

a Ja misma solución en ia que coinc.iden las otras dos. De ese modo, hay pcr lo menos 3 

'interpretaciones disti11ta.s' que convergen c;;n la solución presentada. 

• Dependiendo de lo que se ent!enda por 'elegir al azar• se pueden encontrar 

soluc/om1s (gua/mente defendibles. Por ejemplo, la respuesta que resulta Rn y, se 

puad.a encontrar trazando todas /;,s cuerdas horizontales30 y, por :¡imetrla, basta 

comparar los segmentos correspondient9s sobre el radio vertical superior. · 

C:omo se ha explicado en el texto, .lo que debe compnrarse en ese caso. no son los 

segmentos de recta del radio, sino los arcos de circunferencia indicados. Si se hace esto, Ja 

probabilidad resulta ser nuevamente 1/3. 

A1co corr!!spondicnte 

a cuerdas < ..f""~ 

~ __,....____ 

}.reo correspondiente { 

o cuerdas >.JJ 1-----1------i 

29 Se refiere específicamente a Ja frase ºelegir al azar una cuerda". 

TESIS l!OT\T 
},ALLA Dl1; vfilGEN 

Jo Las demás cuerdas se pueden trabajar en fonna análoga haciendo una rotación del circulo. De esta forma se 
pretende eliminar el problema del punto central. 
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Si alguieninsÍsté en c¡ue escoger los arcos de circunferencia indicados en vez de Jos 

segmentos rectillneos es¡ unadédisió~ ton1ada arbitrariamente, se le invita.a considerar la 

siguiente maner~ de ~~~par~i ias cuerd~s h~rizorítales. 

Al obscrv~r•.1a figurn se puedenotarqÚ,e,'sise··· ~ide el ángulo9 .aparti~,del .• radio 

· vertical supcri~:;( •. ~;u:~•1;~d,l~!~~~;1:i%P)~\t~ó~/iri~'X~Ji,~?'~~i)l~s~t~f ,iin;/~t~f t:"e:~Bº:i~e .. 
60º, pues el seno de 60~. (que.s.e obtiene co.mo resu.lta.dn;del coc.1ente .entre el·cateto opuesto 

·.' ·· .. ' ' ' · ..••..•..... ·,, ;:;·;;;?~('Iid~~i·r.ilRfi·:~:;i.N.·~~:,,f,t~,':·)i)~:';ii/D::i~l'.f ~¡·(;;:.i¡(t~,,:~t:;~i)',¡~:fii::E]~:'.;;'.,;:~w., :;L .. 
'.y lahipotetiusa) vn(é}:......'.:Pof:c~,nsigui,e1~t~, á:'c:ld~;ñ1ig~1lo.~eiitre:q,~.y'.~O~ le corres(>O~de, un.·• 

· . · . •. . : : ~;;p;,;~l;2j i~{~~l)"'}!;'.'';'.¡';~11.,:~1•':!r{~'.f §i:/'~,t1;~¡,;;1>1~~'!·',!Jf/:1?Ist~' ';i,~!;{:;f; 1::~, ..... •·· 
· '·'pLint9 .sobr~·: la 'scmicircLínfcrenCiri •~uperiór' ii'\partir;'deli cual .se,púéde.•traznr .• una. cu;:rda 

•;,'7"'"i'.'.·f ·, ·i~~ii:l1,~¡jj:~t&í~1tm~~~~ll~¡1~10~¡,'.~~~\i~'"'° 
' ::, que ·u' dctcrminá'' sobre' :eJ,'nrcó: d(:circurifere'1foia~coristit1iye~ el ii:xíri:mo .de una cuerda 

,,,,¡~0"i;,i·1:;¿t~~~i~,¡i~~1¡f ~jf~f~; j1f i~~~\:~l''"' . 
. . , • , ;O~ 16 n11tcrio1', se~ ptiedé dc.dLicir\jué :otro':mo.dÓ 'dé' éori1p_arrir lns cuerdas horizontales es 

.. -. ~~, .·: .;:,/. :, ;:.,, ; .. ~:; :~·- ,~- ~~:·.:h._ .. :·~~~:~::;:~.,-~;:~: ~::->E~/-.,: :g~e;tt,l~~~r~~-1-:r;>:-~:~~-~-\Y'~?~:!./;:,~;;_~~\:: .. '~~~?-~: ?:.: .. , · · -, -
· ·' iij(111dosc i'.·n IÍ)s'tinguios ccírrcsíióndicnté~: 1?c'.c~1_a tiíriim; la p1:obabitidnd de que una cuerda 

horizontal ulcutoria s;a mayor en lo;1git~dn .:}3 '~s: (90°.'60º)/ 90º = 30°/90º = ¡ 1/3! 
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Por otra parte, sÍ la respuesta de V, o cualquier otra respuesta es 'igualmente defendible' 

que la reveÍada en el"trabajo, ¿no deberla defenderse igualmenie, es decir, mostrando que 

·.una compar~ciin· de. árÍgulos, longitudes y áreas arrojan el mismo resultado, además de 
.. ~ . 

exhibir los. er:rores de las otras soluciones? ¿Alguna de estas otras soluciones 'igualmente 

defendibl~s'.pé~1iite trabajar consistentemente con el problema de Bertrand reemplazando 
~ .-·,.' , . . 

>el td~ng11lo ~~uiÍá,tero por uno isósceles o por un cuadrado? Asimismo, respecto de calcular 

i:nde~:~n:dhm;e,n1e~te el complemento de las probabilidades en todos estos problemas, 

¿rambié~:funcionan consistentemente dichas soluciones? 

SI realmente pueden emplearse !as técnicas utilizadas para resolver otros problemas 

semejantes por qué·no das otros ejemplos efe resolucl6n que sean consistentes. 

Un problema muy similar es el siguiente: si se elige una cuerda al azar en un círculo de 

radio r, ¿cuál es Ja probabilidad de que la longitud de dicha cue1da exceda al radio r? 

Est'.) problcn1u es mencionado por Fn:derick Mosteller en su libro Fifiy Cl:allenging 

. c11¿cln ~cnnúis larguq~e el radio es 1~113=. 213." 

~ ~· ! ' 

TESIS CO~T 
FALLA DE URiGEN 
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8 

~ ~ 

:· ,:.' - ' :·.;.:'. . -' .. '~· :-

Otra fom1a de obtener dicha p/obabili'ddcí' es sittlándóse en la semicircunferencia 

superior y compara~d~I¿~·.arC:os'iJo co~ ED,los cuales miden n/3 y n/2 respectivamente. 

· Po~ consiguient~,l~:;~~~j~¡¡fa~d ;~i¡uerida es: (n/3) I (n/2)=213. Lo mismo se obtiene si se 

. con1parael iri~~¡~~rdJi~i~le que va de Da B a partir del centro (el cual mide 90°-30° =60°) 
. . - ' . '_ :-·,_, •:. ~'¡¡. ~- .. ·_;-:.; .. ':: ... ·, 

con.el ílngr1!0';6t~fde
0

90º; 
.. -- .. ,. }' . . 

E~ alp~~iií~~1s 31estás suponl&ndo qu9 los naturales están bien acomodados {l.e. 1, 
' ',_,_ :<:_->.,-.·:···· ' 

2,:: 3, .A,' 5~ ... ), pero c;ué pasa si vaciamos los naturales en una bolsa ¿cómo 

c<'lcúladas· a/Jora la probabl/iclad de obtener un número par? 

Sise lm calculauo CO!Tectamentc Ja probabilidad buscada 'supouiendo que los naturales 
- ·,. ' ~- . ' 

cstrínhicn;1r;o111odddos', ¿acnso d<.!bC'rfa modificarse la probabilidad cuando se 'acomodan' 

de otru forríin? Si bxistc,un cambio en In prouabilidnd, hay tres opciones: 

1; · Qu~ ~e altere ia cantidad de casos totales 

2. iJuJsc ;;frJrc\Ü éu~tid.ad ele casos favorables, y 

3. Que se~ii6rct~an'ib'i1s cantidades. 
TESl~ r,ON 

FALi.iA og ORIGEN 

" Se refiere ni probtenm de cnlculnr In probnbilidnd de que, ni elegir ni nzur un número natural, el número 
clcgi~u !icu p:ir. ~e considCrn, por supuesto, que cada pnr licnc igunlcs posibilidmJcs de ser elegido. 
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Es evidenÍe que la c1intidád ,dé casos té.tales (los naturales) es la misma, sin importar 

la fon~a de 'aco1;;·~C15rJos'•.~p¡jr co~'si~ient~, ~~~dandescartadas las opciones 1 y 3. ¿Se 
;: '.; .~- : '.-;~~>:. <:~1>i)\':<~;.~~:~ ~·'.:r<}·_··.-~;-~~.:-~·-. ;;F~~~ {: .. ', ·.: ,: -~ · _, 

modifica.la cantidad de.casos favorables.al ordenar los pares de otra manera? En caso de 
... : · .-,, . · ~~1-}?: i~~:y:;~~~t~k~~~:~f~~/r;~:~r_-:t:i\·~r::.: -~-~:-.:·· · ... 

ser así, Jn:probabilidiid'áumcntri''O disrríiiiúyé;:siaumenta, eso querría decir que hay más 
:~. :/:' ~,.:,~~:~'.~;_;~~~~~~~{:~~t~ti~)!'~;'.T:~/\;~;1~t.:;·;;:_.~~%:~J~~~t:'.i-·:,;.-/:i::: _··:·<·· _: .. 

casos favorábles que' IO(cónsiderados ei(el cálculo ya realizado. ¡Pero en dicho cálculo se 
·, · .- . . <·/·~<-..::~--~/::.~~~-~m~;~1~-;:~~1~f :~'.~~f~~;:f~~l~~i}:fi;~~t~(:L,.:;:~: :·~. ~- -. . .. 

consideraron todos¡,~~' P,ª~,«:,~l;~C:~~°'"B9~f}.e,~.~~er n1(ls pares que todos los pares? 

También ·:~~~ti~W{;{1~~~~f}[~~~{~i~~%~'Thi~I~.,.Jt~¿naCión .. ·.de·.que ·1a probabilidad 

disminuye, púes es~' indiéaiia\qlic:'.cúaiido'estáii/bien acom~d~dos~ hay más pares que 
.:.·· . .- ·:< <:.::.: ;~~~:~:;l~~1:~~11g~~;;,~f~i,:'.T:J~i~~~:;~:~:~f-!::1t~i~X~·J:~A~::·~~~<:~~;~;~~~~··~i\·· ;,.' .. :·:,>~-:.,,_>~ -.. · · , , 

• cuando están en· dcsorden~:i'¿Es.razonable:·suponer.;que;.~desuparecen' algunos pares sólo 
. ··.~º:, .. · ={·?:~.,:::;~~~~;~::§:t,~~~~J;.f\;'6§1~:~~.i}lit:,~i~f~.H~\~(~;\:~: \~·,,. '·.: ·:· /·-··. · -: ·, 
pór acomodarlos. eíl,Una' fórma''no,foíú;'ecutiva?i•: ·. · .. , · .•• · 

Por lÓ ~~~~b'~'i[i~f ~~~~~:t~~"~~~~:H).~~~~?~~bilidodde que un número nutuml escogido 

al awr wsult~ s:r'p~r7'5uponiendci que Jos ~?tura les <'Stán bien acomodados', no se requiere 

buscar ~J~a¿J,:,t~~;:f ;~;~&t~J~~~~~r~J~ la;probabilidad resultante no se altera sólo por 

cambiar dé órde1i los'e!e1iíéntos'ii1\ioluerados. 
~- . >-~·\: ::t' ,· ~~/t{'.'..i>!~~~~~~~::~:;;~: ~-\- , .... -

• , Hablar de /;i probabilidad de un punto elog/do al azar en un segmento de linea o - ... - . ~-. ' 

dentro d~ ~igu~_a superllclo os un orror concoptual, puesto que si cada punto tiene 

asignada una prob;;b///clad p>O, entonces como existen una infinidad de puntos rn la 

/inoa (o rogión do superlic/o) la suma de las probabllidade:; de una cantidad finita de 

puntos puede robasar cualquier número natural, parl!cularmente rebasa el número 1, 

que es la probabilidad del 11vento seguro. 

Como se se11aló en el trabajo, In probabilidad geométrica en general supone que cadn 

segmento clr línea (recta o curva), sección de superficie o fragmento de volumen que puede 

stípeqÍoncrse o lmcer><! coincidir con otro, tiene la misma probabilidad que el otro. Se toma 

'e!eonjunio ele puntos. en una linca,,plm~·o;: .6~pacio, ·etc., como una clase cuya mecliclu 

'" c~·~responclc u lu longitud en el c;1so~e lín~11s,,lll •Írea si son superficies o al volumen si se 
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trntan de cllerpos triclirnensioÍl~les. De .modo que fafonna usual de calcular probabilidades 

en. la probabilid~cd geo1;;ét~i~~32 e~ toiTI':ir los plintos por 'bloques': segmentos de linea, .,. •' . · . .,. . • ... :·.¡~. ., .' .. ., . ~·:· . ·-. ' . 

secciones de áre~; ~tc:.colúo ¿~tos'l:>1oques~hri una parte de la región total, la razón entre el 
}:;._·:":'.> "~:ú,\:::::, ,~:~i:,·~;·~ __ :.~:~);:f~}.i~1.'.·:i:·>~~;:'.~~::Yk:C/:~;:~~: ,: ~/·/.· · . · 

. bloque y el conjurito·totalse 'encuentra siempre entre O y l. 
· : <. ·· - -,:-. ·; .·;:>\:;).~::.~~>~i~·:H:~Y~:Jht~.~C~rt\c;:'.~t1{·'.·~i~:~.rE:~:~_;./;~.~;· ·:.;:~'.<.- . · .. ~ 

. Púesto' qúe' en' la' régión-totiil .cabi:. un íiúmi:ro finito de bloques, se evita el problema de 
- · . '.-. t·:: ;r- ::··?t:;,~f i~:;~;:,f:tJ~:-:tt~zt¿.:,T:G_~~rt(1;~r::1~r.1\}.f~~\' .. :~¿::\:«~ · -:·. 

, tenii~ una infinidáél lle probábi!idades;;cuando se trata de un número finito de puntos o una 
... ·.: _' ---:-::>'·. -:: _~-->.:.:· ;~.~~~: :~~: t~J;"->\~?.::::Jf ::'.i~~~:~::~:~-~~?~-{]_·~;:?f:' ~'~'.~.'.~~:{'--.. ~,t~:(:':.1;.)~·~~- . j 
cant1dad:cuya:long1tud;1área o medida en general 'es cero, se toma la probabilidad como 
. ' . -. :., ,..,, ; -~~>:/ .. >:·\·.~~::>~· .. '~~~t'>.'.(~.=:::-.::.:.~·;.;,\ :.;~:.,:.: .. ·~·-.:::.-'· .. '. '. :.·.,:·: .. ·. 
cero. y emon~es 0 se dice ·q!Je','el-,c¡ue un:.evento tenga probabilidad cero no significa 

neccsariamc11Íe ·~11~ ~I ev~~t~sea in~p~~ible.'; 

-'
2 Pura unu cxplicnción míis umpliu y precisa de esto puede eonsultnrsc Reichenbneh H., T/1e Tlwof)' of 

l'rolmhility . Uni\'c:rsity uf Cnlifornin J>rcss, EE.UU., 1949. 
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APÉNDICEC 

1. Cada ladc. de un triangulo equilátero ln::crlto en la clrcunfer.incla mide r • .f3 , 
donde res el radio de la circunferencia. 

Radio de 
longitud r 

Triángulo 
equilátero 

El ángulo <l> mide 60°, por ser la mitatl del ángulo central de 120°. Para enconlrar 

los valores de las funciones trigonométricas d.: cualquier ángulo se pueden consultar la 

tablas construidas con ese propósito o utilizar ciertas fórmulas, pero la manera más sencilla 

y rápida es presionando las teclas apropiadas en una calculadora. El seno de 60° tiene un 

.j3 - .j3 X 
valor de - , por lo que podemos senalar que sen 60º = - = 

2 2 r 
catelo .. opuesto. Al 

lzipóte1111sa 

despejar x de la expresión anterior se obtiene x = r • .J3 , de donde 2x = r • .J3; pero 2x es 
2 

precisamente lo que mide un lado del triángulo equilátero inscrito. 

'J'ESIS CON 
FALLA DE .ORIGEN 
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2. Considérese un pollgono regular unitario de n lados. Se toma al azar una de las 

rectas quo parten do un vértice fijo A 1 , ¿Cuál os la probabilidad do que dicha 

recta mida más que la unidad? 

Sea A 1 un vértice fijo de un polígono regular de /1 lados, cada uno de los cuales 

mide 1. El punto A 1 • fonna una línea cuando es unido con .cada uno de los vértices del 

polígono, exceptoconsigo mismo. Por lo tanto, hay n-1 IÍneá~ queparten de A 1. ¿Cuántas 

,, ~·· !'.~"\;~'f .7'.'.~\;~'~·~;~' •X"';J· ~(X~~~~~l~$~~~ ~'º "' '°"""' 
mide 1, al unir con A j''1.()s_2:vért1c_es más mmediatosA 2 .y•A.;(el que se halla avanzando en 

! .• ,_ :h ~-.;· /t~~~~'.Hi:f:~~:;~:~-.:~~:;~-~-~Y--'.fif?~ --~r:< .. ·. -:- .;-~ - . .·- · · · ~ ,._ --.:~:;._;_; ~<--: .. · 
·. elsentido deias mnnecillas·del reloj y el que está en sentido con~rado)obtenernos dos lados 

' ': ~ 

3 .. · ·5¡ Ón Un n~ágonu regular Unimos cada VIÍrtico con todos los demás por medio de 

ll~cas"rcct~~!;tfLá~; ~s:la · probabflldad do que al elegir una recta al azar ésta sea 

do lo~~lt~ijQ~t:~~~~~ :1·?. 
El totul_ d~}~~'l{\~~:i~~~~;i~~rndas incluye los /1 lados del polígono y sus diagonales (las 

. . .---.. ·· __ .:_-f:}~.~:-~)6:<}f~:·'.~}Y#.Z~}~~·c;:::_ i·_; -~· • • • • • 

. J111eas que uncn,vert1ces;no:.consecu11vos). Se puede m1c1ar el conteo a partir de cualqmer 
~ .. ·'. -~-,i __ , -~: \ ~- -~:;s::~~;ú~1~Yi~~;;:~~~;~J~}(~~~~.~~ .. 
~vértice del- poligólio~;ii_Sca;-Á;';Ün. vértice arbitrario, este punto fonna rectas al unirse con 

. ' ·. :.,, , ';:. \:/ .·' -·· .. :~': '; ·. :·:·:>;·-.;: :'.:~<:~t~~ .. ~[~(~\ffi'~~~::1~~~~;~J:)~'.< '. ) .. . . . 
. · ,· lodos los (11- l) verilees ,rcstmw:s de la figura. Por cons1gmcntc, hay 11-I rectas que tienen 

,, •• '. •;. : - ~ ;::'-'': <. •• ·, ::··>~!~~~·: ·: . '· . 

como extremo ul punto/¡;. Aliora, se toma el siguiente punto A 2 en sentido contrario a las 

nmnccillas del reloj (el scillido i10 altera el resultado). La línea que une A 2 con A 1 ya fue 
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incluida en el conteo de las.11-l)~i:ici~squ~ parten de A 1; por lo que sólo restan 11-2. Asl que, 
-.· - .,-.... _ 

a A 2 le corresponden 11-2; rect'áii 'distinias que debemos sumar a las anteriores de A 1 y 

análogamente A 3 i.iene 1i~3: ,.,;, A •• 1 tiene 11-(11-J)=J y A,, tiene O (ya todas fueron 

incluidas en los otro~ vértices): 

En resumen; In cnntidád de líneas que corresponde a cada punto A se puede expresar 

en la tabla siguiente: 

Punto Líneos 

J 
2 
3 
4 

n-1 
n-2 
n-3 
n-4 

-...... -. '..-·.:·.:. . . ·: :<· .. · .. ··: - ._ < ; º.~_·:: 
. ;c,;~1',,,_,,:_ ;1<.11-0-21 _ i'"~JJ _ ;c11-J) ~-¡~~3 , 

pide és: p = rc;,:¡;;,- - ··rc~:¡¡;;- - -~,;.:-¡;-;; - ;¡;;::¡;- fn-1J • 

.::'F~'1'A TESIS NO fü-\I.J::. 
1~))~: lJ1~. ~~,~:ITi.I*KO'I

1

F:c.::.·. 
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