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Prefacio 

Laa ldeaa pueden volverse maa: cornpleJ- cuando 
lnt.entan abarcar un mayor nt\mero de •it.uaclonos. 

Luego se vuelven a almpliAcar cuando ae 
descubro algtln principio subyacente. 
Esa ha sido la hiaturla do la ciencia. 

El punto central de este trabajo es el estudio del Qp-juego. Este juego 
esta definido para cada ultrafiltro libre p de w. Se estudio su relación con 
el lV-juego de G. Gruehage [Gru) y el Q-juego de A. Bouziad [Boj, además 
con algunos conceptos y operaciones de topología general, con los cuales 
presenta correlaciones importantes. Los resultados de este trabajo, están 
muy relacionados con los espacios numerablemente compactos, los ultrafil
tros, construcciones infinitas y combinatoria infinita. 

El trabajo inicia con una ligera introducción al espacio (3w y la nomen
clatura de los juegos mencionados, con esto sólo pretendemos hacer que_ el 
trabajo sea autocontenido en buena mediada. 

En el segundo capítulo, se enfoca a clasificar los 9p-juegos, usando algunas 
de las relaciones entre los ultrafiltros y luego a clasificar los ultrafiltros con los 
Qp-juegos. Este inicia, precisando los vínculos del Qp-juego con los juegos lV y 
g y ademlÍS con otros conceptos de topología general. En la siguiente sección, 
se estudio propiedades en los ultrafiltros, para que el jugador I del Qp-juego 
tenga estrategia ganadora en algunos subespacios de f3(w) determinados por 
el RF-orden o el RK-orden. En este proceso, construimos para cada p E w•, 
el espacio n(p), el cual fue utilizado, para la demostración del teorema que 
muestra las condiciones en los ultrafiltros p y q, para que se pueda trasladar 
la estrategia ganadora del jugador I en el Qp-juego al jugador I del Qq-juego. 
Este es uno de los resultados principales, el otro, es la caracterización de los 
ultrafiltos que son Q-punto usando los 9p-juegos; el cual se prueba usando el 
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iv PREFACIO 

resultado anterior junto con uno resultado de [HST). Finalmente, el capítulo 
concluye una serie de resultados referentes al espacio f2(p). 

En el capítulo tres se estudio el proceder de los juegos 9 y 9p en el 
producto de una familia de espacios. Se exponen las implicaciones tnas sus
tanciales al hecho de que jugador I o el jugador / / tenga estrategia ganadora 
en el producto de una farnilia de espacios (infinita o finita) en estos jue
gos. Además, se estudian los recíprocos de estos resultados. Primeratnente 
trabajamos con una familia infinita de espacios y luego con familias finitas. 
Esencialmente, lo que se logra en la primera sección es dar la condiciones 
necesarias para que el jugador l del 9-juego (o el 9,,-juego) tenga una es
trategia ganadora en el producto de una familia no numerable de espacios, 
así como las potencias arbitrarias de un espacio fijo. La sección dos, puede 
visualizarse en tres partes. En la prirnera, se construyen espacios nun1erable
rnente compactos cuyos productos no son Q-espacio, en está, generalizamos 
el resultado de Nowík y Terasaka de [Va, Lema 3.1], con el 

Teorema 3.2.7. Existe un espacio .Y numerablernente compacto, tal que 
ll t 9(X X X). 

Con este resultado, abrimos una serie de preguntas abiertas, las cuales 
se encuentran al final de capítulo. En la segunda parte, las hipótesis de 
los resultados son delimitadas por los 9p-juegos, aquí se muestran espacios 
X y Y en los cuales l t 9p(X) y I t 9q(Y), pero que no siempre es posible 
l j 9(X x Y), esto depende mucho de como estén relacionados los ultrafiltros 
p y q. Los resultados de la tercera parte, muestran las condiciones necesarias 
para que I t 9(X x Y) donde X y Y son subespacios específicos de f3(w). 

En el último capítulo, mostrarnos la indeterminación del 9p-juego, asi
mismo, mostramos que es consistente que los juegos citados en la obra, son 
indeterminados. En la primera sección, usarnos el concepto de árbol, para 
dar una caracterización del hecho de que el jugador I I del 9p-juego (o W 
o 9 juego), tenga una estrategia ganadora (es muy probable que este ya 
sea conocido). Con esta caracterización y un lema a cerca de los árboles 
en (w•)<w, con ciertas propiedades, mostramos que para cada p E w• e.xiste 
un espacio en el cual el 9p-juego es indeterminante. Las sección finaliza 
con la construcción de un espacio nurnerablemcnte compactoX tal que I l t 
9p(x, X), para todo x E X y p E w•. La prueba de la indeterminación de los 
juegos l-V, 9 y 9p esta en la sección siguiente, para esta, usamos un resultado 
análogo a la caracterización de estrategia ganadora de I I con árboles y una 
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caracterización topológica de la estrategia ganadora del jugador I en un 
espacio numerable, regular y primero numerable. Cabe mencionar que esta 
prueba esencialmente fue hecha por P. Nyikos en [Ni]. El capítulo termina 
con un par de resultados, los cuales muestran que e es la mínima cardinalidad 
de un espacio X s;;; w• no discreto tal que I t Q(X). 

El material que se presenta en esta tesis, fue realizado en colaboración 
conjunta con el Dr. Salvador García Ferreira (capítulo 2 y 3) y el Dr. Michael 
Hrusák (capítulo 4), en la bibliografía podemos encontrar los artículos que 
estan en colaboración conjunta. 

En el proceso do desarrollo de una. idea. 
~ata puede empezar siendo simple, cornpllcarso 

despu.Sa y volvonie a. simplificar. Si ae excluye 
la. complejidad. puede que tafnbién ae 

excluya el crecimiento. 
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Notación y Convenciones 

En las siguientes lineas, enunciamos algunos de los términos y conceptos más 
usados en este trabajo, con el fin de evitar confusiones y lograr que este 
trabajo sea lo mas autocontenido posible. En la parte final, se encuentra un 
indice de los sín1bolos con su definición o su referencia de pagina. 

Al conjunto de los n1ímeros naturales, O, 1, 2, ... lo denotamos como w, 
este símbolo también lo usamos para representar al primer número ordinal 
infinito, en este contexto queda claro que escribir n < w y n E w representa 
lo nlisn10. Para denotar núnieros ordinales lo haremos con las letras ex, /3, 
-¡, µ y v y para cardinales con K. y .>.. El primer ordinal no nu1nerable es 
denotado por w 1 y el cardianal del continuo, 2w, es denotado por c. 

Todos los espacios que consideraremos en este trabajo senin Tychonoff 
(i.e. Hausdorff y completarnente regular), salvo que se indique de manera 
específica sus propiedades. Una sucesión en un espacio _,y, es denotada como 
(xn)n<w o como una función f : w --+ .-Y. Para denotar que limx,. = x, 
usualmente escribiremos como Xn -+ x. 

Al conjunto de vecindades de un punto x en un espacio X lo denotaremos 
por .N(x). Si A es un subconjunto de .-Y, y x E X, decimos que x es punto 
de acumulación de A, si para cada V E N(x), V n (A\ {x}) "i= 0. 

Un espacio se dice que es numerablemente compacto si todo subconjunto 
infinito tiene punto de acumulación. Si un espacio cumple que para todo 
subconjunto A ele _,y y x E A, existe una suceción (x,.)n<w en A tal que 
x,. --+ x entonces es llamado un espacio de Fréchet. Si pasa que para cada 
punto x E_,"\(, y cada sucesión (A,.)n<w de subconjuntos de _,y con x E An para 
cada ri < w, existe una sucesión (xn)n<w tal que Xn E An y Xn ---+ x, entonces 
se dice que .Y es un espacio estrictarnente Fréchet. Un espacio X se le llama 
sequencial si sucede que para todo subconjunto A de _,y no cerrado, existe 
una sucesion (x,.),.<w ~ A y un punto x E X\ A, tal que Xn --+ x. Cuando en 
un espacio sucede que la cerradura de todo subconjunto abierto es abierta, 
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entonces es llamado espacio extremadamente disconexo. Si ocurre que en 
cada punto del espacio, la intersección de cualquier conjunto numerable de 
vecindades, es vecindad del punto, entonces se dice que es un P-espacio. 



Capítulo 1 

Introducción 

En este capítulo se establecerán las notaciones y convenciones de la tesi~s. 
Usaremos principalmente las que se encuentran en los libros [CN], [HS], [KV] 
y[Wa). 

Los objetivos del capítulo son dos: El primero, es dar una breve intro
ducción a la Compactificación de Stone-Cech de w y el segundo, introducir 
los conceptos y terminología del l'V-juego y del Q-juego. 

Las secciones están escritas de n1anera 1uuy resu1uida, sólo se enuncian 
definiciones y resultados, cuyas dernostraciones se pueden encontrar en la 
bibliografía citada. En la primera sección introducimos el concepto de ul
trafiltro (en w) y enunciamos algunos de sus resultados más generales; esta 
sección es c01nplementada posterionuente. La sección siguiente está cotu
puesta de dos partes; en la primera de ellas enunciamos algunas de las 
propiedades topológicas de f3(w) y w•, que se derivan de propiedades com
binatoriales de w, así como también algunas propiedades <le la extensión de 
funciones definidas en w. En la segunda parte de esta sección, definimos los 
(pre-)ordenes de Rudin-Frolík, Rudin-Keisler y Con1fort, enunciamos varias 
de sus propiedades, además de otros resultados relacionados con las fun
ciones e.xtendidas, también introducimos los conceptos de p-límite y de p
compacidad. 

La última sección es referente a los juegos citados; sólo contiene defini
ciones y algunas observaciones. El objetivo de ésta es introducir la notación 
que será usada en los siguientes capítulos. 
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 

1.1 Resultados básicos en ultrafiltros 

Aunque es posible hablar de el concepto de filtro y ultrafiltro de manera muy 
general, nosotros solo hablaremos de estos conceptos en w, ya que para Jos 
fines de este trabajo, no es necesario mencionar mayores generalizaciones. 

Definición 1.1.1. (a). Un filtro :F en w es un subconjunto de 'P(w) tal que 

• :F # 0 y 0 rt. :F; 

• FnF' E :F, para todo F,F' E :F; y 

• Si F f; F' e w y F E :F, entonces F' E :F. 

(b). Un subconjunto B .de 'P(w) es base. de filtró si 

• B # 0, 0 ~B; y 

• Para toda subfamilia finita A de B, existe. A E B tal que A f; n A. 

(c). Un filtro :F en w es llamado ultrafiltro si: 

• :F es un filtro en w, y 

• F no esta propiamente contenido en. otro filtro de w. 

El conjunto :Fr = {A f; w : lw \Al <: N 0 } ,es un filtro, el cual es llamado 
el filtro de Fréchet. 

Lema 1.1.2. Sean :F un filtro en w y A·.f;; w. Entonces uno de los siguientes 
enunciados es cierto. 

(1). Existe B E :F tal que A n B = 0: 

(2). {A n B : B E :F} es base.de filtro. ·· 

Se dice que un conjunto A tiene la propiedad de Ja intersección finita, si 
n F # 0, para cada subconjunto .finito F de A. 

Teorema 1.1.3. Si 0 =¡6 :Fe 'P(w), entonces los siguientes enunciados son 
equivalentes. 
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(1). :F-es·un ultrafiltro en w. -~~ ~·-

(2). :F tiene la propiedad de la inters~cdiJ;,,J;.~it~ y ]id,:,.~ cada A E P(w) \:F, 
existe B.:e··~··ta~ que.·A (i·B.=-.0.~.<Y:-~~·:~.-:::.\··· ·>./··~ 

(3). :F es. ~<LX_irnal • co!i res?e~~~,;~_;},~/?.r~~i~~:~k<f~H~-~~ter~e.cci~n firiita. 

(4). :F es un filtro eTiw yp<Lra"t~déF'~EÚ[P(c1.J)J~w;·:sipFe:F, entonces 

(5). 

<~ _'. ~,: {·,.'. 
.. , '_.~:_.,._ ... ·> -·<:-·_ :· >· -:,:·-.. ·. . . . 

TeoreIDa>L1i4~}Séa:f?i;un~últrafiltro en w. Ef1.torices, .. los siguientes enunci-

a;:)~ s;ne7~~~1~f 1~;~~~i~·L7~~i~;.· >. 
(2). ExisÚ.:F Ei:[¡,;J<w '.tal qúe FE :F. 

":; --~ ·~ ; . 

(3). :Fr.cz ~-~L 
(4). nJ=".~0. 
(5). Existe ri E w tal que n.r = {n}. 

Los únicos ultrafiltros a los cuales se les pueden definir explícitamente 
todos sus elementos son los ultrafiltros principales. Por el Teorema 1.1.4.(3), 
obtenernos que si :Fes un ultrafiltro no principal en w, entonces :F" contiene 
el filtro de Fréchet. Por lo tanto, si el filtro de Fréchet puede ser extendido a 
un ultrafiltro, entonces concluirnos que existen los ultrafiltros no principales. 
Por ello es que trabajaremos en ZFC, ya que el Axioma de Elección nos 
permite obtener una gran cantidad de ultrafiltros libres. 1 

1 Existen n1odclos a.xiomáticos en los cuales no hay ultrafiltros libres en w. 
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Teorema 1.1..5 (ZFC) . . (Tarski) Si :F es un filtro en w, entonces existe un 
ultrafiltr.o p en w tal qUe :F s;;; p. 

Corolario 1.l..6;. Sean·:F y 11.'filtros en. w tales que :F e 1i y :F # 1i. 
Entonces.• ed:iste 'un últrafiltroj/ en· w tal que• 

' ' - '· ' ' ~:-:.' 

.. :F:cp· y<1i~p. 

En este trabajo, Jos filtros los denotaremos por letras como :F, 1i, ... y los 
ultrafiltros como p, q, r, ... 

1.2 El espacio topológico f3 ( w) 

Existen diferentes forn1as de construir la compatificación Stone-Cech de un 
espacio topológico. En el caso de que el espacio sea discreto, su compactifi
cación de Stone-Cech puede ser vista como el conjunto de ultrafiltros sobre 
el espacio. En este trabajo, tomarernos este enfoque en el espacio discreto w. 
Esta sección exhibe algunos resultados de Ja compactificación de Stone-Cech 
de w (denotada por f3(w)) y de su residuo w• = f3(w) \w. Finalizamos con un 
teorema (el cual usaremos frecuentemente) que enuncia varias propiedades 
de la extensión de una función de w a /3(w). 

Definición 1.2.l.. (a). f3(w) = {p: pes un ultrafiltro en w}. 

(b). Para A s;;; w, A= {p E f3(w) : A E p}. 

Lema l..2.2. Sean A, B s;;; w. Entonces, se cumplen las siguientes propiedades: 

(1). c.4nB) =.A n fJ, 

(2). c.AliE) .=.AYB.· - ··:\:\·-·.: 

(3). (w \A) = f3(w)\ A. 

(4). A= 0 si y sólo si A= 0. 
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(5). A= /3(w) si y solo si A= w. 

(6). A= B si y solo si A= B. 

5 

Por el inciso (1), los conjuntos de la forma A son cerrados bajo intersec
ciones finitas. Por lo tanto {A : A e w} forma una base para una topología 
en f3(w): Esta es la topología: que le daremos al conjunto /3(w). 

Para cada n E w, el ultrafiltro {As;;; w : n E A} que pertenece a /3(w), lo 
identificaremos con n. Así, w se ve como un subespacio de /3(w). 

Teorema 1.2.3. (1). El espacio /3(w) es compacto. 

(2). Los conjuntos de la forma A son los conjuntos cerrado-abiertos de 
/3(w). 

(3). Para todo A e w, A= AP(w). 

(4). _Para todo A e w y todo n E w, p E AP(w) si y solo si A E p. 

(5). El subconjunto w de f3(w), es denso. Este esta formado por todos los 
puntos aislados de /3(w). 

(6). Si U es un conjunto abierto de /3(w), entonces también UP(w) lo es. 

Teorema 1.2.4. El espacio f3(w) es la compactificación de Stone-éech de 
w. Es decir, w es un subespacio denso de f3(w) y ademas para cualquier 
espacio compacto _..,'( y una función continua de f : w -+ X, existe una única 
extención de /3(w) a¿'(. 

Los siguientes resultados son un resumen de algunas propiedades topoló
gicas de /3(w) y w•. 

Teorema 1.2.5. (1). (B. Pospísil). La cardinalidad de /3(w) es 2 2 "
0 = 2c. 

(2). (E. Cech). La cardinalidad de cualquier conjunto cerrado e infinito de 
/3(w) es2'. 

(3). Todo subconjunto abierto no numerable de /3(w), tiene cardinalidad 2c. 



6 CAPÍTULO l. INTRODUCCIÓN 

Proposición l..2.6. El espacio f3(w) es cero-dirnensional {tiene una base.de 
cerrado-abiertos) y, por tanto, es totalrnente disconexo {los únicos tmbcon-
juntos conexos son los que tienen un solo punto). - - -

Teorema 1.2.7. (1). Todo subconjunto cerrado-abiert~ d~ /3('w) es de la 
forrna A para algún subconjunto A de w. 

(2). Todo subconjunto abierto de f3(w) que intersecta w* tiene cardinalidad 
2c. - - - • , - --- , 

(3). (E. Ccch). El espacio w~ es/fausdo.fff, comf~cto y sin puntos aislados . 

. _ ~-2·~+,,>::>:~:·,~·._;'/,-::~ :;':.. ·.:_;_:-:: !,.~\.; ,'·.~ : ' 
< •'·'· '·".;.:, •. ,,,.-

Definición 1.2.8. Sea As; ~.:.··~~it~.f~~/~:;_f{1.\A· 
,·.>':.< c-01,>-· --«.,-.:""'-' 

::~:" 1~~-: ::;. A~~~;~~á~f ;J;:Cidto~ée •. 
(2). B* =A* si y sólo,_s{;(~~\1B)íJ'(B \A) es finito. 

(3). B* n A* # 0 si y s~l~ ;iA.ri B- es infinito. 

(4). B* n A* = (B nA)*; 

(5). B* U A*= (B UA)*. 

Proposición 1..2.l.O. Todo subconjunto cerrado-abierto de w•_ es de la forrna 
A* para algún A s; w infinito. El_co71.junto,{A~.: AE [w]w} es,una base de 
w• que consiste de cerrados-abiertos. · 

Proposición 1.2.l.l.. Si A* y B* son subconjuntos; cerrado~abiertos:propios 
de w• , entonces existe un autornorfism~'-de /3(~);, que'mandaA* en-B*. 

;: .•, ~--.' ' ,. ,.,-·-,_, . ~--~ '. - - -. . - -- ' . - - . 

Corolario 1.2.l.2. La órbita de un p'ti.nto de w• bajo horneornorfis,rnos de 
/3(w), es un subconjunto denso de w~: --
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Teorema 1.2.13. La celularidad.yelpeso_de w•_ es c. 

Teorema 1.2.14. Para todoA'e [w]w, A* contiene una copia de w•. 
- , ... 

Teorema 1.2.15. (1). Todo G 6 -subconjunto - (~nt~rilé¿ción __ numerable de 
conjuntos abiertos) no vacío de w•· tiene ·interior-"no --vacio. - · 

(2). Toda unión numerable de subconjuntos .nunca·rdensos_,de;w•- es nunca 
denso (A es nunca denso si int(cl(A)) = 0),;; -- ' - ---

(3). f3(w) es un espacio extremadamente disconexo (la cerr;;,dura de todo 
subconjunto abierto es abierto), pero w• no to· es; 

Si X un espacio Tychonoff y J : w --+ X es una -función - continua, su 
extension Stone-Cech es denotada como J : [3(w) --+ [3(X). El Teorema 
siguiente enuncia algunas propiedades que tiene la éxtensióri de una función 
con dominio w y rango un subconjunto de {3(w). Cuando introduzcamos los 
ordenes en [3(w), veremos más de estas propiedades; 

Teorema 1.2.16. Sean p E w•, f,g e ww. Entonces 

(1). f(p) ={A~ w: f- 1 (A] E p}. 

(2). (Frolík) f(p) =psi y solO s({n-'<.w :-f(n) = n} E p. 
• .·o _. ~ -·· - • 

(3). (Frolík) Si f no tiene puntos.fijos~ e~tonces J: f3(w) '--+ f3(w) tampoco 
tiene puntos fijos. -

(4). Si además f es un encaje, /(p) = jj(p) si y sólo si {n < w J(n) 
g(n)} E p. 

(5). Si h: w--+ w•, entonces ii(p) = {A ~ w : {n < w : A E h(n)} E p}. 
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1.2.1 Tres ordenes en f3(w) 
Los tres ordenes que se introducen en esta sección, han servido para clasificar 
ultrafiltros, entender parte de la estructura intrínseca de éstos y estudiar 
propiedades topológicas del espacio f3(w) y de sus subespacios. En esta breve 
introducción, sólo mencionamos algunas de las propiedades de estos ordenes, 
que estaremos usando constantemente. Por comodidad, escribiremos orden 
en lugar de pre-orden u orden parcial. 

El Orden Rudin-Keisler en {3(w). 

Definición 1.2.17. Sean p y q ultrafiltros en w . 

(a). Decimos que p ~ q si existe una permutación 7í en w tal que 1i-(p) = q. 

(b). (pre-orden Rudin-Keislerl. p SRI< q si existe f E ww tal que j(q) =p. 

Es fácil demostrar que la relación >=:::< en f3(w) es una relación de equiv
alencia y que Sn1< es un pre-orden no anti-simétrico en f3(w). La clase de 
equivalencia de un elemento p de /3(w) la denotamos por T(p) y le llamaremos 
el tipo de p. En general, si S s;;; /3(w), el conjunto de todos lo tipos en S lo 
denotaremos por T(S), es decir T(S) = {T(p) : p E S}. 

Teorema 1.2.18. Para p, q, r, s E f3(w) y f E ww, se cumplen las siguientes 
propiedades: 

(1); p SRI< p. 

(2). Si p Sn1< q y q 5nI< r, entonces p SnI< r. 

(3). Si p >=:::< q, q :5n1< r y r. ""=' s entonces p SnI< s. 

(4). p ~ q si y solo síp.:5n1< q, y q :5n1< p: 
(5). j(p) >=:::<psi y solo sí e:tjst~JtE:;t;t~l queJIA es uno a uno. 

Observación 1.2.19. Del Teorúií.a?~ht~rlor/.déducimos que se puede definir 
de 7nanera natural un orden.parcidl en'T(f3(w)); definiendo T(p) Sn1< T(q), 
si pasa que p 5n1< q. . ... · . . .. . . 
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Definición 1.2.20>'.Sean p, q E f3(w). Decimos que p <nK q si se cumple 
que p :5:nK q yp _-;¡6_ q. _ 

- - - -

Por simplicidad, escribiremos R.K~rninill1al, RK-comparable y RK-incom
parable en lugar• de :5:nK-rninim:a1;.-::;;nw-cornparable Y- :5:nK-incomparable, 
respectivamente. - · - _, .. -- · - - -

.. ---· ,_ 

Para p E w* y JY s;:;·w~, dcfillirnc:ís 

(a). T(p) .. = {/(p) !.le-=~~;(~)j~ 
(b). S(p) '= {/('/'J) : ji:_;f:i>;;,}~ . 

¡:;'. ·~'.~~~l~i~\~i~t:~~ol::;:ic<=•n<e croolen<c)). 
(o). •s~KC~) :~1{·i1~~ti;;}=~;~}l~q}. · 

,,:e· 

(c). p}l';,(xf,,; [j{.P;¡¡~(q)'E ;.;. : q E X}. 

(d). Bn1<C~)·:Ú{~~K(q)E w~: q e X}. 

Es evid~nte que, pa~a cada p E w•, S(p) s;:; R(p) s;:; T(p) _ s;:; PRl<(p), 
S(p) s;:; R(p_) s;:; I(p) s;:; PnK(P) y también que T(p) n I(p) = R(p) . . En (HST] 
se demuestra qúe S(p) # T(p)y que S(p) # I(p). - - · - · -

La cardinalidad de algunos de estos subconjuntos se estima en elsiguiente 
Lema. - - -

Lema 1.2.21. Para cada p E w•, se tiene que 

(1). IT(p)I = 2w. 

(2). IPnK(P)I = 2"'. 

(3). l{q E f3(w) : P :5:R1cq}I = 2 2
w. 

(4). T(p) es un conjunto denso en f3(w). 
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Además IT(,B(w))I = 2 2 w. 

Definición 1.2.22. Sea p E w•. 

(a). Decirnos que p es un P-punto si para cada partición {In : n < w} 
de w en conjuntos infinitos que no están· en p, existe A: E p tal que 
IA n Inl < ~o para todo n E w. 

(b). Decirnos que p es un O-punto si para cada parÚción {1n: n < w} de w 
en conjuntos finitos, existe A E p tal que'IA b1ril··:::;.i:pára todo n E w. 

Definición 1.2.23. Un punto x de un espacio .X.;e'di~e que es P-punto débil 
si x <t Ax para todo subconjunto n~rnerábÚ.Á~:c'X;\{x}. 

:~:· ~:·/' :_ ~\-,_:~~~:_J~.¡ htt~:;~-~::. ~~- ·-~ .. -:~-'- -
W. Rudin probó que existen P-punfos:en;¡¡_,•;bajo CH, y S. Shclah dio 

un modelo en ZFC en. el. cual w~.:IJ.~.~~I~0if-i::'.::P,'~Il.t°'s. 
Teorema 1.2.24. (Comfort-:-Negtep:~iít.is)'.;·:.Elct:Ínjunto w• es (2w)+-dirigido; 
es decir, para cada·S;e:[w;.]=>~.'::.'.existe:uwq'ew•. tal que p <nK q para toda 
P e s. · _, ""·, · ,eI\Df ".:.t ~· ':F: · •- · ·.: < 

::'.;_:g;~·if'.:;,-~p.:i':;-i[ '·::i;}4;~'.' >>··.•· ...• e 

Teorema 1.2.25. (Aé:'BiáSs):•;(l\1Ap~:Existe T,_ E [w*] 2 tal que los elementos 
de T son ultrafiltros'iR,k:,'idiii.im'áles¡'eii.f:iJ~:-y;:·por tanto, RK-incornparables 
entre sí. ·::•·e:·+· '" ... , · _, ..... '· .• ,.,..,.~;•.:·- •:" .. · 

K. Kunen probo la existencia de e filtros que son .P-puntos débil y RK
incomparables entre sí. 

Teorema 1.2.26. (Sirnon). Existe un conjunto de cardinalidad 2c de ultra
filtros en w que son puntos débil y RK-incornparables entre si. 

El Orden Rudin-Frolík f3(w) 

Definición 1.2.27. (pre-orden Rudin-Frolík). Para p,q E w•, se dice que 
p :::;RF q, si existe un encaje f: w-+ .B(w) tal que f(p) = q. 
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Lema 1.2.28. -(1).-:La relación·$nF es.un pre-orden en w*. 

(2). Si p, q E w•;·y p :5.~ q, entonces p $nk q. 

11 

Definición 1.2.29. d~cirnos que p .<nF q, si pasa que p $nF 
q y p ~ q. 

Por simplicidad escribiremos -RF-rriinimal, RF-comparable y· RF-incom
parable en· lugar_ de: $.np.:rnimimal, $np-comparable y $np-incomparable, 
respectivamente;_:·:·:· ---

-- ,·;,:'. '-:-'''-:··· ', '.: ,:- .. _·:-. -
Para p E w~·:y•''x''~;":'•; clefinimos 

(a). Pmi-(p) :'{~~i,,~':,;q_:5,nF p}; 

(b). Snp(p) = {q .E w• : p '<nF q}. 

(e). Pn,..(X) = LJ{Pnp(q) ~- w* : q E X}. 

(d). Sn,..(X) = U{Snp(q) E_w•: q E X}. 

Lema 1.2.30. Sean p,p', q, qi.E-w*. Entonces 

(1). 

(2). 

(3). 

(4). 

-' ."_:_ ·-.- -- . 

Si p ~ p', q ~ q' y p $np q, -entonces p' $nF q'. 

Observación 1~2.3i . ."Á~fc~rno e.;:,, la observación 1.2~19, se puede definir 
de manera natura[i~~T_(f!(w))·un, orden p~rcia(usando $RF· 

Usando el ter.cer inciso del Lema.1.2.30, -Z. Frolík [Fro] demostró que w• 
no es hon~ogéneo. 
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Teorema 1.2.32. (Frolík). Sea p E w~., El conjunto 

PnF(P) ==é{q E w•,q '5:nF p} 
..... - ._ -

es linealrnente ordenado eón el. ord.e11. '5:nF· · 

Por los Teoremas 1.2.2B,~~'.;2:2~';.I1.~2!3:Úobte.nemos que '5:n1< y '5:nF son 
distintos, a pesar de que tienénilOs"':rnisrnos Úpos. 

•"· ' , . ' . :." •e-:' ; -; >'' ·. . '--; ~· 

Observación 1.2.33" ;Para/cdtiá'p\e ,·w~,\teriernOs .. las siguientes implica
ciones: p esRK-inirnimal enwj·~P':.es:unJ~.~punto dew• ====?pes P-punto 
débil==? p no está en lajront<}ra/de'un:subéo'njunto .. núinerable y discreto de 
w• ~ p es RF.:rninimal én:w;~ > ·•·· ,, ...... , ··· '•' . · .. 

; '<_."~::. 

Teorema 1.2.34. (Frolík). SÍ·~\ e w• ,.yD'e~ u'~ .s~~conju_nto numerable y 
discreto contenido en T(p); .enton~es (Dt1~':"> \'~D) n '.T'(P) :;= 0. En particular, 
p <nF q si y solo si existe .un ericaje'f :;w ~.·w~;tal··quéf(p) = q: 

.·~ ;.:'>::: 
._ ;., ··. ~. 

Teorema 1.2.35. Si J, g : w --+.··~~ ~on:-en~a.fés·y,~,E w~, :entonces 

~~;. ~~~~~B~~)~'.;¿i.,~t~~~¡~~~Jk~J~ii~if ~¡¡¡~}~p• 
(3). (A.R. Blass)~J(P,);'5:iú<:.)g(p);'sj_ys0ló'si {n:~,/~J)/f(n).5:n1< g(n)} E p. 

( 4). (A.R. Blas~)~··t~I' tf~!~:~~~w1;·!z[~i~~J~'~?:!~1~~~i:;·¿~~i~1:~;g(h)} E ·p. 
(5). (K. Kunen).: f(p);<~ g(p) •si y;solO'si1.{7i:~:~::<f(T1,)·;<nF: g(n)} .E p. 

~:~:~:::~)···;:2:::::::v;~~~~~2~::.::~º" ultrnfiltrn•, 
p y q que están en f3(w), se define corno ' . ' 

p 0 q ={A!;;;; w X w: {n E w ({~·E w.: (n, 7n) E A} E q} E p} 

Este es un ultrafiltro quC.se .considera como un elemento de w•, ya que 
w x w y w son homeomorfos. 
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Lema 1.2.37.;,(Blass)."'Si.p, q-E.w': y f w ~ T(q) es un encaje, se tiene 
que p ® q =](p);·;'' - •·•--

- - '"-· ·"' ·.°'~-·~·:.-:---- . \ .,;_\·;, 
-·-- --' - ~ . , ·.: 

(1). (K~t~tó~{'.jk~~~,~~t;·vr<:;nKp®r·para toda r E w•. 

E ~~o~~i?ti1~~~ii~~J;~~f JE~~; ~~-dar E w•. 

~::,±i~f i~~!¡~¡~t'.ff~J··.;~;¡"¡f ;:;"u~do• •on valido• pa~ ou~ 
(1). p® (q@:,:) ~ cP@,qf~h 

~'·;~ --~ -~ ~- .~ -

(2). Si q = r, ent~.;,,c~sp@ q = p ® r. 

(3). Si q = r, entonces q ® p = r ®p. 

(4). Si p ® r = p ® q entonces r = q. 

(5). Si p ® r = q ® r entonces p = q. 

El Orden Comfort en w* 

Para definir el pre-orden de Cornfort, necesitarnos el concepto de p-lírnite, 
el cual es una generalización natural de la convergencia de una sucesión. 
Cuando se escribe p- limx,. =y intuitivamente se quiere decir que las Xn's 
están "frecuentemente cercanas" a y. Lo "cercano" está determinado por las 
vecindades de y y lo "frecuentemente" está determinado por los elementos 
de p. 

Definición 1.2.40. (Bernstein 1970). Sean p E /3(w), (xn)n<w una suceszon 
en un espacio X y x E X. Entonces p- lirn Xn = x si y solo si para toda 
U E N(x), {n E w: Xn E U} E p. 
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Observación.1.2.41. Es fácil probar que para p_E w•,._una sucesión (xn)n<w 
en un espacio X y x E X, si se define una_función f: de_-w en·-X como 
f ( n) == Xn para cada n E w, entonces p- lim x,:;: = j (p), donde j : /3w --+ /3X 
es la extensión de StOne-éech de f. 

Teorema 1.2~42~ Para p E /3(w) y (x;.);,<.;, una sucesión en un espacio X. 
Se tiene qu'e: _ _ _ _ 

(1). Si p- limx,i 'e:iiste,. enton'ces. es .úiiico. 

(2). Si<X es un .~spd¿~~;~-<¡~~~~'ci{;/¿~t"oiices existe p~Hm Xn en X. 
- '-:,'." • -'_:o'~ -""; ·'·.. ·.--

Observacióri;:i-~:i;~3{,((i) ~-;~si'. (x,:;:)n<w es _una sucesión en un espacio y 
:Í; E X es un ~piinto!'tiJ(acumulaci6n de esta sucesión, entónces el. 'siguiente 
conjuntó es unfiltr0:<· · ' ' - -·· -

{{n <: w : Xn E V} V E N(x)}. 

(2). Si (xn)n<w es .,j,na sucesión en un espacio X .y x E X es punto 
de acumulación de esta sucesión, entonces por. la observación· anterior y la 
Definición 1.2.40, se tiene que existe p E /3(w) tal que .P--;:Hmxn = x_. 

Definición 1.2.44. (Bernstein). Un espacio X es p~cornpactÓ, si p'ara cada 
f E _,yw, se tiene que f(p) E X, donde p E w*, ·. -·- - .. · · ' ' 

En [GS], J. Ginsburg y V. Saks demostraron q\i'e ti:>él~ la.S p(>te~-Cias de un 
espacio son numerablemente cÓmpactas "si y solo sí él"éspácio 'és' p-cornpacto 
para algún p E w*. 

Teorema 1.2.45. Sea p E_ w* y. X un espacio {T.)~ho:;,,oj¡)! Entonces el 
espacio 

/3p(X) = nr1r: X~ Y~ /3(X) y Y es p - compacto} 

cumple las siguientes propiedades: 

(a). /3p(X) es p-compacto. 

(b). X es denso en /3p(X). 
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(c). Para toda-función continua f: X~ Z con Z p-compacto, la extensión 
f satisface~qu~f[{3p(X)] s;;; Z. 

(d). Todo espa~io que satisface (a), (b) y (c) es horneomorfo a {3p(X). 

Definición 1.2;46. (Comfort). Sean p, q E w•. Entonces p :5c q si todo 
espacio q-cornpacto es p-cornpacto. 

No es difícil mostrar que :5c es un pre-orden en w•. A este orden se le 
conoce corno el orden Cornfort en w•. Decimos que los ultrafiltros p y q de w 
son Comfort equivalentes o que son del mismo tipo de Comfort si se cumple 
que p :5c q :5c p. A esta propiedad la denotaremos por q =e p. Al conjunto 
de todos los ultrafiltros en w• que sean del mismo tipo de Comfort que p lo 
denotaremos por Tc(p). Es decir, Tc(p) = {q E w• : q ~e p}. 

Teorema 1.2.47. Si p, q E w• son tales que p :5RJ< q, entonces p :5c q. 

Teorema 1.2.48. (S. García Ferreira). Para p, q E w•, se tiene que las 
siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(1). p :5c q. 

(2). /3p(w) ~ /3q(w); 

(3). p E /3q(~j~f 

(4). Existe/ ef(f3(w))'°' tal que f(q) = p <¡t f[w]. 
- - -~.~ -. - ' -.. 

(5). /3q(w) _e_s_ p-cornpacto; 

(6). /3q (w);\~diú~:compacto: 

Teorem~':Í:~.'19.' (S. d~rcía Ferreira). Sean p, q E w•. Entonces se cumple 
lo siguieiíte::."~: __ -- >>---·· :~· · 

( 1). Si p ~~j{~/~'~j~Ti;};es 'I' ~1<( q) s;;; Te (p) ~ {3p ( w) . 

(2). TcCP)~ÜJTn'g(q): q ~e~}; 
(3). /3p(w) \w,,,;; {iJ E w~ : q :5c p}. 
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(4). l{To(q): q 5o P}I = 2w. 

(5). ITo(P)I = 2w. 
. . ·-

(6) .. 1 {To(P): p Ew"}I = 2c. 

(7): l{Tc(q)':p·5¿;q}I==' 2c. 

(8). pes c;_:ni~i;:al <=> /3p(w) \ w = To(p) . 
.. ·' -,····· -,:·-..;:.-;---. ' 

'_·,:.;.:-':\' ,·.1.- -

Lema·L2~5d:··(si·:c}~rC:ía Ferreira). Si p, q, r E w• son tales que p 5o r y 
q 5o r, ent~'IJ.,ces'p®,q 5c r; 

CorC>Iario:i~;.51. (s: García Fe~reira). ·Sean p, q, r, s E w•. 
·. :· .,,., - ,:--·, ~/: -~-· .. -<~ >- " . ::; " - . . . 

(1). Sir 5c s; eritOnces r ® p 5c.s ® p pv ® r 5c p ®s. 

(2)> Si p 5c q y r 5o.s, ento;,;.ces p ®r 5o q ® s: 
·i'•·' 

(3). Si p ~e q y r ~e 8, ~~t"!ri'qe§~®i:~o,q ®s. 

(4). p 5o q <=> p®q ~;q;· :'. i@p ~o q. 

Teorema .. 1.2;52~<(s~.G~icí~iFerr~ira) ... Para todo p E w• existe q E w• tal 
que p ~o q Y p.<iú¿q. .. · .. 

Lema 1.2;53'. (~.:~arcía Ferreira). Sean p,q E w•, yf E (f3(w))w 
J ( q) = p ~ .t'[w] >Si adémás p es un P~punto,, entonces p 5 RK q. 

tales que 

Teorema 1.2:54. (S. García Ferreira). Si p, q E w• cumplen que p 5o q y 
p és. un I'.-punto débil, entonces.'p '5nK-. q; En. particular el RK-orden y el 
C-orden coinciden en el conjunt~ de los p.:.puntos débiles. 
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1.3 El W-juego y el Q-juego 

El objetivo de esta sección es introducir los conceptos de 9-juego y vV-juego, 
los cuales fueron introducidos por A. Bouziad [Boj y G. Gruenhage [Gru], 
repectivamente. Esto lo haremos con una notación un poco diferente a la 
usada por ellos, la cual nos ser>Í. 1nuy útil porque abarcaremos más aspectos 
dentro de la teoría de estos juegos y del juego que será definido en el siguiente 
capítulo. Estos juegos introducen ciertas clases de espacios, que están muy 
relacionados entre sí. 

En el 9-juego y el vV-juego, solo hay dos jugadores los cuales denotaremos 
por I y I I. Las reglas en ambos juegos, son las mismas, excepto en la forma 
como es declarado el ganador: 

Sea ;\: un espacio y x E ;\:. Los jugadores, I y I I jugarán por turnos. 
El jugador I juega primero escogiendo U 0 E N(x), el jugador I I responde 
escogiendo un punto x 0 E U0 ; luego el jugador I escoge U 1 E N(x), a lo cual 
el jugador I I contesta to1nando x 1 E U 1 y así sucesivamente. Los jugadores 
juegan una cantidad infinita de veces. El jugador I gana en el Q(x, ;\:)-juego 
(respect. l'V(x,.Y) - juego), si {xn : n < w} tiene punto de acumulación 
en ;\: (respect. x,. -+ x). De otra manera, decimos que el jugador I I es el 
ganador de el Q(x, .Y)-juego (respect. vV(x, X)-juego). 

Una estrategia para un jugador es un algoritmo que especifica cada mo
vimiento de éste en cualquier posible situación. Una estrategia es lla1nada 
ganadora si al aplicarla el jugador en cuestión gana. 

Definición 1.3.1. Sean .X un espacio y x E X. 

(a). Una estrategia para el jugador I en el 9(x, X)-juego (respect. HT(x, .Y)
juego), es una sucesión de funciones a = {o-n : n < w}, donde O"n : 
xn -+ N(x) para cada n < w. 

(b). Sea a una estrategia para el jugador I. Una o--sucesión es una sucesión 
(xn)n<w en .Y tal que x,. E O"n((xo, ... ,Xn-1)), para cada n < w. 

(c). Un estrategia a= {a,.: n < w} en el Q(x, X)-juego {respect. HT(x, .Y)
juego) para el jugador I es llarnada estrategia ganadora si cada 
a-sucesión tiene punto de acumulación en ]•( (respect. si cada o-
sucesión converge ax). 
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Definición 1.3.2 .. Sean X un espacio' y x E X. 

(a). 

(b). 

(e). 

Una estrategia pára el jugador II en el fJ(x, X)-juego.(respect. W(x, X)
juego), .. es.,una·· sucesión.·de funciones:·p ,=;"i{pn'':':t;n,<:·.•:w}donde 
Pn.: xn x N(x)n+l-+ X· es tal que Pn((xo, ... ¡x~c...1); (VQ; .. ;, Vn)) E Vn, 
para cada n < w. 

Sea p una· estrategia para· el Jugador
0

II. Una sucesión ((Vn,Xn) : 
n < w) do;.,_de Vn E N(x) y Xn. E Vn es una 0 -suceszon si Xn = 
Pn((xo, ... ,Xn-1); (Vii. ... , Vn)) E Vn, para cada n < w. 

Un estrategia p = {Pn: n < w} en el g(x,JY:)-juego (respect. 1'V(x,JY:)
juego) para el jugador I I es llamada estrategia ganadora si en cada 
p-sucesión ((Vn, Xn) : n < w), la sucesión (xn : n < w) no tiene punto 
de acumulación en X (respect. si la sucesión (x,. : n < w) no converge 
ax). 

Definición 1.3.3. Sean X un espacio y x E X. 

(a). El símbolo I t Q(x. X) significa que el jugador I tiene una estrategia 
ganadora en el g(x, X)-juego. Similarmente se define I I t Q(x, X). 

(b). El símbolo I t 9(X), quiere decir que para todo x E"'<, I t g(x,X). 
Análogamente se define II t 9(X). 

(e). El símbolo I l. Q(x. X), quiere decir que el jugador I no tiene es
trategia ganadora en el g(x, X)-juego. De la misma manera se define 
II l. Q(x. X). 

(d). I l. 9(X) quiere decir que para todo x E X, I .J.. g(x, X). Similarmente 
se define II J... 9(X). 

De manera similar se definen I t W'(x,X), II i tti;(x;X), I .J.. W(x,X), 
II .J.. 1'V(x,X), It W(X), IIt W(X), I .J.. W(X) y1I.J.. W(X). 

Definición 1.3.4. (G. Gruenhage). Un espacio X es llamado W-espacio si 
I t W(X). 

Definición 1.3.5. (A. Bouziad). Un espacio X es llamado 9-espacio si 
I t g(X). 
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En otros trabajos se han usado los. nombres de lV-espacio y 9-espacio 
(véase [Bo], [Ca] y [Gru]), sin embargo no las usaremos por considerarlas 
inadecuadas para nuestros propósitos. Utilizaremos en cambio las notaciones 
de la Definición 1.3.3. 

De las definiciones se siguen las implicaciones: 

It W(X) 
II t W(X) 

=> It9(X) 
~ IIt9(X) 

Obsérvese que si X es primero numerable, entonces I t lV(X"). Por otro 
lado, la clase de los (}-espacios es más grande, por ejemplo, si X es localmente 
compacto entonces es un (}-espacio. No obstante, la clase de los 9-espacios 
no cumplen las mismas propiedades que la de los lV-espacios. Por ejemplo, 
los l'V-espacios son preservados bajo subespacios, ~-productos y funciones 
abiertas, y esto no sucede para los (}-espacios. 

Dado un juego, uno puede preguntarse si siempre existe un ganador 
en el juego; es decir ¿existe siempre una estrategia ganadora para uno de 
los jugadores?. Cuando la respuesta es afirmativa, se dice que el juego es 
determinante. En el contexto del 9-juego, la pregunta se traduce de la si
guiente manera: ¿existe un espacio X tal que para todo x E ,Y, I _¡.. 9(x, X) 
y I I -1- (}(x, .Y)?. Esta pregunta, se estudia en el Capítulo 4, tanto para 
los (}-juegos, como para los 9p-juegos, que seran definidos en el siguiente 
capítulo. 
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Capítulo 2 

Juegos definidos por ultrafiltros 

Usando los conceptos p-línüte y Q-juego, definiremos para cada p E w• un 
juego, que denotaremos como Qp-juego. En este capítulo estudiaremos los 
Qp-juegos utilizando ciertos subespacios de f3(w), los cuales están definidos 
por los ordenes Rudin-Keisler y Rudin-Frolík. 

Cmnenzainos la primera sección definiendo el QP-juego. A partir de esto, 
enunciamos sus relaciones con el l'V-juego y el Q-juego, mostrando con al
gunos eje1nplos que todos los juegos en cuestión son diferentes. En la sección 
siguiente, nos interesamos en encontrar condiciones en los ultrafiltros para 
que el jugador I del Qp-juego tenga estrategia ganadora en ciertos subespa
cios de f3(w) definidos en términos del RF-orden y RK-orden (Teorema 2.2.1, 
2.2.2 y 2.2.3). En particular (en el Teorema 2.2.4), construhnos un espacio 
para cada ultrafiltro p E w•, al cual denotamos por O(p), que sirve para 
probar que el jugador I del Qq-juego solainente tiene estrategia ganadora en 
ciertos elementos q de T(p) (en el siguiente capítulo se hace una general
ización del espacio O(p)). Por otro lado, las condiciones en los ultrafiltros 
para pasar la estrategia ganadora de un Qp-juego a otro, están dadas medi
ante el Teoreina 2.2.4, el cual nos lleva a obtener el resultado 1nás importante, 
el Teorema 2.2.5. La aplicación de este Teorema en el Corolario 2.2. 7, junto 
con un resultado de [HST], da una caracterización en términos de juegos 
de los ultrafiltros en w que son Q-puntos. Finalizamos den~ostrando algu
nas propiedades del espacio O(p) y un resultado, que da una cota inferior 
temporal, para la cardinalidad de un Q-espacio contenido en f3(w). 

21 



22 CAPÍTULO 2. JUEGOS DEFINIDOS POR ULTRAFILTROS 

2.1 

Con el concepto de QP-juego, para p E w•, se definen nuevas categorías de 
espacios. La sección esta enfocada a comparar éstas con otras categorías de 
espacios. 

El Qp-juego, es definido de igual manera que el Q-juego o el 1'V-juego. 
Hay dos jugadores, I y I I, que van tomando turnos para jugar. El jugador I 
juega primero, escogiendo U0 E N(x), luego I I responde tomando un punto 
x 0 E U 0 ; después I elige U 1 E N(x), en seguida el jugador I I selecciona 
un punto x 1 E U 1 y así sucesivamente. Los jugadores juegan w-veces. El 
jugador I gana en el 9p(x, X)-juego, si p- limxn existe en el espacio X. De 
lo contrario, decimos que el jugador I I gana. 

Las definiciones de estrategia y estrategia ganadora para los jugadores 
I y I I en el Qp-juego, son definidas del la misma manera que las del Q
juego (véase 1.3.1, 1.3.2 y 1.3.3 ); sólo se reemplaza la condición de punto de 
acumulación por la de p-límite. 

Definición 2.1.1. Un espacio X es llamado 9-p-espacio si I t Qp(X). 

De las definiciones, se siguen. fácilmente·la.S siguientes.implicaciones: 
'":-, . .:''' --~, -·- -

ItW(X) => Jt:Q~(X){#; diQ(X) 
II t W(X) ·· <== · .. ITfQ,;(X);·'t~fn·:tQ(X) 

Veamos algunos ejemplos que·muestran'qiielos\'feC:Íp~óc6~de estas impli-
caciones no son ciertas. . ·· · .. . .i ·'·.\.~:. · .• '.~:i:.": · · 

' :{:.~-7,:-~ .0:1 -,': ·,: ~ ·-

Ejemplo (1). El espacio X= /3(w) muestra qu(l1,t:Qp(X).# I t W(X) 
para todo p E w•. Si X = w•, es fácil ver que I I t)·V(X) # 1It9p(X). 

Ejemplo (2). El espacio X = /3(w) \ PnK(P) muestra que I t Q(X) ~ 
I j 9p(X) (véase el Teorema 2.2.1). 

Ejemplo (3). Consideremos el espacio X = /3(w)\ Snp(p). Veamos que 
II t 9p(X) ~ II t Q(X). Probar que II t 9p(X) es fácil, ya que el jugador 
I I, solamente tiene que jugar de forma tal que la sucesión resultante del juego 
sea discreta en X, con esto tendremos que el p-límite de esta sucesión será 
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un elemento de SRF(P) y por lo tanto no esta en X. Ahora, veamos que 
I I + Q(f3(w) \ Snp(p)), de hecho, probaremos que I t Q(f3(w) \ SnF(P)), 
Afirmarnos que la estrategia del judador I en este caso, es forzar al jugador 
I I a tornar un sucesión f : w-+ f3(w) \ Snp(p) que sea un encaje. Aclaremos 
por que esta es una estrategia ganadora para el jugador I, es decir, veamos 
que f tiene punto de acumulación en X. Tornemos un ultrafiltro q en w 
que sea P-punto débil y q ~ Pnp(p), esto es posible ya que IPnF(P) 1 = e y 
por el Teoreina 1.2.26 existe un conjunto de cardinalidad 2< de ultrafiltros 
RK-inc0111parables P-puntos débiles. Además, tenernos por la Observación 
1.2.33, que q ~ Snp(p). Ahora bien, se tiene que f(q) ~ Snp(p), ya que de 
otra manera _se contradice el Teorema 1.2.32 (véase [CN, Teorema 16.16]). 
Por lo tanto f(q) es un punto en¿'( que esta en la cerradura de {f(n) : n < w}, 
con lo cual concluirnos que I tiene estrategia ganadora en el Q-juego en X. 

El Teorema 4.1.5, muestra también un espacio en el que no es cierta la 
implicación II t Qp(X) = II t Q(X). 

El siguiente diagrama muestra cómo se relacionan las categorías de los 
espacios definidos por estos juegos, con otros conceptos de topología general 
(para las implicaciones con el W-juego, vease (GN]). 

¿y es primero · 
numerable 

J 
ItW(X) ·~ 

r . 
¿y es estrictamente 

Fréchet 

1 
¿y es Fréchet 

1 
¿y es Secuencial 

1 
t(X) = w 

X es compacto 

1 
X es ¡rcoil1pacto 

J 
It Qp(X) 

l 
X es localmente 

compacto 

X es nümerablemente 
compacto 

1 
I t Q(X) 
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X es extremadamente,_ 
disconcexo r 
II t W(X) +----- II t Qp(X) 

- -'X- es P-esp_acio 

1 
~ IItQ(X) 

Otra relación que también sale de las definiciones es: 

X es estrictamente Fréchet ~ jI,!. W(X) 

2.2 

El enfoque de esta sección está encaminado en dos sentidos: la clasificación 
de los Qp-juegos usando las comparaciones de Jos ultrafiltros, definidas por 
los órdenes del capítulo anterior. El otro es el opuesto, es decir, buscamos 
comparar ultrafiltros usando los Qp-juegos. Para esto, tomamos espacios 
que muestran que si los ultrafiltros satisfacen alguna propiedad, entonces 
el jugador I (o I I) de cada uno de los juegos tiene estrategia ganadora y 
viceversa. 

Teorema 2.2.1. Sean p, q E w•, p # q. Entonces I t Qq(/3(w) \ PnK(P)) si y 
sólo si q ~RK p. 

Prueba: Pongamos X = f3(w) \ PnK(p). _ 
Necesidad: Fijemos x E X y sea a una estrategia ganadora para el jugador 

I en el Qq(x, X)-juego. Como w es denso en X, podemos: tómar una a
sucesión (kn)n<w contenida en w, tal que kn # km para·-n· < rn < w. Por 
hipótesis, r = q- lim kn E X. De aquí obtenemos que r ~RK p y r = q, por 
lo tanto q ~nK p. 

Suficiencia: Supongamos que q ~RK p y fijemos x en X. Como X es cero
dimensional, el jugador I puede forzar al jugador I I a escoger un subconjunto 
discreto {x,.: n < w} de jY. Para este conjunto tenemos dos casos: 

Caso (i): A = {n < w : x,. E w} E q. Sin perdidad de generalidad, 
podemos suponer que IAI = lw\AI = N 0 • Sea f : w --+ w una función inyectiva 
tal que f(n) = Xn para cada n E A. Es fácil ver que de Ja definición de p
límite se obtiene que q- limxn = q- limf(n) = f(q), y además f(q) = q. 
Con lo cual concluimos que f(q) E X = f3(w) \ PnK(p). 
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Caso (ii): -A.-= {n < w : Xn E w•j E .q. Nuevamente, sin perdida 
de generalidad IAI = lw \ Al = N 0 • Sea f : w -+ w• un encaje tal que 
f(n) = Xn para cada n E A. De la definición de p-lírnite, se obtiene que 
f(q) = q- limxn· Por lo tanto q SnF f(q). De esta última desigualdad y de 
nuestra hipótesis, se obtiene que f(q) Ex, . O 

También es fácil probar que II T gq(/3(~) \PnK(p)) ~ q SnK p. Con 
lo cual se concluye que I .!- 9q(/3(w) \ PRldP)) · ·<==> I I t 9q(/3(w) \ PRf,(p)). 

Cambiando el RK-orden por el RF~orden en 'el T~C>rerna anterior, obtene-
rnos un resultado análogo cuya demostración es muy similar. - . 

Teorema 2.2.2. Sean p, q E w_•, p =¡6 q; Entonces 

(1). It Q~(f3(w),\Pnj;.(p)j 'SÍ. y s6l0 si q ~RF p. 

(2). n t g~'(13(w) \;?J).(p)) ~¡;,~<solo ~i q SnF p . 
. · .·':-;-_.:·~. -'~···'!",:;;:, >:-,"{:'~,''. ·.s·.;-.\·. ·<,~.·\ .-~~·.:~- _>:. 

El resuÍt~dc; q\le si~u~ d8.,U:~8: v~rsión en términos de 9p-juegos acerca del 
hecho'.de que dosultrafiltros ·sean'RF.:cornparables. 

Teorema 2.2.3. Sean p, q E w•, p # q. Entonces se tiene que p y q son 
RF-cornparables .si y solo sí II t 9q(/3(w) \ SnF(p)) 

Prueba: Suficiencia: Si p y q son RF-incomparables, entonces SRF(P) n 
SnF(q) = 0 (por el Teorema 1.2.32). Por lo tanto, para cada encaje f : w -+ 
/3(w) \ SnF(p), se tiene que f(q) ~ Snp(p), luego f(q) E /3(w) \ SnF(p). Con 
esto tenemos que el jugador I tiene una estrategia ganadora en el 9q-juego, 
la cual es forzar .a que el jugador I I tome una sucesión discreta de puntos 

Necesidad: Ahora, supongamos que p y q son RF-cornparables. En el 
caso de que p -5.nF q, entonces la estrategia del jugador I I en el 9q-juego 
es escoger una sucesión de puntos (xn)n<w en X n w• que sea discreta, con 
esto se tiene que q <nF q- limxn = x y por transitividad, p <nF x, por lo 
tanto x '% /3(w) \ Snp(p). Ahora, supongamos que q <RF p. Entonces existe 
f : w --+ w• tal que f(q) =p. Afirmamos que A = {n < w : p SnF f(n)} ~ q. 
Ya que si A E q, entonces para un encaje g : w -+ T(p), se tiene que 
{n < w : g{n) -5.nF f(n)} E q. Por el Teorema 1.2.35.(5), esto implica que 
f¡(q) =5RF f(q) = p. Como p <nK p ® q ~ f¡(q), se tiene que p <nK p, lo 
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cual es imposible. Por lo tanto w.\.A. E q. Ahora, consideremos el siguiente 
conjunto B = {n < w : p <nF f(n) ® f(n)}. Tenernos dos casos. 

Caso (i): B E q. Usando que w \A E q y el Teorema 1.2.32, tenemos 
que el conjunto {n < w :f(n) ~RF p} E q. En este caso, la estrategia de I I 
en el 9q-juego es tomar una sucesión de puntos (xn)n<w discreta, contenida 
en T(p). Luego para g: ':'-+ T(p) definida corno g(n) = Xn, se tiene por el 
Teorema 1.2.35.(5), que f(q) ~RF g(q). Es decir g(q) l¡t {3(w) \ Snp(p). 

Caso (ii): B i¡t q. De esto, obtenernos que para cada n E w \ B, f(n) ® 
f(n) i¡t Snp(p). En este caso, la estrategia del jugador I I es tornar en el 
n-esimo paso, g(n) E T(f(n) ® f(n)), si n E w \ B y un punto arbirtrario 
cuando n E B. Con esto, se tiene que {n < w : f(n) <nF g(n)} E q, lo cual 
implica que j(q) <nF g(q). Por lo tanto [¡(q) l¡t Snp(p). O 

El Teorema que a continuación enunciamos, lo utilizaremos en resultados 
posteriores. Una primera aplicación es en el Teorema 2.2.5 el cual ayuda a 
dar una caracterización por medio de nuestros juegos de los,ultrafiltros que 
son Q-punto. · · 

<0,'' 

Teorema 2.2.4. Para cada p E w•, existe un ~sp~~it/!:&úd.i;}~~-cÍ;.;t Qp(X) y 
que I .!. 9q(X), para cada q E T(p) \ R(p). De /Íeqlu:i.~II/I.t/9q(X.) para todo 
qET(p)\R(p).. . . .. ·····.::,··;·e•>,.:•;· · · · .. ;'.. ::}~é!: .~:'.-: ~,~ .. ,~: " 

, .. . • ··~:. ~·.''(, . ,.- »·-.· . '.~ .. :e:' " . -. , 
Prueba: El· espacio será construido. mediante. inducción~.transfinita. Para 

E~::1~1- -:a!(~)~ ~~fiº~~j=l~~~Ie,}:~~~;~:~É1~¡~~~~~,f~::}f~i=< :;, 
X,,= {f(p): f: w -+X~ es u~' encaje y·fJÁ./e~ est~ictamente creciente}. 

Veamos que O(p) = U,,<wi X,, es el espacio. requerido, cuya topología es 
la de subespacio de f3(w). La estrategia del.jugador I en el 9p-juego, será 
forzar al jugador II a tomar un subconjunto discreto {xn: n < w} de O(p), 
de tal manera que la subsucesión {xn : Xn E w, n < w} sea estrictamente 
creciente. Por construcción, el p-límite de la sucesión (xn)n<w esta en O(p). 
Esta estrategia de I es factible ya que f3(w) es un espacio cero-dimensional 
y O(p) es un subespacio. Por lo tanto, I t 9p(O(p)). Sea q E T(p) \ R(p). 
Definiremos una estrategia ganadora para el jugador I I en el 9q-juego. Corno 
w es denso en O(p), el jugador I I puede jugar en cada partido un sucesión 
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estrictamente creciente (xn)n<w contenida en w. Definimos f : w -+ w corno 
f(n) = Xn para cada n < w, y r = f (q) = q- lim :Z:n· Supongamos que 
r E n(p), entonces existe una función inyectiva g : w -+ w y A E p tal que 9IA 
es estrictamente creciente y [¡(p) = r = f(q). Como q E T(p), entonces existe 
e E Per(w) tal que e(p) = q. Con lo cual se tiene que f(e(p)) = g(p); pero 
por el Teorema 1.2.35(1), B = {n E A : f(e(n)) = g(n)} E p. Sean m, n E B 
con n < m. Como 9IA es estrictamente creciente, se tiene g(n) < g(m.) y 
por consiguiente f(e(n)) < f(e(m)). Por otro lado, como f es estrictamente 
creciente, e(n) < e(m). Esto significa que eln es estrictamente creciente, 
lo cual lleva a una una contradicción. Por lo tanto, r ~ n(p) y entonces 
I _¡. Qq(n(p)). D 

El siguiente resultado muestra las condiciones en los ultrafiltros p y q, 
para que se pueda trasladar la estrategia ganadora del jugador I en el Qp
juego al jugador I del Qq-juego. Para llevar acabo la demostración, definirnos 
la concatenación de sucesiones finita5de puntos. 

Sean s 1 : n -+ X y s 2 : 7n -+ X dos. sucesiones finitas de puntos 
en un espacio Jy (n, m. E w), la concatenación de .. s 1 y· s 2 es la .función 
s 1 ~ s 2 : n + 7n ·-+ Jy definida corno 

si k < n, 
si k .= n + l y k < n + m. 

Teorema 2~2,5. ·Para cada p E w•, se tiene que los· siguientes enunciados 
son equivalentes. : 

(1). q E R(p). 

(2). Para todo espacio X, I t Qp(X) si y solo si I t Qq(X). 

Prueba: (1) => (2). Por el hecho de que q E R(p) si y solo sí p E R(q), 
es suficiente probar que si I t 9p(X), entonces I t Qq(JY). Por hipótesis, 
existe f E Per(w) y A E p tal que flA es estrictamente creciente y f (p) = q. 
Enun1eremos A en orden creciente {an : n < w} y sea bn = f(an) para cada 
n E w. Fijemos :z: E X y tornemos una estrategia ganadora a= {an : n < w} 
para el jugador I del Qp(x, X)-juego. Definiremos una estrategia ganadora 
r = { Tn : n < w} para el jugador I del 9q(x, X)-juego. La idea para definir la 
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estrategia de este jugador es la siguiente: Mentalmente él jugará también otro 
juego en el tablero del Qp(x, X)-juego usando la estrategia a. Después de un 
movimiento del jugador I I del Qq(x, X)-juego, el jugador I "trasladara" este, 
a un movimiento del jugador I I del Qp(x, X)-juego, responde a este usando 
a y luego regresa al tablero del Qq(x, .\'.")-juego trasladando esta respuesta a 
un movimiento que contesta la jugada anterior del jugador I I. Para escribir 
de manera precisa esto, definirnos xCi) = 0 si i = O, y xCil ~ si i > O, 

i 
además sea h; =a; - a;- 1 - 1, para cada i E w \{O}. 

Definimos Tn : xn ~ N(x) corno: 
_ { .\'." si n E w \ B. 

rn(xo, X¡, ... , Xn) - ~ (xCao-ll~x ~x(hil~x ~ ~xC"•-1>~x ~xC"•>) 
""'ªi bo bi ••· b¡-1 
sin= b;. 

Ahora; veamos que r. = { Tn : n < w} es una estrategia ganadora para 
I en el Qq(x, x:)-júego. Sea· (y,:,;)n<w una r-'sucesión en X. Consideremos la 
sucesión defini<;Ia aé la siguiente rnan~ra: .. .·· •.•.... 

:~ '.x. :·~.: .... {: ....•.. Yxb, si -'ii E 8\_,¡}'< "> " .<. > . 

. , • i;¡i: .~'~ªi'?.J>.ll.~~·algun;~~{.·.E·w. 

Afir~arnos qiie (:Vn)~<.;, es upa ;;.-:suC:esÍóri~en X. "Si n E w \A, entonces 
: , . 

. ~~.>=.···~·' ~ ·u~(~o_, ~~'~·~ .. ,'Xn_·{), 

y si n = aj para alguna j ·< w, entonces 
Xn=XaJ.:=YbJ ETbj(Yo1Yl1···1YbJ-1)= .··. ......... .. .· 

· ªªJ (xCao-l)~Ybo ~xChi)~Yb 1 ,_···~xC";-d~Yb;-1~xC";>), 

Esto muestra que (xn)n<w es una a-sucesión. ·Por hipótesis, existe y E X 
tal que y= p-limxn. Veamos que y= q-limyn'. Sea.V.e N(y), entonces 
{n < w: Xn E V} E p. Lo cual implica que A n {n .:<.C.:.:,: Xn E V} = {an : 
Xan E V} E p. Por lo tanto J[{an : Xan E V}] = {b;,· .: Xbn E V"} E q. De 
donde se sigue que {n < w: Yn E V} E q, para·cualquier v: E N(y), es decir 
Y= q-limYn· 

(2) => (1). Si q <t PnK(P), entonces por el Teorema 2.2.1 se tiene que 
I t Qq([3(w) \ PnK(P)). Por lo tanto I t Qp([3(w)•\ PnK(p)), pero esto es 
imposible (ya que contradice el Teorema 2.2.1). Así que q '5nK p. Por un 
razonamiento análogo, también se prueba que p '5RK q. Por consiguiente 
p = q. Si q <t R(p), entonces por el Teorema 2.2.4, existiría un espacio.\'." tal 
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que It Qp(X)-_tal.que_I .J.. Qq(X), lo cual es una contradicción. :Por lo tanto 
qER~. O - . 

Con este Teoremá y el i~~a: que l'l' ·con.tinua'.Ción anunciamos, daremos 
una caracterización de los Últrafiltros que son Q..:i:mrifos·en: té~ITiinos de los 
Qp'-juegos:: · '· -.:• · ·' .::-~ -~oc··· _, .. _ ,, 

··.::._.,, ,:.'.: .. :::." i-:'.;~~:/'~·;~ J ···~ ·-

;; --·--··,f' --; ':- -,_· ';:. '.~,· ~' - - - -. '~ - ; 

Lema_ 2~2.6; ((HST)):. Sea p-E .. w~. Entoncesp''e_;~;¡:,,::Q:i.punto si y.solo sí 
para toda f E wW ji:riita a uno, existe•A''e p:tal 'que'.flÁ•és'estrictámente 
creciente. · .;-, ' - .- · - -_ · · -:·· · .. , -,,__ · .· •· :_ · 

.. .-- .. ·, 

Corolario 2.2. 7 ~ Sea p E w*. Entonces l~s iigui~ntes e;iunciados son equiv-
alentes: -

(1). ]J es un Q-punto. 

(2). Para todo espacio X, si I t Qp(X), ento'T!'ces_I t_ 9q(X), para todo 
q E T(p). . " - , . -· ~ 

Prueba: (1) => (2). Por el Lema 2.2,6, T(p),;;;;:n(p);'Alaplicar elTeorema 
2.2.5, hallamos que si I t Qp(X), entoiices:'I{gq(_y); para todo q E T(p). _ 

(2) => (1). Por el Teorema 2.2:5;T(p)'~R(p)/'.Luego pé>r el Lema 2.2.6, 
se concluye que pes un Q-putif~.:' ,· ,_, .. , · ·-:--::- .. _\). -,.-,:; · - D 

-·_.;"~_,_:-.: '' "-·'" ,~ " .. ~~ ~.:/~. ~;_:X":.'.·~,._-: -::·, ~: , __ , 
Los siguientes resultados, describen álgunas pro-piedll.clesdel•espacio f'l(p), 

las cuales son muy parecidas a las del espacio' /3p(w) (véase [G;.Fl) y (G-F2)). 

Lema 2.2.8. Sean p, q E w*. Si q E f'l(p), entonces R(q) C f'l(p). 

Prueba: Sea q E f'l(p). Como f'l(p) = Uv<wi X.,, entonces existe v < w 1 

tal que q E X.,. Si v = 1, entonces q E R(p), por lo tanto R(q) C f'l(p). 
Supongamos que para todas E X 1, conµ < v, R(s) e n(p). Por definición 
es suficiente analizar el caso en que v = µ+l. Sea g : w ~ Xµ un encaje 
tal que f¡(p) = q con 9IA

9 
es estrictamente creciente y tomemos r E R(q). 

Por la definición de R(q), existen h E Per(w) y A E q tales que h(q) = r y 
hlA es estrictamente creciente. Por lo tanto, r = h(f¡(p)). Tenemos que la 
función h o g: w ~ /3(w) es un encaje. Para probar que r E f'l(p), nos falta 
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ver que iioolAr.. es estrictamente creciente y que~'iiog[w] C O(p). Como hes 
una perrnutació'h, hallarnos que A¡,09 = A 9 • SiA;,;,

9 
~ p, entonces podernos 

modificar ii o g de tal forma que A¡,09 = 0. Sllpongarnos que A¡,09 E p. Ya 
que E = {n < w : g(n) E A} E p, B n Af.~9 E p. Si n, m E B n A¡,

0 
, 

entonces g(m), g(n) E A. Además, si n < m, entonces h(g(n)) < h(g(m)5. 
Por lo tanto, ii o glnnAr,.

9 
es estrictamente creciente. Podemos modificar 

¡,o g, de forma tal que A¡,09 = B n A¡,09 • Con esto asegurarnos que la función 
ii o g se estrictamente creciente en A¡,09 • Solo resta demostrar que la imagen 
de ii o g esta contenida en O(p). Para esto, es suficiente con probar que 
{n < w : li(g(n)) E O(p)} E p. Como B E p, entonces para cada n E B, 
A E g(n). Así que ii(g(n)) E R(g(n)) pues hl.A es estrictamente creciente. 
Por la hipótesis inductiva, se tiene que R(g(n)) e O(p), luego li(g(n)) E O(p), 
para cada n E B. Se concluye que el conjunto {n < w : ii(g(n)) E O(p)} es 
un elemento de p ya que contiene a B. O 

Teorema 2.2.9. Sean p, q E w•. Entonces, I t 9q(O(p)) si y solo sí q E O(p). 

Prueba: Necesidad: Sea a una estrategia ganadora del jugador I en el Qq
juego. Corno w es denso en O(p), entonces es posible encontrar una a-sucesión 
f E w?w. Luego, por hipótesis tenernos que f(q) E f2(p). Ya que q E R(f(q)), 
se sigue del Lema anterior que q E O(p). 

Suficiencia: La estrategia a del jugador I en el 9q-juego es obligar a que el 
jugador I I tome puntos de tal manera que la sucesión resultante f : w-+ O(p) 
sea un encaje y fl,i 1 es estrictamente creciente. Sea q E O(p). Si q E ¿Yi. 
entonces la conclusión se sigue del Teorema 2.2.5. Supongamos que q E JY,, 
y que para todas E X., con v < µ, I gana con esta estrategia en el 9 6 -juego. 
Si µ es un ordinal límite, no tenernos nada que probar. Supongamos que 
µ = v + 1 y q E .-Yµ\ X.,. De esto, se tiene que existe un encaje g: w-+ X,, 
tal que q = [¡(p) y gj,i

9 
es estrictamente creciente. Sea f la sucesión resultante 

(de acuerdo a la estrategia a) al jugar el Qq-juego en un punto fijo de f2(p). 
Consideremos la siguiente composición Jo g : w -+ f3(w). Es claro que Jo g 
es un encaje, y además A ¡ 09 s;;;; A 9 • Por lo tanto, si m, n E A ¡ 09 y m < n, 
entonces g{m) < g(n), luego f(g(m)) = J(g(m)) < f(g(n)) = f(g(n)). Por 
lo tanto, f o YIAJ•g es estrictamente creciente. Para concluir que f(q) = 

f(g(p)) E O(p), solo basta con probar que {n < w : f(g(n)) E f2(p)} E p. 
Ahora bien, si A E q, entonces B = {n < w : A E g(n)} E p pero corno 
además g(n) E X., y f es una u-sucesión entonces por hipótesis inductiva, 
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f(g(n)) E O(p) para cada n E B. 

._ :_."--

Corolarioj2;2.10':, Para p, q E w•, son equivalentes: 

(a). q E ~(P)'. 
(b). O(q) cn(p). 

(c). I t 9q(O(p)). 
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D 

El Teorema que sigue da una cota inferior para la cardinalidad de un 
9-espacio no discreto contenido en f3(w). Cabe mencionar, que en último 
capítulo, utilizando técnicas diferentes mejoraremos este resultado. Recorde
mos unas definiciones. 

Una familia :F e [w]w, se dice que tiene la propiedad de la intersección 
finita fuerte, si cada subfamilia finita tiene intersección infinita. Un conjunto 
infinito A es llamado una pseudointersección de :F, si A e;;;;• F para todo 
FE :F. 

p = min{IPI : P e [w]w tiene la propiedad de la intersección finit_a fuerte 
y ningun X E [w]w es pseudointersección de P } 

Teorema 2.2.11. Si w e X e f3(w) es un espacio 'no' discreto tal que 
I t 9(X), entonces IXI 2:: p. 

Prueba: Supongamos que"'= IXI <p. Sean {p0 : °' < K-} una enumeración 
de .Y y p E X. Para cada °' < K., tomemos A 0 E p con A 0 <t p 0 • Por hipótesis 
existe una estrategia ganadora a = {an : n < w} para el jugador I en el 
9p(p,.Y)-juego. Se tiene que l{an((Xo,Xi, ... ,x,.)): (xo,x1, ... xn) E ,yn+1,n < 
w}I < p, por lo tanto existe A E [w]w tal que A~· an((x0 ,x1 , ••• ,x,.))nw para 
cada (x0 , x 1, ... , x,,) E .yn+l y n E w. Además A e;;;;• A 0 , para cada°' < K.. 

Podemos suponer sin perdida de generalidad que A it p. Consideremos una 
sucesión (an)n<w• tal que an+l E an( (ao, a1, ... , an)) n A para cada n < w. 
Claramente ésta es una a-sucesión y además {an : n < w} e;;;;• A 0 para todo 
°' < ,.,,, por lo tanto no tiene puntos de acumulación en X, lo cual contradice 
que I t 9(X). Por lo tanto, IXI 2:: p. D 
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Capít u.lo 3 

Productos y ju.egos topológicos 

En esta parte, estudiare1nos los 9-juegos y los 9p-juegos en los espacios pro
ducto, dando condiciones necesarias (y/o suficientes) en los elementos de una 
familia de espacios, para que en el espacio producto de la familia, el jugador 
I o I I tenga estrategia ganadora en el juego en cuestión. 

En la pritnera sección, trabajarnos con los productos infinitos de espacios. 
Los primeros resultados muestran las condiciones necesarias para que en el 
producto de una familia de w 1 espacios el jugador I pueda tener estrategia 
ganadora en el 9-juego o el 9p-juego (Teorema 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3). Después 
usando un resultado de Ginsburg y Saks ([GS]), darnos varias equivalencias 
al hecho de que el jugador I tenga estrategia ganadora en el 9-juego (o el 9v
juego) en potencias infinitas de un espacio fijo (Corolario 3.1.4 y Corolario 
3.1.5). La sección la concluimos con un ejemplo que muestra que no es 
condición suficiente la conclusión del Teoren1a 3.1.1. 

La sección que sigue, trata sobre productos finitos de espacios. Esta 
sección puede visualizarse en tres partes. En la primera (Ejemplo 3.2.2, 
Len1a 3.2.5 y Teoren1a 3.2.7), se construyen espacios nurnerablernente com
pactos cuyos productos no son 9-espacio. En la segunda parte (Corolario 
3.2.8, Teorema 3.2.9, Teorema 3.2.10 y el ejemplo 3.2.11), las hipótesis de 
los resultados son delimitadas por los 9p-juegos, aquí se muestran espacios 
.Y y Y en los cuales I t 9v(•Y) y I t 9q(Y), pero que no siempre es posible 
I t 9(.Y x Y"), esto depende mucho de corno estén relacionados los ultrafiltros 
p y q. Los resultados de la tercera parte, muestran las condiciones necesarias 
para que I t 9(-Y x Y) donde ,y y Y son subespacios específicos de (3(w). 

33 
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3.1 Productos infinitos y juegos 

Si {¿Y; i E J} es una familia de espacios y X = Il;eJ X;, una base para la 
topología Tychonoff en X, esta formada por todos los conjuntos de la forma 
nieF(i, V;], donde FE (J]<"', V; es un subconjunto abierto de X; y 

[j, V]= {x E IIX;: x(j) E V}. 
iEJ 

Teorema 3.1.1. Si {X,, : /' < wi} es una farnilia de espacios tal que I l" 
Q(Il,.«wi Xµ), entonces existe A E [wt]S"' tal que ¿Y,. es nurnerablernente 
cornpacto para todo µ E w 1 \ A. 

Prueba: Supongamos que existe un conjunto A E (wi]"'• tal que ..-Y,. no es 
numerablemente compacto, para cada µ E A. Entonces para cada µ E A, 
existe un subconjunto numerable, cerrado y discreto {Ylt : n < w} de X,.. 
Fijemos x E ¿y. Vearn9s que el jugador I I tiene una estrategia ganadora en el 
Q(x, ¿Y)-juego. El jugador I empieza jugando un abierto Vi1 = n,,eFo [µ, l·V,?], 
donde Fo E [wi]<w y IV1? E N(x(µ)), para cada /J, E F 0 • El jugador I I 
responde tomando x 0 E X definida de la siguiente manera 

Ahora, el jugador I escoge Vi 
N(x(µ)), para cada µ E F 1 • 

x 1 E X definido como 

si µ E (w1 \A) U Fo, 
si µE A\ F 0 • 

n,.eF1 [µ, W,!], donde F1 E [wt]<w y H',! E 
El jugador I I responde tornando el punto 

X¡(µ) { 
x(µ) 

ylf 
si µE_ (w1 \A) U F1, 
si µE A\ Fi. 

y así sucesivamente. Claramente, Xn E Vn = n,.eFn(µ, w;J, para cada n < w. 
Ya que el conjunto Un<w Fn es numerable, entonces existe v E A\ (Un<w Fn)· 
Pero entonces, el conjunto {xn(v) : n < w} = {y!; : n < w} no tiene punto 
de acumulación en X.,. Esto implica que el conjunto {xn: n < w} no puede 
tener punto de adherencia en X, lo cual es una contradición. Por lo tanto, 
A tiene que ser numerable. D 
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Corolario 3.1.2.'" Si' I; -t" g (X...;•),-• entonces• xw1 •• es nurnerablemente corn-
pacto. _, '. 

Prueba: E~:i;.rii;.'~¡'.;;Úé:a6ión dlr~~t!idel Tecíremá: anterior al espacio (Xw• )w•, 
que es hoíneornorfci'a,X~{. . '· ---~ •' o 

La prue~=-;~¡:-~~~~~~~~~1b~~~~e~-ariá_l?gá···á-1a·_·~~ueb:.;4:el~~~o~:~~~-3; 1.1-

Teorema 3;1.3.;Sea p E w* y {Xµ:µ< ú.11} es-un·co;,,j-u-;ib.deespacios tal 
que I t- gv<IIµ<w; Xµ), entonces existe A E [Wi]~w::tal:;d7fé_:x;2~_es p:conipacto 
para cada µ E w 1 \ A. - · 

Sabernos que la p-cornpacidad, para p E w•, _caracteriza los espacios nu
rnerablernente compactos cuyas potencias sori nurnerablernente compactas 
(este es un resultado de .J. Ginsburg y V. Saks [GS]). Esta caracterización y 
el Teorema 3.1.3 implican lo siguiente: 

Corolario 3.1.4. Para cada espacio X, se tiene que los siguientes enuncia
dos son equivalentes: 

(1). I t g(X"'), para todo cardinal K.. 

(3). Todas las potencias de X son numerablemente cornpactas. 

(4). X es p-compacto, para algún p E w•. 

Prueba: (1) = (2) es obvio. (3) ~ (4) es el resultado de J. Ginsburg y 
V. Saks. (4) = (1) se siguen del hecho de que la p-compacidad es cerrada 
bajo productos arbitrarios. Así que solo resta probar que (2) = (3). Sea 
y· = (...-Y2 c )w1 • Este espacio es homeomorfo a X 2 c. Por lo tanto se tiene que 
I t g(Y). Luego, por el Corolario 3.1.2, X 2 c es nurncrablernente compacto. 
Aplicando una vez mas el resultado de J. Ginsburg y V. Saks, concluimos 
que todas las potencias de X son numerablemcnte compactas. O 
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Corolario 3.1.5 .. ,Sea p E w~ y X. un espacio. Entonces .son equivalentes los 
siguientes enunciádos .. ··· 

,· _.;·,-·, .,, . •·", 

(1). I IQv(X'°);:;pá.ra;t~do .cardinal"-·• 

(2). I¡ Qp(XW• 

(3). X es p-compacto:: 

-· ',._ 

En (Gru], G. Grue~hage~ demostró. que el· producto numerable· de l-V
espacios es un T-V -espacio:• Esto tambié.n ·es. valide) para l?s ~gP:::es~áCios. 

Teorema 3.1.6. Sean p E~* y {X,: i <<w}•u,ri~JarnUid de esp,acios. Si 
I t gv(X,), para toda i.< w, entonces I t Qv(n,::.:,~,);' •. 
Prueba: Sea {X; : i < w} una familia que c~~plé las condiciones del 
Teorema. Pongamos X = Ili<w X, y fijemos x E :x·. Tenemos que, para 
cada i < w, existe una estrategia ganadora,,,.• = {r~ ·: xr+1 --+ N(x(i)) : 
n < w}, para el jugador I en el Qp(x(i),X;)-juego. Para cada n < w y 
(yo, ... , Yn) E xn+ 1 , definirnos an : xn+i --+ N(x) como an(Yo, ... , Yn) = 
ni:5n(i, r~(Yo(i), ... , Yn(i))]. Veamos que el conjunto a= {an : n < w} es una 
estrategia ganadora para I en el Qp(x, X)-juego. Tornemos una a-sucesión 
(Yn)n<w· Por definición, tenemos que Yn+l E u(yo, ... , Yn), para cada n < w, 
Y por lo tanto Yn+1(i) E r~(y0 (i), ... ,yn(i)), para cada i,n < w. Es decir, 
(Yn(i))n<w es una -r'-sucesión, para cada i < w. Por hipótesis, para cada· 
i < w, existe y(i) = p-limyn(i). Por lo tanto, tenernos que y= p-limYn· 
Con lo cual concluimos que I 1 Qp(X). D 

No es posible extender este teorema a potencias más grandes sin; condi
ciones extras. En efecto, considérese el espacio X = ,B(w)\ {p}, donde p E w•; 
este es un espacio tal que I t Qp(Xw), pero I .¡. Qp(Xw• ). Esto también·.mues
tra que no es equivalente que I tenga estrategia ganadora en el Qp-juego en 
todo punto del espacio, a que el espacio sea p-compacto. 

•Concluimos la sección con un ejemplo, el cual muestra que no es .posible 
el recíproco.del Teorema 3.1.1 
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Ejemplo-3.1.7. Existe una familia de espacios {X., : a.< wi} tal que X 0 

es numerablemente compacto para toda a < w1, Icj Q(Tio<tl X 0 )para toda 
/3 < W¡, pero II t Q(Tio<wi Xo)· 

Prueba: Consideremos una familia {p0 : a < w 1 } de ultrafiltros ·en'_ w que 
sean RK-incomparables dos a dos (véase el -Teorema_ L2.26);- Para cada 
a < Wi, definimos 

X 0 = O({pp: /3 2:; a}) 

de manera análoga al espacio construido en el Teorema 2.2.4, agregando;en 
cada paso de la construcción, el pp-límite de los encajes, donde_f3_-,;::; a'; Es 
fácil ver que ¿Y0 es un espacio numerablemente compacto, para é:ad·a a< w 1 • 

Afirmación 1: no<wi Xa = w. __ 
Esto se obtiene del hecho de que si x E Cno<wi Xo) \ w, entoncesx seda 

un RF-sucesor de algunos ultrafiltros de la familia {p0 : a < w1}, pero por 
el Teorema 1.2.32, esto implicaría que hay ultrafiltros RF-comparables en 
esta familia, lo cual es imposible. De hecho, se obtiene con un razonamiento 
análogo que para todo /3 < W¡, ntl<o<w1 Xo = w. 

Afirmación 2: Para cada n E w, sea Cn E TI0 «.,
1 

Xo, tal que Cn(a) = n 
para todo a < w 1 • El conjunto {Cn : n < w} es cerrado y discreto_ en 
flo<w1~Ya• -

Fácilmente se deduce que es discreto. Veamos que es cerrado. Supong
amos que existe y E Tio<wi X 0 que es punto de acumulación. Esto implica 
que 

{{n: Cn EV} : V E N(y)} 

es un filtro, por lo tanto existe q E w• tal que 

q- limc,. =Y- -

pero como c,.(a)· es la constante n, entonces y(a) = q para todo a < w 1 , lo 
cual es imposible por la afirmación l. 

Afirmación 3: Para todo '°Y< Wi, I j Q(Ilo<-r Xa)· 
De hecho probaremos que I t Qp.,_(Tio<-r X 0 ). Nótese que p'Y E {pp : /3 ;::; 

a} para toda a < -y. Por lo tanto eLp'Y-límite de cualquier encaje en X 0 es 
un elemento de ¿Y0 • Con lo cual se sigue que I t Qp.,. (X0 ), para todo a < -y. 
Al aplicar el Teorema 3.1.6 obtenemos que I t Qp.,. CTia<'Y Xo)· -

Afirmación 4: II t Q(flo<wi X.,). 
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Sea x E Tia<w Xa y supongamos que la jugada n-ésima el jugador I juega 
Vn = naeFn[a, VaÍ, donde Fn E [w1]<w, y,,V.,:;E N(x(a)) para cada°' E F. La 
estrategia del jugador I I es tomar Xn. E TI;,;<.;,~ Xa ·definida de la siguiente 
manera 

Xn(µ) 
si °'E Fn, 
si µE W¡ \ <Um::;n Fm). 

Por la Afirmación 1, se tiene que para /3 = sup(LJn<w Fn), el conjunto 
{xnl[t1,wi) = n : n < w} no tienen puntos de acumulación, por lo tanto el 
conjunto {xn : n < w} es cerrado y discreto. O 

3.2 Productos finitos y juegos 

He1nos visto en el Teoreina 3.1.6 que si el jugador I tiene estrategia ganadora 
en el Qp-juego en los elen1entos de una familia numerable de espacios, entonces 
éste también tiene estrategia ganadora en el Qp-juego del espacio producto. 
Aquí veremos que esta afirmación no es cierta en los Q-juegos aún en el caso 
de dos espacios. 

Es fácil probar que el producto de un espacio compacto y un numera
blemente compacto es numerablctnente compacto. Sin embargo, J. Nov~ík 
[1953] y H. Terasaka [1952], mostraron que ésto no es cierto si los espacios 
son numerablemente compactos (véase [Va, Lema 3.1]). Los siguientes resul
tados generalizan el ejemplo de Novák y Terasaka ya que rnuestran espacios 
numerablemente compactos cuyo producto no es un Q-espacio (de hecho el 
jugador I I tiene estrategia ganadora en el Q-juego). 

Lema 3.2.1. Existe un farnilia {Xµ:µ< wi} de subconjuntos de w* y una 
familia {Pµ : µ < w1} de puntos en w* tal que: 

(1). Pµ y p,, son ultrafiltros RK~incomparables para distintosµ, v < w 1 • 

(2). Xµ==:, {f(Pµ) :f: w ~. Uv<µX,, es un encaje} s;;; SnF(Pµ), para cada 
o.:'5:1!-:<{..·~.i .. '<'· ,. · · 

(3). ¡x~¡;';;,~']/~'d:;.a ~dd_a.µ <w1'. 

(4). ~Yµn X,, = 0, paraµ< v < w 1 • 
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Prueba: Por el Teorema 1.2.26, sabemos que existe un conjunto W de cardi
nalidad 2< contenido en w• formado por P-puntos débiles y RK-incomparables 
dos a dos. Además, por el Teorema 1.2.32 tenemos que SnF(s) n SnF(t) = 0 
para distintos s, t El-V. Sea Po E lV y X 0 = T(p0 ). Ahora, supongamos que, 
para cada µ < (} < w 1 , p 1, y Xµ han sido definidos de forma tal que cumplen 
las condiciones (1)-(4). Sea p 0 es un elemento de l-V \ {Pµ : µ < O}. Por la 
condición (2) y la observación anterior, obtenemos que SnF(Po)n(LJµ<O X¡,) = 
0 y además del inciso (3), obtenemos que 1 uµ<O Jx-,,1 :5 c. Así que el con
junto J\'.°0 = {j(p0 ) : f : w-+ U,i<o X 1, es un encaje} satisface las condiciones 
(2), (3) y (4). Con lo cual concluimos que existe la familia de subconjuntos 
buscados. D 

Z. Frolík demostró que para cada n > O existe un espacio X tal que X". es 
numerablemente compacto, pero que xn+l no lo es (véase [Fro]) .. Siguiendo 
la idea de Frolík desmotramos el siguien_te resultado para el Q-juego. 

Ejemplo 3.2.2. Para cada l. $ n <: c..J; existe un espacio X tal. q?~e xn es 
numerablemente compacto y xn+i·' no es un Q-espacio. 

Prueba: Sea {X1, : µ < w 1 } y {p1, : µ < w 1 } conjuntos que satisfacen las 
condiciones del Lema 3.2.1. Para 0 # I e;;; w1, definimos Xr = w U (LJ,,er Xµ)
Usaremos el siguiente resultado, el cual es el Teorema D de [Fro]: 

(*) Sea {In : n < w} e;;; 'P(w 1 ) una familia de conjuntos no vacíos. Si 
nn<w In no es acotado en W¡, entonces Tin<w X1n es numerablemente com
pacto. Si nn<w In= 0, entonces fln<w X1n no es numerablemente compacto. 

Fijemos n E w \{O}. Para k :5 n, sea h = {µ < w 1 : µ ;¡;é k mod(n + l)}. 
Consideremos la suma topológica Jy = <:!i>ks,nXh. Ya que ni<i<n Ik; no es 
acotado en Wi, por(*), J\'.°1k, x ... x X 1kn es numerablemente compacto, para 
cada ki, ... , k,. E n +l. Esto prueba que¿\'.°"= uk,, ... knEn+l Xi., X ••• X X1kn 
es 11111nerablemente cornpacto. Para probar que Jx-n+l no es un Q-espacio, 
es suficiente probar que I ..!. Q(J\'.°¡0 x X1 1 x ... x X1n). Para cada k :5 n, 
fije1nos un punto no aislado Xk E J\'.°1,.. Probaremos que el jugador I no tiene 
estrategia ganadora en el Q((x0 , ••• , Xn), J\'.°¡0 x Xr1 x ... x X 1n)-juego. Sea 
a= {am: (J\'.°¡0 x J\'.°¡1 x ... x X1n)m-+ N((xo, ... , Xn)) : m < w} una estrategia 
pa1·a el jugador I. No es difícil probar que, para cada k :5 n, el jugador I I 
puede escoger Ík E w?w tal que 

U1(m + 1), ... , f,.(m + 1)) E <7m((J1(0), ... , fn(O)), ... , (f1(rn), ... , fn(rn))), 
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para-cada rn-<- w y.para.cada':k·:5~n .. Supongamos que existe r E w• tal 
que fk(r) E X1~; para·-toda k S n. · Entonces para cada k :5 n, fk(r) E 

Xµk, para álgúncµ,;, E -I~> Por definiéión, Pµk :5nF fk(r) :::::: r, para cada 
k :5 n. El-Teorema:·-1.2;32 implica que Pµo = Pµ 1 = ... = Pµn y por lo tanto 
µ 0 = ·-µ1- =· ... ·== µn e· nk<::nik = 0,-- que es una contradicción. Por lo tanto, 
el conjunto'{(f1 (rn), ... ,f;:(rn)): rn < w} no tiene punto de acumulación en 
X 10 x· :,yli x ;;; x X 1n. Con lo que concluirnos que xn+l no es un Q-espacio. O 

El siguiente ejemplo que veremos muestra dos espacios en los que el ju
gador I tiene estrategia ganadora en el· 9~-:-juego y el Q-juego, pero no tiene 
estrategia ganadora en el producto de estos dos espacios en el Q-juego. Antes 
veremos algunos Lemas que se usarán constantemente. 

Lema 3.2.3. Sean p, q E w• y sean-f; g : w 4: u¡ Júnciones inyectivas. Si 
p :j: q, entonces (p, q) no es punto dé''acüm.uládón de {(J(ri); g(n)); n < w} 
en (3(w) x (3(w). - ;j ~- '.;,y_', - ;;: :' __ _ __ 

Prueba: Supongamos lo contrario. Eni"onc~~-e~ii5fe>r_óe·w,:tal'quep';,;,f(r)·y 
q = g(r). Por el Teorema 1.2.18.(4), se tieií'e q\ie':_p•R:::;~y~•q;,;;;,t;,:,:•!Por'Iótanto 
p :::::: q, lo cual es imposible. ,:, , . ::;;;_ ' _: .·. O 

._i_., __ :_·~-- •,- ,. . . ' - . . _., .. · ~ 
··~'. ·._".-;·:· ·.-: ;:,;";:;''.:,:··.)' 

Lema 3.2.4. Sea w ~ X, Y e f3(w) dos espáci'Os Tl:o\disbret<Js.: Si T(X) n 
T(Y) = w. Entonces II t Q((x, y),XxY)1•para:todo (x,y)É XxYnw•xw•. 

Prueba: Sean x E X n w• y y e Y n w•. Sea,,(V~x1'l'~)~¿ un st1cesión de 
vecindades básicas de (x, y) en X x Y. ,Como·w,,és denso e-n ambos espacios, 
podemos encontrar funciones estrictamente crecientes, f, g : -w ~ w tal que 
f(n) E Vn y g(n) E Wn, para cada n < w, y f[w]n g[w] :=: 0. Por el Lema 
3.2.3, el conjunto {(f(n),g(n): n < w}no tiCiie~puntó de acumulación en el 
espacio X x Y. Por lo tanto, II t Q((x,y)/X.x l'."). O 

Lema 3.2.5. Si X es un espacio n~m.érdbiem.ente compacto, IXI :5 e y w ~ 
X ~ (3(w), entonces existe uniespaéiO,:Tiumerdblemente compacto Y tal que 
II t Q(¿Y x Y nw• x w•).- c:"-1·;•,<:.· - - - - - · -

._,. 

Prueba: Por el Teorema. 1.2.24; pod~mos encontrar. q E- w• tal que para 
todo r e X, r <nK q>· -Se'. tiene qtie::Y =· j3(w) \ PnI<(q) es un espacio 
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numerablemente compacto. Y además, T(X) n T(Y) = w, entonces, por el 
Lema 3.2.4 se concluye que I I t Q(X x Y n w• x w•). D 

El siguiente teorema 1nuestra un espacio numerablemente compacto X, 
tal que X x .-Y no es numerablemente compacto en un sentido más fuerte, es 
decir, el jugador I I tiene estrategia ganadora en el Q-juego en este producto. 
Para la prueba de este teorema, usaremos el siguiente lemma, el cual utiliza 
un espacio que es numerable, denso en si mismo y extremadamente disconexo. 
Este espacio es definido para un ultrafiltro fijo p E w• y es denotado como 
Seq(p). Su conjunto base es w<"', el conjunto de las funciones finitas en w. 
Un subconjunto U de w<"' se dice que es abierto si y solo si para cada t E w<"', 
{n < w : t~n} E p (para mas detalles de Seq(p), véase [DGS], [LS], [BS] o 
[Val]). 

Lema 3.2.6. Existe un subespacio .-Y de w• que es numerable, denso en si 
rnisrno y con la propiedad de que para. cada . punto x E X, este tiene una 
sucesión de vecindades {Vn : n ·< w} tal'que"si {xn : n < w} e X con 
Xn E nrn<n Vrn para cada n < w, entonces existe una vecindad V de x, tal 
que V n [xn : n < w} = 0. 

Prueba: Consideremos el espacio Seq(p), con p un ultrafiltro en w que no 
es P-punto. Usando el Teorema 1.4.7 de [JvM), podemos tomar una copia 
home01norfa de Seq(p) dentro de w•. Por Jo tanto es suficiente probar que 
Seq(p) es el espacio buscado. 

Como p no es un P-punto, entonces existe una sucesión {Un: n < w} e p 
que no tiene pseudointersección en p. Tomemos x E Seq(p) y Vn = {t E. 
Seq(p) : x ~ t y t(lxl) E Un}· Si (xn)n<w es una sucesión tal que Xn E 
nm<n Vrn, entonces xn(lxl) E U,,., para cada n > rn. Por lo tanto lV = 
{xn(lxl) : n < w} ~p. Así que U = w \ lV E p, esto implica que V=. {t E 
X: x ~ t y t(lxl) E U} es una vecindad de x, disjunta de {xn: n.< w}; ·· D 

También necesitarernos el concepto de tipo relativo, . para Ja. prueba· del 
teorema mencionado. Este concepto fue introducido por Z. Frolík y se.define 
como sigue: Si Y es un subconjunto numerable y discreto de w~· y p E·y• = 
yP"' \ Y, entonces el tipo de p relativo Y es T(ii(p)), donde h .= Y ---+ w 
es una biyección. Esto lo denotaremos como T(p, Yº). Notese que este. no 
depende de la función biyectiva. En general, si S e w• y p E w•, ·se define 
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T(p,S] = {T(p,Y): Y".E\[S]~y:Y:._es:homeomorfoaw}:·-Frolík probo_-que 
T(p, w•] tiene cardinalidad c. . · · -

."--~.~ _::::._ .. :.:.'..·>·.'· ~'. 
Teorema 3.2. 7. Existé .¡¡n e'spa'éio}X ' ;;_~ine;~bit'::,.n_~;ni~"'"t;~-,:,;,p·a~to}~ t-;;_l. que 
II t g(X x X). -- -::_.,,,.-,,,,¡:_,.,<- :-,:- -- ,•_-::;';'/-'::-:· -< :_,·• .. _ _ -:---- - ----

!::~;~~~oE!e~::~~~~n~:!~~2iS~~:r~~{~~l1~jh<:~fa1:iclin~eSat;~~~= 
construido Xµ tal que ----:v:):;:_.;:,:-':+r'·J.-::·::_i.;;-:->:•8'::-~.c:-Y•.,i·'·- __ -_.- ,-_---

~: ~: : :: ::::nfe~{&~~:;J~l$;)~;~r ;z __ · · 
, ... je:_-~ 

··.>>:,-: :"\_,,' 

4. x., ex,,; si,77;<.Ji.,)< v:; 
5. siµ -f: Í .¿"",¿~rif();_'.íces cad~ súbcÓnj~nto nurTierable y discreto de Xµ 

tiene_ un ptÍnto d(:? 8:cuinulación en Xµ~1 • 

6. Para éada x E Xµ \ Xo, {y E Xµ : T[x, X 0] n T[y; Xo] -#- 0} = {x }. 

Sea Xo· el espacio del-Lema 3.2.6. Ahora, -definiremos X.,. Si ves un 
ordinal limite;· definimos X., = uµ<v Xµ- Cuando V es un ordinal sucesor, 
v = µ + l. Primeramente, enumeramos el conjunto de todos los encajes de 
w a Xµ, como {f0 : a < e} (este tiene cardinalidad e por la clausula 3). 
Luego, para cada a< e, tomamos un punto p 0 E f 0 [w]P(w) tal que para todo 
y E X 1,, T(p0 , Xo] n T[y, Xo] = 0, y también T(p0 , Xo] n T(pp, X 0 ] = 0, para 
todo /3 <a. Usando estos puntos, definimos X 1,+1 =Xµ U {p0 : a< e}. 

Notese que el espacio X = Uv<wi X., es numer_ablemente compacto y 
además satisface que para cada p E w•, 1 {y E X\ X 0 : T(p) E T[y, X o]} 1 ::; l. 
De hecho, l{Y E X: T(p) E T[y, Xo]}I::; w. 

Veamos que II t g((x,y),X x X), para cada punto (x,y) E X x X. 
Denotemos con .ó. el conjunto {(x,x): x E X 0 }. 

Caso (i): (x, y) E X x X \ (Xo x Xo). Sea {(xn, Yn) : n < w} una 
enumeración de todos los puntos en X 0 x X 0 • Para cada n < w, sea l'Vn E 
.N((xn, Yn)) \ .N((x, y)) un cerrado abierto tal que Xo x Xo \ Um<n H'm es 
infinito para cada n < w y también (x,.,., Yrn) 9! Wn para cada rn < ñ (esto es 
posible, ya que el espacio X 0 es un subespacio de w• denso en si mismo). 
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Sea Va el primer movimiento del jugador I. El jugador I I responde con 
el punto (g(O), h(O)) E V0 n (Xo x X 0 ), y al mimo tiempo, toma un par de 
cerrado-abiertos Ao y B 0 tales que: 

Ao E .N(g(O)) \.N(x), 
Bo e.N(h(O))\.N(y) y ... 
(X0 x Xo) \ [(A0 x X 0 ) U (Xo x Bo) U L~)] 'es.infinito. 

Inductivamente los jugadores I y,JJ~·pr(;dU:cen una sucesión de puntos 
{(g(n), h(n)) : n < w} en Xo X Xo ,y una sucesión de cerrado-abiertos {An: 
n < w} y {Bn : n < w}, tal qu~,, si)o.movimientos del jugador I son 
denotados por Vn's, entonces: · 

l. (g(O), h(O)) E Va, 

2. (g(n),h(n)) E v~A'.c~o.;¿Xo\[Um~n WmUUm<n(Arn X Xo)U 
. (Xó x;B..n) un]), para todo .n < w, 

3. An e .Nc.dc11-))~\·:iQJ~).\;l).r~:t~<l6 n < ~. · 
4. En E N(h(ri))\NC~); para tod6n < w, y 

5. Xo. x.Xo \ (Um<n Wrn uLJ7J><:n (A:,;,~;A'."o)u (Xo x Bm) u A] es infinito, 
para.todon < w;' - ' ' '~··"' ' " " ' ,· 

Por por como fue construido el espacio X, el jugador II pude jugar de 
esta manera, escogiendo los conjuntos An's y Bn's de forma tal que satisfacen 
las condiciones anteriores. . 

Al final del partido, la sucesión resultante S(g, h) = {(g(n), h(n)) : n < 
w} es un conjunto discreto. Además, tenemos que las funciones definidas en 
cada coordenada, g, h : w ~ X 0 son encajes. Ahora, ya que (xn, y,.) E W,. 
para cada n < w, entonces ningún punto de Xo x )("0 esta en la cerradura 
de S(g, h). Si (a, b) E X x X\ X 0 x X 0 fuera un punto de acumulación de 
S(g, h), entonces T[a, X 0 ] n T[b, X 0 ] # 0, pero por construcción de X, esto 
implica que a= b. No obstante, como S(g, h) n ~ = 0, entonces este punto 
no puede estar en la cerradura de S(g, h). Por lo tanto S(g, h) es un conjunto 
cerrado y discreto. 

Caso (ii): (x, y) E X 0 x X 0 • Sea {(xn, Yn) : n < w} una enumeración de 
todos los puntos en X 0 x X 0 \ {(x, y)} y sea {l·V,. : n < w} una sucesión de 
vecindades como el Caso (i). Además, sean {U;;: n < w} y {Uf.. : n < w} las 
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sucesiones de vecindades de x y y respectivamente, dadas por el Lema 3.2.6. 
Si Vn es el n-th movimiento del jugador I, entonces el jugador I I jugara como 
antes, pero con la clausula 2 cambiada, por: 

(g(n), h(n)) E Vn n ( n>n<n u;;. X Uf:.) n (Xo X Xo \ [U,,.<n w,,,.u 
u ... <n (A.: X Xo) u (Xo X B.,.) u .ó.]). -

Una vez mas, las sucesión resultante S(g, h) es discreta·con ·9 y'h.encajes. 
En este caso, el único posible punto de acumulación' es el punto'.•(x,.y). Pero 
esto no puede ser, por corno son las sucesiones g y h, y delas propiedades de 
los puntos de X 0 • Por lo tanto tenemos que el conjunto S(g, h) es:.cerrado y 
discreto. . · ·· ··· D 

En los siguientes resultados cambiarnos la condición de numerablernente 
compacto por la de 9v y Qq-espacio. Estos muestran que al ir dando.'diferentes 
propiedades a p y q, también cambia el ganador en el Q-juego. 

Hay varias formas de probar el siguiente corolario, una es usando el es
pacio f3v(w) (véase 1.2.45 o (G-Fl]), la idea de la prueba del Teorema 3.2;5 y 
el Teorema 2.2.1. 

Corolario 3.2.8. Para cada p E w•, existen subespacios"X,·Y·.de.f3(w) y 
qew•, tales queit9v(X), ItQq(Y), peroIItQ(XxYt;iw• x'w*). 

Teorema 3.2.9. Sean p, q E w• RK-incomparables. ; Ent~ii~é; existen espa
cios X y Y tales queit9v(X), ItQq(Y) yIItQ(X:x.Ynw•~xw*). 

Prueba: Considérese los espacios X = Snp(p) U T(p) U w y Y = Snp(q) U 
T(q) U w. Es fácil probar que I t 9v(X) y I t Qq(Y). Probaremos que 
I I t Q((x, y), X x Y), para x E X n w• y y E Y n w•. La estrategia del 
jugador II en el Q((x,y),.\'.' x Y")-juego, es escoger funciones f,g E w?w, 
con f[w] n g[w] = 0, esto es posible ya que w x w es denso en X x Y. Si 
(s, t) E.\'.' x Y es punto de acumulación de {(f(n), g(n)) : n < w}, entonces 
por el Lema 3.2.3, s = t. Pero por la forma como son los espacio ,\'.'y Y, 
se tiene que p 5nF s y q 5RF t, que junto con el hecho de que s = t y 
el Teorema 1.2.32, se concluye que p y q son RF-comparables, lo cual es 
imposible. Por lo tanto el conjunto {(f(n),g(n)) : n < w} no tiene puntos 
de acumulación. D 
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Teorema,3~2.lo~: Sean p, q.E.w*:.:con q.E R(p). Si X y Y son espacios tales 
queLt Qp(X)•y 1 T Qq(Y); entoncesit9q(X x Y). 

Pr~~b~~ La prueba se obtiene d~ lá:.'apl~cación de los. Teorema 3.1.6 y Teo
rema 2.2.5. O 

Ejemplo 3.2.11. Sean p, q E w•. con. q E T(p) \ R(p),.,P,or el Teo.rern{L 2.2.4, 
se tiene que I t 9p(Q(p)) y que I .J.. Qq(Q(p)). Al jugar el Q~((x, y), Q(p) x 
Q(q))-juego, donde x E Q(p) n w• y y E Q(q) n w•, .el Jugador-1 no tiene 
estrategia ganadora. · · · ,,:: .. · 

V;.~·-· • <¿~:,~·:.\:: 

El espacio D.P. =. wU Tc(p) con:p·e ~~>.'nC>s/~:Yu#!lrií'.tJ'~'~Iiéo~t~ar'las 
implicaciones que surgen al suponer;que'Rt.Q(X,x:}".'.);;usán<lo:e.1',Teorema 
2.2 y la idea del la demostraCión del Teoreriia'3'.'4(lec.c[G;F-;,iV'obteneÍnos que 
I t gv(~p)· "'· 

Teorema 3.2.12. Sean p, q E w•. Entonces, I t Q(D.p x D.q) si y solo sí 
p E Tc(q). 

Prueba: Necesidad: Como I t Q(D.p x D.q) entonces por el Lema 3.2.4, se 
tiene que Tc(P) n LJ{Tm<(r) : r E Tc(q)} 'i= 0 o Tc(q) n LJ{TnK(s) : s E 
Tc(p)} 'i= 0. Sin perdida de generalidad supongamos que x es un elemento 
en el primero de estos conjuntos. Por lo cual, se obtienen las siguientes 
relaciones, x ""'e p y x ""'nK r para alguna r E Tc(q), las cuales implican que 
P ""'ª r ""'e q. 

Suficiencia: Como p E Tc(q), entonces Tc(p) = Tc(q). Por lo tanto, D.p 
y Ó.q son 9p-espacios, y por el Teorema 3.1.6 se concluye que D.p x D.q es un 
9-espacio. O 

Corolario 3.2.13. Sean p, q E w•. Si para todo X y Y con I T 9p(X) y 
I t Qq(Y) se tiene que I T Q(X x Y), entoncesp y q son RK-cornparables y 
p ""'ª q. .:C> ;,.:<, ,;,.;·,' ""·;;·. ·•;. ; .. 

Prueba: Por el Teorema 3.2.9 se tie.ne.quepy q:no.~~'ri'jiK:~i;¡comparables. 
Por otro lado, al aplicar el Teorerna.3.2:12 alos espaeios ·D.¡, y D.q; se concluye 
que p ""'e q. · · ' · · · ·· ·· · · O 
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-El ejemplo que sigue, muestra que el recíproco del.Corolario anterior, no 
es válido. Para esto, usaremos el siguiente resultado de S. García-Ferreira 
(véase [G-Fl]). Si r,s,p E w*, son tales que r y s son RK-incomparables, 
r <nK p y. s <nK p. Entonces p ® r ~e p ~e p ® s, y además p ® r y p ® s 
son RK-incomparables. 

Ejemplo 3.2.14. Sean s, t E w* RF-mimimal y RK-incomparable.s {véase 
[Kuj) y r E w*, tales que s <nK r y t <nK r. Consideremos los ultrafiltros 
p = s ® r y q = t ® (s ® r). Entonces, tenemos que p <ni< q, p ::::::0 q {véase 
[G-Flj}, pero p y q son RF-incomparables y no tiene ning11n RF-predecesor 
en común. Del Teorema 8.2.15 se tiene que I ..!- Q(SnF(P) x Snp(q)). Por lo 
tanto, el recíproco de Corolario 3.2.18 no es valido. 

Usando el hecho de que I t Qp(SnF.(P)) para cada p E w*, obtenemos el 
siguiente Teorema. 

Teorema 3;2.15'.Sean p, q E w*. ·siI t Q(SnF(p) X SnF(q)), entonces se 
cumplen· uno .. de. los. siguientes. enunciados: 

(1): p v.d'son RF-comparables. 

(2), Existe r E w* tal que r <nF p y r <nF q. 

PrU:eba: Fijemos (x, y) E ¿y = SnF(P) x SnF(q). Sea a una estrategia 
ganadora del jugador I en el Q((x, y), X)-juego. Tomemos f : w ~ SnF(P) 
y g : w ~ SnF(q) encajes, tales que (J(n), g(n))n<w es una a-sucesión. Por 
hipótesis, que existe r E w* tal que j(r) E SnF(P) y g(r) E SnF(q). Con lo 
cual se tienen las relaciones siguientes: r <nF j(r), r <nF g(r), p <nF j(r) 
y q <nF g(r). Al aplicar el Teorema 1.2.32, se obtiene que r y p son RF
comparables y también r y q son RF-comparables. Con lo cual se obtienen 
los enunciados (1) y (2). D 

El siguiente Teorema demuestra que la clausula de (1) del Teorema 3.2.15, 
es condición suficiente. 

Teorema 3.2.16. Si p, q E w* y p 5RF q, entonces I t Qp(SnF(P) x SnF(q)). 
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Prueba: Seanf: w ~-SnF(P) y_ g: w_~-SnF(q) dos encajes. Por transi-_ 
tividad del RF-orden, tenemos que f(q) E SnF(P) y f¡(q) E SnF(q). Por lo 
tanto, (j(q),[¡(q)) es un punto de acumulación de {(J(n),g(n)) : n < w}. 
Con lo que se concluye que I t 9p(SnF(P) X SnF(q)). o 

La cláusula (2) del Teorema 3.2.15 es un poco mas débil, pero en algunos 
casos es suficiente, como se muestra a continuación. 

Teorema 3.2.17. Sean p, q E w•. Supóngase que existe r E w• y dos encajes 
f, g : w ~ w• tales que f (r) = p y f¡(r) = q además de que f(n) <nF p y 
g(n) <nF q para toda n < w. Entonces I t 9r(SnF(P) x SnF(q)). 

Prueba: Sean e : w ~ SnF(P) y h : w ~ SnF(q) dos encajes. Usando esto 
y nuestras hipótesis, se tiene que f(n) <nF e(n) y g(n) <nF h(n) para toda 
n < w. Aplicando el Teorema 1.2.35.(5), obtenemos p = f(r) <nF e(r) y 
q = f¡(r) <nF ii(r). Así que, (e(r), h(r)) E SnF(p) x Snp(q) es un punto 
de acumulación de {(e(n), h(n)) : n <w}. Por lo tanto, I t 9r(Snp(p) x 
s-M)- o 

Ahora, vereinos un ejemplo que muestra que no es suficiente la cláusula 
(2) del Teorema 3.2.15. 

Ejemplo 3.2.18. Existen p, q E w• RF-incomparables con RF-predecesor 
común, tales que I ..j. Q(SnF(P) x SnF(q)). 

Prueba: Sean r E w• y f, g: w ~ w• dos encajes tales que {r} U {f(n) : n < 
w} U {g(n) : n < w} es un conjunto de ultrafiltros RK-incomparables dos a 
dos y RF-minimales (véase el Teorema 1.2.26, [Si) o [Ku)). Para p = f(r) 
y q = f¡(r), demostraremos que I ..j. Q(SnF(P) x SnF(q)). Es fácil ver que, 
por el Teorema 1.2.35.(5), p y q son RF-incomparables, y además r <nF p y 
r <nF q. Probaremos que, para e : w ~ SnF(P) y h : w ~ Snp(q) encajes, el 
conjunto {(e(n), h(n)) : n < w} no tiene punto de acumulación en SnF(P) x 
Snp(q) (nótese que no es posible aplicar el Lema 3.2.4). Por la Observación 
1.2.43, es suficiente con demostrar que (e(s), ii(s)) <t SnF(P) x SnF(q), para 
todo s E w•. Al aplicar el Teorema 1.2.32 solo resta analizar los casos en que 
r :5nF s <nF p y r :5nF s <nF q. 

Caso 1: s""' r. Sea a: w ~ w un biyección tal que 0-(r) =s. Entonces, 
se tiene 

p = f (r) <nF e(s) = e(a(r)) y q = g(r) <nF h(s) = h(a(r)) 
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Al aplicar eLTeorema, 1.2.35. (5), obtenemos qu(L,~ 

A= {n < w: f(n) ~:RJ.. e(;(J))}.8.~~''.<:: cJ:;(71,) <iu•~ h(a(n))} E r 

Si n, rn E A, entonces 
·, 

f(n) <nF e(a(n)), 
f(rn) <nF e(a(rn)), 

p <nF e(a(n)) y 
p <nF e(a(rn)) 

Usando el Teorema 1.2.32 y nuestras hipótesis, se tiene que f(n) y f(rn) son 
RF-cornparables, lo cual es una contradicción. Esto prueba que para toda 
s E T(r), e(s) <f. Snp(p) y ii(s) <f. Snp(q). . 

Caso 2: r <nF s <nF p y r <nF s <nF· q. Sea ·j : :w. ~. w• un 
encaje tal que ](r) =s. Al aplicar el Teorema 1.2.35:(5) a las desigualdades 
](r) <nF j(r) y ](r) <nF g(r), obtenemos que 

E= {n < w : j(n) <nF j(a(n))} n {n < w : j(Tt) <n.F g(a(n))} E r, 

lo cual es imposible ya que f(n) y g(n)son Rf'-minirnal, para cada n < w: Por 
lo tanto el conjunto {(e(n), h(n)) : iz.':<~w}:no'tierie puntos de acumulación, 
con lo cual se concluirnos que, I,!..Q(Sllp(p).xBnF(q)); O 

Las ideas de la demostración del·: Teorema 3.2. 7 motiva los resultados 
siguientes: 

Lema 3.2.19. Sean.p,q,E.w* y sean,f,g: w ~ w• dos encajes. Sip y q no 
tienen un RF-predecesor común, entonces (p~ q) no es punto de acumulación 
de {(f(n),g(n)): n < w}. 

Prueba: Supongamos que (p,q) es punto de acumulación de {(f(n),g(n)): 
n < w}. Entonces, existe r E w• tal que (p, q) = r- lim(f(n), g(n)) . . Por lo 
tanto p = r- limf(n) y q = r- limg(n). Como f y g son encajes, se deduce 
que r <nF p y r <nF q, lo cual contradice las hipótesis. [] 

Corolario 3.2.20. Si X, Y ~ w• son tales que Pnp(X) n Pnp(Y) 0, 
entonces II i Q(X x Y). 
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Prueba:· Es·. una aplicaciém" directa del· lema anterior. o 
~ - '. . ' ... 

·'_<::... - - . . 

Concluirnos el capítulo 
posible' resporid~r 'aún. 

con· las :siguientes preguntas, las cuales no fue 

Pregunta 3.2.21. ¿ Existen espacios ¿'( y Y tal que ¿'( es un 9p-espacio 
pára todo p E w• y Y es un 9-espacio, pero¿'( x Y no es un (}-espacio ?. 

Pregunta 3.2.22. Si p, q E w• y p =o p <n1< q ¿ Existen un 9p-espacio y 
un 9q-espacio cuyo producto no es un (}-espacio ?. 

Pregunta 3.2.23. Para n E w•, ¿Existe un grupo topológico G tal que Gn 
es un (}-espacio pero an+t no es un (}-espacio?. 

Pregunta 3.2.24. ¿ Existe un grupo topológico G que es un (}-espacio y no 
es un 9p-espacio para cualquier p E w• ?. · · 

Pregunta 3.2.25. Sean p, q E w• Rk-inco~parables. ¿ Ji';;¡,ste un grupo 
topológico 9p-espacio G y un grupo topológico gq~espacio H, tal que G x H 
no es un (}-espacio ?. · ' 
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Capítulo 4 

Indeterminación de los juegos 
9p y g 

Un punto interesante dentro de la teoría de juegos (topológicos), es mostrar 
si un juego es determinante, es decir, saber si siempre pasa que uno de los ju
gadores tiene estrategia ganadora. En el caso de que esto no suceda, decimos 
que el juego es inder1ninante. En este capítulo, mostramos que el 9v-juego 
es indeterminante, para cada p E w•, y que es consistente que el 9-juego 
también Jo sea. 

En Ja primera sección, damos una descripción en térininos de árboles, 
de Ja hipótesis: el jugador I I tiene una estrategia ganadora en el 9v-juego 
(Teoren1a 4.1.2). Usando esta caracterización y un lema que enuncia las 
propiedades de Jos •Írbolcs (en (w•)<w) numerables cuyas ramas son casi 
sie1npre diferentes (Lema 4.1.3), demostran1os que para cada p E w• existe un 
espacio en el cual el 9v-jucgo es indeterminante (Teorema 4.1.4). Concluimos 
la sección con un ejemplo de un espacio )\: que es nu1nerablemente compacto 
y de cardinalidad e, tal que para todo x E Jy y p E w•, I I t 9v(x, JY). 

La prueba de la indetenninación del 9-juego esta en la sección dos (Teo
ren1a 4.2.3). Para esto, usamos un resultado en el 9-juego que es análogo 
al Teore111a 4.1.2 y una caracterización topológica de Ja estrategia ganadora 
del jugador I en un espacio numerable, regular y primero numerable (Lema 
4.2.2). El Teorema de Ja indeterminación del Q-juego es un resultado con
sistente, ya que es cierto bajo la suposición de que p > w 1 • Cabe mencionar 
que esta prueba esencialmente fue hecha por P. Nyikos en [Ni]. La sección 
termina con un par de resultados, los cuales muestran que e es la mínima 
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cardinalidad de un espacio X e;; w• no discreto tal que I t Q(X). 

4.1 La indeterminación del Qp-juego 

Definición 4.1.1. Sea Jy un espacio. 

(1). Un árbol en X es un conjunto 'JI' e;; Jy<w, tal que para cada t E 'JI' y 
s E x<w con s e;; t, entonces s E 'JI'. 

(2). Si t E 'JI', el conjunto {y E ¿y : t~y E 'JI'} de los sucesores de t en 'JI', lo 
denotaremos como succir(t). 

(3). Una función f E xw se dice que es una I!l:I!J& de 'JI', si fin E 'JI' para 
cada n E w. Al conjunto de todos las ramas _de 'JI' sera denotado por 
('JI'). "? 

,~:;>.~-,;-A~··::'·:·~· ---: . . -,.,-... _ 

En varios resultados, veremc;;s qti~'i~si~~iei"lt:eé{~~~Cif~~i~~SitS~,-¿ári.bién es 
ú ti! para obtener. información,·. cuándo' elJ Úgador f tenga: esti:ategiá ganadora 
en un espacio en el 9v-juego: ., --, · .. ··· · ·,, :•::: · 

Teorema 4.1.2. ·Sea.p E w*;éX,•U.:,,, éspaéio y x E X; Entonces son equiva
lentes los siguientes en:¡¡:,,,ciados: . ·.· 

(1), II t Qv(x,_x-) 

(2). Existe un aibol T e;; x'<w tal que 

(~). Par~ i~CÍ()t e 'lr, x E succT(t) \ {x}. 

(ii). Para todo f E ('JI'), no existe el p- lim f(n) en X. 
- ._ ¡' , .. •· .. ,. ·-_;_· • 

Prueba: (1) => (2). Sea p = {Pn ' n < w} una estrategia ganadora 
deljugador·1I·en el Qp(x,X)-juego. Diremos que una sucesión de puntos 
(xo, ... , Xn) en X es ~. si existen V 0 , ••• , Vn E N(x), tal que para cada 
i E {O, .. ;;n}•se tiene que p;((x0 , ••• ,x,_1 ), (Vo, ... ,V;))= Xi E V;. 

Consideremos el árbol siguiente, '1r = {s E x<w: s es p - legal}. Por la 
forma como esta definido, se sigue fácilmente que 'JI' cumple (i) y (ii). 
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(2) => (1).•Sea.'.II' un árbol en x<w que cumple las condiciones (i) y. (ii). 
Para cada~n:<: w,~definimos Pn : xn X N(x)n+l -+X tal que 

Pn(xj¡; ... Xn-1; Vo, ..• , Vn) E Vn n succ,r(xo, ._.., Xn'-'-1). 

Sea p= {¡J;,-:.h:<. w}. Es fácil ver que pes una estrategia ganadora: para el 
jugador I I en elQp(x, X)-juego, ya que la sucesión resultante en cada partido 
del Qp(x,:X)'.-júego, es una rama del árbol'][', la cual por (ii) no tiene p:..Hrnite . 

.. . : . , ·o 
: ··. .• . 

Para:h8.cer'(¡uc la-pmeba de la indeterminanción def·gp-'-juego sea mas 
legible, darnos a ~cémtinuación 'el siguiente lema. 

->·.{·'.,;· 

L(:;p1~·~~1¡ti~i~q~\~1;:'.,<• ·un .á~bOI nn;n~""ble <al quo 

(2). Par-a to~o 'f) E,• ['lr] ,J.~p~ un encaje . ~n ~·. 
(3):· Sif¡'.~:/~;é'{:f:t~i:l~·;';·~~~onc~1·'i¡í)g¡ <No 

EntoiicJs~(¡(~jft/F;9(¿)~p{;r~ c<Lda), g E ['lr] con f # g. En particular, el 
conjunto.p['lI']'.=='Tv~;lim·}"(n) : 1 E ['lr]} tiene cardinalidad c. 

P~ueba::L.a pri~era conclusión se obtiene de usar los incisos (2) y (3), junto 
con el Lema 1.2.35.(1). La segunda conclusión se deduce de lo anterior y del 
hecho de que el árbol tiene al menos e ramas. D 

La idea de la demostración del siguiente teorema, es construir un espacio 
X e w• recursivamente, diagonalizando a través de e todas las posibles es
trategias para los jugadores I y I I. Al hacer esto, surgen dos obstáculos. Si 
no sabernos quien es )(:, entonces no podernos decir mucho de las estrategias. 
El otro obstáculo es que habrá al menos 2IXI estrategias posibles. Afortu
nadamente, podernos usar el lema 4.1.2 para capturar suficiente información 
acerca ele las estrategias, con lo cual superaremos el primer obstáculo. Para 
sobrepasar el segundo obstáculo, haremos que ljYI :::; e, con lo cual tendremos 
que la cardinalidad de {'JI' s;;; x<w : ']['satisface las condiciones del lema 4.1.3} 
es a lo mas c. 



54 CAPÍTULO 4. INDETERMINACIÓN DE LOS JUEGOS Qp Y Q 

Teorema 4.1.4. Para·cada.p E.w.•, existe un:espacio X_numerablemente 
compacto tal que para todo x E X, 1 .l- Qp(x, X) y .I I--1- Qp(x, 2() .>-- · 

Prueba: Fijemos una función • l>iyectiva• <I> : e -:-+ :e X-e- ta.i q~e ,<I>(a) 
(<I>0 (a), <I> 1 (a)) cumple que <I>0 (a);<I> 1 (a).:5; a,•pal"a tod~ á <c. Por recursión 
construiremos para cada v <:c/.(!5paci.os:-?"vi Y,,1)'.:1Jfias_ucesión {'II'~ : a < e} 
de árboles, tales que: -"' ,._-- ·• _. • •: ·.:•···- .. · 

·'i'-' ··~ ~ -,~::~{-")::;.:-~-·::. :.: =' ~-¿~-<·." 

l. X 0 e w• numerable y denso en si ~isirio y Yo = 0. 

2. X., e X,, y Y., e Y,,; sie,dip;e,;que.,ry,< v<: JL; 

3. 1x,,1~lv+wli1Y-~1-;;-1Y1:·2~a';¡{:;;~J~,;:<:~.· 
4. x,, n Y,,== 0, ~a'.rli-c~d~.l/.~·<:µ:: 
5. {'II'~ : °' <: c}-es una enurneméión de la.colección de todos los árboles 

cÓntenidos enx,;=w que cumplen las ·e:on~iciones del Lema 4.1.3 

6. Si ¡, + 1 · < µ, entonces X,,+i n p[1r:~¡~lJ # 0 y Y,,+1 n p['II':~¡~lJ # 0. 

La construcción inicia con el espacio X 0 , el cual lo obtenemos utilizando el 
Teoreriia 1.4.7 de [JvM]. Siµ esun ordinal limite, definimos X 1, = Uv<µ X,, y 
Yµ =:Uv<i• Y,,. Cuandoµ= v+l, definimos Xµ= X,,U{p,,} y Yµ= Y,,U{q.,}, 
donde p;,;, q,, E w* son tales que p,, -# q,, y 

p,,, q,, E p['II':~¡~lJ \ (X,, U Y,,). 

Definimos X = _Uµ<c Xw Observe que si 1r s; x<w es un árbol que 
satisface. las condiciones del Lema 4.1.3, entonces existe v < ~ tal que '][' s; 
x,;=w, por lo. tanto existe a < e tal que 'II'~ = 11:'. Como <I> ·es sobreyectiva, 
entonces existe / < e tal que 'II'!~¡~l = 11:'. 

Afirmación 1: ..-Y es numerablemente compacto. 
Consideremos un subconjunto y· de X numerable, sin perdida de gener

alidad podemos suponer que Y es discreto. Es fácil ver que existe un árbol 
'1I' s; y<w que satisface las condiciones del Lema 4.1.3. Luego por la obser
vación anterior, existe -y < e tal que T!~¡~l = 11:'. Por lo tanto P-r es un punto 
de acumulación de Y, que pertenece a X. 

Afirmación 2: Para cada x E X, I .l- Qp(x, X). 
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Fijemos.x~E-X~-y,supongamos que I tiene una estrategia ganadora u = 
{un : n <w}, en'eL,Qp(x,X)-juego. Inductivamente para cadas E 2<w y 
n < w, tomaln~~·:x~}=·x y Vn E N(x) cerrado-abierto, tales que 

X 8 E O"isl (XsJo• Xs¡ 1 , ••• , Xsilsl-1), 
Xs <¡t {xr : r E 2slsl y r =F s}, 
X 8 E Vn para todo s E 2n y 
X 8 <¡t Vn para todo s E 2<n. 

Definimos t 8 = (x8 ¡0 ,X8 ¡pXs¡2 , ... ,xs) y']['= {ts: s E 2<w}. De la con
strucción se sigue que '][' es un árbol que satisface las condiciones del Lema 
4:1.~. Por lo cual, se tiene que existe -y < e tal que T!~g¡ = '][' y también 
f E T]['] tal que p- lim f(n) = q.,. Nótese que f es una a-sucesión que no 
tiene p-límite e_n X. Por lo tanto a no es estrategia ganadora. 

Afirmación 3: Para todo x E X, II .l. Qp(x,X). 
Supongamos que existe x E X y un árbol '][' ~ x<w que satisface ·las 

condiciones del Teorema 4.1.2. Construiremos un subárbol 'if ~ 1l', que sea 
numerable y que cumpla las condiciones del Lema 4.1.3. Sea t ·E 1['· fijo. 
Inductivamente, para cada s E 2<w y n > O, tomamos un par: de:. puntos 
Xs-o # Xs- 1 en X y Vn E N(x) un cerrado-abierto, con'las propiedades 
siguientes: 

X 8 -o, X 8 -1 E succ,r(t-xsli -xsl 2 - ••• -xs), 
Xs-o, Xs-1 <% {xr : r E 2:Slsl+ 1 \ {s~o, s~l} }, 
Xs-o. Xs-1 E Vn, para cadas E 2n-l y n - 1 ;;:::: o, 
Xs-o, Xs-1 <% Vn, para cada s E 2<n-l y n - 1-> O. 

Sea ts = t~(XsJpXs¡2 , ••• ,x8 ). Definimos 'if = {ts: s E 2<w}: __ Por-la 
elección de los puntos Xs 's, se sigue que 'if es un subárbol de 1l' que además 
cumple las condiciones del Lema 4.1.3. Por lo tanto, existen -y <·e· tal_ que 
T!~¡~~ = 'if. Por esto último se tiene que, existe una rama f E ['if] tal que 
p- limf(n) E X. Con esto concluimos, que no existe x E Jy tal que el 
jugador I I tenga estrategia ganadora en el Qp(x, X)-juego. · D 

Si un espacio es numerablementc compacto, naturalmente se·tiené_que 
el jugador I del Q-juego tiene estrategia ganadora en cualquier p·unto' de 
este. Pero esto no implica que la tenga en el Qp-juego para algún. p E w•. 
La complejidad del siguiente resultado es que el jugador I I tiene estrategia 
ganadora en el Qp-juego, para cualquier p e w•. 
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Teorema 4.1.5. Existe un espacio X que es numerablemente compacto, tal 
que para todo x E X y p E w*, II ¡ gp(x, X). 

Prueba: Consideremos el espacio X, definido en el Teorema 3.2.7. Veamos 
que II ¡ gp(x,X), para cada p E w* y x E X fijos. Habíamos obsevado 
anteriormente que l{Y E X : T(p) E T(y,X0 ]}1 :5 w, para cada p E w*. 
Luego, de esto, tenemos que el conjunto A = {q E X : T(p) E T(q, Xo]} es 
numerable. Sea { q; : i < w} una enumeración de A, y tomemos para cada 
i < w, un encaje f; : w -+ X 0 tal que ];(p) = q;. La estrategia del judador 
I I es escoger en el n-th paso g(n) E. X 0 \ {f0 (n), f 1 (n), ... , fn(n)} tal que Ja 
función g : w -+ X 0 definida de esta manera es un encaje. Del Teorema 
1.2.35.(1), tenernos que [¡(p) ~ A. Y como T(p) E T([¡(p), X 0 ], entonces 
[¡(p) ~X. Con Jo cual concluirnos que esta es una estrategia ganadora para 
el jugador I I en el t;Jp(x, ;'\')-juego. D 

4.2 La indeterminación del Q-juego 

Para el g-juego, también existe una caracterización de la estrategia ganadora 
del jugador I I. Esta se demuestra de manera análoga al Teorema 4.1.2, razón 
por la cual solamente Ja enunciamos. 

Teorema 4.2.1. Sea X un espacio y x E X. Entonces son equivalentes los 
siguientes enunciados: 

(1). II i g(x,X). 

(2). Existe un árbol T s;;;; x~w tar que 

(i). Para.tód~t~i.T,•x:~ succir(t)\{x}> 
(ii) .. Para tbdoir\:=i[T];'f[c'ii]é~s";;er;.ado:V:discreto en X. 

·' ·'.:·.; ,i+¡.;:;:~"'../i''.'-i:;·,~ ,';/;~·:.;-:-::~?;:.~'-"' ''·•'· ·;-"::'"'·:- .~·:.,:·4 ':: :{·-'."'-" 
.. ·:'!:.:.· ,,; .• :"cá··• ···· ·· ... :: · D 

Si en eLTeor~'u;a allterior/r~ei:rip1'8:2;~fi¡os:e1 g-juego por el W-juego y Ja 
condición (ii)i por: ,. , , c.,'., '''i. v·;·:>< : •" 

· •.P!J:~~~o(:l~,f_E:[!J.;Ifüí/(n)~·x, 
entonces obtenemos una carl'l.~terizacióJl.;de)Ti W(x,X). 
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Lema-4.2.2.-.En. un-espacio.-Xccnumerable, se tiene que para cada x E X los 
siguientes enunciados -son equivalentes: 

(1). x(x; X) ='Na; 

(2). I t (}(x, X). 

Prueba: (1) ====> (2). Sea x E X tal que x(x, X) = Na. Entonces existe un 
conjunto de abiertos {Un: n < w} que es base local de x. Es fácil demostrar 
que O"= {an(xa, ... ,Xn-1) = nm<n U,.,. : n < w} es una estrategia ganadora 
para el jugador I en el Q(x, X)-juego. 

(2) ====> (1). Supongamos que x(x, X) > w. Sea a una estrategia de I, y 
{Vn : n < w} una enumeración del rango de a. Como X es cero dimensional, 
escogernos para cada n < w un suconjunto cerrado-abierto Un, tal que 

l. Un+i C Un, para cada n < w. 

3. Un e Vn, para cada n < w. 

Corno x(x, X) > w, entonces existe una vecindad V de x tal que para 
todo n < w, IUn \VI= Na. Sea Xn E U,.\ V, para cada n < w. Por la manera 
en que fueron elegidos estos puntos, tenernos que x </. {x,. : n < w}. Ahora 
bien, para y E X\ {x}, existe n < w tal que y </. Un. Por ello, X\ U,. es 
vecindad de y, de lo cual se deduce que l(X \U,.) n {xn : n < w}I < Na. Es 
decir, y</. {x,.: n < w}. Finahnente, ya que {x,.: n < w} es una a-sucesión 
sin puntos de acumulación, concluirnos que a no es una estrategia ganadora. 
Corno esta fue tornada arbitrariamente, obtenemos que I .!- (}(x, JY). O 

En Ja demostración de la indeterminación del Q-juego, usaremos el número 
cardinal b, el cual es mayor o igual que p. Se define el número cardinal b, 

corno el cardinal mas pequeño de todos los subconjuntos no acotados en el 
orden parcial (w"', <º),donde se tiene que para f,g E w"', f <º g si existe 
n < w tal que f(k) < g(k) para toda k ~ n (para mas detalles sobre el 
cardinal b véase (EvD]). 

El Teorema 1.12 de P. Nyikos en (Ni) esencialmente es el siguiente teorema. 
Daremos otra demostración usando el lenguaje de juegos. 
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Teorema 4.2.3 (p > w 1 ). Para todo subconjunto D de 2'"'1 que sea nurnerable 
y denso, se tiene que I .!. Q(D) yII .!.W(D). 

Prueba: Sea D un subconjunto de 2'"'1 numerable y denso. To.memos un 
punto x en D. La demostración de que I no tenga estrategia ganadora en el 
Q(x, ¿.\'.")-juego, se deduce del Lema 4.2,2, ya que x(x, D) > w. . . 

Ahora, veamos que II .¡. W(x,D). Para probar esto, utilizáremos su 
caracterización en términos de árboles (véase el comentario <queisiguc al 
Teorema 4.2.1). Sea ']['. ~ v<w un árbol tal que para toda t-:e "'][', X E 
succ,r(t) \ {x }. Para cada F E [w1 ]<w, definimos 

[x,F] ={y E 2'"'': YIF = xw}· 

Como x E succy(t) \{x}; entonces la familia 

At = {[x, F] n succ,r(t) : F E [w1 ]<'"'} 

tiene la propiedad de la intersección finita fuerte. Ya que IAtl·= w1 y p > w 1 , 

entonces existe un conjunto que es pseudointersección de· At para cada t E 'lr. 
Este conjunto, lo denotaremos como {x~: n < w}. Observe>quepara cada 
F E [wt]<'"', se tiene que {x~ : n < w} ~· [F,x] . .. Lo. cual significa que 
lim x~ = x. Sea S el subárbol de '][' definido por estos conjuntos, es decir 

S = LJ{{x~ : n < w} : t E 'lr}~ 

Para cada F E [w¡]<w definimos 

gF : S ~ w donde 
gF(t) = rnin{k: para todo rn;?:: k,x;. E [x,F]}. 

Sabemos que b > w 1 • Por lo tanto, existe g : S ~- w tal que 

g ;?::* gF para todo FE [w]<w 

Sea A= {x~: t E'][' y n > g(t)}, este conjunt~ satisface que limA = x y 
además IA n succy(t)I =No, para todo te 'lr. Con)o c_ual.tenernos que para 
cualquier rama f E ['lr] tal que f(n) = x;. y rnn :> g(t), limf(n)= x. Por lo 
tanto, el jugador I I no tiene estrategia g~nadora en;el;l-V(x, D)-juego, para 
todo X E D. . . D 

Usando los implicaciones entre los juegos·l-V; g~ y: O de la pagina 22, y el 
Teorema anterior, obtenemos el siguiente corolario .. ··· 
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Corolario 4.2~4 (p > w 1 ). Existe un grupo topológico nurnerable en el cual 
los juegos H'", g y gP, son indeterrninantes. 

Con la aplicación del siguiente lema, daremos una cota inferior de la car
dinalidad de un Q-espacio no trivial, mejorando así el último de los resultados 
del capítulo dos. El lema, se enuncia solamente para el (}-juego, pero este 
también se pudo haber descrito en términos del QP-juego. 

Lema 4.2.5. Sea X <;;; w• y x E X un punto de acumulación tal que el 
jugador I tiene una estrategia ganadora en el Q(x, )()-juego. Entonces existe 
un subconjunto numerable y discreto D en X y un árbol 'JI' <;;; v<w, tal que: 

(1). Para todo t E 'JI',• jsucc'II'(t)I ;::: 2. 

(2). Si f,g E. ('lI'] ·YI=I= g, entonces lrng(f) n rng(g)j < N0 • 

(3). 'Para.p~dq:f .. E ('lI'], f es una succesión de rnovimientos legales del 
j-iigador j I,. éon. respecto a la estrategia ganadora. 
. . ' . . ·_:.: :~- . . ·' ·. ·.:,-·. .' .. 

Pruebad Sea:c.7" ::,; {an : n < w} una estrategia ganadora para el jugador I 
en el (}(x, X)-juego. El conjunto D y el árbol 'JI' los construiremos inductiva
mente. Sea d0. ~ x.'..Pá.ra n = 1, sean deo.o¡ =/= dea,1¡ E X tales que 

deo.o¡, dea,1¡ E aa(0) \ {x} 

Supongamos que para n ~ k y t E 2::Sk, hemos escogido 

dt _E ªltl (dtlo• dtl1 • ... , dtl1•1-1) 

y abiertos uJ•I E N(dá) tales que. 

ul81 6u~:· 1 ;;;0, 5i :s ~;,•Y 1'.s1= ls'I =:;; k, 
dt E iTit(X\ U{UJ~I : s E.2-;=)tl}) y -
x E int(X \ LJ{UJ~I : .s E 2::Sk}) = Wk' 

Como X es Hausdorff-y.x es un puntbae';acu~ulación, podemos escoger 
para cada s E 2k+1, : ,,.·: ·. 

d. ·e ªk+1 ( d. 1~,~•l1 L .:.,1.1.) · n wk . . . . . . . 

y u:+1 E N(d.), ~on la propied~d de que 

ESTATES:ZS f--JO S~-; 
DE L4'.. BD3!L.I~ ... ~TE.C?ll. 



60 CAPÍTULO 4. INDETERMINACIÓN DE LOS JUEGOS Qp Y g 

Us n Us' = 0 para todo s, s' E 2k+l con s # s' y 
x E int(X \ LJ{U)'I: t E 25k+1 }) = 1-Vk+l· 

Sea D = {ds : S E 2<w} y '][' = {ts = (ds¡o, ds¡i, ... , d 8 ) : S E 2<"'}. 
Demostrar que D es un conjunto discreto, se sigue del hecho de que Ul'I n 
1-Vk = 0 para todo k < w y t E 2$k. De la construcción se deduce fácilmente 
que '][' es un árbol que cumple las condiciones requeridas. D 

Teorema 4.2.6. Si .Y s; w• es no discreto y I t Q(.Y), entonces IXI 2: c. 

Prueba: Sea x E X y a una estrategia ganadora para el jugador I en el 
Q(x, X)-juego. Por el Lema 4.2.5, existe un conjunto discreto D s; X y árbol 
'][' s; D<w que satisface las condiciones de dicho Lema. Observe que por este 
hecho l['lr] I = c. Es fácil ver que si A, B E [w•]"' son tales que A U B es 
discreto y el conjunto B n A es finito, entonces A• =A\ A y B• = B \ B, 
son disjuntos. Con este hecho, tenernos que si f, g E ['lr] y f # g, entonces 
rng(fr n rng(gr = 0. Corno I t Q(x, X), se tiene que cada rama de'][' tiene 
al menos un punto de acumulación, con Jo cual concluirnos que IXI 2: c. D 

Corolario 4.2.7. Sean p E w• y X s; w• sin puntos aislados. Si I t 9p(X), 
entonces IXI 2: c. 
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Simbolos 

w 
a, /3, -y 
W¡ 

A~· B 
f:A---tB 
Aº. 
!le 
w?w 

Per(w) 
/3(X) 
j 
Yx, clx(Y) 
int(Y), Yº 
IXI 
P(X) 
Xº 
_,y<w 

[X)" 
[X]<°' 
[X]$°' 
[X]>°' 
[XJ2::<> 
-5.nK 
-5.nF 
$.e 
p-limxn 
R(p), T(p) 
Png(p), SnK(P) 
Pm,(X), SnK(X) 
PnF(p), SnF(P) 
PnF(X), SnF(X) 
P-punto, Q-punto 
It9 
IIt9 
11' 

Conjunto de los numeros naturales. 
Denotan numeros ordinales. 
Primer cardinal no numerable. 
A \ B es finito. 
Función de A en B. 
Conjunto de funciones de A en B. 
Función restringiada a un subconjunto C del dominio. 
Conjunto de funciones estrictamente crecientes de w en w. 
El conjunto de funciones biyectivas de w en w. 
La Compacttificación de Stone-éech del espacio X. 

-.L?- <;!~te~ci,~~ d~ f : X ---+ Y a J : /3(X) ---+ /3(Y) (pag. 7) . 
:r.:;á.: é~rradü'ra de Y en el espacio X. 
El hiterior -éle Y. --
La cardinalidad del conjunto ¿Y. 
={A: A~ ¿Y}, el conjunto potencia de ¿Y. 
= {0} =l. 
= LJ{Xn: n < w}. 
= {A ~ X : IAI =a}. 
= {A~ X : IAI < a}. 
= {A~ X : IAI $. a}. 
= {A ~ X : IAI > a}. 
= {A~ X : IAI 2:: a}. 
El pre-orden Rudin-Keisler (pag. 8). 
El pre-orden Rudin-Frolík (pag. 10). 
El pre-orden Comfort (pag. 15). 
p-limite (pag 13). 
pag. 9. 
pag. 9. 
pag. 9. 
pag. 11. 
pag. 11. 
pag. 10 
I tiene estrategia ganadora en el 9-juego (pag. 18). 
I I tiene estrategia ganadora en el 9-juego (pag. 18). 
Arbol (pag. 52). 
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