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Resumen

En esta tesis se utilizé un gradiente de velocidades generalizado para poder obtener, a
través del modelo de mancuernas de extension finita, el comportamicento de la viscosi-
dad extensional de distintos tipos de flujos extensionales. El gradiente de velocidades
que se manejo en esta tesis fue propuesto por Meissner. Este gradiente estd en funcién
de un pardmetro, el cual se puede variar entre los valores de -0.5 a 1 y asi obtener un
gran nimero de flujos extensionales, incluyendo los mds conocidos como son: uniaxial,
planar y biaxial. En el modelo también se variaron otros pardmetros como: las condi-
ciones iniciales, el niimero de Débora, la concentracién de la solucidn y la rigidez de
las moléculas.

Aunque con el modelo obtenido cs posible calcular la viscosidad extensional de diversos
flujos se eligieron sélo cinco de éstos: uniaxial, planar, biaxial ademads de otros dos flujos
que estdn entre los flujos uniaxial y planar y planar y biaxial; csto se realizé con el fin
de apreciar cémo podria verse afectada la viscosidad extensional con el tipo de flujo.

Las grificas de viscosidad extensional contra rapidez de extensién, obtenidas al re-
solver numéricamente el modelo propuesto, muestran que las curvas de la viscosidad
de cada flujo exiben dos zonas en donde la viscosidad es constante; ademds de que,
para cicrtas condiciones y flujos, algunas de estas curvas presentan histéresis, la cual
es caractéristica de los modelos de mancuernas de extension finita. También en cstas
grificas se puede apreciar que el tipo de flujo extensional afecta a la primera y segunda
zonas de viscosidad constante, de tal manera que para m > —0.5 la viscosidad cn la
primera zona cs mayor que para el caso uniaxial (m. = —0.5), mientras que en la se-
gunda zona la viscosidad para m > —0.5 estd por debajo de la viscosidad uniaxial. Por
otra parte, en los resultados obtenicdos se observa que en la primera zona existe cierta
simetria entre los flujos planar y los flujos intermedios, uniaxial y planar y planar y
biaxial, ya que la viscosidad planar resultd ser la media aritmética de las otras dos
viscosidades. En esa misma zona los datos obtenidos con el modelo predicen que, a
baja rapidez de extension, la viscosidad extensional del flujo biaxial es siempre el doble
de la viscosidad uniaxial.

Otra prediccién del modelo es que, en algunos casos, puede apreciarse que a alta
rapidez de extension la viscosidad planar y uniaxial tienden al mismo valor limite.
Este resultado es reportado por Petric en uno de sus articulos, en el cual muestra un
andlisis asintdtico del comportamiento de la viscosidad planar y uniaxial a fuerza grande
para varios modelos tanto fenomenoldgicos como moleculares de soluciones diluidas de
polimeros.

Por titimo, al variar el niimero de Débora () en el modelo los datos muestran que pars
a = 0.1 los flujos uniaxial, biaxial y planar cumplen con la regla de Trouton. Por otra
parte, para ciertos flujos, como el biaxial, planar y los otros dos que son intermedios,
las grificas en donde se varié «, presentan un mdaximo cuando ¢l nimero de Débora
toma los valores de 10 y 100.
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0.1 Introduccién

La reologia es el estudio del flujo y la deformacién de la materia. Dentro de esta disci-
plina se estudian los flujos extensionales de fluidos no newtonianos. Los tres principales
flujos extensionales son: uniaxial, biaxial y planar. Aunque este tipo de flujos han sido
estudiados desde mucho tiempo atrds, no fue sino hasta mediados de los sesentas que
éstos cobraron mayor importancia [1]. Esto se debe en gran medida a que la indus-
tria ha reconocido la importancia que juegan las propiedades extensionales en diversos
procesos como: flujo a través de medios porosos, crecimiento de cristales y procesos
poliméricos (formaciéon de fibras sintéticas, procesamiento de bolsas de plastico, ter-
moformado, etc.) [2].

Hasta cl momento, el estudio experimental y tedrico de los flujos extensionales de
polimero fundido ha tenido un mayor desarrollo en relacién a las soluciones polimericas,
ya que experimentalmente es mas facil obtener los flujos extensionales de los polimeros
fundidos, y asi, con los datos que se generan, comparar con los modelos propuestos. Sin
embargo, los cfectos de los flujos extensionales de las soluciones poliméricas pueden ser
mds relevantes que los de polimeros fundidos [3]. Por cjemplo, la adicién de pequefias
cantidades de polimero a un fluido puede incrementar en gran medida la viscosidad
extensional mientras que no afecta a la viscosidad cortante. Este incremento de la
viscosidad extensional en la solucién diluida aumenta la caida de presién de un flujo a
través de un medio poroso, también puede reducir la turbulencia en un flujo a través
de un tubo, o bicn, estabilizar un fluido [4].

En cuanto al estudio tedrico de los flujos extensionales de soluciones diluidas  tene-
mos que el modclo mds utilizando para predecir la viscosidad extensional es el de
mancuernas (1], el cual fue utilizando por Petrie para describir el comportamiento de
una solucién diluida de polimero sometida a un flujo extensional uniaxial. Aunque
experimentalmente el flujo uniaxial, tanto de polimeros fundidos como de soluciones
polimericas, ha sido el mds estudiado, existen diversos articulos en los cuales se han
tratado de desarrollar equipos con los que se pueden medir la viscosidad extensional
de los flujos biaxial y planar de soluciones poliméricas, [2][4][5], ya que estos o una
combinacién de ellos podrian estar relacionados en diversos procesos. Por esta razén se
propuso un modelo que permitiera describir el probable comportamiento de la viscosi-
dad extensional de diversos flujos en donde se incluyan el uniaxial, biaxial y planar.

Objetivos

e Mediante el modelo de mancuernas y el gradiente generalizado de velocidades
de Meissner, estudiar el probable comportamiento de la viscosidad extensional
de las soluciones diluidas de polimero en diferentes flujos e\ctensmnales variando
diversos pardmetros del modelo. '

o Realizar un andlisis asintético.

e Interpretar los resultados obtenidos del estudio numeérico con base en informacién
tedrica y experimental contenida en la bibliografia existerte.
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Flujos extensionales
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1.1 Definicion e importancia de los flujos
extensionales

Un flujo extensional es aquel en ¢l cual una particula material del fluido tiende a estar
alineada en la direccién principal del movimiento y tensionada por el gradiente de
velocidad en esa direccidn [11].

En los ultimos 40 afios los flujos extensionales han cobrado mayor importancia debido
a que estdn presentes en diversos procesos tales como [1]: flujo a través de un medio
poroso, obtencién de fibras sintéticas y en diversos procesos poliméricos cotno pueden
ser el termoformado, la produccién de espumas y el moldeo por soplado [3]). Un ejemplo
cldsico en el cual estd presente un flujo extensional es durante el proceso de formacidén
de una fibra.

En este proceso existe una tensién a lo largo de la fibra lo que provoca que aumente su
longitud en la direccién de la tensidn; por continuidad sabemos que este aumento de
longitud trae como consccucncia la disminucién del didmetro del filamento. Este tipo
de flujo es llamado uniaxial o extensional simple el cual se presentard con més detalle
en las siguientes secciones.

Los flujos extensionales también pueden manifestarse en otras operaciones de proce-
samiento; asf, por cjemplo, un cambio abrupto en la geometria del equipo o bien un flujo
a través de una contraccion repentina puede generar flujos con componentes extensio-
nales. Otros cjemplos en los cuales la viscosidad extensional tiene un efecto importante
son en los procesos de calandreo y recubrimiento.

Por 1ltimo se cree que cl fendmeno de Toms, en el cual una solucidn diluida de polimero
(del orden de sélo unas partes por millén) es capaz de disminuir las pérdidas por friccién
en diversos procesos, puede estar ligado con la viscosidad extensional y en particular
“a la inhibicién de formacién de vértices en la capa limite por la viscosidad extensional

que es muy alta [1].

1.2 Caracteristicas principales de los flujos
extensionales

Una de las caracteristicas de los flujos extensionales es que las fuerzas que actiian sobre
un elemento material pueden ser de dos tipos: tensién o compresion. Estas fuerzas son
siempre normales al clemento material y si se dividen entre ¢l drea a las que son
perpendiculares se obtienen los llamados esfuerzos normales. Las variables reolégicas
de los flujos extensionales, en contraste con los flujos cortantes, siempre estan asociadas
a la diferencia de los esfuerzos normales. Esto se debe a que en un cuerpo que estd
sometido a una deformacion estdn presentes tanto la presién hidrostatica del sistema
como ¢l esfuerzo debido al movimiento, por lo que el tensor de esfuerzo total es entonces
la suma de estos dos términos (ecuacién 1.1)

g = —pl+z (1.1)
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donde g es el tensor total de esfuerzo, [ es el tensor unitario, —p/ es la presién

hidrostética y z es el tensor de movimiento.
En una deformacién extensional sélo estédn presentes los esfuerzos normales y, aunque
la presién hidrostdtica también es perpendicular a la superficie del cuerpo, esta presién
no contribuye a la deformacién, pues actia de forma isotrépica en el cuerpo; entonces
la deformacién se debe sélo a los esfucrzos normales, por lo que, para medir dicha defor-
macién, es necesario restar dos de los componentes del tensor de esfuerzos, eliminando
asi el termino de la presién. Es por esta razén que las variables extensionales estdn en
terminos de la diferencia de esfuerzos normales.

La siguiente caracteristica tienc que ver con la rapidez de separacién entre dos puntos
materiales. En una deformacién extensional la rapidez de separacién entre dos puntos
materiales es exponencial con respecto al tiempo, mientras que en una deformacion
cortante simple esta rapidez de separacién cs proporcional al tiempo. Debido a esta
caracteristica los flujos extensionales producen una mayor orientacién en las moléculas
que los flujos cortantes simples [12).

Una ultima caracteristica de los flujos extensionales es la viscosidad. La viscosidad en
flujo cortante simple se puede definir como la relacion entre el esfuerzo cortante, al cual
estd sometida la particula material, y la rapidez de deformacién.

. Ozy
ny) = = (1.2)

Y
En contraste al flujo cortante, en un flujo extensional las propiedades materiales se
definen en funcién de la diferencia de esfuerzos normales. Una de estas propiedades
es la viscosidad extensional, la cual se define como la relacién entre la diferencia de

esfuerzos normales y la rapidez de extension (ecuacién 1.3).

. Ao
ne(é) = -+« (1.3)

donde Ao = o1 — 092.

La viscosidad extensional, al igual que la cortante, puede ser funcién de la temperatura,
) t
Pl’eSiél’l y de los invariantes clel tensor l'fl])i(lCZ de deformacion.

1.3 Medicidén experimental de la viscosidad
extensional

La medicién experimental de la viscosidad extensional es bastante dificil. La dificultad
radica en el hecho de que, aunque en ocasiones es posible obtener el flujo extensional
al cual estd sometida la muestra, muchas veces no se alcanza cl estado estacionario,
vy mas dificil aiin es mantenerlo. Estos problemas son mas evidentes en las soluciones
poliméricas que en los polimeros fundidos [3].

Debido a las dificultades mencionadas, muchas veces uno se debe de conformar con
generar flujos que estdn dominados por extensién y, entonces, dirigir el problema a
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interpretar, de la mejor manera, los datos obtenidos. de:las fllnciohes materiales que
son reolégicamente significativas [1].

A continuacién se mencionan algunos métodos para gerierar flujos extensionales [1](3]:

Polimeros fuhdidos o

Dispositivos a tensién constante

e Métodos homogéneos de extension
e Compresién lubricada

e Compresién planar

e Técnica de tornillos rotatorios

Los dos primeros métodos son utilizados para generar un flujo uniaxial, mientras que
la compresién lubricada se utiliza para el flujo biaxial. El dispositivo de tornillos rota-
torios fue ulilizado por Meissner [G] para generar diversos tipos de flujos extensionales.

Soluciones de polimeros

e Formacidn de un filamento

Método de sifén abierto

Colapso de una burbuja

e [Flujos estancados
e Boquillas no lubricadas

e Flujos de contraccién

Con los tres primeros métodos se generan flujos uniaxiales, mientras que para generar
los Aujos biaxial y planar se utilizan las tres iltimas técnicas.

1.4 Tipos principales de flujos extensionales

Existen tres tipos principales de flujos extensionales: uniaxial, biaxial y planar. A
continuacién se hace una descripcién detallada de estos flujos.
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Direccion de orientacion

Eje de simetria

Deformacidn uniaxial

x3

Figura 1.1: Deformacién uniaxial

1.4.1 Flujo uniaxial

Este flujo es también llamado de extensién simple, se caracteriza por aplicar una fuerza
de tensién en una direccidn dada, por ejemplo en z; (figura 1.1) y tener dos fuerzas
de compresion en las direcciones zp y x3. Estas compresiones son iguales por lo que
los esfuerzos normales o9z y o33 tienen la misma magnitud, debido a esta razén se dice
que este flujo es axialmente simétrico [13).

El flujo uniaxial se caracteriza ademds por tener la siguiente distribucién de velocidades:

v = é.’L'l
1,

V2 = —55.’1:2
1,

Vg = —-2-6.’113

donde ¢ es la rapidez de extensién (que puede ser funcién del tiempo).

Debido a que sélo existen esfuerzos normales en los flujos extensionales, los \inicos
componentes del tensor de esfuerzos que no son cero son los de la diagonal principal.
Como ya se menciond para el caso uniaxial, og2 y a3 son iguales, por lo que se pueden
definir dos diferencias de esfuerzos normales.

o1 — 02 = 0y — 033 = Eng(€) (1.4)

donde ng es la viscosidad extensional uniaxial que, en general, es funcién de la rapidez
de extensién y del tiempo.

12
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Existe ademds, para fluidos newtomanos, una relacmn teérxca ‘entre la v1scosndad ex-
tensional uniaxial y la viscosidad newtoniana Ilama.da, regla. de Trouton.

ne = 3779,

en la cual 7, es la viscosidad newtoniana. El flujo uniaxial estd presente en procesos
en los cuales existen esfuerzos de tensién en una direccién, como puede ser el caso de
la obtencién de fibras sinteticas.

1.4.2 Flujo biaxial

En este flujo se aplican dos fuerzas de tensién, por ejemplo en las direcciones 2; y za,
tal que los esfuerzos generan un flujo de extensién en esas direcciones y una compresién
en la direccién z3 (figura 1.2). La distribucién de velocidades que caracteriza este tipo
de flujo es:

v = E:'.'El
Uy = 6"(1,‘2
N vg = —2€x3

mientras que las diferencias de esfuerzos normales, tomando en cuenta que g; y o9
son iguales para el caso biaxial, estin representadas por:

g1 — 033 = 093 — 033 = é"IEB(é)

donde 7z es la viscosidad extensional biaxial.
La regla de Trouton para el flujo biaxial estd dada por la siguiente relacién:

nep = 6770 (1.5)

Los flujos biaxiales pueden encontrarse en procesos como son: termoformado, moldeo
por soplado ete [3].

Se debe de mencionar que mientras en el flujo uniaxial existe una tendencia a alinear las
moléculas en la direccién paralela al eje de simetria, en el flujo biaxial la deformacién
promueve una orientacién en el plano perpendicular al eje de simetria [13], de hecho
la orientacién en el flujo biaxial es menos fuerte que en el flujo uniaxial, por lo que no
es necesariamente cierto que el caso biaxial es el fenémeno contrario de la extensién
uniaxial [3].

* TR (OF

FALLA Df UniGEN




1 Eje de simelria
; Direccién de
H orienlacién

x3

Deformacién
biaxial

x2

Figura 1.2: Deformacion biaxial

1.4.3 Flujo planar

Al igual que en el caso uniaxial se aplica una fuerza de tensién en una direccién, por
ejemplo x; esto provoca que exista una deformacién de alargamiento en esa direccién
y como consccuencia, una deformacién de compresién en las otras dos direcciones.
Sin embargo, en el caso planar deseamos evitar la compresion en una de estas dos
direcciones, por ejemplo z3, de tal formma que para lograrlo es necesario aplicar un
esfuerzo adicional de tension en la direccidn z3, el cual no permite el flujo en esa
direccién, entonces, toda la deformacién por compresién estard en la direccidn zp y
serd de igual magnitud que la tensién en 2, pero de signo contrario (figura 1.3). Bajo
este esquemy, la distribucién de velocidades es la siguiente:

v = Ex
Vg = —E".’BQ
Vg = 0

las diferencias de esfuerzos normales estdn representadas por:

011 — 022 = €k p(E)

.2 .
022 — 033 = ENgp(€)
Hay que destacar que el caso planar los tres esfuerzos normales son diferentes, por lo
que es posible definir dos diferencias de esfuerzos normales independientes [13].
La relacién de Trouton para un fluido newtoniano sujeto a una deformacién planar estd
dada por:

nep = 47’0 (1-6)

14 ' TR

FAL.{J.(.JZ\‘ .Ui.'z wiiald




?) Deformacion planar

X

x3

Figura 1.3: Deformacién Planar

1.5 Clasificacién general de los flujos extensionales

Existen dos clasificaciones generales de flujos extensionales en las que los flujos uniaxial,
biaxial y planar son casos especiales. Una de estas clasificaciones es propuesta por
Stevenson [14]. En esta clasificacién el flujo depende del valor de un pardmetro "mn”,
pero ademéds debe de estar determinado por el signo del primer componente del tensor
rapidez de deformacidn de tal forma que los valores de "in” estéan comprendidos entre
-1 y -0.5. La segunda propuesta fue realizada por Meissner [6] en la cual el tipo de
flujo estd determinado unicamente por el valor de "m” cuyo valor se encuentra entre
05y 1.

A continuacidén se presentan con mas detalle estas dos clasificaciones.

1.5.1 Clasificacién de Meissner

La clasificacién propuesta por Meissner [6] es vdlida para flujos extensionales ho-
mogéneos, los cuales tienen el siguiente tensor rapidez de deformacion.

. ’ én 0 0
£=3Vu+ (V)T = 0 €2 O (1.7)
0 0 &€z

donde Vy es el gradiente de velocidad y (Vu)T es su transpuesto, &; (ii no implica
suma) puede ser funcién del tiempo. Para flujos extensionales con rapidez de defor-
macién constante, los componentes del tensor £ no son funcién del tiempo. Ademds

se escoge un sistema de coordenadas que esté orientado de tal manera que siempre se
cumpla que:

E11>E22>E33 (1.8)
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Suponiendo que el sistema es incompresible
€1 +€ptéyy = 0 - (1.9)

Analizando las condiciones 1.8 y 1.9 se deduce que sélo son necesarios dos pardmetros
para caracterizar este tipo de Aujos. :

1. La mdxima rapidez de deformacién €q = €3, > 0

2. La relacién m = 5-:-12

donde &y es la mdxima rapidez de deformacién y es constante.
Con estos pardmetros y la funcién escalén unitario

0 (t<0 |
hE) = {1 g;:o; . (1.10)

el tensor rapidez de deformacién 1.7 para rapidez de deformamon constante se puede
escribir de la siguiente manera

1 0 0

) =g,h) | O m 0 (1.11)
0 0 -(1+m) -

Entonces los valores de "m” estén debeumnados por las ecuaciones 1.8 y 1. 9, de tal
forma que

—0.5<m<]1

Si trazamos un plano €;;€;2 encontramos que todos los flujos con rapidez de deformacién
constante estdn localizados en un punto del drea sombreada de la figural.4, en donde
existen tres casos especiales.

a) Flujo extensional uniaxial m = —0.5
b) Flujo extensional biaxial m = 1.0
¢) Flujo extensional planar m =0

Para un flujo extensional incompresible sabemos que podemos definir tres diferencias
de esfuerzos normales, las cuales denotaremos como:

o1 = 011 — 033
g2 = 022 — 033
g3 = 0y —0Oa2

donde a1, 0922 y o33 son los componentes diagonales del tensor de esfuerzos.
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Figura 1.4: Planof dopm E11€2s

Si, por ejemplo, tomamos una ecuacién constltutlva para un ]lC]UIdO vxscoeléstlco en el
rango de viscosidad lineal, como es [6]: :

o+l = of cu-teew )

donde g es el tensor de esferzos total en el tiempo t, G(t-t') es el médulo de relajacién,
p es la presién hidrostética, 1 es el tensor unitario y £(¢') puede ser-el tensor rapidez de
deformacidén, definido en la ecuacién 1.7. Entonces la primera dlfercncm de ‘esfuerzos
normales, o; csta representada por:

() = 26, (2 + m)/ Gt = t)dt! = 260(2 +m)n(t) ()

de tal forma que asi obtenemos la primera viscosidad extensional.

[

m(t) = T (1.14)
. ‘
oyt
m(t) = 4, 28
€0
De la misma manera definimos la segunda y tercera viscosidad extensional
o9 : 0'(1.)
t e ——— A — —0. .
na(t) ST o - 2 (m #-0.5) (1.15)
oy _ o) -
na(t) = ST m)ee As & ,(7?? # 1.0) , (1.16)

donde Al = 2(2+1n)’ Az '—'2(l+2m) y /13 2(]-m)
Debe de notarse que las tres viscosidades no son. mdependxentes, ya que una de las
diferencias de esfuerzos normales se puede calcular con base en las otras dos, por

o 1 J.-i_‘—v i
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Tabla 1.1t Clasiiﬁcz’mién de Meiss’ner

. Oaa—09: . o11—020
g = LR=IW gy = Zuzenm
:‘ . .' 7 i K : 2 ] ; 1 . ;
Extensu’m general con & constvant”e L ) (T ST
Extensién uniaxial con m ==0.5 "7 4 indefinida 3
Extensién biaxial con m = 1.0’ 4 i indefinida -
G 8
Extensién planar con'm =0 1 1 1

ejemplo o), = g2 + o3, por lo cual Meissner deduce que las viscosidades extensionales
se relacionan entre si mediante la siguiente ecuacién:

C+m)ym =(1+2m)n+ (1 —m)n; (1.17)

La tabla 1.1 muestra las tres viscosidades extensionales a rapidez de extensién constante
que se definieron previamente. IEn csta tabla sc observa que para el caso uniaxial y
biaxial tenemos dos viscosidades iguales y una que estd indefinida. Este hecho se puede
explicar mediante el tensor rapidez de deformacién (ecuacién 1.11) en donde podemnos
ver que para cl caso uniaxial, donde m=-1/2, los comnponentes €93 y £33 tienen el mismo
valor; basandose en este hecho podemos suponer que los componentes del tensor de
esfuerzos, o2z y 033, son iguales y, por lo tanto, la viscosidad 7, no existe o, segiin la
tabla de Meissner, esta indefinida, mientras que las viscosidades 7, y 73 tienen el misino
valor. El mismo argumento se aplica al caso biaxial de la tabla. En el flujo planar, los
tres componentes del tensor rapidez de deformacién y el de esfuerzos son diferentes (ver
tensor 1.11 cuando m=0) por lo que existen tres viscosidades extensionales diferentes;
sin embargo, como puede apreciarse en la ccuacién 1.17, sélo dos de estas viscosidades
son independientes.

1.5.2 Clasificaciéon de Stevenson

La clasificacién de Steveson [14] tiene las mismas suposiciones que la de Meissner; por
ejemplo, el tensor rapidez de deformacién para un flujo extensional homogéneo es:

1 Ay 00
é = E[Vy - (VQ)T] = 0 Doy 0O (118)
= v 0 0 Aa

donde Vy ¢s el gradiente de velocidad, (Vu)7 es su transpuesto y Ay (ii no especifica
suma) son los componentes de la diagonal del tensor rapidez de deformacién, estos son
constantes con respecto al tiempo.
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Tabla 1.2: Clasificacién de Stevenson

FIUJO extensxonal Au Azz A3z Método Ay Px;f;jlovl;esto ’; m"” 7.
-;Uxiié;tgiélﬁf an = 5 + '?‘-o’.'sk |
Casol 1   s m -05m + 085
Pl E ‘a 0+ o -10
C')soZ | -4 085z . 0.15a - ~0.85
Biaxi‘nl‘ -a g g + -0.5

a* >0

Igualmente considera que los fluidos son incompresibles de tal formakque:

Dz = —AOpn—Dy
"m” queda también definida como: ‘
m o= 2
Ay
Sélo que la suposicién de Meissner difiere de la de Stevenson de la siguiente forma:
[An | >] Dy 2] Ass | (1.19)
para todos los componentes no cero del tensor _é_, y
Ap > Dy (1.20)
Az = 0 (1.21)

para un componente cero del tensor A.

Utilizando las ecuaciones 1.19 y 1.20 y la suposicién de incompresibilidad, Stevenson
deduce que los valores de "m” estdn comprendidos entre -1 y -0.5. Pero ademds, para su
clasificacion de los flujos extensionales, propone que se tome en cuenta el signo de Ay;.
La tabla 1.2 ilustra esta nueva clasificacién en la que nuevamente los casos uniaxial,
biaxial y planar son casos especiales.

Para fines de esta tesis se utilizard la convencidén de Meissner. La razoén de utilizar esta
clasificacion es sélo por simplicidad, pues en esta clasificacién sélo es necesario cambiar
el valor de "n” para obtener los diferentes flujos sin necesidad de cambiar también cl
signo de "1n”, como lo propone Stevenson.
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Capitulo 2

Modelos de mancuernas
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Figurzi 2.1: Modelo de Mancuernas

2.1 Modelo de mancuernas

Los modelos mds utilizados para representar soluciones diluidas de polimero son los
de mancuernas, estos cstdn basados en la teoria cinética y no obstante su sencillez,
pues no consideran la naturaleza quimica ni la estructura de las macromoléculas, son
capaces de describir cualitativamente las caracteristicas de los flujos a los cuales se
puede someter la solucion.

La mancuerna cs una representacion idealizada de una macromolécula y el analisis del
modelo se reduce al estudio de los cambios de conformacién y orientacién de la molécula
(de forma de ovillo a otras completamente extendida) [15])[16][17]. Los cambios de
conformacién de las macromoléculas estdn representados en el modelo por el vector de
conformacion R el cual posee capacidad de orientacién y de extension.

Las suposiciones en las cuales estd basado el modelo son las siguientes [18):

1. La mancuerna consiste de dos esferas de masa m, y mo y radios a) y ap respec-
tivamente unidas por un resorte. Cada esfera estd localizada por los vectores de
posiscién ) y rs en un sistema de coordenadas fijo. El vector de conformacion
R = 1o — r; especifica la distancia instantdnea entre los centros de las esferas,
ademas proporciona informacién a cerca de la orientacién de las mancuernas en
el espacio (ver figura 2.1).

Existen "n” mancuernas por unidad de volumen suspendidas en un disolvente
newtoniano de viscosidad 7,. La solucién se considera tan diluida que no existe
interaccién estre las mancuernas.

N
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3. El campo de velocidades del fluido, en el cual estdn suspendldas las mancuernas
es homogéneo; es decir, el tensor rapidez de deformacxén es el mxsmo en todos
los puntos del campo de velocidades. . e o

4. La presencia de las mancuernas no altera el campo de ﬁu_]o' en" lo. vecmdad de
éstas. e :

5. Las fuerzas a las cuales estdn sometidas las mancuernas en el'cambo'de‘ﬂujo son’
(15][17][18] [19]:

a) Fuerzas de friccién hidrodindmica £,
Esta es la fuerza de friccién que experimentan las mancuernas por estar
sumergidas en el disolvente. Se supone que estd localizada en en las esferas
de la mancuerna, y el efecto que tiene sobre ésta es de alargarla y orientarla.

La expresién de la fuerza estd representada por la ley de Stokes que expresa
que la fuerza de arrastre es proporcional a la velocidad relativa que existe
entre las esferas y el disolvente; es decir

£y < GV (2.1)

donde ¥ = (£ —u) es la velocidad relativa entre una esfera y el disolvente, y
Cq es el coeficiente de friccién hidrodindmico que puede ser de tres diferentes
tipos [15][17][19]:
I) Coeficiente de friccién independiente de la conformacién e isotrépico.
I1) Coeficiente de friccion dependiente de la conformacién e isotrépico.
IT1) Coeficiente de friccidn dependiente de la conformacién y anisotrépico.
IV) Cocficiente de friccién dependiente de la conformacion e isotrépico y
con ineficiencia en la deformacién de la particula durante el flujo.
V) Cocficiente de friccién dependiente de la conformacién y anisotrépico y
con ineficiencia en la deformacién de la particula durante el Aujo.

b) Fuerzas brownianas I,

La fucrza browniana ejercida por el medio circundante sobre las moléculas
sumergidas es producida por el movimiento térmico aleatorio de las moléculas
del disolvente. El bombardeo molecular del disolvente afecta la configuracién
de las cadenas por lo que las macromoléculas poseen una configuracién varia-
ble.

Esta configuracién variable hace necesario abordar el problema desde un
enfoque estadistico, promediando los movimientos de un gran ntimero de
particulas a través de una funcién de distribucién, la cual denotaremos como
1; esta funcién de distribucién indica la probabilidad de que una particula
sea. localizada en una posicién especifica, con una velocidad conocida y en
un tiempo determinado. Entonces la fuerza browniana en términos de la
funcién distribucidn estd determinada por {15](17]{18]:

I, = —kT'Viny (2.2)
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Bl efecto que tiene la fuerza browniana en las moléculas es opuesto al de la
fuerza hidrodindmica y del conector, pues tiende a desorientarlas.

-¢) La fuerza del conector I,
Es la consecuencia de la oposicién de la cadena a deformarse, tiende a restau-
rarla a su configuracién de filamento enrollado. La expresién que representa
esta fuerza es,

P, = KR (2.3)
donde el factor "K” puede tomar diversas formas. La expresién mas sencilla
de este factor es cuando "K” es el médulo eldstico, de tal forma que se
obtiene la ley de Hooke, la cual expresa una relacién lineal entre la fuerza
eldstica y la extensién de la molécula. Sin embargo, la forma de la ley de
Hooke predice extensiones infinitas de las moléculas, lo cual es irreal, por
lo que es necesario utilizar otras formas de mayor complejidad para "K”
tal como la expresiéon de Warner, en la cual el factor "K” es una funcién
1o lineal de la magnitud del vector de configuracién B. Esta expresién de
Warner limita la extension de las moléculas en el modelo.

Estas fuerzas que el modelo de mancuernas considera actian en cada una de las
moléculas y dan como resultado configuraciones de naturaleza aleatoria.

2.1.1 Funcién de distribucién de conﬁguramones ¥y su ecuacion
de difusion

Para tener en cuenta las distintas conﬁguracmnes de las moleculas es necesario definir
una funcién de distribucion de conﬁgmamon. Esta func1on de conﬁguracxon tiene las
siguientes propiedades: i

1. ¥(R,t)dR representa el nlmero de moleculas que pueden encontrarse en el inter-
valo de configuraciones R a R+dR.

2. Jy¥(&,t)dR = 1 cuando se ha normalizado.

3. < P > es el valor promedio de una cantidad dindmica P(R), definido por:

< P>= [ PURY(E, (4R (2.4)

Por otra parte, la localizacién y orientacién de las mancuernas en un determinado
tiempo y un punto especifico puecden obtenerse a partir de la ecuacién de continuidad
para 3, la cual tiene la siguiente forma:

oy 8
= = (a/z mp) (2.5)
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La ecuacién 2.5 representa la conservacién de la probabilidad configuracional [18][17].
Si ademds realizamos un balance de las fuerzas que actian en las moléculas, con-
siderando que tenemos un coeficiente de friccién constante (isotrépico y sin dependencia
del vector de configuracién) e ignorando los términos inerciales tenemos [18]:

. 2KT 8
kB~ 2 e (2.6)

donde k es la constante de Boltzmann, T es la temperatura absoluta del sistema, (4 es
el coeficiente de friccién hidrodindmico, £ es el gradiente de velocidades y el término

(k- R] la velocidad del sistema.

Si sustituimos la ecuacién 2.6 en la ecuacién 2.5 se obtiene la ecuacién de difisién [18]:

o T & 2
T _< {L A= eRY ~ cf‘“’w}) &1

El término del lado izquierdo de la ecuacién 2.7 se refiere al cambio de las configura-
ciones con el tiempo. Mientras que el primer término del lado derecho tiene relacién con
la fuerza hidrodidmica, el segundo término estd relacionado con la fuerza browniana y
el dltimo término se refiere a las fuerza del conector.

Entonces la ecuacién 2.7 nos dice fisicamente que la distribucién de configuraciones
de las mancuernas cambia con el tiempo debido a que existen fuerzas de deformacién
(fuerza hidrodindmica) y de restauracién (fuerzas browniana y del conector), por lo
que el balance entre estas fuerzas determina las configuraciones de las mancuernas en
un determinado tiempo.

Si reordenamos la ccuacién 2.7 tenemos:

P ur(a 8 2 (9
& (L J ) - ——C;-(a—ﬁ-gﬁw)+< (aR %w) (2.8)

Esta ecuacidn tiene la forma de una ecuacién de difusién con el término convectivo del
lado izquierdo y los términos difusivo y fuente del lado derecho.

Entonces, si se conoce la forma de la funcién distribuciéon de configuraciones 9" es
posible conocer los miiltiples cambios de configuracién de las moléculas con respecto
al tiempo. Sin embargo, mangjar la ecuacién en funcién de ¢ resulta bastante dificil
por lo que se prefiere manipular la ccuacién de tal forma que la ecuacién esté en
términos del promedio de la cantidad dindmica se quiere determinar. En nuestro caso
esta cantidad dindmica es la configuracion de las mancuernas, es decir R; entonces
para obtener la ecuacién que describa cémo cambia el promedio de las configuraciones
primero se multiplica la ecuacién 2.8 por 212 y después a la ecuacidn se le aplican las
propiedades estadisticas de la funcidn de distribucién mencionadas al inicio de esta
seccién. Entonces la ecuacidn del promedio de configuraciones queda como:
kT 4

<BR> = —I—C—<RP > (2.9)
o

donde < RR >, implica la derivada comvectiva del promedio de las configuraciones.
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2.2 Modelo de mancuernas de extension finita.
»Modelo de FENE”

Un caso particular del modelo de mancuernas es aquel en el cual la fuerza del conector
tiene como factor una funcién no lineal de la magnitud del vector de configuracién.
Una expresién muy utilizada de este tipo es la ley de Warner {20], de tal forma que F,
cs:

HR
F, = ——r (2.10)
Q-4

donde H es el médulo del resorte, R ‘es la magnitud del vector de configuracidn, y L es
la maxima extensién de la mancuerna. Si comparamos la ecuacién 2.10 con la ecuacién
2.3, encontramos que, para el modelo de Warner, i = T_—lg7zg, donde notamos que, si
R es muy pequeiia, entonces I{=H, y se obtiene la ley de Hooke.

Los modelos de mancuernas que utilizan esta expresién son llamados modelos de man-
cuernas de extensién finita o modelos de "FENE — DUMBELL” ! por sus siglas en
inglés. Estos modelos limitan la extensién de la mancuerna.

Se debe mencionar que, en general, los modclos de mancuernas de extensién finita
sometidos a flujos extensionales exhiben una curva de histéresis en la cual se observa
un intervalo en el que existen tres posibles estados de las moléculas (enroscada, semien-
roscada y completamente extendida). El cambio de configuracion de la molécula de
enroscada a completamente extendida es discontinuo; es decir que es siibito, por lo que
se dice que pertenece a una transicién de primer orden [8].

2.2.1 Modelo de Petrie (Caso uniaxial) [21]

Petrie utilizdé el modelo de mancuernas de extensién finita para describir cualitati-
vamente el comportamiento de una solucién polimérica diluida sometida a un flujo
extensional uniaxial. Este flujo uniaxial se puede obtener en un dispositivo como el de
la figura 2.2, en donde una solucién diluida de polimero estd contenida en un recipiente
que tiene una contraccién repentina; esta solucidn es extrudida continuamente y ten-
sionada por un rodillo, de esta manera se genera un filamento que, como apreciamos,
cambia de didmetro con la pisicién x; esto se debe a que la gravedad va acelerando
al filamento y, por lo tanto, el didmetro del filamento disminuye. Por otra parte,
en la figura también podemos obscrvar la zona de hinchamiento caracteristica de las
soluciones poliméricas que son sometidas a un cambio de dimnensiones abrupto.

En este modelo, Petric supone que las moléculas de polimero son representadas por
mancuernas que estan constituidas por dos esferas de masa m; y ma respectivamente;
las esferas estdn unidas entre si por un resorte sin masa. Sobre estas mancuernas
actudn las siguientes fuerzas: 1) la fuerza hidrodindmica, cuyo coeficiente de friccién es
constante, 2) la fuerza browniana y 3) la fuerza del conector, la cual estd representada

1Finitely Extensible Nonlinear Elastic-Dumbell

25




Figura 2.2: Redmetro de flujo uniaxial

por la expresién de Warner, es decir, la extensién de la mancuerna es finita. Como se
menciond en las secciones anteriores, las fuerzas a las que se somenten las mancuernas
hacen que éstas tengan muchas configuraciones que se representan mediante el vector
de configuracién R; por lo tanto, la dindmica del promedio de las configuraciones puede
ser obtenido por una ccuacién de difusién.

Por otra parte, la viscosidad extensional se define tedricamente de la siguiente manera

[7):

g = lim
t—o0

[—-"E(_t’ E)] (2.11)
€

donde oz es la diferencia de esfuerzos normales.

Esta definicién exige que la viscosidad extensional se determine en estado estacionario y
que, al ser la viscosidad extensional una funcion material, el esfuerzo, og, y la rapidez de
extension, €, sean constantes. Sin embargo, tales condiciones son dificiles de satisfacer
experimentalmente, pues, por cjemplo, en el caso de la formacién de un filamento de
longitud L, es decir durante una extensién uniaxial, el campo de velocidades es no
homogéneo, yva que la rapidez de extension es diferente en cada punto del filamento,
por lo que se obtienen diferentes viscosidades de una misma solucién polimérica (ver
figura 2.2). Entonces, tenemos en realidad una viscosidad extensional dependiente de la
posicién y de otros paramétros. Esta viscosidad es llamada por Petrie como viscosidad
del filamento [7].

ﬂfilavrlcrxlo(/Yv ) = [U?.n():(’_\iY_y_)_)] (212)

Esta expresiéon muestra de forma més clara cémo la viscosidad extensional dependen
tanto de la posicién, X, como de otras variables tales como el tiempo, la temperatura, la
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composicién, concentracién y la presién.. Como lo.muestra Petrie en su-articulo [7] esta
definicién de la viscosidad extensional es més cercana a la deﬁmclon de la viscosidad
extensional transitoria: B : - :

nE = [-a—’it—a] - (2.13)

€

Como hemos visto en la ecuacién 2.12, la viscosidad extensional de un filamento es
funcién de la posicidén y, para evitar tener viscosidades extensionales diferentes en cada
punto, Petrie propone tomar la viscosidad en un punto determinado. Como experi-
mentalmente serfa imprdctico tomar la viscosidad cuando X — oo (en forma andloga
al caso estacionario) Petrie propone tomar la medicién de la viscosidad a la mitad del
filamento [21] y asf minimizar los efectos de entrada y de salida del filamento. Entonces,
en el modelo de Petrie, el experimento para determinar la viscosidad extensional seria
el siguiente: generar un filamento de una determinada longitud, el cual estard sometido
a una fuerza externa de tensién; este procedimiento genera un flujo extensional unia-

xial y la viscosidad asociada a este flujo serd determinada a la mitad del filamento
suponiendo estado estacionario. Después generar otro filamento sometido a una fuerza
de tensidén diferente y determinar nuevamente la viscosidad extensional a la mitad del
filamento continuar asi hasta obtener la curva completa de viscosidad. Por lo tanto,
cada punto en la curva de viscosidad extensional del modelo de Petrie representa un
experimento diferente.

2.2.1.1 Ecuaciones del modelo de Petrie

El modelo se desarrolla en coordenadas cilindricas, pues como puede observarse cn
la figura 2.2, son las mds adecuadas debido a la geometria del problema. Se puede
comenzar partiendo de la ecuacién constitutiva del tensor de csfuerzos. En el caso de
un sistema polimero solvente, este tensor es el resultado de la contribucién tanto del
polimero como del solvente a la tensién de la sclucién, por lo que la ecuacién es la
siguiente:

g = —PlL+S+2n,0 (2.14)

donde g es el tensor de esfuerzos, P/ es la presién hidrostdtica, S es la contribucién del
polimero a la tensién y el ploducto 21,22 es la contribucién del solvente a la tensién
suponiendo que el solvente es de naturaleza newtoniana. Notar que, si comparamos
la ecuacién 2.14 con la ecuacién 1.1, el tensor de movimiento estd asociado con § -+

2.
La ecuacién constitutiva de la contribucidn del polimero esta dada por:
nH Gb
= A~- I 2.15

Ista ecuacién es el resultado de un andlisis molécular basado en la teorfa cinética en
donde se supone que la contribucidn del polimero a la tensién de la solucién polimérica
se debe a dos mecanismos principalmente [18]:
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e Contribucién debida a la tensién generada por el conector entre las esferas de la
mancuerna. '

o Contribucidn por el movimiento de las esferas, pues éstas transportan momentum.

Por otra parte, el tensor A es el tensor configuracién, A =< RR >, donde R es el
vector de configuracién y el significado de <> involucra el promedio de la funcién
distribucién () visto en la seccién 2.1.1. Entonces, realizando un balance de fuerzas
y utilizando la ecuacién de continuidad de v, como se hiz6 en la seccién 2.1.1, tenemos
que el promedio de las configuraciones del sistema estd determinado por:

[ 1 ] a’b Gb L?
+

M GTE| 4= 36+ 9t~ i+ 9% = Bt

(A

(2.16)

La ecuacién 2.16 es semejante a la ecuacién 2.9 y donde A involucra la deuva.cla con-
vectiva del promedio de las configuraciones, es decir, U :

A=Y va-gvrwmg 0 e

donde (V)7 cs el transpuesto del gradiente de velocidades. L
Las variables caracteristicas involucrados en la ecuacién 2. 16 estan deﬁmdas de la:
siguiente manera: : . . :

o \ = (q4/(4H), es un tiempo de relajacién. Este tiempo caracterlstlco relacxona el
equilibrio que existe entre la fuerza de arrastre que etpenmenta una mancuerna
y la fuerza del conector. :

e 0 = L%C/(12kT), este es un segundo tiempo caracteristico que relaciona el
movimiento de una mancuerna totalmente extendida, es decir, es un balance
entre la fuerza de arrastre y la difusién browniana, que al igual que el resorte
tiende a enroscar la molécula.

e b =30/ = HL*/kT es una comparacién entre los tiempos caracteristicos que
da como resultado la relacién que existe entre el modulo eldstico (H) y la confi-
guracion de la mancuerna debido al movimiento browniano (kT).

e G = nkT donde "n” es el nimero de mancuernas por unidad de volumen, a
una temperatura absoluta T y k es la constante de Boltzmann. Por lo tanto, G
relaciona la configuracién de las moléculas de polimero debido al bombardeo que
sufren por parte de las moléculas de solvente una temperatura determinada.

e a? = [2\/0 = 3G /nH seinterpreta como una dimensién molecular caracteristica.
Esta variable relaciona la configuracién de las moléculas de polimero debida al
efecto térmico y el efecto eldstico.
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Tabla 2.1; Variables del modelo de Petrie

x=¥ Lon‘gituq kzid,ix‘n'e‘nsigir’ial‘ -

u= g Velocidad fadinierisional

S = pipo Esfuérrzytyj‘,‘a"cyli'mensional

Ny = Spp ~ Szz Primer'a» diferqncia de esfuerzos normales del polimero

Tp = Szz+ 28z Traza del tensor de esfuerzos del polfmero

a = Al Nimero de Débora
f= #-'r)_s Viscosidad del polimero referida a la yisquidiid total de la solucién
(= ('”;”' Q Reciproco de la fuerza aplicada al ﬁ]ﬂ.mento : i

2.2.1.2 Ecuaciones adimensionales del modelo de Petrie

Para obtener las ecuaciones adimensionales del modelo de Petrie se utilizan las variables
adimensionales de la tabla 2.1. En esta tabla U,, es la velocidad del filamento en x=0,
donde x=0 se toma a partir de la zona en donde ya no existe el efecto de hinchamiento,
L es la longitud del filamento, F es la fuerza a la que cstd sometido el filamento, Q es
el flujo de la solucidn, 7, es la viscosidad del polimero y 7, es la viscosidad del solvente.
Ademsds Petrie define las siguientes cantidades adimensionales:

A — A
y = '—L—Q—H (2.18)

L? L?

donde y nos relaciona la deformacién que sufre el ovillo.y z esla longitud que alcanza
éste; debemos notar que estas dos variables estdn normalizadas con respecto al cuadrado
de la longitud méxima de la mancuerna, L, por lo que, el valor més alto que pueden
alcanzar es uno. »

Ahora bien, sustrayendo los componentes RR y XX de la ecuacién 2.16 y utilizando el
hecho de que, para el flujo uniaxial, los componentes del tensor deformacién son:

Daw = U'(X) y Dpr = 3U'(X)
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tenemos que

ouy — a(y + z)u + T K > = ¢ (2.20)
De igual manera tomando la traza de la ecuacién 2.16
. , z 3
auz — 2ayi -+ =2 = 132 (2.21)

donde a es cl niimero de Debora, o = AU,/L,. Este ntimero describe la relacién
entre el tiempo caracteristico del material y su tiempo de procesamiento [23]. Hay que
mencionar que para indicar la diferencial en esta tesis se utilizé la notacién de Newton
y que esta diferenciacién es con respecto a x = X/L;.

Para la ecuacién de la rapidez de deformacién se realiza un balance de fuerzas, el cual
se adimensionaliza con los siguientes pardmetros : Sy = -l,%;m,-((londe ii no implica
suma), B = 1,/(Ns + 1), ¥y { = (05 + 1p)Q/ F L, donde ¢ es el inverso de la fuerza en
forma adimensional. Por otra parte, la viscosidad del polimero estd determinada por
np = AG. Entonces la ecuacién queda como sigue:

au bBy .

—_— = —+3(1- U .

¢ TS +3(1 - B (2.22)
Las condiciones iniciales estdn dadas por los valore que toman y, z y u en z = 0. Para
determinar estos valores en las dos primeras variables utilizaremos las ecuaciones: 2.18,
2.19 y 2.15 de las cuales tenemos que:

Q b8¢ _y 90
N1=—F—,_(70(Sx.\’—51m =12 - (2.23)
poe @ g B2 3y .
L=gwgird=4 (1—2 b+2) | (2:24)

N, corresponde a la diferencia de esfuerzos normales en su forma adimensional y T}, es
la traza del tensor de esfuerzos también en su forma adimensional.

Si evaluamos Ny y T, en z = 0 denotando a N(0) = v y T5,(0) = = obtenemos las
condiciones iniciales cuyas expresiones son:

b+5 am 3 aw
z(0) <m + W) = g + BBE (2.25)
)V
y0) = pli-z0] (2.26)

Estas condiciones iniciales y(0) y 2(0) reflejan la deformacién y la'longitud inicial del
ovillo.
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Por otra parte, la velocidad inicial evaluada en ¥ = 0, es la unidad, ya que como
puede verse en la tabla 2.1 la velocidad adimensinal estd normalizada con respecto a
la velociadad que tiene el ovillo al inicio del filamento, es decir, u(0) = 1.

Por tltimo, la viscosidad extensional uniaxial, puede calcularse como la relacién entre
el esfuerzo extensional adimensional y la rapidez de extensién [11]; como ya se men-
cioné la viscosidad extensional se evalia a la mitad del filamento por las razones antes
comentadas:

u(z)

Tsp (_,'u('r) (2.27)
donde 75, s la viscosidad extensional del filamento; esta viscosidad es adimensional y
la variable caracteristica que se utilizé para adimensionalizarla fue la viscosidad total
de la solucién a baja rapidez de extensién, es decir 179 = 1, + 77, [11). Por lo tanto, la
viscosidad extensional del filamento, 7, es una relacién entre la viscosidacl extensional,
evaluada en algiin punto del filamento, y la viscosidad total de la solucién a baja rapidez
de extensidn.
Por otra parte, la viscosidad extensional promedio estd determinada por [11],

1

Top = Zln_um (2.28)

donde esta viscosidad, al igual que la anterior, es adiimensional.

Las ecuaciones 2.20, 2.21 y 2.22, junto con las condiciones iniciales, forman un sistema
de ecuaciones diferenciales del que estd compuesto el modelo Petrie, éste es utilizado
para calcular la viscosidad extensional del flujo uniaxial de una solucién diluida de
polimero.

Para generar cada curva de viscosidad en el articulo de Petrie {21] se varia la fuerza
que se aplica al filamento, ¢, desde 0.0007 hasta 500, ademds se fijan los valores de los
siguientes paramnétros: «, 8, w, v y b. Entonces, cada punto en la curva de viscosidad
extensional corresponde a un valor del paramétro de fuerza diferente. Esto puede en-
tenderse de la siguiente manera: se gencra un flujo extensional uniaxial, utilizando una
determinada fuerza de tensidn, se procede a medir la viscosidad extensional uniaxial a
la mitad del filamento, suponiendo que sc ha alcanzado el estado estacionario, este ex-
perimento corresponde un punto en la curva de la viscosidad. Para obtener el siguiente
punto de la curva se cambia la fuerza de tensién del filamento y se mmide nuevamente
la viscosidad extensional utilizando el procedimiento anterior. Esto se repite hasta
tener un barrido en un intervalo de fuerzas que permita obtener la curva completa de
la viscosidad extensional. Entonces, cada punto de la curva puede ser visto como un
experimento diferente.
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Capitulo 3

Modificacién al modelo de Petrie
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3.1 Modelo de Petrie con un flujo de extensién
general

En el capitulo dos se realizé un resumen del modelo de mancuernas y también se
presenté el modclo de Petrie para el caso del flujo uniaxial. En este capitulo se modi-
ficard el modelo de Petrie introduciendo el tensor de deformacién propuesto por Meiss-
ner [6]. La razén de utilizar este tensor y no el de Stevenson {14] es por simplicidad
puesto que sélo tenemos que variar el valor de "mn” comprendido cntre -0.5 y 1 y asi
obtener los diferentes flujos extensionales, es decir, el flujo uniaxial (m=-0.5), planar
(m=0), biaxial (m=1) asi como flujos intermedios.

Se debe de aclarar que debido a que Petrie esta considerando una geometria cilindrica de
la muestra que estd sometida a la deformacién extensional, éste utiliza los subindices de
los componentes de los tensores como XX, RR, y 6. Sin embargo, para el desarrollo de
este modelo se utilizardn subindices numéricos, los cuales siguen la siguiente convencién:
se identifica como 1 a la direccién del flujo, y 2 y 3 a las direcciones neutrales.

3.1.1 Ecuaciones base del modelo

Como se ha mencionado, en el modelo de Petrie las moléculas de polimero estdn ideali-
zadas como mancuernas de extensién finita, por lo que utiliza un conector tipo Warner
con un coeficiente de friccién constante; es decir que no depende de la conformacién y
es isotrépico.

Las ecuaciones base para el desarrollo del modelo modificado son:

e Ecuacién constitutiva de la solucién (ccuacién 2.14)

g = —PL+S+2n.0 “(3.1)

o Ecuacién constitutiva de la contribucién del polimero al tensor de esfuerzos de la
solucién (ecuacién 2.15).

nitf G
S —————] A 1L 3.2
ot [(1-—,) Tt - 62
¢ Ecuacién del promedio de_conﬁgﬁraciones (ecuacidn 2.16).
] 17, @ . Gb L
M+ | —F [z o L= 3
2 [(1 = ] TR T RGO 5L (3.3)
¢ El tensor rapidez de deformacxon plopuesto por. Meissner [6]
| | ;0{” o
im0 . (3.4)
-0 -(14m)

donde, si m=-0.5, se obtiene el f'i'ljjo:ubxrliéxial‘.
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Utilizando las mismas variables adixnensiqnq.iés:pfophéstas por Petrie
CAjy—Am
Y= —'—]LLT'— - (3.5)

L _trA _An+ An+ Ass (3.6)

e iy wa—— .
Otra modificacién que se realiza en el modelo de Petrie es que, se define una segunda
diferencia de componentes del tensor de configuracién, la cual se denota como "y,”.
Esta segunda diferencia se introduce de forma andloga al articulo de Dealy [13], de tal
forma que, para los casos en los cuales la deformacién extensional no es axialmente
simétrica, se definen dos diferencias normales de esfuerzos. Entonces, la segunda dife-
rencia. de componentes del tensor de configuracién es la siguiente:

Agg — Az

Ya = 73 (37)

en donde, para el caso uniaxial, Aay = Agzs, y2=0y 1 = ».!

Por 1ltimo, las variables caracteristicas que se utilizan para obtener las ecuaciones
adimensionales del modelo son las que se mencionan en la seccién 2.2.1.2 del capitulo
2,

3.1.2 Interpretacion de y; y 2

Una interpretacioén fisica de y; y y2 puede darse con base en argumentos geométricos.
Tomemos primero el vector de configuracion que se muestra en la figura 2.1. Este vector
puede situarse en el origen de un sistema coordenados de ejes fijos, y descomponerlo en
sus tres componentes normales R;, 2 y R3 que son paralelos a los ejes de coordenadas
(ver figura 3.1).

Podemnos realizar la suma de los vectores normales f; y Ry

£=&+£2_= [Rla070]+[0!R2x0] = [RlyRZxO] (3-8)
asi como también restarlos.

Q. = [Rl’o 0] [0 R2$0] [Rlx RZ)O] (3 9)

De los vectores resultantes Py @ puede obtenelse e] producto punto que queda. como:

B [Rl ) R?v 0] [Rly '—1{2) O] (3.10)
Por otra parte; si realizamos el producto extenm del vectm R, tenemos que
R1R1 RiRy R1R3 o Ril sz “Rig o
RR=| R2RI Rsz : Rst = Rg] Rog "Rz | ) (3.11)
\ Rafly Ralz R3Ra Ra1 Rsz Ras

!'Los subfndices numéricos 11, 22 y 33»correspondeh en la nomenclatura de Petrie a XX, RR, 00.
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Figura 3.1: Vector de configuracién

Por lo que podemos identificar a 2 con el primer componente de la diagonal del tensor
configuracién R y a R? con el segundo componente de la diagonal de dicho tensor.
Entonces:

12? - Rg = R“ - R22 (3.12)

Debemos recordar que el producto punto se puede expresar también como el producto
de la magnitud de los vectores involucrados por el coseno del dngulo que foman entre
ellos, entonces la ecuacion 3.12 puede expresarse como:

R} — RS = Ry — Ry = |P||Q|cost (3.13)

Ahora bien, si al inicio el vector R estd en su condicion de equilibrio, entendiendose
como equilibrio el hecho de que la magnitud de dicho vector es la que corresponde a
una mancuerna qtie no cstd sometida a ningtin tipo de fuerza que la deforme, entonces
podemos encerrar a dicho vector en un cubo, en donde sus aristas coinciden con las
componentes normales del vector 2 (ver figura 3.2). Dentro de este cubo podemos
trazar la suma y resta de las componentes normales 2, y f25 que estardn sobre un plano
del cubo. En las condiciones de equilibrio mencionadas, tenemos que los vectores Py
Q@ forman un dngulo de 90 grados en el plano en el cual estdn situados dichos vectores.
Si este mismo cubo es sometido a una fuerza que dé lugar a una deformacién, por
cjempo del tipo uniaxial en la cual existe una fuerza de extensién en una direccién (zy)
y una fuerza de contraccién en las otras dos direcciones, tenemos que el dngulo de los
vectores es diferente de 90 grados debido a un cambio en la magnitud de los vectores
Ry y 1, deformando el plano que forman dichos vectores. Entonces, utilizando la
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ecuacién 3.13, podemos asociar a la diferencia de R;1 — Haz, que es el resultado de un
producto punto entre las componentes del vector configuracién, con la deformacién del
plano que forman los vectores R, y R,, puesto que, si el dngulo entre 2 y Q es 90°,
entonces el coseno de este dnagulo cs cero y, por lo tanto, Ry; — fa2 = 0; es decir que
no existe deformacién. Pero si el angulo es diferene de 90° el coseno es diferente de
cero, y existe deformacién. Se debe notar que no existe deformacién en el plano que
forman los vectores fs y Rz puesto que la contraccidn en esas dos direcciones es la
misma, como lo muestra la figura 1.1, y por lo tanto, el cambio de magnitud en esos
dos vectores es el mismo, por lo que se conserva la forma.

Si hacemos el mismo cjercicio para una deformacion biaxial tenemos que existen fuerzas
de extensién en dos direcciones, z; y @2, y una fuerza de contraccidn en direccidén xg.
En el caso biaxial, las fuerzas de extension son de la misma magnitud, por lo que
tienden a alargar al cubo en esas dos dirccciones en la misma proporcién, lo cual da
lugar a que el plano formado por los vectores R, y {2, no pierda su forma y que el
dngulo formado por @ y £ sea siempre de 90°; entonces, como no podemos referir la
deformaciéon que sufre el cubo mediante estos vectores se define otra cantidad que si
permita evaluar el cambio. Esta cantidad estd referida a los componentes normales Ry
y Ry del vector de configuracién, ya que al ser sometido el cubo a una deformacién
biaxial la magnitud de estos dos vectores es distinta a la inicial (ver figura 3.3).

De forma andloga al andlisis anterior, tenemos que la suma y resta de dichos compo-
nentes da lugar a los vectoress Ey I

I = _R_z -+ & = [0, Rg, 0] -+ [0,0, 133] = [0, Ra, R3] (314)

£ = Ry~ R3=[0,R,,0] - (0,0, R3] = [0, Ra, — Ra) (3.15)
Realizando el producto punto entre 0 y [ :
R% — R% = Ryy — Ry = |E||F|cosd © 7 (3.16)

en donde podemos identificar a los componentes diagonales de la ecuacién 3.11. Los
vectores 2 y I en condiciones de equilibrio forman un dngulo de 90° y al ser sometido
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a una deformacién biaxial, el dngulo entre dichos vectores cambia. Por lo tanto, nue-
vamente el producto punto entre estos vectores nos da una idea de la deformacién que
estd sufriendo el cubo.

En conclusién, las diferencias Ry; — Rz y Rae — R33 nos proporcionan una idea de la
deformacién que sufre el cubo en diferentes direcciones. Si ademds estas diferencias se
dividen entre el cuadrado de la longitud caracteristica, tenemos, entonces, una defor-
macién referida a una configuracién bésica de referencia. Por lo tanto, las ecuaciones
3.5 y 3.7 se pueden interpretar como deformaciones adimensionales en dos distintas
direcciones. La ecuacién 3.5 serd nombrada, a lo largo de esta tesis, como deformacién
uno o primera deformacion, mientras que 3.7 serd la deformacién dos, o bien, segunda
deformacién.

3.1.3 Desarrollo del modelo

En este capitulo se deducen con mayor detalle las ecuaciones del modelo.

Desarrollaremos primero los tres componentes del tensor conﬁguracnon ut‘.lllza.ndo la
ecuacion 2.16. :

Primero tomamos la definicién de la derivada conformacxonal de é de ]a'ecuacién 2.17,
la desarrollamos en sus componentes A, Ay y Ass; supomendo estado estacionario.

An = u %illl +vzaa/;12' + vaaali: -'g%““ %Azl (3.17)

";;y: R /’/"“{
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A 3A33 + 6/133 +’ '8/133 321.; 6U3

3 = V=Rt ke 6::; - 59:/113 - Tz‘z/ba (3.19)
o Oug Oug vy
-_BT?_A” /1315:8— 3 A”a ~ Angos O

Agrupando términos y teniendo en cuenta la simetrfa del tensor rapidez de deformacién:

b3 - 6/111 0/11] 6/1“
An = v oz, +’U2'8—2—+’U3 D7s ) (3.20)
Qv vy
~2Au5- Ly 12, 2A3137:3
< 8Azm A A
Agy = 1)1—51 + UgT’:-z- -+ vz am” (3.21)
dv v vy
—2A218—2 - 2/1223 R 2A233 -
_ OAss 3/133 3/433
/133 = U 6.'14‘1 + v a 8'17 (322)
3 Ov 01}3
—2/13]6 —_ 2A32-0—;; — 2/ \335@

Del tensor deformacién sabemos que:

gu 0 0 1 0 0
D=| 0 §= 0 =é(0 m 0 (3.23)

0 0 gy 0 0 -(1-m)

Ozy

Si U, es la velocidad en x=0 y U es la velocidad del fluido 0 < x<Ls, entonces la
derivada de la velocidad con respecto a la posicién "U” es constante e igual a &, por
tanto, el tensor deformacién se puede escribir como:

/1 0 o0
R=U]l0 m 0 (3.24)
0 0  -(1-m)

Entonces podemos concluir que,

ademads:
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Qv oy, = y Ovg _ ’
o =U 2 =mlU G = —HmU

Sustituyendo estos result;ados en la. ecuacmnes 3.20,3.21y 3.22,

" - aAu 8/111 ‘ aAll

An = ’U B2 + vy 3 .3 3$3 - 241U | (3.25)
oy 3/1 gA aA .
Agp = a$22 -+ vUa D2 22 + u3 Ds 2 2mAqU (3.26)

< 9A oA 0A
Asy = v‘a:a'l' 2333+ a33

Entonces sustituyendo las ecuaciones 3.25, 3.26 y 3.27 en la ecuacién constitutiva del
tensor configuracién (ecuacién 3.3) tenemos que los componentes de esta ecuacién son:

+ 2(1 + m) AgalU (3.27)

aA“ d/lu 3/111
A {'U] a.'L + vy 0.1'2 + v3 3:1,3 2A11U} (3.28)
1 a®b Gb L?
[(1 - !Lz;)] A =31 o T LEer ) T e
Sabemos que d;; = 1, puesto que es uno de los componentes del tensor unidad, ademés

si definimos ——L‘v}’_) como Z(R?) donde la relacién R%/L* se asocia con la traza (z)
del tensor configuracién, entonces, Z(/?) = [—1{—‘], por lo que la ecuacién 3.28 queda -
corno:

) 6A“ 6/1“ ’ 8!1”
A { "D + vz s +v S 2/111U} ' o (3.29)
a2b Gb L2

Z(R*)An =

30+2) nll(b+2) (b+2)
Similarmente para los otros dos componentes, :
aA dA dAz o
A {v T = vy T 2+ (9:1;2 - OmAQZU} 3 e (3.30)
a?b Gb ‘ :

21z T30+ T ARG+ =

(3.31)

3/133 aA33 aABS
/\{ a z + 2 (9 + 3
azybs

‘(RQ)A” 3(b+2) (b+2)7 fore)
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Restando la ecuacién 3.30 ala ecuaciéh 3.29' tenémos que -

(3/111 - An2) (aA“ - A22) (aAll A22) = ; A
/\{ Oz T ax2 T O +2U(m/122 An) (3.32)

e +A(R2)(Au = "Agz) =0

Para a(hmensxonahzar la ecuacnén 3 33 utnhzamos las SJguentes varxa.bles adlmensw-
nales : . R T

o= uU x =zl
por lo cual ' ‘ '
6v1 81)1 ou 67:1 _ U, u U,

3:1:1 Bu 8:1:1 6y —[_;53:—1 =7 (3'33’)

Del tensor rapxdez de deformacxon sabemos que 3 @’- =0 , entonces
U=t = =24 (3.34)

Tomando las definiciones de las variables adimensionales tenemos

O(An — Ag) _ 8(An — Ap) By 8z, _ L) Lai 3
e~ Om omox L U (8.85)
Supongamos ahora que las diferencias del tensor de configuracién sélo son funcién de
una de las coordenas. Esta suposicién estd basada en el hecho de que se pueden asociar
las deformaciones de un clemento al cambio en una de las coordenadas. Tomemos por
ejemplo cl caso uniaxial, si observamos la figura 1.1 notamos que la extensién del cubo
en la direccion @) ocurre a expeunsas de la contraccion en las otras dos direcciones y,
por conservacion de masa, las suma de la cantidad que se contrae debe ser igual a la
cantidad que se estira; por lo tanto, basta con medir el cambio de longitud en una
sola direccién para saber como se deforma la muestra; esto mismo puede aplicarse a
los flujos biaxial y planar. Bajo esta suposicién, podemos decir que las diferencias del
tensor deformacién sélo varfan en la direccién z; entonces (Ay; — Ag2) # f(22,23) v,
por lo tanto, la ccuacién 3.33 queda corno,

U,
A {’NU,,L:I]I - 21—_0’('1,(/11] - 771/‘22)} + Z(RZ):I/ILZ = O (336)
Si sumamos y restamos (Az2) a la ecuacién 3.36 .y factorizamos términos

A {u.uobya - 2%11 (Au — Agg + (1 ﬁi)fl‘éz)},.+ Z(R?)yy L2 =0 (3.37)

Por otra parte, haciendo una combmacxon de. las‘ deﬁmcxones de y;, ¥2 ¥ % tenemos

Agq —A22 v Au —2A22+A33
TV E T 17

(3.38)
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A —2An+Ass An+Ap -+ Az 3Asm 3.39) -
Nn—y2—E2= I - 2 PR (3:39)

por lo tanto

- M N (3.40)

, 3
entonces-la ecuacidén 3. 37 quedu comb i : o 7
A {uU Lyjy — 2%11. (L2y1 + (1 )-L—z(yl%f;'y-l—)-)} ;l-‘Z(R?)yle =0 (3.41)
Si factorizamos y cancelamos termmos : i
Ve {u;lj1 — 2 (y1 +(1— m)(yz'k%@)} 2Ry, =0 (3.42)

donde, como ya mencionamos &1{“ es el nimero de Débora, el cual denotamos como
@, y Z(R?) = 1i; por lo tanto, utilizando estos resultados y reordenando la ecuacién
3.42 tenemos que

2
auy — zoi [yy (m + 2) + (1 = m)(y2 + 2)] + % =0 (3.43)

Se debe de observar que si m=-0.5. (caso uniaxial) y y2» = 0 (condicién inicial) la
ecuacién 3.43 se reduce al modelo cle Petrle, por lo t;anto, hay consistencia con la
ecuacién 2.20.

Restando la ecuacién 3.31 a la ecuamon 3 30 tenemos la segunda diferencia del tensor
de configuracion ys: .

(3.44)

3.1:1 . ;,;2 : B'L‘z + - By
2U(m/122 = (m +1)Ag)} + J(Rz)(/‘n - A22) = 0
Para adxmens]onahzar la ecuacién 3.45 realizamos las sxgmentes operacxones
' Lo Uy ou U, ‘ '
U= ’74.5;‘? = T’ll, ) . (3.45)
Y
Az — Ass) _ O(Az — As3) Oya 071 _ L4 _ L (3.46)‘,

Oz - dya Oz, dx = L

Bajo el mismo argumento que se utilizé para (A;; — Asp), suponemos nuevamente que
las diferencias del tensor rapidez de deforimacidn sélo varian en la direccién z, entonces
(Agp — Ags) # [(zq, z3); por lo tanto, la ccuacién 3.46 queda como,

Us .
A {qungg ~ 2 2i(m Az + (m + 1)/133)} + Z(R?)ysL? = 0 (3.47)
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Sumando.y restzmdo (mAgg) a la ecuacién 3, 47 y factorxzando términos
A {quLyz - 2'——11. (m(A22 - A33) + (2m -+ 1)/133)} + Z(RQ)J2L2 =0 - (3.48)

Por otra parte hacxendo una combmacxon de la; deﬁn1c1ones de yl, V2yz tenemos

3

Au = A22  2Ag — 2/433« An + 2As — 2/133
v +_2.7/2 ~ It Iz 0 oy S (3.49)
A+ A —2/13 A +A2+~A3 3A ‘
Y1 -+ 2y2 — = zz - 3 = _“ L22 = 3 = 1;3 (3.50)
por lo tanto: ' ' ‘ R ' ; . e ’
’ 2. o :
Ay = LAz = 2?/2) B (3.51)

entonces, la ecuacién 3.48 queda como:

L 3

/\‘{uUDLy'z - z,.U_m (mL2y2 +(2m + 1)"’—(3—?1‘——"”2—))} + Z(RZ)J2L2 =0(3.52)

Si factorizamos y“ca‘ncelamos términos:

’\g {qu —24 <m1 y2 + (2m + 1)9—-—#‘3_—2”—))} +. Z(RZ)JI'— 0 | (3.53)

donde e es el numelo de Débora (a) y. Z(Rz)

'.E*;Ut‘,ilizandqestos resultados y
1eorclenando la ecuacién 3.53, tenemos que e ' '

gy — Zoci [(2m -+ 1)(= = Jo - Jz(m L2 +3 (3.54)

Se debe de observar que si m=-0.5° (caso unm.xml) y yg(O) =0 (cond1c1on mlcxal) la
ecuacién 3.54 se anula. ‘

Para obtencr la ecuacién de la traza ut;ilizamos la ecuacién 3.3, y queda:

S 1 o a?% Gb e
Adij [(1 iy ] Y= snrni T e T Gy (859
Tomancdo la traza de la ecuacién 3.55, tenemos:
11 .'.. ‘ 2 ‘ .. =3 . ‘ '
tr {,\A,J + Z(R YAy} =1t {3(1) 7] } - (3.56)
G o
"{nﬂ(b-kz)""j}“’{( %) }
r'f'r"-rw' ' A:"\‘\'i
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Si sustituimos los resultados de las ecuaciones 3:18, 3.19 y 3.20, tenemos que:

L 3/111 6A1] a/lu . ' 31)_1 ) 8/122 3/122 .
A {‘U] 6:1:1 +'U oz Lo * va 611}3 2A113x1 +U1 6 v Y2 on, 0:1: + (3'57)
OAg vy OAsz3 6/133 dAzzs
Vg, 2Angy, TG T s Fva s -
Ovg 2 @ _  3Gb  3L?
25 e } +Z(R) [Au + Az + A"“] G+2) nHGT2)  G+2)

Factorizando términos y suponiendo que (Ay1 + Age + Aaz) # f(z9, z3),

9(An + Azé + Aaé) duy Oy
A {Ul Bz, : (Au 92, + A22(9£L'2 -+ (3.58)
s \ o 3Cb 312
Assg )} +Z(R) [An+An + A = s = o = 1Y)

Del tensor rapidez de deformacién sabemos que

dn Ous 12} . . .
A;]a + Agza Asaé-;% = AnU +mAgxplU — (771 -+ 1)A33U = (359)

U (A1 +mAgz — (m + 1) Ass)

Utilizando la ecuacién 3.34

O Ova 14}
A“B -4‘1422(9 Asaa:a

I

(m + 1)A33) (3.60)

Por otra parte:

6(A“ -+ Aga + A33) 6(/111 + Agg + /\33) 8z BA _ L_""z‘ Zfs ) . 7(3.61)
T Oz X X 0z, L

ademads:

. An A A
) —uU., y z= _u_ﬁzﬁzd-_u :
Entonces, si sustituiinos v; y z, ademas de las ecuacnones 3.60 y 3.61 en la ecuacién

3.59, tenemos:
2uU

[A“ + 7TLA22 - mA33 - A33]} + Z(RZ)L2 = (3.62)
~a2b~ S 8Gh --3L2,;;;r o - '
- (0+2). ,' nH (b.;+52) '

Agrupando tér minos, la ecuamon 3 63 quecla como

A {uU.,Lé -

"{"‘UGLZ_—? Lt [L"(Jl +J2)+mL_ ’2' (3.63)
e @ - 3Gh L2
©+2) :"H(b+2) ©+2)
113' S e .v't,‘«r"";'i ATt
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Factorizando y sustit'qyendo el valor de Z (R2):

Ao o z Cat o
: 2 : - s =
T Uyr+ (m+ yal} +5 = TEICE) (3.64)
3Gb 3
LPnHb+2) - (b+2)
Sustituyendo el ntimero de Débora: R
o e a _ 8Gy 3
oud = 2ufys + (m+ Dyl + 1 L2(b ) TG 5y - Gxy )

Ecuaciéon de momentum

Para la ecuacién de momentum realizamos un balance de las’fuerzas a las cuales estd
sometida la mancuerna: ~ !

E = [(on=on)+(on-ow)d(z) (3.66)
g = —pl+S+mD ] (3.67)

Por componentes, la ecuacién 3.67 es: .

oij = —pdij+ Sij +21:Dy (3.68)
Entonces: k

on = =pdy+Su+2n,0y (3.69)

o22 = —pla + Sz + 27Dz ‘ (3.70)

O3z = ‘P533 + Sz] + 2773D1] (3.71)
Sustituyendo en la ecuacion 3 66 t;enemos '
= [—'p +-Sn + n;Dn»— (=P + S22+ 7 Do) + (3.72)

I
As (.’L]) : i
('—P + -5'22 +,-7IsD22) - (—77 + Sz + 75 Das)

Factormanclo y cancelando telmmos,

A()

Utilizando la ecuacién 3 2 sabemos que;

, [(Sll 322) - ﬂé(Di] D22)+(322 - Saz) + 773(D22) - D33)] (3.73)

o nH 1. Gb
Sn [(1 = T,f ] 11 (b+2)511 (3.74)
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e am
Saz = [-(—1%—} Aa."s‘ = (b—c_,;_'bﬁtsaa : | (3.76)
yDu= =0, Dp=22=ml y Daa_g—;§=—(m+'1)c'/ |
por lo cual la ecuacién 3.73 queda como:
T = [Ts A = Am) + (4 - )]+ 2nu(m + 2)0] (3.77)
Sustituyendo las definiciones de y; y y2
AT(%]T = [%(m + y2) L2 + 2n,(m + 2)0] (3.78)

Para adimensionalizar la ecuacién utilizaremos las sxgu1entes variables de la tabla 2.1

¢ = -;1.% = ’;‘Z’ ,B= -fj- y v = ul,, ademds de nH = 4§ y n, = G, por lo tanto, la

ecuacién 3.78 queda como:

%‘a = (—lﬁ_-lfz—)(yn + y2) 4+ 2(1 = B)(m + 2)an (3.79)

Para evaluar las condiciones iniciales del sistema utilizaremos el tensor de configuracién,
pues sus valores iniciales reflejan la longitud y deformacion de la mancuerna.

Las variables que se necesitan para adimensionalizar la ecuacién son:

y = ,\,,l_ \,,, ,/2 — A,zl_,\,,’ z = 1,,;tzll‘22+,|,,, a? = _%_A = 1}(;;’ a = —%“»

2

¢ = M‘—"ﬂ)—- B= y p = AG.

H

Entonces de las ecuacmnes 3.74, 3.75 y 3.76 tenemos:

| >

Syt = Sa = [(l’iﬂ%;)] fus An = b  @a0)
Y .

S22 — Saz = [(17_1_”%{ ] A22;2/133 = bGl Iizz ' (3.81)
Adixnexmionalizan%lo la ecuacién 3.80 obtenemos: ‘ k

| i(sn — Sy2) = b—ﬂg—L : ' (3.82)

[ 1‘—

Definiendo a Ny como la variable adlmensxonal de ]a prxmera, diferencia de esfueuos,
es decir

N1 = %(S“ - 522) (383)
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Entonces 3.82 queda como:

_ 8¢ - ‘
Ny = T3 (3.84)

Para la ecuacién 3.81 se procede de manera similar a la ecuacién anterior, y se define
N3 como una variable adimensional de la segunda diferencia de esfuerzos:

_bBC y
T 1=z (3.85)
Para la condicidn inicial de la traza tenemos que:
nH 3Gb
Si1 + Sag + Saz = trS = [HT—] (A1 + Aaz + Aaz) — m (3.86)
Si se adimensionaliza la ecuacién tenemos:
Q _ B¢ { z ' }
FU, ——trS = = l_z-3b+2 (3i87)
Si definimos a -,%tré como T}, la ecuacién 3.87 queda como:
bB¢ { z } :
= =l 2 : .
T Pl g 36+ (3.88)

Evaluando la condicién inicial, es decir, en x=0, y deﬁmmos a T, como m, N; como v
y N2 como v, las ecnaciones 3.84, 3.85 y 3.88 quedan de la 51g1uente forma

[0 4741

wo = fAn-s0) (3.89)
1(0) = pztll - 3(0) (3.90)
b+5 am 3 am '

z(0) <b+2 b—ﬁz> = _’;—2+7)_ﬂ—< . (3.91)

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales que componen al modelo son las
siguientes:

” ,
ougy — —au [m(m+2) + (1 ~m)(y2 + 2)] + ——z- =0 - (3.92)
; 2 . Y2
gz ~ <ol [(2m + 1)(z —y1) — ya(mm + 2)] + T = 0 (3.93)
C 2z a% _ 3Gh 3
ouz = Zifys + (m+ Vvl + 75 = gy T e n ~ iy )
10 TR N

! Vi TR
FAL}, Vo Gl
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':u__vﬂb
R )

Las condicioneés iniciales para resolver el sistema son: -

Y1 + p2) + 2(1 = B)(m + 2)a (3.95)

C\!I)l

Cw(0) = ggh-s0) (3.97)
b+5 - ar 3 am '

~2(0) (m + ‘EIB—C> = Py + W - (3.98)

w0 = 1 o (3.99)

Por otra parte la viscosidad extensional se evaluard de forma andloga a la viscosi-
dad de filamento propuesta por Pretie (ecuacién 2.27). De esta manera la viscosidad
extensional adimensional de los diferentes flujos se determina por:

m . w{®) ; :

donde E indica que la viscosidad calculada es la extensional, y m implica el tipo de
flujo. Ademds, la viscosidad serd evaluada en 2 = 0.5.
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Capitulo 4

Resultados y anilisis de resultados
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4.1 Resultados

El sistema de ecuaciones diferenciales del capitulo tres se resolvid, junto con sus condi-
ciones de frontera, de forma numérica utilizando el paquete de Mathematica. Con
este programa se llevaron a cabo diferentes cdlculos en donde se variaron los siguientes
pardmetros del modelo:

e Tipo de flujo (m)
¢ Condiciones iniciales (7 y v)
¢ Niimero de Débora ()

Rigidez de la molécula (b)

Concentracién de la solucién polimérica (3)

Aunque el modelo permite variar el pardmetro "m” entre los valores de -0.5 y 1, se
escogieron sélo cinco valores, de tal forma que se incluyeran los tres casos mds carac—
teristicos de los flujos extensionales, como son: uniaxial (m=-0.5), planar (m=0) y
biaxial (m=1), los otros dos valores son: m=-0.3 y m=0.3, sin nombre especifico.

Como se menciond en el capitulo dos, los valores de la viscosidad extensional obtenidos
con el programna son el resultado de resolver el sistema de ccuaciones diferenciales junto
con sus condiciones iniciales, ecuaciones 3.92-3.100, variando la fuerza adimensional
en un intervalo que va desde 0.0007 hasta 500 y tomando el valor de la viscosidad
extensional obtenida para cada valor de la fuerza en x=0.5. Realizando estos cdlculos
se obtuvieron graficas de viscosidad extensional contra rapidez de deformacién que se
muestra en las siguientes secciones.

4.1.1 Graficas de viscosidad extensional contra rapidez de ex-
tensién de los 5 flujos extensionales para los diferentes
valores de v y «

Las graficas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 muestran el comportamiento de la viscosidad exten-
sional de los diferentes flujos cuando se varian los paramétros v y . Se debe mencionar
que a, 8 y b permanecieron constantes en estos cdlculos.

De las graficas se puede apreciar que la forma de las curvas de los diferentes flujos es
muy semejante, pues todas presentan una forma de "S”; este tipo de comportamiento
es tipico de los modelos de mancuerna en los cuales se predice un ciclo de histéresis
[8]. Estas curvas en forma de "S” se caracterizan por predecir un cambio abrupto de
configuracion de la mancuerna, ya que ¢ésta pasa repentinamente de una configuracion
no extendida a otra totalmente estirada. Ademds presentan una regién en donde la
funcién viscosidad esta multivaluada, pues para una determinada rapidez de extensién,
la cual es llamada rapidez de extensién critica (8], existen tres valores de viscosidad
extensional (ver figura 4.1).

49 ' Tho GO

FALLA Ui wsaghl




P
100!
m
LM P
10
C
1
0.000) 0.000 ol LX) ! 10 100

Figura 4.1: Viscosidad extensional uniaxial, con # = 0.5 y v; =0,
esta curva se tomé de la grifica 4.1

Para dar una interpretacion fisica de estos 3 puntos en la viscosidad extensional haremos
uso de las figuras 4.1 y 4.2. En la figura 4.1 se muestra una de las curvas de viscosidad
extensional uniaxial de la grafica 4.1, esta curva tiene como valores de 7 y v, 0.5 y 0,
respectivamente (ver gréfica 4.1).

Por otra parte, en figura 4.2 se muestran 3 curvas de la barrera potencial contra la
extension de las mancuernas. Las curvas superior ¢ inferior en la grafica estdn asociadas
respectivamente a las zonas en las que la mancuerna estd completainente extendida
y cuando no estd extendida. Mientras que la curva media pertenece a la zona en
donde encontramos la rapidez de extension critica, en la cual la funcién viscosidad estd
multivaluada. En estas curvas el punto C representa al estado enrollado de la molécula,
este punto es localinente estable. P representa un estado inestable. Finalmente el punto
S, que también es localmente estable, se asocia a un estado en el cual la molécula estd
totalmente estirada. Para la curva intermedia notainos que en los estados marcados por
C y S el minimo tiene aproximadamente cl mismo valor, lo cual prodria interpretarse
como que son igualmente probables.

Haciendo un andlisis cualitativo, entre la figura 4.2 y la figura 4.1, podriamos decir
que las tres viscosidades extensionales que se tienen a una determinada rapidez de
extensién, en la figura 4.1, estan asociadas a las tres diferentes configuraciones de las
moléculas senaladas en la curva intermedia de la figura 4.2. Entonces, a una deter-
minada rapidez de extensién es probable que sc tengan las tres configuraciones de
las mancuernas, una configuraciéon no extendida, una inestable y una comnpletamente
extendida.

Tanto la forma de la curva como el cambio abrupto de configuracién es todavia un tema
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zona en la que la molécula esta totalmente .
extendida

Barrera de potencial

zona en ia que fa molécula esta enrollada

extension de la molécula

Figura 4.2: Figura tomada del articulo de De Gennes[8]

controvertido, ya que como lo muestra el articulo de Carrinton y Odell [22], algunos
autores creen que la forma de la curva es debido al tipo de conector utilizado en el
modelo de mancuernas y que el cambio abrupto que predice este modelo no es real. Sin
embargo, en este mismo articulo se mencionan a otros autores, que basdndose en otros
modelos, obticnen también una curva en forma de "S”. Inclusive los experimentos,
como el de birrefringencia, realizados para demostrar si realimente ocurre el cambio
abrupto de configuracién tienen diferentes interpretaciones y, para algunos, este cambio
abrupto se lleva a cabo, mientras que para otros no cs asi [22].

Datos de un experimento realizado por Ferguson y Hudson [25] muestran que este tipo
de curvas puede obtenerse experimentalimente. El experimento consiste en dejar fluir
lentamente un fluido M1, que es una mezcla de 0.244 % de poliisobutileno de alto peso
molecular, 7 % de keroseno y 93 % polibuteno de bajo peso molecular, a través de una
bureta, la cual tiene la llave de salida parcialimente abicrta. En el tope de la boquilla
de la bureta sc forma una gota, ésta cae por el efecto de la fuerza de gravedad y, debido
a que el fluido M1 es viscocldstico, durante ¢l trayecto de cafda de la gota se forma un
filamento del fluido entre la boquilla de la bureta y la gota; a un costado de la formacién
del filamento se ha colocado un cinta métrica con la finalidad de medir la longitud del
filamento. La caida de la gota y la formacidn del filamento es registrada cn video;
este video se analiza después para caleular el cambio de la longitud y del diamétro del
filammento con el tiempo. Entonces, como podemos apreciar este experimento cs de tipo
transitorio ya que con los datos obtenidos del video es posible determina el cambio
en la rapidez de extensién con respecto al tiempo. También es posible, mediante un
balance de las fuerzas que intervienen en el proceso de formacién del filamento [25],
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Figura 4.3: Gréfica tomada del articulo de Ferguson y Walters (26]

determinar el cambio de la viscosidad extensional con respecto al tiempo. Con estos
datos pueden obtenerse grificas de viscosidad extensional y de rapidez de extensién
con respecto al tiempo. Estas dos curvas se presentan juntas en una misma grafica en
el articulo de Ferguson y Walters (ver figura 4.3) [26]. Si observamos la curva de la
rapidez de extension ésta presenta méximos y minimos. Este comportamiento se debe
a que en cl experimento el filamento del fluido en determinados momentos acelera y en
otros desacelera [25].

En esta tesis se tomaron los datos de las curvas mostradas en la figura 4.3, tanto de
la curva de rapidez de extensién como de viscosidad extensional a un mismo valor del
tiempo. Después con cstos datos se realizé una grafica de viscosidad extensional contra
rapidez de extension. La curva obtenida se muestra en la figura 4.4 y ésta muestra
cierta semejanza con las curvas de la grificas 4.1-4.5, ya que la funcién viscosidad
también es multivaluada.

Cada punto de la curva de la figura 4.4 representa el valor de la viscosidad y la rapidez
de extension a un determinado tiempo. Entonces, aunque en esta grafica notamos
que a un determinado valor de rapidez de extensién la funcién viscosidad extensional
es multivaluada, estas viscosidades en realidad pertenecen a diferentes tiempos del
experimento, pero en los cuales la rapidez de extension cs la misma.

De la misma manera, cada punto de las curvas obtenidas en la grifica 4.1 representan,
como ya se menciond, la viscosidad y la rapidez de extensién a un determinado valor
de la fuerza, pues como se recordara, ésta se varia en un intervalo que va desde 0.0007
hasta 500. Entonces, las tres viscosidades senaladas en la figura 4.1, que representa
a una de las curvas de la gréfica 4.1, pertenecen a tres diferentes valores de la fuerza
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Figura 4.4; Viscosidad extensional uniaxial-vs-rapidez de extensién. Datos tomados
del articulo de Ferguson y Walters [25]

externa aplicada al filamento, o bien puede verse como tres experimentos distintos en
los que también, al igual que en el caso transitorio, la rapidez de extensién coincide
para los tres distintos valores de la fuerza.

Ahora bien, ya que se explicé que es posible obtener experimentalmente este tipo
de curvas, aunque se trata de experimentos diferentes, se procede a interpretarlas.
Para realizar cl andlisis de las gréficas obtenidas es muy til revisar simultdneamente
las grdficas de traza (z) y la deformacién (y) de la mancuerna contra la rapidez de
extensién (ver por ejemplo grificas 4.55 o 4.56). Asi, tenemos que, en la primera zona
de viscosidad constante, es decir a baja rapidez de extension, la mancuerna permanece
practicamente en su configuracién inicial ya que, como podemos apreciar en la gifica
4.55, en esta zona, aunque cxiste deformacion, pues la curva de y crece de forma
mondétona, la curva de la traza permancce sin cambio. Entonces, a baja rapidez de
extension el flujo deforina a la mancuerna pero éste no es suficiente como para estirarla
y por lo tanto la viscosidad no se ve muy afectada y permanece constante.

La segunda zona sc alcanza después del punto de extension siibita, en donde ocurre un
cambio repentino de configuracién de las mancuernas, en esta zona la mancuerna estd
totalmente extendida pues, como puede apreciarse en las graficas 4.55(flujo uniaxial)

53 e AN




y 4.63 (fujo biaxial) las curvas de la traza y la deformacién alcanzan su valor limite,
por lo que la tensién con la que contribuyen las mancuernas a la solucién es médxima,
y por lo tanto la viscosidad aumenta permancciendo nuevamente constante.

Por otra parte, en todos los flujos notamos que la viscosidad extensional a baja rapidez
de extensién se ve afectada principalmente por el paramétro v pues si tomamos, por
cjemplo, las curvas que corresponden a # = 0.5 v = 0y m = 0.5 v = 0.5, en donde
el valor de 7 permanece constante, observainos que la viscosidad extensional en esta
zona es mayor para v = 0.5. El valor de v estd relacionado con la orientacién de las
mancuernas, asi que un valor mds alto en v corresponde a una mayor orientacién en
las mancuernas, lo cual contribuye a una mayor tensién en la solucién en la que estdn
inmersas provocando que la viscosidad aumente.

Por otro lado, si comparamos las curvas en las que ¢l valor de v permanece constante y
w varia, la viscosidad extensional a baja rapidez de extensién tiene el mismo valor para
las dos curvas; sin embargo, para estas mismas curvas ¢l punto de extensiéon sibita
st se ve afectado (ver por ejemplo grificas 4.1 y 4.2). Entonces, el desplazamiento
hacia la derccha del punto de extension sabita en estas dos curvas estd asociado al
paramétro 7. Si nos fijamos en la ecuacién 3.98, = estd relacionado con la traza, z,
del tensor de configuracién, por lo que un valor alto de 7, implica un mayor valor en
la traza, es decir que la mancuerna estard mas extendida; entonces, si la mancuerna
inicialmente estd mds extendida el cambio stibito de configuracién ocurrird antes que
el de una mancuerna que esté menos extendida ya que ésta tiene todavia capacidad
para extenderse y, por lo tanto, el punto de extensidn stibita se desplaza.

Se debe de mencionar que para los flujos m=-0.3, m=0 y m=0.3 la condicién inicial
m = 1 y v = 1 utilizada por Petric [21] para el Hujo uniaxial, se cambié por 7 = 1
y v = 0.6 debido a que se presentaron problemas numéricos al evaluar el modelo. El
problema que se presentd fue que, utilizando los valores de 7 = 1 y v = 1, la viscosidad
calculada de los flujos mencionados era negativa mientras que los valores de rapidez de
deformacién cran del orden de 1 # 10", Entonces se procedié a buscar valores de 7 y
v que permitieran realizar los calculos sin problemas y que fueran los méds cercanos a
7 =1y v = 1. Estos valores resultaron ser, como ya se menciond, m =1y » = 0.6.

Por otra parte, en las graficas 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9 se compara el comportamiento de la
viscosidad de los cinco flujos extensionales para un determinado valor de 7w y v. Para
analizar estas graficas las dividimos en dos zonas, las cuales estdn separadas por el
punto de extension stbita.

Primera zona

De las gréficas podemos observar que en la prilnera zona la viscosidad extensional
cs constante lo cual se interpreta en términos del modelo de la siguiente rmanera: en
esta zona la mancuerna estd en su configuracién inicial, asf que el flujo practicamnente
arrastra a la mancuerna deformandola, sin que esta deformacién sea muy draéstica, por
lo que la viscosidad no se ve afectada y perinanece constante. Por otra parte, en cada
grafica podemos apreciar que para los flujos cuya m > —0.5 la viscosidad es superior
a la uniaxial (m=-0.5), este hecho se puede explicar si consideramos que, por ejemplo,
para ¢l flujo biaxial existe una doble orientacién en las mancuernas lo cual provoca que
la tensién en la solucién sea mayor y por lo tanto la viscosidad extensional aumente.

i
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Por otra parte, en esta zona pueden establecerse algunas relaciones (ver tabla 1) entre
los diferentes flujos como son:

‘e En los cinco flujos estudiados, la viscosidad extensional en la primera zona es
menor si v dismiye y casi no se altera con la variacién de .

e Existe una relacién de simetria entre los flujos con 1 = —0.3, m = 0 (caso planar)
y m = 0.3, pues la viscosidad extensional planar estd siempre entre los valores de
los flujos m = —0.3 y m = 0.3; de hecho se encontré que el valor de la viscosidad
del caso m = 0 es aproximadamente la media aritmética de las viscosidades de
estos ultimos.

e Otra relacién importante que se-encontré fuc entre el flujo uniaxial y el biaxial, la
cual establece que si dividimos la viscosidad extensional biaxial entre la viscosidad
extensional uniaxial se obtiene como cociente un valor aproximadamente de dos.
Este resultado puede compararse con el cociente que se obtiene si dividimos la
relacién de Truton para el caso biaxial entre la relacién de Truton para el caso
uniaxial que da como resultado un valor de dos. Si queremos establecer las
mismas relaciones entre el caso planar y el uniaxial se determina que el valor del
cociente de las relaciones de Truton, entre estos dos flujos es igual 1.3333; sin
embargo, en los cédlculos realizados con el programa, esta relacién sélo se observé
para la condicién dew =05y v = 0.

Punto de extension siibita

Las graficas 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9 muestran que el punto de extensién siibita se ve afectado
por el tipo de flujo, pero adeinds por el valor de las condiciones iniciales. En ecste
punto, segiin la interpretacién de algunos autores [8], la molécula pasa repentinamente
de una configuracién de ovillo a la configuracién de molécula totalmente extendida. El
valor de extensidn subita, seglin cstas graficas, ¢s mds sensible al valor de v, asi por
ejemplo, si comparamos las graficas 4.7 y 4.8 en donde 7 tienc valores distintos y v
permanece constante observamos que el punto de extensién stibita no se ve afectado,
mientras que de las grificas 4.6 y 4.7 0 4.8 y 4.9, en las que v tiene valores distintos y
7 permanece constante se observa un corrimniento en el valor de este punto; de hecho
para la condicién en la que v = 0 todos los puntos de extensién siibita son similares.
Esta sensibilidad del modelo al valor de v pucde explicar el porqué no se logré en todos
los casos establecer la condicion dew =1y v = 1. ’

Segunda zona

En esta segunda zona encontramos nuevainente que la viscosidad extensional es cons-
tante. Este limite superior se alcanza debido a que se estd utilizando un conector no
lineal, en este punto la mancuerna ha alcanzado su mdxima extensién, pues como se
puede apreciar en la grifica 4.55 la curva de la traza ya alcanzd un valor constante lo
que indica que la mancuerna estd totalmente extendida.

Una tendencia que encontramos entre los diferentes flujos en esta zona es que para los
flujos cuya m > —0.5 la viscosidad es menor y siempre estd por debajo de la viscosidad
uniaxial siendo mayor la diferencia entre las viscosidades uniaxial y biaxial. El hecho
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de que la viscosidad biaxial sea menor a la uniaxial podria explicarse si tenemos en
cuenta que en un flujo biaxial existe una doble orientacién de las mancuernas, lo cual
podria dar lugar a que la extensién en las mancuernas sea menor que en el caso uniaxial
y como consecuencia la viscosidad biaxial sea menor a la uniaxial, lo mismo puede ser
interpretado para los otros casos.
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Griéfica 4.1 Viscosidad del flujo uniaxial (m=-0.5)-vs-rapidez de extensién.
a=1, B=0.373, b=1000, para diferentes condiciones iniciales (n y v).
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Gréfica 4.2 Viscosidad del flujo biaxial (m=1)-vs-rapidez de extension.
o=1, B=0.373, b=1000, para diferentes condiciones iniciales (x y v).
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Griéfica 4.3 Viscosidad del flujo planar (m=0)-vs-rapidez de extension.
a=1, $=0.373, b=1000, para diferentes condiciones iniciales (ny v).
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Gréfica 4.4 Viscosidad del flujo m=-0.3-vs-rapidez de extension.
a=1, 3=0.373, b=1000, para diferentes condiciones iniciales (z y v).

58 T’




1000

— =1
vi=0).5
v2=(0.5

— n=Q0.5

v1=0.5
101 — v2=0.5

—— =05
vi=0
v2=(

0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100
€

Grafica 4.5 Viscosidad del flujo m=0.3-vs-rapidez de extension.
a=1, f=0.373, b=1000, para diferentes condiciones iniciales (n y v).
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Grafica 4.6 Comparacion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para la condicion incial de n=1, vi=1y v2=l
y con u=1, $=0,373, B=1000.
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Grafica 4.7 Comparacion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para la condicién incial de n=1, vi=0.5y v2=0.5
y con u=1 $=0.373 b=1000.
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Grafica 4.8 Comparacion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para la condicion incial de n=0.5, vI=05y v2=0.5
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Gréfica 4.9 Comparacion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para la condicidn incial de n=0.5, vi=0y v2=0

y con =t (3=0.373 b=1000.
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Tabla 1

Viscosidad extensional para los diferentes flujos

B=0.373, a=1, b=1000

R n Punto n"n 08
m__|(1a. zona) | (2da. zona) | extension (1a.zona) n v
-0.5 5.426 666.1822 0.7293 1 1 1
-0.3 8.2927 654.833 4.46 1.52832658 1 0.6
0 9.7553 636.8895 1.46 1.79788058 1 0.6
0.3 11.219 613.2 1.46 2.0676373 1 0.6
1 10.8349 | 365.2798 1.46 1.99684851 1 0.6
n=] v=0.5
n Punto n"/n8
m (la. zona)| (2da. zona) | extensién (1a, zona)
-0.5 3.2959 673.099 1.028 1
-0.3 6.1492 658.9083 1.16 1.86571195
0 7.2334 642.9884 1.16 2.1946661
0.3 8.317 618.6368 1.16 2.52343821
1 6.5917 367.9218 1.492 1.99996966
7t=0.5 v=0.5
n n Punto nm/n'o’5
m (1a. zona)| (2da. zona) | extensién (1a.zona)
-0.5 3.2955 672.1253 1.45 1
-0.3 6.1489 660.6142 1.73 1.86584737
0 7.2636 633.9171 1.73 2.2040965
0.3 8.3166 609.9412 1.73 2.52362312
1 6.5911 366.73 2.6033 2.00003034
=0.5 v=0
n n Punto |]m/|]_0'5
m (la.zona) | (2da. zona) | extensién (1a.zona)
-0.5 2.3673 690.478 0.7134 1
-0.3 2.6833 688.7342 1.84 1.13348541
0 3.1575 674.6729 1.845 1.333798
0.3 3.6317 638.5959 1.7973 1.53411059
1 4.7312 370.106 1.6679 1.99856376
PV
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4.1.2 ' Gréaficas de la viscosidad extensional de los 5 flujos a
diferente nimero de Débora

Con el programa se realizaron cdlculos a diferentes niimeros de Débora para cada tipo
de flujo; este tipo de cdlculo se realizé a tres diferentes concentraciones de polimero en
la solucidn, es decir a tres valores distintos de 3, primeroa f = 0.2despuésa 83 =0.5y
por iltimo a 8 = 0.8. En este caso 8 = 0.2 serd la solucién menos concentrada, mientras
que B = 0.8 serd la mds concentrada. Ademds de variar el mimero de Débora cn estas
gréficas también se compararon los diferentes flujos extensionales a un determinado
nimero de Débora. Los resultados de estos cdlculos se muestran a continuacién.

Graficas de los 5 flujos extensionales con G = 0.2 y tomando diferentes valores
del ntimero de Débora

Las gréficas 4.10, 4.11, 4.12, 4.13 y 4.14 muestran la solucién del modelo a cuatro dis-
tintos valores del nimero de Débora, para los cinco diferente flujos. Debemos recordar
que el numero de Débora estd relacionado con efectos eldsticos, por lo que un mayor
nimero de Débora indica mayor elasticidad.

En particular en las gdficas 4.10 y 4.11, que corresponden a los flujos uniaxial y biaxial
respectivamente, observamos que el comportamiento de las curvas es bastante similar
ya que, por ejemplo, en los dos casos, conforme aumentamos el nimero de Débora las
curvas muestran ue la zona en la cual la funcién viscosidad es multivaluada, aumenta.
Este incremento en la zona de inestabilidad podria asociarse con los experimentos
reportados por Douglas y Steven [24], en los cuales, utilizando una técnica de video
microscopia fluorccente, muestran que a muy altos niimeros de Débora la conformacién
de las macromoléculas de DNA que mds predominan son las semicxtendidas; este tipo
de conformacién es metaestable y podrian en un determinado momento extenderse o no.
Entonces, al aumentar el niimero de Débora aumenta la cantidad de conformaciones
metaestables y por lo tanto el aumento en la zona de inestabilidad en el modelo podria
asociarse a este fenémeno.

Por otra parte, en estas mismas graficas observamos que entre menor sea el valor del
a, el valor de la rapidez de extensién, en donde ocurre la extension siibita, es mayor.
Esto se debe a que un menor valor en « se traduce en una menor elasticidad por lo
tanto el fluido necesita un mayor ticmpo de procesamiento, ¢!, para manifestar sus
propiedades clasticas.

Aunque notamos que la forma de las curvas de los flujos uniaxial y biaxial es muy similar
existe una diferencia, ya que cuando « es igual 10 y 100, cs decir cuando la elasticidad
es mayor las curvas de la viscosidad biaxial presentan un méximo. Este médximo puede
explicarse de la siguiente mancra. A baja rapidez de extensién ésta no es tan grande
coino para poder deformar en gran medida a las mancuernas, pero conforme se aumenta
la rapidez de¢ deformacién se llega a un valor tal que sibitamente la mancuerna pasa
de su configuracién inicial a una configuracién de mancuerna totalmente extendida. Si
se realiza cl experimento opuesto se conoce que los modelos de mancuerna para el caso
uniaxial predicen una curva de histéresis, es decir, no se vuelve por el mismo camino
con el que se inicio [8]. En el caso del flujo biaxial al haber una doble orientacién en las
moléculas serd mas dificil retornar a la configuracién inicial de las moléculas y todavia
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mads dificil si la elasticidad es mayor, como puede juzgarse por la grifica.

Por otra parte, en las graficas 4.12, 4.13 y 4.14, que corresponden a los flujos planar,
m=-0.3 y m=0.3, notamos que para los valores de o« = 10 y & = 100 la viscosidad
extensional de la primera zona tiene valores muy altos. Estos valores tan altos se
pueden explicar mediante el andlisis asintotico realizado en el capitulo 5; en éste se
muestra que cuando el niimero de Débora cs grande, la viscosidad extensional calculada
con el modelo podria indeterminarse para ciertos valores de v que es precisamente lo
que ocurrié en estas grificas. Por otra parte, para los flujos m = —-0.3, m =0 y
m = 0.3 la curva en la que v = 100 presenta primero una zona en la que la viscosidad
decae y encuentra un minimo, después vuelve a crecer y encontrar un maximo para
nuevamente volver a caer y encontrar un valor limite en el que convergen todas las
curvas de los diferentes valores de «. ‘Entonces, la presencia del médximo en las curvas
debe asociarse tanto a efectos de flujo como a eldsticos, ya que éste se presenta cuando
se tienen flujos diferentes del uniaxial y para o > 1, es decir cuando se tiene una mayor
clasticidad.

Existe modelos en la literatura que también predicen la presencia de mdximos y
minimos en flujos extensionales, ya sea de polimero fundido o de soluciones poliméricas.
Un ejemplo lo encontramos en el trabajo de W. N. Song, Z. M. Xia [10], en donde se
utiliza un modelo de ocho pardmetros para un sistema de polimero fundido y una ex-
tensién uniaxial; aqui el modelo predice un minimo a baja rapidez de extensién. Otro
ejemplo es ¢l modelo de Cheryl A, Cathey and Gerald G. Fuller [4], en este articulo
el sistema es una solucién diluida de polimero, la cual cs sometida experimentalmente
a una extensién uniaxial y biaxial; tanto los datos experimentales como el modelo
utilizado presentan un pequeito mdximo en cl flujo uniaxial.

Hay que observar que, a alta rapidez de extension, en estas graficas la viscosidad vuelve
a ser constante y todas las curvas al parecer tienden a un valor limite, es decir, el valor
Hmite superior de la viscosidad extensional de cualquier flujo es independiente del valor
de a. El hecho de que todas las curvas tiendan a un mismos valor limite es 1dgico pues
todas las mancuernas tienen al mismo valor de longitud una vez que se han estirado
por completo.

Por otra parte, si observamos la tabla dos, en la que se muestra, entre otras cosas,
la viscosidad cxtensional a baja rapidez de extensidn, notamos que para o = 0.1
los flujos uniaxial, biaxial y planar tiene los valores aproximadamente de 3, 6, y 4
respectivamente. Estos valores de viscosidad corresponden a los valores tedricos de la
relacién de Trouton. Existe evidencia experimental tanto del flujo uniaxial y planar en
la que se muestra que st se grafica la relacion de ‘I'routon contra la rapidez de extension
los valores que se obtinen son aproximadamente 3 y 4 [5][2]. Por lo tanto, el modelo
es capaz de predecir el comportamiento de la viscosidad extensional para valores de
clasticidad < 0.1. En estas mismas referencias se muestran las curvas completas de la
relacion de Trouton y se observa que existe una segunda zona en la que la viscosidad
cxtensional es aproximadamente constante.

De las graficas 4.15, 4.16 4.17 y 4.18 en las que sc compara ¢l comportamiento de los
diferentes flujos para un determinado niimero de Débora, notamos que en la primera
zona, donde la viscosidad es constante, se ve afectada por el tipo flujo, ¢l compor-
tamiento es similar al comentado en las graficas en las que se variaron las condiciones
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iniciales, es decir la viscosidad para los flujos con m > —0.5 estdn siempre por arriba
de la viscosidad uniaxial, este comportamiento, como ya se explicé se debe a que en
flujos diferentes al uniaxial la manuerna estd sometida a mas de una tensién lo que
provoca un aumento en la viscosidad.

En cuanto a la relacién que guardan la viscosidad uniaxial y biaxial se sigue conservando
el factor de dos antes mencionado, al igual que la simetria observada entre los flujos
m=-=0.3,m=0y m= 0.3 en donde la viscosidad planar es la media aritmética de
los otros dos flujos (ver tabla 2). Por otra parte, si analizamos el punto de extensién
sibita no encontramos una tendencia clara pues, cuando « = 0.1, se puede decir que
el punto de extensidn siibita es similar para todos los flujos, pero cuando o« = 1 este
punto de extensién se alcanza primero para el flujo biaxial y para los otros flujos es
practicamente el mismo y se alcanza mucho después que el biaxial, mientras que para o
igual a 10 y 100 ¢l punto de extensién stibita de los flujos m = —=0.3, m =0y m = 0.3
es semejante y sc alcanza antes que los de los flujos uniaxial y biaxial, los cuales en
estos dos casos son iguales.

Por 1ltimo, en la segunda zona de viscosidad constante la viscosidad del flujo m =
-0.5, m = -0.3, m = 0 y m = 0.3 tienden a un mismo valor limite, mientras la
viscosidad biaxial estd por debajo de estos flujos, incluso la viscosidad biaxial en esta
zona es la mitad de la uniaxial, como ya se explicé el hecho de que la viscosidad biaxial
esté por debajo de la uniaxial sc debe a la doble orientacién de las mancuernas. Un
comportamiento importante a destacar es que en csta zona de alta rapidez de extensién
los flujos uniaxial y planar tienden al mismo valor limite, este comportamiento estd
muy de acuerdo con el reportado por Petrie en donde un analisis asintético del modelo
de mancuernas de extensién finita predice que a alta rapidez de extensidn la viscosidad
planar y uniaxial son iguales {9)].
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Gréfica 4.10 Viscosidad extensional del flujo uniaxia (m=-0.5)-vs-rapidez de extension
con n=0.5 , v1=0.5, 3=0.2, y b=1000, para diferentes valores del nimero de Débora ().
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Gréfica 4.11 Viscosidad extensional del flujo biaxial (m=1)-vs-rapidez de extension
con n=(.5, v2=(0.5, p=0.2, b=1000, para diferentes valores del nimero de Débora(a).
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Griéfica 4.12 Viscosidad del flujo planar (m=0)-vs-rapidez de extension
con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, $=0.2, b=1000, para diferentes valores del nimero de Débora («).
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Gréfica 4.13 Viscosidad extensional del flujo m=-0.3-vs-contra la rapidez de extension
con n=0.5, vi=0.5, v2=0.5, §=0.2, b=1000, para diferentes valores de! nimero de Débora ().
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Gréfica 4.14 Viscosidad extensional del flujo m=0.3-vs-rapidez de extensién
con n=0.5, vi1=0.5, v2=0.5, =0.2, b=1000, para diferentes valores del nimero de Débora (a).
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Gréfica 4.15 Comparacién de ia viscosidad extensional de los 5 flujos
para «=0.1y con n=0.5 v1=0.5 v2=0.5 §=0.2 b=1000.
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Grafica 4.18 Comparacién de la viscosidad extensionai de los 5 flujos
para a=1.0 y con n=0.5 v1=0.5 v2=0.5 p=0.2 b=1000.
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Gréafica 4.17 Comparacién de la viscosidad extensional de los § ﬂu']os,'
para a=10y con n=0.5 v1=0.5 v2=0.5 B=0.2 b=1000.
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Gréfica 4.18 Comparacidon de la viscosidad extensional de los 5 flujos

para a=100 y con n=0.5 v1=0.5 v2=0.5 B=0.2 b=1000.
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Tabla 2
" Viscosidad extensional para los diferentes flujos
7=0.5 v1=0.5, v2=0.5, B=0.2y b=1000

a=0.1!
n n Punto de n"mo8 Mm=0s
m (1% Zona) (2°%. Zona) | extension | (12. Zona) | (2% Zona)
-0.5 2.9996 361.649 17.487 1 1
-0.3 3.4045 403.18 14.782 1.135 1.115
0 4.005 402.7529 19.267 1.335 1.114
0.3 4.606 934.347 18.69 1.636 2,584
1 5.9989 202.06 23,283 2.000 0.559
a=l
n n Puntode | 0™ | n™m™®®
m (12. Zona) (2°%. Zona) | extension | (12 Zona) |(2". Zona)
-0.5 3.7482 391.1062 1.795 1 1
-0.3 7.2928 403.18 1.367 1.95 1.03
0 8.579 403.1225 1.473 2.29 1.03
0.3 9.8219 376.5863 1.6335 2.62 0.96
1 7.4893 204.094 2.23 2.00 0.52
a=10
n n Puntode | n™m™®% | n"m0
m (12. Zona) (22, Zona) | extension | (1% Zona) |(2° Zona)
-0.5 4.6314 402.2 0.6288 1 1
-0.3 55.899 403.18 0.1268 12.07 1.00
0 65.7521 393.93 0.1302 14,20 0.98
0.3 75.6186 392.4232 0.1347 16.33 0.98
1 9.2609 204.739 0.719 2.00 0.51
a=100
n n Puntode | n™m°® | n"m0°
m (12. Zona) (2°. Zona) | extensién | (1°. Zona) |(2°. Zona)
-0.5 4.7827 402.2 0.259 1 1
-0.3 543.6694 403.18 0.0094 113.67 1.00
0 639.7521 393.93 0.0097 133.76 0.98
0.3 735.5276 383.2924 0.0157 163.79 0.95
1 9.5633 204.739 0.1878 2.00 0.51
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Gréficas de los 5 flujos extensionales con g = 0.5 y tomando  diferenes valores
del niimero de Débora . .

Los cdlculos de la scccién anterior se repitieron pero con un valor de beta (8 = 0.500), es
decir para una solucién mas concentrada de polimero. Los resultados de estos cdlculos
se muestran en las graficas 4.19 a 4.27.

En las grificas 4.19 y 4.20, que corresponden al flujo uniaxial y biaxial respectivamente,
notamos que tienen un comportamiento muy similar pues, por ejemplo, a baja rapidez
de extensidén la viscosidad extensional en estos dos flujos no depende del miimero de
Débora, sin embargo las curvas del flujo biaxial presentan un médximo cuando « es igual
a 10 y 100; ademds se debe observar que para el caso biaxial el fenémeno de histéresis
se presenta incluso con o = 0.1, esto ocasiona quc el punto de extensién subita se
desplace hacia la derecha en dicho flujo.

De las grificas 4.21, 4.22 y 4.23 podemos decir que muestran un comportamiento
semejante al observado con 4 = 0.2; de hecho, la curva con a = 100 tiene el mismo
comportamiento que el de las grificas anteriores, es decir, a baja rapidez de extensién
la viscosidad disminuye ligeramente para después subir abruptamente a la zona de
mdxima extensién y nuevamente bajar y llegar a un valor limite de la viscosidad. Una
diferencia que notamos con las grificas del flujo uniaxial y biaxial es que para los flujos
m=—0.3, m=0ym=0.3 la viscosidad a baja rapidez de extensién si depende del
valor de a.

Por otra parte, las graficas cn las que se comparan los flujos reflejan que éste afecta
a la viscosidad a baja y a alta rapidez de extensién; para la primera zona se observa
que la viscosidad de los flujos con m > —0.5 estd por encimna de la viscosidad uniaxial,
mientras que en la segunda zona el valor de la viscosidad biaxial es menor que la
viscosidad uniaxial. Por ultimo, de estas graficas podemos observar que otra vez el
punto de extension sibita cn similar para todos los flujos cuando @ = 0.1 y conforme
cste paramétro aumenta los puntos de extension sitbita de los flujos uniaxial y biaxial
se van haciendo muy parecidos, lo mismo ocurre con los flujos m = 0, m = —-0.3
y m = 0.3, que alcanzan primero dicho punto, entonces, como puede apreciarse la
elasticidad y cl tipo de flujo influyen en el punto de extensidn sibita.

En la tabla 3 se puede observar la relacién que guarda el flujo uniaxial con los otros
flujos tanto en la zona inferior como en la zona superior; estos valores muestran que
la relacién entre la viscosidad biaxial y uniaxial es un factor de dos, mientras que en
la segunda zona la viscosidad uniaxial es aproximadamente la mitad de la viscosidad
uniaxial. Ademads en estos datos volvemos a observar que cuando el valor de a = 0.1
la viscosidad extensional de los flujos uniaxial, biaxial y planar es: 3, 6 y 4 respectiva-
mente, cumpliendo asi con la regla de Trouton. Por otra parte, en cstos datos se puede
apreciar de nuevo la simetria observada entre los flujos m = -0.3, m =0y m = 0.3, es
decir, la viscosidad del flujo planar puede aproximarse como la media aritmética de los
otros dos flujos. Finalmente se compararon en esta tabla cl efecto de la concentracién en
la viscosidad extensional, es decir se comparan la viscosidad extensional obtenida para
B =02y 3 =0.5. Los resultados muestran que, en general, la viscosidad extensional
en la primera zona disminuye ligeramente para e igual a 0.1 y en una proporcién mayor
para los otros valores de «, mientras que para la segunda zona la viscosidad aumenté

72




aproximadamente el doble para todos los valores de a. El aumento en la viscosidad en
esta zona puede interpretarse de la forma siguiente: al incrementarse el valor de 3 se
incrementa el mimero de mancuernas, puesto que este parimetro estd relacionado con
la concentracidn de las mancuernas, entonces el mimero de mancuernas extendidas en
la segunda zona se incrementa también y ésias contribuyen a aumentar la tensién en
las soluciones diluidas de polimero, lo cual se traduce en una viscosidad mds alta.
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Gréfica 4.19 Viscosidad extensional del flujo uniaxial (m=-0.5)-vs-rapidez de extension
con n=0.5, v1=0.5, p=0.5, b=1000, para diferentes valores del niimero de Débora (u).
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Gréfica 4.20 Viscosidad extensional del flujo biaxial (m=1)-vs-rapidez de extensién
con n=0.5, v2=0.5, B=0.5, b=1000, para diferentes valores del nimero de Débara («).
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Grafica4.21 Viscosidad extensional del flujo planar (m=0)-vs-rapidez de extensién
con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, =0.5, b=1000, para diferentes valores del nimero de Débora (u).
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Gréfica 4.22 Viscosidad extensional del flujo m=-0.3-vs-rapidez de extension
con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, $=0.5, b=1000, para diferentes valores del nimero de Débora (u).
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Grafica 4.23 Viscosidad extensional del flujo m=0.3-vs-rapidez de extension
con n=0.5, vi=0.5, v2=0.5, P=0.5, b=1000, para diferentes valores del niimero de Débora (w).
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Grafica 4.24 Comparacion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para «=0.1y con a=0.5, v1=0.5, v2=0.5, §=0.5 b=1000.
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Grafica 4.25 Comparacion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para w=1y con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, =05, b=1000.
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Grafica 4.26 Comparacion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para a=10 y con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, ($=0.5, b=1000.
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Gréfica 4.27 Comparacion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para «=100 y con r=0.5, v1=0.5, v2=0.5, =0.5, b=1000.
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Tabla 3

Viscosidad extensional para los diferentes flujos
n=0.5 v1=0.5, v2=0.5, $=0.5y b=1000

a=0.1
m " Punto de n"m°8 n"m®e T "p=05/M "p=0.2 [N "p-0.5M 0.2
m (1ra. Zona) | (2da. Zona) extension (1ra. Zona) (2da. Zona) |(1ra. Zona) (2da. Zona)
-0.5 3.0006 908.6 9.8795 1 1 1.0003 2.2591
-0.3 3.3917 832.836 11.487 1.1303 0.9166 0.9962 2.0657
0 3.99 734.314 11.2183 1.3297 0.8082 0.9963 1.8641
0.3 4.5887 754.7916 12.495 1.5293 0.8307 0.9212 0.8078
1 5.999 492 14.535 1.9993 0.5415 1.0000 2.4031
Promedio 0.9982 1.8335
a=1
m nm Punto de n"n®8 n™m°s M Mp=05/M =02 N p=0.5/N 022
m (1ra. Zona) | (2da. Zona) extension (1ra. Zona) (2da. Zona) {(1ra. Zona) (2da. Zona)
-0.5 3.0006 908.6 1.1288 1 1 0.8005 2.2591
-0.3 5.3437 832.836 1.657 1.7809 0.9166 0.7351 2.0657
0 6.286 734.314 1.5906 2.0949 0.8082 0.7355 1.8641
0.3 7.2314 754.7916 1.7053 2.4100 0.8307 1.4437 0.8078
1 5.999 492 2.4954 1.9993 0.5415 0.8006 2.4031
Promedio 0.7680 1.8335
a=10
n™ nm Punto de n"moe n™/m%e M Mp05/M =02 [N p=0.5/T1 =022
m (1ra. Zona) | (2da. Zona) extension (1ra. Zona) (2da. Zona) |(1ra. Zona) (2da. Zona)
-0.5 3.0006 908.6 0.7305 1 1 0.6249 2.2591
-0.3 35.55 832.836 0.2446 11.8476 0.9166 0.6360 2.0657
0 41.8192 734.314 0.2549 13.9369 0.8082 0.6360 1.8641
0.3 48.086 754.7916 0.2597 16.0255 0.8307 2.3258 0.8078
1 5.999 492 1.1246 1.9993 0.5415 0.6276 2.4031
Promedio 0.6311 1.8335
a=100
m n™ Punto de ™o "M% Moo NMpe02 N pe05/M " pe022
m (1ra. Zona) | (2da. Zona) extension (1ra. Zona)} | (2da. Zona) |(1ra. Zona) (2da. Zona)
-0.5 3.0006 908.6 0.4237 1 1 0.6249 2.2591
-0.3 340.3994 832.836 0.0118 113.4438 0.9166 0.6424 2.0657
0 400.4095 734.314 0.01071 133.4431 0.8082 0.6471 1.8641
0.3 460.3521 754.7916 0.01054 163.4200 0.8307 2.4921 0.8078
1 5.999 492 0.3811 1.9993 0.5415 0.6276 2.4031
Promedio 0.6355 1.8335
= 79 ,
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Grdficas de los 5. flujos extensionales con 8 = 0.8 y tomando diferenes valores
del ‘ntimero de Débora

Los cdlculos que se realizaron variando el niimero de Débora con 8 = 0.8, este valor de 8
corresonde a una solucién de polimero concentrada y como el modelo de mancuernas es
védlido unicamente para soluciones diluidas la discusién de estos resultados corresponden
a casos limite o hipotéticos.

Las gréficas del flujo uniaxial y biaxial son muy similares (griaficas 4.28 y 4.29) excepto
por el maximo que presentan las curvas cuya a es 100 y 10 en el segundo caso. Pero
ademds en la grifica para ¢l flujo biaxial notamos que para o = 1 existe una zona en
la que la viscosidad disminuye con la rapidez de extensién para después subir abrup-
tamente y alcanzar valor limite en el que la viscosidad es constante, nétese que aqui
también el fendmeno de histéresis se presenta & o = 0.1 en ¢l flujo biaxial. Nueva-
mente la relacién que guardan la viscosidad biaxial y uniaxial en la primera zona estd
determinada por un valor de dos. Por otra parte para los fluyjos dem = —0.3, m =0y
m = 0.3 el comportamiento es semejante al que se presentd con los valores anteriores
de #. Una diferencia con las grédficas anteriores es que la curvas de a correspondientes
a 0.1 y 1, para los flujos m = 0, m = —0.3 y m = 0.3, tienen casi el mismo valor
en la primera zona pero el punto de extensién sibita se alcanza mucho después para
a = 0.1. En general la viscosidad para una concentraciéon de 8 = 0.8 disminuyé en la
primnera zona con respecto a las viscosidades obtenidas con # = 0.5, este decremento en
la viscosidad es mds evidente conforme se aumenta la clasticidad, es decir, ¢l valor de o
(ver tabla 4). En lo que respecta a la segunda zona notamos que la viscosidad aumenté
en general 1.5 veces con respecto al anterior valor de 8. Hay que notar que algunos
valores de la comparacion entre las viscosidades de 8 = 0.5 y 8 = 0.8 no aparecen en
la tabla, esto se debe a que como se explicéd anteriormente no fue posible hacer que cl
programa calculara la viscosidad para valores de fuerza mds altos y no conocenios el
limite al cual parcce tender esta viscosidad. Por tltimo, sc debe mencionar que otra
vez se cumple la relacion de dos entre el flujo uniaxial y el biaxial asf como también la
simetria entre los flujos m = -0.3, m =0y m = -0.3.

Si comparainos los flujos a diferente alfa (graficas 4.33, 4.34, 4.35 y 4.36) notamos que,
al igual que los anteriores casos, para la primera zona los valores de las viscosidades de
los flujos diferentes al uniaxial estdn por arriba de éste, mientras que para la segunda
zona sus valores son menores al uniaxial. Pero ademds debemos observar que en las
grificas de 0 = 0.2 y 8 = 0.5, donde comparamos flujos a diferentes valores de «, la
viscosidad extensional en la primnera zona cumnple que para m = —0.3 es menor que los
valores correspondientes a m = 0 y es menor a la de m = 0.3 en todos los casos; sin
embargo para 8 = 0.8 ¢l orden de la viscosidad cambia siendo m = 0 menor a m = 0.3
y ¢ste menor a m = —0.3.
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Graficas 4.28 Viscosidad extensional del flujo uniaxial (m=-0.5)-vs-rapidez de extensién
con n=().5, v1=0.5, f3=0.8, b=1000, para diferentes valores de! nimero de Débora (o).
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Gréficas 4.29 Viscosidad extensional del flujo biaxial (m=1)-vs-rapidez de extensién
con m=0.5, v2=0.5, §=0.8, b=1000, para diferentes valores del nimero de Débora (a).
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Gréfica 4.30 Viscosidad extensional del fiujo planar (m=0)-vs-rapidez de extension
con #=0.5, v1=0.5, v2=0.5, =0.8, b=1000, para diferentes valores del nimero de Débora ().
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Gréafica 4.31 Viscosidad extensional del flujo m=-0.3-vs-rapidez de extension

con ==0.5, v1=0.5, v2=0.5, $=0.8, b=1000, para diferentes valores del nimero de

Débora (o).
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Gréfica 4.32 Viscosidad extensional del flujo m=0.3-vs-rapidez de extensién
con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, }=0.8, b=1000, para diferentes valores del nimero de Débora (o).
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Gréfica 4.33 Comparcion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para a=0.1y con n=0.5, vi=0.5, v2=0.5, §=0.8, b=1000.

—m=-0.5
10000 - (uniaxial)

—_m=1
1000 (biaxial)

———m=0
n™ 100 ‘ (planar)

—m=-0.3
10 -

—m=0.3

1 — v —r r

0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000 10000

1+

Grafica 4.34 Comparcion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para a=1y con n=0.5, vi=0.5, v2=0.5, 3=0.8, b=1000.
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Grafica 4.35 Comparcién de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para a=10 y con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, §=0.8, b=1000.
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Gréafica 4.36 Comparcion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para a=100 y con ==0.5, v1=0.5, v2=0.5, 3=0.8, b=1000.
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Tabla 4

Viscosidad extensional para los diferentes flujos
7=0.5 v1=0.5, v2=0.5, p=0.8 y b=1000

o=0.1
" n" Punto de n"mos 008 N n-0e/M pe0s | N Mp0./N o0}
m (1ra. Zona) [(2da. Zona)|extension| (1ra. Zona) | (2da. Zona) (1ra. Zona) (2da. Zona)
-0.5 2.988 1584.9 6.7804 1 1 0.9958 1.5828
-0.3 3.3865 - 16.147 1.1334 - 0.9985 -
0 3.984 1360.87 7.5484 1.3333 0.8586 0.9985 1.4342
0.3 4.5816 - 8.932 1.56333 - 0.9985 -
1 5.9988 783.6 21.2184 2.0076 0.4944 1.0000 1.5767
Promedio 0.9982 1.6312
=1
m n" Punto de n"'/n'o‘5 n"in08 N "p=08MN =05 T]mp=o.s/nma=o.s}
m (1ra. Zona) |(2da. Zona) | extensién| (1ra. Zona) | (2da. Zona) (1ra. Zona) (2da. Zona)
-0.5 2.6542 1600.78 0.7945 1 1 0.8846 1.6987
-0.3 3.6974 - 1.5841 1.3930 - 0.6919 -
0 4.3521 1484.216 | 1.1819 1.6397 0.9272 0.6923 1.5118
0.3 5.009 - 1.307 1.8872 - 0.6927 -
1 5.3127 801 1.7358 2.0016 0.5004 0.8856 1.5988
Promedio 0.7694 1.5698
o=10
n" ™ Punto de | n™m°° n"mes N"pe08M"pe05 | N "pe0.8/1] "pe0.5}
m {1ra. Zona) |(2da. Zona) | extensién| (1ra. Zona) | (2da. Zona) (1ra. Zona) (2da. Zona)
-0.5 1.384 1599.9 0.5921 1 1 0.4612 1.6361
-0.3 15.2796 - 0.1394 11.0402 - 0.4346 -
0 17.965 1542.157 | 0.3878 12.9805 0.9639 0.4296 1.5539
0.3 20.6473 - 0.4547 14.9186 - 0.4294 -
1 2.7622 801.2 1.5095 1.9958 0.5008 0.4604 1.5947
Promedio 0.4430 1.56949
a=100
n" " Punto de ™08 n"m® N7 pe0.6/M Mpe0ss T]mn=o.s/r| Mp0.5}
m (1ra. Zona) |{(2da. Zona) [ extension | (1ra. Zona) { (2da. Zona) (1ra. Zona) (2da. Zona)
-0.5 1.2187 1600.2 0.4873 1 1 0.4062 1.5995
-0.3 137.2376 - 0.00996 | 112.6098 - 0.4030 -
0 161.4436 | 1551.479 | 0.01822 | 132.4720 0.9696 0.4029 1.5604
0.3 185.6497 - 0.01615 | 152.3342 - 0.4029 -
1 2.4352 801 0.7955 1.9982 0.5006 0.4059 1.5942
Promedio 0.4042 1.5847 |
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4.1.3 Gréaficas de los 5 flujos a diferentes

Otro cédlculo que se realizé con el programa fue variar el pardmetro 8, manteniendo
constantes a, m, v y b. El pardmetro # representa la concentracién del polimero y los
valores con los que se realizaron los cidlculos fueron los siguientes: 8 = 0.005, 8 = 0.05,
8 =0.373y 3 = 0.990. Se debe de recordar que el modelo de mancuernas es valido
para soluciones diluidas y valores altos de beta representan soluciones concentradas,
por lo que la discusién de resultados para valores altos de beta corresponden a casos
limite o hipotéticos.

Los resultados obtenidos se muestran en las gréaficas 4.37-4.45. En este caso las grificas
de los flujos biaxial, planar, m = ~0.3 y m = 0.3 muestran que el comportamiento
de éstos son muy parecidos a la gréfica del flujo uniaxial presentado por Petrie [21] y
reproducido por el modelo utilizado en csta tesis excepto por dos razones. Primero,
a baja rapidez de extensién en los flujos m = —0.3, m = 0 y m = 0.3 las curvas
cuyas concentraciones son § = 0.373 y § = 0.990 estin separadas mientras que para
los flujos uniaxial y biaxial estas curvas en la zona mencionada estdn juntas, aunque
hay que mencionar que para el flujo biaxial la concentracién de 8 = 0.990 presenta un
minimo, éste podria estar asociado a efectos de concentracién. Como ya se menciond
en el articulo de W. N. Song y Z. M. Xia [10] presenta una grafica de un flujo uniaxial,
obtenida con un modelo de acho pardmetros, la cual presenta un minimo a baja rapidez
de extensién.

Por otra parte, los flujos biaxial, planar, m» = 0.3 y m = ~0.3, cuando 8 = 0.005,
se presenta una zona cn la cual la viscosidad disminuye para después incrementarse y
alcanzar el limite superior de viscosidad constante. Se debe notar que en la segunda
zona de viscosidad constante la curva de B = 0.005, que representa una baja concen-
tracidn, tiene el menor valor de viscosidad, mientras que la curva que representa una
solucién mds concentrada, 8 = 0.99 la viscosidad extensional en esta zona tiene el valor
mads alto. Esto es ldgico pues, como se recordard, en csta zona las mancuernas estan
totalmente extendidas y entre mayor sea la cantidad de mancuernas la tensién en la
solucidn es mayor y entonces, la viscosidad aumenta. Hay que resaltar que las curvas
cuyos valores de 3 son 0.005 y 0.99 respectivamente no presentan el efecto de histéresis,
por lo cual se puede decir que este efecto estd asociado a la concentracién y que no
estd presente en soluciones concentradas o muy diluidas. Por otra parte, en la curva de
£ = 0.990, ¢l punto de extensién siibita se alcanza antes en comparacion con las otras
concentraciones, esto se debe en gran medida a que esta curva no presenta histéresis.
Notar que en estos calculos no aparecen maximos.

En las graficas 4.42, 4.43, 4.44 y 4.45 se compararon los diferentes flujos para un valor
determinado de 4. Como puede observarse la viscosidad en la zona de baja rapidez
de extensién de los flujos con m > —0.5 estdn por arriba de la viscosidad uniaxial,
mientras que en la segunda zona la viscosidad de estos flujos estd por debajo de la
uniaxial. Ademads notamnos que para J = 0.005, es decir para la concentracién mads
baja, todos los flujos excepto el uniaxial tienen un niinimo, mientras que para 8 = 0.05
y 3 = 0.373 este tipo de comportamiento no existe para ningin tipo de flujo. En la
gréfica 4.45 el tinico flujo que presenta un minimo es el biaxial. En las grificas 4.42,
4.43 y 4.45, que corresponden a graficas a valores de g igual a 0.005, 0.05 y 0.99, el
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punto de extensién stibita de los diferentes flujos extensionales ocurre casi a al mismo
valor de rapidez de extensidn.

Por 1ltimo de los datos de la tabla 5 encontramos nuevamente que la relacién entre la
viscosidad del flujo biaxial y uniaxial en la primera zona estd determinada por un factor
de dos, mientras que en la segunda zona la viscosidad biaxial es aproximnadamente la
mitad de la uniaxial. También encontramos nuevamente la simetria entre los flujos
conm = —0.3, m =0y m = 0.3, en la que la viscosidad del flujo planar (m = 0) es
aproximadamente la media aritmética de la de los otros dos flujos.

88




10000
—— B=0.005
1000 -
- B=0.05
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Gréfica 4.37 Viscosidad extensional del flujo uniaxial (m=-0.5)-vs-rapidez de extensién
con n=0.5, v1=0.5, v2=0, a=1.0, b=1000, para diferentes valores de concentracién (f3).
1000
— B=0.005
100 (3=0.05
m
E
— f3=0.373
10 A
— 3=0.990
1 — T T T T

1.E-04 1.E-03 1.E-02 1.E-01 1.E+00 1E+01 1E+02 1.E+03 1.E+04 1E+05 1.E+06 1.E+07 1.E+08
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Grafica 4.38 Viscosidad extensional del flujo biaxial (m=1)-vs-rapidez de extensién
con zn=(0.5, v1=0, v2=0.5, a=1.0, b=1000, para diferentes valores de concentrqcién (DX
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10000

- f3=0.00S
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—— [(=0.05

Tl': 100 -
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Grafica 4.39 Viscosidad extensional del flujo planar (m=0)-vs-rapidez de extension
con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, a=1.0, b=1000, para diferentes valores de concentracion (f}).
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Grafica 4.40 Viscosidad extensional del flujo m=-0.3-vs-rapidez de extension
con w=0.5, v1=0.5, v2=0.5, a=1.0, b=1000, para diferentes valores de concentracién (f3).
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Gréfica 4.41 Viscosidad extensional del flujo m=0.3-vs-rapidez de extensién
con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, a=1.0, b=1000, para diferentes valores de concentracion (j).
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Gréfica 4.42 Comparacion de la viscosidad extensional de los § flujos
para §=0.005 y con x=0.5, v1=0.5, v2=0.5, a=1, b=1000.
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Gréfica 4.43 Comparacion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para }=0.05 y con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, u=l, b=1000.
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1000
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Grafica 4.44 Comparacién de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para =0.373 y con =0.5, v1=0.5, v2=0.5, a=1, b=1000. " ‘
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(uniaxial)
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Gréfica 4.45 Comparacion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para f3=0.99 y con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, a=1, b=1000.
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Tabla 5

Viscosidad extensiona! para los diferentes flujos
7=0.5, v1=0.5, v2=0.5, a=1y b=1000

B=0.005
n n nm/no.s m/ 0.5
m (la. Zona) | (a. Zona) Punto de extension:| (1a. Zona) (2a. Zona)
-0.5 4.1575 12.9556 1.2692 1 1
-0.3 8.2527 13.293 1.052 1.9850 1.0260
0 10.0567 13.8563 1.064 2.4189 1.0695
0.3 11.1588 14.2182 0.9507 2.6840 1.0975
1 8.3137 10.919 0.9932 1.9997 0.8428
$=0.05
n n n"m® n"m°
m (la. Zona) | (2a. Zona) |Punto de extensién:| (1a. Zona) (2a. Zona)
-0.5 4.1575 102.7574 1.2692 1 1
-0.3 8.2527 96.5148 1.0716 1.9850 0.9392
0 10.0567 96.8995 1.3194 2.4189 0.9430
0.3 11.1588 95.2556 1.7972 2.6840 0.9270
1 8.3137 54.4905 1.8486 1.9997 0.5303
B=373
n n nm/no.s nm/no.s
m (la. Zona) | (2a. Zona) |Punto de extension:] (1a. Zona) {2a. Zona)
-0.5 2.9845 739.8 1.2692 1 1
-0.3 6.1489 660.614 1.546 2.0603 0.8930
0 7.2336 596.968 1.4422 2.4237 0.8069
0.3 8.3166 570.4212 1.7972 2.7866 0.7710
1 6.5911 358.7549 2.2093 2.2084 0.4849
p=0.99
n n 1]m/l‘|°‘5 nm/n0.5
m (la. Zona) | (2a. Zona) |Punto de extension:| (1a. Zona) (2a. Zona)
-0.5 2.9845 1982 0.3885 1 1
-0.3 3.383 1287.65 0.787 1.1335 0.6497
0 3.9795 1216.494 0.825 1.3334 0.6138
0.3 4.576 1042.08 0.7354 1.5333 0.5258
1 5.965 962.5 0.6057 1.9987 0.4856
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4.1.4 Graficas variando b

El ultimo parametro que se estudié en el modelo fue b. En el capitulo 2 se vio que
b= HL?*/KT, cs decir la relacién del médulo eldstico(H) y la energia asociada con el
movimicnto browniano (kT). Entonces, b puede interpretarse como la rigidez de la man-
cuerna, entendiéndose en esta tesis como rigidez la oposicién que pone la mancuerna
a deformarse. Asi por ¢jemplo cuando b — co tenemos el caso limite de la mancuerna
de Hooke. El resultado de estos cdlculos se muestra en las graficas 4.46-4.54,

En las grificas 4.46, 4.47, 4.48, 4.49 y 4.50 podemos apreciar que la primera zona
no se ve afectada al variar el valor de b, mientras que la segunda zona la viscosidad
aumenta con b. Este resultado es légico, pues como se ha mencionado, en la primera
zona la deformacién de la mancuerna no cs tan drédstica y por lo tanto la rigidez de
la mancuerna no afecta a la viscosidad, mientras que en la segunda zona, en donde la
mancuerna se ha deformado y cstirado por completo, una mayor rigidez se traduce en
una viscosidad mads alta, ya que entre mds rigida sea la mancuerna ésta pondrd mds
resistencia a ser deformada. Por otro lado, ¢l punto de extensidn subita se alcanza al
mismo tiempo para los flujos uniaxial, planar, m = —0.3 y m = 0.3, mientras que para
el flujo biaxial este punto ocurre primero para las moléculas con menor b.

Se debe mencionar que algunas de estas graficas no muestran el valor limite de la
viscosidad en la segunda zona debido a que, al querer llevar los cdlculos a rapidez de
extensién mayores, el programa presentéd problemas numéricos en los que se obtenian
valores de viscosidad negativos.

De las grificas en las que se comparan los flujos con un mismo valor de b tenemos
nuevamente que ¢l tipo de flujo afecta al valor de la viscosidad tanto en la primera
zona como cn la segunda. Como cn anteriores graficas la viscosidad en la primera zona,
para m > —(0.5, es mas alta que la viscosidad extensional uniaxial, mientras que en la
segunida zona la viscosidad del flujo biaxial esta por debajo de la viscosidad uniaxial.
En cuanto al punto de extensidn sibita se observa que en general éste se alcanza antes
para el flujo uniaxial y ¢l tltimo cs para cl flujo biaxial, excepto para el valor més bajo
de b (ver grifica 4.51) en donde el punto de extension sibita practicamente es el mismo
para todos, lo que indica que el valor de b afecta este punto.

Por 1ltimo, de la tabla 6 podemos apreciar que nucvamente la viscosidad del flujo
biaxial es el doble que la viscosidad del flujo uniaxial en la primera zona y la mitad
de ésta en la segunda zona. También se sigue conservando la simetria entre los flujos
m=-03, m=0ym=20.3.
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Grafica 4.46 Viscosidad extensional del flujo uniaxial (m=-0.5)-vs-rapidez de extension
con n=0.5, v1=0.5, a=1.0, }=0.373, para diferentes valores de b.
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Grafica 4.47 Viscosidad extensional del flujo biaxial (m=1)
con n=0.5, v2=0.5, a=1.0, B=0.373, para diferentes valores de b.
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Gréfica 4.48 Viscosidad extensional del flujo planar (m=0)-vs-rapidez de extension
con n=0.5, vI=0.5, v2=0.5, a=1.0, }=0.373, para diferentes valores de b.
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Grafica 4.49 Viscosidad extensional del flujo m=-0.3-vs-rapidez de extensiéon
con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, a=1.0, B=0.373, para diferentes valores de b.

97

——b=100

- ——b=500

—b=2000

——b=10000

— b=100
——b=500
~——b=2000

——b=10000

- L
]'.n'\.\lu‘.":“. b

-

T AN

Ry
‘ ."\:").'.F.IIN

e e o o



10000
1000 - ’ —b=100
/ ~—b=500
——b=2000
m
n™ 100
E
— b=10000
10
1 - T g T
1.0E-04 1.0E-02 1.0E+00 1.0E+02 1.0E+04 1.0E+06

:
Grafica 4.50 Viscosidad extensional del flujo m=0.3-vs-rapidez de extension
con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, o=1.0, =0.373, para diferentes valores de b.
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Grafica 4.51 Comparacién de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para b=100y con n=0.5, v1=0.5, v2=0.5, a=1, $$=0.373.
1000
100 -
m
n
E
10 -
1 —
1.0E-04 1.0E-02 1.0E+00 1.0E+02 1.0E+04
€

Grafica 4.52 Comparacién de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para b=500 y con n=0.5, vi=0.5, v2=0.5, a=1, 3=0.373.
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Grafica 4.53 Comparacion de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para b=2000 y con n=0.5, v1=0.5,v2=0.5, a=1, $=0.373.
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Grafica 4.54 Comparacién de la viscosidad extensional de los 5 flujos
para b=10000 y con 7=0.5, v1=0.5, v2=0.5, a=1, =0.373.
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Tabla 6

Viscosidad extensional para los diferentes flujos
=0.5, v1=0.5, v2=0.5, =1 y =0.373

b=100
N 1 Punto de N8 n™m%s
m (la. Zona) | (2a. Zona) extension: (1a. Zona)| (2a. Zona)
-0.5 3.3 73.68 1.19 1 1
-0.3 6.1715 75.4347 0.9583 1.8702 1.0238
0 7.2505 73.7018 1.2488 2.1971 1.0003
0.3 8.3336 75.192 1.1428 2.5253 1.0205
1 6.5983 40.5252 1.34 1.9995 0.5500
b=500
n n Punto de n"m%8 M08
m (la. Zona) | (2a. Zona) extension: (1a. Zona); (2a.Zona)
-0.5 3.3 366.1382 1.19 1 1
-0.3 6.1715 343.8776 0.9583 1.8702 0.9392
0 7.2505 347.1378 1.2488 2.1971 0.9481
0.3 8.3336 339.2601 1.1428 2.5253 0.9266
1 6.5983 179.9695 1.873 1.9995 0.4915
bh=2000
n n Punto de n™m°s n™m°s
m (1a. Zona) | (2a.Zona) extension: (1a. Zona) | (2a. Zona)
-0.5 3.3 1399.56 1.19 1 1
-0.3 6.1715 1099.701 0.9583 1.8702 0.7857
0 7.2505 938.9785 1.2488 2.1971 0.6709
0.3 8.3336 899.9771 1.1428 2.5253 0.6430
1 6.5983 710.9695 1.873 1.9995 0.5080
b=10000
n n Punto de n"mos n™/ns
m (la. Zona) | (2a. Zona) extension: (1a. Zona) | (2a. Zona)
-0.5 3.3 6706.5 1.19 1 1
-0.3 6.1715 1950.08 0.9583 1.8702 0.2908
0 7.2505 1939.3669 1.2488 2.1971 0.2892
0.3 8.3336 1930.263 1.1428 2.5253 0.2878
1 6.5983 3636.05 2.2544 1.9995 0.5422
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4.2 Graficas de la traza y la deformacién

Adicionalmente se realizaron cédlculos de algunos flujos para estudiar el comportamiento
de la traza (2), que relaciona la longitud de extensién de la mancuerna y las defor-
maciones (y1 y y2) de las mancuernas, de las cuales debemos recordar que se deben
interpretar como deformaciones en dos distintas direcciones. Los resultados obtenidos
se muestran a continuacion.

4.2.1 Graficas de la traza y la deformacién caso uniaxial

Las gréficas 4.55, 4.56 y 4.57 muestran el efecto de G (efecto de la concentracién) en
las curvas de extensién y de la primera deformacién. En las tres grificas podemos
observar que en un inicio, las curvas de la traza y la deformacién estdn separadas y
tienen un comportamiento distinto, ya que mientras la curva de la traza se manticne
constante la curva de la deformacién crece de forma monétona, pero después, a una
determinada rapidez de extensién (¢ aproximadarmente 1), estas dos curvas se juntan
y se comportan igual llegando las dos a un valor limite que en este caso es 1. Se
debe notar que la regién en la cual la traza tiene un valor constante coincide con la
primera zona de las griaficas presentadas anteriormente. En esta zona la mancuerna
tiene un cierto valor de extension (determinado por las condiciones de iniciales de 7
y v) pero el flujo es todavia débil como para poder extender mds la mancuerna, sin
embargo, si observamos la curva de la deformacion ésta crece linealmente en esa zona,
es decir, la configuracién inicial que tiene la mancuerna se estd deformando sin cambiar
apreciablemente de longitud. Despucs de esta region las curvas crecen juntas, es decir,
toda la deformacion se convierte en extension de la mancuerna hasta llegar a un punto
en el cual ocurre un cambio sibito de extension.

Por otra parte, observamos que en la grifica 4.55 tanto la curva de la traza como la
de la deformacion presenta ¢l fendmeno de histéresis, mientras que para la grifica 4.56
(la de menor concentracién) este fendmeno es apenas perceptible, por su parte, en
la grifica 4.57 ( donde se tiene la concentracién mds alta) estas curvas no presentan
histéresis. Entonces, como se vio en la seccién de grédficas en las que se vario (3, al
parecer la histéresis estd imuy relacionada con el paramétro de concentracién.

La grificas 4.58 mucstra nuevamente ¢l comportamiento de la traza y la deformacidn
contra la rapidez de extensién a un valor de « igual a 100 y 8 = 0.2, es decir, las
mancuernas son 100 veces mds cldsticas que en el caso anterior. El comportamiento de
la curva de deformacién es similar al de la grafica 4.55, donde « = 0.1, mientras que
enl la curva de la traza la zona que permanece constante es mds pequena dando lugar
a que ¢l valor de la rapidez de extension en la cual se juntan la curva de la traza y la
deformacidén sea menor (€ aproxiamdaimene 0.015) y como consecuencia la regién en la
cual la mancuerna es extendida sca mas grande. También obsevamos que en la grafica
4.58 ¢l fendmeno de histéresis es mds pronunciado que en la grafica 4.55, por lo cual
asociamos también la histéresis a efectos eldsticos. Este hecho se explica tomando en
cuenta que al aumentar ¢l valor de « se aumenta la elasticidad de las mancuernas por
lo que son més susceptibles a ser deformadas y alargadas por el flujo.
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Las grificas 4.59, 4.60, 4.61 y 4.62 muestran el comportamiento de las curvas de la
traza y la deformacién uno a las diferentes condiciones mencionadas con anterioridad.
Estas curvas muestran de forma mds clara que existe una zona en la que mientras
la deformacién (y;) crece la extension de la mancuerna, representada por la traza
(z), permanece constante hasta cierto valor de € después del cual toda deformacién
se transforma en extension de la mancuerna y la traza comienza a crecer de forma
mondtona. Si observamos las grificas 4.61 y 4.62 en las cuales se esta cambiando la
concentracién, es decir # no notamos ninguna diferencia entre éstas, mientras que la
grafica 4.60 (con a de 100) muestra que la regién en la que la traza es constante es
mucho menor. Esto dltimo podria explicarse si tenemos encuenta que la clasticiad es
la capacidad que tiene la mancuerna para recuperar su forma original, entonces, entre
mas eldstica sca la mancuerna su longitud se vera menos afectada. Por otra parte, la
regién en la que la traza y deformacién crecen no se ve afectado por le valor de a ya
que la peundiente en dicha zona de es la misma.
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Grafica 4.56 Traza y primera deformacién contra rapidez de extension
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4.2.2 Graficas de la traza y la deformacién caso biaxial

Las siguientes graficas 4.63-4.70 muestran el comportamiento del flujo biaxial con las
condiciones anteriores. En estas graficas las curvas de la traza y la deformacién presen-
tan casi el mismo comportamiento que en el caso uniaxial, es decir, existe la presencia
de la curva de histéresis en las dos variables y2 y z tanto para 8 = 0.05y 8 = 0.2
pero ésta desaparcce en 8 = 0.990. Sin embargo, a difereucia del flujo uniaxial en las
grificas 4.63 y 4.64 las curvas de la traza y deformacion dos estdan separadas, de hecho
se puede apreciar que la curva de la traza cstd por encima de la curva de deformacion,
asi que para un determinado valor de € el valor de la traza serd mayor que el de la
deformacién dos. El hecho de que la curva de la traza y la deformacién no coincidan,
como en el caso uniaxial, podria asociarse a que en cl caso biaxial existe una doble ori-
entacién de las mancuernas por lo que éstas presentan una menor deformacién, lo cual
podria explicar el por que la viscosidad en el caso biaxial es menor que la viscosidad
uniaxial.

La grifica 4.65, en donde se ha aumentado la concentracién, § = 0.990, muestra que
las curvas de la traza y la deformacién no presentan histéresis, sin embargo aqui si
existe una zona en la que la extensidn y la deformacién son iguales (aproximadamente
a una rapidez de extensién de 1) después de la cual nuevamente las curvas se vuelven
a separar y, al igual que las graficas anteriores, la curva de la deformacién estd por
debajo de la curva de la traza.

La grafica 4.66, en donde se aumenta la elasticidad de la mancuerna, muestra un
comportamiento similar al del caso uniaxial previamente analizado, es decir, notamos
que la zona en donde la traza es constante es pequefia, mientras que la deformacién
a creciendo, depués de esta region la traza y la deformacion crecen, pero a diferencia
del caso uniaxial las curvas no se juntan y la traza siempre estd por arriba de la curva
de la deformacién, después viene el cambio stubito de extensién y de deformacién en
donde nuevanente existe el desfasamiento de eurvas permaneciendo la traza arriba de la
deformacion. Como se explicd previamente esta separacion se debe seguramente a que
en ¢l flujo biaxial existen dos dirceciones de orientacién y por lo tanto la deformacién
€s menor.

En las graficas 4.67, 4.68, 4.69 y 4.70 se muestran otra vez la relacién entre la traza y la
segunda deformacion, al igual que en el caso uniaxial existe una zona en la que la traza
permanece constante mientras que la deformacion crece, después la curva crece de forma
mdnotona, pero, a diferencia de éste, la pendiente en esta zona es aproximadamente de
dos en todas las curvas, csto seguramente ligado a la relacién que guarda el flujo biaxial
con el uniaxial segin la regla de Truton. Por otra parte, un resultado interesante lo
encontramos en la grifica 4.70 en donde observainos que cuando z es aproximadamente
0.9 tenemos dos valores de y,. Esto sugiere que hay que hacer un andlisis de estabilidad
para saber si los dos valores de y2 son cstables.
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4.2.3 Graficas de la traza y la deformacion caso planar

Las grdficas 4.71, 4.72 y 4.73 muestran las curvas de la traza y las dos deformaciones
en el caso planar; a diferencia del caso uniaxial y biaxial notamos que tenemos una
curva de deformacién extra, esto se debe a que, como se recordard, en el gradiente de
velocidades, del caso planar, los tres elementos de la diagonal son diferentes. Entonces,
en este caso es posible definir dos diferencias de esfuerzos normales y por lo tanto dos
distintas deformaciones. Las graficas 4.71 y 4.72 mucstran que las curvas asociadas a
la traza y a la deformacién uno (y;) tienen un comportamiento similar al descrito en el
flujo uniaxial y biaxial. En estas misinas grificas observamos al inicio que la segunda
deformacion (y) presenta un crecimiento mondtono, sin embargo, a una determinada
rapidez de extensidn esta curva comienza a bajar, este descenso es mds notorio cuando
la solucién es menos concentrada, es decir para 4 = 0.05, mientras que la grafica 4.73
donde 8 = 0.990 (la solucion mas concentrada de polimero) el comportamiento de las
curvas de la traza y la primera deformacién, y,, ticnen un comportamiento similar
al descrito para el {lujo uniaxial y biaxial pero la curva de la segunda deformacién,
¥2, ya no presenta un descenso y su comportamiento es como el de la curva de la
primera deformacion sélo que el limite superior que alcanza es menor. Para dar una
interpretacion a este comportamiento de las dos deformaciones se utilizard la figura 1.3,
que representa la deformacién planar de un sélido, ya que es mds facil imaginar que
le pasa a y; y 4,2 en un sélido que a un elemento material de una solucién polimérica.
De hecho el diagrama podria corresponder a una muestra de polimero fundido que
equivaldria a la solucién mas concentrada, grafica 4.73.

Teniendo en mente que y y y2 representan deformaciones en dos distintas direcciones,
la grafica 4.73 muestra que en un inicio las deformaciones son simétricas es decir, las
deformaciones tanto de compresion como de alargamiento que ocurre en el flujo planar
son de la misma magnitud, sin embargo, después existe una zona a partir de la cual
éstas comienzan a separarse (aproximadamente a ¢ = 1.5/£—2) incluso a alta rapidez de
extensidén, como ya se menciond, y» < ¥ lo que darfa como resultado que la deformacién
en una direccion sea mayor que en la otra, es decir una deforinacién asimétrica (ver
figura 4.5). Esta deformacion asimétrica, como lo sugieren las grificas 4.71 y 4.72 en
donde inclusive se observa que la segunda deformacion cac a alta rapidez de extension,
sera mas evidente conforine la concentracidn sea menor, esto probablemente se debe a
que, como ya s¢ meticiond, una solucién polimérica es mas libil.

En la grafica 4.74 se cambid el mimero de Débora y ésta mucestra que el comportamiento
de las curvas de la traza y la deformacion uno son similares a las descritas en los casos
uniaxial y biaxial, mientras que nuevamente la deformaciéon dos muestra un descenso
a cierta rapidez de extension, lo cual sugiere que la eldsticidad tiene el mismo efecto
que la concentracidn sobre yy, y2 y <.

Por altimo en las gréificas 4.75 a la 4.82 se observa la traza contra cada deformacidn
para las distintas condiciones que se presentaron con anterioridad. En las graficas 4.75,
4.77, 4.79 y 4.81, donde se muestra el comportamiento de la traza contra la primera
deformacién, notamos que nuevainente existe en todos los casos una regién en la que la
traza permanecc constante hasta llegar a un punto en la que crece de forma monétona
con una pendiente aproximadamente de uno. Notar que nuevamente la zona donde la
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Figura 4.5: Deformacién planar

traza es constante disminuye cuando se eleva el valor del nimero de Débora, es decir
cuando se incrementa la elasticidad de la mancuerna.

Por otra parte, las grificas 4.76, 4.78, 4.80 y 4.82 en donde se observa a la traza contra
la segunda deformacién, muestran también una zona en la que la traza es constante
para después crecer con la segunda deformacién en forma mondétona, sin embargo, a
diferencia de las griaficas de la traza contra la deformacién uno, en las grédficas 4.76,
4.78 y 4.80 notamos que a partir de un determinado valor de la segunda deformacién
existen dos valores de la traza (ndtese que para la solucién mds concentrada de polimero,
B = 0.99 este fendmeno no existe).
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Grafica 4.71 Traza (z) y deformaciones(y1) (y2) contra rdpidez de deformacion
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Capitulo 5

Casos asintoticos
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5.1 Caso asintdético a fuerza pequena

Se realizé un andlisis asintético de las ecuaciones del modelo matemaético para deter-
minar el comportamiento de éste en el caso limite de fuerza pequeia. Par tal fin, se
realizarén expansiones asintéticas de las ecuaciones 3.92, 3.93, 3.94 y 3.95 asi como a
sus respectivas condiciones iniciales. Los objetivos de este andlisis son:

e Determinar del modelo matemadtico desarrollado en el capitulo 3, las ecuaciones
a orden cero y primer orden suponiendo que se aplica una fuerza pequefia, es
decir a baja rapidez de extension, y con estas ccuaciones hacer un andlisis en las
siguientes condiciones:

— Niimero de Débora pequeiio.

Modelo de Maxwell (8 = 1).

— Mancuernas de Hooke (b — c0)

Nimero de Débora grande.

!

El anélisis asint6tico se realizé utilizando el método de perturbaciones regulares, éste
consiste en utilizar una variable que deberd estar relacionada con el paramétro con
el cual queremos probar ¢l modelo, con esta variable de perturbacién se propone una
solucién de la ccuacién diferencial. Después se sustituye la solucién propuesta en la
ecuacién diferencial y se rcalizan las operaciones algebraicas correspondientes, pos-
teriormente se climinan los términos mayores a primer orden. Una vez que se han
eliminado estos términos es posible separar a la ccuacion en dos, una que serd a orden
cero y la otra a orden uno. Con este método se ha descompuesto la ecuaciéu original
en un sistema de ecuaciones que debe resolverse sistemdticamnente, es decir primero es
necesario resolver la ecuacién a orden cero y ast resolver a orden uno.

5.1.1 Anaélisis a fuerza pequena

En nuestro caso el método de perturbaciones regulares sc aplicé a cada una de las
siguientes ecuaciones:

2 B
auyy — 50'&[(171 + 2)yy + (1 — m)(y2 + 2)] 'F'l_?f; = 0 (5.1)
.2, ' ' ¥2
auyjs — §au[(2m + 1){(z —y1) — (m+2)y2] + To = 0 - (5.2)
. . z a?b 3Gb 3
aus = 200y, * et Dyel+ 7 = 55 = n7+3) ~ 543 (5:3)
b ,
ag = T'E_;z(yx + y2) + 2(m + 2)(1 - Blau (5.4)
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que corresponden al sistema de ecuaciones del modelo que se desarrolld en el capitulo

3. : .
La ultima- ecuacién se puede escribir en términos-de:d-como:

2(m + 2)(1 — Baz -+ l—ﬂ—_b—-z(yl +y2) = aud (5.5)

Las ecuaciones anteriores estdn sujetas a las siguientes condiciones de frontera u(0) = 1,
Y1 (0) = )/lfrontcrm .7/2(0) = Y2jrontern y Z(O) = erontera-

Nuestra variable de perturbacién es §, y estd relacionada con la la fuerza de extension
que se aplica a la solucién, § se define como [21]:

§ = (O

esta defincién de la variable § se debe a que, como se recordard ¢ = -ﬁ!%, entonces
§ = £l y por lo tanto, es proporcional a la fuerza aplicada F. Asf que, si la fuerza es
pequeha J también lo ¢s y entonces podemnos analizar ¢l comportamicento del modelo
en ¢l caso limite de fuerza pequena o bien, a baja rapidez de extensidn.

Las soluciones propuestas para las ecuaciones 5.1, 5.2, 5.3 y 5.5 pueden expresarse
como:

uw = WO sulf-. (5.6)
o= oyl +oyl 4 (5.7)
v2 = yo+Oypte (5.8)
z = 2"+ 7 (5.9)

Sustituyendo las soluciones propuestas 5.6, 5.7, 5.8 y 5.9 en la ecuaciones difelenéiales
5.1,5.2,5.3 y 5.5, y despreciando tériminos mayores a primner ordcn obtenemos las ecua-
ciones a order cero y a orden uno. -

s Ecuaciones a orden cero

2 0 '
"ol — §cm°[(m + 2030 + (1 — m)(y3 + 2°)] + -1—11!—‘2—@‘ =0 (510)
00 _2 .0 0 0 0 [ '
au'yp — zord [(@m + 1)(2" — ) = (m~+ 2)y2] + T-0 = 0 " (5.11)
050 0 a‘b’ .- 3Gb. =3
au®z® — 2a000y? + (m + 1)y3) + 7 20 , b+ o nll(b+ ) =333 (5 12)
2(m+ 2)(1— ,B)oe'u, -+ 1= L o(yl + JQ) (5.13)
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En donde se utiliza la notacién de Newton para senalar la derivada. Se debe notar
que las tres primems ecuaciones a orden cero (5.10, 5.11 y 5.12) son similares a
la ecuaciones 5.1, 5.2 y 5.3, mientras que la ecuacion 5.13 es similar a la ecuacién
5.5, excepto por el término oud, pues este pertencce a la aproximacién a orden
uno.

e Ecuaciones a orden uno
a [uo(l - 209+ (! — wl2t ~u zo)_/l] - ga
[#0(1 = 2% ((m+2)ui + (1 — m)(w} + 2")) + (&' —
102! — ul20) ((m—i- )40 + (1 —m) (g + zo))] +yl=0" (5.14)
o [uo(l =29 + (u! =02t — ulzo)g)g] - ga
[110(1 - z°) ((2m + 1)z = yl) —(m + 2)y21,) + (u! —
02! — ul29) ((m +2)38 + (2m + 1)(2° — Jz))] +yi=0 (5.15)
a [(u A4 ulz® - 2% - uoz’é"] + 2a [120(1 - 2yl + vi]-

(402 + ul(l -2 + (m+ 1)y ]] z (%—j—_—g—) =0 (5.16)

2(m+2)(1 ~ B)a [“] = 21“0] bBlyi +wsl _ 0 _ g (5.17)

(1-2% (1-29

Alora consideraremos la forma en la que las condiciones iniciales entran en el problema.
Para este fin se realizaron expansiones asintdéticas de las condiciones iniciales las cuales
dieron los siguientes resultados:

ne = ()55 - o) (5.19)
ve(e) = 5(%) ‘[‘)’g 0(52) (5.19)
2z) = B—f_§+5(zi§) S~ o) . (5.20)

De estas ecuaciones podemos apreciar que a orden cero

yi(z) =0 (5.21)
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y3(z) =0 (5.22)

Da) =3/0b+5) o  (5.23)

Utilizando estos resultados y la condicién dc u%z) = 1 tenemos que las ecuaciones
5.14, 5.15, 5.16 y 5.17 se reducen a: ,

gl o= gal(,l,r- m)20 — a_(%f} © o (5.24)

g o= -gal(z;nJ}l)g“'—;('—llJ%—za; | ~ (5.25)

3 = _aﬁ%zT) (5.26)

! 1 b8yl + v3) (5.27)

2m+2)1—=08) 2a(m+2)(1 - B)(1 — 2°)

Estas ecuaciones forman un sistema lineal de primer orden. Las tres primeras ecua-
ciones estéin acopladas y deben resolverse de forma simultdnea, mientras que la ecuacién
5.26 es de primer orden homogénea y al no estar acoplada con las otras puede resolverse
por separado. La solucién de la ecuacién 5.26 es la siguiente:

2! = e Pk (5.28)

donde

1

>N S
f a(l — z9)2

Utilizando la ecuacién 5.20 podemos determinar la condicién 1mcml a orden uno para

z, entonces tenemos que
b+2
w=0 Yy
v 2 a) = <b ¥ 5) bﬁ

Con esta condicién evaluamos la constante de integracién de la ecuacién 5.28 y si
ademds sustituimos la expresién a orden cero de z. (ecuacién 5.23) tenemos que su
solucién particular es:

b+2\ am _(: n)*; ‘ ’
l = —— . h+ n
z = (b+5) 5e (5.29)
1 | TRSIE (0




Para resolver el sistema de ecuaciones acoplado procedemos a sustituir la ecuacién 5.27
en las ecuaciones 5.24, 5.25 y asi reducir el niimero de ecuaciones en el 31st;ema el: cua]
queda de la siguiente forma: :

ol [ 21 ~-m)z°  2(1 —m) b8y} -+ yy }_ oh
Y= 6mr )1 —p)  Galm+2) 1A -]  a(d-20)

(5.30)

;! [ 2(2m -+ 1) 2Y 2(2m + 1)2°08[y} + vl
2

yl
6(m+2)(1—f0) 6a(m+2)(1-A)1 - z”)] Ta(d - 20) (5.31)

La solucién de este tipo de sistemas es similar a la de una ccuacién diferencial de primer
orden no homogénea, por lo tanto la solucién tiene la siguiente forma:

T = eBp(0) _,_/’ eB==85(¢) e (5.32)

donde W es el vector de funciones, W(0) es el vector de condiciones iniciales,eZ® es la
matriz exponencial, B es la matriz de cocficientes constantes y 5(€) es el vector no
homogéneo del sistema de ecuaciones diferenciales evaluado en £&. En este caso cada
término tiene la siguiente forma:

Vector de funciones
o '1
T o= (’%} ) (5.33)

Matriz de coeficientes constantes

2(1-m)bgz" 2a(1-m)(1~2%)b8z946a (1n+2)(1—8)(1-2Y)
6a(m+2)(1-8)(1~-20) G6aZ(m+2)(1-8)(1-29)2
B = (5.34)
2(2m+1)bG3z° 2a(2m+1)(1-2°)82°+6a (1n+2)(1 —8)(1 - 2%)
Ga(m+2)(1-8)(1-z9) 6aZ(m+2)(1~0)(1-29)2
Vector no homogéneo
2(1~m)2¢
_ 6(m+2)(1-08)
b = . (5.35)
2(2m--1)2°

G(mn+2)(1-0)
Vector de condiciones iniciales

b2 ) avy
b4-5

w(0) = - : (5.36)
b42Y awp o
b+6/ b8 :
Se debe de recordar que el vector de condiciones lmcmles se obtlene de las expansiones
asintéticas de éstas a orden uno.

Para encontrar la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales se procedié primero a
calcular la matriz exponencial, para después multiplicarla por el vector de condiciones
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inciales segiin lo indica la ecuacién 5.32, después a la variable independiente en la matriz
exponencial se le resté & para, enseguida, multiplicar este resultado por el vector no
homogémeo y realizar asf la integral que sefala dicha ccuacién. Finalmente se sumaron
los vectores resultantes de las operaciones antes mencionadas y el resultado se presenta
a continuacién:

(5.37)

w

kie g + kse %o + kg
kse—kzx -+ k7e""".1: - ks

donde kq, k3.....kg son el producto de una serie de operaciones algebraicas realizadas
durante el proceso de solucion, éstas estdan definidas como:

b+ 2)(m — L)a[— (v, + v2)(b -+ 5(1 — 3)) +bf)

ko= BB+ 5)(m + Db+ 5(1 = )
b — a(b+2)(n (2m+ 1) + vo(m — 1))
L bB(b +5)(m + 2)
b a(b+2)(m —1)
° (b+5)(m +2)(b-+5(1 — 8))
e ob + 2)(2m + 1)[(vy + ) (b + 5(1 — B)) — bB)

bB(b + 5)(m + 2)(b + 5(1 — 3))

—a(b+2)((2m+ 1) + wa(m — 1))
bB(b -+ 5)(m + 2)

ky =

alb+2)(2m+1)

ke = (b+5)(m + 2)(b+5(1 - B))

. b+51-8)
2 a(b +2)(1 - B)
b+5

SRS

Sustituyendo: las soluciones encontradas de 3 ¥y ¥ en la ecuacién 5.27 ¢ mtegrando
obtenemos la siguiente solucién general para u': ,
ul(z) = ko™ 4 kye™® ke +Cy (5 38)

para evaluar la constante de integracién Cs utilizamos la (ondxclon inicial Uy (O)
por lo que la solucién particular de esta ccuacion es:

ul (.’L) = 117128—‘;21 + kme"k“’ -+ km.‘L‘ - I\T15 (5.39)
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donde
a(b+ 2)[(m -+ v2)(b+ 5(1 — B)) — bB].

fiz - = 2(m + 2)(b + 5(1 — B))? 7,(5'40)
kg = 0 B | (5.41)
’ b+5 :
F1a 2(m+2)(b+5(1-0)) (5.42)
ks = a(b+ 2)[(v1 + v2)(b+ 5(1 — B)) — bf)] (5.43)

2(m +2)(b+5(1 — 8))?2

Es importante notar que cuando m = 3 y con la condicién inicial y3(0) = 0, tenemos
que kg = k7 = kg = 0, por lo que ¥} = 0 y entonces cl sisterna se reduce al caso uniaxial
reportado por Petrie [21]. Si por otra parte in = 1, y utilizando la condicién inicial
yi(0) =D entonces by = ky=k;=0yyl =0

5.1.2 Relaciéon de Trouton

Para el modelo de mancuernas, se conoce que la relacion entre la viscosidad cortante y
la viscosidad total de la solucién a baja rapidez de extension tiene la siguiente expresién
(18]):

7 _ bB

= 1- — 5.44
N+ My ﬁ+b+5 (5.44)

Esta ecuacién define una viscosidad cortante adimensional referida a la viscosidad de
la solucién. '

Utilizando la ecuacién 3.100 y los resultados de las expansiones asintéticas a orden uno
tenemos que: ’ :

du(x)

neg. = W) ‘ (5.45)
wz) = 60l(a) (5.46)

y
Su(z) = 6ul(x) (5.47)

Entonces si sustituimos 5.47 y 5.46 en 5.45

u” ()

nE = 5 (z) (5.48)
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cancelando § y sabiendo que u%(z) =1

L 5.49
neg = W () (5.49)
Similarmente para la viscosidad extensional promedio tenemos
e —‘ g (5.50)
75 = (D) F sur (D) + ] '

Si tomamos sélo hasta orden uno 'y ademids sustituimos el valor de ug que es igual a
uno, la ecuacién 5.50 queda como

1

‘ Ng = m (5.51)
Ahora tomando“d‘eriv'ad‘a de la ecuacién 5.39 y sustituyendo en la ecuacién de ng
R . : .

(s 52)

e —kakize=*2® — kykize=heT - kyy

Si sustltulmos las expresmnes de ks, kiz, kay k13 y k14 y realizamos las operaciones
algebraicas obtenemos que,

e = 2(m + 2)(b+ 5(1 - j3)) (5.53)

5 (b+5) — (11 + ) (b+5(1 = B) - 0B) '

Las ccuaciones de las viscosidades cortante (ecuacion 5.44) y extensional (ecuacién 5.53)
se pueden comparar ya que se utilizé la misma variable caracteristica para hacerlas
adimensional, es decir las dos estdn divididas entre la viscosidad total de la solucién
[11], sin embarago, hasta el momento no es posible determinar si se cumple la relacién
de Truton. Para tal fin es necesario especificar las condiciones a las cuales se obtiene
dicha relacién.

5.1.3 Anadlisis a nimero de Débora pequeno

En esta seccién consideramos el caso en el que el nimero de Débora (@) es pequeiio,
es decir cuando se tiene baja elasticidad de las mancuernas. Tomando la derivada con
respecto a x de la ecuacién 5.39:

ul(z) = —kokioe™® — kykize M 4 kyy (5.54)

Si el @ — 0 entonces k2 — oo y k4 — 00 por lo tanto e~¥2¢ — 0y ™% 5 0"
Por lo tanto, en las ecuaciones 5.39 y 5.54, los términos con las exponenciales se cancelan
lo que da como resultado:

W(x) = kg : (5.55) "

'lLl (1‘) = km.’b’ - k15 (556)
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Por lo que la v1sc051dad de c‘ctensxon y el promedio de esta v13cosxdad queda.n de la
siguiente manera:
R 1

m 1 V
"E =T T (5.57)

=M ) 1
Mg = 1(1) = Tl —Fn , (5.58)

Sustxtlyendo el valor de A,M y hacxendo dlgebra en 5.57 llegamos a

" 2mr+mw+5u—ﬂ»
e =7 b+5

(5.59)

Evaluando-para los casos uniaxial, biaxial y planar los resultados son los siguientes:

05 _ap1 g B '
750 = 3(1 ,e+b+5 (5.60)
_ B
M = 6(1 ﬂ+b+5) (5.61)
b
e =4(1 — B+ 55) (5.62)

El factor entre parentesis del lado derecho de estas tres tltimas ecuaciones es la vis-
cosidad relativa a baja rapidez de extensién, definida en la ecuacién 5.44. En estas
ecuaciones notamos que para los tres casos, en los que el niimeros de Débora se supone
pequeiio, el modelo si cumple con la relacién de Truton [12] en donde la viscosidad
extensional es tres veces la viscosidad cortante para el caso uniaxial, seis veces la vis-
cosidad cortante para el caso biaxial y cuatro veces la viscosidad cortante para el caso
planar.

5.1.4 Modelo de Maxwell

Este caso corresponde al valor de 8 = 1, es decir, cuando no hay contribucién del sol-
vente o bien la solucién es muy concentrada. Si bien es cierto, el modelo de mancuernas
estd restringida a sistemas de soluciones diluidas de polimero, pero el andlisis asintético
nos permite conocer los limites de éste. Si reordenamos las ecuaciones 5.24,5.25 y 5.27
tenemos,

. 2 . !
ayx‘-—gaU’(l—m)z%————(li‘zn) =0 (5.63)
i 2002 +1)°+‘yé =0 5.64
ayQ—-aau(m z '(I—:;(]—)' = (6)
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b8y} + v

- !
2(m + 2)(1 - B)ats! + (1 z°) (5.65)
Si B = 1 la ecuacién 5.65 queda como:
La(l =20
ol = =) bkz ) (5.66)
El lado derecho de esta ecuacién es una constante asn denvandola queda como:
[Jl + yz] ‘ : (5.67)
Ahora bien, sumamos las ecuac1ones 5 63 y 5 64 obtemcnos, '
2
el + 4] - o z°<m voy Bl (5.68)

Utilizando los result;ados de las ecuaciones 5.66 y 5.67 la ecuacién 5.68 queda comno,

2 » o
-éu '2%m+2)—= = 0 : ; (5.69)
Despejando ! y sustltuyendo +
b+5

-1 _UT9

Y= Smra) (5.70)
sabemos que :

1 .

Sustltuyendo ! de.la ecuacién-5. 70 en esta u]tlma ccuacién encontramos que la vis-
cosidad extensional es: '

, 2(m - 2)b
g = ‘—((b—h,,—))- (5.72)
de esta ecuacién se deduce que la viscosidad extensional uniaxial, biaxial y planar son:
0.5 3
g = 15 (5.73)
G
= T (5.74)
b




Por otra parte, si en la ecuacion 5.44 hacemos 8 = 1 tenemos que

n_o. b (5.76)
Ns -+ My &+ 5)

Entonces comparando las ecuaciones 5.73, 5.74 y 5.75 con 5.76 concluimos que incluso
para soluciones muy concentradas donde 8 = 1 a baja rapidez de extensién o bien a
fuerza pequeita, se cumple la regla de Truton para los casos uniaxial, biaxial y planar.
Ademsds tomando el limite de la ecuacién 5.76 cuando b — oo, es decir para macuer-
nas muy rigidas, tenemos que b/(b-+5) tiende a uno. Con este resultado la viscosidad
extensional uniaxial, biaxial y planar de las ecuaciones 5.73, 5.74 y 5.75 son las sigu-
ientes: 75*° = 3, nk = 6 y nl = 4. Estos resultados pueden ser comparados con las
gréficas 4.37, 4.38 y 4.39 en las cuales b = 1000. Se debe observar que la curva que
representa la mayor concentracion, es decir § = 0.990, cumple con la regla de Truton,
pues notamos que a baja rapidez de extensién ¢l valor de la viscosidad extensional es
aproximadamente 3 para el caso uniaxial, 6 para el caso biaxial y 4 para el caso planar.
Entonces estos resultados nos indican que aunque el modelo de mancuernas es para
soluciones diluidas de polimero la regla de Truton se cumple incluso en soluciones muy
concentradas si el valor de "b" es muy grande, es decir cuando las mancuernas estdn
totalmente extendidas.

Para calcular la viscosidad extensional promedio utilizamos la ecuacién 5.39 de la cual
podemos concluir que si 8 =1 k; — 0o y e~*2 — 0 por lo tanto dicha ecuacién queda.
cotro ,

(5 77)

’U.‘('L) = /\‘,17.’1,'—1\7]3

Si evaluamos u!(1) y ademds se supone que o =0 entouce kig = l»y,.‘
Sustituyendo este resultado en la ecuacién 5.51 obtenemos la: VlSCOSldELd extensxonal :
promedio : B = .

(5.78)

Si 8 = 1 entonces »
— 2(m + 2)b '
r/,'~l = —(—bﬁ)— (5.79)

y ' ’
nE o= T | (5.80)

Entonces las observaciones hechas anteriormente para la viscosidad extensional unia-
xial, biaxial y planar son vilidas tamblen para la vxscosxdad extensnorml promedlo de
dichos flujos. , .
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5.1.5 Mancuernas de Hooke (L — oo )

Dentro de este andlisis asintético se consideré también el caso cuando b — oco. Si b
tiende a infinito L, que es la longitud de la mancuerna, alcanza su valor méximo y se
considera que la mancuerna sc comporta como una mancuerna rigida.

Si b — oo entonces la viscosidad cortante definida por la ecuacién 5.44 toma el valor
de la unidad. Para comprobar esto derivamos con respecto a b la ecuacién 5.44 y
después tomamos el limite de esta derivada cuando b — co. Entonces el resultado de
la derivada es:

d (,,,+,,,.) _ (L) (0~ B)(b+5) + 1B +5))

&b db (5:81)
d('l:"f"lp) _ - b b -2 _
—Ie = —[(1=B)(b+5)+ b8 {(b+5)* (1)} +[(1-B)+ ] (5.82)
Cancelando términos y reordenando la ecuamon 5. 82
dzdy) _ —a-p)_ | 3
T1s+ip
& = Turs) " Grop ! (5.83)

Tomando el limite de la ecuacién 5.83 cuando b— oo, tenemos que.los dos prlmexos
términos del lado derecho de la ecuacién van a cero y por lo tanto SR

. Na+1p . :
A= =1 : (5.84)

Ahora la viscosidad extensional y extensional promedio estdn definidas por 7% =
1/4' (z) y 7% = 1/u!(1) por lo que en este caso debemos también tomar limites de

m —"l

4!y ¢! cuando b — oo y sustituir en 92 y T7E
Entonces, si derivamos la ecuacién 5.39 con respecto a & y tenemos en cuenta que ki3
es igual a cero obtenemos que la expresién de ! cs ;

‘l.l,] = —kgklge_kzx -+ 1\114 (5.85)
Tomamos ahora el limite cuando b — oo de cada término de la expresién 5.85

[(v1 + 1) (b +5(1 — B)) — b)
2(m +2)(1 = DG+ 51— B))

Haciendo algebra y tomando el limite cuando 0 — oo la ccuacién 5.86 queda como,

kakia o (5.86)

Tomando el limite de k14 y ko cuando b — oo

. 1
Jim (k14) mT3) (5.88)
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1

pll)fg(kz) Y] (5.89)
Sustituyendo en la expresién 5.85 T
o 1 (1 +rv)—B] | —me
FARI. = T
() = sy [Q(m TA-5))°¢ (5.90)
o bien, podemos expresar la‘qcuagi}irrilr 5.90 como
oy L (L= B) = [+ v) = fleTED
Jm (@) = ~ Sm+2)(1 = B) (5.91)
Por lo tanto, la viscosidad extensional queda como,
k . 2m + 2)(1 —
o= ( )1 - B) (5.92)

(1= B) — [(1 + va) — Blemom

La viscosidad extensional promedio se deduce de la misma forma en que se hizo con la
viscosidad extensional, por lo que la ecuacién resultante es,
- 2(m + 2)
e = = (5.93)
1-af(v + o) —,B]{l —em}

Utilizando estas dos \ltimas ecuaciones tenemos que la viscosidad extensional y exten-
sional promedio de los flujos uniaxial, biaxial y planar estd representada por

05 _ 3(1-0) o4
" (1-8) — [ = Ble-D (5.94)
3
= : 5.95
1 6(1 -0)
P ‘ = 5.96
" (1— B) = [v2 = Blest-5 ( )
L ° = (5.97)
l—a[uz-—-ﬂ]{l_em_—u;} .‘
il T (5.98)

(1= 8) = [(v1 + ) — Blevm
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4
1““[(V1+V2)—ﬁ]{1—c27(7‘-’777}

7 = (5.99)

Notar en este caso que la viscosidad extensional de los flujos uniaxial, biaxial y planar
estd en funcién, entre otras cosas, de las condiciones iniciales vy y vs. Ademds se
debe observar que para el flujo uniaxial (ecuacion 5.94) v, = B entonces la viscosidad
extensional a baja rapidez de extensién es independiente del mimero de Débora, lo
mismo puede decirse del flujo biaxial (ecuacién 5.96) en donde si v, = 3 la viscosidad
extensional biaxial es independicente del Débora. En las graficas 4.19 y 4.20, que corres-
ponden a los casos unjaxial y biaxial, coincide que v y 8 son iguales y observamos que
a baja rapidez de extensién la viscosidad es independiente del mimero de Débora, lo
cual estd de acuerdo con las conclusiones asintdticas mencionadas. Sin embargo, para
el caso planar la prediccién sélo es vilida a bajo mimero de Débora (o = 0.1) como
puede observarse de la grifica 4.21, esto también estd de acuerdo con la prediccidn
asintética, pues si a« — 0 la exponencial de la ccuacién 5.98 tiende también a cero y
por lo tanto la viscosidad extensional planar tiende a 4, mientras que para altos valores
de a la viscosidad planar depende, tanto de las condiciones iniciales vy y vs, como del
valor de B y «, esto puede explicar el por que a baja rapidez de extensién y o > 0.1
las curvas de la géafica 4.21 estén se desplazadas hacia valores mds altos de viscosidad .

5.1.6 Nimero de Débora grande

Finalmente consideramos el caso en el cual el nimero de Débora es muy grande. Par-
timos de las ecuaciones de ' y u'.

o = _k2kl2c—k2$+km (5100)

donde kpk2 puede escribirse como

. 1 b3
kak)a m {(I/l -+ 112) m} (5.101)
v S v
, f b+ 5 :
ks = 2(m + '7)(b ' 5(1 = ,3)) (5'102)

Sumando y restando el término [1 - u1 + 1/2)]/2(m + 2)(1 = ,B) a la ecuacién 5.100
tenemos que i : ‘

b+5 '[1_—* (z),;-'F'u;)]

il = e TRGTIICA) dmrama-pt 6109
(1 — (1 + ) | ‘ ‘ bB —kae
2m+2)(1 —B) 2(m+2)(1-75) {(U’ ) = (b+5(1 —ﬂ))}c ’
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La suma de los dos primeros términos de lado derecho de la ecuacién 5.104 da como
resultado g

b+5 1=+ )]
2(m+2)(b+5(1—0) 2m+2)(1-8)

(5.104)

1 bs
m T2 =) {(”’ ) = - ﬂ)]}

Sustituyendo la ecuacién 5.104 en la ecuacién 5.100 y factorizando*terminos’tenerros
que.. - : : L

w8

1 = (] 1 , u;—' ’ ‘
v Am+ DA =F)  2Am + 1= A) [( L) - R = _ﬁ)]] (5.105)

—[b+5(1 - B)]z
{1 e LG B) )}

Si realizamos una expansion en serie de potencias del término exponencial de la ecuacién
5.106 y despreciamos los términos de la scrie que estén divididos entre potencias de
« mayores a 0, puesto que estamos considerando que este pardmetro es muy grande,
tenemos que el resultado es

g oo At=(m )]
= Mt A= 5 (5.106)
Entonces la viscosidad extensional queda como
: 1 2(m+2)(1-p) ‘
m - ST AN T M .
e u! [1 - (Ul -+ U2)] (5 107)
Siguiendo el mismo procedimient'o,‘ la viscosidad extensional promedio es
—m 1 _ Q(m -+ 2)(1 -— ,B) (5108)

"B UM T D= (o +m)]

De tal manera que la viscosidad extensional y extensional promedio son iguales. En-
tonces, las viscosidades uniaxial, biaxial y planar quedan como

s = ?(g_l___”'_%) vy #£ 1 (5.109)
ok = %1__‘15)) m# 1 (5.110)
n 4(1 - 3) (U + 1) # 1 | (5.111) j

E= 1= (1 + )] .

Como puede observarse la viscosidad extensional de cada flujo, a baja rapidez de ex-
tensién y para nimero de Débora grande, es funcién tanto del pardmetro 8 como de
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las condiciones iniciales. Es importante notar que para los casos uniaxial y biaxial la
condicién inicial no debe ser la unidad pues la ccuacién se indetermina. Mientras que
para el caso planar la suma de cstas condiciones no debe ser la unidad. Sin embargo,
los calculos numéricos del modelo presentados en la seccién anterior muestran que los
valores de v, y v» son 0.5, lo cual hace que segiin la ecuacién 5.111 la viscosidad se in-
determine, esto puede explicar el por que las graficas en el mimero de Débora es grande
(@ > 1 en estos casos) la viscosidad tienc valores muy altos (ver gréficas 4.10-4.32).
Por lo tanto, existen ciertos valores de los parimetros v y v para los cuales el modelo
predice viscosidades muy grandes. Entonces cl valor de la viscosidad a baja rapidez
cde extensién y Débora grande estd determinada cn gran medida por el valor de estos
parametros.

La razén de que se haya escogido a 0.5 como los valores iniciales de v, y v2 es por que
se pretendin justificar el modelo de flujos generalizado con los resultados obtenidos por
Petrie para el caso uniaxial [7], en donde el valor de » es precisamente 0.5.
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Se utilizé el modelo de mancuernas para describir los diferentes tipos de flujos exten-
sionales en soluciones diluidas de polimero. Para generalizarlo se aprovechd el gradiente
de velocidades propuesto por Meissner (6], en ¢l que sélo es necesario dar valores al
pardmetro "m” y asf obtener los diferentes tipos de flujos; para este tensor no es nece-
sario modificar el signo del paramétro "m” comno sucede en la propuesta de Stevenson
[14]. Debido a que para ciertos flujos en el tensor rapidez de deformacién el valor de
los componentes de la diagonal principal son diferentes entre si, se propuso una se-
gunda diferencia del tensor de conformacion (y2), lo que concuerda con la propuesta de
Meissner [6], en la que también para los casos no simétricos propone dos viscosidades
extensionales. Aunque el pardmetro "m” puede tomar valores entre -0.5 y 1 se eligieron
sélo cinco de estos valores, tres de ellos representan los flujos mds conocidos, es decir,
m = —0.5 flujo uniaxial, 7 = I flujo biaxial y »n = 0 flujo planar; los otros dos flujo
se eligieron de forma que fueran valores simétricos al flujo planar y de signos contra~
rios; de esta forma se asegurd que los flujos elegidos estuvieran entre el flujo uniaxial y
planar, mm = —0.3 y ¢l flujo planar y biaxial, m = 0.3.

Se comprobd que el modelo generalizado se reduce en todo momento al caso uniaxial
resuelto por Petrie [21].

Para todos los tipos de flujo las curvas obtenidas tienen una forma de ”S”, la cual ca~
racteriza al modelo de mancuernas. Eu esta tesis se hizo notar que para un experimento
en estado transitorio es posible obtener ese tipo de curvas multivaluadas en donde las
diferentes viscosidades de una determinada rapidez de extensién pertenecen a distintos
tiempos del experimento. Mientras que para las curvas obtenidas en este trabajo los
tres puntos de viscosidad extensional a una rapidez de extensidn pertenecen a tres
distintas fuerzas aplicadas a los flujos, o bien a tres distintos experimentos.

Por otra parte, todas las grificas en las cuales se estan comparando los § diferentes
flujos extensionales, muestran que el tipo de flujo afecta la viscosidad extensional tanto
en la zona de baja rapidez de extensién como la de alta rapidez de extension. Ademsés
comparando los valores de la viscosidad extensional en estas dos zonas encontramos
las siguientes observaciones:

e La viscosidad extensional del flujo biaxial ¢n la primera zona es en general el
doble del valor de la viscosidad uniaxial.

e El valor de la viscosidad extensional planar puede calcularse como el promedio
aritmético de las viscosidades de los flujos m=0.3 y m=-0.3.

e IIn la segunda zona la viscosidad extensional del flujo biaxial estd por debajo de
la viscosidad uniaxial, mientras que para los otros flujos generalmente tienden a
tener el mismo valor de la viscosidad extensional uniaxial

El hecho de que la viscosidad biaxial en la primera zona sea el doble de la viscosidad
extensional uniaxial se puede atribuir a la doble orientacién de las mancuernas. Mien-
tras que el hecho de que la viscosidad planar sca el promedio aritmético de las otras
dos viscosidades podria atribuirse a que el valor del paramétro "m” de estos dos flujos
es simétrico al valor m = 0 del flujo planar.

Con lo que respecta a los resultados obtenidos de los diferentes flujos en donde se
variaron las condiciones iniciales se observa que ¢l paramétro v es el que influye de forma
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mds contundente en la viscosidad extensional de la primera zona; ademss al parecer
el modelo es muy sensible a ciertos valores de este pardmetro ya que se presentaron
ciertos problemas numéricos.

Los resultados obtenidos al variar el nimero de Débora, &, a tres distintos valores de 3,
muestran que al incrementarse el valor de « la zona de inestabilidad también aumnenta.
Esto, como ya se menciond, puede estar relacionado con el experimento realizado por
Douglas [24], en cl cual sc observd que para altos mimeros de Débora predominan las
conformaciones metaestables de las macromoléculas. Por otra parte, para estos mismos
cdlculos se muestra que a baja rapidez de extensién, los flujos con m = —-0.3, m =0y
m = 0.3 y a > 1, la viscosidad extensional en csa zona es mmuy grande.

Este comportamiento de las curvas pucde explicarse mediante el andlisis asintético
realizado al modelo a fuerza pequeia, cn ¢l cual se muestra que cuando el mimero
de Débora es grande la viscosidad extensional depende de los valores de vy y vp. La
ecuacién 5.108 muestra que para estos tres casos la suma de estos dos paramétros
no debe ser la unidad, pues esto indetermina la ecuacién; sin embargo, en nuestro
caso los valores escogidos de vy y vy para realizar el cdlculo, eran precisamente los
que indeterminan la ecuacidn de la viscosidad extensional, y entonces la forma de las
curvas de estos flujos pueden ser el resultado de un ajuste automadtico que realiza el
programa para calcular la viscosidad. Por lo tanto, se sugicre calcular valores que sean
mads representativos de la configuracion inicial de las mancuernas, la cual deberd estar
basada en el valor de la fuerza a la cual estdin sometidas las mancuernas al inicio del
experimento.

Por otro lado, en estos mismos cdlculos podemos apreciar que en todos los casos,
cuando a = 0.1, obteneinos cl valor de la relacién de Trouton; es decir, la viscosidad
extensional de los flujos uniaxial, biaxial y planar toman aproximadamente el valor de
3, 6 y 4 respectivamente.

En las gréficas en las cuales se varié 3 se encontré que, para el valor de 8 = 0.005, todos
los flujos, excepto el uniaxial, presentan un minimo; mientras que para el caso biaxial
este minimo se presenta también cuando 8 = 0.990 (aunque este valor sale del intervalo
de validez del modelo). Ademds hay que observar que a pesar de que el modelo es para
soluciones diluidas, la curva de G = 0.990 en los casos de los flujos uniaxial biaxial y
planar cumple con la regla de Truton; esto se explica mediante el andlisis asintdtico
para cl caso del modelo de Maxwell en donde 8 = 1, en ¢l que se hizo notar que la regla
se cumple si los valores de "b” son muy graundes atn para soluciones concentradas.

El caso en el cual sc varia el paramétro ”b”, se observd que la viscosidad extensional
alcanza un valor limite difcrente que depende de este valor; de hecho, entre més alto
sea el valor de éste, ¢l limite que alcanza la viscosidad es mayor.

En cuanto al andlisis asintotico a fuerza pequefia, o bien baja rapidez de extensidn,
sc muestra que a nimero Débora pequeiio y para el modelo de Maxwell, la viscosidad
extensional de los flujos uniaxial, biaxial y planar cumple con la relacion de Trouton;
Ademds, como tenemos la expresién general de la viscosidad de estos casos podriamos
calcular cudl seria la viscosidad extensional de otros flujos con m deferente de -0.5, 0 y
1.

Por otra parte, el caso del modelo de Hooke, se muestra que la viscosidad extensional
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es funcién de la concentracidn, el mimero de Débora y las condiciones vy y v». En
este caso podemos notar que si el niimero de Débora es pequeiio se puede nuevamnente
obtener la relacién de Trouton.

Po otro lado, a altos mimeros de Débora, la viscosidad del modelo depende fuertemente
de los valores de v} y v». En estas ecuaciones existen ciertos valores de estos pardmetros
para los cuales la viscosidad extensional estd indeterminada, y esto podria explicar el
porqué la viscosidad extensional del flujo planar y de los flujos con m=-0.3 y m=0.3
tiene un valor tan alto en las graficas en las cuales el mimero de Débora es grande.
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Nomenclatura

£  Tensor rapidez de extensién
€11 Componente 11 del tensor rapidez de extensién
€9o  Componente 22 del tensor rapidez de extensién
€33 Componente 33 del tensor rapidez de extensién
€ Rapidez de extensién

Ca Coeficiente de friccién hidrodindmico

V Velocidad relativa

¥ TFuncién de distribucién de configuracién

I’ Fuerza total

é Gradiente de velocidades

R Vector de configuracién

11y ra Vectores de posicién

r  Derivada del vector de configuracién

¢ Inverso de la fuerza aplicada al flujo

z Traza del tensor de configuracién

2 Derivada de la traza del tensor de configuracién

28 Traza a orden cero del tensor de configuracién

3° Derivada de la traza a orden cero del tensor de configuracién
2! Traza a orden uno del tensor de configuracién

3! Derivada de la traza a orden uno del tensor de configuracién
d;; Componentes del tensor rapidez de deformacion

g Tensor de esfuerzos

o011 Componente 11 del tensor de esfuerzos

&)

20 Componente 22 del tensor de esfuerzos
3 Componente 33 del tensor de esfuerzos
Tensor unitario
Tensor de esfuerzos del polimero
Tensor de conformacién
i Componente ij del tensor conformacién
An Componente 11 del tensor conformacién
/igg Componente 22 del tensor conformacién
Ass  Componente 33 del tensor conformacién
7 Condicidn inicial de la longitud de la mancuerna
N, Condicidn inicial de la deformacién uno
No Condicidn inicial de la deformaciéon dos
a® Tamaio de equilibrio de la mancuerna
L? Longitud de la mancuerna completamente extendida
U Velocidad caracteristica
u  Velocidad adimensional
u?  Velocidad adimensional a orden cero
u!'  Velocidad adimensional a orden uno
1t Derivada de la velocidad adimensional
#® Derivada de la velocidad adimensional a orden cero
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D >

o
Jé)
Tp
Ts
7’1"
)1
¥
yP
7
v
A
Y2
Y2
v9
)
3
7

Derivada de la velocidad adimensional a orden uno
Tiempo caractéristico
Segundo tiempo caractéristico
Numero de Débora
Concentracioén

Viscosidad del polimero

Viscosidad del solvente

Viscosidad extensional

Primera deformacion

Derivada de la primera deformacién

Primera deformacién a orden cero

Derivada de la primera deformacién a orden cero
Primera deforinaciéon a orden uno

Derivada de la primera deformacién a orden uno
Segunda deformacion

Derivada de la segunda deformeién

Segunda deformacion a orden cero

Derivada de la scgunda deformacién a orden cero
Segunda deformacion a orden uno

Derivada de la segunda deformacién a orden uno

v Vector velocidad v; componente 1 del vector velocidad

]
Vs
X
K]
Ty

componente 2 del vector velocidad
componente 3 del vector velocidad
Direccién uno
Direccién dos
Direccidn tres
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