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Resumen 
El fenómeno de la transición vítrea a tenido considerable importancia dentro de la física teóri­

ca y aplicada, no obstante, la explicación de su comportamiento y de muchas de sus propiedades 
permanecen aún sin clarificar. Por otra parte, la producción de vidrios con diferentes propiedades 
predetern1inadas es muy importante en diversas aplicaciones tecnológicas. En la presente tesis se 
estudia el comportanúento vítreo de un modelo simple de asociación de partículas, llamado mod­
elo de Cumnúngs-Stell (CS). Dicho comportamiento es inducido por el efecto de Ja percolación de 
rigidez. En el capítulo 1 se discute el fenómeno de Ja transición vítrea y el de Ja percolación de 
rigidez, relacionando ambos a través de la superficie de energía potencial, comúnmente llamada 
paisaje de energía. Para estudiar el modelo n1encionado anteriormente, se propusieron diferentes 
algoritmos c01nputacionales basados en el criterio de l\fetropolis. Dicho método se justifica ha­
ciendo alusión a Ja aproxiniación para sisternas metaestables propuesta por Debenedetti (1996). 
Por lo cual es posible hablar de la termodiná1nica de dicho estado, debido a que las fases amorfas 
corresponclientes con el comportan1iento vítreo quedan atrapadas en un estado cuya vida media es 
superior al tie1npo de observación en el que efectuamos el muestreo. El efecto de la percolación 
de rigidez se introdujo en Ja forrnación de vidrios reales Phillips (1999), con el desarrollo de esta 
idea, l'vJ. Thorpe (2000) y sus colaboradores han propuesto lo que actualmente se conoce como la 
teoría de la rigid~¿. Dicha teoría propone un nuevo efecto de auto-organización, el cual es capaz de 
conducir al sistc1na a un estado vítreo. Basándose en esta idea, en nuestra aproxiinación es posible 
establecer una con1petcncia entre Jos tien1pos de relajación 1noJecuJar y el tiempo necesario para la 
cristalización del sistcn1a, como ocurre durante Ja transición vítrea. Nuestros resultados coinciden 
en la importante relación entre la percolación de rigidez y el comportamiento vítreo. Más aún, 
con la aplicación del 1nodelo de es en esta tesis se logra introducir el concepto de temperatura 
en la teoría de Ja rigidez, parámetro que hasta Ja fecha no había sido posible introducir, en el 
capítulo 2 se discuten estos l'utimos puntos. Una observación hecha en Jos estados metaestables 
encontrados, es el efecto de rigidez por atascamiento en un sistema cuyas partículas tienen volumen 
excluido y a su vez interactúan energéticamentc, corno en el modelo en cuestión, lo cual produce 
una difícil diferenciación entre las constricciones energéticas y entrópicas del sistema. Con objeto 
de entender el papel que juega ]a percolación de Ja rigidez en sistemas cuyas constricciones son 
únican1ente entrópicas, se propuso una pará1netro geométrico que curiosamente 1·elaciona el efecto 
de solidificación con el de percolación de rigidez en sistemas bidimensionales, Jo anterior se discute 
en el capítulo 3. Cabe mencionar que dicho parámetro, el cual llamamos región de contacto, puede 
ser de gran importancia para esclarecer el tipo de Ja transición de solidificación en dichos sistemas 
bidimensionales. Otra observación interesante se presenta en el capítulo 4, en donde se discute la 
posibilidad de ºsintonizar" entre un sisten1a ordenado o uno muy desordenado, mediante Ja mod­
ificación del alcance de un potencial atractivo efectivo; de llevarse a Ja práctica, esta idea podría 
tener importantes aplicaciones tecnológicas, por ejemplo en sistemas coloidales confinados en dos 
din1ensiones. IVlás aún, esta observación confirrna Ja importancia de la región de contacto. Final­
rnente, en el capítulo 5 se discuten las conclusiones más importantes de Jos resultados presentados 
a lo largo de todos lo capítulos anteriores. 
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Capítulo 1 

Introducción 

Dos de las razones priinordiales que motivaron el desarrollo del presente t1·abajo, son la amplia 
gama de aplicaciones e implicaciones conceptuales que se derivan de las propiedades que tienen 
los materiales vítreos; comúnmente llamados vidrios. Podl"Ía decirse, que es posible encontrar una 
aplicación útil para los vidrios prácticamente en cualquier actividad humana. Algunos ejeinplos 
de ello son la construc_ción de ·circuitos, fibras ópticas y celdas fotovoltaicas a 1nenor costo {Nau­
mis, 2003); .. la ·estabilización comercial de bioquínúcos para uso farinacéutico, la preservación de 
la vid;;: bii.}o'-condiciones extremas de frío y deshidratación {Crowe et al., 1998); el procesamien­
to de aliiiientos {Blanshard et al., 1993); el endureciiniento de resinas y de algunos derivados del 
petróleo (Tak;'lnohashi, 2002). Así también, la posibilidad de que la mayor cantidad de agua en 
el universo. se encuentre en estado vítreo {Jenniskens y Blake, 1994), es otra muestra de su im­
portancia. La diversidad de sus aplicaciones radica principalmente en sus propiedades, las cuales, 
corno la de cualquier otro sistema rnacroscóplco, se atribuyen a las interacciones microscópicas 
entre sus constituyentes (Jiickle, 1986). De manera general, las propiedades de los vidrios tienen 
fuertes in1plicaciones conceptuales que impactan a las bases fundamentales de la física estadística 
(Elliot, 198,1). Una característica importante, es que los materiales vítreos presentan una estructura 
rígida amorfa que se obtiene 1nediante un proceso fuera de equilibrio, llamado transición vítrea, 
sin embargo, esta estructura no se puede clasificar con claridad como un líquido o sólido, ya que 
comparte características de an1bos estados. Debido a lo anterior, algunas personas de.finen a los 
sistemas vítreos con10 un estado de la materia diferente {?vlézard, 2002). En las siguientes secciones 
se discuten algunos conceptos importantes que emplearemos en el desarrollo de la presente tesis, 
así como sus objetivos y las aproxin1acioncs que ton1aremos. En la primer sección se describe el 
fenómeno de la transición vítrea, posteriormente, en la siguiente sección se introduce el concepto 
de percolación de rigidez y su importancia para el estudio de los sistemas vítreos. 

1.1 Transición Vítrea 

El método más común para obtener un vidrio, es mediante el enfriamiento súbito de un líquido, 
de tal manera que se impide su cristalización y se conduce a un estado metaestable. Dicho estado 
metaestable se conoce como líq·uido sobre-enfriado, debido a que se obtiene a temperaturas menores 
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4 CAPíTULO l. INTRODUCCIÓN 

a la de fusión del sólido cristalino (T.,.). Si la temperatura final del líquido sobre-enfriado es lo 
suficientemente baja, el material se transforma en vidrio (Debenedetti y Stillinger, 2001). Lo 
anterior se caracteriza por un incremento notable en la viscosidad del líquido sobre-enfriado, el 
cual adopta una apariencia sólida. Dicho proceso se conoce con el nombre de transici6n vít7'f!a. 
El fenómeno de la transición vítr.,a es familiar para las personas que hayan visto a los artesanos 
crear figuras de vidrio soplado {López y Martínez, 2000). En la figura 1 se ilustra la dependencia 
del volumen del sistema conforme disminuye la temperatura, en ella se observa un cambio cu la 
pendiente al ocurrir la transición vítrea. Lo anterior ocurre en un intervalo de temperaturas y no 
en una te111peratura específica, no obstante, un parámetro experi1nental n1uy útil es la tcn1peratura 
donde se intersectan las pendientes antes y después de la t1·ansición, co1no se muestra en la figura 
l. A dicho parámetro se le llama ten1peratura de transición vítrea (T9 ). 

V 

T, 

Liquido 
...... 

T 

NIDil:IO sa v11V.i 
NO;:; SIS3J. 

Figura 1. Fen6rneno de la transici6n vítrea. La línea de guiones representa la relajación del 
vidrio y las líneas punteadas las pendientes antes y después de la transición. 

Ivlediante técnicas de difracción de rayos x o de neutrones, es posible caracterizar la estructura 
de algunos materiales vítreos. A partir de ello, se puede inferir que los vidrios tienen una estructura 
amorfa, por lo cual, un vidrio se define como un material amorfo con apariencia sólida que presenta 
el fenómeno de la transición vítrea, sin embargo, se debe resaltar que no todos los materiales 
amorfos son vítreos {Zallen, 1998; Elliot, 1984). A diferencia de las estructuras cristalinas, las 
vítreas no se pueden obtener por medio de la repetición de una celda unitaria, debido a pequeñas 
variaciones angulares y longitudinales de los enlaces formados entre sus constituyentes. Un esquema 
que muestra las diferencias de las estructuras cristalinas y amorfas se encuentra en la figura 2. 
Cornparando con los sistenias cristalinos, las propiedades de los vidrios son más difíciles de estudiar 
{Zallen, 1998). "\V. H. Zachariasen (1932) introdujo un concepto llamado red continua aleatoria 
(RCA), el cual se basa fundamentahnente en el desorden topológico encontrado en las estructuras 
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1.1. TRANSICIÓN VJTREA 5 

de los vídrios. La representación de una estructura vítrea a través de una RCA, preserva el orden 
químico local y a la vez incorpora variaciones angulares y longitudinales de sus enlaces, como se 
observa en la figura 2. 

(a) (b) 

Figura 2. Estructura -microscópica de (a) un material cristalino y (b) un a-morfo. Tomado de 
Elliot {1984). 

Debe mencionarse que el concepto RCA ha tenido seria oposición frente a la propuesta de los 
modelos micro-cristalinos, los cuales se basan principalmente en un orden local de corto alcance, sin 
etnbargo, actualmente la RCA es ampliamente aceptada y ha sido de gran utilidad para estudiar 
de las propiedades de los vidrios y otros materiales amorfos (Thorpe et al., 2000a); dicho concepto 
será empleado en este trabajo y regresaremos a el 1nás adelante. La aceptación que ha tenido 
la RCA se debe, en gran medida, al cuidadoso análisis de las funciones de distribución radial, 
que se obtienen a partir de los experimentos de difracción (Thorpe et al., 2000a). La función de 
distribución radial o de pares (g(r)), es un elemento muy importante para la descripción de fluidos y 
nlateriales amorfos. Dicha función se define corno la densidad promedio de partículas (p(r)), cuyos 
centros se encuentran a una djstancia entre r y r + dr del centro de cualquier partícula arbitraria, 
normalizada por la densidad total del sistema (p), de tal nianera que, 

g(r)dr = p(r) dr. 
p 

La función g(r) es esencialn1ente una función de correlación. En la figura 3, se muestra la relación 
que tiene la g(r) con la estructura de un sistema amorfo bidimensional. El primer máximo corre­
sponde a la primera capa de partículas que rodea, en promedio, a una partícula central; el segundo a 
la segunda capa y así sucesivanlente. A diferencia de lo anterior, la estructura de un cristal perfecto 
presentaría deltas de Dirac en posiciones bien definidas, sin embargo, las vibraciones naturales del 
sistema ensanchan dichas distribuciones. Otro lín1ite importante es el estado gaseoso, en el cual 
g(r) se encuentra representada por una exponencial decreciente, reflejando el completo desorden de 
dicho estado. En un amorfo la función g(r) no posee orden de largo alcance, como en un cristal, ni 
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6 CA.PíTULO l. INTRODUCCIÓN 

tampoco se encuentra completamente descorrelacionada, como en un gas. Esta situac
0

ión intermedia 
entre un sólido cristalino y un fluido gaseoso se observa también en los líquidos densos y viscosos, 
Jo antedor hace difícil caracterizar el estado de un sistema vítreo (Elliot, 1984). 

Nanrno ga V1'IV.!l 
NOD SIS~l 

Figura 3. Representación esquernáUca de la función de dist1·ibuc:ión radial de un rnateT"ial 
amorfo. Tomado de Elliot {1984). 

En diferentes materiales se pueden encontrar otros tipos de desorden, como los mostrados en la 
figura 4. El desorden orientacional y el sustitucional también son de importancia para el estudio 
de Jos sistemas vítreos, corno se verá posteriorn1ente (Newrnan y Barkema, 1999; Biroli y Mézard, 
2002) .. En lo subsecuente, a tnenos que se indique lo contrario, entendere1nos a un vidrio como un 
sistema con apariencia sólida que presenta desorden topológico en su estructura. 

(il) (b) (') 

Figura 4. Tipos de desorden: (a) topológico, {b} orientacional y (c) sustitucional. ToTnado de 
Elliot (1984). 

El fenótneno descrito eu la figura 1, no es una transición de fase tern1odiná1nica común, de­
bido a que no presenta claras discontinuidades durante el proceso de forrnaci6n en ninguna de las 
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1.1 .. TRANSICIÓN VíTREA 7 

propiedades observables (Debenedetti y Stillinger, 2001). El volumen, al igual que otras variables 
e:Xtensivas como la entalpía, es continuo al cruzar la temperatura de transición vítrea, sin embargo, 
el hecho de que se presente un crunbio de pendiente da lugar a pensar que dicha transición puede 
ser de segundo orden en el esquema de Ehrenfest. El orden de una transición de fase en el esquema 
mencionado, se define como el inenor orden en la derivada de la energía libre de Gibbs (G) que es 
discontinua. En la figura 5 se n1uestra un esquema del comportamiento del calor específico a presión 
constante, Gp = -T(82 G/8T2 )p = T(8S/8T)p, para un líquido sobre-enfriado y su correspondi­
ente estado cristalino. Poden.1os observar que el calor específico tiene un cambio notable al cruzar 
T9 . Otras variables que ta1nbién presentan cambios semejantes son el coeficiente de expansión térmi­
ca °'T = (81n V/8T)p y la compresibilidad isotérnúca "'T = -(8ln V/8p)T· Desafortunadainente, 
a pesar de lo mencionado, no es claro que exista una transición de fase ter1nodiná1nica de segundo 
orden del liquido sobre-enfriado, ya que T 9 depende de la velocidad de enfriamiento del sistema, 
siendo posible observar variaciones de decenas de grados usando diferentes velocidades. Cuando 
uno intenta predecir el corritniento en 'T9 en función de la velocidad de enfriamiento, se presentan 
serias dificultades. Un eje1nplo extraído del libro ele Elliot (1984), es el siguiente: asumiendo una 
transición de segundo orden, las variables tennodinámicas extensivas corno la entropía deben ser 

. continuas en la transición, i.e. S 9 = S1, donde los subindices g y l denotan las entropías del vidrio y 
.. del líquido respectivan1cnte, de tal manera, que cambios en la temperatura o en la presión implican 
que dSg = dS¡. l'vlediante la manipulación algebraica de las derivadas parciales, se obtienen las 
siguientes relaciones 

y 

donde .Ó.c:>T, 6.Gp y .c:,.,.._T son las diferencias de sus valores respectivos antes y después de c1·uzar 
T 9 • Experimentalmente se puede verificar que la primer relación casi siempre se cumple, no siendo 
así pru·a la segunda, debido a que 6."'T/6.aT es apreciablemente mayor que cII'9 /dp en todos los 
casos. Una transición de fase termodinámica de segundo orden, debería de aportar el ntlsmo 
resultado usando cualesquiera de las ecuaciones anteriores, de tal inanera que si la transición vítrea 
es de segundo orden, esta presenta serias dificultades en su interpretación. 

Cp 

T 

Figura 5. Comportamiento de Cp con la temperatura para un líquido sobre-enfriado (puntos 
negros) y su co17espo11diente fase cristalina (puntos blancos). El líquido sobre-enfriado presenta 

transición vítrea en T 9 • Tomado de Elliot (1984). 
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8 CAPlTULO l. INTRODUCCIÓN 

Otras dificultades en el estudio de la transición vít1·ea son, que en ]a prác~ica existen diversos 
factores que modifican a. T 9 , además del hecho de que las propiedades de los vidrios dependen del 
proceso con el que se han formado. La habilidad que tienen ciertos materiales para transformarse 
en vidrio, depende fuertemente del tiempo disponible para evitar su nucleación "cristalina, debido 
a ello, algunos autores sostienen que sería posible vit1·ificar prácticamente cualquier material si se 
pudiera alcanzar la velocidad de enfriamiento adecuada (Jiicle, 1986). Un ejemplo de lo anterior se 
encuentra en los materiales n1etálicos, estos sistemas no se consideraban dent1·0 de Jos materiales 
que podían vitrificar, no obstante, con las técnicas de enfrianiiento actuales se ha inostrado la exis­
tencia de vidrios tneUilicos (Creer, 1995). Experitnentalmente es posible encontrar n1ateriales que 
presentan transición vítrea prácticamente con cualquier tipo de inte1·acción microscópica conocida, 
(e.g. covalente, puente de hidrógeno, ionica, metálica y van der Walls), algunos ejemplos de dichos 
materiales se muestran en la tabla 1. Otro factor que también facilita la formación de viddos es la 
composición química del material. Ambos factores, i.e. la velocidad de enfriamiento y la composi­
ción química, pueden producir can1bios dramáticos en T 9 y estos hasta la fecha aún no han sido 
debidamente entendidos (Namnis, 1998). 

Tipo de enlace 
Covalente 
.Ionica 
Metálica 
van der Waals 
Puente de hidrógeno 

Material 
As2Sea,Se 
KNOa - Ga(NOa)2 
Zr-Gu,Ni-Nb 
orto-terfenil 
I~HS04,hielo 

N~DIHO aa VTIV.!I 
NO:J SISHJ. 

Tabla ].. Ejernplos de sisternas que presentan transición vítrea cuyas cornponentes interact·úan 
con diferentes tipos de enlace. 

Dos de las interrogantes n1ás importantes para el desarrollo y la mejora de las aplicaciones de 
los vidrios son: ¿qué factores facilitan la formación de un vidrio? y ¿cómo predecir y controlar sus 
propiedades termodinámicas y estructurales?. Las respuestas a estas preguntas podrían ser de gran 
útilidad para la de obtención de vidrios a menor costo y con propiedades predeterminadas. Para 
ello es necesario entender los mccanis111os físicos y químicos que ocurren durante la formación de 
diferentes tipos de 1nateriales YÍtreos. P. \V. Andersou (1995), premio Nobel de física, opina que 
junto con la supcrconductividad de alta te1nperatura, el fenómeno de la transición vítrea forma 
parte de los retos 1nás importantes de la física actual, sin embargo, el avance ha sido muy lento y 
se podría decir que sólo en las últitnas cuatro décadas se ha podido llegar a entender, muchas veces 
de manera parcial, los diversos procesos que regulan sus propiedades. 

1.1.1 Dos posibles Escenarios; Dinámico vs. Termodinániico 

Uua de las principales controversias, que ya se ha n1cncionado anteriormente, es si el vidrio corre­
sponde a un estado diferente de los estados conocidos o si es simplemente un líquido cuyo tiempo 
de relajación es tan grande que prácticamente no se puede diferenciar de un sólido. En los últimos 
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1.1. TRANSICIÓN VfTREA 9 

50 años se han hecho muchos esfuerzos para tratar de explicar si este fenómeno es debido a una 
transición únicamente dinámica o corresponde a l.llla transición de fase termodinámica, llamada 
transición vítrea ideal, que debería tener lugar a una temperatura abajo de T 9 , pero que es evi­
tada dinánúcan1ente. Ambos escenarios son soportados por las observaciones que plantearemos a 
continuación. 

Una 1nanera alternativa para determinar la temperatura de transición vítrea es midiendo la vis­
cosidad del sistema, definiendo T 9 cuando el líquido sobre-enfriado alcanza 1013 poise. C. A. Angel! 
(1988;1991) propuso una clasificación de la fragilidad de los vidrios, basándose en el comportanúen­
to térmico de su viscosidad. En la figura 6, se muestran algunos ejemplos de dicha clasificación. 
La viscosidad de los vidrios duros, cuyos constituyentes tienen fuel'tes interacciones direccionales 
con10 la de los óxidos de silicio y de germanio, sigue la ley de Arrhenius, 

r¡ = Aexp(E/kT), (1.1) 

donde A y E son parámetros independientes de la temperatUl'a. Por otra parte, la viscosidad de los 
vidrios frágiles, que generalmente interactúan mediante fuerzas dispersivas no-direccionales, sigue 
un co~portanúento descrito por la ecuación de Vogel-Tammann-Fulcher (VTF), 

............. \ 
· ···\ r¡=Aexp[B/(T-T0 )), (1.2) 

. . ... , 
donde, To es la te1nperatura de VTF, A y B son parámetros independientes de la temperatura. 
Ei' comporta:iniento aproximadamente lineal que presentan los vidrios duros es indicativo de una 
enerií": de acti'vación independiente de la temperatura i.e. E= d1I/:f.) :::>< cte, mientras que para los 
vidrios frágiles l";._energ(a de activación efectiva se incrementa coriforme la temperatura disnúnuye. 

Material T.·c 
.a.SiO.i 1176 
•Gc02 5-45 
.a.BcF2 319 
aZn02 97.5 
o LlCH,COO 125 

9 •4C.(NO,h.6KNO,, 59 

0.!5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
Tp 

Figura 6. Clasificación de Angell para los vidrios indicados, desde los 7nás duTVs (parte alta de 
la lista) hasta los 7nás frágiles (parte baja). To7nado de Elliot {1984)-
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10 CAPíTULO 1. INTRODUCCIÓN 

A pesar de lo mencionado, un punto a favor del escenario terrnodinárrlico se basa en lo siguiente: 
debido a que la capacidad calorífica de un líquido es mayor que Ja de un cristal, la diferencia de 
entropías disminuye conforme el sistema se sobre-enfría. En la figura 7 se muestran algunos ejernplos 
del comportarrliento con la temperatura de la diferencia entre la entropía del líquido sobre-enfriado 
y su correspondiente estado cristalino estable (AS). Por ejemplo, para el ácido láctico podernos 
observar que una extrapolación de los datos experimentales predice que AS-+ O, sin etnbargo, en 
la práctica la transición vítrea interviene y AS no tiende a cero. Si la transición no interviniera, la 
entropía del líquido igualaría a la entropía del cristal a una temperatura diferente de cero, llarnada 
temperatura de l\auzmann (TK), (Kauzrnann, 1948). Puesto que la entropía del cristal tiende 
a cero conforme la temperatura disrrlinuye, la entropía del líquido eventualmente sería negativa, 
evidentemente, esto contradice a la tercera ley de la termodinámica, ya que la entropía es una 
cantidad no negativa (S = klnO), por lo cual el líquido al ser enfriado entra en una crisis entrópica. 
Esta contradicción se conoce comúnmente corno la paradoja de Kauzrnann (1948). 

Figura 7. Diferencia entre la entropía del líquido sobre-enfriado y s•.t correspondiente cristal a 
presi6n atmosférica, normalizada por la m-isma diferencia pero a la temperu.tum de fusión AS"'. 
La extrapolación cuando AS - O {línea continua) define la tempemtura de J\auzmann Tk· En la 

práctica AS no tiende a cero (línea de g·uiones). Tomado de Debenedetti y StiUinger (2001}. 

La extrapolación anterior sugiere una conexión entre los puntos de vista dinámico y termodinárrli­
co, debido a que si AS -> O a una temperatura diferente de cero, la entropía configuracional del 
vidrio sería ·se= O a TK. Más aún, la sorprendente cercanía de las temperaturas TK y To, sugiere 
una transición de fase termodinámica hacia la formación de un vidrio ideal1 con una configuración 
amorfa única, pero que es evitada cinéticarnente (!vlézard, 2002). 

Cabe mencionar que un problema sirnilar al de la transición vítrea se encuentra en el contexto 
de los vidrios de espín, los cuales presentan desorden orientacional. Este tipo de vidrios también se 

1 En ocasiones el término de transición vitrea ideal e.s usado para ]a temperatura obtenida de la teoría de modos 
acoplados~ Ja cual no estudiarnos en la presente tesis. 
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caracteriza por una transición, de un estado de líquido paramagnético, donde los espines fluctúan 
aleatoriamente, a un estado donde dichos espines pierden su movilidad, quedando atrapados en 
posiciones aleatorias. Los experimentos con vidrios de espín también han encontrado evidencia a 
favor de un escenario termodinámico, con Ja presencia de una transición de fase que conduce a un 
estado diferente del sólido cristalino y del líquido paramagnético, de manera análoga al viclJ:io con 
desorden topológico (Newman, 1999; Mézard, 2002). 

1.1.2 Teoría de la Rigidez 

Phillips (1979) propuso una conexión entre la coordinación pro1nedio de un sistema con su habilidad 
para formar un vidrio con interacciones covalentes. Su propuesta es que la formación de un vidrio 
se favorece cuando la cantidad de constricciones mecánicas, debidas a los enlaces covalentes, es 
comparable con los grados de libertad de dicho sistema. Por ejemplo, en un sistema con dos 
componentes, A:i:B(l-::c)t la tendencia para formar un vidrio se incrementa para ciertos valores de 
su concentración x. Particularmente en un sistema de Ge,,Se(J-x)> la cantidad de constricciones 
por partícula se puede aproximar de la siguiente manera ne = nfex + n~e(l - x), donde nfe y 
r1/ge son las constricciones para el germanio y selenio respectivamente. Debe mencionarse que no 
siempre es fácil realizar el conteo de constricciones, en la siguiente sección se discuten dos métodos 
que son de gran utilidad para este conteo, no obstante, baste saber por el momento que nf" = 7 y 
n~e = 2. Ahora bien, cuando ne es comparable con el nú1nero de grados de libertad por partícula 
para un sistema en tres dimensiones (3D), se tiene que 7x + 2(1 - x) = 3, lo anterior se cumple 
cuando :z; = 1/5. 

. -·······. 

.. ,\ 

Agua­

Aire-

Enfriado­
lento 

40 

F.stnhilidud 
Qufntica 

30 

Estnbilida.d 
Mecúnicu. 

20 10 
Ge% 

/ 
o 

Se 

Figura 8. Gráfica que esquernatiza la tendencia que favorece la forrnaci6n de un vidrio de 
Ge,,Seci-x)- ·Los. datos ea:perirnentales se muestran con barras horizontales para las diferentes 

técnicas usadas, de la más rápida a la más lenta: enfriamiento con agua, con aire y un 
enfr-iamiento lento. Tornado de Elliot {1984). 

En la figura 8 se describe de manera cualitativa la facilidad para formar un vidrio de Ge,,Se(l-x)> 
conforme se varia su concentración x. La facilidad de vitrificación se identifica como la menor 
velocidad de enfrian1iento tal que evite la cristalización del material, para lo anterior se han usando 
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12 CAPíTULO l. INTRODUCCIÓN 

tres técnicas descritas en la figura. Podemos observar que el sistema. presenta menor dificultad para 
dos concentraciones, la primera corresponde a la formación del compuesto GeSe2 y representa la 
estabilidad química. de dicho compuesto, no obstante, la segunda es inuy cercana a la predicha por 
Phillips y 1·epresenta su estabilidad 1necánica. Curiosarncnte, cuando la concentración se acerca a 
la encontrada por Phi!Hps, la coordinación pro111edio por partícula es aproximadamente 2.4 y esta 
se encuentra en la mayoría de los vidrios inorgánicos. 

La propuesta de una RCA para describir Ja topología de la estructura de un vidrio covalente 
(Zachariasen, 1932), descrita anteriormente, ha sido an1plian1cnte aceptada en la actualidad (Thor­
pe et al., 2000). Basándose en dicho concepto, se han propuesto 1nodelos de redes aleatorias (l\1RA), 
los cuales han sin1plificado el estudio de algunas propiedades electrónicas, mecánicas y ópticas de 
los sistemas vítreos (\Vooten et al., 1985). Un potencial que reproduce de 1nanera cualitativa las 
interacciones covalentes con una aproximación armónica, se a.tribuye a J. G. Kirkwood (1939) y P. 
N. I<eating (1966). este potencial se puede escribir esquemáticamente de la siguiente manera, 

V= ~(~l)2 + ~(~0)2, 
donde ~l y ~O, son variaciones en la elongación de los enlaces y del ángulo entre ellos, respecti­
vamente. En esta aproximación, las constantes de fuerza o y /3 son esenciales para la estabilidad 
mecánica de las estructuras, lo anterior produce una división entre fuerzas débiles y fuertes que 
facilita el conteo de constricciones del sistema. Un avance muy importante lo hizo M. F. Thorpe 
(1983), con este tipo de potenciales aplicados a !\IRA (He y Thorpe, 1985). Podemos observar, 
que con la aproximación armónica se desprecian otros térrrünos que en realidad tienen pequeñas 
contribuciones al potencial, esto da lugar a que ciertas deformaciones finitas de la estructura no 
tengan práctica1nente ningún costo de energía, a los modos correspondientes a dichas deformaciones 
se les llama 1nodos suaves (f), debido a que en realidad estos modos tienen una frecuencia finita 
pero muy pequeña (Cai y Thorpe, 1989). 

0.3 
"1.5 

a 
0.2 • 

"1.0 f • e,, 0.1 liil 
• 

0.!5 a 8 
2 z.2 a..4 2.e 

8
°a 

<z> • •• o .... 
2 2.4 2!.8 3.2 :s.• 4 

<z> 

Figura 9. Comportamiento del modulo elástico como función de la coordinación promedio para 
tres diferentes redes aleatorias. La figura insertada muestra la cantidad de modos suaves para las 

mismas redes. Tomado de He y Thorpe (1985). 
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1.1. TRANSICIÓN VíTREA 13 

En la figura 9 se muestra un ejemplo del co1nportamiento del modulo elástico en una 1·ed de 
diamante, la cual se ha deformado quitando aleatoriamente enlaces, dislllÍnuyendo así su coordi­
nación promedio. Después de quitar un e1tlacc, la estructura obtenida se 1·claja usando el potencial 
de I<irkwood-Keating y se evalúa el n1odulo elástico de la estructura obtenida para diferentes re­
alizaciones. Una observación rnuy importante hecha por ~.,horpe, es que conforme se d.isnúnuye 
la coordinación pro1nedio de la red aleatoria obtenida, el modulo elástico tiende a cero cuando la 
coordinación pro1nedio del sistema es 2.4. Lo anterior coincide sorprendentemente con la predicción 
de Phillips, cuando el siste1na pierde completamente sus grados de libertad. 

Basándose en lo anterior, es posible intuir una relación entre el concepto de percolación con la 
rigidez de las estructuras vítreas, este concepto que corresponde con la perdida de grados de libertad 
del sistema se detalla en la sigt.üentc sccció11, no obstante, cabe mencionar que el papel que juega la 
percolaC'ión de 7·igidez de un siste1na covalcnte en la determinación de la temperatura de transición 
vítrea es determinante. Por ejeinplo, estudios basados en la medición de la velocidad del sonido en 
un sistema Ge - As - Se, soportan la idea de una percolación de la rigidez en el momento en que 
ocurre la transición vítrea (Halfpap, 1986), 1:nás aun, T 9 puede elevarse o disn1inuirse cambiando 
únicamente sus concentraciones, no obstante, su fragilidad puede ca1nbiar de duro a frágil aún en 
el mismo sisten1a (Tatsumisago et al., 1990), por lo cual la composición química también es un 
parámetro de mucha importancia y que influye dircctan1ente en otras propiedades del niaterial. 
La gran .cantidad de parán1etros que se ven involucrados, dificulta la descripción de la transición 
vítrea a través de la percolación de rigidez, sin en1bargo, consideramos que este es un punto muy 
importante que se debe entender y a el nos centraremos en el desarrollo de la presente tesis. Debe 
mencionarse también, que basándose en la estadística de la aglomeración, recientemente (l<erner, 
1995; Kerner y NaulllÍs, 2000), han podido obtener la ley empírica de Gibbs-DiMarzio, la cual 
relaciona la T 9 con la con1posición química del sistema (Sreeram et al., 1991). Mediante este método 
se predicen las constantes características que aparecen en dicha )a ley, prácticamente para cualquier 
vidrio calcogeuoicle (l\'licolaut y Naumis, 1999), dando una explicación topológica al fenómeno, sin 
embargo, el estudio detallado de la influencia que tiene la composición química junto con la rigidez 
en la T 9 , queda fuera de los objetivos de la presente tesis. 

1.1-3 Paisaje de Energía Potencial 

La co1nplicada fenon1enología de los sistemas vítreos dificulta una descripción ll1Ícroscop1ca del 
sistema, sin embargo, con objeto de apreciar un panorama cualitativo de su comportanüento, ac­
t ualrnente se han hecho algunos intentos para dar una interpretación en térlllÍnos del paisaje de 
energía potencial del sistema. El paisaje de energía potencial es una superficie multidimensional 
definida por <I>(r1 , ... ,rN), donde r; contiene la posición y orientación de cada uno de los consti­
tuyentes del sisten1a. Una representación esquemática de dicho paisaje se muestra en la figura 
10. 

Para un sistema coinpuesto por N partículas en un volumen V, el paisaje de energía potencial 
es fijo. Para una cierta temperatura, el siste1na viaja a través de dicho paisaje, siendo posible 
obtener irúormación de su comportamiento dinámico usando la trayectoria descrita en el. Por otra 
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parte, la forma en la que dicho paisaje se deforma por el incremento en la densidad o variación de 
la conectividad del sistema, puede proporcionar información acerca de las propiedades mecánicas 
del material, e.g. al quitar enlaces aleatoriamente en el ejemplo descrito en el apartado anterior. 

Los mínimos del paisaje de energía definen las estructuras inherentes del sistema. Los puntos 
silla separan mínimos contiguos del paisaje, a través de los cuales pueden ocurrir cambios en la 
estructura del sistema para ciertas te1nperaturas. Cuando este tiene suficiente energía cinética, 
i.e. temperaturas relativamente altas, el paisaje ele energía puede ser recorrido ampliamente, en 
correspondencia con la idea de un fluido, no obstante, conforme la temperatura disminuye el sistema 
sólo puede viajar por la región permitida por las barreras de potencial, dis1ninuyendo el número de 
configuraciones accesibles. Si el sistema es enfriado lentamente, este puede alcanzar su cristalización 
mediante el reacomodo de sus componentes en posiciones energeticarnentc favorables, sin embargo, 
si el enfrianiiento es rápido el reacomodo será incompleto, conduciendo al sistema al estado de 
líquido sobre-enfriado descrito en la figura 1, dicho estado se ha representado por un mínimo ancho 
en el paisaje de energía de la figura 10. El estado del líquido sobre-enfriado al que se ha conducido 
al sistema, tiene conexiones a través de sus puntos silla y estos sólo se pueden acceder durante un 
intervalo de temperatura en el cual ocurre la transición vítrea. 

Vidrio ideal 

coordenadas 

Figura 10. Esquema del paisaje de energía potencial. El eje x representa todas las coordenadas 
configuracionales del sistema. 

Si el enfriamiento del sistema continua, los caminos que permiten el recorrido a través de las 
configuraciones correspondientes con dicho mfnin10 se agotan y el sistema se queda atrapado en 
una configuración desordenada, correspondiendo con el esquema de Kauzmann. Relacionado con lo 
anterior, debe mencionarse que recientemente se ha propuesto una estrecha relación de la estadística 
de dicho paisaje con la cantidad de modos suaves que permite deforn1aciones de la estructura 
durante el proceso de eufriarniento (Naumis, 2000). Desde este punto de vista, la trasición vítrea 
es un ron1pirniento de ergodicidad del siste1na, determinado por la transición de rigidez en la 
estructura. Cuando este rompimiento ocurre, el relajamiento exponencial que se observa en un 
fluido decrece de manera importante, cambiando por un relajanliento exponencial estrecho que es 
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aparentemente universal (Phillips, 1996). Debe aclararse que la descripción que se ha hecho hasta 
el momento de la transición vítrea, corresponde con el punto de vista desde el lfquido, el punto de 
vista desde el sólido incluye aspectos relacionados con los tiempos de relajación estructural, corno 
el mencionado anteriormente, y da lugar a efectos de envejecimiento muy interesantes, no obstante, 
estos efectos no serán investigados en el desarrollo de la presente tesis. 
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1.2 Percolación de Rigidez 

El concepto de percolación ha sido muy útil para explicar una gran variedad de fenómenos. Por 
eje1nplo 1 si se mantiene una diferencia de potencial eléctrico entre dos extremos opuestos de una 
1nalla conductora en 2D, con10 la n1ostrada en la figura 11, una corriente eléctrica fluirá a través 
de sus enlaces .. Ahora bien, si se cortan los enlaces de la malla de manera aleatoria, eventuahnente 
la corriente eléctrica se detendrá al no encontrar un camino entre las ter1ninales eléctricas. Se dice 
que un sisten1a de este tipo percola, cuando es posible encontrar al menos un can1ino que una los 
extremos opuestos de la red, de tal suerte que existe una cantidad crítica de enlaces (Pe), a través 
de los cuales se permite la conductividad. Usualmente, el valor de Pe depende del tipo de red 
empleada y de su tan1año, no obstante, para una nlisn1a red lo suficienten1ente grande i.e. en el 
lítnite termodinámico, dicha cantidad tiende a un valor crítico, en el ejemplo de una red cuadrada 
este valor es el 50%. 

il___L 
o 0.5 

rraccl6n de enlaces 

Figura 11. a) Ejemplo de percolación escalar en una red conductora cuadrada. b} Corriente 
promedio en función de la fracción de enlaces conductore.s del sistema. 

Otros ejemplos importantes, donde la percolación a sido muy útil son: el estudio de la propa­
gación de incendios a través de reservas forestales, la extracción de petróleo en suelos porosos y 
la filtración de agua (StaufTer y Aharony, 1992). Una generalidad observada en la diversidad de 
los problemas niencionados, se encuentra al estudiar la topología de las redes correspondientes a 
dichos problemas. La percolación ha sido tan1bién de gran ayuda para estudiar las propiedades 
estructurales de los sistenrns vítreos (Halfpap y Lindsay, 1986; Tatsutnisago et al., 1990). En una 
red topológica o genéT"ica, co1no la de una RCA, existen dos tipos de percolación; la de conectividad 
y la de rigidez (Thorpe y Chubynsky, 2000b). En los ejemplos anteriores la percolación descrita 
corresponde con la de conectividad y es un problema escalar, a diferencia, la percolación de rigidez 
es un probletna vectorial (no-local), por su naturaleza es más complicado que el anterior y su di­
ficultad se incretnenta con la dimensionalidad. Este último tipo de percolación puede transformar 
súbitamente una red flexible en una red rígida de tnuy largo alcance. 
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El concepto de constricción holonómica usado para reducir la dimensionalidad efectiva del es­
pacio (Lag"J:·ange, 1788), ha sido de gran ayuda para describir a los sistemas rígidos. Estrictamente, 
se entiende que un sistema es rígido, cuando las distancias entre sus constituyentes se mantienen 
invariantes i.e. (ri-r3)-Cij =O, donde r.¡ es el vector posición de la partícula i y CiJ son constantes. 
Desde ese punto de vista, la de rigidez es un concepto estático y es posible concebir un cambio en 
la configuración del sisteina haciendo desplazarrúentos virtuales {6r;), compatibles con las fuerzas 
y constricciones impuestas en un instante dado {Goldstein, 1980). Debido a lo anterior, el aspecto 
geométrico de la rigidez es el nllsrno para cualquier potencial de pares, no obstante, debe aclararse 

/que la dinámica del problema queda absolutamente descrita por las características especificas del 
poténciai involucrado e.g. potencial ar1nónico. De manera general, se dice que un sisten1a es rígido 
cuando no Cs posible realizar un movimiento relativo dentro de el, sin producir un gasto de energía 

- (Thorpe y Chubynsky, :2000b). En la sección anterior se mencionó que la cantidad de modos suaves 
de ~iia red corresponde con el número de defor1naciones que se le pueden hacer, sin producir un 
costo de energía. Ahora bien, debido a que las propiedades geométricas de la rigidez y la cantidad 
de modos suaves, no dependen de los detalles del potencial involucrado, ambas propiedades pueden 
deterrrúnarse a partir del estudio de una estructura equivalente, en donde las constricciones del 
sistema se representan mediante la unión de barras. Debe mencionarse que la cantidad total de 
constricciones (Ne), esta compuesta por constricc-iones linealmente independientes (Nind) y Uneal­
Tnente dependientes (Ndep), las primeras hacen rígida a una estructura, rrúentras que las segundas 
producen estrés en una estructura que ya rígida per se, dándole mayor estabilidad con10 ocurre en 
un sólido cristalino. Por ejemplo, en un sistema en 2D la cantidad de !nodos suaves por grado de 
libertad (f) esta dado por: 

f 
= 2N - N;nd N;nd Ne Ndep 

2N = l - 2N = 1 - 2N + 2N ' 

donde Ne = Ndep + Nind· Podemos ver que cuando f = O, el sistema pierde completamente sus 
grados de libertad, i. e. la rigidez ha percolado en todo el sistema. 

En la sección anterior se 1nencionó que la percolación de rigidez fonna la base de la teoría que 
lleva el mismo nombre, la cual fué propuesta por Phillips {1979) y refinada posteriormente por 
Thorpe {1983), desde su punto de vista, la facilidad para formar un vidrio está relacionada con 
la proporción de grados de libertad disponibles. Esta teoría a tenido éxito en explicar cualitativa­
mente algu.nas características de la transición vítrea y algunos experimentos confirman su validez 
(Boolchand, 2000), sin etnbargo, aún no es claro con10 la percolación de rigidez se relaciona con la 
temperatura de transición vítrea del sistema. En el siguiente capítulo se muestra como el uso de 
modelos simples de asociación entre partículas han ayudado a entender la relación entre la perco­
lación de rigidez y temperatura de transición vítrea (Huerta, 2002a; Huerta, 2002b), no obstante, 
antes de proseguir se presentan dos métodos que son de gran ayuda para el cálculo de modos suaves 
y el conteo de constricciones usando estructuras de ba1Tas, el primero es una aproximación de cam­
po medio debida a l'vlaxwell (1864) y el segundo es un algoritmo numérico llamado el juego de los 
guijarros (Jacobs y Thorpe, 1995). Cabe mencionar que el juego de los guijanos es exacto para 
sisten1as que interactúan rnediante fuerzas centrales en 2D y en algunos casos particulares en 3D. 
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1.2.1 Aproximación de Maxwell (Campo Medio) 

La· estabilidad de las estructuras formadas por la unión de barras a motivado a muchos ingerúeros, 
químicos, biólogos, matemáticos y físicos, ver figura 12. 

Figura 12. "Collage" .que muestra el irripacto que t-iene el estudio de la estabilidad de las 
estructuras, en di-versas ureas del conociniiento. 

Maxwell (1864), intrigado por la estabilidad ele este tipo ele estructuras, propuso una aproxi­
mación de campo medio para contar el número de constricciones involucradas. Esta aproximación 
ha sido muy útil cuando la densidad del sistema es uniforme y en algunas situaciones particulares 
que describiremos a continuación. La suposición más fuerte en la aproximación de Maxwell, viene 
ele despreciar el número de constricciones dependientes Ndep• ele tal manera que para un sistema 
en 2D se tiene 

Ne 
f"'=' fM = 1- 2N' (1.3) 

donde el subíndice l'vl se ha puesto para indicar la aproximación ele Maxwell. El siguiente paso es 
el de suponer que las barras pueden girar libremente como si fueran unidas por pivotes, es decir, 
sin constricciones angulares. La cantidad total de uniones o pivotes N, los cuales representan a los 
átomos o constituyentes del material, puede agruparse como Ja suma de la cantidad de pivotes con 
diferente número de barras nz, i.e. 

Zmiur; 

N=E nz, 
z=O 

en donde z es la cantidad de barras y Zumx, es el máximo número de barras que pude unirse a cada 
pivote. De este 1noclo la coordinación promedio es, 

ZEx Znz Zrnax 

< Z >= ~z~=~º,....,,.-- =E ZXz 1 

N z=O 
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donde se ha definido a Xz con10 la fracción de pivotes con z número de barras. 

-.!·: 

z 

O. 

2 

o 

e/ 

'V' 

e~ 

z12 z-1 
(er:ilac_e) (angulo) 

o -1 

1/2 o 

Figura 13. Conteo de constricciones de enlace y ángulo. 

En la figura 13 podernos observar que cada enlace esta compartido por dos pivotes, por lo cual 
existen z/2,constricciones por cada partícula con coordinación z, de donde el total de constricciones 
en e1 sistema es 

ZmAx (Z) N Zmax < Z > 
Ne =E nz 2 = 2 E XzZ = N--2--· 

Z=l Z=l 

de esta manera, es posible obtener la cantidad de modos suaves para un sistema en 2D usando la 
aproximación de Maxwell, obteniendo 

<z> 
fM=l---

4
-. 

Cuando ocurre una percolación de rigidez, el sistema pierde completamente sus grados de libertad, 
i.e. f.rvr =O. Lo anterior se cumple, en el ejemplo anterior cuando< z >= 4. 

Analogamente para un sistema en 3D, la cantidad de modos suaves en la aproximación de 
Maxwell es, 

1 (Zmax (%)) < z > f;..r = 1 - 3 N ~ nz 2 = 1 - --6--, 

por lo cual, la percolación de rigidez se da para < z >= 6. 
Por otra parte, si se consideran fuertes interacciones angulares entre las partículas, como en el 

potencial de Kirkwood-I<eating mencionado anteriormente, los ángulos entre los enlaces también 
actúan como constricciones i. e. Ne = N¿lace + Ngngular, de tal manera que el sistema en 2D cuenta 
con (z - 1) constricciones angulares por partícula con coordinación z, según se indica en la figura 
13, por lo cual 
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con la aproximación de 

y la percolación se da en< z >= 2.4, como indico en el capítulo anterior para el ejemplo de Ge-Se. 

1.2.2· Juego de los Guijarros 

En la actualidad se cuenta con un algoritmo exacto para los MRA en 2D, con el cual es posible 
diferenciar los enlaces linealinente dependientes de los independientes. Usando dicho algoritmo, 
llamado juego de los guijarros, es posible calcular con exactitud la cantidad de modos suaves de 
una est1uctura, identificar las zonas rígidas y localizar las regiones estresadas i.e. las formadas 
por enlaces linealmente dependientes. Dicho algoritmo fué propuesto inicialmente por Hendrickson 
(1992) y desarrollado por Jacobs y Thorpe (1995), este se basa en el teorema de Laman {1970) de 
teoría de gráficas, el cual dice: 

Teore1:na: Una red genérica en 2D con N sitios y B enlaces (lo cual define una gi·áfica) no 
cuenta con enlaces redundantes (i.e. línealn1ente dependientes) si y sólo si ningún subconjunto (o 
subgi·áfica) de la red que contenga n sitios y b enlaces viola b ::5 2n - 3. 

En una 1·ed genérica, no se espera encontrar singularidades geométricas como son la presencia de 
enlaces colineales ó paralelos. En la figura 14, se ilustra la unión de dos cuerpos rígidos mediante 
dos enlaces no paralelos, corno puede observarse dicha estructura es flexible. Si a Ja estructura. 
anterior se afiade otro eulace 110 paralelo, el siste111a se hace rígido. Cabe resaltar que si los tres 
enlaces anteriores fuesen paralelos la estructura sería flexible. 

La presencia de enlaces colineales puede producir que el sistema se extienda con un costo de 
energía, mientras que al comprintlrse los enlaces y desalinearse por inestabilidad, no se produzca 
ningún costo, como se ilustra en la figura 15. 

Basándose en el teorema de Laman se tiene que la aparición de enlaces redundantes en 2D se 
obtiene cuando b > 2n - 3, lan1entablemente, la suficiencia de este teorema no se puede generalizar 
para dimensiones rnayores de 2D, debido a la aparición de otro tipo de singularidades corno la 
mostrada en la figura 16. 
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11::.llZl:I N:[DIHO ~a V'I'IV.!l 
NOD SIS:!.L 

Figura l.4. a) Sistema fle:L'ible de cuatro cuerpos r[gidos, en donde dos de ellos son uniones 
genéricas (no paralelas) y los otros dos son cuerpos r[gidos mayores. b) Sistema completamente 

rígido producido por la intercone::i. .. ión de tres enlaces genéricos. Las regiones sombreadas 
representan cuerpos rígidos extensos en 2D. Los enlaces con uniones circulares blancas 

representan la flea;ibilidad de la estructura, mientras que las negras representan la rigidez de todo 
el sistema. Tomado de Thorpe y Chubynsky {2000b) . 

...... . 
Figu.:a l.5~ · Ej~mplo de enlaces colineales que producen un grado de libertad al extenderse, 

mientras que ·se "-producen tres grados al comprimirse por la inestabilidad del sistema. Tomado de 
· · Thorpe y Chubynsky {2000b}. 

Figura l.6. a) Complejo rígido en 2D. b} singularidad observada en 9D, por lo cual el teorema de 
Laman no se cumple en 9D. Tomado de Thorpe y Chubynsl..-y {2000b). 

En la figura 1 7 se n1uestra un ejemplo del funcionamiento del juego de los guijarros en una red 
triangular genérica en 2D, la estructura básica del algoritmo consiste en aplicar recurrentemente el 
teorema de Lan1a11 al ir construyendo la red. Si cada subconjunto de la red satisface la condición de 

PCF-IFUNAl'vI 2003 Adrián Arturo Huerta Hernández 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



22 CAPiTULO 1. INTRODUCCIÓN 

Laman b ~ 2n- 3, la nueva constricción es linealmente independiente, de otra forma es redundante. 
Lo anterior se pon.e en práctica de la siguiente manera: Cada sitio actúa como un pivote para las 

:··.barr~, las Cuales-unen dos sitios y representan las constricciones del sistema. A cada sitio se asignan 
\ .·· d0s gllijar1;os que' representan sus grados de libertad y per1nanecerán siempre cerca de el, como se 

iridica en Ja,fig,ura 17. Dichos guijarros cubren las líneas continuas que representan las constricciones 
lirié8.imenté independientes. Estas constricciones independientes se identifican cuando es posible 
colectar cuatro guijarros libres, dos en cada sitio entre los que se ha puesto la nueva constricción, 
una vez que se ha probado su independencia cualquiera de los cuatro guijarros libres debe cubrir 
dicha constricción. Para lo anterior es necesario reacornodar los guijarros co1no se indica en la 
figura, manteniendo cerca los dos guijarros correspondientes a cada sitio durante el reacomodo y 
cubriendo con guijarros las constricciones linealmente independientes ya identificadas. Cuando no 
es posible encontrar los cuatro guijarros libres cutre los dos sitios, la constricción correspondiente 
es linealmente dependiente y no se cubrirá (líneas de gt.Úones en la figura 17). Cabe mencionar que 
siempre será posible encontrar al nl.enos tres guijarros, ya que estos representan los movimientos 
de un cuerpo rígido en 2D. Para 1nayores detalles, se i·efiere al lector a las referencias (Jacobs y 
Thorpe, 1995; Tho1ve y Chubynsky 2000b). 

Figura 17. Funcionamiento del juego de los guijarros en una red triangular genérica. Las 
constricciones independientes {dependientes) se ilustran con líneas continuas {líneas de guiones), 

las cuales han sido cubiertas (no han sido cubiertas) por un guijarro. Los guijarros son los 
círculos negros {blancos), que representan los grados de libertad perdidos {libres) por cada sitio de 
la red. Los dos g·uijan-os más cercanos a cada sitio son los dos grados de libertad de dicho sitio y 
se mantendrán sie1npre alrededor de el. Si se añade una n·ueva contricción, corno se indica en la 

figura, es necesario pTobar su independencia mediante el reacornodo de los guijarros, siguiendo las 
reglas indicadas, un ejemplo de este reacomodo se indica con flechas en la figura. Tom.ado de 

Thorpe y Chubysnky {2000b}. 

En la figura 18 se comparan los resultados del juego de los gutJarros con la aproximac1on de 
l'vlaxwell, pa1·a una red genérica triangular. Como podemos ver el valor exacto de f, calculado con 
el juego de los guijarros, es muy cercano con la predicción de Maxwell para valores menores al valor 
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de la coordinación promedio 4 y se desvía significativamente para valores cercanos y mayores que 
este. La segunda derivada muestra una singularidad correspondiente a la percolación de rigidez, 
;,,Úya·posición se estima en 3.96 . 

. : 
0.1 

0.05 4 
<z> 

4.5 

Figura :18. Ivlodos suaves calculados con el juego de los guijarros {línea s6lida} y la aproximaci6n 
de Maxwell {línea de guiones). La figura en el recuadro muestra la segunda derivada de los modos 

suaves. Tomado de Thorpe y Chubynsky {2000b). 

Thorpe et aZ: (2000a) introdujeron el concepto de auto-organización de rigidez, usando para 
ello el juego de los guijarros, dicho concepto se basa en la posibilidad de construir una red genérica 
de enlaces libres de estrés, identificando a los posibles enlaces redundantes en la red antes de 
añadirlos. El concepto de auto-organización de rigidez es de gran utilidad en el siguiente capítulo, 
por lo que a continuación se presentan algunos resultados para una red triangular genérica en 
2D, los cuales han sido extraídos de (Thorpe y Chubynsky, 2000b). En la figura 19 se muestra 
el comportamiento de la fracción de enlaces rígidos (Pr) y estresados (P"). Podemos ver que 
los valores críticos P; y P¿, correspondientes a la percolación de rigidez y Ja percolación de un 
complejo rígido estrcsado, respectivamente, coinciden en la ntlsma coordinación promedio. Lo cual 
significa que bajo estas condiciones Ja rigidez y el estrés percolan conjuntamente. Por otra parte, 
en una red auto-organizada i.e. donde se ha evitado la presencia de enlaces redundantes, la rigidez 
percola antes que el estrés. Lo anterior, obviamente, se debe a que el sistema se ha construido sin 
estrés. Si al llegar el límite en el que no es posible añadir más enlaces a la red, se permite incluir 
enlaces a In red ya rígida, se inicia el crecimiento de un complejo estresado en el sistema hasta que 
este último percolu. Los lín1ites, entre la percolación de rigidez y la de estrés, definen una región 
intermedia que es rígida pero no completatnente estresada. Esta región es muy itnportante, dado 
que en experimentos hechos con vidrios calcogenoides reales, se ha observado la existencia de dicha 
región intermedia (Boolchan, 2000; Selvanathan, et al., 2000). 
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a..• 0.5 

o 
4.2 

Figura l.9. Fracc[Ón de enlaces rígidos pr (círculos} y estresados P" (triángulos} para una red 
aleatoria {símbolos blancos} y una red auto-organizada (símbolos negros). La regi6n sombreada 

corresponde a la fase intermedia de la red auto-organizada. Tomado de Thorpe y Chubynsky 
{2000b}. 

En la figura 20 se tnuestra la cantidad de 1nodos suaves como función de la coordinación pro1ne­
dio, obtenidos para la rrlisma red genérica triangular en 2D. Nótese que el procedirrliento para 
construir una·.red auto-organizada, corresponde a construir una red en donde se sigue de manera 
exacta la aproximación de Maxwell (i.e. sin enlaces linealmente dependientes ya que por construc­
ción ndep = O), 

0.1 

11111 
o.os ·---.~~~;< ........... . 

O'--'-~~_,_~-'-'~~~---·---·---·------·~ 
3.6 3.B 4 4.2 ..... 

<z> 

Figura 20. Modos suaves para una red aleatoria (línea de guiones) y auto-organizada (ltnea 
continua). El círculo negro indica la percolaci6n de rigidez y de estrés de la red aleatoria; el 
círculo y el triángulo blanco la percolaci6n de rigidez y de estrés en la red auto-organizada, 

respectivamente. La regi6n sombreada representa la zona intermedia, i.e. rigida pero libre de 
estrés. Tomado de Thorpe y Chubynsky {2000b}. 
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Los conceptos de esta sección son de utilidad para los siguientes capítulos. Como se menciono 
anteriormente el incremento en la dimensionalidad del problema, complica metodológicamente el 
análisi~ .de constricciones. Debido a lo anterior, en el resto del texto nos concretaremos al estudio 
de los si~temas en 2D por simplicidad en el conteo de constricciones, no obstante, se re1nite al lector 
a las referencias (Jacobs y Thorpe, 1995; Thorpe, et al. 2000a; Thorpe y Chubynsky 2000b), para 
la generalización de estos conceptos a sistemas en 3D y para mayores detalles sobre el juego de los 
guijarros. 
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Capítulo 2 

Relación entre las 'Transiciones Vítrea 
y de Rigidez 

En este capítulo se relaciona el efecto de la percolación de rigidez con el comportamiento vítreo de 
un tnodelo simple de asociación de partículas, el cual permite la formación de enlaces entre pares 
de ellas, mediante un pozo de potencial cuadra.do. Dichos enlaces actúan como constricciones, 
disminuyendo los grados de libertad disponibles del sistema a medida que se incrementa su conec­
tividad, de esta forma se representa cualitativamente la física del problema a estudiar. El modelo 
fue propuesto originalmente por Cummings, P. T. y Stell, G. (1984) para evaluar las propiedades 
termodinámicas de un fluido cotnpuesto por dos tipos de partículas (A y B) capaces de reaccionar 
químicamente, i.e. A+ B = AB. Cabe señalar que este modelo se ha generalizado para toda una 
familia de fluidos biditnensionales cuya estructura. esta compuesta por redes de enlaces (Henderson 
et al., ·1997; Huerta et al., 1998-99). En la sección 2.1 se detallan las peculiaridades del modelo de 
Cummings-Stell (CS) y el método de Monte Cario {MC), el cual será el método que aplicaremos 
para su estudi~. Posteriormente en la siguiente sección 2.2, se presentan y discuten los resultados 
obtenidos con los ensambles isobárico-isotérmico (NPT) y gran canónico (GC), estos últimos uti­
lizando el paso de l'llIC como parámetro temporal. Finalmente, en base a las conclusiones hechas con 
los resultadas· anteriores, en la sección 2.3 se propone un algoritmo de rYIC que conduce al sistema 
a un estado correspondiente con el líquido sobre-enfriado, en el cual se auto-organiza la rigidez 
de manera análoga al n1étodo presentado en la sección 1.2. Debe mencionarse que todos nuestros 
resultados se restringen a estudiar el modelo de CS en 2D, principalmente por la simplicidad en el 
cálculo de constricciones comparando con el caso en 3D, sección 1.2. Se espera que los sistemas en 
2D sirvan como punto de partida para continuar con el análisis de sistemas en 3D en futuros estu­
dios, no obstante, cabe resaltar que los sisten1as bidimensionales son de gran importancia en muchas 
aplicaciones tecnológicas como es la fisiosorción de moléculas orgánicas sobre sustratos cristalinos 
(Satina, et al, 1998) y la formación de monocapas coloidales (Huerta et al., 2003), problema que 
re,:isare1nos en el siguiente capítulo. 
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2.1 Modelo de Cummings-Stell 

El modelo de CS en 2D consiste en un siste1na de dos componentes (A y B}, representados por 
discos duros del 1nis1no tan1año, los cuales sou capaces de asociarse entre diferentes especies (Huerta 
et al., 1998). Las partículas de la misma especie interactúan mediante un potencial de discos duros 
de diámetro u, mientras que las partículas de diferente especie interactúan mediante un potencial 
que permite el traslape de las corazas de los discos, de tal manera que la longitud del enlace for1nado 
es menor que el diámetro los discos u. Sin pérdida de generalidad, asumiremos que u= 1, de tal 
forma que el potencial de interacción podemos escribirlo de la siguiente n1anera: 

u!,¡i(r) 

Uas(r) 

u,'jd(r) + (1 - ó,¡)Uaa(r), 

v_&'h(r) = { '; 
r < 1, 

r > 1, 

u_&~(r) = { 
oo r < L - 0.5w, 
D L-0.5w<r<l, 
O r > 1, 

{ 

O r < L - 0.5w, 
-e:as - D L - 0.5w < r < L + 0.5w, 
O r > L+0.5w, 

donde i. y j indican la especie de la partícula, tomando los valor~s A ó B, r es la separac1on 
entre centros, L es la posición media del pozo de potencial, w es el ancho de dicho pozo, e:as su 
profundidad o energía de asociación y D la altura de la barrera de potencial, figura 21. 

; 1=-----1 a) 
w--: © 

t'::i 

U¡j(r) ¡ ¡------1 b) 

~ u 
¡----¡ e) 

~ 
tJ 

r 

Figura 21. Modelo de Cummings-Stell. La elección de los parámetros geométricos L y w, permite 
la formación de diferentes complejos, e.g. a) dímeros A-B, b} cadenas y c) complejos. 
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Con objeto de poder fijar la coordinación máxima que cada partícula puede tener en el modelo, 
se consideró el límite cuando D--+ oo, corno se ha hecho en trabajos anteriores (Henderson et al., 
1997; Huerta et al., 1999). Esta elección impide que las partículas enlazadas se encuentren entre 
L + 0.5w y 1, de tal forma que no se permitan coordinaciones mayores a la máxima deseada. El 
modelo facilita la formación de co1nplejos constituidos por partículas de diferente especie, cuya 
coordinación máxima se puede fijar dependiendo de la elección de los parámetros L y w, como se 
indica en lá tabla 2. 

Coordinación má.xima 
cpx lmax (dimeros) O<L-'tf L+* <~ 
cpx 2mn.x (cadenas) 2 :5L-!tj L+!ff <~ 

cpx 3mn.x :73 :5L-!ff L+!ff <:72 
cpx 4u1ax ~ :5 L- !ff L+"' < L 2 .,./10-2 ./s 
epa; 5max 

., 
:5L-

,/10-2 ./5 !ff L+ !ff <l 

'Tabla 2. Coordinación máxfrna de las partículas del modelo de OS, la notación cpx Zmnx, 
significa complejo cuya coordinación Tná::L'irna es Z. 

Una vez elegidos los parámetros L, w y Ead, es necesario traducir la inforn1ación rnicrosc6pica 
del potencial de interacción en términos macroscópicos, y así poder calcular alguna propiedad 
observable del modelo. Como se comentó en la sección 1.1.3, esta transformación se logra usando 
herramientas provenientes de la física estadística. Fijando la cantidad total de partículas (N = 
NA +Ns) y el volumen (V) que las incluye, el siste1na puede ubicarse en diferentes estados de 
energía (E'= -EasNen.lace.s 1 donde Nen.laces es la cantidad de en.laces en el sistema), de tal manera 
que E:= O, -eas, -2eas, ... , -~eas (este últhno sólo se puede alcanzar cuando N = ~NA+!Ns). La 
prima indica que dichos estados se encuentran continuan1entc degenerados, debido a que el siste1na 
puede tener múltiples configuraciones con la misma energía, de tal forma que para caracterizar 
completamente los estados del siste1na, ade1nás de tornar en cuenta las contribuciones energéticas7 

es necesario considerar las contribuciones entr6picas. Lo anterior dificulta en gran medida su 
descripción, no obstante, es posible obtener resultados satisfactorios usando un método numérico 
como se describirá a posterior1nente. · 

Siguiendo la trayectoria del estado microscópico del sistema a través del espacio fase (I'), obteni­
da con las ecuaciones de Hamilton, podríamos obtener un panorama cualitativo acerca del com­
portamiento macroscópico del 111odelo de es, el cual representaría a un experimento imaginario de 
dicho modelo. El valor macroscópico de la observable (Oobs), se calcularía mediante el promedio 
temporal, 

tob• 

Oobs =< O(I'(t)) >tiempo= ¿ba J dtO{I'(t)), 
o 

donde tobs es el tiempo que dura la observación. Al procedimiento descrito anteriormente se le 
conoce con el nombre de dinámica molecular (Dl'vl). Lamentablemente, debido a las peculiaridades 
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del modelo de CS, el método de DM presenta muchas dificultades para entender el proceso de 
formación de los enlaces. Lo anterior se debe a que las barreras de potencial infinitas del modelo 
impiden que, una vez elegida una configui·ación inicial, las partículas entren o salgan del pozo en 
el que se encuentran, de manera que el método de DlVI no es conveniente para los propósitos que 
necesitamos. Una alternativa viable es la de atacar el problen>a mediante un punto de vista proba­
bilístico, un elemento muy importante bajo esta óptica, es la presencia de un reseruorio térmico que 
interca.nlbia energía con el sistema produciendo fluctuaciones, no sólo entre los estados energéticos 
que tienen la misn1a energía, sino también entre estados con diferente energía. Para incorporar 
el efecto del reservorio térmico en el modelo de CS, es necesario asigna1· una 1·egla dinámica que 
permita transiciones periódicas a través de todos los estados permitidos Ei. Con objeto de asignar 
dicha regla es posible suponer que, si el sisten>a se encuentra en un estado E~, la probabilidad de 
que ocurra una transición a un estado Ej en un tiempo posterior dt es R(i --+ j)dt. Ahora bien, 
la probabilidad Pt(t), de que el sistema se encuentre en el estado E; al tiempo t, evoluciona con 
R(i-+ j) mediante la ecuación maestra, 

d~?) = E: [Pt(t)R(i-+ j) - P;(t)R(j-+ i)] , (2.1) 

donde la prima denota la su1na sobre la totalidad de estados pennitidos. El primer térntlno del 
lado derecho de la ecuación representa la tasa con la ocurre una transición hacia el estado j desde 
cualquier otro estado i; el segui>do térnúno es la tasa con la cual el sistema sale del estado j y 
llega a cualquier otro estado i. Una condición que se debe cumplir es que el sistema siempre se 
encuentre en alguno de los estados disponibles, de tal suerte que E;P,(t) = l. Ahora bien, usando 
las probabilidades F'i(t), el valor esperado al tiempo t de la propiedad observable en cuestión es 

O(t) = E;o,P,(t), (2.2) 

donde O;, es el valor que toma dicha propiedad en el estado i. Indudablemente el valor esperado 
O(t), contiene información sobre el valor Oobs, no obstante, no es claro cual es precisamente su 
relación. Una relación, valida únicamente cuando el sistema alcanza el equilibrio termodinántl­
co, se obtiene al aplicar rigurosatnente la tnecánica estadística clásica desarrollada por Maxwell 1 

Boltzrnan.n y Gibbs (Pathria, 1996). Gibbs sugirió promediar O sobre un ensaITible, basándose en 
el problema de Boltzmann1 , recordando que un ensamble esta compuesto por una colección muy 
grande de sistemas independientes. Cuando el sistema alcanza el equilibrio térmico, los detalles 
acerca del tipo de interacción que tiene el sistema con su reservorio carecen de sentido. En es­
ta situación P, no depende del tiempo, i.e. dP;/dt = O, y la probabilidad de que un sistema se 
encuentre en un estado Ei es 

1 El problerna de Boltzrnann consistió en establecer un puente entre los estados microscópicos de un eistema de 
partículas con sus correspondientes estados macroscópicos, a través de la famosa ecuación S = klnU, aportando un 
rnétodo para el cálculo del número de rnicroestados. 
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donde Z = E~e-tJE;, es la función de partición y /3 = 1/kT, con k la constante de Boltzmann y T 
la temperatura. De modo que en el equilibrio se espera que 

(2.3) 

~ :·~·r:)·;·~r::::t .. ; :_·.~,.-: . : ; . ¡ 

- .una:;-:.'alt0rn8.tiva _m~~~s· rigurosa, consiste en promediar la expres1on 2.2 sobre el tiempo, de 
manera análoga al método de DM, pero ahora con la dinántlca "discreta" es establecida por R(i-+ 
j), con lo cual 

'f:: O(r), (2.4) 
-r=l 

donde .,. es un parámetro temporal correspondiente con la tasa en que ocurre una transición entre 
estados R(i .'....+ j). Cabe mencionar que dicha tasa no puede tomar cualquier valor, en principio esta 
debería adoptar valores deterrrtlnados por el tipo de interacción que tenga el sistema con el reservorio 
térmico, sin embargo, la deter1ninación de este tipo de interacción es el mayor obstáculo encontrado 
para estudiar el comportamiento vítreo de un sisterna. La mecánica estadística de sistcn1as fuera de 
equilibrio, se encuentra 1nucho 1nenos desarrollada que para sistemas en equilibrio y no existe una 
base sólida para su estudio. Debido a lo anterior, antes de embarcarnos en el intento de dar una 
representación de un sistema real, es de gran importancia entender los procesos que ocurren en un 
sistema simple, como el modelo de CS cuando se encuentra fuera de equilibrio. En la sección 2.2, se 
presentan algunos resultados de dichos procesos, pero antes de continuar con ello, a continuación se 
describe el método de MC y su aproximación al equilibrio, mediante el uso del criterio de Metropolis 
et al., (1949), lo cual será de utilidad para definir una dinántlca a través de las tasas de transición 
R(i-> j). 

2.1.1 Método de Monte Cario 

La evaluación exacta de cualquier propiedad macroscópica del modelo de CS es prácticamente 
iinposible, para ello sería necesario conocer una infinidad de estados, ecuaciones 2.4 y 2.3. Una 
forma de salvar esta dificultad se hace usando n1étodo de MC, dicho método fue desarrollado por 
Von Neumann, Ulam (1945) y Metropolis et al. (1949; 1953), su nombre es debido al uso de 
números aleatorios en sus cálculos. Dicho método se usa para generar un muestreo aleatorio por 
irnportancia del espacio de configuraciones y ha sido muy útil para el cálculo de las propiedades 
macroscópicas de muchos tnodelos de la física estadística (Allen y Tildesley, 1987). El método 
de IVIC se basa en el hecho de que el sistema pasa la mayor parte del tiempo en un subconjunto 
representativo {E~, E~, ... , E'¡..,1 }, del total de estados energéticos, dicho subconjunto es determinado 
poi· la temperatura del reservorio térrrtlco y el volumen del sistema. Una analogía del muestreo 
aleatorio por importancia, en el que se basa el método de MC, se muestra en la figura 22. En este 
ejemplo, se pretende n1edir la profundidad promedio del río Nilo, por lo cual es preferible elegir 
aleatoriainente puntos sob1·e el propio cause del río, en lugar de integrar sobre todo el continente 
Africano. 
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Figura 22. Medición de la profundidad del rio Nilo, a) representa la evaluación directa de la 
ecuación 2.S, b) representa el rnuestreo aleatorio por importancia. Tornado de F'renkel {1996}. 

Usando la idea anterior, es posible disminuir considerablemente la cantidad de estados necesarios 
para da.r·un valor aceptable de Oobs· Para ello es necesario a.signar un peso estadístico (wt), al 
subconjunto de esta.dos que tienen mayor importancia, de la expresión 2.3 se obtiene que 

E<'1 0-w:- 1e-i3E; o ..-..,¡ i.=1 '& '& 

obs - Ef':!:1w¡-Ie-t3E~ 

Para evaluar la expres1on anterior, se recurre al uso de una técnica de muestreo no uniforme. 
Esta técnica consiste en generar estados aleatoriamente correspondientes con la distribución w;, 
muestreando las regiones del espacio de configuraciones que dan las contribuciones más importantes 
de 2.3. Podemos puntualizar que entre mayor sea M, mejor será la aproximación de la observable, 
sin embargo, hasta el momento no se ha especificado cual será la distribución w;, ni de que manera 
se tomarán los NI estados representativos del sistema. Debido a la arbitrariedad en la. elección 
de Wi una. opción 1nuy simple sería asignar la 1nisrna probabilidad a los M estados, pero esto no 
resuelve el problema. Una elección más conveniente es tomar 

con lo cual el cálculo de la observable se simplifica de manera notoria, 

1 ~[ 
Oobs "'=' MEi=10;. 

La shnilitud de las expresiones 2.4 y esta última no es coincidencia ya que hasta el momento 
hemos supuesto valida la condición de ergodicidad, a lo cual regresaremos más adelante. Para 
generar una secuencia de estados aleatoriamente, tales que cada uno ocurra con la probabilidad 
apropiada, se construyen una cadena de klarkov, la cual es una secuencia de estados que satisfacen 
dos condiciones: 

l. Cada estado pertenece al subconjunto de estados {E~, E2, ... , E'¡..1 }, cuyo número no varía con 
el tiempo. 
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2. Un estado únicamente depende del estado imnediato anterior. 

Dos estados Ei y Ej están ligados por la probabilidad de transición R(i-> j), esta probabilidad 
forma parte de una matriz de transición que constituye una cadena de lVlarkov irreducible o ergódica 
·i.e. aquella en la cual cada estado puede ser eventualmente accesado desde cualquier otro estado 
(Allen y Tildesley, 1987). Como se mencionó anteriormente, conforme el siste1na se acerca al 
equilibrio, ~(t)-> 1te-13Ei, esto sucede cuando ambos términos de la parte derecha de la ecuación 
maestra se igualan i.e. P,(t)R(i -> j) = P3(t)R(j -> i), a esta condición se le conoce con el 
nombre de· balance detallado. Esta última condición impone restricciones en la forma de obtener 
el subconjunto representativo de los .NI estados, a través de la matriz R(i-> j), su interpretación 
.física alude el hecho de que el sistema es reversible microscopicamente (New1nan y Barkema, 1999). 
A partir. de la ciondición de balance detallado se obtiene que confonne el sistenrn se aproxima al 
equilibrio 

R(i -> j) P3(t) e-i3Ej /Z -i3(E'.-E') -i35E' 
· - _ _., R(j-> i) = ~(t) _. e-PEi¡z =e ' ' =e •J 

Usando la libertad de -;,legir la matriz de transición R(i -> j), con tal que se cumpla la relación 
anterior, es posible escribir R(i -> j) = g(i -> j)A(i -> j), donde g(i -> j) es la probabilidad de 
elecci6n de un estado j a partir de i y A(i -> j) es la probabilidad de aceptar dicha elección. Más 
aun si se elige que g(i -> j) = g(j -> i) se obtiene 

R(i-> j) _ g(i-+ j)A(i-> j) _ A(i-> j) _. -13(Ej-Ei) 
R(j -> i) - g(j -+ i)A(j -> i) - A(j -> i) e . 

Donde A(i -> j) puede variar entre (O, 1), no obstante, debe observarse que si A(i -> j) =O, no 
se produce ningún cambio de estado. Metropolis et al., (1953) propusieron una forma eficiente de 
satisfacer esta condición, la cual se basa en observar lo siguiente: fijando un valor para A(i-> j), el 
valor de A(j -> i) se puede ajustar de tal manera que se mantenga valida en equilibrio. El criterio 
de Ivletropolis consiste en elegir la máxima aceptación de la siguiente manera, si la energía nueva 
es menor o igual que la inicial, i.e. Ej :5 Ei, siempre se acepta la transición A(i-> j) = 1, y en 

consecuencia A(j ~ i) = e 13CE;-ED. Mientras que si la nueva energía es mayor que la inicial, i.e. 
Ej :5 El, este cambio se acepta con un criterio e-i3(EJ-Ei>, siendo A(j -> í) = l. 

Una manera de aplicar este criterio al 1nodelo de CS se presenta en la figura 23a, en ella 
se muestran seis partículas en el estado i. Para construir un estado vecino j, se selecciona una 
partícula aleatoriamente y se desplaza de su posición r• a ri, para lo cual se fija un desplazamiento 
má.ximo (r.,,.. ... ), que se puede hacer en las direcciones x e y, usando condiciones periódicas a la 
frontera. Lo anterior define una superficie cuadrada (S), de lados 2r=ru<> centrado en r•, como se 
mencionó podernos to1nar 

g(i ->j) = g(j-> i) = _!__, 
Nd 

r• ES, (2.5) 

donde N 8 son todos los estados posibles que se pueden generar dentro de S, con lo cual 

A(i-+j)={ e-i3
5
Ei;, si8Ei3 >0 

1, si8Ei3 :50 
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De manera que si 8E~j :5 O, la nueva configuración siempre es aceptada, pero si 6Eij > O, el 
movimiento se acepta con probabilidad e-f36E•J. Esto último se hace generando un número aleatorio 
.(; entre (O, 1) de una distribución uniforme, si .(; < e-f36 E•J el movimiento es aceptado, pero si 
.(; > e-f36 E•J el movimiento se 1·echaza, como se ilustra en la figura 23b. El parámetro r1nax fija el 
tamaño de S y controla también la convergencia de la cadena de Markov. 

b) 

Figura 23. a) Generaci6n de un estado vecino ja partir de un estado i, b) Aceptaci6n con el 
criterio de Metropolis de los nuevos estados. Tomado de Allen y Tildesley {1987). 

En el capítulo 1, se comentó que en un experimento real la velocidad de enfriamiento, entre otros 
factores, puede deternllnar que el sistema se transforme en cristal o se conduzca a un estado de 
líquido sobre-enfriado. Durante la competencia entre la cristalización del material o su vitrificación, 
ocurre un rompimiento de ergodicidad naturalmente, de manera que 

recordando que la prima indica una sun1a sobre todos los estados energéticos degenerados. En otras 
palabras, para temperaturas menores que T 9 , no se espera que el promedio temporal determinado 
por la dinámica de R(i - j) corresponda con el pron1edio efectuado sobre un ensamble de sistemas, 
mientras que para temperaturas mayores que T 9 ambos promedios deben de coincidir. Corno se 
ha mencionado anteriormente este punto esta sujeto a fuertes controversias, sin embargo, se cree 
que existe una fuerte relación entre el rompimiento de ergodicidad y la temperatura de transición 
vítrea (Dzugutov et al., 2000). 

Por otra parte, las propiedades termodináinicas y esti·ucturales del modelo de CS, han sido 
estudiadas satisfactoriarnente usando el n1étodo de MC, cuando las densidades y temperaturas 
corresponden con un fluido en equilibrio térmico (Henderson, et al., 1997), dichos resultados han 
sido útiles para probar la exactitud de algunas teorías de ecuaciones integrales (Huerta et al., 1999), 
sin embargo, conforn1e se incrementa la densidad y/o se disminuye la temperatura, el sistema entra 
en una región no ergódica y los tiempos de simulación necesarios para alcanzar el equilibrio crecen de 
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manera exponencial. Se ha observado que el uso de cliferentes ensambles, pueden conducir al sistema 
·a un estado fuera de equilibrio (Huerta, 1998). Lo anterior, no necesariamente corresponde con una 
falla del 1nétodo utilizado, ya que dicho estado podría corresponder con la formación de un líquido 
sobre-enfriado, coino. eil el. caso del n>odelo de reja que recientemente ha sido propuesto por Biroli 
y Mezard {2002), el cual se discute en el apéndice A. Debido a lo anterior, un muestreo limitado 
de los estados accesibles durante el enfriamiento, podría imitar el comportamiento de un sistema 
real dw·ante la formación de un líquido sobre-enfriado, no obstante, su interpretación es complicada 
debido a la dificultad para elegir la dinámica adecuada que conduzca el sistema a dicha región. Una 
manera de aclarar, si el efecto observado corresponde con la formación de un estado metaestable 
relacionado con la formación de un vidrio o a una elección errónea de la dinámica (o simplemente 
una falla en el algoritmo), implica obtener una propiedad observable independiente al algoritn>o y 
de la dinámica elegida (Newman y Barkema, 1999). En el resto del capítulo se presentan algunas 
evidencias de que el estado obtenido con el n10delo de CS durante el enfriamiento, corresponde 
con la percolación de rigidez, lo anterior produce que el sistema se atasque en un estado fuera 
de equilibrio. Siendo la percolación de rigidez una variable independiente del algoritmo y de la 
diná1nica en cuestión. 
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CAPí'TULO 2. RELACIÓN ENTRE LAS TRANSICIONES Ví'TREA Y DE RIGIDEZ 

Ciclo de lVIC como P~u.-ámetro Temporal 
TESIS CON" 

FALLA DE ORIGEN 
A diferencia de los MRA descritos en la sección 1.1.2, con ayuda del modelo de CS ha sido posible 
introducir el parámetro estadístico /3, en la teoría de la rigidez (Huerta y Naun1is, 2002a), dicho 
parámetro se puede inte11Jrctar con la temperatura del sistema bajo ciertas condiciones particu­
lares (Pathria, 1996). Debenedetti (1996), propuso que los aspectos termodinámicos de un estado 
metaestable pueden ser descritos aceptablementc, cuando el tiempo de observación es mucho menor 
que el tiempo de vida n1edia de dicho estado i.e. -robs <<-ro. Durante la transición vítrea, el tiempo 
requerido para la cristalización de un 1naterial (-r1) compite con el tiempo de relajación molecular 
(-r2), con objeto de simular dicha competencia, dentro de la aproximación mencionada, se propuso 
usar cada ciclo de MC como un parárnetro ten1poral, el cual podría ser calibrado si se conociera un 
experimento real de 1nodelo de CS (Newrnan y Barkema, 1999). De manera que es posible contro­
lar indirectamente la velocidad de enfriamiento, sección 2.2.1, y el tiempo de relajación molecular, 
sección 2.2.2, to1nando en cuenta que entre 1nás pequeño es el tiempo de relajación molecular T2, 
más tiempo disponible tendrá el sistema para una nucleación bo1nogénea de complejos ordenados y 
por ende su cristalización, contrarian1ente, si r2 se incrementa, manteniendo r2 <<Toba, es posible 
conducir al sistema a un estado desordenado el cual, corno veremos a continuación muestra eviden­
cias de una transición vítrea (Huerta y Naun1is, 2002b). Para estudiar la percolación de rigidez con 
el modelo de CS es necesario diferenciar entre las constricciones energéticas, i.e. debidas al pozo 
de potencial, y las entrópicas, i.e. las producidas por el contacto entre sus corazas. Lo anterior es 
posible identificar analizando los efectos macroscópicos que presentan, con10 verá a continuación. 

2.2.1 SinJ.ulando Velocidades de Enfriamiento (Ensamble NPT) 

Como punto de partida se estudió la tendencia al equilibrio del modelo de CS, usando el método 
de MC con un ensamble N P'T. Con objeto de conducir al sistema a un estado de equilibrio 
metaestable, correspondiente con el líquido sobre-enfriado, se simularon diferentes velocidades de 
enfriantlento usando el ciclo de MC como parámetro ternporal, lo anterior restringe el sistema a 
visitar el espacio de configuraciones disponible en el corto tiempo en el que se enfría, tal como se 
esperaría en un sisten1a experhnental, sección 1.1.3. Algunos detalles relevantes sobre el protocolo 
de simulación usado son: en el presente algoritmo, a diferencia de los aplicados para sistemas 
simples (i.e. n10delos sin interacción energética de corto alcance), se incluyó un ciclo interno de 
equilibración térrnica con un ense1nble NVT, en donde se permite a cada partícula muestrear la 
superficie cuadrada S = Sw, definida en la sección anterior, cuyos lados son del mismo orden de 
magnitud del ancho del pozo de potencial w, así como también, se perntlte el muestreo de otra 
superficie cuadrada S = Su, cuyo lado es del mismo orden de magnitud de u; eligiendo los valores 
de Sw y Su de tal 111anera que entre un 20 - 30% de los intentos de traslación sean aceptados 
(Allen y Tildesley, 1987). El procedi:núento anterior permite visitar regiones tanto dentro como 
fuera del pozo de potencial y con ello permitir la forn1ación de complejos enlazados. Terminado 
dicho ciclo, se hace una traslación individual de los complejos sobre el espacio de configuraciones 
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disponible. Lo ant.erior se hace con objeto de facilitar la aproximación al equilibrio, rnetaestable 
o no, aceptando o rechazando cada movinúento antes mencionado de acuerdo con el criterio de 
Metropolis. Finalmente, se cambia el volumen con la misma probabilidad en ambas direcciones 
de la celda de simulación, reescalando las coordenadas del sistema de acuerdo con el volumen 
nuevo. Un diagran1a de flujo que esquen1atiza el algoritmo usado se presenta en la figura 24. 
Con objeto de simular de n1anera cualitativa diferentes velocidades de enfriamiento, se usaron las 
iteraciones del ciclo externo, N F"I', con10 parán1etro temporal. Es decir, ternúnado el ciclo externo 
de Nobs iteraciones, el cual i·epresenta el tien1po de observación 'T"obs, en cuyas configuraciones se 
pro1nedian los parámetros termodináinicos de interés, se disininuye la ten1peratura reducida del 
sistema (T• = kT/ead), simulando así diferentes velocidades de enfria1niento. De manera análoga, 
el ciclo interno controla indirectamente el tieinpo de relajación molecular r2, que por el momento 
se inantiene fijo, pero como se verá en la sección 2.2.2 es de gran importancia para producir una 
~o1:11petencia entre la vitrificación o la cristalización del sistema, como ocurre en los sistemas reales. 

¡.·· 

Acepta con d crilcno de 
Metropolis 

Cambia el volumen re· 
escala y calcula b. 

diferencia de enereta 

Inicia ciclo interno 
(NVT) 

Acepta.con d criterio de 
Metropotis 

Elige 
aleatoriamente wia 

partícula 

Figura 24. Diagrama de flujo del algoritmo para un ensamble NPT, usado en el presente estudio. 

El comportamiento el volumen conforme se disininuye la temperatura para las condiciones de 
potencial donde la coordinación máxima es tres (cpx 3.,,..,.), se muestra en la figura 25. Pode­
mos observar que para diferentes velocidades de enfriamiento (i.e. diferentes valores de N.x,.,), el 
comportamiento del volumen es un tanto caótico para velocidades de enfrianüento altas (i.e. N 0 b., 

PCF-IFUN.41\l 2003 Adrián Arlun> Huerta Hernández 

1 TESIS CON 1 
FALLA DE ORIGEN 



38 CAPíTULO 2. RELACIÓN ENTRE LAS TRANSICIONES Ví'TREA Y DE RIGIDEZ 

pequeños), figura 25a, huella de que el sistema se encuentra f"uera de equilibrio, no obstante, para 
velocidades de enfriamiento bajas (i.e. Nobs grandes), figura 25b, se puede observar una inflexión 
característica de una transición vítrea. Cabe resaltar que con el algoritmo usado para un ensamble 
N PT, ninguna de las velocidades de enfriamiento estucliadas alcanza la cristalización del material, 
punto al que 1·egresarernos en la siguiente sección. 

110 

100 

N 

-.!2 90 
> 

80 

70 
0.30 0.35 0.40 

a) T* 

-5000 
-10000 
_,._20000 
-T--30000 
-50000 

0.45 

110 

100 

90 

80 

0.30 

b) 
0.35 0.40 0.45 

Figura 25. Comportamiento del volumen como función de la temperatura reducida, para los 
parámetros del modelo de CS, cpx S"'""'' usando un ensamble NPT con NA= NB = 50 y /3P =l. 
Los símbolos corresponden a los valores de Nobs indicados, representando diferentes velocidades de 

enfriamiento. En a) se muestran todas las velocidades de enfriamiento estudiadas y en b} 
solamente las velocidades más bajas. 

Como se explicó en el capítulo 1, una manera de estudiar el aspecto termodinámico de la 
transición vítrea se hace a través del calor específico del sistema, la principal contribución a esta 
propiedad, se obtiene a través de las fluctuaciones de energía ( < 6U2 > ). En la figura 26 se muestran 
dichas fluctuaciones con respecto de Tº para las condiciones geométricas del potencial cpx 3w..,. , 
con Nobs = 50000. Podemos observar que el salto en las fluctuaciones de la energía corresponde 
aproximadamente con la misn1a temperatura donde se encuentra el punto de inflexión de la figura 
25b. Algo semejante ocurre cuando la coordinación máxima es 4 (cpx 4""""). 
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-Figura 26. Fluctuaciones de la ene7rJ{a com.o función de la tem.peratura reduC'ida para las 
condiciones del m.odelo de CS indicadas en la figura, ambos para Nobs = 50000. 

Por otra parte, con objeto de entender la relación entre la conectividad del sistema y las 
propiedades termodinámicas mencionadas anteriormente, se calculó la coordinación promedio defini­
da como 

(z) =E ZXz, 
z 

donde z es la coordinación y Xz es la fracción de partículas enlazadas. Como es de esperarse, Xz es 
función de la velocidad de enfriamiento. Conforine el sistema se enfría, cada nuevo enlace que se 
forma o que se pierde modifica la energía por una cantidad <:as, por lo cual la energía total promedio 
por partícula (Ur) es proporcional al número de enlaces formados en el proceso de aglomeración, de 
tal manera que la energía total promedio por partícula es proporcional a la coordinación promedio 
del sistema, con10 se verifica en la figura 27a. Lo anterior puede escribirse de la siguiente manera, 
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Figura 27. a) Energía total promedio por partícula corno función de la coordinación prornedio 
para cpx S,,.= y b) vol·urnen corno función de la coordinación pro1nedio parn las condiciones 

indicadas en la figura. 

A diferencia del comportarniento caótico que presenta el volutnen del sistema con respecto de la 
temperatura en la figura 25, el mismo volumen graficado con respecto de la coordinación promedio 
muestra una regla de isocoordinación, colapsando todas las curvas anteriores en una curva un·iver­
sal para todas las velocidades de enfriatniento calculadas, figura 27b. Más aún, el comportamiento 
observado, presenta un cambio de régimen cuando la coordinación promedio es (z) = 2.01. Cu­
riosamente esta coordinación es muy cercana al lugar en donde se espera la percolación de rigidez, 
según la aproximación de Max\vell para sistemas con constricciones angulares, sección 1.2.1. Por 
otra parte, dicha coordinación corresponde también con el punto de inflexión marcado con flechas 
en la figura 25b, para diferentes velocidades de enfriarniento y con la temperatura en la que ocurre 
el salto en las fluctuaciones de la energía en la figura 26. 

Figura 28. E.squetna que representa el rompinúento de constricciones angulares en el modelo de 
CS para cpx 4urn .. x· Lo.s círculos con lúica g1·uesa representan una especie y los de línea delgada a 

otra. La Tnovll-idad angular disminuye de izq·uierda a derecha, mientras que la probabilidad de 
obtener alguno de los complejos con pocas iternciones, disminuye en la misma dirección. 
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Para él caso de cpx 4ma.x, el cambio de régimen observado en la figura 27b, ocurre aproximada­
mente en (z) = 2.28 y se refleja también en las fluctuaciones de la energía, figura 26. Este valor de 
la.coordinación promedio es mayor que el esperado en la aproximación de Maxwell para sistemas 

. cO:U'cpnstricciones angulares, lo cual significa que posiblemente algunas constricciones angulares se 
han roto.~ Es decir, no todos los ángulos formados entre las partículas asociadas representan una 

· . .;;··éonstricclón· angular2 bajo estas condiciones. Cmno se ilust?·a en la figura 28, podemos observar 
. ·.:que·:ia· movilidad angular de las partículas asociadas es acotada por su volumen excluido, de tal 

m~Ilel·a que c~ando la coordinación de una partícula es dos la movilidad angular es mucho mayor 
que en IOs casos de mayor coordinación, perdiendo su contribución en el conteo de constricciones 
de Maxwell. P'a.ra clarificar este punto en la figura 29 se compara el número de modos suaves y 
las fluctuaciones de la energía con respecto a la coordinación promedio para cpx 4mnxi en donde el 
número de modos suaves ha sido calculado nuevamente con la aproxitnación de Max\vell, descrita en 
la sección 1.2.1, pero fijándonos en la siguiente observación: una partícula de cierta especie e.g. A, 
puede tener co1no 1náximo 4 partículas tipo B enlazadas, figura 28, dichos enlaces forman ángulos 
que en general no son fijos. Limitando el conteo de constricciones angulares para partículas con 
coordinación tres y cuatro, a partir de 1.4 se obtiene que 

sustituyendo en 1.3, 

Ngngu.lar 

2N 

En donde X3 y x4, se han calculado a partir de los resultados de las simulaciones ya que como se ha 
mencionado depende de la velocidad de enfriamiento. Podemos observar que bajo esta suposición 
la percolación de rigidez presenta un claro efecto macroscópico, reflejado en las fluctuaciones de 
energía. De esta forma, las constricciones no son debidas únicamente a efectos energéticos, sino 
también por efectos entrópicos, producidos por el contacto entre las corazas duras de las partículas 
asociadas. 

2 Debido al error núinerico asociado a todas las simulaciones~ ninguna con:striccion angular es extrictamente 
holonórnica, sin ernbargo, cuando una restricción de movimiento puede ser considerada como una constricción 
holonórnica, es justan1entc un punto de interés central en el presente desarrollo. 
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Figura 30. Lo mismo que en la figura anterior, para cpx Smax· 

Un resultado análogo se obtiene para cpx 3n"""' figura 30, en donde el número de modos suaves 
calculado en función de x2 y x3 es 
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de tal manera que bajo los concliciones de enfriantlento para cpx 3"'""' las constricciones angulares 
no se han roto. 

Lo anterior confirma el hecho de que en los tien1pos de simulación usados y bajo las condiciones 
para cpx 4max, las constricciones angulares para partículas con coordinación dos se han roto, debido 
a la amplia flexibilidad angular impuesta por los parámetros geométricos. En otras palabras, 
algunas constricciones angulares para cpx 3mu...x se convierten en restricciones de movinllento para 
cpx 4mn...xt durante los tie1npos de simulación empleados. Las características geométricas del modelo 
en cuestión permiten la flexibilidad angular de las estructuras y promueven la auto-organización 
de rigidez corno se verá en el capítulo 2.3. 

Como se había n1encionado anteriormente, a pesar de las clificultades encontradas en la descrip­
ción anterior, nuestras suposiciones sugieren una estrecha relación entre la percolación de la 1·igidez 
y la transición vítrea del modelo de CS. Una posible explicación a estas observaciones podría en­
contrarse haciendo una estadística de la región del espacio fase permitida por cada temperatura en 
Ja superficie de energía potencial. Donde la eStructura del sistema e1npieza a ser atrapada dentro 
de ciertos mínimos locales, llamados cmnún1nente estructuras inherentes (Bowles y Speedy, 1999), 
por el efecto de la rigidez, dis1ninuyendo la exploración de la región perntltida entre mayor sea la 
velocidad de enfriamiento, hasta que ocurre el rompintlento de ergodicidad en donde la estructura 
queda atrapada pern1itiendo únicamente vibraciones al rededor de dichos mírúmos locales. A bajas 
temperaturas la energía libre contiene contribuciones de la profundidad y del número de 1nínimos, 
así como de la· dinámica dentro de ellos (Naumis, 2000), de esta manera es posible separar las 
contribuciones configuracionales de otras propiedades terrnodinántlcas, así que la energía libre de 
Helmholtz estaría dada por A = N(<f, - kTu(<f,) +a") donde ;¡,es la profundidad de los mínimos 
en el espacio fase explorado por el vidrio a cierta temperatura, u(;j,) es el número de núrúmos con 
dicha profundidad y a" es la contribución vibracional (Debenedetti y Stillinger, 2001; Debenedetti, 
1996). El presente estudio sugiere una conexión entre el número de modos suaves y u(;j,), lo cual 
aparece de manera natural debido a que el número de modos suaves permite la comunicación entre 
los mírúmos del paisaje de energía a través de sus puntos silla, corno se menciono en la sección 1.1.3. 
A partir del razonamiento anterior, en principio u(<f,) podría escribirse en función de f, no obstante, 
para aclarar este punto se requiere de 1nayor esfuerzo tanto teórico con10 computacional, el cual 
sobre pasa las expectativas de la presente tesis. Esperamos que este punto pueda ser clarificado en 
fut.uros estudios. 

2.2.2 Simulando Tiempos de Relajación Molecular (Gran Canónico) 

Una deficiencia del ensa1nble N PT mostrado en la sección anterior, es que no fue posible alcanzar la 
velocidad de enfrianüento adecuada para observar la cristalización del sistema. El hecho de alcanzar 
el equilibrio termodinámico nos permitiría obtener la temperatura de fusión del sistema y así poder 
comparar con las fases metaestables obtenidas mediante un proceso fuera de equilibrio, de manera 
semejante a las obterúdas en la sección anterior. Para temperaturas mayores que la de fusión T.,., 
el comportamiento del modelo de es puede ser descrito de manera satisfactoria, no importando 
el ensamble aplicado (Huerta et al. 1999), sin embargo, conforme el sistema se acerca a dicha 
temperatura se incrementan notoriamente las fluctuaciones en la energía del sistema, como en la 
sección anterior. En una situación física real, conforme un sistema se aproxima a una transición de 

PCF-IFUNAM 2003 

TES1S CON 
FALLA DE ORIGEN 



44 CAPíTULO 2. RELACIÓN ENTRE LAS TRANSICIONES VfTREA Y DE RIGIDEZ 

fase de cristalización, ade1nás de las fluctuaciones en la energía, se espera un incremento sustancial 
en la densidad del sistema, por lo cual bajo estas circunstancias no se espera que el uso de diferentes 
ensambles describan el :mismo comportamiento {Pathria, 1996). Las fluctuaciones en la densidad, 
pueden ser controladas mediante la variación del volumen como en un ensamble N PT o mediante la 
variación de la cantidad de partículas en el sistema. Debido a la rigidez de las estructuras formadas 
con un ensamble NPT, la cual produce un r01npi1niento de ergodicidad en el sistema, no es posible 
hacer variaciones 1nuy grandes cu el volun1cn, por lo que en su aproxilnación al equilibrio el sisten1a 
queda atascado en uu estado 111etacstable. Una 111anera nH:l.s eficiente de estudiar las fluctuaciones 
en la densidad se obtiene poniendo al sisten1a en contacto, además del reservorio térrrtlco, con 
un reservorio de partículas con el cual se penn.ita el intercambio de cada especie, a través de la 
especificación del potencial quín1ico /J.i-

Con objeto alcanzar el equilibrio tern1odinárn.ico con un tiempo de computo razonable, como 
siguiente paso en la investigación del modelo de CS se aplicó un ensamble gran canónico (GC). A 
diferencia del ensamble N PT, el uso de un ensan1ble GC tiene la ventaja de llegar al equilibrio más 
rápidamente corno, se ha verificado también en n1odelos de reja (Biroli y 1"1ezard, 2002), dando la 
oportunidad de obse1var la cristalización el sistema, tal y como se verá en esta sección. 

Inicio 

Inicia ciclo c::ctcnio 
(GC) 

Ana.lisis de complejos 

Elige aleatoriamente un 
complejo 

Trasladala y calcula su 
cbfercncia. de energía 

Acepta con d criterio de 
Metropolis 

Calcula lo" promecha 
propiedades 

Jnicia ciclo interno 
(NVT) 

Elige aleatoriamente 
l. traslada 
2. crea o 
3. aniquila 
una pazticula 

Fin 

Trasbdala. crea o 
aniquila. Calcula su 

dlfcrencia de 
energía. 

Figura 31. Diagrarna de fi-ujo del algoritmo para el ensamble GC usado en el presente estudio. 

El diagrama de flujo usado en el algoritmo GC, se muestra en la figura 31. De manera análoga 
al algoritmo N PT, se introdujo un ciclo inte1·no que consta de Nrn número de iteraciones. Co-
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nio puede verse en el ctiagrama de flujo el ciclo interno consta de trasladar una partícula dentro 
del volumen accesible e intercambiar partículas con un reservorio, creando una nueva partícula o 
aruquilando una existente. La traslación de las partículas individuales hacen un muestreo de la 
región interna y externa del pozo de potencial con objeto de permitir la formación y destrucción 
de complejos, con10 en la sección anterior. De esta manera el ciclo interno permite el reacomodo 
de la estructura de los complejos ya fonnados favoreciendo la nucleación de rucho complejo y por 
ende esta relacionado con el tiernpo de relajación molecular 72. Por otra parte el ciclo externo esta 
relacionado con la cristalización del sistema T1, debido a que permite el reacomodo de los complejos 
(nucleados ó no) favoreciendo su rápido crecirrtlento. Como mencionó en la figura 28, es claro que 
si N,,,. es lo suficientemente grande, la probabilidad de obtener la nucleación ordenada local de un 
complejo es alta, de tal rnodo que la traslación de complejos permiten la formación de un cristal 
por la agregación sucesiva de pequeños complejos ordenados. Mientras que si Nm es pequeño, 
las configuraciones locales no se alcanzan a ordenar de tal modo que el movimiento de complejos 
pro1nueven la generación de una red aleatoria i. e. un estado metaestable desordenado con carac­
terísticas vítreas. De la misma manera que en la sección anterior, con objeto de poder hablar de las 
propiedades termodinámicas de las fases metaestables, asumiremos que sus tiempos de vida media 
son inayores que el tiempo de observación, 'Tobs <To, en el que efectuamos los promedios. 

1.4 

1.2 

a. 1.0 

o.a 

--o--N =12 
--o-· Nm =40 
···-<J···· Nm =150 
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Figura 32. Inverso de la densidad corno función de la ternperatura escalada para diferentes 
valores de Nm. 

En la figura 32, se muestran los resultados obtenidos para el inverso de la densidad (p- 1 ) contra 
la temperatura reducida (Tº = (.Béas)- 1 ) para ctiferentes valores de N,.,., fijando las condiciones 
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del modelo de es para cpx 4.,..ax, i.e. L = 0.78, w = 0.1, para condiciones equimolares /3µA = 
f3µ8 = -0.4, estas últimas se eligieron de acuerdo con el análisis cualitativo presentado en el 
apéndice A, de un modelo de reja análogo al modelo de CS en cuestión. Con objeto de simular la 
misma velocidad de enfriamiento pero con diferentes tiempos de relajación molecular T2, se fijo el 
númei·o de iteraciones del ciclo externo Nob• = 100, para un pequeño ciclo de cuasi-equilibración 
y Nobs = 2000 para el proceso productivo, de tal manera que para los diferentes valores de Nrn 
reportados, siempre se pron1edia sobre el 111isn10 uí'unero de configuraciones. En los resultados para 
N'"' = 1500, es posible ver una clara transición de cristalización, mientras que para otros valores, 
se observa una que el sistema se atasca en un estado metaestable, correspondiente con el líquido 
sob1·e-enfriado en una trasición vítrea. En todos los casos la aceptación es controlada entre un 
20-30%. 

Una observación interesante, es que la fracción de partículas con coordinación máxima X4, de­
pende fuertemente de Nm. En la tabla 3, se muestra dicha fracción como función de la temperatura 
para las mismas condiciones de la figura 32. Cuando el cristal se forma i.e. Nm = 1500, la frac­
ción X4 crece abruptamente tomando valores cercanos a la unidad para f3eas = 0.3, mientras que 
cuando se logra conducir el sistema a un estado metaestable a la misma temperatura, en general 
X4 aumenta paulatinamente. 

T• Nm= 12 Nm = 40 Nm = 150 Nm. = 1500 
0.40 0.0011 0.00113 0.0025 0.0019 
0.38 0.0046 0.00103 0.0053 0.0040 
0.36 0.0022 0.0040,1 0.0043 0.0079 
0.34 0.0007 0.01287 0.0152 0.0188 
0.32 0.0077 0.01677 0.0495 0.0591 
0.30 0.0108 0.04376 0.1353 0.9395 
0.28 0.0258 0.05391 0.1538 0.9786 
0.26 0.0366 0.05138 0.2229 0.9666 
0.24 0.0725 0.07417 0.3100 0.9487 
0.22 0.1057 0.08355 0.3292 0.9622 
0.20 0.1116 0.07762 0.3496 0.9617 

Tabla 3. Fracción de partículas con coordinación m=·tma como función de la temperatura. 
reducida (T•) y el tiernpo de relajación molecular r 2 , controlado por el parámetro Nrn. 

Lo anterior nos sugiere que una manera de evitar que el sistema sea conducido hacia un núni­
mo global de energía durante el proceso de formación es impedir la formación de núcleos locales 
ordenados, dichos núcleos producen estrés según el conteo de modos suaves, debido a que al tener 
la coordinación 1náxima, las restricciones de n1ovilidad angular son mínimas para el modelo en 
cuestión, corno se vio en la figura 28. Una nlanera de no permitir el estrés local durante la for­
mación de la estructura, es inhibiendo el ordenamiento local, esto se logra debido a la movilidad 
angular del modelo. 
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Figura 33. a) l'vlodos suaves y b) fluctuaciones de la energ(a como función del número de 
coordinac-ión para el modelo cpx 4mruc con N,..,.. = 1500. 

La cantidad de modos suaves y las fluctuaciones de la energía, ambos graficados contra el 
número de coordinación promedio para el caso cpx 4max cuando el sistema llega al equilibrio, i.e. 
N..,, = 1500, ·se muestra en la figura 33. Se puede observar que el número de constricciones rotas a 
diferencia.de la sección anterior alcanza a las partículas con coordinación tres. Lo anterior se debe a 
que a diferencia del ensamble N PT, el ensemble GG alcanza el equilibrio mas rápidamente debido 
a que el intercambio de partículas dest1uye regiones rígidas del sistema facilitando la movilidad 
angular local y como consecuencia el ní1mero de constricciones rotas también es mayor, de tal 
manera que el número de modos suaves podemos aproximarlo ahora de la siguiente manera, 

(2.7) 

lo cual, como podernos ver de la figura 33, coincide aceptablemente con el salto en las fluctuaciones 
de la energía. Mas aún, podemos observar que antes de que ocurra la transición de cristalización el 
sistema se comporta aproximadamente como un sistema auto-organizado, en el sentido de la teoría 
de la rigidez, debido a que el número de constricciones redundantes es muy pequeño ya que x 4 
también lo es. Corno se puede ver de la figura 34, con esta aproximación, prácticamente con todos 
los valores de Nni usados, siguen la aproximación de l\tla...xv.rell hasta que el sistema se empieza a 
nuclear. Cabe mencionar que usando el algoritmo del juego de los guijarros, en las configuraciones 
finales del sisten1a antes de que ocurra la cristalización, se obtienen prácticamente los núsmos 
resultados que con la aproximación de Maxwell. 
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Figura 34. Número de modos suaves como función de < z >, obtenidos con un ensamble GC 
para d·iferentes ;,alares de Nm, cornparados con la apro:i:imación de /IIa:i:well. 

Como se ha mencionado, lo anterior nos sugiere la posibilidad de evaluar con mayor precisión 
las propiedades termodinámicas del estado metaestable de interés mediante el desarrollo de un 
algoritmo que nos permita evitar el proceso de nucleación local, para así llevar al sistema a un 
estado desordenado, como se verá en la siguiente sección. 
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2.3 'Ii·ansición Vít:r·ea Inducida por Auto-organización de Rigidez 

En el capítulo anterior se usó el paso de MC corno parámetro temporal, con lo cual fue posible 
encontrar una relación entre la percolación de rigidez y la transición vítrea (Huerta y Naumis, 
2002a). También se n1ostró que simulando una con1petencia entre el tiempo de relajación molecular 
y el tiempo necesario para la cristalización del sistema, se puede conducir al sistema a un estado 
n1etaestable. Siguiendo esta idea, en el presente capítulo se aplicó el método de J.Vle sesgado 
con objeto de conducir al sistema a dicho estado tnetaestable, el cual es auto-organizado en el 

'.sentido de la teoría de la rigidez. Los resultados muestran que el sisten1a no presenta transición 
de cristalización en las temperaturas estudiadas, lo cual puede considerai.·se como una evidencia 
de la transición vítrea inducida por auto-organización de rigidez en el modelo de es (Huerta y 
Nawnis, 2002b). Más aún, bajo ciertas condiciones geométricas del modelo, se puede observar que 
la frustración geométrica induce la auto-organización de rigidez de manera natural. 

Los resultados obtenidos con un ensamble Ge, sección 2.2.2, sugieren generalizar la ecuación 
2.7, para cualquier parámetro de potencial del modelo de es con coordinación máxima z (cpx 
Zmnx), ·de manera que 

(2.8) 

donde Zmáx es la coordinación rná.xima y 8zz~,,.z es una delta de Kronecker. A partir de Ja aprox­
, imaci6n anterior, es claro que cuando un complejo obtiene la coordinación máxima existe un in-
· cremento de constricciones redundantes corno consecuencia de la fuerte repulsión angular entre las 
partículas asociadas ( i. e. existen constricciones en trópicas debidas a la exclusión de volumen de 
.dichas partículas), de tal manera que los complejos hechos de partículas con coordinación máxima, 
como la mostrada en la figura 28, producen estrés en la estructura. Por ejemplo, en un cristal 
cuyas partículas tienen coordinación máxima cuatro, la fracción de partículas con dicha coordi­
nac1on max1ma es uno, i. e. X4 = 1, por lo cual a partir de la ecuación 2.8 se obtiene que 
f "" -3/2, esto significa que la red tiene más constricciones que grados de libertad y por Jo tanto 
es estresada. 

De acuerdo con las ideas de Phillips y Thorpe vistas en Ja secciones 1.1.2 y 1.2, la facilidad 
para formar un vidrio se asocia a la construcción de estructuras rígidas pero libres de estrés, de 
manera que el n1aterial no tenga un exceso de constricciones, lo que produciría una cristalización 
exotérnllca explosiva. Bajo estas condiciones el sistema se atasca en un "limbo" configuracional, 
donde las fluctuaciones itnpiden el cantlno hacia una fase cristalina, (Phillips 1999). 

En la sección 2.2.2, se pudo observar que la cantidad necesaria de itereciones en el ciclo interno 
del algoritn10 GC, controla la formación de partículas con coordinación máxima, i.e. núcleos 
cristalinos corno el de la figura 28, y que dicha cantidad se encuentra muy relacionada con el 
tiempo de relajación n1olecular. Así que entre más grande sea el tiempo de relajación molecular, 
menor será la probabilidad de fonnar un núcleo estresado, debido a que el tiempo no es suficiente 
para reacomodar todas las partículas asociadas en una posición favorable para la formación del 
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núcleo. En otras palabras, podemos observar que una manera de conducir al sistema a un estado 
metaestable, correspondiente con el líquido sobre-enfriado, es evitando la nucleación de estrés en 
el sistema. Con esto en mente se decidió seguir cst.a idea, pero ahora induciendo un sesgo en la 
formación de complejos, i. e. impidiendo la forinación de complejos con coordinación máxima, y 
de esta manera intentar conducir al siste1na a un estado vítreo, lo cual corresponde con simular 
tiempos de relajación muy grandes. Debe puntualizarse que el impedir la formación de complejos 
con coordinación 1náxirna, los cuales producen estrés según la apt·oximación hecha en la ecuación 
2.8, coincide cualitativamente con el proceso de auto-organización propuesto por Thorpe et al., 
(2000a; 2000b), ya que al evitar la forn1ación de complejos con coordinación máxima también se 
evitan las constricciones redundantes debidas a los núcleos cristalinos, construyendo de esta forn1a 
una red libre de estrés. Lo anterior se ha verificado en las estructuras obtenidas con el algorittno 
del juego de los guijarros, usando la aproxin1ació11 de que cada contribución energética del siste111a, 
i. e. enlace, en el n1odelo de CS corresponde con una constricción del sistema. Por otra parte, 
debe mencionarse que el rechazo de configuraciones estresadas puede interpretarse también como 
un potencial cooperativo, el cual no permite la nucleación del sistema. 

Para implementar estas ideas, se incluyo un sesgo en el protocolo de simulación de la sección 
2.2.2, rechazando cualquier movimiento que genere alguna partícula con coordinación máxima. 
Debe mencionarse que es factible inducir un sesgo que produzca diferentes grados de estrés, fijando 
una proporción de partícul8.s con coordinación 111á..xirna permitida en el sistema, sin ernbargo, este 
caso aun no ha sido considerado. Con objeto de observar si el sesgo incluido en el algoritmo no 
permite otro tipo de cristalización se fijo Nm = 1500, i.e. el equivalente al tiempo de relajación 
molecular mas pequeño estudiado en la sección anterior. 

En la figura 35, se presenta el comportamiento del inverso de la densidad (p- 1 ) como función 
de la temperatura reducida, con la condición del potencial para formar complejos con coordinación 
máxima cuatro i.e. cpx 4nmx• fijando una concentración equimolar f3µA = f3µB = -0.4. Podemos 
observar una disn1inución paulatina de p- 1 muy se1nejante a la formación de un líquido sobre­
enfriado, la cual se asocia con una trasición vítrea como se ha mencionado en el capítulo 1. Para 
propósitos de comparación, se han incluido los resultados de las simulaciones equivalentes pero para 
las situaciones del potencial donde la coordinación máxima permitida es tres y cuatro, pero con 
el algoritn10 usado en la sección 2.2.2 i.e. sin rechazar coordinaciones máximas, con Nm. = 1500. 
Podría pensarse que rechazar configuraciones con coordinación máxima cuatro produzca el núsmo 
efecto que fijar las condiciones del potencial de n1anera que la coordinación máxima permitida sea 
tres, no obstante esto no es así, ya que las simulaciones incluidas en la figura 35, también presentan 
cristalización del sisten1a cuando la coordinación máxima es tres. 

En la figura 36, se muestran ejemplos de configuraciones tomadas de la simulación para cpx 
4um.x con an1bos algoritmos, i.e. perrnitiendo y no perntltiendo estrés. Podemos observar que la 
configuración obtenida, en donde se ha perrnitiendo el estrés, muestra claramente una red cristalina 
cuad1·ada con defectos y dislocaciones, muy probablemente debidas al efecto finito del sistema. 
l\1ientras que la red obtenida cuando no se permite la nucleación de estrés, presenta alto grado de 
desorden como se esperaba, no obstante, se debe remarcar que mediante el procedimiento descrito 
la coordinación máxima que puede tener la red sin estrés es < z >= 3, por lo cual el sistema 
obtenido aparentemente no debería ser rígido, ya que en nuestra aproximación hecha en la ecuación 
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2.8 f >O, sin embargo, el sistema se atasca en una densidad límite, punto al que regresaremos más 
adelante para discutir sus implicaciones. 

1.4 

1.2 

""'o.. 1.0 

o.e 
.:.··· .. 
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/ 
-e- cpx4m.:L" sin estrés / 
~cpx4m;\," / 
__,,.._ cpx3"'~' / 

¿;{' 
0.20 0.25 0.30 

T. 
0.35 0.40 TESIS CON 
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Figura 35. Inverso de la densidad corno función de la temperatura escalada parri. los casos 
indicados. 

Figura 36. Ejernplos de configuraciones obtenidas para cpx 4max a) con estrés y b) sin estrés, 
arnbos con r• = 0.20. El diámetro de las partículas se ha reducido para mejorar la visualización. 
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Una situación análoga se presenta para las condiciones del potencial que permiten complejos con 
coordinación máxima tres i. e. cpx 3mnx. Cuando se rechazan las configuraciones con coordinación 
máximat se puede conducir al sistema hacia la región correspondiente con el líquido sobre-enfriado1 

figura 37. En este caso la coordinación máxima sin estrés es dos, por lo cual aparentemente la 
estructura tampoco es rígida. Las correspondientes configuraciones se muestran la figura 38. 

2.0 

1.B --cpx3m •• sin estrés ~ 

1.6 
---6- cpx3mox / 

1.4 / °"o. 1.2 T·g=0.173 7 
1.0 ~ 0.8 

0.6 
_j 

¿:,._.:!1.-.::..-o-.t::.-G. 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

Tº 

Figura 37. Inverso de la densidad como función de la temperatura escalada para cpx 3max con y 
sin estrés (triángulos y triángulos con raya). 

a) 

Figura 38. Ejemplos de configuraciones obtenidas para cpx 3=...: a) con estrés y b} sin estrés, 
ambas con r• = 0.12. El diá1netro de las partículas se ha reducido para Tnejorar la visualización. 
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Cuando se fijan los parámetros del potencial para permith· la coordinación máxima cinco (cpx 
5max), es posible alcanzar la coordinación promedio cuatro al rechazar la. configuración máxima, de 
esta forma a partir de la ecuación 2.8, se obtendría la percola.ción de rigidez en dicha aproximación. 
Los resultados se presentan la figura 39. 
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Figura 39 •. Inverso de la densidad corno función de la temperatura escalada para cpx 5ma.x· 

Corno puede observarse en este último caso, usando cualquier algoritmo la situación es práctica­
mente la misma, i. e. no se observa transición de cristalización de primer orden. Lo anterior se debe 
a que, bajo las condiciones equimolares de la simulación, el sistema no puede cristalizar por frus­
tración geométrica, ya que no es posible construir un cristal de coordinación cinco, en consecuencia 
la fracción de partículas con coordinación rná.xima es despreciable i.e. x 5 << l. En este sentido, 
la frustración geotnétrica del rnodelo produce auto-organización de manera natural. Como puede 
observarse en las configuraciones de la figura 40, tornadas para diferentes temperaturas el orden 
del sisten1a es aparenten1ente cuadrado (lo mismo ocurre con cualquier algoritmo), no obstante, 
presenta algunas ondulaciones que corno puede verse en la función de distribución de pares para 
partículas AB de la figura 41, se destruye el orden encontrado para cpx 4max en la fase cristalina, 
debido a la mayor flexibilidad angular como en un !VIRA. 
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Figura 40. Ejernplos de configuraciones obtenidas para cpx 5ma.x• para a) T• = 0.30 y b} 
T• = 0.20. El diárnetro de las parUculas se ha reducido para 1nejorar la visualizac-ión. 
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--- cpx 5 mu."' 

-------·- cpx 4 ma." 

4 5 

Figura 41. Función de distribución de pares gAB(r) para cpx 5.,.ax y cpx 4max a la >nis>na 
ternperatura reducida T• = 0.20. 

En la figura 42 se 1nuestran las fluctuaciones de la energía como función de la temperatura, 
para los todos los casos estudiados sin estrés, como puede observarse dichas fluctuaciones para los 
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casos cpx 3mnx y cpx 4nm.x son aparentemente continuas cuando se cruza la temperatura de trasición 
vítrea, esta última estimada como la intersección de las asíntotas en las figuras 35 y 37, sin embargo, 
para el caso de cpx 5mnx dicha continuidad es dudosa y puede ser debida al cambio abrupto en 
la pendiente de p- 1 , visto en la figura 39. No obstante lo anterior, los "saltos" observados en las 
fluctuaciones de la energía tienen mucha sirrtllitud con los correspondientes "saltos" observados en 
el calor específico que ocurren durante la transición vítrea como se mencionó en el capítulo 1. 
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Figura 42. Fluctuaciones de energía CO'lnO funci6n de la temperatura, para cpx 3"'""' cpx 4Dlax y 
cpx. 5max todos sin estrés, los datos y las si'Tnbología corresponde con las figuras 95, 37 y 39 . 

. No es claro que los "saltos" observados en las fluctuaciones de la energía sean debidos a la 
percolación de rigidez del sistema co1no en situaciones anteriores, corno puede verse en la figu..ra 43, 
en todos los casos sin estrés no es posible rebasar la coordinación Zma..-< - 1, como se esperaba. En 
la figura 44 se graficaron los resultados obtenidos con la ecuación 2.8 para todas las situaciones es­
tudiadas. A partir de dicha gráfica podríamos concluir que con incremento la coordinación máxima 
permitida por el potencial se incrementaría también la estabilidad de las estructuras encontradas 
aplicado el sesgo, esto se debe a que la cantidad de modos suaves es más cercana a cero con el 
incremento de la coordinación máxima (i.e. fcpx3rn,.,4 > fcpx4max > fcpx5rnax --+ O), sin embargo 
esto últin10 tan1poco es claro, ya que un factor que no se ha tomado en cuenta la aproximación 
que hemos ton1ado, es que con el incrernento de la densidad aumenta el número de contactos de 
las corazas duras de las partículas y cotno consecuencia también disminuye el volumen libre para 
insertar nuevas partículas, lo anterior puede observarse en la figura 45, donde se muestran dos 
representaciones de una configuración obtenida para el caso cpx 3..,..,. sin estrés justo después de 
que ocurre la transición vítrea. Lo anterior produce el atascamiento del sistema en cierta densidad 
límite, a partir de la cual se disminuye notablemente la dinámica de la estructura. 
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Figura 43. Fl-uct·uaciones de la energfa como función de la coordinación promedio para los 
mismos casos que la figura anterior. 
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Figura 44 • .Niodos suaves por grado de libertad, corno función de la coordinación promedio para 
los modelos estudiados con diferentes coordinaciones máximas. 
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Figura 45. Gonfiguraci6n obtenida para el rnodelo cpx Sma.x sin estrés parar• = 0.16, a) 
representación con el dián1etro reducido para mejorar la visualización y b) diámetro real. 

En la figura 46 se ha graficado la función de autocorrelación temporal (x(t)) de la energía total 
por partícula para el caso cpx 3,.,.ax sin estrés, en donde nuevamente se ha usado el ciclo de MC 
como parámetro temporal (t). La función de autocorrelación temporal esta definida como 

x(t) = j dt' [U(t')- <U>] [U(t' + t)- <U>], 

donde Ur es la energía total promedio por partícula definida en la ecuación 2.6. Esta última 
ecuación establece una relación directa con la coordinación promedio en el modelo de CS y anal­
izando dicha función de correlación es posible establecer hablar del comportamiento estructural del 
sist.,"ma.. Podemos observar que x(t) muestra un decaimiento exponencial durante el transcurso 
de la simulación, por lo cual x(t) ~ exp(-t/r), en donde.,- es el tiernpa de correlaci6n. Dicho 
ti~·mpo de correlación nos pern1ite tener un parámetro para saber cuanto tiempo demora el sistema 
en pasar de un estado a otro co1npletamentc diferente, estructurabnente hablando. En la figura 
46b podernos observar que conforn1e se disminuye la tetnperatura del sistema, aumenta el tiempo 
necesario p~ra perder la rnernoria de la estructura inicial. Un ajuste del comportantlento de '-'TF, 
presentado en el capítulo 1, se muestra en los datos insertados en la figura 46b, con el cual se 
obtiene una temperatura T 0 = 0.343 ± 0.231, aunque el error es muy grande el valor estimado 
para T 9 se encuentra dentro de el, debido a su importancia se espera continuar con el análisis de 
este tipo de resultados en un futuro. En la figura 47a se muestra ejemplo de una configuración un 
tiempo T posterior a la configuración presentada en la figura 45 para T• = 0.16, en donde podemos 
observar una perdida casi total de la memoria en su estructura, no obstante, para temperaturas 
menores, como la presentada en la figura 38, la estructura prácticamente no se modifica durante 
el rrúsmo tiempo de sin1ulación, figura 47b, de manera análoga a lo que ocurre en un experimento 
real durante la transición vítrea. Debido a que la disminución de la dinámica en la estructura 
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ocurre con un pequeño incremento en la densidad, como hemos visto, esta última observación nos 
da confianza suponer los contactos entre las corazas duras deben de tener una contribución en el 
conteo de constricciones, no obstante, esto no es fácil hacerlo con el presente 1nodelo ya que la 
probabilidad de obtener un contacto perfecto es cero. 
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Figura 46. a} Logaritmo na·utral de las funciones de a·utocorrelación te7nporal paro cpx 3max sin 
estrés, donde se ha usado el ciclo de J'vIC como parámetro temporal, para la temperaturas 

reducidas ind'icadas en la figura. b} Tiempo de correlación temporal -r, ajustado de los resultados 
del inciso a; los datos insertados y la línea punteada corresponden con el ajuste de un 

comportantlento de VTF, ecuación 1.2. 

Figura 47. Config·urac-iones obtenidas para el modelo cpx 9max sin estrés pa7ll a) Tº = 0.16 y b} 
r• = 0.12, C07"TeSpondientes COn la continuación de las configuraciones presentadas en las figuras 

45 y 98, respectivamente, pero 100 ciclos de l'v/C después i.e. una vez concluido el tiempo de 
correlación -r, para T• = 0.16. El diámetro reducido para mejorar la 'IJÍ.sualización. 
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Es posible encontrar resultados análogos para las otras condiciones del potencial, sin embargo, 
estos no aportan por el 1nomento conclusiones de interés para el presente estudio. Lo anterior 
requiere de un estudio más detallado el cual se espera realizar en un futuro, no obstante, con objeto 
de entender corno realizar un conteo de constricciones y como se relacionan estas últimas con el 
efecto macroscópico de la solidificación, en el siguiente capítulo retornaremos el problema de realizar 
un conteo de constricciones en sistemas donde dicha transición de solidificación es conducida por 
un efecto puramente entrópico. 

PCF-IFUNA1'VI 2009 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

Adrián Arturo Huerta Hernández 





e-·····- . 'f '- t"•, ":. ~· ,·. 

~r 
. ~ .. 

Capítulo 3 

Papel de la Rigidez 
de Fluido a Sólido 

en la Transición 
TESIS CON 

FALLA DE ORIGEN 
Como se ha visto en las diferentes secciones del capítulo anterior, tanto las contribuciones en­
ergéticas co1no las entrópicas contribuyen a la pérdida de grados de libertad. Por otra parte, el 
caso límite del 1nodelo de CS en el cual no se tienen contribuciones asociativas, corresponde con 
un modelo de coraza dt.u·a de una sola especie. El modelo de coraza dura presenta una transición 
de fluido a sólido conducida únicamente por efectos entrópicos, de aquí que surja la siguiente pre­
gunta: ¿es posible hacer un conteo de restricciones para los modelos de coraza dura?, si es posible 
hacer este conteo, ¿cómo i·elacionarlo con la transición de solidificación?. Cabe Inencionar que la 
aparente simplicidad de los modelos de coraza dura, han sido el punto de partida para el desar­
rollo de las teorías de fluidos simples y asociativos, las cuales han tenido interesantes aplicaciones 
a últimas fechas, a saber: en la teoría de ecuaciones integrales {Huerta et al., 1999; 1998), las 
teorías de perturbaciones termodinámicas (Wertheim, 1984), así corno con la teoría de funcionales 
de la densidad (Huerta et al., 2000); también han sido la plataforma de las primeras simulaciones 
con1putacionales (Alder y \Vainwright, 1957) y del estudio de modelos experimentales {Pieranski et 
al., 1978), no obstante, hasta la fecha no se cuenta con una teoría completa que describa la tran­
sición vítrea en dichos sistemas. En la sección 3.1 se hace una breve revisión de algunos aspectos 
importantes en la transición de solidificación del modelo de coraza dura en 2D i.e. discos du7Vs. El 
desarrollo de nuevos conceptos geométricos ha dado un gran impulso al estudio del comportamiento 
vítreo en modelos de coraza dura (Torquato et al., 2000; Truskett et al., 2000). Utilizando dichos 
conceptos, en la sección 3.2 se propone una relación entre la percolación de rigidez y la trasición 
de solidificación de discos duros, a través de la definición de un parámetro geométrico (Huerta y 
Naumis, 2003), ofreciendo un panorama más amplio para su estudio. Lo anterior es importante, 
ya que algunos experi1nentos realizados recientemente con partículas coloidales, han reportado la 
existencia de dos estados vítreos cualitativamente diferentes llamados vidrios repulsivos y atractivos 
(Pham et al., 2002; Frenkel, 2002); los primeros dontlnados por los efectos exclusión de volumen, 
i.e. efectos entrópicos, mientras que los segundos son dontlnados por la interacción energética entre 
los constituyentes del sisten1a coloidal. Con objeto de tener mayor claridad, regresaremos a este 
punto en el siguiente capítulo. 
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3.1 Modelo de Discos Duros 

Con el advenimiento de las computadoras, en la década de los años cincuenta se realizaron las 
primeras simulaciones con los modelos de coraza dura (Alder y Wainwright, 1957; 1962), definidos 
co1no 

U(r) = { 
oo, 
o, 

r < 1, 
r > l. 

donde a(= 1) es el diárnetro de la partícula y res la separación entre pares de partículas, especi­
ficando también la dimensión del sistema. En dichos modelos se ha observando que ocurre una 
transición de solidificación sin la necesidad de una contribución atractiva en el potencial, de donde 
se concluye que dicha transición es conducida únicamente por efectos entrópicos. El concepto de 
entropía se relaciona íntimamente con el grado de desorden que hay en un sistema, no obstante, 
en los modelos de coraza dura las partículas ganan entropía mediante el reacmnodo equidistante 
de los discos o esferas, maximizando el espacio disponible en su vecindad, con lo cual el sistema 
se auto-organiza1 ; de manera que la entrop'Ía conduce al sistema a configuraciones cristalinas. La 
manifestación macroscópica de la solidificación cristalina del sistema indica una_clara transición de 
fase de primer orden para un sistema en 3D, cabe mencionar que aunque existe suficiente evidencia 
numérica de que la transición de fase en 3D es de primer orden, hasta la fecha no se cuenta con 
ninguna prueba rigurosa de ello (Torquato y Stillinger, 2001). El panorama es menos claro en 2D, 
debido a que no ha sido posible de identificar con claridad el orden de la tr·ansición, aún con los 
avances tecnológicos que han permitido el impresionante desarrollo de los sistemas computacionales 
actuales, no se ha podido discernir si la transición de solidificación en 2D es de primer orden o 
corresponde con una transición de mayor orden, posiblemente conducida por la aparición de domin­
ios hexáticos, (Sengupta et al., 2000). La existencia de dominios hexáticos fué propuesta a partir 
de la teoría desarrollada por Kostelitz y Toules (1973); Halperin y Nelson (1978;1979) e Young 
(1979), por lo cual se denota con las siglas J\T.FINY. En la figura 48, se presentan dos posibles 
escenarios para la transición de solidificación, el primero de ellos corresponde a una transición de 
primer orden, mientras que el segundo corresponde a una transición de segundo orden en acuerdo 
con la teoría KTHNY. Corno se mencionó en el capítulo 1, el ordenamiento en un sistema puede 
estudiarse a través de la función de distribución radial g(r). En la fase hexática los discos poseen 
orden traslacional de corto alcance, mientras que el orden orientacional es mucho mayor. Un aspec­
to importante es que en el rnon1ento de la solidificación cristalina del sistema, el orden orientacional 
es de largo alcance, n1anteniéndose un orden traslacional de cuasi-largo alcance, debido a que la 
función g(r) decae alegebraicamente a cero (\Veber et al., 1995). Lo anterior se ha demostrado para 
potenciales continuos (Mermin, 1968}, sin embargo, este punto aún no es claro para potenciales 
discontinuos corno los discos duros o pozos de potencial cuadrados. En la literatura se encuentran 
algunos parárnetros orden orientacionales ('11 ), con los cuales se estudia la factibilidad de un es­
cenario de primer orden o uno del tipo de KTHNY (Torquato et al., 2000; Kansal et al., 2000; 
Truskett et al., 2000, \Veber et al., 1995). 

1 Este concepto es diferente de la auto-organización de rigidez. 
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Figura 48. Esquema de los posibles escenarios en la trasición de solidificación de un fl·uido de 
d·iscos duros, en a) se muestra una transición de prirrier orden y en b) una transición del t·ipo 

KTHNY a través de dominios hexáticos. Tornado de Binder et al. (2002}. 

En la figura 48a, el primer escenario muestra que conforme se incrementa la densidad del sistema 
en el modelo de discos duros, ocurre una transición de fase de primer orden del fluido a un sólido 
cristalino, donde el volumen libre del sistema se reduce de tal manera que la difusión de discos 
disminuye hasta llegar a una región de coexistencia fases; en la cual una parte del sistema se 
comporta corno sólido, i. e. la parte que percola, y otra como fluido. Lo anterior se ha observado 
desde las primeras simulaciones hechas con algunos cientos de partículas (Alder y Wainwright, 1957; 
Lee y Strandburg, 1992); con el aumento en la capacidad de computo ha sido posible incrementar 
el nÚinero de partículas, observando una disminución de la región de coexistencia de fases, tabla 4. 

N Pf 
~100 0.880 
~870 0.878 
16384 0.887 
1638<1 0.880 

Ps 
0.912 
0.922 
0.904 
0.905 

referencia 
(Alder y \.Yainwright,1957) 
(Hoove1· y Ree, 1968) 
(Zollweg y Chester, 1992) 
(\Veber, Marx y Binder, 1995) 

TESIS CON 
FALLA DE OnIGEN 

Tabla 4. Valores para la máxima densidad en la que el fluido puro puede existir (Pf) y la rnfnima 
densidad en la que la fase sólida puede e'L"istir (p .. ), correspondientes el escenario de la figura 48a, 
N es la canUdad de partículas con la de los autores citados realizaron las simulaciones. A Pf y Ps 

se les conoce también corno densidades de congelamiento y de fusión, respectivamente. 

llllediante análisis de efecto finito en sistemas con 16384 partículas Weber et al., (1995) han 
definido límites entre los cuales la transición pudiera ser de primer orden como se observa en la 
tabla 4, sin embargo, este punto no define precisamente el orden de la transición (Binder et al., 
2002). Debe mencionarse que otro punto a favor del primer escenario es que a partir de cálculos 
hechos con funcionales de la densidad se predice una transición de primer orden (Rosenfeld, 1990; 
Ryzhov y Tareyeva 1995). 
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Por otra parte, el escenario correspondiente con la teoría de KTHNY de la figura 48b, es 
soportado por simulaciones con 65536 partículas (Jaster, 1999) y otras simulaciones con sesgo 
hechas por el grupo de K. Binder (Binder et al., 2002; Sengupta 2000) las cuales muestran algunos 
síntomas de que la transición pudiera ser contiuua, i. e. conducida por Ja aparición de dominios 
hexáticos. Debido a que por el 1nomento no podernos aclarar esta cuestión, en la presente sección 
se toma el punto de vista del prin1er escenario, i.e. donde la transición es de primer orden y 
posteriormente se discutirán algunas posibles implicaciones en el escenario de KTHNY. 

En los modelos de coraza dura el pará1netro estadístico /3 no juega un papel esencial, en con­
secuencia el único parámetro de control es la densidad p del sistema; debido a la ausencia de una 
escala finita de energía, el paisaje de energía se reduce a barreras infinitas ele potencial separadas 
por valles completamente planos. Una ilustración del paisaje de energías de un sistema co1npuesto 
de cinco discos duros se muestra en la figura 49, aunque el análisis de sistemas como el anterior no es 
estrictamente valido en el límite termodinámico (i.e. N - oo, V - oo manteniendo p constante), 
sus resultados sugieren una conexión con las observaciones hechas en simulaciones con cientos de 
partículas, lo cual ha sido especialmente útil para inferir algunos detalles acerca del comportamiento 
vítreo de dichos sistemas (Bowlcs y Speedy, 1999). Una propuesta hecha por Stillinger, DiMarzio y 
Kornegay (1964). consiste en dividir el espacio de configuraciones para un sistema de discos duros 
usando la siguiente receta: 'iniciando con cualquier configuración de baja densidad con condiciones 
periódicas, se inicia una expansión uniforme de los discos, permitiendo el reacomodo de cada uno de 
ellos níediante colisiones no conservativas, hasta alcanzar un estado rígido por atascamiento. Todas 
las configuraciones con las que se obtenga la inisma estructura usando el procedimiento anterior, 
corresponden con la misina estructura inherente, y a su vez definen máximos de densidad local en 
la superficie de densidad configuracional, estas regiones se encuentran separadas por barreras ge­
ométricas infinitas debidas a la impenetrabilidad de los discos. Utilizando este método en principio 
sería posible obtener las propiedades estáticas del sistema escribiendo la función de partición 

Q(N, V, T) =E qk(N, V, T), 
k 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

(3.1) 

donde qk son todas aquellas configuraciones que mapen a la misma estructura k, durante el en­
friamiento del sistema, IllÍentras que las propiedades dinámicas podrían interpretarse analizando 
la transición entre estructuras inherentes a través de túneles formados entre los valles del paisaje 
(Speedy, 1993;1994; 1998); no obstante, el análisis mencionado sólo es posible hacerse para sistemas 
de pocas partículas. 
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Figura 49. Estructuras inherentes y esquerna de la superficie rnultidirnensional de densidad 
correspondiente con el paisaje de energ{as. a) densidad rnáxirna correspondiente al sólido 

cristaUno, b-e} sólidos amorfos y J) Superficie 2N dirnensional. Tornado de Speedy {1999). 

3.2 Estado Aleatorio de Atascaniiento Máximo 

Siguiendo la idea de Stillinger, DiMarzio y I<ornegay (1964), para llevar un sisten1a de coraza 
dura a un estado rígido por atascamiento, el cual se expuso en la sección anterior; S. Torquato, 
T. M. Truskett y P. G. Debenedetti (2000), han investigado por inedia de parámetros de orden la 
formación de estructuras vítreas con el modelo de coraza dura en 3D, i.e. esferas duras, usando 
para ello un algoritmo de compresión desarrollado por Lubachevsky y Stillinger (1990). Con ayuda 

· de los parámetros de orden mencionados, el grupo de Torquato ha propuesto un nuevo concepto 
que sustituye al conocido empacarniento má.xirno aleatorio (EMA). Este último se identifica con 
la mayor densidad que una colección aleatoria de esferas puede alcanzar. Aunque la densidad 
correspondiente con el EIVIA se consideraba con10 una cantidad universal, podemos observar que 
distintos procedimientos aportan resultados diferentes, lo anterior se atribuye a que los términos 
u.empacamiento rnáxüno" y "aleatorio" se contraponen, ya que el primero implica incrementar el 
número de esferas en contacto, lo cual aumenta la coordinación promedio de cada partícula y en 
consecuencia la densidad del sistema, sin embargo, esto se hace a costa del incremento del orden 
producido por el efecto de auto-organización estructural mencionado en la sección anterior. La 
aleatoriedad requiere el nláxitno grado de desorden, no obstante, el incremento del empacamiento 
exige la disnúnución de la aleatoriedad, esta con1petencia in1pide establecer la proporción que cada 
uuo de los efectos debe de· tener y en consecuencia la incapacidad de definir completamente dicho 
estado. Con objeto de dar una definición alternativa que reemplace al EMA, el grupo de Torquato 
propuso introducir un nuevo concepto llamado estado aleatorio de atascarniento 1lláxi7no (EAAM), 
el cual se define de la siguiente manera: 

l. Una partícula se encuentra en un estado de atascarniento cuando dicha partícula no se puede 
trasladar si se rnantienen fijas las posiciones del resto de las partículas del sistema. 

2. Un siste1na se encuentra en un estado de atascarniento, si cada una de sus partículas están 
en dicho estado. 
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Aunque el nuevo concepto descarta el término "ernpacarniento Tnáxirno", se retiene la idea de 
que las partículas deben estar en contacto, de todos los posibles estados atascados el de interés para 
la formación de estructuras vítreas -i. e. desordenadas, define el EAAJVI y se basa en la minimización 
del parámetro de orden, '11. En la figura 50 se 1nuestra una representación esquemática de '11 contra 
la fracción de volumen, llarnado también empacantlento, definida como <P = NVd/V = Vdp, donde 
Vd es el volumen en d diinensiones que ocupa cada partícula y p la densidad del sistema, podemos 
ver que conforme se incrementa la densidad, la exclusión de volumen debido a las interacciones 
entre las corazas duras prohiben la formación de las estructuras con mayor grado de desorden, 
i. e. '11 = O. Separando la región de estructuras posibles de la región de estructuras i1nposibles de 
construir, regiones blanca y gris respcctivaincnte, de tal modo que el lín1itc inferior de "1 representa 
las estructuras más desordenadas posibles, y corno podemos observar dicho límite se incrementa 
monótonamente con la densidad; por otra parte el lí1nite superior de "1 representa las estructuras 
más ordenadas para cada densidad, i. e. "1 = 1. Así que cualquier estructura posible puede 
n1apearse en la región blanca del diagrama, donde las estructuras rígidas por atascamiento forman 
un subconjunto de dicha región; el valor mínin10 de "1 eu el subconjunto engloba a las estructuras 
correspondientes al EAAM. 

1.0 

'V 0.5 

o.o 
o.o 

Estructuras 
·Atascadas 

0.2 0.6 

Figura 50. Diagrarna esquemát-ico que representa las estructuru.s posibles (regi6n en blanco) y las 
irnposibles de formar (región en gris), en el espacio del parámetro de orden como la fracción de 

volurnen. El s-ubconj-unto encerrado por las letras A, B y EAA.IH, representa las estructuras rígidas 
por atascamiento, cuyo Tnín-imo corresponde con el máximo desorden i.e. EAAJ\f y la curva AB el 

máx-iTno orden en dicho subconjunto. Tomado de Torquato et al. {2000}. 

Tanto en experiinentos reales como computacionales se ha encontrado que la densidad corre­
spondiente con el Ei\IIA depende del protocolo utilizado, por lo cual dicha cantidad no puede ser 
completamente especificada, ya que depende de la historia con que se ha formado el empaque­
tamiento. En la literatura relacionada con la formación de dicho estado, podemos encontrar de 
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manera general dos tipos de algoritmos computacionales: los secuenciales y los concurrentes. Los 
algoritmos secuenciales se inician con el crecimiento de una semilla, i.e. un conjunto de partículas 
fijas en contacto, a la cual se agregan más partículas en contacto hasta obtener un agregado grande 
que cubra cierto volumen fijo (o área en 2D). El procedimiento termina cuando ya no se pueda 
poner más partículas (Kansal y ·n·uskett, 2000). Por otra parte, los algoritmos concurrentes fijan 
una cantidad determinada de partículas, las cuales mediante un procedintlento se reorganizan hasta 
producir una estructura atascada con10 con el algoritmo de Lubachevsky y Stillinger (1990). Como 
se mencionó anteriormente, Torquato et al. han podido generar estructuras desordenadas, i.e. val­
ores pequefios de 'V, comparadas con Ja misma densidad en la fase cristalina en equilibrio usando 
el inodelo de esferas duras, dicha fase cristalina corresponde con una estructura cúbica centrada 
en las caras. Para ello se usó el algorit1no de Lubachevsky y Stillinger (LS), el cual consiste en 
incrementar los radios de todas partículas simultáneamente a una velocidad constante, permitiendo 
colisiones no conservativas hasta que ya no sea posible hacer ningún otro incremento 2 • Por la forma 
en que se generan las estructuras usando el algoritmo LS, i.e. mediante el rápido incremento de sus 
diámetros, estas últi1nas se han relacionado directamente con la formación de vidrios repulsivos3 , 

figura 51. Quizá uno de los aspectos más importantes del diagrama 'V - </>, sea la posibilidad de 
diferenciar el grado de orden (o desorden) de las estructuras obtenidas con diferentes protocolos. 

1.0 

/'C"rÍ~al (b) 
o.a • 
o.e 

"' OA ~g ~ 
0.2 

Fluido ________ ___. 
TESIS CON º·ºa.2 0.3 0.4 0.5 o.• 0.7 

e¡, FALLA DE ORIGEN 

Figura 51. Resultados obtenidos con el algor-itmo de Lubachevsky-Stillinger usando esferas duras, 
las cuales quedan atascadas en el espacio 'V - <f>. Se muestran las fases fluido y sólido cristalino, 
ambos en equilibrio, el cuadro corresponde con la densidad de fusión y el triángulo la densidad de 
congelamiento. La flecha indica el incremento de la velocidad con la que se expande el radio de las 

esferas en al algoritmo de LS. Tomado de Truskett (!!000). 

2 De manera semejante al empaquetatn.iento de granos producido de manera natural por la absorción de agua en 
un recipiente cerrado. 

3 Notese que la disnúnución de la temperatura en un potencial repulsivo continuo de corto alcance, corresponde de 
n1anera cualitativa a incrementar del ta.maño efectivo de las partículas con dicha interacción. 
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Recientemente, la conjetura hecha por Kepler acerca de máximo empacamiento que un sistema 
de esferas duras pude alcanzar i.e. e/> ::5 ~ = 0.7405, ha sido rigurosamente demostrada (Hales, 
1998), la dificultad para probar dicha conjetura se debe a que en 3D el máximo empacamiento 
local, no corresponde con el 1ná..xhno empacamiento global, i.e. no es posible cubrir el espacio 
completamente con tetraedros regulares sin traslaparse; a diferencia en el caso de discos duros, en 
2D, el e1npacamiento local si corresponde con el empaca1niento global, i.e. et> ::5 ~ = 0.9069. 

Comparando las estructuras generadas con el nlgorit1110 LS en 2D con las de 3D, se encuentran 
algunas propiedades contrastantes (Lubachebsky, 1991), las estructuras en 3D que tienen una 
textura amorfa hon1ogénea 1 mie11tras que en 2D las estructuras son generalmente son policristalinas, 
figura 52, por lo que el algoritn10 de LS para la generación de estados atascados con bajos parámetros 
de orden en 2D aparentemente no es apropiado, hasta donde sabemos en la literatura no se ha 
reportado la fonnación de EAAM en 2D con dicho algoritmo. Otra diferencia observada es la 
producción de vacancias en los sistemas en 2D, no obstante, una propiedad común para 2D y 3D, 
es la aparición de algunas parttculas atrapadas dentro de una caja formada por partículas atascadas 
que la rodean. Dichas partículas atrapadas no cumplen estrictamente con la definición de estados 
atascados, debido a que si se inanticnen fijas todas las partículas, las partículas atrapadas pueden 
trasladarse dentro de un pcqueiio intervalo. En 2D estas partículas por lo general se encuentran 
rodeadas de siete partículas atascadas con10 se muestra en la figura 52. Podemos puntualizar que 
las partículas atrapadas no confieren rigidez a la estructura atascada, debido a que no pueden 
trasniitir estrés, este punto será de utilidad más adelante. 

Figura 52. Ernpacarniento de 2000 discos duros usando el algoritrno de LS con un crecimiento 
rápido de los discos. Las discos en blanco, son partículas atrapadas i.e. no son atascadas corno se 

describe en el texto. Tornado de Lubachebsky (1991). 

En la búsqueda de estados altamente desordenados en sistemas en 2D, A. R. Kansal, T. M. 
Truskett y S. Torquato (2000), propusieron un algoritmo secuencial que, corno se ha mencionado 
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anteriormente, consiste en crecer un complejo mediante la adición de nuevos discos en contacto 
con los ya existentes, hasta que no sea posible añadir más. Dicho algoritmo controla el grado de 
desorden del sistema mediante la evaluación de un parámetro de orden4 .Po, definido como, 

.Po= I_!.... E e6i9;kl' 
Ne j,k 

donde j corre sobre todas las partículas y k sobre los vecinos de j. Ojk es el ángulo entre un eje 
de referencia (arbitrario) y la línea que une los centros de las partículas j y k. Finalmente, Ne es 
el número de contactos en el siste1na. La adición de un nuevo disco, se realiza fijándose en que el 
valor de .Po no exceda un valor detenninado, de tal manera que para '!/Ja ::::e 0.01, se pueden generar 
estructuras con valores entre 0.40 :5 <P :5 0.77. Nótese que la densidad máxima obtenida en este 
ejemplo es menor que las obtenidas con el método de LS, lo cual es de esperarse debido a que 
como se ha mencionado, las estructuras empaquetadas dependen del protocolo empleado, y por 
ello la dificultad para definir una <:Iensidad única del EMA. Cabe resaltar que por la forma en que 
se const1uyen las estructuras con Jos algorit1nos secuenciales, no se obtienen partículas atrapadas 
como en el caso del algorit1no de LS. 

En la figura 53 se muestran algunas estructuras obtenidas con el algoritmo de Kansal, 'I'ruskett 
y Torquato (KTT). Como puede observarse por inspección directa, no obstante el alto grado de 
desorden que se logra con el algoritmo, las estructuras son muy inestables ya que los discos no 
pueden mantenerse en contacto al añadir un efecto térmico, por esta razón el sistema en si no puede 
considerarse como un sistema rígido por atascamiento, con algún grado de estabilidad. Debido 
a lo anterior, no se ~spera que estas estructuras puedan reproducir directamente algún efecto 
macroscópico como la forrnación de vidrios repulsivos con vida media alta, i.e. vidrios conducidos 
únicamente por efectos entrópicos. Quizá una manera de estabilizar estructuras desordenadas como 
las obtenidas con dicho algoritmo KTT, sea necesario incluir un término atractivo de corto alcance, 
punto que trataremos en el siguiente capítulo. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

4Se debe mencionar que no existe w1a definición única del parámetro de orden. Como se ha visto existen otrOd 
tipos de ordenamientos, como el de panal de abeja, con tres partículas vecinas y el cuadrado, con cuatro partículas. 
Note::>e que con una definición semejante, i.e. 1/Ja, para una estructura de panal de abeja perfecta se predice un 
parámetro de orden igual a cero. 
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(a) (b) 

Figura 53. Ejemplo de las configuraciones fuera de eq·uilibr-io, obtenidas con el algoritmo de 
KTT, para los parámetros a) 'l/J6 = 0.004, <!> = 0.674, b} 'l/J6 = 0.497, </>=O. 708, c) 

'l/J6 = 0.0°'1, </> = 0.749, d) 'l/J6 = 0.005, <P = 0.633. Tomado de Kansal et al. {2000). 

En la figura 54 se muestra la ubicación de las estructuras obtenidas con el algoritmo de I<TT 
en el espacio de 1/J6 contra </>, como puede verse, dichas estructuras se mapean en el área gris y se 
mantienen por debajo del valor obtenido para un sistema de discos duros en equilibrio, el cual se 
obtuvo promediando 1/J6 en una simulación MC. 

Figura 54. Diagrama 1/J6 - </>, la regzon en gris indica las configuraciones fuera de equilibrio que 
pueden ser obtenidas con el algoritmo de J\TT. Los resultados en equilibrio se obtuvieron con el 

método de lv!G, promediando sobre 400 configuraciones relajadas cada una con 105 pasos. 
Tomado de Kansal et al. {2000). 
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Lo anterior muestra que conforme se incrementa el empacamiento, disminuye la probabilidad 
de que un sistema en equilibrio visite configuraciones con bajos parámetros de orden, en contraste, 
se observa un incremento violento de dicho parátnctro de orden conforme se acerca uno al punto 
de congelamiento </>¡ = 0.69 (p = 0.88), como se espera debido a la consecuente cristalización del 
sistema. 

3.3 Región de Contacto en 2D 

Intrigados por el papel que juega la teoría de la rigidez en la transición de fluido a sólido, conducida 
únicamente por efectos entrópicos, se aplicó un algoritmo de MC con un ensamble GC, semejante al 
ya usado anterior111ente, pero ahora con el modelo de discos duros, dentro de una caja de simulación 
cuadrada de 20 x 20, en unidades de cr(= 1). Realizando una equilibración de 1.6 x 108 y un proceso 
productivo promediado sobre 400 configuraciones diferentes, cada una relajada por al menos 4 x 105 • 

La tasa de aceptación fué controlada entre un 20 - 30%. 
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Figura 55. Inverso de la densidad corno funci6n del potencial químico para un sistema de discos 
duros sin (con) recocido, representados por círculos unidos por una línea continua (punteada). 

Con objeto de comparar, se presentan también los resultados obtenidos mediante un algoritmo que 
conduce al sistema a estados de menor estrés, rechazando configuraciones de coordinaci6n 

máxima 6 (no cpx6) y rechazando también coordinaciones mayores que 5 (no cpx5 y cpx6}, como 
se describe en el texto. 

En la figura 55, se muestran los resultados obtenidos para el inverso de la densidad de partícu­
las (p- 1 ) como función del potencial químico reducido (/3µ). Podemos observar que conforme se 
incrementa /3µ, ocurre una transición en la cual el sistema queda atascado en la densidad p = 0.923 
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(<!> = 0.725). Durante dicha transición, el volumen libre al que tienen acceso las partículas disnlin­
uye considerablemente, dificultando la difusión de las partículas, al formar codilleras (infinitas) de 
potencial, esto úlLin10 debido a la irnpenetrabilidad de las corazas duras, como se mencionó anteri­
ormente. Con objeto de conducir al sistema hasta una fase cristalina termodinámicamente estable, 
es necesario disnlinuir el volumen libre de tal n1anera que cada una de las partículas quede atascada 
dentro de una caja rodeada de seis vecinos prácticamente en contacto. Esto se logra aplicando un 
proceso de recocido (annealing), i.e. disni.inuyendo (:Jµ y aun1entándolo nueva1nente, de tal manera 
que ocurra un reacon:1odo de las partículas, para así continuar incrementando la densidad del sis­
ten1a. En la figura 5(3, se 111uestran ]as trazas obtenidas durante la si1nulación para /3µ = 12, 13, 14 
con el proceso de recocido5 , correspondiente con los círculos unidos con líneas punteadas en la 
figura 55. 

= e::> 
c._:, 

~ 
cr.> 

~ 

Fig111·a 56. Trazas obtenidas con el proceso de recocido, durante un peque1io intervalo de la 
sirn·ulac-ión, que consiste en 1000 iteraciones consecutivas, /3µ = 12, 13, 14, correspondiendo a las 

densidades 0.866 (e/> =0. 680}, 0.898 ( </> =0. 705}, 0.941 ( </> =0. 799). 

De manera análoga al capítulo anterior, podemos observar que el uso de un ensamble GC 
permite detectar cuando ocurre una transición de fase y como se esperaba, la transición de fluido a 
sólido, es aparentemente de primer orden y sin1ilar a la obtenida por muchos otros autores (Alder 
y \.Yainright, 1962; \Veber et al., 1995). 

Debido a que los contactos entre las esferas son los que confieren rigidez a la estructura atascada, 
estos contactos podrían considerarse como constricciones del sistema, por lo que de manera natural 
se piensa en aplicar las ideas de percolación de rigidez a dichas estructuras. Una condición, necesaria 
pero no suficiente para que una partícula i se encuentre en un estado atascado es: 

Z;(</>);::: d+ 1, 

5 Nótcse que el proceso de recocido es equivalente a autnentar y disminuir el volumen en el ejemplo de cinco 
partículas en una caja de la figura 49, (Spcedy, 1999). 
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donde z,(q,) es el número de contactos que experimenta la partícula i como función de et>, de tal 
manera que el remanente de grados de libertad (f(<P)), i.e. el equivalente al número de modos 
suaves sin considerar constricciones angulares, esta sujeto a: 

.,,../',, 

:~:{;) ___ : ::~';::,:-., f(<P) ;::: 

N 
dN - ! L:: z,(cf>) 

i=1 

dN 

podemo~ -~bserv~r que'·z. presenta las siguientes limitantes estéricas: 
......... : ...... ·"' _, ~ 

·,·.:'. __ ;··,/· 

Z; ::; 2 

Z; ::; 6 

Z; ::; 12 

(d = 1), 
(d = 2), 
(d = 3). 

Una situación interesante ocurre cuando todas las partículas están en contacto, e.g. en 2D 
Z;(cf>mn.x) = 6 se obtiene que f(<P) ;::: -!, lo cual corresponde a una situación cristalina con un 
exceso de constricciones linealmente dependientes, i.e. estresada en el sentido de la teoría de la 
1·igidez. Puede observarse que de manera semejante al capítulo anterior, existe una relación entre 
el alto .. orde"! de un cristal y el alto grado de estrés. 

Una dificultad que tiene la aplicación de la teoría de la rigidez en este desarrollo, es que desde el 
punto de vista macroscópico, cuando ocw-re la transición de solidificación en un modelo de coraza 
dura, i.e. cuando el sistema deja de ser un fluido para convertirse en un sólido, el siste1na entra 
en una región de coexistencia de fases, en cuya densidad la probabilidad de que las partículas 
tengan un contacto perfecto es nula, debido a lo anterior el efecto de solidificación macroscópico 
no se había podido relacionar directamente con el efecto de rigidez. Por el tipo de interacción 
repulsiva del modelo de discos duros, no se espera que cerca de la transición de solidificación, i. e. 
cerca de la densidad de congelamiento, sea posible la formación de una estructura estática que 
percole dentro del fluido, a diferencia de un sistema cuyas partículas interactúen formado enlaces, 
ver figura 56. Debido a ello, es necesario pensar en un efecto de rigidez o atascamiento dináTnico 
que refleje el efecto de solidificación macroscópico. Generalmente, la identificación de los primeros 
vecinos comúnn1ente se asocia con aquellas partículas que se encuentran contenidas dentro de un 
anillo formado entre u y la distancia al primer mínimo de la función de distribución de pares g(r), 
localizado entre los dos primeros picos de dicha función. En la figura 57, se muestra la función 
de distribución de pares encontrada en nuestras simulaciones durante la transición obtenida para 
el proceso de recocido para los potenciales químicos reducidos /3µ = 13, 14, los cuales podemos 
identificar corno puntos muy cercanos al de congelamiento y al de fusión, respectivamente. 
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Figura 57. F'unci6n de distribuci6n radial g(r) para el modelo de d·iscos duros (escala izquierda}, 
obtenido con proceso de recocido antes y después de la transici6n {3µ = 12, 13, línea delgada 

continua y de guiones, respectivamente. La coordinaci6n promedio corno funci6n de r, obtenida 
integrando g(r), (escala derecha} se ilustra con líneas gruesas para los mismos potenciales. El 

esquema insertado representa la región de contacto definida en el texto. 

En la xn.isma figura 57, también se muestra el número de partículas vecinas a una distanciar, 

definido por la integral (z(r)) = 27r Í g(r')r'dr', para los puntos de congelaxn.iento y la densidad 
o 

de fusión obtenidos de nuestras simulaciones. Podemos observar que usando el criterio de que los 
primeros vecinos son aquellos que se encuentran hasta el primer núnimo en la función g(r), se 
obtendrían prácticamente seis vecinos, lo cual indicaría que el sistema fuese cristalino. Suponiendo 
que las seis partículas sean constricciones, la partícula central estaría en un estado atascado y 
aún mas, el sistema estaría estresado según la teoría de la rigidez, impidiendo que las partículas 
pudieran trasladarse, cosa que no ocutTe en el punto de congelamiento pero si en el de fusión, 
como puede verse de las trazas obtenidas durante las simulaciones correspondientes con dichas 
densidades, figura 56. En la búsqueda de un efecto dinámico que confiera rigidez al sistema, 
se espera que solamente las partículas que colisionen directamente puedan producir dicho efecto. 
Inspirados en el modelo de es, es posible calcular una región alrededor de una partícula central 
con coordinación máxima seis, i.e. la región delixn.itada por el hexágono formado por los centros de 
las partículas perfectamente empacadas y un heptágono formado por los centros de siete partículas 
vecinas en contacto consecutivo, ver diagrama en la figura 57. Podemos observar que en esta 
última situación la partícula central no se encuentra atascada en el sentido estricto, más aún, no 
puede trasrnitir estrés, debido a que la presión6 ejercida por las partículas externas al cúinulo 

6 En un sistema coloidnl presión osmótica. 
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formado por las siete partículas en cuestión, ya que dichas partículas redistribuyen la tensión 
formando un efecto de arco alrededor del heptágono, por lo cual no es posible que las partículas en 
el heptágono puedan colisionar directamente con la partícula central. De aquí se sigue que, en la 
definición de primeros vecinos anterior, sea necesario eliminar aquellas partículas que se encuentren 
a una distancia mayor o igual a la distancia del centro a uno de los vértices del heptágono, i.e. 
r > u/[2sin(27r/l4)] = l.152u. Restringiendo el cálculo de vecinos hasta l.152u, se observa que 
sorprendentemente la coordinación promedio del sistema es muy cercano a 4 1 valor en que se da la 
transición de rigidez en la aproxitnación de catnpo medio, lo anterior sucede tanto en Ja densidad 
de congelamiento como en la de fusión. Definiendo la distancia entre los vértices del hexágono y 
los heptágono cmno una región de contacto, es posible relacionar la transiciones de solidificación y 
rigidez vía un atascamiento dinámico de la estructura. Cabe resaltar que esta definición de región 
de contacto, corresponde con la observación de la formación de partículas atrapadas, obtenidas con 

·.el algoritmo de LS (Lubachevsky et al., 1991), ya que dichas partículas se encuentran rodeadas de 
otras 7 partículas atascadas, las cuales forman un heptágono con las características mencionadas, 
como se ve figura 52. 

Como se ha mencionado anteriormente, una partícula en 2D pudiera ser atascada con 3 partícu­
las a su alrededor, cuyas posiciones se encuentran aproximadamente en los vértices de un triángulo 
equilátero figura 58, sin embargo, conforme se aumenta la densidad del sistema la probabilidad de 
que una estructw·a corno esta se mantenga estable es muy baja. Por el contrario, con 4 partículas 
en contacto, la probabilidad de la partícula central no sea atascada es muy baja, figura 58, de donde 
se obtiene que al añadir otra partícula a una configuración que ya tiene 4 partículas en contacto, 
equivale a producir estrés local al sistema, en el sentido de la teoría de la rigidez. 

Figura 58. Configuraciones poco probables que ocurran confonne se incrementa la densidad: 
atascamiento ocasionado por S vecinos en contacto (izquie1-da} y partícula no atascada con 4 

vecinos en contac~o {derecha). 

Una vez que se ha establecido una relación entre la transición termodiná.rn.ica con la transición de 
rigidez, es natural preguntarse si es posible evitar esta transición mediante la disminución de estrés 
en el sistema siguiendo el concepto de auto-organización de rigidez introducido anteriormente. 
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Definiendo la coordinación del sistema corno aquellas partículas que se encuentren en promedio 
dentro de la región de contacto, la respuesta la podernos encontrar en la figura 55, en donde se 
niuestran los resultados de un sisten1a en donde se ha impedido que se formen complejos con 
coordinación máxima (No cpx6) y con coordinaciones mayores que 5 (No cpx5 y cpx6), para lo cual 
se uso un algoritmo con sesgo con10 el descrito en el capítulo anterior. Podemos observar que de 
manera análoga a una transición vítrea, conforme se incrementa el potencial quínúco el salto en la 
densidad se inhibe en arnbos casos, llevando al sistema a un equivalente al líquido sobre-enfriado. 

La figura 59, muestra cómo se modifica la coordinación promedio del sistema dentro de la región 
de contacto, conforn1e se incrementa el potencial quí1nico. Como se ha mencionado anteriormente, 
los sistemas con y sin recocido c1uzan la coordinación promedio 4 cuando ocurre la transición de 
congelamiento y cristalización. El siste1na no rebasa la coordinación 4 cuando se inhibe la coordi­
nació111náxima 6, pero rebasa ligeramente la coordinación 3 cuando se prohibe configuraciones con 
coordinaciones mayores que 5. Concluyendo que con la disminución del grado de estrés del sistema 
se observa una transición semejante la vítrea, i. e. llevando al sistema a un estado correspondiente 
con el líquido sobre-enfriado, de n1anera continua. 

5 

4 

3 .... .. -
6 B 10 

.O··O·•O 
?' 

.111··ª .. 111···--·--· .... 

12 

jlµ 

14 

Figura 59. Coordinación promedio dentro de la región de contacto con respecto del potencial 
químico, la simbología es la misma empleada a la fig·ura. 55. 

Con objeto de dar mayor luz a nuestras sospechas, se estudió la distribución y el orden de los 
vecinos geométricos obten.idos mediante la subdivisión del espacio en polígonos de Voronoi. El 
polígono de Voronoi esta definido corno el polígono más pequeño que se forma con la intersección 
de las líneas perpendiculares que conectan los centros de la partícula de interés, i.e. la partícula 
a la cual se quieren determinar sus vecinos geométricos, y todas las demás partículas del sistema. 
En la práctica se propone un radio de corte finito pero relativamente grande. 
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Figura 60. Ejemplo de la subdivisión del espacio usando los poUgonos de Voronoi (líneas 
contin·uas), y su recíproco dual llamado Delunay (líneas de puntos). 

El hecho de que las propiedades de un fluido de coraza dura provengan estrictamente de una 
contribución entrópica, i.e. de una contribución geon1étrica, mantiene el interés en estudiar este tipo 
de sistemas. En particular, cantidades corno el volumen disponible (Vv), en el cual se puede insertar 
una nueva partícula; el volumen libre (VL), en donde se pueden mover las partículas sin alterar las 
posiciones de las otras, son cantidades relacionadas con las propiedades termodinántlcas del sistema. 
Usando la distribución del VL es posible obtener la ecuación de estado de un sistema de esferas duras 
partiendo de consideraciones puramente geométricas. Lo anterior pernllte calcular la presión en 
simulaciones MC donde la definición dinámica no puede emplearse. Mas aún, mediciones del primer 
momento de la distribución de cavidades hacen posible el cálculo del potencial químico (Sastry et al., 
1998). Aunque no clirectan1ente, el volumen de una celda de Voronoi (Vv) da una idea del volumen 
libre del que dispone una partícula. Por ejemplo, si dicho volumen es muy pequeño y forma un 
hexágono perfecto, localmente dicho estado se identifica con un arreglo cristalino. Si por otra parte, 
el volumen es grande la partícula podrá despazarse dentro del volumen libre disponible. En la Figura 
61, se presenta la distribución de volúmenes de Voronoi para los siguientes casos: de izquierda a 
derecha el rnétodo de recocido, No cpx6 y No cpx5, cabe resaltar que en esta dirección se disminuye 
el estrés del sistema, el cual se ha indicado con una flecha, por lo cual, conforme se disminuye el 
estrés, el sistema dispone de mayor volumen libre y, como se ha visto, se encuentra en un estado de 
líquido sobre-enfriado. l'vlas aún, analizando las contribuciones de polígonos con diferente número 
de lados, se obtienen contribuciones de 5, 6 y 7 lados, donde se observa un considerable dominio de 
los polígonos de 6 lados en todos los casos estudiados, sin embargo, cuando el estrés es mayor, i.e. 
cuando se hace el recocido, las contribuciones de 5 y 7 lados son despreciables. Esto nos indica que, 
de manera análoga a lo encontrado anteriormente, el incremento de estrés esta relacionado con la 
cristalización en este sistema, mientras que la disnünución del núsmo, se relaciona con la formación 
del vidrio, corno en el concepto de auto-organización de rigidez. 
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Figura 61. Distribución de volúmenes de Voronoi para /3µ = 16; la flecha indica menor estrés en 
el sistema. 
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Figura 62. Parámetro de orden como función del potencial químico, obtenido a partir de método 
de Voronoi descrito en el texto. Se ha usado la misma simbología de la figura 55. 
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La relación encontrada entre la distribución del volumen de las celdas de Voronoi y la rigidez 
del sistema descrita anteriormente, se ve relacionada también con un atascamiento dinámico en 
donde el parámetro de orden 1./JG disminuye conforme se reduce el estrés, como se puede verificar de 
la figura 62, en donde Jos vecinos se han identificado con los vecinos de Voronoi 1 que de ahora en 
adelante llamaremos vecinos geométricos, para diferenciarlos de los vecinos encontrados mediante 
otras definiciones. 

En la figura 63 se muestra el diagrama ..PG -</>, para los sistemas estudiados, en donde por claridad 
sólo se han puesto los puntos con mayor desorden para los casos, No cpx5 y No cpx6. Aunque e:n 
dicho diagra1:na el parámetro de orden 1/JG disminuye conforme se reduce el estrés, podemos observar 
que dichos puntos corresponden con las densidades del fluido de discos duros, a diferencia de los 
estados atascados obtenidos con el algoritmo de LS en 3D, los cuales se encuentran en la región 
de densidades correspondientes con la fase cristalina. Por lo cual, dichos sistemas son inestables y 
cualquier perturbación podría destruir el arreglo, si la constricción de :no permitir coordinaciones 
mayores es eliininada. 

0.5 
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-; 0.3 
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0.1 

···O··· HD Recocido 
--e--Nocpx6 
• •• ®-··· No cpxS y cpx6 

0.64 0.66 0.68 

•I• 

0.70 

Figura 63. Diagrama de orden contra empacamiento para el sistema de discos duros, para las 
mismas condiciones de la figura 55. 

Cabe mencionar que el efecto de rechazar configuraciones con una deterini:nada coordinación, en 
este caso particular de discos duros, i.e. donde no hay contribución :ni referencia energética finita, 
es equivalente a añadir u:n térinino de potencial repulsivo que incluya un efecto de cooperatividad, 
de manera análoga al modelo de reja de Biroli y Mézard (2002), descrito en el apéndice A. 

La baja densidad encontrada en el sistema de discos duros para las estructuras más desorde­
nadas, correspondientes con el algoritmo donde se ha rechazado las coordinaciones mayores que 
cierta cantidad, podría relacionarse con la formación estructuras gelatinosas en sistemas coloidales 
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(Dawson, 2002), debidas al efecto de cooperatividad mencionado. Contrario al concepto de EMA, 
una pregunta que también es de interés para sistemas con interacciones repulsivas y que aún per­
manece abierta es, ¿cuál es la densidad 1nás baja en la que un sistema puede formar estructuras 
rígidas por atascamiento?, una discusión relacionada con esta última pregunta se encuentra en las 
referencias (Lubachevsky et al., 1991) y (Torquato y Stillinger 2001), no obstante, las estructuras 
estudiadas en dichas referencias son cristalinas. Con objeto de encontrar estructuras rígidas por 
atascamiento a baja densidad, pero con alto grado de desorden, Speedy (1998) propuso un méto­
do para transformar configuraciones de discos y esferas duras, en en1pacamientos rígidos amorfos, 
cuyas densidades se encuentran por debajo de la transición de solidificación, cuando las partículas 
atrapadas son re1novidas <P = 0.678. Por otra parte, con objeto de interpretar las propiedades 
ter1nod.iná.tnicas del aparente comportatniento vítreo del 1nodelo de discos duros en términos de la 
ecuación 3.1, como el observado en el presente capítulo, es necesaria la identificación de las estruc­
ttu-as inherentes antes y durante la transición de solidificación, las cuales no pueden ser observadas 
usando los algoritmos comunes de MC y DM, debido a que dicho modelo se relaja rápidamente a 
estructuras densas más estables. 

En relación con la teoría de la rigidez es claro que para densidades n1cnores que la de con­
gelación, el fluido no puede soportar estrés, debido al efecto repulsivo de sus corazas, por lo cual 
las partículas se redistribuyen rápidamente en el volumen libre. Lo anterior se ha verificado usando 
el algoritmo del juego de los guijarros, para algunas configuraciones en equilibrio del sistema de 
discos duros, usando la región de contacto con10 definición de vecinos, sin embargo, debido a la 
relación encontrada en el punto de congelación la percolación de rigidez, vía la región de contacto 
y el efecto de un atascamiento dinámico, es posible suponer que se llega al punto de congelación 
de manera auto-organizada en el sentido de la teoría de la rigidez, i.e. libre de estrés. Por otra 
parte, en la región cristalina el siste1na se encuentra estresado, de tal manera que en el escenario 
correspondiente con una transición de prirner orden, la 1·egión de coexistencia de fases se podría 
considerar cualitativan1ente corno una región intermedia, en el sentido de la teoría de la rigidez vista 
en la sección 1.2. De manera complementaria, si fuera posible conducir el sistema de tal modo que 
la percolación de estrés y de rigidez ocurra de manera simultánea, se espera que el crecimiento de 
la región cristalina ocurra continuamente, desapareciendo la región intermedia, i.e. sin presentar 
coexistencia de fases con10 en el escenario del tipo KTHNY, una breve discusión de las implica­
ciones que tiene la región de contacto en este último escenario se presenta en el apéndice C, donde 
se muestran los resultados de un algoritmo en el cual se conduce al sistema de manera continua. 

Otro aspecto 1nuy importante es el relacionado con la teoría de volunien libre que, como se 
ha visto en este últin10 párrafo, concierne algunos aspectos fundatnentales para el estudio de Ja 
transición vítrea en siste1nas simples corno los modelos en que estamos interesados en la presente 
tesis. El volun1en de Voronoi se ha considerado como una posible medida del volumen local libre, 
el cual puede estar correlacionado con el tiempo de relajación de un líquido, así como también 
puede proporcionar información sobre su ambiente molecular (Sastry et al., 1998), sin embargo no 
podrá ser estudiado a fondo en la presente tesis, pero se espera hacerlo en futuros trabajos. 
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Capítulo 4 

Sintonizando entre el Orden y el 
Desorden 

Los modelos de coraza dura marcan la pauta para el análisis de muchas investigaciones exper­
imentales que en la actualidad son de interés tanto para el desarrollo tecnológico como para el 
de la ciencia básica. Efectos tales como el congelan1iento, la gelación, la coagulación entre otros, 
son f1·ecuente1nente relacionados con el fenómeno de la trasición vítrea, la cual como hemos visto 
arresta la dinámica del sistema produciendo estados metaestables con vida media alta (Dawson, 
2002). Un ejemplo de este tipo de investigaciones lo podemos encontrar en los sistemas coloidales 
(Weeks et al. 2000; lVlarcus et al., 1999; Pham et al., 2002), de los cuales se hace una revisión 
en la sección 4.1. Por otra parte, el alto grado de desorden encontrado en las estructuras fuera 
de equilibrio obtenidas con el algoritmo de I<TT, discutido en el capítulo anterior, nos motiva a 
pensar que al introducir un pozo de potencial atractivo de muy corto alcance se logre el equilibrio 
de estructuras semejantes a las obtenidas con dicho algoritmo. Así, en la sección 4.2, se analiza 
el _cornportanúento del parámetro de orden ..¡,6 en configuraciones en equilibrio obtenidas mediante 
el -método de IVIC, para lo cual se usaron diferentes alcances de un pozo de potencial, obteniendo 
que en la región de fluido se encuentran estructuras con alto grado de desorden cuando el alcance 
del potencial es menor que la región de contacto, esta última definida corno en el capítulo anterior. 
Para alcances mayores que la región de contacto, las configuraciones obtenidas se cristalizan prácti­
camente en densidades correspondientes al fluido del sistema, esto último con el mismo "espíritu" 
de las estructuras obten.idas con el algoritmo de LS. Las propiedades Ill.encionadas anteriormente se 
interpretan en el contexto de la formación de rnonocapas coloidales adsorbidas o confinadas sobre 
superficies planas en 2D, debido a un efecto atractivo neto, como puede ser el conocido potencial 
de extenuación u ot1·0 tipo de interacción atractiva de corto alcance, el potencial de extenuación es 
el potencial efectivo que sienten las partículas coloidales al agregar partículas poliméricas pequeñas 
en el sistema coloidal, (Gast y Russel, 1983). Los resultados obtenidos en este capítulo son de 
gran relevancia debido a las posibles aplicaciones tecnológicas. En la búsqueda de materiales con 
propiedades predeterminadas, frecuentemente es necesaria la producción de arreglos cristalinos o 
arreglos completamente desordenados; nuestras observaciones muestran que el alcance del poten­
cial pude ser utilizado para controlar la forniación de un tipo de arreglo u otro (Huerta et al., 
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2003b), esto último se logra mediante la elección adecuada de las partículas poliméricas agregadas 
al sistema, como se discutirá a continuación. 

4.1 Sistemas Coloidales 

Hace poco más de un siglo que J. H. van't Hoff observó que la pres1on osmótica depende de 
la concentración. de partículas suspendidas en una solución, de la misma manera que la presión 
depende de la densidad de partículas en estado gaseoso. Posteriormente Onsager, notó que la 
analogía hecha por van't Hoff es válida para densidades arbitrarias. Lo cual implica que, cuando 
se alcanza una presión osmótica suficientemente alta en sistemas macrornoléculares en solución, 
pueden ocurrir transiciones de fase a estados correspondientes con los líquidos o sólidos de los 
sistemas atómicos (Frenkel, 2002). El fenómeno descrito anteriormente se presenta en suspensiones 
coloidales, en los sistemas coloidales el co1nportan>iento de fases esta completamente determinado 
por la naturaleza ele las fuerzas que actúan entre sus constituyentes, aun cuando las partículas 
coloidales estén for1nadas por millones de átornos. 

A diferencia de los siste111as atómicos siinples, 1nediante la elección adecuada de las cantidades de 
solvente, soluto y aditivos, en los sistemas coloidales es posible modificar el alcance y la intensidad de 
interacción entre las partículas de dichos sistemas. Por ejemplo, añadiendo polímero no adsorbente 
a un sistema coloidal es posible controlar el alcance y la intensidad del potencial de interacción 
entre sus partículas; ya a que estos últimos están relacionados con el radio de giro y la concentración 
de dicho polímero respectivamente, (I<aplan et al., 1994). 

Figura. 64. Diagrama de jases esquemático, donde se Tnuestra el efecto del alcance de potencial 
en la campana de coexistencia de Jases. También se ilust1Tl el efecto "atractivo" producido por la 

extenuación el polímero entre las partículas coloidales. Tornado de Gast y Russel (1998). 
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Debe mencionarse que si el alcance de las fuerzas que actúan entre las partículas coloidales 
antes mencionadas, es del mismo orden o mayor al diámetro de la partícula, se cumple la ley de 
estados correspondientes propuesta por Van der Waals en 1880, de manera análoga que en los 
sistemas atóntlcos. Esto no es así para todos los sistemas coloidales. En A. P. Gast y W.B. Russel 
(1983) mostraron que conforme se disminuye el alcance del potencial entre las partículas coloidales, 
la campana de coexistencia de fases líquido-vapor disminuye, i.e. el punto crítico se aproxima al 
punto triple, figura 64. La. ca1npana de coexistencia desaparece co1npletamente cuando se llega 
a un alcance del 30% del diámetro de las partículas coloidales, dando lugar a dos fases estables 
·i.e. fluido y sólido. l\1ás aún, si el alcance del potencial se reduce más, hasta llevarlo al orden de 
entre el 5 - 7%, se observa la aparición de una nueva carnpana de coexistencia separando dos fases 
cristalinas isa-estructurales, ver figura 65 (Bolhuis et al., 1994; Tejero et al., 1994). 

Las partículas coloidales se encuentran sujetas al constante movintlento Browniano, producido 
por las fluctuaciones del medio en que están suspendidas, por lo cual en primera aproximación, las 
partículas coloidales pueden ser consideradas corno partículas simples y tratadas de acuerdo con 
las suposiciones de la mecánica estadística (Gast y Russel, 1998). De este modo, la complejidad 
del sistema, cuyas partículas en principio son macroscópicas, puede ser simplificada mediante el 
tratantlento efectivo ele un sistema de un sólo componente. Esta sin1plificación encontrada en los 
sistemas coloidales, ha dado lugar al resurgilniento del interés en los modelos de coraza dura, no 
sólo por la importancia de sus aplicaciones, si no tan1bién por sus valiosas aportaciones a la ciencia 
básica. 
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Figura 65. Diag-ramas de fa.se obtenidos rnediante el rnétodo de funcionales de la densidad para 
diferentes alcances de un potencial que representa a la interacción entre partículas coloidales. De 
izquierda a derecha se disminuye el alcance de dicho potencial. Las regiones en blanco indican las 
fa.ses de equilibrio y las sombreadas las coe:I:istencia de fases metaestables. En a) se observan tres 
fases estables i.e. vapor, líquido y sólido cristalino, con un punto critico y un punto triple; en b) 

sólo se observan dos fa.ses estables, i.e. fluido y sólido cristalino; finalmente c) se observan 
nuevamente tres fases en equilibrio, i.e. una de fluido y dos de sólido cristalino, con un p·unto 

crítico y un punto triple. Tornado de Tejero et al., ( 1994). 

La dependencia del alcance del potencial atractivo producido entre las partículas coloidales 
descrito anteriorn1ente, ha sido estudiada desde muy diversos puntos de vista. Basándose en el 
principio de má..xi1na entropía, en el apéndice B se presenta una representación c~alitativa, pero que 
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es de.utilidad para el desarrollo de tnodelos simples de asociación que son de interés para la presente 
tesis. Una manera de interpretar las fuertes correlaciones atractivas observadas en las partículas 
coloidales cuando se agrega al sistema el polímero no adsorbente es la siguiente: al considerar un 
sistema de volumen V compuesto de partículas de coraza dura con dos diferentes diámetros i.e. 
dL > ds, figura 66, es posible relacionar cualitativamente el diámetro de las partículas duras con 
las partículas coloidales y con el radio de giro del polímero respectivamente. 

"º/------, ' . . . 
' ' '· : ·.. ,~ ..... _____ ...... 

( b > v--------,º--------, ( {. ) 
.... _____ .. ,, .. ,.,. _____ ,,..,' 

{ª.O),--------.. ' . ' . ' ' 
1 ) 

....... ___ ...... ,' 

re-,;)------... ::::=.-:.:::- --- -----: 
i / "\,._ ¡ 
L _______ J ~ '~------ . 

Figura 66. Esquema que muestra a) el voZ.umen excluido de una partícula de diámetro ds en una 
de diámetro dL; b) el aumento del volumen disponible para una partícula de diámetro ds cuando 
el volumen excl·uido se traslapa; c} el traslape con el volumen excluido de las paredes. Tornado de 

Kaplan (1994). 

En nuestro sistema, podemos observar que el centro de masa de la partícula pequeña no puede 
penetrar más allá de una distancia ds/2 de la superficie de la partícula grande, de tal manera que 
hay una región de volun1en excluido que rodea a las esferas grandes. Cuando las partículas grandes 
se aproximan entre ellas a una distancia menor que ds, los volúmenes excluidos que rodean a dichas 
partículas se traslapan, con10 se 1nuestra en la figura 66, así que el volumen libre de las partículas 
pequeñas se incre1nenta y con10 consecuencia de ello también su entropía. Un efecto semejante 
ocurre con el traslape del volumen excluido de las paredes del contenedor, lo cual en ocasiones 
favorece la formación de capas monomoleculares adsorbidas sobre la superficies y es de interés en 
el estudio de sistemas inhomogéneos (Huerta et al., 2000). 

Algunos resultados experimentales y teóricos sugieren que alcances menores a un tercio del 
diámetro de las partículas coloidales producen la desaparición de la fase líquida. Con objeto de 
entender el comportantlento del diagrama de fases ele un sistema coloidal, P. Bolhuis, M. Hagen y 
D. Frenkel (1994), usaron un pozo cuadrado sobrepuesto al modelo de coraza dura como primera 
aproximación para modelar el efecto neto atractivo, de corto alcance, entre las partículas coloidales 
en 2D y 3D, dicho potencial se define como: 

u(r) oo,r<l, 

-E 1 1 $ T < 1 + {j 1 

O,r;:::;l+c5, 
(4.1) 

donde E denota la profundidad del pozo atractivo y l5 su anchura, i.e., un anillo que caracteriza 
el efecto atractivo sobre una coraza dura, recordando que u= l. En la figura 67, se muestran los 
diagramas de fase encontrados por dichos autores. 
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Figura 67. Diagramas de fase para los -modelos con coraza dura en a) 2D y b) 3D {derecha). El 
alcance ti del potencial en unidades de u, de derecha a izquierda es 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06 

y 0.07. Tomado de Bolhuis et al. {1994). 

En los diagrrunas de fase se observa un transición de primer orden, de un sólido cristalino denso 
a uno·más.expandido pero con la rrtlsma estructura, lo anterior debido a la presencia del potencial 
atractivo -de corto .alcance. Como se ha mencionado anteriormente, esta transición es análoga 
a la transición líquido-vapor de sistemas con potenciales de largo alcance, pero en densidades 
correspondientes al estado sólido cristalino. Podemos observar también, se encuentra una sola 
fase de fluido, de manera análoga a los modelos de coraza dura. Una pregunta que surge de este 
análisis es: ¿qué tan diferentes son estos fluidos "repulsivos" (sin a:ñadir polímero) y "atractivos" 
(añadiendo un polímero corto), en equilibrio? En principio la respuesta a esta pregunta puede dar 
una clave para entender más de cerca el proceso y la facilidad con que se forman vidrios o cristales 
coloidales "repulsivos" y "atractivos". 

Una contribución ilnportante hecha por Marcus, Schofield y Rice (1999), mediante el diseño 
de experimentos hechos ex profeso en sistemas confinados en cuasi-2D, es que usando ntlcroscopía 
digital en un sistema coloidal cmnpuesto por partículas de poli-metilmetacrilato, cuya superficie se 
cubrió con un polímero tipo "brocha", observaron un comportanúento heterogéneo en densidades 
altas de fluido, el cual se ha observado también en modelos computacionales usando modelos atrac­
tivos, (Reichhard y Olson, 2003). En dichos experimentos, se reportan desviaciones de la forma 
gaussiana, la cual se espera observar en el movimiento de una partícula colisionando dentro de una 
caja formada por sus priineros vecinos al aproximarse a una fase hexática. El panorama cualitativo 
del movimiento de cada partícula en un fluido simple a bajas densidades, corresponde con una 
débil correlación debido a las colisiones poco frecuentes entre ellas, sin embargo, con el aumento 
en la densidad el comportan1iento mencionado se modifica a causa del incremento en la frecuencia 
de colisiones con sus prin1eros vecinos, como consecuencia los grandes desplazanúentos observados 
a bajas densidades disminuyen conforme se incrementa la densidad, lo anterior da lugar a que el 
reacomodo local de las partículas ocurra vía los movimientos correlacionados de muchas de ellas. 
En sistemas coloidales reales, los movirrtlentos traslacionales de dichas partículas están sujetos a 
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Ja fricción del líquido que las sostiene, por ello se espera que el movin1Íento difusivo difiera del 
observado en un sistema simple. 

A bajas concentraciones coloidales y en pequeños intervalos de tiempo, figura 68, el movin1Íento 
de la partícula coloidal tiene aproximadamente Ja n1Ísma difusividad de una partícula libre suspendi­
da en el mismo líquido (Cuí et al., 2001), sin embargo, en el límite de largos tiempos la difusión 
dis:rn.inuye y depende fuerteinente de la concentración coloidal. La transición entre estos dos com­
portanúentos depende esenciahnentc de interacciones hidrodinámicas y el carácter del n1ovin1iento 
colectivo inducido por dichas interacciones, asi como de las propias interacciones entre las partícu­
las, no obstante, existen observaciones experimentales que sugieren un comportantlento universal 
debido a heterogeneidades producidas en la estructura coloidal obtenida con el incremento de la 
densidad. 

A B ... 

... 

Figura 68. a) Configuración típica de un sistema coloidal a una densidad de 0.01; b} trayectorias 
de las partículas tomadas durante 40 pasos temporales (1920 rn.s, 1 paso temporal =99 rn.s). 

Tomado de Marcus et al. (1999). 

Figura 69. Trayectorias de partículas coloidales obtenidas experimentalmente usando microscopía 
digital, durante 19.9 segundos, para una densidad de 0.64. Tomado de Cui et al. (2001). 
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Una configuración típica para densidades cercanas al punto de congelamiento del sistema en 
cuestión, figura 69, consiste de pequeños dominios bien ordenados rodeados de fronteras desor­
denadas, donde se observa que una partícula presenta pseudo-vibraciones de pequeña amplitud 
dentro de la caja formada por sus vecinos hasta que un dominio de baja densidad se crea en la 
vecindad inmediata, produciendo n1ovirrliento de partículas en las 1·egiones desordenadas que de­
scriben trayectorias semejantes a cuerdas o cadenas. Dichos movimientos producen las desviaciones 
de la forma gaussiana mencionadas anteriormente y son de carácter aparentemente universal, las 
cuales se atribuyen a la existencia de fuertes heterogeneidades estructurales en fluidos de alta densi­
dad, lo anterior es soportado por simulaciones cmnputacionales de líquidos en 2D, realizadas tanto 
con DM clásica como con dinámica de Langevin (Cuí et al., 2001). Una conjetura hecha por Marcus 
y Rice (1997), respecto al tipo de interacción que deben de tener las partículas coloidales para pro­
duch· la dinámica heterogénea, que muestra trayectorias en forma de cadenitas, puede modelarse 
con un potencia] corno el 1nostrado en la figura 70. 

Aun que las 'complicadas interacciones entre las partículas coloidales dificulta el entendimiento 
de sus propiedades terrnodiná1nicas, una observación importante es que en el límite de potenciales 
ele corto alcance, dichas propiedades son cualitativamente equivalentes i.e. no dependen de la forma 
exacta de dicho potencia] (Bolhuis et al.,199•1; Dawson et al., 2002), no obstante, para hacer una 
comparación precisa es necesario recurrir a potenciales más realistas. 

1.06 ria 

Figura 70. Representación esquernáUca del potencial propuesto por Marcus y Rice del sistema 
coloidal que.estudiaron. La contribución atractiva se encuentra entre 1.04 y 1.06a, y es debido a 

las fuertes interacciones del recubrimiento polimérico (tipo brocha} de las partículas coloidales. 
Tomado de Marcus y Rice {1997). 

Actualmente observaciones análogas han sido reportadas para sistemas en 3D. El compor­
tamiento aparentemente universa] de la estructura, debido a su dinámica heterogénea observada, 
ha sido asociado con una posible transición vítrea del sistema (Reichard y Olson et al., 2003), sin 
einbargo, existen fuertes controversias en su interpretación (Cui et al., 2001). 

En la siguiente sección se explora el cornportantlento del parámetro de orden 1/J5, conforme 
se disminuye el alcance del potencial atractivo, esperando que este tipo de información pueda 
relacionarse con los fenómenos discutidos en las partículas coloidales. Para ello haremos abstracción 
de los detalles del potencial de interacción entre partículas coloidales, y siguiendo las ideas de 
Bolhuis et al. (1994) y de Marcus y Rice (1997}, modelaremos cualitativamente dicha interacción 
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como un potencial de pozo atractivo cuadrado que rodea a una disco de coraza dura, para lo cual 
emplearemos los métodos de MC desarrollados en capítulos anteriores. 

4.2 Desorden Inducido por un Potencial Atractivo en Monocapas 

Para iniciar nuestro estudio, se tornaron las configuraciones en la fase del fluido en equilibrio que se 
obtuvieron usando el ensamble GC de nuestro estudio de discos duros anterior. Con objeto de no 
pern:tltir fluctuaciones en la densidad se aplicó el método MC con un ensamble NVT, en una celda 
cuadrada con condiciones periódicas y de tamaño L = 20. El sistema se equilibro por al menos 
2 x 107 y las corridas productivas fueron promediadas sobre al menos 600 configuraciones, cada una 
relajada por 105 iteraciones, cuya tasa de aceptación se controlo entre un 20 y 30%. De manera 
análoga al estudio anterior, se calculó el parámetro de orden 1/Ja, para cada uno de los alcances 
estudiados en un intervalo de densidades cercano al punto de congelación correspondiente a cada 
sistema en equilibrio, con objeto de definir los vecinos geométricos mas cercanos se usó el algoritmo 
de Voronoi. En la figura 71, se muestran los resultados en equilibrio del parámetro de orden '1/Ja 
contra la fracción de volumen e/>, para los modelo de discos duros y de potencial cuadrado en 2D, 
con los alcances del potencial indicados en ]a figura. 
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Figura 71. Parámetro de orden orientacional ..p6 contra la fracción de empacamiento <P 
parar•= 1.5. para ó = 0.3,0.2,0.152,0.1 y 0.05. La figura insertada..p6 contra ó para e/>= 0.697. 

Podernos observar la evolución de 1/J6 conforn1e se disn:tlnuye el alcance de ó = 0.30 a 0.05, 
para una intensidad del potencial atractivo, deternúnada por el parámetro reducido T• = kT/e = 
1.5. Este valor se encuentra por encima de la línea de coexistencia de fases en 2D, ver figura 
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67. Tomando como referencia el parámetro de orden para el modelo de discos duros (..Pf), se 
encuentran tres comportamientos distintos del pará.xnetro de orden para un sistema de pozo de 
potencial (..Pf). El primer comportamiento se encuentra representado por una interacción atractiva 
con alcance 6 = 0.30, que dá un valor de ..Pf mayor que el del modelo de referencia para las 
densidades estudiadas. Este valor es muy alto para densidades cercanas al punto de congelación, 
debe enfatizarse que 1/Jf presenta una magnitud comparable con ..pfi' en la fase cristalina, por lo cual 
se asocia con la formación de un cristal líquido. Con la progresiva reducción del alcance, 6 = 0.20 se 
produce una dis1ninución en ..pl{ para todas las densidades estudiadas. El segundo comportamiento 
se produce para valores cercanos a 8 = 0.15, donde el parámetro de orden orientacional sigue 
prácticamente el nlismo comportamiento que el modelo de coraza dtU"a. Cuando 6 se continua 
reduciendo ( 6 = 0.10 y 0.05 ), se obtienen valores de ..Pf; menores que el correspondiente modelo de 
referencia., En el recuadro insertado en la figura 71, se muestra el comportamiento del parán1etro 
de ordeh :como función del alcance del potencial, manteniendo fijo </> = 0.697, i.e. cercano al 
punto de C::onge]ación del 1nodelo de discos duros. La gráfica muestra que para alcances cercanos 
a un tercio del diámetro de la coraza 6 = 0.30, se presenta un alto grado de orden hexagonal. 
Conforme se reduce el alcance del potencial, se disminuye el orden global del sisteina, y cuando el 
alcance se hace muy corto 6 = 0.05 se pierde prácticamente dicho orden. Debe mencionarse que 
el fluido de coraza dura no corresponde al caso línüte 6 -+ O, pero separa dos comportamientos 
distintos del sistema con pozo de potencial atractivo: uno que prefiere alto orden hexagonal (i.e. 
comportamiento cristalino) y otro que prefiere el desorden ( i. e. comportamiento vítreo). Este punto 
de separación curiosamente coincide con el valor de la región de contacto definida en el capítulo 
anterior. Basándose en estos resultados es posible especular que el valor de la región de contacto, 
separa.estos tipos de comportamientos y el efecto producido sobre los diagramas de fase, i.e. para 
alcances mayores que 6 > 0.15, la campana tiene una tendencia hacia la fase fluida del sistema 
mientras que 6 < 0.15 hacia la fase sólida. 

Hasta el momento se ha estudiado el comportamiento del modelo de pozo atractivo para difer­
entes alcances a la rnisma intensidad del potencial. En la figura 72, se muestra el comportarniento 
de ..Pa contra </> para una temperatura reducida menor ( T* = 1 ) y otra mayor ( T* = 2 .O) que la 
discutida en la figura 71. Al incrementar la temperatura reducida se espera una consecuente aprox­
imación al sistema de coraza dura, i. e. se espera la desaparición gradual del pozo de potencial; en 
la práctica, lo anterior ocurre de dos maneras diferentes: (i) para 6 = 0.30, dicho efecto disminuye 
el valor de ..PG ,lo cual es consistente con la fusión de los dominios ordenados; (ii) para 6 = 0.05 
dicho efecto ocurre de manera inversa incrementando el valor de ..Pa, i.e. el fluido atractivo se 
ordena conforme la temperatura reducida aumenta, en aparente contradicción a la intuición. Hasta 
donde nosotros sabernos, se tenia la idea de que el modelo de pozo de potencial atractivo debía 
presentar mayor orden que un sistema de coraza dura (Weber et al., 1995), sin embargo, nuestras 
observaciones muestran que dicho pozo de potencial atractivo puede inducir desorden en un sistema 
en 2D, para ten1peraturas finitas en la fase de fluido en equilibrio, como se observa en el diagrruna 
de la figura 71. 

Por otra parte, conforme la intensidad atractiva se incrementa para ambos fluidos atractivos, el 
parámetro de orden orientacional se aleja del comportanliento observado en el fluido de referencia: 
para 6 = 0.30 , 1/J6 continua incrementándose, expandiendo suavemente la región con coordinación 
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seis hacia bajas.densidades; ntlentras que para /5 = 0.05, continúa la tendencia a disminuir 1/J6, 
aunque no' de manei·a clara, esto último debido posiblemente, a la ce1·canía con Ja región de estruc­
turas imposibles de·:alcanzar. 

o.a 

0.6 

0.4 

0.2 

o.o+--~-,--~--.-~--...--~-,--~-! 
0.60 0.62 0.64 0.66 0.68 0.70 

Figura 72. Lo rnisrno que en la figura 71, pero para Tº = 1 {línea cortada}, r•· = 1.5 {línea 
sólida} y Tº = 2 {línea punteada). Para 15 = 0.3, 0.152 y 0.05 Fig·ura insertada: Distribución de 

polígonos de Voronoi con 5, 6 y 7 lados. 

El histograma insertado en la figura 72, muestra la fracción de partículas con coordinaciones 
5, 6 y 7 obtenidas con Jos polígonos de Voronoi, para <P = 0.697 y Tº = 1.0, en ambos sistemas. 
Puede observarse claramente una diferencia cualitativa en la coordinación para los fluidos atractivos 
con un alcance mayor ( 6 = 0.3) y menor ( 6 = 0.05) , cuyo punto de separación se encuentra en 
6 = 0.15. Para aJcances mayores, prácticamente todos Jos polígonos formados son hexágonos, i.e., 
casi todas las partículas tienen coordinaciones cercanas a 6 y que Ja cantidad de defectos (i.e. 
partículas que no tienen coordinación seis) es n1uy pequeño. En contraste, para alcances menores 
que el punto de separación, cerca del 30% de las partículas son defectos (corresponden a polígonos 
pentagonales y heptagonales). El fluido de referencia compuesto de partículas de coraza dura y 
el de pozo de potencial con un alcance de 6 = 0.15 se encuentra en medio, y comparten mucha 
similitud con un 20% de partículas correspondientes a defectos. 

En Ja figura 73, se muestra una secuencia de configuraciones obtenidas para las mismas condi­
ciones del párrafo anterior. En ellas se muestra Jos mapas de defectos y las trayectorias individuales 
de las partículas obtenidas durante un pequeño lapso de la simulación. Un análisis de estas estruc­
turas, que confirman las observaciones hechas anteriormente, es que para /5 = 0.30 el sistema esta 
prácticamente libre de defectos mostrando dominios claramente cristalinos, con pocos defectos ais­
lados y correlacionados. Conforme el alcance se disminuye, la estructura de los defectos muestra 
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cadenas para 6 = 0.15, formando fronteras de grano y estructuras mas complicadas para 6 = 0.05. 
Lo observado es resultado del incremento del movimiento de las partículas debido a Wl incremento 
del volumen libre del sistema (Foffi et al., 2002), conforme se disminuye el alcance, no obstante, en 
una primera etapa cuando el alcance se reduce de 6 = 0.30 a 0.15, el movimiento de las partículas 
es preferentemente vibracional dentro de las cajas hexagonales formadas por sus vecinos (esto se 
infiere por el ancho de las manchas y cadenas en las trayectorias de las partículas). Por otra parte 
cuando el alcance se reduce de 6 = 0.15 a 0.05, se observan trazas unidimensionales en forma de ca­
denas y moviinientos colectivos rotacionales, exhibiendo un comportamiento heterogéneo, como los 
observados en los experimentos con partículas coloidales en cuasi-2D y en modelos computacionales 
en 2D, ver la figura 69 (C~ú et al., 2001; Reichhardt y Olson, 2003). Nótese que para6 = 0.15, 
existe también una tendencia a separar regiones con la movilidad de un fluido y la inmovilidad de 
un sólido, que se espera por su cercanía con la región de coexistencia de fases. Por el contrario, en el 
caso de 6 = 0.05, las zonas cristalinas inmóviles se distribuyen aparenten1ente de manera aleatoria. 
Más aún, de nuestro análisis se desprende que el carácter de la transición de solidificación en 2D, 
podría depender también del alcance del potencial, ya que como hemos dicho la transición es de 
pri:qier orden en simulaciones de este tipo (Alder y \,Vainwright, 1962), o puede presentar dos tran­
iiicipnes continuas a través de una fase hcxáticas como en la teoría KTHNY (Binder et al., 2002). 
Cóino puede inferirse de los resultados obtenidos para 6 = 0.30, el alto grado de orden sugiere una 
es'ii-eCha relación con dicha fase hexática, la cual posiblemente favorece una transición continua 
del ti~C: KTHNY. Conforme disminuye el alcance, el sistema se aleja de dicha fase hexática y se 
acentúa el efecto de una transición de primer orden. 

Por otra parte debido a la cercanía del valor que separa los diferentes tipos de orden encon­
trados en estas simulaciones, con la región de contacto, 6 = 0.15, descrita en el capítulo anterior, 
es posible que dicho valor del alcance del pozo atractivo, se encuentre relacionado con el efecto 
cooperativo que conduce la transición de solidificación en un sistema de coraza dura, por medio de 
un auto-empacamiento (o auto-extenuación). Los resultados de las figuras 71 y 72, soportan dicha 
sospecha, ya que ambos modelos uno atractivo con 6 ""' 0.15 y otro puramente repulsivo, en la 
vecindad de la región de coexistencia fluido-sólido, presentan un comportamiento muy semejante, 
independientemente de la temperatura reducida. Si se confirmaran experimentalmente, nuestras 
observación podrían ayudar a entender la naturaleza de los sistemas vítreos ''repulsivos" y "atrac­
tivos" (Frenkcl, 2002; Pham et al., 2002). Es posible especular que el estado vítreo formado por 
coloides "repulsivos" es de la misma naturaleza que el estado vítreo formado por wia mezcla de 
coloides y polímeros con un radio de giro equivalente a 6""' 0.15. Experimentalmente se ha observa­
do que al añadir polímero a un vidrio coloidal que es inicialmente "repulsivo", se produce un efecto 
atractivo neto cuyo alcance es n1enor que 0.150-, e.g. en los experimentos desarrollados por Pham 
et al. (2002) 6 = 0.08, fundiendo la estructura inicial; pero conforme se incrementa la intensidad 
del potencial atractivo (i.e. se agrega mas concentración de polímero), se produce un nuevo estado 
vítreo atractivo, de manera que el sistema es conducido dinánúcamente a la formación de un estado 
equivalente al estado atascado definido para vidrios puramente "repulsivos" (Torquato et al., 2000; 
Frenkel, 2002), pero estabilizado por un efecto "atractivo". 
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Figura 73. Análisis de Vo·ronoi (izquierda} y trayectorias {derecha} obtenidas durante la 
sirr..ulación de JvIC con 1000 iteraciones consecutivas después de la equilibración, con</> = 0.697, 

r• = 1 y con: a) l5 = 0.3, b} l5 = 0.15 c) l5 = 0.05, Los punto sólidos y huecos representan 
polígonos de Voronoi con 5 y 7 lados respectivarnente. 
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Lo anterior nos conduce a pensar en la existencia de un estado de atascantlento, equivalente 
al propuesto por el grupo de Torquato, pero producido por un efecto atractivo en densidades 
correspondientes a la fase del fluido en equilibrio para el modelo de coraza dura; esta observación es 
soportado por el comportamiento de la función de distribución radial que, corno podernos observar 
en la figura 74, presenta un incremento cerca de la pared 2 del pozo de potencial, conforme se 
disminuye el empaquetamiento para 6 = 0.30. No obstante lo anterior, se requiere de un estudio 
n1as detallado para evaluar dicha propuesta. 

--o- t=D.697 
-o-•=0.677 
-A-•=0.648 
-"V"-t=0.628 

8""0.30 

o-t--~~~~..--~~~~..--~~~~.,-

1.0 1.1 1.2 1.3 

Figura 74. Función de distribución radial g(r} para el modelo de pozo de potencial con los 
parámetros indicados en la figura. Figura insertada: esquema en el que se 1"nuestra la posibilidad 

de un estado vareo "repulsivo" inducido por un atascamiento rigido en la pared 1 y un estado 
vítreo "atractivo" inducido atascamiento con la pared 2 .. 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

En la primera parte de la tesis se estudió el comportamiento macroscópico que presentan al­
gunos modelos simples de asociación de partículas. Para la aproximación de equilibrio, estable 
o metaestable, dichos modelos muestran fuertes evidencias, tanto en sus propiedades termodinámi­
cas como estructurales, de que el efecto de la percolación de rigidez induce un comportamiento 
cristalino o vítreo respectiyamente, dependiendo de la "'historia" con la que fueron formados. La 
percolación de estrés y el efecto de auto-organización de rigidez son determinantes en el proceso 
mencionado anteriormente. Las conclusiones n1ás importantes de esta parte de la tesis se enumeran 
a continuación: 

l. Recurriendo a la aproxirnac1on para sistemas que se encuentran en equilibrio metaestable 
(Debenedetti, 1996), se aplicó el método de Métropolis MC para estudiar las propiedades en 
equilibrio estable y metaestable, usando para ello el paso de MC corno parámetro temporal 
con los algoritmos de los ensambles NPT y GC. Simulando una competencia entre el tiempo 
de relajación n1olecular y el tiempo necesario para la cristalización del material, observado en 
experimentos con vidrios, con dichos algoritmos fué posible conducir al modelo de CS a un 
estado metaestable, correspondiente con el líquido sobre-enfriado, el cual se encuentra cerca 
de la percolación de rigidez mostrando evidencias de un comportamiento vítreo del sistema. 

2. A partir de las observaciones anteriores, usando el ensamble GC se desarrolló un algoritmo de 
MC sesgado, el cual se basa en el concepto de auto-organización de rigidez, de tal forma que 
dicho algoritmo evita el estrés del sistema durante el proceso de formación de una estructura, 
que resulta ser amorfa y no presenta transición de cristalización, por lo cual se ha relacionado 
estrechamente con la transición vítrea del sistema. 

3. Con ayuda de los algoritmos mencionados en el punto anterior, se pudo introducir el concepto 
de temperatura en la teoría de la rigidez, para ello fué necesario hacer una separación entre 
las constricciones debidas a efectos energéticos y a efectos entrópicos. Estos resultados se 
públicaron en (Huerta y Naumis, 2002a; 2002b). 
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4. De las observaciones anteriores 1 se desprende que de manera análoga al éxito que han tenido 
los modelos de coraza dura en la representación de las propiedades de líquidos simples, el 
estuclio de los modelos asociativos pueden ayudar en el entenclimiento de la transición vítrea 
vía la percolación de rigidez. Estudios tales perntltirán evaluar las propiedades dinámicas de 
sistemas más realistas. Esto deberá hacerse a través del comportamiento encontrado con la 
ecuación de VTF o Arrehnius conforme se aproxima la percolación de rigidez, sin embargo, 
esto requiere de mayor dedicación y se espera 1·ealizar en futuros estudios. Se pretende también 
que estas ideas se generalicen a sisternas en 3D. 

En el conteo de constricciones, es dificil predecir cuales son las diferencias entre una simple 
restricción de movimiento y una constricción energética y/o ent1·ópica1 que disminuya los grados de 
libertad. Lo anterior motivó el estuclio del modelo de CS, en el línúte en el cual las interacciones son 
conducidas únicamente por efectos en trópicos, i. e. el modelo de coraza dura. Se pudo observar que 
la percolación de rigidez juega un papel fundamental en el efecto macroscópico de la solidificación 
del sistenm. A partir de lo anterior, en esta segunda parte de la tesis se obtienen las siguientes 
conclusiones: 

l. Basándose en la existencia de constricciones que no tienen interacción energética se propuso 
un parámetro geométrico, el cual se define como la región de contacto, este último ayuda a 
estucliar las transiciones de fase conducidas por efectos únicamente entrópicos, esto fué pub­
licado en (Huerta y Naumis, 2003a). 

2. Usando la región de contacto, es posible relacionar a la teoría de la rigidez con la formación 
de estados rígidos por atascamiento, los cuales fueron propuestos por el grupo de Torquato 
(2000), cuya definición se hace a través del estudio de parámetros de orden. 

3. Haciendo una comparación cualitativa de las observaciones hechas en un sistema de discos 
duros, con la región intermedia propuesta en la teoría de la rigidez, se deduce que el efecto 
macroscópico de una región de coexistencia de fases corresponde con dicha región intermedia, 
esto último en un escenario donde la transición de fase es de primer orden. 

4. Con objeto de esclarecer un poco el panorama entre los diferentes escenarios propuestos para 
una transición de solidificación en un sistema de discos duros, es necesario realizar un análisis 
de sisterna finito en futuros estudios, en donde se involucre el papel de la región de contacto 
que ha sido propuesta en esta tesis. Lo anterior, con objeto de interpretar el comportamiento 
del sistema confonne se acerca al límite termodinántlco. Por otra parte, con respecto a la 
generalización de la región de contacto a 3D, en estudios preliminares que hemos realizado 
se observa una diferencia sustancial de lo que hemos presentado para 2D. Por lo cual este 
punto es un reto que también se debe aclarar en futuros estudios. 
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El uso de diferentes algoritmos para producir empaquetamiento de partículas de coraza dura, 
producen diferentes grados de ordenamiento, en particular con los algoritmos secuenciales en 2D, 
es posible producir estructuras muy desordenadas {Kansal et al., 2000), sin embargo estas últimas 
son inestables por la forma en que han sido construidas. La observación antes mencionada sugiere 
que mediante potenciales de muy corto alcance sea posible producir estructuras con mayor grado 
de estabilidad y de desorden, para así tratar de conducir al sistema a un estado rígido por un 
atascamiento dinámico. En esta última parte de la tesis, se hacen las siguientes conclusiones: 

l. Con la introducción de un potencial atractivo de corto alcance, el cual se ha superpuesto 
al modelo de coraza dura, es posible generar estructuras con muy alto grado de desorden 
orientacional o muy alto grado de orden de este mismo, rnediante la elección del alcance 
apropiado. La división entre un tipo de comportamiento u otro, coincide con la definición 
de la región de contacto antes mencionada. Lo anterior, posiblemente se explique por la 
formación de Jos dos tipos generales de en1pacamiento aleatorio i. e. los obtenidos con los 
algoritmos concurrentes y secuenciales (Lubachevsky y Stillinger, 1990;1991). 

2. Un resultado importante es el diferente comportamiento del parámetro de orden orientacional 
en equilibrio, el cual se encontró con diferentes alcances del potencial para valores mayores 
y menores que la región de contacto. Esto puede ser de gran útilidad para la producción 
de monocapas coloidales con diferentes propiedades estructurales. Estos resultados serán 
publicados en breve {Huerta et al., 2003b). 

3. Otro resultado importante es la observación del comportamiento heterogéneo reportado en 
experimentos en cuasi-2D, el cual se cree que es de carácter universal para potenciales de 
corto alcance y se relaciona frecuentemente con el comportanúento vítreo de las estructuras 
en 2D. 

4. La formación de una estructura rígida por atascamiento, debe ser caracterizada mediante otro 
tipo de métodos que pernútan el cálculo de propiedades dinámicas y de efectos hidrodinámicos, 
con objeto de tener un panorama más realista del problema en cuestión. 

De manera general, un concepto muy útil que nos ha permitido caracterizar las diferentes 
estructuras observadas en los modelos que estudiamos es el paisaje de energía potencial, el cual se 
debe continuar estudiando en futuras aplicaciones de la teoría de la rigidez y del estado rígido por 
atascantlento. 
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Apéndice A 

Modelos de 

A.1 Analogía con el modelo de CS 

Considerando el hamiltoniano en 2D de una mezcla de partículas de diferente tipo (A y B), las 
cuales pueden interactuar a primeros vecinos, 

H 

donde los parámetros U.AA• UBB y UAB representan la intensidad de la atracción entre partículas del 
mismo y de diferente tipo, nf es el número de ocupación que puede tomar valores O (desocupado) 
y 1 (ocupado). De aquí es posible calcular la energía de las fases cristalinas puras y mezcladas para 
una red cuadrada, representada en la figura lA, las cuales son 

-2UAA-µA, 

-2UBB-µB, 

-2UAB - µ
2
A - µ: · 

+++ 
Figura l.A. Esquerna de una red cuadrada que rnuestra diferentes ocupaciones de sus sitios, en 

las fases puras y Tnezcladas. 
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Cuando la energíade la fase pura es igual que Ja de Ja mezcla, i.e. EA = EA a y Ea = EAa, de 
donde se obtiei:i•>'.qué 

.,. 
. . 41LAA - 4uAa • 

4uaa - 4uAB· 

El estado .base ,;e puede calcular cuando EA = Ea = EA a = O. Dicho estado tiene dos posibilidades, 
Ja obtenciófrde lina· fase condensada, cuyos números de ocupación en Ja red sean diferentes de cero, 
en la cual . 

-21LAA, 

-2uaB. 

-41LAB, 

por otra parte, el mis1no estado base se puede encontrar cuando no hay partículas en el sistema, 
representado una fase gaseosa. Con esto en mente, usando las últin1as cinco ecuaciones, que sólo 
dependen de la intensidad de las interacciones entre las partículas y de la red, en este caso cuadrada, 
es posible delimitar el comportamiento de fases para el estado base, i.e. las fronteras de las fases 
gaseosas, cristalinas puras y mezcladas en un diagrama de potenciales quítnicos µA vs. µa. 

Para fijar ideas en Ja figura 2A se muestra dos diferentes situaciones: (i) suponiendo que no hay 
interacciones entre las partículas i.e. UAA = uaa = uAa =O, donde podemos observar que sólo se 
presentan tres fases puras; gas, cristal A y cristal B; (ii) fijando una interacción entre partículas 
de diferente tipo, i.e. UAA = uaa =O, tLAa = 1, donde en medio de las fases cristalinas anteriores 
aparece una región que mezcla ambos tipos de partículas. De manera general podemos observar 
que cuando 'lLAB > u"' 4 1iuªa, se presenta una región AB. 

... 
Figura 2A. Estado base que rn·uestra las diferentes fases obtenidas para los parámetros del 

harriitoniano, uAA = uaa = uAa = O {izquierda} y 1LAA = uaa =O, uAa = 1 {derecha}. 
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A.2. MODELO DE BIROLI-MEZARD 

CRISTAL A 

GAS 

...... 

.···· 

2 

.. ······ 
.. ·· 

-----
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Figura 3A: Lo mismo que en la figura anterior para UAA = UBB = -1, UAB =l. 

Una situación que puede considerarse como una analogía del modelo de es, debido al efecto 
de repulsividad entre partículas del mismo tipo e intensidad atractiva entre partículas de diferente 
tipo, ocurre cuando UAA = UBB = -1, UAB = l. En la figura 3B se muestra el diagz·ama de fases 
para el estado base, correspondiente con dichos paráinetros, donde poden1os observar un notable 
incremento del fase cristalina de la mezcla. Con esta información cualitativa, poden1os tener una 
idea acerca de en cuales potenciales qufmicos podemos usar para encontrar una fase cristalina en 
el modelo de CS, partiendo de una fase de fluido ya conocida (Huerta et al., 1999). 

Por otra parte, cabe resaltar que en sistemas de reja no genéricos, la percolación de conectividad 
coincide con la percolación de rigidez (Thorpe y Chubynsky, 2000b), por lo cual por el momento el 
sistema de reja no es de nuestro interés. 

A.2 Modelo de Biroli-Mezard 

Desde el punto de vista termodinámico, los modelos de vidrios de espín y de reja han mostrado 
muchos resultados interesantes, quizá la manera más simplificada para estudiar cualitativamente 
las propiedades de los vidrios sea usando ese tipo de modelos, no obstante, los modelos de reja 
no son útiles para el propósito que se plantea en la presente tesis. Prácticamente de manera 
simultánea con nuestro desarrollo, Biroli y lVlézard (2002) propusieron un modelo de vidrio de reja, 
el cual estudiaron Inediante el método de IVIe, usando cada iteración del algoritmo como parámetro 
temporal. Dicho modelo fué inspirado en el concepto de frustración geométrica y presenta un 
desorden sustitucional. Desde este punto de vista, ellos obtienen una transición vítrea usando 
dichos modelos, como puede verse en la figura 4B. Una observación hecha en este tipo de sistemas 
es que la existencia de una fase vítrea metaestable, no depende de la dinámica local utilizada, 
refiriéndose al tipo de ensamble que utilizaron canónico y gran canónico, sino del tiempo necesario 
para la nucleación del cristal. De manera análoga a los resultados que presentamos en la sección 
2.2.2, usando un ensainble gran canónico es posible alcazar el equilibrio en el modelo de es, de la 
1nisma manera que en el modelo de reja de Biroli y lVlézard (BM), El modelo de BIVI se define de 
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tal manera que cada punto de la 1·eja pueda tomar valores de ocupación O ó 1, estas ocupaciones 
están sujetas a una constricción de densidad, i.e. una partícula sólo puede tener vecinos l, donde l 
es menor o igual que la coordinación máxima de la reja. Una posible intei·pretación de este modelo 
es la aproximación de grano grueso ( coarse grained), de un sistema esferas con coraza dura en el 
cual se toma encuentra el efecto de la frustración geométrica. Un sitio de la red caracteriza la 
densidad local de las esferas en un espacio subdividido por celdas uniformes, el valor de ocupación 
1 representa un arreglo local de esferas muy denso en la celda (como sucede en un empacanliento 
icosaedral en 3D) y el valor de ocupación O corresponde a un arreglo menos denso, de tal manera 
que la constricción de densidad contiene a la frustración geométrica que implica que no es posible 
ajustar las estructuras de alta densidad icosaedral para llenar el espacio en 3D. Es irnportante 
hacer notar que a diferencia de otros 111odelos de rejilla, el modelo de BI\11 presenta una transición 
de fase conducida por un efecto diná1nico hacia un estado metaestable cuyo valor no depende de 
la dinámica local empleada, sino de la competencia entre los tiempos necesarios para alcanzar 
el equilibrio estable de un estado cristalino o un equilibrio 1netaestable, correspondiente con la 
vitrificación del material. 

2.45 

2.25 

2.05 

1.85 

1.65 

Figura 4A. Inverso de la denS'idad como función del potencial químico para el modelo de vidrio 
de rejilla propuesto por Mézard. Los círculos fueron obtenidos de una simulación canónica con 
103 iteraciones de MC. Los triángulos, c·uadros y diamantes se obtuvieron con un ensamble GC 
con 103 ,3X103 ,105 iteraciones de MC, en el último caso se observa una transición hacia un 

estado cristalino. Tomado de (Biroli y Mézard, 2002). 
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Apéndice B 

Atracción producida por un efecto 
entrópico 

En la discusión de la figura 66, sección 4.1, se propuso que un efecto entrópico puede ser al causante 
de dicho efecto, de n1anera general, la entropía de un sistema binario depende de la cantidad de 
partículas grandes (NL), pequeñas (Ns), del volumen libre (Vf) y de la temperatura (T), i.e. 

Obviamente si una porción de las esferas grandes se empaca la cantidad de partículas gi·andes 
aisladas disntlnuye, aumentando el volumen libre de las esferas pequeiias. Manteniendo constante 
la temperatura, una variación de la entropía puede escribirse de la siguiente manera 

donde hemos supuesto que Ns constante, de tal manera que las partículas pequeiias no se em­
paquen y que bajo estas condiciones, las partículas grandes puedan o no empacarse. De acuerdo 
con la segunda ley de la termodinámica, el sisten1a evolucionará de modo tal que su entropía sea 
max1ma. Podemos ver que si el térnúno que está entre paréntesis es mayor que cero, el térmi­
no dontlnante es 8S/8NL debido a que (8Vf/8NL) < O, por lo cual no se espera ningún efecto 
atractivo entre las partículas grandes. Por otra parte, si el térlllino entre paréntesis es menor que 
cero, (8S/8Vf)(8Vf/8NL) será dominante y por ende se incrementa la correlación entre partículas 
grandes. Un caso crítico ocurre cuando 15S/15NL =O, de tal manera que para un nÚIIlero fijo de 
Ns, existe un valor crítico de NL a partir del cual se pierde el efecto atractivo entre las partículas 
grandes. Con objeto de asegurar la atracción entre las partículas grandes se toma la aproximación 
en donde Ns>> NL. 

Aunque la discusión anterior es muy cualitativa, es útil para entender el efecto atractivo pro­
ducido en mezclas de partículas coloidales y partículas poliméricas (Kaplan et al., 1994). 
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_Apéndice C 

Reláción con una trasición del tipo 
Krr"'HNY 

En la presente sección se discuten algunas implicaciones geométricas que tiene la región de contac­
to y que concuerdan con una transición continua del tipo KTHNY. Un método muy interesante 
para restringir al sistema dentro de una topología pseudo-cristalina fué desarrollado por Sengupta, 
Nielaba y Binder (2000). Con dicho método se pretende simular un sistema infinito el cual se cree 
que puede presentar una transición del tipo KTHNY, en el modelo de discos duros. Analogan>ente a 
nuestro método, descrito en la sección 2.3 (Huerta y Naumis, 2002b), aunque de manera contraria, 
el método de Sengupta et al. consiste en rechazar movinúentos que produzcan defectos, i. e. celdas 
de Voronoi cuyos lados sean diferentes de 6, de tal manera que la topología de la red siempre es 
triangular. Una cantidad relevante en estos cálculos es el porcentaje de configuraciones rechazadas, 
la cual se presenta en la tabla 1 B. 

En la figura lB, se mm¡stra una red triangular cuya celda unitaria es generada usando los 
vectores a1 y a 2 . El empacamiento máximo (El.VI) del sistema se muestra en la parte a) de la figura, 
i.e. cuando la magnitud de dichos vectores a1 = a2 =u. La densidad del sistema puede calcularse 
corno el inverso de A =a1 xa2, debido a que la celda unitaria encierra sólo una partícula, de tal 

manera que la densidad de ernpacanüento máximo es PEI>I = (-"?u2)-l :::,, L1547cr2. Podemos 
observar que si la magnitud de los vectores de la celda unitaria se incrementa, la probabilidad de 
obtener partículas con coordinación diferente de 6 se incrementa también, de tal manera que la 
magnitud del vector a. es 

La explicación geo1nétrica de la forn1ación de partículas con 7 lados descrita a través de la región 
de contacto, coincide aproximadamente con los cálculos obtenidos por dichos autores, debido a que 
el porcentaje de configuraciones rechazadas, aparentemente diverge conforme la magnitud del vector 
a. se aproxin1a al valor de la región de contacto, a partir de la cual los autores no reportan datos 
debido a la aparición de la fase fluida y la aparente divergencia en la aceptación de configuraciones 
después de esta región. 
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106 APÉNDICE C. RELACIÓN CON UNA TRASICIÓN DEL TIPO KTHNY 

p Rechazos magnitud del vector a 
1.150 0.000 1.002 
1.100 0.000 1.025 
1.080 0.000 1.034 
1.060 0.000 1.044 
1.040 0.000 1.054 
1.020 0.000 1.064 
1.000 0.009 1.075 
0.990 0.°'11 1.080 
0.980 0.137 1.085 
0.970 0.370 1.091 
0.960 0.901 1.097 
0.950 1.855 1.102 
0.940 3.432 1.108 
0.935 4.643 1.111 
0.930 5.967 1.114 
0.925 7.513 1.117 
0.920 9.532 1.120 
0.915 11.706 1.123 
0.910 14.469 1.126 
0.905 17.386 1.130 
0.900 20.358 1.133 
0.880 36.823 1.145 

Tabla 1B. Resultados obtenidos por Sengupta, Nielaba y Binder (2000}, para una transición del 
tipo J~THNY, en donde hemos insertado una columna con la magnitud del vector a 

correspondiente a cada densidad. 

•, 

a) 

Figura 1B. Red triangular generada por dos valores diferentes de los vectores que representa la 
celda unitaria de la red triangular. Como podernos observar la densidad disminuye conforme se 

aumenta la magnitud a= la1I = la2!. 
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Communica1.:d by J. Flouquet 

Abstrau:I 

t.:sing Monte Cario simulations in a binary associative fluid. we study lhe effects ofconnectivity on 1he ¡;lass transition. The 
rcsults show thnt this transition occurs ncar the rigidity transition, whcn lhe numbcr of @;COmctrkal constraints due to bonding 
and cxcludcd volumc in n givcn tcmpcrnturc ofthc simulntian, is: cqnnl ta lhc d~grccs offrccdam nvnilnhlc In lhc conflgumtional 
space, These results are interpreted within lhe energy landscape paradigm. \Ve al:;:o show that the average coordination number 
is n good parnmeter lo describe many tbcrmodynamical prop:rties of lite: glass formatiou. CO 2UU2 Published by Elscvicr Scicncc 
B.V. 

PACS: 64.70.Pf: 6.i.60.·l: 05.70..ti. 

Glnss transition (GT) is a process whcrc an amor· 
phous so lid is fonncd by supcrcooling a mclt, and re· 
n1ains as one ofthc lnost fascinating problcms in solid 
sbtc [1]. Not ali 1naterials are able to fonn glassc:s, 
and many scmi·empidcaJ criteria have heen proposed 
in order to explain the nhilit)' of n material to reach 
the glnssy stnte [2J. beca use thcre nre many factors in· 
volved in thc proccss. Of thcsc. onc import...·mt is thc 
spccd of cooling. A slow spccd mcans that the system 
has time to explore differcnt states ofthe phasc spacc 
and a glass cannot be fonncd. sincc thc crystal has a 
lower free eocrgy. To f"orm a gla~. thc mdt must be 
coolcd füst enough. Tbe GT ii; not considc:rcd as a true: 

• t.'01Tc,pondmg ;.nalhor" 
1;.·-111,;,i/ ad..Jn~J.:S. ruu1111s.~':}JCn1~.ihs.11;a.:u.unam.nu. 

(C.C. SaumbJ. 

phasc transition. although there are jumps in thc spc­
cific beat or in the thcnnal cxpansion cocfficicnt [3]. 

A lot of attcotion has bc:en givcn to thc problcn1 
of finding tbc: physical amJ chc:rnical factors tbat de· 
termine tbe tcmpcrature wherc it occurs. called GT 
ternpcrature (T¡¡). /\mong these fnctors. the chemi. 
cnl composition is fundamental. Chalcogcnidc glasses 
( formcd with clcmcnts of thc VI column) are a bcoch­
mark test for understanding tbe cffects of thc chcm­
ical composition [ 4). For cxamplc. Ta can be raiscd 
or lowered by adding impurities. and lhc fragility of 
thc: glass can b.: changed from strong lo fraeilc [S]. 
For thc::.a: chan,ses. a mc:thod basc:d on Uu: statistics of 
ag:g:lomc:r.uiun (6.7J succc:c:tlc:d in obtaining lhc: empir· 
ical modified Crihhs DiMarzin law that nccounts for 
the rclation bc:tween T11 ond the concenlrdtion ofmod­
ificrs [8]. Tbe melhod predicts the charnc1eristic con­
stanl lhat appcars in thc law for alrnost any chaJco-

OJ75-9601/02iS - sce fron1 matter O 2002 Publlshed by Elsei.icr Sc:ienc:~ B.V. 
ru: soJ75-9601co2>00~19-4 
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gcnide glass (9]. and givcs a topological explanation 
to the phenomcna. 

In all of thcse problems. the rigidity thcory in­
troduced first by Phillips [ 10] and further rcfined by 
Thorpe (11] has a rundamc:ntal rule. By considcr­
ing thc: covalc:nt hnnding as a rnc:chanical cnnstraint. 
within this theory. the case of ghlss íonnation is rc­
lated with the proportion of avnilablc degrec:s of free­
dom and the number ofconstraints. When thc glass has 
nn average ntom coordinution ( (r)) bclo\V 2.4 in thrcc 
dimcnsions (30). there are zcro frcqucncy vibrn.tional 
modes called floppy [12]. Although this theory has 
bcen very successful in explaining qualitative featurcs 
of GT. and many experiments confinned thc validity 
of the theory [ 13]. not so tnuch effort has beco done 
to h:st tht: thcory in a q1umtitativc: way. More n:cc:ntly. 
it has been proposcd tlmt the nu1nbcr of floppy 1nodcs 
is related v..·ith the statistics of thc: phase space Jand· 
scupc [ 14]. sincc thc numbcr of floppy modcs is cqual 
to the numbcr of diffcrcnt contigurutions of thc sys­
tcms with ncarly cqual minitnul cncrgics. From this. 
a free energy is dcfincd, and many thermodynami­
cal properties can be calculated. Using this approach. 
tbe jump in spccific heat during GT for the glass 
As,.Ge ... Se1 _.. y has becn obrained as a function of x 
and v without using any frt:c pantmt!ler[ 14]. Howc:vcr, 
!'till it Í!' lll1t clearhow rigidity affc:cts Tg. i.e .• ifa rigid­
ity transition has an cffect in a glass transition (15]. 
nlthough thesc cffccts are no\V slowly emcrging frotn 
cx.pcrimcnts. as in thc case ofthc Gc-S-1 systcm [ l 6]. 
and the Si-Se binnry glass (4]. In this Letter. ·we ad­
dress this qucstion by perfonning Monte Cario (MC) 
simulations for a binary associative modet. which al­
lows to explore the role ofconnectivity in the GT. 

As starting point, we choose the Cummings-Stell 
mm.Id uf~ two componcnt S)'~lc:m (A and R) uf 
associating disks in 20. ali of the same size [17.18]. 
\Ve restrict our attc:ntion to the case wherc the numbcr 
densitv of each component is the same, i.e .• PA = 
PR = ~ O.Sp whcrc p is thc total numbcr dcnsity. 
The particles intcract viu u potential pennitting core 
inlt:rpenctration oflhc .,.\ and B monomerdiscs. so that 
thc bond length L is less than the core diameter cr. 
Without loss of generality ""'e assume a = t. The 
intt:ractions are givt:n as follows: 

Cl;j(r) = U]'_/(r) + (1 -8;¡)L'as(r). 

PCF-IFUNAJlvl 2003 

uhd (r) - uhd (r) - { oo. r < l. 
AA - BB - 0, r >l. 

{ 

oo r < 1~ - O.Sw. 
U~'},(r) = U~~(r) = D: L -0.Sw <.r <l. 

O. r > J. 

{ 

O. r < L - 0.5w. 
Uas(r) = -eH-D• L-0.Sw < r < L+O.Sw. 

O. r > L +0.Sw. 

·where i nnd j stand far the species of the pnrticles 
and take values A and B, r is the separation bctwt:en 
centers. L is the bonding distance and w is the widtb 
of the attractive intracore squarc well. The model 
allows the f'onnation ofdimer species for small values 
of lhc bonding length parameter, lhe forrnHtion of 
chains, ifthc honding lcngth is !'lightly largcr. and also 
the vulcanization with fixcd 1naximum coordination 
numbcr for different bonding lcngth values closc to 
thc diamctcr of parliclcs. as shown in Fig. 1. In ordcr 
to be nble to fix a maximum coordination number in 
cach sirnulntion • wc take D -+ oo as was done beíore 
in othcr works ( 18.19). This choice has the effect that 
unlike particlcs avoid bond-1engths betwccn L + O.Sw 
and 1, and thus coordinations higher than a desired 
maximum are not allowed. Numerically. this condition 
tnt:ans that in the MC simulations, we nevc:r consider 
bond di.stances in thc: previous range. 

"º ' a) . -----
'' A<0 w-::-
~1 

a 
·Pe_ e 

' b) 
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Fig. l. Sch.emutic rcpr.escnt3tion ofthc Cumminss Stcft"--~==:=::-::-~:--::O"::"'.'.:'"""--"'"\ 
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Fig. 2. Cha.ngc oíthc "ºJume as a (unction ofthc :scnled temperaturc. 
The ~ymbub ~pe...:iliecJ in tite: h:~end curn:'.!lopu1u.J lu 1.hOC:n=m c:uulin~ 
rates (JUOUU and 50000 MC-stepi;) of n model with mm,imum 
coordi11atio11 threc (cpx.3). 

To study tbe rnodcl we have applied the Metropolis 
Monte Cario sampling technique in lhe isobaric­
isothennal ens~ble (NPT). Sume minor changes 
in the scherne of the tvlC prncedure was applied 
comparing \.vith pn:vious works [ 18). Thc first consists 
in pc:nnitting the variation in the lcngth of the unit 
cc:ll in x and y directions in ordc:r to givc the 
oppol"tunity to acccss configurations neur e lose pucked 
structures. The sccond is to pennit a quite long 
thermal equilibrium kceping thc volumc fixed (NVT 
ensemble) between successivc changes of volume of 
the usual NPT procedure. Using thc Monte Cario stcp 
of the NPT cycle as a time pararnerer (20], we try 
to n:pru<luce in a qualitative '\Vay thc t:ffcct of the 
experinu:ntal cooHng rate at constant pressure that 
allows the possibility of visiting thc configur .• ltional 
spacc accessiblc in the short time in which is it cooled. 
Starting frorn a fluid tcrnpcraturc configuration~ wc 
grudually slowed down the tcmper-aturc cvcry certain 
l'vtC steps ofthc NPT procedure for a fixed NVT steps 
pn:viousty dctennincd. 

In Fig. 2, we show the volume of thc systt.:m as a 
function of thc sc<.1led tempcrature (T• = kT /Eas) for 
the porenthtl condition that allows maximum coordi­
natil">ll thrc:c (cpx.3). We can observe that for differcnt 
cooling r-ates. there is a cbaracteristic inflexion that is a 

10 !\ ~~"' 8 -cpx4 

~A 6 

~--~ 
~ 

4 

2 

0.30 0.35 º·'º D.45 o.so 
T 

Fig. 3. Energ)' tluc1Wltions ugains.t reduc~ lcmperature for the two 
moJcb. Jc~cribcJ in lhc Lt:Al. 

fcntur-c of a GT. To check if this is a GT. wc havc cnl­
culated thc energy fluctuations (which give the mnio 
contribution to the spccific heat in the NPT ensemble 
under thcse conditions) against T•., as sbown in Fig. 3. 
As can be seen, these ftuctuations havc also jump in 
the same vatues of r•. In Fig. S(b). we show a plot of 
the fluctuations as a function ofthe average coordina­
tion llmL wc will tlt:fint: laler, 1he lc:mperature rc:gion 
whc:re the jurnp occur-s corn:spomls to that obsc:rvc:d at 
thc change of slopcs in fig. 2. Furthennorc. by using 
thc radial distribution function and a dircct inspection 
of the rcsulting structurc:s. we have verified that the 
high density phase is a glass and not a crystal. Thus. 
the inHexion that appears in Fig. 2 can be associatcd 
'\vitha GT. 

In arder to Wlderstand the relationship between the 
connectivity ofthe system with sorne thcnnodynami­
cal propcrlic:s. in Fig. 4 wt: plol lhe volume as a func­
tion ofthc:: avc:rngt: coordination numbc:r. dc:finc:d as 

(r)=Lrx,.. 

'\Vhere r is the coordination and .x, is the fractioo 
of particles lhat are bonded. Thcse proportions are 
functions of the tenlper.nurc. since each new bond 
that is fonncd changes the ener-gy by a fiJted amount. 
As a consequence. is clear 1ha1 the tolal energy is 
proportiL1nal lo tite nuruher of boadc; formed in each 
stcp ofthe agglomeration proccss that occurs whcn tbe 
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temperature is lowered. and thus is also proportional 
to the average coordination number. From Fig. 4, 
we observe that for all cooling ratt:s. the volurne 
follows an isocoordination rule~ in thc: scnsc that 
is n universal function of (r) for diffcrcnt cooling 
rates. Furthennore. frorn Fig. ·4 is clcar that therc is 
a change of regitne in tht: behavior of the vnlume. 
The transition occurs at the critica! value (r) = 2.01. 
obtaincd by two straight-linc fits as shown in the 
figure. This point also corresponds to thc prcvious 
transition obscrved in thc volume (the corresponding 
transitions for the coordination number are 1narked 
with nrrows in Fig. 2) nnd energy fluctuations ns a 
functlon of the lemperaturc. The value 2.01 suggests 
a srrong connecrion '\Vith the rigidity theory of Phillips 
and Thorpe for the following reason. In this theory. 
the ability for making o glass is optimizcd when the 
number of frecdom dcgrces. in this case 2N where N 
is the number of partictes, is equal to the number of 
1nechanical constraints (Ne) that are given by the bond 
lcngth and angles bct'\Vcen bonds. These two numbers 
allows to calculatc thc fraction of floppy rnodes (f) 
in a mean-field approximation, known as the rvtaxwclt 
counting. TI1is counting goes as fotlows. since each of 
thc r bonds in n sitc of coordination r is sharcd by two 
sites, thcrc are r/2 constraints. lf the anglcs are also 
rigid, in 20 there are (r - 1) constraints. to give 

2N-Nc (r) ....-. 
f=~=T+L;--(r-l)x,, (1) 

where the last tenn corresponds to the angular con­
strainL ... The rigidity lransition occurs when f =O. In 
20. this lead to thc critica] value {r) = 2.0 if all an­
gular construints are considercd. nnd (r) = 4.0 if thc 
angular restorlng forces are not strong. Although the 
valUt: (r) is Vt!ry clo~c Lo lht! une: obl4tincd frum uur 
MC simulations. carc: must be taken because in thc: 
Cummings Stell model, the rigidity trnnsition is com­
pticated due to the fact that the angular constraints are 
only produced by geometrical hindrance. i.e .• the an­
gles betwcen particlcs can change without a cost in 
energy, but within certuin limits imposed by the re­
striction of thc hard-core interaction betwcen like par­
tich:s. Jn the case ofmaximum coordination three, this 
rneans that only sitc:s with coordination two and thrc:c 
havc a contribution to angular constraints. To obtain 
the fr·.J.ction offloppy modcs in our l\olC simulation. we 
used thc mean-field approxirnation given by Eq. ( 1). 
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Fig. 4. Ocpendencc of the '\'olumc as a fUnction of thc a'Vemgc 
coordin;nion numbcr for modcls with maximum coordination thrcc 
(cpxJ) and four (cpx4) for the indicaccd MC:·stcp!i. 

although a more refined calculation requires the use of 
the pcbble gamc algoritlun (12]. The contributions .x,. 
wcrc found dircctly from tbc conccntrutions of sitcs 
with coordination two and lhrec given by the MC sim­
u1ations. Fig. 5(a) shows a plot ofthe fraction offloppy 
rnmfos ª"'" a function of {r) calculated in this W"J.y. As 
can be scen. thc valuc whcrc f =O is {r) = 1.99. in 
e lose agreemenl "°·ith lhe value obtaincd from the GT. 

In order to check the validi•y of this result. we per­
funnc::d thc:: sarm: calculatiuns in a S)'Slt:m thal allows 
as maximal coordination four (cpx4 modcl). When thc 
maximnl coordinntion is '"'º• we were notable to ob­
tain a glass, but the rigidity transition is also not pos­
sible (due lo a limit.atiun of Lht: moc.ld ora pecul iarily 
of 20). rig. 4 shows that fer thc cpx4 modcl. thcrc 
is a transition thnt occurs at (r) = 2.28, which is also 
reftected in the cncrgy fluctuations (Fig. 6(b)). This 
value is highcr than the expccted frOm the rigidity tran­
sition. and this mcans tbat sorne an&illar constcaints 
must be brokcn. To claritY this poinl, Fig. 6(a) shows 
a plot off as a function of {r)-obtained as described 
for thc cpx3 modcl-cxcep1 that now only sites with 
coordination threc and four contribute to thc aoe,ular 
constro1.ints. Now .. thc corrcsponding rigidity transition 
occurs at (r) = 2.27. which is vcry similar lo lhe valuc 
obtained from thc thennodynamical quantities. This 
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Fig. S. (a) 1'umbc!r o( floppy m'"lde~ and (b) cncrgy fluctualinn' ª"' 
a f\.inctlon or 1hc coordlnatlon number for 31 modoel wlth maAimum 
coordination thrcc (cpx3). 
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Flg. 6. Thc samc :t5 in FiR. s. but for a model wlth maxlmum 
coordination four (cpx4). 

confinns lhe fact that sites with coordination two have 
brokcn constmints. duc to the widcr angular flexibi1ity 
ollowed by the pararneters in the cpx4 cnsc e- 212º). 
compared with the cpx3 cnse <- 177°). The geomctri­
cal foatures ofthc modcl in question restrict the tmgu­
lar flex.ibility of the structurcs. and this promotes the 
self-organization of thc particJes. as Thorpe remnrk in 
bis recent paper (21 ]. 

We can understand the relntionship between rigid­
ity and gla.<is transition using tbc :1tatistic~ of thc cn­
ergy landscape (22.23]. The landscape is the allowed 
region ofthe phase space for a given ti:mperature. The 

glass explores lhis landscapc. but as thc tempcraturc is 
Jowcrcd. it begins lo be lrappcd inside basins. until it 
brcaks the crgodicity by staying only on a ccrtain re­
gion oíthe spacc. Tbis breaking ofergodicityoccurs at 
the glass transition. At low temperaturcs. thc free cn­
ergy contains contributions fron1 thc dcpth and 11un1ber 
ofthe basins, and the dynamics inside them [ 14]. lt is 
possiblc to separate the configur..ltiona1 contribution to 
thermophysical propcnies,an a Hchnhohz free cnergy 
is thcn givcn by (22]. A= ,ve¡, -kTu<iP> +a'') whi:re 
~is thc Jepth ofthe basins in the phasc space explored 
by lhe glass at a givcn tempcratun:, o (t/>) is the num­
ber of basins or a given dcpth, and tbe last tCClll ÍS 
tlu: contribution fonn the vibrational component. Thc 
presenl approach suggest a strong connection between 
the number of floppy ruotJcs and o(tJ,). This conncc­
tion sccms to be naturnl, sincc: the nurnber of floppy 
modc5o is also the nurnbl!r of Jiffcrent structurc:s with 
m:arly lhc sarnc minimal t:ncrgy [21]. an<l Lhus a (cf,) b 
a funclionof f. i.e., lhcrcare f dilfen:nlpockcls in lhc 
phasc spacc. The numbcr oC statcs in lbc phase spacc 
in a vo1ume V and N partictes has the f'otlowing fonn. 
ll(N, V)= ((l+f)N)!ll(N1. V1) where(I +f)! ac­
counts for lhe f diITcrcnt minima. and D(Nr. V1) is 
thc contribution in each mini111a. However, much more 
work is required to further clarify this point. 

In conclusion. \\.'e have observed that the glass tran­
sition occurs near the rigidity transition in a r...tonte 
Cario simulation coo1ing of a simple associative fluid. 
This facl is consistent with the landscape encrgy 
model. These results also show that lhe isocoordina­
tion rule is very usefW as a parametcr in this kind of 
simulations. 
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Evldence of • ¡:laH translttoo loduced by rl~>ldlty aelf-orsaolzattoo lo a oetwork-formlos 8uld 

Adrián Huerta and Gerardo G. Naumia 
Instituto d11 Fislca. Universidad Nacional AvtónolftQ de MÚieo (UNAM), Apartado Postal 2fJ...JtS4, O/OQO, Disrrlto F~Joal, M6Xko 

(Received 2 JWy 2002; publishecl IJ Novernber 2002) 

A Monte OUlo metho4 is u.sed to simulate the competition between lhe molecular nlaxa&.IOll 111'4 cryslalli­
zation times in the fonnation ora afass. The results show lhat nucl-tion h. avoided durins aupercoolin• an.t 
produces self-organiz;iition in the unse orthe riaidiry theory, where tite numben ofseomet:riul corutnints due 
10 bonding and excluded volwne are compared wilh the dc&n!'e• oífreedom availabl• to the S)lstem. Followia1 
this idea, gl¡ua transilions were obtained by producing aelf-organiz.ation, and in the case of 1eometri.:;¡I 
frustration, self-organiuation is naturally observed. 

001: 10.1103/PhysRevB.66. I 8-4204 PACS nwnbcr{s): 64.70.Pf", 64.60.-i, O!i.70.-a, O.S.6.5.+b 

l. INTRODUCTJON 

When a liquid meh is cooled. usually lwo lhin¡:s can hap­
pcn: lhc mclt crystamzes or. ir lhe spced of cooting is high 
enough to avoid cquilibñwn. a so1id without long-range or­
der (a glass) is fonned. This lasl proccss is known as the 
glass transilion (GT), and although is very import:mt from 
thc: fundamental and tcchnological point of vicw, thcrc are 
still many wisolved qucstions rc:lalc:d to it. 1 Not all matc:ñals 
are abtc to ronn glasse$, and many criteri:i havc been pro­
poscd in arder to explain the ability of a material to rcach the 
gtassy sune. 2 The lemperature where lhe GT occurs is called 
lhe glau tnmsition tempcnturc ( r.). Many factors deter­
mine the T 6 • but among thesc, lhc chcmical composition is 
fUndamcntal. Chalcogenide alasses (formcd with elements of" 
lhc VI column) are very useful for undentanding the eff"ects 
of thc chemical composition.:s In fact, T• can be ra.ised or 
lowered by adding impurities, and the fragility of lhc glassi 
can be changcd from strong to fragilc.• Recently, by using 
stochastic m:atriccs.'·6 the cmpiricaJ modificd Oibbs­
DiMarzio law that accowit:¡¡ for thc n:Jation betwcen Tw- and 
thc concentration of modificn7 has bccn obtainc:d. includin& 
thc cha.ractcristic consta.ni that appcan in thc law ror .:lmost 
any chalco¡icnidc sJass. • 

Thc case of" g1ass fonnation in covalcnt c,lasscs can be 

f:=:::!.8~C::y~i~~~':'~;= .;::C~~~e~'i!~i~-=~o 
By considcñng thc covalcnt bondin¡i as a mcchanical con· 
straint, within this thcory. the case of alass fonnution is n:­
lated to thc proportion of availablc dcgrccs or f"n:t:dom and 
thc numbcr of" constr.1ints. If lhe nwnbcr of constrainLs is 
lowcr than thc dcgrccs of fn:cdom. then: are zero-ñequc:ncy 
vibrational modcs callcd ftoppy. 11 and thc rcsultin¡i nclWork 
is underconstra.incd. A transltion occur.1 whcn the latticc be· 
comes rigid, nnd at thc corrcspondin& chcmical composition. 
lhe atass is c:asy to fonn. Many featurca of Ibis transition 
have bcen cxperimcntally obscrvcd. >-12 Abo, onc of tbe au­
thon proposed lhat rigidity can be relatcd to the- statistica of" 
lhe pha3c-spacc ene'8)' landscapc. u sincc the nwnber of 

::~~~;;:~c.;.!:c:1~t~0n!:t;':;~1r n':fn?~r::!.;:?r::d 
thus is a way to evalu:ate the t'unction that JP.ves the nwnber 
of minima cnergy basins. •• 

In a rccent p:iper, Thorpc d al. u remarked tha.t in real 

5tasses, evcn thouah fonned at rclative hiah lcmpenturca. 
whcre thc entropic cff'ccts are dominan&. it is not l:OtteCt to 
fulty Ignore ener&etic contributions wbich can ravor particu­
lar structural arranaemcnts over othen (e.a .• in • binary ays-
1em chcmical agarea;ation betwrcn unlikc particles ravors lo­
cal chcmical aea:rea:ation). One inlcrcstina qucdion that they 
uddress is bow thc struct~ itself can incorpora~ nonran­
dom fcatures in arder lo rninimizc thc free encray at lhe 
temperarure of fonnation. Tbcy answer lhis question by pro­
posin¡: that lhe atructurc can self-oraanize, avoidina ~as in 
the randomly fonncd network:." In the liler.ltw'C cxists ex­
perimental evidence for self"-oraaniution in &:las.se9;111 this 
cvidencc has bcen associated with the intcnnediatc phasc 
proposed by Phillips.17

•
11 In previous wofk.1' wc oblft"Ved 

thal in a model of an associative fluid (the Cumminas-Stell 
model), some lhermodynalnics Ccatu.rcs can be usociated 
with a rigidity transition, and in particWar, it wu ehown lhat 
a glass transilion occurs vcry near 10 tbe rigidity lnlnsition. 
A lso0 wc showed that usin¡¡, lhc Monte Cario (MC) step as a 
time par.unelcr in an N-P-T en.scmble. wc werc ablc to coo-
1rol lhc coolin¡: rute of a liquid mcb in a qualitativc way. In 
this work. we ao ftuthcr by Jookina at lb.e sclf-oq¡an.izatioo 
propcrtics in 1he Cwruninp-Stell (CS) modcl, uaina a MC 
c:omputcr simulation in a arand c:anonicaJ (OC) mMmblc. 
Comparcd wilh the N-P-T ensemble. 1he OC ensemble bu 
the advantace of reachin& cqui1ibriwn fastcr.m aiven lhe op­
portunil)' to visi1 a widcr DJl&C of equilibriwn and noacqui­
Ubriwn phascs. In order ID 1alk •bout Che lhcrmodynamic 
properties of tbcse pilases. wc bue our asswnpcions in the 
fact dial their lifetime is laqrcr Iban lhc obaervation time 
(avcrqcd limc).l 1 'lbis lime is abo Jar¡¡er Iban thc molecular 
rclax.ation time. whicb wc can adjust by hlni..na tbc MC acpa 
of sinaJe-particlc movcmcnlS and lhc MC 11.eps ofthc formed 
c:lustcn movcmcnl.S. As a comcqucncc. lhc alowcr a lic¡uid. is 
cooled. 1bc lonaer lbc lime avai!ablc far c:oafipration sam­
plina ac each tempenwre aod bence lbe seas to lb.e bomo­
aeacous aucleation wbicb lada lo cryslallization. We point 
out that 1hi• nuclcation producea .uea in lbe obtained 111111e­
rure. u a countins or floppy modes revcaJs. Aa a cou.n&erput. 
the f"as&er the liquid i• cooled. lhae i• leu tima availahlo f'or 
homopncous nuclcation and hcnce lesa Slraa ia proclui:ed in 
thc stnac:turc. inducina; a local •lr-orsmizañoa. '11ai.a frune.. 
work allows u.s 10 addrea lbe quellioa of"wbat are ... aauc­
tmal and thcrm.odynamic properties of eelf-<0raani.zed stnac-
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tures and how thcy behave as the systcm U cooled.. With lhia 
in miad. wo pcrf'onn MC aimuJations wbcro confiaurations 
thal pn>ducc stn:H in thc syatcm are rejcctcd. io a aimilar 
way to that proposed by Thorpci ~' al. u f'or Sllldying rigídity 
sclf-oraanfzation. As wc will scc, our n:sults an: in 81VCC• 
mont witb Ref. 1 s. aioce lhe avoidance of' stress biase• the 
systctn to a clus statc. 'J1ac layout of thia worlt is u fo1Jows: 
in Scc. JI wc introduce tbc modc1 10 be uscd. in Scc. 111 a 
method f'or indircct eontrollina of' tho various relaxation 
times is introduced.. andl in Scc. IV we discuH thc cll"ect or 
self-organization. Finally, in Sec. V the conclusions of thc 
work. are givcn. 

D.MODE.14 

Wc dtoosc a simple modcl of an a.uocialivc ftuid: tho 
Cumrn.inas-Stell model (CSM) of a two.compooent system 
(.4 DDdB) ofuaoc:iatina disks in two dimensiona (20), bolh 
oC1hc a.ame aizc.'9 Thc pa:rticlcs interact vb a polciadal pero 
mittina coni: intcrpenetration of lhc A and B monomer di.b, 
so thal thc bond lcnath L is 1cu th.1.n tbc corc diameter v. 
Without Josa of gcnerality we assumc u- 1. Tho intcraction. 
aro ¡:i.vcn as folJows: 

U 1.J(r) - t"f(r): ( 1 - 6 1J)U_.(r). 

~" tr." {c:z>• r<l. 
..... Cr)- .a•(r)- o. r>I. 

{

-, r<L-0.Sw. 

LJ!.~(r)-U~(r)- D. L-0.Sw<r<l, 

O, r>t. 

{ 

O. r<L-0.Sw, 

U .. (r)- -c,..-D, L-O.Sw<r<L+0 . .5w, 

O, r>L+O.Sw, 

whcn:: I U1d J sta.nd f'or thc spceics or tho particlcs llDd lakc 
valuc• A and B. r is the separation bctween centen, L ia tho 
bondina distanco, and w is thc widlh or lhc aUnMi:tivc intrae-­
orc aquarc wcll (Fia:. 1). "lbc rnodcl allowa thc f"ormadon or 
dimcr ..,ecics f"or amall valucs or the bondina lcnath param­
ctcr, tbc f'onnation. of'chains, iíthc bondiq le~ ú .tiaht1y 
la.JEer, and also vulcanization willh flxed maximmn coordina­
tion numbcr for diffcn:nt bonding lcn¡:th valucs close to thc 
diamctcr oCparticl~. u shown in Fia. l. In order to be ablc 
to fix. a maximwn eoordination nwnbcr in cacb simulatiou. 
wc tale.e D-OG as was done bcfon: in othcrworb.1•.n.u Tbis 
choice has lhc cffcct tha1 unlikc plU'ticlcs avoid bond lengths 
bctwcco L + O.Sw and 1. and thus coordinalions hiahcr Iban a 
desircd maximwn are not allowed. Nurncrically, lhis condi­
tion mcaru that in tho MC simulations. we ncvcr conaidcr 
bond distanccs in thc prcvious ranac. Tbe corrc9:p0ndiq val­
ues f'or each maximum coonlination number are &(ven in 
Table J. 
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~: 

r--1 e) 
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~-· 

r 
FIO. l. Cumtninp-Stell modcL (a) Ma.. coordinalion one, (b) 

two, (e} and lhn:e. 

JO. CLASS TRA.."'ISITION BY COh,-ROLLJNG 
a&l.AXATION TIMES 

Wc atart by pointina out tbat a 1upcrcoolcd liqu.id phaac is 
mctastablo with n..,ect to the cry.c.llinc .Uto, and tilia su-

==~~~=y~1=i~i!fn.llUC~C::!~=-= 
a npid qucnc.;h of" U. liquid¡: in. lbcao &nm.. two charKteria­
tic times -r1 (thc time rcquiRd f'or crys&allization) Cid -r2 (thc 
tima correspondina to molecular retaxatioD) compete be­
twccn c:ry91aDJz.don and vitrifk:adon. 21 In 1hb wodc. wa 
simulatc ltaia eft'"ect in two dift"erent: ways. wbich we will 
show tha.t al lhc cod tum out to be vory aimi1ar: oae ia to me 
tbc MC s&cps as a time panmctcr in lhc OC cnacmble. 26 

wbere we NDC tbo nlio belwccn "Ta an4 T"a ta an iadirect 
way. by controllina die ratio bctween stepa of JNldlclc aDd 
cluster rearn&DgCtDeots, aince die fint b tha most important 
,.actor Cor molecular relaxailion. whilc &he KCODd opdmizca 
crystallization. Tbe seccmd way whicb we obsev8't that 
lea.da lo 8\lpCtcOOlin• Ú the HlC-Orsaniz,atiOD. of aiaidity, U 
wc wi'l.1 8CC in thc aca.t mection. 

To 1mp1....- ._u.,. um.. - MC ...... 11)' tndi­
rcct cont:rol of lhc rolalulicn timcl, we uae a OC r-tccrGpoU. 
Moble CUio mcdaod." n.. procedure hu twu - ........ 
In tbc inncr onc.. dio puticlc1 ani moved m.iclo tbc valwnc, 
and an inlcrc:hanac of' puticlca with thc particlc re9Cl'VOir la 

TABLE l. Pmnmewn ar llhe CS moclel dla& &. 1he maahnum 
coordina&ioa. or lile paniclu u uccl Ja dai9 wmk. Tbc ao&lllioa epa. 
r meaat1 a eomplaa of p.n:iclea with ~ cootdiaMioa r-. 

·-...... -· ..... 
L 

0.65 
0.1• 
0.91 

0.1 
0.1 
0.1 
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EVIDENCE OF A OLASS TRANSmON INDUCED BY .•• 

1.2 

":'a. 1.0 

o.e 

--o--N,.-12 
--a-·N -40 
··-o·- N:c150 
··~O·- N,.•1500 

0.20 0.25 0.30 ,... 0.35 0.40 

FIO. 2. lnvcnc oíthe dcnsity (p- 1) as a runction orthc acaled 
tcmpenture (T"') for difTerent valuca of N •. 

allowed. This loop is perfonned N,,. times. The particle 
movements insidc the volumc allow us lo rcarran~c lhc 
structure, and thus Ibis is relalcd to thc molecular rclaxalion 
of thc structure ( T 2 ). In thc outcr loop. cluster rearrange­
mcnls and thc average of lhc lhcnnodynamical quantilics are 
pcdonned, ea ch time lhat N .. cycles of tite inncr loop are 
finishcd. Tbc cxtcrnal loop is rclatcd lo crystallization,, sincc 
cluster rnovcmcnt.s promete thc powth of biuer cluslcrs. lt 
is clcar that iC N. is high enough. thc probability ofhaving 
local cluster nuclcalion is hi&h, and lhus cluster movcmcnts 
atlow us 10 fono a crystal by succeuivc qareption of small 
clustcrs. Whcn N .. Ui: small, tbc local confiautations are not 
in cquilibrium, and hcp.ce thc cluster movcrnents promotc thc 
gcncration of" a random nctwork. 

In Fia;. 2, wc showthc rcsults ofthc invcnsc dcnsily (p- 1 ) 

agaimrt reduccd tcmpcralure [T•-(f3s •• )- 1) forscveral N. 
cyclcs which simulale diff'crent T"z times. In this fia;urc. wc 
fixed lhc paramctcrs of lhe CSM lhat allows as maximum 
cootdino.tion foW" (cpx:4). L-0.78,w-O.I. n:strictcd to 
cquimolar conccnlntion /Jp,.-{Jµ. 8 --0.4. Finally, after 
each N .. stcps: of the inner cycle, we allow Che possibilily of 
on.e cyc1c cluster roarranaemcn.L In order lo simulatc lhc 
same coolina ralc with scvcR.1 T 2 timc11. wc ftx lhc ovtcr 
cyclc f°or 100 steps during the qvasicqWlibration run and 
2000 limes f"or a productivc run. ln auch a way, we avcraccd 
over thc same nwnber of confi¡iurations f"or cach diffcrcnl, 
N,... A.s can be sccn. Cor N.- isoo a crystatlization is ob­
scrvcd. while for thc othcr valucs, a alass transition i:s ob­
taincd. as is revcalcd by thc fiaure and by a dircct in11pcction 
ofthc rcsu.llina: stnic;turcs. ln all tbe proccdwc. MC stqt• are 
controlled to have an acceptance nlio bctween 20-,,.. and 
300/.. 

An intcrcstine obscrvadon i:s lhat thc ITilction of panicles 
with maximum coonlination ,t"4 dcpends stronaty on N •. In 
Ta.ble 11. we dlow this &action a¡¡:ainst lcmpcraturc íor lhc 
same simulations pn:senlcd in Fi&- 2. "Nhcn the crysta! is 
fünncd, X• is ncarly 1, whilc forthc supercoo1cd liquid al lhe 
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TABLE 11. Fnction of ma:11.imwn coordinated panicles as a 
funclion or &h• redw:-4 temperatun (r) AJMI molecular n;;J~aticn 
time, controllcd by the panmeler N • . 

.,.. N.-12 N.-•o N.-150 N.-1500 

0.40 0.0011 O.OOI 13 0.0025 0.0019 
0.38 0.0046 0.00103 0.0053 0.0040 
0.36 0.0022 0.00404 0.0043 0.0079 
0.34 0.0007 0.01287 0.0152 0.0188 
0.32 0.0077 0.01677 0.049S 0.0!591 
0.30 O.DIOS 0.04376 0.13.53 0.939.5 
0.28 0.02SI 0.0!!1391 0.1.5)11 O.!i17K6 
0.26 0.0366 O.OSI 38 0.2229 0.9666 
0.24 0.0725 0.074 17 0.3100 0.94S7 
0.22 0.1057 0.08355 0.3292 0.9622 
0.20 0.1116 0.07762 0.3496 0.9617 

samc tcmpcnttUK, x 4 rcma.ins at thc samc ordcr of mapi­
tude. Wc can undentand this efTect as follows: if full 1hcnnal 
cquilibriwn of thc systcm is not allowcd,, it is not possiblc to 
acccss thc a:lobal minimwn of" thc cnc'8)' potential,u and 
hencc the nucleation is prohibited, with thc consequcncc that 
thc supcrcoolcd liquid is structurally ancstcd ata finite tcm­
pcrature and rcstricted lo explore the confi~tiona.J spacc 
corrcspondcnt to a ainalc basin in thc cncr,¡y landscapc. In 
thc ncxt scction. we use this idea to relate this obscrvarion 
with the aelf-organization or rigidity. 

IV. GLASS TRANSITION BY TllE SELll'-OAGAPtii'l.ZATION 
OFRIGWITY 

Thc ract lhal lhe maximum coordination is not achicvcd 
for most or the particles in thc supcrcooted Uquid means thal 
inhibiting nucleation is a natural way of inhibiling crystalli­
zation, as was discusscd in thc Jntroduction. Tbis simple idea 
can be pal in contact wilh thc riaidity ideas of Phillips17 and 
Thorpc.11 As wc mcntioncd beíorc, in this lhcory, tbc ability 
for makina: a alass is optimized whcn 1hc numbcr or frccdom 
degrccs. in U.is case 2N. where Nis U.e nwnber ofparticles, 
is equal to thc numbcr of mcc:banical coastraints (Ne) lhal 
are ¡¡:iven by lhe bond lenath and anales between bonds. 

(2N-Nc)l2N aivcs lho ftacl.ion ofcyclic variables oftbc 
Hamiltonian and abo corresponds to lhc number of vi"bra .. 
tional modea with zcro freq\ICncy (f). callcd floppy modcs9 
with respcct to lhe tolal numbcr of vibratimial modes. The 
countin¡; ornoppy modca in a mean field. lmown as Max.well 
countin&. aocs as f'ollows: aince cach of'the,. bonds in• •itc 
o( coordination ,. is sharcd by two sitcs, thcre an: r/2 coo­
straints duc to lhe distance fixins bctween nei¡¡hboa. lí lhc 
anales are also ñ&id. in 20 lbcft are (r- l) cona&nints. lo 
aive. 

f=2N-N•=t- (r) _l; (r-t)i,. 
2N 4 r 

Adrián Arturo Huerta Hernández 



118 

A. HUERTA ANO O. G. NAUMIS 

FIO. 3. Countin& of an,sular constraints in lhc Cumminas-Stcll 
model. A cluster or two particlcs has no anplar constrainui. aince 
ene or the particles can rotate 360• amund lhe other. while in a 
cluster with coordinntion 4 the an~lc betwecn patticles is 611.ed. 
which leads to tlm~e angular constninh1. 

(r}-; rx,. 

A rigidity transition occUr.& whcn f""" O and lhe system puses 
from a floppy nctwork to a riaid onc. lffis a ncaa&ivc num­
bcr. i.c .• lf thcrc are more constraints lhan dcarccs of free· 
dom, thc lalticc is ovcrconstraincd and f is the nwnber or 
stressed bonds. In 200 the rigidity transition leads to thc 
critica! valuc (r}-2.0 if all angular constraints are consid­
cC'cd and (r} - 4.0 if thc anKUJ.ur rcstorin& forcc:s are not 
strong. 

Within thc Cwnmings-Stcll modcl, rigidity comes írom 
thc association of particJes: cach bond genera.tes a c;;onstraint. 
nnd thc angular constrainls are only produccd by ecomclrical 
hindrancc: i.c .• lhc anglcs bctwccn particlcs can chan¡¡:c with­
out a cost in cner¡:y, but within certain limits imposed by the 
rcslriction ofthc ha.rd...core inleraction between likc particles. 
as shown in Fig. 3. For max.imwn coordination 4. this mcans 
that only sitcs with coordination • bavc a c:ontribution to 
anplar constraints. JI is true thal silcii with coordination 2 
and 3 in principie should providc extra angular constraints. 
sincc thc bard-corc intcraclion pvcs a mini.mwn analc bc­
twccn particlcs. Howc:vcr. thc an¡:te:s are not fixc:d and lhcy 
havc a widc rcgion lo allow particlc rnovcmcnLs. and thus do 
not contributc to lhc restriction countina:. 

Tialina; into account lhc &comctrical hindrancc of thc 
modcl. t.hc nwnbcr of floppy mO<lcs is now eivcn by 

f-1 - (~) - ~ 6,,_(r-1).r., 

whcn= rmu. is thc maximum allowcd coordinalion. and llu·­
is a Kroncckcr dcha. From hcrc, it is clcar that whcn in a 
cluster wc havc a sitc with max.imum coordination. ri&idity 
riscs sincc thc d function is difTc.-cnl f'rom zero and more 
constn.ints are addcd that ovcrcon:stra.in t.hc cluster. Thus, 
siles with maximum coon1ination nuclcatc ri&idly and pro­
duce stress in thc lattice. For cxamplc. in a crystal witb co­
ordination .... x,-1 andf- -312. which means lhat lhe lat­
licc is ovcn:onstmincd. Accordin¡¡: 1o Pbillips, whcnf-0. it 
is ca.sy to f"onn a alass. aincc the material i9 neithcr ovcrcon­
strained (which produces e.plosive exotbennic cryllalliza-
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. .· 
--e- cpx4 no atreaa ./ 
--o-cpx4 ... • 
---A-- cpx3 ./ 

... " .. 

0.25 

.·ª· 

0.30 
T. 

o.35 º·'"" 

FJG ..... Thc Mmc u Fia. 2 ror die caso or Slrc•-free nucleation 
for a systcm with rna&imum allowcd coonlinatioa 4 (cp•4). widl 
and without atrcu (~ and duhed squares). Wc inclwle • aimu­
lation fOC' max.lmum coordination 3 (cpa:J) wich .u.u. 

tion due to atraía cncqo-27
) nor undcrconstraincd OC'Mliaa to 

thc formatioa of' a molecular crysta.1). thc aysccm is lmppcd 
in a confi¡¡urational limbo.27 whcrc fhactualions do not pro­
vide a pathway to the crystallinc pbase. 

Fwthennore. in the last section we have ahown that tbe 
fraction of paniclea wilh rnaximum coordin.ation ia in cloae 
conncction with lhc molecular rclax.tion time. which in 
othcr wcxcls mcan.s tbat to fo.rm a ataaa. nuclcation of atra.a 
musl be preveated. From ou.r prcvious rcsutu. wc can ob­
serve lhat tbe probabWty of formation ol a maclcated atruc­
ture la small due to tbe hiah molecular rclaJtation time. We 
decidied to l"ollow lhese ideas by proceedina: In tbe opposile 
way than in thc last mcction; i.e .• we lnJu"bit rigidity nucle­
arion by rcjecting conftgurations witb maximum coordina­
tion and then we 9CC if' wc are able lo bias the system to a 
a:lassy Slatc in sw;:h a way tha.t wc •imulalc loas molcc:ular 
relaxation times. Observe that rejcctina conficuntiona lhat 
produce stress b thc aune proccss of' Hl,.~q:anizatioa lhat 
was considcred by "Jbo.pc et al. in onSer IO f'onn a:rea ... frcc 
lattices. u In tbat seme, we look ir aclf'-Ol'pllizalion of ri&id­
ity il ablc to prodgcc a alaA &n.naitioa. Tlúa kiad of Mmula­
tion ia usually called a biued MoDle Cario almulation. n 

To study lhe efrcct of' se1,.-oqranizatioa. we made lile aune 
MC procedure dcscribed ia ti.e prcvioua accticn. but wit1ti N. 
fixcd to the val• tW aivn cl)'8tallizatioa (N.-1.500). 'l'be 
onty difl'creocc witb thc prcvious case is that now wc rcjcct 
paniclc movemcn.ts dial produce a aite with maximwn coor­
dination. 

In Fia. '· WC pre•nt t.he behavior or lhc lavcne of tbe 
dcnsity (p- 1 ) u • function of' tbc .rcduecd &cmperahll'e r 
-. (/J• .. )- 1 • wilb thc coadition tbat allow. a maximum oC 
four ncipbon (cp••). reatricted to equimolar coKClltnldoa 
p,..A-p,...--o.4 (open-•). Ao tbe ....,.,.._. io 
alowcd clown. wc CIUI ot.ervc a conlinuoua dec:reaae In p- •. 
Howevcr. f'or Rduccd tempcratun:a lowcr lbat: 0.30. a jump 
in p- 1 is obaervcd wben ali tbc coafl¡pa'wlioaa are aDowcd... 
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2.0 

1.8 

1.6 

1.4 

'"='a.. 1.2 

1.0 

o.e 

____,._ cpx3 no stress 
__¿._cpx3 

0.1 0.2 0.3 
T. 

0.4 0.5 

AO. S. lnven.e orlhe density (p- 1) u• runction orlhe acaled 
lempcratwc {~) for maAimwn cootdinalion 3 wlth and without 
1lrcu (triana1e• and dashcd trianalcs). 

Thisjump corresponds lo the crystallinclike phase transition. 
as can be argued by the shapc of lhe transition. from an 
insp:ction of lhe conftguralion obtaine~ and by lhe n.dial 
distrlbution funclion. Due lo the facl that il is possible lo 
keep lhe sySlcm without stress. we devclop thc same aimu· 
Jation as befare but rcjccting in the simulation cvcry configu. 
ration that conlains a particle with coordination 4. Thc rcsults 
are prcsentcd in Fig. 4 with dashcd squarcs. In that case. lhc 
systcm rcmains as a supcrcoolcd ftuid. Morcovcr, thc aystem 
cannot form a crystal structurc as occun in thc 1imulation in 
which wc allow ~ss. and thus do not prcscnt a usual phasc 
transition; instcad a glasslikc transilion is obscrvcd. These 
rcsults 3how:s lhat sclf~rgani7..ntion of"rigidity i:s ablc to pro­
duce a glass. 

An important rcmark is lhat avoldin¡: conli~tions with 
maximum coordination is nol equivalcnt to considerin&: a 
CSM without sctf"-organization but with n lower maximwn 
coordination. For cxaniptc. in Fi¡¡:. 4 wc plot the rc1ults of a 
simulalion without rcjcction for a CSM that allows maxi· 
mum coordination 3 (cpJl.3). As can be seco, thc modcl abo 
pn:scnts Cry$tallization. 

In Fía. 5, wc prcscnt thc rcsult1 for lhci Ame lúnd of 
simulation but f"or a •yslem lhat allows maximwn coordina· 
tion 3 (cpx.3). As can be "en, thc n:jcction of atresacd con­
figurations also lcads to a glasslikc tranaition. 

Now wc turn our intercst to thc condition of maximum 
coordination 5 (cp>eS). as shown in Fi,g. 6. As can be seen, in 
this c:isc thc &)ass transition is produced even wbcn the 
strcsscd confi.gurations are not rejccted. "Ibis f'act can be un· 
dcrslood in tcnns or ri&idity in lhc: f'ollowina: way: when 
, __ s. it is impossiblc to havc a crystal dueto aeometric 
ftu3tration atan cquimotar condition pµ,.-/Jp.•- -0.4 and 
Xs c;C t. Sincc thc ri¡ii.dity tr.Lnsition without anplar restric­
lions occurs only whcn ( r) - 4. most ar lhc confiparations do 
not produce stress and thc system behaves fteely (i.e .• wc do 
nol nccd to rejcct any con6BUfi1tion) as a selr-oraanizcd S)'S· 

PHVSJCAL R.EVIBW B 66, 114204 (2002) 

1.• 
----- cpxS no atre11 
-o--cpx!5 

1.2 
····<C···· c:px4 

1.0 

0.8 

o.e~,D-·-·-·DT·-·-·~--T·-·~-·-·T·D~"-·T·~~~-r~..--..-
0.20 0.25 0.30 

Tº 
0.35 0.40 

FIO. 6. lavcno ofthe densily (p- 1 ) as a f\mction oflhe llCalcd 
tcmiperature ( r•) Cor maaimum coordinatioa S (q:i..S) with and 
without streu (penta&ons and dasb.ed peataaocu). For compari.on 
pwpou., we include a aimulad.on or cpJt4 without reJecdrta con­
fi¡iunlion1 (aquani1). 

tem. In IJüa mease. pomctric fiuslration indw;cs aclf­
oq&anizalion of"lhc •ystcm. As a conobo...aion ofdüs fai:t. in 
Fia. 7 wc show lh.c number of' floppy modn as a ft&nction of 
thc avcraac coordinalion numbcr. 9Sin& thc- Muwetl c.:ount­
ing. We rcmadc tbat cach coordination corn:spood.I to a ccr· 
tain tcmpctabarc oftho aimulation. For cxampte. al biah lcrn­
pcratwcs, ali modcb with difl'crcnt 11\aJÜmum coonlination 
f"all in thc samc tine, aince in lhe tiqWd lbc probability or 

o.e 
0.6 
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~ cpx4 no •tresa 
-c:px5 
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3 • 
FJO. 7. Number ofllloflpy moct.. u a ftmctioe afW coonliaa-­

tion awaber ({,..)) for eaclt or 111• model• with tlitrsnat muia11111 
coon!imtion number. 
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1.0 

0.5 

o.o 

-0.5 

-1.0 

-1.s 

-o-N,.•12 
·---<>---· N -40 
-···-o·-· N"' • 1 50 
-o--N"'-1soo 
----- nO stress 

2 

<r> " 
FIO. 8. Nwnbcr or floppy modea u a function of (r) for severa) 

N,. selax.ation times without rejecting any configur.ation. 

nuclcation is vcry low. Howcver. f"or lhc cases ofcpx5. cp"3• 
and cpx-4 without strc~. atl simulations fall qain in lhc samc 
linc cvcn for Jow tcmpcralurcs. sincc sclf-ora;anizalion mcans 
that thc clustcrs grow without an.:;ular constraints (stress 
fice). Whcn thi!l linc is cxtropolatcd lo f- O• wc obtain (r) 
- •. wbich is thc valuc for a rigidity tran:sition wilhoul an­
¡:ular constraints. If angular t;:onstraints are atlowcd, lhc 
simulations f'or low tcmpcratun:s f'alls outsidc lhc linc dctcr­
mined by sclf-oqr-mization, and lhc riaidity transition occun 
at lowcr values of"(r). Finally, we can compare these resutts 
to the floppy modo counting made f'or the glau transition 
usina lhc mcthod of tunins thc diffcrcnt n:laxation times. In 
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Fig. 8. we present lhe number or floppy modcs as a filnction 
oí(r). As can be aeen. when N. is hiah. therc is a lransition 
or ria;idily duc to nuc1eation. whilc for low N. thc ays&em 
tcnds to stay in thc linc of' sc]Í-<11)1anization. 

V. CONCLUSIONS 

In this work. wc havc cxploud the conncction betwecn 
thc aclí-organization or ri&idily and the supcn::oolina: or a 
liquid to fonn a glau. By considerina&: an associative ftuid 
model, we showed that thc competition betwccn lwo differ­
ent characteristic times-molecular relaxation and crystalli­
zalion timcs--can be modclcd mi.na a "-fC simWation. wherc 
thc numbcr of cyclcs belwcen pmticlc and cluster movcs is 
controllcd. Thc rc:rults or thcsc simulations suuested lhat 
nuclcation is avoidcd durina: supercoolina and produces selr­
orvani:zation in lhe aensc or lhe ri&idiry lhcory. This idea wu 
also tcsted by making ~fC simulations bul avoiding atrened 
configurations. As a rcsult. wc werc ablc to produce ala.as 
transilions wine: aelC.or¡:,anization. In a modcl (cprl) with 
gcometricat frustration. thi• self"-c>r,¡anization is provided by 
gcomctry. and thus the a,lass transitlon occurs wilhout reject­
ing configurations. All of' the n:sulls of this articte are in 
agrecment with the idea of' Phillips that the glass transition is 

~~:1:.t1i::tio~'i.,di~~ucof'1~bc:c r~::Sk e= a~sop~-=~:di:~ 
rorro an encf&Y landscapc point of vicw. as wc will show in 
füture worlc.s. 
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Role or Rlgldlty In the Fluld-Solld Transltlon 
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(Reuivcd 12 November 20020 published 8 Apcil 2003) 

Y..'C: exam.inc 1hc ftuiJ-sotid uansidon foc a hard-dlsk system. By coua.dna the near aei1hbors in 
the average configurutions of a grand-canonical Monte C.rlo simubtioa, this enables us to rebte the 
lhermodymunical tnnsition with the ri¡iidity theory, siru:e we find th:t.t the coordination number in the 
ftuiJ-solid transhion is cl1.ne 10 the coordination number predicted by a mean field riaidil:y theory. due 
to dynamlcaljammin& of partk:1cs, where 1he contact region between disks b the radial rina outside a 
di:sk wilh ia max.imum allowcd coordination numbcr that is no1 biuer thiln si~. Usina tbcx ideas. we 
wcre able to produce a cominuous alass1il:c transition whcn nuclcalion of ri&idity is suppccsscd. 

DOl: 10.llOJ/PhysRC!'!LetL90.145701 

Although the fluid-solid transition has been studied for 
rnnny years. it is surprising thnt even for lhe simplest 
systcms. lile.e the hard-disk (HD) a.nd sphcrc models, thcre 
.ore still many unsolved questions ( 1,2). For cx:ampJe. it 
h:is not yel becn dcterrnined for the HD system whcther 
the lreezing trnnsition is a simple first-order phase 
change, whether a single higher order transition is in­
volvcd ( 1). or whether hexntic domnins appenr bcforc the 
t.ransition (3.4J. The simplicily of the HD and sphere 
models provided thc frnme for thc development of vcry 
important theorics. namely, thc integral cquations (likc 
thc Ornstein-Zernike) and thermodynamical pcrturba­
tion theories (5.6). and also the carlicr computcr simula­
tions on DWds [7] o.nd e•perimcntal models (8). Beca.use 
oí thc importnncc of these simp1e systcrns to a widc 
vnricty of relnted applicntions in the physical and bio-
1ogica1 scicnccs (likc colloids and biological membrancs 
(9}) and lo thc dcvelopmcnt of new theories, man y recent 
studies ha ve bccn making interestin& progrcss [ 10). 
Howcver0 then: are sorne obscurc aspects which havc 
not becn solvcd to dale. likc thc complete description of' 
a glass transition in Ibis simple syslem [ 11] or thc packing 
of hiud-disk and spherc modc]s. far which evcn tbe con­
ccpt ora randomclosc packcd structurc, considcrcd as tbc 
parlldigm of amorphous models, has bccn put in doubt 
vcry rcccntly (12], and thc conccpl or jammcJ state has 
Arisen (12). A systcm is in a jammed statc ií all thc 
particles are jammed. in thc scnse that a sphcre OI' disk 
cannot be translatcd whilc their ncighbor contact par­
tic1cs are kcpt füc.cd. In f'act. a randorn packin& is ill 
defincd (12]. bccausc therc is always a ccrtain dcgrcc of' 
arder [13] that can be mcasurcd by an oricntational arder 
paramcter (f/i'6l· In a difícrcnt context, i.e.. in the atudy of 
thc dUticult problcm or thc glass transition, in 1979 
Phillips ( 14) proposcd that thc glass formu.tion was opti· 
mized whcn the numbcr of constraints. given by the 
numbcr of bonds and an&lcs bctwecn them. was cqual 
to the number of frccdom dcgrccs &ivcn by the dimcn­
sionality of thc configurationa.I space of the system (2N in 
two dimcnsions a.nd JN in thrce dimensions). Aftcr this 
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successfu1 idea. Thorpe [ 1 SJ refined the concepe by ahow­
ing tha• ir the number of constraints is lower than the 
degrees of freedom. therc are 2ero frequency vibrationnl 
modcs catJed floppy (1.5.16). and thc resulting network is 
undcrconstrained or floppy. A transition occurs when thc 
lattice becomes ri&id. and at thc correspondina chcmical 
composition. thc gtass is casy to form due to tbc configu­
rational limbo in which thc 1ystcm lit&. The ri&idity 
uansition (RT) occurs f'or a certain average coordina· 
tion of the Jattice. which ls univcraal in thc sense that it 
dependa only on the dimensionality of the ayatem. Many 
importanl re.atuses of this transition have bcen ellpcri­
mentally obscrvcd for chalcogenide glas.sea ( 17.18]; bow­
ever. it has been clusive to undentand the effccts or 
rigidity in thcrmodynamics0 and anly vcry rec:cntly 
werc sorne advances made [19). In this Lettcr. we show 
thnt thc RT plays a very irnpoc&ant role in thc freczing 
transition. since our reaults auggest t.hat both occur at thc 
sarnc time, u seen fnxn our computcr simulationa with 
HD. Furthcrmore. here we ahow that tho auPfWeAioo or 
riaidity n\IClcation in thc sense of Nlf-«aanization 1201 
can inbibit crystallization and produce • ataaslike tran-
5ition. wbilc ovaconstraints pl'Oduec crystallir.ation. as 
was pedictcd by Phillips (141. 

Usina a standard Monte Cario Mctropolis alaotithm 
for a araod·canonic;al ensemble. we perf'ormcd aimuJa­
tions for a HD aystcm with disk diamctcr u. In Fi ... t. 
with circlcs WC present thc invcnc o( tbc Dllmcric;al 
denaity (p-1) as • function or lhe niduccd chemical 
po<ential (/Jµ.). whae /J - l/1'T. Tbc n:aulls wae ol>­
taincd rrom equilibdum and productivc runs. eacb avcr­
occd ovcr <400 confi,curations. rdaxcd by 4 X t~ 
itcrations. whcn: thc KCCptal.ion nte wu fblcd to oecil­
Jate betwccn :20"J'-309'. in a aquare bo• of aizc 200". Tbc 
ftuid-solid lnlnsitioa that wc oblaio b similar to Iba& 
found by many otbc:r authon (2.7). Tbc oblaiaed aolid 
phasc JX'C""ll beu.lic domains. althou&h 20 c:rystah do 
not possess lona-ranac transl&lional onlcr 121: rather. the 
translationd ordcr is quasi-lona·ranscd. with a dcasily­
density corn:lation function tha& dccaya atacbraically to 
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1.4 

1.3 

'";"ca. 1.2 

1.1 

6 8 

-o--HD 
o · HD Annealing 

~Nocpx6 

···· G ···· No cpx5 and cpx6 

10 12 14 16 

jiµ 

FJO. L lnvcrsc or thc numcdcal dcnsity versw chcmical 
po1entJul lor thc HD whhout (with) annealina,. •eprcscn1cd 
by the aolid llnc whh circlcs (doucd linc with circlcs), and 
by the e:ii;clusion of overconstr;aincd cunfi¡:urations of 6 (5) 
disks, dcnoted by crosscs (dotted line). 

:tero [2l]. Howcvcr. thcre is true Jong-range bond-oricnta­
tionnl order in thc crystal. whi1e both trans1alional and 
oricntational ordcr are sbort rangcd in thc equilibrium 
fluid. For compa.rison purposes. in Fi,e. 1 wc also includc 
thc obtaincd rcsults after an anncaling pcocess of thc 
solid phase that allows onc to obtain highcr densitics. . 

Dudng th.c fluid-solid tra.nsilion. the free vo1ume JS 

rcduced in such a way that disk dilfusion bccomes 11carly 
irnpossiblc in the salid phase. lf .the free voJ~me .is ~­
duced to zcro. we expect o. j11mm1ng of the duks 1ns1de 
hexngons formcd by the contact of the aix first neiahbon, 
and thus thcrc are not possiblc rnovcrncnts. FOI' a l\i.tonte 
Cario or molecular dynarnics simulation, one has the 
problem of how to defin~ thc nu.m~r of disks that. ~re 
in contact with anothcr. smce stat1st1ca1ly lhe proboib1hty 
of having a perCect contact is zcro. Usually. to define a 
neighbor, the criterion is to look ata circular l'C'aion with a 
rodius given by the minima bclween the first and second 
pcaks of thc radial distribution function (s(r)) 121 (thal 
wc show from our rcsults in Fig. 2). Howcver, is clcar tbat 
if, Cor example, in the fluid phasc we have a disk sur­
rounded by a heptagon formed by scvcn disks (sec inset of 
Fig. 2), thcsc disks are notable tojam thc central one, and 
thus thc definition of the contac:t rcgion cannot be thc 
same as the negion of nearcst nci¡:hbOl'S.. Because of thcse 
considerations, it is natural to define the "contactº as 
those disks tha.t are in a rcgion wherc the madmal 
allowcd coordination <Z ..... ) is six. Le.. lhe scctorbctwcen 
a circle of radiu.s r - u defined by an hexa¡¡:on or disks 
and a hcptagon with radius r - cr/[2sin(21T'/14)] -

14570!-2 
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FIG- 2. RMJial distribution funcdon (1eft acalc) of thc HO 
system befare and after the ftuid-so1id tqnsltlon JJµ. - 12. 13, 
shown as thin solid and thin dashed Unes, respec:uvel)'. The 
correspondin& lnte1ru.I of •fr). whlc:h aives the coordiru.aion 
number for the same c:hcmical po1emtials, is shown in dadcer 
lines (right sc:ale). The inset represenu the contact reaion, as 
described in the teJtt. 

l.152u which is fonned by scven disb. whuc each disk 
is in contact with two neighbon. 

Our main result is related to the followins fact. lf we 
obtain thc avera¡:c numbcr of neis;hbors ((Z)) by intecrat­
ing g(r). we a:et that (Z) is close to 4. for r - l. l!SO" at ~he 
fluid-solid transition. as &hown in Fis. 2. where the 1n­
tcg,ral of s(r) at lhc chcmical potentials lhat are cl0$Cr to 
the transition are displaycd. The surpisc is that (Z) - 4 is 
thc valuc prcdicted for a RT in a mean field when anaular 
forces are notpresentfl.Sj. The value (Z} - 4 cornea from 
thc fact lbat in 2D there are 2N dcsrcca of frecdom. but 
eac:h time lhat a bond or conta« is formed.. a constriction 
is jmposed. In a mean 6eld appwoxlmalion. lhe RT is 
obtained by observina that the Jdt aile haa z, contacts. 
each conlacl is ahared by two ailel. and thua e.be total 
numbcr of constraints is l:.J z,/2. Howcvcr. if a disk baa 
maximum coordination. the ansJ.es between contacta are 
fixed dueto geometrical hindrance, and extra conatraints 

~::nc~C::r:~d~~!-;¡,~ ~.~~arz=~~=~~ 
account &bese two contributions, the pn>portion of floppy 
modcs (given by the difference between t.he number ot 
Cccedom dcarees minus thc number o6 con•lraiata, DOl'­
malizcd to 2N) is 

(Z) (z_. -1) 
f - 1 - -¡- - --2--x.._. CI> 

where it was used that ~J z,/N i• the averqc ~na­
tion number. and Xz- is the fraction of disks witb maxJ­
mal coordination. IC chis last fraction b vcry low. as ia the 
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case of the present system before the thermodynamical 
transition, the RT occurs whcn f - O, and lhus (Z) - 4. 
The prescnt rcsult suggests that a RT occurs at the thcr­
modynamical transition duc to ovcrconstraint of thc ays~ 
tem, as is seen in Fig. 3, where the number of ftoppy 
moclcs, obtained from the numcrical data and Eq. (1), 
crosses thc Une f - O at the thcrmodyna.mical transition. 
Notice that after thc transition, f is negativc due to thc 
foct thnt the system is overconstrained, and Eq. (1) still 
can be used if we definen ncw quantity, the hardness {h), 
as h - -f where Ji now givcs thc fraction of overcon­
straints. Yte can understand the value (Z) - 4 as a dynam­
lcal jnmming trnnsition (dynamical because contacts are 
within certain limits) oras a sorl of caa:e efCect 122,23), 
sincc to jam orto put in a. ca.ge a disk, at lcast four disks 
are nccdcd. Noticc that a disk can be jam1ncd wilh only 
three disks, however. there is only one configuration in 
which this is possiblc, an cquilatcral trio.natc. and thc 
statistical wcight of this possibility is nearly zero. With 
four disks the: situation is the invcrse~ there: is only one 
configuration whieh is nol abte to produce jamming. 

To rurther discuss this point. in Fig. 4 we show thc 
evolution of (Z) with respcct to thc chemical poten­
tial. now using the idea of defining the contact region 
as u s r< l.15u. As is clearly scen, there is ajump ot 
thc nuid-solid transition a.nd (Z) cross the value 4 ncar the 
transition. 

Once the connection bctwcen rigidity and thc thcrmo­
dynamical phase transition is rcvealed. one is led to ask if 
jt is possiblc to inbibit the thennodynamical transition by 
avoiding thc developmcnt of an overconstraincd latticc. 
This can be done if nuclcation of rigidity is fOl'bidden, in 

o.e 

-0.4 

o 2 3 

<Z> 
• 

·~ 
o 

Fta 3. Number of ftoppy modes calcula1ed from Eq. (1). 
usin& the samc symbots described in Fía. l. 
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thc samc spirit of the self-orsanizalion of risidity, as was 
proposed very recently by Thorpe et aL (20). and eaper­
imentaUy confirmcd by thc s,roup of Bootchand 117,18). 

This inhibilion can be achicved by incll8din¡i in the 
potenlial a term that depends on the number of neighbon 
in thc contact resion. The potenlial is bui1t in sucia a way 
that a disk cannot movc inside the contact region if the 
number or disks already prcscnt in that rca:ion is five. In 
that way. nucleation of six disk.s around a disk is not 
perrniUed, since thcy give extra constraints tho.t overcon­
strain the: systcm.. A similar biased simulation can be 
done by avoidin& five disks in the contacl ree¡on. Notic::c 
thnl a rnodel with this kind of potential, but in the contex.t 
of laltice 5ystems, has bcen considercd 124] as a posaible 
sourcc fo.- a elass transitiOIL In Fie. 1 we present the 
re:sults of avoidin& constraints in the latticc by rejcctin& 
conliguralions with aix and five disks in the contact 
region. As can be seen, the phase transition is avoided 
anda transition that is glassliltc occurs. This eraph can be 
comparcd with the correspondinJI: evolutions ar (Z) as a 
runction o( the chcmical potenlial {Fig. 4), where the 
rigidity transition is clcarly avoided, sincc the line (Z) -
4 is not aosscd. and as a rcsult. supercoolin,g is pos­
sible. Furthermore. when thc nucleation of riaidity is 
avoided. ali the aystems f"alJ in the line f{('Z')) -
l - ((Z)/4) (scc Fig. 3). which. in fa.et. is the lino defined 
by selr-o..gani:mtion of rigidity 120). 

An intercsting confirmation oC the a,lassy nature of the 
sol id. is the distribution of volume in each or the '\bronoi 

• 
'9 3 

2 

o.e 

:,..• 0.4 

o.o 
e B 10 12 16 

flp 

FIO. .. (a) Avcrqc coordinado• vc:nm dlcmicaJ patead.al; 
the neiahbon werc dctermJned usina the C09tst naioa c:ri­
teda. (b) Order paramstu as a fuactiaa. of the ~kal 
poeential calculaled uslq '\broaoi polyaoo• 10 deftn• tb9 nelab· 
bon. Tbe symbol codo is tbe same used in Fi .. 1. 
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Vv 

--Tolal 
----- 5 Sldea 
·········8Sld9a 
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FIO. !i. '\bronoi volume disulbution when thc solid is aln:ady 
formed (fJµ. - 16): we can obsel've an increment of the to~I 
'-bronoi volume (solid lines) as we decr-ease tbe suess in tbe 
sys1em (arrow). The Jeft. middle, and ri¡iht curves cot"respood 
to HD withoul rejecdna any confi¡uration. rejectina: 11m1•imal 
coordina.tion 6, and rejectina maJtimal coonlhuation 6 and 5, 
n:spectively. The increa.se in the free volume b paid by the 
conesponding increase In defects (5 and 7 aleles '\ibroooi poly­
guns). For the cuse of the pute HD wi1h annealing, no dcfccts 
are observed, whilc i( we rejei;:t con6gurations of6 disks (6 and 
S disks), thc middlc (riaht) set of 1;Ur-ves is obta.ined, 

polygons (P(Vv)), prescnted in Fig. !i. In thc Huid to solid 
phase transition, ali the pentagons and heptagons that 
were present in lhe ftuid disappear at lhe transilion. whilc 
for the case of thc inhibition oí rigidity nuclcation. thcre 
are pentngons and hepta&ons that are frozen ÍIL Notice 
that therc is a relation between the averase voluine and the 
rigidity of the lattice, since for maximal r.igidity thc 
volume is smaller, and thc conlrary is true for lcss ri­
gidity, as shown by the arrow in Fig. S (cach oí thcse 
configurations is also indicated wilb arrows in the 
corresponding plot of the Ooppy modes). The relation 
bctween Voronoi volumc and rigidity conduces to a dy­
namical jarnming. which is l"eflected in thc order pa­
rameter f/16 , shown in Fig. 4(b). defined as f/I~ -
LLexp(6iB1i1)/N8orui, where 9t¡ is tbe angle between 
two ncighbocs le and j, now obtained from the Kironoi 
polygons, N 8 _..i. is the total numhcr oí bonds. and 
the aum is carried over all pairs oí diab. For the case 
oí the usual fluid-solid tl"ansition, we find the same results 
reported in Rcf. (2). Notice that lhe max.imum value is not 
1 due to the size of Ouctuations in 20. as was said 
previously. 

In conclusion. we have found thal thcre is an intimate 
connection betwccn rigidity and the fluid-solid trnnsition 
in a hard-disk systcm. By avoidins nucJclllion of riaidity. 
in the sense oí sclí-otganization, we werc .t>lc to produce 
a glassJik.e tl'ansition.. 
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6 By using a modcl f"or ao associativc ftuld. we perronn Monte-Cario •llDulalions r:o observe tbat at lhe ..... traa-
7 dtion. there is alao an underlying rigidity transition. This last transition ~" vuy cloee to tbe valuc prcdidedl by a 
8 mr:an-ftckt theory and serves as an ata.nin& point to dctcnDine the dl'ecu ol' riaiditY in the &la.u traalilion tc:mperanan:. 
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13 Crystallization is not thc only poaible outcomc 
14 or supereooliDg a liquid. Ir tbe speed or eoolli>g Is 
15 f"ast enough, a diso•dered solid is fürmod al a 
16 certain teaipenature. This process is known .. thc 
17 glass transitíon (OT), and still poaea many c;:baJ .. 
18 lenging problems in solid state physlcs (l] sinee the 
19 time-depende11t oature oF tbe OT [2] means thal 
20 the OT is not a true pbase Uansition (3]. Tbe 
21 chemic:al composition is f\mdamental co determine 
22 die mínimum specd. of coolioa aod tbe tcmpcrature 
23 wherc it occmrs (called JS}. Thi1 GT temperature 
24 can be raised or lowered by llddina impurities [4], 
25 and the Fragility of" the aJass can be chaoaed from 
26 sttong to fragile [5]. In 1979, Phillips proposed a 
27 relationsbip between the ri¡idity of the gl.aS$y 
28 net,.·od: and 1he ability to rorm a glass [6]. ob-

• Cc:ilTQPODdina uathor. Tel.: +,2.,5 62.2517•¡ ru.: +5:Z·5ó 
1615l!IS6 2"<IOI. 

e....,¡1 °"4TU1: •au:aW~.VA-.m& (O.o. Naum.11). 

002:z-l09ll'S - - front mal&« CI 2003 Publ1dled t.,. e.a..wier B.V. 
doi:IO.IDl6fj.j11oacr}l'aol.21J03.08.0:ZO 

tained rrom the spced of" coolillg. lhat was further 2!I 
reftned by malina lb• elastlc; propenla 'Jritb ri- :llO 
aidity(7J. Byoonsiderina lheoovalmt bondingasa 31 
~cal constnúnt. the - ol glaa fonnation 32 
la then nlated 'll'ith tbe p•opordon or avallabte 33 
degroet or freedom and the number or c;ooatrainta. 34 
Whcn tbe glau has au awrap atom coordioation 35 
((~)) below 2.4 ia three dimenslons (3D). U-. are 36 
zcro l"rec¡ueaey vib,.tional modn ealled floppy 17]. 37 
Tbis theory has - •-ul in axplaininB 38 
.-ra1 qualitatiw ~ .. or OT. and many •· :W 
periments eonftrmcd lhe validity ol the tboory [4], 40 
but nol ao much ell"ort has been done to lnt the 41 
lheory In a quanUtatiw -Y and mon lmpor- 42 
tantly, and oaly _.,.. recenlly tbe atrcts on the 43 
lhermodynamles has - considerad [8]. In thia 44 
work. - explore the nlationship - tlw OT 45 
thermodynamles and the rilidity theoey by pr- 46 
fonnin1 Monte-Cario simulatiom (MC) for a 47 
simple model fluid. 48 
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l\HTICLE:: IN PHE::SS 

2 A. HIMU1d. G.G. NOl#ffU l lowraal o/ No•O,,ulliit& SolU6 JtJU (ZOOJ) ~-.x.u 

49 2. l\fodd •lld olmul81l..,s 

SO We use the Cwnrnings-SleJI model of a two 
SI componen! SJISlem (9,10] (A and B) of associaring 
52 disks in 20. where the number deosity or each 
53 eomponenc is the same. i.e. PA = Pa = O.Sp. The 
54 particles intera.ct via a potential permittiog core 
SS interpenetration of A and B disks. so the bond 
56 Jength L is less lhan the core diameter a (here we 
51 take a= 1). Tbe interactions are given as follows: 

{
oo R< 1, 

U.:i(R) = U~(R) = O R>l, 

{

oa R<L-0.5w, 
U~(R) = u:i(R) = 

0
n L-0.Sw<R < 1, 

R>l, 

{

O R <L-0.Sw, 

U~(R} = - ... -D L-0.Sw<R < L+O.Sw, 

O R>L+O.Sw, 

62 wbere I aod j stand fo< the species of the particles 
63 (A and B). R is the separatlon betio.-een centen, L is 
64 the bonding d.istaoce, and w b the width of the 
65 attracti\·e intracore square well. The model allows 
66 rhe formation of dimer 1pecies, chains, and vut .. 
67 c:aoization witb 6x.ed maximum coordination 
68 nwnber. by cuning L with values close to the di· 
69 ametcr of the partic::lcs. To fix a maximum coor· 
70 clination number (ra...)1 we tate D ...... oo. "lben we 
71 applied a Metropolis MC in the lsoberi<Hsotber· 
72 mal ensemble (NPT), but allowios a qllite lons 
73 thenoal equilibrium keeplos the volume ftud 
74 (NVT eMCmble) between suconsive challges oí 
75 volume in the NPT p<ocedu<e. The MC step oí the 
76 NPT cyc.le wa.s u.sed as a time pa.rameter (11). 
77 Startlng from a !luid, 1he lempomUu<e was slowed 
78 down every icerWn MC sleps of lhe NPT loop for 
79 fixed NVT ateps, aod ...., obtained the volume ( F) 
80 u a fuoction of the llClllled tanpe<ature, 
81 cr = kT ¡._) !or the pol<ntlal ccnclitloo tbt al· 
82 lows r~, - 3 (cps3). Tbe resulu show a charac· 
83 ieristic OT (see inset in Fis. 1). We conftrmed this 
8-i OT by looltiog at the jump in the specific balt, the 
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Fi9. 1. Depcndence ot tlie volume M • t\ancliOft af lhe •vtll'ap 
coordlaation aambl:r lor lllCXW• willa muinlum lil00f1ii•atiaa .J 
(CFZ]} fer tt. imdicacod MC acepa. Ja11t: V wnu1 r lor dj(. 

t.nal coolina: .-.i:u. 

radial d.iatribution function and a dinct ilupectlon IS 
o! the 1uucturea. In Fig. 1 we p-t lbe r-1ta 116 
from these ámulaliona, but instead of plottins V 17 
as a fu01;tion of r. we show V as wenua thl av- 18 
erage coordination numbcr. dcfinod u, 19 
(r) = E. r.r., wbere "• Is lbe !raction of panicleo 90 
that are bonded with c:oon;lination r. Tbe ~olwne 91 
follows an isocoo<dinalion rule<- Fi¡. 1). in die 92 
seose lbal is • uoiversal function of (r) for clillennt 93 
cooliog rateo. Fig. 1 lllows a deu tramitioo in die N 
slope that ooours at tbe cñtlcal value (r} - 2.01, 95 
obtaioed by fl!tlna two auai&hl linos. Toia poiot !16 
also conespoods to the OT obsetwd in tbe volwu 97 
and lflCCilic lleat. Tiie value 2.01 ._.. a -- 91 
nection with rigid.ity, lince within thl1 lheory. die 99 
ability for maldng a glass is oplimized ,. .. heo the 100 
nwnbe< offoudom degrees, in t1üs case 2N, wbere 101 
N is tbe number of plrticles, is equal to the num· 102 
ber of mecbanical ccnstraints (Ne) thal are Jiven 103 
by the bond lcaath ud. 111&1n belWan boada. 104 
Thne two numben allow to calculaca !lle fnctloD 105 
or floppy mod81 en in • man-fleld approllima- 106 
tion, known as lhe Maxwell ccunlina tha& •- as 107 
follows: each of the r bonds in a site oC cocwdi· 101 
natioo r Is sllared by two sites, diere are r/2 -· 109 

129 
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110 slralnls. lflhe ansJes a... abo risid. in ID there a... 
111 (r - 1) coostraiob, that gives 

2N-N, 1 ((r) '\.~ '·) f=---:z¡¡-=1-2 2+~(r-1,..,, 

113 wbere tbe la.st term corresponds to the anlJUlar 
114 constraints. A rigidity lransition (R.T) °"""" when 
115 f = O. In 20, thls pves (r) = 2.0 ü angular con-
116 slrainls are coosldered, and (r) = 4.0 ilthe ansul:u 
117 restoñng forces~ not strong. AJthougb the vatuo 
118 (r) is very c:lose to tbe one obtained from our MC 
119 simulations. can: mu.st be taken bocause in the 
120 CUnunings--SteU n1odel, the rigid.ity tr.msition is 
121 complicated duo lo the facl lhat the angular con-
122 strainls are ooly produoed by geometrical hin-
123 draru:e. In the case of ,_ = 3, this me&llS that 
)24 only sites wiill coordina.tioo 2 and 3 llave a con-
125 tribution to angular conslralnts. To obtain the 
126 fracllon of l!oppy modos In OW" MC slmulatlon, we 
127 used lhe mean-field aprroltimalion gjven by f. "lbe 
128 conlributions x, were found directly from the 
129 c::oncmtrc1tions of sitcs with c;:oordination 2 and 3 
130 siven by tbe MC simulations. Tiae obtUned valu.e 
131 for f = O u (r) = 1.99, in do• ._......t wilb the 
132 GT. In order to check the validity ofthi111111u1t1 wo 
133 performed calculations In a oystem that allows 
134 r..,. = 4 and similar resulu were found. lf the al .. 
135 lowed ,_ Is biaJier, rlglcllty can arile .._ 11" the 
136 particles are not bonded, due 10 jammios. For 
137 cumple, w1- D - oo and u.(r) -+ O, we gel • 
138 one component hard-disk system (HDS). Here 
139 therc is no rigidity due lo assoc:iaüon. and a glass 
140 transitioa is dilllcult to observe beca\IM the 1ystem 
141 cry1tallize. How.,,.,r, the rigldity comes from tite 
142 conlact between dynamical jammed cllsks. To 
143 clarify lhis point, we macla calculations In a MC 
144 grand-c:anonicaJ ensemble. The problem is how to 
145 define a contac:t in a MC. HoweYer. seven disks ia 
146 ""heplagon are nota ble lo jlllll a central disk, and 
147 thls defines a cirailar c:ontact Rgion around a disk 
148 delimited by an bcaqon (wi1h radlus lt =a) l&Dd 
149 an heptagon (R - "/2•sin(2•/14)). Uaing thls 
ISO idea,,..., lound that tbe !lllid-soUd pbasc lransitioa 
151 occun at (r) = 4, "'tlich Is the oame value pre­
¡ 52 dicted at lhe R T. By imposlng tbe coadition ol not 

1.4 

-<>-HD 
--e- HD avoiding stress 

1.3 

~Q, 1.2 

... 
" • 10 12 14 18 

111' 
f1a- 2. n.1n .... ~1Ua1llMl'kalc1111*7u•luctioa.~dle 
cbemiAI poe.&lal tor bl'd~ '1•111l with: •d wl~ ol 
~ a1Jadkaled. Tb• lnMI üowau .:blmadc Npl'l8M&tlH 
or dm coa1ae1 rqlon. 

allowina more than aix particles in the contacl 153 
re¡lon, we produced a sJus transitlon (Fl1. 2). 154 

3.Ca - 155 

We bave obsaved, lrom our MC limulaliou 156 
on an associatift lluid, that risidity plays an im- 1 S7 
portaot role ia the OT aad also far the fnNiaa ia 158 
a HDS. Abo, the praent c:alculatioN ._t U..t IS9 
the ltnll:tmal reluatioa time u.c:.e- et tJae RT, 160 
due to partide Jammio1, c:oalrolllnc lrom tbe 161 
molecular poinl or viow T1 • N....-d>oloa, in a 162 
particular material, the Yal1l9 ot (r) et tb9 RT de- 163 
pend on tbe c:bemlc:al -.e, 8- the coa- 164 
straiata can be brobn 11CCOrdina to the -U 165 
involvcd in a particular li:ind ol bond. 166 
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Attraction-driven disordcr in a hard-core colloidal rnonolayer 

Adrlan Huerta' 1 Gcrardo G. Naumls1 , Darsh T. '\Vn.san2 , Douglas Hcndcrsou:J aud Andrlj Trokhymcbuk:S.~ 
1 /rutúuto de Fuica, Unu.ier.sidad Nacional Autónoma de J.léri.co, 

Apartado Po:1tal. l!0-36.$, DP 01000, .Alc:rico 
:t Dcpar"trncnt of Chcnucal and Er1v1ronmental Bngincering, Rbnoi.j 

ln:stitute c>f Tcchnofogy, Ch1ca90, JL 60616, USA 
3 Departrnent o/ Chemi.1try and B1ochemi.1try, Bngham Young Uraivcr•il'!J, 

Provo, UT 8.¡GO!!, USA 
'Jn.shtuU /or Canden.sed }.¡/al.ter Phy.sic:.4, National Acadon31 o/ Sc.encie.s, 

Lviv. 7601 J, Ukm'inc 
{Augusl 26, 2003) 

l\.1onte ~do shnulatlon t.eclinir¡ue1 were employ~d to ex­
ploro the cffect. oí short-range aUm.ctlcm on the oriento.­
tionn.1 ordel"ing in a t""°-dimensionn.l a.ssembly of monodis­
per.w sphorlco.l pa.rdcle& \\'o tind tho.t lf tho ru.ngc of attrnc­
tlon b approxlrnu.tely 15% of thu partlclu dianwtcr, the deusc 
ftulcl :U1ows thesD.llle ord~rlng bcha.vlor ll::6 a :ibnlla.r fluid cuiu­
poscd (Jf purcly rcpublvu hft.l"d :iphercs. Fluk.ls With u largcr 
attraction m.ngc show an enhi::uw:OO teodtl'ncy to cry::¡to.lli:i:~ 
tion1 wh.llo dWorder occur11 far shortcr rangcs. A possible link 
"1ltb tho exlstcua;, of '"repulsivo .. and Hattro.ctlve .. stnles b1 
dense colloldal systcn1s is discusscd. 

04.70.Pf, 64.GO.-l, 05.70.-n, 05.05.+b 

During thc pa::;t ícw dccucl~, zsystcuu; co1up0f:lc<l uf 
harcl-corc pu.rticlcs (platclcts, sphcrc:;, rod.:1) lui ... c bocn 
thc subjcct o! continuous o.nd intense rcsenrch [1-0J. Su ch 
stablo interctit is a rccog1útion of an outstandi.ng role 
playcd by hard-corc modcls iu m o.uy dlffcrcnt arcas o! mo.­
tcrin.ls o.nd bu.sic scicncc, h1cluding uanob-tructurcd and 
granulnr materia.Is [1,,2}, funda.mental problcms of sclf­
orgnuizo.tion a.ud pbu.sc trnnsltions [3,4), rundom clase 
pucklug (5], cte. One of thc curlicst applicntions of hartl­
corc (HC) partlclcs couccrns colloids [O]. Rccc11tly, t.herc 
has beco rcncwcd intcrcsl in HC modclling of colloltla.I 
tn.a.tter, dueto the peculiar senslt.lvlty of tht: coexbtencc 
propcrtics ~ a function of tbe rnuge or cffcctivc a.ttrDC• 
licm c.xpcricncctl by purticlc::1 whcn a nonndsorblng poly-
1uer lz¡ ndt.led (7-D]. The nmge of tlús tt.ttractlon is a.ssoci­
o.tcd v.;lh thc rndiu.s of gyrntion of thc polymer nnd cnn 
be '"nrictl in pract.icc by chw1ging thc ttizo oí thc poly-
1uer. lf thc raugc oí attraction ~ contparativcly long 
with r(!.:jpcct to thc culloid pu.rtidc din.meter (cr), col­
laids cu.n cx:lst iu all thrcc pha..scs (GJ, a.nalogous to a.u 
a.to1nic aubstnncc, nlthough B. systcrn of purcly rcpulsivc 
HC particlc=J dacs not show thc liquid pha.sc (6]. As tbc 
rangc of induccd attraction dccrea.scs, thc triplc-point 
is npproacbcd and, whcn tbe rangc bccomc::¡ bs tbL\ll 
about 303 of CT, tho colloldnl liquid phuac disa.ppca.rs, 
a.ud ugalu, :si1nilarly to rcpulsivc HC colloids, ouly a stn­
blc colloitlu.l .fiuid phu:,;c rcmains [7}. Thc qucstion hi: 
h01i.\." dlffürcnt are thcsc "repulsivo" (no polymcr addetl) 
nud "uttrnctivc .. (witb short poly1ucr ntldad) cquillbriutu 
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colloidal Buid.:t'! Sincc whcn compres.sed, both Buids uu­
dcrgo a tru.n!>ition, fir::it to n me~tnblc (gl~tty) pha:sc 
wi d then to a stablc colloidul crystal phB:ie, the o.nsv.-cr 
to thc quc:.tion could be vit.u.l in undcr.;tu.nding tbc no.­
turc oíthc "rcpul:;.ivc" and "attructivc" gla.~y aud salid 
statcs in u. dcn=:ic colloidal rn.uttcr (10,l lJ. 

To ta.cklc this que:stiou, wc pcrformed a c:omputcr sim­
ulatlon study o! cqullibrium-fluld &tates in dense col­
loidal systcnui1 just befare thc t.ransltion to a mctastablc­
flu.id statc. lD particular, wc cxplorcd thc cfl'ccts o! thc 
lnduccd o.ttractlon rnngc bctwcen partlclcs oo tbc po.rti­
cle cnordinntion and ordcring hi a two-dimcnsional (20) 
colloidal fluid. To mimlc thc colluid/polymcr mixture, a 
modcl '\\"ith 1;1.11 ctfcctlvc squo.rc-'\'\·cll (S\\") attru.ction wns 
uscd. So fa.r, to our bcst knou•lcdgc, lt b bclicvod that 
a. 20 systt!In of nlonodisperse s:pberical part lclcs who.:;.e 
i11teruction has a.n a.ttractive pan, •hould pos~ & liighcr 
clegree of arder t.han a ta:ystern wlth a purely repulsive 
lntcructlon (4). In thls lctter, wc show tha.t thc rcsult:.s 
obtaincd far the S"\V modd with a. diffcrcnt rwigc of o.t­
t.ractioo a.re far C:rom obvlous. Startlug ""·ith an attr.ac­
tion rnngc of 303 of u, ,.,""C find that by turn.ing on the 
a.ttru.ctivc ictcractiou, thc dcgrce oí arder ir:> iwpro"\o-ed 
comparcd to what ti observcd for a.n unpcrturbcd HC 
fluid. As thc o.ttra.ction well shrinks, thc formcr effcct 
becomc::i. weakcr uud far an attrttietion range of appruxi­
m.at.cly 15% of tT, both rcpulsivc HC and attractivc S"\V 
fiuids show thc sw:nc ordcring bchavior. Rcducing the 
nt.tra.ction Tange furthcr lca.ds to thc oppositc trcnd: thc 
colluidal u1onulaycr ret1.ulti:i in u luss (01clting) o! particlc 
coordination. 

To be aopccific, our study dcals with a colla:t ion of N 
sphcrlcnl colloidaJ partlclcs o! diamcter a sprcad into 
a DJ.ouolaycr of arca S • w-ith paddng fr.1.cdo11 tP -= 
.V.rcr2 /.JS. Slnce tbe spheres are confi.ncd to movc ln 
a pla.ne, we can con.slder tbe cclloida.l partlcles aa: h.ard 
dislc.s. Thc:n, to characterlze tbe collold-collold a.ttr.1.ctlon 
wc introduce thc S,\o. potcotial whlch is superlmposed en 
a HC repul:dcm ~ lollcm·s: 

c.(r) = oo, r < t:r, 

= -e , u S r < et + 6, 
=O, r~tT+6, 

(1) 
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wb.crc < denotes thc o.ttructlvo wcll dcpth, u.nd 6 itti 
width, i.e. 1 the cbarHCterbtic a.t.traction riug outsidc thc 
repulslve cort:!. '\.Ylthout lo.sz; oC generallty, we assu1ne 
a.- 1 in tbc re11t of tbc lcttcr. '\Ve havc ca.rricd out a~­
rles oC canonical and grand ca.nonlca.l ~Ionle Cario co1n­
putc1• shnulatlons for purcly rcpul:dvc HC dlsks o.nd dlsks 
witb an nltractivc S"V intcractiou. A squarc sitnulatlon 
ccll with pcriodic boundary conditions aud lcngth sidc 
L = 20 Cor both. cn~n1blC8 'Wll.S cn1ploycd. A staoJw·d 
Z\lctropolis algorit.hn1 was applicd to obtain thc cru.cmblc 
a.vcragcs of thc dense cqltilibrium fluid. Thc resulta from 
thcshnulation runs wcrc cquilibratcd íor at lcast 2 x 107 

iterath.-c stcps. Thc productlvc runa wcrc n.vcro.gcd a.t 
least over 600 cotúigurntions, euch rclaxcd by IO·l ilcr­
atlona. Thc acccptatiou ratc was fi.."'Ccd bctwccn 20 aud 
303. 

Ordc1· , ... ithln u. 1nouolnycr formcd frorn idcntic.u.I pur­
ticlcs can tnkc thc form of trw.l:iln.tional and/or bond­
oricutntlona.l arder. Tra.nslatLuna.l ordcr ca.u be studicd 
through t.bc ro.dial distrlbutlon íunction an.d is not a.n. 
lssue oí tbc pre:.>cut lctter {5}. A quant.itati'.'e n1casure 
oí bond-oricntn.tionnl. (hcxngono.l) ordcr is providcd by 
thc ::;o-called "global" bond-orieutatiooal arder pa.ramc­
tcr, 1/'o 1 thn.t wa.s cvulua.tcd duriug thc sin1ulu.tio11 nws 
usi11g thc followi.ng dcfinition [5J, 

wherc j runs overa.U dis.ks in thc systeru, k runs over oll 
"gcomctric" nca.rcst nclghbors ( nu) of disk j 1 ou.ch ob­
to..incd through thc Voronoi o.no.Jysis [-1.J, o.nd Nu.1 b thc 
totnl nutnbcr oF such ncarcst ncighbors ln thc systc1u. 
Thc angle O.JI.: is dcfincd bctwecn sorne fi.xcd rcícrcnce 
axis in thc systc1n and lhc vcctors ("bonds") conncctiug 
nca.rcst neighbors j nnd k. Figure 1 displa.ys thc Vu 
profilc vcnni.s pu.rticlc pac:king 9 for the HC and S\\' flu· 
lds. tu thc cuse of thc HC fluid, whk:h is thc natural 
reícrcucc &y:itcru in our study, thc rclatiouship bctwccn 
the orlcntatlonnl ordcr u.nd dcnsity sccms tu be wcll un­
den:s.tood in thc litcru.turc (4]. Tbc data obta.incd fer a. HC 
systcm in our study, displayed 111 Flg. 1, tibO\V that the 
fluid.·solid tr.u..ti.:dtion in thc rcfcrcncc HC fluid. i.:s all.nilar 
to thnt found by othcr a.uthors [-1]. 

Tho mo..ln rcsult of th.is lcttcr íollows from tbc cvt> 
lution of t,!-•o ~ wc gru<luu.lly chnugc tl1c rnngc of thc 
attractlvc lutcru.ctlou, Crom 6 = 0.30 to 0.05, u.t u. fi..x.cd 
attrn.ctiun ~t.rcngt h dctcrnliuc:d by thc rcduccd po.ramctcr 
T• = kT/e. = 1.5 1 th.i.L is wcll above the 20 coexi.steuce 
linc lO]. As seen fron1 Fig. 1, dcpcuding oo thc raugc 
of a.tlraction 6, we fuund three differeut types ar behav­
ior oí thc oricutu.tiomi.l arder po.rlllilctcr in a dense S\\"' 
fluid (T,!?i""'.), when compnrcd to thc rcfcrcncc HC Buitl 
(t,:7~1 c) . First1 turning on thc attrnctive luteractlon "'"itlt 
a rauge 8 = 0.30 1 lcads to o. significant incrcu:>c of t,;;~'-V 
ncarly t.hc frcc:dng bouudary of thc rcfcrcncc HC Huid: 
~·tf''" cxhibits nmcignhudc whiC"h i!I C"ompru-.n.bla to tbnt oí 
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~f:tt~~¡~i?'(t;n!u~.~~):~=~º~1r"~c~c~~r~1::.U.:!:I. 
whcn 6 = 0.15 1 the orienta.tiona.l crder practlca.lly fol­
lows. the awuc bchu.vior as thc otic oblentcd. far a HC 
fluid. TWrd, when 6 is íurther reduced ( 6 =O.JO and 
0.05 ), ~~\V continucs to dccrca..sc, assu1uing ,,'U.lua; tbat 
are lowcr tha.u thosc observed for -rt·/i'c at thc swue dcnsi· 
tiC8. 'l"hc lnsct of Fig. 1 prCHcnts thc boud-oricut ational 
ordcr para.meter vcnsus t.hc rangc of attru.ction for thc 
S\\. fluid at t.hc fixcd packing rp = O.G9i, i.c. 1 ncar thc 
freczing point oí thc HC fluid. Thc plot shows that the 
dense S\.V fluid with 6 = 0.3 O, cxhibits u. ,,-cry hlgb dcgree 
of hcxagonnl crdcring. As thc ro.ngc oí induccd attra.c­
tion decrrn..se~, the attractivc S\V Huid loses its nglobal., 
si.xfold coordination, and whcu thc attraction rw.ige be· 
comes cxtrcn1ely ~hort, 6 = 0.05, tbe S\V ftuitl shows 
u '-'Cry low 11 global" hcxngonnl ordcr. It ls worthwhilo 
meutioning th.at tbc HC fluid with nu attractiuu, docs 
nQt reprcscut thc llmlting case 6 - O 1 but n1arks a 
crossovcr bctwccn t\""º typcs oí attractivc S\V fluids: one 
that. prcíen1 the i;trong hexagonal (crystallinc) crdcring 
o.nd nnothcr that echibits a ver;· low bcxagonol eoordi­
uatiou (a glas.s-íornling flukl). This crossover occurs nt 
u.n attractlon raugu of tbc ordcr of 0.15. Notice thnt 
thc cxi.::i.tcncc oí h\.·o di:;.ti.nct ao colluidal fluid.sin Wl nt­
trnction rango cqulvu.lcnt to 0.30 > 6 > 0.05 has bccn 
prcdictcd by Tejero et aL [7]. By meBns of o. pertur­
ba.tiou theory aua..ly:üs, tbcse authors ba'.'e shuwu tbat 
1.n such a.ttraetlou ra.ugc thf2'c a.re t'\Vo different typcs of 
pba.sc diagrams: tbe first with only one atable ftuld-aolid 
trnnsillon (with metasta.blie fluid-fluid and t:o0Ud-solid co­
cxistcncc). whilc thc sccond is cbnractcrized by o. tiiolid­
solld tran.sition witli a. crit icu.1 poiut u.nd & tiolid-i:oolid-fluld 
triple point. Bu.sed on thc t'csults of our atudy, we can 
speculate t.hat the first type of the phase diagrarn lu a 
2D fluid is o.ssociatod v.ith a.u au.ractlou rangc 6 > 0.15 1 

while t>ecoud will occur if 6 < 0.15. Partiully, this hs u). 
rc~\d.y cou.fir1ucd by computcr ~b.uulatlous [9}, whcrc both 
30 aod 20 &>lid-:solid transitiuu has bceu. found o.nd both 
occur ifthc width oftbc attractivc wcll is lcss tban 0.07u. 

So far, "-""C hn.vc a.mllyzcd the ordering pbenomcnn in 
an attractive S\V ftuids with d.iff'erent attraction ranges, 
but o.t thc samc a.ttro.ctlou streugth. Fl~rc 2 shows 1,!.ra 
'\-'Cni u.s 9 at lower reduced te1upera.t ures ( r = l ) and 
hlghcr (T'"' = 2 .O) than those discussed in Fig. t. By 
dccrcn.siug tbc nttractiou strcngt.h 1 o.s expa:tcd, the S'\V 
fluid, irrcspcct.h·c: of thc rangc oí the attractlon, shows 
u. tcutlcocy lo upprU11d1 tite thcrmodynn.mic sta.tc of thc 
unpcrturbcd HC fluid. Howcvcr, this occurs in two dlf­
fcrcnt wa.ys: (i) fer 6 11:: 0.30 1 this is ac<X>mpanled by a 
dccrca.se oí .,¡.,6 , that is consis.tcnt wltb a melting or or­
dered domains, a:im.lln.r to wbat oceurs in a simple (argon- .. 
likc) fluid¡ (ii) Cor 6 = O.OS, this is occompanicd. by a.n 
incrcnsc oí ~u, 'i.e., tbc a.ttro.ctl\le fluid becOUICS more or­
dercd when thc stn:ngth oí attractiou diminisbcs, in a¡> 
pa.rcnt contrtldiction with lntultion. On t.bc other ha.nd, 
wi lhc nttru.ction strcngtb increu.sc;;, far both SV.: fluid::t, 
thc oricutntlonal arder parwncttt n~uruoi vnlucs thn.t 
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wo ... ·c awo.y fron1 thc oucs obl:icrvcd hi thc rc!crcucc HC 
fluid: for fluid with 6 = 0.30, t/:v coutiuuc:s to incrcruic 
lm:Uco.tlug a s1nooth cxpauslon of tho reglan with slxfold 
coordination to thc luwer densit ies; for thc fluid with 
6 = 0.05 , t.bc quanLito.tlvc changcs are 11ot so appW'­
cnL, u.lt.hougb tbc tcndcncy to dccrcasc ,Po pcrsist::i. Thc 
[u.set ol Fig. 2 sho·ws hlstogram..:> of thc !raction of po.rtl­
cles that. bcloug to fi'\·c-, six- and sevt.mfuld coordination 
Voronol polygons, n.l tjJ = O.U!J7 Wld r· = 1.0. Ouc 
can clca.rly scc t.he qualitativc diffcrcucc in thc partic1c 
cool'dluatlon bctwecn mouoluycrs formcd Cruru S\V flu­
lds '\1.ilh a.tt.raction ranbre:.; that are larger ( 6 = 0.3). and 
shortcr ( 6 -= 0.05) thnn thc crossovcr rangc 5 ~ 0.15. 
At larger rangos, ahuost o.ll of thc potygons are a.lrcady 
hc."Ca.gons, i.e., ncarly all pw.·ticlcs a.ro six-coordinn.tcd a.nd 
the numbcr oC defects (partlclcs. not having slx nclghbors) 
is '\'Cry sn1nll. ln controst, in n. 1nonolnycr (onncd from a 
$\V fluid with a. shorter attraction nu1ge, a.bout. 30% of 
thc purtide!:! o.re involvcd i.nto o<ld-folc.J (pcntugom:> nnd 
bcptagons) corúibruratloru,;. Thu rcfcrcncc fluid of purcly 
rcpulst..-c HC pn.rticlc:1 n.nd S\\' fluid with 6 = U.15 a.re 
a>omcwhcrc in bctwccn 1 nu<l widcrliuc thclr t>hullaritlcl:ll by 
lus.ving a.bout 203 of thc pnrt.iclc::s that Lc1oug to dcfoct.:1. 

Thu corrcspondlng scqucnccs of thc dcfcct n1nps, nnd 
individual particlc trujoctories far thc couditions di~ 
cusscd 1n thc prcvlous parugraph, are flhowu 111 Fjg. 3. 
A structurnl n.nnlysi:s rcvcals thnt thc monolnycr formcd 
wbcu 6 = 0.30 is ncarly dcfcct Cree nml cryt>tu.llinc do. 
iuains are already prescnt¡ '\"ery fc·w dcfcctt> oocur i.u thc 
fom1 of isola.tcd or closcly bound pu.irs. Ali thc o.ttractlon 
ruugc is ro:luccd, thc dcfcct structurc bca::.unc:i. iuorc cu1n­
plicatcd iuvolv.i.u.g chains for l:i = O.l~, u..ud gru.in bound­
uric:s u.nd dcfect clustcrs for ti= 0.00. \Vbu.t \\re observe 
is o. rcsult of u.n incrcWicd particlc motlon duo to thc 
greu.tcr lrce volUlllc in thc systcru (12] wbcn tbc attrac­
tion rnngc bccomcs shortcr. Howcvcr, cu thc first stagc, 
wheu thc ra.uge is re<luced fro111 6 = 0.30 to 0.15, thc 
partlcle n1otion U.. prcfcrcntln.lly vibru.tlonol lnsidc hcxo.g­
on.al cagcs (spots o.nd chains on thc trajcctory plot are 
ru.thcr thick). 'Vhcn thc ru.ngc i~ furtha· rcduccd from 
6 = 0.15 to O.OJ, trae~ of onc-di1ncnsiom1l striug-likc 
o.nd roto.tionoJ collcctivc pnrticlc moticm nppcnr [13]. \Ve 
uote that for 6 = 0.15, thcrc: isa sep¡uation t~ndeucy for 
thc rcgions witli fluid-likc mobility t111d ~olid-likc immu­
bility, which is a fcaturc of fiuld/solid coexlstcncc. On 
thc coutrary, in thc cOBc 6 = 0.05, immobUc crystullinc 
~one!ll seCIJl to be ra.udomly di.stributed over all the arca.. 
FurLhcrmore, '\\.'C :mggc::it thnt the chnractcr ofthc ni.clting 
transltion in o. dense 2D systc1u (convcntional first-ordcr 
tn,nsition [3] or two continuou:s tru.nsitions with a. "he.."'­
aUc" pbasc in bct,'\o·ccn, knowo us KTHNY thcory [l·lJ> 
muy dcpcod crucinlly on thc n.ttru.ction rangc us wclJ. 

A naturul qucstiou is why t he crosso\'cr in thc bchuv­
ior oI t,;.·c,;, Ior u. dcW>C fluid occur:s a.t tbc o.ttruction rangc 
6 ::::;l 0.15. ).luklng an u.ttcmpt to undcr.naud this, wc 
tun1 our a.tteotiun to the kcy in the calculat.ion of ~u 1 

i.e., thc dc.6..nit.ion otthc ncurcst ncighbora. In thc prcscut 
study wc u.:>cd thc mathcmu.tic:u.lly precise dcfinitioo of a 
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particlc uclghborhood iu terw.s ol Voronoi polygoua. A 
much simplcr definitiou is tbc set of disk ccntcrs tbat 
lle wltbin 601110 1na.ximwu distaucc of tbc central disk 
{-l). Reccutly, Huerta o.nd Naumis (15] ]1ave augge¡tcd 
that in a dcru10 HC fluid tberc is a. uatural v..-uy to de· 
fine thc ncu.rcst ucighbors of a gh"Cn di:sk, as thosc di:.1ks 
thnt urc in a rcgk>n nrouud central ouc, \.vhcrc tbc wax­
inrn.l allo·wcd coordiuation is six, i.e., if thdr centerJO (ali 
lnto a ring bctwccu a. circlc oC radius .,. = o (dcfincd 
by an hcxagou of contuctiug di:iks) ando. circlc of ra.dh.i:i 
r = 1/(2sio.-;r/7) s:::= 1.15:.?o' (forwed by a.o. hcptugou uf 
contacting disks). One ca.u tiUggest that tbl:s ls a def­
inition of thc nttractivc S\V modcl (with 6 -=- 0.152) 
if "u.ttraction" i.111 u.ssocinted with the entropically drh'Cn 
bcxngono.l self-po.cking (sclf-deplctlon) ofdcnsc HC disks. 
The rcsults of Figs. l and 2 tiCc!lll to support thls sugges­
tion: two modcl fiuids. onc S\V with 6 ~ 0.15 and an­
other purely rcpulsivc HC fluid 1 in a viclnity offluid/solid 
cocxistcncc cxh.ibit vcry similar bond-oricntn.tional bc­
havlor; additiuna.lly, thc S\\.' tluid with 6 ~ O.lt. &ho\\.'S 
n. wcck dcpcndcncc ngninst attraction strcngth. Jf con­
fi.rmed cxpcd1ncntully, thl.s would be an itnportout obscr. 
vution tbat, fer c.x11.n1plc, muy :oha:i somc light on thc na­
turc of thc "uttractivc" nnd "rcpul.s.ivc•• collaldal gla.sscs 
[10,11]. ""e ca11 spcculatc tha.t thc glassy :stii.tc formcd by 
HC colloids (" rcpulsivc" glass) 1s of thc samo n.u.turc D::i 

Lhc gln&Jy statc forrncd by colloid/polymcr 1nixturc wit.h 
u. polymel· ro.dius of gyru.tlon cqulvalcnt to 6 ~ O.lo)¡ 
howc\.·cr, with no polymcr gluc addcd. Switching on a.o 
uttro.t."tion bctwccn collolds in.such a "rcpulsive'" gla.ss1 by 
utlding a nonad.::.ol'bcJ puly1ner with n11 u.ttruction ra.ngc 
that ls ~hortcr than 0.15u (c.g., poly~tyrcuc, wlth rucllu:.; 
of gyration 17 nm, tha.t corresponds to é = 0.08 in thc 
cxpcrhncnts of Phu.111 et al. (ll]), inltiully will "u1clt" o.n 
ex.isting particle coordin.ation and, by iucrc:u.stng the at· 
tro.ction strength furthcr, thls will promotc a ncw &la&sy 
stnte ("attra.cti,.·e" glass) by drl..-en thc system dyuam. 
les to nn a.ttracthc countcrpnrt of thc max.imwn random 
jummed state [5] [lOJ. 
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Figure l. Orientatiouul order panuneter IP6 ven¡us 
tbc pack.iug frw::tion 4'o) at n. fixcd nttra.ctiou strcugth 
T• =o. 1.5. Data corret>poud to thc rcpulsivc HC fluid 
u.:u.d uttrucdvc S\V .Duid '\Vitb severo! n.ttro.ctiou rouges 
li == 0.3,0.2,0.152,0.1 o.ad O.OC>, ns ind.lcatcd in thc fig­
ure. lnsct: t/."'ts versus 6 .a.t. .a. pack.ing &actk>n t/> = 0.607; 
tbe nota.t.iou is the satue as 00 the ll.laio pa.rt or tbe figure. 
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Figuro 2. Thc swuc us in Pig. 1, but at thrcc diffcrcnt 
n.ltru.clion :.trcugt.h:i fur u S\V Huid: r• = 1 (dnshcd 
linc). T .. :: 1..5 (solid linc) nnd T• = 2 (dottcd Hnc). 
Datu. íor o. S"\V fluid CXlrrcspoud "to thc uttraction ru.ngc,:¡: 
6 = 0.3,0.152 und 0.05 ·with thc swnc notations as b1 
Fig. 1. Iusct: íro.ctlons of thc fi..,c-, sbc- o.nd ~cvcn-sldc 
Voronoi polygons a.t 9 = 0.697 and r• = 1 -

Figure 3. Tbe Voronoi ana.lysis (left) and trajectory 
plots (rigbt) obtaiued witb tbe ~IC algorithm for 1000 
consecuth:e itera.tic.ins beforecquUibru.tion, for aSW fluid 
n.t ~ = 0.697, T• = 1 u.nd wit.b: 11) 6 :a::: 0.3 , b) 6 z:: 0.15 
u.nd e) 6 = 0.05, Solid dol!a and bollow dotsi, repraicnt 
fivc- and scvcn-&idc Voronoi polygons, rc:;pcctlvely. The 
data for u. HC fluid urn pructically lclcntlcal to tbu.l en 
part b) . ., 
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