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INTRODUCCION

El presente trabajo se enmarca dentro de la Teoria Equivariante de
Retractos. Esta drea surge como una interseccién de dos ramas impor-
tantes de la topologia: Ia Teoria de Retractos y la Teorin de Grupos
Topolégicos de Transformaciones. La primera de cllas tiene sus bases
cn los Teoremas de Tietze y Tietze-Urysohn. En 1931, K.’Borsnk sin-
tematiza estos hechos englobdndolos en una misma drea . El introduce
1as nocionces de retracto y retracto absoluto sobre la clase de espacios
metrizables. Posteriormente cn los trabajos de O. Hanner [19] se ge-
neraliza ¢l concepto de retracto absoluto sobre clases de espacios mis
generales y se introduce el concepto de extensor absoluto,

La imnportancia de los retractos absolutos y los extensores radica en
que cspicios topolégicos de gran relevancia como son las variedades,

los complejos simpliciales, los CW-complejos, pertenceen a esta clase
de espacios.

Por otro lado, la tcoria de los grupos topolégicos de transforma-
ciones se origina en el siglo pasado y corresponde a una confluencia
exitosa de diversas dreas de la matemitica como la topologin, el anili-
sis funcional, cl dlgebra y la geometria. En ¢l Seminario Henri Cartan
1949-1950 sc desarrollé la teoria de haces fibrados, importante en ¢l
desarrollo de la tcorin de los G-espacios, dilo que éstos son generaliza-
ciones de haces principales. A partir de aqui se produce un desarrollo
vertiginoso en la teorin de los grupos topoldgicos de transformaciones y
matoemiiticos como De Vries, Smith, Montgomery, Zippin, Yang, Borel,
Floyd, Conner, Mostow y Palais, entre otros, aportan una gran canti-
dad de resultados que enriquecen y fortalecen la tecoria.

En nuestro caso, como mencionarmos cn un principio, establecere-
mos resultados correspondientes a la teorin equivariante de retractos.
En csta rama contribuycron de manera esencial Glenson {18], Palais
(38], J. Jaworowski [28], [29], [30], Lashof {33], Simirnov [40), Dc Vrics
[43], Antonyan [3], [4]. Un compendio acerea de la teoria equivariante
de retractos lo puede encontrar en el articulo panoramico [3]. Los si-
guicntes autores H. Abels (1], [2], G. Bredon {11), S. Hliman [24}, 1. M.
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James y G. B. Segal [27], T. Matumoto [34], T. Dicck {42], con sus
trabajos sobre topologin algebraica equivariante influycron de manera
importante al desarrollo de la teoria equivariante de retractos. En esta
Iinca sc trata de cstablecer resultados andlogos a los ya existentes on
Ia teorin de retractos pero considerando que los espacios topoldgicos
poscen una accién de un grupo topoldgico no trivial y gque las fun-
ciones continuas entre estos espacios conmutan con la accién del grupo
(funciones equivariantes).

El camino para establecer uina versién equivariante de un resultado
correspondicnte a espacios topolégicos no es inmediato puces depencde
de las propiedades topolégicas del grupo y del espacio, asi como de Ia
definicién de la accién. Una manera que ha resultado fructifera para la
“cquivarientizacién” de resultados, es el considerar acciones de grupos
compactos (ver por cjemplo, [11], {356] y [38]).

Sin embargo si la compacidad del grupo se debilita a compacidad
local surgen problemas para establecer resultados similares. Este hecho
propicié que cn 1961 R. Palais introdujera la nocién de G-espacio propio
(ver [39]) con el propésito de extender una parte sustancial de la tcoria
de las acciones de grupos compactos.

De hecho, si G es un grupo compacto cntonces cualquier G-cspacio
cs propio. Si G es discreto y X es locamente compacto, la nocién
de accién propia coincide con la nocién clisica de accién propiamente
discontinua.Si G es cl grupo aditivo de los reales, los G-cspacios propios
corresponden a los sistemas dindmicos dispersos con espacio de 6rbitas
regular. En este iiltimo caso si ademiis el cspacio fase es metrizable
y separable entonces los G-cspacios propios coinciden con los espacios
paralelizables (ver [1]).

En lailtitna déeada el interés por los G-espacios propios resurgid.
Entre los trabajos que retoman el concepto merecen especial atencién
los de S. lllman [25) y [26]. En particular, cn [26] sc prucbha que si
G s un grupo de Lice entonces cada G-variedad propia suave posce
una cstructura de G-CW-complecjo. Bajo la misma suposicién sobre
G, E. Elfving [15] prueba qtte si una variedad topolégica posce una
aceién propia localmente lineal entonces ticne el mismo G-tipo de ho-
motopia que un G-CW-complejo. También, en [6] y [8] sc consideran
propicdades de retraccién de los espacios orbitales y G-espacios propios
universales.

En cl caso no equivariante, una de las ventajas mas immportantes de
los CW-complcjos es 1a propiedad de ser un espacio ANE. En cl caso
de los G-CW-complejos (los cuales fueron introducidos por S. [llman
on [23] y [24], ¥ por T. Matumoto en [34]) la pregunta natural cs, 4 Es
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un G-CW-complejo un espacio G-ANE? Esta pregunta, para ¢l caso

general, arin permancee abierta. Uno de los propdsitos principales de
csta tesis es investigar este hecho. .

En conexién con lo anterior, en cl Capitulo 11 §4 probarcrmos la
versién cquivariante del teorema clasico de Borsuk-Whitehead-Hanner
acerea del espacio de adjuncién X Uy Y de una funcién continua f :
A — Y donde A es un subconjunto cerrado de X. La version de
este teorema en [21] establece que si X Uy Y es metrizable entonces es
un ANR sicmpre que X y Y también lo sean. En {21] D. M. Hyman
probé que XU Y cs un AN E sin suponer la metrizabilidad de X U, Y.
Sin embargo, Hyman supone la metrizabilidad tanto de X como de Y.
Aqui se estableceri el resultado equivariante andlogo, probando que
X UsY es un G-ANE sobre la clase G-M de los G-cspacios propios
metrizables que admiten una métrica invariante, siempre que X € G-
M y los tres G-cspacios X, A y Y sean G-ANFE para la clase G-AM.
En cste caso no se supone la metrizabilidad de Y y en consccuencia se
ticne una generalizacion del teorema de Hyman considerando la accién
trivial. En las prucbas se seguird la idea general del articulo de Hy-
man [21] y se utilizarin métodos de la teoria equivariante e retractos.

Adcmiis se cstablecerdn resultados andlogos para el caso de los espacios
G-AE.

Otro resultado importante que se establece y prucha en este tra-
bajo, corresponde a la versién equivariante del teorema de Kodama
[31], acerca de la unién de cspacios ANE. En el Capitulo 11 §5
mostraremos dicha versién considerando la unién de espacios G-ANE
para G-cspacios propios, donde G es un grupo localmente compacto de
Hausdorff.

Posteriormente, sc aplicarin estos resultados en el Capitulo 11 §6,

para probar que si G cs un grupo de Lie entonces cadan G-CW- complgjo
propio e¢s un G-ANE.

Otra de las lineas que se siguen en esta tesis se deriva de la versién
cquivariante del teorema de Borsuk-Whitehead-Hanner (BWH). Si en
cl espacio de adjuncién X U, Y, el espacio Y consiste sélo de un punto,
cntonces se dice que el conjunto se colapsa a un punto, denotindose cl
cspacio como X/A. Del teorema cquivariante de BWH surge entonces
la pregunta: si X es un G-ANR y A cs un subconjunto cerrado de
X, iX/A es un G-ANE? En cl tercer capitulo de este trabajo se
cstableceri, para el caso de la accién de un grupo compacto, que cl
hecho de X/A sea un G-ANE depende solamente de A y no de X.
Miis precisamente probaremos que si A €8 un G-espacio métrico y si
existe un G-espacio Xp € G-ANR(A) (donde G-AN R(A) denota 1a
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clase de los G-ANR que conticnen a A como un cerrado invariante)
tal que Xo/A € G-ANE, cutonces para cada X € G-AN 2(A) se ticne
que X/A € G-ANE. Dec aqui sc desprende la definicién de divisor G-
ANR, csto es, un G-espacio A se dice que es un divisor G-ANR «i ¢s
metrizable y X/A es un G-ANE para cada espacio X € G-ANR(A).

Para cl caso no cquivariante, la nocién de divisor AN R fue intro-
ducida por D. M. Hyman cn [22]. En el Capitulo III, nosotros scguire-
mos la idea general de este articulo para establecer algunas condicviones
para que un G-espacio sea un divisor G-AN R, para lo eual definiremos
en Capitulo 111 §3, la nocién de base de vecindades por G-deformacion
y cn §4 del mismo capitulo, los espacios absolutamente G-contraibles
por vecindad. En §5 sc probara también el teorema cquivariante de
la propicdad de extension de G-homotopin. Al final de este capitn-
lo en §6, se cstudiarin las operaciones de unién y espacio cociente de
los divisores ANR y de los espacios absolutamente G-contraibles por
vecindad.

En cuanto a la estructura, cl trabajo consiste de tres capitulos.
El primero de cllos csti contemplado para que los lectores adqgnice-
ran los conceptos bdsicos de la teoria equivariante de retractos y de
las accioncs de los G-espacios propios. En cl segundo, como ya se
mencionsd, se cstablecen las versiones equivariantes de los teoremas de
Borsuk-Whitehead-Hanner y de Kodama, asi como su aplicacién a los
G-CW complejos. El tercer capitulo esti destinado al estudio de las
propiedades de extensidn y retraccién de los G-espacios obtenidos al
colapsar un G-subespacio cerrado y metrizable de un G-cspacio a nn
punto, asi comno a establecer tcoremas de divisores G-ANR y espa-
cios absolutamente G-contraibles por vecindad, similares a los que se
ticnen en espacios G-ANR. Es importante mencionar que cuando se
mencione alguna proposicién, tcorema, lema o corolario, si no se hace
la especificacién del capitulo significa que su numeracién corresponde a
la del capitnlo en el que se usa. En caso necesario se hara la anotacién
del capitulo correspondiente.

La mayor parte de los resultados de csta tesis estdn contenidos en
el articnlo [7]. Asi mismo, se reportaron por mi parte en los siguientes
congresos internacionales:  Spring Topology and Dynamical Systems
(México, Marzo 2001), V Iberoamerican Conference on Topology and
Its Applications (Esparia, Junio 2003). Estos resultados fucron tam-
bién reportados en los Congresos Nacionales de Ia Sociedad Matemiitica
Mexicana cn los afios 2001 y 2003. En ¢l Congreso de la SMM del 2002
reporté un resultado sobre G-espacios quie no s¢ encucntra en esta tesis
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y aparcceri cn mi articulo “Sobre un Teorema de J. De Groot” on las
Aportaciones de la SMM.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES DE LA TEORIA DE
RETRACTOS Y G-ESPACIOS

1. Introduccién

El presente trabajo esti enmarcado dentro de la Teoria Equivari-
ante de Retractos. Asf, este primer capitulo esta destinado a establecer
1as herramicentas necesarias tanto sobre ‘Teoria de Retractos como de los
Grupos Topolégicos de Transformaciones. En lailtima seccidn se con-
juntardn las dos irens y se establecerin versiones equivariantes de las
nociones de retracto, retracto absoluto y extensor absoluto. Ademsis,
en §1.4 sc introduce el concepto de G-espacio propio, nocién cuya im-
portancia radica en el hecho de que permite extender resultados funda-
mentales de acciones de grupos compactos a acciones de grupos local-
mentc compactos. Lo anterior serit expucsto de manera superficial pues
s6lo se pretende presentar aquello que serd nocesario para los capitulos
posteriores. En caso de que se quiera profundizar con detalle en cstos
temas, existen obras de excelente calidad donde se presenta un estudio’
mis detallado de cllos. Para la tecoria de retractos se pueden ver las
obras cldsicas de K. Borsuk [12] y de S. T. Hu [20]. Las ideas y hechos
bisicos de G-espacios pueden encontrarse en las obras de G. Bredon
[11], de Montgomery-Zippin {35] y de R. Palais [38]. Nuestra princi-
pal referencia sobre los G-espacios propios es el articulo de R. Palais
[39]; otras buenas fuentes son [1], [2], (23] y [32]. Un compendio de la
teorin equivariante de retractos se puede encontrar en (3] y en [4]. En
cucstiones de topologia general se puede consultar los textos cldsicos
de R. Engelking [17] y J. Dujundji {14].

2. Retractos

De aqui en adelante para referirnos a una funcién continua lo hare-
mos mediante la palabra aplicacién . El problema de extender:una
aplicacién f: A — Y de un subconjunto cerrado A de un espacio X, a
todo X, o al menos a algnna vecindad U de A en X, es frecuente en-
contrarlo cn topologia. Cuando X =Y y f eslainclusién i : A = Y,
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dicho problema mercce una atencién especial. En coste caso se con-
vierte en un problema de retraccidn. Para entender mejor este hecho,
formalicemos la nocién de retracto y mostremos Ia immportancia de sus
propicdades.

Definicidén 2.1. Sean X un espacio topoldgico y A € X. Sila
aplicacién identidad id : A — A tiene una extension continuar : X —
A, entonces A se dice que es un retracto de X y r es llamnada una
retraccién.

AL A
i~ A,
X

En otras palabras, una retracciéon de un cspacio X sobre un sub- -
cspacio A de X cs una funcién continua r : X — A'tal que:r(a) =a
para cada punto a € A. Dado que r cs sobre, si X es de Htmsdorﬁ't
entonces r preserva la compacidad, 1a ('onexxdnd yla (‘oncx:dml por
traycctorins. s S

Algunos cjemplos de retractos son los siguicentes:

» .

Ejemplo 2.2. Sea X un espacio t logi Ci "'
A de X, tal que A consiste de un sdélo clemento, es un retracto de X.

Ejemplo 2.3. Todo espacio X es un retracto de sz"mismo.

Ejemplo 2.4. Considere la (n — 1)-esfera S"~1 = {z [S5 R"l“zl]
1} en R". Sea X = R" \ {0}. Entonces S*~! es un retracto de X
liante la retraccion radial r : X — S"~! definida comno L

(@ = (o )

para cada punto x = (Z1,...,zn) de X. Aquf |z| denota la norma eucli-
diana x y 0 al clemento de R™ con todas las coordenadas iguales a
cero.

Ejemplo 2.5. Sean Y y Z dos espacios topoldgicos y X =Y x Z.
Si (yo,z0) € X entonces Y x {20} es homeomorfo a Y es un retracto

de X fiante la ap proy idn al primer factor (de la mnisma
manera {yo} % Z también ¢s un retracto del producto con la proycccicn
al segundo factor). Por cjemplo, cada meridi del toro T = S! x §!

es un retracto de T.
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La siguiente proposicién muestra la manera en que la existencia de
una retraceién implica la existencia de una extension ¢ inversamente.,

Proposicidn 2.6. Sea A € X. Luégo, A es retracto de X si y
solo si pare cualquier espacio Y cada aplicacion g : A — Y tiene una
crtension sobre X.

DiZMOSTRACION. Sea 7 : X — A una retracciébn y g : A — Y
una aplicacién donde Y es cualquier cspacio. Entonces la composicién
gor: X — Y es una extension de g sobre X. La otra implicacién cs
inmediata haciendo ¥ = A. a

A contimneién se mencionan algunas propicdades de retractos que
muestran la importancia de su estudio. Estas propicdades permiten
decidir cudndo un espacio es retracto de otro y aplicar el problema
de retraceién a cuestiones topolSgicas muis generales (por cjemplo ol
Teorema de Punto Fijo de Brouwer). Las demostraciones de estas
propicedades las puede encontrar en [20], Capitulo 1.

(i) Si f : X — X es una aplicacién idempotente (i
entonces f(X) es un retracto de X.

. fof =1/Ff)

(ii) Cada rctracto de un espacio X de Hausdorff, es cerrado en X.

(iii) Si X es un espacio que tiene la propiedad de punto fijo y A es
un retracto de X, entonces A también tiene la propiedad de punto fijo.

(iv) Un retracto de un espacio (localmente) contraible es (local-
mente) contraidle.

(v) Un retracto de un espacio localmente conexo tamnbién es local-
mente concro.

Otra nocién fundamental de la teoria de retractos la coustituyen
los retructos absolutos (de vecindades), asi como los extensores abso-
lutos (de vecindades). Espacios topoldgicos de importancia pertenceen
a este tipo de espacios. Estos originalmente fueron definidos sobre la
clase de los espacios métricos separables, en particular sobre los os-
pacios métricos compactos. Gradualmente se gencralizaron a espacios
métricos arbitrarios y finalmente a clases mas generales de espacios (ver
[20]). En cste trabajo adoptarcinos In definicién sobre clases de espa-
cios débilmente hereditarias, aungue posteriormente lo aplicarcimos cn
particular a clases de espacios metrizables.
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Definicién 2.7. Una clase C de espacios topoléyicos se dice que ¢s
débilmente hereditarvia si cumple que: :

i) para todo X € C y Y howmeomorfo a X imnplica que Y € C.

#i) para todo X € C y A un subespacio cerrado de X se tiene que
AecC. :

En las sigunientes dos definiciones se cstnblc( 1 losx (on( cptoq de
ANRYy AN E. X

Deﬁnncnén 2.8. Un espacio Y €-C se.dice que es un Retrac-
to “Absoluto de Vecindad : para la clase C~ (denotado' como Y €
AN R(C)) si siempre que Y estd cncajado como un subcspacio cerrado
en un espacio Z € C, entonces Y es un retracto dc una wvecindad de 'Y
en Z.

Definicién 2.9. Un espacio Y se dice que es un Extensor Ab-
soluto de Vecindad para la clase C (denotado como Y € ANE(C))
st cada aplicacion f : A — Y, donde A es un sub io cerrado de un
espacio X € C, liene una extension F : U — Y, mn U una wvecindad
de A en X.

En ambos casos, si la vecindad la constituye todo el espacio entonces
se ticnen los conceptos de AR y AE sobre la clase C, respectivainente.

Los teoremas clasicos de Tietze, Tictze-Urysohn y Dujundji, asi co-
mo algunas propiedades que pueden ser encontradas en [12] o en [20]
proveen diversos cjemplos de cspacios ANR y ANE.

Ejemplo 2.10. [ = [0,1] es un AE(N), donde N denota la clase
de los espacios normales. (Teorema de Tietze). .

Ejemplo 2.11. Ci de R, es decir cuul—
quier intervalo, es un AE(N) (TLarcrna tle Tletzc-Urysahn)

Ejemplo 2.12. El cubo de Hilbert es un espacio AE(N)‘ ..

Ejemplo 2.13. Eln-disco D" = {= € R"|||z|| < 1} y. el simplejo
A™ de dinensidn n. son AE(N). . T s e

Ejemplo 2.14. La (n — 1l)-esfera S"~! es un ANE(N).
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Ejemplo 2.15. R" es un espacio AEWN).

Ejerﬁplo 2.16. Los espacios CW -complzjos son AN E(M), donde
M dr:'nol.u la clase de los espacios metrizables.

Ejemplo 2.17. Cada conjunto convecxo en un cspacio vrclunul lo-
calmentr convezo es un AE(M). (Teorcmna de Dugund_n)

: Ejemplo 2, 18. Cualquier espacio metrizable que es homcamorfa a
un retracto (de vecindad) de un subconjunto convero de u spncm de
Ba‘nach es un AR (respectivamente ANR).

Ejemplo 2.19. Un espacio melrizable sto que

Jfo. a unretracto (de vecindad) del cubo. de Hzlb('rt es un AR (reepcctl—
umucntc ANR). : .

¢ Ejemplo 2.20. Cada sub vjunto o de un
lincal es AR.

pacio normado

Una cuestién importante en los inicios de la teoria de retractos es
determinar cuando un ANR(C) es un ANE(C). Esto cs cierto para
ciertas clascs de espacios, por cjemplo para la clase de los espacios nor-
males. En sentido contrario, ¢l hecho es siempre cierto para cualguier
clase de espacios, como lo muestra la signiente proposicién cuya prucba
se puede ver oen [20), pigs. 83-84.

Proposicién 2.21. SecaY € C. SiY € ANE(C) (resp. Y €
AE(C)) entonces Y € ANR(C) (resp. Y € AR(C)).

3. G-Espacios

Uno de los principales objetivos de este trabajo es establecer ver-
siones de algunos resultados de Ia teorfa de retractos dentro de la eate-
goria de los G-espacios, es decir, cuando los espacios topoldgicos poseen
alguna accién continua de un grupo topolégico y las aplicaciones entre
cllos conmutan con la accidn. Estos espacios en conjunto con las aplica-
ciones mencionadas forman una categoria conocida como G-TOP. Para
aclarar lo anterior cdefinamos a continuacién lo que es un G-espacio.
Aqui considernremos que los grupos topoldgicos son de Hausdorff.
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Definicién 3.1. Por un Grupo Topoldgico de Transforma-
ciones o un G-espacio se¢ entenderd una terna (G, X,0) donde G
es un grupo topoligico, X es un espacio topoligico y 0 : G < X — X
es una funcién continua gque satisface:

i} O(e,x) = x, para todo x € X, donde ¢ es la identidad de G,

ii) 0(h,0(g,x)) = O0(hg,x), para todos £ € X, g, h € G.

A la funcidn 0 se le conoce como accién y por comodidad deno-
tarcinos (g, x) como g.r.

En diversas ramas de la mateniitica se presentan situaciones donde
aparccen acciones continuas de grupos sobre cspacios topolégicos. Por
cjemplo, en sistemas dindmicos las acciones del grupo aditivo R o
del grupo Z forman la basc de su teorin. En las dreas de topologia
diferencial y topologia algebraica se ha desarrollado una extensa roorxn
equivariante.

Mostraremos a continuaciéon algunos de los ejemplos miis conocidos.

Ejemplo 3.2. Cualquier grupo topolégico G acliia en si mismo me-
diante la multiplicacion izquierda.

Ejemplo 3.3. La accidn trivial 0(g, ) = x, para tados g € G, =z €
X, hace actuar cualquier grupo Lopoldgzca G - sobre cualquzcr c.-marzo
topoligico X . . . . .

Ejemplo 3.4. Sea {X. } una leccicn’ de G ,‘ ios. La accion

diagonal en el producto HX .es generada por la acczdn dc G ‘en cndaf L

Xa-

Ejemplo 3.5. G =S! 'C 9(‘:",\1;c':") = rc“(x;‘“).” SR

Ejemplo 3.6. (]R +) X ="R2\ {0}, 0(¢, (z,¥)) = (e*x, r"y)

Ejemplo 3. 7. G R R‘ o(z (:z:.y)) = (z,t +y)

Ahora bxen, pnra cada g€ G ln. accién 0 dctcrmmu un homcomor-
fisrmo 0, : X — X, donde 0,,(:1') = o(g,:r:), para todo z e X g

Asi, Ia’ vorrmpoudcn(.m g . 0, define una funcién’ & G: i
Homeo(X), donde Homeo(X) ¢s el grupo <e homeomorfismos do X
en X. Se sigue inmediatamente que € o3 nn homomorfismo de grupos.
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Si X es un G-espacio y = € X , se definen los siguientes conjuntos:

G, = {g € Glgx = x}, lamado cl estabilizador dc x.
G(x) = {gx|g € G}, Ia 6rbita de x.

Adcmds, si Gy = G, entonces z cs un punto fijo, y X% denota ol
conjunto de puntos fijos de X.

Sean A un subconjunto de X y H un subgrupo de G; denotemos
por HA el subconjunto de X definido como HA = {hall € fl, a & A}
Lucgo,

Si HA = A, diremos que A es un conjunto H-xnvannnt.e . En cl
caso que i = G entonces A se dird simplemente n:vanante .

Definicion 3.8. Una funcidén continua f : X — Y entre G-cspacibv
es una G-aplicacién o funcién equivariante si satisface f(gz) =
gf(x), para cadag € G y cadaz € X.

En cl caso de que Y sea un G-espacio trivial, es decir G actiia
trivialmente sobre Y, la funcién equivariante f : X — Y serd llamada
invariante, csto cs, f(gz) = f(z) paratodoxz € X y para todo g € G.

Note que la funcién identidad es equivariante y la composicién de
dos funciones equivariantes cs cquivariante. Asi, los G-espacios como

objctos y las G-aplicaciones como morfismos forman una categorin, la
cual denotaremos por Top® o G-Top.

La siguiente proposicién establece un hecho fundameuntal en 1a teoria
de los G-cspacios. Su prucba se puede ver, por cjemplo, en [11].

Proposicién 3.9. Sea X un G-espacio con accién 6. Entonces 0
es abierta. En el caso do G es to, 0 es cerrada.

Ahora bien, si @y y 22 € X, entonces G(x,) = G(zz) o G(:) N
G(xg2) = 0. Esto origina una descomposicién de X en las érbitas de
cada uno de sus puntos. Asi, la relacion x ~ y si y sélo si G(z) = G(y),
es una relacién de equivalencia cuyas clases son precisamente las érbitas
de X. Al conjunto X/ ~ lo denotaremos por X/G y a la funcién que
asocia a cada x con su clase de equivalencia, la representarcmos por o
y la llnmaremos proyecciéon orbital.

Un problema importante en la teoria de los grupos topolégicos de
transformaciones y cn particular en nuestro trabajo, lo constituye la
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existencia de métricas tales que cada transicién en cada elemento del
griupo sca una isornetria. Estas mdétricas son definidas a continmacion.

Definicién 3.10. Una métrica p para un G-espacio metrizable X,
tible con su topologin, es una métrica invariante si /:(q.r qy) =

=z, 1/) para todo g € G, y para todos &,y € X, esto es, si el homneco-
morfismo 0, es una isometria respecto a la mélrica p, para todo g € G.

En gencral no siempre existe una métrica invariante en un G-cspacio
metrizable (por ejemplo ver el Z-espacio X = R2\ {0} con la accién
mostrada en [32] pdg. 2). Sin embargo, para ciertos casos la existencia
es vilida. Por cjemplo si el grupo G es compacto entonces un G-espacio
metrizable siempre admite una métrica invariante ([38]). En [39] sc
prueba que si G es un grupo de Lie y X es un G-espacio propio (ver en
1a Scecidn 5 de este capitilo) metrizable separable entonces existe nna
métrica invariante compatible, en X. J. De Vrics en [43] cstablece que
csto tiltimo es también cierto si G es cualquier grupo metrizable. J. L
Koszul [32] probé la existencia de una métrica invariante compatible
en un G-espacio propio metrizable localmente compacto donde G es un
grupo arbitrario.

4. Retractos equivariantes

En esta seccién presentaremos las definiciones de retracto absolu-
to (de vecindad) cquivariante y de extensor absoluto (de vecindad)
cquivariante, de acuerdo a [3].

Aqui C% denota la clase de G-espacios que también pertenceen a ln
clase débilmente hereditaria C.

Definicién 4.1. Un G-cspacio Y es lla lo un G-extensor ab-
soluto de vecindad sobre C¢ o G-ANE(C) si para | cada X e C“ v
cada subconjunto cerrado invariante A de X, G- 7203

f : A=Y pucde ser extendida a una G- aphcamon F U — Y donde
U es una vecindad invariante de A en X.

Definicién 4.2. Un G-espacio Y es {o un G-retracto ab-
soluto de vecindad sobre C% o un G-ANR(C) si Y. € C%. y siempre
que Y sca un cerrado invariante de un G-espacio Z € C, cntoncce Y
es un relracto equivariante de vecindad de Z.
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De manera andloga al caso no equivariante, se ticnen diversas pro-
picdiules de los G-ANR y G-ANE, cuando la accién es de un grupo
compacto. A continuncién estableceremos algunas de estas propiedades.

Lema 4.3. Sca X un G-espacio mélrico. Si X es un relracto

iante de indad de un ecspacio Y € G-ANE, entonces X os
un G-ANE.

DEMOSTRACION. Sea A un cerrado invariante de un G-espacio mé-
trico Z,y f : A — X C Y una funcién equivariante. Como Y € G-
ANE, cxiste g : U — Y, una funcién cquivariante, donde U os unan
vecindad invarinnte de A en Z y gla = f.

Scir : V — X la retraceidn equivariante de una vecindacdd invariante
V de Y sobre X. Definnmos W = g~ (V) y F = r o glw. Es claro
cntonces que £ es una funcién equivariante de W sobre X. Adoemas,
Fly = f. Por lo tanto X cs un G-ANE.

]

Teorema 4.4. Cualquier subconijunto abierto invarianie de un G-
ANE es un G-ANE.

DEMOSTRACION. Sean Y € G-ANE y W un subconjunto abicrto
invarinnte de Y. Sea f : A — W una funcién equivariante, donde A es
un cerrado invariante de nn G-espacio normal X. Entonces, afirmamos
que f ticne una extensidn equivariante de vecindad.

En cfecto, sen i : W — VY la inclusién. Como YV € G-ANE, Ia
composicién ¢ = io f : A — Y tiene una extensién equivariante
Y :V — Y, donde V es una vecindad invariante de A. Considere la
preimagen U = f~'(W) en V. Como U es abicrto en V' y V es abierto
en X, entonces U es un abierto en X que conticne a A, Ademads, U
os invariante ya que W lo os y f os equivariante. Entonces la funcién
g : U — W, definida por g(x) = ¥ (x), para = € U, cs nuna extensién
cquivariante de vecindad de f.

oa ]

Teorema 4.5. Sea G un grupo compacto. Entonces un G -espacio
métrico X es un G-ANE si y sélo si X es un G-ANR.

DiMOSTRACION. Sen X € G-ANR. De acuerdo a [4] pigs. 518 y
523, X pucde ser encajado de manera equivariante, como un cerrado de
algin G-espacio métrico Z € G-AE. Como X € G-AN R, cl espacio X
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[13) 1.
s un retracto de vecindad equivariante de Z. Asi, por ¢l lema anterior
se concluye esta parte.

Inversanente, consideremos a X como un cerrado invariante de un
G-cspacio métrico Z y aid : X — X, Ia identidad ¢n X, Como X € G-
ANE Ia G-aplicacién id tience una extension de vecindad equivariante
r: U — X, con U una vecindad invariante de X en Z. Por lo tanto,

X '€ G—ANR.
a

En capitulos posteriores se desarrollarin mds resitltados correspon-
dientes a la teoria equivariante de retractos mismos que permitirin
cstablecer diversos cjemplos.

5. Acciones de grupos localmente compactos

El cstudio de las acciones de grupos compactos brinda nna gran
cantidad de resultados dentro de la teoria de los grupos topoldgicos de
transformaciones. Permitiendo ademais, establecer versiones equivari-
antes de conceptos y teoremas de la topologin general (ver [38], [3],
[35], [11]). No obstante, en una gran cantidad de casos se requiere
que el grirpo no sea compacto sino localmente compacto. Por cjemplo,
las acciones de R y de Z son esenciales en sistermnas dindmicos.  Sin
cmbargo, cn este caso la rigueza de resultados es menor, por lo que es
necesario establecer condiciones adicionales tanto en el tipo de accién
como cn los espacios donde se actiin. R. Palais [39)] introduce Ia no-
cién de G-espacios propios y G-espacios de Cartan con el propdsito de
extender la teorin de acciones de griupos compactos al caso general de
acciones de grupos localmente compactos sobre espacios de Tichonov.

Dada la importancia de e tipo de G-espacios en el desarrollo del
presente trabajo, se establecerdn en este capitulo los principales hechos
¥ propicdades sobre los G-espacios de Cartan y G-espacios propios.

Comencemos por definir la siguiente relacién entre subconjuntos de
un G-cespacio.

Definicién 5.1. Sean U y V' subconjuntos de un G-espacio X. Se
dice que U es relativamente delgada respecto a V (lo cual se
denotard como U ~ V) si el subconjunto de G, (U,V)={g€ GlgUn
V £ @} tiene cerradura compacta. Cuando U es relati te delgad.
T to a clla mni , s¢ dice simplemente que U es delgada.
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Algnnas propiedades del (on_nmto (U, V), las (-uulc\ son I'umlm de
ver ificar, sc mencionan a ('onhnnnmon.

Proposicién 5. 2. El subconjunto (U V) satzsface.

(1) U, V) = (V, Uy

(2) {@:U,52V) = 92(U, V)ar}; para todos gy, g2 € G;

(3) Sea Q un conjunto-de tndices.  'Se cumple que (UnaUa, V)
Up{Ua, V), pamm a € 2

(4) Sea © un conjunto de fadices. (UaUa,MaVa) C UalUa, NaV.,),
prara « € Q.

De aqui se desprende que si U A V entonces V 4 U, por lo que
sélo se dird que U y V son relativamente delgadas. También si U Av
centonces sus traslaciones g\U y g2V, donde g; ¥ g2 € G también son
relativamente delgadas. Ademas los subconjuntos de U y de V' también
seran relativamente delgados si lo son U y V. Por (3) de la proposicién
anterior se tiene que cualquier unién finita de conjuntos relativamente
delgados con respecto a V' es relativiunente delgada con respecto a V',
Por (4) dc la Proposicién mltcrior se satisface que si Uy 4 V; paran
i=1,2,..,n cutonces UL U; A N, Vi. En ¢l caso en que C, y C2 son
sub(‘on;umos compactos de X el conjunto (Cy,Cz) es cerrado en G,
por lo que si C, A C2 entonces (C1, C2) es compacto.

A partir de 1a Definicién 5.1 se establece lo que cs un G-espacio de
Cartan.

Definicién 5.3. Un G-espacio X se dice que es un G-espacio de
Cartan si cada punto de X tiene una vecindad delgada.

Es claro que si G es compacto entonces cada subconjunto de un
G-cspacio X cs delgado, es decir, X es un G-espacio de Cartan.

Cuando el grupo actiia libremente sobre X, (cs decir ¢l grupo de
isotropia en cada punto de X es trivial) se tiene que ¢l G-cspawcio X
cumple con el axioma basico de H. Cartan para haces principales, os-
tablecido en ¢l Seminaire H. Cartan de 1948-1949, lo cual explica In
seleccién del nombre.

A continuaciéon se describen algunos cjemplos de G-cspacios de Car-
t.an.
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Ejemplo 5.4. Sean G = R el grupo aditive de los nidmeros reales
y X =R?\ {0}. Aquéi G actia sobre X mediante la siguiente cecidn

(e, (z, 1)) = (e'z, e~ty).

Entonces X es un G-espacio de Cartan.

u."- R2 ‘con. la accion 0 de R definida de la siguicnte

o @) = (&t

accidn deZ (con'la topologia discreta)

v) =(2"=,2 _y)’,_ . .
Z." B onccsR‘ \ {0}’ es'un espacio de

de Cartan; ain‘cuando Gies localménte

compacto, cs cl siguient

Ejemplo 5.7. Sea'Y q{ﬁcﬁqdrﬁhtc pasitivo_del plano cartesiano,
esto es, ST

Y = {(=9) €R’lz > 0,y > 0}.

Es fdcil verificar que Y es un G-espacio de acuerdo con la accidn del
ejernplo 5.4. Al identificar los puntos (x,0) y (0,1/x) en Y se obticne
un nuevo G-espacio Z el cual ya no es un G-espacio de Cartan.

Como se dijo en un principio, existen resaltados que se cumplen
cunando ¢l grupo es compacto, pero que dejan de hacerlo cuando cl
grupo ya no ticne esta propiedad. No obstante, en un G-cspacio de
Cartan se pueden rescatar algunos de ellos.

Proposicién 5.8. Sea X un G-espacio de Cartan. Entonces cada
orbita de X es cerrada en X y cada estabilizador de X, es compacto.
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T DIEMOSTRACION. Sean x € X y V, una vecindad delganda de a.
Moestremos primeramente que G es cerrado en G, Sein {g.} una red
on Gy convergente a g € G. Entonces {gax} cs convergente a ga:. Por
otra parte gor = =, para todo a. Por tanto, {g.x} cs convergente
también a ;. Como G es de Hausdorff entonces gxr = x y, por tanto,
g € Gz. Asi, G cs cerrado en G.

Ahora bicn, como G es subconjunto de (V;, Vi), el espacio G- os
compacto.

Probemos ahora que G(zx) cs cerrado en X, Sean y € G(r) y U unn
vecindad delgida de . Sea {gaz} una red en G(x) convergente a y.
Sea ag fijo tal que ga,x € U. Se tiene entonces (gags)! MgewZ) = gaus
asf quie gags! € (U, U) < (U, U). Luego se tienc una subred de {gag)}
convergente a kb € G (por comodidad la subred la segniremos denotando
por los mismos {ndices). De aqui que {g.} converge a {ig.,} = g.
Entonces por un lado {g.z} couverge i y por otro converge a gx, por
lo que gz = y y, por tanto, y € G(x). Se concluye que G(x) es cerrivlo.

]

Cuando X no es un G-espacio de Cartan, ln proposicién anterior
pucde fallar como en cl caso del flujo irracional.

Proposicién 5.9. Sean X un G-espaciv de Cartan yx € X. En-
tonces la funcidn continua ¢ : G — G(x) definida como ¢(g) = g=,
para todo g € G, es abierta.

DEMOSTRACION. Denotemnos por e al elemento identidad de G. Sea
U cualquier vecindad de ¢ en G. Entonces basta probar que U(x) cs
una vecindad de £ en G(z) dada la homogencidad de G. Para esto
supongamos lo contario, es decir, que U(x) no cs abicrto en G(x).
Entonces existe una red {ga} en G tal que gox € U (x), para todo a,
pero {g.r} converge a .

Ahora bien, si goz = hx parn £ € U entonces gax = hgx donde
y € G,. Es devir, g, € UG; ¢ inversamente. Esto cos, gox € U(x)
si y s6lo si g € UG:. Por lo tanto, en micstro caso se tiene que
Yo & UG y pucsto que UG, cs una vecindad de Gz no existe ninguna
subred de {ga} gque converja a un elemento de G. Sea V una vecindad
delgada de 2. Como a partir de cierto g se tiene que g,z € V para
@ > g, podemos tomar una sibred {ga, £} de manera que go, € (V, V).
Ahora bien, como (V, V) tiene cerradura compacta, tomemos otra vez
una subred {_q,.‘)} que converja a un punto k. Entonces, se tiene que
kx = x, cs dedir & € G, lo cual es una contradiceién. Por tanto U(x)
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debe ser una vevindad de x en . G(x), por lo que qllcdu concluida la |
demostracidn.

O

La proposicién anterior implica el siguiente corolario:

Corolario 5.10. Sean X un G-espacio.de Cartan yx € X. En-
tonces la funcion 0y : G/G: — G(x) definida como 0:(gGz) = gx es
un homeomorfismo. :

DEMOSTRACION. Es ficil verificar que 8, es biycctiva. La con-
tinuidad de ella y de su inversa sc sigue del signiente diagraman:

G/G: 2= G(z)
" \ /ut

[«

Aqui ¢ cs la aplicacién de la Proposicién 5.9 y 7 es ln proyeccién
orbital de la accién de G, sobre G, la cual es continua y abierta. -
a

El caso’ del flujo irracional nos muestra ane la proposicién anterior
no siecmpre os vilida si X no es un G-espacio de Cartan.

Pascmos ahora a cstitdiar los G-espacios propios. - El origen dc la no-
¢ién de G-espacio propio se debe a un trabajo no publicado de A. Borel
quicn los definié para G-espacios localmente compactos.  Cuando ol
grupo es discreto dicha nocién coincide con la de propiamente discon-
tinua,de ahi el nombre.

Los G-espacios propios son una clase mis restringida de cspacios
de Cartan y generan resnltados que envuelven cl caso de acciones dc‘
grupos compactos.

Definamos primeramente la s:gmcntc clu.sc d(. sub(-onjuntoq de nn
G-espacio.

Definicién 5.11. Un: subcon]unto U dc un
que cs pequeno si cada punto de X hcnr- una vecindad que es relati-
vamente delgada con U.
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Algunas propicdadcs se signen ficilmente de la relacion establecida
cn la Definicidén 5.1.

1. .Un subconjunto de un junto pequesio es peq .

2. La unidn finita de conjuntos pequerios es un conjunto pequeno.

3. Si U es un conjunto pequeiio de X y F un subconjunio compacto
de X entonces F' es relati te delgada respecto a U v de hecho F
tiene también una indad que es relati te delg respecto a U.

4. Si A es un subconjunto invariante de X y V es un conjunito
pequerio de A, entonces V no es necesariamente un conjunto pcqueno
de X .

Abhora cstamos en posicién de definir 1o que es un G—cspm io proplo
cn el sentido de R. Palais [39)].

Definicion 5.12. Un G-espacio X e¢s propio si cada. punto de X
tiene una vecindad pequeria.

n'los siguientes:

Algunos cjemplos de G-cspacios propibs

Ejemplo 5.13. Si G es compacto:
pio.

Ejemplo 5.14. Si H es un subgrupo compacto de ‘u
calmente compacto, entonces el esy G € tle latcmles.—-
izquierdas G/ H es un G-espacio propio. = : R

Ejemplo 5.15. Sea E el espaci lid n-di i01 ’y co;l—i
sidere el conjunto N(FE) de todas las normas sobre E. Sea GL(n) el
n-grupo gencral lineal y 6 la accién de GL(n) sobre N(E) definida como

(g, ) =af; @fH=)=f(g~'=).

Entonces N(E) es un GL(n)-espacio propio (ver [G]).

Ejemplo 5.16. E! Ejemplo 5.6 muestra un espacio de Cartan que
no es propio.
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Las prucbas de los siguientes hechos sobre G-cspacio propios se
siguen de las propicdades de los conjuntos pequeiios y delgados.

1. Si X es un G-espacio propio entonces cada subconjunto pacto
de X es pequerio y tiene una vecindad pequeiia.

2. Si X es un G-espacio propio entonces cada subconjunto coinpacto
de X es delgado y tiene una vecindad delgada.

3. Si X es un G-espacio propio y F es un subconjunto compacto de
X entonces {(F, F) es un subconjunto compacto de G. o

También cs posible generar espacios propios a partir de conjuntos
abicrtos delgados.

Proposicién 5.17. Sca U un subconjunto abierto delgado de un G-
espacio X. Entonces, lu saturacion GU de U es un G-espacio propio,
esto es, cada punto de un G-espacio de Cartan pertenecce a un conjunto
abierto invariante el cual es un G-espacio propio.

DEMOSTRACION. La prucba es inmediata dado que gU y hU son
relativamente delgadas para cualesquiera gy h € G
[w]

Como habiamos afirmado, cada G-espacio propio es un G-espacio
de Cartan. Para verificar cste hecho basta con tomar un punto =z € X,
donde X es un G-espacio propio, una vecindad pequeiia U de z y
una vecindad V' de z relativamente delgada respecto a U. Claramentce
U NV es una vecindad delgada de z, y por tanto, X es un G-espacio
de Cartan.

Sin embargo, lo inverso cs falso. El Ejemplo 5.4 muestra un G-
cspacio de Cartan que no es un G-cspacio propio.

Para observar cndndo se cumple este hecho es necesario verificar los
axiomas de separacién que se cumplen en el espacio orbital. Por ejem-
plo no todos los espacios de Cartan ticnen espacio orbital Hausdorff.
Para mostrar csta situacién, sean X = {(z,7) e R?| -1 <z < 1} y ol
grupo aditivo R actuando sobre él de la siguiente manera:

(i) Si |zol < 1 sen Cirg,0) la traslacién vertical de la grifica de Ia
cenacién

=
1—x2
de manera que (xo, o) esté en Clzg,0)- Se define entonces para ¢t € R,
t(zo, yo) como el punto (z,y) de Czg ) tal que la longitud del arco de
Clroan) Que une (o, %) con (x,y) es igual a |t} y = cs mayor o menor
que g de acuerdo a si ¢ es positivo o negativo.

y =
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(ii) Si @ os ignal a1 o —1 se define la accidén como (1, y)
y t(—=Lp)=(-1y—0.

Es claro entonces que las érbitas de z = 1 y z = —1 no pueden ser
separadas por conjuntos abicrtos saturados y por lo tanto, X/R no os
Hausdorfl.

Una de las condiciones para que un G-cspacio propio sea de Cartan
s que su espawio de érbitas sca regular.

(1, y+t)

Proposicién 5.18. Si X es un G-espacio de Cartan y X/G es
regular entonces X es un G-espacio propio.

DEMOSTRACION. Scan x € X y U una vecindad abierta delgada de

x. Lucgo GU es una vecindad de G(z) y como X/G es regular, existe
una vecindad invariante V de G(z) tal que G(z) cV €V € GU. Sea
W = U nNV. Mostremos que W es una vecindad pequena de a en X,
Si y € GU, entonces y € gU para algiin g € G. Ademads, gU es una
vecindad de y relativamente delgada respecto a U y s W Si i € GU,
cutonces X \ ¥V es una vecindad de y y, dado que ¥V es invariante,
(X\V,W) =0, asi que X \ V es relativamente delgada respecto o W,
]

Veamos ahora cémo son los espacios orbitales de los G-cespacios
propios para asi poder obtener alguna equivalencia entre ellos y los
G-cspacios de Cartan.

Para csto estableceremos alginos resultados previos. Primeramente,
cl siguiente lema es un hecho de topologia general, enya demostracién
se puede ver v. gr. en {14].

Lema 5.19. Sean K un espacio compacto y Z un espacio métrico.
Dcnotemos por M# ¢l conjunto de todas las funciones continuas de Z
enn M con la métrica p(f, g) = sup{p(f(2),9(2))}. §i X es un espacio

€%

topaldgico arbitrario y f : X x Z — M es continua, definimos fr € M¥%

para cada € X como f:(z) = f(x,z). Entonces a : X — M7
definido como «(x) = fr es una junczon continua. De aqui que si
M es un espacio de B h yu es dida de Radon sobre

R entonces B8 : X — M definida comno B(:x:) J f=(2)du(z) es una
Juncion continua.

Una de las téenicas para construir funciones continnas cquivari-
antes en acciones de grupos compactos cs utilizar la integral de Haar
normalizada, csto cs, “se promedia sobre cl grupo” (ver por cjemplo
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[38] o [11]). La signiente proposicién muestra una variante cnando el
grupo es localimente compacto,

" Proposicién 5.20. Scan X un G-espacio y f una funcidn conti-
nua de X sobre un G-espacio lineal V de dimension finita. Si el soporte
de f (esto es, la cerradura del conjunto {z € X| f(x) # 0}) es un sub-
conjunto pequerio U de X entonces la funcidn F(x) = [ g~ f(gx)dulg),
donde i es la medida de Haar derecha sobre G, es una funcidn equivari-
ante de X en V. Mds aiin F(zx) = 0 paraxz € X \ GU.

DEMOSTRACION. Sean xg € X y W una vecindad de xg rolativa-
mente delgada respecto a U. Denotemos por € la cerradura de (W, U).
Entonces C cs compacto y f(gxr) = 0siz e W y g ¢ C. Por tanto
Flw(x) = [, g9 'f(gz)du(g). Dado que v : W x C — V dcfinida como
¥(x,9) = g~ f(gz) es una funcién continua, se sigue del Lema 5.19 que
Fliyw es continua y entonces es continua en xq.

Ahora bicn, si £ ¢ GU, cntonces f(gz) = 0, para todo g € G,
pues en caso contrario significaria que existe un g € G tal que gz € U,
es decir, z € g~'U < GU, lo cual contradice nuestra hipdtesis.: Asf,
F(x) =0, para todo = € GU.

Finalmente, verifiquemnos que F cumple la condicién de ser cqmvnu-
ante. Sea i € G. Entonces

F(hz) = [ g7 flghz)dnta);

si hacemos & = gh se tiene que
F(hx) = /hk—‘f(kz)dp(k) =
= h/ k= f(kx)dp(k) = ILI"(::),

donde el sacar a & fucra de la integral se Julstxﬁ(-u dndo que-la m-cxén‘

de G sobre V' es na funcidén lineal.
R P |

La siguiente proposnmén nos dice cémo es el wpax‘lo de 6rb:tas dc-,
un G-(spm'xo propxo. R e,

Proposncu:)n 5.21. Sea X un G-espacio propio. Entom:es X/G es...

te regular.

DLMOS’ "RACION. De acuerdo a ln Proposicién 5. 8 el cspacio or-
bital X/G o5 T).
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Ahora scan xg € X y [zo] = w(xe) € X/G, donde 7 cs ln proycecion
orbital en X. Sean F un subconjunto cerrado de X/G que no contiene n
[zo] y U nna vecindad pequeiia de zg disjunta de #—!(F). Considercinos
ahora una funcién f no negativa con valores reales sobre X con soporte
en U tal que f(xp) > 0. Por la Proposition 5.20 la funcién f*(x) =
S flax)dp(g) cs una funcién invariante, continia, con valores reales
sobre X y cumple que f*(xo) > 0 y que tiene soporte en GU por lo que
cs disjunto de 7~ (F). Si definimos f como f = f*7~! entonces dado
que f* cs invariante, f estd bien definida sobre X/G y anmple con que
S(xo]) >0y flr=0.

Como 7 es una funcién abierta se sigue entonces que f es continua,
concluyéndose que X/G es completamente regular

]

Los signientes corolarios se desprenden inmediatamente de los re-
siltados anteriores. Para el primero, Ia condicién necesaria se sigue del
tiecho de gque eada G-espacio propio cs de Cartan y de la Proposicién
5.21, micntras que la Proposicién 5.18 establece su suficiencia. En cl
caso del segnndo corolario, la prueba se sigie de las Proposiciones 5.17
y 5.21.

Corolario 5.22. Sea X un G-espacio. Entonces X es propio si y
sdlo si es un G-espacio de Cartan con espacio orbital X/G regular.

Corolario 5.23. Sea X un G-espacio. 5i X es de Cartan entonces
su cspacio‘de a‘rbitas'X/G es complet te regular localmente.

El lcnm. quc a continuacién se demucstri nos permitird estnblcﬂ.r
una scrie’ de cqmvnlcm‘ms sobre los G-cspacios propios, muy impor-
tantes pucsfo quc nos permiten hacer diversas caracterizaciones de o
llos. ) : :

Lema ‘5.2‘4. Sea X un G-espacio. Si para cada par de puntos de X

se ti secindades relati: te delgadas entonces el espacio orbital

X/G .es.de Hausdorfj.

DEMOSTRACION. Sea T = {(z,g9x)|lz € X,g € G}. Para probar
que X/G:es Hausdorff, mostremos que el conjunto T es cerrado cn
X x X. Supongamos que la red {Za,ga®a} converge a (,y) y sean U
¥ V vecindades de x y y respectivamente, las cuales son relativamente
delgadas entre si. Se pucde SNponer entonces e Ty € Uy gara€V.
Asf que g, € (U,V) < (U, V). Tomemos una subred {ga,} de {ga}
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tal que converjn a g € G. Dado que x,, converge a x se ticne gue,
por un lado lim gore = y y por otro lado lim g.z, = gz, asi que
(x,y) = (z,gz) € T. Es decir, T cs cerraclo en. X x X.

El siguicnte teorema ‘resume grtm pmte dc nu(stros rmultadoq an-
teriores. . E .

'Teorema 5.25. Sea X un C‘ 0. En-
2 son equivalentes: S

ite

(1) Para cada par de puntos en X
delgadas entre si.

(2) X es un G-espacio de Carta.n y X/G esun espamo dc Hausdorﬂ'
(3) X es un G-espacio propio.
(4) Cada subconjunto compacto de X es pequerio.

(a)Cada beonjunto pacto de X es delgad ivalente-
mente, si K C X es compacto, entonces (i, K) es campacta.

DEMOSTRACION. Es claro que (1) implica que X ¢s de Cartan y
por ¢l Lema 5.24 X/G es de Hausdorfl. Dado que X/G es localinente
compacto de Hausdorfl, X/G es regular, es decir (2) implica (3). Co-
mo en un G-espacio propio los subconjuntos compactos son pequeiios se
tiene que (3) implica (4) y dado que un subconjunto compacto esti del-
gadamente relacionado a un conjunto pequeiio, la propiedad (4) implica
(5). Finalmente si (5) cs cicrta, sean U y V vecindades compactas de
x y y respectivamente. Entonces U U V s delgada y forzosamente U
estai delgadamente relacionada con V.

a

Un hecho importante cs saber si las constricciones de G-espacios a
partir de otros, permiten preservar las propiedades de ser G-cspacios
propios y de Cartan. Las siguientes proposiciones tienen el propésito
de mostrar algunos resultados al respecto.

" Proposicién "5i26.‘ Sean X un G-espacio propio (respectivamente
de Cartan), H un subgrupo ccrrado de G yY un subespacio H-invariante
de' X. Entonces Y es un H-espacio propio (respectivamente de Car-
tan). ‘
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DEMOSTRACION. En cl caso en que X cs un G-cspacio propio, sean
¥ € Y y U’ una vecindad pequeiia de y en X. Si z € Y, entonces existe
una vecindad V7 de z en X que estd delgadamente relncionada con U'.
Tomemos U = U'NY y V = VNY, luego U y V son vecindades dey y
z en Y respectivamente. Entonces (U, V) C (U’, V’). Asi, (U, V) tiene
cerradura compacta, es decir, U es una vecindad pequena de y en Y.
Se concluye que Y es un H-espacio propio. La prucba para el caso de
G-cspacio de Cartan es similar.

s ]

Proposicion 5.27. Sean X un G-espacio propio y N un subgrupo
normal cerrado de G. Entonces X/N es un G/N-espacio propio.

DEMOSTRACION. Retordemos que G/N actiin sobre X/N dc la
siguiente manera:

(gN)(N(z)) = N(g=z),

donde gN € G/N, N(x) € X/N.
. De acuerdo a las Proposiciones 5.21 y £.26 se sigue que X/N es
un G/N-cspacio. Mis aiin, (X/N)/(G/N) cs homecomorfo a X/G vy,
. por. la'Proposicién 5.21 es completamente regular. Entonces por la
Proposicién - 5.18, es suficiente mostrar que X/N es un G-cspacio de
Cartan. Sean [z] = N(z) € X/N y U una vecindad delgada de x cn
X. Pasando al cspacio orbital tenemos que (U] = {N()ly € U} es
una vecindad de [z] en X/N, dado que la proycccién orbital es abierta.
Adcmds, si p : G — G/N ¢s la proyeccién canénica entonces cs ficil
verificar que p({U,U)) = ([U},[U]) y, dado que (U,U) cs compacto
en G, entonces ([U], [U]) es compacto en G/N, por lo que [U] es una
vecindad delgada de [x2] en G/N y, entonces, X/N cs un G-cspacio de

Cartan y, por lo tanto, G-propio.
O

En el siguiente capitulo usarcmos una clase especial de G-espacios,
1a clase de todos los G-espacios propios metrizables que admiten una
mdétrica invariante, la cual la denotaremos por G-AM.

Si G es compacto entonces G-AM coincide con la clase de todos los
G-cspacios metrizables.

Si G ¢s un grupo de Lie, entonces G-M incluye todos los G—&pm ios
propios separables, metrizables (ver {38]).

El usar esta clase de G-espacios nos permite, entre otras cosas, gtie
los espawios orbitales sean espacios metrizables y, por tanto, normales.
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Proposicién 5.28. Si X € G-M entonces X/G es metrizable.

DEMOSTRACION. Dado quie X cs un G-espacio propio, por [39] pig.
298, para cada. x € X, la 6rbita G(x) es cerrada en X. Esto implica
que X/G es Ty. Como X posce una métrica invariante y os T}, por ot
Teorema 2,16, pig. 38 cn [37], se sigue que X/G es metrizable. ]




CAP{TULO 2

ESPACIOS DE ADJUNCION EQUIVARIANTES

1. Introduccién

Nos enfocaremos ahora en la propicedad de un G-espacio de ser un
cspacio G-ANE [ver Definicién 4.1 del primer capitulo] y veremos si
dicha propicdad es preservada por cl espacio de adjuncién.

Borsuk, Whitchead y Hanner probaron en ctapas sucesivas para
cl caso no equivariante que si A, X y Y son espacios AN entonces
el espacio de adjuncién es un AN R siempre y cuando sea metrizable
(para cuando A es compacto ver [20]).

D. M. Hyman [21] probé que el cspacio de adjuncién es un ANE
sin suponer la metrizabilidad de este espacio, perosilade X y Y.

En este capitulo se establecera la versién equivariante del Teorema
de Hyman donde G seri un grupo localmente compacto, y eliminaremos
la metrizabilidad de Y y, de hecho, 1a aplicamos al ¢caso no cquivariante
(sccidén trivial) para generalizar dicho teorema. Ademads los G-espacios
de este capitulo scriin G-espacios propios en el sentido del Capitulo {1
y los G-ANE y G-ANR sec considerarin sobre 1a clase G-M definida
al final del capitulo anterior.

Una cuestiéon importante en la teoria de retractos (ver por cjemplo
[19]), cs saber si la unién de espacios ANR o ANE preserva cstas
propicedades, dado que diversos espicios se pueden obtener mediante
csta operacién. En [31] se presenta una manera de llevar a cabo cste
proceso. En §5 de cste capitulo, probaremos la versién equivariante
de este resultado signiendo la idea de [31} y utilizando la técnica de
“equivariantizar” espacios y funciones pasando al espacio de érbitay y
regresar a los espacios base.

Finalmente, aplicaremos los dos resultados anteriores para probar
que un G-CW complejo propio es un G-ANE cuando el grupo que
actiia es un grupo de Lie. En cste punto, cabe la pregunta, jes un
G-CW complejo un G-ANE si ¢l grupo localmente compacto? La
pregunta ain permanece abierta aunque, al parecer, todo indica que Ia
respucsta puede ser positiva.

23
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2. Espacios de adjuncién

Scan (X, A) un par, (esto es A es un subconjunto cerrado de X),
Y un espacio topolégico y f: A — Y una funcién continua. Sc define
entonces la Surna Topoldgica X UY como el espacio topolégico formaulo
por la unidén disjunta de X y Y con la topologia definida de la siguiente
manera: U es abiertoen X WY si UNX y UNY son abicrtos en X y
Y respectivaunente.

En el caso de que no sean disjuntos X y ¥ sc construyen cspacios
homeomorfos a X y Y respectivamente que son disjuntos y entonces sic
lleva a cabo la operacién de disjuncién (ver [17]).

La relacién a ~ f(a) nos permite obtener una particién en clases
de equivalencias en X UY. Sea X UY/ ~ el conjunto de clases de
cquivalencia mediante la relacién anterior y p: X UY — X UY/ ~
1a funcién que envia cada elemento de X U Y en su respectiva clase de
equivalencia. 8i X 1Y/ ~ se le dota de la topologia cociente respecto
a p, entonces p seri una identificacién llamada la proyeccion natural.
El espacio X U Y/ ~ sc denotard como X Uy Y y se conoce como cl
espacio de adjuncion de X y Y mediante f .

Proposicién 2.1. Seap: XUY — X U, Y la proyeccidn natural.
Se tiene cntonces que:

(1) i = ply es un encaje cerrado.

(2) 7 = plx\a es un encaje abierto.

DEMOSTRACION. (1) Es claro de la definicién de p que i es continua
y biycctiva. Si € C Y es cerrado, p~!'(i(C)) = CU f~1(C) es cerrado
en XUY, ya que C es cerradoen Y y f~1(C) es cerrado en A, cl cual
a su vez, ecs cerrado en X. Por lo tanto, i{(C) es cerrado en X U, Y.
Asli, Z es eneaje cerrado.
(2) De la definicién de p es ficil ver que j es continua y biyectiva.
Si U € X \ A es abierto, p~!1(j(/)) = U es abicrto en X y.por tanto
en X 11Y. Lucgo, j(U) es abierto en X Uy Y y entonces j es cncu_;e
abierto.
Cl

Seca P cualquier propiedad t.opolégicu de espacios. Diremos que el
mpm‘io de adjuncién de dos cspacios X y Y preserva la propicdad . P
si siempre que X y Y tengan la propicdad P, el cspacio de ndjunuén
también la posce.

Algunas propiedades que el espacio de adjuncién preserva son lus
siguientes (ver [20]. pigs. 14-15):
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a) Ty,

b) compacidad,

«) ser espacio Lindelsf,

d) normalidad,

c) ser espacio compacto de Hausdorff,
f)} normalidad completa,

Sin embargo, hay propicdades topoldgicas quc cl espacio d(. adjun-
cién no preserva como:

i) scr espacio de Hausdorff,

ii) regularidad,

iii) regularidad complcta.

Para clarificar eédmo son los cspacios de adjuncién se mucstran a
continuacién algunos cjemplos:

Ejemplo 2.2. Sean A € X un cerrado y Y .= {yo}. Adheriendo X
a'Y por medio de f(A) = {yo}; vemos que X Uy {yo} es homcomorfo
X/A. En particular, adheriendo el intervalo unitario I = [0,1] a o
por f(0) = f(l) = yo Se obtiene el ctrculo S'.

i Ejémplo‘2.3. Si se adhiere X x I a un punto py por f(X x {0}) =
{po}: entonces se obtiene el cono sobre X , cl cnal denotaremos por
Con(X).

Ejemplo 2.4. Pegando X x I x Y a la suma disjunta X WY por
(=, 0, y) +— =, (z,1,y) — y obtenemos el espacio join X *»Y de X aY.
Estc consiste de los cspacios X y ¥ junto con los segmentos de linea
que unen cada x € X a cada y € Y, donde ningiin par de scgmentos
ticne puntos en comiin fuera de X U Y. Es ficil ver que X * {50} os
homcomorfo # Con(X).

Ejemplo 2.5. La construccidn de CW-complejos se lleva a cabo

por fio de adj i6n de células a través de las aplicaciones carac-
teristicas.

El espacio de adjuncién tiene también relacién con el problema de
extension y los retractos. La siguiente proposicién nos muestra la forma
en gue cstin ligados.
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Proposicién 2.6. Scan A un subconjunto cerrado de X, Y un es-
pacio topoldgico y g : A — Y una aplicacién. Entonces, g tendrd una
cxtension sobre X si y solo siY es un retracto de X U, Y.

D1MOSTRACION. Ver [20] pigs. 16-17.

3. Acciones sobre espacios de adjuncién

Scea G un grupo topolégico. Si X y Y son G-espacios entonces XY
tendri una aceidén natural que le hcredun las acciones en X y Y. Surge
asf la pregunta, jcudndo el esp de adj 15 preserva la propiedad
de ser un G-espacio? Una respucsta, que de hecho sera 1la usada en el
presente trabajo, nos la mucestra la signiente proposicién.

Proposicién 3.1. Sean G un grupo topoldgico, (X, A) un G-par,
Y un G-cspacioy f : A— Y una G-aplicacidn.
Si G es local; te ¢ X U, Y es un G-espacio.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : Gx X U, Y — X U, Y, dofinida de la
signiente manera, (g, [x]) = p(0(g,x)), donde € es la accién natural
sobre X UY y p es la proyeccién natural.

Mostremos que ¢ esti bien definida. Se tienen tres casos:

i)Size X\ Aoz €Y, es trivial

ii) Sean z € A y y= f(z) €Y, tales que [z] = [y], mostrarcinos
aue (g, [z]) = #(g, [v])-

Se tienc que,

#(g, [x]) = pb(g, ) = p(gz) = [g=]

(g, W]) = po(g, f(x)) = p(af(2)) = [f(g=))-

Pero [gz] = [f(g=)], lo que implica que <P(01 [=]) = #(g. [¥D)-
iii) Scan x; y x; € A, donde f(z)) =

Lucgo #(g, [31]) = e (g, [F(=1))) = <p(g, If (=-=z)]) = (g, [z2])-
Mostremos que @ es una accién continna en X U, Y.

El hecho de que ¢ s una accidn es claro. La continuidad se obtiene
dct siguiente diagramas:
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Gx(xuy) X xuy
M lidxp Lp
cx(xu,y) -2, XU,Y'

En cfccto, 8i 1.d s la ldcnhdad en G se tiene que (p(ul xP) po.
Como G es localmente compacto, por ¢l Teorema'de 3, H. Whnrchu\d' ’
([14)]) id x p csiuna identificacién, y como pd. cs con
es continna. Con esto queda probada la proposicién

" Note que luv proyeccién natural p es una G-apli
m‘monm 0y p.

De aquf cn adelante consideraremos ¢l espacio de adjiincié
"donde A es nn subconjunto cerrado invariante de X y G vin grnpo ‘local

mente compacto. Esto 1iltimo nos permite asegurar, por la propom(-lén
3.1, que el espacio de adjuncién es un G-espacio.

4. Espacios de adjuncién de espacios G-ANFE

En esta scccién cstableceremos la versién equivariante dcl tcore-
ma de Hyman (21] y algunas consecuencias del mismo en la categoria
cquivariante.

Con este fin introduzceamos algunos conceptos preliminares.  El
primero de cllos corresponde al de enbierta semicandnica. La defini-
cién es similar a la de cubierta canénica introducida por J. Dujundji
[14], con la diferencia que en cste caso no se pide que la cubierta scea
localmente finita. Este tipo de cubicrtas permiten tener un control lo-
cal de los puntos en la frontera de un conjunto cerrado en un espacio
topolégico.

Definicién 4.1. Sea (X, A) un par. Una cubierta abierta {V,} de.
X \ A se dice que es una cubierta semicandnica para (X, A) si.
para cada a € A y cada vecindad U de a en X, existe una uecm.dad W :
de a en X tal que si V, MW # @ entonces V,, C U.

Al par (X, A) se lc llama par semicandnico si tiene una' cubjerta
semicandnica y cuando hablemos de nun G-par (X, A) nos referiremos al
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par donde X s un G-espacio y A es un subconjunto cerrado |nvn.r1untc

de X.
Para adecuar la definicién 4.1 a la teoria equivariante es nc('csuno

introducir el concepto de G-cubierta.

Definicién 4.2. Una cubierta V = {V,} de un G- espacmX se dzce
que es una G-cubierta si el conjunto de indices 2 es'un G-conjuﬂto (en
el sentido algebraico, es decir, no se pide la inuidad de la’ :
el cual satisface la condicion: gVa = V,q parc toda o € 2 y toda X4 e G. o

En basc a lo anterior estamos en posibilidades de definir lo que cs
una G-cubierta canénica.

Definicién 4.3. Un par G-semlcanonuco es un G-par tal que
X \ A admite una G bierta oni . :

Veamos ahora cudndo podemos tener una G-cubierta semicanénica
para un G-par.

Lema 4.4. Si (X, A) es un G-par con X € G-M, entonces (X, A)
es G-semicandnico.

DEMOSTRACION. Sea d una métrica invariante fija sobre X. Para
cada z € X \ A, sea V; la bola abierta de centro en z y radio r, dondc
r = §d(z, A). Es decir:

Ve = {y € X|d(z,y) <7}

Afirmamos que V. = gVz. En efecto, sea w € V.. Asi, d(gz, w) <
id(gx, A), pero por scr d métrica invariante, d(gz, w) = d(z,9™'w) y,
como A es invariante, se tiene también que d(gz, A) = d(z, A). Lucgo,
d(xz, g 'w) < d(z,A). Es decir, g~'w € V,, por lo que w € gVr y
V= € gVz. El regreso es inmediato, y se concluye que Ve = V.

Lucgo, la familia ¥V = {V.} es una G-cubierta. Mostremos ahora
que es semicandnica.

Sca U cnalquier vecindad de a € A en X. Existe entonces un
mimero real s > 0 tal que la bola con centro en a y de radio 2s
estd contenida en U. Sea W la bola abieita con centro en a y de
radio is. Supongamos que un punto y € X es tal que y € Vo NW para
Vi € V. Por definicidn de V; se ticne:
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d(a, z) < d(a,y) +d(z,y) < —s + —d(z. A) —s - —d(.:, a).

Luecgo, d(x,a) < s. Dc la misma mancra, para un pun(o urbltrnno
zeV, sc. ticne que

d(a,z) < d(a, x) + d(z, 2) < d(a,z) + -l—(l(::, A < gd(a. z) < 25

Esto implica que z € U y, por lo tanto, V. C U.
‘Dec esta manera ¥V cs una G-cubierta abicrta semicandnica dc X \A
¥ (X, A) es un G-par G-semicandnico.

]

Observacién. La G-cubicrta abierta scmicandnica construida cn Ia

priucba del lema 4.4 estd indexada por los elementos de X'\ A donde
X\ A se considera como un G-conjunto.

En ocasiones s necesario que los clementos de una G-cubierta seini-
candnica scan invariantes bajo la acecién de G o de algiin subgrapo de
él. El siguiente resultado esitil en este caso:

Proposicién 4.5. Sea (X, A) un par G-semicandnico tal que para
cada y € X \ A el estabilizador G, es compacto. Entonces eriste una

G-cubierta semnicandnica U = {Uz|lz € X \ A} tal que cada U; es G-
invariante.

DEMOSTRACION. Sea YV = {V,} una G-cubicrta semicanénica de
X \ A. Fijemos en cada érbita G(y) € X \ A, un punto digamos cl
mismo ¥ y sea Vo € V tal que y € V,,. Debido a la compacidad de G,
existe una vecindad Gy-invariante U, tal que U, C V,, (esto sc dcbe a
que si Gy, actiia sobre X\ A, el conjunto {y} ¢s un cerriclo Gy-invariante
en X\ A y estdl incluido en V,,. Finalmente se aplica la Proposicién 2.1
del Capitulo III de esta tesis).

Para cada ¢ = hy, donde h € G, definamos U, = hU,. Afirmamos
que U, csti bien definido. En efecto, si x tiene otra representacién de
la forma z = hy, con hy € G, entonces hyy = hy lo que implica que
h='hyy = y, cs decir, h~*h, € G,,. Esto significa que A~'IyU, = U, o,
lo que es lo mismo, iUy = hUy. Asi, U: cstd bien definido.

Es claro, de la construccién de U, que la familia U = {U:lz €
X \ A} es una cubierta abierta de X \ A, indexada de hecho por cste
G-conjunto, y donde cada U, es G -invariante.
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Veamos ahora que U os una G-cubierta, os decir que U, = gU.
para eada g € G y cada z € X \ A. Si & = hy para alguna h € G,
cntonces gz = (gh)y; esto s, Uy = (gh)U,, = g(hU,) = gU..

Sélo restaria probar que U es semicanénica, pero como U, = AU, C
hV, € V, U es un refinamicento de V lo enal lleva a que U es también
semicanénica. Con csto se concluye la prucba.

[}

El signiente serii 1itil en cl caso de G-espacios normales.

Lema 4.6. Sca X un G-espacio con espacio de drbitas normal. Si
A y B son subconjuntos ajenos cerrados invariantes de X entonces

iste una G-aplicacion A : X — [0,1] tal que, AN(A) = {0} ¥y A(B) =
{1}.

DEMOSTRACION. Sea 7 : X — X/G la proycceién orbital. Como
A y B son cerrados ajenos invariantes en X, w(A) y w{(8) son cerrados
ajenos en X/G y, dado que X/G cs normal, existe una futncién continua
a : X/G — [0,1], tal que, a(r(A)) = {0} y a(x(B)) = {1}. Asi,
A = ax cs la aplicacién invariante buscada. E]‘ .

La proposicién que a continnacién se demuestra, se aplxt‘ara. dc mn,-
nera importante cn algunos lemas de este capitulo.

Proposicién 4.7. Sean X un G-espacio, A un subconj: to cerrado
invariante de X, V una vecindad ccrratla znvnnante de A en X e
I =|o0,1]). Si -

Z =(X x {0})U (A x T)U(V x {1}),
y N es una wvecindad invariante de Z en X x I, entonces erxiste una
vecindad W de A en X, tal que W x I C N.

DEMOSTRACION. Sea a € A. Tenemos que {a} x I C N. Lucgo,
para cada ¢t € [, existen vecindades abiertas Q, de ¢ y S, de a, tales que
(a,t) € S; x Q: € N. Asi, la familia {Q.} es una cubierta abierta de
I y, debido a su compacidad, existe una subcubierta finita {Q,,}11,; de
I. Para cada, t;, tomemos las respectivas Sg,, las cuales son vecindades
abicrtas de a. Sea S, = N, 5,,. Si W = UacaS, entonces W x I < N,
por lo que W es la vecindad buscada. a

La prucba del lema que a continuacién se formula se puede encon-
trar on [21].
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Lema 4.8. Suponga que {V.} es una cubierta semicandnica para
un par (X,A). Sean {x4} y {y,} dos redes en X \ A y suponga que
para cada ¥, Ty Y Y s€ encuentran en un elemento comin Vo, de {V,}.
Entonces {x,} conuverge a un punto b € A si y sélo si {y,} converge a
b.

Gran parte dc los resnltados de esta scecién se basan en el Teorema -
4.10. La importancia de él radica en su aplicacién a los resultados
de los espacios de adjuncién equivariantes. La prueba que se presenta
sigue ln idea de {21] para el caso no equivariante. Antes de demostrar
este hecho definiremos 1o que es un retracto fuerte por G-deformacién
de vecindad.

Definicién 4.9. Sea Y un G-espacio. Un subconjunto cerrado in-
variante B de Y es un retracto fuerte por G-deformacién de
vecindad de Y si existe una vecindad invariante W de B y una ho-
motopia equivariante £ : W x I — Y, donde J = {0, 1] tiene la accién
trivial de G, tal que Ao s la inclusién de B en Y, A es una G-retraccién
de W sobre B, y h(b,t) = b para todo b€ B y para todo t € 1.

Teorema 4.10. Sea (T, B) un par G-semicandnico tal que para
cada y € T \ B, el estabilizador G, es to y B es un retracto

Juerte por G-deformacidn de ueczndad de T. Si tanto B como T\ B
son espacios G-ANE, entonces T es un espacio G-ANE.

DEMOSTRACION. Sca & : W x I — T una retraccién fuerte por
G-deformacién sobre B, donde W es una vecindad invariante de B en
T. Sea {V,ly € T\ B} una G-cubierta semicanénica para (T°, B) como
en la Proposicién 4.5.

Para probar que T cs an espacio G-AN E, cs suficiente demostrar
que para cualguier G-par (X, A) donde X € G-M, cada aplicacién
equivariante f : A — W ticne una G-extensién F : U — T sobre alguna
vecindad invariante U de A en X. De esto se sigue que Flp-igyy @
F-Y(W) — W cs una G-extensién de vecindad de f, asi que W es nn
cspacio G-ANE. Lucgo siendo T 1a unién de dos subcspacios abicrtos
W, T\ B € G-ANE, es él mismo un G-ANE (ver Proposicién 2.12 pdig.
26 en [15]).

Dudos (X, A) y f: A — W, construynmos F.

Scan Ag = f~Y(B), A} = A\ Ap, ¥y X = X \ Ag. Puesto que
A, o3 un subconjunto cerrado invariante de X, f(A)) € T'\ B y
T\ B € G-ANE, cxiste una vecindad invariante C) de A; en X, y una
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G-aplicacién ¢y : C, — T\ B tal que ¢y|a, = fla,- Sea'd nna métrica
invariante sobre X. Para cada a € A,;, sea C, cl (‘onjllmo de puntos x
cn C) tales que:

(n) d(x, Ao) > }d(a, Ao),

(b) d(zx,a) < d(a, Ap),

(0) z € o7 (Vo ()s

(d) = € 7 (W),

Entonces el conjunto C2 = U{Chla € A} cs un subconjunto abicrto
invariante de X que contiene a A;. La invariancia de C; se desprende
del siguiente hecho: si z € C, entonces gz € Cya. Esto se debe a que
de la invariancia de la métrica d y de la equivariancia de ¢; tenemos:

(a") d(gz, Ao) = d(z, Ao) > id(a, Ac) = }d(ga, Ao),

(b) rl(gz,ga) = d(r,a) < d(a, Ag) = d(ga, Ao),

(") g7 € 967 (Vou()) = 7 HgVa@) = é7 '(Vaer(a)) = o7 (Vi o)

(d’) gz € go7 (W) = &7 (gW) = o7 (W).

Sea C una vecindad invariante de A; en X; cuya cerradura, KX, en
X estd contenida en Cy, y sea A : X — [0, 1] una aplicacién invariante
tal que A{A;) = {0} y A(X1\C) = {1}. Esto cs posible debido al Lema
4.6 del Capitulo II y a la Proposicién 5.28 dcl Capitulo I.

Definamos ¢2 : K U Ag — T por:

h(gi(z)A(x), s z e K,
wutz) = { 1 i
x), si T € Ao.

Lucgo, ¢2 csti bien definida, es equivariante y extiende a f. Avin
mis, es contina excepto posiblemente en aquellos puntos de Ap que
son puntos limites de K \ A,. Probemos la continuidad en dichos
puntos. Para esto, supongamos que a € Ag cs cl limite de una sucesién
{zn} en K\ A, y probemos que {¢2(xn)} converge a ¢2(a). Para cada
n, scleccionemos a,, € A, tal que z, € C,,. Como {z,} converge n
a € Ao, se sigue de la propicdad (a) que {d(a,, Ac)} converge a ccro y
de (b) que {d(zz, a,.)} converge a cero. De esta manera {a, } converge a
a. Dado que {¢1(an)} = { f(a.)} converge a f(a), podemos encontrar,
por (¢) y la Proposicién 4.8, que {¢1(an)} converge a f(a). Dada una
vecindad V de f(a) en T existe una vecindad Vi de f(a), de manera
que a partir de un n grande, la sucesién {¢2(x,)} estd en Vi, y por la
definicién de ¢2, la sucesion {¢2(z,)} estard en V. Esto significa que
¢2 es continua en a y, por lo tanto, ¢2 ¢s continua sobre K U Ag.

Pucsto que A = 1 sobre la frontera (en X)) de C y, como h aplica
W x I en B, sesigue que ¢ aplica la frontera, 3(KUAg), de KUAg en X,
dentro de B. Dado que B es un cspacio G- AN E, tenemos que ¢2 ticne
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una extensién cquivariante Fy : U, — T a alguna vecindad invariante
U, de (K U Ap) en X. Entonces el conjunto U = U, U (KX U Ap) es
una vecindad invariante de K U Ap en X, dado que es la unién de los
conjuntos Uz = U, \int(KUAg) y KU Ag, ambos cerrados e invariantes
en U. Como Uz N (K U Ap) es precisamente la frontera (K U Ag), sc
concluye que la aplicacién F : U — T dcfinida como

Fy(x), si xz e U,
f(z), si z € KU Aq.
cstid bien definida, es equivariante y extiende a f, por lo que la prucha
estd completa.

F(x) =

[}

De acucrdo a la Proposicién 2.1 del presente capitulo, p(Y) es un
subespacio cerrado invariante del espacio de adjuncién X U, Y. En-
tonces (X Uy Y,p(Y)) cs un G-par. Para nuestro objetivo es neccsario
que, ademds, sea un par G-semicanénico. Los signientes lemas nos
permiten obtener esta propiedad.

Lema 4.11. Sean (X, A) un G-par, ¥ un G-espacioy f: A— Y
una aplicacién equivariante. Si {Va|a € 2} es una G-cubierta semni-
candnica para (X UY, AUY) entonces {p(Va)|la € 2} es una cubierta
G-sernicandnica para (X U, Y, p(Y)).

DiEMOSTRACION. En [21] se prucba que {p(Vo)la € ©} es una
cubierta semicanénica para el par (X Uy Y, p(Y)). Por otro lado, dado
que p(V,,) = V,, para todo V,, se sigue que {p(Vo)laa € Q} una
G-cubicrta.

[}
Lema 4.12. Scan (X, A) un G-par i snico y Y cualquicr G-
espacio. Entonces el par (X UY, AL1Y) también es G- i onico.

DEMOSTRACION. Sea {V,|la € 2} una G-cubierta semicanénica
para cl par (X, A). Como (XUY')\(AUY) = X\A, scticne que {V,]a €
2} cs también una G-cubierta semicanénica para el par (X UY, AUY).

[}

Corolario 4.13. Sean (X, A) un G-par donde X € G-M, Y cs
cualquier G-espacio y f : A — Y una G-aplicacion. Entonces (X Uy
Y,p(Y)) es un G-par semicandnico.
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DEMOSTRACION.. Se sigue de manera inmediata de los Lemas 4.4,
4.11 y 4.12. :
. ’ : =]

El Tecorema 4.10 mancja dos conceptos importantes, el primero
corresponde al de G-par y el segundo el de retracto fuerte por G-
deformacién de vecindad. Dado que dicho tecorcmia serd aplicado a
los G-cspacios de adjuncién, cs necesario relncionar los conceptos men-
cionados con estos G-espacios. El Corolario 4.13 cstablece el primer
hecho. El segindo se presenta en los signientes dos lemas:

Lema 4.14. Sean X € G-MNG-ANE, Y € G-ANE y f: A—Y
una G-aplicacidn, donde A es una subconjunto cerrudo invariante de
X. Entonces X Uy Y es un espacio G-ANE si y sdlo si p(Y') es un
retracto fuerte por G-deformacion de vecindad de X Us Y.

DEMOSTRACION. Supongamos qie X Uy Y es un espacio G-ANE.
Como Y c¢s un cspacio G-ANE y X ecstd en la clase G-AM, f tiene
nna extensién cquivariante F : U’ — Y, donde U’ es una vecindad
invariante de A en X. Dado que el espacio orbital X/G es normal, por
1a Proposicién 5.28 del Capitulo I, existe una vecindad invariante U de
Aen X, tal que AC U c U C U’. Definamos la G-aplicacién

h:Z=(X>x{0)uAxNHUTx{1}) = XU, Y

por:
p(z), si ze X, yt=0,
h(z, t) = p(x), si reA yo0s£t<il,
pF(x), si zeU,y t=1.

Dado que Z es un snbeonjunto invariante de X x f € G-M y
X Uy Y cs un espacio G-ANE, h tienc una extensién equivariante
H :V — X U,Y sobre alguna vecindad invariante V de Z en X xI.
Sea W’ una vecindad de A en X tal que W’ x I c V, la cual existe
debido a la Proposicién 4.7 del Capftulo II. Por la invariancia de.V, |
la vecindad  invariante W =-G(W') de A en X satisface también. la -
condicién W x I € V. La G-aplicacién & : p(W UY) x T — p(Y)
definida como o

k(z,t) =

H((IX) ™ (2). 1), si zep(W)y 0=t ’5(‘1;' '
Z, si zep(Y)y 0<t=<l.
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es I retriexién fuerte por G-deformacién de vecindidd buseada de 1a
vecindad invariante W U, Y = p(W U Y) sobre p(Y').

Supongamos ahora que p(Y") s un retracto fuerte por G-deformacién
de vecindad de X Uy Y. Entonces, p(Y) cs un G-ANE, pucsto que cs
G-homeomorfo a Y. El complemento (XU, Y)\p(Y) es G-homcomorfo
a X\ A, por lo tanto ¢s un espacio en la clase G-MNG-AN E; lucgo por
¢l Corolario 4.13 sc tiene que (X Uy Y, p(Y)) es un par G-semicanénico.
Asi aplicando el Teorema 4.10 paran el cnso T =X U Y y B = p(Y) se
concluye la prucba.

m]

Lema 4.15. Sean X € G-MNG-ANFE y A un subconjunto cerrado
invariante de X tal que A € G-ANR. Entonces, A es un retracto
Juerte por G-defor ion de indad de X. Mds ain, existe una G-
homotopia hy : X — X tal que cumple lo siguiente:

1. ho es la identidad en X,

2 hfa)=a paracedat € I yac A,

3. ecxiste una vecindad abierta invariante U de A en X tal que
h(U) = A.

DEMOSTRACION. Como A € G-ANR y X € G-M, existe nnn
vecindad cerrada invarinnte Vde Aen X y una G—rcfrm‘(‘lén T V — A
Consideremos el subconjunto cerrado invariante

Z=(Xx {0DUAxI)UV = {1} ~
del G-espacio X x'J € G-M. Definamos una G-aplicacién' f : ' Z —-X
de la signiente manera:

x si zeXy t=0,

Sz, t)y = x si €Ay 0<t<£1,
r(z) si zeVy t=1.

Tucsto que X € G-ANE, f tiene una G-extensién ¢ : N — X
sobre una vecindad invariante N de Z en X x I. Sea W’ una vecindad
de A en X tal que W x I C N, la cual existe por la Proposicién 4.7
de este capitulo. Debido a la invariancia de N, la vecindad invariante
W = G(W’) de A en X también cumple que W x I € N. De hecho,
podemos seleccionar W ode tal manera que W € V. Como consecuencia
de que ¢l espacio orbital X /G cs normal, por la Proposicién 5.28 del
Capitulo I, s¢ puede cscoger una vecindad abierta invariante U de X
qne satisface A C U C U c W. Sea A : X — I una G-aplicacién tal
que AU) = {1} y MX \ W) = {0}. La existencia de A sc debe a la
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Proposicién 5.28 del Capitulo' I y al Lema 4.6 del presente capitulo. La
G-homotopia buscada f, 2 X — X, te€ I Se define entonces como

hy(z) = ¢(r A=)

paracadat € I y cada z € X.
]

‘Llegamos de esta manera a la generalizacién equivariante del Too-
rema de Borsuk-Whitchead-Hanner . La parte csencial de la priucba la
constituye la aplicaciéon del Teorema 4.10 y el uso de Ios Lcmn.s 4.14 y

4.15.

Teorema 4.16. Sean (X,A) un G-par, con X € G-M, y f: A —
Y una G-aplicacion. Si X,A yY son espacios G-ANE entonces XU,;Y
ecs un espacio G-ANE.

DEMOSTRACION. Sen p: X UY — X U, Y la proyeccién natural.
De acuerdo al Lema 4.14, para probar que X Uy Y es un espacio G-
AN E, basta mostrar que p(Y’) es un retracto fuerte por G-deformacién
de vecindad de XU Y. Por el Lema 4.15 A es un retracto fucrte por G-
deformacién de vecindad de X. En consecuencia, existen una vecindad
invariante U de A en X y una G-homotopia &, : ULUY — X UY ,te I,
que satisfacen:

1. &g cs la aplicacidn inclusidSn de U I3 Y en X LY

2. hy(w) =wparacadat €/ yw € AUY;

3. Iy es una G-retraceién de U 1Y sobre AUY .

Decfinamos ahora una G-homotopia k, : U, Y — X U, Y, t e/,
de la siguiente manera:

ke(2) = p(he(p™(2)))
paran cada t € I y cada z € U U, Y. De la segunda propicdad de /4,
se signe que &, es univaluada. Facilmente se pucde checar que & es un
retracto fuerte por G-deformacién de vecindad de U LJ, Y = p(U u Y)

sobre p(Y'), y se concluye asi la prucba.
I:I

Si en ¢l Teorema 4.16 cl G—mpano Y vonsnste de lm solo clcmcnro.
obtencemos lo siguiente: - i -

Corolario 4.17. Sea (X, A) un G-par donde X € G-MNG-ANE
y A € G-ANE. PBntonces X/A € G-ANE.
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En cl caso en ane el grupo G es trivial, ¢l Teorema 4.16 proporciona
una generalizacion del Teorema de Borsnk-Whit.che:ad- Ihulner, dondc
1a metrizabilidad de ¥ no es requerida. N

Corolario 4.18. Sean (X, A) un par metrizable y j‘ A — Y una
aplicacion. Si X y A son espacios ANR y Y es un espacu) CTANE,
entonces X Uy Y es un espacio ANE. e

Estableceremos ahora resuitados similares a los de los espacios G-
AN E pcro para cspacios G-AE£. De hecho algunos se signen de manera
inmediata de los probados para espacios G-ANFE. En particular, cl
Teorema 4.10 sigue siendo esencial en las prucbas que se desarrollarian.

Por csta razédn, cs necesario saber cudndo un espacio G-ANE es un
cspacio G-AFE. Existen varias mancras de establecer tal hecho. Una de
cllas, Ia cual es usada cn este trabajo, nos la mucstra el signiente lema:

Lema 4.19. Sea Y un G-espacio. Si Y puede ser G-deformado en
un subespacio G-AE B C Y, entonces Y es un espacio G-AE.

DEMOSTRACION. Sca A : Y x I — Y una G-deformacién tal que
(YY) € B. Sean (X,A) un G-parcon X € G-M y f: A — y una G-
aplicacion. Como Y es un G-AN E, se sigue que f tiene una extensién
cquivariante F : U’ — Y, donde U’ es alguna vecindad invariante
de A en X. Dado que el espacio de érbitas X/G c¢s normal, por la
Proposicién 5.28_dcl Capitulo I, existe una vecindad invariante U de
A en X tal que U c U’. Por la Proposicién 5.28 del Capitulo I y el
Lema 4.6 del Capitulo II, existe una aplicacién invariante A : X — [
de manera que A(A) = {0} y M(X \U) = {1}.

Sea la restriccion o = hyFlawy @ d(U) — B, donde @(U) cs la
frontera de U en X. Puesto que B es un cspacio G-AFE, cxiste una
extension equivariante # : X \ U — B dec a. Definamos ¢ : X — Y

como
| n(F(=), A(=)) si z e U,
2 =1 fr(z) si zeX\U.-

Es filcil ver que ¢ es continua, equivariante y ndcmns cxhcndc a Sy
por lo que cl lema s probado. e

El siguniente teorema el andlogo del Teorcma 4.10, para ¢l caso
de espacios G-AE.
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Teorema 4.20. Sea (T, B) un par G-sernicandnico tal que para
cada y € T\ B, el estabilizador G, es compacto. Sea B un retracto
Suerte por G-deformacion de T. Si B es un espacio G-AE y T\ B ¢s
un espacio G-ANE entonces T es un espacio G-AE.

DEMOSTRACION. Por cl Teoremna 4.10 se tiene quie T es un espacio
G-ANE y dado que, por hipétesis, T puede ser G-deformado en B, se-
concluye, por cl Lema 4.19, que T es un espacio G-AE. -

Los signientes dos lemas corresponden a los andlogos de Ios lcxnnsv
4.14 y 4.15 y sus pruchas son similarcs. : S

Lema 4.21. Sean X € G-MNG-AE, Y € G-AE y-f: A A
una G-aplicacidn, donde A es una subcon]unto cerrado invariante. de’:
X. PEntonces X Uy Y es un espacio G-AE si y stﬁo st p(Y) s un
retracto fuerte por G-deformacion de X Uy Y. . - =

Lema 4.22. Scan X € G-MNG-AE y A un subcon] 710" rrado
cerrado invariante de X tal que A € G-AR. E‘ntonces, Aes un n:tractn

JSucrte por C-deformacicon de X .

El siguiente teorema es el andlogo del Teorema 4.16.

Teorema 4.23. Sean (X, A) un G-par, con X € G-M, y f: A —
Y una G-aplicacion. Si X,A y Y son espacios G-AE entonces X Uy Y
es un espucio G-AE.

DEMOSTRACION. Sea p: X UY — X U, Y la proyeccién natural.
De acuerdo al Lema 4.21, para probar que X U, Y es un espacio G-AFE,
basta mostrar que p(Y) es un retracto fuerte por G-deformacién de
X U, Y. Por cl Lema 4.22 A e un retracto fuerte por G-deformacién
X. En consccuencia, existe una G-homotopia s, : X UY — X LY,
t € I, tal que satisface:

1. /iy es In aplicacion identidad de X U Y

2. y(w) =wparacadat el y we AUY;

3. ) cs una G-retraceién de X UY sobre ALIY.

Decfinamos ahora nna G-homotopia &k : XU, Y — X U, Y, t € I,
de la siguiente manera:

ke(2) = p(Fu(p~'(2)))
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parncada & € I y enda 2z € Z Uy Y. De la segunda propicdad de by se
sigue que & cs univaluada. Ficilmente se puede cheear que A, cs un
retracto fuerte por. G-deformacién de X Uy ¥ = p(X U Y) sobre p(Y),
¥ se concluye asi la prucba. .

: o O

Al igual gue ¢l Corolario 4.17, si en el Tcorecma 4.23, Y consta solo
de un clclhcnf.o se ricnc"

Corolarlo 4.24. Sea. (X, A) un G-par donde X € G-MnN G-AL‘ Yy
Ae G-AE. Enlances X/A € G-AE.

Dc 11\ misma mnncra, si G es el grupo trivial se obtiene 1a gene-
ralizacién del Teorema de Borsuk-Whitehead-Hanner no equivariante,
donde no importa la metrizabilidad de Y.

Corolario 4.25. Sean (X, A) un par metrizable y [ : A — Y una
aplicacidn. Si X y A son espacios AR y Y es un espacioc AE, entonces
X Uy Y es un espacio AE. .

El cono de un espacio (ver ejemplo 2.3 de cste capitiulo) es de gran
importancia por las propicdades que conserva del espacio base y su
construceién cs nsada en la prueba de algunos teoremas de topologia
general. En nuestro caso, dado que es un caso particular del espacio
de adjuncién, aplicaremos los resultados obtenicdos en las dos secciones
precedentes &l cono de un G-cespacio.

Primeramente mostraremos que el cono de un G-espacio cs G-
contraible.

Lema 4.26. Si T un G-espacio entonces Con(T") es G-contratble.

DiEMOSTRACION. Denotemos por tx los puntos de Con(T") donde
xe€ Xytel, ypor “-" la multiplicacién de reales. Considercmos al
intervalo 7 como un G-espacio con la accién trivial. Sea H : Con(T) x
I — Con(T) la funcién definida de la siguiente manera :

H{rz,t)y=(t-7)x, para 7€ Con(T),"\t€ T

Afirmamos que H cs una G-contraccién. En cfccto, como 0z = pg
donde pg cs cl vértice de Con(T) se tiene que

H(rz,0) =0 -7)z=mno y H@Ez1)=Q1-7)z=7x
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Laego, observemos que A es cquivariante, puesto que

Hlg(Tz, t)] = H(Tgz,t) = (¢t - T)gz = g((t - 7)) = gH (7:x, t).

Sélo resta probar que H cs continua, para lo cual analizaremos 1a
continuidad en los puntos de Con(T) x [I.

Tomemos cualquier punto (7ozo, o) € Con(T) x I. Tenemos en-
tonces dos casos:

i) Cuando 70 = 0. Entonces 1oxo = po ¥ H (100, te) = po. Sea U
una vecindad del vértice po. Lucgo, (x,0) € p~'(U) para cada = € T.
Ademids, por la continnidad de p, se tiene que p~!'(U) cs abiecrto en
T x I y, por la definicién de la topologia producto en T x 7, existen
nuna vecindad Vi de ¢ y [0,e2) tales que V, x [0,e,) € p~}(U), para
toddozxz € T.

Seca:

Q = | JIV:e % [0,£4)]
zeT
y considérese V = p(Q) y W = I. Es claro qite V es vecindad del
vérticcy W es vcﬂndud de tg.

Mostremos ahora que H(V x W) c U.

Sean v € V y t € W. Consideremos los siguientes casos:

a) v = pg. En este caso H(pg,t) = pg € U.

b) v = 7y, donde T € (0,¢,), ¥ € T. Entonces existe una vecindad
Vy de y tal que V, x [0,6y) € Q. Ademds, ¢ -7 < 7, para todo ¢t € [.
Por lo tanto ¢t - 7 € [0,g,). Asf,

H@w,t)y =@ -T)y=pu, (¢t -T)Ep(Q)=V CU.

ii) Cuando 7o 3 0. Luego 700 # po- Sca U una vecindad de H (1oxa,
to) = (to - Ta)xo. Entonces (z0,t - 70) € p~1(U). Como p cs continua,
p~Y(U) es abierto en T x I y, por lo tanto, cxisten vecindades M y N
de xq y to- 7o respectivamente, tales que A x N C p~'(U). Ahora bien,
por continnidad de la suultiplicacién en R, existen vecindades N; de o
¥y N2 de 1p tales que NN, € N.

Sea V = p(M x Na) y W = Ny,

Como p : T" x (0,1] — Con(T) \ {po} es un homcomorfismo, V es
abierto en Con(T) \ {po} y, por tanto, en Con(T). Ademis 7ozq € V,
dado quc 70 € Nz y ©0o € M. Afirmamos que H(V x W) c U. En
cfecto, sean 7o € V y t € W, Entonces, t € Np, z € M y H(-r:l:.f) =
(t-7x) € p(M x (NNR)) C p(M x NYc U. .

[ ]

Ahora bicn, de acuerdo al Ejemplo 2.10 de la §2 del Ct\pl—f'lyllo 1, el
intervalo ¢s un G-ANE cuando G actiia trivialmente sobre él.: Ademiis,
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1 € G-M. Esto implica quesi T € G-MNG-ANE entonces T'x I € G-
M NG-ANE. Por lo tanto, de acuerdo al Corolario 4.17 , Con(T) cs
un ecspacio G-ANE. Pcro, por cl Lema 4.26 y el Teorema 4.20 dcl
presente capitulo, se ticne que Con(X) es un cspacio G-AE. Dce csta
manera s¢ ha probado que :

Corolario 4.27. Si X € G-MNG-ANE entonces Con(X) € G-
AE.

5. Uniones de espacios G-ANE

Cuando se constrityen nuevos G-cspacios que tienen la propiedad
de ser espacios G-ANE y G-AN R a partir de otros G-espacios que ya
tienen dichas propicdades, es bastante 1itil manejar uniones de espacios
G-ANR o G-ANE. En cl ecaso cn que cl grpo que actiia es el trivial,
cn [20] se presentan algunos resultados importantes acerca de este tipo
de problemas. Si ¢l grupo es no trivial, existen los signientes resultados
para las clases de los G-espacios normales y G-espacios paracompactos
cdonde ¢l grupo que actiia es compacto.

Teorema ([36]) Seca G un grupo comnpacto. Si un G-espacio Y e¢s lu
unién de un nirncro finito de subespacios abiertos invariantes, donde
cada une de cllos es un espacio G-ANE para la clase G-N de los G-
espacios normales, entonces Y es un espacio G-ANE para dicha clase.

Teorema ([36, Theorem 2.8}) Sea G un grupo compacto. Suponga que
el G-espacio Y tiene una cubierta abierta invariante localinente finita
{Ualacn tal que cada U, es un espacio G-ANE para la clase G-P de
todos los G-espacios paracompactos. Entonces el G-espacio Y es un
espacio G-AN E para clase G-P.

Desafortunadmmente la demostracién de este teoremna dada en [36]
pdgs. 350-351 es incorrecta, inclhwo cuando el grupo actuante G es
cl trivial, es decir, si G conticne un solo clemento. En efecto, en Ia
formulacién del Lema 2.3 en [36] la palabra “disjoint”dcebe de ser “dis-
crete”lo enal es claro de su demostracién. Mis min, con la palabra
“disjoint”cl Lema 2.3 en [36] no tiene lugar. Pero, en la Demostracién
del Teoremn 2.8 cn [36], ol espacio relevante Y esta representado como
una unién disjunta mumerable pero no discreta de algunos G-ANE.
Por tal razén, el Lema 2.3 no es aplicable a esta situacién. Por lo tanto,
la argumentacion dada en la demostracion del Teorema 2.8 en [36], cs
incorrecta.
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Otros resultiddos han sido obtenidos por E. Elfving (18] para la
clase G-P* dc los G-cspacios propios paracompactos que ticnen espa-
ios i

cios de érbitas paracompactos, donde el grupo actuante es loealmente
compacto.

Teorema ([15]) Sean G un grupo localmente compacto y X un G-
espacio propio, el cual es union de dos subespacios abiertos O, y O»,

que son espacios G-ANE para la clase G-P*. Entonces X es un espacio
G-ANE para la clase G-P*. :

Teorema ([15]) Sean G un grupo de Lie y X un G-espacio propio
separable, Tnetrizable, el cual cs la union de abiertos invariantes {O,},
a € 2, que son espacios G-ANR para la clase G-P*. Entonces X es
un espacio G-AN R para la clase G-P*.

En ¢l casio no equivariante, un resultado importante referente a las
uniones de cspacios AN E aparcce en [31]. En 4l se cstablece que, bajo
ciertas condiciones, ia nunién de un mimero arbitrario de espacios cerra-
dos ANE es también un cspacio AN E. En csta seccién se establecera la
versién eqguivariante de este teorema para el caso donde cl grupo cs lo-
calinente compacto, la accién es propia y la clase donde se consideran
los G-AN E cs Ia clase G- M. Este resultado es fundamental en nuestro
trabajo dado que nos permitiri probar que un G-CW-complejo es un
G-ANE.

La prucba del teorema segnird la idea de la utilizada cn [31], excepto
en los detalles donde 1a existencia de la accién es csencial

Comencernos estableciendo una topologia adecuada para un espacio

topoldgico respecto a una cubicrta cerrada. En ecste momento no cs
necesario que nuestros espacios poscan una accién.

Definicién 5.1. Secan X un espacio topoldgico y {Aataecn una cu-
bierta cerrada de X. Se du:c que X tiene la topologia débil respecto a

{AaYacn sise len las tes condiciones para cualquier A < Q:
(i) La unién U(ABlB e A} es cerrada en X ;

(ii) cualquier subconjunto de U{Ag|3 € A} cuya interseccion con
cada Ag, B € A es cerrado en X, es cerrado en el subespacio U{Ag|B €
A}

El sentido de la Definicién 5.1 difiere de la definicién para topologin
débil establecido en [14]; asi, siempre que mencionemos csta topologfa
lo haremos en el sentido de la Definicién 5.1.



SIPACIOS DE ADJUNCION EQUIVARIANTES

Otros resultidos han sido obtenidos por E. Elfving [15] para la
clase G-P* de los G-cspacios propios paracompactos que tienen cspa-
cios de érbitas paracompiuitos, donde el grupo actuante es localmente
compacto.

Teorema ([15)) Sean G un grupo localmente compacto y X un G-
espacio propio, el cual es 2 de dos bespacios abiertos O;. y O,,
que son espacios G-ANE para la clase G-P*. Entonces X es un espacio
G-ANE para la clase G-P*.

Teorema ([15]) Sean G un grupo de Lie y X un G-espacio propio
separable, metrizable, el cual es la union de abiertos invariantes {Oa},
a € 2, que son espacios G-ANR para la clase G-P*. Entonces X es
un espacio G-ANR para la clase G-P*.

En cl caso no cquivariante, un resultado importante referente a las
uniones de espacios AN E aparcce en [31]. En él se establece que, bajo
ciertas condiciones, la unién de 1in nvirmero arbitrario de espacios cerra~
dos AN E cs también un espacio AN E. En esta seccién se establecera la
version equivariante de este teorema para el caso donde el grupo cs lo-
calmente compacto, Ia accién es propia y la clase donde se consideran
los G-AN E es la clase G- M. Este resultado es fundamental en nuecstro
trabajo dado que nos permitird probar que un G-CW-complcjo es un
G-ANE.

La prucba del teorema seguiri la idea de la utilizada en [31], excepto
cn los detalles donde la existencia de la accién es esencial.

Comencemos estableciendo una topologia adccuada para un espacio
topoldgico respecto a una cubicrta cerrada. En estec momento no cs
necesario gqnue nuestros espacios poscan una accién.

Definicién 5.1. Secan X un espacio topoldgico y { Aa}acn una cu-
bierta cerrada de X. Se dtcc que X tiene la topologia débil respecto a

{Aa}aca st se plen las ientes condiciones para cualquier A C 2:
(i) La unidn U{Aalﬁ € A} es cerrada en X;
(ii) cualg to de U{Ag|B € A} cuya interseccion con

cada Ag, 3 e A es ccnudo en X, es cerrado en cl subespacio U{Ag|B €

El sentido de la Definicién 5.1 difiere de la definicién para topologia
débil cstablecido en [14]; asi, siecmpre que mencionemos csta topologia
lo haremos cn cl sentido de In Definicién 5.1.
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Los signuientes lemas permitirdn establecer la prueba del teorema
principal de esta sececidn.

Lema 5.2. Sean X un espacio topoldgico con la topologia débil -
respecto a una cubierta cerrada {Ag}aen y Y un espacio mnétrico. Scan
f una aplicacion de Y en X y Yo = f~'(Aa), a € 2. Entonces e-
Tiste una cubierta cerrada {Balaecn de Y que satisface las siguientes
condiciones:

(i) Boa C Y., x €2

(35) { Ba}aca es localmente finita.

DEMOSTRACION. Supongamos que el conjunto 2 de indices con-
siste de todos los ordinales & menores que un ordinal fijo 1. Sea

Be '—Ya\UYg, a<1;
B<a .
Entonces por ¢l Lema 1 en [31] pdg. 207 la fmmlm {Ba}‘.<,, o8 a.

cubierta descada.
! EI
La siguiente definicién corresponde a un hecho g‘cndl{trxl:;dc topologia

morfismo de los nervios, por cjemplo en [41].

Deﬁnlcién 5.3. Sean U {Ua}aEn yV =
de ijuntos del esp X con. el mismo can]unta de
indices. Se dice que U es s-mllar aV si para cad ACiQ s cumple
que, A

nUa=0 st y solo si ﬂVa=ﬂ.‘
acA a€A
En los casos en que las familias U y V sean cubiertas de X, la si-
rnilaridad de U y V implica que los nervios N(U) y N(V) son isomorfos
corno complejos simpliciales.

Lema 5.4. Sean Y € G-M, B un subconjunto cerrado invariante
de Y y {Balaca una cubierta invariante cerrada localmente finita de
3. Entonces existe una vecindad invariante cerrada F de B en Y y
una cubierta invariante cerrada localinente finita {Folaen de F la cual
satisface:

i) Fa W B = B,, a €

i) {Fa}aen es similar a {Bg}aeca.
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DEMOSTRACION. Sea w : ¥ — Y/G la proyeccién orbital de Y.
Como 7 es una aplicacién abierta (ver por ejemplo [11]) y los conjuntos
By Bn, a € 2, son invariantes y cerrados en Y, las imdgenes w(3)
y m(Ba) son cerrados en Y/G. Asimismo, no dificil checar que Ia
familia {7 (Ba)}aeca localmente finita. Aplicando el Lema 2 de [31]
pig. 208 a los conjuntos w(8B) y {7(Ba)}acw en Y/G, encontramos una
vecindad cerrada F de @ (B) en Y/G y una cubierta cerrada localmente
finita {F,le € Q} de F tal que F, N7(B) = w(B,) para cada o € N
y {Fa}aea os similar a {7(Ba)}aen. Scleccionemos ahora F = w1 (F)
y Fo = =Y(F,), a € Q. Tanto F como F,, a € R, satisfacen las
condiciones requeridas.

]

Lema 5.5. Sean Y € G-M, B un subconjunto cerrado invariante
de Y y F una vecindad cerrada invariante de B en Y. Sea {Falacn
una cubierta cerrada invariante localmente finita de F. Supongamos
que para cada o, eriste una vecmdad cerrada invariante C, de F, N DB
en Fo. Entonces: .

es una veciﬁda"d‘ce‘:ﬁuda‘

DEMOSTRACION. Por-¢l Lema 3 en [31]) pdigs. 211-212, C es una
vecindad cerrada de B en Y; ademds, como ¢s una unién de conjuntos
invariantes, también C cs invariante.

o

Lema 5.6. Sean X un G-espacio y { A}, una cubierta cerrada
invariante de X. Supongamos que (V;_, A;, es un G-ANE para cada
i1yi2y anip € {1,2,...,n}. Sean lambzen Y € G-M, B un subconjunto
cerrado tnvariante de Y y {Y;}1., una cubierta cerrada invariante de
Y. Sean B; =B nNY;,i=1,2,..,n, y f una G-aplicacion de B en X
tal que f(Bi) C A, i=1,2,...,n.

Entonces existe una vecindad cerrada invariante F de B en Y y
una extension equivariante h : F — X de f tal que h(F NY;) € A;
para todo i = 1,2,..,n.

DEMOSTRACION. Pongamos
H = 5, Yi, | (MEL,Y5,) N B = 0,415,182, 0 8p € {1,2,...,n}}.
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Como N B = @B, Hy B son subconjuntos cerrados invarinntoes
de Y y Y/G e¢s normal, por la Proposicién 5.28 del Capitulo I, existo
una vecindad cerrada invariante D de B en Y tal que DN H = @,
Sea D; = DNY;, i = 1,2,..,n. Luego {D;}2, cs similar o {B;}L,.
Denotemos por K cl nervio de {D;}. Un simplcjo de K es denotado
pOr (o, --os Ip)y B0y =oerip € {1, 2,..., n}. Para cada simplejo s = (ig, ...y ip)
de K pongamos |s| = Nj_oDi,. Proporcionemos ahora un orden a los
simplcjos de K de la siguiente manera:

i) si los simplejos tienen la misma dimensién, entonces el orden para
cllos cs arbitrario;

ii) si ditn s > dim s’ entonces diremos que s es menor s’, es decir,
8 < g,

Fijemos § € K y supongamos que, para cada simplejo s < J,
se pneden coustruir un conjunto cerrado invariante Af(s) y una G-
aplicacién f, : M(s) — (_gA,, tales que cumplen las siguientes condi-
ciones: R :

i), M (8) cs una vecindad cerrada de |s| N B en |sf;*

ii)s fa €8 una G-aplicacién de M (s) en M oA, dbx\dc;
tal que: ) - ‘

N (in, ey ip)a

SalBonrey = Flonaneys”

uz). Scan 81 y 82 dos simplcjos tales que s, <. s, <'sy 8,93 gencran
un simplejo sz de. K. Entonces tenemos que:

(M (81) N |sa]) U (M (s2) O |sa)) © M (s3)

Serlar(snarsay = Ssalar(anar(sa)-

Construyamos ahora una vecindad cerrada invariante M (3) de |3|N
B en [§] y una G-aplicacién f; que satisfagan i)z, ii); y iii)a.

Sea 3 = (ko, k1, ..., k1), ky € {1,2,...,n}, j=0,1,...,1L

Consideremos primeramente el caso cuando 3 un simplejo prin-
cipal, cs devir, que § no cara de un simplejo de dimensién ma-
yor. Vemos entonces que |5f N (U{]s|ls < §}) = @. Considercmos
Shains 131N B — M_gAs,. Como M)_gAx, es un espacio G-ANE
existe nna vecindad cerrada invariante M (3) de |5|N B en |5 y una G-
axtensién f; : M(3) — M_gAx, de flanp. Es ficil verifiear que M(3)
y Jfa satisfacen las condiciones i)z, i)z y ii);.

Veamos ahora el easo cuando 5 es una cara de algunos simplejos de
dimensién mayor. Sea § una cara de s”’l, i = 1,2,...,m. Dalo gque




ESPACIOS DE ADJUNCION l:Qulv)\nmN'[ 5

46 2.

Al('/"") es una vecindad cerrada de ]s 'H| n B en |s‘+'[ ¥ | < |3l
=1, 2, ceey TR SC ncnc quc' i

anterior §on corrados ¢
n ‘Proposicién 5.28 decl
nva.rm-nfc N de |35|NB

Cupxrulol existe cnlon cs
en |s| ‘tal quc' »

a': UM(s’“)u(lslhB) hAk_,

i=1 - F=0

por:

Appattry = furr,  i=1,2,..m,  alges = 1,
cntonces a 1tna funcién continua bien definida debido a la hipétesis
de induccién. Como MY, =04k, €5 un espacio G-AN E existe una vecindad
cerrada invariante M{3) de [, M(si*)U(ISINB) en Uk, M (siHHun
¥y una extensién equivariante f; de o sobre Af(3).

Dado que %, M(st*') UN es una vecindad cerrada invariante de
|51 N B cn [3], se verifica ficilmente que las rondiciones 7);, ii); y iii)s
se cumplen.

De esta mancra hemos constriido M (s) y f, tales que cumplen i),
ii)s ¥y iii)s, parn cada s € K.

Pongameos ahora F = |, , M (s); entonces F es una vecindad ce-
rrada invariante de B en Y, por el Lema 5.5. Definimos & : £ — X por
hlaseny = fa- Dado que la condicién iii), sc satisface para cada s € K,
tenemos que £y A son la vecindad cerrada invariante y la extensién
equivariante que buscibamos, respectivamente.

]

Lema 5.7. Sean F € G-M y F una cubicrta cerrada invariante
localmente finita de F. Entonces existe una cubicria abierta invariante
localmente finita V = {Vg}gea de F tal que para cada 3 € A el conjunto
Vs intersecta te un nidmero finito de elementos de F.
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DIMOSTRACION. Sea 7 : F — F/G la proycceién orbital de F.
Debido a que F € G-M por. el Teorema 4.3.4 de [39] pig. 318, tenemos
que F/G cs metrizable, asi que también cs paracompacto y normal.
Entonces F = {@w(F')|F* € F} es una cubierta cerrada localmentc
finita de F/G. Para cada £ € F/G scleccionemos nna veocindad Uj,
que intersecta solamente un mimero finito de clementos de F. Por la
normalidad de £/G podemos encontrar una vecindad W: de & cnuya co-
rradura estd contenida en Uz. Por la paracompacidad de > F/G podemos
cncontrar un refinamiento abierto localmente finito {Va}gea para la
cubierta {Wi & € F/G}. Tomemos V = {7—!(V3)|8 € A}. Luego V cs
la cubierta que satisface este lema.

]

Después de cstos lemas estamos listos para probar el teorcma prin-
cipal.

Teorema 5.8. Sea X un G-espacio que tienc la topologia débil re-
specto a una cubierta cerrada invariante {Aa}acn. Supongamos que
para cada subcoleccidon finita {Aq}7ny de {Aal}aen, la interseccion -
Nl Aq, es un espacio G-ANE. Entonces X es un espacio G-ANE.

DEMOSTRACION. Sean Y € G-M, B un subconjunto cerrado in-
variante de Y y f una G-aplicacién de B en X. Descamos mostrar que
cxiste una vecindad cerrada invariante U de B en Y y una extensién
cquivariante A : U — X de f.

Sea 2 cl conjunto de indices o tales gue son menores que un ordinal
fijo 7. Pongamos Co = f~'(Aa) ¥y Ba = Ca \ UpgcaCs para cada o < 7).
Entonces Fy = {Ba|a < 1} es una cubierta cerrada localmente finita de
B dcbido al Lema 5.2, Clarament.c los conjuntos B, son G-invariantcs.

Aplicando el Lema 5.4 encontramos una vecindad cerrada invariante
F de B en Y y una cubierta cerrada invariante localmente finita 7, =
{Fala<y de F tal que F,N B = B, para cada o < 17, y F3 cs similar a

1.

Como F2 es una cubicrta cerrada invariante localinente finita de
F, existe, por ¢l Lema 5.7, una cubierta abicrta invariante localmente
finitan {Vp}gea de F tal que para cada 8 € A cl conjunto Vj intersccta
solo un mimero finito de elementos de F,.

Pongamos B = {Vz|Vs M B # 0}. Entonces B cs una cubierta
coerrada localmente finita de B y F' = U{V5|Vp € B} es una vecindad
corradda invarinnte de B3 en Y.
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Supongamos ahora que cl conjunto de indices 8 para la cubjerta 3
consiste de todos los ordinales § menores que un ordinal fijo § y ponga,
para cada 0 < 6, Po = Up<o Va.

Por ser B localmente finita, cadda 1% cs cerrado en Y (ver por cjetnplo

14j}). .
: ]Sca # < 6. Supongamos que para cada @ < a4, se construyen el sub-
conjunto cerrado invariante Np y ln G-aplicacién fp, tales que cumplen:

i)o Np es nuna vecindad cerrada invariante de I N B en Pp;

ii)e fo €8s una G-aplicacién de Np U B en X;

iii)o foln = f;

in)o si ¥ < 0, sc tiene Ny C No y foln, = fos

v)o No\U,co Ny C Vo3

vi)g para cada a < 7 se tiene fo(No N FR) C A,.

Sea M = {J{No]l0 < p} U B. Lucgo M = B U Up,.(No\ Uyco Nv)
y, usando ), tenemos que M cs cerrado en Y. Definamos g : M — X
como g|ln,urs = fo- Por iv)e y cl hecho de que B es localmente finita,
tenemos que g csti bien definida y es continua.

Sean Fy,...,F,, aquellos clementos de F2 que intersectan a V,,'.
Aplicando el Lema 5.6 a V,, V,NM, {ViNF,|i =1,2,...,n}, Uk, 4q, ¥
aglyznar 2 V.NM — UL, A,,, podemos encontrar una vecindad cerrada
invariante M, de V, N M cn V,, y una G-aplicacién h,, : M, — UL, Aq,
tales que bulyaay = gluznar ¥ bu(Mpn Fo) © Aa,, 2= 1,2,...,n.

ca

No={JNounM, =M,
O<p [

y definamos f,, : N,, U B — X por fular =gy fulM, = h,. Usando cl
Lema 5.5 sc prucba ),,. Las condicioncs restantes son ficiles de checar.

Sea U = UpsNp y definamos & : U — X como h|n,un = fo, 0 < 6.

Asi, U cs una vecindad cerrada invariante de 3 en Y, de acuerdo al
Lema 5.5, y & es la extension equivariante de f que buscibamos. Por
lo tanto, la prucba estd complcta.

o

6. G-CW-complejos

En esta seccidn. restringiremos las acciones de grupos localmente
compactos a grupos de Lie. Probarcmos también que cada G-CW-
complejo propio es un G-ANE. En el caso en gue ¢l grupo es dis-
creto, in G-CW-complcjo consiste simplemente de un ordinario CW-
complejo X y una accién de G sobre X la cual permuta las células
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(cs decir discos n-dimensionales). - Para esto vea la monografin de G.
Bredon [10]..Los G-CW-complejos, cuando la accién es de un grupo
no discreto, fueron definidos por S. Mman en (23] y [24] y por T.
Matumoto en [34].

Al igual que en cl caso no equivariante, la definicién de topologia

coherente juega un papel importante en la definicién de un G-CW-
complejo.

Definicién 6.1. Sean {Xs}acn una col ion de ios t logi

7 poiog
cos y X = UaXa. Entonces se define una topologia de X d undo un
conjunto C de X como un cerrado si y sélo si su interseccion C N X,
es un cerrado en Xa para cada o € 2. A esta topologia se le llamna la
topologia coherente de X respecto a {X,}aca-

Describamos ahora cémo son las células equivariantes y cémo se

realiza ¢l proceso de “pegarlas™ para la construcciéon de los G-CW-
complcjos.

Definicién 6.2. Sean X un G-espacio de Hausdorff y A un subcon-
junto invariante de X. Entonces se dice que X sc obticne adjuntando
n-células equivariantes si existen G-conjuntos cerrados {¢}}jes de
X tales que:

1) X = AU(U c}) y 1a topologia es coherente respecto a { A, ¢} }jeus
Jed

2) Sean &} =c}NAy E;-‘: <} \ é}- Entonces:

o~ on A )

€, ME=0,sii+#j;

3) Para todo j € J existe un subgrupo cerrado H; de G y una
G-aplicacién

@; : (D™ x G/Hj;, S"~' x G/Hj;) — (c},é})
donde ¢; es una aplicacién cociente y ¢y : (»" xG [/ Hj) ac':"; es un
G-homeomorfismo.

Definicién 6.3. Un G-CW-Complejc consiste de un espacio X

de Hausdorff y una filtracién Xo ¢ X, € X2 C ... de G-conjuntos
cerrados de X tales que:

1) X* sec obtiene de X*~! adjuntindole A-células equivariantes con

k=0,1,.. (X" '=0).
2) X = |J X*, y X ticne Ia topologia coherente respecto a { X* }eno.
k>0
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En el caso de los G-CW-complejos, las células son los G-espacios
G/H > D", donde B™ = {z € R*| [[z|| < 1}, no=1,2,... (aqui D° cs
el espacio que consta de un punto y S$—! = 0), y H ecs un subgrupo
cerrado de G.

La accién de G sobre cl espacio cociente G/H es por traslacién
izquierda y la accién de G sobre los espacios D™ y S*~! es la trivial.

Algunos cjemplos de G-CW-complcjos sc presentan a continuacién.

Ejemplo 6.4. Sea G = 8° yla (n—1)-esfera S"‘l ={xe 1R"|||z|] =0

7

1} con la accién dada por la cidn por .

G x s"} —.s"-‘~(t,::).—-tz,tec_{ 1, 1},168"“ g

FEn este caso la accion es libre y si denotamos por X al G—espn.cw
Sn~1, entonces X tiene la siguiente d 1 ion como un G- C’W- :
complejo:

X0 : =G == 8°, .

o= XM Uy G x D™, donde ¢ 1 G x 81— X™1 = S'"‘"

estd dada por ¢™(t,x) =tz , (1 S m < n).

El espacio orbital X/G es el (n— 1)- espacio pmyech-uo real ]RP"_‘_ v
la G-CW estructura de X ind: la descomp no eq i-
ante de RP™1, : :

Ejemplo 6.5. Sea G = S! la esfera unitaria y X = S""“1 = {z €
C"|l|z]| = 1} con la accidn:

CxX—X,(M2)=MAz, \€G,ze X.

Se tiene que la accion es libre y que X hene la szguzente descom-
posicion como un G-CW complejo:

X0 :=Ges!,

X! := X°,
X2m—l Ugam G % D!m donde ¢2m T x §Im-1 ) X2m—1
X?m~2 — §?m—1 estd dada por ¢2"'(/\ z) = Az. (Notemos que el 2m-
esqueleto equivariante Xz"' de X no es un 2m-esqueleto de X para el
caso de la descomposicid lular no equivariante pues G = S! tiene
dimension 1).

El espacio orbital X/G es el (n — 1)-espacio proyectivo complejo
Cl"‘ : Y nueuamcnlc, la estructura G-CW de X induce la descom-
no cq iante de CP™!,

F
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Ejemplo 6.6. SiG =S! actua sobrc S? mediante la multiplicacion
entonces 82 tiene una desc lul equivariante en dos 0-
células D? x G/G y una 1- célula D' = G/{e} (e es la identidad de
G). :

Los signientes dos resultados son importantes para el resultado prin-
~cipal de esta scccién pues nos permiten establecer cndndo un G-CW
complcjo es propio y paracompacto.

Proposncnén 6.7. Sea X un G-CW complejo. Si para cadaxz € X
el ilizador Gz es ent X es un G-espacio propio.

DEMOSTRACION. Ver Proposicién 4.10 cn [15] pdag. 40.
[}

Proposncnon 8.8. Sea X un G-CW complejo. Entonces X y X/G

son ios para s 8.

¥

D1MOSTRACION. Ver Proposicién 4.16 en [15] pag. 42.
[}

Los signientes tres resultados tienen el fin de establecer las condi-
ciones necesarias para que el teorema principal de esta seccién sea una
consca ia de la aplicacién de los principales resultados de las dos
secciones precedentes. Mostraremos, primeramente, que un cspacio
AN E puede ser visto como un espacio G-ANE y que la unién discreta
de espacios G-ANE cs también G-ANE. Finalmente, se probarda que
la unién discreta de G-células de G-CW complejos son espacios en la
interseccién de las clases G-M y G-ANE.

Lema 6.9. Si X es un espacio ANE entonces X es un espacio
G-ANE, donde G actiia trivialmente sobre X.

DEMOSTRACION. Sean Y € G-AM, B un subconjunto cerrado in-
variante de Y y f : B — X una G-aplicacién. Sea 7 la proyeccién
orbital. Entonces tenemos una aplicacién f : B/G — X inducida por
7 y f (vea por cjemplo [38]), de manera que cumple for = f.

Como B es un cerrado invariante de Y, B/G s un subespacio
cerrado del espacio métrico Y/G y dado que X es un espacio ANE,
existe una vecindad U de B/G en Y/G y una extensién b : U — X
de f. Ahora bicn, 7= (U) cs una vecindad invariante de Ben Y y
h = h om cs una extensidn equivariante de f.

O
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Proposicién 6.10. Si{Xa}aecn es una familia de espacios G-AN E,
entonces la union discreta X = UyecnXa €3 un espacio G-ANE,

DEMOSTRACION. Sean (Y, B) un G-parcon Y € G-M y f: B —
X una G-aplicacién. Sea B, = f~'(X,). Entonces {Ba}laen s una
cubierta cerrada invariante localmente finita de B. Por ¢l Lema 5.4 de
este capitulo, existe una vecindad cerrada invariante  de B en Y y
1na cubierta cerrada invariante localmente finita { Fo }aen de F tal que
FanNB = B, y Fa Fa = B siempre que a # a’. Sea U ¢l interior
de Fy U, = U N F,. Del hecho de que {Falaen €s localmente finita
se signe que cada U, cs abicrto en U (y por lo tanto en Y). Como
Xao €3 un espacio G-ANE cxiste una una vecindad abierta invariante
Va de B, en U, y una G-aplicacién ¢o : Vo — Xa que extiende la
aplicacién flp.. Por tanto se tiene que el conjunto V = UaeaVa e
una vecindad abierta invariante de B cn Y y entonces la aplicacién
¥ : V — X definida por ¢¥|v, = ¢a, & € Q, s la extensién equivariante
de vecindad de £ buscada. ’
[m]

Proposicién 6.11. Sea {Halaen una j'urmlza. de subgrupov com-
pactos de G. Entonces el G-espacio . .

X = Uqea(G/Ha) X Z
donde Z puede ser S*~! o D™, estd en G-MNG-ANE.

DEMOSTRACION. Sea X, = (G/H,) X Z. Por cl Lema 6.9 dcl
presente m\pﬂ,ulo, Z cs un espacio G-ANE y por las proposiciones 2.5
¥ 2.7 de {15] pigs. 23-25, cadn G/ H, esun G-ANE. Luego, el producto
Xa =G/H, x Z es también un G-ANE. Ari, por la Proposicién 6.10,
X s un G-ANE. Sélo falta probar que X estd en la clase G- M.

Seleccioncmos, sobre cada espacio cociente G/ Ha, una métrica G-
invariante p, (para la existencia de dicha métrica ver por ejemplo [39])y
una métrica § sobre Z. Entonces para cada a € €2, la f6rmmula:

do(x, y) = pal®1, 1) + 6(z2,¥2)
donde =,y € G/H, ¥ z2,y2 € Z, define una métrica G—lnvunnnte
sobre
Ahora, para cada a € 2, sea d, como sigue:

S ACK)) si do(xz,y) <1
(@) =, si d(z,y) > 1.
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Se ticne que las métricas d, son G-invariantes. Entonces, una métri-
ca G-invariante para el G-espacio X puede ser definida de manera que
sea compatible con sn topologia, de la siguiente manera:

’ da(z, %) sim,y € Xo para algiin o
d(z,y) = . §
1 en cualquier otro caso.
Con csto conclnimos la prueba.

o

Ahora estamos en posicién de probar el resultado principal de esta
seccién.

Teorema 6.12. Sean G un grupo de Lie y X un G-CW complejo
propio. Entonces X es un espacio G-ANE.

DEMOSTRACISN. El O-csqueleto X? de X cs una unién discreta de
cspacios cocientes G/ H,, a € €2, donde H, es un subgrupo compacto
de G para cada o € 2. Como se mencioné anteriormente, cada espacio
cociente G/ H, es un G-AN E y, se signe de la Proposicién 6.10, que X°©
cs un G-ANE. Suponga quie n > 1 y que el (n — l)-esqueleto, X"},
es un G-AN E. Pero el n-esqueleto X™ pucde ser obtenido de X"~ ! de
la siguiente manera (ver ¢l Comentario 4.3 cn [15]): existe una familia
{H;}jes de subgrupos compactos de G y una G-aplicacién:

0 (Ujes(G/H;) x 8*1) — X!
tales que

X" es G-homecomorfo a (Ujes(G/H;) x D*) U, X*"!,

Adermds, las uniones discretas Uje s (G/H;) x D™ y Uy (G/Hj) >
S™-! cstdn cn la clase G-M N G-ANE, por la Proposicién 6.11 de este
capitulo. En consecnencia, X™ cs un G-AN E por ¢l Teorcma 4.16 det
Capitulo I1.

BEs ficil ver que ¢l G-CW-complejo X tiene la topologia débil (en
cl sentido de 1a Definicién 5.1) respecto a los esqueletos {X"}nzo. La
prucba del teorema se concluye al aplicar el Teoreman 5.8 a X y'a la
familia {X"},>0.

[}
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CAP{TULO 3

DIVISORES G-ANR

1. Introduccién

Sea B un espacio métrico. La propiedad de que para cada X €
ANR, donde B estii encajado como un subespacio cerrado de X, el
cspacio X/B (que se obticne al colapsar B a un punto}, es un cspa-
cio ANE, se cstablece en [22) y se dice que B es un divisor ANR.
Nuestro propdsito en cste capitilo es establecer las versiones equivari-
antes de cstos resultados para el caso de acciones de grupos compactos.
Primeramente introduciremos la nocién de divisor G-AN R. En la sec-
cién 3 de este capitiulo probarernos que un G-espacio que tiene una base
de vecindades por G-deformacién es un divisor G-AN R. La nocidn de
cspacio G-contraible absoluto por vecindad se presenta en la seccién 4
del presente capitulo, y se prucba que este tipo de espacios son divisores
G-ANR.

Sucesivamente en las Secciones 4 y § probaremos que si 2 es un G-
espacio métrico compacto y G-AN R(B) denota la clase de los G-ANR
que conticnen a B como un subespacio cerrado, entonces las sighiientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) B es un espacio G-contraible absoluto por indad;

(b) criste un cspacio Y € G-AN R(B) tal que B es G-contraible por
vecindad en Y';

(c) para cada espacio ¥ € G-ANR(B), sc ticne que B es G-
contraible en Y';

(d) para cada espacio Y € G-ANR(B), eriste una vecindad in-
variante V de B en Y tal que para cada G-par métrico (X, A), cada
G-aplicacidn f: A — V tienc una G-eztension F : X — Y ;

(e) para cada espacio Y € G-ANR(B), la proy ion identificacion
p:Y — Y/B ticne una inversa G-homotdpica por la izquierda.

(f) para cada espacio Y € G-ANR(B), lu proyeccidn identificacis
p:Y — Y/B es una equivalencia G-homotdpica;

55
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(g9) para cada espacio Y € G-AN R(B), cada G-aplicacion de 3 en
Y es G-homotdpicamente nula.

Adermnis, mostrarcmos que las propiedades de un espacio de ser G-
contraible absoluto por vecindad y divisor G-AN R son invariantes del
tipo de G-homotopia.

Finalmente, cl capitulo concluye estudiando la unién y cl cociente
de divisores G-ANR y cspacios G-contraibles absolntos por vecindad.

2. Preliminares sobre divisores G-ANR

Antes de definir Ia nocién de divisor G-AN R mcncionemos algunos
hechos bdsicos para su estudio. Recordemoes que en este capitulo ol
grupo actuante serd considerado un grupo compacto de Hausdorff ¢ 7
denotari al intervalo [0,1] a menos que se especifique otra cosa. Ini-
ciemos con un resultado acerca de G-espacios normales.

Proposicién 2.1. Sea X un G-espacio. Si V es una vecindad de
un subconjunto invariante A de X, entonces eriste una vecindad abierta
invariante U de A tal que U C V.

DEMOSTRACION. Supongamos qiie V es una vecindad abierta (si
V no abicrta, tomemos como V a un abierto que contenga a A y que
esté contenido en V) de un subconjunto invariante Ade X y «w : X —
X/G es la proycceién orbital de X. El conjuato U = X/G\#w(X\V) es
abierto en X/G y contiene a w(A). Ademds, n~'(U) C V dado que si
u € U entonces #= () (X \V) = 0. Dedonde n~ ' (U) = X\(G(X\V))
cs la vecindad abierta invariante de A contenida en V.
[}

Proposicién 2.2. Sean X un G-espacio normal y A un subcon-
Junto cerrado invariante de X. Si U es un subconjunto abierto de X
tal que A C U, entonces existe un subconjunto abierto invariante V de
Xtalque ACVCV cCU.

DEMOSTRACION. Como X cs normal existe una vecindad W de A
cen X tal que A € W C W C U. Por la Proposicién 2.1, existe una
vecindad abierta invariante V de A en X tal que ACV cCcW. De
aqui que también Vew ¥ por tanto la proposiciéon estid probada.

O
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También algunos hechos de homotopia cquivariante serdan usados
cn coste capitulo. Si se desea adentrar en este tema puede consultarse,
por cjemplo, [42].

Sean fo,fi : X — Y dos G-aplicaciones. Se dice que son. G-
homotdpicas , si existe una homotopia F : X x [0,1] — Y dc fo &
fi tal que F es una G-aplicacién. Aqui [0, 1] tiene la accién trivial y
X x [0,1] la accién diagonal. Asi, cada funcién continua f; : X —'Y
dada por fi(x) = F(x,t) es nna G-aplicacién. Mas aiin, la relacién de
ser G-homotépicas es una relacién de equivalencia y tenemos entonces
una categorin de G-espacios y clases de G-homotopia de G-aplicaciones.
Escribiremos fo $<A N1 si fo y fi son G-homotépicas.

Sean X C Y, fo: X — Y la inclusién y f, la G-aplicacién c¢on-
stante de X a un punto fijo en Y, entonces la G-homotopia es llamada
G-contraccidn y X se dice que es G-contraible.

Sea f : X — Y una G-aplicacién. Decimos que una G-aplicacidén
h:Y — X cs una inversa derecha G-homotdpica de f si la composicién
foh es G-homotépica a la identidad en ¥. De manera ansloga se define
Ia inversa izquierda G-homotdpica de f.

Dos G-cspacios X y Y se dicen gque tienen ¢l mismo tipo de G-
hornotopia si existen dos G-aplicaciones f: X — Y y 2: Y — X tales
que las composiciones foh y ho f son G-homotépicas a las respectivas
G-aplicaciones identidad.

Otro resultado que sera esencial a lo largo de este capitulo, lo con-
stituye la versién cquivariante del teorema de K. Borsuk acerca de la
propicdad de extensién de homotopia y los cspacios ANR. Antes de
probar el teorema seri necesario introdncir la definicién de la propiedad
de extensién de homotopia equivariante de manera similar a la estable-
cida en [42] y probar un lema preliminar.

Definicidon 2.3. Se dice que un G-par (X, A) tiene la propiedad

cle extensién de homotopla equivariante (denotada como G-PEH)

to a un G Y, si dadas G-aplicaciones f : X — Y y

H :AxT — Y tales que H(a,0) = f(a) para toda a € A, eriste una

G-aplicacion H* : X x I — Y que satisface H*(a,t) = f(a) para todos
ac A, tel y H*(z,0) = f(z), para todox € X.

Lema 2.4. Sean (X, A) un G-par métrico y D = (X x{0})u(AxI)
el subespacio cerrado invariante de X x I. Si una G-aplicacion f : D —
Y tiene una extension sobre (X x {0}) WU, donde U es una vecindad
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abierta invariante de Ax I en X x I, entonces f tiene una G-extension
sobre X x [I.

DEMOSTRACION. Sea F: (X x {0}) UU — ¥ una G-extensién de
f. Usando la compacidad de I y 1a Proposicidn 2.2 podemos encontrar
nna vecindad invariante V de A en X tal que V x I € U. Dado que
Ay B = X\ V son subconjuntos cerrados invariantes disjuntos, por
cl teorema cquivariante de Tietze-Urysohn (ver [38] pdg. 3) existe una
G-aplicacién A 1 X — I tal que A(A) = {1} y A(B) = {0}. Definimos
ahora la aplicacién A : X x I — Y como h(z,t) = F(z, Mz)t), para
cada z € X y cada ¢ € 1. Es ficil checar que A una G-aplicacién y
exticnde f sobre X x [I.
O

Teorema 2.5. Sea (X, A) un G-par métrico. Entonces (X, A) tiene
la G-PEH respecto a cadae G-ANR.

DEMOSTRACION. Secau Y € G-ANR, f: X — Y una G-aplicacién
y H : Ax I — Y una G-homotopia. Consideraremos, como en ¢l Lema
2.4, el subespacio cerrado invariante D = (X x {O}) U(AxI)de X xI.
Definimos una G-aplicacién H* : D — Y como sigue:

J(=z), si z€Xyt=0,
H(xz,t), si z€ Aytel. )

Por cl tcorema 4.5 del Capitulo 1, ¥ € G-ANE y, dado que D
©s un subconjunto cerrado invariante de X x 7, existen una vecindad
invariante U de D en X x I y una G-extensién F : U — Y de H*. Decl
Lema 2.4 se sigue que H* ticne una G-extensién F* : X x I — Y. Es
claro que F* es una G-extensién de H y F*(z,0) = f(z).

[}

H*(z,t) =

El teorema que a continuacién se presenta serviri para introducir
la nocién de divisor G-ANR

Teorema 2.6. Scan A un G-espacio, Y € G-ANR y f : A — Y
una G-aplicacion. Si Xo Uy Y cs un G-ANE para algiin Xo € G-
ANR(A) entonces X Uy Y es un G-ANE para cada X € G-ANR(A).

DEMOSTRACION. De acuerdo con la Proposicién 4.14 del Capitulo
I, para probar este teorema basta con mostrar que p(Y') un retracto
fucrte de vecindad por G-deformacién de X U, Y, donde p: X UY —
X Uy Y es la proyeccién canénica.
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Como X € G-ANR, por cl Tecorema 4.5 del primer eapitulo, te-
nemos que X € G-ANE. Entonces la inclusién ¢ : A — X tiene una
G-cxtension ¢ : U — X sobre una vecindad abierta invarinnte U de
A en Xy. Dado que Xo € G-ANR, por cl Teorema 4.5 del Capitulo
1, X € G-ANE. Sca g: XoUWY — XpU; Y la proycceidn canénica;
tenemos que q{U L Y') cs abicrto en Xo Uy Y y, al igual que U, es un
G-ANE. Por ia Proposicién 4.14 del Capitulo 11, existe una retraccion
fucrte de vecindad por G-deformacién b : W x I — q(U UY), donde W
cs una vecindad invariante de ¢(Y) en q(U L11Y) y, en consecuencia, cs
abicrto en Xp Uy Y. Pucsto que ¢~ (W) N Xy es un abierto invariante
en Xg y, por el Teorema 4.5 del Capitulo I, Xp es un G-ANE; tenemos
cntonces por la Proposicién 4.4 del Capitulo I, quc g~ (W)N Xp es un
G-ANE. Por lo tanto, la inclusién j : A — ¢g~'(W) N X, tienc una G-
extensién ¥ : V — ¢~ Y(W) N Xo, donde V' es una vecindad invariante
de A en X. Ademss, V € G-ANE, por cl Teorema 4.4 del primer
capitulo. Sec sigue que existe nna vecindad invariante D de A en U
y una G-deformacién s : D x I — V tal que s(a,t) = a, para todos
ac A, tely s, = ¢ylv.

SeaV: U UY — X UY la G-aplicacién definida como

@(x), si re X,
¥(z) = { si xEY.
Definamos una G-aplicacién k: p(DUY) x I — X U; Y por

psa(p| X)) (2), si zep(D)y0<st<1/2,
k(z, t) = p\I'q-‘hz._mp(pIX)“(z),s- irzep(D)y1/2t<1,
z; sl Lz e‘p(Y) yo<t<l.

Entonces k¢ nna tetl‘m‘cxén fncrte dc vccmdad por. G-deformacién
y sc roncluyc la pnlebn :

Sean (X, A) un par, Y un espacio topolégico y f : A= Y una apli-
eacién. Un caso particular del espacio de adjuncién’ X Uy Y es cuando
Y consta de un solo punto. Si esto sucede el espacio de adjuncién sc
dice que se obtienc colapsando A a un punto.; Este espacio se denota *
como X/A y cs csencial en cste (mplt.lllo. Por el tcorema anterior se
obtiene cl siguiente corolario:

Corolario 2.7. Sea B un G-espacio métnco. Si ea:urtc un G-espacio
Yo € G-ANR(B) tal que Yo/B € G-ANE, entonces pam cada Y € G-
AN R(B) se ticne que Y/B es un G-ANE.
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Cuando B'es cbmpacto cl espacio de adjuncién es metrizable ([20]).
Aplicando cste hecho'al Corolario 2.7, ¥/B cs metrizable y por tanto
se obticne cl siguicnt.c resultado:

Teorema 2.8. Sca B un G ;pacio méitrico to. Si existe
un G-espacio Yo € G-ANR(B) tal que Yo/B & G-ANR entonces para
cada Y € G-ANR(B), se ticne que Y/B es un G-ANR.

A partir de los corolarios anteriores podemos ver que la propicdad de
Y/ B dec ser G-ANE depende tinicamente de B y no de Y. Entonces cs
interesante conocer cuando un subespacio cerrado invariante de un G-
ANR “divide” en cierto sentido a un espacio G-AN R, es decir, deforma
equivariantemente el cspacio G-AN R colapsando ¢l subespacio cerrado
invariante a un punto y conserva la propiedad de seguir siendo G-AN R
o al menos G-AN E. Esta clase de espacios serin los que nos interesarin
a lo largo de esta iiltima parte de la tesis.

Definicién 2.9. Un G-espacio B se dice divisor G-ANR si cs
metrizable y Y/ B es un G-AN E para cada G-cspacio Y € G-ANR(B).

Por ¢l Tcorema 2.8 y el Corolario 4.17 del segundo Capitiuilo, cada
espacio compacto G-AN R cs un divisor G-AN .

Por cjemplo, si X cs un G-AN R entonces el cono con(X) es un G-
AN R (Corolario 4.27, Capitulo II). Asi, por el Corolario 2.8, X x {0}
cs un divisor G-ANR.

Las signientes secciones presentaran cordiciones para que un G-
espacio sea un divisor G-AN R.

3. Bases de vecindades por G-deformacién

En la presente seccién estudiaremos las deformaciones locales de un
G-cspacio que le permiten ser un divisor G-ANR

Definicién 3.1. Un G-espacio X es local te G-cc aible
fuertemente en un punto = € X si existe una vecindad invariante
V de x y una G-contraccién ke de V en X, tal que k(x) = = para todo
[

De acuerdo a la Proposicién 4.14 del Capitulo H, y a la dcfinicién
anterior tenemos:
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Lema 3.2. Sca B un subconjunto cerrado invariante de un G-

espacio Y. € G-ANR. Entonces Y/B es un G-espacio G-ANFE si y

s6lo si Y/ B es localmente G-contraible fuertemente en el punto p(3),
donde p: Y. — Y/B es la funcidn identificacion.

Definicién 3.3. Sea (Y, B) un G-par. Una doble sucesion
{Un, Bn}nzi es llamada una base de vecindades por G-deformacién
para B en Y si cumple lo signiente:

(B1) Cada U, cs una vecindad invariante de B en Y.

(B2) Uns1 < U, para todo n € N.

(B3) Para cada vecindad invariante V de B en Y existe un n € N
tal que U,, C V.

(B4) Definase Up = Y. Entonces para todon > 1 la G—aphuwxén
hy, : U, x I — U,_, es una G-deformacién tal que:

Ba(Un x (1)) € Unyr.

(B5) Si m > n entonces hn(Upm x 1) C Uy

Lema 3.4. Sea (Y, B) un G-par. Si B tiene una base de vcmndadcs
por G-deformacidn en Y, entonces Y/B es localmente’G-contraible
Juertemente en el punto p(B), donde p :' Y — Y/B es la funcidn
identificacion.

DEMOSTRACION. Sea {Un, An}lnzi una base de vecindades por G-
deformacién para B. Para cada n y para todo s € [, sea la G-aplicacién

hi : U, — Y dada por h4(xz) = hn(z, s). Definamos ahora la G-funcién
h: U, x [0,00) — ¥ como:
Azt hy(z, t), si k=0,
T, t) =
* ) kX ohlohk_,o..0hiohli(x), si k>1.

donde k es un entero no negativo tal que ¢t € [k, k + 1].

Como el rango de k), esté contenido en cl dominio de A%, , para toda
n y toda s, la composicién tiene sentido. Verifiquemos que estd bien
definida.

Sen (x,t) € U x [0,00), donde ¢t = k para un entero positivo k.
Entonces ¢t € [k — 1,k] y £ € [k, k4 1]. Asi que por un lado:

h(zx,t) = hl ohl_, o...0hl o hl(x)
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¥ por otro lado

h(z,t) = hQ,,ohlohl Jo..ohlohl(x)= hk-f-l o h(x, t)

Pero como cada ki, cs una deformacién entonces:

h(z,t) = hQ,, o h(z, t) = hupr (B(z, z),o) = h(m, z) :
Esto significa que h estd bien definida. :

También, A cs continuna dado que es ('ont]nuu cn (‘ndn ('on_]unto
cerrado de la forma U; x [k, k& + 1]. Ademas, facilmente se puede ver
que cs equivariante, dado que es una composicién de G—aphc&w:ones :

Mads arin, afirmamos que 2 ticne las slgluentm proplcdad(s

denota la pnrt.c cntera dc w E R).
(2) Para todo ¢ € [1,00), se tiene que k(T x {t})
(3) A(B x [0,00)) C B.
Verifiquemos que, cn efecto, se cumple cada proplcdad S
(1). Sean (z,t) € U, x [0,00) y k& un entero:no ncgnhvo rn.l quc :
t € [k, k -+ 1]). Luego -

(i) Si & = [r/2], considcremos que z € U, lo cunl podcmos hm or s

por (B2). Entonc: es, por (B4) y la definicién de £, sc tiene que:;

h(z,t) € Ux C Ulnya)- ) o

(ii) Si & < [n/2] cntonces cs trivial checar que n — & — 1.2;[n/2].
Como x € U, y n — k > k + 1, apliquemos (B5) en la definicién de
h, para concluir que i(z,t) € Up_x—1, por lo que h(z,t) € U[,./gl, Y
finaliza la prueba de (1). :

(2) En este caso sca k& = 1 tal que k& < ¢ < k& + 1. Entonces [t] =k
y por (B4), A4y s una deformacién sobre Uyx. Aplicando entonces la
definicién de . obtenemos lo deseado.

(3) Dec acuerdo a (Bl) y (B2) se ticne que B = N3, U,.. Asi,
aplicando la parte (1) de este lema, finalizamos la prueba.

Consideremos un homeomorfismo f de [0,1) sobre [0,00).  Defi-
namos una funcién J : p(U)) x I — Y/8B por:

_ [ 2@ @ £, s zepUyyt<1
I8 = { »(B), si zep(h)yt=1.
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Es claro que J es equivariante. Veamos ahora que csti bien definida,
lo cual basta verificarse en p(B). Sean b3, b, € By ¢t € [0,1). Entonces,
de acucrde a (3), A(p=1 (p(t1)), (1)) € B. Lucgo p(h(p=(p(b1)), £(£))) =
J(p(by),t) = J(p(b2),t) y, por lo tanto, J esti bien definida.

De iginal manera, de lo anterior se tiene que J(p(B) x I) = p(B).

Ahora bicn, es suficiente probar que J es continna en los puntos de
p(U,) % {1} y de p(B) x I, para que claramente sea continua en todo
p(U,) < I.

Para csto, cs facil ver que cada U,, es un conjunto saturado por
p. Entonces para cada n € N, p(U,) es una vecindad de p(B). Mss
aiin, debido a (B3), la coleccién {p(Un)|n = 1} es una base de vecin-
dades de p(B) en Y/B. A partir de este hecho procedamos a probar la
continuidad de J.

Sean {(we, 1) € p(Uh) x {1} y V una vecindad de J(w, 1) = p(B).
Entonces existe un entero no ncgativo mm tal que p(B) € p(Un.) C
V. Consideremos f~!(m, oo) U {1}, el cual tendrd la forma (r,1] para
algiin determinado r» € [0,1). Sea W = p(U)) x (r,1]. Luego, W es
una vecindad de (wg, 1). Afirmamos que J(W) < V. En cfecto, sea
(w,t) € W. El caso t = 1 es trivial. Si ¢t € [0,1) entonces J(w,t) =
p(h(p~t(w), £(t))); como t € f~'(m,o0), sc tiecne que f(t) € (m, co)
¥y por (2), h(p“(W) F(t)) € Un, Asi, J(w,t) = p(h(p~'(w), f(£))) €
p(Un)CcV

De Ia misma manera, scan (p(8),t) € p(B) x I y V una vecindad
de p(B) en Y/B; luego existe una vecindad p(Usn) de p(B) en Y/B
totalmente contenida en V. Seleccionemos un entero no negativo & tal
ane [k/2] > m. Si consideramos la vecindad W = p(Uy) % I de (p(B), t)
y aplicamos (1), tenemos que J(W) C p(U/z)) € p(Un) € V.

De lo anterior se concluye que J es continua.

Finalmente, falta checar que J es una contraccidn de una vecindad
dc p(B) en Y/B. De la definicién de J se siguc que le(u,)x(x) = p(B)
, para cada z € p(Uy), J(2,0) = p(h(p~'(2),0)) = Hz) ==
Entonces se establece que Y/ B es localmente G-contrarble por vecin-
dad en el punto p(B).
a

De los Lemas 3.2 y 3.4 se desprende el siguiente:
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Teorema 3.5.-Sea B.un subcon_;unto cerrado tnuarmntc de . un G-
espacio Y. €. G-ANR. .Si B tiene una base de vcctndades por. G-
dcforrnamén enY. cntonces Y/B esun G-ANE.: K T

'7 y 3 5 obtencmos ¢l resultado pnn('lpal de l.n. secaién:

" Corolar 3.6.‘ Sea B un subconjunto cerrado invariante de un
G-espacio Y. € G-ANR. S8i B tienc una base de vecindades por G-
deformacion en'Y, entonces B es un divisor G-ANR.

4. G-contractibilidad absoluta de vecindad

En cl caso no equivariante las propicdades locales de contractibilidacd
permiten decidir si un espacio cs in AN R o no lo es. De manera natural
surge la pregunta jqué propiedades de contraccién local se necesitan
para que un G-espacio metrizable sea un divisor G-AN R? Esta sccecién
csti destinada a proporcionar algunas respucstas a esta cuestion.

Definicién 4.1. Sea (Y, B) un G-par. Se dice que B es G-contrai-
ble por vecindad en Y si B es G-contraible en cada vecindad equivari-
anteU de BenY.

Un hecho fiicil de observar es que un espacio G-contraible por vecin-
dad es G-contraible.

Definicion 4.2. Sea B un G- espacio métrico. Se dice que B es
G-contraible absolut. t indad si es G-contraible por
vecindad en cada espacio ¥ € G- ANR(B)

El siguiente teorema establece algunas condiciones equivalentes menos
fuertes para que un G-espacio métrico sca G-contraible absolutamente
por vecindad.

Teorema 4.3. Sea B un G-espacio métrico. Entonces, las sigu-

ientes afiry 1 son equi tes:
(a) Eriste un Y € G-ANR(B) tal que B es G-contraible en Y.
(b) Para cada Y € G-ANR(B), B e¢s G-contraible en Y.
(c) B es G-contraible absolut te por indad.
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DEMOSTRACION. Probemos que (a) implien (b).  Sean Z € G-
ANR(DB). Lucgo la G-aplicacién identidad i : B — B se extiende
a una G-aplicacién g : U — Z, donde U es una vecindad invariante de’
B en Y. Por (a), B es G-contraible en U bajo una G-homo(opm In
Entonces la homotopia g/, contrac equivariantemente B en'Z.,

La implicacién de (¢) a (a) es trivial.

' Demostremos finalmente que (b) implica (¢). Sea U una vecmdndv
invariante de B en Y. Entonces por los Teoremas 4.4 y 4.5 del Capfitulo
1, U es un G-ANR(B) y, por (b), B es G-contraible en U. “‘Asi B es
G-contraible absolutamente por vecindad.

(]

En esta scccién mostrarcemos que cada G-espacio compacto G-con-
traible absolutamente por vecindad es un divisor G-ANR. Para cs-
tablecer cste hecho, serd necesario probar algunas proposiciones pre-
vias. La primera de ellas es una caracterizacién de G-contaibilidad
absoluta por vecindad.

Dado que cualquier G-aplicacién constante en A puede ser exten-
dida a X, por cl Tecorema 2.5 se tiene el signiente:

Corola.rno 4.4. Sz (X, A) es un G-par métrico y si f es una G-
te nula de A en un G—cspacto Y e G-ANR,
cntanccs S tiene un.a G-extension F : X — Y

A continuacién se prucba una caracterizacién dc l G-cspnmos G-
contraibles absohitos por vecindad. :

Teorema 4.5. Sea B un G-espacio métrico. Eﬂtan'ces‘B es G-
contraible absolutamente por vecindad si y sélo si para cada G-espacio
Y € G-ANR(B) existe una vecindad invariante V de B en Y tal que
para cada G-par métrico (X, A), cada G-aplicacién f : A — V tiene
una crtension equivariante F: X - Y.

DiEMOSTRACION. Supongamos primero gque B es G-contraible ab-
solutamente por vecindad y sea Y € G-ANR(B). Sea k; una contrac-
cién cquivariante de B sobre Y a un punto bs. Definamos ahora una
G-aplicacién o : (Y x {0})U (B x I)U (Y % I) — Y de la siguiente
tnanera:

h(y,0) = y para todo y € Y;

h(b,t) = k(b)) paratodo be By 0 <t < 1;
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h(y,1) =Yy parntodo y € Y.

Como Y cs un G-AN R(B), h tiene una extensién cquivariante # :
W — Y, donde W es una vecindad abicrta invariante de (Y x {0}) U
(Bx IU(Y xIyen Y x I. Sca V una vecindad invariante de B en
Y tal que V' x I < W. Tencmos que H|y,, contrae equivariantemente
V sobre Y al punto by. Entonces si f : A — V es una G-aplicacién,
higase J = H o (f x id), donde id es la identidad sobre 7. Claramentc
J es una G-homotopia de A x I en Y de doude se ve que f es G-
homotépicamente nula sobre Y y, por ¢l Corolario 4.4 de este capitulo,
extendible equivariantemente sobre Y.

Inversamente, sean ¥ € ANR(B) y V una vecindad invariante
que cumple las hipétesis del teorema; luego f : (V x {0}) U(V x
{1}) — V decfinida por f(1,0) = u, f(,1) = = b ticne una extensién
cquivariante F : V x I — Y. Por lo tanto V es G-contraible sobre
Y'; en particular, B es contraible sobre Y y, por ¢l Teorema 4.3 (b), se
concluye la prucba. O

Lema 4.6. Sean B un G-espacio compacto métrico G-contraible
absolutamente por vecindad y Y un G-espacio G-ANR(B). FEntonces
B tiene una base de vecindades por G-defortnacidn en Y.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 4.5 de este capitulo, existe una
vecindad invariante Uy de B en Y tal que cualquier G-aplicacién de
un subconjumto cerrado invariante de un G-espacio métrico cn T, tiene
una extensién equivariante sobre Y. Podemos cscoger U, de manera
que d(=z, B) < 1 para todo 2 € U,, donde d es alguna métrica sobre Y.
Por los Teoremas 4.4 y 4.5 del primer capitulo, podemos aplicar repeti-
damente el Teorema 4.5 del presente capitulo y obtcnemos entonces
una sucesién de vecindades invariantes {U,},»1 de B tal que

(1) Un C Up-r;

(2) cada G-aplicacién de un subconjunto cerrado invariante de nun
espictio métrico en U, tiene una extensién equivariante sobre Uy,

(3) Para todo = € Uy, se tiene que d(z, B) < 1/n.

Se sigue de (1) y (3) qne la sucesién {Un, } > satisface las propiedades
(B1)-(B3) de la Definicién 3.3 del Capffulo Ik, Verifiquemos que sc
cumplen (34) y (B5) de lailtima definicién mencionada. Para csto se-
leccionemos un punto g € B. Para cada entero positivo n, definamos
una G-aplicacién

Jo: (Uu\Unuct) UTUnsz2 — Unya
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de la signiente manera:
Su(x) =bo, siz € T\ U,._l) Yy
f,,(:r) =z, 8i z € Unya.

‘Por (2), fa se extiende a una G’-npllcamon F,: U,, — U,._H. Decfi-
namos In G-aplicacién siguiente: -

Jn': (Un-i-l x {0}) U (Un42 x U (Un+| x {1}) — Unia
T Comos

In(z,0) = z, si & Uppi;

Ju(z,t) ==z, siz € U...,.g, 0=st= 1-

Jn(x,1) = Fu(x), sixz € U..+1.

Por (2), jn' sc extiende a una G-aplicacién J, : Unyy % T — Upn.
Para terminar definamos la G-aplicacién siguiente:

Ky :Un U (Unya x U0, x {1}) > T,

de la siynicnté mi\pcrn:

k;.(z,o) - i, si £ € Un;

Kl t) = Jn(z;t), i T € Upy1, 0< t < 15

En(zy 1) = Fp(x), siz € Up.

Nuevamente por (2), k,, tiene una G-extensién hy, : U, xJI — U, si
7. > 1; mientras que k; se extiende a una G-aplicacién by : Uy xJ — Y.
Es dirccto verificar que la sucesiéon {An|n = 1} satisface las propiedades
(B4)-(85), establecidas en la Definicién 3.3 rlel Capitulo 111, Entonces
{(Un+ 2n)Inz1 es una base de vecindades por G-deformacién de B en

[}

Aplicando ¢l Lema 4.6 y el Corolario 3.6 obtencinos cl resultado
principal de esta seccidn:

Teorema 4.7. Sea B un G'-espacm métrico compacto. Si-B es
G-contraible absolut te por lad entonces B es un dzm.-mr_

G-ANR.
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5. G-homotopia de la G-contractibilidad absoluta

En cl caso no cquivariante si B es un subconjunto contraible de un
cspacio Y € AN R, entonces In proyeccioén p: Y — Y/ B es una equiva-
lencin homotépica. Dentro de la categoria de los grupos topoldgiceos de
transformaciones este hecho sigue siendo cierto. En esta scacion pro-
baremos que es también vilido cunando B es compacto y G-contraible
absolutamente por vecindad.

Teorema 5. 1. Sea B un G-espacio métrico. Las siguientes afir-
son eq lentes:

(a) B es G-contraible absolutamente por vecindad.

(b) Para cada G-cspac:o Y € G- ANR(B), la proyeccion natural
p:Y = Y/B es una eq G-h

(c) Para cada G-espacic Y € G—ANR(B), p tiene una inversa
izquierda G-homotdpica.

DEMOSTRACION. Probemos que (a) implica (b). Supongamos pri-
meramente que B cs G-contraible absolutamente por vecindad y -sea
Y € G-AN R(B). Por cl Teorcma 4.7 de cste capitulo, Y/ B € G-ANE..
Por tanto, existen una vecindad U de p(B) en Y/ B y una G-contraccién’
Jis de U a p(B) en Y/ B dcfinida como:

Jo=1i,41 =cyde=rte(0,1),
donde i es la inclusién de U en Y/ B, ¢ es la funcién constante c(u)
p(B), para toda u € U y toda r : U — Y/ B es una G-funcién continua
que extiende a la inclusién de p(B) en Y/ B.

De manera que 7. (p(B)) = p(B) para todo t € /. La PEH cquivari-
ante puede ser aplicada para cstablecer una homotopia J, : Y/B —
Y/ extendiendo equivariantemente j; y tal que Jy cs la identidad so-
bre Y/B. Dado que J, extiende de manera cquivariante 71, tencmos
que:

(1) JI(U) = p(B).

Como p~!(U) es abiertoen Y, p~Y(U) es un G-AN R, por cl Tcorema
4.4 del Capitulo 1, y asi p~'(U) € G-ANR(B). Puesto que B.cs. G-
contraible absolutamente por vecindad, por el Teorema 4.5 del presente
capitulo, existe una vecindad invariante V de B en p~'(U) tal que para
ennlquier G-par métrico (X, A), cada G-aplicacién f : A. — V ticue
nna extensién equivariante F: X — p~YW(U).
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~

Sea Ay una C-contraccién dc B aun puxno bu en V. Definamos la

G-aplu acidn:

, “h: (V xj(p})u(tf‘x DU x'{l}) v
como:. . CoL s '

k(y,0) =y, siy e v, .

n(b,t) = k(b),sibe B,0<t <1,

h(y,1).=bo,siy € V.

Dado que la imagen de h estd contenida en V, por el Teorcma
4.5, h pucde ser extendida equivariantemente a una G-aplicacién H :

x I — p~}(U). Como ¥ cs uin G-AN R, 1a PEH cquivariantc puede

ser aplu'nda para establecer una G-homotopia K, : ¥ — Y tal que
K(y) =H(@y,t)paratodoy € V ytoda 0 < ¢t < 1,y tal que Kp s la
identidad en Y. Puesto que K, extiende a k;, tenemos que:

2) Ky (B) =bo
¥ que:
3) K (B) cp~'(U)-

Scan i y j las G-aplicaciones identidad de Y y de Y/ B, respectiva-
mente y sea p = Kp~! : Y/B — Y. Por (2), ¢ esti bien definida y,
dado que p es una identificacién, ¢ es continua y claramente equivari-
ante. Mostremos que @ es una inversa G- homof.épmn de p.

Combinando (1) y (3) podemos ver que JipKp~! ¢cs um\ G—homoto-
pia continua bien deﬁmda entre las G-aplicaciones JipKop™' y JipKp~!

sobre Y/ B. Entonces, si £ denota que dos funciones son G-homotépi-
cas, podemos cscribir:

WA A
de donde:
JipKop~! £ nipKip~!
asi que:

5ipe £ pe.
También:

Ko £ K,
¥ se sigue que:
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Kp~'p = op.
Euntonces p cs una equivalencia G-homotépxu\ con inversa G-honm—
tépica .
La implicacién de (b) & (¢) es trivial.

Por iiltimo probemos que (c)implica (a). Sean Y €. G'-ANI?(B)
¥ q: Y/B — Y una inversa G-homotépica izquierda de p... Entonces
qp : Y — Y es G-homotépica a la identidad de' Y y gqp(B) es'sélo un
punto. Entonces B es G-contraible en Y y, por el Teorema 4.3 (b).

cs G-contraible por vecindad absolutamente.
[m]

Utilizando ¢l Teorema 4.3, sc tiene que cada inclusién de un espacio
G-contraible absolutamente por vecindad en un espacio G-ANR, es G—'}
homotépicamente nula. Mds generalmente, se ticne que:

Teorema 5.2. Un G-espacio métrico B es G-contraible absoluta-
mente por vecindad si y solo si cada G-aplicacion de B en un espacio
G-ANR es G-homotdpicamente nula.

DEMOSTRACION. Suponga que I3 cs G-contraible absolutamentc
por vecindad y sea f una G-aplicaciéon de B en un G-espacio Y € G-
ANR. Sea X € G-ANR(B). Dado que Y} un G-ANR, [ tienc
una extensién equivariante de vecindad £ : U — Y. Como B cs
G-contraible absolutamente por vecindad, la inclusién 2 : B — U
G-homotdépicamente nula. As{ f = Fi es G-homotdpicamente nula.

Inversamente, sea (Y, B3) un G-par, donde ¥ € G-ANR(B). Sca
U cualquicer vecindad invariante de B en Y. Entonces U es un G-
ANR(B) y, como cualquier G-aplicacién de B en un G-ANR ecs G-
homotépicamente nula, tencmos que la inclusién i : B — U es G-
homotépicamente nula, es decir, B es G-contraible absolutamente por
vecindad.

O

Una consecuencia inmediata del Teorema 5.2 es la signiente:

Corolario 5.3. Si un G-espacio métrico B es dominado G-);o;}ié- .
tdpicamente (ver [42]) por un G-espacio A, G-contraible absolutamente
por vecindad, entonces B es G-contraible absolutamente por vecindad.
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DEMOSTRACION. Sca f : B — A una G-aplicacion tal gne existe
una G-aplicacién h : A — B que satisface ho f £ idpg, dondce idy os ln
identidad sobre B. Sea ! : B — Y una G-aplicacién arbitrarin, donde
Y € G-ANR. Probcmos que ! cs G-homotépicamente nula y, por cl
teorcma anterior, la prucba se concluye. Sea k = loh : A — Y'; entonces
por (b) del Tcorema 4.3 de este capitulo, existe nna G-homotopia &, :
A — Y tal que ko = k y &k es la G-aplicaciéon constante. Ahora,
definimos L, : B — Y por L, = ko f. Entonces tenemos ques

Lo=koof=kof=lohofSh

Por otro lado, L) = k; o f una G-aplicacién constante y Lg b L.
Por lo tanto { c¢s homotépicamente mila.
[

El corolario anterior nos dice que, la G-contractibilidad absoluta
por vecindad es un invariante del tipo de G-homotopia entre G-cspacios
métricos y cada retracto invariante de un G-espacio G-contraible abso-
lutamente por vecindad G-contraible absolhittamente por vecindad.

Teorema 5.4. Sca B un G-espacio métrico. Si B es dominado
G-homotdpicamente por un G-espacio A el cual es un divisor G-ANR,
entonces B es un divisor G-ANR.

DEMOSTRACION. Sean X € G-ANR(A), ¥ € G-ANR(B), p :
X — X/Ay q:Y — Y/B las proyecciones canénicas. Para probar
que Y/ B es un G-AN FE es suficiente, por el Lema 3.2 del Capftulo I11,
mostrar que Y/ B cs localmente G-contraible fucrtemente en q(B).

Sean f : B — Ay h: A — B aplicaciones cquivariantes tales
que la identidad en B es G-homotépica a hf bajo una deformacién
equivariante a,. Como Y es un G-ANR, existen una vecindad in-
variante IV de A en X (la cnal podemos clegir abierta sin pérdida de
generalidad) y una aplicacién equivariante ¢ : N — Y que extiende
a . Como N cs un abierto invariante en X, N es un G-ANR, por
el Teorema 4.4 del Capitulo 1, y dado que A es un divisor G-ANR ,
N/A un G-ANE. Por cl Lema 3.2 de cste capitulo, existen una
vecindad invariante W de p(A) en X/A y una G-contraccién fucrte
h, de W a p(A) sobre N/A. Pucsto que p~!'(W) es abierto invari-
ante en X , p~ (W) s un G-ANR. Asimismo, existen una vecindad
invariante U de B en Y y una G-aplicacién ¢ : U — p~' (W) que ex-
ticnde equivariantemente a f. Definamos nna aplicacién equivariante
A (U x {0} u(B xINU U x {1}) — Y dc Ia siguiente manera:
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A, 0) = u, para todo u € U,

Mo, t) = ay(b), paratodobe By 0t <1,

Mz, 1) = pp(a), para todou € U.

Como ¥ € G-ANR, )\ se extiende eqnivzu‘innt.cmc‘nt.c a wna G-
apliawién J : £ — Y, donde E es una vecindad invariante de (U x
{OHNU(B < I)U (U x {1}) en U x I. Sea V una vecindad invariante
de Ben U tal que V x I € E y tal que J(V x 1) < U. Entonces la
restriceién de J a V' x I define una G-homotopia j, : V — U tal que j,

os la identidad sobre V, ji = ¢¥lv y 5.(B) € B para todo t. Definamos
una G-aplicacién & : ¢(V) x I — Y/B mediante:

1
et) g~ (2), si z e qV) y o<t< z
c(2) =

qep—1hay 1 ppg'(2), si zeqV)y, F=t=< ,1,

Es fdcil verificar que & deforma fuertemente g(V') en- q(B) y ln prucbn :
sc completa.

¢ orolm‘lo

Corolario :
divisor G-ANR.

6 Operncnones de divisores G—ANR

Scu A un: lelSOl‘ G-ANR compacto contenido .cnun’ G-(:hpt\(‘lo
mdétrico’ B." Cuando B cs un G-ANR, B/A es también un'G-ANR
por el: Corolario 4:17 del Capitulo II. Sin embargo,’ el hecho de que
B/A sea un G-AN R no implica que B sea un G-ANR." En csta scu‘lén
probn.rcmos que en este caso, B es al menos un dlvlSOl' G—AN R :

Teorema 6.1. Sea (B, A) un G-par mctnco domic A es un dummr
G-ANR compacto. Entonces B es un divisor G-ANR 9i v s6lo si ‘B/A
es un divisor G-ANR.
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DIEMOSTRACION. Supongamos que 5 es un divisor G-ANR y son
Y € ANR(B). Como A cs un divisor G-AN R compacto, Y/A s un
G-ANR. Deestamanera Y/A € G-ANR(B/A). Néteseque Y/ DB s G-
homcomorfo a (Y/A)/(B/A). Si B es undivisor G-AN R, entonces Y/ B

&
cs un G-ANE. Dado que Y/Aes un ANRy Y/B = (Y/A)/(B/A), se
sigue, del Corolario 2.7 del Capitulo 111, que B/A es un divisor G-ANR.

Inversamente, si B/A es un divisor G-AN R, entonces (Y/A)/(B/A)

es mn G-ANE. Como Y/B (Y/A)/(B/A), se sigue que 1 cs un
divisor G-ANR.

IIZn

]

Sea A un subconjunto compacto invariante G-AR de un G-espacio
métrico B. Si B es un G-AR, entonces B/A es un G-AR; no obstantc
cl hecho de que B/A sea un G-AR no implica que B sea un G-AR.
Por ¢l Teorema 6.1 de cste capitulo, podemos decir que B cs, al menos,
un divisor G-ANR. Nuestro siguiente resultado nos permite decir aiin
miis, csto es, que B es G-contraible absolutamente por vecindad, para
lo cual es necesario el siguiente lema:

" Lema 6.2. Suponga que (B A) es un G-par tal que tanto A co-
mo B son G-contraibles ab. ¢ te por indad. Sean Y € G-
ANR(B) y U una vecindad invariante de A en' Y. Entonces B es G-
deformable en U bajo una G-deformacidn que deja a A puntualmente
fijo.

DEMOSTRACION. Por ¢l Teorema 4.5 del Capitulo 111, existe una
vecindad invariante V de B en Y tal que cualquier G-aplicacion F :
A — V tiene un G-extensién F : X — Y. Similarmente, existe una
vecindad invariante W de A en UNV tal que cada G-aplicaciéon 1 : A —
W se puede extender a una G-aplicacién H : X — U N V. Tomemos
un punto a € A y definamos una G-aplicacién A* : AU (B\ W) — W
de la siguiente manera:

. x, st € A;
h(x)={a, sizme B\W :
h* ticne entonces nna G-extensién H® : B — U N V. Definamos una
G-aplicacién f*: (B x {0}) U (A xT) U (B x {1}) — V por:
I (x, O)—;c,sn.:eB
f(zty=x,siz€ A, 05t <1,
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S (=, 1) = H*(z), si T € B.

Entonces’ f* sc extiende a una G-aplicacién F‘ :Bx I — Y. Asi, F*
s 1n G-dcformacién deseada.
[m]

Teorema 6.3. Sea (B, A) un G-par métrico tal que A es compacto
y G-contraible absolutamente por vecindad. Entonces 3 ¢s G-contruible
absolutamente por vecindad si y sdlo si B/A es G-contraible absoluta-
mente por vecindad.

DEMOSTRACION. Scan ¥V € G-ANR(B) y p: Y — Y/A la G-
aplicacién identificacién. Por ¢l Teorema 4.7 del presente capitulo,
Y/A cs un G-AN R, de donde sc sigue que Y/A € G-ANR(B/A).

Primero supongamos quite B es G-contraible absolutamente por vecin-
dad. Para mostrar que B/A es G-contrafble absolutamente por vecin-
dad cs suficiente, por (a) del Teorema 4.3 Capitulo 111, probar que B/A
s G-contraible en nuna vecindad invariante arbitraria U de B/A en Y/A.
Como Y/A cs un G-ANR, U s un G-AN R. y se sigue que existe una
vecindad invariante V de p(A) G-contraible en /. Por el Lema 6.2
del presente capitulo, existe nna G-deformacién &, : B — p~'(U) que
deja A puntualmente fijo y tal que k(B) € p~'(V). La G-homotopin
pke(pls)~! : B/A — U deforma equivariantemente B3/A cn V, la cual
cs G-contraible en U. De esta maunera, B/A es G-contraible en U y se
sigue que B/A es G-contraible absolutamente por vecindad.

Inversamente, supongarmos que B/A es G-contraible absolutamente
por vecindad. Dado que Y/A € G-ANR, B/A es G-contraible en Y/A
bajo una deformacién equivariante k.. Por el Teorema 5.1, p ticne una
inversa G-homotépica ¢ : Y/A — Y. Sea i : B — Y la inclusién.
Entonces, tenemos que i < gply = qkopls < qkiply. Puesto que &, os
constante, i es G-homotépicamente nula y se sigue, de (b) Teorema 4.3
de este capitulo, que B contraible absolutamente por vecindad.

o

Dada una coleccidén de espacios G- AN R, es posible construir nuevos
cspacios G-ANR a partir de cllos operidndolos apropiadamente en un
camino suficientemente “suave” como lo muestra el Teorema 5.8. Por
cjemplo, si un G-espacio métrico X puede ser escrito como Ia unién de
dos subconjuntos cerrados invariantes X; y X2 los cuales son G-ANR
y tal que X; M X2 es un G-ANR, entonces X es un G-ANR.
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Entonces, podemos proguntarnos, jes la unién de divisores G-AN R
taunbién un divisor G-AN ? Para <dar respucsta a osta cuestion mos-
traremos que la unién de dos divisores G-AN R es un divisor G-ANR.
¥y, posteriormente, generalizaremos este resultado al easo de un mimero
finito de divisores G-AN R.

Lema 6.4. Secan A, y Az divisores G-ANR cornpactos tales que
Ay N A = Q. Entonces A, U Ay es un divisor G-ANR.

DEMOSTRACION. Sea ¥ € G-ANR(A, U Ay). Entonces Y/A; es
un G-ANR. Sea p : Y — Y/A, la G-aplicacién identificacién. Dado
que Ay N Az = 0, p|la, es un G-homeomorfismno. Por tanto, p(Az) es un
divisor G-AN R lo que implica que Z = (Y/A,)/p(Az2) es un G-ANR.
Sea q.: Y/A, — Z la G-aplicacién identificacién.  Es ficil ver que

- qp(A1) ¥y qp(A2) son conjuntos formados por un sélo punto; tanto cllos
¢orno su unién son G-AN R. Por lo que Z/(qp(A) U qp(A2)) s un G-
AN, por cl Corolario 4.17 del Capitulo I1. Pero Z/{gp(A.) U qp(Az))
cs G-homcomorfo a Y/(A; U Az). Asi, A, U Az es un divisor G-ANR.

a

Teorema 6.5. Sea B un G-espacio mdétrico compacto. Suponga
que By; B, ..., B, son subconjuntos cerrados invariantes de I3 tales que
., Bi = B y tales que para cada subcoleccion {Bi,, Bi,, ..., By} de
{B\, B2, ..., B,}, se tiene que n;=1 B, es un divisor G-ANR (o vacio).
Entonces B e¢s un divisor G-AN R.

DEMOSTRACION. Para probar ¢l teorema procederemos por indne-
cién. Sin = 1, el resultado es trivial. Supongamos ahora que enalgquier
G-cspacio mdétrico que puede ser escrito como la unién de & subeonjun-
tos cerrados imvariantes que satisfacen las condiciones en la hipétesis,
s un divisor G-AN R. Mostremnos que cs cierto para & + 1 subconjun-
tos cerrados invariantes. Para 2 = 1,2, .,k, sea C; = B; N Byyy. Por
hipétesis, cada C; cs un divisor G-AN R (o vacio); y por la hipStesis de
induecién, D=5, B,y £ = UJ¥E., C: son divisores G-AN R (o vacio).
Si £ # O, Bia1/E es un divisor G-ANR, por cl Tcorema 6.1. Pero
B/ E es G-homeoinorfo a B/ Dj; de donde, por cl Teorema 6.1, B es
un divisor G-ANR. Si E = () entonces B es la unién disjunta de By
y D. Por el Lema 6.4, B cs un divisor G-ANR .

[

De los Teoremas 4.7 y 6.5 se sigue de manera inmediata el corolario:
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Corolario 6.6. Sea B un G-espacio mélrico ct to. Suponga
que B\, By, ..., B, son subconjuntos cerrados invariantes de B tales
que B =\, B; y que para cada subcoleccion {Bi,, Bi;i...y Bi;}. de
{B), B2,...;y 3.}, sec tiene que r]l=, B, es G-contraible absolutanzcnlc
por vecindad (o vacio). Entonces B es un (hmsar G-ANR. :
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