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INTRODUCCIÓN 

El presente t.rnbnjo se munnrcn dentro de In Teoría Eqnivnrinut.c de 
Rctrnctos. E..~t.t\ área snrgc corno nnn int.crsccción de dos rn.nu\S hnpor
t.1u1t.cs de lu. topología: la. Teoría de Rct.ro.ct.os y la Teoría de Grnp08 
Topológicos de Transfonnacion~. La primera <le ellos t.icnc sns bases 
cu los Tcorcrnos de Tict.zc y Tict,z~Urysolu1. En 1931, K. Dorenk Bis
t.c111n.t.izn. estos hcch.ON cnglob1\.ndolos en 111u\. 1nisn1n a:Lrcn • Él int.rodncc 
lu.s nociones de rct.rn.cto y retracto ubsolut.o sobre la clu •. 'iC de csptu!ios 
1nct.rizablc:-1. Post.criormcnt.c cu los trabajos de O. Hnnncr [19] se gc
ncrnlizn. el conccpt.o de rct.r1w.t.o nbsolnt.o sobre clases de cspa.cios 1ults 
gcncrn.lCH y HC int.rodncc el concepto de extensor n.bsolnt.o. 

Ln. itnport.nncia. de los rct.nu~t.os n.bsolnt.os y los extensores rndicn. en 
que cspn<!ios topológico..'i de gnu1 relevn.ncin. corno son la..'i vnriedau.lcs, 
los cotnplcjOH Hitnplicinlcs, los CW-cornplcjos, pertenecen n. cst.n. c.~ln.sc 
de cspau~ios. 

Por otro lado, la teoría de los grnpos t.opológicos de t.ra.nsfonnn.
cioncs se origina en el siglo pasado y corresponde n. \UH\ confincncin 
L-x.it.osn. de diversos árcn.'i de la mnt.cm1'i.tica co1no lu. topología, el a1ulli
sis fnncionnl, el 1.'i.lgchrn. y la gcotnct.ríu.. En el Seminario Hcnri Cnrt.n.n 
1949-1950 se desarrolló la t.corín. de haces fibrados, in1port.ruitc en el 
desarrollo de la. t.corín. de loM G-cspn.cios, daulo que ést.os son gcncrn.lizn
cioncs de h1u'.cs principales. A partir de n.qtú se produce 1111 dcsturollo 
vertiginoso en ln. teoría de los grupos topológicos de t.rn.nsfonnncioncs y 
rnntcnuít.ic<>N co1no De Vrics, Stnit.h, l\lont.gon1cry, Zippin, Yn.ng, Borcl, 
Floyd, Conncr, Most.ow y Pnbüs, entre ot.ro::1, aportan 11111\ gran cnnt.i
dn.d de rcsnlt.ndos que enriquecen y fort.n.lc<·cn ln. teoría. 

En nuestro cnso, <~orno 111encio1uuno..o.; en 1111 principio, cst.ablcc~crc
n108 rcs111t.1ul0ti corrcspondicnt.cs n la t.corín. cq11ivn.ri1u1t.c de ret.ru.ct.os. 
En cst.n rn1nn cont.rih11ycron de tnn.ncrn. esencial Glcn.Hon [18), Pu.la.is 
[38), .1 .. laworowski [28), [29), [30), Lnshof [33), Smirnov [40], Du Vrics 
[43), Ant.onyun [3), [4}. Un con1pcndio n.c.-crcn. de ln t.corín L-q11ivn.rin.nt.c 
de rct.nu~t.OH lo puede eucout.rnr en el nrt.ícnlo pnnorá.ntico [3]. Los si
gnicut.c.; •mi.ores H. Abcls [1), [2), G. llwdon [11), S. lllnmn [24), l. 1'1. 
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.James y G. 13. Scgnl (27), T. l\.Int.111not.o [34), T. Dieck (42), con """ 
trnhnjos sobre topología n.lgcbraicn <~quivn.rhi.ut.c influyeron de uuu1cra 
hnport.tu1tc ni dCHnrrollo de In tcorín. cqnivarin.nte de rct.rnct.os. En CHt.n 
línea se t.rn.t.n. de c:-¡t.n.blcct~r rctiult.n.dos a1uUogos lL los yn. existentes en 
In t.uorín de rr.t.rnct.os pero considcrn.ndo qU'! ION cspn.cio.'i t.opológkos 
poseen 1111n. acción de un grupo topológico no trivial y que ln .. 'i fun
ciones cont.in1uts entre cst.os espacios conn111tru1 con In acción del grupo 
(f11nc.ioncs cq11ivu.rinnt.cs). 

El c.nmino pnrn cst.ablccer unn versión cquivu.riu.ut.e de 1111 rcsnlt.ndo 
correspondiente u. espacios topológicos no es inrncdia.to pncs clepcuclc 
de la.~ propk"<lndcs topológicas del gn1po y del espacio, a.sí como de In 
definici6n de la acción. Una 1nanern que ha rcsult.ado frnct.ífcrn pnrn In 
"cqnivnrient.izu.ción" de rcsnlt.o.dos, es el considern.r accioncs de grupos 
rompnct.OH (ver por ejemplo, (11), (35) y (38)). 

Sin c1nbnrgo si In cornpncidad del grupo se debilit.a. n co1npncidad 
lor.n.l surgen problenuLS pn.rn. cst.abk-c:cr rcsult.ndo..'i si1nilnrcs. Este hccJ10 
propició qnc en 1961 R. Paln.is int.rod11jcra In. noción de G-cspnr.io propio 
(ver [39)} con el propósito de extender unn part.e sust.ancin.l de In t.corín 
de lns acciones de grupos cornpiu~t.os. 

De hecho, si G es un grupo cornpn.ct.o entonces cualquier G-cspu.cio 
es propio. Si G es discreto y X es locarnent.c compa.r.t.o, la noción 
de acción propia coincide con In noción chí.sicu. de n.cción propiani.ent<! 
discontintla.Si G cs el grupo n.dit.ivo de los rC" . .alcs, los G-espncios propios 
t•orrcsponden a. los sist.enms dinámicos dispersos con espacio de órbitas 
regular. En cst.e 1ílt.iino cnso si n.dcmii.s el espacio fnsc es n1ct.rizablc 
y sepn.ru.blc ent.oncc:-¡ los G-cspa.do.<i propios coinciden con )OH espacios 
pnrnlcliznblcs (ver [1)). 

En In 1ílt.hna. décndn el int.crl~ por los G-cspn.cio.'i propios resurgió. 
Ent.re los trabajos que retornan el concepto merct~cn especial atención 
los ele S. Illmnu [25) y (26). En ¡mrt.icnlnr, en (26) se prueba que si 
G es 1111 grupo de Lic entonces cndn O-variedad propia snn.ve posc.-c 
nnn. cst.ruct.nrn de G-CW-con1plcjo. Bnjo la mi:una suposición sobre 
G, E. Elfviug [15} pruebn. que si una vuriechuJ topológica posee una 
u.cción propia localn1e11te linen) cut.onces tiene el rnis1no G-tipo de h~ 
111otopín. que un G-CW-cornplcjo. T1unbié11 1 en [6} y [8] se consideran 
propicdu.dcs de rct.racción de los espacios orbit.alei y G-cspncios propios 
1111ivcrsalcs. 

En el cu.so 110 L'<¡nivn.riant.e, una de las vcnt.n.jus nuí.s irnport.antcs de 
Jo.<; CW-cornplcjO!I es In propiedad de ser 1111 espacio ANE. En el ca.so 
ele los G-CW-t:o111plcjos (los c11nlcs f11cron int.ro<l11cidos por S. Illrna.11 
"" [23) y (24), y por T. Mnt.umoto en (34)) In prc.ogunt.a 11nt.11rnl es, ¿E.• 
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un G-CW-complejo un espacio G-AN E'i Est.n. prcgnnt.n., pn.ra el rnso 
~encra.l, a.t'u1 pcr11uu1ccc nbicrt.u.. Uno de los propósitos principn.lcs de 
cst.a. t.csiK CK invcst.ignr cst.c he<1lo. 

En conexión con lo nnt.erior, en el Capítulo 11 §4 probn.rcn1os la 
versión eqnivn.rinnte del t.cormnn. clásico de Borsuk-Whit.ehcad-Hn.n.ucr 
1u~crca. del espacio de n.djunción X U¡ Y de nnn f1mcióu cont.inna. f : 
A - Y donde A es 1111 snbconjunt.o cerrado de X. Ln versión de 
c~t.c t.l..>0rc1nn en [21) cst.nblcce qne si X Uf Y es 1nctriza.ble cut.onces es 
nn AN R Hio1n.prc qnc X y Y t.1unbién lo scru1. En [21) D. M. Hyn1nn 
probó qnc .... Y Uf Y es un ANE sin suponer la 1nctrizabilidad de X Uf Y. 
Sin e1nbnrgo, Hyn1a11 supone la. mct.riznbilidM tnnt.o de X eotno de Y. 
Aquí se cstnblec.:erá el rcsnlt.ado cqnivaria.nte análogo, probando que 
J'y Uf Y es nn G-ANE sobre ln. clnsc G-M de los G-cspncios propios 
111et.riznblcs que nchnit.en unn. tnét.ricn inVlll'innt.e, sietnprc que X E G
M y loH tres G-cspndos X,A y Y sca.n G-ANE para la. c~hu;e G-M. 
En cst.e en.so no He supone In. met.rizn.bilidn.d de Y y en consccncncin HC 
t.iene nua generalización del t.corc1na de Hymau1 considerando la acción 
t.rivinl. En lns pruebas se t-iCgnin:i la idea general del n.rt.ícnlo de lly
nuu1 [21) y se ut.ilizanin 111étodos de In t.c..""Orín l..'<}nivarhu1t.c de ret.ra.ct.os. 
Adenul..'i se cst.ablcccriin rcs1ilt.n.dos ruuüogos para el ca •. _"iO de los cspaLcios 
G-AE. 

Ot.ro rosnlt.ndo in1port.nnt.e que se cst.ablcce y prueba en cst.e t.rn
bn.jo, corresponde a ln. versión cqnivu.rinnt.c del t.L""Oremn de Kodrutu\ 
[31), aceren. de la unión de espacios AN E. En el Cnpít.nlo 11 §5 
111ost.rnrernos dkJ1n. versión considcrru1do la. unión de cspncioa G-AN E 
pn.rn O-espacios propios, donde G es un grupo localmcnt.c compnr.to ele 
Hn11sdorff. 

Post.eriorment.c, se aplicanin estos rcsult.ndos en el Capít.ulo 11 §6, 
pn.rn probar q11e si Ges 110 gn1po de Lic entonces cada G-CW- cotnplcjo 
propio es nn G-AN E. 

Ot.ra. de las líneas que se signen en esta tesis se deriva de la versión 
L'qttivnriant.e del t.corcmn. de Bors11k-Whitchead-Hnnner (BWH). Si en 
el espacio de adjunción X U¡ Y, el cspar.io Y consiste sólo de un punto, 
cnt.onc:cs se dice que el conjunto se colapsa a un punto, dcnot.áudo."'>c el 
cspac~io como X/A. Del tcore1na. cq1liva.riant.c de BWll s11rge ent.011ccs 
In. pregnnt.n: si X es nn G-AN R y A es nn snbconjnnt.o cerrado de 
X, i~X/A es un G-ANE'! En el tercer capít.ulo de cst.c t.raba.jo se 
cst.ahloccrai., para el caso de In. a.cdón de u:a grupo co111pact.o, que el 
hecho de X/A sen un G-ANE dupclulc solamcnt.e de A y no de X. 
Mat.c;;; pn .. "<:Lo;n.ment.c proba.rmnos que Hi A es un G-cspn.do rnét.rico y si 
cxist.c nn G-cspacio X 0 E G-ANR(A) (dm,dc G-ANR(A) dcnot.n. la 
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dn ... ~ de loo G-AN R que contienen n A co1no nn currn.<lo iuvnriaut.e) 
t.n.1 que X 0 /A e G-AN E, cut.onces para cndn. X e G-AN R(...-.1) se tiene 
q11c X/A e G-ANE. De nq11í se desprende Ja definición de divisor G
AN R, CHto es, un G-cs¡Jlicio A se dice que es un divi.o;or G-AN R .-.:i es 
mctrizablc y X/A c.• un G-ANE ¡mra c.acl<i c.<;¡mcio X E G-ANR(A). 

Pn.rn el caso no cqnivnri1u1t.e, In noción de divisor AN R fue iutro
dnr.idn por D. M. Hynuu1 en [22]. En el Cnpít.nlo 111, nosotros scg11ire-
1110ff In. idea general de este artículo pura cst.ablcr.er a.)gnnn.._"i rondic.•io11CM 
parn qnc 1111 G-cspncio sen un divisor G-AN R, pnrn. lo cnnl dcfiniren1os 
cu Capít.ulo 111 §3, In noción de bnsc de vccindndcs por G-deforn1nción 
y en §4 del misrno cnpít.ulo, los espacios nb&0l11t.n1nentc G-contrníblcs 
por vecindad. En §5 se probará t.runbién el teorema cquivnriant.<? de 
In propicdnd de cxt.cnsion de G-hotnot.opín. Al finn.J. de ct:1f.c capít.n
lo en §6, se cst.ndinrli.n lns opcra.ciouCH de unión y espacio cociente de 
los divisores AN R y de los espacios absolut.nn1cnt.c G-cont.rn.íblcs por 
vcr.indnd. 

En cun.nt.o n la. cst.rnct.urn, el t.rabnjo consist.c de t.rcs cn.pít.ulos. 
El primero de ello.o.¡ cstií. cont.emplndo para qnc los lect.orcs ndqnic...'
rnn IOH conccpt.os hLi.sicos de In t.coría. eqnivariLUJte de rct.rn.ctos y de 
la._..¡ acciones de los G-cspncios propio..~. En el segundo, corno ya. se 
rucnc:ionó, se cst.n.hlccen ln.<.J vcrsione; cqnivnrin.nt.cs de los t.corc111n.s de 
Borsuk-Whit.chcn.d-Hnnner y de Kodu.tnn, así co1110 su aplicación n. los 
G-CW con1plcjos. El tercer cnpít.ulo cst.ií. da;t.inado al C8t.udio de ln.s 
propicda.dcs de extensión y ret.ra.cción de los G-cspucios obt.cnidos a.1 
colapsar un G-subcspa.cio cerra.do y 1nct.rizn.blc de 1111 O-espacio a nn 
punt.o, así cotno n cst.n.bl<.-ccr t.corctnns de divisore; G-AN R y espa
cios n.bsolnt.arnent.c G-contrníblcs por vecindn.c.1, sirniln.rcs n. los que se 
t.icnen en espacios G-AN R. E.~ itnport.nnt.c 1ncncionn.r que c1uu1do su 
rncncionc n.lgunn proposición, t.corcnu1, lema o r.orolnrio, si no se luwu 
la cspucificación del cn.pít.ulo significa que su muncru.dón corresponde n 
la del capít.nlo en el que se nsn. En caso necesario se hani. In. iu1ot.nción 
del cn.pít.nlo corrcspon<licntc. 

La 1nayor parte de los rcsnlt.a<los de cst.u. t.csis cst.1\11 '-Ont.enidos en 
el a.rt.ícnlo [7). Así misn10, se reportaron por rni pa.rt.c en los signicnt.cs 
congresos int.crna.cionnlcs: S¡Jring Topology and Dynarnical Systc11i..., 
(Méxi.co, Marzo 2001}, V Jbcroarncri.can Confcrcncc on Topology a11.d 
lts Applications (Esparia, Junio 2003). E.~t.os rcsult.n.dos fueron t.a111-
biét1 rcport.ndos en los Congra>oa Na.cionnlcs de In Sociedad ?vln.t.em1i.t.ica. 
Mexicana en los n.fios 2001 y 2003. En el Congreso de la Sl\.·Uvt del 2002 
rcport.<! un rcsult.ndo sobre G-cspn.cios que 110 se cnr.ucnt.ra en esta t.csis 
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y n.pn.n .. '<~cní. en rni urt.ír.nlo "Sobre un Tcorcmn. de .J. 0(? GrooC' m1 la.o.; 
A7m1·tacione.-. de la SM/fl/. 
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CAPITULO 1 

PRELIMINARES DE LA TEORÍA DE 
RETRACTOS Y G-E8PACIOS 

1. Introducción 

El presente trabajo cstií. cnnu:ucado dcnt.ro de la Tcorín. Eqnivn.ri
nntc de Rct.nu~t.os. Así, cst.c primer cnpít.ulo cst.li dcst.iun.do n cst.nhleccr 
lns hcrramicnt.ns ncccsn.rio.a t.nnt.o sobre Teoría de Rct.rnct.os corno de los 
Grupos Topológicos de .. frn.nsfornrn.doncs. En lu. tílt.irnn. sección se <'Oll

jnnt.nn.\.11 las dos 1:í.rcM y se cst.n.blcccrán versiones <..-qnivnrinnt.CH <le )RS 
nociones de rct.ract.o, rct.rn.ct.o n.bsolnt.o y extensor u.bsolnt.o. Adcnu\s, 
en §1.4 se introduce el ronccpt.o <le G-c:.;pa.cio propio, noción cuya irn
port.nncia. radica. en el hecho de que pcrrnit.c cxt.<!Ju_lcr rcsnlt.nclos f11udn.
n1cntalcs de n.ccionCH de grupos ron1pa.ct.os a nccion(!S de grupos locn.l
n1cnt.c cornpnct.::>M. Lo anterior sení. expuesto de n1anurn. superficial pn<?:H 
s6lo se prct.endc prcscnt.n.r aquello que scrií. n'-"Cc:m.rio parn los cnpít.nlos 
post.eriorcs. En cn.'iO de que se quiera profundizar con dct.nllc cu a_.¡f,os 
t.ernas, cxist.en obrn .. 'i de cxcclent.c cn.lidad donde se prcscnt.n. nn cst.udio · 
nuls dct.alhulo de ellos. Pn.rn In. f.t."'OrÍn. de rct.ract.os He ptu ... '<icn ver lns 
obras clásici~~ de K. !Jorsuk [1.2] y de S. T. Hu [20]. Lns ideas y heche»1 
b1isir.os de O-espacios pueden encout.rnrsc en lns obras de G. Bredon 
(11], de ~lont.goruery-Zippin [35] y <le R.. Pala.is (38]. Nncst.rn. princi
pal referencia. sobre los G-cspa.cios propios es el nrt.ícnlo de R. Pala.is 
[39]; ot.rns lmcnns fnent.e>1 son [1], [2], [23] y [32]. Un compendio de In 
t.corín. t...'<ttlivn.rin.nt.c du rct.rn.ct.os se pncdc cncout.rar en (3) y en [4]. En 
cucst.ionc~ de t.opología. general se pncclc consultar los t.cxt.os clásicos 
de R. Engclking [J.71 y J. Dujundji [J.4]. 

2. Retract.os 

De n.qttí en adcla.11t.c pnrn referirnos n 11n& f11ndón r.ont.in11a lo. l1arc-
1nos mcdinut.e la palabra. aplicacicjn . El problcrnn de extender· nnn 
aplicación / : A -+ Y de uu. snh<~onjnnt.o cerrado A de nn espacio X, a 
t.odo X, o ni rncnos a alguna vecindad U de A en X, es frccncnt.c. en
cont.ra.rlo cu t.opologín. Cuando X = Y y f es la inclusión i : A ~ Y, 
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dicho problernn. rncrccc nnn. nt.eución cspcciul. En cst.c crL'>O sn <"Oll

vicrt.c <m nn problcrnn. de rctn1ccitJn. Para cnt.cndcr 1ncjor este hcd10* 
fornm.liccrnos In noción de ret.rn.ct.o y most.rcrnos In. hnport.nncin. <le Hns 
propiudndcs. 

Definición 2.1. Sean X un espacio topológico y A e X. Si la 
avlicación identidad id : A -+ A tiene una extensión continua r : .,,y -+ 

A, entonce.e; A se dice que es un retracto de X y r es lla111arla una 
retracción. 

A~A 
''... /'r 

X 

En ot.rns palnbra..ci, una retracción de nn espacio X sobre un sub-
espacio A de X es una fnnc-.i6n cont.inua r : X -+ A tal qne,r(a) =a 
para. r.n.da p1mt.o a E A. Dado que r es sobre, si X es de flansclorff 
cntonca1 r preserva In compacidad, la conexidad y la -coucXidnd por 
t.rnycctorin.s. 

Algunos cjcruplos de rct.ra.ct.os son los sibldcnt.cs: 

Ejemplo 2.2. Sea X un espacio topológico. Cualqui,;:,; subespacio 
A de X, tal que A consiste de un sólo elemento, es un-~tracto' de X. 

Ejemplo 2.3. Todo espacio X es un retracto de sí misTno. 

Ejemplo 2.4. Considere la (n - 1)-esfera sn-t = {x E IR"lflxll = 
1} en R". Sea X = JRR \ {O}. Entonces sn-l es un retracto de X 
Tnediantc la retracción radial r : X -+ sn-l definida corno 

( ) (
Xl Xn 

r x = ¡:;;¡-•···• lxl) 
para cada punto x = (xh ... , Xn) de X. Aquí lxl denota la norma eucli
diana x y O al elcTnento de R" con todas las cooñl.enadas iguales a 
cero. 

Ejemplo 2.5. Sean Y y Z dos espacios topológicos y X = Y x Z. 
Si (yo,Zo) E X entonces Y x {zo} es hoTneomorfo a Y es un retracto 
de X Tncdiante la aplicación proyección al priTner factor (de la rnisma 
7naneru {yo} x Z también es un retracto del prvducto con la prvyccción 
al segundo factor). Por cje1nplo, cada TTl.eridiano del ton> 1r = S 1 X si 
c.-1 un rol.meto de T. 
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Ln Higuicnt.c proposición rnucst.rn ln. nuumrn. en <¡ne In. ex.ist.cncia de 
1111n. r<!t.rn.<·ción irnplirn. In cxist.c11cin. de nnn. cxt.unsión e~ Ín\•crsarncut.e. 

Proposición 2.6. Sea A e X. Lui!gn, A es retracto ele .)( si y 
sello si 7Jan1 cualquier e.ll¡Jncio Y cacla aplicacitjn. g : A - Y ticnr. 1uu1. 
e!:T.tcn .. C1ión ,C1obre _,,y. 

DBMOSTH.ACIÓN. Sen r : _,,y - A nnn. rct.rnc·r.ión y g : A - )'" 
unn. nplicnción donde Y es cnalqnicr cspn.cio. Ent.01u·c~ In co1npo:-.irióu 
g o r : X - Y CM unn. cxt.ensión de g sobre ,,,1(. Ln. ot.rn irnplicn.dón es 
inmcclint.n haciendo Y = A. O 

A cont.irnu.1.ción se rncncionnn algunu.s prCJpicdndcs de rct.rn.ct.os <JIU! 
rnucst.rnn In i1nport.ancin de sn cst.ndio. Est.ns propicdn<.k!S pcrnlit.cn 
decidir c1utn<lo nn csp1icio es rct.racto de otro y nplicn.r el prohlcnui 
de retracción a cncst.ionCH t.opológic.ns nuí.s gcucrnlcs (por cjcn1plo rl 
Tcorcn1n. de Pnnt.o Fijo de Bronwer). Las dcn1ost.nu~ionc; de cst.1L~ 

propiedades las puede encont.rnr en [20), Cn.pít.nlo l. 

(i) Si f : X - )( es una aplicación idc111potentc (i.c. fo f = f) 
cntoncc."I /(..,,Y) es un retracto ele _,,1(. 

(ii) Cuela retracto de un cs¡JCJcio X clc! //ausdorff, es ce1-ruclo en _,,"'(. 

(iii) Si _,,y e.o; un CS]Jacio que tiene la propiedad de 7n1.nto fijo y .r\ e.o; 
un. retracto de _,,"\(, entonces A también tiene la pro7Jiedad de punto fijo. 

(iv) Un retracto de un c . .,-pacio (localTnentc) contrafblc e!s (local-
111.entc) contra.fblc. 

(v) Un retracto ele un espacio localnlt!ntc conexo ta1nbién es lor.<tl
nicntc conexo. 

Ot.rn. noción f11ncln.1nent.nl de la teoría de rct.r1u!t.os la coust.it.uycn 
los rctrnctos ubsolutu."I (de vecindael.c.."1), n.'-;Í co1no los e...xtcn .. "lo1r..o; abso
lutos (ele vecindades). Espacios topológicos de irnport.nncin pcrt.cne<·cn 
n. cst.c t.ipo ele espacios. Éstos originnlnwnt.c fueron definidos sobre In. 
cla.c.;c de los csp1u~ios n1ét.ricoa scpn.rnblct-1, en particular sobre los c:-;

pncios 1nét.rir.os cornpnct.os. Graclnnlment.c :-oc gcncrnliznron n. espacios 
tnét.ricos nrbit.rnrios y finn.l1ncnt.c n clasCH m1í.s gcncrafos ele uspncios (ver 
[20]). En cst.c trn.bnjo aclopt.nrcrnos In definición NObrc clw,;cs de espa
cios débihncnt.c hen ... '<lit.n.rin .• 'i, aunque post.criorrncnt.c lo nplkn.rcrnos en 
part.icnlar n. cln. .. o.;cs de C'Np1u!ios rnetrizn.blc:i. 



Definición 2. 7. Unu. clase C de t.!spacio.o; to¡mlcfyico.<1 .o;e dice! que C!.<1 

débilmente hereditaria si c11.1nplc que: · 
i) ¡mrr1. todo X E C y Y ho111.eo111.01fo a X iTnvlica r¡11.r; Y E C. 
ii) ¡m.rn torio X E C y A un subespacio cerrado de X sr. ticnt.! que! 

A e C. 

En ln.s siguientes dos definiciones se cst.nblcccn · los couccpt.oH <In 
ANRyANE. 

Definición 2.8. Un espacio Y e· C se dice q;¡e r-., :Un· Retrac
to Absoluto de Vecindad para la· cla.•c C' (denotado. como Y E 
AN R(C)) si siempre que Y está encajado como un subesp~cio ce77ndo 
en un espacio Z E C, entonces Y. es un retracto de una.vecindad dr! Y 
en Z. 

Definición 2.9. Un e..~acio Y se dice que c.'l un Extensor Ab
soluto de Vecindad para la clase C (denotado como Y E ANE(C)) 
si carla aplicación f : A - Y, donde A e.'l un sube.<t¡Jacio cerrado rle un 
espacio X E e, tiene una extensión F: u - Y, r..on u una tJCCindarl 
ele A en X. 

En 1unbos casos,, si la vecindad In. const.it.uye t.odo el cspncio cnt.onccs 
se tienen los conccpt.os de AR y AE sobre In cJnsc C, rcspcct.ivnu1cnt.c. 

Los t.corcrnns clásicos de Tict.zc, Tict.zc-Urysohn y Onjnndji, nsí ccr 
mo algunas propiedades que pueden ser encont.rndns en (12] o en (20] 
1>rovccu diversos ejemplos de espacios ANR y ANE. 

Ejemplo 2.1.0. I = [O, 1) es un AE(N), donde .N denota fo cla.•e 
de los espacios norrnalc.<1. (Tcorc111a de Tietze). 

Ejemplo 2.11. Cualquier subcspacio convexo de IR, e.<i decir C1J.cil

quier intervalo, e..<i un AE(N). {Tcore1na de Tietzc-Urysohn}. 

Ejemplo 2.1.2. El cubo de llilbcrt es un espacio AE(N). 

Ejemplo 2.13. El n-disco ID" = {x E lR"lllxll S ·1} y ,el simplcjo 
6.n de cli'rncn."lión n. .'Ion AE(N). 

Ejemplo 2.14. La (n - l)-c.•ft:rn S"-1 r-• un ANE(N). 
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Ejempto·2.15. JR.H e ... tin c.-r¡Jacio AE(N). 

Ejemplo ·2.16. L·os espacios Cl-V -coTnpl.:!jo."I son AN E(M), don1lc 
M denotll. la clalil! de lo."I espacios T11.ctr'izablc.-.. 

Eje.Tiplo-2.17. Cada conjunto con11cxo en tu& espacio tJcctinia.l lo
r.alméntc conuexo es un AE(M). (TcoroTT1.a <le Dugundji). 

Ejemplo 2.18. Cualquier espacio rnetrizablc que cs. ho1n,coi~Or/o a 
un retracto (de vecindad) de un. subconjunto con11exo de ~Ti.· c.~1'.'!'C.io -'!e 
Banach es un AR (respectiva111.ente AN R). - , · ' 

Ejemplo 2.19. Un espacio uietrizablc r.01npaéto que eq ho1n.co1nor
/o a un· rchncto (de uccintl<J.d) del cubo de lfilbcrt c.<1 un 'AR (re ... pccti
"ª1."'cntc AN R). 

Ejemplo 2.20. Cada subconjunto conve-r:o de un e.<ipacio no17natlo 
lineal es AR. 

Una cucst.ión it11port.ru1t.c en los inicios de ln t.<..~rín. de ret.rn.ct.os es 
det.erntinnr cuando 1111 AN R(C) es un AN E(C). Est.o es cicrt.o pnru. 
cicrt.n..c.; clases de espacios, por ejemplo pnrn 1.u. cln..o.;e de los espacios 11or-
1nnlcs. En scut.ido cont.rario, el hecho es sicn1prc cicrt.o parn. cualquier 
clRSC de espacios, con10 lo mucst.ra ln. signicnt.c proposici6n cuyn. prncbn. 
se puede ver C?ll [20), p1igs. 83-84. 

Proposición 2.21. Sea Y E C. Si Y E AN E(C) (rn.•71. Y E 
AE(C)) entonces Y E AN R(C) (re.•7>. Y E AR(C)). 

3. G-Espncios 

Uno de los. prindpn.lcs objct.ivos de cst.u t.rn.bnjo e1 ust.a.blccer vcr
tdonCN de algunos rcsnlt.ados de la. t.corín. de rct.rnct.os dcut.ro de ln. cu.t.c
goría de los G-cspn.c'!ios, es decir, r.nn.ndo loM espacios t.opológicos poseen 
n.lgnnn. acción continua. de un grupo t.opológico y lns nplicu.cioncs ent.re 
ellos r.ounn1t.1u1 con ln u.r.ci6n. Estos espacios en conjnut.o con ln. ..... n.plica
cioncs 1nencionnclu.s fonnnu unn. cat.cgorín. conocidn. con10 G-TO P. Pn.ru. 
au'!ln.rn.r lo nnt.crior dt?finan1os n continnnci6n lo que es un G-c:ipnc'!io. 
A<111í <~onsiclr.rn.ren1os q11c los gr11pos topológicos N<>n de Hn.11sc:lorff. 
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Definición 3 .. 1 .. Por u.11. Grupo Topológico de Transfor1na
ciones o u11 G-espacio .o;c cntcndt!rtÍ 1uu1. ff!77UL (G, .)(,O) dondt! G 
e.o; un g1·uvo lopolf}gico~ ,)( P.,"i un t!Hpacio lo¡mlfJgir:o y O : G x .,,."< - X 
e.o; u1u1. f11.ncif}n conti11.1u1. <J11.f! .'4ati.<4facc: 

i} O(<!, x) = :1:, para todo :r. E .,,."<, dfnulf! e í!.<t lfl identidad de G, 
ii) O(h,O(g,x)) = O(hf¡,x), ]}(JHL todos X e.,,.'(", fj,h e G. 
A la ftlnci<ht O ,<te le c:onot!c co1no acción y por t•o1uodidnd cl<mo

t.urc1uos O(fJ, x) ro1no f/X. 

En divcrsn..~ rurna."'I de In 1nnt.cnui.t.ir.a se prc!:-icnt.nn sit.uncion<!H donde 
npn.reccn nccioncs cont.innns ele grupos sobre cspndos t.opológicOH. Por 
ejemplo, en sist.cin~'L.'I dhu\rnicos ln.s ncc:ioncs del grupo ndit.ivo R o 
clcl grupo Z forrnnn In bn..<;c de su t.corín. Eu lns Jircn ... "i de t.opologín. 
difcrcncinl y t.opologín algcbrnicn se ha dcsnrrollnclo nnu. cxt.cnHn t.corín 
cqt1ivarinnt.c. 

lV(ost.rn.rcrnos n cont.hnuu:ión nlgnnos de los cjc111plos 1n.1.í..1L1 couocidos. 

Ejemplo 3.2.. Cualrr..J.ier grupo topológico G actúa en ~"'í Tni.."111io mc
ditLntc la. niulti¡Jlicación izquienla. 

Ejemplo 3 .. 3. La acción tritlial O(.q, x) = x, panz torlo."l !/ e G,- X e 
X, hace actuar cualquier gru¡Jo topológico G sobre cualquier e.'lpacio 
topoli;gico X. 

Ejemplo 3 .. 4. Sea {Xn} un~ ·.~l~;;c¡ó;i- df:? O-espacios •. La·:,aCi:ión 
diagonal en r.l producto IlXn ~., 9cne1)lda ]JOr __la acción de_ Q _·:en ca.da 
.,,.'("'. - '. -._, - . -_ -

Ejemplo 3.5. G = si·;·._~X)~ C_, .. O(c~t,-rciz) = ríic:.:+t>. 

Ejemplo 3.6. G = (R,:+),X ='R2 \{O}, O(t, (x,y)) = (e'x,r:'y). 

Ejemplo 3.'T. G= ni, x0:: R 2 , O(t; (x,y)) = (x,t +y) 

Ahora bien, pnra cada 'g 'e G, In. acción O dct.crrnina nn honlcornor-
fismo o,,: X - X; donde o,,(:r.) = O(g,x), para todo X E X. ;·. ' ' 

Así, In.· corrcsp~Údcn<:i.n. 9 .,_ '9
9 

- define una f1¡~~~ión ·,p· ·:' :G · ~ 
l/011u:o(X), donde Hornr.o(X) es el grupo de horncomorfismos de X 
en X. Se signe in111cdint.n111cnt.e qtm <I» CH 1111 ho1non1orfis1nO de grupos. 
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Si X CH nu G-C8pn.cio y x E X , se definen los signicnt.CM coujnnt.os: 

Gx ={y E Glyx = x}, llnmado el estabilizador de x. 

G(:r.) = {yx¡y e G}, In órbita de x. 

Adcnu:t.o:;, si Gz = G, entonces X es nn pnnt.o fijo, y xª dcnot.n d 
<:011j1111to de p1111toti fijos de X. 

Sc1u1 A nn snbconjnnto <le X y H un subgrnpo de G; dcuot.c1nos 
por /JA el snbconjnnt.o de X definido corno JIA = {/uilh E 1'1, ne .A}. 
Lt1cgo, 

Si F/A =A, diremoH que A es 1m conjnnt.o H-invariant.e . En el 
en .. ~ que H = G cut.onces A se din\. simplcmcnt.e invariant.e • 

Definición 3.8. Una/unción continua f: X -+ Y entre G-cspacio.ci 
es una G-aplicación o función equivariante si satisface ··¡(gx) = 
yf(x), paru cada g E G y cada x E X. 

En el caso de que Y sea nn G-cspa.cio t.rivinl, es dcc:ir G nct.tín. 
t.rivinln1e11t.c sobre Y, ln. función cqnivu.rinnte f: X-+ Y será llnnuu.ln. 
invariante, et1t.o ""• f(yx) = f(x) para t.odo x E X y paro. t.odo g E G. 

Not.c que ln función idcnt.idnd es cqnivarinnt.c y ln co1nposición de 
dos funciones cqnivn.riant.cs es cqtüvn.riantc. Así, los G-espacio..o.; co1uo 
objetos y las G-nplicncioncs como morfisme& fonnru1 nnn cnt.cgorín., ln 
cttnl dcnot.nrcmos por Topª o G-Top. 

Ln signient.e proposición establece un hcd10 fnndo.tncnt.11.l en ln. t.corín 
de los G-csp1u~ios. $11 prueba se pncdc ver, por ejemplo, en [11]. 

Proposición 3.9. Sea X un G-espacio con acción O. Entonct~'4 O 
c..'I abierta. En el ca.so cuando G C.."J cornpacto, O es cerrada. 

Ahora bien, si Xt y X2 e X, cut.onces G(x1) = G(x2) o G(x1) n 
G(x2 ) = 0. Est.o origina una dcsco111posición de X en las órbit.l\s de 
cadn uno de sus pnnt.os. Así, ln. relación x r.J y si y sólo si G(x) = G(y), 
es nnn. relación de cqnivnlcncia cuyas clases son prcr.isnrncnt.e lns 6rbi t.ns 
de X. Al conjnnt.o X/ r.J lo dcnot.a.rcn1os por X/G y n. ln función c¡nc 
a .. "iC>cia n cndn x con su clase de <...'<J•livnlcncin., In. rcprcsent.a.rcn1os por 7í 

y ln. tlnmn.rcn1os proyección orbit.al. 

Un problc1nn. hnport.nut.c en ln. t.ooría. de los grupos t.opológicos de 
t.ra.nsíonnn.cioncs y en purt.icnlnr en nucst.ro trnbnjo, lo const.it.nyc ln. 
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cxist.cncin. de 1nét.ricn .. o; t.alcs que cn.du. t.rn.nsic:ión en cndn clorncnt.o d<!l 
grupo sen. una isornct.rín.. Est.a .. 'i n1ét.ricns son dcfiuidns n. cout.imutdóu. 

Definición 3.10. Una 111.étrir:a p vara 11.ri G-e...-par.io "";triza.ble .)(, 
coTTipatible con su topología, es una 1nétrica invariante ."li p(!¡x, DIJ) = 
p(x,y) parn todo g E G, y ¡m.rn todo,<1 x,y E X, esto e.e;, ,'ii el ho1rir.n
TTJ.Orji..i;1no Og f'-'i una i."l<JTTietria. respecto a la. niéf.rir..<J. p, ¡uira t<Jdo g E G. 

En general no sie1nprc c-.xist.e 11nn. 1nét.ricn iuvnrinnt.e en 1111 G-<?Rpncio 
1net.riznblc (por cjeruplo ver el Z-cspncio X = IR.2 \{O} con Ju. acción 
n1ost.rndn. en (32] pág. 2). Sin crnbargo, pa.rn. dcrt.os cn .. c.;os In cxist.cncia. 
es válida. Por ejemplo si el grupo Ges r.ompnct.o cut.onces 1111 G-cspn.cio 
met.riznble siernpre nchnit.c una 1nét.ric:n. invarin.nf.<? ([38)}. Eu [39) :-ic 
prncbn que si Ges 1111 grupo de Lic y X es 1111 G-cspn.cio propio (ver en 
In Sección 5 de cst.c cnpít.nlo) 1nct.riznblc sepn.rn.ble ent.onr.cs cxist.e nnn. 
mét.ricn. invnrinnt.c cornpnt.iblc, en .,"'C. J. De Vrics en [43) CHt.nhlcce qnc 
cst.o 1ílt.imo es t.ruubién cicrt.o si Ges cualquier grupo rnct.riznble. J. L 
Kosznl [32] probó In exist.encin de nnn n1ét.ricn. invnrinnt.c con1pnt.ihlc 
en un G-cspndo propio n1ct.riznble localrncnt.e cornpnct.o donde G CH nn 
gr11po n.rbit.rario. 

4. Retractos equivariantes 

En cst.n sección prcscntnrernos las definiciones de ret.ract.o n.bsoln
t.o (de vcc::indn.d} cquivnria.nt.c y de extensor nbsolnt.o (de vcc:indn.d} 
cq11ivnrinnt.c, de acuerdo n [3]. 

Ac¡ní Cª denota la clase de G-cspncios que t.nn1bién pcrt.cncccu a. ln 
clase débilment.c hcredit.n.ria C. 

Definición 4.1. Un G-e ... p,i.cio Y es llarnmlo un G-extensor ab
soluto de vecindad sobre Cª o G-AN E(C) si para ca.da X E Cª y 
en.da subconjunto ccnndo invuriantc A de X, cualquier G-aplir..a.ción 
f: A-. Y puede ser cxtcndüla a una O-aplicación F: U - Y, d<Jndc 
U c.~ una uccindad in1Jariantc de A en X. 

Definición 4.2. Un G-e,o;pacio Y es llarnado un G-retracto ab
soluto de vecindad sobre Cª o un G-AN R(C). si Y E Cª. y siempre 
que Y .'lea un cf:rrado invariante de un G-e.o;:mcio Z e Cª, entonces Y 
C.'i un rr.trriclo cquituniantc tlf! 111!r.i1ulad de Z. 
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De ttU\.Hcrn. nnii.logn n.1 c·n.so no cx¡11ivn.rilu1t.c, HC t.icmcn clivun·uL."i pt"o
piecln.clcs de los G-AN R y G-A NE, cnn.uclo ln. ncción cs de un grupo 
ro111pn.ct.o. A cont .. iunn.dón cst.nhlcccrc111os nlgnntL'i de CHt .. n .. "i propicdadc~. 

Lema 4.3. Sea .,,Y. un G-csvacio métri.co. Si X es un 1-ctnict.o 
equiv<tritJ.ntc de Ttt!r.in<lucl ele un c . .,pacio Y E G-ANE, cntoncc."I ..,,'( 1: • ., 
un G-ANE. 

Dt·::MOSTHACIÓN. Sea A nn cerrn<lo invn..ria.nt .. c de nn G-cspndo 111(~ 
t.riro Z, y f : A --+ ... Y. e Y nnn. función cqnivti.riant.e. Co1no Y E C
AN E, cxist.c g : U - Y, 1111n función cqnivn.riant.c, donde U es 1111n. 
vccincln..d invarin.nt.c de A en Z y 91.-t =f. 

Sen r : V - .X In. rc~t.rn.<'ción e•qnivu.rin.ut.c de una vecindad invnrinnt.c 
V de Y sobre)('. Dcfhuunos lV = y- 1 (V} y F =ro nhv· Es C"ln.ro 
cut.onces que F CM nnn fnndón eqnivu.rin.ntc de nr sobre .,,Y.. A<lenuí...,., 
FIA =f. Por lo t.n.nt.o )(_ C8 nn G-ANE. 

o 

Teorema 4.4. C11.ttl<Juicr s1tbconjunto abierto invariante de 1ut G
ANE es tm G-ANE. 

DEMOSTRACIÓN. Sean Y E G-AN E y \.-V un subconjnnt.o n.bic?rt.o 
invn.rin.nt.c de Y. Scn. f: A - \.-V una función cquivnrinnt.c, donde A es 
1111 cerrado invn.rin.ut .. c de un G-cspnr.io nonnn.l X. Et1t.onca;, n.firnuuuos 
que f t.icnu 1l1Ul. C".xtcnsión cqnivnriu.nt.c de vecindad. 

En cfcct.o, sen i : l-V - Y ln inclusión. Co1no Y E G-AN E, ln. 
('Oinposición <P = i o f : A --+ Y t.icnc uun. extensión cquivarinut .. c 
t/J : V - Y, douclc \/' es una vecindad invnrinnt.c de A. Considere la 
prdtnngcn U= ¡-1 (\.-V) cu V. Cotno U es nbicrt.o en V y V es nbicrt.o 
en .,,Y., ent.onccs U CH un abicrt.o en X que cont.icuc n. A. A<lcnu\s, U 
e>;H invnrinnt.c yn que W lo es y f es cquivnrin.nt.c. Entonces la. función 
g : U - l-V, definida por g(x} = l/J(x}, pn.rn.. x e U, es una cxt .. cnsión 
(•quivnrin.ut .. e de vc.."l:in.dn.d de f. 

o 

Teorema 4.5. Sea G un grupo corTLpacto. Entonces un G-c . .,pacio 
11u!trico ..,,'(. t!s un. G-AN E si y sólo si X es un G-AN R. 

DBMOS"rltACIÓN. Sen X e G-ANR. De 1umerdo n [4] piigs. 518 y 
523, X pnc..'Clc tmr cncn.jndo de n1ancra cqnivnrin.nt.c, con10 1111 ccrrnclo de? 
alwín G-espndo 1nét.rico Z e G-AE. Co1no .,l( e G-AN R, el c:-ipncio X 
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es 1111 rct.nu:t.o de v<..."<:indn.d eqnivnriaut.c de Z. A:-;í, por d ICJnn n.ut.erior 
:-;e concluye C8t.n. pn.rt.c. 

Invr.raatucnt.c, considcrCJno..'i n ,,,"'( co1no un cerrado invnrin.ut.c de un 
G-cspnc:io 1nét.ri<:O Z y n id : X - ,,,y, la. idcut.idn.d cu X. Corno ,,,y E G
ANE In G-n.pliciu!ión itl t.icnc uun cxt.cnsión de vecindnd cquivarin.nt.c 
r: U - X, con U unn v<...•cindn.d invnriru1t.c ele,,,""< en Z. Por lo t.1:u1t.01 

XEG-ANR. 
o 

En cnpít.ulos post.criares se dcsarrollnriú1 nuís rcsnlt.n.dos corratpon
client.cs a Jn t.corín cquivnrin.nt.c ele rct.rnct.os rnisruos que perrnit.ini.n 
CMt.ablccer diversos ejcn1plos. 

5.. Acciones de grupos locabnente cornpactos 

El cst.ndio de ln.s 1:u:cioncs ele grupos corn1uu:t.os brinda nun. grn.n 
cn.nt.idnd de rcsult.ndo3 dentro du In. t.corín. du los grupos topológicos de 
t.ru.nsfor1n1:u:ioncs. Pcrn1it.ic11do ndcrn1is 1 cst.n.l>l<..."l~cr vcrsio11CH L>c¡11ivn.ri
nut.cs de conceptos y t.<...'OrenUL"i de In. t.opologín. general (ver [38], (3], 
(35], [11]). No obst.nnt.e, en una gran rn.ut.iclad de clL"ios se rc..><¡11ierc 
que el gntpo no sea cornpact.o sino )ocn.hncut.c cornpn.ct.o. Por cjcrnplo, 
llL"i acdoum <le IR y de Z son esencin.lcs en sist.ernas <lituí.ruicos. Sin 
etnbnrgo, en este caso In. ric¡11c-,1;n. de rcsult.ndos es menor, por lo que CN 

nccCMnrio establecer condiciones n.c:licionn.lcs t.ant.o en el t.ipo ele acción 
cotno en los cspncios donde :-te nct.1ín.. R. Pnln.is [39] int.roducc In. no
ción de G-cspacios propios y G-csp1u:ios de Cn.rt.nn con el propósito de 
extender In. teoría de acciones de grupos coI!lpn.ct.os n.I caso general de 
iwciones du grupos locn.hnent.c cornpnct.os sobre c:-;pncios de Tichonov. 

Dada In irnport.nncin. dr. r.st.e tipo de G-e;piu:ios cu el desn.n·ollo del 
prc:mnt.e traba.jo, se ust.ablcccnin en mt.c cn.pít.nlo los principales hechos 
y propkd.n.dcs sobre los G-cspa.cios de Cart.nn y G-cspn(•ios propios:. 

Co1ucncc111os por definir In :;:;iguicnt.c relación cut.re s11bconj11nt.os de 
1111 G-csp.n.cio. 

Definición 5.1 .. Sean U y V ~"ubconjunto.<1 tle un G-c.'lpacio X. Se 
dice que U es relativamente delgada respecto a V (lo cual .-1e 

dr.11otará como U,.!,,. V) si d subco11junto tie G, (U, V) = {g E GjgU n 
V =F 0} tiene cerradura co1npacta. Cuando U es re.lativa1riente delgada 
rr!."17Jccto a ella. rni.ci1na, se dice .<1i111.1'l<!T11.cntr. que U e~" delgada. 



Algntt.t'L--I propit..x!adcs del coujnnt.o (U, V) .. ln .. "'i cunk.-s son f1ídlc:; <le 
vcl"ifi<~nr, Ne 1ncnciOnnn n cont.in11nció1(: 

Proposición 5.2. El subconjunto (U, V) sati .. face: 

{1) (U, V)= (V, U)-'; 

{2) (.q 1U,g2V) = g2(U, V)g¡- 1
, para todos gi,92 e G; 

(3) Sea í! un conjunto" de {ndice.<i. Se cumple que (UuUa, V} = 
Un(U~., V), varn·a E ll. 

(4) Sean un conjunto de (ndices. (U0 Un,n0 V0 ) C Ua(U,.,n,,V,,), 
para°' en. 

De nqní se desprende que si U ..t. V cut.onces V ..!.. U, por lo <¡ne 
sólo se dirá que U y V son rclat.ivnmcnt.c dclgu.da.H. Turnbiéu Hi U .!... V 
cut.onces sus t.rnslacioncs 91 U y 02 V, donde 91 y 92 E G t.n.1nbién son 
rcln.t.iva.rncnt.c delgadas. Además los s11bconj1111t.os de U y de V t.an1bié11 
serán rcln.t.ivnrncnt.c delgados si lo son U y V. Por (3) du In proposición 
it.nt.crior se tiene que cualquier unión finit.n de conjuntos r<?lnt.ivn.1ncut.c 
delgados con rcspcct.o a V es rclat.ivtuncnt.e delga.da. con r<!Spcct.o n. V. 
Por (4) de In Proposición aut.crior se snt.isfnce que si U, ..t. Vj pn.rn 

i = 1,2, .• ,n cut.onces U!~ 1 U, ..t. n!~ 1 V.. En el en.so en c¡ne C 1 y C2 son 
subconjnut.os compnct.os de X el conjnnt.o (C1, C 2 ) es cerrado en G, 
por lo qne si C1 ..!.. 02 cut.onces (C1, C2) es compnct.o. 

A partir de la. Definición 5.1 se cst.nblcce lo que es nn G-cspucio de 
Cnrt.au. 

Definición 5 .. 3 .. Un O-espacio X se dice que e.<1 un G-espacio de 
Cartan si cada punto de X tiene una vecindad delgada. 

Es claro qnc si G es cornpn.ct.o cut.onces cadn snbconjnnt.o de un 
G-CKpacio X es delgado, es decir, X es un G-cspn.cio de Cn.rt.nn. 

C1uu1do el grupo uct.1ín. librcmcnt.e sobre .¿'1(, (<..>H decir el grupo de 
isot.ropía en cada punt.o de X es t.rivial) se t.ienc qnc el G-cspn.cio )t( 

c1nuplc con el axioma básico de H. Cart.nn para hu.ces priucipalus, es
tablecido en el Scminairc JI. Cartan de 1948-1949? lo cual cxplicn. la 
selección del nombre. 

A cont.iumw.ión se dcscribun nlgunos cjen1plos du O-espacios de Cnr
t.ru1. 
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Ejemplo 5.4. Sean G = R. el grupo aditi110 de lo ... nú11u:n1 ... nmlc ... 
y X = R 2 \ {O} • . Aqui' G acttía .'labre X Trtcdiante la .<>iguicntr. tu:ciríri 

O(t, (x, y)) = (c'x, e-'y). 

Entonces X es un G-e.-q1acio de Curtan. 

,Ejeúl.Pto 5~5. R.2 con la acción O de R. definida de la siguüm.tc 
manera 

O(t, (x, y))= (x, t +y), 

'"-" un··c;_-espa~o.·de·qar!-an •.. 

~j~·~p~~·:~·;:~~}:'d-~·~¡i¡~~.-l.~,·~~ón de'z (con la tópología di'lcTY:ta} 

::: (:~y~ {:?,~~~}~}f ª~:,;~lé1:~:~:~n~2 \ {O} ~• un espacio dr. 
Curtan. ··· ,;.;:· __ /· -·,,.,,:....:-·-- ·~:,·_. 

"-'"' 
~ -_:~ ' ·:; ·-:· : '.':; ·. --' :~ ··~·- ,· . ;_ - - ' 

Uil G-CspñCiO"-qtlC ilQ:·cs·:dc- CRrt.lln,' n1ín cuando G·cs lor.nhucut.c 
con1pn.ct.o, es el sigtlicnt.c: ~·- · 

Ejemplo 5. 7. Sea Y el cua_drante positivo_ del plano carlc.9iano. 
esto es, 

Y= {(x,y) E IR2 Jx 2:: O,y 2:: O}. 

Es fácil verificar que Y es un G-espacio de acuenlo con. la accirín tlcl 
ejempla 5.4. Al identificar los puntos (x,O) y (O, l/x) en Y se obtiene 
un nuevo G-espacio Z el cual ya no es un G-espacio de Curtan. 

Con10 se dijo cu 1u1 prindpio, existen rcsnltndos que se cumplen 
cuando el grupo es compacto, pero que dcj1ut de hacerlo c11n.ndo el 
brrupo yn no t.icnc cst.a propiedad. No obst.ant.c, en 1111 G-cspncio de 
Cart..iu1 se p11cdcn rcsr.a.t.ar alg111108 de ellos. 

Proposición 5 .. 8. Sea X un G-e.'lpa.cio de CaT·tan. Entoncc.'I r.ada 
tJrbita ele X es cerrada en X y aula estabilizador de X, es co111.¡J(1.Cto. 
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DMMOS'l'llAClÓN. Scn.n :r. E X y V:r. 111111. V<?ciudu.d ddp.mln. d<? ;1:. 

l\.lost.rurnos prilnernrncnt.c qnc G;IJ es <:erra.do <~n G. Sea. {g0 } unn. red 
en Gz convcrgcnt.c a g E G. Entonces {yux} es convcrgcnt.c n. 9:1~. Por 
nl.rn. pn.rt.c g 0 :r. = :r., para t.odo a. Por t.ant.o, {g0 x} c:i eonvcrgunt.u 
tnanbién n. :r.. Co1no G es de HatL<idorff cut.onces y:r. = x Y~ por t.n.ut.o, 
n E Ga: .. Así, Gz ffi cerrado en G. 

Ahorn. bien, co1no Ga: es subconjunto de (V.,,,, V:z:), el <~pncio G:z: es 
<'otnpnct.o. 

Probmnos nhorn. que G(x) es cerrado en X. Sean y E G(x) y U 111111. 

vccindu.d delgn.dn de y. Sen {g0 x} una red en G(x) convcrgcnt.c n. JI· 
Sen ao fijo t.nl que 9n0 X E U. Se t.icne cut.oru:CH (gng;;

0

1 )(Yuux) = f/0 x; 
1\NÍ que 1109~01 e (U, U) e (U, U). Luego se t.icne 111111. snhr< ... >c.l de {g0 g;;1:} 

<"onvcrgcnt.c n h e G (por co1nodidnd In snbred In segnirc111os dcnot.n.nclo 
por los 111isn1os índices). De n.quí que {90 } convc1·ge n. {hg,.11 } = !/· 
Ent.onccs por un lado {g0 x} converge 11 y por ot.ro <~onvcrgc n. !JX, por 
lo qnc gx = y y, por t.iu1t.o, y E G(x). Se condnyc qtte G(:r.) es 1·crrn.<10. 

o 

C1uu1do )i( uo es un G-cspncio de Cn.rt.ru1, In. proposición anterior 
puede fnllnr corno en el en.so del finjo irracional. 

Proposición 5 .. ~ .. Sean )( un G-e.o;pacitJ de Curtan y x E X. En
ton.r.e_-. la función continuo. <P : G -+ G(x) definida ctnno </>(9) = 11:r., 
JJara. toclo g E G, e.o; abiertCl. 

DBMOSTllAOIÓN. Dcnot.c111os por e ni clmncnt.o ident.idml de G. Sen 
U cnnlqnicr vccindnd de e en G. Entonces bn.at.n probar <JUC U(x) CH 

unn vccindn<l de x en G(x) dndn In hon1ogencidacl de G. Pn.rn CHt.o 
snpongn.111os lo cont.nrio, es decir, que U(x) no C8 abicrt.o en G(x). 
Ent.oncett cxist.e nnn red {90 } en G t.nl que 911 .x ~ U(x), pn.ra t.odo o, 
pero {gn:r.} converge ax. 

Ahora bien, si g 0 x = hx pnrn. h. E U cut.onces g 0 x = hgx donde 
g E Gz. Es decir, g,. E UG:T. e invcrsn.111cnt.c. E.~t.o es, 9 0 x E U(x) 
si y sólo si !Jo E UGz. Por lo t.n.nt.o, en uncst.ro ctL.'iO se t.icnc que 
.fla ~ UGz: y pnl!Ht.o que UGz: cs nna vecindad de Gz no cxist.c ninguna 
1-1nbrcd de {g0 } que converjan. un eicn1cnt.o de Gz. Sen. V non. vccindn.d 
dclgndn de x. Co1110 a pn.rt.ir ele cicrt.o o 0 se t.icnc que 9 11 x E V pn.rn. 
o ~ o 0 , podc111os t.0111ar unn. snbred {y00 x} de 111nncra qne 9 0 , E (V, V}. 
Ahora bien, co1no (V, V) tiene <~rrndnro. co111pn.ct.n., t.0111crnos ot.ra Ve'/. 
unn. subre<l {!/u,J} c¡ne converja. n. 1111 pnnt.o k. Entonces, se tiene t¡ne 
kx = x, es decir k E Gz, lo c1u\.l C8 unn. cont.nulicción. Por t.nnt.o U(x) 
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debe ser uun vcdndnd de x en G(x), por lo. qne c¡uuc:ln. coudni<la la 
clcrnost.rn.ción. 

o 

La proposición nnt.crior ilnplicn el siguicnt.c corolariO: 

Corolario 5.10. Sean X tln G-espacio_dc Cartan y x E JY. En
to11.cc.<1 la función Oz : G/Gz - G(x) definid". co111.o tJz(OGz) = g:r. c."I 
11.11. ho1nccnuorfis1no. 

DBMOSTH.ACIÓN. Es f1i.cil vcrifir.ar que Oz e¡ biycct.ivn. Ln. <~on
t.inuidn.d de ella y de su inversa se sigue del signicnt.e diagrrunn.: 

G/Gz ~G(x) 

G 
Aquí q, es In aplicación de Ju. Proposición 5 .. 9 y rr es In. proyección 

orbit.nl de In n.cción de Gz sobre G, la. cual es cont.innn y n.bicrt.a. 
o 

El caso del finjo irracional nos mucst.ra a.ne la proposición aut.crior 
no sien1prc <~ v1'i.lida si Jy no es un G-cspnr.io de Cart.nn .. 

Pnscn1os u.hora a cst.udiar los G-cspacios propios.. El origen de In no
ción de G-cspncio propio se deben un t.rnbnjo no publicndo de A. Dorcl 
quien los definió para G-cspncios lor.almcnt.e conipru:t.os. Cuando el 
grupo es discrct.o dicha noción coincide con la de propia1nente <liscon
ti11.ua1dc n.hí el norubre. 

Los G-cspa.cios propios son una clase nuis rcst.ringida de espacios 
de Cnrt.an y gcncrn.n rcsult.u.dos que envuelven el cu.so de 1u~cionffi de 
grupos cornpnr.t.os. · · 

Dcfituunos prirncramcut.c la sigt1ic11t.c clusc de s11bconj11nt.6s de 1111 
G-cspncio. · ' ' - · " " ~ 

,- . -- ·. ,· -:", ·- .. 
Definición 5.11. Ún .~Ub~qnjun·t~·' u,·.d~. '.un G-:-e..'lpad.~ ~:X.<··~c di.ce 

'fue t!.'i pequeño ."Ji cada punto de .X tiene, una vecindad. fJUC e.<1 rclati
tm111.t:11.tc clclga.dn. con U. 
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Alg111uLo.; propicdnclcs se Higncn fácilmcut.e de la. relación cst.nhlcci<ln. 
en In. Definición 5.1. 

1. Un .-;ubconjunto de un conjunto pequeño es pcqucrio. 

2. La unión finita de conjuntos pcqu.erios e."i un conjunto pequeño. 

3. Si U es un conjunto pequeño de X y F un subconjunto coTnpacto 
de X entonces F es relativamente delgada rc.<;pecto a U y de hecho F 
tiene taTnbién una vecindad que es relativa11iente delgada T"Cspecto a U. 

4. Si A es un subconjunto invariante de X y V c.., un conjunto 
pequeño de A, entonces V no e."i necesariaTnente un conjunto pequeño 
de X. 

Ahora cstlunos en posición de definir lo qnc es nn G-cspn.cio propio 
en el scnt.ido de R. Palais (39]. 

Definición 5.12. Un O-espacio X es propio . .,i ~ad~ punto de X 
tiene una vecindad pequeña. 

Algiu1os ejemplos de G-cspacios propios són los.sigt1icnt.cs: 

Ejemplo 5.13. Si G es compacto en~;n¿j :,,~a'J-espacio e~ pnJ
pio. 

Ejemplo 5.14. Si Hes un subgni.po c,:,mpacto de 'uni0rupo'G-lo
cal111ente co1npacto, entonces el espacio homogéneo de clases laterales 
izquierdas G / H es un G-c.'qlacio propio. 

Ejemplo 5.15 .. Sea E el espacio euclideano n-dirnensional y con
.•idcrc el conjunto N(E) de todas las nonnas sobre E. Sea GL(n.) el 
n.-grupo general lineal y(} la acción de GL(n) sobre N(E) definida como 

O(g,f) = gf; (gf)(x) = f(g- 1x). 

Entonce.• N(E) es un GL(n)-espacio propio (ver [5]). 

Ejemplo 5.16. El Ejemplo 5.6 muestra un espacio de Cartan que 
no es propio. 
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L1L"i prucbu .. "I de )o...¡ t-tiguicnt.cs hccho.'i sobre G-cspa.cio propios 
siguen de lns propiedades de los conjnnt.os pequeños y delgados. 

J. Si X es un G-e.<1pacio prn¡Jio entonce.~ carla subconjunto coTn¡m.cto 
tlc X es pct¡u.eTio y ticnu unu. vecindad pt!qumia. 

2. Si X e.9 un G-e.<1pucio ¡nn¡Jio entonce..9 cada .<1ubconju.nto c0Tn¡Jt1.cto 
de X es tlelgado y tiene u.na vecindad delgada. 

3. Si X es un G-cspacio prnpio y F es u.n subconjunto coTnpacto tlr. 
X entonces (F, F) es un subconjunto couipacto de G. 

Trunbién es posible generar espacios propios n. part.ir de conjunt.o.'i 
nbiert.os delgados. 

Proposición 5.17. Sea U un subconjunto abierto delga.do de un G
e . .,pacio X. Entonces, la saturnción GU de U es un G-espacio propio, 
c.'lto es, cada punto de un G-espacio de Cartan pertenece a un conjunto 
abierto invariante el cual t!s un G-espacio propio. 

DEMOS'l'RACIÓN. La prueba es inn1t.>cliatn dado que gU y hU son 
rcln.t.ivn.1ncnt.e dclgadns pnrn cualesquiera g y h E G 

o 
Corno hn.bínn1os nfirn1n.do1 cada G-cspucio propio es un G-cspnc:io 

de Cart.nn. Pnrn. verificar cst.c hecho bn.st.a con t.on1nr un punt.o x e X, 
donde X es 1111 G-cspnr.io propio, una vccindn.d pcquctla U de x y 
1111n vecindad V de x rcln.tivrune11t.c delgada respecto n U. Clnrn.inent.c 
Un V es unn vecindad delgada de x, y por t.imt.o, X es un G-cspncio 
de Cnrt.nn. 

Sin c1nbnrgo1 lo inverso es falso. El Ejc1nplo 5.4 1nua1t.rn 1111 G
cspacio de Cnrtnn que no es nn G-cspn.cio propio. 

Pnrn observar c1u\ndo se cumple cst.c hecho es necesario verificar los 
nxio1nn.s de separación qnc He r.111nplcn en el espacio orbit.al. Por cjen1-
plo no t.odOH los espacios du Cn.rt.nn t.icncn cspn.cio orbital Hnnsdorff. 
Pn.rn mostrar cstn situación, scru1 X= {(x,y) E JR2( - 1 ~ x ::S 1} y el 
grupo adit.ivo IR nct.ulUldo sohre él de Ja siguicnt.e manera: 

(i) Si lxol < 1 sen C(xo.11o) In t.raslución vertical de la gráfica de In. 
uc1m.ció11 

x2 
y=---

l-x2 
de manera que (xo, Yo) esté en Cczo.l/U)· Se define entonces para t e JR.1 

t(xo, Yo) como el punt.o (x, y) de C(zo,..,) tal que la longit.ud del arco ch! 
Ge.ro.~) c¡nc nnc (xo, Yo) con (x, y) es ignn.l a ltl y x es n1nyor o n1c11or 
que xo de acuerdo n si t es posit.ivo o negativo. 
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{ii) Si x 0 c-s igun.l a 1 o -1 se define In. n.cción co1no t{l,y) = {l,y+t.) 
y t(-1,¡J) = (-1,y -t). 

Es cln.ro cut.onces que ]JL"'i órbitas de x = 1 y x = -1 no pncclcn 8cr 
:-;cpn.rn.<l1L."'i por conjnnt.os abiertos sn.t.uraclos y por lo t.nnt.o, .)</'Ift. no CH 
Ha11sc.lorff. 

Una de ln.s rendiciones para que un G-cspacio propio sea de Cn.rt.n.11 
es que su c:;pacio de órbit.1L.'i HC:n. regular. 

Proposición 5.18. Si X es un G-espacio de Cllrtan y .)(/G es 
n:gular entonce . ., X e.o; un G-espacio propio. 

DEMOSTRACIÓN. Sc1u1 x e X y U una vccindn.d nbicrt.n delgn.cln. ele 
x. Luego GU es 1u1n vcc:in<lnd de G{x) y corno X/Ges regular, cxi:.;t.c 
nnn vcciudn.d invnriaut.c V <le G{x) t.nl que G{x) e V e V e GU. Sua 
l--V = U n V. l\ttost.rc1nos que \-V es una vccindnd pcqnciin. ele x en ..-Y. 
Si y E GU, cut.onces y E gU para alg1ín g E G. Adc1n1t"'I, gU CH nnn 
vecindad de y rcln.tivruuent.c <lclgn<ln. respecto a U y u. W Si y 'i. GU, 
cut.onces ..-Y \ V es nnn. vccindn.d <le y y, dado que V es invnrin.nt.e, 
(..-Y"\ V, W) = 0, a..o.;í que X\ V es rclnt.ivn.n1ent.c dclgn.cln. rcspcc~t.o n. \,\/'. 

D 

Vea111os nhorn cómo son los cspc:u:ios. orbitnlcs de lo.~ G-<~pncios 
propios parn. así poder obtener nlgnnn cqniva.lcncin entre ellos y los 
G-cspa.dos de Cnrt.nu. 

Pnrn. cst.o cst.u.blcc:crcmos nlg1mos resnlt.ados previos. Prirncnuncnt.c, 
el siguiente lcrnn. es nn hed10 de t.opologín gcncrnl, cuya. dernost.rnción 
se puede ver v. gr. en (14). 

Lema 5.19. Sean K un espacio co1n.pacto y Z un e~<17Jacio niétfico. 
Dcnotc1uos ¡JOr fvJZ el conjunto de toda.-1 la.o; /unciones continuas de Z 
en M con la métrica p(f,9) = sup{p(f(z),y(z))}. Si X es un es¡uu:io 

.:E?. 
lopológir.o arbitra.Ti.o y f : ..-Y. X Z - JVI es continu,.i, dcfiniTrios fz E AJZ 
pan1. cuela x E X corri.o /z(z) = J(x, z). EntonC(!.'I o : X - AJZ 
definido co1ri.o o{x) = /z es una función continua. De aquí que ."'li 
./\f f'-.<i un r.sp,zcio de B11nach y JL es cualquier medida de Raclon sobre 
I< cnloJLCC.• fJ : X JH definida como fJ(x) = J fz(z)d¡<(z) c.• una 
función continull. 

Una de hLt; t.L'Cnicas pa.ra const.n1ir funcion~ cunt.inttns cqnivuri
nnt.cs en n.ccioncs de grupo..:; cornprn:t.os es nt.ilizn.r la. int.cgrn.l de Hnnr 
norrnnlizn.dn, c:;t.o e:-;, "se prornc<liu. sobre el grupo" (vc?r por cjmnplo 
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(38) o (11)). Ln. :;ignieut.c proposición n111c:->t.rn unn. vn.rinut.c c1uu1c.lo C?) 
grupo <!ti locnlnwnt.c co1npnct.o. 

Proposición 5.20. Sctln X un G-es¡1acio y f ti.na funci<ín cont.i
nua de X sobre un G-e ... pacio lineal V de dirncnsiónfinitci. Si el soporte 
de f (c.•to c.•, la ccrmdurn rld conjunto {x E )Clf(x) oF O}} c.• un .•ub
conjunto p<!qucrio U de X cntm1ccs laf1mciún F(x) = J g-•¡(gx)rl¡~(g), 
dontlc ¡1. es la 1ricclida de H acn· derecha .o; obre G, e . ., una función equivari
antc tlc X en V. lvltís aún F(x) =O para x E X\ GU. 

DEMos~rnACJÓN. Sen.u x 0 E X y W nnn. vec.indn.d de x 0 rclnt.ivn-
1neut.c delgada rcspect.o n. U. Dcnot.crnos por C la ccrrndnrn de (W, U). 
Ent.onccs e "" compnct.o y f(gx) = o si X E w y 9 rf, c. Por t.nnt.o 
FJw(x) = f 0 g- 1 f(gx)dµ(g). Dado que -y: W x C - V definida como 
"')'(x,g) = y- 1 f(gx) es nnn. función cont.inna, se signe del Lema 5.19 qnc 
Fhv es cout.innn y entonces CH cont.inun en x 0 • 

Ahora bien, si x ~ GU, cut.onces f(gx) = O, pnrn t.odo g E G, 
pncs en en.so cont.rario significaría que existe un g e G t.al que gx E U, 
es decir, x e g-•u C GU, lo cual contradice nuest.ra. hlp6t.csis. Así, 
F(x) =O, pnrn t.o<lo x rf, CU. 

Finnhncnt.c, verifiquemos que F ctnnplc la condición de ser <.."<1.t1ivnri
nnt.c. S<" . .U h. E G. Ent.onccs 

F(hx) = j g-• f(ghx)dµ(g); 

si hu.cc1nos k = gh se t.icnc que 

F(hx) = j hk-1 f(kx)tlµ(k) = 

= h J k- 1 f(kx)d¡•(k) = hF(x), 

donde el sacnr n h fuern de la int.egrnl se justifica dado que la- acción 
de G sobre V es una fnnción lineal. 

o 

La siguiente proposición nos dice cómo es el espacio .de órbitas de·. 
un O-espacio propio. 

Proposición 5.21. Sea X un G-cspacio propio. Entonce.9·X/G es. 
co11ipleta1rient.c regular. 

DEMos·rnACIÓN. De acuerdo n In Proposición s.8·, el espacio or
bit.nl X/Ges T 1 • 



Ahorn. sea.u x 0 E X y (x0 ) = 7r(x0 ) E JY/G, donde 7r es In proye<·ción 
orbit.n.1 uu X. Smu1 F nn s11bconj1111t.o r.crrn.do de )(/G quu 110 cout.ienc n. 
[xu] y U 111u\ vedudn.d pequeña de x 0 disjnnt.n de 11"- 1 (F). Considcrc111os 
n.horn. una función f no ncgnt.iva con valores reales :-iobrc }( con soport.c 
cu U t.n.l que /(xo) > O. Por la Proposit.ion 5.20 ln función ¡•(x) = 
J f(!JX)rl¡..1.(11) es unn. función invu.ria.ut.c, cont.inna, con valores nm.lüti 
m>hrc X y c111nplc que /•(x0 ) > O y que tiene soport.c en GU por lo qur. 
CH disj1111t.o de 7r- 1 (F). Si clcfini1nos f corno J = /•7T- 1 ent.oncu8 dado 
qnc ¡• es iuvnrinnt.c, f cst.il. bien definida. sobre X/G y cnrnple con qne 
/([xo)) > O y fl,.. =O. 

Corno 7T CR tllU\ fnndón abicrt.a se signe cnt.on<~cs que J es cont.innn, 
condnyéndose que X/Ges complet.runcnt.c regnlnr 

o 
Los signicnt.cs coroln.rios se desprenden inrnc<lia.t.runent.c de los re~ 

snltn.dos anteriores. Pnrn. el primero, ln. condición necesaria se signe del 
hecho de que cndn. G-cspncio propio es de Cnrt.nn y de ln. Proposición 
5.21, rnicnt.ras que la Proposición 5.18 cst.ablccc sn sttficiencin. En el 
ca.o.;o del segundo c.orolario, la prueba se signe de lns Proposiciones 5.17 
y 5.21. 

Corolario 5.22. Sea X un G-espacio.. Entonces X es propio si y 
sólo ~<Ji es un O-espacio de Cartan con espacio orbital X/G regular. 

Corolario 5.23. Sea X un O-espacio. Si X es de Cartan entonce..., 
su espacio de órbitas-x_/G es completamente regular localrnentC. 

El ~enln q11~ .. n contin11nci611 se dcm11cst.n .. nos pcrrnit.irtl. cst.ablccer 
una. sCric- de .cqnivnlencias sobre los O-espacios propios, muy irnpor
t.tUlt.cs Púcst.o·q11c nos permiten hacer diversas cnract.crizacioncs de e
llos. 

Lema 5.24. Sea X un O-espacio. Si paro cada par de puntos de x: 
... e tienen vecindades relativamente delgadas entonces el espacio orbital 
X/Ges de. Hausdorif. 

DEMÓs•rRACIÓN. Sea T = {(x,gx)lx E X,g E G}. Para probar 
que X/G es Hnnsdorff, n1ost.re1nos qnc el conjnnt.o T es cerrado en 
X x X. Snpongrunos qnc ln red {x,non-xa} converge a (x.,y) y sctut U 
y V vccindnclcs de x y y rcspcct.ivntnent.e, las cnnlcs son rclat.ivu.rncut.e 
dclgnd.ns cut.re sí. Se puede suponer cut.onces que x 0 e U y flnXa E V. 
Así que 9n E (U, V) e (U, V). Tomemos nnn R11hrcd {an,} de {Dn} 
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t.n.1 que couverjn. a g E G. Dado que x 0 , converge a x He t.icnc c¡ne, 
por un ludo lirn 9aXa. = y y por ot.ro lado liTn Oa.Xn = gx, nsí que 
(x,y) = (x,gx) E T. Es dcdr, ~es ccrrndo en.~ x X. 

D 

El sigtúcnto teorema res11me gran-p_arÍ-.c de 1111~t.ros ran1lt.n.doM iu1-
tcrior~-

Teorema 5.25. Sea X un G-espacio localmente -compacto. : En-
tonce.'I son equivalentes: . · 

(1) Pani cada par de puntos e~ X ~t~n veci~dad~ri:lati;;iimcnte 
delgadas entre s(. 

(2) X es un G-espacio de Cartan y X/G es un espacio de Hausdorff. 

{3) X es un O-espacio propio. 

(4) Cada .. 'lubconjunto compacto de X es peque1io. 

(5) Cada subconjunto cn11lpacto de X es delgado o, cquivalentc
Trz.ente, si K e X es compacto, entonce.'I (K, K) es compacto. 

DEMOSTllACIÓN. Es claro que (1) implir~• que X es de Cnrt.ru1 y 
por el Lcmn 5.24 X/G es de Hausdorff. Dacio que X/G es localrncnt.e 
compact.o de Hnusdorff, X/G es regulnr, es decir (2) implica (3). Co
mo en un G-cspu.cio propio los subconjuntos compactos son pcqncfios HC 

t.ienc que (3) hnplicn (4) y dado que nn snbconjnnt.o compn.ct.o cst.ií. dcl
gnda.ntcnt.e rclncionn.clo n 1111 conjunt.o pequeño, la propiedad ( 4) in1plir.n 
(5). Finahnent.c si (5) es ciert.a, sean U y V vecindades cornpact.a..¡ de 
x y y rcspcct.ivtuncnt.c. Entonces U U V es dclgndn. y for/.osamcutc U 
cst.ii. dclgnda111cnt.c ielncionncln. con V. 

D 

Un hecho itnportiwt.c es saber si IWI const.rnccioncs de G-cspacios a 
pa.rt.ir de ot.ros, pernüten preservar las propiedades de ser G-cspaciON 
propios y de Cnrt.a.n. Las signient.cs proposiciones t.ienen el propósito 
de n1ostrnr algunos rcsnlt.ndos a.l respecto. 

Proposición··5~26. Sean X un G-espacio propio {rc..<ipectivanz.ente 
de Cartan), H un subgMJpo cerrado de G y Y un subespacio H ·immriarttc 
tlc X. Entoncc.'I Y c.'I un H -c..'lpacio propio (respectivamente de Cri,r
tan). 
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Dl~Mos·rnACIÓN. En el caHo cu qnc X c-t un O-espado propio, sm\.n 
11 e Y y U' nna vecindad pequeña de y en X. Si z E Y, cnt.ouc<?N c.x.ist.c 
unn. vecindad V' de zen X qne cst.tt dcJgu.dauneut.c relacionada. con U'. 
To111c111ot:1 U= U'nY y V= VnY, luego U y V son veduda<lcs <le 1J y 
zen Y rcspcct.ivarnent.c. Entonces (U, V) e {U', V'). Así, (U, V) t.icnc 
cerradura cornpnct.n, es decir, U es una vccindtu.l pcqucíin de 1J en Y. 
Se concluye que Y es un H-cspn.cio propio. Ln. prncbn pa.rn. el cnso de 
G-cspa(~io de Cart.nn es similar. 

o 

Proposición 5.27. Sean X un O-espacio propio y N un subgrupo 
normal cerrado de G. Entonces X/N es un G/N-espacio propio. 

DEMOS'rRACIÓN. Rccordcrnos que G/N nr.t.1ín sobre X/N de In. 
sig11ientc manera: 

(gN)(N(x)) = N(gx), 
donde gN E G/N, N(x) e X/N. 

Oc acuerdo a lns Proposiciones 5.21 y ~.26 se signe que X/N es 
un G/N-cspodo. Más atín, (X/N)/(G/N) es homcomorfo a X/G y, 
por la Proposición 5.21 es complct.tuncnt.c regular. Entonces por In. 
Proposición 5.18, es sufirlent.e mostrar que X/ N es 1111 G-cspacio de 
Ca.rtru1. Sean [x) = N(x) E X/N y U una vecindad delgada de x en 
X. Pasando al espacio orbital t.euemos que [U) = {N(y)IY E U} es 
nnn vecindad de [x] en X/N, dudo que la proyección orbit.al es n.bicrt.n. 
Además, si p : G -+ G / N es 1n proycr.dón canónica ent.onccs es ftí.cil 
verificar que p((U, U)) = ([U), [U)) y, dado que (U, U) es compnct.o 
en G, cnt.onccs ([U],[U)) es compact.o en G/N, por lo que [U) e< una 
vecindad delgada de [x] en G/N y, cut.onces, X/N es un O-espacio de 
Cart.ru1 y, por lo t.nnt.0 1 G-propio. 

D 

En el siguiente capít.nlo nsarcrnos una cla..<ie cspccin.1 de G-cspn.cios, 
In clase de t.o<los los G-cspn.cios propios rnct.rizablcs qnc ndnút.cn nnu. 
n1ét.ricn invnrinnt.c, la cual la. dcnot.aren1os por G-M. 

Si G es compn.ct.o entonces G-M coincide con la claso de t.oclos los 
O-espacios rnet.rizn.blcs. 

Si Ges un grupo de Lic, cut.onces G-M incluye t.odos los G-cspa~~ios 
propios sepa.rabies, metrizablcs (ver [38)). 

El rn~a.r cst.a clnso de G-cspncios nos pcnnit.c, ent.rc ot.rns cosus, qnc 
)OH cspt•dos orhit.n.lcs sen.u espacios rnctrizablcs y, por t.tutt.o, norrnalcs. 
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Proposición 5.28. Si X E G-M entonces X/G es 7nct1'izable.. 

D1·:MOSTRACIÓN. Dado qnc X es un O-espacio propio, por (39] plig. 
298, para cada :r: e X, la órbit.a G(:r:} es ccrrn.da en X. E.Cit.o itnplicn 
que X/Ges Ti. Corno X posee una 1nét.ric.a invnrinnt.e y es Ti, por el 
,.r<...<>oreum. 2.16, pág. 38 cu (37], se sigue que X/G CH rnet.rizablc. D 



CAPITULO 2 

ESPACIOS DE ADJUNCIÓN EQUIVAR.IANTES 

1 .. Introducción 

Nos cníocnrcrnos ahora en la propiedad de un G-cspn.cio de Her nn 
CSJ>n.cio G-ANE [ver Definición 4.1 del prirucr c.apít.nlo] y vcrcrnos si 
dicha propiedad es preservada por el ~par.io de adjnnción. 

Borsuk, Whit.chcad y Hnnncr proba.ron en ct.npns snccsivn •. q para 
el cn .. o.;o no cqnivnrinnt.c qnc si A, X y Y son espacios AN R cut.onces 
el espacio de adjunción es un AN R siempre y cuando sea mctrizn.blc 
(para cuando A es compac.t.o ver [20]). 

D. M. Hymnn [21] probó que el espacio de adjunción es un AN E 
sin suponer In mct.riznbilidad de este espacio, pero sí la. de X y Y. 

En este capít.nlo se cst.ablcccrá In versión cquivnrinnt.e del Teorema 
de Hyrnan donde G scr1\ un grupo localn1cnt.c compacto, y clhniunrcmos 
la rnct.riznbilidnd de Y y, de hecho, la aplicamo..q al caso no cqnivariru1t.c 
(neción t.rivinl) para generalizar dicho t.corcmn. Además los G-cspncios 
de cst.c capítulo scnú1 G-cspncios propios en el scnt.ido del Capít.nlo 11 
y los G-AN E y G-AN n se COIIBidcra.rñn sohrc la dnsc G-M definida 
al final del r.upít.1Uo ant.crior. 

Unn. cncst.ión irnport.nntc en la. teoría de rctru.ct.os (ver por ejemplo 
[19}), es snbcr si la unión de cspados AN R o AN E preserva cst . .tL""J 

propiedades, dudo que diversos espacios se pueden obtener 111ccliant.c 
esta. operación. En [31} se presenta una rnnncra. de llevar 11 cabo este 
proceso. En §5 de este capítulo, probarem08 la vcrsi6n. cqnivarinnt.c 
de cst.c resulta.do siguiendo In idea. de (31) y ut.iliznndo In t.l"<~nicn de 
"uquivn.rin.nt.iznr" espado....¡; y fu11cioncs pasando al espacio de órbitas y 
regrcsnr a los espacios hiL.";C. 

Finnln1ent.c, nplicnrcmos los dos rcsnlt.a.dos anteriores para probar 
que un G-CW complejo propio es un G-ANE cuando el grupo que 
nct.1"1n es un grupo de Lic. En este ptmt.o, cabe In prcgnnt.n, ¡~es un 
G-CW r.o1nplcjo un G-AN E si el grupo es localmente cotupnct.o? La 
prcgunt.a u.tín pcrmru1ccc n.bicrt .. n. aunque, al parecer~ todo indica que la 
rcspucst.a puede ser posit.iva. 
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2. Espacios de adjunción 

Sen.u (X, A) un par, (esto es A es un snbconjnut.o cerra.do de .... Y), 
Y nn cspncio t.opológico y J : A - Y nnn función cont.innn. Se define 
entonces In Su111.a To¡Jológica XLIY corno el espacio t.opológit~o forrnndo 
por In unión disjunt.n. de X y Y con la t.opología. definida. de In siguicnt.c 
1nnncra: U es abierto cu X U Y si U n X y U n Y son abiert.OH cu X y 
Y rcspcct.ivn.rncut.c. 

En el cuso de que no scru1 disjnnt.os X y Y se construyen CHpn.cios 
hornco1norfos n X y Y rcsp ... ··ct.iviuncntc que &011 disjnnt.os y cntoncct:i se 
lleva n. c.abo In. operación de disjunción (ver [17]). 

Lu. rclnción a r.,¡ /(a) nos pcnnit.c obt.cncr uno. partición cu cln.scs 
de cquivalcnd1L"l en X U Y. Sea X U Y/ - el conjnnt.o de r.lascs de 
cqnivnlcncin mediante la rcln.dón nnt.crior y p : X U Y - X U Y/ ,._ 
l.n. función qnc envía cadn clcn1cut.o de Jl( U Y en 811 respcct.ivu r.hL~c de 
cqnivalcucin. Si X U Y/,._ se le dota de la. t.opologín. cociente rc:;pcct.o 
n. p, cut.onces p serií. una ident.ificn.c-Jón lla.mn.da. la prvyección naturnl. 
El espacio X U Y/ - se denotará corno X Uf Y y se conoce corno el 
c..<1pacio de adjunción Jle X y Y mediante f .. 

Proposición 2 .. 1. Sea p: X U Y - X Uf Y la proyección natural. 
Se tiene entonces que: 

(1) i = p¡, ... es un encaje ccnudo. 
{2) j = Plx\A es un encaje abierto. 

DEMOSTRACIÓN. ( 1) E..'i claro de In definición de p que i es cont.inua. 
y hiycc.t.ivn. Si Ce Y es cerrado, p-1 (i(C)) = Cuf-1 (C) es cerrado 
en X u Y, ya que Ces cerrado en Y y ¡-1(C) es cerrado en A, el cnn.l 
n. 811 vez, es cerrado en X. Por lo tanto, i(C) es cerrado en X Uf Y. 
Así, i es cnc-.njc cerrado. 

(2) De la definición de p es fácil ver que j es continua y biycct.iva.. 
Si U C X\ A es nbicrt.o, p- 1(j(U)) = U es nbicrt.o en X y por t.nnt.o 
cu X U Y. Luego, j(U) es abierto en X Uf Y y entonces j es enea.je 
abierto. 

o 

Sea P cna.lq1úcr propicdnd topológica de cspnc".ios. Dir~os qt~c el 
cspncio de ndjunc-lón de dos cspa.cioM X y Y preserva la propic<lud "P 
si sicrnprc que X y Y t.engru1 la propiedad P, el cspac"'.io d.C n.djurn!ión 
t.wnbién In. posee. 

Alguna.~ propi<."Clndcs que el espacio de adjunción prC8CrVl\ son liL~ 
t<ig11ic11t.cs (ver [20). p1\gs. 1<1-15): 
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n.) T., 
b) co1np1-u~idn.d, 
e) ser ct1pur.io LinclclOí, 
d) nonnnlidnd, 
e) ser espacio compnr.t.o de llausdorff., 
f) norn1alidnd co1nplcta., 

Sin cn1bnrgo, hay propiedades topológicas que el espacio de ndjnn-
ción no preserva como: 

i) ser espacio de Hnnsdorff7 

ii) rcguln.ri<lncl, 
iii) rcgnlnridnd complct.a. 

Pnrn clnrifir.nr r.ómo son loa espacios de adjunci6n se n111cst.rnn u. 
cont.innnción nlgnnos ejemplos: 

Ejemplo 2.2. Sean A e X un cerrado y Y= {Yo}. Adherientlo X 
a Y por medio de f(A) = {Yo}; vemos que X Ur {Yo} es homcomorfo 
X/A. En particular, adheriendo el intervalo unitario I = (0, 1] a 1Jo 
¡ior f(O) = f(l} = Yo se obtiene el c<rculo S'. 

Ejemplo· 2.3. Si se adhiere X XI a un punto Po por f(X x {O}) = 
{Po}- entonces se obtiene el cono tmbre X , el cnnl dcnot.arc111os por 
Con(X). 

Ejemplo 2.4. Pegando X X I x Y a la suma disjunta X U Y ¡10r 
(x, O, y) ._. :r., (x, 1, y) ........ y obtenemos el espJcio join X• Y de X a Y. 
Éste consist.c de los cspncios X y Y junto con los scgmcnt.oH de línca:t. 
que unen cada :r. E X a r.adn y E Y, donde ning1ín par de scgn1cntoH 
t.ienc pnnt.os en connín fuera de X U Y. E..q f1-í.cil ver que X• {yo} CM 

ho111con1orfo n. Cori(X). 

Ejemplo 2.5. La construcción de CW-complcjos se lleva a. cabo 
¡mr 711.cdio de adjunción de célulw¡ a través de la.• aplicacioncS carnc
tcristica.•. 

El espacio de ndjunci6n tiene t.runbién relación con el problernn de 
cxt.cnsión y los rct.ract.os. La signicnt.c proposición nos rnncstrn. la forn1n. 
en qnc cst.1-\n 1 igndos. 
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Proposición 2.6. Sean A un .<1ubc.onjunto C<!11ado rlc X, Y 11.n cx
par.io to¡ml<Jgico y y : A - Y 11.na aplicación. Entonces, 9 tentlr<Í. una 
cxtr:n ... _i<Jn ,<1obrc X si y .<1ólo si Y es un n:tmcto de X U" Y. 

Dl·:MOSTltACIÓN. Ver [20] págs. 16-17. 
o 

3. Acciones sobre espacios de adjunción 

Sen G 11n gri1po topológico. Si X y Y son G-Aipacios entonces XUY 
t.cudr1\ una acción natural que le heredan las acciones en X y Y. Surge 
así la pregi1nt.n, ¿cuándo el espacio de adjunción preserva la propiedad 
de se1· un G-c.'l]Jacio'? Una respuesta, que de hecho será la usada en el 
presente trabajo, nos In rnucst.ra ln. siguiente proposición. 

Proposición 3.1. Sean G un gn¡.po topológico, (X, A} un G-par, 
Y un G-c..<ipacio y f: A - Y una O-aplicación. 

Si G es localmente compacto entonces X Uf Y es un O-espacio. 

Di<MOSTllACIÓN. Sen <p : Gx X Uf Y -> X Uf Y, definida de In 
siguient.e rnnnern, tp(g, [x)) = p(O(g,x}}, donde O es la acción natural 
sobre X LJ Y y p es In proyección natural. 

lvlostrcn1os que tp cst.1i bien definida. Se tienen tres casos: 

i) Si X E X\ A o X e Y, es trivial. 

ii) Sean x E A y y= f(x) E Y, tales qne [x] = [y], most.raremos 
qnc <p(9, [x]) = <p(9, (y]). 

y 

Se tiene que, 

<p(9, [x]) = pO(g,x) = p(9x) = (yx] 

<p(9, [y])= p(J(9,f(x)) = p(gf(x)) = [f{gx)]. 

Pero (yx] = [f{9x)], lo qne impli<-.a que <p(9, [x]) = <p(9, (y]). 

iii) Sean x, y X2 E A, donde f{x1) = f(x2). 
Luego <p(9, [xi])= <p(g, (f(x1)]) = <p(g, [/(x2)]) = <p(g, [x2]). 

Most.rernos que cp es una. acción continua en X Ur Y. 
El hecho de que tp es una. acción es claro. La cont.inuidad se obt.iene 

dul sig11ient.c diugran1n: 
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Gx (XUY} ...!!.... 
! id xp 

G. x (XUrY) ....'!.... 

XUY 
! 7' 

XU¡Y 

En cfcc:-t.o, si id es In. idcntidact'en G se t.icnc que ep{icl X_i.1) =pi). 
Corno G es lo~.alm~nt.e r~mpact.o, por el Tcorerna. 'de J ... ' ~-I. Wpit.«?hcn.c~ 
([14]) id ,x p cs .. nna idCntific:nci6n, y como pO cs. cont._i~~~ui; ,~i1~.0Úc'.CS ;.¡,_ . 
es cont.innn. Con est.o queda probada la proposición:'. · · · · · · · 

o 

Note qne la proyección natural p es una G-o.plié~i¿~~~~;~~:lii¡t:·~~i1~~ ' ... 
nc.cioncs O y t.p. - - , , 

··:.;' •• - .. '-·',.> ·-

De ·aquí en nclcla.nt.e considera.remos el espacio clC ~~.cÜnrici.~]i ··_~c: ¡los 
G-cspa.cios X y Y, obtenido mcdiant.c una G-nplir.nci6~.''/._';_~-:~-;--:t'_ Y, 
donde A es nn subconjunt.o cerrado invnrinnt.c de X y G nn gr.upo loc:nl~ 
n1cnte compacto. Esto tílt.imo nos permite asegurar, por la proposición 
3.1, qne el espacio de adjnndón es nn G-cspncio. · -

4. Espacios de adjunción de espacios G-AN E 

En esta sccr.i6n estableceremos la. versión eqnivnrin.nte del tcorc-
1nn de Hyrnan (21] y algunas conse<:nencins del mismo en In. cnt.egorín 
cq11ivn.riru1t.c. 

Con este fin int.roduzcn.1nos algunos concept.os preliminares. El 
primero de ellos corresponde u.l de cnbiert.n sen1ic~anónicl\. Ln. dcfini
ci6n es similar a h" de cubierta c1w.611ica int.roduddn por .J. Dnjundji 
(14], con In diferencia que en este ca ... ~o no se pide qne la cubierta sen. 
loc.alment.c finit.a. Este tipo de cnbiert.ns permit.cu tener nn control lo
cal de los pnnt.os en In front.ern de un conjnnt.o ccrrndo en nn cspncio 
t.opol6gko. 

Definición 4.1. Sea (X, A) un 71ar. Una cubierta abierta {V0 } de. 
X \ A se dice que es una cubierta semic-anónica para (X, A) si 
para cada a E A y cada vecindad U de a en X, cxi.ste una vecindad W 
ele a en X tal que si V0 n W =F 0 entonces Vn e U. 

Al par (X, A) se le lla.n1n. par sernicanónico si tiene 11nn.' Cltbicrt.n 
scmic:anónica y c1uu1do ha.blemOM de nn G-pnr (X, A) nos referiremos al 
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pnr douclc )( es un G-CNpncio y A es un snbconjuut.o cerrn.clo invn.rin.nt.c 
de X. 

Para adecuar Ju. definición 4.1 a la teoría cquivnrinnte es nccCMlUÍO 

inl.roducir el corwcpt.o de G-cnbicrt.n.. 

Definición 4.2. Una ctJ.bierla V = { V0 } de un G-cspacio X se dice 
que cB una O-cubierta si el conjunto de ír~dices n es un G-conju:ii.t'?- (en 
el .<tcntido algebroico, el1 decir, no se pide la continúidad. ·de· la. ':1-cción) 
el cual .. 1atisface la condición: gVu = Van pare: toda et E O y_ tod~.·o E G. 

En bu.se a lo anterior cst.nn1os en posibilidades de definir lo que es 
unn. G-cnbicrt.a canónica. 

Definición 4.3. Un par G-semicanónico es un G-par tal que 
¿'(\A admite una G-cubierta semicanónica. 

Vcan1os u.hora c1ui.ndo podemos tener nnn G-cnbierta scmir.nnónica 
paru. un G-pnr. 

Lema 4.4. Si (X, A) es un G-par con X E G-M, entonces (X, A) 
es G-sern.icanúnico. 

DEMOSTRACIÓN. Sea duna mét.rir.a invariante fija sobre X. Para 
r.adn x E X\ A, sea. Vz In bola nbiert.a de centro en x y radio r, donde 
r = ~d(x, A). Es decir: 

Vz ={y E XJd(x,y) < r} 

Afirn1runos que Vgz = gVz. En efecto, sea w E Yu.:i:· Así, d(gx, w) < 
4tL(gx,A), pero por ser d mét.ricn invariante, d(gx,tu) = d(x,g- 1w) y, 
cou10 A es iuva.ri1U1.tc, se tiene t.lunbiéu que d(gx,A) = d(x,A). Luego, 
d(x,g- 1w) < d(x, A). Es decir, g- 1w E Vz, por lo que w E gVz y 
V,,z e gVz. El regreso es huncclint.o, y se concluye que Vg.z = Vz. 

Luego, In farnilin V = { Vz} es una G-cubicrt.a. ~lost.rcn1os ahora 
qnu es scrnir.nnónica. 

Sen U cualquier vcduclad de a E A en X. Exist.c cut.onces un 
tnírnero r<'.nl s > O tal que la bola con centro en a y de radio 2 . .., 
cst.lt cont.enicln en U. Sen W la boln. nbic1 t.n con cent.ro cu a y de 
radio ~s. S11po11g1u11os que un punto y e X es t.nl que y e Vz. n W para 
~e V. Por definición de Vz se t.icnc: 
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1 1 1 1 
<l(a, x) :5 <l(a, y)+ d(x, y) < 

2
s.+ 

2
<L(x, A) :5 2s+ 2<l(x, a) .. 

Luego, d(x, n.) < s. De la. misma manera, para un punt.O urbit.rurio 
z E Vz se t.icne qne 

<l(a, z) :5 d(a, x) + d(x, z) < d(a, x} + ~d(x, A) :5 ~d(a, x) <: 2.~ 
Est.o implica que z E U y, por lo t.aut.o, V:r e U - . 
De cst.n. manera. V es 1ma G-c11bicrt.a nbiert.a sc1nicunónicn de X\ A 

y (X, A) es 1111 G-par G-scmicanónico. 
o 

Observación. Ln G-cnbicrtu abierta 8CII1icanónir.n. const.rnida. en In 
pntcbn. del lema 4.4 est.1t indexa.da por los clemcnt.os de X \ A, donde 
X \A se considera con10 tm G-conjunt.o. 

En ocn.sioncs es ncccsn.rio que los clemcnt.os de nna G-cubicrt.a sctni
cnnónicn. sean invariru1t.cs bajo la acción de G o ele alg1ín snbgrnpo ele 
61. El siguicnt.c rcsnlt.ado es 1ít.il en cst.e en.so: 

Proposición 4.5. Sea (X, A) un par G-seTnicanónico tal que para 
cada 11 E X \ A el estabilizador Gu es compacto. Entonces· existe una 
O-cubierta scrnicanónica U= {Uzlx E X\ A} tal que cada Uz es Gz
invariante. 

D1~MOSTllACIÓN. Sen V = {Va} una. G-cnbicrta sc111ican6nica de 
X \ A. Fijemos en cada órbit.a G(y} C X \ A, un pnnt.o dignm0>< el 
1nis1110 y y sen Vn E V tal que y E Va. Debido a la compacidad ele G 11 , 

cxist.c nnn vecindad G 11-invnriru1tc Uu t.n.l que U'JI e Va (cst.o se deben. 
que si G 71 ac.t.1ín. sobre X\A, el conjunt.o {y} es un ccrrn.do Gu-invnrinnt.e 
en .}C\A y cst.iL inchlido en V0 • Finaln1ent.c se u.plica la. Proposición 2.1 
del Cnpít.nlo 111 de cst.a. t.csis). 

Para. cada x = hy, donde h E G, definamos U:r = hU11 • Afinna.mOM 
que U:r cst.á bien definido. En efecto, si x t.icnc ot.ra rcprcscnt.n.ci611 de 
In formo. x = h1y, con h1 E G, cnt.onccs h1Y = hy lo qne hnplica qnc 
1i- 1h1Y =y, es decir, 1i.- 1 h1 E Gu· Est.o significa qnc 1i-•1i1U11 = U 11 o, 
lo qnc es lo ntismo, h1 U 11 = hUu. Así, U:r cshi. bien definido. 

Es claro, ele la const.rncción de U:r, que la farnilia. U = {U:rlx E 
X\ A} Cli una cnbicrt.a abicrt.n de X\ A, indexada de hecho por cst.c 
G-coujunt.o, y donde en.da. U:r: es G:r-invn.rinnt.c. 
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Vr . .aruos n.horn. que U es una G-cnhicrt.n, et> decir que U11_,, = f/UL 
pnru. cudn .Q e G y cn.dn. :r. e X\ A. Si x = hy pn.rn. n.lgunn h E G, 
enl.ouccs g:r. = (gh)y; esto es, Uuz = (gh)U'll = g(hU11 ) = !JUz. 

Sólo r(?St.nrín probar que U CH scmicnnónica, pero corno Ur. = hU.u e 
hV0 e V, U es nn rcfinn1nicnt.o de V lo cnnl llcvn. n. que U<~ t.nrubién 
sc1nicnnóuicn. Con cst.o se concluye In prueba. 

o 

El Riguient.c scrl\ 1ít.il en el cnso de G-cspacios norn1nlcs. 

Lema 4.6. Sea X un G-cs¡Jacio con espacio de órbitas normal. Si 
A y B son subconjuntos ajenos cerrados invariantes de X entonces 
cxi.•tc una G-aplicación ,\ : X - (O, l] tal q:te, ..\(A) = {O} y ..\(B) = 
{1}. 

DBMOSTH.ACIÓN. Sea 7r : X - X/G la proyección orbit.aL Como 
A y B son cerrados ajenos invnrinnt.es en X, 7r(A) y 7r(B) son cerrados 
ajenos en X/G y, dado qnc X/Ges normal, existe una función cont.innn 
a : X/G - (O, 1), t.nl que, o(71'(A)) = {O} y a(,,.(B)) = {1}. Así, 
...\ = ctrr es In nplir.ación invnrinnt.c buscada.. O 

La proposición que a cont.inuación se dcmncst.ru., se aplicará. de ma
nera. hnportant.e en algunos lemas de este capít.nlo. 

Proposición 4.7. Sean X unG-espacio, A un . .,ubconjunto cerrado 
invariante de X, V una 11ccindad cerrada invariante de A en X e 
I =(O, l]. Si 

Z =(X x {O}) U (A XI) U (V x {l}), 

y N es una 11ecind11d invariante de Z en X x /, entonces existe una 
vecindad W de A en X, tal que W x I e N. 

DEMos·1·1lACIÓN. Sea a E A. Tenemos que {a} XI e N. Luego, 
pa.rn cada t E I, existen vecindades abicrt.ns Qi de t y Si de a, t.alC8 que 
(a,t) ES, x Q, e N. Así, la familia {Qi} es unn cubierta nbicrt.n de 
I y, debido a su co1npncidnd 1 existe una snbcubicrt.a finit.n. { Q,, }f=1 de 
I. Para C".n.dn, ts, tornemos las respectivas Si,, las cuales son vccindndcs 
abicrt.as de a. Sen Sa = n:a..,. 1s,,. Si W = UaeASa cnt.onr.cs W x I C N, 
por lo que W C8 In vcr.indad buscada. O 

Ln prueba del lema qnc n. cont.inuu.cióu se forn1nla se puede cncon
t.rnr en (21]. 



Leina 4.8. Su.ponga que {V:. ... } es una cubierto .. "it!TTt.icanónica ¡m.ro. 
un ¡Jar (X,..fl}. Sr.an {x..,} y {y..,} dos redes en X\ A y supong1J. que: 
¡1tLra cada "'Y, x..., y y.., .'le encuentrn.n en un elemento cornún Y; de { v; .. }. 
Entoncc..ot {x..,} conucrgc a un punto b E A si y sólo si {y..,} con11erge <J. 
b. 

Grru1 pu.rt.c de los rcsnlt.ados de cst.n sccci6n se bn.san en el Tcorctnn. 
4.10. La irnport.nnr.in de él radica en su nplir.adón n los rcsult.ndOH 
de los espacios de adjunción cquiva.riantcs. La prueba. qnc se prcscnt.n. 
signe la. idea. de (21) para el caso no cqnivariantc. Antes de dcmost.rnr 
cst.c hcd10 definiremos lo que es nn retracto fuerte por G-dcforn1aci611 
de vcr.inchul. 

Definición 4.9. Sea Y un O-espacio. Un subconjunto cerrado in-
11ariantt! D de Y es un retract;o fuert;e por G-deformación de 
vecindad de Y si existe unn vccindnd invariante W de D y unn. bo-
111ot.opía cqnivnrinnt.e h: W x 1 - Y, donde I =[O, 1) t.ienc ln ncción 
t.rivinl de G, t.al que lro es la inclusión de Ben Y, h 1 es nua O-retracción 
ele W sobre B, y h(b, t) = b paro. t.odo b E By paro. todo t E I. 

Teorema 4.10. Sea (T, B} un par G-semicanónico tal que JJU7YL 

catla y E T \ B, el estabilizador G 11 es co1npacto y B es un retracto 
fuerte por G-deformación de vecindad de T. Si tanto B .como T \ B 
Non espacios G-ANE, entonces Tes un espacio G-ANE. 

DEMos~rllACIÓN. Sen h : W x I - Tuna ret.rncci6n f11ert.c por 
G-<lcforrnnción sobre B, donde W es una vecindad invnrinnt.e de Den 
T. Sen {VulY ET\ B} nnn. G-cubiertn scrnir-anónicn pnrn (T, B} con10 
en In Proposición 4.5. 

Para probar qne T es un espacio G-AN E, es suficicnt.e dernOHt.rn.r 
que parn cnnlqnier G-pnr {X, A} donde X E G-M, cada aplicación 
<.."Cl.nivarhu1t.e f : A --+ W tiene una G-cxtensión F : U - T sobre n.lgnnn 
vecindad invn.rinnt.c U de A en X. De cst.o se sigue qnc Flp-•ov> : 
F-1(W) - W es una G-extcusión de vecindad de/, así que W es 1u1 

espacio G-AN E. Luego siendo T In unión de dos subcspncios abiertos 
W,T\O E G-ANE, es él mismo un G-ANE (ver Proposici6n 2.12 pág. 
26 en (15]). 

Dados (X,A} y f: A - W, coustrnyarnos F. 
Scun Ao = ¡-1(B), A, = A\ Ao, y X1 = X\ Ao. Pucst.o que 

Ai CH un subconjunto cerrado invariante de X., /(A1) e T \ D y 
T\ BE G-ANE, cxist.c unn vecindad invarin.nt.e C 1 de A 1 en X 1 y una 



G-nplic1u~i611 4'1 : 01 - T \ B t.iU que </>1 IAi = /IAt .. Sen. el uun. 111ét.ricn. 
invnriu.ut.c sobre X. Pn.ra r.ndn a E A1, sea G 0 el conjunto de puntos x 
en C 1 t.n.lcs que: 

(n.) d(x, Ao) > ~d(a, Ao), 
(h) d(x,a) < d(a, Ao), 
(e) x E 4>1 1 (V.,.,¡.¡), 
(d) x E ,Pj"1 (W). 

Entonces el conjunt.o 0 2 = U{ 0 0 la E A 1} es un subconjunto abierto 
iuvnriante de X1 que contiene a A¡ .. La invariancia de 02 se desprende 
del signient.c hecho: si X e Ca entonces gx e Cga. Est.o se debe a que 
de In. invariru1cia de In mét.rk:n d y de In equivariancia de <P1 tenemos: 

(n.') d(gx, Ao) = d(x, Ao) > 4d(a, Ao) = 4d(ga, Ao), 
(h') d(gx,ga) = d(x,a) < d(a,Ao) = d(ga,Ao), 
(e') gx e u4>1 1 (V.,.,¡.¡) = <Pl'(gV.,.,¡.¡) = <P11(V,,.,.,c.¡} = ef>l'(v.,.,(ga¡), 
(d') gx E a4>1 1 (W) = ef>1 1 (gW) = </J1 1 (W). 

Sen. C unn. vecindad invariante de A1 en X1 cuya cerradura., K, en 
X 1 cstli. contenida en C2 1 y sea,\: X-+ (0 1 1] una aplicación invarin.nt.c 
t.n.1 que >.(A 1 ) = {O} y >.(X1 \ C) = {1}. Est.o es posible debido ni Lemn. 
4.6 del Cnpít.nlo 11 y n. In Proposición 5.28 d"J Capítulo J. 

Definamos "'2 : K U Ao - T por: 

"'2(x) = { h(</11 (x), >.(x)), si x e K, 
f(x), si x e Ao. 

Luego, 4>-2 está bien definida, es cq1üvariant.c y cxt.iende a/ .. A•Ín 
nui.s, cs cont.inua cxcept.o posiblemente en aquellos punt.O.."'i de Ao que 
son puntos límites de K \ A 1 • Probemos la continuidad en dichos 
pnnt.os. Para esto, supongamos que a e Ao es el línúte de una sucesión 
{x,.} en K \ A1 y probemos que {"'2(x,.)} converge a qlo,(a). Para <~wn 
n, sclcccioucmos a.. E A1 tal que Xn E Ca... Con10 {xn} converge n. 
a E Ao, se sigue de la propiedad (n.) que {d(a.,., Ao)} converge a cero y 
de (b} q11c {d(xz, Un)} converge a cero. De cst.a. 11uu1crn. {a,.} converge a 
a. Dado que {4>1(a..)} ={/(a,.)} converge a /(a), podemos encont.rar, 
por (e) y In Proposición 4.8, que {4>1(a..)} converge a /(a). Dndn mm 
vecindad V de /(a) en T cxist.c 1u1a vccindn.d v¡ de f(a), de n1nucrn 
c¡nc a partir de un n grande, la sucesión {tP:2(x .. )} cst.tí. en V., y por la 
clcfinición de </>-.z, In sucesión {</>-¿(Xn)} cst.aní. en V. Esto signifir.a. que 
</>-.1. es cont.inua en a. y, por lo tanto, <l>2 es cont.inua sobre K U A 0 • 

PuCHt.o que...\ = 1 sobre Jn. frontern. (en X1) de e y, con10 "aplica 
WxI en D, scsigucqnc""2 aplica la íront.cra, éJ(KUA0) 1 de KUA0 en X, 
dentro de B. Dado c¡uc Bes un espacio G-ANE, t.enemo..o.; que <l>2 tiene 
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11111\ C".Xt.cnsión cqnivarinnt.c F 1 : U 1 - T n. alguna vedndnd invnrhu1t.c 
U 1 de 0(1<' U A 0 ) en X. Ent.onccs el ronjunt.o U= U, U(!< U Ao) es 
nnn vecin<lnd iuvu.rin.nt.c de K U Ao en X, dn.do que es la. unión de los 
conjunt.os U 2 = U 1 \ in.l.(I<UAo) y KUA0 , ambos cerrados e invnrhu1t.cs 
en U. Co1110 U2 n (I< U A 0 ) es prccis.tuncnt.e la front.cra éJ(K U Ao), se 
concluye qnc la aplicn.dón F : U - T definida como 

F(x) = { Fi(x), si x E U2 , 

f(x), si x E KUAo. 
cst.11. bien definida, es eqttivariant.e y extiende a/, por lo que la pruchn. 
cst.á complct.n.. 

o 

Do acuerdo a la Proposición 2.1 del presente c.apítnlo, p(Y) es 1111 

subcspnr.io cerrado inva.riant.e del espacio de adj11nci6n X Uf Y. En
t.onccs ( ... Y' Uf Y,p(Y)) es nn G-par. Para nuestro objetivo es necesario 
qnc, · ndctnils, sea un par G-scmir.anónico. Los siguient.cs lctnas nos 
pcrrnit.en obtener esta propiedad. 

Lema 4.11. Sean (X,A) un G-par, Y un O-espacio y f: A- Y 
una aplicación cquivariante. Si {V0 Ja E !2) es una G-cubierta semi
canánica para (X U Y, A U Y) entonces {p(V0 )I<> E n} es una cubierta 
G-.•emicanónica para (X Ur Y,p(Y)). 

Dl<Mos·rnACIÓN. En [21] se pmeba que {p(V0 )I<> E O} es 1mn. 
cubiert.n. scnür.nn6ni<'.n para el par (X Ur Y,p(Y)). Por otro lado, dado 
que p(V.,) = Va. para todo V 0 , se signe qnc {p(V0 )J<> E O} es mm 
G-c11biert.a. 

o 

Lema 4.12. Sean (X, A) un G-par seTnicanónico y Y cualquier G
r .. spacio. Entonces el par (X LJ Y, A U Y) también es G-seTnicanónico. 

DEMos~rn.ACIÓN. Sea {Valer E n} una O-cubierta scmica.11611ica. 
para el par (X, A). Como (XUY}\(AUY} = X\A, se tiene que {Val<> E 
n} es t.an1bién 11na G-c11bicrt.a. scmir.anónica para el par (XLIY, ALIY). 

o 

Corolario 4.13. Sean (X, A) un G-par donde X E G-M, Y c.• 
cualquier O-espacio y f: A - Y una O-aplicación. Entonces (X Uf 
Y,p(Y)) es un G-par sc1nicanónico. 
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DBMOSTllACIÓN. Se sigue de nuu1crn. inn1c..-clin.t.a de lott Lcnm .. "" 4.4., 
4.11 y 4.12. 

o 

El Tcorcmn. 4.10 n1ancjn dos concuptos irnportru1tcs, el pritncro 
corrCHpondc al de G-par y el segundo el de rct.rnr.t.o fucrt.c por G
dcfornuu:ión de vecindad. Dnclo que dicho tcorcn1n scrit npticndo n. 
los G-cspa.dos de adjunción, es necesario rclu.cionar los conceptos n1cn
cio1uulos con cst.os G-cspacios. El Corolario 4.13 cst.ablccc el pritncr 
hecho. El segundo se prcscnt.n en los siguientes dos lemas: 

Lema 4.l.4. Sean X E G-MnG-AN E, Y E G-AN E y f : A - Y 
una G-aplicación, clondc A es una subconjunto cernido inva1-iantc ele 
X. Entonces X Uf Y es un espacio G-ANE si y sólo si p(Y) es un 
retracto fuerte por G-deforrnación de vecindad de X Uf Y. 

D1·::Mos~rllACIÓN. S11ponga1nos que X Uf Y es 1111 espacio G-AN E. 
Co1uo Y es 1111 cspo.cio G-ANE y X está. en In dn..~c G-M., f t.icnc 
nnn extensión cqnivnrinnt.c F : U' _,. Y, donde U' es una vcdndn.d 
iuvnriant.c de A en X. Dado que el espado orbital X/Ges norrnnl, por 
In Proposición 5.28 del Capítulo 1, cxist.c una vecindad invariante U de 
A en X, t.nl que A e U e lJ e U'. Definarnos In G-nplir..ación 

h: Z =(X x {O}) U (Ax/) U (U x {l}) - X Uf Y 
por: 

{ 

p(x), 

h(x,t) = p(x), 

pF(x), 

si 

si 

si 

xe X, y t=O, 
X E A, y o :s; t :s; 1, 

X E Il, y t =l. 
Dado que Z es un snbcouj1mt.o invariante de X x I E G-M y 

.,,l( Uf Y es un espacio G-ANE, /t. t.icnc una extensión cquivarinnt.c 
ll: V - X Uf Y sobre algiu1n vedndad invariante V de Zen X x I. 
Sea W' una vc.-cJndad de A cu X t.aJ que W' x I e V., la cual, existe 
debido n In Proposición 4. 7 del Capítulo 11. Por la invariancia de .. V, . 
In vcciudnd invariante W =·G(W') de A en X snt.isfoce también.la 
condición W XI e V. La G-aplicncióu k: p(W U Y) x I -·p(Y) 
dcfinidn. corno 

k(z,t) = { H((plX>- 1
(z),t). 

z, 
si z Ep(W) y 

si z E p(Y) y 

o ::5 t ::5 i; 
0;5t;51._ 



(~ ln. rct.rn.<'ción fuerte por G-dcfornuu:ión <le VL't~indad busc~ndn. de ln 
veciudn.<l invn.rin.nt.e iv Uf Y = ¡1(\-V U Y) sobre 71(Y). 

Snpongnn1os u.hora que p(Y) es un rcl.ract.o fucrt.c por G-defornuu:ión 
de vecindad de X u 1 Y. Ent.onccs, ¡1(Y) es un G-AN E, pucst.o que ffi 
G-homcomorfo n Y. El complcment.o (XU¡ Y) \p(Y) es G-homcotuorfo 
n X\A" por lo t.1u1t.o es nn cspncio en la. clase G-M nG-AN E; luego por 
el Corolario 4.13 se t.ienc q11c (.)(U¡ Y,p(Y)) es 1111 par G-scn1icn.n6nko. 
Así nplicnndo el Tcorc1nn 4.10 parn d caso T =X U¡ Y y B = p(Y) se 
concluye ln. prucht\. 

D 

Lema 4.J.5. Sean X E G-MnG-AN E y A un subconjunto cc1TUdo 
invariante de X tal que A E G-ANR. Entonces, A es un retracto 
fuerte por G-dc/onnación de vecindad de X. Más aún, existe una G
h.oTnotopín. h,, : .,y - X tal que cuTnple lo siguiente: 

1. ho es la identidad en X, 
2. ht(a) = a para cada t E l y a E A, 
3. existe una vecindad abierta invariante U de A en X tal que 

h,(U) =A. 

DBMOSTl<ACIÓN. Como A E G-AN R ·y X E G-M, existe nnn 
vucind1ul cerrada invn.rilu1t.c V de A en X y una G-rct.racci6n r : V -+ A.
Considcrcrnos el s11bconj11nt.o ccrrndo invnrilllltC 

Z =(X x {O}) U (Ax J) U (V X {l}) 
del G-cspacio X X I E G-M. Definamos mm G-nplk.aci6n f : Z - X 
de lit. siguiente manera: 

{ 

X si x E X y t = 0, 

/(:r.,t)= x si xEAy 0$t$1, 
r{x) si x E V y t =l. 

Puesto que X E G-AN E, f tiene nnn G-cxtcusión cp : N - X 
sobre una. vecindad invnrinnt.c N de Zen X x /. Sen W' 1111a vcdndncl 
de A en X tu.l que '1V' x 1 e N, In cnnl existe por la Proposición 4.7 
de cst.e cnpít.nlo. Debido a la invarinncia de N, In. vecindad invn.rinnt.c 
W = G(W') de A en X t.arnbién cumple que W x l e N. De hecho, 
podemos seleccionar W de t .. n.1 tnancra que W C V. Como consccncncin 
de que ul csprn~io orbital X/Ges norrnal, por In Proposición 5.28 del 
Cn.pít.ulo 1, su puede escoger una vecindad nbiert.n invnrinnt.e U de X 
que snt.isfa.cc A C U CU e W. Sea..\ : X - 1 111ut. G-aplica.ción tal 
que ..\(U) = {l} y ..\(X\ W) = {O}. La cxistenc:in de..\ se deben In 
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Proposición 5.28 del Capít.ulo I y u.l Lcrnn 4.6 del prcscnt.c c1Lpít.11lo. Ln 
G-hornot.opín buscndn ht : X - .,y, t E I se define cut.onces corno 

h,(x) = <p(x, t),(x)) 
pnrn cncln t E I y cndn x E X. 

o 

Llegarnos de cst.n n1nnern. a la generalización· cqnivnrinnt.c del Tco
ren1n. de Borsnk-Whitebcad-Hanner. La.pa.rt.c cscncia]·dc In prueba la 
r.onstit.nye In nplicnción del Tcorc1na 4.10 y el nso de los.Lemas 4.14 y 
4.15. 

Teorema 4.l.6. Sean (X, A) un G-par, con X E G-M, y f: A -
Y una O-aplicación. SiX,A y Y son espacios G-ANE entonce.'IXUfY 
c.~ un c~~pacio G-ANE. 

DmMOS'l'tlAClÓN. Sen p: X U Y - X Uf Y In proyección nat.ural. 
De n.cncrdo ni Lema 4.14, para probar que X Uf Y es nn espado G
ANE, basta most.rnr que p(Y) es nn retracto fucrt.e por O-deformación 
de vccindn.d de X Uf Y. Por el Lema 4.15 A es un rct.racto fucrt.e por G
dcformar.ión de vccindnd de X. En consecncncia, existen 1uuL vecindad 
invnrinnt.c U de A en X y una G-homot.opín h, : U U Y - X UY, t E I, 
qltc sat.isfnccn: 

l. ho es In a.plicnción inclusión de U U Y en X U Y; 
2. h.(w) = w para r.acln t e I y w E A U Y; 
3. h 1 es nna G-rct.racción de U U Y sobre A U Y. 
Dcfinan10!-I ahora una G-ho1not.opín k, : U Uf Y - X Uf Y, t E I, 

de la Hignicntc mnncrn: 

k.(z) = p(h.(p- 1 (z))) 
para cndn. t E I y r.adn. z E U Uf Y. De In. segunda propiedad de "" 
He sigue que kt es univnluu.dn. Fti.cih:ucnte se puede cJ1cr.ar que k, es 1111 
ret.racto fuerte por G-cleformndón de vecindad de U.Uf Y= p(U u Y) 
sobre p(Y), y se concluye nsí la. pnicbn. 

o 

Si en el Tcorc1na 4.16 el G-cspacio Y consiste de 1u1 solo clemcnt.o, 
obtenernos lo siguiente: 

Corolario 4.l.7. Sea (X,A) un G-pardondcX e G-MnG-ANE 
y A E G-ANE. Entonces X/A e G-ANE. 
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Eu el en.so cu que el grupo Ges t.rivin.l, el Tcorernn. '1.16 propordonn. 
nnn gencrnliznción del Tcorcnm. de Donmk-Whit.chc.1uJ-I-fn.uner, donde 
In mct.riznbilidnd de Y no es n. .. >ctncridn. ' 

Corolario 4.18. Sean (X,A) un ¡Jar metrizable y J: A -- Y un" 
aplir.ación. Si X y A son espacios ANR y Y e."I un espacio ANE1 

entoncc.f:I X Uf Y eB un espacio AN E. 

Est.nblcc~crCIDos a.hora rcsnlt.ndos similares a Jos de los espacios G
ANE pero para cspndos G-AE. De hccho n.Jgunos se signen de rnnucrn. 
inmcclin.t.n de los probados para espacios G-AN E. En pn.rt.icular, el 
Tcorcrnn 4.10 sigue siendo cscncinl en las pn1ebas que se desarrollarán. 

Por cst.n rnzón, es necesario saber cuándo un cspncio G-AN E CR un 
espacio G-AE. ExiHt.cn varia..~ n1nnern.s de cst.n.blcccr tn.l hecho. Unn de 
ellas, In cunl es usada en est.c t.rabnjo, nos la. rnucstra el signicnt.c lcn1n.: 

Lema 4.19. Sea Y un G-espacio. Si Y puede serG-de/onnado en 
un subc.."lpacio G-AE Be Y, entonces Y es un espacio G-AE. 

DgMos·r1tACIÓN. Sea h : Y x I -+ Y una G-dcfonnndón t.n.l que 
hi(Y) e B. Sean (X,A) un O-par con X E G-M y f: A - y mm G
nplir.ación. Como Y es un G-AN E, se tdgnc que f t.icnc una extensión 
cq11ivnrinnt.e F : U' -+ Y .. donde U' cS alg11nn vecindad invnrin.nt.c 
de A en X. Da.do qnc el espado de órbitas X/G es nornm.l, por la 
Proposición 5.28 del Capít.1110 1, existe una vecindad invnrian.t.e U de 
A en X tal que Il e U'. Por In Proposición 5.28 del Cnpít.nlo I y el 
Lcrnn '1.6 del Capítulo 11, existe una aplicación invnriruJt.e ...\ : X -+ I 
de manera que ~(A)= {O} y A(X \U)= {l}. 

Sea In rcst.ricción "' = h1Flncu¡ : D(U) - B, donde D(U) es la 
frontern. de U en X. Puesto que Bes un espado G-AE, existe una 
extensión cquiva.rinnt.c H : X \ U - B de o. Dcfinan1os q, : X _,. Y 
como 

( ) 
_ { h(F(x), A(x)) 

if> x - H(x) 
si 

si 

xeU, 
xeX\U. 

Es fli.dl ver que <Pes continua, cqnivariante y ndenutq extienden. f, 
por lo que el Jcma es probado. · · 

o 

El siguiente t.corctna es el análogo del Teorema 4.10, para el c1L~o 
de espacios G-AE. 
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Teorema 4 .. 20.. Sr.a (T, B) un par G-scTnica.nónico tal que pani 
r.ada 11 e T \ B, el c.'91.abilizador G 11 es compacto. Sea B un ret.racto 
fu.crtc 11or G-tl<!fonnaci<'in de T. Si B c.'I un cs¡mcio G-AE y T \ D c.'I 
un es¡mcio G-ANE cntoncm1 Tes un c.'lpacio G-AE. 

DBMOSTJlACIÓN. Por d Tcorcinn. 4.10 se t.icnc que Tes nn CHpncio 
G-AN E y dado que, por hipótc:-;is, T puede ser G-dcformndo en B, se 
conclnyc, por el Lcrna 4.19, que T es nn cspucio G-AE. 

D 

Los signient.cs dos lenui..o¡ corresponden a los anáJogos de los lé1nns 
4.14 y 4.15 y sus pntchas son similares. 

Lema 4.21. Sean X E G-M n G-AE, Y E G-AE y f : A ..,...+.Y 
tJ.na G-a11licación1 donde A es una subconjunto cerrado invariante, dé 
X. Entonce.• X Uf Y es un espacio G-AE si y sólo si p(Y) ~es. u1< 
retracto fuerte ¡Jor G-dcfonT&ación de X Uf Y. 

Lema 4.22. Sean X E G-M n G-AE y A un subcon)unto cenndo 
cerrado invariante de X tal que A E G-AR. Entonces, A es un' retracto 
fuerte por O-deformación de X. - ., 

El siguiente t.corcrna es el análogo del Tcorcmti 4.16.-

Teorema 4.23. Sean (X, A) un G-par, con X e G-M, y f : A -
Y una G-a¡Jlicación. Si X ,A y Y son espacios G-AE entonces X UJ Y 
e.'I un C.'llJacio G-AE. 

Di<Mos·r1tACIÓN. Sea p: X U Y - X Uf Y la proyccdón nat.urul. 
De ncncrdo al Lema 4.21, pn.rn probar que X Uf Y es un cspn.cio G-AE, 
b1L.c;tn. 111ost.rur que p(Y) ~ un retracto fuert.c por G-dcformación de 
X Uf Y. Por el Lema 4.22 A es un rct.ract.o fuerte por G-dcformndón 
X. En con:;ccucnc:in, existe uun G-homot.opía hi: X U Y - X U Y, 
t E I, t.nl que satisface: 

1.. hu es In a.plicncióu idcutidnd de X U Y; 
2. h 1 (w) = w pnrn cada t E I y w E AUY; 
3. "-• es una G-ret.ra.r.ción de X U Y sobre A U Y .. 
Definamos ahora nnn G-hon1otopía. kt: X Uf Y - X Uf Y, t E I, 

de la siguient.c rnancra: 
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pn.rn. cn.dn. /. E I y en.da z E Z Uf Y. De la. ~nncln. propiccln.d du ht :-;u 
Higuc que kt es univnhtndn.. Fitr.ilmcnt.c se pncdc dtccnr que kt es 1111 

rct.ra<:t.o fncrt.c por G-dcformadón de X U¡ Y= p(X U Y) sobre p(Y), 
y se cour.lnyc nsí ln prncbn.. 

o 
Al ignn.l que el Corolario 4.17, si en el Tcorenui 4.23, Y <"ont-it.n tiolo 

de 1111 eleri:1cnt.o se t.icnC: 

Corolario 4.24. Sen. (X, A) un G-par donde X E G-M n G-AE y 
A E G-AE. Entonces X/A E G-AE. 

De In 111isn1a má.nera, si G c:s el gntpo t.rivinl se obt.iunc la. gene-: 
rnlizau~ión del T<..'Orcmn. de Borsuk-Whit.ehcad-Hnnncr no cqnivarinut.c, 
donde no importa. la 1nctrizabilidnd de Y. 

Corolario 4.25. Sean (X, A) un par metrizable y J : A - Y una 
aplicación. Si X y A son espacios AR y Y es un espacio AE,. ento11cc."I 
X Uf Y r. • .., un espacio AE. 

El cono de 1111 espacio (ver ejemplo 2.3 de cst.c r.apít.nlo) es de grn.n 
itnport.1u1c.ia. por las propiedades que conserva del csp~io base y su 
const.rucción CH usada en la prueba de algunos tcorcmn.s ele t.opologín 
general. En nuestro caso, dado que es un cc1so pu.rt.icnln.r del cspaw.io 
de ndjunción, nplicarcn1os los resultados obtenidos en las dos secciones 
pr<..'c<...'<.lcnt.cs n.l cono de nn G-cspw.~io. 

Prin1cramcntc 1no..o.;t.rnren1os qne el cono de nn G-cspn.cio es G
<~ont.rn.íblc. 

Lema 4.26. Si T un O-espacio entonces Con(T) c . ., G-contralble. 

D1~MOSTllACJÓN. Dcnot.cmos por tx los pnnt.os de Con(T) donde 
x E Jy y t E I, y por "·" la mult.iplicación de rea.les. Considcrc1nOH al 
int.crvalo I como un G-csparJo con ln acción t.rivin.1. Sea FJ : Con.(T) x 
I - Con(T) In. función definida. de In. siguiente tnlUlcra : 

H(Tx, t) = (t · r)x, para Tx E Con(T), r, t E I 

Afirnuunos que H es una. G-cout.rw.~ción. En efecto, co1no Ox = Po 
donde Po es el vért.icc de Con(T) se tiene qn~ : 

H(rx,O) =(O· r)x =Po y H(rx, 1) = (1 · T)x = -rx 
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Luego, obscrvcn1os qnc El es cquivn.rinnt.e, pucst.o que :
l/[!J(Tx, t)] = H(Tf/X, t) = (t · r)gx = g((t · r)x) = gH(rx, t). 
Sólo rcst.n. probar que El es cont.innn, pnrn. lo cual nnnliznrcn1os In. 

cont.iuuidn.d en los puut.os de Con(T) x I. 
Torncrnos cunlqnicr p11nt.o (Toxn, to) e Con(T) x J • ..-rcncruos cu

t.onces dos cn.~os: 

i) C1uu1do To = O. Ent.onccs Toxo = ¡>o y /-/(roxo, to) = Po· Sen. U 
una vecindad del vért.ice ]Jo. Luego, (x,O) e p- 1(U) pnrn en.da x e T. 
Aden1á.~, por In cont.iuuidnd de 71, se t.ienc que p- 1(U) es abiert.o en 
T x l y, por Ja definición de In t.opologín p!"oduct.o en T x I, exist.en 
nnn. vuciuclnd Vz de X y [O,ez) t.nlcs que Vz X [0,ez) e p- 1 (U), pn.rn 
t.odo x E T. 

Sea: 
Q = LJ[Vz X (O,éz}] 

ze"r 
y considérese V = p(Q) y W = l. Es claro que V es vecindad del 
vért.ice y J.-V es vecindad de t 0 • 

1\-lostrernos nhorn. que H(V X W) e u. 
Scnn 11 E V y t E 1-V. Consideremos los siguientes ca.sos: 
a) "=Po· En cst.e caso H(Po, t) =Po E U. 
b) 11 = Ty, donde TE (O, e 11 ), y E T. Ent.onccs existe una vecindnd 

1lí, de y tal que v., X [O,éu) e Q. Adcrntí.s, t. T::; T, para todo t E l. 
Por lo t.nnt.o t ·TE [0,e11 ). Así, 

H(,., t) = (t · r)y = p(y, (t • r)) E p(Q) = V e U. 

ii) Cuando To =;';O. Luego ToXo =#:Po· Sen. U unu. vecindad de H(roxo, 
to) = (to· To)xo. Ent.onccs (xo, to· To) e p-1 (U). Como p es continua, 
p- 1 (U) es n.bicrt.o en T x I y, por lo t.n.nt.o, existen vccindndCH l\tl y N 
de Xu y to·To rcspcct.ivn1nent.c, t.nlcs que AJ X Ne p-1(U). Ahora bien, 
por cont.innidnd de In n1ult.iplicndón en IR, existen vecindades N1 de t 0 
y N2 de To tales que N1N2 e N. 

Sea V= p(Jl.l X N,) y iv = N¡. 
Como p: T x (0, 1] - Con(T) \{Po} es un homcomorfismo, V es 

nbicrt.o en Ccm(T} \{Po} y, por t.ruito, en Con(T). Adem1ís r 0 x 0 E V, 
dado que To E N2 y Xo E M. Afirmamos que H(V X W) e u. En 
efecto, scnn TX E V y t E J.-V. Ent.onccs, te N 2 , x e }ti/ y H(Tx,t) = 
(t .• TX) E 71(M X (N1N2)) e p(kl X N) e u. 

o 

Ahora bien, de n.r.ncrdo al Ejemplo 2.10 de In. §2 del Cnpít.nlo 1, el 
int.urvn.lo es un G-ANE r.1uu1do G nct.1ín t.rivia.hucnt.c sohre él.· Adenuís, 
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1 e G-M. Est.o irnplicn<JncHi TE G-MnG-ANEcut.ouccsTxl E G
M n G-AN E. Por lo t.ant.o, de ac:ucrdo n.l Corolario 4.17 , Con(T) es 
un espacio G-AN E. Pero, por el Lmnn 4.26 y el Tcorcrnn 4.20 del 
prcsent.c cnpít.nlo, HC t.icnc <JUC Con(X) es un espacio G-AE. Oc cst.n 
1ua.ncrn se hn probado que 

Corolario 4.27. Si X E G-M n G-AN E entonce.~ Con(X) E C
AE. 

5. Uniones de espacios G-AN E 

Cuando se const.n1ycn nuevos G-<~pn.dos que t.iencn ln. propiedad 
de ser CHpn.cios G-AN E y G-AN R n. pa.rt.ir de otros G-cspncios que yn 
t.icnen dichas propiedades, es ba.st.ant.c 1ít.il rn'<l.ncjnr 11uioncs de espacios 
G-AN R o G-AN E. En el caso en que el grupo que nct.1ín. es el t.rivial, 
en (20) se prcsent.an algi111os rcsnlt.ados irnport.ru1t.cs nccrc.n. de cst.c t.ipo 
de problemas. Si el grupo es no t.rivin.l, cxh:1t.cn km siguicnt.cs rcsalt.ados 
para las clnscs de los G-C8pncios nonnu.lcs y G-cspncios paracornpact.os 
cloudc el grupo que 11.Ct.t"u\ es con1pnct.o. 

Teorema ([36)} Sea G un gni.po coTnpacto. Si u.11 O-espacio Y es lu 
unión de un nÚTnc1-o finito de subcspacios abicrto~'I invariantes, donde 
cada uno de ellos f!S un espacio G-ANE para la cla.c;c G-N de los G
r.spacios norrnale.'I, entonces Y es un <'-<rpacio G-AN E para die/ta cln..o;e. 

Teorema ((36, Thcorc1n 2.8}) Sea G un grupo r.0111pacto. Suponga que. 
el G-c.crpacio Y tiene unn cubierta abierta invariante loca.bnentc finita 
{U0 } 0 en tal que rncln. U0 es un es¡Jacio G-AN E para la cfose G-"P tlc 
todo.'I los O-espacios puracornvacto.o;. Entonces el G-cspacio Y es un 
e-..c;pacio G-ANE para cln.sc G-P. 

Dcsn.fort.1uu1dn.111ent.c la deruost.racióu de este t.L'Orcrnn <lndn en (36) 
págs. 350-351 es incorrcct.n, indtIBO cuando el gn1po ar.t.nru1t.c G es 
el t.rivin.l, es dcdr, si G contiene un solo elerncnt.o. En ofcct.o, en la 
forrnuln.ción <lcl Lenm. 2.3 en [36) ln pnlnbrn. "<lisjoint."dcbc de ser udis
crcte" lo cnnl es claro de su dcrnost.rn.ción. l'vhí.s n1ín, c-on ln palabra 
"disjoint."cl Lcrnn 2.3 en [36} no t.ienc lugar. Pero, en la Dcrnost.nu~ión 
del Tcorcrnn 2.8 en (36}, el espacio rclcvn.nt.c Y cst.1í.. rcprcsent.1ulo con10 
11111\ unión disjunta 111nncrn.blc pero no discreta de algunos G-AN E. 
Por t.al razón, el Lcnm. 2.3 no es aplicable a cst.a sit.1uu:ión. Por lo t.n.nt.o, 
la argnmcnt.ación dada en la dcmost.ración del Tcorernn. 2.8 en (36}, <~ 
i1u~orrcct.n. 
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Ot.roH rcs111t.1ulos lm.n Hielo obtenidOH pc1r E. Elfving lJ.5] pnrn la. 
churo G-P· de los G-cspados propios pn.racotnpnct.os que t.icncn espa
cios de órhit.ns pn.raco1np1=u~t.os, donde el grupo n.ct.uant.c es locnlrncnt.e 
conipnct.o. 

Teorema ((15]} St!an G un gnJpo localniente com7Jacto y X un G
e.-.pacio propio, t!l cu.al es union de dos ~.,ubcspacios abiertos 01 y 02, 
c¡ue son cspacioH G-ANE parn la clase G-'P•. Entonces X es un espacio 
G-AN E para la clase G--Pº. 

Teorema ([J.5j) Sean G un grupo de Líe y X un G-espacio propio 
sc¡Jarablc, Tnctrizablc, el cual es la unión de abiertos invariantes { 0 0 }, 

o e n. que son C."lpacios G-AN R paro la clase G-P·. Entonces X e~., 
un r .. spacio G-AN R ¡1arr.i. la clase G-P•. 

En el cuso no cqnivnrinnt.e, un resultado itnport.antc rcferont.c a. las 
unionCN de cspac.ios AN E aparece en (31.]. En él se cstnble<~e que, bajo 
ciert.us condiciones, la nnión de nn 1uímcro nrhit.rnrio de cspa.dos cerra.
dos AN E es t.atnbién nn CHpacio AN E. En esta sccci6n se cst.nblccerá. la. 
versión cquivnrin.nt.c de ret.c t.corc1nn. para el .. ~aso donde el grupo es lo
cuhnent.c con1pnct.o, la n.cd6n c:s propia. y la clase donde se consideran 
los G-AN E es la. clnsc G-M. Este rcsnlt.n.c.lo es fundn:rnent.nl en nncst.ro 
t.rnbajo dado que uos permitirá. probar que 1111 G-CW-complcjo es ttn 
G-ANE. 

La pn1cbn del t.corerna. scgtúrá la idea de la 11tiliza.da en [31), cxcept.o 
en los det.n.llcs donde la existencia de la. acción es esencial. 

Comcncernos cst.nblcciendo 1ma topología adcrnu\Cla para 11n espacio 
t.opol6gico rCHpccto a una cubierta cerrada. En este momento no es 
ncccsn.rio que nncst.ros espacios posean una acción. 

Definición 5 .. 1 .. Sean X un espacio topológico y {An}aen una cu
l1icrta ccrradu de X. Se dice que X tiene la topología. débil re.-1pccto a 
{An}aen si .-1c cumplen las siguientes condiciones para cualquier A C !2: 

(i} La unión U{At'l/3 E J\} es cenuda en X; 
(ii) cualquier subconjunto de U{At'l/3 E A} cuya intersección con 

r.ada AfJ, /3 E J\ es cerrado en X, e.• cerrado en el subespacio U{At'l/3 E 
A}. 

El sent.ido de la Definición 5.1 difiere de la definición para. t.opología. 
débil CHt.nblccido en [14]; así, siempre que mendoncn1os cst.a. topología. 
lo hn.rcn1os en el sent.ido de ln. Definición 5.1. 
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Ot.ros r<!:'mlt.n.dos han sido obt.cnidos pc,r E. Elfving (15] p1u·n. la 
clnsc G-P• de los G-cspn<"ios propios pnrnco1npnr.t.os que t.ieuen espa
cios de órbit.n.s pnrn.co1npn.ct.os, donde el grupo nct.nu.nt.c CH locnhncnt.c 
co111p1w.t.o. 

Teorema ([15]) St!att G un gn1po local1nettte com¡Jacto y X un G
C.'lpacio prvpio, el cu.al es union de dos .'lubcspacios abiertos 0 1 y 0 2 , 

t¡tJ.e sott cspacia.'I G-ANE ¡Ja1n la clase G-P•. Entonce..'I X es un espacio 
G-AN E vara la cla.•e G-P•. 

Teorema ([15]) Sean G un grupo de Lie y X un O-espacio propio 
Bcparablc, 1netrizabfo, el cual e • ., la 'Unión de abiertos invariantes {Onr}, 
o E n, que son C.'lpacios G-AN R para la clase G-P·. Entonces }t( es 
un espacio G-ANR TJUra la clase G-P•. 

En el en.so no cquivnrinnt.e, nn resultado importante rcfercnt.c a las 
uniones de espacios AN E aparece en [31]. En él se establece que, bajo 
ciert.a .. "'I r.onc.lir.iones, la unión de un 111írncro arbit.rario de espacios cerra
dos AN E es tnn1bién un espado AN E. En esta sección se cst.ablccerá la 
versión cqniva.rinntc de este t.corcrnn. para el caso donde el grupo es lo
cnlrncut.c cornpu.cto, In. acción es propia y la clase donde se consideran 
los G-AN E es la. clase G-M. Este rcsult.ac.lo es fundruncntal en nuestro 
trn.bajo dado que nos pcrn1itirñ probar que un G-CW-complejo es nn 
G-ANE. 

La prueba del t.corerna scguirií la idea de la utilizada en [31), excepto 
en los det.nllcs donde la cxistcndu de ln acción es c:scncial. 

Cornence1nos cst.nblccicndo una topología adecuada para 1111 espacio 
topológico respecto a una cnbicrt.a cerrada. En este n1omento no es 
necesario que nuestros espacios posean una acción. 

Definición 5.1. Sean X un espacio topológico y {A.,}areo una cu
bierta cerrada de X. Se dice que X tiene la topología débil rc..'lpecto a 
{ Aa } .... en si se cnmplen las siguientes condiciones para cualquier A e !l: 

(i} La unión U{A,.l.B E A} es cerrada en X; 
(ii) cualquier subconjunto de U{At1IP E A} cuya intersección con 

r.tzda Ap, /3 E A es cerrado en X, C."i cerrado en el subespacio U{At1lf3 E 
A}. 

El sentido de In Definición 5.1 difiere de la definición para t.opología 
débil establecido en [14]; nNÍ, sicrnprc que mcncionc1nos cst.a t.opologín. 
lo ha.rc1110..o.; en el Hent.ido de la Definición 5.1. 
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LOM siguientes lc1nas pcnnit.ir1in establecer la. prueba del t.uorc111a 
principnl du cst.n sección. 

Lema 5.2. Sean X un espacio to¡JOlógico con la topología. débil -
respecto a una cubierta ceTTada {An}nen y Y un espacio 711.t!trico. Sean 
f una aplicación de Y en X y Ya = 1- 1 (A0 ), o E n. Entoncc:s t!

xi.de una cubierta cen-ada {Da }nEn de Y que .~atisfacc las siguien.tc.14 
condiciones: 

{i) 8 0 e Y0 , a E O; 
{ii) {B0 }aen es localmente finita. 

DEMOS"rRAClÓN. Supongamos qnc el conjunto n de índices con
sist.e de t.odos los ordinu.J.cs o menores qne un ordinal fijo TJ. Sen. 

Ba = Ya \ u Yp, C> < 7/. 
ll<a 

Ent.om'CS por el Lema 1 en [31] pñg. 207, la familia {80 } 0 <., es la 
c11bicrt.a deseada. 

o 

Ln siguicnt.c dcfirüción corresponde a nn hecho g(:mcii:.~1.1: de t.Opf?logín 
algebraica y puede ser encontrada .. al igual que la: obscrvació_1.~ _del iscr 
morfismo de los nervios, por ejemplo en (41). , -··· ~ · · ·· 

Definición 5.3. Sean U= {U0 } 0 en y V =,{Valae~'.d~sfami~ias 
de subconjuntos del espacio topológico X con: el, n&ismo '. ca.~i~~to : .de 
índices. Se dice que U es similar a V si para CadG.-A,~··n-se'i'~.mpl~ 
que, . -,-.· 

n Un = 0 si y sólo si n V 0 = 0. 
n:EA a.EA 

En los casos en que las /aTnilias U y V sean cubiertas de X, la .<1i
milaridad de U y V implica que lo.• nenrios N(U) y N(V) son isomorfos 
con&o con1¡1lejos si111.pliciale.s. 

Lema 5.4. Sean Y E G-M, B un .~ubconjunto cerrado invariante 
de Y y {Bn}aEO una cubierta invariante cerrada localmente finita de 
D. Entonce..., existe una vecindad invariante cerrada F de B en Y y 
una cubierta invariante ce.nuda localrrie.nte finita {Fn}nen de F la cual 
.•ati.•face: 

i) Fa n D = 8 0 , <> E f!; 
ii) {Fn}oen es similar a {Bar}nen· 
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DBMOsrrn.AcIÓN. Sea 11" : Y - Y/G la proyección orbit.n.1 de Y. 
Corno 7r es una. aplicación abierta. (ver por cjcrnplo [11)) y 1oH conjnnt.os 
B y Dn, a E !l, son invn.rilUltcs y cerrados en Y, In.~ irn.t'igcncs 7r(lJ) 
y 7r(B0 ) Hon cerrados en Y/G. Asimismo, no es difícil checar que In. 
fnmilin {7r(B0 )}06n es localment.e finit.a. Aplir.ando el Lcmn 2 de [31] 
p1\g. 208 n. Jos conjunt.os 7r(B) y {7r(Ba)}aew en Y/G, encontrarnos nnn. 
vecindad cerrada F de 7r(D) en Y/G y unn cnbicrt.a cerrncla. locnlrncnt.c 
finita {Fola E !1} de F t.al que Fon 7r(B) = 7r(Bo) para r.adn °'E n 
y {F0 } 0 en es similar a {7r(B0 )}0 en• Seleccionemos ahora F = -rr- 1 (F) 
y F0 = 7r- 1(fr0 ), a E !l. Tanto F como F 0 , a e !2, sat.isfaccn ltL~ 
condiciones rcq11cridas. 

D 

Lema 5.5. Sean Y e G-M, B un subconjunto cenndo invariante 
tle Y y F una vecindad cerrada i11:variante de B en Y. Sea {F0 }aen 
una cubierta cefT'ada invariañte localTnente finita de F. Supongamos 
que para cada a, existe .una veciTidad cerrada invariante Cea de F 0 n D 
en Fn. Entonces: · 

":";~·~~ ~ 
···.O= LJCa 

, . __ ·--~ aen 
c.<1 una vecindad cefT'ada iitvariante de B en Y. 

DEMos•rRAcIÓN. Por el Lema 3 en [31] p•\gs. 211-212, O es un" 
vcciudncl cc>.rrada de B en Y; además, como es tmn. tu1ión de conjunt.os 
invnriant.cs, también e es invn.riru1tc. 

D 

Lema 5.6. Sean X un G-espacio y {A1}!'=t una cubierta cerrada 
invariante de X. Supongamos que ~=1 A,J es un G-ANE para cada 
i1,i2, ... ,ip E {1,2, ... ,n}. Sean también Y e G-M, B un subconjunto 
r.cfT'ado invariante de Y y {l'i}?" .... 1 una cubierta cerrada invariante de 
Y. Sean Bi. = B n Y¡, i = 1, 2, ..• , n, y f una O-aplicación de D en X 
tal que f(B;) CA;, i = 1,2, •.. ,n. 

Entonces existe una vecindad cenuda invariante F de B en Y y 
una extensión cquivariante h : F - X de f tal que h(F n Y;) e A; 
p<lra todo i = 1, 2, •• , n. 

DEMos·r1uc1ÓN. Pongamos 

H = LJ{n7= 1Y;,I (1"17_ 1Y;,) n B = 0,i.,i,, ... ,ip e {1,2, ... ,n} }. 
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Co1110 .E/ n D = 0, H y B son snbconjnnt.os cernu:lo:s invn.rin.nt.11..~ 
du Y y Y/Ges 11or111nl, por In Proposición 5.28 del Cnpít.ulo I, existe 
nnn. vecindad cerra.da invnriant.c D de B en Y t.n.l q1m D n II = 0. 
Sen D¡, = D n Y;, i = 1,2, ••. ,n. Luego {D¡}:-,.,. 1 es sirnilnr n. {Dr}!~ 1 . 
Dcnot.emos por I< el nervio de {D¡}. Un sin1plcjo de I< e; dcuot.ado 
por (i0 , ••• , ip), io, ... , ip E { 1, 2, ••• , n }. Para cada sitnplejo s = (io, •.. , ip) 
ele I< pongamo:s l.sl = ~5'0D¡r Proporcioncn1os ahora un orden n. los 
situplcjos <le I< de In Riguicnt.c 1nancrn: 

i) si los sitnplejos t.icncu la misma dirncnsión, cnt.onc:cs el orden pn.ra. 
ellos es arbit.rn.rio; 

ii) si dini s > dirn s' cut.onces diremos q,1c s es menor s', es dt..."<'!ir, 
H < s'. 

Fijc1noH 1i E K y supongamos qnc, para r.ada sirnplcjo s < "H, 
se pueden construir 1u1 conjunto ccrrn.clo invuriant.c kf(s) y nnn G
aplica.ci6n J. : Al(s) -+ ~=0A,, t.alcs que c111nplc11 )ns signicnt.cs condi
ciones: 

i). M(s) es una vecindad cerrada de isl n B en isl; 

ii). J. cs una G-aplir.aci6n de 1\.-f(s) en ~-0A¡, ,._donde ~<J.~· (io, ... , ip), 
~~= . . 

fal11nl\l(•) = /lllñM(a)t 

iii). Sean s1 y ·"'2 dos shnplejos t.ulcs qlte s1 S·s2 S s y s1, s 2 gm1era.11 
un shnplejo s 3 dc,K. Ent.onccs tenemos que: 

(M(s1) n is31) U (.M(s2) n is3:> e iW(.•a) 

f.1 JAt(•1)nMC•2) = /a2 IMC•1)nAt(•2)· 

Const.r11yn.n1os ahora unn vecindad cerrada invarin.nt.c N/(S) de JSI n 
B en IBI y una G-nplicnci6n fa que snt.isfngan i)..-, ii)¡ y iii)¡. 

Sea;¡= (ko,k,, ... ,k,), k; E {1,2, ... ,n}, j =O, 1, ... ,1. 
Considcrc1nos prirnern1ncnt.c el caso cuando S es nn shnplcjo priu

cipnl, es decir, c¡11e S no es cara de un simplejo de dimensión ma
yor. Vemos ent.onccs que isi n (U{isll.• < s}) = 0. Consideremos 
/h;;1nu : IBI n D -+ n~=oA1:,- Corno n~=oAkJ es un espacio G-AN E 
cxist.c una vecindad cerrada invnriant.e JW{S) de ISI nB cu ISI y 1ma. G
r.xt.c11si611 /;; : A-1(.<i) -+ n~""0A1i:J de /h•1nu- Es f1icil verificar que kl(ii) 
y J¡ Nat.isfaccn las condidoncs i)..-, ii).¡¡ y iii)¡. 

Vcn.n1os u.hora el r.nso cuando ;;¡ es una cara de algunos sin1plcjo..~ de 
dirnensión rnn.yor. Sen .<; unn. e.ara de B!+ 1, i. = 1, 2, ... , 111.. Dn.do que 
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.1W(.-l,+ 1) es una V'X'inclad cerrada ele .Js~+• ¡ n B en Js~+• ¡ y Js~+• ¡ e J.'iJ, 
i = 1, 2, ••. , 1n se t.ic_nc que: 

"' ~~~~~~~ 
CLJ Jsl+.'J\ k[Cs:+1

)} i;-i (JiiJn B) = 0. · 
,i=-1 ... ' .·· :.,-:; .. · .. ·.,·,.:· '.,·,' 

Puesto qnc Jos -d~ · c:o~j1u1toS .~e la f~~~ntn··a~t.crior son cerrados u 
invnrinut.cs y fSl/G.cs .nn•cspa.Cio:D~rmRJ~ipOr Ja Proposit!i~n 5.28 del 
Cnpít.nlo 1,- c-.xist.c cnt.onccs·:una' yccindRc.l cicrrudn' ii1vn.rhmt.c N de ISJ nn 
en JiiJ t.1i.l qne: · · · · · · · ·. · 

iVn(LJ1st'.J\M.·c ... :+1>) ~ 0. 
i=-1 ,,·: - ·.· " 

Ent.onccs definimos 11ltn. a.:a(>Ur.a.ción 

"' l 
°': LJM(sl+l) U (JiiJ n B)-> n Ak, 

i-1 ;-o 
por: 

ct"IAtC•!H> = f.:+i, i = 1, 2, ... , Tn, ct"lr•1nu = f, 
entonces o es una función continua bien definida debido a In hipót.cxis 
de inducción. Como n}-oAkJ es 1111 espacio G-AN E existe una vecindad 
ccrradainvnrinnt.e Jl./(ii) ele u;:., Jl./(sl+')u(JiiJnB) en LJ:'.:. 1 Jl./(s:+ 1)uN 
y una extensión cqnivnrin.nt.c /ii de o sobre 1\-/(S). 

Da.do que LJ7,!. 1 A1(s~+t) UN es una vecindad cerrada invnrinnt.e de 
ISI n B en JSI, se verifica fií.cilmcnt.c que ]na ,.~ondicioncs i)ii, ii)¡ y iii)¡¡ 
se curnplcn. 

De c:;t.n rnn.ncra hcrnos const.rnido A'l(s) y/,. t.alcs que curuplcn i),., 
ii),. y iii)., pn.rn. c1:1.dn. s E I<. 

Pongn.m08 ahora F = UaeK M(s); cut.onces Fes una vecindad cc
rrndn invnriant.c de Ben Y, por el Lema 5.5. Definimos h: F - X por 
hlAtC•> =J •. Dado que la. condición iii}. se sat.isfn.cc pllra r.adn se K, 
t.cncmos que F y h son In vecindad cerrada. invariante y In extensión 
C.'<t•tivarinnte qtte b11scábarnos, rcspcct.ivnn1cut.c. 

o 

Lema 5.7 .. Sean F E G-M y F una cubierta ccTTada invC1riantc 
local"ientc finita de F. Entonces existe una cubierta abierta invariante 
localmente finita V = { Vp} PE-' de F tal que pam cada {i E A el conjunto 
Vp int.ersecta ttnicaTncntc un nú1ncro finita de clcnicnto.<J de :F. 



D1.;MOSTllACIÓN. Sen. 7r : F -+ F/G la proyección orbit.nl de F. 
Debido n que F E G-M por el Teorema 4.3.4 de (39] p1lg. 318, t.cncu1os 
c111e F/G es rnet.riznblc, así que t.1unbién es pn.rncompnc.t.o y norn1nl. 
Ent.onccs :F = {7r(F')IF' E F} es nna cnbiert.n. ccrrndn locnhncnt.e 
finita de F/G. Para cadn X E F/G sclcccioncrno.q nna vccindn.d Üx 
que int.crscct.a solamcnt.e un n•~lmero finit.o de elerncnt.~s de fr. Por In. 
nonnalida.d de F/G podernos encontrar una vecindad lVz de X cuya ce
rradura cst.á contenida en Üz. Por la paracompacidrul de F/G podcrno."i 
encont.rar un refinnrnicnt.o abierto localmente finit.o {Vµ} /:IEA para In 
cnbicrt.a {W;; x E F/G}. Tomemos V= {7r- 1(Vp)ll'I E A}. Luego V"" 
In cnbiert.n que satisface este lema. 

o 

Después de cst.os lc1nas estamos listos para probar el t.corc1na prin
cipal. 

Teorema. 5.8. Sea X un O-espacio que tiene la topología débil 7"C

specto a una cubierta cerrada invariante {Aa}nen· SupongaTnos que 
para cada subcolección finita {A0 ,}i-1 de {A0 } 0 en 1 la intersección -
n~_ 1 An, es un espacio G-ANE. Entonces X es un espacio G-ANE. 

DEMOSTRACIÓN. Sean Y E G-M, B un snbr.onjnnto ccrrndo in
vnriruit.e de Y y f una G-aplicación de B en X. Deseamos tnostra.r que 
cxist.c una vecindad cerrada invariante U de B en Y y 1111.n. cxt.enHión 
cqnivnriant.e h : U -+ X de f. 

Sea{} el conjunto de indices a t.alcs que son menores qnc un ordinn.l 
fijo T/· Pongnrnos ºª = f- 1(Ao) y Da = ºª \ uf:J<aC/J pnrn. cada Q < T/. 
Ent.onccs F1 = {B0 la < 17} es una. cubicrt.n ccrradn. locnlmcnt.c finit.n de 
B debido ni Letna 5.2. Clnrrunent.e los conjuntos B 0 son G-invurinutCH. 

Aplir.a11do el Lcn1n 5.4 encont.ramos 11nn. vecindad cerrada. i11varin.11t.e 
F ele B en Y y una cubierta cerrada invn.riaut.c locn.hncnt.c finit.a. :F'2 = 
{Fn}n<ri de F t.nJ que F,. n B =Bu para cada a< 11, y F 2 es similn.r n 
:F,. 

Con10 F2 es nnn cubierta cerrada invariante locn.hnent.c finit.a de 
F, existe, por el Lema 5.7, 11na c11bicrta abicrt.a invarin.nt.c localmcnt.c 
finita. { v/J} /JEA de F tal que para cada fJ E A el conjunto v/J int.erscct.n 
solo 1111 111ímero finit.o de clcn1ent.C>H de F 2 • 

Pongruuos B = {VplVp n B o/: 0}. Ent.on<:cs B es una cubicrt.n 
currad.a locahncnt.c finita de By F' = U{VIJIV/J E 8} es nnn vecindad 
cerrada invarin.nt.c de B en Y. 
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S11pongn.1no..'i ahora que el conjunt.o de índices /3 pn.rn la en bicrt.n. B 
conHistc de t.odos los ordinales {J rncnorcs que 1111 ordinal fijo 6 y pongn., 
paru. cada O < 6, Po = LJ.B$O Vp. 

Por ser B locn.hneut.e fini t.n, cndn. Po es ccrrn<lo en Y (ver por cjcn1plo 
[14]}. 

Sea 1~ < 6. Snpongrunos que pnrn en.da O < µ, se const.rnyen el snb-
conjnnto cerrado invnrinnt.c No y In G-nplicación fo, t.nlcs que cnn1pleu: 

i)o No es unn vcdndn.d ccrrn.dn invnrinnt.c de Po n B en Po; 
ii)o fo es una G-aplicn.r.ión ele No U B en X; 
iii)o fol11 = f; 
iti)o si "Y< O, se tiene N-y C No y folN.., = /..,; 
11)0 No\U-,<0 N., e Vo; 
vi)o pn.rn cu.da a < 7/ se t.icnc fo(No n F 0 ) e A 0 • 

Sen l'vl = U{NoJO <µ}u B. Luego l'vl =Bu u.<,.(No \U-,<• N..,) 
y, nsnndo 11)0 , tenernos que Mes ccrrndo en Y. Definamos g : kI-+ X 
corno YIN,,ulJ = fo. Por i11)0 y el hecho de c¡nc Bes locnhucnt.c finit.a, 
t.cncrnos que g cst.11. bien definida y es cont.inun. 

Sea.u F 01 , ••• ,F0 n nqncllos clcrncnt.os de F2 que iut.crsect.an a V,¿. 
Aplicando el Len1n. 5.G n Vµ, V,¿nkl, {V,¿nF0 ,lí = 1,2, •.• , n}, Uj_ 1A 0 , y 
ngll7,:"nAt : V,¿nk/-+ Ui~ 1A00,, podemos encout.rar una VCC"Jndu.cl cerrada 
invariante !viµ de V,, n M en V,, y unn G-nplicación h 1¿ : A-1µ-+ Ui!,. 1Aa, 
t.n.lc:i q11e h,,117,:"nM = 9117,:"nAI' y hµ(kIµn Fa,) e Aa,, i = 1,2, ••• ,n. 

Sen 
N,. = LJ No U M,. = LJ Mo 

0<µ OSµ 

y definmnos / 1, : N,. U B - X por f,.J., = g y f,,Ji'vl,. = h,.. Usru1do el 
Lcnu\ 5.5 se prueba. i)1,. Las condiciones restantes son ftícilcs de chCC".nr. 

Sen U = Uo<6No y defi11an1os h : U-+ X corno hlN,,uJ.1 =fo, O < 6. 
Así, U es una vecindad cerrada invariante de B en Y, de acuerdo al 

Lcnu\ 5.5, y h. es Jn extensión C.'<tllivariu.nte de J cinc b11sc1íb1unos. Por 
lo tn.nt.o, la prueba está complot.a. 

o 

6. G-OW-complejos 

En cst.a se<:ción rcst.ringircmos las acciones de grupos lo<:nhncnt.c 
con1pact.os a grupos de Lic. Probarc1nos t.arnbión que cndn G-CW
complcjo propio es nn G-AN E. En el c.1~'«> en qnc el grupo es dis
crct.o, 1111 G-CW-con1plcjo c.onsist.c sirnplcn1ent.c de un ordinario GW
cornplcjo X y nnn ncci6n de G sobre X In cnn.l perrnnt.n las r.éluln.."1 



(es decir discos· n-ditncnsionnlcs). Pn.rn esto ven. la 1nonogr1úín. de G. 
Brcdo~i. [1~)~_ .. Los G-C'.W-c:otnplejos, cuando ln acdón es de nn grnpo 
no discrét.o, fueron 'definidos por S. lllman en (23) y (24) y por T. 
Mat.mnot.o en (34]. 

Al.ig.uU q•tc en el r.aso 110 cq1tivariant.e, la·dcfinidón de t.opologín. 
coherente jucgn. nn papel import.nnt.c cu In definición de 1111 G-Cl-V
complcjo. 

Definición 6.1. Sean {Xa}aen una colección de espacios topológi
cos y X = U 0 Xa .. Entonces se define una topología de X declarando un 
conjunto C de X como un cerrado si y sólo si su intersección C n X 0 

es un cerrado en Xa paro cada cr e !l. A esta topología .'le le llauia la 
topología coherente de X respecto a {Xa}aeO• 

Dcscribn.1nos ahora córno son las células cqnivarin.nt.cs y cómo se 
rcn.liza el proceso de upcgn.rla.."i" parn. la construcción de los G-C\.V
con1plcjos. 

Definición 6.2. Scrul. X un G-cspacio de Hausdorff y A 1111 subcon
junto invnrinnt.c de X. Ent.onccs se dice que X se obtiene adjuntando 
o-células equivariantes si existen G-conj11nt.os ccrrnclos {c';'};eJ ele 
X t.nlcs que: 

1) X= AU( U c'J) y latopologiacscohcrcnt.crcspcct.o n. {A,cj};eJ; 
;eJ 

2) Sean ~· = c'J n A y e;= c'J \ é'j. Ent.onccs: e: ne~·= 0, si i ~ j; 
3) Para t.odo j e J existe 1m subgrupo cerrado H; de G y 1111n. 

G-nplir.ación 
</>;: (JD>n X G/H;, sn-l X G/H;) - (cj,é'j) 

donde </>; es 1uuL nplicaci6n cociente y </JJI : (ÜJ>" xG / H;) -e; es un 
G-homcomorfismo. 

Definición 6.3. Un G-CW-Complejc consiste de un espacio X 
de Hnusdorff y una filtración Xo e X 1 e X2 e ... de G-conjnnt.os 
cerrados de X t.alcs que: 

1) Xk se obt.icnc de xA:-t udjnnt.1i.ndole A.-célulns cc:¡11ivnrhu1t.cs con 
k = o, 1, ... ex-• = 0). 

2) X= U X*, y X t.icnc la t.opología.cohcrcnt.c rcspcct.o a {Xk}k2::0· 
k2::0 
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En el r.nso de los G-CW-complejos, las célnln.s son los G-cspncioH 
G/H x ID", donde' D" = {x E lR"J Jlxll :5 1}, n = 1, 2, ... (nqní Il»" CH 

el espacio que conHt.a. de nn punt.o y s-1 = 0), y .f/ es nn snbgrnpo 
ccrrndo de G. 

La acción de G sobre el espacio cociente G / .fl es por traslación 
izquierda y la ncción de G sobre los espacios Illl" y sn-t es In trivin.l. 

Algunos ejemplos de G-CW-cornplcjos sr prcsent.ru1 a cont.innn.c.~ión. 

Ejemplo 6.4. SeaG = Sº yla (n-1)-e .. /eTBSn-l = {:r; E IR"llJxll = 
1} con la acción dada por la multiplicación por escalar, 

G X sn-l - S"-1 ; (t,x) ...... tx, t E G = {-1, l}, :r; E S"'.'"1 - . 

En este ca.#lo la acción es libre y si denota1nos por X al G-espacio 
sn-1 , entonces X tiene la siguiente desco1nposición COTnO un G-CW -
cornplejo: 

Xº:= G ~Sº, 
X""' := xn-.-l U41 ... G X 1Ill"', donde q,rn: G X sm-l - xm-t = srn-1 

e .. tá dada por q,~(t,x) = tx , (1 :5 m. < n). 

El espacio orbital X/Ges el (n-l)·espacio proyectivo real JRpn-l y 
la G-CW e.~tructun1 de X induce la descomposición celular no equivari
ante de R.P"- 1 • 

Ejemplo 6.5. Sea G = S 1 la esfeTB "nitaria y X= s 2n-t = {z E 
C"JIJzJJ = l} con la acción: 

GxX-X,(Á,z)=Áz,ÁEG,zeX. _ 
Se tiene que la acción es libre y que X tiene lá Siguiente descom-

posición como un G-CW complejo: 

Xº :=G~S1 , 
X 1 :=Xº, 
x2rn := x2m.-l U<1>2- G X 11112rn, donde q,2rn: G X s2m.-l - x2m-I = 

X 2'"-2 = s2rn-t está dada por ,P2"'(J.., z} = >..z. (Notemo~~ que el 2rn
e..•u1ucleto cquivariante x 2 m. de X no es un 2rn-csqueleto de X para el 
CCZ.'lO de la descomposición celular no equivariante pues G = S 1 tiene 
dimensión 1). 

El espacio orbital X/G es el (n - !)-espacio proyectivo coTnplcjo 
cpn- 1 y, nuevan1cntc, la estnlctura G-CW de X induce la descom
po,'lición celular no cquivariantc de cpn- •. 
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Ejemplo 6.6. Si G = S 1 actúa sobre S 2 mediante la multiplicación 
cntOTl.Ct!.'I $ 2 tiene Una descoTnposiciÓn celular equivariante cn dos 0-
célula.• lll>" x G/G y una 1-célula DJ) 1 x G/{c} (e c.• la identidad de 
G). 

Los sig1iient.cs dos rcs11lt.ados son irnportant.es para el rcs1tlt.ado prin
cipal de cst.a sección pues nos permiten cst.ablcc:cr c1uindo un G-CW 
co111plcjo us propio y pnraco111pa.ct.o .. 

Proposición 6. 7. Sea X un G-GW complejo. Si para cada x E X 
el estabilizador Gz es coTnpacto entonces X es un O-espacio propio .. 

DEMOSºI"H.ACIÓN. Ver Proposición 4.10 en [15) pág. 40. 
D 

Proposición 6.8. Sea X un G-GW complejo. Entonces X y X/G 
son c."l]J<lcios parncompactos. 

DioMOS'l•H.ACIÓN. Ver Proposición 4.16 en [15) ptig. 42. 
D 

Los tdg1ücnt.cs tres resulta.dos tienen el fin de cst.ablcc:~cr las condi
ciones nuccsn.rins para que el teorema principal de cst.a sección sea nnn 
consccncncia. de Ja nplir..ación de los principales rcsnlt.n.dos de las dos 
se<~cioncs prcccdent.cs. l\-lostrnrernos., primeramente., q11c 11n espacio 
AN E p11cdc ser visto como 1111 espacio G-AN E y q•1c la 11nión disc.~rct.a 
ele espacios G-AN E es t.ambién G-AN E. Finalmente, He probnní. q11c 
la 11ni6u discrct.n de G-célulns de G-CW complejos son espacios en In 
int.crsccción de las cln.scs G-M y G-ANE. 

Lema 6.9. Si X es un cBpacio AN E entoncc.'I X es un c.<1pacio 
G-ANE, donde G actúa trivialmente sobre X .. 

DEMOSTRACIÓN. Sean Y E G-M, B un subconjnnt.o cerrado in
vn.rinnt.c de Y y f : B - X una G-aplir.ación. Sea 7r la proyección 
orbit.nl. Ent.onccs t.cnc1nos una nplir.nción J: B/G - X inducida por 
7r y f (vea por ejemplo [38)), de manera que cumple Jo 7r =f. 

Corno B es un cerra.do invnriant.e de Y, B/G es un snbcspa.cio 
cerrado dul espacio 1nét.rico Y/G y da.do que X es un espacio ANE, 
existe nnn. vccincln.cl Ü de B/G en Y/G y una cxt.cnsi6n h. : Ü - X 
de J. Ahora bien, .,..- 1 (Ü) es una vecindad invnriant.c de Ben Y y 
h = 11. o 7r es una cxt.cnsión L'<tnivnriant.e de/. 

D 
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Proposición 6.10. Si {Xnr}nen es unafarnilia ele ~'17'acio.<1 G-AN E, 
entonce~"' la unión di.."icreta X= UuenXa es 1.!n espacio G-ANE. 

DEMOSTRACIÓN. Sean (Y, D) un G-pnr con Y E G-M y f: B -
X unn. G-n.plir.nción. Sea Ba = J-1(X0 ). Ent.onccs {Dnr}aen CH nnn 
cubierta ccrrnda. invnriant.c localrnent.c finit.n de B. Por el Lcrnn 5.4 de 
CHt.c capítulo, cxist.c una vecindad cerrada. invnrinnt.c F de B en Y y 
una cubicrt.a. ccrrncln invarinnt.e loc.nlmcntc finita {Fa}aen de F t.n.1 que 
Fnr n B = Bn y Fa n Fer= 0 siempre que a=/:- a'. Sea U el int.crior 
ele F y U 0 = Un Fa. Del he<~ho de que {Fa}aen es localmcnt.c finit.u. 
He sigue que cada U0 es abicrt.o en U (y por lo tant.o en Y). Con10 
X 0 es un cspn.cio G-AN E cxist.e una unn vecindad abicrt.a i11vnriru1t.c 
V 0 de Ba. en Ua. y una G-nplir.ación <l>a : V0 - Xa. que cxt.icndc In 
aplicn.ción Jiu ... Por t.nnt.o se t.icnc que el conjnnt.o V = UnenVa es 
una vecindad abierta invnrinntc de B en Y y cut.onces la. aplicación 
t/l : V - X definida por tPJv .. = t/:>n, a e O, es la cxt.cnsión cqnivn.rinnt.c 
de vecindad de r buscada. 

o 

Proposición 6.11. Sea {Ha}aen una farnilia de subgrupos coTTi
pactos de G. Entonces el O-espacio 

X= U0 en(G/H0 ) x Z 
donde Z puede sersn-• o D", está en G-M n G-ANE. 

DEMOSTllACIÓN. Sea X., = (G/H.,) X Z. Por el Lcrnn 6.9 del 
prcscnt.c r.apítulo, Z es un espacio G-AN E y por los proposiciones 2.5 
y 2.7dc (15] págs. 23-25, cadaG/H., es un G-ANE. Luego, el prodnct.o 
Xa = G/Hn x Z es tlUllbién nn G-ANE. AP.Í, por In Proposición 6.10, 
X es 1111 G-AN E. Sólo fnlt.a probar que X cst•i en la dnsc G-M. 

Selcccioncrnos, sobre cada espacio cociente G/H0 , 1u1a n1étricn. G
invnriant.e Pn (pnrn. Ja cxist.cncin de dicha mét.rica ver por ejemplo (39])y 
nnn. tnétrica 6 sobre Z. Entonces para cada cr e n, la fónnnln: 

d'.,(x, y) = p.,(x,, Y1) + 6(x2, 112) 
donde x1, Y• E G / H 0 y X2, Y2 E Z, define tUU\ métrka G-invurin.nt.c 
sobre Xa• 

Ahora, para r.ada a E O, sea da corno sigue: 

{ 
d' .. (x,y) 

d 0 (x,y) = 
1 

si 

si 

d'0 (:c, y) ~ 1, 

d' .. (x, y) > l. 
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Se t.icnc qnc lns n1ét.ricns d 0 son G-invarinnt.cs. Ent.onccst nnn. n1ét.ri
cn. G-invnrin.nt.c para el G-cspncio X pncclc ser definida. de t11EU1crn. qno 
sen. co1npn.t.iblc con sn topología, de In siguiente nu\ncra: 

l( ) 
_ { cln(X, Y) 

' x,y - 1 
si x, y E Xa pnrn. alg1ín a 
en cualquier ot.ro e.oso. 

Con esto conchtimos la prueba. 
o 

Ahora cst.amos en posición de probar el rcsnlt.ado prinr.ipn.l de cst;a. 
scc~ci6n. 

Teorema. 6.12. Sean G un gn1.po de Líe y X un G-CW co1nple;jo 
¡n-opio. Entonce~., X es un e~11pacio G-ANE. 

DEMOSTRACIÓN. El 0-csqnclct.o Xº de X es una nni6n discrct.n de 
espacios cocicnt.cs G /Ele.., a e í!, donde H 0 es un snbgrnpo compnct.o 
de G p1un cada a e n. Como se mencionó antcriorment.ct cada espacio 
cocicnt.c G/Hn es 11n G-ANE y, se signe de la Proposición 6.lOt q11cXº 
CH un G-ANE. Suponga que n ~ 1 y que el (n - 1)-csqnclct.o, ..,.yra- 1 , 

es lllt G-AN E. Pero el n-csqnclet.o X" puede ser obtenido <le xn-l de 
la signient.c manera (ver el Comentario 4.3 en [15]): existe una. familia 
{H:1}JeJ de s11bgr11pos cornpn.ct.os de G y 11na G-aplir.a.ción: 

<p: (U;eJ{G/H;) x sn-1) - xn-1 
t.nlcs que 

X" es G-homcomorfo a (U;eJ(G/H;) X llJ)R) u.,xn-1. 
Adcrm\H, las uniones discret.as U;eJ(G/H;) X lll>" y U;eJ(G/HJ) x 

S"-1 cst.án en la clase G-M nG-ANE, por Ja Proposición 6.11 de este 
r.apít.1110. En consecuencia, X" es un G-AN E por el Teorema 4.16 del 
Capítulo 11. 

Es ftícil ver que el G-CW-complejo X t.renc In topología. débil (en 
el scnt.ido <le la Definición 5.1) respecto a los csqnclet.os {Xn}n~D· La 
pruebn. del t.corc1nn. se concluye nl aplicar el Teorema 5.8 a. X y n la 
fnnúlia {X"}n~D· 

o 
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CAPITULO 3 

DIVISORES G-ANR 

1. Introducción 

Sea B un cspncio 111étrico. La propicdn.d de que para c1uln .,,Y E 
AN R., donde B cst.á cnr..ajndo corno 1111 snbcspncio cerrado de .,,y" el 
espacio X/ B (que so obt.icnc nl colnpsn.r B n nu pnnt.o), es nn espa
do AN E, oo cst.nble<.~c en [22] y se dice que B es un divisor AN R. 
Nucst.ro propósito en este cnpít.nlo es cst.nblcccr lns versiones cquivnri
n.nt.cs de estos resnlt.ndos pnrn. el r.n.so de acciones de grupos co1npnct.os. 
Prin1crn.rncnt.c int.roducircrnos la noción de divisor G-AN R. En ln. sec
ción 3 de c:-;t.c cnpít.nlo probn.rcrnos, que 1111 G-cspacio que t.icnc nnu. bu.se 
ele vccindndcs por G-deíorn1nción cs llU divisor G-AN R. Ln noción de 
espacio G-cont.rn.íble n.bsolnt.o por vecindad se presenta. en In. sección 4 
del pra>ent.c cn.pít.nlo, y :-;e prnchn. que ~te t.ipo de espacio:-; son divisores 
G-ANR. 

Snccsivn.n1cnt.c en ln .. c;. Secciones 4 y 5 probn.ren1os qnc si B es nn G
cspncio n1ét.riro contpnct.o y G-AN R(B) dcnot.n la cln.•:;c de los G-AN R 
qnc contienen n B co1no nn suhespa.cio ecrrndo, cut.onces las siguientes 
1úinnn.cioncs son eq11ivnlcnt.c:-1: 

(a) B es un espacio G-contrai'blc absoluto por vecindad,· 

(b} r.xistc un espacio Y E G-AN R(B) tal que B es G-contnnüle por 
11cc:in1l1i1l en Y; 

(c} ¡mm cada espacio Y E G-ANR(D), se tiene que D es G
contraiólc en Y; 

{d} pam cada espacio Y E G-AN R(D), existe una vecindad in
variante V de B en Y tal qr,c para ca.da G-par métrico (X, A), cadtJ. 
G-aplicación f: A - V tiene una O-extensión F: X - Y; 

(e} para cada espacio Y E G-ANR(D), la proyección identificación 
p : Y - Y/ B tiene una inversa G-homotópica por la izquierda. 

(/)para cada e.<pacio Y E G-AN R(D), L.i prnyección identificación 
p: Y - Y/ B Cl'I una equivalencia G-homotópica; 
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(g} para cada espacio Y e G-ANR(B), caclcJ. G-aplicucicín de D 
Y e.'I G-homotópicaTT1.cntc nula. 

Adcm.t:'is, most.rarcrnos que las propiedades de 1111 espacio du ser G
cont.raíblc absolnt.o por vecindad y divisor G-AN R son invnriant.CH del 
tipo de G-homot.opín.. 

Finnlment.e, el capít.nlo conclnyc cst.udiando la unión y el cocieut.c 
de divisores G-AN R y espacios G-cont.raíblcs absolnt.os por vccindncl. 

2. Preliminares sobre divisores G-AN R 

Ant.cs de definir In noción ele divisor G-AN R rnencioncrnos algunos 
hechos básicos para sn cst.ndio. RccordemC'S que en cst.c capít.ulo el 
grupo act.nnnt.e será considera.do un grupo compn.ct.o de Hansdorff e I 
denot.n.rá ni int.ervnlo [O, 1] a menos que se cspccifiqnc ot.rn cosa. Ini
ciemos con un rcsult.ndo acerca de O-espacios normales. 

Proposición 2.1. Sea X un G-espacio. Si V es una vecindad de 
un subconjunto invariante A de X, entonces existe una vecindad abierta 
invariante U de A tal que U e V. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos qne V es una vecindad abiert.a (si 
V no es n.bicrt.a, t.omemos con10 V a 1m nbiert.o que cont.cnga a A y que 
cst.é cont.cnido en V) de un subconjunt.o inva.rinnt.c A de X y 7r : X -+ 

X/Ges la proyección orbit.al de X. El conj1mto U= X/G\ ?T(X\ V) es 
abiert.o en X/G y contiene a 1r(A). Adem1is, .,..-1(U} e V dado qnc si 
u e U cnt.onccs .,..- 1 (u)n(X\V) = 0. Dedonde?T- 1(U) = X\(G(X\V)) 
es la vccinda.cl abierta invnriant.c de A cont.cnidn. en V. 

o 

Proposición 2.2. Sean X un G-espacio normal y A un subcon
junto cerrado invariante de X. Si U es un subconjunto abierto de X 
tal que A e U, entonces existe un subconjunto abierto invariante V de 
X tal que A e V e V e U. 

DEMOSTRACIÓN. Co1110 X es nonnal cx:ist.c una vecindad W de A 
en X t.al qne A C W e W e U. Por la Proposición 2.1, cxist.c una 
vecindad nbicrt.a invarim1t.c V de A en X t.1i.I qnc A e V e iv. De 
aquí que t.an1bién V e w y por t.u.ut.o la. proposición cst.1i. probada. 

o 
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'"r1u11biéu n.lgt1nos hcd1os de hornot.opía cqnivnrinnt.e serán 11.sa<loH 
un cst.c cn.pít.ulo. Si se de.sea u.dcnt.rar en cst.c t.cnu' puede consult.n.rac, 
por ejemplo, [42). 

Sc1u1 fo, J 1 : X - Y dos G-aplicacioncs. Se dice que son G
ho1notópica.s , si cxist.c una homot.opía F : X x [O, 1] - Y de fo a 
/ 1 t.al qnc F es 1u1a G-nplicación. Aquí [O, 1] tiene la acción trivial y 
X x [O, l] In acción diagonal. Así, e.ad.a función cont.inua ft : X -+ Y 
dn.da por /e(x) = F(x, t) es una G-aplic.a.ción. Más atín, In relacJón de 
ser G-homot.ópic.as es una relación de equivalencia y t.cne1nos cnt.onccs 
1111a cat.cgorín de G-cspacios y cln..c.;cs de G-hon1otopía de G-aplicncioncs. 
Escribiremos / 0 E / 1 si / 0 y /1 son G-homotópicas. 

Scrut X~ Y, fo: X - Y In inclusión y J 1 la G-aplicn.ción <:on
st.n.nt.c de X a ttn p1111t.o fijo en Y, cnto11ccs In G-hornot.opía es ll1U11ada 
O-contracción y X se dir.c que es G-contrai'ble. 

Sea f : X - Y una G-nplicnción. Decimos que una G-aplic.ación 
h: Y - X es 1ma inversa derecha G-homotópica de J si In composición 
fo h es G-hornot.ópica a la idcnt.idnd en Y. De manera 1uuiloga se define 
In inversa izquierda G-homotópica de J. 

Dos G-cspn.cios X y Y se dicen qnc t.icnen el mismo tipo de G
hoTnotopía si existen dos G-aplicn.ciones f : X - Y y h : Y - X tales 
que lns co1nprn:1icioncs /oh y hof son G-homot.ópicas a ln .. 'i rcspcct.ivu .. 'i 
G-nplicn.cioncs identidad. 

Ot.ro rcsnlt.ndo que será esencial a lo largo de este capít.ulo~ lo con
st.it.uyc la versión cqnivarinnt.c del teorema. de K. Borsuk acerca de la 
propiedad de extensión de homot.opía y los espacios AN R. Antes du 
probar el teorema scrii necesario int.rodncir lb definición de In propiedad 
ele ext.cnsióu de homot.opía cqnivarinnt.e de rnancra similar a la ~t.n.blc
cida en [42) y probar 1111 lernn preliminar. 

Definición 2 .. 3. Se dice que un G-par (X, A) tiene la propiedad 
de extensión de honiotopía equivariante (denotada corno G-P EH) 
rt!."IJJf!Cto a 11.n O-espacio Y, si dada..<1 G-aplicacioncs f : X - Y y 
H : A x I - Y tales que H(a, O) = f(a) para toda a E A, existe una 
G-aplicación Hº: X x I - Y que satisface Hº(a,t) = f(a) para todos 
a E A, t E I y H"(x,O) = f(x), para todo x E X. 

Lerna 2.4. Sean(X,A) unG-parm¿tricoyD= (Xx{O})U(AxI) 
r.l .<1tJ.bespacio cerrado invariante de X x /. Si una G-aplicación J : D -+ 

Y tiene una extensión sobre (X x {O}) U U, donde U es una vecindad 
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abierta invariante de Ax I en X x /, entonce.~ f tiene una G-exten .. ~icJn 
sobre X x l. 

D"1MOSTIU\CIÓN. Sen F: (X x {O}) U U - Y mm 0-cxt.em<ión de 
f. Umu1do In compncidn.cl ele I y In Proposición 2.2 podcn1os cncont.rnr 
nun. V<.."Cindn.d invnrinnt.c V de A en X t.n.l qnc V X I e U. Dn.do qnc 
A y B = X \ V son subconjuntos ccrrnclos invariru1t.cs disjuntos, por 
el t.corcrnn. cquivn.rinnt.c de Tict.zc-Urysohn (ver (38] pttg. 3) existe nnn. 
0-nplic••"'ión .>.:X - I tal qne .>.(A) = {l} y .>.(B) = {O}. Definirnos 
nhorn In nplicnción h : X x I - Y como h(x, t) = F(x, .>.(x)t), para 
cada x E X y cndn t e I. Es fácil c-J1ccnr que h es una G-aplicnci6u y 
extiende f sobre X x I .. 

D 

Teorema 2.5. Sea (X, A) un O-par métrico. Entonces (X, A) tiene 
la 0-PEH re.•pccto a cada 0-ANR. 

D"1MOS'.l'IU\CIÓN. Seru. Y E 0-AN R, / : X - Y nnn 0-nplic-.ación 
y H : A x I - Y nnn. G-homot.opía. Considcrn.remo..<J, como en el Lcrnn 
2.4, el subcspacio cerrado invnriw1te D =(X x {O})U(A x I) de X x I. 
Definimos nnn G-aplicación .E/• : D - Y como signe: 

H"(x,t) = { /(x), 
H(x,t), 

si x e X yt =O, 

si x E Ayt E I. 

Por el teorema 4.5 del Capítulo 1, Y E 0-AN E y, dado que D 
es un snbconjnnt.o cerrado invariante de X x I, cxist.en unn vecindad. 
invariant.c U de D en X x I y 1mn G-cxt.eusi6n F : U - Y de H• .. Del 
Lc111n 2-4 se sigue que H• t.icnc nnn G-c.xtcnsión F• : X x I - Y. Es 
claro que F" es una 0-cxt.ensión de H y F"(x, O) = /(x). 

D 

El tcorcn1n. que n. continuación se presenta scrvirt'i. para int.rodncir 
In noción de divisor G-AN R 

'I1eorema 2.6. Sean A un O-espacio, Y E 0-AN R y / : A - Y 
una O-aplicación. Si Xo U¡ Y es un 0-ANE para algún X 0 E 0-
ANR(A) entonces X U¡ Y e.• un 0-ANE para cada X E 0-ANR(A). 

DEMOS'l'H.ACIÓN. De arntcrdo con la Proposición 4.14 del Capít.ttlo 
1, para probar cst.c teorema ba.~ta con mostrar que p(Y) es un rctract.o 
f11crt.c de vecindad por G-<lcformación de X Uf Y, donde p: X U Y -
X Uf Y es In proyección canónica. 
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Corno X E G-AN R, por el Tcorenta 4.5 del prin1c1· cn.pit.1110, t.c
nen10N que X e G-AN E. Ent.onccs ln. inclusión i : A - ,,'I( t.icnc nnn. 
G-cxt.cnsión cP : U - X HObrc nnn. vccindtul nbicrtn. in\'urin.nt.c U de 
A en X 0 • Dado que Xo E G-AN R, por el Tcorctnn 4.5 del Capít.1110 
1, X e G-ANE. Sen q: X 0 U Y-+ Xo U¡ Y la. proye<~dón <~n.11ónicn.; 
t.encn1os qnc q(U U Y) es nbiert.o en Xo U¡ Y y, .n.l ig11nl <111e U, es 1111 
G-ANE. Por ln Proposición 4.14 del Cnpít.1110 11, cxist.c 1uui rct.r1-u·ción 
fncrt.c de vecindad por G-dcformn.c:ión h: W x I-+ q(UUY), donde \-V 
es nna vecindad invariante de q{Y) en q(U U Y) y, en com;ccncndn., es 
nbicrt.o en X 0 U¡ Y. Puesto qne q- 1 (W) n X 0 es 1111 abicrl.o invnrin.nt.c 
en X 0 y, por el Teorema 4.5 del Capítulo l, ... Yo es un G-AN E; t.enemo.."li 
cut.onces por lu. Proposid6n 4.4 del Capítulo J, q11c q- 1 {lV) n Xo es 1111 

G-AN E. Por lo ta.nt.o, la. inclusión j : A-+ q-1 (W) n ... Y0 t.icnc nnn G
cxtcnsi6n t/J: V-+ q- 1(lV) n Xo, donde V es nnn. vecindad invnria.nt.e 
de A en X. Adcnut.'i, V e G-ANE, por el Teorema. 4.4 del primer 
c'.Rpít.nlo. Se signe que existe nnn. vcr.indw:l invariante D de A en U 
y 1mn G-dcfortnación s : D x 1 - V tnl qnc s(a, t) =a, parn todos 
a E A, t E I y s1 = cf»Plv-

Sen "1 : U U Y - X U Y ]n G-apliC".ndón definida como 

w(x) = { <f>(x), si X E X, 
x, si x E Y. 

Definamos una G-nplicaci6n k : p(D U Y) x I - X U¡ Y por 

{ 

ps2.CplX)- 1 (z), si 

k(z, t) = · pwq-1h.,_,qT/J(plX>-'(z), si_ 

z, SI 

z E p(D) y O S t S 1/2, 

z E p(D) y 1/2 S .t S 1, 
z E p(Y) y O S t S l. 

Entonces k es unn rct.racci6n fuerte de vccind8.d por G-clcfortnnción 
y se conc11IYC lñ pn1cbn.· · · · 

D 

Sean {X, A) un par, Y nn espacio tOpológico y.f: ·A:-+ Y una npli
r.nción. Un cnso pn.rtic11lnr del espacio de adj1u1ci611 X U¡ Y es cnnndo 
Y const.n. de nn solo punto. Si esto sucede el espacio do ndj1uici6n se 
dice que se obt.iene colapsando A a un punto. Est.c espacio se dcnot.a. 
como X/ A y es esencial en este ca.pít.nlo. ·.Por. el' ~corcma anterior se 
obt.ienc el signicnt.e corolario: 

Corolario 2. 7. Sea B un G-espacio rnétriéo. Si exist.c un G-e.c;pacio 
Yo E G-ANR(B) tal que Y 0 /B E G-ANE, entonces paro cada Y E G-
ANR(B) .•e tiene que Y/B es un G-ANE. . . 
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Cnn.ndo B es cornpn.cto el espacio de adjunci6n es met.riznblc ((20)). 
Aplicru1do cst.c hcd10 al Corolario 2.7, Y/Bes rnct.rizable y por tanto 
se obtiene el siguiente resultado: 

Teorema 2.8. Sea B un G-espacio métrico compacto. Si existe 
un G-espacio Yo E G-ANR(B) tal que Yo/BE G-ANR, entonce.• para 
cada Y E G-ANR(B), se tiene que Y/Bes un G-ANR. 

A pn.rt.ir de los corolarios anteriores podemos ver que la propiedad de 
Y/ B de ser G-AN E depende t'uucamcnte de B y no de Y. Ent.onccs es 
intcrcsaut.c conocer cuándo un subcspacio r.crrado invariante de nn G
AN R "divide" en ciert.o sent.ido a. un espacio G-AN R, es decir, defonna. 
cquivarinnt.emente el csptu!io G-AN R colapsando el subcspn.cio cerrado 
invnrinnt.e n. 1u1 p1mt.o y conserva la propiedad de scgt1ir siendo G-AN R 
o al menos G-AN E. Esta clase de espacios scriin. los qnc nos int.crcsnr1i.11 
n. lo largo de esta 1ílt.ima parte de la tesis. 

Definición 2.9. Un G-espacio D se dice divisor G-AN R si es 
met.rizablc y Y/Bes nn G-AN E para r~i.da G-cspacio Y E G-AN R(D). 

Por el Tcoretna 2.8 y el Corolario 4.17 del segundo Capítulo, cada 
espacio contpn.ct.o G-AN R es 1111 divisor G-AN R. 

Por cjcrnplo, si X es nn G-AN R cut.onces el cono con(X) es un G
AN R (Corolario 4.27, Cnpít.nlo 11). Así, por el Corolario 2.8, X x {O} 
es nn divisor G-AN R. 

Las siguientes secciones presentarán cordicionCH pnra que un G
cs:pacio sen un divisor G-AN R. 

3. Bases de vecindades por O-deformación 

En In presente sección cst.udinrcrnos las dcíonnn.cioncs loca.les de 1111 

G-csplu~io que le pcrrnitcu ser un divisor G-AN R 

Definición 3 .. 1. Un G-espacio X es localmente G-con'tra.íble 
fuertemente en un punto x E X si existe una vecindad invnriaut.c 
V de x y una G-contrncr.ión k, de V en X, t.al qnc k,_(x) = x para todo 
/ .. 

De 1":11crdo a la Proposición 4.14 del Capítulo 11, y a la definición 
1u1t.crior tenemos: 
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Lema 3.2 .. Sea D un subconjunto cerrado iriua1-iante dr. 11.n G
c..-.7Jacio Y_ e G-ANR. Entonce.'I Y/D es un G-e.'lpacio G-ANE x·i y 
sólo si Y/D es localmente G-contraióle fuertem.ente en el punto p(B), 
donde p : Y - Y/ B es la función identificación. 

Definición 3.3. Sea (Y, B) un G-par. Una doble sucesión 
{U,., h.n}n>I es llamada una base de vecindades por O-deformación 
para. B eñ Y si ctnnple lo siguiente: 

(Bl) Ca.da U., es una vecindad invariante de B en Y. 

(B2) 17 .. +1 C Uno para todo ne N. 

(B3) Para cada vecindad invariante V de B cu Y cxist.e nn n e N 
t.nl que U., e V. 

(B4) Defínosc Uo =Y. Entonces para t.odo n;:::: 1 la G-nplicación 
hn: Un x J - Un-1 es una G-dcformación tal que: 

h.,(17 .. X {l}) e 11n+l• 

(B5) Si.,.> n entonces h..(17~ x /)e 17~-•· 

Lema 3.4. Sea (Y, B) un G-par. Si B tiene una base de vecindadc.• 
por G-defor7nación en Y, entonces Y/B es localmente-G-contraible 
fuertemente en el punto p(B), donde p : Y -+ Y/B es la función 
identificación. 

DEMOSTRACIÓN. Sea {U.,, h.,}.,;,1 nna bosc de vecindades por G
dcformnción para B. Para cada n y parn. todos E J, sea la G-nplicnción 
h':, : 17., -+ Y dada por h':,(x) = h.,(x, s). Definamos ahora In G-fnnción 
h: U, X [O, oo)-+ Y c-.orno: 

{ 
h 1(x,t), 

h(x,t) = t k 1 1 1 1 
h1i:+i o h1i: o h1i:-t o ... o h 2 o h 1 (x), 

si 

si 

donde k es un entero no negativo tal que t E (k, k + 1). 

k=O, 

k;:::: l. 

Como el rango de h!. está contenido en el dominio de h;.+1 para toda 
n y toda s, la composic:i6n t.iene sentido. Verifiquemos qne cst.ú bien 
definida. 

Sea (x,t) E U X [O,oo), donde t = k 1.ara 1111 cnt.ero posit.ivo k. 
Ent.onccs t E [k - 1, k) y t E [k, k + l]. Así qttc por un lo.do: 

h(x, t) = hl., o hl.,_1 o ... o I~ o hl(x) 
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y por ot.ro In.do 

h(x, t) = h2+i o hl o hl-i o •.. o hi o h~(:r.) = h2+1 o h(x, t). 
Pero e-orno cadn. h,, es nnn. dcforrnn.ción cut.onces: 

h(x, t) = h2+i o h(x, t) = hk+I (h(x, t), O) = h(x, t). 
Est.o significa que h cst.ii bien definida. · 

También, h es cont.inna dudo que es cont.inna en·· cada· r.onjunt.o 
cerrado de la forma V 1 x [k, k + 1). Además, fárJlritcnt~ se- p~1~c ·ver 
qne es cq11ivariru1t.e, dado que es nna composición de q-aplic~~oncs. 

hilti.s n1ín, nfirmrunos que h tiene las siguicnt.cs propicdñ.d.Cs: >·.-L 

(1) Pnrn t.odn n > 1, se cumple que h(U1 x [O,oo)) c'Ü1.;¡2J'. ([w) 
denota Ja parte cut.era de w e IR). ,, ~:.::"' ... -·_- ~ ·~ 

(2) Parn t.odo t e [l, oo), se t.icnc que h(V'1 x {t} fe V1,i..'·· 
(3) lt(D X [O, oo)) e D. 
Verifiquemos que, en efecto, se cumple c.ncla propiedad. 

(1). Scnu (:r., t) E D'n x [O, oo) y k un cut.ero no negativo tnl que 
t E [k,k+ 1). Luego 

(i) Si k ~ [n/2], consideremos que x E Vi. lo cunl podcrnrni·hac:cr 
por (82). Ent.orJ<~cs, por (B4) y la definición de h, se tiene que: 

lt(x,t) E TJ., C V'[n/2(• 

(ii) Si k < [n/2] cut.onces es t.rivinl c.hecnr que n - k - 1 ~; [n/2). 
Corno x E V' .. y n - k > k + 1, apliquemos (85) en Ja definición de 
h, para concluir que h(x,t) e Un-k-i, por lo que h(x,t) e U1.;¡21,·y 
finn.lizn. In. pr11cbn de (1). 

(2) En cst.e e.aso sen k ~ 1 tal que k S t < k + l. Entonces [t) = k 
y por (D4), hk+t es una. deformación sobre Uk. Apli~.ando entonces la 
definición de h obtenemos lo desea.do. 

(3) Oc acuerdo a (Bl) y (B2) se tiene que B = n:':"= 1V'... Así, 
n.plir .. n.ndo In parte (1) de cst.c lema, finalizamos In prueba. 

Consideremos un horncornorfisrno f de [O, 1) sobre [0,oo). Defi
tuuuos 11nn. f11nción J: p(U1 ) x I - Y/B por: 

J( t) = { p(lt(p-
1 (z), f(t))), 

. z, p(D), 
si 

si 
zep(U,)yt< 1 

z E p(U¡) y t = l. 
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Es claro que J es eqnivnriaut.e. Veamos. nhorn. qnc cst.ií. bi<.~n definida, 
lo cnn.1 bust.n. vcrificn.rsc en p(B). Sean l>¡,l>·.l C:: By t E (O, 1). Ent.on<~CH, 
de acuerdo n {3), h(p- 1{p(b1)), f(I.)) E B. Luego p(h(p-1(p(b1 )), f(t))) = 
J(p(b1),t) = J(p(b:z),t) y, por Jo t.nnt.o, J cst . .i bien definida. 

De ignnl n1nncra, de lo ant.crior se t.icnc q11c J(p(B) x I) = p(D). 

Ahora bien, es suficiente probar que J es continua en los puntos ele 
p(U1 ) x {1} y de p(B) x J, para que clara1nc11t.e sea cont.inun. en t.odo 
p(U1) x l. 

Para cst.o, es fácil ver que cada Un es un conjunto sat.urndo por 
p. Entonces parn cnda n E N, p(Un) es una vecindnd de p(B). Más 
mín, debido n (83), Ja coJcc.c.i6n {p(Un)ln :;:: l} es unn ba.<w. de vecin
dades de p(B) en Y/B. A pn.rt.ir de cst.e hed10 proccdrunos n probar la 
continuidad de J. 

Sean (w0 , 1) E p(U1) x {1} y V una vecindad de J(w, l) = p(B). 
Ent.onccs exist.e un entero no ncgnt.ivo m tal que p(B) E p(Um) e 
V. Consideremos ¡-1{m, oo) U {1}, el mm! tendrá In forma (r, 1] para 
algiín det.erminndo r E [O, 1). Sea W = p(U1) x (r, l]. Luego, W es 
una vcc.indnd de (wo, 1). Afirmnmos que J(W) C V. En efect.o, sen 
(w, t) E W. El <"~\SO t = 1 es t.rivinl. Si t E [O, 1) entonces J(w, t) = 
p{h(p-1{w),f(t))); corno t E ¡-1(m,oo), se tiene q11e f(t) E {m,oo) 
y por (2), h{p- 1(w),f(t)) E Um, Así, J(w,t) = p{h(p-1{w),f(t))) E 
p(Um) e V 

De la misma rnnnera, sean (p(B), t) E p(B) x I y V una vecindad 
de p(B) en Y/B; luego existe una vecindad p(Um) de p(B) en Y/B 
t.ot.n.lmcnte contenida en V. Seleccionemos tm cut.ero no ncgnt.ivo k t.al. 
que [k/2] > m. Si considernmos la vecindnd W = p(Uk) x /de (p(B), t) 
y nplic.amos (1), tenernos que J(W) e p(V¡1<¡2¡) e p(Um) e V. 

De lo anterior se concluye que J es continua. 

Finnlmcnt.e, fnlt.n checar que J es una contracción de nna vecindad 
de p(B) en Y/B. De In defüüci6n de J se sigi1e que J!p¡u,)x{l} = p(B) 
y, para c.adn z E p(U1), J(z,0) = p(h{p-'(z),O)) = p¡,- 1(z) = z. 

Entonces se cst.ablece que Y/ B es lo<:a.hnent.c G-contrruble por V<..'<:iu
dad en el punto p(B). 

D 

De los Lc111tL."i 3.2 y 3.4 se dcsprcudc el sig11ic11t.c: 
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Tea.rema 3.5.-Sea B un subconjunto ce1-rado invariante 'de un_G
espacio Y E.: G.-A!':'. R-: ... . Si B tien~ una base de. v'?cind<i.des .·por_ G-
dcfonnación, e~·>:. ~n_tonc~ Y/B e..-1 un G-AN_E.. - · · 

. ' . 
A pnrt.~~ ~~.~~.7 Y.a.5 obtenemos el rcsult.n.do princiPal de la scc<;ión: 

. . . . . 
Corolario 3~6~ Sea B un subconjunto cerrado invariante de un 

G-espacio Y. e G-ANR. Si B tiene una base de vecindades por G
deformación en Y, entonces Bes un divisorG-ANR. 

4. G-contract.ibilidad absoluta de vecindad 

En el cnso no cqniva.ria.nt.c las propiedades locales de contra.ctibilidncl 
permiten decidir si un espacio es un AN Ro no lo cs. De nulllcra. na.t.nral 
surge la pregunta ¿qué propiedades de cont.ra.cción local se ucccsit.a.u 
para que 1m G-cspacio rnct.rizable sea 1111 divisor G-AN R? Esta Hección 
cst.ai. dcst.inacla a proporcionn.r 1\lgtu1n.o.; rcspuCHta.s a. cst.n cuestión. 

Definición 4.1. Sea (Y, B) un G-par. Se dice que B e.• G-contraí
ble por vecindad en Y si B es G-cont.rru'ble en ca.da. vecindad c.-qnivari
ruit.c U de Ben Y. 

Un hcrJ10 fácil de observar es qnc un espacio G-cont.rrublc por vecin
dad es G-contrrublc. 

Definición 4.2. Sea B un G-espacio 7nétrico. Se dice que B e."l 
G-contraiDle absolutamente por vecindad si es G-contraíblc por 
vccindnd en cndn cspncio Y E G-ANR(B). 

El siguiente teorerna. establece a.lg1u1a.s condiciones cc¡uivalcnt.cs ntcnos 
fncrtCH pnra que un G-cspa.cio mét.rico sea G-contrru11le absolntnmentc 
por vecindad. 

Teorema 4.3. Sea B un G-~pacio Tnétrico. Entonces, las sigu-
ientc.<1 afinnacioncs son equivalentes: 

(a) Existe un Y E G-ANR(B) tal que Be.• G-contrafblc en Y. 

{b} Para cada Y E G-ANR(B), Bes G-contraz'ble en Y. 

(e) D e."l G-contruiólc ab.<iolutarnentc por vecindad. 
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DIO:MOSTllACIÓN- Probcn1os que (n.) in1plicn. (b). Sea z e G
AN R(D)- Luego In. G-a.plicnción idcnt.idnd i : D - D HU cxt.icndc 
n. nna G-nplicac-i6n g : U - Z, donde U es una. vccindn.d invn.rin.nt.c de 
B en y_ Por (a.)., B es G-cont.rníblc en U bajo una G-horuot.opía ht~ 
Ent.onccs In hon1ot.opía gh, cont.rac cquiva.rin11tc1ncut.c D en ·z. 

Ln implir.ndón de(") n (n) es t.rivinl. 

Dmnost.rcmos finnlmcnt.c que (b) implica (c). Sea U unn. vecindad 
invnrhu1t.c de B en Y - Entonces por los Teoremas 4-4 y 4.5 del Capítulo 
I. U es un G-ANR(B) y, por (b), Bes G-contrruble en U. Así Bes 
G-cont.rru1>lc nbsolnt.ament.e por vccindncL 

o 
En esta sección mostraremos que cada G-cspn.r.io compn.r.to G-con

t;rníblc n.bsolntamcntc por vecindad es nn divisor G-AN R. Para cs
t.ablcccr cst.c hC<"ho, será necesario probar n.lgunn.s proposiciones pre
vin..'i- La prirnera de clla..'i es una c.n.ractcrización de G-contrubilidad 
nbsol11t.n. por vccinrlad. 

Onda que cualquier G-nplicacióu const.1.u1tc en A puede ser cxten
didn a X, por el Teorema. 2.5 se tiene el signicnt.c: 

Corolario 4.4. Si (X, A) e.• un G-par Tnétrico y si f es una G
aplicación homotópicarnente nula de A en U:'J. G-cspacio Y e G-AN R, 
entonces f tiene u.na G-extensión F : X - Y 

A continnndón se pnteba una caract.crizaci6n de los G-csp~iOs G
<~ont.raíblcs nbsol11t.os por veci11<lnd. 

Teorema 4.5. Sea B un G-espacio métrico. Entonces B es G
contmiüle abl1olutamcnte por vecindad si y sólo si para cada G-espacio 
Y E G-AN R(D) exi.•te una vecindad invariante V de D en Y tal que 
para cada G-par métrico (X, A), cada G-aplicación f : A - V tiene 
una extensión cquivariante F: X-+ Y. 

DgMoS'rllACIÓN. Suponga1nos prin1cro qnc Bes G-cont.rru'blc u.Ir 
solut.n1ncnt.c por vecindad y sea Y e G-AN R(B). Sen kr. una cont.rac
ción l.'f1Uivaritu1tc de n sobre y n lln punto bo. Definan1os nhorn 11118 

G-nplir.nción h : (Y x {O}) U (D x I) U (Y x I) - Y de In siguient.e 
rnnnern: 

h(y,O) =y para t.odo y E Y; 
h(I>, t) = k,(I>) para t.odo b E D y O s; t s; 1; 
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h(y, l) =bu pnrn t.odo y E Y. 

Corno Y CM 1111 G-AN R(B), h t.icnc una extensión cquivnriaut.e H : 
H' - Y, donde \.V es una vecindad abierta invnrin.nt.c de (Y x {O}) U 
(B x I) U (Y x I) en Y x I. Sea V nna vedndncl invariante de B en 
y t..n.1<JllC?VX1 e w. Te11c11108 que J-llvx1 cont.rnc cq11ivn:ri.n.ut.er11cnt.c 
V sobre Y al punt.o bo- Ent.onccs si f : A - V es nna G-aplicar.ión, 
lui.gnsc J = H o(/ x id), donde id es ln idcnt.idnd sobre I. Cla.ra111ent.e 
.J es una G-hornot.opín de A x J en Y de donde se ve que f CH G
hornot.6picament.e nula sobre Y y, por el Corolario 4.4 de cst.e capít.ulo, 
cx:t.endiblc cqnivn.rinnt.cment.e sobre Y. 

lnvcnn1mcnt.e1 sean Y E AN R(B) y V una vccindutl invnrinnt.c 
qne cumple lus hipótesis del t.corerna; luego J : (V x {O}) U (V x 
{!}) -+V definida por /(11,0) = 11, /(11, l) = bo tiene nnn cxt.cm<ión 
cc¡uivnrim1t.e F: V x I - Y. Por lo t.ant.o V es G-cont.raíble sobre 
Y; en pnrt.icnlnr, Bes cont.rruble sobre Y y, por el Tcoren1a 4.3 {b}, se 
concluye In prueba. O 

Le01n 4.6. Sean B un G-espacio coTnpacto rnétrico G-contrafble 
absolutarnente por vecindad y Y un G-espacio G-AN R(B). Entonce~'/ 
B tiene una base de vecindades por G-dcforrnación en Y. 

DEMos•rttACIÓN. Por el Teorema 4.5 de cst.c capít.ulo, existe una 
vecindad invnriru1t.e Ui de B en Y t.al que cnnlqnier G-aplicación <le 
1111 subconj1mt.o ccrrndo invariante de un G-cspado rnét.rico en U 1 t.icne 
una extensión cquivnria.nt.e sobre Y. Podemos CHcoger U 1 de rnnuern 
que d(x, B) < 1 para t.odo x E U., donde d es alguna mét.ricn sobre Y. 
Por los Teorema.e; 4.4 y 4.5 del prin1er capít.ulo, podemos aplicar rcpct.i
dnmcnt.c el Tcorcn1n 4.5 del prcscnt.e capít.ulo y obt.encn1os cut.onces 
unn. sucesión de vccinc..ladcs invnrinnt.cs {Un}n>I de B t.nl que 

{l) Un e Un-1; 

(2) r.nda G-aplir.nción de un subconj1u1to cerrado invnriant.c de un 
espacio tnét.rico en Un. tiene una extensión cqnivnriant.c sobre Un-t; 

(3) Para t.odo x E Uno se tiene que d(x, B) < l/n. 
Se signe de (1) y (3) qne !u.sucesión {Un}n;;,t sat.isfncc !ns propiedades 

(Bl)-{B3) de la Definición 3.3 del Capít.ulo JU. Verifiquemos que se 
cttmplcn (04) y (B5} de la tílt.ima definición mencionn.dn. Para cst.o sc
lccdonetnos un punt.o bo E B. Para en.da cut.ero posit.ivo n, dcfinnn1os 
uun. G-nplicncióu 
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du In. Hignicnt.c rnancra: 

fn(x) = /Jo, si x E (7J,. \ 7J,._i) y 

fn(x) = x, si X e Un+2• 

Por (2), fn se cxt.icndc a nna'G-nplicación F;,: U,._,. Uri+t· Dcfi
iuunos la G-nplicn.ción sigt1icnt.c: 

j,.: (U .. +1 X {O}) u (Un+2 XI) u (Un+I X {l}) - u .. +1 

corno: 

:in(x,O) = x, si X E D"n+l1 

:in(x,t) = x, si X E 1Jn+2t 0 ~ t :5 1; 

in(x, 1) = F,.(x), si x E D"n+I• 

Por (2), in se cxt.iendc a nnn G-nplk.ación Jn : Un+l X I - Un. 
Pnrn. terminar definamos la G-aplicaci6n siguiente: 

k,.: 7J,. U (Vn+I XI) U (7J,. X {l}) - U,. 
<lo la signicuto n1ancra: 

k,.(x, O) = x, si X e U .. ; 
k,.(x, t) = J,.(:z:, t), si X E Vn+h Q::;; t::;; l; 

k,.(x, 1) = F,.(x), si x e U,.. 
Nuevnmcnt.e por (2), kn tiene una G-cxt.en..~i611 l1n : U,. x I - Un-• si 

n > 1; 1nicntras que k 1 se extiende a una G-aplicación h1 : U 1 x I - Y. 
E.'i dircct.o vcrifk.ar que la sucesión {h,.Jn;::: l} satisface las propiedades 
(134)-(135), cst.ablccidns en la Definidón 3.3 <!el Capít.nlo 111. Ent.onccs 
{(Un, li...,)}n~J es nnn. base de vecindades por G-dcfor1nndó11 de B en 
Y. 

D 

Aplicando el Lema 4.6 y el Corolario 3.6 obt.cnc1nos el rcsult.ndo 
principal de cst.a sección: 

Teorema 4.7. Sea B un O-espacio Tnétrico cor11.pacto. Si··B es 
G-contnia'blc absolutarncnte por vecindades, entonces B es 11.n divi..,or 
G-ANR. 
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5.. G-homotopía de la G-contractibilidad absoluta 

En el ca.so no cquivu.rinnt.c si B es un Hubconjunt.o cont.ruíblc de 1111 
CRplu~io y e AN R, ent.OU<'CS ln proyucdón p : y - y/ n es 11111\ cc:¡nivn.
luncin hon1ot.6picn. Dentro de la cat.cgorín de los gr11pos topológicos du 
t.rnnsformncioncs cst.e hecho signe siendo cicrt.o. En cst.n sección pro
bnrc1nos que es t.an1bién vií.lido cuando B es con1pn.ct.o y G-cont.nu11lc 
n.bsol11t.nment.c por vcc:indnd. 

Teorema 5 .. 1. Sea B un G-espacio métrico. Las siguiente ... afir-
111.acioncs son equivalente ... : 

(a) B es G-contrai"ble absoluta1nentc por vecindad. 

(b) Para cada G-espacio Y E G-ANR(B), la proyección natmnl 
p : Y - Y/ B es una equivalencia G-homotópica. 

(e) Para cada G-espacio Y e G-ANR(B), p tiene una inversa 
izquierda G-hornotópica. 

DBMOSTllACJÓN. Probmnos que (u.) impliC".u. {b). Supongn111os pri
tncrnment.e qne B es G-cont.rwble nbsoh1t.1unent.c por vecindad y sen 
Y e G-ANR(B). Por el Teorema4.7 de este r.apít.1t!o, Y/Be G-ANE. 
Por tru1t.o, existen 11111\ vecindad U de p(B) en Y/By 1111n G-contrncción 
j., <le U a p(B) en Y/B definida como: 

jo = i,j1 = e y it = r, t E {O, 1), 
donde i es la. inclusión de U en Y/B, e es la función const.nnt.c c(u) = 
p(B), para t.odn u e U y t.oda r : U _,. Y/ B es una G-función continua 
qnc cxt.iendc a la indnsión de p(B) en Y/B. 

Oc manera que j,(p(B)) = p(B) pnm t.odo t E I. Ln PEH cqnivari
n.nt.c puede ser aplicn.dn para cst.ablcccr 11n3. homot.opín Jt : Y/ B _,. 
y/ n cxt.cndiendo cqnivnrinnt.crncnt.c j, y t.n.l que Jo es la idcut.idnd so
bre Y/B. Da.do que J 1 extiende de nuu1era cc¡nivnriant.c :ii, tenemos 
qnc: 

(1) J,(U) =p(B). 

Comop- 1 (U) csnbiert.oen Y, p- 1(U) cs1111 G-ANR, por el Teorema 
4.4 del Cnpít.nlo 1, y así p- 1 (U) E G-ANR(B). Pncst.o que Bes G
cont.rníblc absolnt.nment.e por vccindn.d, por el Teorema 4.5 del presente 
cnpít.1110, cxist.c una vecindad invnrinnt.c V de Ben p- 1(U) t.al qnc para 
cnn.lqnicr G-pnr n1ét.rico (X, A), en.da G-nplicnción J : A --+ V t.ieuc 
unn. ext.eusión cqnivnriant.c F: X - v-1 (U). 
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Sen. k, unn. G-cont.rn.cción de B n. un 'punt.o·bt> en V. Dcfiun.rnoH In. 
G-aplic.~au~ión: 

h: (Vx {O}) U(B x I)U (Vx {1}) -V 
cotno: 

h(y,O) =y, si y E V, 
h(b,t) = k.(b), si b E B, OS t :S 1, 

h(y, 1) = bu, si y E V. 
Dudo que la imagen de h está contenida en V, por el Tcorcrna 

4.5, h p11< .• -de ser extendida. cqnivariantement.c a nnn G-nplir . .n.ción fl : 
V x I - p-•(u). Corno Y es nn G-ANR, Ja PEH cquivariant.c puede 
ser aplicncln. para. cst.a.blcccr una. G-homot.opía Kt : Y - Y tul c¡nc 
I<,(y) = H(y, t) para t.odo y E V y t.oda O :S t S 1, y t.al que I<o "" In 
idcnt.idncl en Y. Puesto que Ki extienden. ktt tenemos que: 

(2) K,(B) =bu 

y que: 

(3) 

Seau1 i y j las G-a.plir.acioncs ident.idad de Y y de Y/ B, rcspcr.tivn
mcnt.c y sea cp = K 1p- 1 : Y/B - Y. Por (2), cp esta\. bien definida. y, 
da.do que p es una. idcnt.ifir.a.ción, tp es continua. y c1ararncnt.c cquivn.ri
n.nt.c. l\.fost.rcmos que cp es una inversa G-homot.ópicn de p. 

Combinru1do (1) y (3) podernos ver que J,pK,p- 1 es una G-hornot.o
pía cont.innn bien definida.. entre las G-a.plic.acioncs J1PKop- 1 y J1pK1p- 1 

sobre Y/ B. Entonces, si E denota. que dos funciones son G-homot6pi
cn .. ~, podcrno.."'I escribir: 

de donde: 

así que: 

T1unbién: 

y He sigue que: 
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I<,p-•p = 'PP· 

Ent.onccs p es una cqnivalcncin G-hornot.ópicn. con invcrSa G-hon1cr 
t.ópicn t.p. 

Ln. in1plicació11 de (h) a (e) es t.rivinl. 

Por 1ílt.imo probemos que (c)irnpli<-.n (a). Sean Y e. G-ANR(B) 
y q : Y/ D _.. Y una inversa G-hornot.ópica. izqnicrdn de P- Eut.onccs 
qp : Y - Y es G-hornotópir.n a In ident.idnd de Y y qp(B) es sólo 1111 

punto. Ent.onccs B es G-cont.rruOle en Y y, por el Teorema 4.3 (h)~ B 
es G-contrruOlc por vecindad absol•ttamcntc_ 

o 

Utilizando el Teorema 4.3, se tiene que cada inclnsi6n do nn espacio 
G-cont.rruDlc absol11tamentc por vecindad en 1111 espacio G-AN R, es G
homotópicruncnt.c nnla. Más generalmente, se t.ienc qnc: 

Teorema 5.2. Un O-espacio n1.étrico B es G-contraíble absoluta
mente por vecindad .. "li y sólo si cada O-aplicación de B en un espacio 
G-ANR es G-homotópicamcnte nula. 

DEMOSTRACIÓN. Suponga. que D es G-cont.raíhle absolut.amcnt.e 
por vecindad y sea f una G-aplicación de B en un G-cspw:io Y e C
AN R. Sen X e G-ANR(B). Dado que Y es 1111 G-ANR, J t.iene 
1u1a. extensión cqnivnrhwt.c de vecindad F : (J _,. Y. Conto B es 
G-contrwDlc a.bsolutarncnt.c por vccinda.cl, la inclusión i : B _,. U es 
G-hon1ot.6picamcntc nula. Así / = Fi es G-homot.ópir.ament.c nula. 

lnversament.e, sen (Y, B) 1111 G-pnr, donde Y e G-AN R(B). Sen 
U cualquier vecindad invnrin.nt.c de B en Y. Entonces U es 1111 G
AN R(B) y, corno cualquier G-aplicacJón de B en nn G-AN R es G
homot.6pir.nn1cnt.c nula, tenemos que In inclusión i : B _,. U es G
horuotópicn.mcnt.c nula, es decir, B es G-contnublc n.bsolnt.runcnt.c por 
vcc:indnd. 

o 

Utm. con.sccticncin inrncdiat.a del Tcorernn 5.2 es la sig¡dent.c: 

Corolario 5.3. Si un O-espacio Tnétrico B es dominado G-1~¡,'.¡,,o
tópicarnente (ver (42)) por un O-espacio A, G-contrnfble absolutamente 
por vecindad, entonces B es G-controfble absolutaTnente por vecindad. 
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DBMOS'rllACIÓN. Scu. f : B _,, A una G-nplicación t.n.l c¡uc exiHt.u 
nnn G-aplicación h : A _,, B qnc satisface h o f fZ frl11, donde id11 l'!H In 
idcnt.idn.d HObrc B. Sea l : B - Y nnn G-nplicnción n.rbit.rarin., donde 
Y E G-AN R. Probemos que l es G-hornot.ópir.1uncut.e nnln. y, por el 
t.cormnn.n.nt.crior, la. prncbnscconcl11yc. Sen. k = loh: A - Y; tmf.oncc.?S 
por {b) del Teorema 4.3 de cst.c capítulo, existe nnn G-hornot.opín kt : 
A _,, Y tal qnc ko = k y k 1 es la G-nplicación const.n.nt.c. Ahorn., 
dcfinin10H Li : B _,, Y por Lt = kt o f. Ent.onccs t.cnmuos c¡nu: 

Lo = ko o f = k o f = 1 oh o f :::_ h. 

Por et.ro Indo, L 1 = k 1 o J es unn G-aplir.a.ción conHt.ru1t.c y Lo ~ L 1• 
Por lo t.ru1t.o l es homotópir.nmcntc nula. 

o 

El corolario ruitcrior nos dice qnc, In. G-cont.ra.ctibilidrul nhsolntn 
por vccindn.d es un invariante del tipo de G-homotopín entre G-cspncios 
mét.ricos y cada rct.ract.o invariante de un G-cspacio G-cont.r.iuDlc nbso
lnt.iuncnt.c por vecindad es G-contraíble nbsolnt.amcnt.c por vucindnd. 

Teorema 5.4. Sea B un G-espacio rnétrico. Si B es do111.i11.ado 
G-homotópicamente por un G-espacio A el rual es un divisor G-AN R, 
entonces B es un divisor G-AN R. 

DEMos·rRACIÓN. Scrut X e G-ANR(A), y E G-ANR(B), p : 
X -+X/A y q: Y - Y/D Jns proye<~doncs canónicas. Pnrn. probar 
qne Y/ B es nn G-AN E es suficiente, por el Lemn 3.2 del Cnpít.nlo 111, 
n1ost.rnr que Y/Bes loc.a.lmcntc G-cont.nuble fucrt.crnente en q(B). 

Sean f : B _,, A y h : A - B aplir.a.cioncs cc¡uivnrinnt.es t.u.Ict-1 
que In ident.idnd en B es G-hornotópicn n. hf bajo una dcforrnn.ción 
cqnivnriant.c ai. Como Y es un G-AN R, existen una vecindad in
variante N de A en X {Ja cual podernos elegir abierta sin pérdida du 
gencrn.lidad} y nnn. u.plir.adón cquivariantc cp : N _,, Y c¡nc cxt.icndc 
n !t. Como N es nn abierto invnrinnt.e en X, N es un G-AN R, por 
el Tcorerna 4.4 del Ga.pít.nlo 1, y dado que A es un divisor G-AN R , 
N /A es un G-AN E. Por el Lema 3.2 de cst.c cnpít.ulo, cxiHt.cn nnn 
vecindad invarinut.c W de p(A) en X/A y 1111a G-co11t.rncción f11ert.c 
h, de W n p(A) sobre N/A. Pncst.o que p- 1 (W) es nbiert.o i11vnri
.1u1t.c en X , p- 1(W) es un G-ANR. AHhnisrno, exist.cn una vedndad 
invnrin.nt.c U de B en Y y una. G-n.plir..ación t/J : U - p-• (W) que ex
tiende cq11ivarilu1t.en1cnt.c n f. Definamos 1u1a n.plicnción cqnivn.ria.nt.c 
A: (U x {O}) U (B x /)U (U x {l}) - Y de In signient.e manera: 
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...\(u,O) =u, par.u. t.odo tL E U, 

.>.(b, t) = 0t1 (b), para t.odo b E By O 5 t 5 1, 

.>.(u, 1) = cp,P(u), para t.odo u E U. 

Co1no Y e G-AN R, ...\ so cxt.iendc equivnriant.cmc-nt.u n. unn. G
aplicadón ./ : E - Y, donde E es una vecindad invnrinut.c de (U, x 
{O}) U (B x I) U (U x {l}) en U x /. Sea V una vecindad invnriant.<! 
de B en u t.a) que V XI e E y t.al que J(V X /) e u. Eut.onc<.'8 (¡, 

restricción de ./ n V x I define una G-homotopía it : V - U t.u.l qnc j 0 

es In. idcnt.idnd sobre V, j, = cpr/Jlv y Jt(B) C B pnrn todo t. Dcfinn.1nos 
una O-aplicación k : q(V) x / - Y/ B mcdim1t.e: 

si 

si 

1 
z E q(V) y O :5 t :5 '2 

1 
z E q(V) y 2.5 t_~ l. 

Es fácil vcrifir.nr que k dcforn1a. fncrtcn1cntc q(V) cn·q(B) ·y In prncbn. 
se cotnplct.n.. '~ 

o 

Una consccncncin·iiuncdint.a del teorema. anterior_·cs ·c1,sig1.~ic11t.c 
corolario: 

Corolario 5.sl~e~i1:'a~e8pacios métricos la propied~~·~c ser UTt 

tlittiso~ G~~JY.~;:cs- .in·vaf;iar:i~c· del tipo de G-hoTno~opía Y. cq.d~--~~~-c~o 
invariante dC-un<cJ..,~~OrG-ANR es un divisorG-ANR. · - -- - ·- -

o:·· Operaciones de divisores G-AN R 

Sen A -un divisor G-AN R compacto contenido en un, .G~cspnc:io 
111ét.rico·B. Cuando Bes un G-ANR, B/A es t.antbién.un .G-:-ANR 
por el Corolario 4.17 del Capítulo 11. Sin embargo, el 'hed10 de que 
B /A sea. un G-AN R no implica que B sea un G-AN R.·. En cst.a-sccción 
probaremos qnc en cst.c caso, Bes al menos un divisor .G-AN_R.:·, 

Teorema 6.1. Sea (B, A) un G-par métrico d~~dc A.:~.í~~-divi.•or 
G-AN R co11ipacto. Entonce..-. D es un divisor G-Alf R si V sólo si D/ A 
r .. 'l un. divi. .. or G-AN R. 
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DBMOSTJtAClÓN. Snpougmuos que B es nn divisor G-AN R y sun. 
Y e ANR(B}. Co1no A es 1111 divisor G-ANR con1pn.ct.o, Y/A CH 1111 
G-ANR. Dccst.nmnncrn Y/A E G-ANR(B/A). Nót.csc qnc Y/Bes G
horm.-omorfo a (Y/A)/(B/A). Si Bes 1111 divisor G-AN R, cnt.011ccs Y/ D 

<: 
es 1111 G-ANE. Dado que Y/A es 1111 ANR y Y/D ~ (Y/A)/(B/A), se 
signe, del Corolario 2.7 del Cnpít.nlo 111, qnc D/A es 1111 divisor G-AN R. 

I11versm11e11t.c, si B/A"" ""divisor G-ANR, ent.011ccs (Y/A)/(B/A) 
G 

""1111 G-ANE. Como Y/B ~ (Y/A)/(B/A), se signe qnc Des 1111 
divisor G-AN R. 

o 

Sea A 1111 snbconjnnt.o compacto invariant.c G-AR de nn G-espn.cio 
1nét.rico B. Si Bes nn G-AR, cut.onces B/A es nn G-AR; no obst.nnt.c 
el he<~ho de que B/A sea nn G-AR no implica qnc B sea un G-AR. 
Por el Tcore1nn 6.1 de cst.c capít.nlo, podemob decir que Bes, al menos, 
nn divisor G-AN R. Nuestro sigui~nt.e resultado nos perniitc decir a1\11 
nui.s, esto es, qnc B es G-cont.rníble nbsolntnn1cnt.e por vcciudn.d, pnn" 
lo cnnl es necesario el siguiente lcrnn: 

Lema 6.2. Suponga que (B,A) es un G-par tal que tanto A co
nio B son G-contrrn"bles absolutamente por vecindad. Sean Y E G
ANR(B) y U una vecindad invariante de A en Y. Entonces Bes G
de/ormablc en U bajo una G-de/onnación que deja a A puntualn1.ente 
fijo. 

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorcn1a 4.5 del Capít.ulo III, cxist.e uun 
vecindad invn.rinnt.c V de B en Y t.al qnc cualquier G-nplicnción F : 
A - V t.icne un G-cxt.ensión F : X - Y. Shniln.rrncnt.c, existe nnn 
vccindnd invariante W de A en Un V t.nl quo cada G-n.plicnción h : A -
W se puede extender n. nnn G-aplicn.ci6n H: X - Un V. Tomentos 
nu punto a E A y dcfin8.Illo8 nnn. G-nplicn.ción Ji• : A U (B \ W) - \-V 
de In siguiente rnnncra: 

hº(x) = {
x, 

a, 

si X E .A; 

sixeB\W 
¡,,• t.iene cut.onces una G-ext.cnsióu H• : B - Un V. Dcfiun.1nos nnn. 
G-nplic-.ación fº : (B x {O}) U (A x I) U (D x { 1}) - V por: 

/º(:r.,O) = x, si X En, 
fº(x,t) = x, si X e A, o::;; t::;;; 1, 
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f"(x, 1) = H"(x), si x E D. 

Ent.oncCR, ¡• 8C cxt.icudo a. nnn G-nplicación p• : n X I - y. Así., F· 
CH ln. G-dcformn.ción deseada. 

o 

Teorema 6.3. Sea (B, A) un G-par métrico tal que A es co1n11n.cto 
y G-contnnóle absolutamente por vecindad. Entonces B es G-contruiülc 
absolutamente por vecindad si y sólo si B/A es G-con.trai"ble absolt1.tCJ.-
1ncnte por vecindad. 

DEMOSTRACIÓN. SclUl Y E G-ANR(B) y p : Y - Y/A In G
n.plica.ci611 idcntificaci6n. Por el Teorema 4.7 del presente rapít.1ilo, 
Y/A es 1111 G-ANR, de donde se signe qne Y/A E G-ANR(B/A). 

Pritncro snpongrun08 que Bes G-cont.ra.íblc nbsolnt.a.Incnt.c por vecin
dn.c.l. Parn mostrar que B/A es G-cont.ra.íblt.- nbsolnt.amcnt.c por vc."<~in
dnd es snficicnt.e, por {n) del Teorema 4.3 Cnpít.nlo 111, probar qnc D /A 
es G-contrru'ble en una vecindad invariante arbitra.ria U de B /A en Y/ A. 
Como Y/ A es un G-AN R, U cti un G-AN R. y se Higuc que cxist.u una 
vecindad invariante V de p(A) G-cont.rn.íblc en U. Por el Lctnn. 6.2 
del presente cnpít.nlo, existe una G-deforrnacióu ki : B - ,,- 1 {U) qnc 
deja A p1mtna.lrnente fijo y t.nl c¡uc k,(B) e p-1(V). La G-hornot.opín. 
pkt(Plu)-1 : B/A-+ U dcfornm. t..."'Q11ivn.rin.nt.cn1cntc B/A en V. Ju. cunl 
es G-cont.nuDlc en U. De cst.n 111nncrn, B /A es G-cont.rn.íblc cu U y HC 

sigue que D/A es G-cont.rruDlc n.bsolut.ament.c por vecindad. 
lnvcrsrunent.c, supongamos que B/A es G-contnuDlc nbsolnt.u.rncnt.c 

por vedndnd. Dndo que Y/A E G-ANR, B/A es G-cont.rníble en Y/A 
bajo una deformación cquivnrin.nt.e ki. Por el Teorema. 5.1, p t.icnc unu. 
inversa G-ho1not.ópica q : Y/A - Y. Sea. i : D - Y ln. inclusión. 

Ent.onccs, t.cncm08 que i !!.. qplIJ = qkovlu ~ qk1Plu· Puesto que k1 es 
coust.rutf.c, i es G-homot6picn111ent.c nnln. y se signe, de {b) Tcorenut 4.3 
de este capítulo, que B es contrníblc nbsolut.nntcntc por vccinclncL 

o 

Dada nna colección de espacios G-AN R, es pOHiblc const.r1úr nuevos 
espacios G-AN R a partir de ellos operándolos npropiachuncnt.c en un 
camino suficientemente ºsuave" como lo muct1t.ra el Tcorc1nn 5.8. Por 
ejemplo, si un G-cspa.cio 1nétrico X pnccle ser escrito co1110 la unión de 
dos subconj101tos cerrados invariantes Xi y X2 los cuales son G-AN R 
y t.al que X1 n X 2 es un G-AN R, cut.onces X es un G-AN R. 
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Ent.ont~CH, podcn1os prcgnnt.n.rnos, ¿es ln unión du clivison?N G-AN R. 
t.1unhién un <livitmr G-AN R'! Pu.rn. dnr fl"!t'!JlllCHt.u n. CHt.u cnest.ióu 1110H
t.rn.n?rnos qtic la 11nió11 de dos divisorcti G-AN R es 1111 divisor G-AN R 
y, post.crior111cnt.c, gcncra.lizn.rcn1os CRt.c rcsn!t.ado n.l C.IL ... o de 1111 111"1n1cro 
fir1it.o de diviHOrcs G-AN R. 

Lema 6.4. Sean A 1 y A2 <livi:wres G-AN R coTn¡mctos l.tJ.fo.o; </Uf! 

A 1 n A 2 = 0. Entonce.~ Ai U A2 e.<1 ttn divisor G-AN R. 

D•lMOS'l'JLACIÓN. Sen Y E G-ANR(A1 U A,). Entonces Y/A1 cs 
nn G-ANR. Sea p: Y - Y/A1 ln. G-nplicacióu idcnt.ifi<-nción. Dado 
que A1 n A2 = 0, PIA:a es un G-ho1ncomorfisrno. Por t.n.nt.o, p(A2) es un 
divisor G-ANR lo que implica qne Z = (Y/A1)/p(A2) cs 1111 G-ANR. 
Sea. q : Y/A 1 - Z In. G-n.plir.ar.ión idcnt.ificn.ción. E.'i fii.cil ver qnu 
qp(A 1 ) y qp(.;b) Hon conjnnt.os forrnn.doH por 1111 sólo pnnt.o; t.n.ut.o ellos 
corno sn nni6n son G-AN R. Por lo que Z/(qp(A1) U qv(A2)) us nn G
ANR, por el Corolario 4.17 del Capít.nlo 11. Pero Z/(<¡p(Ai) Uqp(A2)) 
cs G-homcomorfo a Y/(A 1 U A2)- Así, A, U A 2 "" 1111 divisor G-AN R. 

o 

Teorema 6.5. Sea B 11.n G-espu.cio rnr!trico cornpacto. Suponga 
t¡uc Bi, B 2 , ••• , 8 71 son subconjuntos cerrado.<; invariante.<; de B tale.'I que 
LJ;~, Ba = B y tales que para c-ada subcolccción {B:t 1 , B¡2 , ••• , D 1,.} de 
{B., B2, ••• , B,.}, lle tiene que nj= 1 D1; es un divi.<1or G-AN R (o 11acío). 
Entona-.s B es un divi.-;or G-AN R. 

DEMOSTUACIÓN. Pnrn. probn.r el t.corcrna procederemos por induc
ción. Sin= 1, el rcsnlt.ndo C8 t.rivinL S11po11gn.1noH uhorn. que cun.lquicr 
G-~pn.cio 1nét.rico que puede ser cscrit.o como In. unión de k snbcoujnu
t.os t·crrndos in1vnria.nt.CH que sn.t.isfu.c~cn ln..'i condiciones en In hipót.csis, 
e:¡ 1111 divisor G-AN R. fvf0Ht.rcn1os que es dcrt.o pn.rn. k + 1 subc:onjun
t.os ccrrnclos invu.rinnt.cs. Pn.rn. i = 1, 2, .. , k, Hcn. C¡ = D¡ n Bk+l· Por 
hipót.csis, cacln. c. CN nn divisor G-AN R (o vncio); y por In. hip6t.csis de 

inducción, D = u:=I n. y E= u~=I c. HOll divisores G-AN R (o vacío). 
Si E=/:- 0, Bk+1/E es 1111 diviH<>r G-ANR, por el Tcorcinn 6.1. Pero 
B1t.:+1/E es G-horncornorfo n. B/D; de donde, por el Tcormnn 6.1, Bes 
1111 divisor G-AN R. Si E= 0 cnt.onccs B es In nui6n disjnnt.n de Bk+l 
y D. Por el Lmnn. 6.4, B CH 1111 <liviHor G-AN R . 

o 

Du los T(.-ore1nn .. 'i 4.7 y 6.5 se signe de tnu.ncrn irnncdint.n el corolario: 
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Corolario 6.6. Sea n un G-espacio rnélri.co COTnpacto. Suponga 
que ·D1 • B2, ...• Bn .-.on .. 'lttbconjuntos cerrado . ., invarianteS de B talc."I 
que B = LJ;!. 1 ll¡ y que para ~da subcolección -{Bi¡,iJ¡;,· .•. ,B;,,} de 
{D1 • 8 2 , •• .-, Dn}, ,<1c tiene que n;-i B;J es G-contrai1JJe absolu~a_1nc:r1.te 
por vecindad (o uacío}. Entonces Des un divisorG-ANR~ 
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