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Introduccion

El presente texto tiene como objetivo principal realizar el anélisis de recientes resultados en la
Teorfa de Digréficas, en particular del tema de niicleos en digrdficas.

Inicialmente, en el primer capitulo (Introduccién a la Teorfa de Digrificas), se proporcionan los
conceptos bésicos que resultan necesarios para el desarrollo de la presente tesis, y se presenta al
lector 1a notacidén y lenguaje matematico de que se hard uso. Con tales herramientas es posible
demostrar los primeros resultados que, aunque son en si mismos de gran interés, también serdn
de utilidad en los siguientes capftulos.

En cl segundo capitulo (Nucleos y seminticleos en digrdficas) es presentado el concepto de
seminiicleo de una digrdfica y a continuacién, el de mayor importancia en el presente texto,
nos referimos al concepto de nicleo de una digrafica. Inmediatamente son probadas afirma-
ciones que relacionan ambos conceptos, y se culmina la seccién con las definiciones de digrdficas
nicleo perfectas y nicleo imperfectas criticas, asf como con Teoremas que las involucran.

El siguiente capitulo (Aplicaciones del concepto de nicleo) presenta al lector interesantes apli-
caciones del concepto de niicleo y de resultados asociados a él. En particular, Teoria de Juegos
y Légica, son drecas en las que las aplicaciones de la Teoria de Gréficas son claramente utiles,
como se muestra a lo largo de este capitulo.

Los tltimos dos capitulos de la tesis concentran el andlisis de recientes investigaciones relativas a
micleos en digrificas. Se inicia el cuarto capitulo ( Trayectorias y ciclos dirigidos monocromdticos
en torneos m-coloreados) introduciendo los conceptos de torneo, digréfica m-coloreada y trayec-
torias dirigidas monocromdticas en digrificas m-coloreadas, para asi definir nicleos por trayec-
torias dirigidas monocromdticas y analizar algunas condiciones suficientes para que un torneo
m-coloreado tenga niicleo por trayectorias dirigidas, sin embargo para este tltimo andlisis, las
herramientas son adn insuficientes sin el concepto de cerradura de una digrdfica, el que es es-
tudiado aquf al igual que las condiciones para que la cerradura de un torneo m-coloreado sea
nticleo perfecta.

Es en el iltimo capitulo (Zrayectorias y ciclos dirigidos monocromdticos en casitorneos m-
coloreados) en donde se define un casitorneo y también se analizan condiciones suficientes para
que la cerradura de un casitorneo sea nicleo perfecta, realizando las debidas comparaciones con
los resultados analizados para torneos.

Finalmente, la tesis culmina con conclusiones y comentarios en base al andlisis de los recientes
resultados obtenidos en Teoria de Gréficas y aqui presentados. Como podra abservar el lector,
el texto es autocontenido y ha sido escrito de forma tal que puede de ser estudiado de manera
fluida por cualquier lector interesado en el tema.
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es la digréfica complementaria de D.

{v € V(D) tal que (u,v) €F(D)}

Subdigréfica inducida por el conjunto de vértices B

Flecha que va de un vértice del conjunto A a uno del conjunto B
Camino que resulta de recorrer el camino P seguido del camino Q.
Camino que resulta de recorrer el camino P del vértice a hasta el
vértice b, y unirlo con el camino Q

H es una subdigrédfica inducida de D
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Capitulo 1

Introduccién a la Teoria de
Digraficas

En el presente capitulo se proporcionan al lector los conceptos bisicos de Teorfa de Digraficas
que permiten entender y analizar algunos de los tiltimos resultados concernientes a la Teorfa de
Niicleos, andlisis que constituye el objetivo mds importante de la presente tesis.

Se inicia con las definiciones bésicas de Digrdfica, grado, orden y tamaiio, digrdficas isomorfas,
subdigrdficas, torneos, caminos, caminos dirigidos, trayectorias y ciclos. Se contimia con algunos
resultados relativos a trayectorias, ciclos, coneridad. Se concluye finalmente con el Principio de
Dualidad y el andlisis de algunas digrificas especiales, como lo son la digrdfica complementaria,
la dual y la parte simétrica de una digrédfica.
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1.1  Conceptos y resultados preliminares

Una digrdfica o grdfica dirigida D es un conjunto finito no vacio de objetos llamados vértices, con
un conjunto posiblemente vacio de parejas ordenadas de distintos vértices de D y denominadas
flechas. El conjunto de vértices de D es denotado por V(D), y el conjunto de flechas de D es
denotado por F(D). Cabe mencionar que en la notacién de las fiechas estd implicita la direccién:
{u,v) es una flecha del vértice u al vértice v.

El orden de una digrifica es la cardinalidad de los vértices de D, mlentras que el tamano es' la
cardinalidad de F(D). i .

Lema 1.1

Sea p el orden de D y q su tamaiio.
Entonces 0 < q < 2 Er(',f‘_%ﬁ = p*p
Demostracion

El ndmero posible de aristas o flechas sin direccién, es 2 lo mds las combinaciones de los
p vértices tomados de dos en dos, pero por cada una de esas combinaciones hay dos
posibles flechas (pues hay dos direcciones posibles entre todo par de vértices), de ahf que
sc multxphque por 2 al numero de combmacxones §|—(§—2ﬂ. La dltima igualdad se obtiene

tras una manipulacién algebraxca' 25 p-—'Z = p(p-1) = p*>-p.

.’.

Decitnos que si a =(u,v) es flecha de la digrdfica D, entonces la flecha a une el vértice u al
vértice v, a es incidente desde u, y es incidente hacia el vértice v. Se dice también que u es
adyacente hacia v, mientras que v es adyacente desde u.

Dos vértices u,v no son adyacentes sii u no es adyacente hacia v y u no es adyacente desde v.
Una flecha (u1,u2) de D se define como una S1.5;-flecha siempre que u; € Sy & u2 € Ss.

Se define con el nombre de ezgrado de v y se escribe 6+ (v), al numero de flechas que salen desde
v, es decir, §7(v) = [{ueV(D) | (v,u)eF(D)}|.

Por igual se define con el nombre de ingrado de v y se escribe §~(v), al niimero de flechas que
entran a v, es decir, 6~ (v) = |[{ueV(D) | (u,v)eF(D)}}.

Finalmente se define el grado de v, o §(v), haciendo uso de las dos definiciones previas: §(v) =
8t (v) + 67 (v) :

Teorema 1.1

Sea D una digréfica de orden p, tamafio q y V(D) {vl, v2, ..., Up}. Bntonces Ti_; 6t (v;) =
Ty 67 (v) = q.
Demeostracion

Cuando los exgrados de los vértices son sumados, cada flecha es contada una sola vez, pues
cada fiecha es incidente desde un vértice exactamente. Por igual, cuaudo los ingrados de
los vértices son sumados, cada flecha es contada una sola vez, pues cada ﬂecha es incidente
hacia un vértice exactamente, de ahi que la suma total comcxda con la: cardmahdad de
F(D) que es q. ‘ : ) B . :
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Decimos que D, ¢s isomorfa a D; si existe una funcién ¢ biyectiva (un isomorfismo) ¢: V(Dy)
— V(Dz), tal que (1,v) € F(D;) & (¢u,¢v) € F(D3). La relacién ser isornorfa es una relacién
de equivalencia, i.c. induce una particién del conjunto de digrdficas en clases de equivalencia.
Dos digrificas que no son isomorfas pertenecen a diferentes clases. Escribimos D1®Ds si Dy es
isomorfa a J,. Observemos algunos ejemplos, recordando que p es niimero de vértices, y q el

nimero de flechas de la digrifica:
- Solo existe una digrdfica (salvo isomorfismo) con p=1 y q=0, se trata de la digrifica tnvxal

(que consiste de un solo vértice).

- Solo existe una digrdfica (salvo isomorfismo) con p=2, q=0 (figura a), una con p=2 y q=1
(figura b), y una con p=2 y q=2 (figura c).

- Hay cuatro digrailicas distintas con p=3 y q=3 (fig. d):

Figuras a, b, ¢ (respectivarmente)

(o] O - [o e

Se dice que D, es idéntica a Dy si V(D,)=V(D2) y F(D,)]=F(D3), y se escribe D;=D5,.
Observemos que [Di=D, = D,;2D;] pero [Dy=D;, #% D;=D;], como prucba basta analizar el
siguiente contraejemplo (las siguientes digréficas son isomérfas pero no idénticas):

Contraejemplo
i

Dlremos que D’ es subdzgraﬁca de D si V(D )EV(D) y F(D)CF(D), y.sc. denotm‘a D’CD Sea
D’ una subdlgraﬁcu de D, se dice que D’ cs subdigrdfica generadora de D'si V(D’)-—V(D) SiD
no es trivial y si veV(D), entonces D-v es la digrifica tal que V(D-v)—V(D) {v}, mientras que
F(D-v} = {f € F(D) | f no es incidente desde vy f no es incidente hacia v}. Si feF(D), entonces
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V(D-f) = V(D), mientras que F(D-f) = F(D) {f} Andlogamente se define la suma de’ vértlces
y flechas: sea D una digrifica tal que u veV(D) y f—(u v)¢ZF(D), entonces V(D+f) V(D) 'y
F(D+f) = F(D)u{f}.

Si UCV(D), con U#D, entonces la subdzgraﬁca inducida por U denotada como D[U], es tal que'
V(D[U])=U & F(D{U])={flechas de D ‘que unen vértices de U}. Se dice que D; es una’sub-’
digréfica inducida de D (D;<D) si' Dy=2D[U] para algiin UCV(D). Observemos que cualqmer_.

subdigréfica inducida de D puede ser obtenida quitando vértices de D. A contmuncxon un ejem-
plo: S

D D’=D[U] con U={a,‘.b, p} co

b

Una digréfica D es simétrica si V(u,v) €F(D) [(v,u)eF(D)], es decir, para toda flecha (u,v) de D
sc'tiene que la flecha en el sentido contrario (v,u) también estd en la digrifica.

Digrdﬁca simétrica " Digrdfica asi‘méirica"r

D es asimétrica si Y(y, v)eF‘(D) [(v u)gF(D)], es decu‘, para toda ﬂecha. (u,v) de D se tiene que’
la'flecha en el sentido contrano (v,u) no estden’ Ta’ digréafica. ‘Es. mteresanto mencionar que hay .

una correspondencia uno a uno entre el coruunto de las dxgraﬁcas snmetncas y el CO[‘IJUHtOS ‘de

la graficas. Una digrdfica' D puede obtenerse de una’ graﬁca G asxgnando una dlrecclén acada .




arista de G entonccs se dice que: D es una’ onentaczdn dc G
D es una digréfica: compl(’ta si'para todo u veV(D) se t.lcne que al menos una de las flechas (u,v)
o (v,u) estd en ld. dlgraﬁca ‘ : :

g »:‘Digi'(iﬁc;is' cqrni)letas :

La digrifica completa simétrica de orden p, denota,da por Kp, txene‘ ambas ﬂechas (u )y (v u)‘ o

suno interés a lo largo del presente texto.
D es una digrélica r-regular o de grado rsi YveV(D)[6+(v) = 6‘(v)
vértice de D, su grado interior es igual a su grado extemor e i al
(p-1)-regular. :

Digrdficas completas simétﬁcdq H




1.2 Caminos, caminos dirigidos y trayectorias

Sean u,veV(D) no necesariamente distintos. Un uv-camino de D es una sucesién finita de vértices
(u=uy, na, ..., 4=v), que comienza en cl vértice 1 y termina en el vértice v, tal que (wi—y,u;)
€ F(D) o (u;,u;—1) € F(D) para toda i=1,2,...,n, donde n es ¢l mimero de ocurrencias de flechas
y la longitud del camino. Ahora bien, si para toda i=1,2,...,n se tiene que las flechas del camino
son de la forma (u;_;,u;), entonces se trata de un ww-camino dirigido. Debemos observar que
tanto en caminos como en caminos dirigidos pueden repetirse vértices y flechas. Se dice que los
dos uv-caminos (u=ug, u1, ...,un=v) y (U=vg, 1, ...,Um=v) son iguales si n=m y u;=v; para
toda i=0,1,2,...,m. Un uv-camino cs cerrado o abierto si u=v o u#v respectivamente. Un camino
C (dirigido o no dirigido) de una digrdfica D es generador si V(D) = V(C).

Una uv-trayectoria es un uv-camino dirigido que no repite vértices. Si P es una uv-trayectoria,
entonces los vértices de P distintos de u y v son vértices internos de P.

Un wv-paseo es un uv-camino dirigido que no repite flechas. Observemos que si P es una uv-
trayectoria, entonces P es un uv-camino dirigido, sin embargo si P es un camino dirigido, no
necesariamente P es una trayectoria,

Un circuito de D es un paseo cerrado no trivial de D. Un ciclo de D es un circuito (wy, ws, ...,
.y Wp,y w1) tal que 122 y wis#w; para toda 1,j. Si D no tiene ciclos entonces entonces que es
una digrdfica aciclica. A los ciclos de longitud n se les denomina n-ciclos, mientras que a las
digréficas de orden n (n2>2) que son ciclos, se les conoce como Cr. Un ciclo dirigido de D, ~,
es hamiltoniano si V(y)=V(D), y diremos que D es hamiltonianesi D tiene un ciclo hamiltoniano.

A continuacién presento resultados imprescindibles relativos a caminos, traycctorias y ciclos.

Teorema 1.2
_Todo uv-camino dirigido contiene una uv-trayectoria.
Demostracidn

Por induccién sobre la longitud del camino dirigido:

Base: " Si long(C)=0 entonces C consiste de un solo vértice, por lo tanto en C no se repiten
vértices, de mancra que T=C cs la trayectoria buscada. Si long(c)=1 entonces C=(u,v),
de ahf que no repitan vértices en C, por lo tanto T=C es la trayectoria buscada.

Hipétesis inductiva: supongamos que todo uv-camino dirigido de longitud menor que n con-
tiene una uv-trayectoria dirigida. Por demostrar que todo uv-camino dirigido C tal que
long(C)=n contiene una uv-trayectoria dirigida.

Sca C=(u=z0, 1,..., Tn=Vv) un uv-camino dmgldo de Iongltud n. (por demqstm_r que, C
contiene una uv-trayectoria dirigida). . : S

Existen dos casos a analizar (ver las dos ﬁguras de la pagmn sxgunente)

a) Si x;7#x; para toda i#j, con i,j€{0, 1 2...,11} entonces T=C es.una uv-t;rayectoria\dirigidajy :
el Teorema se cumple. e




Consnderemos C'= (u=2g, 1,0, TI=Tj, Tjg1s 1se1 Tn )'—,C’ és ‘un uv-cami }dmgldo cuya
longitud es estrictamente menor que n. Pot lo tanto por hlpot;&sls de mducclon, C' contiene
una uv-trayectoria dirigida T. B . s

Alora, como TCC’ y C’CC, entonces TCC, Por lo tanto c contlene una uv-t:ra ectoria dirigida.
) Yy

Teorema 1.3

Todo camino dirigido cerrado C de longitud impar contiene un ciclo de longitud impar -
Demostraciéon

Por induccién sobre n=|V(C)|.

Base: Para n=1, la digrdfica consiste de un solo vértice, de ahf que no hay camino dirigido
cerrado y el Teorema se cumple por vacuidad. Para n=3 el tinico camino dirigido cerrado
de longitud tres es el ciclo dirigido de tal longitud, de manera que con v=C el Teorema se
cumple.

Hipétesis inductiva: supongamos que el Teorema se cumple para todo camino cerrado de lon-
gitud impar menor que n.

Sea C un camino dirigido cerrado de longitud impar igual a n. Se demostrara que C contiene
un ciclo dirigido de longitud impar.

C es de la forma: C = (zo, %1, T2, +e0yTn—1=T0).

.- Existen dos casos a analizar: .
“'a) Si zis%z; para toda isj, con i,j€{0,1,2...,n-1}, entonces C es un ciclo dirigido de longitud
impar y el Teorema se cumple.

b) Sl existen i,j tales que z;=x;, con i#j, entonces C es de la forma C=(xo, Z1,....Ti,Tit1,
Ti4 23000y Ti=Tiy Tht1s Tjg2yeesy Tnel = TO)

De manera que Cp = (To, Tty T2yeey Ti==Tj, Tjp1s Tjt21eeer Tna1 = 20) ¥ C2 = (Tiy Tit1, Tit2yeeny
z; = x;) son caminos dirigidos cerrados y uno de ellos tiene longitud impar menor que n,

.- pues long(C)) + long(C2) = long(C), -donde long(C) es impar.

Sin pérdida de generalidad, sea C; el camino cerrado de longitud impar menor que n, entonces

por hipdtesis inductiva se ticne que C) contiene un ciclo dirigido de longitud impar -,.
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Entonces"y CC- C' ‘dé manera que 71CC.

I "‘un ciclo dirigido de longitud unpar, a saber '71
" Caso b) =

Por lo tanto C o

Lema 1.2

Sea D una digrafica. Si Vv e V(D) [5+(v) > 1], entonces D tlene un ciclo diri
Demostracién ‘ :

Sea T una trayectona dmglda T

contradxclendo la’ eleccxén de T.'Por lo tant
(z; = w, :z:¢+1, “h mn, :c;) es un iclo’ dirigid

ara gunle{l 2, ..,n},ne. C=

Lema 1.3

Sea D una digréfica. Si Vv € V(D) [6‘ (v) >1],
Demostracién -

ento ces D ene un clclo dirigido.

£ tud I‘nv‘z_fxx,ima en D.

Sea T una trayectoria dmglda T = (ml, :g:z .
Como §~(z;) = 1, entonces Iw E V(D) [(w,

w € T, de lo contrario T’ = (w, :1:1) UTes
ciendo la eleccién de T.

Por lo tanto w = z; para an,un ie {1 2
ciclo dxrxgxdo o :
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1.3 Conexidad en digraficas

Existen varias formas en que una digrifica D puede ser conexa:

Sean u,veV(D):

Se dice que u estd conectado a v en D si existe un uv-caminoen D (o analogamente un vu-camino
en D).

D es conexa si Yu,ve€V(D)[u y v estdn conectados]. Si D no es conexa, entonces es disconexa. La
relacidn estar conectados es una relacién de equivalencia sobre V(D), y la subdigréfica inducida
por los vértices que estén en una clase de equivalencia se denomina componente conexa de D o
simplemente componente. Este concepto puede ser definido de diversas maneras, como se podrad
leer cn las siguientes pdginas.

Decimos que v es alcanzable desde u en D si D contiene un uv-camino dirigido.

D es unilateralmente coneza o unilateral si para todo u,veV(D) dlstmtos, se tiene que al menos
uno de ellos es alcanzable desde el otro.

D ¢s fuertemente coneza o fuerte si para todo u,veV(D) dxstmtos, cada vértice es alcanzable
desde el otro.

Observamos entonces que si D es fuertemente conexa entonces D es unilateral, y si D es unilateral
entonces D es conexa.

Si u es alcanzable desde v y v es alcanzable desde u, decimos entonces que u y v son mutuamente
alcanzables. La relacion ser mutuamente alcanzables es una relacién de equivalencia sobre los
vértices de D, i.e. esta relacién parte V(D) en clases V3, V5, ..,Va (n>2), de manera que dos
vértices son mutuamente alcanzables si y sélo si estédn en la misma clase. Sea S;=D[V] (1=i>n),
si u,veS;, entonces existe un uv-camino dirigido Wy en D (pues v es alcanzable desde u) y existe
un vu-camino dirigido W, (pues u es alcanzable desde v). El camino dirigido W=W1UW; es un
uu-camino dirigido en D, y decimos que para todo u,ve W, u y v son mutuamente alcanzables,
es decir, u y v pertenccen a la misma subdigrifica S;, i.e. S; es una subdigréfica fuertemente
conexa y cada S; es maximal con respecto a esta propiedad; 51, Sz, ..., Su se dicen componentes
Juertemente conexas de D.

Una componente fuertemente conexa terminal de D es una componente fuertemente conexa de
D tal que de ella no salen flechas hacia otra componente fuertemente conexa distinta.

A continuacién se demostrardn afirmaciones importantes en el tema de conexidad en digréficas.

Teorema 1.4

a) D es conexa sii D contiene un camino generador.
b) D es unilateral sii D contiene un camino dirigido generador.
¢) D es fuertemente conexa sii D contiene un camino dirigido cerrado generador.

Demostraciéon (a,<)
Supongamos que D contiene un camino generador W.

Sean u,veV(D), us#v arbitrarios.
Como W contiene todos los vértices de D ent.oncm u,v EV(W), de modo que W = (x0, 1,

sy Tigly «oosTi=Vy Tjgly eoey xn)
Ent‘.oncw W' = (z;=u, Ziq1, ..., T;=V) €8 un’ uv-cammo en D..Por lo tanto D es conexa.
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Demostracnon (a,=)

Sea D coniéxa con V(D) = {vy, va, ... »Up}. Dntoncgs D contiene un v;v;4;-camino W; para toda
i=1,2,.., p-1. Definamos W;' como el camino W; pero sin el iiltimo término.

Entonces W1'UW2'U... UW,_2"UW,_; es un v1up-camino P tal que V(P)=V(D), que era lo que
buscdbainos. (Observemos que de no extraer el dltimo término en cada W; para construir
Wi, en P habria lazos).

Figura: Demostracion (o,=>), W’=(u=z,, za, z4=v)

Demostracién (b,<)

Supongamos que D tiene un camino dirigido P tal que V(P)=V(D). Sean u veV(D), con u;év'

" arbitrarios, por demostrar que al menos uno es alcanzable desde el otro (i. e..por demostrar; :
que D contiene un uv-camino dirigido o un vu-camino dirigido) -

Como V(P)=V(D) entonces u,ve€V(P). Entonces P es de la forma P = (zq, 21, ..., 2=, Ti41,
oo TGV Tigls cony x,) si i es menor que j, de manera que P’ = (z;==u, Tit1, i, T;=V) €5 "
un uv-camino dirigido en D, por lo tanto D es unilateral. Andlogamente P es de la forma
P = (X0, &1y «vey yZF=V, Tjply eoyTi=U, Tit1,0+0y Tn) Si j s menor que i,.de manera que

= (2;=V, Zjt1, --» Ti=U) s un vu-camino dirigido en D, por lo tanto D es unilateral.

1.
Demostracién (b,=)

Supongamos que D es unilateral, sea W un camino dirigido que contiene el méximo niimero de
vértices distintos de D y supongamos que W es un wywe-camino dlrlgldo. : Al

Si W es tal que V(W) = V(D), entonces el Teorema se cumple.
Si no sucede lo anterior, entonces existe veV(D) tal que v€V(W).

Entonces por como fue clegido W, no existe un vw;-camino dmg,ldo yuo (.xn
dirigido en D (de lo contrario W no tendria el médximo niinero d(. ver ice:
Como D no tiene un vu;-camino dirigido y D es unilateral, entonces D contlcne un'wy v-camino '
dirigido. , TR - DR
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Sea u el dltimo vértice de W tal que el uv-camino dirigido estd en D_ (not’em’os que uws pues
no existe un wav-camino dirigido en D). Sea u’ lailtima ocurrencla deu en \V Denotemos
con W; un u’v-camino dirigido en D. ¥

Sca w el vértice que sigue a u’ en W, observemos que w exlate puca #wg. :

Por la eleccidn de u sabemos que no existe un wv-catmino dmgxdo en D, pero al ser D umlateral
cso implica que existe un vw-camino Wa en D.

Entonces C = (wq, W, @’ )JUWUWLU(w,, W, ws) es un’ cammo dmgldo con mas vertlces que
W, contradiciendo la eleccién de W. :

Demeostracién (c,<)

Supongamos que existe un \ camino dirigido cerrado W tal que V(W) V(D), ie.. para todo .
u,ve V(D) se tiene que u veV(W) : :

Se demostrard que existe un,uv—cammo
(w1, oy

W es de la forma W =
W)

fucrtementc conexa.

Demostracién (c,=)

Supongamos que D es fuertemente conexar Se demostrard que D contlene un: cammo dmgxdo
cerrado y generador.;‘

Sean u,v € V(D). Conio D es’ fuertemente ‘conexa, entonces D es’ ‘unilateral.-Por lo: tnnto,'por,
cl inciso (b) se 51guc quc D contlene un uv-cammo dmgldo W tal’ quc V(VV : B
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Si u=v entonccs

8 u;év (.omo'

Demostracién (=) .
Sea {V1, Va} una particién arbitraria de V(D).
Sea-‘UIEVi,y'UQE‘é.‘ :
Como D es fuertemente conexa cntonces ex:stc una 1)1’02 tmyectona dmgnda en D T (uo=v1, -
Upy U2y oeny uu—'ug) . :

Sea m = min {J | u; € Vz} (notemos que m>1)
Dntonces (-1, um) es una V;V-pﬂecha en'D.}!

Demostramén (<=) :
Sean x,yGV(D) arbltmnos S demo ard’ que : 'ste Vun xy-cammo dirigido en D. Sean:
{weV(D) I ex:ste un xw-cam1 ' d1'_‘g1do en D}
=V(D)-W. S .
‘Si'y € V1 entonces existe un xy-cammo dmgldo en’ D por deﬁmcxon de V}, y el Teorema se
cumple. .

Siygh:

~ Entonces yeV; y por lo tanto 1,#@. Ademds se sabe que Vang—Q ¥ que VlUVz-—V(D) (por ;
definicién de Vi y V2), de manera que {14, Vz} es una particién de V(D) S

- Asf que, por hipstesis existe una V;V,-flecha en D, drgamos (z,w), donde z€Vh y wEVz

- Como z€V; entonces existe un xz-camino- dirigido C; en D. Por lo tanto Clu(z,w) es un'
xw-camino dirigido en D, de donde se sigue que we Vl, contradlclendo .que W€V2. L

Por lo tanto yeV}, de manera que existe un xy-cammo dmgxdo en D

o

Anidlogamente existe un yx-camino dirigido en D: -

Sean: .
={weV(D) | existe un wx-camino dirig
Ve = V(D)-V1. s
Si y € V) entonces existe un yx-camx'
cumple. o

'Dado que la afirmacién es vilida para toda particién, enitonces existe también una VzV; flecha el D,




Si ygVi: : TRCTEL
- Entouces yeV; y por lo tanto Va#0. Ademds se sabe que VI#Q(pues xEVl), VlﬂV'_:-—@ y
que ViUVe=V(D) (por definicién de V; y V2), de manera que {3, Vz} es una part;lcxou de

V(D). :
- Asf que, por hipétesis existe una VaV;-flecha en D, digamos (w,z), donde 9EVl y weVé.

- Como z€V; entonces existe un zx-camino dirigido C; en D. Por lo tauto (w,z)UCl es un
wx-camino dirigido en D, de donde se sigue que we Vj, contra.dxclendo que weVQ., ’

Por lo tanto y€V), de manera que existe un yx-camino dirigido en D.

Por consiguiente D es fuertemente conexa.

Teorema 1.6
Toda digrdfica fuertemente conexa tiene ciclos dirigidos.

Demostracion

Sea D una digrdfica fuertemente conexa, Por demostrar que exxste un cxclo dmgldo en D

Sean u,v € V(D) elegidos de manera arbitraria. ;
Como D es fuertement.e conexa, existen en D un uv-camino dmgndo Cy:
y un vu-camino dirigido Cp = (v=y0, Y1, «» y,"—u)
Observemos que Jy;{y; = z« para algin ke{0, 1, ...,n}, conf E{O
Ses m = min {j>1| y; = =+ para algin k{0, 1, .. .,n}, con _]E{l 2,
Ci, v)U(v, C2, ym=x+) €s un ciclo dmgldo enD. i i

L0, T1yiesy Ep=V)

i 1}] pues ym=u=zq.
: 'V,m} }. Entonces (zy,

Teorema 1.7

Toda digrafica unilateral D de ordeu p>2 contlene dos vertlces dxst;mtos uy v tales que D-u y
D-v son unilaterales. : ; : v .

Demostraciéon
Como D cs unilateral, por el Teorema 1.4 inciso b D contxene un cammo dmgldo generador
Sea W el uv-camino dirigido genera.dor ‘de mfnima’ longitud. -

Ndétese que u aparece exactamente una vez en W, de lo contrano el ‘camino que se obtlene
al borrar el primer vértice (y por consiguiente la primera flecha) de ‘W, es un camino
dirigido generador de longitud menor que W, contradiciendo la eleccxon de W Por el
misio razonamicnto tenemos que v aparece una vez en W.

Entonces u#v y las digréficas D-u y D-v contienen un camino dirigido generador. " "

Por lo tanto, por el Teorema 1.4 inciso b, tenemos que D-u y D-v son digféﬁcag uni

¥
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Corolario 1' 1 :

Toda dlgraﬁca D fucrtemnnte conexa de ord(,n p>2 contnene dos vertlcca dxstmtos u. y v, t,ales
que D -uy D-v son mnlatemlos . S .

' Demostracxon

" Como D es fucrt,emu)t;v., conexa, entonces D es un do que por el Teorema anterior,

D—u y D-v son umlaterdlcs

1.4 Digraficas asociadas a una digrafica dada y el Principio
de dualidad

La parte asimétrica de D denotada por Asim(D), es la subdigrdfica generadora de D cuyas flechas

son las flechas asimétricas de D. La parte simétrica de D denotada por Sim(D), es la subdlgrnﬁca

generadora de D cuyas flechas son las flechas simétricas de D.

El complemento de D denotado por D, es la digrifica tal que V(D)=V(D) y para cada u,veV(D)

con u#v, se tiene que (u,v) € F(D) sii (u,v) ¢ F(D).

Otra digréfica asociada a una digrafica D dada, es la digrdfica de candensacuin deuotada por‘

D*, que hereda las propiedades bisicas de conexidad de D, como vemos a contmuacxén Sean:

S;, 83, ..., Su las componentes fuertemente conexas de D y sean w1, g, ..., Un los vertlces de D*
los cuales pueden scr puestos en correspondencia uno a uno con las componentes de D: u;'tal -~
que (u;,u;) € F(D*) corresponde a S; (i) sii algin vértice de S; es adyacente ‘hacia'afl menos-
un vértice de §;. Con relacién a la digrdfica de condensacién podenios demostrar el siguiente

resultado.
Teorema 1.8
Para toda digrédfica D, su digrdfica de condensacién D* cs aciclica.
Demostracién
Supongamos lo contrario, i.e. existe D tal que D* contiene c1clos
Sean .5'1, Sa, ...

2 : ;
Supongamos que ctiquetamos a los vértices #; de manera que (T } uk, u,) es. un ciclo.en D* i

Parai= 1, 2, ..., k-1 existe v;’ € V(Si) y vi31 € V(Sit1) tales que (vi)y: v:+1) e F(D
definicién dL (.Oll(lelldelOll Ademids existe la flecha (m , U1) en D, conu’€ V(S;.) y v, G i
V(S,). Notemos gue v;°, v; con i = 1,2,..., k no son necesuariamente dlhtlnbOS

W n
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Como S, es componentc fuettemente concxa (1—1 2
“dirigida’P;" eu Sio

Por lo tanto Plu(vl s U-))UPIU(‘Ug y va)U Pku(vk , vl) es un vlvl-cmlo en D

Entonces en particular v; 'y v, son mutuamentc alcanzables, contradxcxendo que esta.u en com- -
ponentes fuertement.e conexas dxstmtab .

o k); e’ntonces fexistie i éctoria

Por lo tanto D* no contiene ciclos. T

La digrdfica dual de D, que denotaremos aqui por D’ es tal que V(D’ —V(D) 'y [(u v) €
F(D’) sii (v,u) € F(D)). Diremos que D es propiamente dualsi D'D. :
Se define el dual de un concepto, haciendo uso de digraficas, como el concepto que rLsulta de
aplicar el concepto original en la dual de una digréfica, v.g. el concepto de adyncencms en
digraficas..
Se enunciard ahora el Principio de dualidad direccional y se dard continuacién un ejemplo de su
utilidad en la demostracién de algunos resultados en Teoria de Digrédficas:
Principio de dualidad direccional: para cada Teorema concerniente a digréficas existe un Teorema
correspondiente que se obtiene al reemplazar cada concepto por el concepto dual.

Teorema 1.9
Toda digrdfica aciclica contiene al menos un vértice de grado exterior cero
Demostraciéon

Sea D una digrifica aciclica. Sea P la trayectoria de maxima longltud en D. Supongamos que
P es una uv-trayectoria dirigida. : T :
Si v es adyacente a algiin vértice de P, se produce entonces un c1clo, contradlclendo ]a hxpotesns

Si v es adyacente a algiin vértice que no esté en P, entonces existe una trayectona cuya longlt;ud
excede la de P, contradiciendo la eleccién de P. : 3

Entonces v no es adyacente hacia algin vértice de D, i.e. el grado exterxor de v es cero.
t
Aplicando el Principio de Dualidad al Teorema anterior, obtenemos el siguiente
Corolario 1.2
Toda digrifica aciclica contienc al menos un vértice de grado interior cero.

o

Culminamos asf esta primer seccién que corresponde-a las tiocxdnu bésicas de Teorfa de
Digrificas, y que permitird al lector asnrsc de herrmmentas bm,xcas para abordar los ultlmos
capftulos de la presente tesis. : : S







Capitulo 2

Seminucleos y nucleos

En cste capitulo el lector encontrard la definiciones de conjunto independiente y conjunto ab-
sorbente, a partir de las cuales se introducirdn de manera natural las definiciones de seminicleos
y de nicleos en digrdficas.

Se presentan ejemplos y resultados interesantes relativos al concepto de seminicleo y nicleo y a
su relacion entre ellos (v.g. El conjunto de seminicleos de una digrdifica es inductivo superior-
mente, todo niicleo es un semintcleo mdzimo, toda digrdfica sin ciclos dirigidos tiene nicleo).
Se proporcionan las definiciones de digrdficas nicleo perfectas y digrdficas nicleo imperfectas
criticas y resultados importantes que serdn de gran utilidad para el andlisis posterior en los
capfitulos finales: el lector podra encontrar demostraciones de resultados tales como el Teorema
de Richardson, toda digrifica finita nicleo imperfecta critica no tiene semintcleos no vacios y
toda digrdfica no nicleo perfecta contiene una subdigrdfica inducide nicleo imperfecta critica,
entre otros resultados interesantes.
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‘Para definir u
el siguiente concep
Sea D.una’digrafica.;

‘Lema 2.1
_8i'SCV(D) es un conjunto independiente en una subdigrifica inducida de D, entonces S es un
- conjunto independiente en D,
Demostracién
Comio S es un conjunto independiente en una subdigrdfica inducidada de D, D’, entonces el

conjunto de flechas de D’ es igual al conjunto de flechas en D que hacen adyacentes a los
elementos de V(D'), pues recalquemos que D’ es una subdigréfica inducida de D. Por lo
tanto al completar la digrifica D en base a D’, ya no serd necesario agregar alguna flecha
entre los vértices de D’. Por lo tanto la propiedad de S de ser un conJunto mdependlente, ‘
se conserva en la digréfica total, D. . : 1

Podemos ya definir el concepto de semimicleo de una. dlgmﬁca., Dlremos que SC V(D) es un
geminacleo de D si: i S e . .

(a) S es independiente,

(b) Para cada flecha f que va de S a x (z€ V(D)-S da.dd la condncxén (a)) exlste un ﬂecha f !
que va del vértice z al conjunto S. :

Notemos que el conjunto vacio es un semimicleo.

A continuacién presentamos dos digraficas con sus. rcspectlvos seminiicleos: (aunque debe notar
-el lector que el seminticleo de una digréfica puede no ser umc )
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Digrdfica Dy, Sp,={1, 3} .

Es importante mencionar que no toda dxgraﬁca t:lene semmucleos no vacfos, y de’ exxstu' un_'» ‘
serniniicleo, éste pucde no ser, tnico, como muestran los. s:g‘mentes ejemplos, en donde Sl—{vs} -
y So= {vl, va, Us} son dos ejemplos de semmucleos de Dl, mlentras quc 1a’ dxgraﬁca D2 no tiene -

algin’ semmucleo no vacf : .
: Dzyraﬁca D, S _f'f‘ :Digr:‘tiﬁcaiD_z R

Los siguicntes son resultados importantes relativos a scmmucleos, y para probar e pnmero

de ellos, definimos una cadena C dc seminticleos como una colec(uon dc scmmuclem tal que 51_

81, 82€C, entonces $;CS72 o bien S2CS).

Lema 2.2

El conjunto M de seminticleos de D, ordenado po incl
el conjunto de seminticleos de D es parcxalmen ac
y toda cadena CCM estd aa.otada alu’ ea deur, EJbGM A EC [be])

inductivo supenormente (ie. M
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Demostracién

Sca C una cadena de semimicleos de D.

Sea U=U{S | Se C}

- U es independiente:
Supongamos lo contrario. i.e. existe (u,v)eF (D) donde u,veU.
Por lo tanto u€S, € C para algiin S & VESQGC para algun S

u,veémax{$;,52}€C lo que no pucde succdcr pucs tanto Sl como Sz son con_]untos mde—
pendientes.

Por lo tanto U ¢s independiente. ,
- Por ver que se cumple la condicién (b) de la definicién de seminticleos, para U: '

Si f es una flecha que va de U a x (por demostrar que existe flecha £, que
Entonces 3s[f=(s,x) & s€S&C] por construccién de U. ' :
Dado que 8 es seminticleo existe una flecha (' que vadex a S y por ende

Por lo tanto U cumple la condicién (b). :
Por lo tanto el conjunto de seminticleos de D, ordenado por mclu51 ;.es inductivo superior-
mente. . :

ado un seminic eo‘de una dlgraﬁca, existird un
reapond(,n

La pregunta natural que surge ahora es si
semmucleo ma.xuno que lo co te ga"' v

sea S’ un semmuc]eo de la s bd
Entonces SUS’ es un semmupleo de D
Demostracién B
- Veamos inicialmente que S’US es independiente: . :
Sea f=(u,v) con u,veSUS’. Exlbtcn cuatxo éasos a anallzar
1) u,vesS : e :

2) u,ves’
3) ueS’' y veS
4) ueS y ves’ e e . ,
Vemos que los primeros casos 1) y 2) no pueden cumphrse dado que S y S’ son’ mdependxentes,~
y el caso 3) es también imposible pues S’CB y por definiciéon de B; por iltimo, si el caso 4)
se cumpliera entonces existe otra flecha de S’ a S (pues S es seminiicleo), lo cual satisface -

el caso 3) el cual sabemos que es unpos:ble Entoucea linguno dt, Ios posxbles c.asoa es
factible, . ) R )

Por lo tanto, SUS’ es independiente.
- Por ver que SUS’ cumple la condicién b) de la dohmmon de semmucleo
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Sea A=V(D)-(SUB) y x€V(D)-(SUS").

Sea {una flecha de SUS' a x. Se demostrard. que existe una flecha f* de x a SUS’. )

Si x€A, entonces existe una flecha f’ de x a S (de lo contrario x€B, i.e. x¢ZA coutradxaendo lu.
hipétesis) y como SCSUS’ entonces existe una flecha f’ de x a SUS’.

Si x¢A, entonces necesariamente f sale de S'(pues x€B, de modo que si f saliera del serniniicleo
S deber4 existir la flecha {* de x a S, contradiciendo la hipétesis de que no hay flechas de
B hacia S) y lega a B-§’ (pues f sale de SUS’ y x€SUB, de manera que si Xx€8 o x€§’,
entonces SUS’ no es independiente). Como S’ es seminiicleo de B’ entonces existe una
flecha £’ de x a 8’ y por ende a SUS'.

Por lo tanto existe una flecha f° de x a SUS’.

- Por lo tanto SUS’ es un semimicleo de D.

Para el siguiente resultado, seré de utilidad recordar antes el Lema de Zorn: Para todo [M,r]
conjunto parcialmente ordenado con la relacién r, no vacio tal que toda cadena C € M estd
" acotada en M (i.e. IbeM V xeC [xrb 6 x=Db} ), hay un elemento meM r-maximo en [M,1] (ie.
VyeM [my/y] ). En la siguiente prueba, M cs el conjunto de los seminiicleos de D y la contencién
es la relacién r. :

Teorema 2.1
Todo semintcleo estd incluido en un seminticleo méximo.
Demostracién

Si D es finita el Teorema se cumple.

Si D no es finita entonces se tiene que todo seminiicleo estd contenido en M el conjunto de
semimicleos de D que estd ordenado por inclusién y es inductivo superiormente (i.e. M el
conjunto de semimicleos de D es parcialmente ordenado con la relacién C, y toda cadena
CCM estd acotada ahf, es decir, 3b € M | ¥x €C [x C b 6 x = b] ), tales propiedades de
M las asegura el Lema 2.2.

Entonces se cumplen las hipétesis del Lema de Zorn
Por lo tanto existe un elemento maximo en M con respecto a la contencién, por el Lema
de Zorn.

Ahora estamos ya preparados para introducir la deﬁmclén de. nucleo. Sea D una dlgrﬁﬁca, sea.
SC V(D). Se dice que Sesun nucleo de D sn : ‘ :

a) Ses mdcpendlente

b) Para’ todo L€ V(D) S exxate una- ﬁcclm dc rad. Dxruuos entouces quc S es absorbentc
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D, Digrdfica sin micleo’ Dy Digrdfica con dos nicleos:
! o . T ek l.y-‘.'

,Tedremé' 2 2

Sea D una dlgraﬁca Si Nes nucleo de D, entonces N es un comunto mdependlente maxxmo y
oun ubsorbente minimo con respecto ala ntenclén .

Demostrac:on

Sea N un mlclco de D.

ind endlente maximo:
Supongamos lo contrario, i.e. HICV(D)[ }pcndlente, NCI y N#I). Entonces 3x. eI[x¢N]
Como x¢N y N es absorbente, entonces ’(x,y) € F(D) para algiin y € N. :

Por lo tanto, comno NCI y N;éI tenemos que yeI xely (x,y) € F(D), contradxcnendo que I es
independiente. . ~ ‘

Por lo tanto N es un conjunto mdependxente maximo. : -

- Demastraremos que N es un conjun

- Por demostrar que N es un conjunto absorbente minimo con respecto a la contzenclon. :
Supongames lo contrario, i.c. JACV(D)[A es absorbente, ACN y A#N] Entonces SxeN[xgéA]

Como A es absorbente, Iy € A [(x,y) € F(D)]; se sigue que x € N, y. e N y (x,y) ,F(D),‘
contradiciendo la independencia de N. Por lo tanto N ¢s un conjuxxto absorbente mmxmo L
con respecto a Ia contencién. : ,,

Nétese que los niicleos son seminticleos muxnmos, dunque el recnproco no s, r'd'adero,' como’ .

se (lemucstra en el snguxente Lcma




Lema 2.4
Sis P‘i niicleo entonces S es seminiicleo maximo

Demostracion
Si S es niicleo, S cumple ambas condiciones de la definicién de seminticleo.
Faltaria solamente demostrar que S es un seminticleo maximo:

“Supongamos lo contrario, es decir, existe un seminiicleo S’ tal que SCS’ & S#£8',
i.e. 3x€8'[x¢8] esto es, existe un elemento x en S' tal que no estd en 5.
Como x€V(D)-S entonces IseS[(x,s)cF(D)] pues S es niicleo.

Por lo tanto (x,s)€F(D) con x,s€S’ y S’ seminiicleo.

De manera que S’ no es independiente, contradiciendo el hecho de que S’ es semmucleo (y es
por tanto independiente). S

Por lo tanto, S es un seminiicleo maximo.

Notemos que el reciproco del Lcma anteno” es falso, ara demostrarlo basta dar el contracjemplo
‘siguiente, en el que S= {vz, v3} cs s i ic eo maxlmo en la dlgréﬁca D pero no niicleo (pues vs,
Vg ¥y v7-nO son absorbldos) .

S D tiene sernintcleo mdri ero no tiene nicleo

Teorema 2. 3
;Si Bo, Bl,". Bk, Bk+1 Yy So, Sla .
a) B(,-V(D), Bﬁé @ B,,+1_0

Sk son_dos sucesiones de subconjuntos de V. tales qite:




Demostraciéon

So es seminticleo de D y Sy es seminiticleo de D{B,], la subdigrdfica de D inducida por'Bl. Por
¢l Lema 2.3, tencmos que SyuUS) es seminticleo.

Ahora, andlogamente para los siguientes pasos: Sp U §) U... U §; es seminticleo de D y SJ.H :
es semimicleo de D[Bj4], la subdigrifica de D mducxda por BJ+1. Entonces,: por el Lema :
2.3, So U S, U... U S5, es seminticleo. : .

Debemos notar que el Lema 2.3 ¢s aplicable, pues en cada paso B cumple quc Vv G B,.H [v
€ (V(D)-Sp U 851 U... U S;) y no existe flecha de v a SyUSU...US;]

Entonces (cuando _)—k-l) la unién finita de los S; desde cero hasta k llamemosle S es un
semimicleo de D ‘

En este paso tenemos que Biy es el conjunto vacio (por la condxcmn c), de modo que no '
existen vértices en V(D)-S sin ﬂechas Jliacia S. Por lo tanto S es miicleo de D -

1.

Continuemos con algunos resultados relativos a la existencia de niicleos en una digréfica:

v Teorema 2.4
Toda :digréiﬁca'sixnétrica tiene un niicleo N,
‘Demostracién
. Sea D una digrifica simétrica.

Serd suficiendo probar que N es niicleo de D sii N es un conjunto independiente maximal ya
que siempre es posible encontrar en una digrdfica un conjunto independiente maximal,

(=) Supongamos que N es micleo de D, entonces por el Teorema 2.2 N es un comunto mde-‘r
pendiente maximal. i

(<¢=) Sea N un conjunto independiente maximal. Por lo tanto Vx € (V(D)- N) [EI xN-ﬂecha o EI :
Nx-flecha]. Pero como D es una digrédfica simétrica, entonces 3 Nx-flecha &3 xN-ﬁecha, .
por lo que N absorbe a todos los vértices de V(D)-N. Por lo tanto N es nucleo de D.

Por lo tanto toda digréifica simétrica tiene miicleo.

Teorema 2.5
Sea D una digréfica. Si D no tiene ciclos dirigidos entonces D tiene nticleo.
Demostracién S ' ' k

Supongamos que D no tlune u(.los dmﬂldos, entonces 3v E V(D) [6 (v) O], por contraposxtwa
‘del Lema 1.2 . i . .
Consideremos a los sxglucutg Lon_)uutos k :
= (x € V(D) | 65,00 = 0},
- (N,) = {y € V(D;) | 3 yNs-flecha };
Diyy = Dy - (N; U D= (N)).
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Coni € {0, 1, ...; n}, por lo que Dg=D; y con n = min {j | Dj+1=0}.

Denostraremos que U,_ON ¢s niicleo de D-Dygy- para toda keNU{0} (en partlcular, que
UL oV; es miicleo de D-D,, 1), y lo haremos por induccién sobre k.

Base. Para k=0, efectivamente Np es nticleo de D-Dy: pues D-D; = Ny U I'"(Np), y por
consiguiente Ny es un conjunto absorbente (por definicién de '~ (Ng)) e mdependlente
(por definicién de Ng) en D-D;.

Hipdtesis inductiva: supongamos que el resultado es cierto para k=t-1, es decir, lr_oNg es
micleo de D-D,.

Por demostrar que Ul_gN; es niicleo de D-Dyy):

- Por hipdtesis inductiva se tiene que Uﬁ;},N; es niicleo de D-D,, de manera que U:-;éNi es un
conjunto independiente en D-Dy, y es también independiente en (D-D,)U(N UL~ (N,)) =
D-Dq41, por definicién de Ny y T'™(Nt) y por construccién de D-Dy4,. Por otra parte,
N, es independiente en D-D,y pucs es un conjunto indcpundicnte en una subdigrifica
inducida de D-D,4; (Lema 2.1). Ademds, no hay flechas de N, a U,=0N,- en D-D. 4, pues
N, CD; y por definicién, D, no tiene vértices de Uf:él‘ (NV:). Y sucede ademds que no
hay flechas de UleN a N, en D-D, 4, ya que debido a la construccién de los conjuntos
N;, de cada Nj solo pueden salir flechas hacia Ni, con k estrictamente menor que j. Por lo
tanto no hay flechas entre los elementos de Ut_oN; en D-D, 1, i.e. Uf_gN; es un conjunto
independiente en D-D, ..

- Por hipétesis inductiva se tiene que U:Zg N; ¢s nticleo de D-D,, de manera que UZ3 V; es un
conjunto absorbente en D-D,, y dado que D¢-Dyy1=N, U I'"(N;), entonces (Ui_oN;) U
(Voo = (Vi) = D-Dyyq, por lo tanto Ui_oV; cs un conjunto absorbente en D-Dyyq.

Por lo tanto Ul_q(V;) es nicleo en D-Dyy.y.

Existen digrédficas con ciertas caracteriticas que serdn de gran utilidad en el estudio de niicleos

" en digrificas, y las definimos a continuacién. Diremos que D es una digréfica nicleo-perfecta si

toda subdigrdifica inducida de D posee un seminticleo no trivial (distinto del vacfo). Notemos.

que si D es miicleo-perfecta y Dy es subdigrdfica de D, entonces Dg es también niicleo-perfecta

(pues la propiedad mencionada es para toda subdigréfica inducida de D). :

Por otra parte, D es llamada nicleo-imperfecta critica cuando D no tiene niicleo pero cada

subdigrifica inducida propia de D si tiene néleo.

A continuacién dos primeros resultados para digrificas niicleo-perfectas:

Lema 2.5

Toda subdigrafica inducida de D tiene nicleo sii toda subdigrafica mducnda de D tiene seminicleo
no vacio.
Demostracién (=)

Si para toda subdigrifica inducida de D, D?, se tiene que D’ posee niicleo entonces, como tal
niicleo es tanbién semindtcleo mdximo de la subdlgmhca D (por Lema 2.4), tenemos que
la implicacién es cierta. il .

[
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Demostracxon (<)

" Supongamos que toda subdigrifica inducida de D tiene semintcleo. Sea D’ una subdlgraﬁca
arbitraria inducida de D, y sea S su seminiicleo. :

Por Teorema 2.1 tenemos que S estd contenido en un seminiicleo mdximo S’ (SCS?).

Analicemos a los vértices ve(V(D?')-S’). Existen varios casos a (-omiderar- ' )

a) Si existe S'v-flecha en D, entonces cono 8’ es semintcleo, tenemos que existe la vS'- ﬂecha
en D, por lo que §? d])bOl‘l)L av.

b) Si existe la v§’-flecha en D, entonces S’ absorbe a v.

¢) Si no existen flechas entre 8’ y v: sca B = {u € (V(D')-S") tal que no hay flechas entre u
¥ S’} (en este caso B#£@, de lo contrario se tratarfa del caso (a) o el caso (b)) , sea B’ la
subdigréfica inducida por B. Observemos que B’ no puede tener seminiicleo no vacio (de
lo contrario, por el Lema 2.3, S’US” es semimicleo de D’, con S” semimicleo no vacio de
B’, pero §’CS’US", contradiciendo que S’ era seminiticleo maximo, por lo tanto B’ no tiene
seminicleo no vacio), lo que contradice la hipétesis de que toda subdigrdfica inducida de D
tiene seminticleo no vacio (B’ es una subdigrdfica inducida de D sin seminiicleo no vacio).
Asf que cste tercer caso no puede suceder.

Por lo tanto, Yve(V(D")-S’)[S’ absorbe a v].
Dado que S’ era seminticleo, entonces sabemos que se trata de un conjunto mdepcndlentc.ﬁ
Por lo tanto S’ es niicleo de D’.

D’ fue una subdigréifica inducida de D clegida de manera arbitraria, pof lo que el resultado
obtenido es vdlido para toda subdigréfica inducida de D, _

1

Teorema 2.6
Toda digrifica m‘lcléo-perfeqth posee al menos un niicleo..
Demostracién

Sca'D una dlgraﬁca uucleo—perfecta.

Sea S un seminticleo méximo de D (en el caso finito, la existencia dc ta] semmucleo cs mmedlata, .
para el caso infinito el Teorema 2.1 nos asegura que hay tal)

Sea B={veV(D)-S tales que no existe flecha de v a S}.

Observemos que B no es distinto del vacio:

amente en SUS‘ se tiene que S no cs scmmuclco ma.xuno de D
hipdtesis. .

seminticleo.

Por lo tanto S es miiclen de D.




El siguicnte
tan dos demostmuoncq con’ el ﬁn ‘de

distraer al lector de la mornotoneidad de una demostracion

tnica.

Lema 2 6

~8i'D es mn dlgraﬁca ﬁmt:a nu(,leo 1mperfecta crmca, entonceb D no tlene semmucleos no vacios.

Demostracnon 1
Supoug,amos lo contrarxo, i.e. D ticne un seminiicleo no vacio quo denotm‘emos por So

Dntonces como D tiene seminiiclea y es finita, podemos oonslderar a Bo, Bl, iy Bk, Bk+1 y
So, 51, .+-,Sk dos sucesiones de subconjuntos de V(D) tales que: SIS

a) Bo=V(D), Bi# 0, Bry1=0.

b) S; es seminiicleo de la subdigrifica de D inducida por B; para i=iO,...,_kj o -

¢) Biy1 = {x€D; tales que no existe flecha de x a S;} para i=0,...,k.

Observemos que al menos B; es distinto del vacio, de lo contrario Sy es niicleo de D, contradi-
ciendo que D es una digrdfica niicleo imperfecta critica (y que por tanto no tiene nicleo).
Ademds el inciso b) es vélido dada la hipdtesis de que D es una digréfica nicleo imperfecta
critica y que por tanto toda subdigrdfica inducida de D tiene niicleo y por consiguiente
seminticleo no vacfo.

Entonces, por el Teorema 2.3 tenemos que UY_,S; es niicleo de D, contradiciendo la hipStesis
de que D es nidcleo imperfecta critica (y que por tanto no ticne niicleo).

Por lo tanto D no contiene semimicleos no vacfos.

Demostracién 2

Supongamos lo contrario, i.c. D tiene un seminiicleo no vacio que denotaremos or SD

Sea B = {x€(V(D)-Sp) tales que no existe flecha de x a Sp}.: Notemos que: B;é Q) “de 10
contrario Sp absorbe a todos los vértices de (D-Sp).y- por ‘tanto’ SD s ‘nticleo” de D,
contradiciendo que D es nicleo unperfecta critica (y que por tnnto no txcnc nucleo) :

Sea Ny un nicleo de B. v S
NgUSp es un conjunto al_)sorbent,c en D por construccién de Sp, Ng .y B.

Por otra parte, no existen SpNpg-flechas pues de lo contrario existe al menos una NpSp-flecha
(ya que Sp es seminticleo de D), contradiciendo la definicién de B. Ademsds, como NpCB,
no existen NgSp-flechas, por construccién de B. Por lo tanto NgUSp es un. conjunto
independiente en D, as{ que NgUSp es un niicleo no vacio de D, contradiciendo que D es
niicleo imperfecta critica.




Demostracmn

Dc,ﬁuumos previamente en V(D) las relaciones bmdnas ~y -<
g d.) Purd v,wGV(D) v=w sii existe en’ D un camino dirigido de w a v. -

b) Para v,weV(D): vrw sii vRw y w=v,

La relacién < es un preorden (relacién binaria transitiva y reflexiva):

a) [usv y v2w] = [existe un vu-camino dirigido P y existe un wv-canino dirigidoR) = [RUP
¢s un wu-camino dirigido] = [u=%w]. Por lo tanto la relacién es transitiva. :

b) Para todo vértice u existe el uu-camino dirigido de longitud nula, de ahi que u=u. Por lo
tanto la relacién es reflexiva.

La relacién ~ es de equivalencia:

a)Para todo vértice u existe el uu-camino dlrlgldode longitud nula, de ahi que u~u. Por lo
tanto la relaciéon es reflexiva.

b) u~v = [existe uv-camino dirigido y existe vu-camino dirigido] = [existe vu-camino dmgldo .
y existe uv-camino dirigido] => v~u. Por lo tanto la rclacién cs simétrica.

¢) [u~v y v~w] = [existen vu-camino P, uv-camino Q y existen un wv-camino R; vw-camino
S} = [RUP es un wu-camino dirigido y QUS es un uw-camino dlrlg‘ldo] => [u~w] Por lo :
tanto la relacioén es transitiva, '

Sea mpe V(D) un elemento minimo con respecto a la relaclon , €8 decu', _VmeV(D) [m-<mo =>
mn~rrg). g

Sea M={meV(D) tal que m~mg}

Si consideramos los siguientes conjuntos:. i :

S={meM tal que existe un camino dirigido de longltud par de mo a m}

I={meM tal que existe un camino dmgldo de Iongltud 1mpm‘ de mo ‘am}

Entonces se tiene que: : g : :

a) mg €S

b) SNI=@:

- De lo contrario 3s€Snl

- i.e. existe mgs-camino dirigido P de longitud par, mgs-camino dirigido Q de long1tud 1mpar
y existe un smo-camino dxrlgldo R pues mo~s . . 0

longitud par, (lc mzmom que PU(u v) es un mov-mnuno dnrxgl(lo de longnt;ud nnpar por lo
tanto, vel. ;
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Por otra parte, de cada vértice de I sale alguna flecha hacia S: observemos primero que de todo
vértice en I salen flechas ya que si u€l entonces existe un mpu-camino dirigido de longitud
impar, i.e. u=<my, entonces u~mg por la eleccién de mg (mp es un elemento minimo con
respecto a la relacién =), por lo tanto existe un umg-camino dirigido, por lo que de todo
vértice uel salen flechas. Ademds, todas las flechas que salen de u€l llegan a S pues si
uel y veV(D) de manera que (u,v)eF(D) (sabemos ya que tal flecha existe), como u€l
entonces existe un mpu-camino dirigido de longitud impar P, por lo tanto PU(u,v) es un
camino dirigido de longitud par, de ahi que veS.

Entonces, de las dos observaciones anteriores se sigue que S es seminticleo pues es un conjunto
independiente (las flechas que salen de S llegan a I, con S e I disjuntos) y todas las flechas
que salen de S llegan a vértices de I, de los cuales, por la segunda observacidn, salen flechas
hacia S. Observemos ademds que al menos mg€S, por lo tanto S#Q.

Por lo tanto D contiene un seminiicleo no vacio (S).

El siguiente es un resultado cuya demostracién original sc caracteriz6 por_ser cxtensa y
compleja. Aqui, conla evidente ayuda del concepto de semmucleos, ‘8¢ presenta la elegante
demost;ramon del Dr. - Newmu.uu o OE

Corolarxo 2.1

(Teorema de Richardson) Si D es finita y no posee cxclos xmpares. entonces D es nucleo—perfecta‘
y por consiguiente posee un nucleo

Demostracion

Observemos que cada una de las subd'ig"t"ziﬁczis D ‘deD ‘(“do‘n,de' V(D )CV(D)) cumplen con las
hipétesis del Teorema.2.7 (es decxr,y toda subdxgtaﬁca D; de D es finita y.no posee ciclos
impares, pues de no ser asf, D 1o serfa ﬁmta o tendrfa. algiin ciclo impar).

De manera que el Teorema 2.7 nos asegura que toda subdigrdfica inducida de D posee un
semimicleo no vacio. S

Por lo tanto, por definicién; D 'uﬁz{ digréﬁca micleo-perfecta.
Entonces, por el Teorema 2.6 se tiene que D posee un niicleo.

t

Otros rcsultadbs'importantes se incluyen a continuacidn:

Dado qﬁe ‘toda éubdiétéﬁéh D; ‘de una ”digré'ﬁca bipartita también lo es (de 1o contrario D no
serfa’ bipartita pues V(D,)CV(D) para toda D;), entonces basta probar que toda dlgraﬁca
bipartita D' contiene al menos un seminicleo:
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8i existe veV(D’) tal que de v no salen flechas, entonces {v} ‘es un seminiticleo (pues es un
< conjunto independiente y cumple la segunda‘condicién de seminiicleos por vucuxdnd), yla
prucba culmina.
De no ser asi, entonces la digrdfica no puede ser la trivial, de manera que es vélido considerar
(A,B) una particién de V(D’) en conjuntos independientes ajenos (tal particién existe pues
D’ es bipartita). Observamos que A y B son niicleos de D’ pues son independientes por
construccion, y por esa propiedad, considerando ademds de que no existen vértices de los
que no salen flechas (pues ese fue el primer caso), se tiene que para todo vértice en A (o
B) existen flechas de A (o B) hacia B( 0o A).

Teorema 2.8

Toda dlgmﬁca no niicleo perfecta contiene una subdlgruﬁca llldllCldd nucleo imperfecta critica,

Demostracmn

Sea D una digréfica que no es niicleo perfecta. Por lo tanto existe una subdngraﬁca inducida de
D que no tiene niicleo. Sea D* la mi{nima subdigréfica inducida de D que no tiene nicleo,
con respecto al siguiente orden: H<F si H es una subdigréfica inducida de F. Entonces toda
subdigréfica inducida propia de D¥ tiene niicleo!. Por lo tanto D contiene una digréfica
niicleo imperfecta critica, a saber D*.

Teorema 2.9

Si D es una digrdfica niicleo-imperfecta-critica entonces: 1) no existe una particién {V;, Va} de
V(D) tal que D[V4,V2] € Sim(D), donde D(V;,Vz]={uveF(D) tales que ueV; y.veVa}; 2)
es decir, Asim(D) es fuertemente conexa.

Demostracion

1) Probemos la primer parte del Teorema haciendo uso del Lema 2.6:

Supongamos lo contrario, i.c. existe una particién {Vi, V,} de V( D ) tal que D[Vl,Vg] C_'
Sim(D), donde D[V},V2]={uveF(D) tales que ueV; y vela}. :

Consideremos la subdigrifica inducida de D, D[V}], que es una sudigrafica propia debldo aque
{V1, V2} es una particién de V(D) y por consiguiente V20 y V;#V(D). Entonces D[Vi]
tiene un niicleo no vacio que denotaremos por N (pues por hipétesis D es una digrédfica
micleo imperfecta critica).

Veamos que N es semintcleo (no vacifo) de D:

- N es independiente en D ya que es independiente en una subdigréfica inducida de D.

- Sea v€V(D)-N. Afirmamos que para toda Nv-flecha en D, existe una vN-flecha en D: si veVy-
la afirmacién se cumple pues N es micleo en D[V;]; en cambio, si véV, entonces existe
vN-flecha simétrica en D (pues por hipétesis D[V1,Wa] € Sim(D)), por lo que la aﬁrmacmn
es cierta.

'EE minimo estd bien definido pues las digrificas que solo tienen uno o dos vériices, son micleo perfectas
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. Por lo tanto hcmos encontrado un semmucleo no va.cfo de D N; lo que contradlce la hlpétesxs de
queDes ‘niicleo imperfecta critica (por ¢l Lema 2.6). Se qlguo que no exlstc ‘una particién
de V(D) con las propiedades mencionadas en el enunciado.

t
2) Ahora se probard que Asim(D) es fuertemente conexa:

Sabemos por hipétesis que no existe una particién {Vi, Va} de V(D) tal que D[V;,Vg] C Slm(D)
i.e. para toda particion {Vi, Va} de V(D), D[V},V2] € Sim(D). Por lo tanto existe una
V; Va-flecha en Asim(D) 2. De modo que haciendo uso del Teorema 1.5 (cuya’ demostracmn ’
puede leerse en el capftulo 1) tenemos que Asim(D) es fuertemente conexa, .

f

Corolario 2.2

Si D es una digrdfica nicleo imperfecta critica entonces Asim(D) ticne "cicloé"‘d:i‘i'igido‘s'. ;

Demostracxon

El inciso b) del Teorema anterior nos asegura que As:m(D) es fuertement.c conexa, por lo tanto
Asim(D) tiene ciclos dirigidos por el Teorema 1, 6 Ly S

Teorema 2.10

Si en una dxgrah(.a D cada ciclo dmgxdo contlene una ﬂecha sxmet;nca entonces D es nucleo
perfecta®. - L : I

Demostracién

Supongamos lo contrario, i.e. D no es niicleo perfecta. Entonces por el Teorema 2.8, D contiene
una subdigrédfica inducida niicleo imperfecta critica, H; asi que existe un ciclo dirigido
~C Asim(H) como consccuencia del Corolario 2.2, y dado H es subdigréfica inducida de D,
entonces vCAsim(D), lo que contradice la hipdétesis inicial de que en D cada ciclo dirigido
tiene al menos una flecha simétrica. Por lo tanto D es una digréfica niicleo perfecta.

1

Corolario 2.3

Si D cs no es una digrédfica nicleo perfecta (es decir, D es nicleo imperfecta crftnca o con-
tiene alguna subdigréfica inducida nicleo imperfecta critica y no necesarlamente propla),
entonces existe un ciclo dirigido contenido en Asim(D).

Demostracién
Este corolario se cumple por contrapositiva del Tcorema anterior.

t

2Como la propiedad de que D[V;,Va] € Slm(D) se cump]c p'lru todn p\rumén de V(D) cn pnrtlculnr parn
{V2, ¥}, entonces también existe una Vo Vi-flecha en Amm(D)

"Ls decir, D no es micleo imperfecta critica y no contiene nlguna subdlgraﬁca inducida niicleo imperlfecta
critica
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El sxgulent;e resultado (cuya prueba ongmal fue debida" a Berge), penmt;lra demostra.r im-
portaiites Fesultados en el Capxtulo 4 ' B

Teorema 2.11 (Berge)

Una dlgraﬁca completa D cs nucleo-perfecta. su todo c1cIo dmgxdo t;lene al 'm 1os una. ﬁecha.
simétrica. REN: < i

Demostracién (=>)

Consideremos la subdlg'raﬁcu inducida por tal ciclo, es dec1r, D[V(I‘)] :
tiene nicleo, que consiste de un solo punto {v} pues D es complet"

(u,v) eF(D) :
Por lo tanto I tiecne al menos un arco simétrico, a saber el arco entre W&V V.

1.

Demostracién (<)

Supongamos lo contrario, i.e. D no es niicleo perfecta. Entonces D contiene una aubdxgraﬁca
inducida nicleo imperfecta critica (por el Teorema 2.8), por lo que existe un ciclo dirigido
contenido en Asim(D) (por el Corolario 2.2), contradiciendo la hipétesis inicial de que todo
ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica. .

El siguiente Teorema serd utilizado en el Capitulo 4 y en la presente tesis no se anexa su
demostracidn por tratarse de una extensa prueba que desviarfa al lector del objetivo principal
del este trabajo; sin embargo, la demostracién puede encontrarse en la referencia [4].

Teorema 2.12 (Galeana-Sdnchez y Rajsbaum (4))

Sea T un torneo hamiltoniano con n vértices y v un ciclo dirigido hamiltoniano de T. Para
cada k (3<k<n-1) existe un ciclo dirigido de longxtud k, digamos v, contenido en T, tal
que |[A(7)NA(7)I>1.

Culminamos asf este capitulo que tiene como principal objetivo presentar al lector el concepto
mds importante de la presente tesis, el de’ nucleo de una dxgraﬁcn, ademds de reunir importantes
resultados que serdn de gran ut.lhdad en capftulos postenores
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Capitulo 3

Aplicaciones de nucleos

Las aplicaciones del concepto de nicleo de una digrdfica, son muy diversas; el presente capftulo
presenta el andlisis dec algunas de ellas que pertenecen al drea de Teorfa de Juegos, Légica y
Combinatoria. Debe observar el lector que lograr representar correctamente un problema de
cualquier indole con una digrédfica, permite concluir muchos resultados del problema planteado
originalmente, haciendo uso de las propiedades y Teoremas estudiados en la Teorfa de Digraficas
(en este caso nos referimos a propiedades y Teoremas relativos al concepto de niicleo). Algunos
de tales problemnas son de el juego entre dos personas, cémo determinar una base de axiomas, y
las antibases de una teoria, entre otros. En algunas de las aplicaciones se hace uso del resultado
toda digrdfica transitiva tiene micleo y todos sus nicleos tienen la misma cardinalidad, cuya
prueba es también incluida en el presente capitulo.
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3.1 Teoria de Juegos

El concepto de niicleo fue introducido con el nombre de solucién en la Teoria de Juegos de la
siguiente forma:

Considérense n personas (1),(2),...,(n) que eligirin de manera colectiva un punto = o situacién
de un conjunto X o conjunte de situaciones, es decir, entre las n personas debera construirse
una estructura de preferencia entre las situaciones y para ello deberdn establecer una relacién de
preferencias entre pares de elementos de X. Se analizard aqui bajo qué criterios se establece tal
relacién. Debe mencionarse que dado que las preferencias individuales pueden no ser compatibles
¥y que se requiere de una eleccién colectiva, éstas no serdn consideradas; ademds, aunque la
preferencia undnime de una situacidn a sobre una situacién b serfa la mejor solucién, es poco
probable, de ahi que lo que consideraremos serd la capacidad de imponer u obligar la preferencia
de a sobre b.

Se dice que a es efectivamente preferida a la situacién b si entre las n personas existe un grupo
capaz de imponer la preferencia de a sobre b.

El conjunto X y la relacién de preferencia efectiva entre algunos pares de situaciones define una
digrifica D tal que V(D)=Xy (a,b)e F si b es efectivamente preferida sobre a.

Ahora’ bien, si la digréfica D tiene un niicleo S, entonces la eleccién de un punto  se hmxta
simplemente a elegir un punto de S pues dado que S es independiente se tiene que: ninguna -
situacién en S es efectivamente preferida a otra de S, y si = ¢S entonces existe otra sntuacxon en
S que es efectivamente preferible a . ! Lol

3.2 Base de axiomas

Considérese una Teorfa o conjunto de proposiciones
T={a,b,c,...}. Encontrar una base de ariomas para esta Teorfa es equxvalente a encontrar un

conjunto de proposiciones B tal que:

1. Cada proposicién que no estd en B es consecuencia 16gica de alguno' de los axiomas. -

2. Ningiin axioma es consecuencia de algin otro axioma.

Representando cada proposicién con un vértice y si cada vez que b:implique .a entonces
a — b, obtenemos una digrifica D transitiva, es decir, [(¢,b)eF(D).y: (b c)GF(D) implica que
(a,c)€F(D)]. A continuacién se demostrard que toda digrdfica transitiva ieA e al menos un nicleo,
¥ que todos los posibles niicleos tienen la misma cardinalidad. : e

Para el siguiente Teorema es necesario recordar la definicién introducida en el primer capitulo:
una componente fuertemente conexa terminal de D es una componente fuertemente conexa de
D tal que de ella no salen flechas hacia otra componente fuertemente conexa distinta.

Teorema 3.1

SiDes tranSItlva, entonceS'
a) D tiene al menos un niiclco N
b) |S| =-|N] para todo nticleo S.

!Notemos aqui la utilidad de la construccién de las flechas en D con respecto a la relacién de preferencia
efectiva pues de haber optado por la otra construccidn posible (a,b)€ F si a es efectivamente preferida sobre &
entonces ya no se cumple que para z en X- V(S) existe otra gituacién en S que es efectivamente preferible a z.
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Demostracion.

Se dice que una componente fuertemente conexa es aislada cuando 1 no ha.y cammos con vértlces
de ésta y de alguna otra componente. .

La prucba consiste de las siguientes proposiciones: e

Proposicién Py. VK; 3x€K; [x&N| con K; componente fuertemente conexa t;ermmal es decir,
toda componente fuertemente conexa terminal K; tiene un vertxce que es tambxen elementoﬂ
del niicleo N, . s

Demostracién Py
Supongamos lo contrario, i.e. IAK;[Vr € V(KJ)[X¢N] con K component ‘fuertemente
conexa terminal; es decir, existe una componente fuertemente conexa termmal K tal ;

que no tiene ningiin elemento del nicleo. : :

Por ser terminal, de K; no salen flechas.

Por lo tanto N no es absorbente (pues para todo vertlce x de K. j‘
N), contradiciendo que N es niicleo.

Proposlcxon P,. Para toda componente fuertemente conexa 1o termmal} (y por| ende no msla.da)
2 existe camino dirigido de ésta a a]guna componente fuertemente conexa’ ermuml

Demostracién P ) ;
Por induccién sobre el niimero de componente fuertemente conexas.

Base. Si D tiene una sola componente fuertemente conexa C; entonces tal componente
es terminal, por lo que de C; no salen flechas, de ah{ que sea aislada. Por lo tanto la
proposicién P, se cumple por vacuidad.

Hipdétesis de induccién. Si D tiene n componentes fuertemente conexas entonces de cada
una de las componentes fuertemente conexas no terminales (las cuales son no ais-
ladas pues de lo contrario serian terminales) hay un camino dirigido hacia alguna
componente fuertemente conexa terminal,

Por demostrar que si D tiene n+41 componentes fuertemente conexas entonces de cada una
de las componentes fucrtemente conexas no terminales (las cuales son no aisladas)
hay un camino dirigido hacia alguna componente fuertemente conexa terminal: -

En D siempre existe una componente fuertemente conexa terminal, entonces por
el Principio de Dualidad (aplicado a la existencia de tal componente) exlste Xk
componente fuertemente conexa tal que a ella no entran flechas. -

Consideremos D'=D-X.

D’ tiene n componentes fuertemente conexas °, asf que por hxpét(sxs de mduccxén
hay un camino dirigide de cada una de las componentcs fuertemente conexas no’
terminales de D’ hacia alguna componente fuertemente conexa terminal RS

3

Veamos ahora qué sucede con Xi:

Si de X} no salen flechas, entonces es una componente aislada, y. por- lo tanto se cumpleZ
la proposicién Ps.

En cambio, si hay flechas que salen de X}, hay dos posibles'caSOS:T B

2Esto se debe a que si una componente es aislada entonces es terminal)
3No aumenta el mimero de componentes fuertemente conexas pues de lo contrario, algun par de componentes
tendria vértices en comun, contradiciendo el hecho de que las componentes son ajenas entre sf
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- S las flechas salen hacia alguna componente téi‘minql, entoriées‘sg: cumple la prépqsicién
: Pg.‘ . : . E
- Si las flechas salen hacia alguna componente no terminal: sea (u,v) EF(D) donde ue Xey
ve Cj componente no terminal; por hipétesis de induccién hay un wz-camino dirigido
P de Cj a alguna componente terminal C; (donde wEV(C_,) y z€V(C%) ); ahora bien,
como Cj es fuertemente conexa, existe un vw-camino dirigido P’ en tal componente'
de manera que R=(u,v)UP’U P es un camino dirigido de X a una componente
fuertemente conexa terminal. .

Por lo tanto la proposicién se cumple también para la componente XL

Por lo tanto de cada componente fuertemente conexa no terminal (y por. tanto no alslada), hay
‘ un, camino dirigido hacia alguna componente fuertemente €o exa,t nu

Proposncxon P3. VxeN[xe I(, para alguna componen ‘effuert

conexa terminal.
Demostracxon Ps.

Supongamos lo contrario, i.e. SneN[nGC';c con Ck n
mento del niicleo que pertenece a una component

y un wn’ ca.mmo dirigido R en Kj;
Consideremos S=QUPUR, que es un nn’-camino dmgldo

Por transitividad aplicada tantas veces como la long1t
(n,n’)eF(D). :
Entonces N no es independiente, lo que contradlce ue N

Por lo tanto VxeN[x€ K; para alguna‘ compone/nte fu te: exa terminal K;)

Proposicién Py. No puede haber més de un elemento del ucleo una misma componente

fuertemente conexa terminal.
Demostracion Py.

Supongamos lo contrario, i.e. 3x,yeN[x,yEK; para alguna K. g componente terminal], esto
es, existen dos elementos del niicleo que pertenecen a una misma cfc terminal.

Como Kj; es fuertemente conexa, existe un camino dirigido Tdexa y.

Aplicando la transitividad de D tantas veces como la longitud de T se tiene que (x,y)€F (D),
lo que contradice que IN sea un conjunto independiente. :

1.

Con los resultados anteriores se puede entonces asegurar que la digréfica transitiva D siempre
tiene un niicleo, pues basta tomar un elemento de cada componente fuertemente conexa
terminal para construirlo ; y ademds la cardinalidad del nicleo es igual al mimero de
componentes fuertemente conexas terminales de D, por lo que es la misma para cualquier
otro niicleo de la digréafica.
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Podemos entonces cunciar ¢l siguientg =
Corolario 3.1

“Toda digrﬁﬁé& D transtiva tiene un nicleo, y todos los niicleos tienen la misma cardinalidad.

Entonces, dado que la demostracién anterior nos asegura que toda digrédfica transitiva tiene
nicleo, el problema de encontrar una base de ariomas es equivalente a encontrar un niicleo Nen
D: como N es independiente entonces ningiin axioma de N es consecuencia de algiin otro elemento
del niicleo (que es la propiedad 2), y al ser N es absorbente entonces todas las propiedades de
la Teorfa que estin representadas por vértices de V(D)-N son implicaciones de algin axioma o
vértice en N (es que la propiedad 1). .

3.3 Juego entre dos personas

Sean a, b dos jugadores y D una digrdfica finita, conexa y sin ciclos. Definamos un juego como
sigue:

Sea x¢ € V(D) un punto inicial. El jugador e selecciona un punto x1 en I't(zg), inmediatamente
el jugador b escoge cualquier vértice zo en I'F(x;), después nuevamente a selecciona z3 en
I'+(za), y asf sucesivamente hasta que uno de los dos jugadores pierda cuando no pueda elegir
més vértices. Obsérvese que si D tuviera ciclos entonces el juego podria no tener fin.

Ahora bien, si D tiene un micleo N, entonces el jugador que elige un punto en él empatard o
ganard el juego por las razones que se exponen a continuacién:

Sea z; €N la eleccién de alguno de los jugadores, digamos a. Si I't(z;) = @ entonces el jugador
b ya no podra elegir otro punto ddndole a su contrincante la victoria; en cambio, si ['t(z;)# @,
dado que I'*(z;)C( V(D)-N) (pues N es independiente), entonces el jugador b solo podré elegir
algin punto z; 4, fuera del niicleo y el juego no puede terminar aquf pues N es absorbente (i.e.
3 ye N tal que (Zir1,¥)EF(D)); a continuacién a siempre tendré la opcidn de elegir un punto en
N (siempre existe tal vértice pues NV es absorbente) regresando al caso que ya hemos explicado
en donde el jugador b no puede ganar.

3.4 Légica y combinatoria

Sca P un conjunto de propiedades P={P;, P, Ps,...} y un conjunto dec Tcoremas de la forma P;
implica P;, los que pueden ser representados por una digrafica D donde V(D)=P y (P;, P;)eF(D)
sii [P; implica P; es consecuencia légica de al menos uno de los teoremas).

Supongamos que se quiere demostrar que la Teoria representada en D es completa, es decir,
que todas las implicaciones representadas por D son falsas, o bien, por cada (p,q)¢F (D) con
p#q debemos asignar un estudiante con la tarea de encontrar un contraejemplo de la afirmacién
p implica . Notamos que dependiendo la Teoria, el hecho de encontrar un contraejemplo por
cada (p,q)¢F(D) puede constituir un arduo y quizd innecesario trabajo debido a la posibili-
dad de demostrar la falsedad de todas las implicaciones probando solamente la falsedad de un
subconjunto de ellas; afortunadamente podemos por medio de la teoria de nicleos, determinar
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el minimo ntimero de estudiantes necesarios para mostrar. ‘que toda.s las. posxbles 1mphcac1ones
cstdn ya representadas en la digréifica D:

a) Construyamos la digrafica H tal que V(H)=F(D) y donde (1,,|)GF(H) sii [la zmplzcaczan i
es verdadera implica la implicacidn § es verdadera),

b) H es transitiva y por consiguiente tiene al menos un uucleo N donde IN|=[S[ tal que S es
niicleo (por el Teorema 3.1),

c) Ahora bien, dado que N es absorbente se t:ene que si las implicaciones que estdn en N
son falsas, entonces todas las implicaciones (que son flechas en D y vértices en H) son falsast;
y como N es independiente resulta ser un conjunto minimal (minimo por contencién) con la
propiedad previa.

d) Entonces |N| es el niimero de contraejemplos (estudiantes) necesarios para mostrar que
todas las implicaciones de D son falsas.

A continuacién un ejemplo de esta aplicacién de niicleos: consideremos la siguiente digrafica
D y su correspondiente digrifica complementaria. : )

. Digréfica complementaria

Digrafica D

En este cjemplo deseamos verificar que es suficiente probar la falsedad de las implicaciones
representadas por las flechas 3, 4, 5, 7 y 10 de D, pues de ellas se sigue la falsedad de las -
otras posibles implicaciones (v.g. P27 P; pues de lo contrario P»=>P;=>P3, contradiciendo la
afirmacién de que la flecha (P, P3) es falsa).

En cste caso, la digrifica H cuyos vértices representan las diez flechas de D, y donde (1,_])€F(H)
sii {la implicacién i es verdadera implica la implicacidn j es verdaderal, es la siguiente:

1Ya que si consideramos una implicacién i fuera del nicleo N, hay una flecha hacia un elex;lento de N, digamos
J, como (i,j)€F(H) entonces la veracidad de i implica 1a vcramdad de j, i.e. In falsedad de j lmphca la fnlsednd de.
i, por lo tanto no es necesario probar la falsedad de i

48




Digréfica H asociada a D

Observamos que en H, el conjunto N={3, 4, 5, 7, 10} es un niicleo. Ahora, por ser N un
conjunto absorbente, se tiene que si las implicaciones 3, 4, 5, 7 y 10 son falsas, entonces todas
las 10 implicaciones son falsas (*); y dado que N es un conjunto independiente, entonces N es
un conjunto minimal con respecto a la propiedad anterior (*). Al ser N el tinico niicleo de H; se
sigue que cinco contragjemplos son necesarios para probar que todas las implicaciones de D son

falsas.

3.5 Antibases de una Teoria
Una Teorfa T=(X,C) se define por: . SN
1. Un conjunto X de proposiciones 1, Z2,Z3; ... e

2. Una relacin de cerradura Cen X: para SCX se denota con C (S) al conjunto de todas las
proposiciones en X que pueden ser probadas a partir de las proposiciones en S. Para s€X
denotaremos comoC (s) a C ({s}).

Se dice que una Teoria T=(X,C) es unitaria si se cumple que Yx€C(S) 3s€S [ xeC(s) } es decir,
si para cada elemento x de C(S) existe un elemento s en S tal que x pertenezca a la cerradura
C de s. De otro modo T es plural. Si T es unitaria entonces puede ser representada por una
digrdfica transitiva D tal que V(D)=X y donde (x,y) € F(D) sii xeC(y).

Se define como una base de ariomas para T a un conjunto B C X tal que C(B) = X y el cual es
minima respecto a la propiedad mencionada.

Una antibase para T es un conjunto A CX que cumple lo siguiente: VxeX[C(x)nA# QD] yel
cual es mfnima con respecto a esta propiedad. Esto se mterpreta como sigue: si todas las
proposiciones en A son falsas entonces todas las proposxcmnes en X también lo son 5, y A es’
minimal con respecto a esta propiedad.

La inversa T'=(X,C’) de una Teoria T=(X,C) se deﬁne con Io sxguxente. VxGX [xe C’(S) su‘r -

C (z)NS# @] . T® es una Teoria pues X es el mismo conjunto de proposiciones que en T, ¥ Lo

STémese una implicacién cualquiera x en X, si x es falsa el enunmado es cierto, si x es verdadera entonces
todas las implicaciones de C(x) lo son, contradlcnendo nuestra afirmacién inicial.
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es una relacién de cerradura en X.
" El problemia que se plantea cs el siguiente: dade ACX, determinar si A es antibase de la T(‘ona

T=(X,C). La teoria de nicleos proporciona herramientas suficientes para resolverlo:
- ‘Determinar si A es base para T'=(X,C’):
+ Sea H la digrifica que representa a T°. Se prueba (en el Lema 3.1) que T es linitaria,
por lo que siempre puede ser representada por una digrdfica transitiva.

+ Basta verificar que A es niicleo de H (por el Lema 3.3), para ello ¢s suficiente observar -
que A intersecta a cada una de las componentes fuertemente conexas terminales de
H exactamente en un punto (pues H es transitiva y por el Teorema 3.1)

- Si el punto anterior se cumple entonces A es antibase de T (tal implicacién se demuestra
lema 3.2)

" A continuacién presentamos el fundamento teérico del argumento anterior: |

: Por deﬁmcxén de C’ tenemos que C( x)ﬁS;é @ Sca sGC(x)ﬂS, por lo tanto seC(x)N{s}.

: Dntonces C(x)ﬂ{s}-,aé 9, i.e. x€C’(s) por deﬁmcxon de C’(s), ie T’ es umtarxa '

El Lema anterior nos permite observar que dado que la inversa de una Teoma es umtana, entonces .
podrd ser representada por una dlgraﬁca transxtxva. P : T :

Lema 3.2 _ ;
ACX es una antlbase pa.ra T-(X C) su A es una base para T=(X, C’) lai mversa de 'I‘

Demostracién . (=>)

Supongnmos que ACX es ‘una antibase para T.

Entonces por definicién de antibase se tiene lo siguiente: VxeX[C(x)ﬂA;é(D], wto es, para todo :
elemento de X la interseccién de A con la cerradura de x es no vacia. Y: ademas, A‘ es un
conjunto minimo con respecto a esa propiedad. i = :

Por lo tanto YxeX[x€C'(A)] con C’ la relacién de cerradura de T. Esto se debe ala deﬁmclén* :
de una teoria inversa; y A contintia siendo minima con respect;o a tal propxedad : :

Por lo tanto X= C’(A) y A es minimal con respecto a csta propxedad

Entonces A es una base de axiomas para T°.




Demostracion (<=) .
Supongamos que A es una base de axiomas para T". -
Entonces C'(A)=X y A es minima con respecto a esta propleda.d, por deﬁmcnon de base

i.e. ¥xeX[xeC'(A)]. Por lo tanto Vxe X[C(x)NA# @], es decir;: para. todo’ elemento x de X
se tiene que x es elemento de la cerradura C’ de A, debldo a la deﬁmclén de una teorfa,

inversa.
Por lo tanto por definicién de antibase, A es una antlbase para T

Lema 3.3
ACX es una base para T (X C’)'sii’'A es un nucleo para I-I la dlgréﬁca transxtlva. que representa
a T : : G i
Demostracién (<=). S
SeaHla digréﬁca que representa a T’=(X,C’), de modo que V(H)'—‘X“
Sea N un nticleo de H. Por demostrar que N es base para T’ (X C

Como N es absorbente, Vx&(X-N) dyeN [(x,y)€F(H)], lo que sxgmﬁca que para todo lemento‘ o
x que no forma parte del nicleo siempre existe . un vertxce y de N ‘tal’que:la‘flech: xy) b
estd en H. - .

[(x,y) R (H) sii xeC' D).

N’ [N’CN y N #N y X——C (N )]
Entonces sea x’€(N-N")cX.
Como N ws independiente cntonccs para todo punto y del nucleo N ‘no hay:flechas:de la-

VyeN’[x’¢ C'(y)], por lo tanto x’¢C’(N’)
Por lo tanto X#C’(N’) contradiciendo que N’ es base.

i.e. N es base de axiomas de T".

Demostracién (=).

Sea H la digrédfica que representa a T'= (X C’ ), de modo e
y x#y . '

C’ (N ) exxste un elemento y de N tal que x
Teorfa unitaria.

Entonces vxeX JyeN([xeC'(v)] pues N es bas (por lo que X C (N))

Se sigue que YxeX-N JyeN|[(x,y)eF(H)]. s:endo N, mmlmo ‘con.respecto. a esta propledad Esta
implicacién se debe a cémo fue construnda H.yaque X—NCX y puede.interpretarse como
sigue: para cualquier elemento x fuera de N existe siempre un elemento y de N tal que hay
una flecha de x a y en H. wEL : L B
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Por lo tanto N ¢s absorbente.

Probaremos a continuacién que N es independiente: :
Supougamos que N no lo es, i.e. Ix,x’eN[(x,x")€F(H)], es decir, exxsten dos puntos en N )
tales que hay una flecha entre ellos. :
St yeC'(x) y y#xP entonces (y,x)€F(H) por construccién de H.
Entonces [(y,x)€F(H) y (x,x’)€ F(H)], asi que (y,x")eF(H) por la transmvxdad de H
Ademds, yeC'(x’) por cé6mo fue construida H.
Se sigue que X=C'(N-{x}), contradiciendo la hipétesis de que N es mfmmo respecto a’‘esa
propiedad.
Por lo tanto N es independiente.

Entonces N es un conjunto absorbente e independiente.

i.e. N es ntcleo de H.

3.6 Digrafica de implicaciones

Sea D una digrafica transitiva tal que sus vértices representan proposiciones y cuyas flechas
representan implicaciones, Sean z1,Za,...,&m las flechas de D la digrdfica complementaria de
D. Sea X={z1,Z2,...,; Tm}. Para SCX sea C(S) las implicaciones que se pueden derivar de las
implicaciones en S, esto es, todas las flechas de X que estdn en la cerradura transitiva 7.de D48,
o bien, a partir de la falsedad de S se deduce la falsedad de las 1mphcacxones genera.da.s en su
cerradura transitiva, :

Se dice que una Tcorfa es la pareja T=(X, C), y ha sxdo deﬁmda por. medxo de una dlgraﬁca
transitiva.

Teorema 3.2

yeC’ (x), sea

X mnmo, en ese caso la flecha (x,y) no existirfa’ po "construcciénide H ¢ X-estd mphcado

por x’ pues (x,x')eF(H). : : e
7La cerradura transitiva de una dlgraﬁca

en una digrdfica transitiva. :




Demostracién
Comencemos por demostrar que H es transitiva:

(x,y)eF(H) sii yeC(x) por definicién de F(H).
sii C(x)N{y}+# @
sii x€C’(y) por definicién de C’.
i.e. H representa a T’ la inversa de T, que es una T
Por lo tanto H es transitiva. :

i.e. A es base para T” por el Lema 3.3

i.e. Aes ant;lbase para T por el Lema 3.2

tiene la misma cardinalidad de H (Teorema3. 1), ntxbases de T

también tengan la misma cardinalidad.

Podrfamos extender atin més el presente capftulo, dada la diversidad de aplicaciones del concepto
de niicleo, sin embargo considero que es pertinente no hacerlo debido a que no es el objetivo
principal de la tesis. Continuemos pues con el que considero el climax del presente escrito.
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Capitulo 4

Trayectorias y ciclos dirigidos
monocromaticos en torneos
m-coloreados

En cste cuarto capitulo de definen torneo, digrdficas m-coloreadas y trayectorias dirigidas mo-
nocromdticas para cntonces introducir el concepto de nicleo por trayectorias dirigidas mono-
cromdticas. El problema principal es determinar bajo qué condiciones un torneo m-coloreado
tiene niicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas; para resolverlo se hace uso de una nueva
herramienta, la cerradura de una digrdfica C(D), estudiando primero varios resultados generales
(v.g. una digrifica completa es nmicleo perfecta sii todo ciclo dirigido tiene al menos una flecha
simétrica) y otros relativos a la nueva definicién de cerradura (v.g. N es nicleo de C(D) sii N es
nitcleo por trayectorias dirigidas monocromdticas de D). Entonces puecde probarse que algunas
condiciones suficientes para que la cerradura de un torneo m-coloreado T sea niicleo perfecta son:
a)cada ciclo dirigido contenido en T y de longitud a lo més cuatro es casimonocromitico, b) que
cada ciclo dirigido contenido en T y de longitud tres es monocromatico (o C(T)-monocromdtico),
y c)si existe k (3<k<p) tal que para todo torneo m-coloreado T'CT, T’ no contiene ciclos
dirigidos de longitud k, se tiene que C(T’) es una digréfica niicleo perfecta; o tal que cada ciclo
dirigido de longitud k contenido en T es C(T)-monocromadtico.
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Comencemos definiendo conceptos que nos serdn de utilidad:
Como se definié en el capftulo priinero, un torneo cs una digrdfica completa asimétrica.
D es una digrdfica m-coloreada si las flechas de D son coloreadas con m colores.
Denotamos con 73 al torneo transitivo de orden 3 cuyas flechas son coloreadas con tres distintos
colores; andlogamente, denotamos con Cj al 3-ciclo tal que sus flechas son coloreadas con tres
distintos colores. :
Si D es m-coloreada, entonces un ciclo o trayectoria dirigida es llamado monacmmatwo si
cada una de sus flechas son coloreadas con el mismo color. Un ciclo dirigido es llamado casi-
monocromdtico si-con a lo més una excepcnon todas sus flechas son coloreadas de igual manera.
Un conjunto ICV(D) es mdcpcndlente por trayectorlas dirigidas monocromadticas si para todo
u,ve€l, no existe una uv-trayectoria dirigida monocromdtica en D, Se dice que HCV(D) es ab-
sorbente en D por trayectorias dirigidas monocrométicas, si pard todo zeV(D)-H existe una
zH-trayectoria dirigida monocromitica en D (una trayectoria dirigida monocromdtica de z a
algin elemento de H). Ahora bien, decimos que NCV(D) es niicleo por trayectorias dirigidas
monocrométicas de D si es independiente y absorbente por trayectorias dirigidas monocromati-
cas en D.
Sands, Sauer y Woodrow [2] probaron que todo torneo 2-coloreado T tiene un vértice v tal que
para cualquier otro vértice x de T existc una trayectoria monocromdtica de x a v (es decir,
que T contiene un niicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas) 1; y a continuacién pro-
pusieron el siguiente problema: sea T un torneo 3-coloreado que no contiene Cj, la pregunta es
si debe T contener un vértice v tal que para cualquier otro vértice de T existe una trayectoria
monocromdtica de x a v.
~Fue entonces que Minggang [3] respondié a la pregunta planteada, baJo ciertas condiciones: si
en el problema T no contiene T3 ni C3 entonces la respuesta es afirmativa, como se demuestra

a continuacién:

Teorema 4.1
Sea T un torneo m-coloreado que no contiene T3 ni C3. Entonces existe un vértice v de T

tal que {v} es micleo por trayectorias dirigidas monocromaticas (i.e. para cualquier otrov
vértice x de T existe una trayectoria monocromdtica de x a v).

Demostracion

Por induccién sobre n, el orden de T.

Base: Si D consiste de un solo vértice (n=1), entonces el Teorema se cumple por vacuidad, pues
no existe algin vértice x tal que el resultado sea falso. Para el caso n=2, es decir, si D
consiste de dos vértices x & y, entonces (x,y)€F(D) (o (y,x)€F(D), pues D es un torneo);
asi que para cualquier otro vértice distinto de x (respectivamente de y), a saber y (x),
existe una trayectoria dirigida monocromdtica de x a y (de y & x) que es la tinica flecha de
la digrifica; de ahi que el Teorema se cumpla.

Hipétesis inductiva: supongamos que el resultado se cumple para todo torneo m-coloreable de
orden menor que n, con n>2

! Notemos que en un Torneo un niicleo consiste de un solo punto, de lo contrario no serfa un comum.o mde—
pendiente.
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Sea T un torneo de orden n, entonees por hipétesis inductiva se txeue que VVGV(T) AI(v)eV(T)
[ VxeV(T)-{v}[ 3 xf(v)-traycctoria dirigida monocromstical], es decir,  para‘cada veV(T)
existe un vértice de T, lldimese f(v), tal que para cada x€V(T)-{v} existe una trayectoria
dirigida monocromdtica de x a f(v).

Ahora, si existe f(u)=f(v) con usv, entonces tenemos que Vx € (V(T)-{u}){x es absorbido por
f(u)) y Vx € (V(T)-{v})Ix es absorbido por f(v)], por lo tanto {(u) y f(v) absorben a todo
vértice de T (incluyendo al vértice u y al vértice v). Pero dado que f(u)=f(v), entonces f(u)
absorbe a todos los vértices de T. Por lo tanto {f(u)} es niicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas y el Teorema se cumple.

O bien, si 3veV(T)[3 vi(v)-trayectoria dirigida monocromadtica), entonces como ademas f(v) ya
absorbia a todos los vértices distintos de v, se tiene que f(v) absorbe a todos los vértices
de T, por lo tanto {f(v)} es micleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, de ahl que
el Teorema se cumpla. :

Con f como una biyeccién, supongamos entonces que no existe una vi(v)- t;rayectona dmglda mo- i

nocromatica (de otra manera estamos en los casos analizados en los dos parrafos anterxores
en donde observamos ya que el Teorema se cumple):

Podemos renombrar a los vértices de T de la siguiente forma: f(v,)—v.+1. ‘los cuales’ estén N

partncxonadoe en ciclos? de la forma : (v1, v2, .-Un1), (Tn141, - v,.g), L. en donde f(vl) =
V2, «of(Un1) = V1, f(Pn141) = Vni42s ooy [(Un2) = Vni141.

Veamos que solo hay un ciclo de esta forma: si hubiera més de un ciclo entonc&s los vértlc% de
cualquiera de ellos no son todos los vértices del torneo (que es de orden n), i.e. el orden de
tales ciclos es estrictamente menor que n (de hecho, el orden de tales ciclos es a lo mds n-3
pues el ciclo mds pequeo que puede existir es de orden 3, debido a que T es un torneo).
De manera que por hipétesis inductiva aplicada al torneo inducido por uno de esos ciclos,
digamos L={v;, va,..., vn1}, existe v€L tal que {v} es nicleo por trayectorias dirigidas
monocrométicas; por lo tanto v;=f(v;) pues v; pertenece al ciclo, contradiciendo nuestra
suposicién de que f(v;) no absorbia a v;.

Entonces existe un solo ciclo, sea (vi, v, ...,tn) tal ciclo; ahora bien, dado que no hay una v;v.41
trayectoria dirigida monocromética, y al ser T un torneo, entonces existen las flechas (vq,
v1), (V3, U2)y0e0y (Uns Un—1), (v1, n), y sean sus colores a;, az,...,a, respectivamente.

- Observemos que 8i a1 = az =...= a,_1, entonces (vn, ...,v2, V1) €S una v,vi-trayectoria
dirigida monocromatica con color a;, contradiciendo en ambos casos nuestra suposicién de
que tal trayectoria no existe. De manera que ay, ag,..., @, no pueden ser iguales.

- Entonces deben existir a;—;#as.

- Sin pérdida de generalidad sea a,—1=1 y a,=2. Sabemos que existe una trayectoria
dirigida monocromdtica de v,—1 @ vs4q con color b, cuyos vértices forman las flechas
(Va+1,vs) de color a,=2, y (vs,v5—1) de color a,_1=1, como se muestra en la figura 1.

- Observemos que b#1 y b#2: si b=1 entonces existe una v,v,..;-trayectoria dirigida mo-
nocromitica de color 1, contradiciéndose el supuesto de que tal trayectoria no existe; y si
b=2 entonces existe una v,_;v,-trayectoria dirigida monocromdtica de color 2, contradi-
ciéndose por igual, el supuesto de que tal trayectoria no existe.

- De ahi que debemos suponer que b=3.

2Debe recalcarse que tales ciclos no son los que hemos definido como ciclos dirigidos o no dirigidos en digrﬁﬁcas,
sino arreglos de vértices que surgen cn base a la definicién do f y hacicndo uso de trayectorins monocrométicas
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v(s+l)

Ahora, sea (ul, ug,...,u,) la trayectoma dxngxda monocrométlca de menor ]ongxtud llémese
P, que va de’ 'v, 1a v,.H, como puede observarse en la ﬁgura 2 en donde U =Vs_1 Y
) ut='va+l- .

' Fz‘gum 27

afa=t)=1 o T . T ase2

Vie-1)=

4-o———»o——»o——-o—»o—-o——»<}ao—

P trayectorta . V(s+1)=Ut "

- Como T es torneo, para toda i=1,2, ...,t existe la flecha entre v, y u; (sin importar en
que direccién). Si existiera una flecha (vs,ux) de color 3 (o andlogamente, si existiera la
flecha (un,,vs) de color 3) entonces (uy,Pyux) U (ug,v,) €s una v,_1v, trayectoria-dirigida
monocromatica (andlogamente (vVsy%m) U (wm,Pyu)U es una v,v,4 trayectoria-dirigida
monocromdtica), contradiciendo nuestra suposicién de que tal trayectoria no existfa. Por
lo tanto las flechas entre v, y u; (con i=1,2, ...,t) no son de color 3.
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- Observemos que existe u; tal que la flecha entre v, y u; y la flecha entre v, y ui4+ tienen
colores distintos: existe una flecha entre v, y u; de color distinto de 1, con j€{2,3,...,t}, ya
i ‘quie al menos la flecha (v,, ;) es de color 2; consideremos entonces m = min {j | la flecha
" “entre v, y u; tiene color distinto de 1}, y como m es mayor que 1, entonces la flecha entre
vy'y u,, tiene dntmto color a la flecha ontre Vg Y Upne1- La figura 3 1lustm las observaciones

= prevms'

Figura 73

‘,V(SOI) ~Uc

- Entonces vs,Um,%m~1 €s un tridngulo (T3 o C3) con tres colores dlstmtos, contradmendo
nuecstra hipétesis incial de que en T no habia 73 ni Cs.

Por lo tanto el Teorema se cumple.

Del resultado anterior es posible obtener algunos corolarios:

Corolario 4.1

Sea T un torneo 2-coloreado. Entonces exxste un vértice v en T tal que para cualquner otro
vertlce x de T existe una xv-trayectorna dirigida monocromatnca : ;

Demostracwn 3

3La demostracién ‘original ‘de este’ Corola.no, que ‘no’
refererencia [2] ; o
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Corolario 4.2

Supongamos T={vy,va,...vn}, Hi, Haz, ..., Hn torneos m-coloreados tales que no contienen
tridngulos 3-coloreados. Sea T’ un torneo que se construye de reemplazar cada vértice v;
de T por H;, y sean todas las aristas 4 entre H; y H; del mismo color que las aristas entre
vi y v; aunque con direcciones arbitrarias. Entonces T’ contiene un niicleo por trayectorias
monocrométicas (i.e. existe ve V(T’) tal que para cualquier otro vértice x de T* existe una
xv-trayectoria dirigida monocromaética).

Demostraciéon

Observemos que para cualesquiera tres vértices v;,v;,Uk, el tridngulo v;v;ux no puede ser un
tridngulo 3-coloreado (pues de lo contrario contradice la hipétesis de que T no contiene
tridngulos 3-coloreados).

Por lo tanto en T® no hay tridngulos 3-coloreados. Entonces, por el Teorema anterior 4.1, T’
contiene un niicleo por trayectorias monocromaticas

Existen varias observaciones que deben ser mencionadas con respecto a los resultados previos:

1. Siecn el Teorema 4.1 se pide solamente que T no contenga Cs, entonces la afirmacién del
Teorema es falsa, como prueba proporcionamos el siguiente contraejemplo, la digréfica G's
que se puede ver a continuacién:

~
v2 vs
\\\/: 1 4
2 \‘1 /s/ 4
//x\
L
v 3 va

4Noa referimos a las flechas de una digrdfica como aristas si la direccidn de la flecha es arbitraria o no es de
interés para nuestro andlisis.
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G5 es b-coloreada, de orden 5 y no contiene algin 3-ciclo 3-coloreado, sin embargo G5 no
“contiene algin nicleo por trayectorias dirigidas monocromiticas (i.e. no existe vEV(Gs)
tal que para cualquier otro vértice x de G5 existe una xv-trayectoria dirigida monocro-
mética) dado que en G5 no existen v;4vi-trayectorias dirigidas monocrométicas (con i+1
médulo 5). Podemos encontrar mas contracjemplos con m=>5 agregando vértices a G5 y
en cada paso conectando cada mievo vértice a todos los vértices anteriores por medio de
una flecha coloreada con 1.

2. Si en el Teorema 4.1 se pide solamente que T no contenga T3, entonces el resultado es

falso, como prueba el siguiente contragjemplo: sea D, un torneo 4-coloreado con vértices
U1, U2, ..., Un tal que las flechas a=(v;,v2), b=(v2,v3), c=(v3,v;) tienen color 1, 2 y 3
respectivamente, mientras que todas las flechas restantes son de la forma (vi,v;) sl is>j, y
estin coloreadas con ¢l color 4. Este contracjemplo puede observarse en la siguiente figura
para n==5.
D, es un torneo 4-coloreado que no contiene T3, pues si existiera, T3 deberfa cumplir lo
siguiente: 1) tener al menos dos de las flechas a, b o ¢, y la tercer flecha deberfa compartir
un vértice con cada una de las dos flechas anteriores, y ademds, 2) esa tercer flecha de T3
deberd tener una orientacién tal que se se forme el torneo transitivo. Sin embargo ninguna
flecha de color 4 cumple la cacteristica 1), y las flechas del ciclo (v1,v2,v3) no cumplen 2).
Pero D, no contiene un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas pues v; no
absorbe a v2 por trayectorias dirigidas monocromaticas, v2 no absorbe a vz por trayectorias
dirigidas monocromdticas, vs no absorbe a v; por trayectorias dirigidas monocromdticas,
¥ v; no absorbe por trayectorias dirigidas monocrométicas a v; si i es mayor que j ya que
no hay trayectorias dirigidas en esos casos.

Digrdfica Dy

3. /L'Iixlggaxig bfbbé ademis que si m>5 las hipétesis del Teorema 4.1 (que la digréfica no
contenga C3 ni T3) no pueden ser mcjoradas.
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" A continuacién se introducird un concepto que permitira redefinir el de’ nucleo' la cermdum de
"D, denotada por C(D), es la digrifica m-coloreada definida asi: :

V(C(D))=V(D) y F(C(D))= F(D)U[U n.{uv de color i tales que existe una’ uv-trayectona di-
rigida monocromética de color i contenida en D}. Ahora, e_;ompllﬁcaremos ‘este nuevo’ concepto

Dl ' C(Dl) :
. .
O———ver:
verde azul verde " verds -, sl 6 verda'

Dq ' o | C(D2)

Continuemos con més definiciones relacionadas con la cerradura de una digréﬁéa:.: :
Sea D una digrafica m-coloreda y g,=(0,1,...,n-1,0) un ciclo dirigido de D.. Se dice que gn €8
C(D)-monocromitico si existe un conjunto { f;=(i,i+1)eF(C(D)) t:al que i e {1, . ,n} mod n} de
flechas coloreadas por igual.
Sea H una digrifica y UCV(H), se denota con C(H)[U] la subdxgmﬁca inducida por U en la
cerradura de H.
Los siguientes son resultados relacionados con la cerradura de una digrdfica, y algunos de ellos
vinculan ese nuevo concepto con el de niicleo de una digréafica.




Lema 4.1 E ,
Para toda digréfica D, A=C(C(D))=C(D)=B
Demostracién . » e )
Por demostrar que existe una funcic’ni T V(A)‘—;->V(‘l‘3)v inyectiva tal que (u, 'vjeiF(A)‘s'iiv (fu E)GI‘(B)

Por definicién de cerradura, V(A)=V(B). Aliora bien, sea T—(uo,ul,ug, -Up) una trayectorlar
dirigida monocromiética de color k en D "Entonces en C(D) serdn trazadas lns ﬂechas de

color k:
(u(),u2)v (u01u3)1 ('u'Oyu-i)x eoey (uOfu'n)k'
(w1,ua), (w1yta)s oo (U1stn) - °
(un—211‘n)

Que son todas las posibles flechas entre los vértices de la trayectorm

De manera que para todas las posibles nuevas u;u;-trayectorias dmgndas de color k en C(C(D)),
ya existe la flecha (u;, u;) en C(D) del mismo color. B

Y eso para toda trayectoria dirigida monocromatica en la digré,ﬁca D
Por lo tanto al construir C(C(D)) ya no hacen falta flechas. - - :
Entonces la funcién identidad es la funcién buscada.

Teorema 4.2
N es un niicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas de D sii N es.un nﬁéléq en C(D)Q ’

Demostracion

- Observemos que: . b

N es absorbente por trayectorias dirigidas monocromdticas en D sii Vve (V(D) N) [EI vN—trayectona
dirigida monocromaética en D] sii Yve(V(D)-N)[3 vN-ﬁecha en: C(D)] or deﬁmmén de
C(D)), sii N es absorbente en C(D). ' e

N no es independiente por trayectorias dmgldns monocroma.txcas ,n EN [3 nn’
trayectoria dirigida monocromdtica en D] sii In,n EN[B nn -ﬂecha en C(D)] (por deﬁmcxon
de C(D)), sii N no es independiente en C(D). : B : : RIS E

- Por lo tanto N es absorbente e independiente por trayectonas dmgldas monocromat;xcas en .
C(D) sii N es absorbente e independiente en D

Corolario 4.3

Si dos a dos las flechas de D tienen distinto ‘color, entonces N es un niicleo por trayectorms
dirigidas monocromaticas en D sii N es un nucleo en D. .

Demostracmn

Se sngue de la hipétesis que D=C(D), de manera que por el Teorema anterior, la afirmacién es
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Al inicio del presente capftulo se mencionaron ciertos resultados importantes, los recscnblmos :
a continuacién haciendo uso de la definicién de cerradura de una digraéfica: :

- Todo torneo 2-coloreado T tiene un vértice v tal que para cualquler otro vertlce x de‘T-,
existe una trayectoria dirigida monocromatica de x a v, es decir, {v} es‘uniniic
trayectorias dirigidas monocromadticas de Dj; lo que es equlvalente a aﬁrmar que. {v} -;
ntcleo de C(T). : :

- De hecho, se prueba en general que para toda digrafica 2-coloreada D se tlene que C(D) e
es una digrdfica niicleo-perfecta. )

El problema que surgié como consecuencia de tales resultados y que ya fue mencionzido en
parrafos anteriores, se replantea de la siguiente manera: sea T un torneo 3-coloreado tal que
todo ciclo dirigido de longitud 3 es casimonocromatico (por lo que T no contiene Cs), la pre-
gunta es si necesariamente C(T) debe tener un nicleo (lo que, por el Teorema 4.2 es equivalente
a preguntarse si D tiene algdn nicleo por traycctorias dirigidas monocromaticas).

Con respecto a tal pregunta sabemos ya por el Teorema 4.1 que si se pide ademds la condicién de
Shen Minggang, que consiste en que cualquier torneo transitivo de orden 3 sea casimonocromatico,
entonces la respuesta a la pregunta plancteada es afirmativa.

Pucde observarse entonces cudn 1itil es determinar bajo qué condiciones la cerradura de una
digrifica tiene miicleo, a continuacién se presentan algunas de ellas, como lo es pedir que cualquier
ciclo dirigido de longitud a lo més 4, sea un ciclo casimonocromatico (Teorema 4.6); ademds se
prueba que tal condicién no implica la condicién de Minggang, y viceversa.

A continuacién recordamos al lector algunos resultados importantes que seran de utilidad, cuy'ls
prucbas pueden estudiarse nuevamente en el capitulo 2:

Teorema 2.9

Si D es una digrafica nicleo-imperfecta-critica entonces: 1) no existe una particién {Vi, Va} de
V(D) tal que D[V},V2] C Sim(D), donde D[V;,V,]={uveF(D) tales que uGVl y veVz}, 2)
es decir, Asim(D) es fuerterente conexa.

Corolario 2.2

Si D es una digréfica nicleo imperfecta critica entonces ' Asim(D) tiene ciclos dirigidos.

Teorema 2.11

Una dlgraﬁca completa D es nucleo-perfecta sn todo c1clo dmgxdo tiene al menos una flecha
simétrica. : ! .

Teorema 4.5 [4] '

Sea T un torneo hamiltoniano con n vémces vy un c1clo dirigido hamiltoniano de T. Para
cada k (3<k<n-1) existe un cxclo dmgldo de longltud k digamos -, contenido en T, tal
que [A(1:)NA()[21. o

Con tales herramientas podcmos ya. presentar la: prueba del sngulente Teotema, en-el-que se
prc.sc.nta una nueva condxuon para que la cerradura de un torneo m-coloreado sea nucleo perfecta. o
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Teorema 4. 3

Sea T un torneo m-coloreado Sx cada ciclo dmgndo contemdo en T y de longitud a lo ma.s 4
. es casxmonocromatlco, entonces C(T) es una dxgraﬁca nucleo-perfm:ta : -

Demostracién
Procediendo por contradiceién, supongamos que C(T) no es una digrifica niicleo-perfecta. -

- Como C(T) es una digrdfica completa (pues T ya lo era, y obtuvimos C(T) agreganddl aristas
a T), entonces por el Teorema 2.11, existe un ciclo dirigido tal que todas sus ﬂecha.s son
asimétricas, es decir, existe un ciclo dirigido contenido en Asim(C(T)). :

Sea y=(20,21,..-»2m—1,20) un ciclo dirigido de longitud minima contenido en Asun( C(T)) V. g
para m=8: :

A continuacién serdn probadas diversas afirmaciones que en conjunto conforman la prueba del
teoremas

a) vCT.

Supongamos lo contrario, i.e. existe (2j,2541) € F() tal que (2,2541) € F(T). Como T es
torneo, entonces necesariamente (zj41,z;) € F(T), por lo tanto (z;41,2;)€F(C(T)) por
construccién de C(T). Tenemos por otra parte que v € Asim(C(T)), entonces (z;,2;41) €
F(C(T)), de modo que (zj,;41) € F(C(T)) y (2i41,25) € F(C(T)), contradiciendo que y
estd contenido en la parte asimétrica de C(T) (es decir, que todas las flechas del ciclo son
asimétricas). Por lo tanto yCT.

b) long(y)=m>5.

Supongamos lo contrario, i.e. long(v)=m<4. Como yCT entonces por hipé6tesis del Teorema,
-« es casimonocromdtica. Sin pérdida de generalidad, {(zj,2j4-1)€F(v) | i=0,...,m-2} es
el conjunto de flechas igualmente coloreadas. De manera que (zg, 21, .--12m-1) €S una
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trayectoria dirigida monocromdtica. Por lo tanto por definicién de C(T), tenemos que
(20,2m—1) € F(C(T)). Pero recordemos que (2,-1,20) € F(v) € Asim(C(T)), de manera que
(2Zm-1, 20) € F(Sim(C(T)) N ~), contradiciendo que -y estd contenida en la parte asimétrica
de C(T), pues hemos encontrado una fiecha simétrica de 4. Por lo tanto long(y)=m>5.

¢) 7 no es monocromatico.

Supongamos lo contrario, 7 ¢s monocromdtico, entonces en particular (29, 21, .., 2m—1) €8
una trayectoria dirigida monocromdtica, por lo tanto por definicién de C(T), tenemos que
(20,2m—1) € F(C(T)). Pero recordemos que (2—1,20) € F(v) C Asim(C(T)), de manera que
(zm—~1,20) € F(Sim(C(T))N+), contradiciendo que yC Asim(C(T)), pues hemos encontrado
una flecha simétrica de «.

d) Para todo zj,2z; € V(v) | j € {i-1, i+1} (es decir, que no sean vértices consecutivos en ),
entonces {(zi, z;), (25, 2:)} € F(C(T)).

Sean z;, z; € V(v) | j & {i-1, i+1}. Como v € T (por a), entonces {zi, z;} € V(T). Por ser
T torneo, entonces (z;, z;) € F(T) o bien (z,, z;) € F(T). Sin pérdida de generahdad
supongamos que (z;, 2;) € F(T):

92 (m-1)

Entonces v’ = (2i, 2j, 2j41, ---12i—1, 2i) médulo m, es un ciclo dirigido 3. Observemos que
la longitud de 4’ es menor que la longitud de 4, y como v era el ciclo de menor longitud
contenido en Asim(C(T)), entonces v’ € Asim(C(T)). Pero dado que v € Asim(C(T)),
entonces todas las flechas de ¥’ que estdn también en « son asimétricas, de manera que
(24, 2i) € F (Sim(C(T))) (pues (zi, z;) cs la tinica fleccha de v’ que no estd en ). Entonces
(21, 27) € F(C(T)) ¥y (25, z:) € F(C(T)), i.e. {(2i, 25), (25, z:)} S F(C(T)) (es decir, hay
flechas simétricas en C(T) para cualesquiera dos vértices no consecutivos en ).

Ahora bien, como v no es monocromadtico, existen dos flechas consecutivas con diferente color.
Sin pérdida de generalidad digamos que (2o, 21) es roja, ¥ que (z1, z2) es azul,

5La notacién médulo m resulta muy cémoda dado que 2; y z; fueron elegidos arbitrariamente
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€) (z2, 20) '€ F(T).

Considerando la afirmacién anterior relativa a la coloracidn de ciertas flechas, supongamos lo
contrario, i.e. (z2, 20) € F(T): Entonces v3 = (20, 21, 22, z0) es un ciclo dirigido de longitud
3 contenido en T. v3 cumple las hipétesis del Teorema, entonces es casimonocromadtico,
por lo tanto (z2, 20) es roja o es azul. Si (22, 2) es roja, entonces (z2, 29, 21) €S una
trayectoria dirigida monocromatica en T, y (22, z1) € F(C(T)) por definicién de C(T),
entonces (21, z2) € F(Sim(C(T))) y (21, 2z2) € F(), contradiciendo que v € Asim(C(T));
por lo tanto (z2, zp) no es roja.

Si (z2, 20) € F(T)

Si (22, z0) es azul entonces (21, z2, 2zg) es una trayectoria dirigida monocromsética en T,
por lo que (21, 2p) € F(C(T)) por definicién de C(T), por lo tanto (zg, 21) € Sim(C(T)) y

. (20, 21) € F(9), contradiciendo que y C Asim(C(T)); por lo tanto (z2, 2p) no es azul. Por
lo tanto (z2, 20) &€ F(T).

Sin embargo, por la proposicién d) tenemos que existe una flecha simétrica entre 22 y zp en
C(T), i.e. (22, z) € F(C(T)). Entonces existe una trayectoria dirigida monocromética de
longitud al menos 2, de z2 a 2o contenida en T. Sea o = (22 =0, 1, 2, ...,p = 20) tal
trayectoria dirigida (con p>2).

f) a no cs azul.

Supongamos lo contrario, i.e.. a es azul entonces (21, z2)Ua es una Crayectona dmgxdac
monocromética en T, por.lo_que; (zl, zo) €. F(C(T)) por definicién de C(T), lo que’'con- -

tradice que v C Asnm(C(T)) (p es
Por lo tanto a no ¢s azul. .

£) « no es roja.

Supongamos lo contrario, i.e. a es’ ro_]'
Entonces alU(zg, 1) es una trayectona. dmgida monocromatlc& en T, por lo que (22, 21)

‘1‘)6 F(v), entonces (zo, 21) € F('yﬁSxm(C(T)))

67

: TESIS CON
FALLA DE 05

EN




€ F(C(T)) por definicién de C(T) lo que contradlce que 'y C Aslm(C(T)) (pues (zl, 22)6
F('y), porlo que (zl, z) € F(’yﬁSxm(C(T))) ‘Por Io t.a.nto a’'no‘es rOJa :

.5'1 a es 'noJa..

D 22=0:

. .
azu1™ . 23

rojo

rojo

to=p . . ros0

Sin pérdida de gencralidad supongamos entonces que o es negra.
h) Para cada i>0 | 2i<p, (21,2i) € F(T).

Supongamos lo contrario, i.e. 3i>0 | 2i<p y (21,2i)¢F(T).
Sea 2ip = min {2i | (z1,21) & F(T), con 0<2i<p}. :
Veamos que 2ip ¢s mayor que cero: como ig=>0 entonces 2i9=>0, peto la 1gualdad no puede
darse pues 22=0y (21, 22) € F(T) (por el inciso (a) tenemos que 'y c T), por. Io ta.nto 210
es mayor que cero. Se sigue que 27-2>0.
Ahora, por definicién de 2ip tenemos que (21, 2ip-2) € F(T) (pues 210 era el més pequeno
para el que la pertenencia anterior no se daba y 2ip-2 cs menor que 210), yi(z1; 2i0) &
F(T), entonces (2ig, z;) € F(T) por ser T torneo.
Sea 74 = (21, 2ip-2, 2ip-1, 2ip, 21), recordemos que (2ip-2, 2ip-1) € F(a) C. T, lo mismo
que (2ip-1, 2ip), y ya sabemos por las lineas previas, que (21 ,2ip-2) y (2ip, 2;) estdn en
F(T), por lo tanto 4 es un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T con dos flechas
negras (a saber las que pertenecen también a «, es decir, (2i0-2, 2i0-1) & (240-1, 240)).
v4 cumple las hipdtesis del Teorema, asi que 4 es un ciclo casimonocromético, entonces
al menos una de las flechas (2, ,2i{0-2) o (2ig, 21) es negra. .
Si (2, ,2ip-2) es negra, entonces (21 ,2ip-2) U (249-2, 2ip-1, ...,p=2) €s una trayectoria
dirigida monocromdtica, asi que (z; ,29) € F(C(T)) por deﬁn1c10n de C(T), por lo tanto
(z0 ,21) € F(v N Sim(C(T))), contradiciendo que v C Asim(C(T)), por lo tanto (21, 2ip-2)
1o es negra, o N
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Y = (21, 2i0-2, 2io-1, 2in; 1)
- o .’;u,» B o \,O\

rojo

240-2

fo=p

210-1
wegro

Si (2ip, 21) es negra, entonces (z;=0, 1, 2, ...,2{,) U (2o, 21) es una trayectoria dirigida
monocromética, de manera que (22 ,z1) € F(C(T)) por definicién de. C(T), por lo tanto
(21 ,22) € F(v N Sim(C(T))), contradiciendo que v € Asxm(C(T)), por lo tanto (210, zl)
no es negra.

En ambos casos hemos llegado a una contradiccién,. por lo tanto la lnpét&ms de que (zl,
2i) & F(T) es falsa, por lo tanto (21, 2i) € F(T) para todo i>0 tal que 2i es menor que p.

Analicemos ahora qué sucede si p es par o impar:

Caso 1) Si p es par entonces p-2 también lo es, y dado que p=2 entonces p-2>0.
Ahora, por (h) tenemos (2, 2i) € F(T) (para todo i>0 tal que 2i es menor que p), asf que
con 2i=p-2 (se cumple que 0<2i=p-2<p) tenemos que (z1, 2i) = (21, p-2) € F(T).
De manera que v4 = (21, p-2, p-1, p=20, 21) es un ciclo dirigido de longitud 4 contenido
en T (pues (z1, p-2) € F(T) como se vi6 en la lfnea previa, y {(p-2, p-1), (p-1,p)} S a C
T ) y tiene al menos dos flechas negras que son (p-2, p-1) y (p-1, p) (pues estaban tamblen
en ar).
~4 cumple la hipétesis del Teorema, asf que es casimonocromadtico, por lo tanto (21, p-2)
es negra (pues ya sabfamos que (p=zq, 21) es roja). Por lo tanto (z1, p-2, p-1, p) es una
trayectoria dirigida monocromdtica, de manera que (21, p=20) € F(C(T)) por definicién
de C(T), por lo tanto (20, z1) € F(v N 8Sim(C(T))), contradxcxendo que v C Asim(C(T)).
Por lo tanto p no es par.
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caso 1) vy = (z{, p-8 p-1, p=20, z1)

22=0

negro, 1
negro
zo3o .

2omp negro

negro

negro

Caso 2) Si p es impar. Veamos varias afinnaciones:
i) Si p es impar, entonces para cada i>0 | 1<2i+1<p se tiene que (2i+1, z;) € F(T). -

Por contradiccién, supongamos que existe i=0 | 1 < 2i+1<p y (2i+1, 21) € F(T).

Sea 2ip+1 = max {2i+1 | (2i+1, z1) € F(T), con 1L2i+1<p}.

Como p=zp y (20, 21) € F(v) C T (por lo tanto (zg, z1) € F(T)), entonces 2ip+1 # p =

20, de modo que 2ip+1 es menor que p; entonces (2ig+3, 21) € F(T) (por la eleccién de

2ig) y ademds (z;, 2ip+1) € F(T) (debido a que T es torneo y (2i0+1,2; )€F(T)).

Sca vy = (21, 2ip+1, 2i0+-2, 2ip+3, z1), sabemos que todas las flechas de 4 existen en T

(como se vié en las lineas previas), de manera que 74 es un ciclo dirigido de longitud 4

contenido en T y que tiene ademds dos flechas negras, a saber (2ig+1, 2i0+2) y (2i0+2,

2ig+3) ya que también eran flechas de .

4 cumple entonces con las hipétesis del Teorema, de modo que es casimonocromdtico, y

entonces al menos una de las flechas (21, 2ig+1) o (2ip+3, 21) es negra.

Si (21, 2ip+1) es negra, entonces (21, 2ip+1) U (2ip+1, 2ip+2, ..., p=2z0) es una trayectoria.

dirigida monocromadtica, por lo tanto (21, z0) € F(C(T)) por definicién de C(T), por lo

que (20, z1) € F(y N Siin(C(T))), lo que contradice que v € Asin(C(T)), por lo tanto (21,

2ip+1) no es negra.

Si (2ig+3, z1) es negra, entonces (22=0, 1, 2, ...,2ig+41, 2ig-+2, 2i5+3) U (2ip+3, 21) es una

trayectoria dirigida monocromdtica, por lo tanto (22=0, z1) € F (C(T)). por definicién de
C(T), por lo que (21, 22) € F(y N Sim(C(T))), lo que contradlce quey S Asim(C(T)), por

lo tanto (2ip+3, 2;1) no es negra.
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Caso b) v = (21, 2io+1, 2io+8 2i0+3, 1) -

21041 .

Por lo tanto la suposicién de que (21+1 zl) g’ F(T) es fa.!sa, de manera que para cada i=0
| 1<2i+1<p se ticne que (2i+1, zl) e F(T) . .

j) Si p es impar, entonces (1,2)) € F(T) yes azul

Para i=0, 1<2i+1=1<p con p impar, por lo que usando el inciso i) se tiene que (2i+1, z;) =
(1, z;) € F(T).
Entonces 3 = (21, 22=0, 1, 21) es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T (pues (23,
22) € F(y) con v C T, y es azul por hipétesis, (0,1) € F(a) con a C T y es negra, y sabemos .
ya que (1,z;) € F(T)), por lo tanto por la hipétesis del Teorema, v3 es casimonocromaético,
de modo que (1,2;) es azul o negra.
Si (1, z1) es negra entonces (z2=0, 1, z;) es una trayectoria dirigida monocroma4tica (pues
(0,1) € F(a) que es negro), por lo tanto (z2,.21) € F(C(T)), asf que (z1, 22) € F(y
N Sim(C(T))), contradiciendo que v C Asim(C(T)); por lo tanto (1, z;1) no es negra.
Entonces (1, z1) ¢s azul.

k) Si p es impar, entonces (21, p-1) € F(T) y es roja.

Como p es impar entonces p-1 es par, de manera que por el inciso (h) con 2i=p-1 se tiene que
(211 Ql—p'l) € F(T)
Entonces y3 = (21, p-1, p==20, zl) es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T (pues .
(21, p-1) € F(T) por la linea previa, (p-1, p) € F(a) con a € T, y (20, 1) € F(7) cony C -
T); por lo tanto por la hipétesis del Teorema, <3 es casimonocromitico. Ahora, (p-1,’ p) :
es negra pues pertenece a a, ¥ (20, 21) es roja por hipdtesis, de manera que (21, p-l) es R
roja o negra.
Si (z1, p-1) es negra, entonces (z,, p-1, p) es una trayectoria dirigida monocromdtica,
por lo tanto (2, p=2z) € F(C(T)) por definicién de C(T), por lo tanto (z5,.21) € F{y N
Sim(C(T))), contradiciendo que ¥ C Asim(C(T)); por lo tanto (21, p-1) es roja.
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Veamos qué sucede entre p=zgp y 1:

Como T es torneo, entonces (p,1) € F(T) o (1,p) € F(T).
Si (1,p) € F(T) entonces v4 = (20 = p, 21, z2 = 0, 1, p) es ciclo dirigido de longitud
4 contenido en T, entonces por la hipétesis del Teorema, 74 es casimonocromaético; sin
embargo (p=zgy, 21) es roja y (21, z2) es azul por hipétesis, y (0,1) es negra pues pertenece
a a; de manera que 4 no puede ser casimonocromatico, contradiciendo lo anterior; por lo
tanto (1,p) ¢ F(T).

Si (le) € F(T)’ Ya = (20 =p, 2,22 =0 1, P)

1 12«0

negro

2o0p

_to3e

R

negro

nwrn.sof

negro ..

negro :
negro’

M"“QO‘/ v

Ahora, si (p,1) € F(T), entonces 74 = (1, 21, p-1, p, 1) es ciclo dirigido de longitud 4 - '
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contenido en T, entonces por la hipétesis del Teorema es casimonocromatico; sin embargo
(1, 21) € F(T) y es azul por (§), (21, p-1) € F(T) y es roja por (k), (p-1, p) € F(T) y es
negra pues ests en a, (p=2p, 1) € F(T) por la hipStesis de este subcaso; de manera que
<4 no puede ser casimonocromético, contradiciendo lo anterior; por lo tanto (p,1) € F(T).

En todos lo casos posibles hemos llegado a una contradiccién, por lo tanto p tampoco es impar.

Entonces la hipétesis de que C(T) no es niicleo-perfecta es falsa. Por lo tanto C(T) es micleo
perfecta.

Es importante observar que si en el Teorcma anterior solo se pidiera que todo tridngulo
dirigido contenido en T fuera un ciclo casimonocromatico, el resultado serfa falso, y el torneo
G5 obtenido por Shen Minggang es la prueba de ello (pues tal digrafica cumple con las nuevas
hipétesis y no tiene niicleo por trayectorias dirigidas monocrométicas®):

Digrdfica Gs

\ S
~/ T
_

N

Ademis, la condicién de Shen Minggang mencionada en pdginas anteriores (que consiste en
pedir que T sea un torneo m-coloreado que no contiene ni 73 ni Cs), no implica la condicién del
Teorema 4.3, como lo prueba la digrdfica T}, que aunque no contiene T3 ni C3, no todo ciclo
dirigido de longitud a lo m4s 4 es casimonocromstico (v = (v1, vz, v3, ¥4, ¥1) DO es casimono-
cromético):

8El an4lisis detallado de que G5 no tiene niicleo por trayectorias dirigidas monc dticas puede encontrarse
en la pdgina 61
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Digrdfica T

vz

Por 1gual ln condlclén del Teorema 4.3: no “con 1ci<5 de Shen Minggang, como lo
prueba la digréfica T3, en la que todo ciclo dmg:do de longntud a lo més 4 ¢s casimonocromdti- .
co, pero T contiene Tx=(vy, v2, v4)): ;

 Digrdfica T

El Teorcma 4 3 nos pcrmlte cncontrar otra condxclon ra
lo mu&stra el snguxente Teorcma

“Teorema 4.4 "

Sea T un tomeo m-coloreado tal que; cada cwlo dirigido: de'longxtud 3 contemdo en T es un
cxclo monocromaclco Entonces C(T) &8 na dxgraﬁca. nucleo perfecta s

74
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Demostracién

Para hacer uso del Teorema 4.3 previamente demostrado, probaremos que cada ciclo dirigido de
longitud a lo mds 4 es casimonocromadtico. Notemos que en T no puede haber ciclos de lon-
gitud dos (por ser un torneo), y con respecto a los ciclos de longitud 3 sabemos por hipétesis
que son monocrométicos (y por tanto casimonocromdticos); entonces la hipStesis del Teo-
rema anterior se cumple para tales ciclos de longitud 2 y longitud 3, de manera que solo
resta analizar si los ciclos dirigidos de longitud 4 contenidos en T son casimonocromadticos:

Sea 14=(0,1,2,3,0) un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T y supongamos que 74 no es
monocromdtico. Entonces, sin pérdida de generalidad podemos asumir que la flecha (0,1)

_ es roja, mientras que la flecha (1,2) es azul. ‘

Veamos que las flechas (2,3) y (3,0) tienen el mismo color:

Supongamos lo contrario, i.e. (2,3) y (3,0) tienen asignado dlstmtos colores (b y a respectxva-
mente). 4

Como T es torneo entonces (0,2)eF(T) o (2,0)eF(T).
8i (0,2)6F(T)r13=(0,2,3,0) i (8,0)€F(T)ys=

T0jo - - arul |

Si (0,2)€F(T), entonces el ciclo dirigido de longitud 3 v3=(0,2,3,0) no es monocromético
(pues (2,3) tiene distinto color a (3,0) debido a nuestra suposicién), contradiciendo la
hipétesis del Teorema. Si (2,0) € F(T), entonces el ciclo dirigido de longitud 3, v3 = (0, 1,

- 2, 0), no es monocromitico (pues (0,1) es roja y (1,2) es azul), contradiciendo la hipStesis
del Teorema:

Por lo tanto las flechas (2,3) y (3,0) tienen el mismo color. Veamos ahora que La]&s ﬂechas son
azules o rojas:

Supongamos lo contrario, digamos que (2,3) y (3,0) tienen color negro.

Como T es torneo, entonces (1,3)F(T) o (3,1)€F(T). Si (1,3)eF(T) entonces ¥3=(0,1,3,0) no
es un ciclo dirigido monocromdtico de longitud tres contenido en T (pues (0,1) es roja
mientras que (3,0) es negra), contradiciendo la hipétesis del Teorema.

Si (3,1)eF(T) entonces v3=(1,2,3,1) no es un ciclo dirigido monocromitico de longitud tres
contenido en T (pues (1,2) es azul mientras que (2,3) es negra), contradiciendo la hipStesis
del Teorema.

75

TESIS CON
FALLA DE OwiQEN




Por lo tanto las flechas (2,3) y (3,0) tienen el color azul o ro_)o neceszmamv te;*En ambos casos o
el ciclo dirigido v4==(0,1,2,3,0) cs casimonocromatico. o

Por lo tanto cada ciclo dirigido de longitud 4 es caannonocromauc .. ]
anterior tenemos que C(T) es niicleo perfecta. v

Para estudiar otras dos condiciones suficientes para que C(T) sea niicleo perfectd’(Teoremas
4.5 y 4.7), es necesario recordar la siguiente definicién: sea D una digrdfica m-coloreda y
9n=(0,1,...,u-1,0) un ciclo dirigido de D, se dice que g, es C(D)- manocromatzco 'si e:aste un
conjunto {fi=(i,i+1)eF(C(D)) tal que i € {1,...,n} mod n} de flechas coloreadas por igual;

Teorema 4.5

Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido de longitud 3 contemdo en T es C(T)-i
monocromitico.” Entonces C(T) es una digrdfica nicleo perfccta i

Demostracion

Como T es un torneo entonces es una digrdfica completa,’ de maner
completa por construccién de C(T).

Entonces, haciendo uso del Teorema 2.11 bastaria demostrar que todo iclo
en C(T) tiene al menos una flecha simétrica. s

Sea v un ciclo dirigido contenido en C(T). Por demostrar que 'y tle »
simétrica. T ;

Supongamos lo contrario, i.e. yCAsim(C(T)).

Por lo tanto vCT (por el mismo argumento usado en la prueba del Teorema 4 3-a)

De manera que existe un conjunto de vértices CCV(T): tal que C--V('y) Observenios que la
subdigrafica inducida por C, D[C], es también un torneo, y lo denotaremos por T T

Entonces v es un ciclo dirigido hamiltoniano de T, por lo que tal torneo es hamxltomano

Por lo tanto, por el Teorema 2.12, para cada k (3 < k < |V(T")]-1) ex15te un c1clo du‘lgldo de ’
longitud k, 7, contenido en T’ tal que [F(7)NF(1)]=>1, :

En particular, para k=3, existe el ciclo dirigido de longitud 3, 3CT’ tal que ’r txene al menos
una flecha f de 73. ; : R

Dado que 3 es C(T)-monocromdtico, entonces para cualwqulera dos vertxcm ij de '73CC(T)
tales que (i,j) € F(va), existe una ji-trayectoria dirigida monocromdtica (por estar en el
ciclo), de manera que (j,i) € F(C(T)) por definicién de C(T) Por lo, tanto 7C Sim(C(T)).

Por lo tanto f€F(y) es una flecha simétrica de C(T), contradiciendo ]a h!pét;oms mlcml de que
YCAsim(C(T)). .

Por lo tanto <y tiene al menos una flecha simétrica. Entonces, por el Teorema 2 11 C(T) es
nticleo perfecta. ‘

1g1do,\contenvi“dd -

7La prueba permite generalizar esta condicién de la sxguxente forma: Sen. T un torneo m-coloreado '.al que cada
ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T es M-monocromdtico, dnnde Mes’ una multxdlgrdﬁcn que cnntxene a

c(T).
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démostrar que las condiciones del Teoreina 4.7 son

suﬁcxcntes p

TéOrema 4.6 S . .
Sca T un torneo m-ooloreado con p al que existe una dlgraﬁca H con V(T)-—V(H),
C(T)CH, donde C(H) es una digréfica nucleo 1mpetfecta critica. Si existe algin k (4<k<p)

tal que cualquier ciclo dirigido-de Iongitud k' y contenido en T es C(H)-monocromatico,
entonces cada ciclo dirigido de longitud k-1 contenido en T es C(H)-monocromat;lco

Demostracién

Sea T un torneo m-coloreado que cumple las hipét%is del Teorema. Sea 7y A 1= 4(;20', 21
un ciclo dirigido de longitud k-1 contenido en T, donde 3<k-1<p-1. Para demc
Yx-1 es C(H)-monocromitico, analicemos los casos posibles:

- Caso I: :

Iwe(V(T)-V(me-1))[{(2.w) € F(T) | z € V(1-1)} # B & {(w,2) € F(T Y .
es decir, existe un vértice w de T que no estd en el ciclo yx=1. tal que exist ‘al menos’ una ;
flecha del conjunto de vértices de vx..; a w y existe al menos una ﬂecha de'w, al con_mnt;o
de vértices de yg_1. s L

Sin pérdida de generalidad supongamos que (z0,w)€EF(T). - :

Seca i=min{je{1,2,...,k-2} | (w,z;)€F(T)}, es decir, 2; es el primer vcrtlcc de Yi—1 tal que existe
la flecha de w a z; (i existe por la hipdtesis del caso 1).

Ahora, por definicién de i tenemos que (w,z;)EF(T) y (w,zi—1)¢F(T) (pues z es el primer
vértice del ciclo que cumple ésto), pero dado que T es torneo, entonces (zi—1,w)EF(T).

Por lo tanto y=(z;—1,w,2;)U(zi,"Yx-1,2i—1) es un ciclo dirigido de longitud k contenido en T.

Figuraxy=(z;—1,w,2;}J(2i,Yx-1,2i—-1)
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Por hipétesis del Teorema, v es un ciclo C(H)-monocromutlco, dlgamos de color “azul.
Noteinos entonces que las flechas {(zi—1,w),(W,2;)} son uules en: C(H) (pues son flechas de ).
Por lo tanto existe una z;_;z;-flecha en C(C(H)) que es de color a,zul por deﬁmcxon de la
cerradura aplicada a C(H). . .
Por el Lema 4.1 también existe una 2;_ z;-flecha en C(H) que es de color azul. De manera que
existen las flechas {(2i,2:41) | i€{0,1,...,k-2) médulo k-2} de color azul en C(H). i
Por lo tanto yx—1 es C(H)-monocromético y el Teorema se cumple

- Caso IL:

Ywe(V(T)-V(r-1))[{(z,w)eF(T) | 2& V(- 1)} @ o bien {(w, Z) € F(T) |z € V('Yk 1)} o).
Es decir, para todo vértice w de T' que no esta en el cxclo ’Yk-l, solo hay ﬂechas en T del

ciclo a w o solamente las hay de w al c1clo b

Denotemos:
={W&(V(T)-V(1k-1)) | {(w,2)EF(T) | AGV(% 1)}' @}

Vz—{WG(V(T) V(7&-1)) | {(z,w)€F(T) IZGV(”Ik_x)}" Q}

Analicemos dos subcasos: e

- Caso II-a: . S )

Si Va=0: como ViuVa=(V(T)-V(vx—-1)) debidoala hxpotesxs del caso IIy dado que [V(T)l_p>k>
k-1 = [V(9x-1)|, entonces |V;|=|V1UVa|#D. o :

Ahora bien, por hipétesis C(H) es una digrdfica niicleo 1mperfect.a crftlca, de mgc
subdigréfica inducida propia de C(H), en pa.rtxcular C(H)[Vl], tlene nicléo
taremos con Ny.

Pero por definicién de V;, para cada weV, y para cada 'veV('y;;‘._l) se tiéli
(putes por definicién de V; {(w,z)eF(T) | 2&€V(vx- 1)} 0} yTes tomeo

hay flechas de v,—1 a V4.
Veamos que N; es también niicleo de C(H):

- N absorbe a todo elemento de C(H) pues V(C(H)) = (H) V(T)_ﬂ
V;UV(fyk 1) y sabiamos ya que N, absorbe a V1 ¥y a'los vertlc

critica (y que por tanto no tlene nucleo)

Concluimos entonces que el Caso II-a es imposible.

- Caso II-b:

Si 1=0: como ViUVa=(V(T)-V(1k—1)), ¥ [V(T)|=p= k >k-1

Ahora bien, por hipétesis C(H) es una digrdfica micleo mlpérf J
subdigrafica inducida propia de C(H), en particular C(H)
mos con Ny a tal micleo.

Veamos que Ny es también nicleo de C(H):

- N absorbe a todo elemento de C(H) pues V(C(H)) = V(H)
VaUV(yr-1) y sablamos ya que N absorbe a V; y a los vé
- V1 es independiente en C(H) pues es un conjunto md(.pendlen e

4 a}md{u;'iaa' )
de C(H) (por el Lema 2.1) AT :
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Por lo tanto Ny es nucleo de C(H), contradxcxendo que C(H) es una dxgraﬁca nucleo 1mperfecta
critica (y que por tanto no tiene micléo).™ SEIE AEAE :

Concluimos entonces que el Caso II-b es imposible!

- Caso Il-c: L .
Si V1#0 y V170 entonces por cémo fueron deﬁmdos V, Yy Vg tenemos qne (Vg, VlUV('n 1)) es
una particién de V(T). Pero dado que V(T) V(H) =V C(H)) entonces (Vg, ViUV (ye— 1))
es también una particién de V(C(H)).. :
Como C(H) es una digréafica nicleo 1mperfccta crftica, entonces Asxm(C(H)) es fucx.'temcntc
conexa, por el Teorema 2.9 (inciso 2). Por.lo tanto existe una flecha en Asim(C(H)) de
ViUV (k1) a V3.
Pero por definicién de V2 no existen flechas de V(yx—1) a Vz contenidas en T. Ademds, [(u,v)
€ Asim (C(H)) = (u,v) € F(T)] pues:
Como (u,v) € F(Asim(C(H))) entonces existe una uv-trayectoria dirigida monocroms-
tica en H y no existe una vu-trayectoria dirigida monocromadtica en H; por lo tanto no
existe una vu-trayectoria dirigida monocromatica en T, pues G(T)CH y V(H)=V(T)
(de lo contrario, existe una vu-trayectoria dirigida monocromética en H, contradi-
ciendo que tal trayectoria no existe); entonces (v,u)gF(C(T)) y por tanto (v,u)¢F(T)
(de lo contrario se tiene que (v,u)eF(C(T)) por definicién de C(T), contradiciendo lo
anterior); y dado que T es torneo, entonces (u,v)eF(T).
Entonces por contrapositiva de tal implicacién tenemos que no existen ﬂechas de V(vr-1)
a V; contenidas en Asim (C(H)).
Por lo tanto existe una flecha de Vi a V2 en Asim(C(H)). Sea (x,y) una flecha de V; a Vo ..
contenida en Asim (C(H)) (pues Asim({C(H)) es fuertemente conexa). 2
Observemos que como x€V; entonces para todo z € V(yk-1), (x,2)¢F(T) (por deﬁmcxon de,»
W1); pero como T es torneo entonces (z,x)€F(T) para todo z€V(yx_1). En pattxculnrfi1
(ZO’X)EF(T) B < o
Analogamente observemos que como y€ V2, entonces para todo z€vx—1, (2,y) ¢F(T) por deﬁn;cxén i

e)aste una yx-trayectoria dmglda monocromadtica  en C(H), por-k
por definicién de C(H), contradlcxendo que (x,y) € F(Asun(C(H)

sxgulentes condiciones:

a) Para todo torneo m-coloreado T'CT tal !
tiene que C(T’) es una digréfica’ mlcle ] per

b) Cada ciclo dirigido de longitud k' contemd
Entonces C(T) es una digrédfica nucleo pe;fecta.’ )

e longitud k, se

C(T)- oﬁoéiomatido; :

AT ’STXTEHSN g
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Demostracién

Suhoxigamos lo contrario, i.e. C(T) no es una digréfica nticleo pérfecta., por lo tanto existe una
subdigréfica inducida de C('T'), digamos H, tal que H es una digrdfica niicleo imperfecta
critica (por el Teorema 2.8)

Sea Ty=T[V(H)] el tornco inducido por V(H).
Notemos que C(T;)CH (ver Observacidn al final de la prueba).

Ahora bien, si Ty no contiene ciclos dirigidos de longitud k, entonces C(T'y) es niicleo perfecta,
por la hipétesis a) del Teorema. Asi que C(Ty) tiene ntcleo, que consiste de un solo
vértice, digamos {v} (pues T es torneo), y observemos que {v} es también niicleo de H
(pues C(Ty)CH), contradiciendo la suposicién de que H es una digrdfica micleo imperfecta
critica (y que por tanto que no tiene nicleo).

Por lo tanto T contiene al menos un ciclo dirigido de longitud k.

Recordemos que la hipétesis b) del Teorema implica que cada ciclo dirigido de longitud k es
C(T)-monocromatico.

Cuando k=3, por el Teorema 4.5 (cuyas hipétesis se cumplen pues Ty CT contiene al menos
un ciclo dirigido de longitud k, por consiguiente T contiene al menos un ciclo dirigido de
longitud k, y cada ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T es C(T)-monocromatico),
tenemos que C(T) es una digrdfica nicleo perfecta, contradiciendo la suposicién inicial.

Cuando k>4, se cumplen las hipStesis del Teorema 4.6 aplicado a Ty y H: pues V(Tx)=V(H),
C(Ty)CH, C(H) es micleo imperfecta critica y cada ciclo dirigido de longitud k contenido
en Ty (y por tanto contenido en T) es C(T)-monocromdtico y por consiguiente C(H)-
monocroimdtico, pues H es una subdigrdfica inducida de C(T). Por lo tanto el Teorema 4.6
implica que cada ciclo dirigido de longitud k-1 contenido en Ty es C(H)-monocromdtico
¥y por consiguiente C(T)-monocromdtico. Utilizando este argumento repetidamente (k-
3 veces) obtencemos entonces que cada ciclo dirigido de longitud 3 contenido en Ty es
C(T)-monocromadtico.

Veamos que H es una digréfica micleo perfecta: supongamos lo contrario, i.e. H no es niicleo
perfecta. Como H es completa, entonces H tiene un ciclo yCAsim(H) por el Teorema 2.11.
Debemos observar que vCTy.% Entonces, aplicando el Teorema 2.12 a Ty, se tiene que
existe un ciclo de longitud 3, 73€Ty, tal que |F(v3)NF(7)] = 1. Ahora bien, como 73 es
C(T)-monocromitico, entonces 73 es simétrico en C(T), por lo tanto 7 tiene al menos una
flecha simétrica en H (pues HC*C(T)), contradiciendo que v € Asim(H). Por lo tanto H
es niicleo perfecta, lo que contradice la hipétesis de que H es nicleo imperfecta critica.

Por lo tanto la suposicién de que C(T) no es una digrafica niicleo perfecta es falsa.

1.

Observacién: C(Ty;)CH® -
Recordemos que V(H)=V(C(T4)), por lo tanto para probar la (.ontencxon, basta anahmr '
al conjunto de las flechas de cada digrafica: : S
H es una subdigrifica inducida de C(T), por lo tanto para toda xy-trayectorl mgl a,‘;
monocromdtica en T, con x,y € V(H), se tiene que (x,y) € F(H).: Observemos que_tales
trayectorias pueden tener vértices no terminales en (V(T)-V(H)), sea P.una xy-trayecto-
ria con esa propiedad. Entonces P € T[V(H)], y por lo tanto (x ,y) -4 F(C(T[V(H)])) =
F(C|Ts]). Por lo tanto no necesariamente todo elemento de F(H) pertenece a F(C[TH]) :

8Por demostrar que vCTy: sea (x,y)E€F(y) arbitraria, si (x.y)¢F(Ty) entonces (y,x)EF(T”) ya que Ty es
torneo, por lo tanto (x,y) es una flecha simétrica en H, contradiciendo quc 7CAs:m(II), por lo tanto ')CT"
97y y H como fueron definidos en ¢l Teorema 4.10 R .
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Por otra parte, la contencién F(C[Ty]) € F(H) es cierta: si (x,y) € F(C[Tw]), entonces, o
(x,¥) € F(Ty), o existe una xy-trayectoria dirigida monocromdtica P totalmente contenida
en Ty € F(H). Pero (x,y) € F(Ty) = (x,y) € F(T) = (x,y) € F(C(T)), con x,y € V(H)
= (xy) € F(H). Y si existe una xy-trayectoria dirigida monocromitica P totalmente
contenida en Tyy € F(H), entouces (x, y) € F(C(T)), con x,y € V(H), de donde (x,y) €
F(H).

Por lo tanto C(TH)CH.

Con esta prucba culmina el cuarto capitulo de la presente tesis, que reunc algunas’ condi-
ciones suficientes para que la cerradura de un torneo m-coloreado sea nicleo perfecta.’ i
Observe el lector cudn 1itil resulta ser el Teorema 2.11, pues consituye en sf mismo una her-
ramienta imprescindible en algunas demostraciones. Con ello en mente el lector encontrara .
natural el inicio del siguiente capitulo. S R ST
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Capitulo 5

Trayectorias y ciclos dirigidos
monocromaticos en casitorneos
m-coloreados

El lector debe preguntarse ahora si los resultados probados en el capitulo previo para torncos
m-coloreados, son también vélidos para otras digrdficas, y mds aiin, si las herramientas que
resultaron 1itiles entonces, también lo son ahora (resulta inevitable pensar en el Teorema de
Berge). Considerando digrificas muy particulares, los casitorneos, la respuesta a la primer in-
terrogante es afortunadamente afirmativa en algunos casos, mientras que la segunda pregunta se
responde con una rotunda negativa, pues recordemos que una de las implicaciones del Teorema
de Berge es sdlo vdlido para digrdficas completas (caracterfstica que no cumplen los casitorneos
por definicién); asf que es necesario crear primero la preciada herramienta que nos permita
demostrar que ciertas condiciones son suficientes para que C(D) sea niicleo perfecta; por lo
tanto inicialmente se demuestra que si toda subdigrdfica inducida propia de un casitorneo D
tiene niicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas, entonces D tiene niicleo por trayectorias
dirigidas monocromdticas o bien existe un ciclo dirigido yCAsim(C(D)) | {x,y}<V(y) y para
cualesquiera dos vértices no consecutivos de -y existe una flecha simétrica entre ellos en C(D).
La generalizacién de este resuitado también es probada.

Posteriormmente se prucba una afirmacion andloga al resultado obtenido en torneos por S. Ming-
gang: que la cerradura de toda {Cs, T3}-m-coloracién libre de un casitorneo D no solo tiene
miicleo, sino que es miicleo perfecta; y ello se logra haciendo uso de la siguiente afirmacién: si D
no contiene 73 ni Cy, entonces C(D) no contiene algin ciclo asimétrico v tal que: a) {x, y} ©
V(7), y b) entre cualesquiera dos vértices no consecutivos de 4, existe una flecha simétrica.

Y finalinente se prueba un Teorema andlogo al resultado para toruneos en el capitulo previo:
sl todo ciclo dirigido contenido en un casitorneco D y de longitud a lo més cuatro, es casi-
monocroindtico, entonces D tiene miicleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas.
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Se define como casitorneo a la dngraﬁca que se obtlcne dc ehmmar una umca ﬁecha de alguu

tornco coloreado (i.e. D=T5-[x,y]). " g
A falta de la validez del Teorema de Berge (Teoruna 2.11), el slguu.nt;e resultado constltuye la
preciada herramienta que nos permitird demostrar que ciertas condiciones son suficientes para

que C(D) sea nicleo perfecta.

Teorema 5.1

Sea D una digrifica m-coloreada que resulta de eliminar una iinica flecha {x,y] de algin tor-
neo m-coloreado 7T, (i.e. D=T,-{x,y]). Si toda subdigréfica inducida propia de D tiene
niicleo por trayectorias dirigidas monocromiéticas, entonces se cumple al menos una de las
siguientes afirmaciones:

i) D tiene un micleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

ii) Existe un ciclo dirigido yCAsim(C(D)) | {x,y}SV(¥); y para cualesquiera dos vértices no
consecutivos de -y existe una flecha simétrica entre ellos en C(D). .

Demostracién

Supongamos que D no tiene un niiclco por trayectorias dirigidas monocrométicas, asi que se :
probara la afirmacién (ii), para ello definamos primero un orden en V(D) {x} dela slgmente
forma: . . e :

-Por hipdtesis toda subdigrdfica inducida propia de D tiene niicleo por trayectonas dmgxdas
monocromdticas, de ahi que D-{x} tiene un vértice, digamos wyp, tal que {wo} es nicleo
por trayectorias dirigidas monocromadticas de D-{x}.

-Si existe una xwp-trayectoria dirigida monocromadtica en D, entonces wg es un nicleo por
trayectorias dirigidas monocromsticas de D, contradiciendo nuestra suposicién inicial. Por
lo tanto no existe alguna xwp-trayectoria dirigida monocromética en D.

-Si {x, wp} es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocrométicas, entonces
wp = y (pucs los Unicos vértices no adyacentes entre si por trayectorias dirigidas mono-
cromdticas entre sf en D son x & y) y {x, wo} es un micleo por trayectorias dirigidas
monocromdticas en D, contradiciendo nuestra suposicién inicial. Por lo tanto {x, wg}
no es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas en D, y dado
que no existe una xwyg-trayectoria dirigida monocromatica en D, entonces existe alguna
wpx-trayectoria dirigida monocromadtica en D, y por consiguiente (wp, x) € F(C(D)) por
definicién de C(D), y de hecho (we, x) € F(Asim(C(D)) (pues no existe una xwg-trayectoria
dirigida monocromdtica en D).

-Ahora, D-{x, wg} es una subdigréfica propia inducida de D, entonces por hipétesis existe wy €
V(D-{x, wo}) tal que {w1} es nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas de D-{x,
’LL’o}.

-Continuando con este proceso podemos establecer un orden en los vértices de D-{x}, de manera
que {wx} es micleo por trayectorias dirigidas monocromadticas de D-{x, wo, w1, ..., Wk—1}.
Llamaremos a tal orden un w-orden de V(D)-{x} y diremos que un vértice v, es w-anterior
a otro vértice vy si v; aparece antes que vz en el w-orden (es decir, si {v2} es niicleo por
trayectorias dirigidas monocromiticas de D-{x, wo, ..., wm-1} para algiin m tal que Wny' -
= vy, donde vy € {wg, ..., Wm_1} ). . i

Si {x} es absorbente por trayectorias dirigidas monocromaticas en D-{x} entonces {x} es nucleo;
por trayectorias dirigidas monocromadticas en D, contradiciendo nuestra suposicién inicial.
Por lo tanto existe un vértice en D-{x, wp} que no es absorbido por trayectorias dirigidas
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monocromzitlcas por x (recordemos que ex_lste una wox-trayectorm d1r1g1da monocromat\ca
en D).

Sea k = min {IGN | A wix-trayectoria dirigida monocromatica en D} (notemos que por la
eleccién de k, todos los vértices w-anteriores a wy son absorbidos por trayectorias dirigi-
das monocromaiticas por x, cs decir, para cada 0<i<k existe una w;x-trayectoria dirigida
monocromdtica en D).

Si {x, w} es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas en D, en-
tonces {x, wx} es un micleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas en D (esto se debe
a que x absorbe por trayectorias dirigidas monocromdticas a los vértices w-anteriores a wy,
micntras que wy absorbe por trayectorias dirigidas monocromdticas a los vértices restantes
que son w-posteriores a wy), contradiciendo nuestra suposicién inicial.

Entonces existe una xwy-trayectoria dirigida monocromaética en D (pues {x, w,} no es indepen-
diente por trayectorias dirigidas monocromdticas en D pero no existe una wgx-trayectoria
dirigida monocromdtica en D) y por consiguiente (x, wi) € F(C(D)) por definicién de
C(D), de hecho (x, wy) € F(Asim(C(D)) ya que no existe una wgx-trayectoria dirigida
monocromdtica en D.

Sea ugp = wk.

Debe existir un vértice en el w-orden de V(D)-{x} tal que no sea absorbido por trayectorias
dirigidas monocromaticas en D por ug (de lo contrario {ug} absorbe a V(D)-{x} y dado
que existe un xug-trayectoria dirigida monocromstica en D, entonces {up} es nicleo por
trayectorias dirigidas monocromdticas en D, contradiciendo nuestra suposicién inicial) y
que deba ser w-anterior a ug (pues recordemos que {ug = wx} es un nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaéticas en D-{x, wo, wy, ..., Wk—1}).

Sea t; = min {i > 0 | F w;up-trayectoria dirigida monocromatica en D}.
Denotemos u; = wy,.

Observemos que existe una upu;-trayectoria dirigida monocromatica en D: sabemos ya que no
existe una u;ug-trayectoria dirigida monocromética en D (por la eleccién de ty), y si {uo,
u; } es independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas en D entonces es un nticleo
por traycctorias dirigidas monocromaticas eri D (pues w; es absorbente por trayectorias
dirigidas monocromdticas en V(D)-{x, we, ..., w¢~1}, wx es absorbente por trayectorias
dirigidas monocromdticas en V(D)-{x, wo, ..., wx_1}, con t menor que k, uy absorbe por
trayectorias dirigidas monocromdticas a {weg, w1, ..., we—1} por la eleccién de t, y se sabe
ademds que ug absorbe a x por trayectorias dirigidas monocromdticas), lo que contradice
nuestra suposicién inicial. Por lo tanto existe una ugu,-trayectoria dirigida monocromdtica -
en D. )

Entonces (ug, u1) € F(C(D)) por definicién de C(D), y de ‘hecho (ug, u1) € F(Asun(C(D))) L
(pues no existe una ujug-trayectoria dirigida monocromética en D).

De igual manera definimos los siguientes u, vértices en el nuevo orden que denommaremos
orden; suponiendo que ug, u, ..., %, ya estdn definidos, procedamos a construu' el siguiente
elemento del u-orden:

! Recordemos que existe al menos un vértice w tal que no existe unu X
a saber w = wg, de ahf que u, esté bien definido !
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" Figura: 'u—lbrrtrie@ ch(D)-{:t} e

- Si existe una xu,-trayectoria dirigida monocromatica en D, entonces debe existir un vértice
en el w-orden de V(D)-{x} tal que no sea absorbido por trayectorias dirigidas monocromé-
ticas en D por u, (de lo contrario {u.} absorbe por trayectorias dirigidas monocromdticas
a V(D)-{x} ¥ dado que existe un xu,-trayectoria dirigida monocromdtica en D, entonces
{ur} es miicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas en D, contradiciendo nuestra
suposicién inicial) y que deba ser w-anterior a u, (pues recordemos que {u,. = w;}, para
algiin je{0, 1, ...., k-1}, es un miicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas en D-{x,
Wo, Wiy +oey Wi—1}). Sea tpp1 = min {i € N | F wju,-trayectoria dirigida monocromdtica en
D}. Denotemos uy4+1 = wy,,,. Observemos que existe una u, ur41-trayectoria dirigida mo-
nocromatica en D: sabemos que no existe una u,qu--trayectoria dirigida monocromatica
en D (por la eleccién de ¢.41), ¥ si {ur41, ur} es independiente por trayectorias dirigidas
monocrométicas en D entonces es un niticleo por trayectorias dirigidas monocromdticas
en D (pues w,, , es absorbente por trayectorias dirigidas monocromaticas en V(D)-{x,
WOy vy Wiepy—1}, Wi = U, €S absorbente por por trayectorias dirigidas monocromadticas
en V(D)-{x, wg, ..., wj—_1}, con t.4; menor que j, u,. absorbe por trayectorias dirigidas
monocromdticas a {wo, w1, ..., We,,,—1} por la eleccién de t,41, y se sabe ademds que u,
absorbe a x por trayectorias dirigidas monocromdticas), contradiciendo nuestra suposicién
inicial. Por lo tanto existe una ¢y, 1-trayectoria dirigida monocromatica en D2, Entonces
(tr, upy1) € F(C(D)) por definicién de C(D), y de hecho (ur, ur41) € F (Asim(C(D)))
(pues no existe una ur4.ju,-trayectoria dirigida monocromética en D).

Asi definimos el u-orden, ¢l cual no necesariamente incluye a todos los vértices de D-{x}.

La sucesién de vértices definidos segiin el n-orden es finita, pues D lo es y existe un w; (a saber,
wg) tal que no existe una xw;-trayectoria dirigida monocromatica en D. Sea u,,, el u-dltimo
vértice de la sucesién (u;), y por la definicién de tal sucesién sabemos que no existe una
Xt -trayectoria dirigida monocromaética en D (de otro modo se puede definir el vértice

"vn+l)~

2En realidad basta el siguicente argumento para la existencia de tal trayectoria: como D-{x} es Torneo, entonces
[1r, urs1] € F(D), y dado que no existe una ur+1|1r-trayncor|a dirigida monocromdtica en D, entonces (uriy,
ur) & F(C(D)) y por tanto (ur41, ur) € F(D), y se sigue que (uy, #ry1) € F(D), que es una u,-u,-+1-traycctor|a
dirigida monocromadtica en D
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Notemos que existe una wu,,x-trayectoria dirigida monocromitica en D pues u,,. es w-antenot
a wy y por la eleccién de k. S

En conclusién, existe una wu;u;4s-trayectoria dirigida monocromdtica en D (con i=0, 1, ...,
m-1) debido al u-orden, y por la misma razén no existe una uiyiu;-trayectoria dirigida
monocromética en D; existe una xug-trayectoria dirigida monocromiética en D y no existe
una wugx-trayectoria dirigida monocromadtica cn D; y existe una up,x-trayectoria dirigida
monocromatica en D y no existe una xu,,-trayectoria dirigida monocromatica en D. En-
tonces, por definicién de C(D) se tiene que {(x, %), (g, %1), oy (Wm—1, Usm), (Um, X)} €
un conjunto de flechas asimétricas en C(D), de modo que el ciclo v = (x, up, u1, uz, ...,
Um, X) € Asim(C(D)) estd bien definido, y ademds se tiene que xeV(vy).

Veamos que y € V(7): si y& V(7) entonces la subdigrafica propia inducida por V(v), D[V(7)],
es una subdigréfica propia de D (pues x & y son los dnicos vértices no adyacentes entre
sf) y por hipétesis tiene niicleo por trayectorias dirigidas monocrométicas, es decir, ex-
iste ze V() tal que {z} es micleo por trayectorias dirigidas monocrométicas de D[V(~)],
contradiciendo el hecho de que no existe algin vértice de v que absorba por trayectorias
dirigidas monocromdticas a todos los demds vértices del ciclo -y 3. Por lo tanto y € V(y).4.

Por lo tanto {x, y} € V(7), que es la primer parte de la afirmacién (ii) que se queria demostrar.

Veamos ahora que para cualesquiera dos vértices no consecutivos de « existe una flecha simétrica
entre ellos en C(D):

- Sean wuq, u; € V(7)-{x} = {uo, ©1, ...um}, tales que jg&{i+1, i-1}, y sin pérdida de generalidad
supongamos que i es menor que j (i.e. j=i+k, para algin k>2). Por demostrar que (u;,
u5) € F(Sim(C(D))): por construccién del u-orden, v; y u; son elementos del w-orden, por
lo que u;=wy; y uj=w; (conservando la notacién usada para la construccién del u-orden,
a la que agregamos que ug = wy = wy,). Ahora bien, u; = w,; absorbe por trayectorias
dirigidas monocromdticas a todo vértice w-posterior a él (tal es el caso de u;) ya que u; =
we, es niicleo por trayectorias dirigidas monocromadticas de V(D)-{x, wo, w1, ..., wy;—1},
por lo tanto existe una u;uj-trayectoria dirigida monocromdtica, y por consiguiente (u;,
uj) € F(C(D)) por definicién de C(D). Por otra parte, recordemos que w41 = (%i41)
es el primer vértice en el w-orden tal que no existe una wy,+w,,-trayectoria dirigida mo-
nocromdtica, entonces para todos los u vértices w-anteriores a wy,+1 = (uit+1), se tiene
que existe una uw;,-trayectoria dirigida monocromdtica en D, en particular existe una
we, Wy, -trayectoria dirigida monocromdtica en D (pues w,, es w-anterior a we,+1 dado que
j=i+k, para algin k>2), i.e. existe una uju;-trayectoria dirigida monocromitica en D,
y por consiguiente (u;, u;) € F(C(D)) por definicién de C(D). Por lo tanto (ui, u;) €
F(Sim(C(D))).

- Seax & u; € V(7)-{uo, um} = {X, U1, U2 ...;ttm—-1}. Por demostrar que (x, u;) € F(Sim(C(D))):
Notemos primero que u; es u-anterior a u,, en el u-orden. Ahora bien, como u,, es el primer
vértice en el u-orden tal que no existe una xu,,-trayectoria dirigida monocromdtica en D,
entonces existe una xu;-trayectoria dirigida monocromatica en D, y por consiguiente (x, u;)
€ F(C(D)) por definicién de C(D). Por otra parte V u; € {u1, 42 ...,um—1}[u; es w-anterior
& wi = ug] por la construccién del u-orden, entonces existe una u;x-trayectoria dirigida
monocromitica en D, debido a la eleccién de k; y por consiguiente (x, 1;) € F(C(D)) por
definicién de C(D). Por lo tanto (x, 1;) € F(Sim(C(D))).

3Por construccién del ciclo 7, x absorbe a cualquier vértice de 4 excepto a ug, u; absorbe a cualquier vértice
de v excepto a ui4; (0<i<m), y um absorbe a cualquier vértice de « excepto a x

40tro argumento para justificar que y € V(7) es el siguiente: D[V(v)] es una subdigrdfica completa, y por
ser subdigrafica propia de D, tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromadticas, al igual que todas sus
subdigrificas inducidas; por lo tante D[V(7)] ¢s niicleo perfecta por trayectorias dirigidas monocromdticas, de :

manera que C(D[V(7)]) es miicleo perfecta y completa; entonces por el Teorema 2.11 se tiene que cada ciclo
dirigido contenido en C(D{V(<)]) tiene al menos una flecha simétrica, lo que contradice que v € Asim(C(D)).
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Por lo tanto: para cualesqulera dos vértlccs no consccutlvos de vy exxste una ﬂecha sxmétnca
entre cllos en C(D) - ; o

T

: Tras el andlisis anterior, la pregunta inmediata es si los argumentos utilizados en el Teorema
5.1 funcionan para digréficas de la forma DT,,-{[x, w1}, [x, »2], ..., [%, yx]} donde {3} cs un
conjunto de vértices adyacentes a x en Ty, con k>i>1, es decir, si D resulta de eliminar mds de
una flecha de la forma [x,y:] de algiin torneo m-coloreado T;,. Afirmamos que efectivamente los
argumentos utlizados anteriormente funcionan para este nuevo problema. pero con la siguiente
condicién: si D resulta de eliminar todas las flechas de la forma [x,y;] de algin torneo m-colo-
reado T}, o bien, si D es la digrdfica que se obtiene al eliminar a los méds n-3 flechas de la forma
[x,y:] de algiin torneo m-coloreado T;, (con ér, (x)=n-1).

Teorema 5.2

Sea D una digrdfica m-coloreada de orden n que resulta de eliminar todas o a lo mds n-3 flechas
de la forma [x,y;] de algin torneo m-coloreado T", donde n-3>i>1 (i.e. D=T,-{[x, w], [x,
yal, .o [X, Y&}, con n-3>k); y ademds, tal que §%(x)=>1 & 65 (x)=>1. Si toda subdigrifica
inducida propia de D tiene micleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, entonces se
cumple al menos una de las siguientes afirmaciones:

i) D tiene un niicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

ii) Existe un ciclo dirigido yCAsim(C(D)) | {x, ¥»}SV{(vy) para algin k>r>1; y para cua-
lesquiera dos vértices no consecutivos de 7y existe una flecha simétrica entre ellos en C(D).

Demostracion

Si D resulta de eliminar todas las flechas de la forma [x,y;] de algiin torneo m-coloreado T;,,
dado que D-{x} tiene un nicleo por trayectorias dirigidas monocromadticas, digamos {n}
(pues D-{x} es una subdigréfica propia inducida de D), entonces {x, n} es un micleo por
trayectorias dirigidas monocromdticas de D (n es absorbente en D-{x}, y entre x y.n no
hay traycctorias dirigidas monocromdticas debido a la construccién de D). Por lo tanto el
Teorema se cumple. :

Si D es una digréfica m-coloreada de orden n que resulta de eliminar a lo més n-3 ﬂechas de la
forma [x,y:] de algin torneo m-coloreado 7}, donde n-3>i>1: : e -

Supongamos que D no tiene un nidcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, asf que e

probars la afirmacion (ii), para ello definamos primero un orden en V(D)- {x} de la sxguxente
forma: :

-Por hipétesis toda subdigréfica inducida propia de D tiene micleo por trayectorias dirigidas,
monocromaticas, de ahi que D-{x} tiene un vértice, digamos wyg, tal que {wg} &s nucleo
por trayectorias dirigidas monocromaticas de D-{x}. :

-Si existe una xwp-trayectoria dirigida monocromatica en D, entonces wg es un m’xc]éo por
trayectorias dirigidas monocromaticas de D, contradiciendo nuestra suposicién inicial. Por
lo tanto no existe alguna xwy-trayectoria dirigida monocromdtica en D.

-Si {x, wo} es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocromaéticas, entonces
wo =y (pues los Unicos vértices no adyacentes entre sf en D son x & y) y {x, we} es un
nticleo por trayectorias dirigidas monocromédticas en D, contradiciendo nuestra suposicién
inicial. Por lo tanto {x, wo} no es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas
monocromdticas en D, y dado que no existe una xwg-trayectoria dirigida monocromatica
en D, entonces existe alguna wox-trayectoria dirigida monocromdtica en D?, y por con-

5He aqui la utilidad de pedir como condicién inicial que s5(x)21
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- siguiente (wo, x) '€ F(C(D)) por definicién de C(D), y de hecho (wo, x) € F(Av ’m(C(D))

(pues no’existe una xwo- trnycctorm dirigida monocromdtica en D.

-Ahora, D-{x, wp} es una subdigrdfica propia inducida de D, entonces por hipdtesis ex ste wl ei '

V(D-{x, wo}) tal que {un} es nicleo por trayectona.s dirigidas monocromatlcas de D {x, S

’IUQ}.

-Continuando con este proceso podemos establecer un orden en los vértices de D-{x}, de manera

que {wi} es nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas de D-{x, wo, w1; :::; 'wk_x}
Liamaremos a tal orden un w-orden de V(D)-{x} y diremos que un vértice v; es w-anterior
a otro vértice vz si v aparece antes que v, en el w-orden (es decir, si {v2} es micleo por
trayectorias dirigidas monocromadticas de D-{x, wo, ..., Wm~1} para algun m tal que Wy
= vg, donde vy € {wq, ..., Wn—1} ). . . .

Si {x} es absorbente por trayectorias dirigidas monocromaticas en D—{x} entonces {x} es nicleo
por trayectorias dirigidas monocrométicas en D, contradiciendo nuestra suposicién inicial.
Por lo tanto existe un vértice en D-{x, wp} que no es absorbido por trayectorias dirigidas
monocromdticas por x (recordemos que existe una wgx-trayectoria dirigida moncromdtica
en D).

Sea k = min {ieN | A w;x-trayectoria dirigida monocromatica en D} (notemos que por la
eleccién de k, todos los vértices w-anteriores 2 wy son absorbidos por x, es decir, para cada
0<i<k existe una w;x-trayectoria dirigida monocromstica en D).

Si {x, wx} es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocromaéticas en D, en-
tonces {x, wi} es un nicleo por trayecctorias dirigidas monocromadticas en D (ya que x
absorbe por trayectorias dirigidas monocromdticas los vértices w-anteriores a wy, mientras
que wy absorbe por trayectorias dirigidas monocromadticas a los vértices restantes que son
w-posteriores a wy ), contradiciendo nuestra suposicién inicial.

Entornces existe una xwy-trayectoria dirigida monocromadtica en D8 (pues {x, wx} no es indepen-

diente por trayectorias dirigidas monocromadticas en D pero no existe una wyx-trayectoria
dirigida monocromética en D) y por consiguiente (x, wr) € F(C(D)) por definicién de
C(D), de hecho (x, wi) € F(Asim(C(D)) ya que no existe una wyx-trayectoria dirigida
monocromdtica en D.

Sea ug = wg.

Debe existir un vértice en el w-orden de V(D)-{x} tal que no sea absorbido por trayectorias
dirigidas monocrométicas en D por uo (de lo contrario {ug} absorbe a V(D)-{x} y dado
que existe un xug-trayectoria dirigida monocromitica en D, entonces {ug} es niicleo por
trayectorias dirigidas monocrométicas en D, contradiciendo nuestra suposicién inicial) y
que deba ser w-anterior a ug (pues recordemos que {uo = wg} es un nicleo por trayectorias
dirigidas monocrométicas en D-{x, wo, w1, +.., Wk—1}).

Sea t, = min {i > 0 | ¥ wiup-trayectoria dirigida monocromatica en D}.
Denotemos 1y = wy,.

Observemos que existe una ugu;-trayectoria dirigida monocromaética en D: sabemos ya que no
existe una ujug-trayectoria dirigida monocromdtica en D (por la eleccién de ty), y si {ug,
u1} es independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas en D entonces es un niicleo
por trayectorias dirigidas monocromaticas en D (pues w, es absorbente por trayectorias
dirigidas monocrométicas en V(D)-{x, wy, ..., we—1 }, wi es absorbente por por trayectorias
dirigidas monocromaticas en V(D)-{x, wp, ..., wx—1}, con t menor que k, uo absorbe por
trayectorias dirigidas monocromaticas a {wyg, wy, ..., wp—1 } por la eleccién de t, y se sabe

SHe aquf la utitidad de pedir como condicién inicial que §5(x)>1.
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~ademds que ug absorbe a x por trayectorias dirigidas monocromatlcas), lo qu
nuestra suposicién inicial. Por lo tanto existe una uoul-trayectorla dmgxda monocromatlca’

en D.

Entonces (ug, u1) € F(C(D)) por definicion de C(D), y dé hecho (uo,,ul)i G"F’(A‘sim(C(D)))
(pues no existe una wu;ug-trayectoria dirigida monocromadtica en D.

De igual manera definimos los siguientes u, vértices en el nuevo orden que denominaremos u-
orden; suponiendo que up, 1, ..., %, ya cstan definidos, procedamos a construir el siguiente
elemento del u-orden:

- Si no existe una xu.-trayectoria dirigida monocromética en D entonces u, es el 1ltimo
vértice de la sucesién de vértices definidos segiin el u-orden,” y existe una u.x-trayectoria
dirigida monocromaética en D (pues u, es w-anterior a wy y por la eleccién de k).

- Si existe una xu,-traycctoria dirigida monocromatica en D, entonces debe existir un vértice
en el w-orden de V(D)-{x} tal que no sea absorbido por trayectorias dirigidas monocroma-
ticas en D por u, (de lo contrario {u,} absorbe por trayectorias dirigidas monocromaéticas
a V(D)-{x} y dado quc existe un xu,-trayectoria dirigida monocromatica en D, entonces
{u,} es miicleo por traycctorias dirigidas monocromaticas en D, contradiciendo nucstra
suposicién inicial) y que deba ser w-anterior a u, (pues recordemos que {1, = w;}, para
algin je{0, 1, ...,, k-1}, es un micleo por trayectorias dirigidas monocromadticas en D-{x,
Wo, W1, ..., Wj—1}). Sea tr41 = min {i € N | 7 wiu,-trayectoria dirigida monocromatica en
D}. Denotemos up41 = wt,,,. Observemos que existe una u,ur41-trayectoria dirigida mo-
nocromatica en D: sabemos que no existe una u,qyup-trayectoria dirigida monocromdtica
en D (por la eleccidn de tr41), ¥y si {ur+1, ur} es independiente por trayectorias dirigidas
monocromdticas en D entonces es un nticleo por trayectorias dirigidas monocrométicas
en D (pues w;,,, es absorbente por trayectorias dirigidas monocromaticas en V(D)-{x,
Woy ooy Wi,y —1}, Wi = ur es absorbente por por trayectorias dirigidas monocrométicas
en V(D)-{x, wo, ..., wj_1}, con f,4; menor que j, u, absorbe por trayectorias dirigidas
monocromdticas a {wa, w1, ..., Wy,,,—1} por la eleccién de t,1, y se sabe ademds que u,
absorbe a x por trayectorias dirigidas monocromaticas), contradiciendo nuestra suposicién
inicial. Por lo tanto existe una ., 1-trayectoria dirigida monocromatica en D8 . Entonces
(2r, urt1) € F(C(D)) por definicién de C(D), y de hecho (ur, urs1) € F (Asim(C(D))})
(pues no existe una u,.1ur-trayectoria dirigida monocromatica en D).

Es asi como definimos el u-orden, el cual no necesariamente incluye a todos los vértices de
D-{x}.

La succsién de vértices definidos segiin el u-orden cs finita, pues D lo es y existe un w; (a saber,
wp) tal que no existe una xw;-trayectoria dirigida monocromética en D. Sea Um ‘el u-iiltimo
vértice de la sucesién (u;), y por la definicién de tal sucesién sabemos que 1o’ existe una ‘;
Xu,,-trayectoria dirigida monocromética en D (de otro modo se puede ‘definirel’ vértlce ,
U1 - .

Notemos que existe una u,,x-trayectoria dirigida monocromatica en D, pues Uy, €8
a wy y por la eleccidn de k (y recordemos ademds que 65 (x)>1). :

En conclusién, existe una w;u;+i-trayectoria dmglda monocromatlca. en D :(con i 55 BRI
m-1) debido al u-orden, y por la misma razén no existe una u¢+gu;-trayector1a dmglda

7Recordemos que existe al menos un vértice w tal que no existe una xw-trayectorm dmglda monocromiﬁuca,
a saber w = wyg, de ah{ que 1, esté bien definido

8En realidad basta el siguiente argumento para la existencia de tal trayectoria: como D-{x} es Torneo, entonces
{ur, ur41] € F(D), y dado que no existe una ur.,.lu,.-trayecoria dirigida monocromitica en D, entonces (ur41,
up) € F(C(D)) y por tanto (u,.4.1, u,.) € F(D), y se sigue que (u,, t,41) € F(D), que es una u,tt,4 1-trayectoria
dirigida monocromiitica en D
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monocromdtica en D; existe una xup-trayectoria dirigida monocromdtica en D y no existe
una upx-trayectoria dirigida monocromdtica en D; y existe una u,,x-trayectoria dirigida
monocromética en D y no existe una xu,,-trayectoria dirigida monocromética en D. En-
tonces, por definicién de C(D) se tiene que {(x, uo), (uo, u1), ...y (Um—1, Um), (Um, x)} es
un conjunto de flechas asimétricas en C(D), de modo que el ciclo v = (x, uo, %1, U2, ..,
Um, X) € Asim(C(D)) estd bien definido, y ademds se tiene que x€V(vy).

Veamos que 3y; € V(7), para algin k>i>1: si Vyi[yi € V()] entonces la subdigrifica propia
inducida por V(v), D[V(7)], es una subdigrifica completa de D (pues los tinicos vértices
no adyacentes entre sf son x & y;, para cada i) y por hipétesis tiene micleo por trayectorias
dirigidas monocromdticas, es decir, existe zeV(7) tal que {z} es micleo por trayectorias di-
rigidas monocromaticas de D{V(«)], contradiciendo el hecho de que no existe algin vértice
de v que absorba por trayectorias dirigidas monocromaticas a todos los demds vértices del
ciclo vy 2. Por lo tanto Jy; € V(v), para algiin k>i>1.10,

Por lo tanto {x, 3:} € V() (para algin k>i>1), que es la primer parte de la afirmacién’ (11)
que se querfa demostrar. )

Veamos ahora que para cualesquiera dos vértices no consecutivos de v existe una ﬁecha snnét:nca
entre ellos en C(D): :

- Sean u;, u; € V(v)-{x} = {uo, w1, ...,um}, tales que j&{i+1, i-1}, y sin pérdida de gener-
alidad supongamos que i es menor que j (i.e. j=i+k, para algin k>2). P.d. (u;, u;) €
F(Sim(C(D))): por construccién del u-orden, u; & u; son elementos del w-orden, por lo que
ui=wy, ¥ uj=wy, (conservando la notacién usada para la construccién del u-orden, a la que
agregamos que tp = Wi = Wy,). Ahora bien, u; = w,; absorbe por trayectorias dirigidas
monocrométicas a todo vértice w-posterior a él (tal es el caso de u;) ya que u; = w;; es
nticleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas de V(D)-{x, wp, wy, ..., we;—1}, por lo
tanto existe una u;u;-trayectoria dirigida monocromética, y por consiguiente (u;, u;) €
F(C(D)) por definicién de C(D). Por otra parte, recordemos que wy, 11 = (u;+1) es el primer
vértice en el w-orden tal que no existe una wy, 1wy, -trayectoria dirigida monocromitica,
entonces para todos los u vértices w-anteriores a wy,+1 = (uis1), sc tiene que existe una
uw,,-trayectoria dirigida monocromatica en D, en particular existe una 1w, w;,-trayectoria
dirigida monocromdtica en D (pues w,, es w-anterior a w,, 4 dado que j=i+k, para algiin
k>2), i.e. existe una wju;-trayectoria dirigida monocromadtica en D, y por consiguiente
(ui, u;) € F(C(D)) por definicién de C(D). Por lo tanto (u;, u;) € F(Sim(C(D))).

- Sea x & ui € V(7)-{x, uo, um} = {u1, t2 ..,um_1}. Pd. (%, %;) € F(Sim(C(D))): Noteinos
primero que u; es u-anterior & u,, en el u-orden. Ahora bien, como u,, es el primer
vértice en el u-orden tal que no existe una xum,-trayectoria dirigida monocromatica en D,
entonces existe una xu;-trayectoria dirigida monocromatica en D, y por consiguiente (x, u;)
€ F(C(D)) por definicién de C(D). Por otra parte V u; € {u1, U2 ...,um~1}{u: es w-anterior
a wy = ug) por la construccién del u-orden, entonces existe una u;x-trayectoria dirigida
monocromitica en D, debido a la eleccién de k; y por consiguiente (x, ;) € F(C(D)) por
definicién de C(D). Por lo tanto (x, u;) € F(Sim(C(D))).

Asf que entre cualesquiera dos vértices no consecutivos de «y existe una flecha simétrica C(D).

f

9Por construccién del ciclo v, x absorbe a cualquier vértice de 4 excepto a ug, u; absorbe a cualquier vértice
de 7 excepto a u; 41 (0<i<m), y um absorbe a cualquier vértice de v excepto a x

100tro argumento para justificar que 3y; € V(v), para algin k>i>1, es el siguiente: D[V(-y)] es una subdlgraﬁca E
completa, y es nicleo perfecta por trayectorias dirigidas mcnocromét.lcas por ser una subdigrifica inducida propia .
de D (y por hipétesis del Teorema), entonces C([D[V(7)]) es niicleo perfecta; entonces por el Teorenia 4.0.4 se
sigue que cada ciclo dirigido contenido en G([D[V(7)]) tiene al menos una flecha slmétrlca, 1o que contrndlce que
¥ € Asim(C(D)) Ll e
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" “Del Teorema 5.1 obtenemos el siguiente
Corolario 5.1

Sea D una digrdifica mn-coloreada que resulta de climinar una inica flecha [x,y] de algiin tor-
neo ni-colorecado T, (i.e. DT,-[x,y]) y tal que toda subdigrifica inducida propia de D
ticne nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. Si no existe un ciclo dirigido v
C Asim(C(D)) tal que {x,y}SV(v) y tal que entre cualesquiera dos vértices no consec-
utivos de v existe una flecha simétrica, entonces D es una digrifica nicleo perfecta por
trayectorias dirigidas monocromdticas (i.e. Si todo ciclo dirigido v € C(D) tal que {x,y}
C V() y tal que entre cualesquiera dos vértices no consecutivos de <y existe una flecha
simétrica, tiene al menos una flecha simétrica, entonces D es una digrdfica micleo perfecta
por trayectorias dirigidas monocromaéticas).

Demostracién

Por contrapositiva del Teorema 5.1 1

Es de importancia posterior hacer notar que la demostracién del Teorema 5.1 (especifica-
mente por la definicién del w-orden) permite que la condicidén de que toda subdigréifica inducida
propia de D tiene niicleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas, pueda ser sustituida por
la condicién de que toda subdigrifica completa de D tiene micleo por trayectorias dirigidas
monocromdticas, sin modificar el resultado del Teorema. Considerando ésta tltima observacién,

podemos enunciar el siguiente

Corolario 5.2

Sea D una digrifica m-coloreada que resulta de eliminar una iinica flecha [x,y] de algiin torneo
m-coloreado T, (i.e. D=Ty-[x,y]) y tal que toda subdigrdfica completa de D tiene niicleo
por trayectorias dirigidas monocromaticas. Si no existe un ciclo dirigido v C Asim(C(D))
tal que {x,y}CV(7) y tal que entre cualesquiera dos vértices no consecutivos de « existe
una flecha simétrica, entonces D tiene un micleo por trayectorias dirigidas monocromadticas
(i.e. Si todo ciclo dirigido v € C(D) tal que {x,y} € V(=) y tal que entre cualesquiera
dos vértices no consecutivos de vy existe una flecha simétrica, tiene al menos una flecha
simétrica, entonces D tiene un nicleo por trayectorias dirigidas monocromiticas).

Sea D una digrdfica, una {C3, T3}-m-coloracién-libre de D es una m-coloracién de D tal que
todo torneo de orden 3 es casimmonocromdtico. Denotemos con E a la clase de las digrdficas
tal que la cerradura de toda {C3, T3}-n-coloracién-libre de D, tiene niicleo. A continuacién se
probard que si una digrdfica D es tal que D=T,,-[x,y] para algiin torneco T}, entonces D pertenece
a E (Teorema 5.4), de hecho se probaré que la cerradura de cualquier {C3, T3}-m-coloracion-
libre de D, es micleo perfecta (Teorema 5.5). Sin embargo es necesario probar previameﬁte el

siguiente teorema.
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Teorema 5.3

Sea D una digrifica m-coloreada que se obtiene de eliminar una dnica flecha de algiin torneo
m-coloreado (i.e. D=T,-[x,v]). Si D no contiene T3 ni Cs, entonces C(D) no contiene
algiin ciclo asimétrico <y tal que: a) {x, y} € V(v), ¥ b) entre cualesquiera dos vértices no
consecutivos de 4, existe una flecha simétrica.

Demostraciéon

Procediendo por contradiccién, asumamos que existe un ciclo asimétrico 4 contenido en C(D)
tal que a) {x, y} € V(7), y b) entre cualesquicra dos vértices no consecutivos de 7, existe
una flecha simétrica.

Serdn probadas una serie de afirmaciones que permitirdn llegar a una contradiccién:

Sea z € V(v), denotemos con z~ y z*t al predecesor y sucesor de z en v, respectivamente.
Nétese que por la segunda propiedad (b) de v y dado que es un ciclo asimétrico, entonces

2z~ es el duico vértice de « tal que (2, z27) € F(C(D)) y 2+ es el tinico vértice de v tal que

(z*, 2) € F(C(D)).
(1) Si z € V(v) entonces (z*, 27) € F(C(D)).
Pues z es el tinico vértice en v que no es absorbido por z—. Ademds, 2~ & 2+ son vértices

no consecutivos en v, y por la propiedad (b) de <, se tiene que existe una flecha simétrica
entre cllos en C(D). A : o

Figura: Flechas de v en C(.Dv)r

Ahora bien, como (zt, 2~) € F(C(D)), entonces por definicién de C(D) se tiéne que existe una

(z*z7)-traycctoria dirigida monocromitica en D. Para z ¢ V(7), sea P(z) una (z+27)- -

trayectoria dirigida monocromaética de menor longitud en D.

(2) Siz € V(v) es adyacente en D a todo vértice de P(z), entonces (2~ z) € F(D), (2, z*+) €
F(D), y smnbas flechas son del mismo color. :
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Como z es adyacente a todo vértice de P(z) en D, en particular z es adyacente a 2, pero
(z, z~) € F(D) (de lo contrario (z, 2~) € F(C(D)) por definicién de C(D), contradiciendo
que no existe una zz~-trayectoria dirigida monocromitica en D, pues (z~, z) € F(Asim
(C(D))) ), por lo tanto (z~, z) € F(D). Anilogamente, como z es adyacente a todo vértice
de P(z) en D, en particular z es adyacente a z*, pero (2%, z) & F(D) (de lo contrario (z+,
z) € F(C(D)) por definicién de C(D), contradiciendo que no existe una z*z-trayectoria
dirigida monocromdtica en D, pues (z, zt) € F(Asim (C(D))) ), por lo tanto (z, z+) €
F(D).

Figura (inciso 2): Flechas dey en D
Por demostrar que (27, 2) € F(D) y (z, 2t) € F(D) son azules

Ahora, sin pérdida de gencralidad, asumamos que (2, z+) es una flecha azul, y veamos que
(2%, z) es también de color azul por medio de las siguientes afirmaciones:

(2a) P(z) no es azul.

De lo contrario, i.e. si P(z) es azul, (z, 2¥)UP(z) contiene una zz~-trayectoria dirigida
monocromatica en D, de lo que se sigue que (z, 2~) € F(C(D)), contradiciendo que (2™,
z) € F(Asim(C(D))). Entonces, sin pérdida de generalidad, asumamos que P(z) es verde,
ysea P(z) = (vo = 27, v, v, «voy Ur = 27).

(2b) Para t>i>1, (z+, v;) € F(C(D)) y es verde, y (vi, z~) € F(C(D)) y es verde.

Recordemos que P(z) es una z*+ 2z~ -traycctoria dirigida monocromatica en D de color verde,

de modo que recorriendo P(z) desde z™ hasta un vértice v;, obtenemos una zv;-trayectoria
dirigida monocromética en D, y se sigue que (z, ;) € F(C(D)) de color verde (por definicién
de C(D)). De manera andloga, recorriendo P(z) desde v; hasta 2=, obtenemos una v;27-
trayectoria dirigida monocromadtica en D, de donde se sigue que (v;, 27) € F(C(D)) y es
de color verde (por definicién de C(D)).
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) Figurgz;(in:cz"érq 2a): SzP(z) es azul

U veee-

(2c) Para t>i>1, la flecha entre z y v; en D no es verde.

Recalquemos que hemos supuesto que z es adyacente en D a cada vértice de P(z): Alora,
si (2, vi) € F(D) es verde, entonces (z, v;) U (vi, P(z), 2~) es.una zz™-trayectoria dirigida
monocromdtica en D, y por tauto (z, 2~) € F(C(D)), lo que contradice que (2, z) €
F(Asim (C(D))). Andlogamente, si (v;, z) € F(D) es verde, entonces (z+, P(z), v;) U (v;,
#) s una ztz-trayectoria dirigida monocromdtica en D, y por tanto (zt, z) € F(C(D)), lo



que contradice que (z, 2+) € F(Asim (C(D))) P, ;lrdiﬁgn‘tqp‘:qra' tzizl,']a flecha entre z
y v; en D no es verde. :

(2d) Para t=i>1, si la flecha entre 2 y vi_y en D es azul, entonces la flecha entre 2 yv;ienD
: es azitl también.

Tenemos que (vi—y, v;) € F(D) es verde (pues es una flecha de P(z)) y estamos asumiendo
que la flecha entre z y vi—; es azul, y como D no tiene T3 ni C3 por hipdtesis, entonces la
flecha entre z & v; debe ser azul o verde. Pero por (2c) sabemos que tal flecha no puede
ser verde, por lo tanto la flecha entre z & v; es azul.

(2e) (27, z) € F(D) y es azul.

Hemos asumido desde el inicio del inciso (2) que (z, z+) € F(D) es azul, donde 2% = g,

entonces, aplicando el inciso (2d) t veces, tenemos que la flecha entre 7 & v, es azul (con
v, = z7), y sabiamos ya que (z7, z) € F(D).

Concluimos entonces que (27, z) € F(D), (z, z*) € F(D), y ambas flechas son azules.

Figura (inciso 2d): Si [z, vi—1]p es azul

z4=Vo

(3) Si s € V(7)-{x,y}, entonces (s , s) S F(D) y(s,st)e P(D) y ambas fechas son del mlsmo
color. . S
Como s € {x, y} entonces s es adyacente en D a todo vértice de P(s), y se sxgue por el
inciso (2) que (s~, s) € F(D), (s, s*) € F(D) y que ambas flechas son del nnsmo colo b

(4) Las trayectorias (x, 7, ¥) & (¥, 7, x) son monocrométicas en D,

Todo vértice interior v;

en tales trayectorias es distinto de x & y, por lo tantc
(3) se tiene que (v], v;) y (vi, »}) son flechas de D con la misma coloracié:

(5) x & y no son vértices consecutivos cn 7.

Supongamos lo contrario, i.e. x & y son vértices consecutivos en <. Ahora,
¥ (% 7, x) son trayectorias dirigidas monocrométicas en D, entonces (x;°y)

(y, x) € F(C(D)), de modo que (x, y) es una flecha simétrica en -y, contradlcxendo qué 7 E' L
Asim(C(D)). Por lo tanto x & y no son vértices consecutivos en=y, - :
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"(6) Las’ trayectonas monocrométicas (x, v, y) ¥y (y, 7, %) de D no tienen el mlsmo color:

De ]o contrario y es nlonocroumtxco y para cualesqulera dos vértices u,v € V(7v), exxste una
uv-t,rayectorm dirigida monocromética en D y una vu-trayectoria dirigida monocromatica
en D, en particular para los vértices consecutivos en -y, por lo que (u, v) € F(Slm(C(D)),
‘contradiciendo que v € Asim(C(D)). Sin perdlda de generalidad supongamos que (%, v, y)

es rojaen Dy (y, 7, x) es azul en D.

‘mgul

axul

S
b

(7) P(x), una z+z~ -ttayectona du‘lglda monocromatxca de mmlma longltud en D mo es ro_]a

ni azul.
Si P(x) €s ro _)a, entonces (x, :1:+) U P(x) es una (xa: )- trayectona. dmgzda de color ro,]o ‘en
D (recordemos que (x, +) € F(x, v, y)), de modo que (x, z~) 'es una flecha simétrica de
v en C(D), contradiciendo que 7. € Asim(C(D)); por lo tanto P(x) no es roja. -

Figura (inciso 7): Si P(z) es roja

vz
O, Vi,

rejo

Pix)
rojo

rojo
. X+uVo
va :
3 rojo |

azur ”

Verx-
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Ahora, si P(x) es azul, entonces P(x) U (=™, x) es una (z*x)-trayectoria dirigida de color

“azul en D (recordemos que (z~, x} € F(y, v, x)), de modo que (z+, x) es una flecha
simétrica de v en C(D), contradiciendo que v € Asim(C(D)); por lo tanto P(x) no es azul
ni roja.

(8) y € V(P(x)). De lo contrario, i.e. siy & V(P(x)), entonces x es adyacente en D a todo
vértice de P(x) (pues D-{y} es torneo), y por (2) se tiene que (z—, x) € F(D) y (x, z+) €
F(D) y son flechas con el mismo color, lo que contradice que (z~, x) € F(y, 7, x) que es
de color azul, y (x, z%) € F(x, -, y) es de color rojo. Por lo tanto y € V(P(x)).

Sea P(x) = (z = ag, a1, G2y vy Gpy ¥ = Gpip1eesy T ).

(9) P(y), una y+y—-trayectoria dirigida de minima longitud en D, no es roja ni azul.

Si P(y) es azul, entonces (y, y*) U P(y) es una (yy~)-trayectoria dirigida monocromética
en D (recordemos que (y, ¥*) € F(y, 7, x) que es una trayectoria de color azul), de modo
que (y, y~) € F(C(D)) y por tanto (y—, y) es una flecha simétrica de v, contradiciendo
que v C F(Asim(C(D)). Si P(y) es roja, entonces P U (y~, y) es una (y*y)-trayectoria
dirigida monocromética en D (recordemos que (¥, y) € F(x, 7, ¥) que es una trayectoria
de color rojo), de modo que (y+, y) € F(C(D)) y por tanto (y, ¥*) es una flecha simétrica
de -y, contradiciendo que v C F( Asim(C(D))).

(10) x € V(P(y)). De lo contrario, i.e. si x € V(P(y)), entonces y es adyacente en D a todo
vértice de P(y) (pues los tnicos vértices no adyacentes entre sf en D, son x & y), y por
(2) se tiene que (y—, y) € F(D) y (v, v*) € F(D) y son flechas con el mismo color, lo que
contradice que (¥, y) € F(x, v, ¥) que es de color rojo, y (v, y+) € F(y, 7, x) es de color
azul. Por lo tanto x € V(P(y)).

Sea P(y) = (y* = bo, by, ba, ..oy b = ¥, bag1eee, ¥7)-
Analicemos ahora los dos posibles casos respecto a la coloracién de P(y) y P(x):

Caso A. Si P(x) y P(y) tienen la misma coloracién. Sin pérdida de generalidad asumamos que
ambas trayectorias son de color verde:

Analicemos como es la flecha en D entre z+ & y™:

98



“'La flecha en D entre z* & y+ ([z*,y]p) existe pues {z*, yt} &€ {x, y} debido aquex & y

7" no son adyacentes en v, por lo tanto z+ & y son adyacentes en D.

(A1) [z*,y*]p es azuk:

a) Para toda r>i>0, [ai,y+]p no es verde. En las siguientes figuras se muestra si wt, a) €
F(D) es verde y si (ai, y*) € F(D) es verde, respectivamente:

x=b (8+1)

——— e
R L * y= a(r+l) \“‘O“""/’"

" y+=b0

x=b (8+1)




"' 8i (yt, ai) € F(D) es verde, entonces {y, a;) U (ai, P(x), a,+1=y) es una y*y-trayectoria
dirigida monocromética en D y entonces (y*, y) € F(C(D)), lo que contradice que (y, )
€ F(Asim(C(D))), por lo tanto (y+, a;) € F(D) no es verde.

Si (&, y*) € F(D) es verde, entonces (z+= ap, P(x), a;) U (a;, y*) U (y+= bo, P(y),
b,4-1=x) €8 una z+x-trayectoria dirigida monocromética en D y entonces (¥, x) € F(C(D)),
lo que contradice que (x, z+) € F(Asim(C(D))), por lo tanto (a;, y+) no es verde.

b) Si para toda r>i>0, [ai41,y7]p es azul, entonces [a, ¥*]p es azul: [a:, y*]p no es verde por
el inciso anterior, (ai, ai+1) € F(D) es verde, hemos supuesto que [ai+1, ¥ ]p es azul, y se
sabe que D no contiene T3 ni Cj.

¢) [y*, ar1]p es azul: pues aryy =y & (y, ¥¥) € F(y, 7, x) s azul.

Entonces la flecha entre y* & ag es azul (aplicendo r veces el argumento del inciso (b) a
[v*, ar41)p); pero recordemos que ap = zt. Por lo tanto la flecha entre zt & y+ es azul.

(A2) [z+,y*]D es roja:

a) Para toda §>i>0, [b;, +]p no es verde:

Si (z+, b;) € F(D) es verde, entonces (z+, b;) U (b;, P(¥), by4+1=X) es una z+x-trayectoria
dirigida monocromética en D y entonces (zt, x) € F(C(D)), lo que contradice que (x, x+)
€ F(Asim(C(D))), por lo tanto (zt, b;) € F(D) no es verde.

Si (bi, z¥) € F(D) es verde, entonces (y+= by, P(y), &) U (b;, z+) U (z*+= ao, P(x),
ar4+1=Y) es una y+y-trayectoria dirigida monocromitica en D y entonces (y*, y) € F(C(D)),
lo que contradice que (y, y+) € F(Asim(C(D))), por lo tanto (b;, +) no es verde.

Figura (inciso A2-a): Si (xt, b;) € F(D) es verde

x*b (841}
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Figura (inciso A2-a): Si (b, z+) € F(D) es verde

x=b{s+1)

—

y= a(r+l)

y+*00

b) Si para toda 8>i>0, [bi+1,2]p es roja, entonces [b;, z+]p es roja: [b;,zt]p no es verde por
el inciso anterior, (8;, b;11) € F(D) es verde, hemos supuesto que {b;11,z]p es azul, y se
sabe que D no contiene T3 ni Cj.

c) [zF, bst1]D es roja: pues b1 = x & (x, zt) € F(x, v, ¥) es roja.

Entonces la flecha entre z+ & b, es roja (aplicando s veces el argumento del inciso (b) a
[z+, bs+1]1D); pero recordemos que b, = y*. Por lo tanto la flecha entre z+ & y* es roja.

De Al) y A2) concluimos entonces que el caso A es imposible,

Caso B. Si P(x) y P(y) tienen distinta coloracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que
P(x) es verde y P(y) morada (recordemos que ninguna de las dos trayectorias puede ser
roja o azul, por los incisos 7,9).

Analicemos la coloracién de la flecha en D entre a, y b, (que recordemos es denotada con

[0—’-, b‘!]D)11
(B1) [z,a,]p es roja:
a) Para toda r>i>1, [z, ai]p no es verde:

11Tal flecha existe pues {ay, bs} Z {x, ¥}, por lo tanto a, y b, son adyacentes en D.
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Figura: Caso B

x*b (0+1)

Figure (inciso Bl-a): Si (7, a;) € F(D) es verde

x=b (8+1)

O .

V= a(c+l1)

y4=b0
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- St (x, ai) € F(D) es verde, entonces (%, a;) U (ai, P(x), 2~) es una xz-trayectoria
dirigida monocromética en D y entonces (x, z~) € F(C(D)), lo que contradice que (z™,
x) € F(A.sim(C(D))), por lo tanto (x, a;) € F(D) no es verde. Si (ay, x) € F(D) es verde,
entonces (r+= ap, P(x), a;) U (a:, x) es una ztx-trayectoria dirigida monocromaética en
D y entonces (z+, x) € F(C(D)), lo que contradice que (x, zt) € F(Asim(C(D))), por lo
tanto (a¢, x) no es verde.

b) Si para toda r>i>1, [z,a;_1]p es roja, entonces [z,a;]p es roja: [z, a;]p no es verde por el
inciso anterior, (a;_1, a;) € F(D) es verde (pues es una flecha de P(x) ), hemos supuesto
que [z,a;—1]p es roja, y se sabe que D no contiene 73 ni Cs.

c) [z,a0]p es roja: pues ap = z+ & (x, z+) € F(x, 7, y) es roja.

Entonces la flecha en D entre x & a, es roja (aplicando r veces el argumento del inciso (b) a
[z, aolp)-

(B2) [ar, b:)p es roja o morada:

(s, x) € F(P(y)) es morada, [x, a,] € F(D) es roja (por el inciso Bl), y D no contiene 73 ni
Cs; por lo tanto [a,,b,]p es roja o morada.

(B3) [y, bs)p es azul:

a) Para toda s2i>1, [y, 4]p no es morada:

Figura (inciso BS-a): Si (y, bi) € F(D) es morada

X"b {5+1)

S ERNY . 1321 . .o M . . RN
S : y+=b0 v al=rh . -

Si.(y, &) € F(D) es morada, entonces (y, &) U (b, P(y), y~) es una yy~-trayectoria
dirigida monocromadtica en D y entonces (¥~, y) € F(C(D)), lo que contradice que (y~, y)
€ F(Asim(C(D))). Entonces [y, b]p no es morada.

Si (b4, y) € F(D) es morada, entonces (y*= by, P(y), &) U (b;, y) es una y*y—trayectona
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- dirigida monocromética en D y entonces (y*, y) € F(C(D)), lo que contradnce que (y, %)
€ F(Asim(C(D))), por lo tanto (b;, y) no es.morada.

Figure (inciso B3-a): 8i (b;, y) € F(D) es morada

x=b (9+1)

b) Si para toda s>i>1, {bi-1,y]p es azul, entonces [b;, ylp es azul: [y,b]p no es morada por el
inciso anterior, (b;—1, b;) € F(D) es morada (pues es flecha de P(y) ), hemos supuesto que
[bi—1, ¥}D €8 azul, y se sabe que D no contiene T3 ni Cj.

¢) [y,b0] D es azul: pues by = yt y se sabe que (y, y*) € F(y, -, x) es azul.
Entonces la flecha entre y & b, es azul (aplicando s veces el argumento del inciso (b) a [y, b)]p).

B4) La flecha en D entre a, y b, e8 verde o azul:
(ar, ¥) € F(P(x)) es verde, [y, bs}p es azul (por B3), y D no contiene T3 ni C3; por lo tanto
[ary bs) D es verde o azul.

Notemos que la afirmacién B4 contradice a B2. Por lo tanto el caso B también es imposible y
concluimos entonces que C(D) no contiene algun ciclo asimétrico v tal que: a) {x, y} C
V(7). y b) entre cualesquiera dos vértices no consecutivos de -, existe una flecha simétrica.

1

Podemos ya probar que si una digrdfica D es tal que D=T,-[x,y] para algiin torneo T,
entonces D pertenece a E, y alin més: se probard que la cerradura de cualquier {Cs, T3}-m-
coloracién-libre de D, es micleo perfecta. Note el lector que el siguiente es un resultado andlogo
al Teorema de Minggang para torneos.
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' Teorema 5 4

Sea D una dxgréﬁca que resulta de eliminar una vnica flecha [x,y] de un torneo m-coloreado.'
Sx D’ no’ ﬂene T;, ni Cjy, entonces, el niicleo de C(D) es no vacio. :

Demostracmn

Por lnpotcms D no tiene T3 ni Cj, por lo tanto toda subdigrifica de D no contiene T3 ni

-+ (s, en particular toda subdigrdfica completa de D, no contiene T3 ni Ci. Se sigue del
Teorema 4.1 que toda subdigréfica completa de D tiene niicleo por trayectorias dirigidas
monocromiticas. Ademss, por el Teorema anterior se tiene que C(D) no contiene algiin
ciclo asimétrico v tal que {x, y} € V(v) y tal que entre cualesquiera dos vértices no
consecutivos de «y existe una flecha simétrica (pues D no contiene T3 ni C3). Entonces es
consecuencia del Corolario 5.2 que C(D) tiene un niicleo no vacio.

1.

Si en el Teorema anterior solo se pide la condicién de que D no contenga 73, permitiendo asi
la existencia de algiin. C3 en D, entonces el Teorema no se cumple, como prucbha el siguiente
contraejemplo (D contiene Cjy pero no contiene un nuc]eo por trayectorias dirigidas monocro-
miéticas no vacfo):

Figura: Contraejemplo 1

Sien el Teorema antcrlot solo se plde T’ cond 16n de qu’ D1 no contenga Cs, permxtxendo asi
la existencia de algin T3 en D, entonces el Teorema no"s cumple, como prucba el sxguxent;e
contragjemplo (D' contnene T;, y C(D)"no’conhene n‘ nucleo po tmyectorms dirigidas monocro-
maéticas no vac10) : “
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Figura: Contraejemplo 2

Recuerde el lector que en el capftulo anterior fueron analizadas condiciones suficientes para
que la cerradura de un Torneo m-coloreado fuera una digrdfica nicleo perfecta. Nuestro propdsito
ahora es analizar condiciones suficientes para que la cerradura de un casitorneo sea una digréfica
niicleo perfecta:

Teorema 5.5

Sea D una digrifica m-coloreada que resulta de eliminar una tinica flecha [x, y] de un torneo
m-coloreado. Si D no contiene T3 ni Cs, entonces C(D) es una digrdfica nicleo perfecta.

Demostracion

Consideremos dos posibles casos:
- Caso A: {x, y} es un conjunto de vértices independiente en C(D).

Sea H € V(D) un conjunto no vacio de vértices. Se probard que C(D)[H] tiene un micleo no
vacfo:

Como D{H] es completa o completa menos una tnica flecha [x, y], entonces por los Teoremas
4.1 y 5.4 respectivamente, se tiene que C(D{H]) tiene un niicleo no vacfo.

Sea B un niicleo no vacfo de C(D[H]). P.d. B es micleo de C(D)[H].

+ B es un conjunto absorbente en C(D){H]: B es un conjunto absorbente en C(D[H]), las trayec-
torias dirigidas monocrométicas en D[H) también son trayectorias dirigidas monocromdticas
en D, ademss de que F(C(D[H])) € F(C(D){H]).

+ Dependiendo si D[H] es completa o completa menos una flecha, B tiene uno o dos vértices

(recordemos que el vacio no es absorbente). Analicemos esos dos subcasos:
a) B tiene un solo vértice: Entonces B es un conjunto independiente en C(D)[H}j y por
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tanto B es un nicleo no vacio de C(D)[H].

b) B ticne dos vértices: Entonces B= {x, y} pues x & y son los tinicos vértices que pueden
ser independientes en C(D{H]). Ahora bien, B es un conjunto independiente en C(D) por
hipétesis del caso A, por lo tanto Vx,y € V(D)[3 4y-trayectoria dirigida monocromadtica en
D}, de donde Vx,y € V(H)[ A xy-trayectoria dirigida monocromdtica en Hj, por lo tanto B
es un conjunto independiente en C(D)[H]. Por lo tanto B es un niicleo no vacio de C(D)[H].

Completamos asi ¢l caso A. ‘

-~ Caso B: {x, y} no es un conjunto de vértices independiente en C(D). Por demostrar que C(D)
es micleo perfecta. .

Supongamos lo contrario, i.e. C(D) no es niicleo perfecta.

Como cualesquiera dos vértices son adyacentes en C(D) (pues D-[x, y] es una digrédfica compléﬁa
& x, y son adyacentes por hipétesis del caso B) entonces C(D) es una digréfica completa.
Se sigue entonces del Teorema 4.4 que C(D) tiene un ciclo asimétrico. Sea = un ciclo -
asimétrico de menor longitud contenido en C(D). :

Observemos que para cualesquiera dos vértices no consecutivos en v, existe una ﬂecha simétrica
entre ellos, de lo contrario, como C(D) es una digrédfica completa, existe un ciclo asimétrico
contenido en C(D) de menor longitud que v, contradiciendo la eleccién de 4.

Ademds, {x, y} € V(9): de lo contrario, D[V(y)] es una digréfica completa, y dado que no
contiene T3 ni Cs, entonces existe v € V() tal que {v} es niicleo por trayectorias dirigidas
monocrométicas en D[V(v)] (lo que es consecuencia del Teorema 4.1), por consiguiente
{v} es niicleo de C(D[V(7)]), de donde se sigue que {v} es niicleo de C(D)[V(7)] (pues las
trayectorias dirigidas monocromdticas en D[H] también son trayectorias dirigidas monocro-
maticas en D, ademids de que F((C(D[H])) € F(C(D)[H])) con H=D[V(7)]), contradiciendo
la construccién de v (el sucesor de v en 4 no es absorbido por {v} en C(D)).

Entonces v es un ciclo asimétrico en C(D) tal que {x, y} € V(7) y para cualesquiera dos vértices
no consecutivos en 7 existe una flecha simétrica entre ellos, lo cual contradice al Teorema
5.3 que asegura que tal ciclo no existe.

Por lo tanto C(D) es niicleo perfecta y concluimos asi el caso B.
Por lo tanto C(D) es niicleo perfecta.

En el capftulo anterior, el Teorema establece que la condicién de que todo ciclo dirigido contenido
en un torneo, y de longitud a lo mds cuatro, es casimnonocromdtico, es suficiente para asegurar
que tal torneo tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas. Analicemos ahora si la
misma condicién es suficiente para casitorneos:

Teorema 5.6

Sea D una digrdfica m-coloreada que resulta de eliminar una tnica flecha {x, y] de un torneo
m-coloreado T, (i.e. D=T,-[x, y]). Si todo ciclo dirigido contenido en D y de longitud
a lo mAs cnatro es casimonocromdtico, entonces D tiene niicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas.
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Demostracién
La prueba es por induccién sobre |V(D)| = n.
.Basc.” Para n=1, D consiste de un solo vértice, de ahf que efectivamente D tiene nicleo por
~ trayectorias dirigidas monocromaéticas. Para n=2, D consiste de dos vértices aislados que
son los que forman el micleo por trayectorias dirigidas monocromaticas de la digrdfica.
Hipétesis inductiva: supongamos que toda digrafica m-colorcada, D', que resulta de eliminar
una tnica flecha [x, y] de algin torneo m-colareado, T', tal que |V(D’)| es estrictamente
menor que n 'y tal que todo ciclo dirigido de longitud a lo mds cuatro es casimonocromitica,
tiene micleo por traycctorias dirigidas monocromdticas.

Por demostrar que D tiene niicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Supongamos lo contrario, i.e. D no tiene niicleo por trayectorias dirigidas monocromiticas.
Entonces, por el Teorema 5.1 2 se tiene que existe un ciclo dirigido v € Asim(C(D)) tal-
que {x, y} € V(7). Probaremos a continuacién varias propiedades del ciclo v:

(1) 4 no es monocromatico.

De lo contrario Vu,veé V(v) consecutivos[3 uv-trayectoria dirigida monocromatica en D
y 3 vu-trayectoria dirigida monocromitica en D}, por lo tanto (u, v) € F(Sim(C(D))),
contradiciendo que ¥ C Asim(C(D)).

(2) Si 2, 25 € V(v), con j&{i-1, i+1}, entonces {(z;, z;), (zj, 2:)} G F(C(D)); es decir, para
cualesquiera dos vértices no consecutivos en «, hay flecha simétrica entre ellos, como fue
probado cn el Teorema 5.1 (cuyas hipStesis se cumplen).

(3) Los cambios de color en <y son tnicamente en los vértices x & y.

Supongamos que 2; ¢ {x, y} es un vértice de 7 tal que (zp, z1) € F(D) es roja y (21, 22)
€ F(D) es azul:

(3.1) (22, Zo) ¢F(D)

Supongamos que (22, 29) €F(D). Entonces 3 = (20, 21, 22, 20) €s un ciclo dirigido contenido

en D (observemos que (29, z1) € F(D), de lo contrario (21, z¢) € F(D) ya que 21 € {x, y}
¥ es por tanto adyacente a todo vértice de D, por tanto (21, 20) € F(C(D)), asi que (zo,
z1) € F(8in(C(D))), contradiciendo que v C Asim(C(D)); andlogamente (21, 22) € F(D),
de lo contrario (22, 21) € F(D) ya que 21 & {x, y} y es por tanto adyacente a todo vértice
de D, por tanto (22, z1) € F(C(D)), asf que (21, 22) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que
7 € Asim{C(D)) ) y por hipétesis del Teorems, 3 es casimonocromdtico, por lo que (22,
29) es roja o azul. Si (22, 29) es roja cntonces (22, 29, 21) €5 una zpz;-trayectoria dirigida
monocromitica, por lo tanto (22, z1) € F(C(D)) y (21, 22) € F( Sim(C(D))), contradiciendo
que v € Asim(C(D)). Si (22, z0) es azul entonces (z1, 22, 29) €s una z; zg-trayectoria dirigida
monocromiética, por lo tanto (21, 2z0) € F(C(D)) y (20, z1) € F(Sim(C(D))), contradiciendo
que v € Asim(C(D)). Por lo tanto (2, z9) €F(D).

Ahora bien, por el inciso (2) se tiene que (22, z0) € F(C(D)), asf que por definicién de C(D)
existe una zzzo-traycctoria dirigida monocromdtica en D de longitud al menos 2 (debido
al inciso 3.1). Sea a = (22=0, 1, 2, ..., p=2p) tal trayectoria dirigida monocromadtica (con
p=>2).

128e cumplen las hipétesis del Teorema 5.1 pues toda subdigrifica completa de D, H, es una subdigréfica
inducida propia de D, tal que [V(H)| es menor que n, asi que por hipétesis de induccién, H . tiene niicleo por
trayectorias dirigidas monocromdticas,
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| ‘Pigura:’ (3.1) Supongamos que (z, o) €F(D)

20

Figufa: La tmycbiori@ aenD

2op

(3.2) a no es azul ‘
De lo contrario (z1, zz)Ua es una 2j zg-trayectoria dirigida monocromatxca en D por 10 que,
(21, 20) € F(C(D)) ¥ (20, 1) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que 7. € Asun(C(D))

(3.3) a no es roja : : e
De lo contrario al(2g, z1) es una zpz;-trayectoria dirigida monocromét;lca en D por lo que
(22, 21) € F(C(D)) y (21, 22) € F(Sim(C(D))), contradxcxendo que —y c Asxm(C(D))

Asumamos entonces, sin pérdida de generalidad, que o es de color negro B

(3.4) ¥i20 | 2i<pl((z1, 2) € F(D)].
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Supongamos lo contrario, i.e. 3i>0 | 21<p[[(21, 2{) € F(D)] Sca 2
F(D) (0<2i<p)}, como z2=0 y (zj, z2) € F(D), entonces 210 es’ may 'fque cero’ & 2lo>2

Ahora, (z1, 2/0-2) € F(D) y (21, 2i0) &€ F(D) por deﬁmcuSn de 2;0,' _coma z{&' {x, y} Y-

‘D es casitorneo, entonces (2ig, 2;) € F(D). } . .

Figura (34) - :

fo=p

Entonces v4 = (21, 2i0-2, 2i0-1, 2ip, z1) es un ciclo dirigido contenido en D y es casi-

monocromitico por hipétesis del Teorema, y como las flechas (2ip-2, 2ip-1) y (2¢0-1, 2io)

son de color negro (pertenecen a ), entonces al menos una de las flechas (21, 2i0-2) o (24,

z1) es de color negro: si (21, 2ip-2) es negra, entonces (z1, 2ip-2) U (2i0-2, a, zg) es una

zy zo-trayectoria dirigida monocromdtica en D, por lo que (z1, z) € F(C(D)) y (20, 21) €

F(Sim(C(D))), contradiciendo que v C Asim(C(D)). Si (2io, 1) es negra, entonces (22==0,

@, 2ig) U (2ip, 21) es una 22z -trayectoria dirigida monocromética en D, por lo que (22, 2,)

€ F(C(D)) y (21, 22) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que v € Asim(C(D)). Por lo tanto
Viz0 | 2i<p|(z1, 2i) € F(D)].

Para finalizar el inciso 3, consideremos ahora los dos posibles casos relativos a la paridad de p:

Caso a) Si p es par entonces p-2 también lo es, y dado que p>2 entonces p-2>0. Entonces con
2i=p-2 se cumplen las hipdtesis del inciso (3.4) (es decir, i>0, 2i menor que p) y se sigue
que (21, 2i=p-2) € F(D). Entonces v4 = (21, p-2, p-1, p, 21) es un ciclo dirigido contenido
en D, asf que ¢s casimonocromiitico debido a la hipétesis del Teorema, y tiene dos flechas
negras, a saber (p-2, p-1) y (p-1, p), y una flecha roja, (20, 2z1); por lo tanto (z;, p-2)
cs de color negro y (21, p-2, p-1, p=2p) ©s una z;zp-trayectoria dirigida monocromética
contenida en D, por lo que (21, 20) € F(C(D)) y (20, z1) € F(Sim(C(D))), contradiciendo
que v € Asim(C(D)).

Concluimos asi que ¢l caso en que p es par no es posible.
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" Figura (ciago!a):r‘y,sj'i pes p(;r,'

Caso b) si pes impar;: ’ - :
(3.5) Si p es impar entonces v 1>O tal que p>21+1>1 se tlene que (21+1 zl) € F(D)
Supongamos lo contrario, i.e. 3 1>0 tal que p>21+1>1 Yy (21+1 z;) ¢ F(D)

to=p

negro

Figura (3.5): 8i3 i20 tal que p>2i+121 y (%+1, 21) & F(D) .

;
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Sea 2ig+1 = max { 2i+1 | (2i+1, 21) ¢ F(D), con p>21+1>1} Como p=2zq y (20, z1)€
F(D), entonces 2{p+1 es menor que p. Ahora, como 21 € {x, v}, entonces z; ‘es adyacente
a todo vértice de D-{z} y por tanto (z1, 2Lo+1) € F(D), y ademds (2ip+3, z1) € F(D)
por definicién de 2ip+1.
Entonces y4 = (21, 2ip+1, 2ig+2, 2ig+3, 21) es un ciclo dirigido contenido en D y por
hipétesis del tecorema, es un ciclo casimonocromaético con dos flechas negras, a saber (2ig+1,
2ig+2) y (2ip+2, 2ip+3), por lo que al menos una de las flechas (2, 2ig+1) o (2%0+3, 21)
es negra.
Si (21, 2ip+1) cs negra, entonces (21, 2io+1) U (2ip+1, o, 20=p) es una z;2o-trayectoria
dirigida monocromdtica en D, de ahi que (20, 2;) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que v
C Asim(C(D)). Si (2i0+3, 21) es negra, entonces (22=0, 1, 2, ..., 2ig+3) U (2{0+3, 21) es
una zgz-trayectoria dirigida monocromdtica en D, de ahi que (21, z2) € F(Sim(C(D))),
contradiciendo que v € Asim(C(D)). Por lo tanto si p es impar entonces V i>0 tal que
p>2i+12>1 se tiene que (2141, z;) € F(D).

(3.6) Si p es impar entonces (1, z;) € F(D) y es azul.
Del inciso (3.5) se signe que (1, 21) € F(D) (con 2i4-1=1 se cumple que p>2i4-1=12>1), as{
que vz = (21, 22, 1, z1) es un ciclo dirigido contenido en D cuya flecha (21, 22) es azul, y
(22, 1) negra; por hipétesis del Teorema 3 es casimonocromdtico, por lo tanto la flecha
(1, z1) es azul o negra: si (1, z;) es negra entonces (z2=0, 1, z1) es una zpz;-trayectoria
dirigida monocromética en D, de ahi que (z1, 22) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que v
C Asim(C(D)). Por lo tanto (1, z1)e F(D) y es azul.

(3.7) Si p es impar entonces (z1, p-1) € F(D) y es roja.
Como p es impar entonces p-1 es par y con 2i=p-1 se sigue del inciso (3.4) que (21, 2i =
p-1) € F(D), asi que vz = (21, p-1, p, 21) es un ciclo dirigido contenido en D cuya flecha
(p, 21) es roja, y (p-1, p) negra; por hipétesis del Teorema 73 es casimonocromdtico, por
lo tanto la flecha (21, p-1) es roja o negra: si (21, p-1) es negra entonces (23, p-1, p=2z)
es una z;zp-trayectoria dirigida monocromdtica en D, de ahf que (2o, 21) € F(Sim(C(D))),
contradiciendo que ¥ € Asim(C(D)). Por lo tanto (z1, p-1)€ F(D) y es roja.

(3.8) {(L,p), (p, N} NF(D) =0
Si (1, p) € F(D) entonces y4=(1, p=2q, 21, 22, 1) es un ciclo dirigido de longitud cuatro
contenido en D con al menos tres colores (la flecha (21, 22) € F(D) pues 21 &€ {x, y}, y es
azul), (22, 1) € a es negra, (29 = p, 21) es roja), contradiciendo que -4 es casimonocromitico
por hipétesis. Si (p,1) € F(D) entonces v4=(p, 1, 21, p-1, p) es un ciclo dirigido de longitud
cuatro contenido en D con al menos tres colores (la flecha (1, z;) € F(D) y es azul por el
inciso (3.6), (z1, p-1) € F(D) y es roja por el inciso (3.7), y (p-1, p) € a € D es negra),
contradiciendo que 4 es casimonocromadtico por hipétesis. Por lo tanto {(1,p), (p, 1)} N
FD)=0

(3.9) {(0,p-1), (p-1,0)} N F(D) =
Si (0, p-1) € F(D) entonces vy4=(0, p-1, p, 21, 0) es un ciclo dirigido de longitud cuatro
contenido en D con al menos tres colores (la flecha (p-1, p) € F(a) C D es negra, (p, 21)
€ F(D) pues z; € ({x, y} y es de color rojo, y (21, 0) es azul), contradiciendo que 4 es
casitnonocromadtico por hipétesis. Si (p-1, 0) € F(D) entonces v4=(p-1, 0, 1, 21, p-1) es
un ciclo dirigido de longitud cuatro contenido en D con al menos tres colores (la flecha (1,
z1) € F(D) y es azul por el inciso (3.4), (21, p-1) € D y es roja por el inciso (3.7), y (0,
1)e F(a) € D es negra), cont:radlc:endo que <4 es casimonocromadtico por hipétesis. Por
lo tanto {(0, p-1), (p-1, 0)} N F(D) =

Observenos que por la construccién de D, se sigue de los incisos (3.8) y (3.9) que {x, y} = {1,
p} ¥ {x, y} = {0, p-1} respectivamente, de donde {0, p-1} = {1, p}, lo cual es imposible
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“de v en los que hay cambio de color.

Sin pérdida de generalidad podemos supoue
de color rojo.

3e2i041"

5=210+43

(4)ycD.
Como v C Asim(C(D)) y D=(T,-[x, y]) entonces basta probar que x & y no son vértices
consecutivos en 7. Supongamos lo contrario, i.e. x & y son vértices consecutivos en v, sin
pérdida de generalidad, sea x=1, y=2 & v = (1, 2, ..., q, 1); del inciso (3) se sigue que (2,
3, ..., q, 1) es una trayectoria dirigida monocromdtica en D, por lo que (2, 1) € F(C(D)),
¥ entonces (x=1, y=2) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que (1, 2) € F(Asim(C(D))). Por
lo tanto vy € D.

(5) long(7)25.
Sea v = (1, 2, 3, ..., q, 1). Supongamos lo contrario, i.e. la longitud de v es menor que 4.
Entonces por hipétesis del teorema, -y es un ciclo casimonocromético, y podemos suponer
que (2, 3, ..., q, 1) es una trayectoria dirigida monocromadtica, de donde (2, 1) € F(C(D))
¥ (1, 2) € F(Sim(C(D)), contradiciendo que v C F(Asim(C(D))). Por lo tanto long(y)>5.

De aqui en adelante denotaremos long(y) = q, long (x, v, ¥)=p,yrvy=(x=q, 1, 2, ..., p-1,
p =y, p+1, p+2, ..., g-1, q) y asumamos sin pérdida de generalidad, que long(y, -, x) >
long(x, 7, ¥).

(6) Vi|p-1zi21 [(g-, i) € F(D)]
Procedamos por induccién sobre i:

(6.1) Base: para i=1, p.d. (q-1, 1) € F(D). Supongamos lo contrario, i.e. {q-1, 1) ¢ F(D)
Como {g-1, 1} N {x, y} = @ (pues x & no son consecutivos en v, como se probs en el
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inciso 4), entonces por definicién de D se tiene que (1, q-1) € F(D), asf que v3 = (1, -1, q,
1) es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en D y es casimonocromdtico por hipétesis,
por lo tanto (1, q-1) es de color rojo o azul. Si (1, g-1) es roja, entonces (1, q-1, q) es una
1g-trayectoria dirigida monocromatica en D, y se sigue que (1, q) € F(C(D)), por lo que
(q, 1) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que v C F(Asim(C(D)). Si (1, g-1) es azul, entonces
(a, 1, g-1) es una qq-1-trayectoria dirigida monocromatica en D, y se sigue que (q, q-1) €
F(C(D)), por lo que (q-1, q) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que v C F(Asim(C(D)). Por
lo tanto (g-1, 1) € F(D).

(6.2) Hipétesis inductiva: supongamos que (q-i, i) € F(D).

(6.3) Por demostrar gue (q-(i+1), i+1) € F(D) para p-12i+1>1: supongamos lo contrario, i.e.

(g-(i+1), i+1) ¢ F(D) para p-12i+1>1. Como p-1>i+12>1 entonces i+1 € {x, y}, asf que
i4+1 es adyacente a todo vértice de D, y entonces, por definicién de D, (i+1, g-(i+1)) €
F(D).
Entonces ys4=(i+1, q-(i+1), g-i, i, i+1) es un ciclo dirigido de longitud cuatro contenido
en D (pues {(q-(i+1), q-i), (i, i+1)} € v € D, y (g-i, i)€ F(D) por hipdtesis inductiva) y
es casimonocromadtico por hipdtesis del teorema, y considerando que (q-(i+1), i+1) es una
flecha roja y (i, i+1) es azul, se tiene que las flechas (i+1, g-(i+1)) y (g-i, i) son ambas
azules o ambas rojas. Si (i+1, q-(i-+1)) y (g-i, i) son rojas, entonces (i+1, q-(i+1), g-i, i)
es una i+ 1-i-trayectoria dirigida monocromadtica, por lo que (i1, i} € F(C(D)) y (i, i+1)
€ F(Sim(C(D))), contradiciendo que v € F(Asim(C(D))). S$i (i+1, q-(i+1)) y (g-i, i) son
azules, entonces (q-i, i, i+1, g-(i+1)) es una trayectoria dirigida monocromatica, por lo
que (q-(i+1), q-i) € F(C(D)) y (q-(i+1), q-i) € F (Sim(C(D))), contradiciendo que v €
F(Asim(C(D))). Por lo tanto (q-(i+1), i+1) € F(D) para p-1>i+1>1.

Figura: (6.3) Si (q-(i+1), i+1) & F(D)

q- (1+1)

tolio . . L yep,

\.O‘,_——:uj

(7) Vi p-1zi21 [(p-i, p+i) € F(D)]
PrOccdul_l;bs ‘por induccién sobre i:
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(7.1) Base: para i=1, p.d. (p-1, p+1) € F(D). Supongamos lo contrario, i.e. (p-1, p+1) ¢
~F(D). Como {p-1, p+1} N {x, y} = @ (pues x & y no son consecutivos en 7y, como se
" probé en el inciso 4), entonces por definicién de D se tiene que (p+1, p-1) € F(D), as{
que 3 = (p+1, p-1, p, p+1) es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en D, en donde
(p-1, p) cs azul y (p, p+1) es roja; v3 es casimonocromdtico por hipétesis, por lo tanto
(p+1, p-1) es de color rojo o azul. Si (p+1, p-1) es roja, entonces (p, p+1, p-1) es una
p,p-1-trayectoria dirigida monocromdtica en D, y se sigue que (p, p-1) € F(C(D)), por
lo que (p-1, p) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que v C F(Asim(C(D)). Si (p+1, p-1) es I
azul, entonces (p+1, p-1, p) es una p+1,p-trayectoria dirigida monocromética en D, y se R
sigue que (p+1, p) € F(C(D)), por lo que (p, p+1) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que
v € F(Asim{(C(D)). Por lo tanto (p-1, p+1) € F(D).
(7.2) Hipétesis inductiva: supongamos que (p-i, p+i) € F(D).

(7.3) Por demostrar que (p-(i+1), p+(i+1)) € F(D) para p-1>i+12>1: supongamos lo contrano,
i.e. (p-(i+1), p+(i+1)) € F(D) para p-1>i+12>1.

Figura: (7.'3) (p-(i+1), p+(i+1)) g:F(D) o

ST azug,

Pt o el e
rojo, ; UL T e ymp
raj

Como p-12i+12>1 entonces -1>-(i+1)>1-p & p-1>p-(i+1)>1, asi que p-(i+1) € {x, ¥},
por lo que p-(i+1) es adyacente a todo vérticede D y enr,onces por deﬁmc:ou de D se tlene‘ :
que (p+(i+1), p-(i+1))c F(D).

Entonces y4=(p+i, p+(i+1), p-(i-+1), p-i, p+i) es un ciclo dlngndo de Iongltud cuatro
contenido en D (pues {(p-(i+1), p-i), (p-+i, p+(i+1)}} € v € D, y (p-i, p+i)€ F(D) por
hipétesis inductiva) y es casimonocromdtico por hipétesis del teorema, y considerando que

(p-(i-+1), p-i) es una flecha azul y (p-+i, p+(i+1)) es roja, se tiene que las flechas (p+(i+1),
p-(i4+-1)) y (p-i, p+i) son ambas azules o ambas rojas. Si (i+1, q-(i+1)) ¥ (g-i, i) son rojas,
entonces (p-i, p+i, p+(i+1), p-(i+1)) es una trayectoria dirigida monocromatica, por lo
que (p-i, p-(i+1)) € F(C(D)) y (p-(i+1), p-i) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que v €
F(Asim(C(D))). Si (i+1, q-(i+1)) ¥ (a-i, i) son azules, entonces (p-+(i-+1), p-(i+1), p-i,
p+i) es una trayectoria dirigida monocromética, por lo que (p+(i+1), p+i) € F(C(D))
y (p-(i+1), p-i) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que v € F(Asim (C(D))). Por lo tanto
(p-(i+1), p+(i+1)) € F(D) para p-1>i+1>1.
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(8) (»-1, p+2) € F(D). , ,

Supongamos lo contrario, i.e. (p-1, p+2) &€ F(D). Como {p-1, p+2} N {x, y} = @ (ya que
p=y, y sabemos que x & y no son consecutivos en <), entonces por la definicién de D se
tiene que (p+2, p-1) € F(D).
Entonces v4 = (p+2, p-3, p, p+1, p+2) es un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en D
¥ es casimonocromdtico por hipétesis del Teorema, y considerando que (p-1, p) es azul,
mientras que (p, p+1), (p+1, p+2) son rojas, se tiene que (p+2, p-1) es una flecha de
color rojo; por lo tanto (p, p+1, p+2, p-1) es una trayectoria dirigida monocromatica, lo
que implica que (p, p-1) € F(C(D)) y por tanto (p-1, p) € F(Sim{C(D)), contradiciendo
que v € Asim(C(D)).

Figura: (8) Si (p;f-2, p-.() € F(D)

p-1 -

(9) Vi | p-22i>1 [(p-(i+1), p+i) € F(D)]
Procedamos por induccién sobre i: .

(9.1) Base: para i=1, p.d. (p-2, p+1) € F(D). Supongamos lo contrario, i.e. - (p-2, p+1) €
F(D); como p=y y los vértice x & y no son consecutivos en v, entonces {p+1 } N {x, y}
= @, y por la definicién de D tenemos entonces que (p+1, p-2) € F(D).

Asf que v4 = (p-2, p-1, p, p+1, p-2) es un ciclo dirigido contenido en D de longitud 4, y es
casimonocromadtico por hipétesis del Teorema; como (p-2, p-1) y (p-1, p) son flechas de
color azul y (p, p+1) es roja, entonces (p+1, p-2) es necesarinmente de color azul, lo que
implica que (p+1, p-2, p-1, p) es una trayectoria dirigida monocromdtica y (p+1, p) €
F(C(D)), de donde (p, p+1) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que v € F(Asim(C(D))).
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- Figura: (9.1) Si ((p-2, p+1) € F(D)

p-2

(9-2) Hipétesis inductiva: supongamos que {p-(i+1), p+i) € F(D).

(9.3) Por demostrar que (p-({i+1)+1), p+(i+1)) € F(D) para p-2 > i+1 > 1: supongamos lo
contrario, i.e. (p-((i+1)+1), p+(i+1)) = (p-(i+1)-1, p+(i+1)) € F(D) para p-2 >i+1>1.
Como p-22i+1>1 entonces -1>-(i+1)>2-p & p-2>p-(i+1)-1>1, asf que p-(i+1)-1 ¢ {x,
¥}, por lo que p-(i+1)-1 es adyacente a todo vértice de D, y entonces por definicién de D
se tiene que (p+(i+1)-1, p-(i+1))e F(D).

Entonces y4=(p+i, p+(i+1), p-(i+1)-1, p-(i+1), p+i) es un ciclo dirigido de longitud cu-
atro contenido en D (pues {(p-(i+1), p-(i+1)-1), (p+i, p+(i+1))} S v € D, y (p-(i+1),
p+i)€ F(D) por hipétesis inductiva) y es casimonocromitico por hipétesis del teorema, y
considerando que (p-(i+1)-1, p-(i+1)) cs una flecha azul y (p-+i, p+(i+1)) es roja, se tiene
que las flechas (p+(i-+1), p-(i+1)-1) y (p-(i+1), p+i) son ambas azules o ambas rojas.

Si son rojas, entonces (p-(i+1), p+i, p+(i+1), p-(i+1)-1) es una trayectoria dirigida
monocromdtica, por lo que (p-(i+1), p-(i+1)-1) € F(C(D)) y (p-(i+1)-1, p-(i+1)) €
F(8im(C(D))), contradiciendo que v € F (Asim(C (D))). Si (p+(i+1), p-(i+1)-1) y (p-
(i+1), p+i) son azules, entonces (p+(i+1), p-(i+1)-1, p-(i+1), p+i) es una trayecto-
ria dirigida monocromdtica, por lo que (p+(i-+1), p+i) € F(C(D)) y (p-(i+1), p-i) €
F(Sim(C(D))), contradiciendo que v € F(Asim {C (D))). Por lo tanto (p-((i+1)+1), p+
(i+1)) € F(D) para p-2>i+1>1.

| [ S O
17 um DE L. EN




Figura: (9.8) sz(p-’(iu), pH(i+1)) & F(D) -

azul

< P (A1) =

roj

Recordemos que se ha supuesto que p = long(x, v, y) < long(y, v, x), por lo tanto
q=long(v)>2p=2 long(x, 7, y). Entonces long(x, 7, y) < q/2. AR
Figura: De los incisos 6, 7, 8, 9:
q-1
“/""O,_xnr-"o*ﬁ:ojo‘.&

royo

S
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que (q-1, i) = (Q-P+1, p—l) (p+1, p-l) € F(D), lo que contndnce la"afir
(7) para i=1 ((p-1, p+1) € F(D)). Por lo tanto 2p’ 9é Q,y p—long(x, v, y).
menor que long(y, v, x).

Procedamos por induccidn sobre i: : e
(10.1) Base: para i=1, pd. 33(1) € (v, % ¥) | (-1, J(1)) & F(D) o roja y p+1 <'J(1) <
a-(p-1). '
Sea j(1) = min { K | p+2 < K < q, y (K, p-1) € F(D)}-2; de donde p+2 < min { K | p+2
<K<qyK p1)e FD)} <q.
Observemos que j(1) estd bien definido: con i=p-1 se sigue del inciso (6) que (q-(p-1), p-1)
€ F(D), donde p+2 < g-(p-1) < q (pues sabemos que 2p < g-1, de donde 2p+1 < q'y por
tanto p+2 < q-p+1 = q-(p-1)); de donde se sigue que p+2 < min { K | p+2 <K < q,y
(K, p-1) € F(D)} < q-(p-1)'4, y por consiguiente que p < min { K| p+2 < K <q, ¥y (K,
p-1) € F(D)}-2 = j(1) < q-(p-1), por lo que que p+1 < j(1) < q-(p-1).
Ahora bien, con i=1 se sigue del inciso (7) que (p-1, p+1) € F(D), y se tiene que (p-1,
p+2) € F(D) por el inciso (8); por lo tanto, de la definicién de j(1) es consecuencia que
{(p-1,3(V)), (-1, J()+1), G(1)+2, p-1)} C F(D).
Por lo tanto v4 = (§(1)+2, p-1, j(1), j(i)+1, j(1)+2) es un ciclo dirigido de longitud cuatro
contenido en D, asi que es casimonocromdtico por hipétesis del Teorema, y como -4 tiene
dos flechas rojas (que son (j(1), j(1)+1) y (j(1)+1, j(1)+2)), entonces al menos una de las
flechas (j(1)+2, p-1) o (p-1, j(1)) es de color rojo.
Si (§(1)+2, p-1) es roja, entonces (p, p+1,..., j(1), j(1)+2, p-1) es una trayectoria dirigida
monocromidtica y (p, p-1) € F(C(D)), de donde (p-1, p) € F(Sxm (C(D))), contradiciendo
que v € F(Asim(C(D))).
Por lo tanto (J(])+2, p-1) no es de color rojo, y (p-1; _](1)) sf lo es.”- Asf concluimos la
prueba del inciso (10.1): 3 j(1) € (¥, 7, x) | (p-1, J(l)) € _F(D) es l'OJa y p+1 <) £
q-(p-1). : '
(10.2) Hipétesis inductiva: sea 1<i<p+1 y supongamos que 3 3(1)
es roja, y p+i < j(i) £ g-(p-i).
(10.3) Suponiendo que 1<i+1<p-1, se demostrard que 3 j(l+1) € (y,
€ F(D) es roja, con p+(i+1) < j(i+1) < q-(p-(i+1)).
Sea j(i+1) = min { K| p+(1+1)+1 < K | (K, p—(1+1)) € F(D)}-2

(y, m X) l (p-x, J(l)) € F(D) ,

= p < g-1-p = p+ (1+1)+ 1 < g-1-p + (i+1)+1 = q-p+i+1'= q-(p-l-l)
p+(i+1)+1 < g-(p-(i+1)).
Entonces p+(i+1)+1 < min { K | p+(i+1)+1 < K | (K, p-(i+1)) € F(D)}' .
de donde p+i < j(i+1) < g-(p-(i+1)), y finalmente p+(i+1) < j(i+1) < q-(p—(1+1)
Ahora bien, como 1<Zi+1<p-1, se sigue del inciso (7) que (p-(i+1), p+(i+1)) € F(D )
por otra parte, dado que 1<i-+1<p-1 entonces 1<i<p-2, asf que es consecuencia del inciso
(9) que (p-(i+1), p+(i-+1)-1) = (p-(i+1), p+i) € F(D).

132p = q-1 = p4p+l=q = p+1 = q-p = p+2 = g-p+1 = q-(p-1)

14La primera desigualdad es estricta y la asegura el inciso (8), ¥ la segunda desigualdad se debe a que g-(p-~1)

cumple que p+2 < g-(p-1) < q & (q- (p-l), p-l)) € F(D), observacin que ya fue demostrada.
15¥a que se cumplen las hipétesis del inciso (6): 1<i+1<p-1 = -12-(i+1)21-p = p-1 > p-(i+1) > 1
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C F(D). § e /
Por lo tanto v4 = (p-(1+1), J(l+1), J(1-|-1)+1, _]( 1)’ ‘ “es’ di o' de
longitud cuatro contenido en D. - : ‘ ; : : .
A fin de continuar la prucba de (10) analxzando ¢
ciones: o : L
(10.4) Sea z € (x,7,y)-{x, y} | z+1 € (%, 7, y) {x, v} P sid EMm X), i-1 # y & (l z) €
F(D), entonces (i-1, z+1) € F(D) L
Supongamos lo contrario, i.e. (i-1, z+1) € F(D). Se sigue de las hipétesis que i-1 es ady-
acente a todo vértice de D (es hipdtesis que i € (y, v, x), asf que i-1#x, por lo que i-1 es
adyacente a todo vértice de D), entonces (z+1, i-1) € F(D) por definicién de D.
Asf que v = (z+1, i-1, i, z, z+1) es un ciclo dirigido de longitud cuatro contenido en D,
¥ es casimonocromadtico por hipdtesis del Teorema. 7y, tiene una flecha roja, (i-1, i), y una
flecha de color azul, (z, z+1); por lo tanto las flechas (i, z) y (z+1, i-1) son ambas azules
o ambas rojas:
Si (i, 2) y (z+1, i-1) son rojas, entonces (z+1, i-1, i, 2) es una trayectoma dirigida
monocromitica en D, asi que (z+1, z) € F(C(D)) y (z, z+1) € F(Sim(C(D))), contradi-
ciendo que v € Asim(C(D)). Si (i, z) y (z+1, 1-1) son azules, entonces (i, z, z+1, i-1) es -
una trayectoria dirigida monocromadtica en D, asi que (i, i-1) € F(C(D)) y por tanto (i-1,
i) € F(Sim(C(D))), contradiciendo que v C Asun(C(D)) :
Por lo tanto (i-1, z+1) € F(D).

(10.5) Si K € (y, 7, x), K > p+(i+1)+1, i>1 & (K, p-(i+1)) € F(D), entonces K1 € (y, 7, %),
K-1 > p+i+1 & (K-1, p-i) € F(D).
Como K € (y, v, x), entonces K<q, de donde K-1<q-1<q. Por otra parte, como K>p+1+2
entonces K-1>p+-(i+1). Por lo tanto p=y<p+(i+1)<K-1<q=x, de donde se sigue que K-1
€ (y, s X)-
Ahora, observemos que se cumplen las hipdtesis del inciso 10.4 para i=K & z=p-(i+1): a)
izl=i+l 22 = -(i+1) £ -2 = p-(i+1) < p-2 = z = p-(i+1) # p=y. Ademds, p-(i+1)
# x, de lo contrario p-(i+1)=q, de donde q-p=-(i+1)<0, contradiciendo que 2p<q-1. Por
lo tanto z= p-(i+1) € (x, v, ¥) - {x, y}. b) De a) se tiene que 1<p-i-1<p-2, as{ que 2<p-
i<p-1, por lo que z-1= p-(i+1)+1 = p-i € (x, 7, ¥) - {x, y}. c) Por hipétesis K>p-+i+2,
entonces K-1 > p+4(i+1) = p+2 > p=y, por lo tanto K-1#Yy. d) Por hipétesis K € (N2
x) & (K, p-(i+1)) € F(D). ,
Entonces por el inciso 104, (K-1, p—(1+1)+1) e F(D)

(10.6) j(i) < j(i+1)-1.
Sea Ko = min {K € (y, 7, x) | K > p+ (l+1)+1 y (K, P-(H'l)) € F(D)}16
Notemos que se cumplen las hipétesis del inciso’ anterlor para Ko, asf que el mc1so 10.5
nos asegura que Ko-1 € (y, 7, x), Ko > p+i+1’ & (Ko- Jp-i) € F(D). )
Por lo tanto Ko-1 > min {K € (y, 7, x) | K > p+i+1 & (K, p-i)’'e F(D)}. . :
Asf que Kp-1-2 > min {K € (y, 7, x) | K > p+i+1y (K, p—l) € F(D)}- 2= 3(1) Pero
Ky-2 = j(i+1). Por lo tanto J(l+1) 1> J(l)

16 K estd bien definido: el inciso (6) nos asegura que ( q-(p-(x+l)), p—(|+1) ) € F(D), y con K—q-(p—(l+l)) se
cumple que K>p+i+2 (ya que 2p<qg-1 = q-p>p+1 = q-p+l+l>p+l+2 = K=>p+it+2) .-
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Figura: (10). '.)3
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Consideremos nuevamente a 4 = (p-(i+1), J(l+1), J(l-l-l) +1, j(i+1)+2, p-(i+1)), que es un
ciclo dirigido de longitud cuatro contenido.en’D y' casimonocromético. por hipétesis 'del
Teorema. Observemos que (j(i-+1), j(i+1)%1) 'y (G +1)+1, j(i+1)+2)) son dos flechias"
rojas en <, entonces al menos una de las ﬂechas (p-(i+1), J(1+1)) o (j(l+1) +2,. p-(1+1))'
es de color rojo: =

Si (§(i+1)+2, p-(i+1)) es roja, entonces T = (p-x, _1(1), J(l)+1 +§ (x+1)+1' ‘
J(1+1)+2, p-(i+1)) es una trayectoria dirigida de color Tojo contemda en D17 por:lo que - -
(p-i, p-(i+1)) € F(C(D)), de donde (p—(l-{-l), p-i) € F(Sim: (C(D))), contradlcxendo que v
C F(Asim(C(D))). Gl : .
Por lo tanto (p-(i+1), j(i+1)) es roja, y culminamos asf Ia de

Para finalizar la prueba del Teorema, apliquemos ahora el resultad .del inciso’ 10 a i=p-1: se
tiene entonces que existe j(p-1) € (y, v, x) .tal'que: (p-(p-l), J(p—l)) = (1, j(p-1)) € F(D)
es roja. Por lo tanto (1, j(p-1), j(p-1)+1, j(p-1)42, .ipix) es una trayectoria dirigida
monocromatica (roja), por lo que (1, x) €. F(C(D)) y.(x, 1) e (Slm (C(D))), contradi-
ciendo que v € F(Asim(C(D))). : ; v

16 del 1nc1so 10

Culminamos asi esta larga pero afortulmdal prucb que a.segura un: resultado anélogo al
obtenido para torneos en el capitulo prev:o :

170bservemos que (p-i, j(i)) € F(D) y. es. roja por hlpétesns mductlva (inciso 10.2); y el resultado del inciso
(10.6) justifica que T es una trayectoria.
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Conclusiones

El presente texto no solamente tiene como objetivo reunir resultados interesantes relativos a
niicleos en digraficas, sino también hacer obvio al lector cémo cada nuevo concepto y cada
pruecba conforman las piezas de un divertido y creativo rompecabezas. Para ello, como en
cualquier juego que comienza, debieron ser presentadas las reglas, que aqui se refieren a los
conceptos y resultados basicos de Teoria de Digrificas, y que permitieron después introducir
el concepto de seminiicleo, micleo y micleo por trayectorias dirigidas monocromdticas en una
digrafica; inmedistamente después se analizan algunas de las propiedades importantes de estos
dltimos, condiciones suficientes y necesarias para su existencia, y se recurre después a dos tipos
de digréficas que serdn de utilidad, me refiero a digraficas niicleo perfectas y niicleo imperfectas
criticas.

Posteriormente se muestran al lector algunas de las diversas aplicaciones del concepto de niicleo
de una digréfica, en las dreas de Légica, Combinatoria y Teoria de Juegos; lo que constituye la
mejor prueba de que, si bien la teoria de nicleos en digrdficas es una mina de preciosos tesoros
para las Matemadticas Tedricas, también lo puede ser para quienes buscan su aplicacién.

Tras presentarse al lector una digréfica muy particular denominada torneo, y los conceptos de
digrédficas m-coloreadas y micleo por trayectorias dirigidas moncoromséticas, puede observarse
que el contenido subsecuente de la tesis retrata de manera natural la necesidad de explorar
cudles son condiciones suficientes para que un torneo m-coloreado tenga nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas; en el cuarto capitulo se presentan algunas de esas condiciones y en un
orden tal que, tras cada Teorema, la afirmacién que le sigue no es del todo inesperada (aunque
las demostraciones bien pueden llegar a sorprender, como sucedié a la que suscribe): se comienza
con la condicién de la no existencia de ciclos y torneos transitivos de longitud 3 y 3-coloreados,
despuds, si cada ciclo dirigido de longitud a lo mds cuatro es casimonocromdtico, y finalmente, si
existe k (donde 3<k<p) tal que cumpla las condiciones de que, a) para todo torneo m-coloreado
T'CT tal que T’ no contiene ciclos dirigidos de longitud k, se tiene que C(T") es una digrdfica
nicleo perfecta, y b) Cada ciclo dirigido de longitud k contenido en T es C(T)-monocromatico.
Finalmente, en la iiltima parte de este texto, se hace un andlisis andlogo al realizado a torneos
m-coloreados, a digrificas denominadas casitorneos m-coloreados, obteniendose también intere-
santes resultados.

La interrogantes respecto al tema de nicleos en digrédficas, en particular respecto al tema de
micleos por trayectorias dirigidas monocromaticas en torneos m-coloreados, son muy diversas, y
estdn en espera de ser resueltas para dar a luz, a su vez, a nuevos y vastos temas de investigacion.
Asi que el juego sigue... y es cada vez més divertido.

Es mi deseo que al término del andlisis de la presente tesis, el lector haya podido completar este
pequeiio aunque muy colorido rompecabezas, y que retrata tan solo una parte del infinito y bello
rompecabezas que con las Matemadticas la mente humana ha podido concebir.
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