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INTRODUCCION

La mayoria de los fendmenos naturales son snstemas dmzimxcos cuya representacxén

matemdtica involucra en general ecuaclones dxferencxa.]m muy comphcadas 3 d;ﬁ‘clles de
resolver analiticamente. :

La l]egada de las computadoras dxg:tales dié una herramxent q hoy en dia es comun =

Mecdnica Celeste es el Problema Plano, Circular de 'Ik'es Cuerpos, cuya solucién mvolucra

un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, acoplado, no lineal para‘el 'cual

no hay hasta la fecha una solucién analitica. :

En 1836, Jakob Jacobi (1804-1851), intenté encontrar alguna soluc:én sxmphﬁcandor
ligeramente el problema. Jacobi supuso que sélo existian dos cuerpos gravxtacxonalmente
masivos girando en érbita circular alrededor de su centro de masa, yun ‘tercer cuerpo sm
masa gravitacional, es decir, de masa despreciable respecto a las de los ‘otros dos’ (que,
llamaremos particula) cuyo movimiento esti determinado por la fuerza e_]ercxda por.los
dos cuerpos masivos, pero de tal manera que su presencia no modifica en modo alguno el‘
movimiento de ellos. Asi surgié el ahora denominado Problema Circuldr,’bRe.'strirfzgidé de -

Tres Cuerpos. Jacobi encontré una constante de movimiento para la partlcula, constante

que ahora lleva su nombre, dando una gran aportacién a la Mecdnica Celeste 'El Problema O

Circular, Restringido de Tres Cuerpos se denomina Problema Plana, C:rcular, Restnngzdof -

de Tres Cuerpos (PPCRTC) cuando la particula sin' masa se mueve en el xmsmo’pla o

orbital en el que se mueven los dos cuerpos masivos. Como los dos cuerpos maswos estan :
en drbitas circulares no perturbadas, sus érbitas son conocidas y por tanto sus posxc:on s}:‘ :
y velocidades en cualquier instante de tiempo se pueden predecir. Asi pues, el PPCRTC‘_.;::,
consiste en encontrar la trayectoria de la particula infinitesimal que se mueve ba_)ovla =
influencia gravitacional de los dos cuerpos masivos. En el PPCRTC se estd violando la 3¢

Ley de Newton ya que si en algiin momento la partfcula gana o pierde momento angular
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o energfa, esto no se reﬁe_]a en el m'v1m1e' de mnguna de las otras dos masas, y sxendo

la fuerza gravxtacxonal un campo conserva ivo, la. energla total (toma.ndo en cuenta los

tres cuerpos) y el momento angula.r debxera.u conservarse pero no sucede asf debndo alas
suposiciones que se han hecho.” De ‘modo que la vinica ‘constante de mov1m1ento en estei .

problema es la Constante de Jacobi.

Las ecuaciones que involucra este problema sélo pueden ser resue 1tas numéncamente,
es decir, aproximando los valores exactos usando computadoras» y:los onjespondxentes
métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales. .- . e

La computadora es una herramienta poderosa que ha podxdo acer lo que al ser hu-

mano le tomaria mucho tiempo hacer para la solucién de est,e l;;po de problemas matematicos.

Sin embargo al no tener precisién infinita, las computa.’ddfi}s ‘acumulan errores en sus

. cdlculos y, hablando especificamente del Problema P[apb, Ci;éhla.r, Restringido de Tres

Cuerpos, del cual no conocemos la solucién analitica para el h10viﬁiie1ito de la particula, la
. tinica forma de saber si la computadora estd calculando la érbita correctamente es moni-
o toreando el valor de la Constante de Jacobi. Dependikencviké‘de pbi.' cudnto tiempo deseemos
conocer la-trayectoria de la particula nos tenemos entonces que conformar con una "ra-
. zonable” conservacién de dicha constante hasta cierto mimero de cifras decimales. . El no

cc;nocer la solucién del movimiento de la particula de antemano, nos obliga a confiar en la
- trayectoria calculada por la computadora basindonos exclusivamente en la conservacién

mds o menos precisa de su constante de movimiento.

En esta tesis se analizard precisamente este criterio de conservacxén que es uno de los

criterios mds utilizados para evaluar la calidad de una integracién numérica y se demuestra

que bajo ciertas circunstancias este criterio puede no ser un buen mdxcador de la cahdad

de los resultados, ya que estos presentan cambios cualitativos (no cuantxtatxvos) unpor- ;

tantes. Cambios a los que la Constante de Jacobi no es sensible y se deben-a los errores
numéricos que se acumulan durante la integracién.. Es decu‘, se: pueden obtener érbitas
cualitativamente incorrectas a pesar de tener una buena conservacxén de. la Constante de
Jacobi. S

En el primer capitulo de esta tesis se deduce I:nvtrigx}:);esién para la Constante de Jacobi

en términos de la posicién y velocidad kd'e la ba&f{éula, ‘referidos al sistema con ejes rotantes
y origen en el centro de masa de los dos cuerpos masivos.

En el capitulo II se describen las ecuaciones de movimiento que integra el cédigo
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numérico y las tres subrutmas prmcxpales que lo conforman

En'el capxtulo III se’ descnben las 6rb|tas resonantes y se expllca en prlmera aproxi-
macién que sucede en una 6rbxta resonante

En el capftulo IV se presentan los resultados de las mteg‘racxones numéncas tanto de
la- 6rb1ta resonante como de la no resonante y en el capftulo V.se presenta un estudio
prehm.ma.r sobre la sensibilidad del valor de la Constante de Jacobx a medxda que se van
: gcumulando errores en las 4 variables de posicién y veloc:dad dela partlctﬂq. 'Pa.ra esto se
" fueron haciendo cambios sobre cada una de las variables dejandb ﬁjoﬁel Vélor de las dems.

Al final de este capitulo se presentan las conclusiones.

R — et A,
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CAPITULO 1. EL PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO
DE TRES CUERPOS

1.1. Definiciones y ecuaciones de movimiento

El problema consiste en describir el movimiento de una particula infinitesimal que se

mueve bajo la influencia gravitacional de otros dos cuerpos masivos que giran alrededor

de su centro comiin de masa (CM), en érbita circular. En este trabajo supondremos que.
la particula orbita en el mismo plano que definen los dos cuerpos masivos. Una co’ndi'cién\,
muy importante es que esta particula es tan pequeﬁa que no afecta las dérbitas de los dos S

cuerpos masivos y estos s{ afectan a la particula.’ Por esta razén nos refenremos a la~

particula como una partfcula sin masa, sin estrictamente asi serlo.

A este problema se le conoce como el Problema Plano, Cu-cular, Restrmgldo de 'I‘res:

Cuerpos (PPCRTC).
Como se trata de un problema con tres cuerpos, sea m; la. masa del

g2 la masa del cuerpo secundario (con m <

P. La distancia entre m; y ma es constal

unidad de distancia, es decir:
- (1.1.1)
.donde a es el semieje mayord % ab;:':yk
Para definir una unidad,de

(112)

El sccundm;idhenevun elocidad’ angular onstante respecto al pnmarxo, esto nos

E (1.1.3)

= \/9(1"%}2)_3 ' (1.1.4)

5
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yGesla Constante Um
debe tener un valor umta.no para
Usa.ndo la deﬁmcxén (1 1. 2

Glmi+ma) =1,

de aquf definimos:

Gml =, . - (1.1.5)

g sz = U2 . (1.16)

De estas dos dltimas definiciones podemds Vvierbrq‘tvxe: -
[ e

De aqui que g1 y g2 son las masas dc los dos cuerpos maswos en nuestro nuevo sxstema

de unidades. i : : i
Sean dos sistemas de referencia Cattesxanos, uno ‘con ‘e_]es que rota.n a la misma’ve-
locidad angular de m, y m2 y el otro con ejes no rotantes Ambos sxstemas de ‘referencia

tienen origen en CM y en t = 0 sus ejes comcnden j

Las coordenadas de P respecto al sxstema no rotante on- (X' Y' Z’) y respecto al
sistema rotante son (z,y, z) (Ver Figl.1). Aunque ‘P se esta moviendo en un plano y no
tiene coordenadas Z’ y z, éstas se tomara.n en cuenta para los calculos ya que el momento
angular si tienc esta componente y en general esta restriccién no es obligatoria.

Respecto al sistema rotante, el primario y‘,el secundario estdn en reposo. Las coorde-
nadas medidas desde CM para cada una de las masas son (—pu2,0,0) y (i1,0,0) para u,
¥y p2 respectivamente, Mientras que respecto al sistema no rotante, sus coordenadas son
(X', "', 2") y (X2',Y2', Zo') que dependen del tiempo para p; y pa respectivamente.

6




Fig. 1.1. Los dos sistemas de referencia con origen en CM. El primado tiene ejes fijos y el no primado _
tiene ejes rotantes. Las dos masas y la partfcula tienen coordenadas en cada uno de ellos relacionadas. Los ejes

z' ¥ Z coinciden con el eje de rotacién que sale del punto o y es perpendicular al plano de la hoja.

Aplicando la 22 Ley de Newton y utmzando (1.1.5) y (1.1.6), la ecuacién de movimiento

para P en el sistema (X’ Y/, Z') es:

La ecuacién’ (1 1. 8) represe :

7 representa la segtmda denvada

2= (X = (1.1.9)

=(X3-X X+ (=¥ + (2= 20, (1.1.10)

-donde 7 y 72 son los vectores de posicién relativos entre P y las dos masas respectivamente.
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1.2, La céhﬁiante de Jacobi .

(1.1.11)
(1.1.12)

(1.1.13)




(1.2.7)

" (1.2.8)

(1.2.9)

De la misma forma, kt‘r_ansfor'nv:amos las kéo‘ordeifz'idaé del primario:

L Xp= 11 cos nt —'yl sin nt S (1.2.10)

Y1 —zl smnt+y1 cosnt v ‘ S(1.2.11)

Zh = ;; Vo G : k (1.2.12)

y para el secundario tenemos ijue: :

: Xé =z, cdsht — ypsinnt | ! (1.2.13)

5 sinnt - ygcosnt : T (12.14)
Y215

“(216)
(1.2.17)
(1.2.18).

Xér (a:z -—z) cosnt-— (v2 —. )smnt Ci(1.2.19) -
Yy~ (zz = :c) sm nt + (yz - y) cosnt’, ('1.2.20);
z} - ' sl : (1.2.21)

que son las coordenadas de 7] y 72 en el sistema inercial, en términos de sus coordenadas

“respecto al sistema rotante.’



(1.2.'26)

Ahora multxphcando (1 2, 22) y . 2. 3) por cos ntky sin nt respectlvamente y sumando
* ambas obtenemos: o !

z_zny._nza::—l: (z+212)+ (:t—‘lll)]

Recordemos que las coordenadas del primario y secundario referidas al sistema rotante
son (—p2,0,0) y (11,0, 0) respectivamente y no varian en el tiempo.

Multiplicando las mismas ecuaciones pero ahora por — sin nt y cos nt y sumando ambas
obtenemos: )

J+2nt—n y——[ri’-'_rs]

En esta iltima se utiliz6 el hecho de que el primario y el secundario estdn sobre el eje
z" rotante y por lo tanto y; = y2 = 0.

10
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que estd dada por:

y ademds:

J= =3 -

)-
)--4
)=-%

Vool
AN NN

—
—

(1:2.39)

(1.2.27)

(1228)’

(1 2. 30)

(1.2.35)

(1.2.36).




Obtenemos las parciales de U qomo: e

(1.2.37)
(1.2.38)

(1.2.39)

v (1.2.29) de 1a sigﬁieni:e forma: o =

m—2ny=g—U SO (12.40)

(1.2.41)

4 (i.2.42)'

mos deﬁmrla dela sng'uxente forma

=-U,"

con esto las ecuaciones (1‘.2;‘4'0)'. (1.2.41) y (1.2.42) se pueden reescribir como:

S QU : }
E- 2ny = — oz y (1v.2.43)
§+2nd = _68[; , L (L2.49)

Joeut o
Z——E- D VL IR s  (1.2.45)

Si el lado izquierdo de- estas tres ultlmas ecuacnones son ]as aceleracxones sufndas‘

por la partlcu]a, entonces a U* ‘es un pseudo—potenmal Los_términos ‘2ny y 2nE son

12




de aqui que:

Integrando la ecuacnén (1 2. 46) respecto al txempo obtenemos

—(-'c +y +z +Cz) U‘—Cu : (1.2.47)

donde:

(1.2.48)

y v2esel cuadrado de la magmtud del vector velocndad
Usando la ecuacnén (1 2 48) en la ecuacién. (l 2 47) y desa.rrollando obtenemos:

(1.2.49)

en C'M




"En partlcular, en el Sistema Solar en muchas ocasmnes sélo e to ta la ét/r'a\@:cién

gravitacional de Jupiter y el Sol con los cometas y cqn le5

te;ox_de’ y, en el casode ahiilos

planetarios, las masas del planeta y uno de sus satélites.
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CAPITULO 2. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

2.1. Ecuaci de movimiento con el origen en el primario y ejes no rotantes

En el capitulo anterior se demostr6 que en el PPCRTC existe una constante de
mov:m.lento Respecto a un sistema con ejes X', Y! que no rotan y ongen ‘en CM, para
: P las ecuaciones de movimiento estdn dadas por (1 . 11) .y,(l 1. 12) “si restrmglmos el

“Amovumento de P.al plano deﬁmdo por. la érbita dé myy

que ahora en un

notacién que en el capitulo anterior (Ver Fig.2.1) y de
tiene componentes X{ + X3 = X1,y Y/ + Y] = 1 2

Aplicando la 2% Ley de Newton y la Ley de laAGmmtamén Universal e : \el sxstema

inercial para cada uno de los cuerpos (recordemos que la particula no .ejerce’ fuerza grav-

itacional sobre m, y m2), se obtiene:

mlRl Gm1WI2 12 ; R ) (2.1.1)
.2' -
ngg -'_‘—Gmlmz M2 s : (2.1.2)
rl 2 .
R=-Gm +'Gm25§,. (2.1.3)
. ™ T2 )

15
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Fig.2.1. Los vectores de posicién reuﬁecto a un origen arbitrario o que es inercial y los vectores de

icié a un si con origen en 1] que estd siendo acelerado por 7712, por lo que no es inercial.

La ecuacién (2.1.3) representa la fuerza por unidad de masa que sxente la partlcula, :

debida a la presencia de m; y mz y las ecuaciones (2 1 1)
sienten las masas por interaccién gravitacional mutua ' :
De la Fig.2.1 podemos ver que 7} = B = R1 y rl 2= Rz"— R1 o
Las segundas derivadas temporales de estos vectores, calculadas en el sxstema. i nercxal

son:
FA=R-R =~~~ (2.1.4)
v :
;:"1 2= Ry~ I-ix I AR (2.1.5)

Sustituyendo en las ecuacnones (2.1 4) y (2 1. 5) ]as expresiones para Rl, R2 Yy R de

las ecuaciones (2 1.1), (2 1. 2) y (2 1. 3) respectwamente, tenemos que

16



masas es una cénica en general y su energia depe

caso particular, la érbita de ma alrededor de m, desc

"amarradas” gravitacionalmente.

Definamos ahora:

Glmi+ma)=p. - V(2.1)s)

17



Usando esta deﬁ.mcxén Junto con (1 1. 5) y (1 1. 6), las ecuacxones (2 1. 6) y (2 1.7) se

pueden escrxbu' como;

- ) N I3 P . )
7= 1—+#2 [ z —%] . (2.1.9)
7'1 Sl ,2] . )
Flam —plldi o : (2.1.10)
B R ) oo SR :

. 22 La necesidad 'dek‘i.lh'cédigdvnum,éryigo

Escribiendo_ las ecuaciones'de’m “P.y m3 (ya que m; no se mueve en

este sistema) en componentes

X‘= AT
[(X1 2)2 + (}’1’2)2]3/2 : (2.2.1)
= X +};(,’ﬁ’)2i;/2 tae [[(}é):z +Y(I?')215/2
_'[(X{.z)ﬁ-ﬂk(}’}’?;);];/é“] ' : P (2,‘2.2)’
X"F"”[(x{k.z)?f{("?q,;)zjé)%vk e 22
Y‘I’ -~ Y{z (2.2.4)

M2+ (VL2

-18




Lo mtegracxén respectxvamente

recordando que:

f (X1)2 + (Yl')2
r= (Xz)z + (Yz)2
» r‘.'z < ,(X‘."",:)z'f()»,‘."’)‘z :

y que las X! y Y/ son coordenadas Ca.r't;é‘si‘a'néS édﬁ'brigén en mi ¥ ejes no rotantes.

Las ecuaciones (2.2.1) a (2.2. 4) forman un sistema de segundo orden, acoplado, no
lineal. Hasta Ila fecha no existe una forma de resolver este prob]ema analItlcamente, por
lo que es necesario aproximar la soluclén de forma numérica y ésto implica un mtegrador
numérico o cédigo. En la sxgmenterscccxén se habla brevemente sobre el que utll;zamos )

para encontrar soluciones numéricas aproximadas.

22,30 El §6digo numérico

En esta seccxén se exphcaré de manera breve el cédigo que utxhzamos para mtegrar'

la érbita de una partlcu]' -
Hay varws cédngo que:integran cuacxones dxferencxales Pa.fafsté'tesis:tlsaxhbs .

"txempo t El ob_]etlvo es obtener una lista de valores para X.(tk), durante todo el mtervalo
;que dure la mtegracxén, donde to < tx < t ¢ con tp = 0 vty los’ puntos 1mcxal y ﬁnal de la

: El método Bulu‘sch - Stoer consiste en" avanzar las vanables dependxentes en un
intervalo de tlempo H el cual a su vez se subdxvxde en mtervalos de longltud b El numero -

de subintervalos estd predetermmado y tiene’ un hmxte Pa.ra este’ caso n =1, 2 3 12. '

19



ox(ripdliclbﬁl'
‘a o2 pasos

X1 =
~6pasos -

(

c+l'l

més submtervalos Cunndo se a.lcanza el m&xlmo de’ uubmtervalus a divxdnr (n = 2), sln alcanzu la presicién

requenda se xeduce el tamano del paso H

En cada extremo de los subintervalos se evaluan las funciones X'y mg'diamg:ppé
extrapolacién polinomial en potencias de h se ajusta una curva en todo el intervalblH o
Las ecuaciones que integra el c6digo son las ecuaciones de movimiento de la pértféula Yy

del cuerpo secundario (ecs. 2.2.1-2.2.4) y los resultados que se obtienen son las'posmlones .

y velocidades de cada uno de ellos a distintos tlempos durante el mtervalo de mtegr "c16n o

{to, ty].
La parte fundamental del integrador estd formada por tres rutxnas amda as, llamada.s' :

algorithm, stepper y driver. A contmpacxon una breve exphcacnén de como funcxona cada‘

unadegllas. ' - Lol

LA RUTINA ALGORITHM ) ‘ x o .

Con la. mformacxén proporcionada por las segundas denvadas evalua,das al txempo t,
esta rutina regresa valores de las variables dependientes al tiempo ¢ + h. No hay forma
de que esta rutina tome alguna decisién en cuanto a si los valores encontrados cumplen
o no con la presicién requerida para hacer algin tipo de ajuste. La spbrutma llamada

STOERM fue disefiada para sistemas en donde la fuerza no depende de'la veldcidad, es

20




decir, para sxstemas conservatxvos, como lo es en nuestr > caso el campo grav1tac10nal Por

esta razén utxhzamos esta subrutma que apa.rece tambxen en NumerzcalReczpes. :

LA RUTINA STEPPE‘R :
Esta rutma esla encargada de llamar a la rutma al gorzthm. Aqm estén contemdas las

férmulas basicas del método Bulirsch — Stoer. Esta rutina dec:de acortar el paso de ser: .

necesario y llamar en cada ocasién a la rutina algorzthm hasta’ que se alcanze un cnteno

" de error predeterminado por el usuario, criterio que se maneja con el parémetro eps. ;
El nombre de la subrutina que usamos es BSSTEP y lo que hace es mcrementar

el intervalo en el tiempo en un valor H, el cual es subdividido en prxmera mstancxa en

dos subintervalos evaluando las X;’s en los extremos de éstos regresando nuevos \mlores en

t+h. De ser necesario subdivide otra vez el intervalo H pero ahora en un numero ';x; ypr de
subintervalos y se hace otra evaluacién. Cada evaluacién es hecha pof la ﬁxtiné alg?rrfthm
. y el niimero maximo de subdivisiones es en nuestro caso n = 12. ‘La extrapolacxon se
hace de tal forma que regresa valores obtenidos con n = oo (ver Fig.2.2) junto con una
estimacién en el error, si éste es satisfactorio, de acuerdo al criterio dado por el usuario, se
.-'sigue entonces con el siguiente paso H y si no lo es se sigue con la siguiente n (subdivide en
mds intervalos) y vuleve a evaluar. ‘Cuando se llega. al ma.?umo “de subdivisiones, en lugar
de seguir subdividiendo, reduce el paso H y com.lenza a subd1v1d1rlo enn =2, es por esta

3 Tyl
razén que a este método se le conoce c6mo de paso vanable. i

T —ee s o d

LA RUTINA DRIVER
Esta rutina comienza y detiene la mtegracxon, almacena resultados mtermedxos Yy

sirve de interface con el usuano Para nuestros propésxtos usamos la subrutma llamada% )

ODEINT en libro ya mencmnado y omo datos de salida de la subrutma te’ mos losyi

valores de las X;’s en el intervalo [to, t !] : Cualqmer cantidad relevante para graﬁcar puedek, s

ser calculada a partir de esta hsta.. Por ser este ‘método de paso vanable se reqk ;
un paso de tiempo minimo de tal forma que si el paso es mayor a est,e entonces el dato se.

almacena, esto es para evxtar una saturacién de datos.
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CAPITULO 3. ORBITAS RESONANTES

"'3.1. Orbitas Resonantes de primer orden

Analizando geométricamente un caso muy general de una resonancia, tomemos dos
cuerpos moviéndose alrededor de un cuerpo central. La Fig.3.1 muestra la éonﬁg\uaéidn al
tiempo tg y a distintos tiempos de las érbitas. Como podemos observar, la conjuncién
se da en el peridpside del cuerpo interior (a), que en nuestro caso es la particula. - Sea
T ol periodo del secundario (exterior) y T el periodo de la particula sin masa. (b) En
T = (1/4)T’ y despreciando cualquier interaccién entre ambos, la particula estd4 ahora en el
apoépside de su érbita y aunque este es el punto de mdxima aproximacién entre las érbitas
de ambos, el secundario no estd cerca para afectar a la particula. (c¢) En T = (1/2)7"
la particula estd otra vez en su peridpside y el secundario ha recorrido la mitad dé su

6rbita alrededor del cuerpo central. (d) Cuando la particula vuelve a estar en el punto -

de méxima aproximacién, es decir, en su apoipside, el secundario est a 90° de d}stancié

(e) El sistema vuelve a su configuracién’ original cuando la _partfcula-ha’ completado dos ’
6rbitas y el secundario sélo una. En este caso decxmos que Ia partfcula esté en resonanc:af

2:1 con el secundario.

kdonde a'y a' son el semxeje ma.yor de la pa.rtfcula Y del secundano respectxvamente En

una relacxén P + q q,:a q se le conoce como o orden de la resonancxa
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Fig 3.1. Posiciones relativas entre el dario (cfrculu di; en negro) y la partfcula sin masa (cfrculo

pequeiio). (a) La con]uncién ocurre en el peritpaide d' a tlcula (b) Ln putfcula ha recorndo media érbita

2: 1 es decn‘. w

(3 1 3)

: seré el senne_]e mayor al cual la particula completaré. dos 6rb1tas xmentras que el secunda.no

completara 5610 una. Sx queremos al sexmeje en unidades del semere mayor del secundano,

por el cuerpo central en la CODJllDClén, habra una aceleracxén que lleve a P hacxa una orblta' -

externa. Como resultado, la particula alcanzard su peridpside mds tarde en la sng\uente

conjuncién, por tanto, la longitud del peridpside se ha movido en sentido progrado.
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tid dela;n has. Les conj

: En la Flg 3.2(b) se observa un’ acercamlento al puntd " A" marcado en la Fxg 3.2(a),
- aqm Ias lmeas punteadas representan la dxreccnén ‘de lm fuerzas que’ actua.n sobre P; justo
. antes de la conjuncxén (notacxén no primada) y Justo después de la con_]unclén (notacién

'pnmada), la fuerza gravxtacxonal debida al secundano t:ene dos componentes, una tangen-

“sicial y otra radml la componente tangencial estaré en la ‘misma direccién de la velocidad
tangencial en ese punto de la érbita y por lo tanto cambxa.rzi el momento angular de P,
es decir, la acelerard 6 la frenard. En el punto "AY Ja particula se aproxima al peridpside

de su érbita, por lo tanto, justo antes de la conjtmcién la distancia entre ambos cuerpos

25




es menor que justo después, ademds la particula va mds lento justo antes que justo
" después, todo esto en conjunto da como resultado que la fuerza tangencial justo después
“de la conjuncién (Fy) sea menor que la fuerza tangencial justo antes (F¢). La resultante de

estas dos interacciones serd en la misma direccién y sentido de la velocidad tangencial de P

en ese punto de la érbita, por lo tanto, al aumentar su velocidad tangencial ( su momento

angular) pasard a una 6rbita externa con la consecuente disminucién en su velocidad an-

gular promedio (i < 0) y como consecuencia, las siguientes conjunciones ocurrirdn mds

cerca del peridpside. El mismo analisis se puede hacer para el punto "B" marcado en la
" Fig.3.2(a). -

Analicemos ahora qué sucede si la conjuncién en tp ocurre en un punto préximo al
_‘apodpside de la érbita. Tomando el punto "C” de la misma figura observemos que la
L pai-tn'culzi se mueve hacia su apoépside, por Io' ‘tanto, justo antes de la conjuncién, los dos
cuerpos estardn mas lejos que justo después La partlcula se aproxima al punto en su érbita
donde la velocidad es mixima, ésto da como resultado que la fuerza tangencial sea mayor
justo después de la conjuncién lo cual se traduce en una disminucién del momento angular
de P y un aumento en su velocidad angular pf@medio (1 > 0), es decir, la particula pasard
_a una 6rbita interior y las siguientes conjunciones ocurrirdn mds cerca del peridpside. Lo
“ mismo ocurre si se analiza el punto "D” ‘de la figura. et

De este andlisis podemos concluir que el punto estable en este sistema seré el penaps:de
de la érbita. Estable en el sentido de que todas,las con_)uncwnes que no ocurran en el k

té en resonancm
ue. se dan cada
1" otro punto de su

trayectoria.

Los efectos resonantes son efec 05 acum

(! sobre 1 partlcu]a, que se’ observan '

después de un largo tnempo de mteracc:onesrentre P y mg
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CAPITULO 4. RESULTKD(‘S DE LAS INTEGRACIONES NUMERICAS
4.1; Integraéiﬁhés de una érbita resonante

En esta seccién presenta.remos los resultados de las integraciones numeéricas y las
grificas correspondientes. T (A

En la seccién 2.3 vimos muy br'evkéyli:‘nex::tke ;fémo funciona el cédigo que usamos i)ara
obtener los resultados de este capitulo. 'Debe}hbs recordar que el cédigo integra las ecua-
ciones de movimiento de la particula y del secundario (ecuaciones 2.2.1 - 2.2.4), que estdn
en coordenadas Cartesianas con origen en el prixﬁario y ejes que no rotan. Como ya vimos,
el cédigo da como resultado una lista de valores para las variables independientes en varios
instantes de tiempo que también estin en coordenadas Cartesianas. Las grificas que pre-
sentamos en este capitulo tienen en el eje hoﬁzontal a la variable independiente () y en el
eje vertical no tienen a las coordenadas Cartesianas (z, y, &, ). Es comin en mecdnica ce-
leste graficar, en lugar de las coordenadas Cartesianas, los elementos orbitales instantéﬁéos

de la particula, como el semieje mayor (a(t)) y la excentricidad (e(t)). En el marco del

PPCRTC, éstos no son constantes y cambian en el tiempo, se les llaman ele‘mentos» or-""

bitales osculantes debido a que en cada momento la partfcula "visita” elipses distintas,
“.es decir, cada una con un semieje mayor y excentricidad distintas a cada momento. Los
elementos orbitales osculantes se calculan ighdréﬁdo instantdneamente la presencia del se-
_ cundario y tomando en cuenta sélo al primario y a'la particula. Como tenemos cuatro
éoordenadas Cartesianas, necesitamos 'entonces cuatro elementos orbitales osculantes para
- poder pasar de unas coordenadas a otras:(Ver Apéndiée B) Los dos elementos orbitales
- que faltan son: el argumento del périapside (w(t)) yla verdadera anomalia (f(t)). Para
o este trabajo, la excentricidad inicial de la partfcula es cero por lo que w no estd definida
: en t'= 0 y el semeieje mayor (o radio) de la 6rb1ta comcxde con el eje X' positivo, por lo

’ que Jo = 0. La particula comienza en con_]unmén con el secundario, por lo tanto fo=0,

donde f§ es la verdadera anomalia inicial del secundario Yy ya sabemos que éste esté en -
B 6rbita circular, por lo que e = 0, donde e{, denota la excentricidad inicial de mz El e
valor inicial del semieje mayor de P es a, = 0.63005724618926, en donde todas las c1fras e

se toman en cuenta. Este valor para e, fue encontrado empiricamente por Espresate y

Lissauer (2001) (EL) buscando la érbita inicialmente circular donde la particula sufriera
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las mayores perturbacxones Pa.ra calcula.r la Consta.nte de Jacobl, se toman las nnsmas
coordenadas Cartesianas que da el c6d1go y se trasladan aCM Junto con una rotac:én de

~los ejes, Justo como se dedu,lo en la eccxén 1 2

Hicimos varias mtegracxones yen cada ‘una de ellas camblamos el error, eps, con el
que trabaja el cédigo, y la duracién de las mtegracmnes La Tabla I muestra los valores
numéricos de los pardmetros usados en cada una de las integraciones. El valor del cociente

-de masas es mp/m; = 10—6 pa.ra todas ellas Este cociente de masas corresponde a un
sistema similar al sistema Sol Tzerra Las condxcxones iniciales de P y de m, son las

dichas anteriormente.

e ~ TABLAI
DATOS NUMER.ICOS DE‘LAS IN EGR_ACIONES

Integracién Np; LA éps . Duracién (en p{ekrioydos de m3)
e U 5%10719 740,000 ¢

2 5x 10711 140,000 -
3 5x10712 40,000 °
a 5%1071 " 40,000
5 5% 10~ 250,000
6 5x10=15 - 250,000
7

5x10~15 ’*’1x106'

Las gra.ﬁcas que se muestran en la Fig.4.1 corresponden a la mteg‘racxén 1 de la Tabla I.
-En ésta se muestra (de arriba hacia abajo) la evolncxén del error fraccxona.l en la Constante :
‘de Jacobl, el semle_]e mayor (en umdades de sepa.racxénde ml y mg) excentncxdad de’.

la partxcula respectwamente, todas en funcién: del txempo, qu 'esté en‘“umdades de los

perlodos orbitales de ma.
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ERET f eps. = 5x10'

14x107 8
12x10"8E

2.0%107

of
[-]
<
°
‘l. []
e

6.3006x%10"!

&.3000%10~}

0.2005%10™!

T

aft)

6.2000%10°

8.2085%107

6.2080%10™

o.01sf 3
Z o010 ;:-

0.008 ; -q:

P 3 ’

0 v e 3 1x104 04 L
L Fa " Tiempo (en orbitos del ncunumio)

a el ient del

segunda gr&ﬁcn hacxa aba]o t
de Jacobi

! neparuién;entre M) y M2 y la grdfica inferior muestra la : d

v’% conserva hasta 4 cifras y tanto el semieje mayor como 14 ex icid d prese ; an"un con ,_ rtamiente ‘l:fclic‘o.

"Durante la integracién las ilaci disminuyen en litud EI ;lﬁmeré de dxi én la icidad es
15 : ' '

Podemos observar que la Constante de Jacobi se conserva hasta cuatro cifras decimales
al final de la integracién, mientras que el semieje mayor y la excentricidad de la particula
nunca regresan a su valor inicial y las oscilaciones disminuyen en amplitud al transcurrir
el tiempo. Sin embargo, no podemos asegurar o descartar que este sea el comportamiento

real de la dérbita, ya que este error es grande por el mimero de cifras que se conservan en

la Constante de Jacobi.
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... Problema;Planc

1.2x1070%
1.0x1078

T

8.0%1077

Litalorelins

a.0x10=7

= o-:o"’

elt)-c{)/cf)

e.3005=10""

L% nooo-m

0.2998%10

)
s

6.zop0x107 !

0.013

et)
llu(l‘ur[n

0.010

La Connante de

. oscnlulones siguen di minuyend Y : “se’c g . or iento periddico.

mientras que el semieje mayor y la excentncxdad presentan un c ‘ amento sxml]ar ala
integracién anterior, sin emba.rgo, no es el szmo si tomamos en cuenta que en la anterior

contamos 15 méximos en las oscxlacxones de la excentricidad y en est sélo 9. Observamos

que estas oscilaciones no disminuyen su amplitud de manera aprecxable al paso del tlempo,

pero nunca se alcanzan, en el lapso de la integracién, los valores en las condxcxones unc:ales

de P, es decir, no parece ser una solucién periédica.
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Problema F"Iano.' Clréuldr. Restringido-de-Tres - Cuerpos ==

eps m 5x10°" Vet e

1.4x10" 7
Lexi0-7E
1.ox10=7 =
B.OKIO_B -
e.ox10=%f-
4.0x10"0F-
z.om10~0 |-
o

ft)-c{to)/eftc)

6.3005x10~!

6.2000=10~}

6.2005x10™1

aft)

6.20p0x10™1

8.2088x10"!

I

] .uuad han

'nprecina impl vlsta un’

Al hacer una integracién més precxsa otra vez por un factor de 10, obtuvxmos los

S resultados que se presentan en la Fig.4.3, que corresponden a la integracién niimero 3 dela :
Tabla I. En la grifica superior se observa que la Constante de Jacobi se conserva hasta seis '

cifras decimales a las 40,000 érbitas de m2. El niimero de maximos en las oscilaciones de la
excentricidad (para el mismo intervalo de tiempo) disminuye respecto a las integréi:ibxiés
anteriores, que ahora son 7 aunque no se aprecia disminucién en amplitud, sin embargo,
seguimos observando que los valores de las condiciones iniciales no se alcanzan de nuevo
en el resto de la integracién y por tanto, en este mismo intervalo de tiempo la solucién

sigue siendo no-periédica.
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ano. Circular, Restrlngido de Tres Cuerpoa :

e VPrgb_lemvn

1.8x1078

1.0x1078

dielesals

5.0%10™"

-/

a.3008x10~1
6.3000x10™

aft)

8.2000%10"

06.2085%10™

1ca' luperlor podemoa

s PSRy

en lu

ver que CJ se conserva hasta 7 cll’ru al ﬁnnl de Ia lntegrulén y

Loch

de la excentricidad. -El valor

~ 0.6300.

de las ilaci s del : ,'7'\ mnyor, "de é del vulor iniclal, 3e ubu:;f

méximos (minimos) en excentricidad (semieje mayor) se reduce e, nuevo para. el’ mxsmo .

intervalo de tiempo. El méximo después del valor inicial en’ el sem.le_]e ma.yor esde~ 0, 6300 -

Para ver como van cambiando los perlodos de las scﬂaclones presentadas hasta el
momento, la Fig.4.5 y 4.6 muestran las graﬁcas de los ‘primeros 15,000 periodos en. el
tiempo para el semieje mayor y:la excentncndad respectwamente, sobrepuestas con sus

respectivos valores de eps. S o —~—
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aft)

Problema Plano. Circulaor, Restringido de Tras Cuerpos.

Compcrocvon de integraciones con distintos volores de eps.
6.3010=10™ " T T

: ——spa=5x10"'°

8.3003%10" " - - epE=2x10~""
—-—— epE=Sx10”'?

— . epa=8x10”"?

\3|..l.|..|.

&.3000=10—1

-

6.2093x10~ 1

Caa

e.2080%101

LERRNRERES ERRRNERRS:

6.29asx10 1

6.29080x10=1

TITTTTs

8.2978x1071

Probleme Plcno. ' y gldo de Tres Cuerpos.
Comparcclon de ‘distintos volores de eps.
0.020 ’-
.01 —
l-
T o.0v0f
.00 t—
o.000 : :
- . s.0=107 r.ox70% 1.86% 10"
Tlumpc (nn arbitas aal l-cundorle)
Flg.4 6 Superpoulcldn de lou primeros 15 000 periodos pa.ra la x icidad correspondi a las inte-
graciones 1, 2, 3,4 ('I‘abla I). Loa periodos ya ,"“ d de Iu ilaci ! mbian at biar en un factor de

10 la tolemncln en el crror. .
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““Problema Pluno. Ctrnulnr. Rcstrlngldo de Tres Cuerpos

cp: = 5x107'

et)-eft0)/e{w)

e.3008x10™1

)

6.3000x10™

= 6.2098x10~}

=
6.2000x10~ !

I

6.2085x30"}

WAL L L UL

o0.020

0.013

o010

oy

0.00%

0.000

sc vamos hasta

alnaﬁvamente

fraccxona.l de la Constante de Jacobx, el senixe,]e mayor y la ‘excentricidad se muestran en la

Fxg 4.7, respectivamente. A las 40,000 se observan unicamente dos oscilaciones completas>’

‘. en la excentricidad y las oscilaciones son cuahtatlvamente 'distintas a todas las antenores,

decxr, la 6rbita se ha vuelto perlédxca' al xﬁenos durante las pnmerasvl x 105 6rb1tas de

vkEl niimero de cifras que conservamos de la Constante dé J. aéobi a lo§ 250,000 pexfibdos\ o

_“es' 8, que se puede considerar como buena ya que en la literatura es comin encontrar

integraciones con Bulirsch — Stoer y otros métodos que conservan 5 6 6 cifras y son dadas
como buenas (Chambers (2002), Levison (1994), Hahn (1999), Levison (2000)).
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Problema, Plano, Circular,.Restringldo de Tres Cuerpos

eps = 65x10

1.2x10”%

t.ox10~°
-10

g
£ aoxi0

2 s.ox10-10

2 4.0x10-10
-10

U R RIS Ly s

2.0x10

e.3008x10™3

8.3000x10~}
= 0.2008x10™
=

8.2000%10™

8.2098x10™

0.020
: 0.0153
Z o010

0.005

0.000
RO )

Ox10'
Tlempo (en Orbitas

dur nte_ toda ln integracidn La Constanta de Ju:obi ln conuervamos‘

: hutnﬂ ci[ras, 1

-"oscilan de tal forma que regresan a su valor 1mcxal durante [
tanto la érbita es penédlca durante toda la mtegracxén

. Para una partfcu]a con estas condiciones 1mcxales,

in erva]o de txempo y por

0s ,ob‘éeivarl qué la Constante
de Jacobx no es sensxble a cambios cualitativos en su 6rblt Aliiié;iie ‘conservemos hasta 8
cxfras et la Constante de Jacobx, al hacer la mtegramén, un c6dxgo numérico va acumulando
errores (no importa qué tan lentamente lo haga) y eventualmente comenzard a hacer las

cosas cualitativamente mal, aunque la diferencia cuantitativa no sea muy grande.
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ox10"9

ax10™®
ax10™®

2x107°

o{)-c{t0)/eft0)

1x10-%F-

8.3005x10™% =

6.3000x10- !

= ©.2098x10™!
-

e.2000x10""!

a.ze88x10"1

0.020

eps = 5x107'*

2 Problema Plnno. Clrculnr, Restringido d.

e Tres Cuerpos

1

I

0.015 H}-|

o.010

eft)

0.005

{717
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La escala en la que:cambxan los elementos orbxta.les no es tan grande como para
provocar un camblo tambxén grande en el valor de la constante de Jacobl, sm embargo,
camblos cuahtatwos de este tlpo en las 6rb1tas lmphcan un resu.ltado ﬁsxcamente erréneo.
5 kaodnam S hacer un sfmxl de este e_)ercxcxo pensando en una esfera de metal que rueda

sobre una sdperﬁcle que se frena debido a la frlccxén. Sx puhmos la superficie, la esfera
g Ilegaré més le_]os antes de frenarse una vez més Podemos seguu- puliendo la superficie pero
la t‘nccxén eventualmente detendrd el movmento de la esfera y si eliminamos del todo la
frlccxén la esfera rodard sin detenerse. Al ped.lrle al cédxgo ser-mds preciso cambiando el

eps, estamos “puliendo la superﬁme para qu el comportamxento del semieje mayor y lal

excentncxdad de la Fig.4.8 se mantenga 6do ‘mds g'rande hasta que los errores

numéricos (friccién) “detengan el movimiento

trlngldo de Trnl Cuerpoa B

4xto=9E-
ax10~P -

2x0-%E

{d-dul/e)

IA I

s.zpe0x10-1 -

e.2pasx10~1 [}

0.020(]

0.018

Z o010 ﬂ

0.00%

o ex10° 4=102 8x10" =108 1=10°
Tiampo (en Orbltas del secundaric)

VFig.4-10. Resultados de una integracién equivalente a la nimero 7 de la Tabla I pero con un procesador
distinto. Esta 6rbita no sélo es sensible a'la toi:l;ancla en el error que usemos para integrar, 1o es también a la
‘computadora utilizada. El comportamiento obseivado en la Fig.4.8 se mantiene hasta ¢ ~ 500, 000 cuando en

el caso anterior se mantuvo hasta £ ~ 700,000,
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Esta 6érbita no s6lo es sensible a la precisién con la que se trabaja. Para déméétra.ﬂo
- presentanios en la Fig.4.10 una integracién equivalente a la niimero 7 de la Tabla 1 pero
~hecha con un procesador distinto. Podemos observar que la conservacién de 1a°'Constante

““de Jacobi es hasta ocho cifras al final de la integracién y tanto el semieje mayor ‘como

_1a excentricidad se comportan como lo hacen en la integracién anterior, sélo que ahora es
- alrededor de la érbita niimero 500,000 del secundario cuando la integraci6n se dmcompone.

Al integrar las ecuaciones de movimiento para una partfcula cuyas condiciones iniciales
la ponen en una resonancia 2:1, ésta resulta ser demasiado sensible a la tole;ahcia en’el

error con el cual estemos trabajando. Si nos confiamos en los resultados obtenidos atin con

la tolerancia mds pequeiia y aunque conservemos hasta 8 cifras en el valor de la Cohétaﬁte
de Jacobi, no podemos confiar en que no existe algiin cambio cualitativo en la integfaciéxi
numeérica de los elementos orbitales osculantes de P (Ver Fig.4.7). = '

Si hacemos las integraciones con una mejor precisién, tal vez el comportan:uento de

los elementos orbitales de la particula cuando los grafiquemos serd penédxco durante mm

tiempo, o mejor atin durante todo el intervalo de integracién.

Al estar P en resonancia la coloca en una situacién dmamxca muy partxcular Hay K

interacciones gravitacionales con el secundario que no se cance]an en mnguna otr: posxcxén

a lo largo de su 6rbita (ver Fig.3.1), los errores numéricos en una’ r 0]

mds rdpido. Con este fin, en la seccién 4.2 exploraremos la regi

haciendo integraciones con condiciones iniciales para P, distin esta seccién.

4.2, Inténgaciones de una érbita ‘l_Jo‘x‘esox'nmté'

€mos un eJercmo sxmxlar al de 1a seccién anterior, integrando

En esta secc'én

las ecuacxones ae movuménto pa.ra la: partfcula déndole condiciones iniciales tales que la

colocan en una. zona que no esta enla resonancxa EL. El semieje resonante nommal * estd

- dado por la ecuacxdn (3 1.4):

2 a= (B2)7, (@:2.1)

donde a y; la podemos calcular sabiendo que my/m; =106,
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(4.2.2)

. De aqm’ que p, = 0 99999‘ que lo sustxt\umos en (4 2 1) y obtenemos que el semxe_]e

. resonante es ap = 0 629960315 en'umdades de la separacxén entre m; y mz. ’

A partxr de este sem:eje mayorini

Entonces tenemos que el semxe_]e mayor ini

dela artfcula sera b

donde a, estevl
_onante, de tal for

' 'DATOS NUMERI(

" Integracién No. Duracién (en periodos de m3)
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os:movemos hacia el pnmano 5 x 10"‘ .

(4.2.3)




at)

eps = 5x10“‘ (Cuuo no’ resonante)

1.2x10-6F
1.0x30—0
8.0x10-0
8.0x10~%
€.0%10-0
2.0x10"8

o

oft}-c{ta)/eftd)

e.20040%10-1
©e.20830%10=1

a.zvezoxto0"1

a.zea10=10"!

~10% 10
Tiempo (an arbitas del sscundario)

FigA.ll. Resultados de la integracién 1 en la Tabla I1. En la gr&fica superior se

tra el error [

Problema Plano; Circulur. Restrlngldo ‘de Trua Cuerpos T

de ]a Constante de Jacobi, la segunda hacia abajo muestra la evolucién del semieje mayor resonante en unidades

teidad

de la distancia de separacién entre 111 y 7712 y en la gréafica inferior se ala

i6n de la

De la gréfica para el semieje mayor podemos observar que el valor promedio de éste decae al transcurrir la

integracién, esto es debido a que la tolerancia en el error con la que se trabaja es grande.

vu.unld mue ¥ en Ia ,"‘ d y perfodo de sus oucllacmne d

constante de J‘a:o’ i se conserva hast.a 4 cifras al final de la mtegmclén. g

La gré.ﬁca de la

0l rancia de error,. La

11 e muestra la. evolucxén del error fraccional de la Constante de Jacobi,

el semxe_]e mayor y la excentncldad de P, respectivamente, correspondiente a la integracién
1‘ de, la Tabla IL La Constante de Jacobi la conservamos hasta 5 cifras a los 500,000

. p’eﬁqdos de hzg. Lo primero que podemos cbservar en la grifica del semieje mayor, es
" que éste va disminuyendo de valor al transcurrir el tiempo, indicando un claro deterioro

en la integracién, ya que esto significaria que P va cayendo al primario. Sin embargo, el

comportamiento ciclico no presenta cambios cualitativos importantes como los vistos en
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el caso resonante. La. amphtud de las oscﬂac:ones no cambxa significativamente. Por su
"pa.rte, enla gré.ﬁca de la excentnc:dad observamos ciclos que cambian en amplitud pero
’ tampoco en una forma sxgm.ﬁcatwa como en el caso resonante.
Para observar en més detalle los camblos de amplitud y periodo en las oscilaciones

.kde la excentricxdad enla Fig.4.12 se presentan los primeros 15,000 periodos (linea sélida),
"‘vsuperpuestos con penodos de xgual tamafio a la mitad y al final de la integracién (linea
g bpunteada) Nétese que el desfasamlento en los periodos no es constante, md:cando que el
: ‘perlodo de Ias oscxlacxones tambxén cambxa. - :
Problema Plur\o, Circulor, Restringido de Tras Cuerpos

Sﬁperposlclori de la excentricidod o distintos intervolos de tiempo
eps = 5x107' (Caso no resonante)

0-~15,000:50,000-—-65,000

0-15,000:460,000—~475,000

0x10% 1.6m10%

8.0%109
Tiempo (en orbitas dal secundorio)

Fig.4.12. Superposicién de las oscilaciones en Ia excentricidad durante los primeros 16,000 periodos con

las de un intervalo igual al principio de la integracién (grdfica superior), a la mitad ‘de la integracién (segunda

q scilaci

grifica hacia abajo) y al final de la integracién (grdfica lnferlor) La llnea lélld: corresp a Ias

dg los primeros 15,000 periodos y la linea punteada a las oscilaci es con las que se estd.nv superponiendo. Nétese

: c6mo en-las tres gréficas los desfasamientos no son constantes, ésto indica un’ éamblo en los periodos de las

oscilaciones, pero no hay un bi litativos del P i
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‘Problema’Plano, Circular, Restringldo de Tres Cuerpos

eps = 65x10°'° (Caso no resonante)

3.0x10" B =
2.6x10"8
2.0x10" 8-
1.6x10"8

1.0x10” 8-

elt)-e{0)/cf)

s.ox10"9 -
o

8.20848x10" 1 =
6.20048x10~} e
6.20844x10™1 1
a.20842x10™ 1 { { [ { 4
6.29840x10~ !

s.20808=107"1

6.20008x10" V|

0.0030 E

e I

0.001% i

eft)

©.0000

-0.0010

1=10% 2x109 ax10® 4x108 6x10%
Tiempo (en &rbitos del secundario)

Fig.4.l3. Resultados de la integracién 2 (Tabla 1I). Se muestran en el mismo orden que la Fig.4.11,

Observamos que la Constante de Jacobi la conservamos hasta 7 cifras al final de la integracién. Nétese que el

valor del semieje mayor ya no decae, la linea punteada indica el valor inicial del semieje may?)l{. La gréfica de la

excentricidad ya no muestra cambios notal}les en su perfodo y amplitud

esta integracién es diez veces més\la,rgz} Las cxlac:ones tampoco presentan cambmS‘

cualitativos significativos como en el c:iSo Tes ‘

oscilaciones para las cuales no se. aprecxa.n cambxos mayores en su amphtud y debxdo ala:

cantidad de oscilaciones es necesario ver en detalle la superposicién de los prnneros 5, 000

periodos con intervalos del mismo tamafio a la mitad y al final de la mtegracxon. ‘
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e. Por su parte la excentrmxdad presenta ::




o dlslmtos mlervalos de

eps = 6x1071% (Caso no resonante) )

0~5,000:10,000~15,000

. primeros 15, 000 perlodos Yy la Mnen ! s 1es con lna que se estén superpomendo. Los periodos

_de las oscilaciones son constantes ya que sud

Los resultados se muestran en la Fig.4.14. Nétese que los desfa.samxentos en las osclla-.

ciones son constautes lo que indica que los periodos en las oscx]acxones de la excentncxdad !

“no cambxan y la amphtud tampoco durante toda la integracién.

De este ejercicio podemos observar que el hecho de que la partfcula comience con -

un semxeje mayor no resonante hace que en las mtegracxones numéncas

- propaguen tan rdpido como el caso en el que el semieje mayor 1mcxal es resonante. ’

Una integracién con eps = 5 x 1011 sigue siendo ‘mala y con pocas c1fras conservadas
en la Constante de Jacobi. Hasta 5 x 10° periodos en una mtegracxén coneps =5 x 10~15
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podemos EOnﬁar en los resultados obtenidos po;' el cédigd numérico ya que no han afectado

de manera cualitativa y significativa el comportamiento de los elementos orbitales de P.
La variacién en la Constante de Jacobi respecto a su valor inicial se debe al cambio

de todas y cada una de las variables de la qlie'ésta depende. En el siguiente capfttﬁo se.
estudiard brevemente a cuél condicién inicial es m4s sensible la Constante de Jacobi, es.

decir, los errores de qué variable provocan un mayor cambio en C; al momento de ‘estar

integrando numéricamente.
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CAPITULO 5. DEPENDENCIA DE C; A SUS VARIABLES A MEDIDA
QUE SE VAN ACUMULANDO ERRORES

5.1. Variacién en las condiciones iniciales
La Constante de Jacobi depende de'las condiciones iniciales de la partfcula yen la

seccién 1.2 se dedujo toma.ndo como referencia un sistema Cartesiano con origen en CM
{ oc1dad de los dos cuerpos masivos alrededor del ongen :

¥y ejes que rotan con la mxsm )
. con velocidad a.ngular cons )
de: las coordenadas descntas

La expresién para la Constante de Jacob1 ) térmmos

td dada por la ecuacién (1.2.51) que por. con niveyxi"cv:ia” la

reescribimos a cont.muacxén

<<» e

: rg = (:::—';11)2 +y2 S ) (5.1.3)
Como podemos ver, la Constante de Jacoln esta en funcién de la posicién y velocxdad
de P. Para poder ver la superﬁcxe que deﬁne esta Constante necesitarfamos un espacm
de 5 dimensiones, por lo que sélo haciendo cortes en dos dimensiones podnamos ver comov

esta cambiando esta superficie. .
Todos los términos de los que depende la: Constante de Jacob1 estan acumulando"

errores al hacer la integracién numenca y. todos contnbuyen ala vanacxén en’ su valor

respecto al inicial. En este capftulo veremos de manera mtroductona a qué varlable es:

més sensible en sus errores la Constante e Jacobi, : ;
Para ésto hicimos un programa ‘en Fortran 77 que varl'a sélo una cond1c16n inicial’

dejando las otras fijas. El programa d,wlde un mtervalo dado por el usua.rxo en 500 subm-,

tervalos de igual tamaiio y en cada ‘uno de ellos calcula el valor de C
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de alguna condicién inicial y vemos el error porcentual que éste produce en el cé.lculo de
C,. Si la condicién inicial es cero, no se le da'al programa un error porcentual se le da

Problema Plano, Circular,.Reeringldo de Tres: Cuerpos
Cambios en las Condiciales, lnlcinlea de’ Cj’

a8 -
e 3
a4 b=
32 3
g = 3
® o -3
; 3
= -
e =
-6 =
- -5 o -] 10
(x—x0)+100/x0
0.0
-0.1 |-
2
—
g
2. _o.2f
) 2
[}
-~
—0.3

—~0.00 ~0.04 —-0.02 0.00 . 002 B 0.04 .. - 0.06:

Fig.5.1. Cambio porcentual que sufre la Constante de Ja‘coblfcu r dol

'putl‘culn varfa en su cond:cnén a

inicial en T (grafica superior) y en Yy (gr&ﬁ‘ ) hiféﬂér. s i:qmerdn .

n el eje horlzonta.l de la gréfica superior hacia

estd 7711 y hacia la derecha mz El eje horizontal de la grﬁﬁcu &nferior indica una condlcién inlclal en y neglﬂvn

bi en la coor

si es hacia la izqu:erda y posmva si es hacla la'derech Lou en rnayor ;

proporcién al valor de la Con.!tante de Juob& ¢
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En la F:g 5 1se present.an las gré.ﬁcas pa.ra’un camblo dgl 10% en el valor mxclal de zy

un cambxo eny (que en magmtud es lgual al, cambxo en lav codrdenada z), r&spectwamente. .
Oy eJe horizontal en la gréﬁca supenor esté _dxsp esto de 1 al'forma que hacxa la nzqmerda

nos acercamos al primario y hacia la derech .
: observamos que si se produce un camblo de hasta 10% en du‘ecc16n al prunano, el valor
Si el cambxo es en dn'eccxén de my'y

',,’de la Constante de Jacobi crece al.rededor de 8% 5
‘hasta un 10%, entonces el valor de C; decrece alrdedor del 6%. En la gréﬁca inferior de

la Fig.5.1 el eje horizontal estd dispuesto de forma que siel movxmxento es a la derecha
entonces P comienza en el eje y posmvo y sies hacxa la. xzqu:erda entonces P comienza
en el eje y negativo. En esta grifica podemos ver que no unportando si P comxenza en el
lado positivo o negativo del eje y, el valor de la Constante de Jacobi | slempre decrece y en

los extremos su cambio es de -0.37% del valor inicial

Problema Plano, Circular, Restringido de Tres Cueréos

Cambios en las Condiciales. Iniciales . de- cj

0.00 =
—o.02 R
-0. - z -

3 o4 = g
g o.08 - cn 3
3 3 I E
L —o.o8f- o5
~o.10fF g
—0.12 _
—o0.008 —0.04 —o.02 a.00 : o.o0z ©.04 ©o.0a
2k -
1 E- -
5
2 ofF -
7 »-
= -1 =
—z B =
—~10 —5 s 10

E R © o .-
(vy—vyo)-loo/v_yo

Flg.5 2. Cambio porcentual que sufre la Conuante de Jncobl en au va.lor si la coordenadn :l: camhla

ienz: una coordenad y menor y hacia ln derecha

bios en Is uul;vl denada 3 que a los camblos en la coordenada

ayor. La Conlt.antc de Jacobl es méa

:tdeP.k
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& apunta.ndo hacna m1 o hacxa mz, el ‘valor de la- Constante de Jaco i-en ualqmer caso

decrece alcanzando un cambxo de -0.12% en los extremos.

Por su parte, enla gré.ﬁca mfenor se presenta el cambio porcentual que tlene el valor

- de la Constante de Jacobi si hay un cambio de 10% en la coordenada y El eje horizontal -

estd dispuesto de forma tal que hacia la izquierda indica que P comienza con una velocidad

en y menor y hacia la derecha comienza con una velocidad en y mayor.” Aqui vemos que

si P comienza con una velocidad en y menor hasta un 10% ,dd valor inicial, la Constante
de Jacobi aumenta su valor hasta alrededor de un 2.3%.' Si P comienza con una velocidad
en y mayor hasta un 10%, el valor de Cj decrece hasta un.2.6%.

Problema Plano, Circular, Rest‘.x"lhg‘ido de Tres Cuerpos
-Cambios en las Condiciales Iniciales de Cj

ex1078 =

F 3

ax10™5 [ - Be

2 E =
8 eax107% -]
= £ 3
& °F 3
“ax10"8 3
-30 - 10

) e i
(xa—x80)+100/x80 o

{c-c0)e100/c -

~0.05 ' .

Flg.5 3. Cambio porcentua.l que uufre In. Comtante de Juobn en su valor‘ll m; se desplua por errores
numéricos hacla Ia derecha o huia la izquierdn aobre el eje T (grtﬁca supenor) y. hacia arribn o hacia abajo del

eje Y (grafica inferior). En ambas gniﬁcas es ml’nimo el camblo en el valor de la Constante de Jacobi.
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Enla Fig.5. 3 se presentan los cambxos porcentuales que sufre la Consta.nte de Jacobx E

“en su valor'inicial si cambian las posiciones en x5 y ¥, del secundano, respectxvamente

: kLos ejes horizontales de ambas grificas estdn dispuestos de la misma forma que las de la n
s Flg 5.1. e

‘ " Podemos observar que si el secundario acumula un 10% de error hac:a la mqmerda

: "(hacxa m,) o a la derecha, la Constante de Jacobi no cambia en su valor inicial de forma
significativa. La grifica inferior nos muestra que si m; ligeramente arriba'b abajo del eje

"y la Constante de Jacobi tampoco sufre un cambio significativo en su valor.

Todos los errores acumulados en las coordenadas de las que depende C’, son respon-
sables del cambio en su valor inicial. Definitivamente es mas sensible ‘a cambios en las
coordenadas de posicién y velocidad de P y no tan sensible a los errores en la pésicién del
secundario. i k

De la Fig.5.2 podemos concluir que el valor de C; es mds sensible a errores en la
coordenada y que a los de la coordenada &. La grifica superior de la Fig.5.1 nos indica que
C; es mds sensible a los errores en la coordenada = de P que a todas las demds variables.
Son los errores en la coordenada z los que provocan un mayor cambxo en el valor de la

Constante de Jacobi durante la integracién.
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CONCLUSIONES

En esta tesis hemos mostrado la integracién numérica de una érbita resonante en el

- marco del PPCRTC, en la que, si bienla Constante de Jacobi se conserva hasta ocho cifras,
los resultados prueban estar mal. Sin importar qué método numérico se utilice, siempre las

computadoras acumularin errores que eventualmente se reflejaran en los resultados. Entre

menor sea la precisién con la que se trabaje, mds pronto aparecerdn cambios cualitativos

en las érbitas integradas. En ciertos casos no se pueden garantizar resultados correctos aiin

con la conservacién de siete u ocho cifras en la Constante de Jacobi, ya que los cambios

cualitativos que se presenten pueden quedarse oscilando cerca del valor correcto y nunca

afectar en forma significativa el valor de Cj. El problema es que como no se conoce‘h

solucién, no podemos saber de antemano con certeza qué mtegracxones son sucepnbles de

presentar este comportamiento.

Cuando el semieje mayor inicial se aleja de la resonanaa 168 errores numérico - no, se’

propagan tan rdpido, pero siempre estdn presentes y causardn errofes en las mtegracxonw,

siendo los errores en la coordenada x los que producen un:mayor cambio_en valo’r‘:de' la

Constante de Jacobi.

Se mostré cémo esta 6rbita no sélo es s sensxble a'la tolerancia en el error, también }o es

si se trabaja con distintas computadoras» es decn‘ se pueden esperar resultados’ dxstxntos

de computadoras distintas.

Por ser esta 6rbita tan sensxble resulta. ideal para hacer las siguientes: sugerencxas a
-los que htxhzan el

los que utilizan algiin método de mtegrac:én numérica’y. en_especial’
método de Bulirsch — Stoer qu aparece en"la 2a. edicién de:Numerical. Rec:pes' (Pr%s
et al. 1992): ‘

1) Dcterm.ma.r el tlempo total ‘que se planea mtegrar (t ,)

d eps. que e plensa utlhzar du.rante I

. 2) Deteljm.lna.r_el
ar. la 16n usando las condiciones mxcnales §
nante. k : to, 1gual al obtemdo
‘ken la Fxg 4.8 (ya. sea enla’ excentricidad o el semieje mayor), se pu e eétar seguro que su

: ’cédlgo y'la computadora estdn haciendo bien las mtegracmnes por el mt.ervalo de tlempo
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dado. En caso contra.no lo recomendable es dxsmmmr el mtervalo de mtegracxén o reducir el
valor dado de eps. Sxendo més pers:stentes en esta. recomendaclén cuando se trabaja cerca
de una resonancxa. por ser en donde se propagan con mayor rapidez los errores numéricos.

“La sensxbilidad de la 6rb1ta es debxda a que estd en una llamada "separatriz” y su inter-
pretacxén podrfa entenderse me_)or wendo el Mapa o Corte del Espacio-Fase de Poincaré,
cuyo estudm reba.sa los ob_letlvos de esta tesis, lo que da pie para mencionar el trabajo que

queda por. reahza.r. t) Encontra.r las condiciones iniciales de las separatrices cerca de otras

resonancxas sxempre con excentricidad igual a cero en el sistema con origen en m; y no
rotante con dxstmtos cocientes de masas. i) Hacer ejercicios similares a los de esta tesis

; 'camblando el cociente de masas. iii) Encontrar una expresién analitica para el semieje
) mayor inicial y 6rb1ta circular de las separatrices en funcién del cociente de masas. iv)

Hacer el Mapa de Poincaré para cada separatriz encontrada. v) Entender cémo trabajan
' 'los mtegradores mmpléctxcos ¥ hacer un estudio usando éstos para ver en qué mejoran los
resultados. m) Hacer un estudio mas profundo de los resultados obtenidos en el capftulo 5

 deesta tesis.
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APENDICE A

En este apéndice se deducird la Constante de Jacobi mediante el formalismo - La-
grangiano y Hamiltoniano. Tomando un sistema con tres grados de libértad, nuestras

coordenadas generalxzadas son:

: Q1'='$ 3

=y, (A1)
@3 ==z. :

Y nuestras velocidades 'generalizadas son:

QqQ==z,
2=y, E (A.Z)
g3=2.

Retomando nuestros dos sistemas de referencia del ca.px'tulo 1, sabemos que la relacién -
que existe entre la velocidad medida desde el sxstema no rotante y la velocndad medida

desde el sistema rotante, con origen ambos en CM es

@ =5+@x “) h (43)

donde (3 = (X, V", "), 5= (4,9, 2), &
Haciendo el producto cruz (u?x ),

(A.4)

De aquf que l'aréi;errgiii; cmetxca po u.mdad de:masa’ (T)es B

T=—(v') =‘—[:c +y +z k\+ﬁ2(z +y2)—2n(zy yz)] . (A5).
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donde:

Por lo tanto, el Lagrangxano (L) es

L=T-U= [th + qz +e 4 + n2 (q1 + q§) - 2nq1qz + 2nqzq1] ~L

Calculando ahora los momentos generahzados, sabemos que

La ecuacién de Lagrange nos dlce que

(aL ) _ar

94 dg; ’

dondek—123 ) :
Como podcmos observa.r de (A 7), L= L (qk,qk) Por lo tanto: :

dL 6L dq, 8L %

dt T Bqy dt | B dt
Usando Ia ecuacién (A.9) en (A.10) obtenemos: - -

.-

dL_d (oY, , OLdi
dt ~ dt \ Bqgx Bgx dt *
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Pero sabemos que:

oL
’ ‘ P = Bar
por lo que (A.11) queda: :
dL _dpy .- dq
T dt k+Pk dt ’

que podemos reescribirla como:

dL _d ., .
v &I T @ (P@qk) .
De aqui que:"

(quk—L)—O Sl (Ad2)

Al término (prgx — L) se le conoce como el H amzltomano (H ) Yy de (A 12) podemos'

“ver que H es una constante de movmento y H H (qk, Dis t) :
Calculando ahora el H amlltomano de P tomando en ‘cuenta que §; = pi -+ qz; g2 =

P2 — Q1Y g3 = p3, obtenemos:

=R+ +m) Fmp-—pa -2 -2, (A.13)
2 o T1 T2 “l .

el marco del Problema Circular Restringido de

que es el Hamiltoniano de la piﬁﬁéiﬂ

Tres Cuerpos, que es una constante de’ movumento en este problema.

La ecuacién (A.13) se puede ponér kl térmmos de z, Y z,a:,y, 2, resultando:

B

e (A.14)

= 2 t 2 L R B Al
C, (:z: +y),+2(r1+rz) &~y ) (A.15)

que es la expresnon deducnda en la secmdn 1. 2 (ecuacxon (1.2. 51)). tomando la n = 1.
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APENDICE B

En este apéndace se presentan las ecuaciones para transformar las coordenadas Carte-
sianas a elementos orbxtales Las coordenadas Cartesianas estdn medidas desde un sistema

" con origen en my'y ejes X!, ' Y' Z' ﬁ]os Los elementos orbitales osculantes de la pa.rtxcula :

se calculan mstantzineamente i orando la presencla de ma, éstos son (Ver Fig. B.1):

Semleje mayor a.

Excentncxdad e.

Inchuacxén i
Longltud del nodo ascendente Q

Argumento del perlépsude w :
Verdadera anomma TS . .
La inclinacién (:) Yy la ]o 1gitud : del nodo ascendente (9) estan relacxonados con un

espacio trxdxmensxonal (Ver Fxg B.2 .
Por sxmphcxdad usa.remos notacién Cartesiana no prunada, recorda.ndo que corrﬁpon—

‘den al sistema no rotant g

En coordenadas Ca.rt listancia de m; a la. partx‘éula P

(B.1)
y el cuadrado dela maghi‘tud‘ddel vector velocidad es:
V=X24Y2422. (B2)
La energia mgééniéa de Pes:
Y m_m (B:3)
: s ] 2 r 2a’ .
como podemos ver, la energfa solo depende del semieje mayor.
:.-Despejando de.(B.3) al semieje mayor (a) tenemos que: -
a=—-HL ’ (B.4)




Fig.B. 1- En esta ﬁgura se mueatrn la 6rbita de P que se encuentrn. enel plano orbital.. Al dngulo f se

le llama verdadera ancmalfa y al Angulo w se le llamu ugumento del penépslde En un espaclu tridlmenslonal X

las coordenadas de P estdn referidas a otro pla.no de teferenc:a .

La magnitud del momento angular (L) (constante de movxmxento en el problema de
dos cuerpos), en términos de los elementos orbxtales esté dada por

(B.5)
B Iz ~
e=14/1— az: , o : ’ (B.6)
recordando que las componentés del ﬁoménto angular son:
L=rxo=(YZ-2V)X + (ZX = X2V + (XY -YX)Z . (B.7)




érbita

- referencia

ireccion de - /

ferencia- . » X

) 'cdmpoiiéhté‘z; pero respecto al plano de

: S jes. De la Fig.B.2 pédemos observar que
x estas componentes estan dadas por S S TR AL MR I )

L= Lsmv smﬂ g o (B.8)
"J’Ly = —Lsm z'cosﬂ SRLTT o (B.9)
L. = 'L cosz ‘ R (B.10)
De la ecuacxén (B 10) podemos calcula.r 1., dando como resultado )
——) . (B.11)
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De las ecuaciones (B.8) y (B.9) pbdémq,sfcal»éhlz{r Q dela éig@ehté forma:

L.

Bt Frri
y g
, =Ly
, ’ cos = ‘Lsini :
de aquf que: L
o,
tan) = I, ,

por lo tanto:

Q= tan—! -YZ+2Y
ZX-XzZ |’

(B.12)

(B.13)

(B.14)

Para calcular f usamos la ecuacién polar de la elipse, ya que en un sistema con origen

en m,, ésta es véhda
_a(l—é%)
T 1+4ecosf

Diferenciando (B.15) vrespecto‘ al tiempo obtenemos:

i - Lesin f
Lo 2 ST a(1,—;e2) !
en ésta tltima usamos el hecho déy que:
; Lﬁ"—f r2f

Despejando cos f y sm f de (B 15) y (B 16), respectwamente, obtenemos:

a(l - e2) ]

: cosf—‘;[ -

L a(l-eY),
ksmf=-a(—Lc——)-r,
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(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)




usando estas dos tiltimas ecuaciones tenemos que: . 5
1 fsinf ;
=tan_?l - — . B.20
s . i\ cos f ;(f )

Por medio de tres rotaciones podemos poner las coordenadas X, Y, Z en términos de las
coordenadas en el plano orbital de P, que son:’ x, y, z. Estas rotaciones estdn representadas

por las siguientes matrices de rotacxdn :

[cosw ~sinw 0 )
P =|sinw  cosw 0], (B.21)
0 0. 1)
Cof10 0N
Py = {:0%cosi —sini-], : ' (B.22)

Py= (':sinﬂ " cosf o) , (B.23)
De la Fig.B.2 podemos ver que la priniera matriz representa una rotacién sobre el eje

z por un dngulo @, la segunda una sobre el eje = por un angulo i y la tercera representa
una rotacién sobre el eje z por uné.ngulo 2, en ese mismo orden, para obtener:

(X . z
(;y) _nAR, (,,) . (520
Z ) z

De la Fig.B.1 podemoé ver qui; pédgmos reescribir (B.24) de la siguiente forma:

(B.25)

) (B.26)

sm(w + f)sini
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De (B 26) podemos calcular (w + f) de las expresxones para Z/r y X /r. Haciendo

0=w+ f, obtenemos

(B27)

‘(B.28)

(B.29)

donde f se calculk con ( 20) : .
Por lo tanto, las sexs ecuacxones que necesxtamos son la (B 4) (B.6), (B. 11) (B 14),

(B. 20) y (B 29)
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