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INTRODUCCION 

La mayoría de los fenómenos naturales son sistemas dinámicos cuya representación 

matemática involucra en general ecuaciones diferencial~ muy complicadas y difíciles de 

resolver analiticamente. 

La llegada de las computadoras digitales clió •una herraIIlienta'.q~ehoy en dla e~ ~o~m; 
para aproximar las soluciones numéric~e'nte ~n ~ li~só de';iié~~¿ ~6~iderableinénte 
reducido. ~,,· "·-.)~~~ > -... ·. ·: .. :r::~ ·.~·,"..;\ .;:·.;.·:· 

Uno de los problemas abordados desde .final~s dél slglo Xix;",e;:ilicI#So ~iit~s; en 

Mecánica Celeste es el Problema Plano, Circular de Tres CuerÍJos, :¿~y~ solli¿!Ón it';voÍ:;:¡cra 

un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, acopl~do, no lin:eai' para; él c;Ja1 

no hay hasta la fecha una solución analitica. 

En 1836, Jakob Jacobi (1804-1851), intentó encontrar alguna solución '~bnpli.fidando 
ligeramente el problema. Jacobi supuso que sólo existían dos cuerpos gravitacionalmente 

masivos girando en órbita circular alrededor de su centro de masa, y un tercer cuerpo sin 

masa gravitacional, es decir, de masa despreciable respecto a las de los otros dos (que 

llamaremos partícula) cuyo movimiento está determinado por la fuerza ·ejercida por los 

dos cuerpos masivos, pero de tal manera que su presencia no modifica en modo alguno el 

movimiento de ellos. Así surgió el ahora denominado Problema Circular, Restringido de 

'.ITes Cuerpos. Jacobi encontró una constante de movimiento para la partícula; constante 

que ahora lleva su nombre, dando una gran aportación a la Mecánica Celeste. El P.roblema 

Circular, Restringido de Tres Cuerpos se denomina Problema Plano, Circ~/ar, Restringido 

de '.ITes Cuerpos (PPCRTC) cuando la partícula sin masa se mueve en· el mismo. plano'·. 

orbital en el que se mueven los dos cuerpos masivos. Como los dos cuerpos masivos éStán 

en órbitas circulares no perturbadas, sus órbitas son conocidas y por tanto sus posiciones: 

y velocidades en cualquier instante de tiempo se pueden predecir. Así pues, el PPCRTC. 

consiste en encontrar la trayectoria de la partícula infinitesimal que se mueve baJo ·la 

influencia gravitacional de los dos cuerpos masivos. En el PPCRTC se está violando la 3" 

Ley de Newton ya que si en algím momento la partícula gana o pierde momento angular 
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o energía, esto no se refleja en el mo~i~~~t~de' ~guna .de las otras dos masas, y siendo 

la fuerza gravitacional un campo consemti~o,· iá. ~nergía total (tomando en cuenta los 

tres cuerpos) y el momento angwar debieran conservarse pero no sucede así .debido a las 

suposiciones que se han hecho. De modo que la única constante de movimiento en este 

problema es la Constante de Jacobi. 

Las ecuaciones que involucra este problema sólo pueden ser resueltas numéricamente, 

es decir, aproximando los valores exactos usando computadoras y. los .correspondientes 

métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales. 

La computadora es una herramienta poderosa que ha podi.ciÓ hacer lo que al ser hu­

mano le tomaría mucho tiempo hacer para la solución de este tipo ·de problemas matemáticos. 

Sin embargo al no tener precisión infinita, las computad()~as ·.acumulan errores en sus 

cálculos y, hablando específicamente del Problema Plano, Circular, Restringido de Tres 

Cuerpos, del cual no conocemos la solución analítica para el movimiento de la partícula, la 

única forma de saber si la computadora está calculando la órbita: correctamente es moni­

toreando el valor de la Constante de Jacobi. Dependiendo de por cuánto tiempo deseemos 

conocer la trayectoria de la partícula nos tenemos entonces que conformar con una "ra­

zonable" conservación de dicha constante hasta cierto número de cifras decimales. El no 

conocer la solución del movimiento de la partícula de antemano, nos obliga a confiar en la 

trayectoria calculada por la computadora basándonos exclusivamente en la conservación 

más o menos precisa de su constante de movimiento. 

En esta tesis se analizará precisamente este criterio de conservación que es uno de los 

criterios más utilizados para evaluar la calidad de una integración numérica y se demuestra 

que bajo ciertas circunstancias este criterio puede no ser un buen indicador de la calidad 

de los resultados, ya que estos presentan cambios cualitativos (no cuantitativos) impor­

tantes. Cambios a los que la Constante de Jacobi no es sensible. y se deben a los errores 

numéricos que se acumulan durante la integración. Es decir, se pueden obtener órbitas 

cua:litativamente incorrectas a pesar de tener una buena con8ervación de la Constante de 

Jacobi. 

En el primer capítulo de esta tesis seAed11ce. la expresión para la Constante de Jacobi 
-_·· --_-,,-. --·--' 

en términos de la posición y velocidad de la partícula, referidos al sistema con ejes rotantes 

y origen en el centro de masa de los dos cuerpos masivos. 

En el capítulo II se describen las ecuaciones de movimiento que integra el código 
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numérico y las tres subrutinas principá!es que lo conforman. 

En el capítuJo Illse describen las órbitas .resonantes y se explica en primera aproxi­

mación qué sucede en una órbita resonante. 

En el capítulo IV se presentan los resultados de las integraciones numéricas tanto de 

la órbita resonante como de la no resonante y en el capítulo V se presenta un estudio 

preliminar sobre la sensibilidad del valor de la Constante de Jacobi a medida que se van 
' ' 

acumulando errores en las 4 variables de posición y velocidad de la partícula. , Para esto se 

fueron haciendo cambios sobre cada una de las variables dejando fijo el valor de las demás. 

Al final de este capítulo se presentan las conclusiones. 
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CAPITULO l. EL PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO 

DE TRES CUERPOS 

1.1. Definiciones y ecuaciones de movinúento 

El problema consiste en describir el movimiento de una partícula infinitesimal que se 

mueve bajo la influencia gravitacional de otros dos cuerpos masivos que giran alrededor 

de su centro común de masa (CM), en órbita circular. En este trabajo supondremos que 

Ja partícula orbita en el mismo plano que definen Jos dos cuerpos masivos. Una condición 

muy importante es que esta partícula es tan pequeña que no afecta las órbitas de los dos 

cuerpos masivos y estos sí afectan a la partícula. Por esta razón nos referiremos a la 

partícula como una partícula sin masa, sin estrictamente así serlo. 

A este problema se le conoce como el Problema Plano, Circular, Restringido, de Tres 

Cuerpos (PPCRTC). 

Como se trata de un problema con tres cuerpos, sea' mí Ja masa del cueq;o p~imario; 
m2 la masa del cuerpo secundario (con m2 <mí) y a!~ partícula sin m&lÍa Ja lla~are~os 

·-- -·o . . - - . i. - - - • - .- - - . -- o· .... ~ - - , . - . --

P. La distancia entre m1 y m2 es constante p?r lo.qÜ~ podémos Clefinii.Ja ~omo 'nuestra 

unidad de distancia, es decir: 

. (1.1.1) 

donde a es el semieje mayor de)~ órbi~a; que en ~ié ,caso collicide con el radio. 

Para definir una ullid~d,d~ m~~t~~érit~s;Ja ~Üfiladé l~ mJ;as; es decir : 
.... ',·· ¡:.···.--,, ' ..•. '·-" / ,, -

~: •. 111f }2~ 21 ·.·· {1.1.2) 
',· 

El secundario . iie°'e una \f;J~cfci!i~"a~~ar co~t¡nfe respecto 

permite defutir la ~d~d d~ Ú~~~g''clé i~ si~e~té n;ru:ler~: . . 

al primario, esto nos 

{1.1.3) 

donde 11 está dada por: 

(1.1.4) 
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y G es la Con5tant~ Unlversal de ~Gravitación qtie en nuestro nuevo sistema.de unidades 

debe tener un valor unitario p¡¡;~ q~e ~e cumpla ia. ecuación 1.1.3. 

Usando la defuución (i.Ü)y con G = · l, si tlene: 

G(m1 + m2) = 1 , 

de aquí definimos: 

Gm1 =:µ1, (1.1.5) 

y 

(1.1.6) 

De estas dos últimas definiciones podemos ver que: 

(1.1.7) 

De aquí que µ 1 y µ 2 son las masas de los dos c_uerpos masivos en nuestro nuevo sistema 

de unidades. 

Sean dos sistemas de referencia Cartesianos, uno. con ·ejes. que rotan. a la. misma ve­

locidad angular de m 1 y m 2 y el otro con ejes no rotantés;· Ambos sistemas de referencia 

tienen origen en CM y en t =O sus ejes coinciden; 

Las coordenadas de P respecto al siste~a nó rotanÍ~ son (X', Y', Z') y respecto al 

sistema rotante son (x,y, z) (Ver Figl.l). Aunque P _se está moviendo en un plano y no 

tiene coordenadas Z' y z, éstas se tomarán en cuentapara los cálculos ya que el momento 

angular sí tiene esta componente y en general ·esta restricción no es obligatoria. 

Respecto al sistema rotante, el primario y_ el secundario están en reposo. Las coorde­

nadas medidas desde CM para cada una de las masas son (-µ2, O, O) y (µi, O, O) para µ1 

y µ 2 respectivamente. Mientras que respecto al sistema no rotante, sus coordenadas son 

(X1', Y1', Z1') y (X2', Y2', Z2') que dependen del tiempo para µ1 y µ2 respectivamente. 
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Fig. 1.1. Los dos sistemas de referencia con origen en CM. El primado tiene ejes fijos y et no primado 

tiene ejes rotantes. Las dos masas y la partícula tienen coordenadas en cada uno de ellos relacionadas. Los ejes 

Z' y Z coinciden con el eje de rotación que sale del punto O y es perpendicular al plano de la hoja. 

Aplicando la 2ª Ley de Newton y utilizando {1.1.5) y {1.1.6), la ecuación de movimiento 

para P en el sistema {X', Y', Z') es: 

{l.1.8) 

.·. ·. ·.- - -

La ecuación {1.1.8) representala f~erza por ucldad de masa que siente la partícula y 

i:. representa 1a segunda derivaéia teinpora1 ~e r.' núa Fig 1.1 vemos que: 

r~ d: {Xf - X') 2 + (Y{__: Y!) 2 + (Z[ - Z') 2 {l.1.9) 

y 

r~ =(X~ - X') 2 +(Y~ - Y') 2 + (Z~ - Z') 2
, {1.1.10) 

donde fi y f:i son los vectores de posición relativos entre P y las dos masas respectivamente. 
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Poniendo Ja ecuación (1.1.8) en componentes: 

.. , X(-X' X~-X' 
X = µi--3- +µ2--3-- • 

r 1 r 2 
(1.1.11) 

.. , Y{ - Y' · Y~ -Y' 
y = µi--3- + µ2--3- , 

r 1 r 2 
(1.1.12) 

.. . z(,... Z' , · . z~ ...;, Z' 
Z'=µ1--3-+µ2--3- · 

· r 1 · · · , r 2 · 
{1.1.13) 

1.2. La constante de _Jacobi 

·.· ··. '., '·. ·' 

En el PPCRTC no se conservan l~ éiiri~gí~m~~áru¿a total, ni el momento angular 

total del sistema, debido a que P no ~fri¿ta.JiÜ> Órbita5 de los ~~erpos inasi~()s. Si~ eiiibargo, 

existe una constante de movimient6 llaiií~<l~'1a c()~tante d~ Jac()bj .•. ~ futegr~ de Jacobi. 

En esta sección deduciTemos l~ ~~~e~i¿n pari ~t~ constant:ide movimiellto. . 

Las coordenad1J.s ele P e'i; eJsiste~~'·ri~ r'Cit~t'e, ristáll e1úé~no~ de s'Us ~()orclenadas 
en el sistema rotante, ·con o~ig~~-e~C}.f; d~la ;igwe~t~ f,oriiia: 

:_··: .. _.; . ·. 

X'= Xcosnt--:ysinnt,-

Y' =.~sin rit + ycosnt , 

Z'-=z. 
_. ;- : --~ /~·:_· _·,<. ·, ' .',, 

(1.2.1) 

(1.2.2) 

(1.2.3) 

Aunque en nuestro sistema ele UíÍidades la n'es ullitaria, la voy a conservar en las ecua­

ciones para ver cómo aparri~én tér~()~ de,v~Jocidad y ~celeración debido a que ~tamos 
montados en un sistem~ qu~ g~~. \ /' > :e . . . .. _· ' 

Derivando. las tres' Afth11as ~ ~~uaciones ;esp~ét~ al. tiemp~ obtenemos: 

·X' ~éos,~tÜ'~~~)-~~in~tW+nx), 
Y', =·cos~~(~¡ ~x) +'~in n,t(xt ny) , · 

Z'=z. 
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Derivando una vez mas resp~cto,0al tieinpO tenemÓs que: 

X' = cos nt(x - 2nli ~ n2x)- sin nt(ii + 2nx - n 2y) , 

Y' = c~s nt(ii + 2n~ - n 2y) + sht nt(x - 2ny - n 2x) , 

Z'=z. 

De la misma forma, transformamos las coordenadas del primario: 

x¡ = x1 cosnt -y1 sinnt,, 

Y{= x1 sinnt ;+ Y1 cosnt, 

z: = Z1, 

y para el secundario tenemos que: 

X~= x2 cosnt - Y2 sinnt , 

Y~== x2sin nt + y2 cosnt , 

Z~=z2; 

(1.2.7) 

(1.2.8) 

(1.2.9) 

(1.2.10) 

(1.2.11) 

(1.2.12) 

(1.2.13) 

(1.2.14) 

(1.2.15) 

utilizando las ecuaciones (1.2.10) a (1.2.15) conlas ecuacÚmes (1.2.1) a (1.2.3) obtenemos: 

y 

Y{-Y' = (x1 :.:.x)sinnt+(y1 -y)cosnt, 

z: ;_ Z 1 = Z¡ ~ { 

X~ - X'= (x2.,... x) cosnt - (y2 - y) sin nt , 

Y~ - Y'= (x2 - x)sinnt + (y2 -y) cosnt, 

. (1.2.16) 

(1.2.17) 

(1.2.18) 

(1.2.19) 

(1.2.20) 

(1.2.21) 

que son las coordenadas de. r¡ y f2 en el sistema inercial, en términos de sus coordenadas 

respecto al sistema rotante. 
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Sustituyendo las ecuaci~nes (1.2.7) a (1.2.9) en las ecuaciones (1.1.11) a (1.1.13) y 

usando de la ecuación (1.2.16) a la (Ú.21) r~pé~ti~me~t~; ti~ qued~ q.i~: ·.:.. - .-':._··' . ,.. ,_- -; __ . ·,- ·.. . -

y 

x' = µ; [(x1 - ~) éo¿nt':::. (1/1-'v> shirit] + µ;[(x2 :.;';;>'~cis~t- tv2 -v)'sinnt] = 
r 1 :. . · - · - <· .. :·: r 2 •: . --: ,., :, ·-· 

,., .·: ... ·.. ·,' _-,;··, ___ :·.·_ . ' 

. cosnt(x - ::Ín!i,7 n 2 x) --sin'1t(ii-+ 2n:i: :..:n2y) ' (1.2.22) 

Y'= µ; ((x1 - x) sin nt+ (~;;...:y) C:C>~rit]~ il; [(;; ~-,.~)·s~nt+ (y2 :..:y) cosnt] = 
r 1 ·':·.·. ::• ... :· :.::c .!"2<·:·_.:. > ._ .,·· 

cosnt(x-2n!i::::.ri~x):::_~iri;t(ii:¡_272~ -n2y), 

z' = -[ ~i;+i~i] ·~¿. 
En esta última ecuación usamo~ el Ji~~h~ cle que z1 = z2 = O. 

Como estamos referidos al sistema que ;~t~c~~ brigen en CM: 

r~ = (x _ (-~;))2+ y2+ %2 

(1.2.23) 

(1.2.24) 

(1.2.25) 

(1.2.26) 

Ahora multiplicando (1.2.22) y(i'.2.;~)·;~~ ~~s~t y sin nt respectivamente y sumando 

ambas obtenemos: 

.. 2 . 2 [µ¡ ( ) µ2 ( >] X - ny - n X = - 3 X+ µ2 + 3 X - µ¡ . 
r 1 r 2 

Recordemos que las coordenadas del primario y secundario referidas al sistema rotante 

son (-µ2 , O, O) y (µ¡,O, O) respectivamente y no varían en el tiempo. 

Multiplicando las mismas ecuaciones pero ahora por - sin nt y cos nt y sumando ambas 

obtenemos: 

.. 2 . 2 [µ¡ µ2] y+nx-ny=--+-y. 
r~ r~ 

En esta última se utilizó el hecho de que el primario y el secundario están sobre el eje 

"x" rotante y por lo tanto y¡= Y2 =O. 
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Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento d~ lii' partícula referidas a ~ siStema que 

rota junto con el primario y el secundario y con origen en CM son: 

(1.2.27) 

(1.2.28) 

(1.2.29) 

esta última por. (L2.9) y (1.2.24) .. Not~qu: :~ l:do der~cho de l~ e~uacion~ (1.2.27) . a 
; .····,- • k- ••••• • -.-.. • •• ' 

(1.2.29) sólo depende de la.posición,.porJo.taD.topOdeID.os definir una función escalar U 

tal que: 

·u= uc~.y;z), 

que está dada por: 

(1.2.30) 

Calculando las derivadas parciales d~' esta ~~ió~.·-~cél.Jar ~especto a cada una de sus 

variables y tomando en cuenta que: 

y además: 

~ .(·. i) = _X+ µ2 ' 
8x r1 . . r~ 

8 ( l)i . y 
8y r1 • = - r~ ' 

8(-1). ·•.z. 
8z r 1 = ~ r~ ' 

~ (2-) = - X - µ¡ 
8x r2 .. r~ ' 

:V(:J=-~. 
!(:J=-~· 
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(1.2.31) 

(1.2.32) 

(1.2.33) 

(1.2.34) 

(1.2.35) 

(1.2.36) 



Obtenemos las parciales de U como: 

au · 2 [µ1 ( · µ2 J -8 =n x- -.3 x+µ2)+3(x-µ 1) , x . r 1 · . r 2 

a.u .. · 2 .. · ·[ii1 .·.µ2] -=ny- -+-Y 
8y···· .. ··.·r~r~' 

au.· [µ1.· .•. ·.·· .. ,µ. 2] -=- -a+a. z. 8z r 1 .... >.r2 . · 

{1.2.37) 

(1.2.38) 

(1.2.39) 

Con estas relaciones.pódemos re~ciibir las ecuaciones de movimiento (1.2.27), (1.2.28) 

y (1.2.29) de la siguiente for~a: 

.. 
2 

. au 
·x- ny = 8x ' 

.. 
2 

. au 
y+ nx=-a ' ... y 

.. au 
z= .az. 

(1.2.40) 

(1.2.41) 

(1.2.42) 

Aunque U está definida positiva; esto ·es por pura convención. Para hacer que esta 
r • ,:·.- -.. - ,:;,. : •• .- .- • -; - • • - '_ ------· ~-'. _-, 

función sea tratada como usu.alinente se haee en fisiéa, .con .la energía gravitacionru, pode-

mos definirla de la sigÚiente ro'rma: 

·u·=-U, 

con esto las ecuaciones (1.2.40), (1.2.41) y (1.2.42) se pueden reescribir como: 

.. 
2 

• au· 
x- ny = - 8x ' 

•. 
2 

• au· y+ nx=---, 
8y 

.. au· 
z = - 8z · .· 

(1.2.43) 

(1.2.44) 

(1.2.45) 

Si el lado izqtúerdo de estas tres últimas ecuaciones son. las. aceleraciones sufridas 

por la partícula, entonces a u• es un pseudo-potencial. Los términos 2ny y 2n:i: son 
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los correspondientes á la5 a~eleracio~es d~ CorioliS que a~IU'eceD. por e8tar referidos a un 

sistema no inercial, como era. dé esperarse. 

Multipliquemos las ecuacion~ (Ú.4Cl), (i.2.Ú) y (l.2;42))>or x, y y~ respectivamente 

y después las sumánios, d;mdo co~o ~es~tác:l~: ' ;.> • · 

'"'e'" 

... +· . ·-'+· ... au, +· · ·.auY+• .. · au. xx yy zz= -x -y -z 
· 8x• · ··~y>. 8z ' 

de aquí que: 

xx+v:V+ú = ~¡;. (1.2.46) 

Integrando la ecuación (1.2.46) res~~~~o~ ti~mpb ~btenemos: 

~(x2 + il + z2 +'02) ==u - C1 , (1.2.47) 

donde: 

,¡,2+iJ2.+z2 = v2, (1.2.48) 

y v2 es el cuadrado de la magnitud del .vector velocidad. 

Usando la ecuación (L2.48) en la ecuációii. (1.2.47) y desarrollando obtenemos: 

(1.2.49) 
- . - ' -· - - -

. . .. - . 

con 0 1, C2 constantes de inteÍ¡raclón y Ój = 201 + 0 2 ; 
De aquí que: 

(1.2.50) 
... ,. ' . 

Con esto quedademostrado que en.el PPCRTC existe una constante de movimiento, 

llamada la Constant~ d~ J~~obl q~~· ~t'á <lJ~~Jitl~1'da ;or Cj y que se puede expresar en 
- . ·:. ;.· - ··- 1, .. • .•;, .- •.• -:-- •. • _., •• '.' . 

términos de la posicióll. y velocidad'de la piJtícUI<I. re8pe~to al sistema rotante y con origen 
• - - • - •• '' - : 1 " ., , • ' • '~ " - • • 

en CM. '? 
Sustituyendo las ecuacf~nes. (l~Úcl)"y (i.2'..:Ís) :~ (Í.2.SO) se obtiene: 

. - . - . " - ,( . - . . : ; '. . ~ - ' 

ci = n2(x2 +y2) +2 ('µ1;µ2) .. ···~,¡,2 -'f12-.z2. 
r1 r2 

(1.2.51) 
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' -· ·. . --
Esta es la única constante de movimiento en-el PPCRTC por lo que éste no puede 

. ' . . -~ - .' -• -_ . ; .: ,. :'. .: .' _«; _- - _· . . . . ' ' 

ser resuelto analíticamente y son necesarios métodos niíme~ico5 para réSolverlo: Como las 

computadoras no tienen precisión infinita, se tie~e uno <J.u'e ~onforuí~ c()n Ulla conservación 

hasta cierto número de cifras significativas en C1 '<debido ~ '1a ~cumulación:·.en, Ío5 e~ores 
numéricos), para decidir si el método numérico ~t;ili~~d~,está hacieD.do bieri o mal la 

·.; .. --;-

integración. _ _ _ .. ':- , ·. , _ : < __ .__ _ •~ ., _ _ 

En el Apéndice A se hace una deducción de la Consta,¡ié dfJac~b~u';;and~ formii.llsmo 

Lagrangiano y Hamiltoniano. . ... .- ... . ,. :·t 
La aproximación al P PC RTC es común en la. solución a 'I?uéhcis s·i~te~~ dinámicos. 

En particular, en el Sistema Solar en muchas ocasiones sólo se tolliaii. én ~lienta la atracción 
- - _.,_ .· ,. .: ... ~ . ··:.; ~ .. : . : ' - . 

gravitacional de Júpiter y el Sol con los cometas y eón los asteroides y, en el caso de anillos 

planetarios, las masas del planeta y uno de sus satélites. 

14 
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CAPITULO 2. ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

2.1. Ecuaciones de movimiento con el origen en el primario y ejes no rotantes 

En el capítulo anterior se demostró que en el PPCRTC existe una constante de 

movimiento. Respecto a un sistema con ejes X', Y' que no rotan y· origen en CM, para 

P las ecuaciones de movimiento están dadas por (1.i.11) y (1.l.Í2),· si restringimos el 

movimiento de P al plano definido por la Úblt~ cÍ~ ~i ; ~2· .< 
- ·-':"'; .. ·~:-::.~---·- _- .. ::-. ·- ,-:_:(._;' . ' . 

A continuación deducimos las ecuacionc5 de riÍov~ent~ ¡):ira·~. sólo que ah~ra en un 

. sistema de referencia con origen en ~¡ y eJ~~,q~~'~c, ~:ti1ui;' 1~o~'í:Wt'6';rif nci Íie~e ninguna 

ecuación de movimiento por ser el orige~~ ;: i Y 1 
, •• ·· '• ' 

1°_'~ :' ·;,, · . ' 

De acuerdo a la notación que heriÍos ~tilÍzido,'f~ el ;e~tci~ d1i'fosición'dela partícula 

respecto a un origen arbitrario y fi es ~l vectord~~~~Í6iód,relati~6á11,;¡1 de P (Ver 

Fig.1.1). En este capítulo estamos poniendo el o~igeri•eri rn1~p~~'.Ío,: qu~ ¡:- c~iriclde .con 

f1. En la Fig.2.1 se observan los vectores de posición de IÓ(dos c~e~C>s lliasi.;..os y dela 

partícula respecto a un sistema de referencia inercial con'origen,árbftrai.io'O ~ con ejes 

fijos. Relativos a m 1 , se muestran los vectores de posiciónde ia'p~ir~rii¡; ~~d~la JllÍS~ª 
notación que en el capítulo anterior (Ver Fig.2.1) y définie~do.e1;;~t~r·'fit~'k; f1!2 ~ que 

tiene componentes X{ +X~ = X{.2 y Y{ + Y~ = Y{,2 -.--:..:·::,_·;,- ·· 

Aplicando la 2" Ley de Newton y la Ley de la Grn-jtaCi~n 'Jni~~rsdl en el sistema 

inercial para cada uno de los cuerpos (recordemos q~~ lip~fícu};i~~ ejer~efuerza·grav­
itacional sobre m 1 y m2), se obtiene: 

(2.1.1) 

(2.1.2) 

(2.1.3) 
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Fig.2.1. Los vectores de posición respecto a un origen arbitrario O que es inercial y los vectores de 

posición respecto a un sistema con origen en m1 que está alendo acelerado por m2, por lo que no es inercial. 

La ecuación (2.1.3} representa la fuerza por unidad de masa que siente .la partícula, 

debida a la presencia de m1 y m2 y las ecuaciones (2.1.1} y (2.1.2} son'las'fuerzas que 

sienten las masas por interacción gravitacional mútua. 

De la Fig.2.1 podemos ver que r1 = R - R1 y r1,2 = R2 - R1. 
'· . " 

Las segundas derivadas temporales de estos vectores, calculadas en el sistema i nercial, 

son: 

ii. = R.-i'i.1 (2.1.4} 

y 

(2.1.5} 
.. .. .. 

Sustituyendo en las ecuaciones (2.1.4} y (2.1.5) las expresiones para Ri. R2 y R de 

las ecuaciones (2.1.1), (2.1.2) y (2.1.3) r~pe,ctivamente, tene.mos 'que: 

y 
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Agrupando términos en estas dos úÍthnas ec~adones -obtenemos: 

(2.1.6) 

y 

' ' -.. . . ': - . ·r¡ 2 
r1;2 = -G(m1 + rn2)-t-. (2.1.7) 

,_ , ' -~ ~ /~; .. ~·· .. --~'::_1,2 ,i,'. -

Las ecuaciones (2.1.6) y (2.1.7) son las ecuaciones de movimiento para Ja partícula y 

m2 respectivamente. 

En.este sistema de referencia los ejes no estáurotando,,p,er~ elorigen (m1 ) está 

sufriendo una aceleración debida a la presencia del sec~darib, por ]b t~iito',· ést~, no es 

un sistema inercial. En la ecuación (2.1.6), los dos primeros >té~Jiiinos d~Í· l~d~ Clereclio 

representan las interacciones entre P y cada una de la.5 nia'iias (ver; e~~~ción(2.1.3)), 
~entras que el último término corresponde a la aceleracicSnq~Cls

0

Üfr~ el
0

prfuiario .d~bido al 

secundario (ver último término en la ecuación (2.1.1)): Al último' ié~ó·-~n l~ ecu~ión 
(2.1.6) se le conoce como término indirecto y aparece cC>riio'co~~~~encii''de la elección 

,: ·--·-- ·.o-_-.-_--·. - . ' 

de un origen que no está fijo, en el que, si bien los eje~ 
0

nÓ rotari/el o'rlgen se mueve 
, -,( ::~ : .' ' .. ··•e :'··' . ··:-. . • 

alrededor de CM. Si nos referimos a CM, el ténnino indirecto no ~parece en la ecuación 

de movimiento de P (ver ecuación (1.1.8)). 

Por su parte, la ecuación (2.1.7) es la ecuación de mo~imi;ht;~Jelatl~~~tr~ 77l~xm~. -
En ella aparece la suma y no la multiplicación de las m~as, debido-ta~bién ~ qúe el origen 

está en m1 que no está en reposo. Sin embargo, la sbh.iéióii a,e5t~''~ci'í'iciÓ~' es la lliisma 
. ·::·é'!,. ,' i, :'."' }¿:;_· .. _:;:.:;,\.º: :,-,,".;~·;:'···:_':,;·.::e~.-?;;-··;.·.::..-- , · 

que la del problema de campo o fuerza central, es decir, la trayectoria' que describen la5 
·-',:, .. ·,-

masas es una cónica en general y su energía depende de las éC>ndiéióneS' iniciales:' En este 

caso particular, la órbita de m 2 alrededor de ~1 dese;¡¡;/~ círcitlo' y ;Or· l~ t~~to~stán 
"amarradas" gravitacionalmente. 

Definamos ahora: 

(2.1.8) 
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Usando esta definición junto con (1.1.5) y (1.1.6), las ecuaciones (2.1.6) y (2.1.7) se 

pueden escribir como: 

~ fi,2·· 
r1,2 = -µrr. 

1,2 

2.2. La necei;idad"le un c~digo numérico 

(2.1.9) 

(2.1.10) 

Escribiendo las ecuaciones cÍe''Jlló~lntl~I1tÓpara P y m 2 (ya que m 1 no se mueve en 

este sistema) en componente~:·' · :, · •· 

.-:·· -.>. :.-:-. ·-· 

x(+'.i~. ·· ]·. 
- [(X' )2 + (Y:' )2)3/2 . • 1,2 ' - _. 1,2 -- -

(2.2.1) 

(2.2.2) 

y 

(2.2.3) 

(2.2.4) 
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recordando que: 

r~ = (XD2 + (Y{}2 ' 

r~ = (X~)2 + {Y;)2 , 

r~,2 = (Xt~)2 + (Y{,2)2 · 

y que las x¡ y Y/ son coordenadas Cartesianas con origen en m1 y ejes no rotantes. 

Las ecuaciones (2.2.1) a (2.2.4) forman un sistema de segundo orden, acoplado, no 

lineal. Hasta la fecha no existe una forma' de resolver este problema analíticamente, por 

lo que es necesario aproximar la solución de forma numérica y ésto implica un integrador 

numérico o código. En la siguiente sección se habla brevemente sobre el que utilizamos 

para encontrar soluciones numéricas aproximadas. 

, 2.3. El código numérico 

En esta sección se explicará de mánera breve el c6digo que utilizamos para integrar 

la órbita de una PaI1;ícula; , ,, _,_ 2 , • _ ,-

Hay varios códigos' i que illtegran ecuaciones diferenciales. Para -está tesiS usamos 

uno que utÚiz~ el ;i}ét~do' na:Ji~clo' 1:1ulirsch - Stoer que apare~e ~D. I~ 2a. 'edi~ión de 

Numerical R~dpe~\P;ess-~~ ~l;',1~92).· Este método nos asegura gran precisión a bajo 

costo de CPU.;,\ ;::'.< '':'.· :, • 

En este probl~n;_a con~cemos los valores iniciales de las variables dependientes tanto 

en la posición·:~omo en, la velocidad, Ilamémoslas X¡'s, la variable independiente será el 

tieÍnpot. El obJeti~Ó es obtener una lista de valores para X¡(t~) • . durante todo el intervalo 

que dure la int~grabión, donde t0 < tk < t¡ con to= O y t¡ l~s-puntos inicial y final de la 

integración ~espectivamente. 

El método Bulirsch - Stoer consiste en avanzar las variables dependientes eri iln 

intervalo de tiempo H, el cual a su vez se subdivide en_interwlos de longitud h. El Íl:úmero -

de subintervalos está predeterminado y tiené im IÍnÍite.' Para este caso n ,; 1, 2, 3, .... , i2. 
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X¡ 

ei . 

•• 1r..po1ac16"1 J 
ª· Oo pasos 

t+H 
'; ·;_·. _' 

Fig.2.2. El paso H -e~ Subdividido en primera lnst&ncia· en dos subinter~os, evaluando en Cada_ uno de 

los extr~mos~· Se·r~a~i-~.~~-~~-~- ~-~~-;:~~l~i~~:·a ~-,~- oo'y ~t_nO.se_~C?'ánza,~Í~ pre~idón. req~~Í-td8..se subdivide en 

má.s subinterval~S. C~~~~d~--~~ 8:1~anza_el ~~lm~ de-·aubi~t~r"a!~~ a_ d
0

ivid.ir (n 7 .f2j, si~ al~anza.r la _~r'ésidón 
•••• •'+ -· - ., •• 

requerida s·~- feducé .e·l- t~m~fio de-1 paso H. 

En cada extremo de los subintervalos se evaluan ·las funciones X1 y mediante una 

extrapolación polinomial en potencias de h se ajusta una curva en todo el intervalo H. 

Las ecuaciones que integra el código son las ecuaciones de movimiento de la partícula y 

del cuerpo secundario (ecs. 2.2.1 - 2.2.4) y los resultados que se obtienen son las·p~sicion~s 

y velocidades de cada uno de ellos a distintos tiempos durante el intervalo de integr~ción 

[to, t¡]. 

La parte fundamental del integrador está formada por tres rutinas anidadas llamadas: 
; -, .·• _e, .. • 

algorithm, stepper y driver. A continuación una breve explicación de como funciona cada 

una de ellas. 

LA RUTINA ALGORITHM 

Con la información proporcionada por las segundas derivadas evaluad~ al tiempo t, 

esta rutina regresa valores de las variables dependientes al tiempo t + h. No hay forma 

de que esta rutina tome alguna decisión en cuanto a si los valores encontrados cumplen 

o no con la presición requerida para hacer algún tipo de ajuste. La subrutina llamada 

STOER/vl fue diseñada para sistemas en donde la fuerza no depende de la velocidad, es 
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- - -

decir, para sistexnás cons~rvativos, como-lo es-en nuéstro caso el cámpo gravitacional. Por 

esta razón utilizamos esta subrutina que apareée tambie~ en Numericalllecipes. 

LA RUTINA STEPPER 

Esta rutina es la encargada cle llamar a la rutina algorithm. AqÚí están contenidas las 

fórmulas básicas del método Bulirsch - Stoer. Esta rutina decide acortar el paso cle ser 

necesario y llamar en cada ocasión a la rutina algorithm hasta que s~ ale~~ uii criterio 

de error predeterminado por el usuario, criterio que se maneja con -el parámetro eps.-

El nombre de la subrutina que usamos es BSSTEP y lo que hace' es inci~mentar .. , . · ..... 

el intervalo en el tiempo en un valor H, el cual es subdividido en primera' instanda en 
-- . . 

dos subintervalos evaluando las X¡'s en los extremos de éstos regresando nuevós valor_es en 

t +h. De ser necesario subdivide otra vez el intervalo H pero ahora en un número mayor cle 

subintervalos y se hace otra evaluación. Cada evaluación es hecha por la rutina algorithm 

y el número máximo de subdivisiones es en nuestro caso n = 12. La extrapolación se 

hace cle tal forma que regresa valores obtenidos con n = oo {ver Fig.2.2) junto con una 

estimación en el error, si éste es satisfactorio, de acuerdo al criterio ciado por el usuario, se 

sigue entonces con el siguiente paso H y si no lo es se sigue con la siguiente n (subdivide en 

más intervalos) y vuleve a evaluar. C~.;_;;:;¡¿ -~e- llega ·a1, -iii,~o·ae subdivisiones, en lugar 
,, ,,#.,, • 

de seguir subclivicliendo, reduce el paso H y comién'ia á'.subclividirlo en n = 2, es por esta 
: _ _, • .,, ' " ' . L·:-

razón que a este método se le conoée cbíno cle paso variable.
1

1 • ; ! 
~· ...... ··-·--····.. -... --•.. .., ... J. 

LA RUTINA DRIVER 

Esta rutina comienza y detiene la integración, almacena resultados intermedios y 

sirve de interface con el usuario. Para nuestros propósitos usamos la subrutina llamada 

ODEINT en libro ya mencionacloy como datos cle salida cle la subrutina tenenioslos 

valores de las X;'s en el intervalo [t0 ,t¡]. -Cualquier cantidad relevante para gi:afic~¡mede 
ser calculada a partir de esta lista. Poi ser este método de paso variable s~ re~túer~ d~ 
un paso de tiempo mínimo de tal forma que si el paso es mayor a éste entonces el dato se 

almacena, esto es para evitar una satilración de datos. 
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CAPITULO 3. ORBITAS RESONANTES 

3.1. Orbitas Resonantes de primer orden 

Analizando geométricamente un caso muy general de una resonancia, tomemos dos 

cuerpos moviéndose alrededor de un cuerpo central. La Fig.3.1 muestra la configuración al 

tiempo t0 y a distintos tiempos de las órbitas. Como podemos observar, la conjunción 

se da en el periápside del cuerpo interior (a), que en nuestro caso es la partícula. Sea 

T' el período del secundario (exterior) y T el período de Ja partícula sin masa. (b) En 

T = {1/4)T' y despreciando cualquier interacción entre ambos, Ja partícula está ahora en el 

apoápside de su órbita y aunque este es el punto de máxima aproximación entre las órbitas 

de ambos, el secundario no está cerca para afectar a la partícula. (c) En T = (l/2)T' 

la partícula está otra vez en su periápside y el secundario ha recorrido Ja mitad de su 

órbita alrededor del cuerpo central. {d) Cuando la partícula vuelve a estar en el punto 

de máxima aproximación, es decir, en su apoápside, el secundario está a 90° de distancia. 

{e) El sistema vuelve a su configuración' original cuando la partícula ha completado dos 

órbitas y el secundario sólo una. En este caso decimos que Ja partícula está en· resonancia 

2:1 con el secundario. 

En otras palabras, una resonancia se dacuando·podem~s escribir.el cociente deias. 

velocidades angulares promedio de P y• del. se~Und~i~ ~h • térnil~os del·. cocient~ ·.de dos 

números enteros, es decir: 

(3.1.1) 

donde n' y n son las velocidades angul~es ~ro~~di~.d~l sectiridario y.Ja partícula respec-

tivamente y están definidas en la ecJ~ciÓn ci:i..4) c~~ p ; q enter'O~. . 
,· - . ,. : -~ -~ .; ,::· } ·' .. : '-·, . ' -·, ·~. . . - . ·. -

De la ecuaciones {1.1.4) y {3:Ll) p.o.~emos deducii: la siguient~ relación: 

. ,, .. ' •'. , ... 

donde a y a' son el semieje mayor de la partfculay del secundario re8pectivamente. En 

una relación p + q: q, a q se Je conoce ·como el orden de.Ja reson~cia. 
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Fig.3.1. Posiciones relativas entre el secundario (círculo mediano en negro) y la partCcula sin masa (círculo 

pequeño). (a) La conjunción ocurre en el perláp~i~e ~~. 1.~ P_~tfc~~a. (b)' La partCcula ha recorrido media órbita 

y m2 sólo un cuarto de su ó~bit~ (e) ~e' h~ ~~~~e,ta~d·~··~~··;ed~·~o de P y m2 está a mitad de.su órbita. Este 

punto es el más cercano en~re·1~ d~s Ó~bit~J ~üriC~-)l~gan a en~ontrarse en este punto. (d) La partícula llega 

una vez maS al a~Oáp~ici~··.~~-·:~¿·~~~~t'a ~·;r,i~,'~~Á·~~~i~·~~:~r ~~~Plet8.r un perlodo.· (e) Se:da i~ conj~nci6n cuando 

P ha compl~iad~~·~os -~.~~-(~~;~'~ /~.',~-~~~~~';¡~ ~~,;~· ~~~. 

Ennuestro caso la relación es·2:1, por lo tanto p = 1 y q = 1, así, de la ecuación 

(3.1.2) pod~m~~ e~cori~~~';Iselllieje iniclal de la p~tícula al cual va a .estar en res~nancia 
. ', 1-.-.. " -·_,· ......... · ' 

2:1, es decir: 

. .. (. µ1 ).1./3 a=a' - , . 4 . (3.1.3) 
' ·' . 

será el selllieje mayor al cual la partícula completará dos órbitas mientras que el secundario 

completará sólo wia. Si qti~reníos al se~eje en unidades del semieje may~~ del secundario, 

es decir, tisando n~estr~·convención para las unidades de dil;t.¡mciá, obtene~os: 
~.'.;\ 

~ =(· µ1)1/3 
·: a' 4 : .. 

Para entender. en primera aproximación la. física que lnvolti.~rari l~'i~o~ancias ob-

servemos la Fig.3.2, éri. ésta tenemos, en Wla órbita illt~~á; ~;iénfa~~. _a la partf~ula y. 

en la órbita externa y ~ircclar al secundario:· ,;.:: 

Cuando ia primera conjunción (en to) ocurre en el' periá.psld~, Í~ siguie~teii conjWI­

ciones ocurrirán en ese mismo punto debid~ á que las fu~rz~ t~ge~ci~~ justoantes y 

justo después del encuentro son iguales y se ~nulan(ver Fig.3.2(b)). Debido~ ~he'l~ fuerza 

radial ejercida por el cuerpo externo sobre p siempre está en dirección opuesta a la ejercida 

por el cuerpo central en la conjunción, habrá una aceleración que lleve a P ha~i~ ~a órbltac. 

externa. Como resultado, la partícula alcanzará su periápside más tarde en. la siguiente 

conjunción, por tanto, la longitud del periápside se ha movido en sentido progrado. 

24 

\ 



(a) 

.....-·o··· ·flpoápside 

e 

....__ B 

(b) 

--- ---
F' r 

Fig.3.2. (a) La partCcula sin masa orblta entre m1 Y m2 ~n eÍ.seOtÍdo de 1~ fi~as. Las conjunciones 

ocUrridas en los puntos_(A), (B), (C) y (D) ocur~~n c~~a;vez m·~~~~rc~ det·:;~riáp~ld~·.debl~o-a 1·~ dlf~renci~ de 
las· fuerzas tangenciales que actúan sobre P- antes,·~ d~s~~és\1~· ¡-~~-c~~Ju~~~Ó·ri ·;·:.~ Í~ du~·;~-~~¡~--d~t··~¡~~;· de 

lntera~ción de estas Cuerzas sobre P antes y -~~~~~~/drra_ ~~~Jun~,i~~ .. -(~)·· ~~~~C~¡~~~·~ -f~~~;:t~,~~~-. (~)'·-~fo~~~ se 

!'l~~~tran las co~ponentes ,-~dial··; ~i~:¡~~~¡j·~-~ J~-~ ~~~:i~~ -~:~~¡~-~ ---~;~~ ~~~~,;~-P :-·: i~ -no~~d¿;~ ~~- ~~-lm:~ª-~~iCa 
,_ - -- - . • - • -- . '. ·- -- . ,,-. ',- - . -· ~-:; - r. -- - - , • .• - • , ., • • - . 

el- momento antes ·de la C¿nj~-0~16'0',:~ t~-,~~i~iÓ~\;;¡~'~d~-,~¡ .:~~~~~to·d~sP~é~;d~··í~:·cd~j~~c·idn.X~: 
·,. ,·;-. 

;,.:,. !~·: :·'f'/ :··;:~..:_.-"' . 

Sin ~ércllda ~~,;::er~d~~. · ~~z~emos . un·. puná • ~r~xhnº ·al · p~ápside y uno 

próximo ai :ápdá.~sld;;, 
En la Fig:3.2(b) ob~erva un acercamiento al punto" Á" marcado en la Fig.3.2(a), 

aquí las tfu:e'!!.S pÚiit~adás ;epresentan la dirección de la.S f~~rzas qu~ actúiin sobre P; justo 

antes de la co~j;m~ión (notación no primada) y just~ d~~puéii de la conjunción (notación 

primada), fa fuerza gravitacional debida al secundario tiene d~s componentes, una tangen­

cial y otra radial, la componente tangencial estará en la misma dirección de la velocidad 

tangencial en ese punto de la órbita y por lo tanto cambiará el momento angular de P, 

es decir, la acelerará ó la frenará. En el punto "A" la partícula se aproxima al periápside 

de su órbita, por lo tanto, justo antes de la conjunción la distancia entre ambos cuerpos 
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es menor que justo después, además la partícula va más lento justo antes que justo 

después, todo esto en conjunto da como resultado que Ja fuerza tangencial justo después 

de la conjunci6n (F/) sea menor que la fuerza tangencial justo antes (Ft)· La resultante de 

estas dos interacciones será en la misma direcci6n y sentido de Ja velocidad tangencial de P 

en ese punto de la 6rbita, por lo tanto, al aumentar su velocidad tangencial ( su momento 

angular) pasará a una 6rbita externa con la consecuente disminuci6n en su velocidad an­

gular promedio (ñ < O) y como consecuencia, las siguientes conjunciones ocurrirán más 

cerca del periápside. El mismo analisis se puede hacer para el punto "B" marcado en la 

Fig.3.2(a). 

Analicemos ahora qué sucede si Ja conjunci6n en t 0 ocurre en un punto pr6ximo al 

apoápside de la 6rbita. Tomando el punto "C" de la misma figura observemos que Ja 

partícula se mueve hacia su apoápside, por Jo tanto, justo antes de Ja conjunci6n, los dos 

cuerpos estarán mas lejos que justo después. La partícula se aproxima al punto en su 6rbita 

donde Ja velocidad es máxima, ésto da como resultado que la fuerza tangencial sea mayor 

justo después de Ja conjunci6n Jo cual se traduce en una disminuci6n del momento angular 

de P y un aumento en su velocidad angular promedio (ñ > O), es decir, Ja partícula pasará 

a una 6rbita interior y las siguientes conjunciones ocurrirán más cerca del periápside. Lo 

mismo ocurre si se analiza el punto "D" de Ja figura. 

De este análisis podemos concluir que el punto estable en este sistema ser.á el periápside 

de Ja 6rbita. Estable en el sentido de que ·todas las conjunciones. que. no ocurran en el 

periápside tenderán hacia este punto y s_eguiraIJ. ocurrienclo cez:ca. d~ éL . 

Como podemos observar, los cambios en ¡'i;: 6rbita de~ cúerpoque'esté. en resonancia 

no serán apreciables en el transcurso de Uil sol() J'eríodo. r..~ int~r¡~ciolles ~ue s~ dan cada 

dos períodos de Ja partícula con el secund~i():ri<l se ~aric~i~·~n nin~ <ltro punto de su 

trayectoria. .. : < · . • •..•.....• > > . · .. , •.. 
Los efectos resonantes son. efectos ~Í:Wnttla'ii~os ~ol:i~e J~ ~~tícúla, que se. observan 

' . ·,. ,. . ' . 

después de un largo tiempo de interacciones entrll'.P y m 2'. 
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CAPITULO 4; RESULTADOS DE LAS INTEGRACIONES NUMERICAS 

4.1. Integraciones de una órbita resonante 

En esta sección presentaremos los resÚ!tados de las integraciones numéricas y las 

gráficas correspondientes. 

En la sección 2.3 vimos muy brevemente cómo funciona el código que usamos para 

obtener los resultados de este capítulo. Debemos recordar que el código integra las ecua­

ciones de movimiento de la partícula y del secundario (ecuaciones 2.2.1 - 2.2.4), que están 

en coordenadas Cartesianas con origen en el primario y ejes que no rotan. Como ya vimos, 

el código da como resultado una lista de valores para las variables independientes en varios 

instantes de tiempo que también están en coordenadas Cartesianas. Las gráficas que pre­

sentamos en este capítulo tienen en el eje horizontal a la variable independiente (t) y en el 

eje vertical no tienen a las coordenadas Cartesianas (x, y, :i:, y). Es común en mecánica ce­

leste graficar, en lugar de las coordenadas Cartesianas, los elementos orbitales instantáneos 

de la partícula, como el semieje mayor (a(t)) y la excentricidad (e(t)). En el marco del 

PPCRTC, éstos no son constantes y cambian en el tiempo, se les llaman elementos or­

bitales osculantes debido a que en cada momento la partícula "visita" elipses distintas, 

es decir, cada una con un semieje mayor y excentricidad distintas a cada momento. Los 

elementos orbitales osculantes se calculan ignorándo instantáneamente la presencia del se­

cundario y tomando en cuenta sólo al primario y a la partícula. Como tenemos cuatro 

coordenadas Cartesianas, necesitamos entonces cuatro elementos orbitales osculantes para 

poder pasar de unas coordenadas a otras (Ver Apéndice B). Los dos elementos orbitales 

que faltan son: el argumento del périapside (w(t)) y la verdadera anomalía (f(t)). Para 

este trabajo, la excentricidad inicial de la partícula es cero por lo que w no está definida 

en t =O y el semcieje mayor (o radio) de la órbita coincide con el eje X' positivo, por lo 

que fo = O. La partícula comienza en conjunción con el secundario, por lo tanto ffi = O, 

donde /ó es la verdadera anomalía inicial del secundario y ya sabemos que éste está en 

_ órbita circular, por lo que eb = O, donde eb denota la excentricidad inicial de m 2 • El -. 

valor inicial del semieje mayor de P es ap = 0.63005724618926, en donde todas las cifras 

se toman en cuenta. Este valor para ap fue encontrado empíricamente por Espresate y 

Lissauer (2001) (EL) buscando la órbita inicialmente circular donde la partícula sufriera 
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las mayores perturbaciOnes. Para caléular Ia .Constante de Jaeobi, se toman las mismas 

coordenadas Cartesiana5 que da el código y ~~ trasladan a CM junto con una rotación de 

los ejes, justo como se dedujo en la sección 1.2. 

Hicimos varias integraciones y en cada una de ellas cambiamos el error, eps, con el 

que trabaja el código, y la duración de las iritegraciones. La Tabla 1 muestra los valores 

numéricos de los parámetros usados en ca,da ul1a de las integraciones. El valor del cociente 

de masas es m 2/m1 = io-6 P8:1"ª todas ellas. Este cociente de masas corresponde a un 

sistema similar al sistema Sol - Tierra: Las condiciones iniciales de P y de m 2 son las 

dichas anteriormente. 

TABLAI 

DATOS NUMERICOS DE LAS INTEGRACIONES 

Integración No. eps 

5 X 10-lO 

2 5 X lQ-ll 

3 5 X 10-12 

4 5 X lQ-13 

5 5 X 10-14 

6 5 X 10-lS 

7 5 X 10-ls 

Duración (en periodos de m 2 ) 

.. 40,000 

. 40,000 

40,000 

. 40,000 

250,000 

250,000 

1X106 

Las gráficas que se muestran en la Fig.4.1 corresponden a la integración 1 de la Tabla l. 

En ésta se muestra (de arriba hacia abajo) la evolución del errorfrai:cional en la CoiIBtante 

de Jacobi, el semieje mayor (en unidades de separaciónde m 1 y m 2 ) y la eXcent~icidad de 

la partícula respectivamente, todas en función del tiempo, que. está en unidades de los 

periodos orbitales de m2. 
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Problema _P!~-~-~• __ Ci!:~~-ln!", -~e_s~rl_~g·~~-=~---' d~- .'!~~~--~~~_f.po_s 
eps - 5xto-•0 

-·w·~········ ..... ·.······· ... 8.3000•10-l . . . -: ·,;: 7 
' - - •• 

8.2905•10-1 - ·. . .. 

~ .· 
8.2900•10-1 : ' '. 

8.2985•10- 1 - . - > 
8.2980•10-I , . . 

_ .. ··r.·· ... · .. ·.·.· .. ~.··.·· .. ··.·.······· ... · .. ·· ... · .. ·.·.····.·.· .... ·.·· .. · ~ 0.010 - ,. ,.·-'. - -· - - -
- . . . ~. . 

0.005 .' : _- __ .. '. 

0.000 .·.-. -'::-~· - - . - .- . - e_ - ·,·; 

O · 1•104 2•10. . ·D•I04 4•to4 . 
· Tiempo (en órbitas del secundarlo) 

Fig~4.1.· Integración n~mero 1 en la Tabla l. La gráfica ~uP~ri_~~:'.~u~·~~a ~···err~~ r~ac:cio_n~ cÍ~ C;, la 
. - ·,· - ··-- ... - . ·'.) ' 

segunda gráfica hacia abajo muestra el comportamiento del semieje mayOf:o~CuJ~~·e-en unld8de~:·de la distancia de-

separación entre m¡ y m2 y la gráfica inferior muestra ia ev~lución de la 'e~ce~tricid~d. La Constante de'.Jacobi . - - .. - . . . . 
se conserva hasta 4 cifras y tanto el semieje mayor como la' excentricidad ·pres.entan·un cOmportamientO cCclico. 

Durante la integración las oscilaciones disminuyen en amplitud. El número de máximos en la excentricidad es 

15. 

Podemos observar que la Constante de Jacobi se conserva hasta cuatro cifras decimales 

al final de la integración, mientras que el semieje mayor y la excentricidad de la partícula 

nunca regresan a su valor inicial y las oscilaciones disminuyen en amplitud al transcurrir 

el tiempo. Sin embargo, no podemos asegurar o descartar que este sea el comportamiento 

real de la órbita, ya que este error es grande por el número de cifras que se conservan en 

la Constante de Jacobi. 
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Probl.emll_:,~IAn~, ~ ~lr_c_-~IA~, ~~~~rlrlg~d~·- d_~ _TTés ~-~º~':"P_º~ 
eps - .6xio-1.1 

·~k?Jt1Khl\IY~&V~Wj 
o 1•10

4 .'.:;_~ii~~~-~c.C~~~.~~~~~~~.:~!~;:~~~d~~~~> ;-~;-~ 3•10• ••to• 
". '-: -:1.':¡; '· ~ '.-\ ,,.~ "~.,_. ·;::·;-· - -

Fig.4.2. Result&dos ie-lá.'.i~tegJ.~tÓ~·-.2-d~~Í~';Thb1~·c¡--y_.-9~··p·~~-~¿Ótan -~~ ~1 mls~o orden que ·la Flg.4.1. 

El número de máximos en· t~· e~~~ntrt~i~di'..d h~'·d¡;~1nuidó"'fe~pectO a 1a: 8-ntertor· ya Clue ahora· contamos 9. Las 

:::~:¡:::::::~::·:~:i:uifr:ri~fi::ifí:¡:::fr~I:f~7•:~:~~~~or~'.~j~~~~·;~;~~;"~~: La Co~stante de 
~-Y~;· :··1·.:f~--- ·\>" -'.· .. , .-. ,_. -·~:- --- >\ 

· _ _::~ - ,- ;:_ . . !, : :: ·' :·· .·: ·,. .~::;...., . • ' 

Las gráficas para la integra~Íón 2 dé .la ,~bla 1 dond~ s~~eci_~ct¡)~ Í()lérancia del error, 

eps, por un factor de diez, se muestr~n en la Fig.'4.2 y en el nliSn:io ordenqGe las anteriores. 

La constante de Jacobi á.l final de la integra~iÓÍi se con5erva Íiail.i cÍiicd'~ifras decimales, 

mientras que el semieje mayor y la excenkicidad presentan un.compoft~J:l'lÍento siriiilar a la 

integración anterior, sin embargo, no es ~l mismo si tomamos e~
0

cu~nta qÜe en la anterior 

contamos 15 máximos en las oscilaciones de la excentricidad y en ést_a:~ólo_9. Observamos 

que estas oscilaciones no disminuyen su amplitud de manera apreciable al paso del tiempo, 

pero nunca se alcanzan, en el lapso de la integración, los valores en las condiciones iniciales 

de P, es decir, no parece ser una solución periódica. 
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Problema Plano. - Circular, Restringido- de-_-Trcs- Cuerpos-__ =---­

eps - 5.x io- 1
• 

·····-·~¡ - l.2>el0- 7 . ·····:: .· •· .· .· .. · .. · .· ·· ....... ·. : .... . f ::::::-8 ', ' ' . . '. . . ' . . . ·. : 
~ 4.0xto-8 - '. - '.-- - .. _-:': - -

2.0>el0-8 . . ' 
o ' .· ' ' 

Fig.4.3~ Result&dos ~or~es
0

poitdlC~t~S"~~.1;_« l~teS~~ÍÓ·rl:'.3 .'cTabta )). · ~~·- p~~Sent~ en·-~1 iTiiárno ofden de 

hu -~ntert~res .. '.La· ~?nsi'a;.i~ -d~_Ja"é~bi ~~-C~~;~r~:;~~í! 6-~iÍr~:·~- firi~--d~~i~_}~i-~S;r~id~ Y l&s.oscilaciones en 

la e~-c~ntri~idad ha~ dis~,i~uld~-- e~ -~Üíit~rci- ~~~-~-~i~-~ .Í,~-- U:~'te~ló·~~Í--y~<q~·~ · ~-h~~~ _co~-~os 7 mhlm~s. No se 
.- .. . --" ---.. : "_:-· .. ---_;;:_' 

aprecia a simple- vista un: desCe!lso:· e~ ·aus_ a:'-iri~lit'u<ÍeS.· 

Al hacer una integración más precisa otra vez por un factor de 10, obtuvimos los 

resultados que se presentan en la Fig.4.3, que corresponden a la integración número 3 de' la 
·_,_¡ 

Tabla l. En la gráfica superior se observa que la Constante de Jacobi se conserva ha5ta seis 

cifras decimales a las 40,000 órbitas de m 2 • El número de máximos en las oscilaciones de lá 

excentricidad (para el mismo intervalo de tiempo) disminuye respecto a las integraciones 

anteriores, que ahora son 7 aunque no se aprecia disminución en amplitud, sin embargo, 

seguimos observando que los valores de las condiciones iniciales no se alcanzan de nuevo 

en el resto de la integración y por tanto, en este mismo intervalo de tiempo la solución 

sigue siendo no-periódica. 
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__ _ Pr_~b.lema ~-J-~-~~·--~-ir-'-".~l-~~~ _ R~at_r~ng~~-"~--~-~---OT_;_~~- ~!"1--'-~rpoa __ 

,_ eps - 5x1o-~:I_ 

··-···l~ . . ... · . . . . .· . 

~ 1.0MIO-e . . ' . · -.-·_-- - -. ' -~.. -· - . -. __ ·. · . 

y . . . . ¡·.·_ .. -· . . . ·- . • ·~-···:===== 

·~~F?:!YWllM_ 
· Tl•m~o (•n'o_rbUo• del H~~ndo~~o) ' · 

.. 

Fig.4.4. R~sultados correspondientes a 1~
0 

-¡~te~g~-;c;JóO.- ·4·- de--J.,:--T;b1~-·1_~·· E-~----1~ g;áfiCa ·suPeflor podemos 

ver que C; se conserva hasta 7 cifras al fi~al del~ tni~~~-~;dn y ~nt~os. aÓlo :S·m~i~ol,f:n l_as oscilaciones 

de la excentricidad. El valor máximo de las oscilaciones dC'l semlej~ mB.yo;, -~es_P:·ués del valor inicial, se ubica 

~ 0.6300. 

Para una integración más exacta y por el mismo intervalo de tiempo·, la Fig.4.4 muestra 

las gráficas con eps = 5 x 10-13, que corresponden a la integraci6ri ~úme;o 4 de la Tabla 

I. La Constante de Jacobi ahora se conserva hasta siete cifras aÚinaI:d~ la ~te~ación. 
Las gráficas para el semieje mayor y la excentricidad muestran oscilaCiones, como en las 

integraciones anteriores, pero el período es ahora más grande y·í)C>i;t~t~e1'·iifuxier0'de 
máximos (mínimos) en excentricidad (semieje mayor) se reduce d~ ~~e'vo pára el IÍ:i.ismo 

intervalo de tiempo. El máximo después del valor inicial en el semiej~ mayor es de ~ 0.6300; 

Para ver como van cambiando los periodos de :l~ ~scilaciones presentadas hasta el 

momento, la Fig.4.5 y 4.6 muestran las gráficas de los prinieros .15,000 periodos en el 

tiempo para el semieje mayor y· la excentricidad respectivamente, sobrepuestas con sus 

respectivos valores de eps. 
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p,.oblemo Plano. Cl,.culo,., Rest,.lngldo de T,.es Cue,.pos, 

co'mP,a,.ac;;JOn do fnteg,.aclones con distintos volo,.es de epa. 
15,3Q1QM10- 1 

15,3QQ0M 1o-1 

15,0"''º 
Tiempo (•ri 

-- •P•-ON, 0-• 0 

- - •P•-ON10_,, 

-·- •p•-e."10-•• 

-••••p•-ON10-t.ll 

Fig.4.5. Superposición de los prlm~r~; 15,0~0 pe~Í~d~~;}~~i~~o
0

~~:~ntes a¡;... hitegraclones l, 2, 3 y 4 de 

~a Tabla 1 para el semieje mayor. Nótese conl~ .. ~~~~la~.-~~~· ~~riód.~-~·~~~ i~~·~scUac~~nes-·y sus amplitudes. Cada 

integración cambia en un factor de 10 y no hay f~-~~~ -~:~---~~~~;-~~:~:J''~s·:~'--,.~o~p·~~i~i~nto real de P. 

P,.oblemo P1ano.·-.:c1r0c.~l_~r:.:R_~-~\r.t_n91d~ _de. T,.~s Cue,.pos. 

Compa,.aclon de :rn't~c;,.~~to'~~·a::·~cJ,:,- .distintos volo,.es de 
0.020 

0.01:. 

~ 0.010 

-- •:p•--~" 1 o;-;_~.ª. 

- -. •p•-ON10"'..~ 1 

. ,• ,., < ·; 
-·-.• p_~""'.'~_ .. , º·...:.-,. 
:..... ...• p • .:..:!."10~¡ .. 

º·ººº'--~-~-~-~~-.-o--~,-0~3...__~"-~-~-,.-o-•~,-o-4r--~-~-~"-,-.5-'N,04 
Tiempo (en orbltaa del ••c:undor!o) 

- ---"· .. - '"" 

Fig.4.6. Superposición de los primf:r~s ~5,0~0 periO~os- p_a.ra la ex~~~tri~idad ~orre21lpondlentes a las inte­

graciones 1, 2, 3, 4 CTB:bta, I). Los periodos y ~pli_tudes de las oscilaciones cambian al cambiar en un factor de 

10 la tolerancia en el error. 
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Problema Plano. Circular, Rost.rlngldo de Tres Cuerpos 

eps - 5xt0- 14 

1 
·-·····~ e.3000•10- 1 · · .- · 

··-····· ... ·_·· .. - ··;··· .·. . . · .. · .. ·. 8.2SHKhlO-l · , .' , 

e.2vB~•10-• , ··., , · · · . . · 
.·.- :_-, - . ' '_ . . 

·~-~··· 
'-'' . ..:.;:.· 

Fig.4. 7. Resultado~d.• Ja i~~~g;~l6~·~(~~1~:~;'.:~~·.~,;:µ~a ".~;,~~l;,;ve~~'c ~~:c;:ia ~o~ •• ~~os hasta 

8 cifras. La órbita se h& vuelto p~riódi~a Po-r tO-~e~~~:.'du~~te·10~· pri~er~~-14~~e-~_o.Pértodos y cuaÍitativamente 

su comportami~·nt~ es. dis¡i~\o_ál mos~-~ad~_ ~~ l:~:ln~~~:r::¡~~~s :~:t~ri.ore~~;;~-, 

La siguiente integración es la correspondiente. a 18. ntfuie~o. 5 en la)I'~blá 1, donde el 

intervalo por el que integramos ya es may~r / ~¡i; = 5 xJO-:-.~~· ~~j'ifráfi?~ del ~rror 
fracciona! de la Constante de Jacobi, el semieje 'in.ayo; y la exce~triddad~~'.muCf¡tran en la 

Fig.4. 7, respectivamente. A las 40,000 se obsérvani1Júc3Jne~t~ dos·~~~¡¡~¡¿~~ ~oIIlplet~ 
en la excentricidad y las oscilaciones s~~ é;Jaiii~ti~me~té 'disthit~:'~\~<l'!i:.~\ii ~~terior~¡ 

' - < • • •• • - " '.. -, • , -·-- -~· '-' • "' ~ ·- ,. ' • 

el valor inicial del semieje mayor y la excentricidad:·~é'á.Ican~'ail'<luiante"este i.lltervalo, es 

decir, la órbita se ha vuelto periódica! al ;h~no~.d~ani'~ 18.s '.prl~~iáS 1.4·x 105 órbitas de 

m2. 

El número de cifras que conservamos de la Constante de Jacobi a los 250,000 periodos 

es 8, que se puede considerar como buena ya que en la literatura es· común encontrar 

integraciones con Bulirsch- Stoer y otros métodos que conservan 5 ó 6 cifras y son dadas 

como buenas (Chambers (2002), Levison (1994), Hahn (1999), Levison (2000)). 

----~~-;--···~, 
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Problema Plano, Circular,_ Restringido de Tres Cuerpos 

eps - 6xto- 1
• 

... i: ~::::' ; .. '.,',L.:.~;:/ ·'·' ..,_. ~_;;_'_:_'- _,. :s__ --

Fig~4.8. -ReS~-lt~dó~ di:~a i~~~;~~IÓn:.-~' cT.:bi~ i).-~i~--~~Jor -~-~~hi_i~~- ~~~ ~~~19Ue-_~:r~b~~amos muestra que 

el comportamJ~nto perlódi~~ ~-~ ~~ii~~~:_d~~~-~t~: t~d~ '¡~ in~~gr~i-~n. L~ _Const~~e ~~ J~~bi la conservamos 

La mejor precisión con la que trabajamos es con eps,,,; 5 x 10.;:15.La Fig.4.8 muestra 

las gráficas correspondientes a la integración número 6 de la TáblaI.p~~ ~Intervalo 
de tiempo igual a la integración anterior. La Constante de Jae~bi ~~ é<í"nse'~ h~fa oCho 

cifras decimales a los 250,000 periodos de m 2 • Tanto el ~e~~Je Íii~yc:l~c~ll1~ J~ ~x~entricidad 
oscilan de tal forma que regresan a su valor inicial durant.i°'Cst~k'1;~;v;i1ó'<l~ ti~~po y por 

tanto la órbita es periódica durante toda la integraciód>' . 

. Para una partícula con estas condiciones iniciales, pod~~os observar que la Constante 

de Jacobino es senslble a cambios cualitativos en su Órbita;,c:Auíique conservemos hasta 8 

cifras en la Constante de Jacobi, al hacer la integración,'\lll.cÓcligo numérico va acumulando 

errores (no importa qué tan lentamente lo haga) y eventualmente comenzará a hacer las 

cosas cualitativamente mal, aunque la diferencia cuantitativa no sea muy grande. 
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Problema Plano. Circular, Roslrlngido de Trc9 Cuerpos 

eps - 5x10- 1
• 

·-·~ 0.015 

~ 0.010 

º·ºº~ 

o.ooo ====-. T1•mpo (•n Orbltci• d•I ••cundorlo) 

.. - :,-:-·;~.:::-·· 

Fig.4.9. Resultados de la lntegraclÓ.:.· 7 de·1-a fibla J. Muestra que alin con la mejor tolerancia en el error 

con la que trabajamos, los errores nuinérlcoi'se ~-·acumulando al hacer la lntegraclón, hasta que eventualmente 
' . -- ,,- ' -

se refleja en los resultados. La Constá.nte ·de Jacobl 12.'Co~servamos hasta 8 cifras también pero ea cUatro veces· 

meJor que la .de 1~ Flg.4.8, 

Podríamos pensar entonces que un. ~()r d~ ~P~,~ 5c,~lq;-1:5;,~e,s.,~~f1~j()r;p,ara trabajar 

y creer que nuestro resultado está bi~n. per~~sc>10;5¡ se'..integrii'po~L~so,oo~:periodos de 

~~~~=~~~:~i§t~f~f~lf.:: 
l. La Constante de Jacobi se conserva hasta ocho cifr~ y t!lnto'el sei:Wéj~ m,ayor como Ja 

· excentricidad regresan al valor, inicial e~ stis'.ciclo~ ~+ta\¡~~ la Ílltegr~iórisufre un cambio 

cualitativo del i:Wsmo tipo qu~ los ~bsen'aci~~ ~t~;io~~~te/pe~o m~ch~'más tarde en el 

tiempo (t ~ 700, 000 órbitas de m 2 ), cuando los errores numérkos provocan de nuevo un 

cambio cualitativo en Ja órbita. 
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La escala en la· que cambian los elementos orbitales no es. tan grande como para 

provocar un.cambio también.~ande en el valor de la constante de Jacobi, sin embargo, 

cambios cualit.ativos de este tipo en las 6rbitas implican un resultado físicamente err6neo . 

. Podría~os hacer. un símil. de este ejercicio pensando en una esfera de metal que rueda 

sobre . una superficie que se frena debido a la fricci6n. Si pulimos la superficie, la esfera 

llegará más lejos antes de frenarse una vez más .. Podemos seguir puliendo la superficie pero 

lá fricci6n eventualmente detendrá el movimiento de la esfera y si eliminamos del todo la 

fricci6~· la esfera rodará sin detenerse. Al pedirle al c6digo ser más preciso cambiando el 

eps, estamos "puliendo la superficie"paraque el c~mpoi:tamiento del semieje mayor y la 
. ,. ;_; l· "'" 

excentricidad de la Fig.4.8 se mantenga por un.piododo más grande hasta que los errores 

numéricos (fricci6n) "detengan .el movimiÓ~to'.;, , .· 

··-····-·1111111111 ....... -." 
- 0.2886•10-I 

-5- 8.2890•10-· 

11.2886•10-1 

--~ 0.01, 

~ 0.010 -

º·ºº' 
o.ooo ~-Tl•mPG (•" Orblta• d•I ••cundarlo) 

Fig.4.10. Resultados de una Integración equivalente a la mlmero 7 de Ja Tabla 1 p~ro con un procesador 

dlatlnto. Esta órbita no sólo es sensible a la tolerancia en el error que usemos para Integrar, lo es tambl~n a Ja 

computadora utiHzada. El comportamiento observado en Ja Fig.4.8 se mantiene hasta t ,_ 500, 000 cuando en 

el caso anterior se mantuvo hasta t "' 700,000. 
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Esta órbita no sólo es sensible a la precisión con la que se trabaja. Para demostrarlo 

presenta~os en la Fig.4.10 una integración equivalente a la número 7 de la Tabla 1 pero 

hecha con un procesador distinto. Podemos observar que la conservación de la Constante 

de Jacobi es hasta ocho cifras al final de la integración y tanto el semieje mayor como 

la excentricidad se comportan como lo hacen en la integración anterior, sólo que.ahora es 

alrededor de la órbita número 500,000 del secundario cuando la integración se descompone. 

Al integrar las ecuaciones de movimiento para una partícula cuyas condiciones' iniciáles 

la ponen en una resonancia 2:1, ésta resulta ser demasiado sensible a la tolerancia en'el 

error con el cual estemos trabajando. Si nos confiamos en los resultados obtenidos aún con 

la tolerancia más pequeña y aunque conservemos hasta 8 cifras en el valor de la Constante 

de Jacobi, no podemos confiar en que no existe algún cambio cualitativo en la integración 

numérica de los elementos orbitales osculantes de P (Ver Fig.4.7). 

Si hacemos las integraciones con una mejor precisión, tal vez el comportamiento de 

los elementos orbitales de la partícula cuando los grafiquemos será peri6dico dúrant~ más 

tiempo, o mejor aún durante todo el intervalo de integración. 

Al estar P en resonancia la coloca en una situación dinámica muy p!irtic~~ ~· Hay 

interacciones gravitacionales con el secundario que no se cancelan en nin~i''ot;~ p~sición 
a lo largo de su órbita (ver Fig.3.1), los errores numéricos en una resoii"~ci~ s~·~rcipagan 
más rápido. Con este fin, en la sección 4.2 exploraremos la reliión fu~ri:d~ tiiia i~nllllcia, 

>·'e::.'~'.'· ,.':,·;q7 .. '.f/r,f ;> 
haciendo integraciones con condiciones iniciales para P distintas alas' de esta sección. 

4.2. Integraciones de una órbita no resonante 

En esta. seccióll. hareu:Í~s un ejercicio· sinÜlar al de _la sección anterior, integrando 

las ecuaciones. d~ mo~iIIÜento pai:a -1~-partícula dándole condiciones iniciales tales que la 

colocan en una zcma que no está en la resonan~ia E L. El semieje resonante "nominal" está 

dado por la ecuación (3.1.4)i 

~ = - (µ1)1/3 
a' - ªr - 4 ' (4.2.1) 

donde a µi la podemos calcular sabiendo que m 2/m1 = 10-6. 
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Utilizando la ecuación 1.1.7 oh-tenemos como resultado: 

10-.6 • 

µ¡ = 1+10-6 

. -;_ - ' ' 

(4.2.2) 

De aquí que µ 1 = 0.99Íl999, que lo susÚtuimos en (4.2.1) y obtenemos que el semieje 
. , : ... ·-. , .. ":· -----~- .: ·:-~··r. _: .'< i '"~- :;·-:·· ''. - :·- _ - · . , __ ·• 

resonante es ar = 0.629960315 en unidades de la separación entre m1 y m2. 

A partir de este ~emi~je.u1ay~r.hu~la1"~~s~fu~v~~~~ hacia el prhnario 5 ~ 10-4 ªr· 
Entonces tenemos qÚe el senueje' mayor inici~ -de la partícula será: 

'i '' ·'. ,, , • -

. :,· .. " 

_i :. <- / . -.r 
•• :ap(t =.O) ::, ar(l :c. 5 x,10;-.) ', (4.2.3) 
_ ... _,, ,- _',( ,;:•··_;·.-.: ~¿ l '<;:::-; . _,.,.-; ·;.· .. 

donde ap es ~I semieje Ín~y~j~~~iaj~clé'~~; ~~tícti~'~te ~t~:~esplazadó del s~mieje res-

:::t~.'6::6::13~~r:~.::~~~r.:tf ª1Js~;~:;~~~i~f t~i1aYEj~·-De,·c 4 .. ~.3) :~~tenemós que 

Las demás ~cmdicio~es hllciales p~aP sbI1'1~ IIÚllmas de la sección anterior, es decir, 
eo-~!o=o,-w~-~~"~-tá~defuiféla':~~~~~~iii~~-~~~~~}6~~-0.--;~--- - -- ,:~·- ~ ,.~-

En la TablaII se mÜest~an-el-~~eio, de inte,gracion1!s hechas con sus respectivos 

valores de eps y la d~ici6~ ci~ I~ hi't~w~~Íó~. -EÍ p~tó e's mostr~ qu~ fu~ra de la resonancia 

'' los erro~es n~éri~os no se p;~~agiill tin rápido cC:mo en la resonancia; por loque nada más 

fue nccesadÓ ba~e; Jó;Üit~~B:cidn~5.:;fua: c~~·iiii ~~or grande y otro pequeño, basándo~os 
en las integr~~iJ~;;;, d~l~';e¿~¡'ón''~t~;ior . 

.- ·,2,~· "~ -, -' . _ .. o-- • ' ' ' 

DATOS NUMERic()s ~E LAS INTEdRACIONES (Caso no resonant~) 

- Integración No: -

1 

2 --5x10"' 15 --
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Problema Plano, Circular,' Reslrinli;ldo de -Tres Cuerpos 

eps - 5x1o-u (Caso no- resonant.e) 

~~:~~~~~~~~1 
ii= 4.0 .. 10-e _ 

2.0•ID-G 

º"""'~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-" 

o.2•0•0•10-lc· ··1¡ ::i¡' :::::::::::~. ~J t!l.2DG3DMI0-1 , , ' ' 

e.211a20•10-l. 

o.2•010-10- 1 : V 

~ 0.0010 

o.ooooo"-'-'--~-'-'-'-L-'-~~!.C..-'-...:....C..C.:....:....2~--1~07.oL....~~~-'--,~.~1-06~.:.¿-'-~-'---'--:.....,,-'-~-'---'--'---o:..:l .. 10ª 
Tlen"pO (•n órbita• d•I ••cundarla) 

Fig.4.11. Resultados de la integración 1 en Ja Tabla 11. En la grá.fica superior se muestra el error íraccional 

de la Constante de Jacobi, la segunda hacia abajo muestra la evolución del semieje mayor resonante en unidades 

de la distancia de separación entre m1 y m2 y en la gráfica inferior se muestra la evolución de la excentricidad. 

De la gráfica para el semieje mayor podemos observar que el valor promedio de éste decae al transcurrir la 

integración, esto es debido a que la tolerancia en el error con la que se trabaja es grande. La grá.flca de la 

exé:ent~ié:Íd~d·-~~~;-~~a~-~·~bi~~ en la amplitud y período de sus oscilacion~~;-~~~¡'~~- ~la t~~e~a~~ia de ·~rror. La 

constante de Jac~bÍ s~-:~~ns17r~a hasta 4 cifras al final de la integración~ . 

En la.Fig,4,llse muestra la evolución del error fracciona) de la Constante de Jacobi, 

el semieje .. mayor y la.excentricidad de P, respectivamente, correspondiente a la integración 

1 de la Tabla II, La Constante de Jacobi la conservamos basta 5 cifras a los 500,000 

-- periodos de m 2 , Lo primero que podemos observar en la gráfica del semieje mayor, es 

que éste va disminuyendo de valor al transcurrir el tiempo, indicando un claro deterioro 

en la integración, ya que esto significaría que P va cayendo al primario. Sin embargo, el 

comportamiento cíclico no presenta cambios cualitativos importantes como los vistos en 
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el caso resonante. La amplitud de las oscilaciones no cambia significativamente. Por su 

parte, en la· gráfica de la excentricidad observamos ciclos que cambian en amplitud pero 

tampoco e~ una: forma significativa como en el caso resonante. 

Para observar en más detalle los cambios de amplitud y periodo en las oscilaciones 

de la excentricidad, en la Fig.4.12 se presentan los primeros 15,000 periodos (línea sólida), 

superpuestos con periodos de igual tamaño a la mitad y al final de la integración (línea 

punteada). Nótese que el desfasamiento en los periodos no es constante, indicando que el 

periodo de las oscilaciones también cambia. 

~ 0.0010 

Problema Plano. Clrculor, Restringido de Tres Cuerpos 
SuperposlclOn de lo eiccentrfcidod o distintos lnte~olos de tiempo 

eps - 5x10-11 (Ce.1110 no resonante) 

0-15,000:50,000-65,000 

o- J 5,000:230,000-245,000 

0-16,000:'460,000-476,000 

-0.00100~----------,-o-.o-.-,o,,.---------,-.o-.-,-o••---------,-.o~ ... o• 
Tiempo (•" 6rbltaa del ••cundorlo) 

Fig.4.12. Superpoalción de lu oscilacione11 en Ja excentricidad durante 101 primeros 15,000 periodOtl con 

las de un intervalo igual al principio de la integración (gráfica superior), a la mitad de la integración (segunda 

gráfica hacia abajo) y al final de la Integración (gráfica inferior)~ La Unea:IÓHda corresponde a las oscilaciones 

de los primeros 15,000 periodos y la llnea punteada a las oscilaciones con las que se esU.n superponiendo. Nótese 

· cómo en las tres gráficas los desfasamientos no son constantes, -ésto Indica un cambio en los periodos de la.s 

oscilaciones, pero no hay un cambios cualitativos del comportamiento. 
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Problema - Plano, Circular, Reslringldo de Tres Cuerpos 

eps - 6xto-'ª (Caso no rcsonanlc) 

·-·····-·~ ··-·····-·===== o.eQ044•1o-1 

~ 0,29042•10-l 

0.296-40• 10- l 

e.2go3a .. 10-1 

o.zgo30 .. 1 0 -1 : _ 

0.0020 

~ º·ºº'º 

º·ºººº 
-o.oo 1 º0~-----,-.,-0•·-----2-.-,-o°'•;------3-.~,o-.6;------.-.~,o-.•;-----.~Mto6 

Ti•mpo (•n órbita• d•l ••c:undorlo) 

Fig.4.13. Resultados de la integración 2 (Tabla 11). Se muestran en el mismo orden que la Fig.4.11. 

Observamos que la Constante de Jacobi la conservamos hasta 7 cifras al final de la integración. Nótese que el 

valor del semieje mayor ya no decae, la línea punteada indica el valor inicial del semieje mayor. La gráfica de la 

excentricidad ya no muestra cambios notables en su período y al!lp_litud. __ 

''-;•'.' 1-y,' 
i·· -~ .···:· _,':·:\:<"·.:'·--;.-: 1.'.·:· ~···· -)»·,·:,~-- -.·;.·.: :-:,:·---..-, 

La FigA.13 muestra los resultados de la}ntegrac.ión 2.de la Tabla·II y.en el mismo 

orden que la Fig.4.11. Obse~vamo~ que eh ia grafl~a ~~p~ri~r Ia'ción'iitMte de Jacobi la 

conservamos en su valor· hasta 7 cifras:~¡ térllliiig·cl~'ia intei'ráeiÓn: El setcleje mayor - -,,.-

promedio ya no cae en su valor. como· lo' hacía.'en i la iIÍtegración anterior aún . cuando 

esta integración es diez veces másl~ga~.·j,;~ ¿scil~~iones tampoco presentah caIIIblos 

cualitativos significativos como en el caso resonahte. Por su parte la_ excentricidad presenta . 

oscilaciones para las cuales no se aprecian caW:bios mayores en su amplitud y debido ~ la 

cantidad de oscilaciones es necesario ver en detalle la superposición de los primeros.5,000 

periodos con intervalos del mismo tamaño a la mitad y al final de la integración. 

TESIS COtJ 
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SuperpostciOn de lo elCcenlrlctdod o distintos inter-vofos de _l~e--'-~po __ _ 
~=---_.,--=.=-=c.:=--eps -~,__-5x-10- 10 (Cu.so no resOnaJ;-t.'~j=-'-------.=- =-

0.0020 ,. 
~ O.ODIO / 

- '.\/ 
0.0000 - J 

'.': c~i >: , ---- ··-- , -·-'~. '- -. · --· ._-.-:~ -.. _ .. .-

Fig.4.14. Superposlcid~ de la ~;~i~:~~nes :~~ ~~:~xcentrcidad ~ur&nt~ los prim~ros 5,ooo periodos con las 

de un intervalo Igual al princip~o· de l~--~~,~~~~~Jd?-(~¡.~~~ s~·peri-~r)·~- ~J~'m\~~-d d·~-la_~_.ntegrac-~dn-. (~~g~nda gr~ca 
hacia abajo) y al final de I~ iitteg~~acJÓ-~·'(~;¡fica--1-~-fe~io~)~ ,.La iin~~ s.Ólid~-co-rr~~~~ndé a las oscilaciones de los 

: , - - ·-· _, ·-_ -- . ' - '.• -. -_. ~ : . - . -. ~~- - . -- . ' -- . - - - .-_ ·. . . - . 

primeros 15,000 periodos y la llnea pun'ieadB.·a Jás oscilaciones con las que se están superponiendo. Los periodos 

de las oscilaciones son ca:nstá~tes ya:q-~e su desfasarniento es constante. 

Los resultados se muestran en la Fig.4.14. Nótese que los desfasamientos en las oscila­

ciones son const~ntes lo que indica que los periodos en las oscilaciones de la excei:ítriCidad 

no cambian y la amplitud tampoco durante toda la integración. 

De este ejercicio podemos observar que el hecho de que la partícula comi~~ce con 

un semieje mayor no resonante hace que en las integraciones numérica8 los ~rr()res llo se 

propaguen tan rápido como el caso en el que el semieje mayor ini~ial ~ r~~j¡~t~. , 

Una integración con eps = 5 x 10-11 sigue siendo mala y con pocas cifras conservadas 

en la Constante de Jacobi. Hasta 5 x 106 periodos en una, integración con eps = 5 x 10-15 , 
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podemos confiar en los resultados obtenidos por el c6digo numérico ya que no han afectado 

de manera cualitativa y significativa el comportamiento de los elementos orbitales de P. 

La variación en la Constante de Jacobi respecto a su valor inicial se debe al cámbio 

de todas y cada una de las variables de la que ésta depende. En el siguiente capftUlo se -

estudiará brevemente a cuál condición inicial es más sensible la Constante de Jacobi, es 

decir, los errores de qué variable provocan un mayor cambio en C; al momento de estar 

integrando numéricamente. 
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CAPITULO 5. DEPENDENCIA DE C; A SUS VARIABLES A MEDIDA 

QUE SE VAN ACUMULANDO ERRORES 

5.1. Variación en las condiciones Iniciales 

La Constante de Jacobi depende de las condiciones iniciales de la partícula y en la 

sección 1.2 se dedujo tomando ccimo referencia un sistema Cartesiano con origen en CM 
y ejes que rotan con la misma .velocidad de los dos cuerpos masivos alrededor del origen 

con velocidad angular constante:· La expresión para la Constante de Jacobi en términos 
' ~ . . . . . ' 

de las coordenadas descritas>está dada por la ecuación (1.2.51) que por conveniencia la 

reescribimos a continuación:. 

(5.1.1) 

donde restringim_os el movimiento de pal plano definido por m1 y m2 y el término n 2 .se 

ha quitado de la ecuación recordando que n = l.. Además: 

(5.1.2) 

y 

r~ ~ (x - µ1 )2 + y2 • (5.1.3) 

Como podemos ver, la Constante de Jacobi está en función de Ja posición y velocidad 

de P. Para poder ver la superficie que define esta Constante necesitaríamos un espacio 

de 5 dimensiones, por Jo que sólo haciendo cortes en dos dimensiones podríamos ver_ como 

esta cambiando esta superficie. 

Todos los términos de los que depende la Constante de Jacobi están· acumulando -

errores al hacer la integración numérica y todos contribuyen a la variación ensu Valor 

respecto al inicial. En este capítulo vere~os de manera introductoria a qué variable es 

más sensible en sus errores Ja Constante de Jacobi. __ 

Para ésto hlcimos un programa en Fortr:an 77 que varía sólo una _condición inicial 

dejando las otras fijas. El programa divide un intervalo dado por el_ usuario en 500 subin­

tervalos de igual tamaño y en cada uno de ellos calcula el valor de C;. 
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Los intervalos son porcentuales, es decir, suponemos un error porcentual en el cálculo 

de alguna condición inicial y vemos eÍ ~rr~~ porceii.tual que éste produce en ~l cákulo de 

C;. Si la condición inicial es cero, no sel~ da al programa~ error por~ei:itual, se le da 

un intervalo que es igual en tamaño al que tuvo su contraparte Ya sea,dé ~elb~idad o de 

posición, es decir, en nuestro caso :i: = 0.63005624619 y el error que s~p~rie~~s ~'lo%, 
por lo tanto a su contraparte en la posición, y, que su valor inicial ~s cei¿• ,'1~ ~oéiarilos un 

intervalo de 0.063005624619, que es el 10% del valor inicial en :i:. El ~ambÍ~:~ eÍ ~áÍ~o de 
- ,· - " ' ' ',\' ·. - ,~ ·~ .. , . ,,. ;. .-. » 

la Constante de Jacobi siempre es porcentual. Aunque la posición de' m;>e5tá)ija réspectO 

al sistema rotante, veremos que pasa si hay también un error ~n elé:álcUlo;'de.la posición 
del secundario (:i:., y,). . , .. • : ,;{ :y.· ), ·. .. . 

Las condiciones iniciales son: X = 0.63005624619, y == Ü,:i: ~ of ~ :;,o.62!l76G46368682 

- ; __ ,:. . ,. :,_; '~ .':,:-

Pro b lo m n Plano. Circular, Rest.rl:ngldo. de ·Tr~~ ·Cuerpos 

¡ 2 

í o 
-2 -· 

~ -0.1 

ª í -0.2 

-0.3 

-o.o o 

Cambios en las cand1~10:1~S 1"ri10l~1~s d~· 

_., 

-0.04 

o 
(x-xO)• 100/xO 

o.oc 
y 

0.02 o.04 

10 

0.06 

Fig.5.1. Cambio porcentual que sufre la Constante de Jacobt""-cuand~ la putCc~la varÍ~-en: su condición 

inicial en X (gráfica 1uperior) y en y (grAflca) trlÍ~r10;~--E~'-~Í~ ej~:~~ri;~·n¿~,:~d-e l~ ;áfl~~-'~ü~~~¡~-;:·haÍ:.la la i~~Ui~~da 
está m1 y hacia Ja derecha m2. Ei éJe ho.rl:Í~~¡~ de·j~-g:i~~:~\~re;~¡'~r ·Í~~~C~'-~~-~· ~~~~¡~-1'~~ i~f~¡~ :~~: .. y ~~Pttva 
si es hacia la izquierda y. p~sttl~ st és.hacici't~~:cier~~ha~- Los cambtós'~n·-·la coord~n-ad~ x_-de P ~écta~ ~n mayor 

proporción al valor de la Co~stante 'd~ JUobt/ 
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En la Fig.5: 1 se presentan las gráficaá pal'a wi cllJilbio deÍ io% en el valor inicial de :z: y 

un cambio en y (que en magnitud es igu~ al c~~bio eri .la coordenada x), respectivamente. 

El eje horizontal en la gráfica superior está disp~e8tode tal forn:ia que hacia la izquierda 

nos acercamos al primario y hacia la der~clia n~~~cercanios al ~~cW:iC!al'io. De esta gráfica· 

observamos que si se produce un cambio de hást~r 1Cl% e~ dii-ección al -primario, el valor 

de la Constante de Jacobi crece alrededor. de s%: Si el cambio es en dirección de m 2 y 
hasta un 10%, entonces el valor de O; dCC:rec.~ alrcledo~, cl~l63. ·En la gráfica inferior de 

la Fig.5.1 el eje horizontal está dispuesto de forma que si el movimiento es a la derecha 

entonces P comienza en el eje y positivo y si es hacia la izquierda entonces P comienza 

en el eje y negativo. En esta gráfica podemos ver que no importando srP comienza en el 

lado positivo o negativo del eje y, el valor de la Constante de Jacobi siempre decreee y en 

los extremos su cambio es de -0.37% del valor inicial. 

Problema Plano. Circular. Rost.ringldo de Tres Cuerpos 

Cambios en las Condiole.les lniclales·.de CJ 

¡=~~~~.·.··.··· ···N······.-·.····.·.···.·.· ... -····.· .. ··. I -º·ºº -_. - -_- . -, -.- --. -- ----·- - __ 
-0.10 . . 

-0.12~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
-o.oo -0.04 -0.02 o.oc 0.02 o.o4 o.ce 

i=I~ 
-10 -& o & 10 

(vy-vy0)• 100/vyO 

Fig.5.2. Cambio porcentual que sufre Ja Con1tante .de -Jacobl en 11u valor si Ja coordenada· X cambia 

(gráfica superior) y si la coordenada ~ carnJ:>la (gr"4fi~~ inf~rior).'~ .El ,eje horizontal de .. Ja grá.fic8. ~upe~ior Indica 

hacia la Izquierda que p_ comienza con una compoaleni~ X negatlv& y hacia la derecha posÍÚva~ El eje ·horizontaJ 

de la gráfica inferior Indica hacia la izquierda· qu·~ ::p ~o-mlen~~ con'- una coorden.&da 'f¡ meno~ y h~ia la derecha 

, 'm~yor; La Constante de.Jacobl es más senalbte. &·cambios 'en la- coordenada 'f¡ que ·a loa" cambios en Ja coordenada 

:i:deP. 
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La gráfica superior de la Fig.5.2, mtiestr~ el cambio porcentuar que ºtiene el valor de 

O; si la coordenada :i: cambia en un interValo l~al en Dl~~t~d ~ ~;'i.ll1bio en y. El eje 

horizontal indica si p coí:nienza cc:m ~· ~omponente :i: n~gativa (haeia la l:i:qlrlerda) o ~ositiva 
(hacia la derecha). Podell1ás ob~ervar que no importa si P comienza ~o~ El~ é6~ponente 
:i: apuntando hacia.m1 o hacia m:i, el valor de la Constante de J~c~bi ~lÍ ~ualqui~r caso 

decrece alcanzando un cambio de -0.123 en los extremos. 

Por su parte, elÍ la· gráfica inferior se presenta el cambio porcenti{~ 9ue Úene el Valor 

de la Constante de Jacobi si hay un cambio de 10% en la coordenada y. El eje horizontal 

está dispuesto de forma tal que hacia la izquierda indica que P comienza con una velocidad 

en y menor y hacia la derecha comienza con una velocidad en y mayor. Aqui vemos que 

si P comienza con una velocidad en y menor hasta un 103 del valor inicial, la Constante 

de Jacobi aumenta su valor hasta alrededor de un 2.33. Si P comienza con una velocidad 

en y mayor hasta un 103, el valor de O; decrece hasta un 2.6%. 

Problema. Plano, Cirouln.r, Rest.rlngldo de Tres Cuerpos 

Ce.mblos en las Condlolales Iniciales de Cj 

_., o 10 
(xa-xs0)• 100/xsO 

o 

-t>cto- 0 

l -2M10-0 

~ 
-tJ><t·o- 0 

~ -4MJQ-Q 

-6•to-0 

-0,06 º·ºº 0.06 
ya 

Fig.5.3. Cambio porcentual que ~uf~e la ConsLante de Jacobi _en s~ valor •i m2 se desplaza por errores 

numéricos hacia I~ derecha o -~acia la lzq~ierda sobre el eje X (g~áAca superior) y hacia arriba o hacia· abajo del 

eje Y (grcifica inferior). En ambas gr1Uica.s es mínimo el cambio en el valor de la Constante de Jacobi. 
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En la Fig.5.3 se presentan los cambios porcentuales que sufre la Constant~ de Jacobi 

eri su valor inicial si cambian las posiciones en x. y y, del secundario, re;ipectivamente. 

Los ejes horizontales de ambas gráficas están dispuestos de la misma for~a que las· de· 1a 

Fig.5.1. 

Podemos observar que si el secundario acumula un 10% de error ha~ia la izquierda 

(hacia m1) o a la derecha, la Constante de Jacobi no cambia en su valor inicial de forma 

significativa. La gráfica inferior nos muestra que si m 2 ligeramente arriba o abajo del eje 

y la Constante de Jacobi tampoco sufre un cambio significativo en su.valor. 

Todos los errores acumulados en las coordenadas de las que depende C; son respon­

sables del cambio en su valor inicial. Definitivamente es más sensible a cambios en las 

coordenadas de posición y velocidad de P y no tan sensible a los errores en la posición del 

secundario. 

De la Fig.5.2 podemos concluir que el valor de C; es más sensible a errores en la 

coordenada y que a los de la coordenada :i;. La gráfica superior de la Fig.5.1 nos indica que 

C; es más sensible a los errores en la coordenada x de P que a todas las demás variables. 

Son los errores en la coordenada x los que provocan un. mayor cambio en el valor de la 

Constante de Jacobi durante la integración. 

., ... 
t .·'i.,_ 
t •. " 
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CONCLUSIONES 

En esta tesis hemos mostrado la integración numérica de una órbita resonante en el 

marco del P PCRTC, en la que, si bien la Constante de Jacobi se conserva hasta ocho cifras, 

los resultados prueban estar mal. Sin importar qué método numérico se utilice, siempre las 

computadoras acumularán errores que eventualmente se reflejarán en los resultados. Entre 

menor sea la precisión con la que se trabaje, más pronto aparecerán cambios cualitativos 

en las órbitas integradas. En ciertos casos no se pueden garantizar resultados correctos aún 

con la conservación de siete u ocho cifras en la Constante de Jacobi, ya que los cambios 

cualitativos que se presenten pueden quedarse oscilando cerca del valor correcto y nunca 

afectar en forma significativa el valor de C;. El problema es que como no se conoce . la 

solución, no podemos saber de antemano con certeza qué integraciones son sucepti~les _de 

presentar este comportamiento. 

Cuando el semieje mayor inicial se aleja de la resonancia lfs erroréi1nutnér-icosno se 

propagan tan rápido, pero siempre están presentes y c3.iisaián ~~~.; ~~j~ integ'ra~iones, 
siendo los errores en la coordenada x los que prod~ce;;\Ll;ili'~~ci? J:;t;bio•;;i~¡ vruci~ de la 

Constante de Jacobi. .. . }:•: ';. .• . 

Se mostró cómo esta órbita no sólo es sensible a la toléi:~~ia ~n·el é~~r, 'tan:lbié~ lo es 

si se trabaja con distintas computadoras{ es_ décir, ~e -~~;J~ii e;;¡,~}t ~~~cl~~d.;-sdistintos 
;•':' ·,, -_ -~'.: - ~- - - -· ' 

de computadoras distintas. 

Por ser esta órbita tan sensible result3.· ideal· par~ ha°~~~ ~~ sii{tl~htes\ugerencias a 

los que utilizan algún método de irÍtégraciÓri ri~é;iciÜ ;ri, e¡¡;~ciítl 3.''l~s que' htilizan el 

método de Bulirsch - Stoer que;ap~~be ~ 1~·2·,.) ~iliC:iÓn d~:iV~rif~'.ri~~l R~d]Jes (Press 

et al. 1992): · .•·: 

1) Determinar e!tiellipo't~t<l,tque se planea integrar (t¡). 

2) Determinar el va!dr d~ ~P~ que se piensa utilizar duran té Ja tiitegración. 

3) Realizar. la irÍ~egració~ usando las condiciones iniciales dadaii 3.~~ pllr~ la órbita . . - , , .. , - . - . ·,·' .. , -- ,· . 

resm:1ante. Si al irafiéar .sus resultados se observa un comportaillientó iguru al obtellido 

en la Fig.4.8 (ya sea en la excentricidad o el semieje mayor), se puede est~ ~eguro que su 

código y la computadora están haciendo bien las integraciones por el intervalo. de. tiempo 
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dado. En caso colltrario lo recomendable es dlSmilluir,el intervalo de integración o reducir el 

valor dado de eps . . Siendo más persistentes en: esta recomendación cuando se trabaja cerca 

de una reson~cia por ser en do~de se propagan con mayor rapidez los errores numéricos. 

La sensibrudad de. la órbita es debida a que está en una llamada "separatriz" y su inter­

pretación .J>oih:ía entenderse mejor· viendo el Mapa o Corte del Espacio-Fase de Poincaré, 

cuyo estudio rebasa los objetivos de esta tesis, lo que da pie para mencionar el trabajo que 

queda por. realizar: i) Encontrar las condiciones iniciales de las separatrices cerca de otras 

resonancias siempre con excentricidad igual a cero en el sistema con origen en m 1 y no 

rotante con distintos cocientes de masas. ii) Hacer ejercicios similares a los de esta tesis 

cambiando el cociente de masas. iii) Encontrar una expresión analítica para el semieje 

mayor inicial y órbita circular de las separatrices en función del cociente de masas. iv) 

Ha.cer el Mapa de Poincaré para cada separatriz encontrada. v) Entender cómo trabajan 

los integradores simplécticos y hacer un estudio usando éstos para ver en qué mejoran los 

resultados. vi) Hacer un estudio más profundo de los resultados obtenidos en el capítulo 5 

de esta tesis. 
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APENDICEA 

En este apéndice se deducirá la Constante de Jacobi mediante el formalismo La­

grongiano y Hamiltoniano. Tomando un sistema con tres grados de libertad, nuestras 

coordenadas generalizadas son: 

Ql =X' 

Y nuestras velocidades generalizadas son: 

ef1 = :i:' 

<Í2 = f¡' 

q3 = i:. 

(A.1) 

(A.2) 

Retomando nuestros dos sistemas de referencia del capítulo 1, sabemos que la relación 

que existe entre la velocidad medida desde el siStema no .rotante y la velocidad medida 

desde el sistema rotante, con origen ambos en CM, es: 

( t7)' = t7 + (w )( f) ' (A.3) 

donde (t7)' =(X', Y', Z'), t7 = (:i:, ¡j, z), w""' (o; o, n) Y(= (x, y, z). 

Haciendo el producto cruz (w x f), y ~wiÚtii~~ndo ~n (A.a)', obt~nemos que (t7)Í es: 

(t7)' ,; (:i:¿_ 'ni/;y +n~, i) : · 

De aquí que la energía ~inéÚ~~ ~-"o~~d~¿·~~;~~~ (~I')es;•··· 

T = ~(v')2 = ~ (:i:2+1Í2 + ,é +'ii2 (~2 + y2) - 2rÍ (:i:y - yx)] 
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Por otro lado, la energía potencial por \IJlid~ de masa · (U) . es: 

U=~cµ1+µ2), 
r1 r2 

donde: 

y 

ri = (x-i.i1)2 + y2 + z2 • 

Por lo tanto, el Lagrangiano (L) es: . < 

(A.6) 

L T U 1 ¡·2 + '·2 +··· ·2.+' 2 ( 2+· .2) 2 · + 2 · ] u (A.7) = - = 2 q¡ q2 . . qa .n .. q¡. q2 - nq¡q2 nq2q1 - . 

Calculando ahora los momentos generalizados, sabemos que: 

8L . 
Pl = 8q1 = q¡ - q2 ' 

. 8L .. 
P2 = aq

2 
= q2 + q1 • (A.8) 

. 8L . 
Pa = 8tia = qa ·. 

La ecuación de Lagrange nos dice que:. 

d(8L) 8L 
di 8<ik = 8qk ' 

(A.9) 

donde k = 1, 2, 3. 

Como podemos observar de (A.7), L = L (qk, tik)· Por lo tanto: .. . 
dL 8L dqk 8L dqk 
dt = 8qk dt+ 8tik dt. (A.10) 

Usando la ecuación (A.9) en (A.10) obtenemos: 

(A.11) 
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Pero sabemos que: 

por lo que (A.11) queda: 

que podemos reescribirla como: 

De aquí que: 

8L 
Pk = 8qk , 

dL d(p") dt = ;¡¡ kqk 

{A.12) 

Al término (pkqk - L) se le conoce como el Hamiltoniano {H)y de {A.12) podemos 

ver que H es una constante de movimiento y H = H(qk, Pk, t). 
- . . . . . 

Calculando ahora el Hamiltoniano de P, tomando ·en cuenta que q¡ = P1 + q2 , q2 = 
P2 - q1 Y <fa= p3, obtenemos: 

H 1 ( 2 . 2 2)· . µ1 µ2 = -2 P1 + P2 + P3 + P1q2 - P2q1 - - - - , 
·. Tl T2 

(A.13) 

que es el H amiltoniano de la partículá ezi"~l marco del Problema Circular Restringido de 

Tres Cuerpos, que es una constante de ~~yimie~to en este problema. 

La ecuación (A.13) se puede-pcmer.~l térmfuos de x,y,z,x,y,i:, resultando: 
·- .::.~: ,/:~~(>.~-~r,, ~ _: -".. ··. . : ... 

n __ =_ ·.!·.(x;~;;~'.é)- ! (x2 +y2) _ µ1 _ µ2 , 
2 . · : · ·, .. 2 r1 r2 

Por último, la Consta_~te tl~ Ja~obi se define como: 

C; =-2H, 

por lo que {A.14) l~ reescribir~~s c6~o: 

(A.14) 

(A.15) 

que es la expresión deducida en la sección 1.2 (ecuación {1.2.51)), tomando la n = l. 
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APENDICEB 

En este apéndice se presentan las ecuaciones para transformar las coordenadas Carte­

sianas a elementos orbitales.· Las coordenadas Cartesianas están medidas desde un sistema 

con origen en m 1 y ejes X', Y' i Z' fijo~; Los elementos orbitales osculantes de la partícula 

se calculan instantáneamente ignorando la presencia de m 2 , éstos son (Ver Fig.B.1): 

Semieje mayor a. 

Excentricidad e. 

Inclinación i. 

Longitud del nodo ascendente n. 
Argumento del periápside ro. 
Verdadera anomaía f. . 

La inclinación (i) y I~ longitu~ ?,~I nodo ascendente {í2) .están relacionados con un 

espacio tridimensional (Ver Fig.B.2): •· 

Por simplicidad usaremÓ; noti~lón Cartesi~a no p~imada, recordando que correspon-

den al sistema no rotante. 

En coordenadas cal"tesiadM, Í~ distancia de mi a la partícula es: 
:;· ' ·~·:,< <,-~-< .-)-.. ! 

.:Jx2 ~ y2. + Z2 , (B.1) 

y el cuadrado de la magnitud del vector. velocidad es: 

v2 = ;(2 + y2 + z2 . (B.2) 

La energía mecánica de P es: 

v2 µ1 µ¡ 
E= 2--:;:-=-2a' {B.3) 

como podemos ver, la energía solo depende del semieje mayor. 

Despejando de (B.3) al semieje mayor (a) tenemos que: 

(B.4) 
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Fig.B.1. En eSta figu.ra se muestra la órbita de P que se encuentra en el plano orbital. Al ángulo / se 

Je llama verdadera anomalCa y al ángulo ro se le llama argumento del periápalde. En un espacio tridimensional, 

las coordenadas de P están referidas a otro plano de refe~~nci~: 

La magnitud del momento angular (L) (constante de movimiento en el problema de 

dos cuerpos), en términos de los elementos orbitales está dada por: 

L = y'aµ 1(1-: e2) , 

de donde podemos despejar a la excentricidad. (e) dando· como resultado: 

e= J1~ L2 , 
aµ¡ 

recordando que las componentes del momento angular son: 

l = rx v= (YZ- ZY)X + (ZX - XZ)Y + (XY-YX)Z. 
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irecció11 de 
~ferencia 

Fig.B.2 .. Eri'esta·figura se mue~Úan-los do~ pJ~os con los que trabajamos, uno de referencia y otro el 

plano orbita(de: P .. ~~- ~~a~~j-~r ~~ _un __ espa~~_¡Q~~~idi~~-~-·~rl-~_-JoS-.-~gulos_~ e_! toman sentido. _Como los dos 

ortgenea co1nc1de_~. e1 vect~r d~;,Po~1~16n,-~~1n .. c~de ·pa,.~ ~bos planos. 

El vector .l sobre el. pl~o oihit~ stSI~ tiene componente z, pero respecto .al plano de 

referencia tendrá componerites ·s~bré •1os•tr~s:ejes. De la··Fig.B.2 podemos observar que 
: ~( .- ·.' - .. ,. . 

estas componentes estan dadas por: 

L.,= Lsinisinn, 

'L11 = :LsiniC:osn, 

Lz.= L.cosi. 

De la ecuación (B.10) podemos calcular i, dan.do como resultado: 

• 1 .(L=) 1 (XY -YX) i = cos- L = cos- L . 
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De las ecuaciones (B.8) y (B.9) podemos ca!C:Ular. n de la siguiente forma: 

y 

de aquí que: 

por lo tanto: 

. n L., 
sm = Lsini 

-Ly 
cosn = Lsini . 

-L., 
tann =-¡;-, 

!/ 

_ 1 (-YZ+ZY) 
fl=tan ZX-XZ . 

(B.12) 

(B.13) 

(B.14) 

Para calcular f usamos la ecuación polar de la elipse, ya que en un sistema con origen 

en mi, ésta es válida: 

a(l - e2 ) 

r=l+ecosf' 

Diferenciando (B.15) respecto al tiempo obtenemos: 

.. Lesinf 
r = a(l - e2 ) ' 

en ésta última usamos el hecho de que: 

Despejando cos f y sin f de (B.15) y (B.16), respectivamente, obtenemos: 

y 

. f a(l - e2
). 

sm = Le r, 
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usando estas dos últimas ecuaciones tenemos que: 

f = tan-1 (sin/) 
. cos/ 

(B.20) 

Por medio de tres rotaciones podemos poner las coordenadas X, Y, Z en términos de las 

coordenadas en el plano orbital de P, que son: ·x, y, z. Estas rotaciones están representadas 

por las siguientes matrices de rotación: 

c?SW -sin w n P1= smw cos ti7 

o o 
(B.21) 

P2:= (~ ci 
o ) COSÍ -sin.i 

. o sini cosi 
(B.22) 

cosff 
-sinn n P3:= sinn cosn 1 

o o 
(B.23) 

De la Fig.B.2 podemos ver que la· primera matriz representa una rotación sobre el eje 

z por un ángulo w, la segunda una sobre el eje x por un ángulo i y la tercera representa 

una rotación sobre el eje z por un ángulo n, en ese mismo orden, para obtener: 

(B.24) 

De la Fig.B.1 podemos ver .qu~ podemos reescribir (B.24) de la siguiente forma: 

.(~:) ~t3~2;f~:.:(~f Ff) . (B.25) 

Haciendo las multiplicaciones de ~.~tri~,es/{~.;5) ~ueda: 

(
x)·· ....... ( c:l>'~n~~;c;;+;rt~hiñ~~; ishi(ro + 1>) 
y = r •. •. sinncos(w +./) + cosncosisin(w + /) 
Z . .· •· sin( ro+/) sin i 

(B.26) 
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De (B.26) podemos calcular (w + f) de las expresiones para Z/r y X/r. Haciendo 

e = w + J' obtenemos: 

. ·e z 
Slll = -.-., rsm t 

cose= secn [~ ~·.sin~cosism,e] 
De estas dos última5 ecuacicJ~es ~~d~~o~calcclar·w de la siguiente forma: 

</'(.shio) ·. •· 
w .. = •. tan;

1 
.--. ·.-: f ,· ..... ~ ·, . •. coso ·.' 

donde f se calculó con (B.20). 

(B.27} 

(B.28} 

(B.29) 

Por lo tanto, las sejg. ~cÜ~ciories que necesitamos son la (B.4), (B.6}, (B.11), (B.14}, 

(B.20) y (B.29). 

62 



REFERENCIAS 

Chambers, J. E., Quintana, E. V., Diincan M. J., Lissauer J. J. 2002. Symplectic Integrator 

Algorithms for Modeling J>ldnetary Accretion in BinaryStar Systems. 

The Astronomical Journal 123, 2884-2894. 

Danby, M. A. J. 1992. J;h,;da,;;e~tdls o/Celestial Mechanics. William-Bell, 

Espresate, J. 1997>,~r~~>l)()cto;ai. Torca lineal sobre un anillo planetario 
' \ ·~ .!-.~-· ·•' --;· .. ' .... . 

centmdo e,;·un~ fl!sonancia de primer orden; UNAM; 

Espresate, J. y J .. J. Lissauer 2001. -Resonant Satellite Torques on Low 

Optical Depth· Particulate Disks. JI. Numerica1·si.mu1at;ons.'
0

Icarus., 

152, 2947. 

Hahn, J. -M. & Malhotra, R. 1999. Orbital Evolution of Planeti Embedded in a Planetesimal 

Disk. The Astronomical Journal, 117, 3041-3053. 

Levison, H. F. & Duncan, M. J. 1994. The Long-Term Dynamical Behavior of Short-Period 

Coments. Icarus 108, 18-36. 

Levison, H. F. & Duncan, M.--J; 20oo;;symplectically Integmting Glose Encounters with 

the Sun. The Astro~ofilical j~~~. Í2o; 2117- 2123. 

Mo~ton, F. R. 1~'70'.'..4~,lnt~d~~Úor/t~ Celestial Mechanics. Dover 

Publlcations; Inc;, New York. 

63 



Murray, C. D. y Dermott, S. F. l9~9. Solar System Dy'namics, Cambridge 

Univ. Press, Cambridge. 

Press, W. H., Teulcolsky, S'. A., VetterliIÍg, W. T;, y FJaiin~ry, B. P. 1992. 
,'' '.''. <.'-·<:. ;,_,:,.\;'· ;;:/;. "':/. ·:-·}:.--.-- .. ,.,_<:_:"~:/:,-::·.;·.+:: ..... ·:.· .. " .·.,, 

Numerical RecipeLn FORTRAN,2ª·~'cl:; C~b~id~~lJrtl~: Préss, 
... ,,: ':':;)'): ~--.-,- _-,-'. ,'._:·~;··-~ _,~·-- ''.'(-;J~!-··<' ,.-,_:~. 

Camb~idge_~ ~»__ ·::1~: ·': ;~ ·-- ·. !: ; ":-..:/_·-

Prestan, G. c. y Lovaglia/A. ~:19n.'"~od;~i~~~1yii~' Geometry. Harper 

. ¡_-: • :: '. - -:~~? . .<: ./:,;?~;, -<·< : ; 
& Row Publishers"New.YorkiNY: 

Wisdom, J .. 19~7. U~y ;~le i~~tu~: Chaotic DynamiCs in the Solar 
'. -~-'. ->~<. 

System. karu5 72, 241~275. 

64 

i 

( 

1 
l 
1 

1 

1 
j 

¡ 
l 
1 

l 


	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. El Problema Plano Circular Restringido de Tres Cuerpos
	Capítulo 2. Ecuaciones de Movimiento
	Capítulo 3. Orbitas Resonantes
	Capítulo 4. Resultados de las Integraciones Numéricas
	Capítulo 5. Dependencia de Cj a sus Variables a Medida que se van Acumulando Errores
	Conclusiones
	Apéndices
	Referencias



